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Action d'une masse intramercurielle sur la longitude de la lune
La théorie de la Lune est loin de concorder avec l’observation, qui a mis en évidence d'importantes perturbations ne pouvant, selon toute apparence, se rattacher aux actions des masses connues du système solaire.
L'une de ces inégalités a, comme on sait, une amplitude d'environ une demiminute d’arc, avec une période évaluée à 273 ans. D’autres, à coefficients plus faibles, sont manifestes. En outre, la valeur théorique de l’accélération séculaire n’est pas vérifiée par l’ensemble des observations d'anciennes éclipses.
N'y a-t-il pas lieu de se demander si, parmi les causes capables de produire ces écarts entre le calcul et l’observation, il ne conviendrait pas de considérer l’action d'une masse voisine du Soleil?
Sans rien préjuger de lexistence d’un tel corps, j'ai cru intéressant de rechercher l’ordre de grandeur des perturbations que pourrait occasionner sur la longitude de la Lune une planète intramercurielle convenablement placée. Il s’agit d’inégalités à longue période, les seules qui puissent être sensibles dans ce cas.
J'ai trouvé que, pour une trentaine d’orbites d’un tel astre, Pinégalité de 273 ans de période pourrait être attribuée à une masse au plus égale à celle de Mercure. Dans le cas de plusieurs orbites, la masse nécessaire serait voisine de celle de notre satellite. Pour deux d’entre elles, la douzième partie de Mercure suffirait. Enfin, des masses beaucoup plus faibles fourniraient de fortes inégalités à très longue période.
Les résultats auxquels je suis parvenu montrent donc quelle serait l'importance,
ones £
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au point de vue du mouvement de la Lune, de lexistence de faibles masses intramercurielles, pour des orbites déterminées.
L'explication des anomalies du mouvement de la Lune préoccupe les astronomes depuis un demi-siècle. Pensant que, dans l’état actuel, nulle tentative en vue d’une solution possible ne doit être négligée, il m’a semblé que ces nouvelles recherches n'étaient pas superflues et pouvaient avoir de l’intérêL.
Je tiens à dire que, si ce travail obtient quelque estime, la meilleure part en reviendra à mon jeune maître, M. Andoyer. Je lui exprime toute ma reconnals-
sance pour avoir bien voulu m'aider de ses précieux conseils et de ses bienveillants
nooa G 1 encouragements (!).
INTRODUCTION
Considérons la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative à
l’action d’une planète,
R — Ÿ A cosb, Ü—iL+iL'+ÿL'+ 0,
où L, L/, L/ désignent les longitudes moyennes de la Lune, de la Terre et de la planète; &, &’, &” trois nombres entiers positifs, négatifs ou égaux à zéro; À et w des quantités dépendant des autres éléments des orbites des trois corps.
Soit d9 le mouvement diurne d’un angle variable ©. La période de l'argument 6,
exprimée en années, sera p — cn
Supposons le mouvement diurne ÔL/ de la planète tel que, pour un système de valeurs de à, d', 1", p soit très grand et À d’un ordre peu élevé par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. On conçoit qu'alors le terme A cos puisse donner lieu à une inégalité sensible de la longitude de la Lune. Il est aisé de voir que ce fait ne pourra se produire pour une planète intérieure à Mercure si l’on n’a pas simultanément £ et ?” différents de zéro.
On est ainsi conduit à envisager l’équation OF e,
e désignant un très petit angle, de quelques secondes seulement. Si l’on prend
(1) Je dois remercier aussi le Comité des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, et en particulier son secrétaire, M. Cosserat, du symptahique accueil qu'ils ont fait
à mon travail en l’acceptant pour leur Revue.
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:—13", on a une période de 273 ans. C’est le cas de l’inégalité empirique bien connue de la longitude de la Lune.
L’équation précédente détermine le moyen mouvement ÔL/ d’une planète supposée. On peut en déduire le demi-grand axe et par suite le coefficient A, en laissant arbitraires au besoin l’excentricité et l’inclinaison. Il ne reste ensuite qu’à
étudier par les procédés habituels la grandeur de l'inégalité correspondante,
suivant la masse assignée à la planète.
Nous avons examiné à ce point de vue tous les termes de R jusqu’au second ordre.
Pour nos calculs numériques, nous avons fait le choix particulier de la période de 273 ans, dont nous venons de parler. Nous avons adopté en outre, dans tous les cas, une masse agissante égale à ;——, très voisine de celle de Mercure.
Mais nous montrerons comment on peut passer à une période et à une masse différentes, en partant des résultats obtenus dans Phypothèse précédente. Nous déterminerons par exemple, pour chaque orbite supposée, la masse capable de produire l’inégalité empirique.
J'indiquerai l’ordre de ce travail par l’énumération succincte des matières qui
composent les six paragraphes dans lesquels je l'ai divisé.
I. Développement de la fonction perturbatrice relative à l’action directe. Je me suis borné aux termes du second ordre, ceux d'ordre supérieur ne pouvant donner lieu qu’à des inégalités très faibles. En outre, je n'ai conservé dans chaque
coefficient que les termes principaux.
IT. Fonction perturbatrice relative à l’action indirecte. En appelant R' la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune correspondant au Soleil, j'ai développé 8R' au même degré d’approximation que R. En ce qui concerne les perturbations produites par la planète sur les coordonnées de la Terre, J'ai poussé
le développement jusqu’au second ordre également.
HI. J'expose dans ce paragraphe une méthode inédite, due à M. Andoyer, sur le mouvement d’un système formé de deux couples de corps éloignés, tel que le système Soleil-planète d'une part et Terre-Lune d’autre part. Cette nouvelle
méthode m'a permis d’avoir une vérification de l’ensemble de mes calculs. IV. Recherche des inégalités numériques des ordres zéro et un. V. Étude des inégalités du second ordre.
VI. Formes diverses des résultats
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ù L. —— Foncrion PERTURBATRICE RELATIVE A L ACTION DIRECTE.
1. Soient, parallèlement à trois axes rectangulaires de directions invariables, z, y, 3 et E,n, € les coordonnées géocentriques de la Lune et de la planète perturbatrice, x',y/, 3! et x”, y”, z! les coordonnées héliocentriques de la Terre et de la planète. Soient, en outre, r le rayon vecteur de la Lune rapportée à la Terre, r' etr" ceux de la Terre et de la planète rapportées au Soleil.
Nous désignons par f le coefficient d’attraction, par 77" la masse de la planète,
et nous posons A (Ex) En y)'EU Ci D En RC.
On a alors, pour la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative à
l’action de la planète, l’expression suivante
D dm er) Hat de Le D: )
En posant TO—=XE+YNn+SË,
nous avons NN) EE 720 7 0
et, par suite,
we
HET T2—97o\ SN à.
Il nous suffit de développer le crochet du second membre jusqu’au quatrième terme, en négligeant les termes en 7. Il vient
: 1 : MP Nous pouvons supprimer dans R le terme —, qui est indépendant des coor-
données de la Lune. Nous écrirons
R = fm" (Ri+ R),
en posant
(1) Ie
r? Tr à n R, est de l’ordre de ns et R:, de l’ordre de TS Cette dernière partie de la fonc-
tion perturbatrice à en facteur la parallaxe solaire. Les termes qui lui corres: pondent, dits termes parallactiques, peuvent être considérés comme du second ordre. Par conséquent nous n'avons pas à développer R; ‘par rapport aux inclinaisons et aux excentricités, puisque nous nous proposons d'obtenir le
développement de R jusqu’au second ordre seulement.
a ; ; : D 7 Considérons l'expression ci-dessus de R,. En ajoutant et retranchant + — et
4 D° désignant 26?— D? par P, nous pouvons écrire R I 3 :
Up °Ppp-. LAON n
Nous avons à développer cette quantité par rapport aux inclinaisons et aux
excentricités, en négligeant le troisième ordre.
2. Désignons par H, H', H” les angles des couples de rayons vecteurs r’ et r”, r'etr,retr, respectivement.
Soient # la longitude vraie de la Lune, rapportée à la Terre, +! et v” celles de la Terre et de la planète, rapportées au Soleil; s,s',s" les latitudes correspondantes; À, N, À" les longitudes dans l’orbite, en prenant pour plan fondamental des coordonnées l’écliptique à une certaine date.
Soient, en outre, E le pôle de cet écliptique, M, M', M" les points où les
rayons 7, 7”, r” percent la sphère céleste. Alors le triangle sphérique EM'M”
donne cos H — sins'sins”+ coss’ coss” cos (vo! — v”),
Or, en désignant par £, #’, 1” les inclinaisons des trois orbites sur l” échptiqne et par À, h', k" les longitudes des nœuds, on a
SNS SIN SIA en), sins” — sin£”sin(À"— h"), coss’ cos (o'— h') — cos(}'— h'), coss”cos(e"— }") — cos(?"— Ah"), coss'sin (p/— k') — cosisin(À'— '), coss” sin (6"— h") — cosé" sin (À”— L").
"l 1/1 ; A ut ru : : , Par suite, en désignant sin) sin— par y et y”, on obtient, toutes réductions
faites,
cos H = cos(À'— 2") —2y?sin(} — h')sin(\"—}')—27y"?sin(X"— k")sin(x'— h") + 4y y" Vi — VEVi— y" sin(À'—h')sin(}"— k") + 4y2y" sin (A — #!) sin(N— A") cos(k'— h").
Cette formule est rigoureuse. En ne conservant que les termes du second ordre
; : AU et en remplaçant les produits de sinus par des sommes de cosinus, d’après les
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formules connues, 1l vient (2) cosH — cos(À’— 2") + y?[cos(\'+ '— 2h) — cos(à'—2”)] + y?[cos(à + %"— 2h")— cos(X—?")] — 2y y"[cos(à + 2" — L'— h") — cos(X — À — A+ A].
On aura les expressions analogues de cos H’, cos H” en accentuant convena-
blement les lettres dans la formule précédente. Retenons seulement pour l'instant que, 4, 2, &’ désignant des quantités du
second ordre par rapport aux inclinaisons, nous pouvons écrire
Cos (À — À") + æ,
cosH — cosH' — cos(À”— À ) + x, cos H”=— cos(À — À") + &”.
S IR
W W T % =" (À "#4 IP Ta:
et, enfin, P—26—D?—7"°?cos2H"+ 7"? cos2H'— 27'7"(2 cos H' cos H”— cosH). Désignons par d et p ce que deviennent D et P lorsqu'on fait a = & = "= 0, c’est-à-dire ÿy = y = ÿ/—= 0; en d’autres termes, quand on remplace cosH, cosH/, À— N).
cos H” respectivement par cos(\ — \’}, cos(X”— À), cos( En posant N—N— 9, 2À—N—)—4, on à dr 0 r'r" cos o,
Pp = r"?cos(Ÿ — o) + r"?cos(b + p)—2r'r" cos.
Des relations qui définissent ® et on tire
Vert
Pr je
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Par conséquent, pour déduire les expressions de D et P de celles de d et p,il
s = — 9 suffit de donner à cos®, Pot à ee cos P—? les accroissements &, a/, à”.
Or on a, pour les accroissements de d'et p Correspondants,
| = — Dee Ôp — gros Ÿ 2 ot" + gricos TE œ'—o2rr" Ë a cos L © ax cos? — #) 2 2
Des — 0 =i(ra— rar) (eos Ee . : 2) +or'r"a.
R , Alors Fe peut s’écrire
Re 0e É me gd + Epds+ (de + Epd à!
L'expression de l'accroissement est
detre)
3 19 3 = ee SOI == jy 00) m0 5 ne re
TT OP de
—Vrrtads+ 3 (ra — r'a") re ie el sise 15 4 2 2 4
Pour avoir le développement de cette expression, il suffit de remplacer «, 4/, à”
par leurs valeurs précédemment trouvées, que l’on peut d’ailleurs simplifier en
faisant 0: On a ainsi
œ —7y"?[cos(} + À"— 2h") — cos('— Xl,
Lyc 2%10)— cos (1 —)] y [cos (À EX —2%) — cos (1 —2)] — 2yy"[ cos (À + À°— h — h7) — cos(À"—À—#"+h)],
œi==iy® [Cos(A + À — 2h) —cos(}—À)].
Il faut aussi substituer à d7$ et d77 les développements bien connus et définis
par les formules suivantes
1 AR QE Tdi —=— > ettcos to, Tdi = D Jé)cosie.
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. . Ja On obtient alors, en faisant = 8,
(3) no(rd + S pds)
Tue
es Baeti)cosio
+ À BLeos(4 — o)+ B’cos(d + o) — 28 cosŸ] a fMcosio ®
3 Ÿ +) 1 Dti) ; au 8(9 er A ns (8 mon te Ê LE ) arettcostg
et, en remplaçant les produits de cosinus par des sommes, (4) rs ( d3+ pd) 4 A = . D [2 Baelÿ) cosio + À 82 j%cos(i9 ne 1) + Ê Ba FE cos (ip + d+op) — FE Ba fl cos (ip + L) Ba" e cos (e + ++) — - 6 «'et)cos (ce SE +)
5) dE B a'eeos( re + ÊTES) + etcos (ie + ŸE) |
J'ai établi cette formule parce qu’elle sera utile au paragraphe HIT, pour l’application de la méthode de M. Andoyer. Pour le développement que nous poursuivons, il n’était pas nécessaire de passer par cette forme de l’accroissement en fonction des inclinaisons. Que l’on parte, en effet, de l’une ou de l’autre des expressions (3) et (4), les calculs sont également simples, en tenant compte des
relations
cosp Ÿ 4) cosikK — Dre cos(:K+p),
Cosp cosq ÿ k cosiK — = D kOT cos (iK + p + qg) + cos(iK + p — q)]. Dans l'expression définitive du développement, on peut remplacer les rayons vecteurs 7, 7, 7" par les demi-grands axes a, a, a” et les longitudes À, N, À par les longitudes moyennes L, E/, L".
Nous poserons (5) Rens PE BA LL ILE;
Ô et ü, sont les valeurs de © et Ÿ quand on néglige les excentricités.
Dans les termes où l'argument est #3 ou 10 + 2L — 2h, 11 s’'introduit au coefficient le facteur 1 + B°) et) — B(eti+1) + eu-1)),
Si l’on considère le développement -& 1 | (1+6B?— 26 coso) ?— = => ct) cosio, l'expression précédente n’est autre chose que c(?. En effet, on a Dee cosio —(1+fGB2— 26 coso) > e® cosio = (+8) Ÿ « dcosig —B Ÿ eTcos(i + 1)p + cos(i—1)o] = (1 + CDS et cosio — BY eti1) cosio — ce etë#1) cost, égalité qui met en évidence la relation à démontrer.
Nous avons tenu compte de cette simplification.
On a finalement, pour le développement cherché,
(A) RD} cosrs | rrre en — le +(gretr + s Bet)
FR 3 UE) + COS({0+ 0) | 7 nee en+ © É preu-1)
WG
co née — F pre u) ie re
TE Se) 15 15 | i+2 93 pri) A ) + cos(10+2L —2h) (+ svt) Os(L0 d h m2 À ga eu ni + Cos(10+2L7— 227) # 7 =
+ cos(id+2L—2L'—A+h7
( ] 1 (- : Beurn+ Ÿ pret )| + cos(i8+2L—4—#") ( (4 ai) | + cos(id—2L'+A+An") Ln (- -) un) ]
EX
Bret — a
+ cos(id+ h — h")
Le
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à AD) c 1 " 112 j 19 2 f(i— +eos(è+-,+al"an")| 7e ( DU ne 1) 19 as pi2) 36 7e a (à) | + Cos(i0+ Ô —92L'+022")| 7"? 15e pren 15 ga pit 19 65700 É ? 16 8 16
+ COS(20+ d—02L +2h )|r Ë ENT C en = Bet” + Fev) ||
Nous montrerons plus loin que les fonctions de e@ et f(? qui entrent dans les coefficients peuvent être exprimées par des séries ordonnées suivant les puissances de $, de même que e( et f. Dans l’article suivant, l’une de ces fonctions a une importance plus grande que dans le développement précédent, parce qu'elle intervient, en outre, par ses dérivées successives par rapport à $. C’est l’ex-
pression eti+1) 2 Bet) + Brett),
qui est facteur de JE dans les termes ci-dessus ayant pour arguments 10-00, ÉHLOBC O0 2 07.
I : < = 5 2 D cos(ig + 4) (etit — 2 Bet + Brei
Pia “ k DA DE cos(to + d), gl — eti+1) — 26 et) + ÉrCEL ge) pete pren,
Comme on le voit, 2 et 917 sont généralement différents; ils ne sont égaux que pour — 0.
Il vient alors
Nous poserons
de même que
Les termes du second membre de (6) sont de la forme
I PE m cosM,
où m désigne soit cÜ), soit 2% et M l’un des angles lo et ip + Y. Le coefficient m est une fonction de £.
Proposons-nous de développer cette fonction F par la formule de Taylor, jusqu’au second ordre. C’est une fonction des quatre variables r, r', r”, M.
Les dérivées du premier ordre sont
OF 21 OF 37? ir 7
dr port cosM, malo CONS PE m' cos M, 0F Fe, 0F 74 :
dr = re 4 cosM, DM = 7" m sin M
en désignant par 72’ la dérivée de m par rapport à f.
Soit de même nm” la dérivée seconde; nous poserons aussi
dm gs dm Tr — Mm= D —-—e Do Le On a alors pour les dérivées secondes de F P 02F 2 EF 127? Sr?r" ; r?r"2 À Je = nn cosM, Je = em COS M + En COM + —5 m cosM, EF LA dF 2 TEE cosM, SN a" cos M, FE ï IF = 7 m COSsM — —— m’ cos M, r'or dF , dF == m! cosM = m sin M dr or” de É or 0M Æ ; 0?F 2 DT Re De m' cosM Fm" cosM, Jia 1 F O7 : TS RAM dF Re EE m'sin 6 SU le dr 0M r'* msinM + r'5 M, or" 0M r'#
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Soient ro, r'p!, r' 0" les accroissements de r, r', r”, p celui de M. Il vient alors,
pour le développement cherché,
(7) PP | c0$M (m + agm—3gtm — p' + pm +pm+6p?m+hpm Tr T re Lee bol + pm pme =pm—6ppÎm
— 2pp ra +2pp" ma p'e"ma— pm) + sinM(— um — 2oum+3ppm +pp'm ppm) | >
; k r> 3 Nous allons appliquer cette formule au développement de — ch) coszo el r
TRE $ ; ; de — 9% cos(io + L) successivement, en donnant aux accroissements p, DRE Ste
les valeurs convenables.
5. Occupons-nous d’abord de la première de ces deux expressions. On a, e dési-
gnant l’excentricité, / l’anomalie moyenne,
p——ecosi+—— cos2l DEN ee Eee
et les quantités analogues p/, p”, ..., en accentuant les lettres.
On en déduit, jusqu'aux termes du second ordre,
CAES Ace
RTE ne ARE EN LS ee’ .
Pau ; COS 24, Ve cos(l + d') + à cos({— 7),
à : . o ; 6) 2 PRÈS i(ze sin /'— 2e” sinl”+ —e’?sin2l! — 2 e sin),
est
(8) p? —=i[2e + 2e"— 2e"? cos2l— 2e"?cos 2l"+ 4e'e" cos(l'+ l}—4e'e” cos(l'—[")],
up —=—iee [sin(l+7)+ sin(l—{)] + iee’[sin({"+ 1) + sin(27 — 7)], pp =—ie® sin2l'+ie'e"[sin({" +) +sin(#— 7), | pp iele'[sin( + l") + sin(l — l)] + ie"? sin l.
Il vient alors, en remplaçant M par &à et en ne conservant que les termes prin-
cipaux dans chaque coefficient, s’il en existe de plusieurs ordres,
=> cos iÔ (; ct) + ecos(i8 + D (— reti)
. d I È 1 €. cos (20 + /!) cu + ef)
+e”. cos(id + l') (- soie se)
3 Hoi ee DU ji 22 +e* cos(id+2l) (ÉEIEE cn + 28 4 Lot
DITES ; Pa:
6. Passons au développement de S ro cos(£o + d). Nous avons les mêmes
x , Q ® s/ 5 5/ [2 expressions de p, p', p". Quant à n, c’est l'accroissement de £(À—N")+2i—N—V. On a alors
ù ; p=#4esinl + 2 es sin2/+(i— (2e sin l' + re sin2l) — G+n (ae sin l"+ gesinal),
p?=8e — 8e cos2l+o2(i—1) e?— 2(i—1)e? cos2l + 2(i+1)’e"? — 2{i+r) e"?cos2/"— 8(i—1)ee'[cos({ + l)— cos({— /)] + 8(1+1)ee"[cos({ + !") — cos({ — l”)] + 4(@— r1)e'e"[cos(l'+ l7) — cos(Z— 7")],
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et pp —=—2esin2{—{(i—1r)ee[sin(/ +/)+sin(/ — 4]
+ (+1) ee”[sin(2"+ {) + sin( #7 — 2)],
pp =—2ee[sin({+l)+sin({—)]—(i—1)e?sin2/
+ (i+ijele’[sin(/"+#)+sin({— 7)],
pp"—— 2ee"[sin({+ l')+ sin({— l')]
— (i—i)e'e"[sin(Z+ #7) + sin({—/")]+(i+r)e”?sin2/.
[ne faut pas oublier, pour opérer les réductions de termes semblables, que 2(T# est différent de 2.
Par suite des relations (5), io + 4 devient à + 0,. On n’a conservé dans le coefficient de cos(iù + à,) que les termes principaux. oË)
Ici m, m,, m, doivent être remplacés par g(), g%, 9%, dans l'application de la
formule (9). Il vient
(CO) SR z cos(io +4)
=>] Cos(i0 +0) (8%) +ecos(id + d,+1)(g)
+e cos(id+d—7/) (—3gt))
+e! Ccos(ido + d,+ l') | (+ r)en+ set |
: I ; | - “ à ADR | +e” cos(id + d,+ /") ) [ci go — se |
+e! cos(ido+d,—[')
+e” cos(id + d,— l”) (é+1) go — 8
He? Cos(iô ++ 21) (g() + e?cos(i0 + à — 20) (sv)
A LC +oi+5 , +e”? DA go + na St +ger
+e? cos(id+d—2l) LL EE: HIER
+e"? cos(id +d,+ 20")
+ ee"? COS(10+ 0— 20") 4e? ETS
) ne ) I en tant Do 1) 1 )
se ee = ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE.
or.
— —— o(i) 1 8 75 À 6 MERS 3 Sn ! à Ô 1 2+I : I 3 8 a Der. COs(£ ae 1 +lEl ) à go + seit) : Gi—15 ÉNE + € e! COS(i0 + 03— 7 — l' )( ; gt — et) + e e' COS (id + à, + [ =)( Pot G) + 710 2 2 + € € Cos(d+ à — 1 + )(— ES get) 2 2 +e e”cos (id + d,+l +") |- (TEDeUE Lg
+ e e"Cos(id + 9,—{—(") + e e"cos(id + d,+ 0 —[")
+ e e"cos(iù + à, — 7 +1")
+ ele" cos (id + 0,+l'+ 0") | — = gO— (it) + ele" cos(iù + d,—l'— 1") ee GE (x ele" cos(io + d,+0—4)| ?° = L pt ele" cos (0 + 0,—l+ 0") Mind Des
Fo
7. Il nous reste à trouver les termes parallactiques, qui sont donnés par la
partie de la fonction perturbatrice que nous avons appelée R;, formules (1).
On a
En posant
on peut écrire PAR aie 3°) ST 5 QT,
Rappelons que nous avons posé
os = 1" cos H' — 7’ cos H”, Dre 2} lcosH;
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On peut faire 1c1 = 0 RG), Fed cos H — cos(À'— À’), >
en négligeant les excentricités et les inclinaisons, les termes parallactiques ayant (#2 . TS Ces en facteur —;, considéré comme une quantité du second ordre. Alors og = a” cos(}”— À) — a! cos(À — À), D?= a°?+ a"?— 2a'a" cos(}— X”); par suite = a"3 cos (À — À) — a'8 cos (À — À’) — 3a'a"? cos? (X}" — À) cos(À — À) + 3a°?a" cos(}”"— À) cos (À — À}, et, en Lenant compte des relations trigonométriques
COST cos3 «,
COS
I I + Cos(2a + &') + > cos(2a — x},
on I COS œCos &d— : Coste
il vient
ape Fa” COS (À"— À) + La"s COS 3 (À! — À) — 7 a cos (À — À) — 1% cos3(À — À)
3 PE TEX ! 3 Te [4 l 3 —jaa Cos (À — À nn a"? COS(2 À"— À — À DC ON ENS)
raie a? a" COS(N— À) + j aa’ COS (À — 20! + 2") + aa’ cos(3À — 2 — À”).
On trouve pareïllement D'o—(a® + a") a" cos(}"— À) — (a+ a?) a! cos (À — À!) — aa"? cos(à'— à) DARCOS AN) aa cos QD 0 1co EE) 07 d’où
= 7 a c0s3(à— X') s Fa cos3(À — 1")
& aa" cos(3À — 2% }),
—jaa 2cos(24"— 31 + À)
Les excentricités étant négligées, on peut remplacer X, N, NW par L, L', L', où plutôt par les expressions (5) de ces angles, déjà introduites dans l’autre partie de la fonction perturbatrice.
’ ; ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 1e
On obtient finalement pour les termes parallactiques
PNR ic 0 | Zeos(i+ : ET et + 8 eG-1)
+ Y cos{id 34). = SO+H3B FUN 3? Fu-n + ps FU—8)\, ] l
À ° x Q L'ensemble des termes des expressions (A), (B), (G), (D) constitue le développement, jusqu’au second ordre, de la fonction perturbatrice relative à l’action
directe de la planète sur la Lune.
IL. — FoncTION PERTURBATRICE RELATIVE À L'ACTION INDIRECTE
8. Soit R’ la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune provenant du Soleil. Elle dépend des coordonnées héliocentriques de la Terre, x!, y!, z!. Les valeurs de z', y’, z' qui entrent dans l'expression de R’ sont celles qui résultent seulement des actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune. C’est avec ces valeurs qu'est établie, dans une première approximation, la théorie de la Lune.
Mais, si l’on considère l’action d’une planète sur le système de ces trois corps, il peut en résulter pour +/, y’, 3! des accroissements Ôx', dy’, dz! très sensibles dans bien des cas et dont il faut tenir compte pour la théorie de la Lune.
On aura donc à adjoindre à la fonction perturbatrice R, étudiée dans le paragraphe précédent, la quantité
__oR' ok OR
[ AE ! RTE. Los Ne ox! dy’ CE dz!
Ôz!.
C’est dR’ qui est la source de l’action indirecte de la planète sur la Lune. On dit encore que c’est l’action de la planète réfléchie par le Soleil La fonction perturbatrice R, étudiée dans le paragraphe précédent, contient
aussi les coordonnées x!, y', .’. Par suite, l’action indirecte de la planète à pour
effet un accroissement de R,
A Re nn) Ho
IL semble donc que l’on doive teuir compte aussi de cette variation de R. Mais R a en facteur la masse »" de la planète; par suite, un terme provenant de ÔR sera, par rapport au terme correspondant de ÔR, de l’ordre de »”. Et, dans le cas spécial des planètes que nous considérons, cette masse est très faible, car
nous ne recherchons que des masses au plus égales à celle de Mercure.
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9. Revenons à R’. Soit F la distance angulaire du Soleil et de la Lune, vus de la Terre. Négligeons la masse de la Lune devant celle de la Terre et celle de Ja Terre devant celle du Soleil. Nous avons alors, d’après M. Andoyer, T'héorie de
la Lune [ Scientia (Phys. math.), n° AT, p. 10],
2 3 R(— à + Scostr) + FE (- rie 2costr) |.
2 2 ff 2 2
REX É
Soient v et s la longitude vraie et la latitude de la Lune rapportée à la Terre,
v' et s' les coordonnées analogues de la Terre rapportée au Soleil. Celles du Soleil rapporté à la Terre étant alors r + #' et — s', on a cosF —— sins sins'— coss coss’ cos(r —v').
Comme s et s’ peuvent être prises pour de petites quantités du premier ordre P P P P q P )
nous pouvons écrire, en négligeant le quatrième ordre, 2: 12 , s? se COS F = — ss! — (: — + (- =) cos(e — p'); 2 2
d’où, avec la même approximation,
J ] COS? F — — + -cos2(e — v') DC SR S CES. SE — —Ccos2(p — p') — Cos2(? — pl) + ass cos(p — p').
Dans cosF et cos'F, on peut négliger les termes du second ordre en s et s/, car cosF et cos'F seront muitipliés dans R’ par un facteur qui est lui-même du
second ordre.
Nous aurons alors —. 3 : 1 COSSF — — + cos(e — pv!) — RAP NE
COSF — — cos(e — v'), Par suite
3 3 3 PSS SA COS2 (F0)
I DÉRTET 3 pre mn it (9) ï: E Le Re p') 7 à ï
fm r ir p') + 355’ cos(e — 2]
3 3 _ | g costs — p') — 2 cos3(v — |:
La fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative à Paction indirecte
de la planète sera donc, avec ces nouvelles variables,
x OR! dr’ OR! OR!
0R'— 1 Se AR EN 5! NES !
a et Pr OL js ds".
Comme la latitude s/ de la Terre à un instant quelconque est une quantité très
pelite, nous pourrons faire s'— 0, mais après la différentiation seulement.
On a
D PCR ar? 5 9 | ! Ge 9 » !
fm 07 — PT AI TPE AR ) + re a HN OSr ] GNT 3 ; 6) PET | ROUTE cos3(o—v)|, I 0R' TE D ’ pe G mo Se PE ME ner) 5 sin2(v —v ] 3 © Lee | $sin (vo — 0!) — sin3(e—e')|, I CRE O7 à Dr ds 0 r'8 RENE
# et #’sont les longitudes vraies. Proposons-nous d'introduire dans les expressions précédentes les longitudes dans l’orbite À et \', ainsi que nous l’avons fait pour R.
Il faut tenir compile par conséquent de la réduction à l'écliptique. On a
: NE p —À — y? sin206, y =Sin =»
ds p'—N\—7y?sin20", Di en désignant par et #’ les arguments de la latitude. Nous n’avons pas besoin d'appliquer cette correction à sin(p—+), sin3(e—v"), cos(e—,/) et cos3(e —v!), car elle est du second ordre et les facteurs dans lesquels
entrent ces quantités sont au moins du premier ordre. Il suflit d'appliquer la
réduction à l’écliptique à l'argument 26 — 25: 26— 929 —a(À—\)—2y"sin20 +27y?sin20.
Remarquons en outre que lon peut faire = 0.
On a alors I oR! CAES EE 0 à © ,- 1 ! — COS D) SET COS A À fm or je | l Â n 4 \
ee 4 cos2(À — À + 0) — Rp cosa(1—N — 9)
or Eur 3 SOS — JE cos (A—À)|.
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Et en remplaçant s par sa valeur approchée 27 sinb,
in OR EGiT 9 id = mo fm Or! rl 4
0 on) a 3 —_ |} 5 LE ] mo 0 x)| + &] ces N) + = cos3(À À!)
/ 2 COS 2 0 + cosa(a—N) — Ÿcos2(i—7—0)|.
Pareillement
D / 2 pa 3 à Fr _. — _ Ë sin —')] —+ Te ET =) FR sin3( 2) (E) | + Bl-3sin2(A—N) +38 sin2(À—N— 0)],
| fn FT = 37 [sin —N+ OS Sin EC
10. Il reste à développer par rapport aux excentricités les quantités qui n'ont
ai ; pas en facteur y ou Te Nous allons appliquer la formule (5) que nous avons
établie au n° 4.
0R' D'abord, dans dr? nous avons
3 12 l p2 pe ET road) )
re TE fm’ % 97 0F CAE 7 0F Ir? l on r Cos2(À — À), ee _. 9 = cos2(à— NV), 0F LT C1 24: .
To ) = on); Or? = — LR = ? — cos2(À—N), dF HTC , dF Pas ne Sn À TE 49 — COS2 (À — À), Dr = 6% +187 cosa(À — V'),
CA ordre OO A) = 97 sin2 (À — À )
F . I TIER
TC ee UP
Soient
r=a+ ap, HE UO. ÀA—X=L—L'+p.
Nous avons donné au n° 5 les valeurs (8) de ces accroissements et calculé leurs
carrés et leurs produits deux à . E appli s | | I | eux à deux. En les appliquant au cas actuel, on aura l'expression cherchée.
On a d’abord, en désien: HU Nes CAL
abord, en désignant par (a on la partie de a! gr due nous avons à
développer, ainsi que nous l'avons indiqué plus haut,
nach 0 !
fm or! = R|- 7900521 ral
2e , P cos2(L — L')
+ 3p"+ 9p' cos2(L — L') + 2psina(L—L') “a 2 pe cos2(L — L') + 6pp'+18pp! cos2(L — L')
PE =. FA 12 à !
1 CCS C0 (LL)
+ 9upsin2(L— L') —:8up'sin2(L — L)|.
Puis, en remplaçant 2(L— L/) par 0, — 5,
Œ) Zn (#3)
3 0 se 3 s 271 ! N N 9 se HN l)— ge! cos(d, — d — l') — S
+ ge cos21— Pet cos2l + 6: cos(à, — à)
— Le cos(2,— 3+ 20) — Pet cos(9, — 3 — 24) + Vétcos(3, — à) on
fa 12 Ô =, ! 387 12 a (N S / ! : !
GC cos (ds ae Cos(d, —d— 20") + 3ee'cos(l+ l')
+ 3ee'cos(l—(l')+o2gee cos(d,—d0—/— 1") —9gee cos(d—d+1— r)|,
cn ne conservant que les termes principaux de chaque argument.
; : a : oR 11. Il faut développer maintenant la première partie de Sr par rapport aux excentricités. Ici u
F—” sin? (A —N), DÉRRRETU , DÉRRRORIEEE à Sr —3,msin2(À— À), = nsin2(À—)), OF Te eee DH re ; DA ENORR LES # De = 3-5 sin2(À— 1), ge = 18% sin2(À— 1), Das 0 2 sin2/À — À) PE = — 9 sin 2(À— À) d(1—\} Te Fa or dr"! ri À EF VEN AER NS dF ER Ç re 0 STE COS2(A — | )s or A(À — À) 1
Te L - — —=— COS 27 70), dr AA — À) 97 © on )
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: : 3 Re :
Par suite, pour les accroissements p, p', d définis au n' 10,
== Al Re D an 0) — 2 pl sin(d— d) + 3 cos(à — Ô)
+ 1 p° sin(d, — d) + 9p'*sin(d — À)
— 3p? sin(d, — d) — gpp' sin(d, — à) + 6pu COS(d — À) — 9p'p cos (d, — o)|.
Et finalement, avec les valeurs connues des accroissements p, p', H,
3 D JO (G) 5 nsin2(à — 1) ANNEE d,— Ô D M) = 7 5 sin ( 1 — JE ES (0; x Û 3 = [2 21 l : (1 my OS 0 ENS Fi sin(d,—0— l) Doi à ÉD + se sin (à d+2l)+ —e?sin(d, — à — 21) un re de 20) C"cehein(0, 0-16) “L 4
— Tee sin(ài— 2-1 l) + NO me) + d ee! sin(d, — à L+ 0) sin (d, — à) — Le sin(r— 2) |.
12. Pour calculer la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte, nous avons besoin des perturbations produites par la planète sur les coordonnées de la Terre, 7, #', s'. Continuons à désigner par 7”, v”, s” les coordonnées de la planète. Ces six coordonnées sont rapportées au Soleil; ce sont les coordonnées polaires des deux astres.
Les variations ô/", dv’, ds’ sont données jusqu'aux termes du premier ordre par Tisserand dans son Traité de Mécanique céleste, tome 1. Comme l'avait fait Le Verrier, il les a déduites des variations des éléments. On peut les déterminer en partant des équations différentielles du mouvement, suivant la méthode indiquée par Laplace dans la Mécanique céleste (1. 1, Livre Il, Chap. VI). Nous pousserons les développements jusqu’au second ordre, comme précédemment.
Nous partirons des équations de Lagrange.
Désignons par fm"U la fonction perturbatrice correspondant à l’action de la planète »" sur la Terre. Nous prendrons pour plan fondamental des coordonnées le plan de l’écliptique à l'origine du temps; de telle sorte que la latitude s/ sera une quantité de l’ordre de la masse perturbatrice.
Soit H | angle des rayons vecteurs 7’ et 7". On a
cos H — sins’ sin s” + coss’ coss” cos(v!— 1").
Alors PLU (10) U= (772 rico) 2 — A cosH.
_ CT SE , ; à OU oU oÙU Pour l’application des équations de Lagrange, nous avons besoin de PA D LR pu rdv" ds On a 9 cosH A ne gg —C0ss sins”— sins coss” cos(e" — p"), s (11) OÙ 119 HQE 11 a r' 1e 1 : ! (4 l 1 ne (r2+ 72 277" cosH) Ces coss’sins — sins’coss"cos(e'— 6") |, Il nous suffit de développer U en négligeant le quatrième ordre par rapport aux inclinaisons et — en négligeant le troisième ordre.
ds’ 1 On a rigoureusement, N désignant la longitude de la Terre dans son orbite, Te DATE . . 5e. Ù .
c’ l'inclinaison, avec sin — —= y’, et }’ la longitude du nœud,
sins'— sinci’sin(À — h'), tang(v'— h') — cosi'tang(}'— '). Et en négligeant les termes du troisième ordre en ?/, SNS = 2 ASIN A1), coss —1—7y?+7y"?cos2(À — h').
Nous appliquerons à +, au même degré d’approximation, la réduction à lécliptique D y2sin2(—h)).
On a des relations analogues avec les lettres à deux accents.
Nous avons déjà calculé cosH, au n° 2, en fonction de y’ et y”. En portant sa
OU
valeur (2) dans U et gsi ©t tenant compte des expressions ci-dessus de sins’, s coss', ..., on obtient r'
U—=[r?+7"2— 0277" cos(N — X")] ?— — cos(X' — ?")
3 r! 1e r'r" [r+ r"2—or'y" _. à") DS =
x 2y/y" [cos(X'—— +R") — cos(l'+ 1h — h7)]
+ y?[cos(à'+X"— 2%) —cos(r'—2")] + y[cos(à "+ 2X"— 2h") DE = — dr priene r"2 — r" Cos( ot |
x [2y'sin(M— k")— y sin(N—#)— 7 re de hl)].
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Désignons par 0 et 0” les arguments de la latitude et remplaçons NX — par ©.
Posons en outre
(r+ rar
cs ji c 5 rÉCOS Oo) = DAP cosio,
ei I ; ; nrTUr re 27 rOCos oO = dB COS10.
Pour avoir (A
, À r (rè+ rt ar!rl cosp) ? — ns COSŸ,
’ ve Ta il suffit de diminuer A1) et AT!) de PES
Pour avoir le développement analogue de r'r(r2+ rl ortr!cos®) ? —
on devra de même diminuer, dans ÿ BG costo®, la quantité B() de 2 TR
Sous la réserve de ces corrections, on aura 1 , U—- AG Cosio nS B% cosio | y'y” cos(0'— 0") — y'y" cos(0"+ 07) PT 4
dr Sn DIN Re Lu DNA e Te cos(p— 20") SV copy cos (o +20") al cose |
ou, en remplaçant les produits de cosinus par des sommes et en ramenant tous les
arguments à la forme £® + x, « étant indépendant de o,
ÜU= . Di cosio + y'y" à B® [cos(io + 0'— 0") — cosio + 0' +6")
+ D BE [cos(ig +26) — cosio] + y" D =BU-ULcos(ig + 29") — Cosio |].
De même on trouve
OÙ RE > ’ I , PA u =D BU sin(ip+0")— Dee BU+1)) sin(io + 0).
13. Cherchons maintenant le développement de =: Pour cela, supposons que
dv!
l'on remplace dans U les variables ?' et s’ en fonction de Wet 4. Or v' et s' sont
donnés par les relations suivantes, où £’ doit être considéré comme constant :
sins = sint’sin0/, tang(p'— }'+ 0) — cosi' tangW'.
, , On voit que est une fonction de s' seul, que À est de la forme
Ÿ désignant une fonction de s/ seul. Donc
00 x Où OU _dU CT TT , ) ‘ - OU IL en résulte l’expression cherchée de sn (Q OUR Ne ne tA( sinco -
-y7" DiB [sin(io +6 +0") — sin(ig + 9 — 0")]
eye = D'iBEU [since — sin(io +20)]
EN ; EE Dfsinio — sin(io + 20")].
Te OU Il resterait à calculer —
Sr mais nous verrons plus loin que la façon dont cette = dérivée s’introduit dans les équations ne nécessite pas le calcul analogue à celui
4 OU OU que nous venons de faire pour — et
de! ds!
14. Nous allons établir les équations différentielles du mouvement en vue de la détermination des perturbations dr’, dp', ds’.
Nous emploierons les équations de Lagrange
OT a( 7) _oT
dé 04: re
où gs désigne l’une des variables définissant la position du mobile à l'instant #,
q: la dérivée de g; par rapport à £ et Q; la composante de la force dans le sens de la coordonnée gi.
Ici la fonction des forces W a pour expression
WE + fm'U, MIT Em, nai fu, la masse du Soleil étant prise pour unité. On a pour la demi-force vive
1 /dr'2 dv'? ds'?
= HACOSAS re 1 DAS 4 de? dE?
QT
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Dans l'expression de W, U contient le temps explicitement, les coordonnées de m/ étant des fonctions connues de 4, qu'il faut substituer dans U.
Commençons par l'équation différentielle relative à la latitude s
ds!
AIBAEEE # } Tenee _\ dt} 3 _ p/2 Fe ou — a dt 2 de 6 Os!
r) à ca qu on peut ecrire d?s! ne ds! dr! I dtERE fm eoU
IN
2 dé? eos:
Soient, pour simplifier l’écriture, == ip; OPA DEN
On peut alors mettre l'équation différentielle précédente sous la forme
d?o a el % do Dre de"?
<= DZ = DE —— (6; n°? dr? RAGE IQ n'2 dl? Fe DA Se 24 DOS ar: De dv! dà Me HPNOU — GS ——— 2 —_— 7 — Tniien dat re n'dt n'dt GE 10 CN LOTO
U contenant £ explicitement, on n’a pas l'intégrale habituelle des forces vives
T—W— const. ;
mais on peut écrire une relation analogue (Laprace, t. 1, Livre IT, Chap. VI) en remplaçant U par (dU), où l’on désigne par (dU) la différentielle de U obtenue
en faisant varier £ seulement dans les coordonnées de mn’. Cette équation est
Phil dpi 7 AS RO 0 x (12) dE + 72 cos?s' rat De = +2 [y (dU),
à laquelle nous allons adjoindre l'équation de Lagrange relative à la coordonnée 7°!
dr! de RAS JR (19) PTE — r! cos?s' TR er me Pa een
Voici comment ces deux équations vont nous permettre de déterminer À et p. Multiplions la dernière par 7’. Il vient
D 12 12 dr de va CE TE En de de de ne) OS D
= , ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. en tenant compte de la relation d? sr) 2 dr'2 PCA TS de FT ST. on obtient l'équation d? (: Te DD 0} are ; Ve dise fu Ô - —_ r'? el 11) Le « l li) Matte PTE PTE TR on ee
qui, ajoutée à (12), donne
1 TE ee n sn pt QU PE 2 fm" (4) + fr D:
d’où l’on tire l'équation différentielle qui définit p
a' a TR , AÙ —p—a ai ÉTICUEZ |
[4 Nr.
(4) n'? dt? 7e
Pour }, considérons l’équation (13), qu’on peut écrire
et qui devient, en introduisant les accroissements b, À, 5,
1 (ap) 3/fp .
AACNÈ TE ONE TOC CIE? 7e + 2sins' coss es LE 2 Cos?s" er f ee 2sins S——c—2—— — — x = (10 de dt dt ALT or!” ou, en ayant égard à la relation #"2a"= fi et multipliant par 7”?, r' d? et ! 2 12 12 12 L PR 3 +2 osins' coss' LE s = 2— G Ra P n'? dt? ane dr? r'2 a? n'° dt?
72 die M, OÙ RCE O7:
EE GR Ter RERrE == ) 2 ?) ‘ 2 n!'dt n'di ae n' dt
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Remplacons dans cette équation — par sa valeur tirée de (14). I] vient RASE Ï REA:
[L J{ a(z a(= (5) a! VA TE O0 need? Pre de CAE + 2 He coss! CE =? TR > Le Cos’s! sur is Ed rer “a? n!dt n'dt GE nidien ot
Considérons la somme des trois premiers termes. On a successivement
2 NE. d? ee, ad? CS d° a d? Eur.
de e e) (5) ET l (2 e) (L e) a! Ti D NT — LL n° de? Perdre a! n°? di? n'? dt? n'? dl? n'? de? CNTL. r' r! | du d2| = a = D Ge) : (3) 2 (3) — + nede PP ne de n'dt n!'dt r'!
72 Len d?|— Dr (= e) - mor ne de n' dt TA va BN = a = Ci à (= ) a Ra DA P n!' dt Alors l’équation (15) devient ae is de' di is re ds'? TÉNUS REA S — — C3 SCO — —— a"? n'dt n'dt a”? °° nat ca CE ol DC
a(Le) a(T) d ! il Li [/4 À RALEN PAT E DICO)
— ndt ; n'dt d n'dt Us
En tenant compte de la relation
r' dv TS Vi = e'?,
DER
on obtient finalement, pour — 2 E dt”?
dl se dÀ +, I d (5e) a(z) am" = dU n'dt fi—e?cos’s! (| r'dt n'dt Pn'dt à f\ née dr!
dv’ ds' do
e AE ANS EG — 2 rl cos?s' de! n'dt
En supposant y — 0, on a, avec l’approximation adoptée,
Avec la même approximation, on peut réduire équation en os à la suivante, en faisant 07 & oc am”
nd p' JD Büsin(ie +0").
15. Proposons-nous d’abord d'intégrer cette équation. Elle est de la forme
LT + ay + 40 —0,
où & désigne une petite quantité de lPordre de la masse de la planète perturbatrice, Q une foncuon de &.
Laplace a montré l’emploi que l’on peut faire de cette équation pour la déterminalion des perturbations des divers ordres des mouvements des corps célestes.
Il a trouvé pour l'intégrale complète (cf. Livre Il, Chap. V)
Co» C a sin at œ COS al :
= since =cosot— EE fQæe COS al + EE f Qursinar: a «a
cet c' désignent les deux constantes d'intégration; si l’on suppose qu’à l’origine : d :
du temps on ait y = 0, _ —0 on doit prendre ec 10; Dans le cas qui nous occupe, Q est composé de termes de la forme
sin K (mt+e).
cos
On a alors pour y le terme correspondant
aK sin
<= (mt+e).
nm” — 4° COS Nous avons ici l 1 am D —— 2 == ORSAUE = m=— — n'y",
Q = D BWsin(ig + 8), min —{(i—1)r".
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E n° Alors, en désignant — par w, e 2)
Ss t fe ii no: ; m—=R êe je Lt —(r—1)], a) a < ' REPERE S * 1 m°— a — + I[to— (i—-1)F—0*; u ee. se à ni 24 / t+i n°?
= — [+De—(—n][E-ne-(E-n]=(t-1}G-oe)(+— - © } —; o Ê—1 A] par suile MENT. @° UE - (H) d——a} — S' BG : sin(io +9").
L' mi ; à + (t—1)PG—0o)|{1i—- a] \ ir ,
Cette formule est en défaut pour i—1; ce que l'on pouvait voir & priori,
puisque dans ce cas m2 — n'= @. Le temps sort alors du signe sinus.
16. Passons à l'équation en 2 et à la formule qui donne À, en nous proposant d'abord de trouver pour ces deux fonctions de t les termes dépendant de y’. On
peut faire T— oetr'— «’. On a alors
, OÙ l a N » aBE-1 ; ; e À d— — =-ya a ——— | cos(io +— 29 )— costo |, ar" a es da [ CT d ?] : I à : J 1 Re RP SRG) on fre 1 007) sr 7 SE NES (dU) — il NinB sin(to + 29°) + À Ÿ in'BU-U sin co, pes Me ot : s Fa a) £ (dU)=— -: Ne —— BL cos(io #20") + - y" ŒUcoSr J of mi(i—2)—io A ) 2 Dent Er Nr , OÙ a dU) + D J dr AS SL D 210 BEN = MIA D (Ë—1) - .
= == — —«- - COS (19 +— 29 2! Der da te ) il "+ ©. $ 2 @) S oBG-1 ?
+= >) — BG-0— g! : Cost.
2 ss nt à) da
En faisant = a’ dans l'équation (14), qui détermine 5, on obtient par l’application de la formule de Laplace
: LORS cos(to + 28°) É A) ! JBU—-1) (K) DR) 2 N A - - RS OR no u NN 6 i—1 Î+I ; "Ue- DO (à— 2} 1 — - @ }[ 1 —- @ | (ë—2)[ 1 —- A) t—2 . Ê— 2 i—9 CM cos io A ' i—1) et CN : | Spore CPR mn si , i—1 CRE D NOEE er —_o ni — : œ) U , 0
dr
Dans la formule qui donne À, on peut remplacer 1 — e/2 par 1, = À | Ê a! n'dt
lo am” ol D see M NI, 2 “ Deer # n fs fau +2 A | de
On obtient, toutes réductions faites, pour les termes de À dépendant de ”, l’expression suivante :
5 par o.
Elle se réduit à
: Li 36) a'm" 4 de ee (£ 4 , . . 7 D) £ my OSIN (10 20") - = BG-1) ; : u 2 Ü—1 HI 2(1—92)} [1 — - A) I— - oO | [1— - 6) [—2 t—2 it -2 (à) ,0BÜ-1) Sn a ; à à ÿ Ê—1 +1 da (ü— 2} [1 — S)[1— - o)[r— 6) l— 2 il —2 + —2 am" Ces De —— ; My sin to É Bti--1) F- a t— 1 \ + 21(1— 0) (1 — ©) [1 ——0w J l 6) ,0BU-1) Oa'
17. Il nous reste à trouver les termes de o et À qui dépendent des excentricités, en négligeant le troisième ordre.
Nous avons à développer par la formule de Taylor la fon cuon
= > AU costo.
Pour les accroissements des variables, nous adoptons les mêmes notations que dans le n° 4, où leurs expressions ont été données.
On a généralement
F—EF, + a! 0F ! a dF EE I a’? Cu D?+ a'a" dE Pl 1 y FE 12 Er da? FT Gal 2% ar? F aroa PP T3 arf 0F 1 dF EF F
Mo dr T4 0a 09 1? Ame] da" 99 l?
0F LA œ A 4 F, et — étant des fonctions homogènes de degré — 1 deæ'et æ’,ona
d9 DIN COS ,®F , dF _ 0F Me out 0 T9 0e da"09 do
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OPEN OM + , ne Dai © Sa’ tant homogènes de degré — 2, on a également " TR : ; RC 7 ES ne OL.
E Gar TT Gad “da? da da" GNT da”?
d’où l’on ure y dE Fe OF aa OURS a 0F . ®F a da” 0 da 2 da da’ — 7 ga’ da? ?
dF 0F ®F dF OF SCORE.
f2 —_—— — 2 a'— + a? D a % a” Hot da | Ÿ ÿa*’ dJa”0o 09 da" 09
Portant dans F, il vient
0F OF I 0?F OF EF Ein ! ! [EF he ALES 12 ! 12 1! os da? P (r, É 7) ui 2 P Ce da ? ré
F,+ 2 CARRAPUEE le CAP Do
dF r0!F Ad ue ) 4 2 06? De da 09 Fe 00 ‘ da'0o Es
en ; I 7 L'application de cette formule au développement de < > A0 cos to donne l’ex-
pression suivante, où l’on suppose que dans A, 'et r” sont remplacés par a’ et 4”,
l | : i f 2 12 1 0 LL) ï [2 AN 12 à S | cosig [ati —e -p°— <ôu) + a SE (PP? p PER) AURA 1 y er 1 yo Den Pme ) - ; À (0) 7 OA ! 7 +sinio|z up) Era MORTE not) .
Remplaçons p’, 9”, ... par leurs expressions déjà obtenues au n° 4, et posons
da!
0? A () : 13 AG Ÿ gas.
Et on trouve, toutes réductions faites, pour le développement cherché,
D Cosio (za) + e!cos(io + [') (sai = af)
! 0 {14 I ; i I } ! D i I È I na +e”cos(ip + l (2 —i)A ) + Fab] *cosio( TA He)
L' ?) Ki:
qe ne M el MCOSr 0 — — A AUDE () > ( - zAi )
(suite)
+e"® _cos(io +2l)
CES
CR = . + 7 )As -( = :)aÿ + GAP |
+ ele" cos(ig + l+ 07)
+e"? cos(ip +24") |
+ dé costég + tr) En vue de l'intégration de l’équation en p, je pose
; ; se a = (16) DM of cost +e pfcos(io + /') +e" p$cos(io +") _ eo cosio ne et? Bai COS io ne e!? D cos (io e 4) + e"20 D cos(io + 20!) +e'e"p cos(io + l'+ 0) + ele" pi cos(io + l —1")], où p{, 0, ... sont des coeflicients à déterminer, de façon à satisfaire à l’équa-
Lion différentielle.
On a l 12 12 12 12 M r e”? e”? Ge e’? D.
— —=1—e Cosl' + — — — cos2/, = =1+2e Cosl'+ — + —-e?cos2/l', a 2 2 ras 2) 7 dr!
el ! HART l ———. = C0 Since" simon a!n! dt
Par suite, on trouve les expressions suivantes, dont nous avons encore besoin,
r! . ; a'2 — , k \ De Y | cosie(at me = À] cosio(sti) z J : I : :
! , ! (à) (à) (—i) " ea = +e cos(zo+[') (es — = à as L: 1 el! cos(io+l') (po Dit p} à) +e" cos(ig+l) (ps) +e" cos(ig+/") (pf) 5 : ne DR , . ——.
4) COR AL) = nt) ONE ) ( —+e” cos(i9) (ei = PS + : pl ) +e? cosio (es pie 7 mo) +e"? cos(io) (oi) +e"? cosio Co ; : : : 1 ; I . : ; : Re 5 “ —+e"2 cos(io+o2l') (9 : pl? Pr pi 0) +e'? cos(io+ol') (a+ p+u+ rot) “ 4 +e"? cos(ig+a") (ph) +e" cos(ig-+al) (p#) ! . A l : ! ; :
rue e"cos(ig+P+1")| pi — ) ele” cos(io +417) (00 + 00)
f 1 na I —ÿ $ : + CRUE tr) (en 05 a + ele" cos(io + l— 1") (ph + p£ 1
et
RURREN e"sin(io + {l') do) een ot el PE SU SFA : See
5 ë il : I : I ï CSN (ro+ 21) (6 een co (re (Le + Ep + Loi
air
+ ee! sin(io + l'+ n (ie) +e'e"sin(ig + l'— 71") E go) £
Reprenons l’équation différentielle qui détermine p
“(e) { 12 [ [14 Se Ps p= © DCE IE
n°? dé? Te p' Or!
: : : : ; se OU Ici U n’est autre chose que la fonction F du numéro précédent et D est EF’.
[A REA r :
Nous calculerons dU) et nous prendrons la dérivée seconde de — 5: puis
nous égalerons les coefficients des puissances de e/, e" dans les deux membres de
CHINA
l'équation différentielle. Nous trouverons ainsi les coefficients bp, 0, ....
Je rappelle que pour calculer (d4U) il faut, dans chaque argument, considérer t£
comme constant dans la partie qui correspond à la planète perturbatrice. ds se VA RE ; Û ; La double différentiation de — 9 et l’opération | (4U)introduisent des facteurs a
que j'indique dans la deuxième et la troisième colonnes du Tableau suivant, en
regard du terme correspondant :
n°? 6) St — À (1 — ©} — — Cost (1 æ) _ RTS re (+1) ; Fe Ée — ue nn one e! cos(io + 7) [{—(i+1)0] En . : p \ nu to e COS (2p + ) — [(i—1)—i0] Pas Ces R° G) 12 1 re _—_ DEEE _— e"? COS1® (1— 0) me nn ne 6) 12 o er — 2 == e"? cosio | PES) es n'? (+2) 12 c / Ter ns Dia : g e"? cos(io + 20") [i—(i+2)ol] E een Ê La e"? cos(io + 2/") —[(i— 2) —10 2 6)? (t—2)—10 ne (ie re) 1 ou a [ fl " CT PANS Rs ne RL CA cos(ig ++) LC 2) ( D} uw ne (ro) ; : REC Co CONTACT INCE ER RNSRR =
Nous allons écrire maintenant les équations en p,
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… que nous avons en
vue. Elles résultent de Pidentification, dans l’équation différentielle, des coeffi-
cients, dans les deux membres, du cosinus d’un même argument.
Pour simplifier l'écriture, désignons par PŸ,
logues à o
Dino
el, de mème parnO 000".
On a alors pour les équations cherchées
ere + Do (0
—{i—G+2)0 7 (pi:
[6-07 (pi
Ds ns L pu)
(01 (pi gt)
— (1 0) p +w? pl — +o (p5 + PP + pi)
_ Iteune iv]! ph) + w? DAC + 6)? (+ 09470) (1 u)pi Hop
D | 6? ee UT Pa a P> AL
mr)
+? (ps+p5)
D(2) Pas
ceux de 7’
PP+O
—[(i— 2) — io] pÀ + op —
. les coefficients de U ana- , QU Or".
am")? 6) — : à b: D (Gi) a'm"0 (+1) == 2) = pe — (+1) He eŸ Co) — —? : ë L' (t— 1) —10 a!m"0? G) = 5 G} be 1—0 am"? 6) : == {- REG) IRIS. (+2) 2) — b' i—(i + 2)o a m'w? CG) > — - Le (2 —2)— 10 __ am’? = (+1)o on. (i—1)—(i+ ne am")? 3) = =: —$) be. —{)
Pour simplifier, non seulement l'écriture, mais encore les calculs numériques à
effectuer dans les applications, j'ai trouvé commode de poser, en observant dans
les notations toujours la même symétrie,
æ—t(1—w), ri (E + 1),
Qt (Ü— 1) — Éu,
DAC, CRT
ay — (1 —2)— iv,
aty—=(t+1)(1— 0),
Pret (Er) o Ba Æteedio Co) does SP:
6, Le (t+—2)o rer ne to) | BE (+1)o
Bs— Ês— 8,
Cr te ne
CEPEUICE
as (+ 2)w,
ot 2 — AR
d3Bs = (+1)
LB = (+ 1)w
Ua
CR ur Pre ARR
Lo + e
sw
CRT | SON REL NET
J'ai résolu ensuite les équations précédentes par Fo ape HO CM niro duisant les coefficients que je viens de définir. Dans Po » a, et B, désignent les expressions déduites de 3 et Ê Ds en y remplaçant & par — x.
Il vient finalement
; am" t CD} en ee 7 (ELA 0) en 2
CT Ba? + 20°) 1 42420? ni - 1 (DE 1229 2 (é) DU () Rep on AO 2 ip, | + AU 2 a P: en + A; ü 2,
oi à
po TI Lee AOT(1— 26) 8,] + APTB, + (à —1)] + AŸ E :) £
LR ee
: ; 2 D\ ee 2 re TE PRO) Bi(ai + 20?) aitu?) Ë cé go )6. _ iB:(a?+ 2œ!°)
QE À (i) Ÿ = [?
ae CN | Ro) 0 ETS doi TON 9 I 9 2 l : 2 9 (45 +26?) sai+ut) ne 0 Be( at+ ut) ; 4 2 AU re 2 ) A à 2(4?—w°?)(42—w°?) cc (ai —u?) :
I L I . IN Ce é 1 (: 7) ( Rte M) Co) : . 2 à » È AI = = SAN) PE La # Aloe) 7 Ps 2 3 8 am" l i e l Oo — GE (— AU 2 | PA + A (—3 Ps —= L' ce? u) A ( EBs)+ B a A 2 7 Ps 8 2 9 L 2 Tr. : | Btai+aut)(aitur) (a P501)5 à. € m G) A) “ : Je 6 1 PEU av (a? — &') (ai — 0°) 2(ai— uw!) 1Be(a? + 20° MAN T + RCE) 4 (ae re) 6 A3 — &°? IA A® (a? +2w?)(a?+ 2m?) (a+ 50?) _ Br(ai + 20?) tué h(ai—w)(ai—w) 4(ai—w) 227%) 4 1 2 2 be (CEE 08) 1 8 nl r) — —([i+- —(—+ sir 2 (42 — w?) 25e TRS 4
(suite)
pur. 2 ue e Pure FRAC NET CERN
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Rent 2 NID De K9 2 o es pe eee) (8 1]
Lea (-
+ei-na+(s- fie)
a? + 20)? I . i 1 Ë ec) D (1 o|-as (+ Al
Pour le calcul de À, nous poserons
18 À — AP sinio+e AP sin(to + l') ue (18) DS ue +e"? A9 sin(io)
AP sin(to + l’) +e"? AÜ sin(co) +e? APsin(io+2l) +e’? XP sin(io +2l) +e'e "10 sin(io + l'+l) +e'e"X sin(io + l'— [7]. Nous emploierons l’équation déterminant À à laquelle nous sommes parvenus
au n° 14 et que je transcris ici : :
! y 4e) (a) ne [| foau+er Se |
n' dt n! dt or!
Comme pour p, si l’on suppose que l’on substitue, aux variables connues ou inconnues, leurs développements, l'identification dans les deux membres des
coefficients des mêmes sinus donnera les équations cherchées en XŸ, A, Il suffit de conserver le facteur ÿ/1 — e? dans }®.
Les a; et les f; ont la même signification que dans le numéro précédent. De même les P et les Q.
On obtient alors aisément les équations suivantes, avant de substituer aux », À
P, Q leurs valeurs connues :
! [4 D CE D rene VE ON = 5200 ob 0 00), be
| . | a'm" 59621 ae ( 2 pti 2Q!
Ca © ND — 9 2 ( più — DU) — a wpl? nt D D 20 0)" ur
am"
RAC ns CAE Co Sal -50:0 0,
NOEE (è) () (&) FÉES DR. 2pi QG) SM LOS ai (2p —ps +pi) + Top 50:0 PP=2510; Eee ! 7 ” Gr ds DD = à a pi (Bot Po Q0) 2%", p { : è ; s a CAGE Re a TI OMR (2p pe pi) = Pa — op} — (380 P— 25° Q0) mr 5 1 ! 1/4 : sa A A CON NA ON — (36; PP— 260%) Ti ; : CN COME ; ce CT ah at (ap — pi) — 22 00 — (fau PL au QE, 9 @A D — 92 (2 plù — DE) — Lo (3 2po 200 a'm" JON = CN PE P3 sn Polo 0) Remplaçant les 9, les P et Q par leurs valeurs, il vient M EN NP EE 3 a?
Vie} 9 — | AUOT LEE B, ) + AD 1 Dr}, Dr Xi—@? 2 ai — «? ; jo nv a) | AG) (2% + w)B, 5, Ja DiCRe 20) Te 9 = Te 5 o à 9 5 E 3 Î p : DOC Qi — w° ‘ (ai— w)(ai — 0) xi— 0?
AG ai(ai +20) 2 0e on DNS ENT Te 1 2 (N) ne (21—1)ai 3 %(2%9 + 0) Done : Ba+(2ê—1)-+ : lon le A5 — 0? 2 CHA) CE — G Po 2 2 j6 = 4 m' © | NT ASE TP NS ee ue ES é 2 2 ( = ?
U. cts | Ca A6) 2,
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I TEE se Fo p si Ai — 6) (a? — w?)(&> —w°?) a? — 6)?
: 5 ; at (at Lo B:
_ aifi(ai+out)(at+au) AUS Fu) G@iw)(@i—0 21? B:(a? + 2&°?) Do Ub, 0 (ai—w)(a—w) av 2
DC Te) | = à : I Gi-na(u— iv) LA < | it ai(ai+2w)(ai +2?) T e © ES 5 ; 3 z 9 2(a? — 2(4 — w?)(a5 —w?)(x; — w?) ; ; Le sai lu) 9 2 : S 9 2 2 RG roi) np:
. 2(— 0 )(ai—u) (ai—w)(@—0) | ai—0 ) (suite) | (28 —1)x (2Ë—1)(aœ? + 20°) a 3 à an 2(4?— «?) 2(42— ?)(ai — w°) HE 2 I N œ, Be") 5 s .
PA Rem na é 2(a3 — «?) 2(X2— @2)(4? — ) a? B, @ 26 ” Î 5 At) C0 DCE L “| 7 . 2 (x, w°)
(suite)
E : I | 4 a+ 0 25 + DAY 21006 Ts ni C CES am" @. A () Bias(as +0) Pia ( % ae). : Be 1 Pie ) (QT Fe Ê E 3 : = 2 n > 3 :
D 7 | ci — w°? (a? — w?)(42 — w?) GS — (9° a B(ai+aout)(ai+2u?) ai (ai +5u)f, Gi w)(ai—w)(ai— 0) | (ao )(a—w) 21B:ai (ai + 20°) (4E +5iaib, 3 Æ ne 8 (ai—w)(a 0) | 2(@—0) Dao
SI Aa 2 2 l La(ax? — w?) 21 —m)(t— 0) a? — &?
(ai a (a+ = 20—1)a | x — LUE: as(as +2uw?)(ax? +20?) ve 2 2 = 2 At 2 2 2 2 (LS NC) 2) AC) CE NCE GE) ai(ai +5?) aiBr(ai+ou?) (2i—1)a(a? +20?) 2(4/—w")(aé—w?) (ti —w)(ai—w?) 2(4x2— w°) (42 — w°?) Mel UE) en s( ph à a? — w? 4(a?— w°) MENT ER LORS f I a, | As + — 0 .
PAG — ( LE ) ag (x$ + 20°) un be 2(2x2— w°) 2(a4? — wo?) (ai — w°) a? Be CT 6 be DL — 02) Gus
ai — &w? 4 (a? — w°?)
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TA
!m | Gé 1) Ba (a+ ru) (1— 26)Byai (ai + 20°) : a nm G) [me ta 8 je JR AA 5 = + - :
| 5 u' © ai — w? (ai — w°?) (ai — w°?) 2(21—1)Gsa fe Er ae le a?— 6 2 —1)as | ts + — 0 :
+4 (Bs+2 ) ( st 5 ) ; a? By(a? + 26°) Abe ai — a" C3 — 07) (ai — 0)
(t—r)a?(a2+2u) 2(22 =) abs (ai — uw?) (a — 07) au
,_ (= sine s(i—<)8— 3540
ce | — © Hs 2 2 = 2 2 2 2 2(axi— w°) 2(a5 — w?) (ai — w°?) (2—2i— 63) a? 2 : 2(1—1 - AU (N) : L a — 6 ARS ( ) 3 2 (a? — w? = , (suite) : I Dean CA NCA ET s ; jo En 54 A6 GAsDo ( "122 ) (22 +1)B,aî(x? + 20°) CPE 1 = PERS T2 RES 2 2 He © L3 G) (æ3 &?) (4; — w°) 2(287+i)Bsa? SORTE Poe — 3 rt Bo y Œ (2 —- s) à (à) (Ps ASE 2 B;a(a?+2w°) + Ai Poe 12 2 12 2 2 2 DT G) (a — w?) (4? — w?) iti)as(ai 20? 269+2+i—1)a? 3 r nt 5 : — ) ( Bo : - ) + B+(2+i—1) (a — vw?) (ai —w°?) C — (à 2 (+30) 9 | Lo + — = x + AO 0 AE) (2 — Ba) «2 ee ; Late) 27-00 0) 0
De même que 6, cette expression de X® renferme les quantités a}, 8.
D , + pa oecr "D x _ 1 7 à É ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LAS DUNE: 43
IT. — Méraone pe M. Anpover.
20. Ce paragraphe a pour objet l'étude d’une nouvelle forme de la fonction perturbatrice relative à Paction directe, qui, pour le cas d’une planète voisine du Soleil et avec l’approximation dont nous avons besoin, dispense de recourir aux formules concernant l’action indirecte.
L'idée de cette méthode est due à M. Andoyer, qui s’est proposé de l'appliquer à un système formé de deux étoiles doubles. M. Andoyer a bien voulu m'en communiquer le principe avant d’en publier un exposé complet.
Je dois à cette méthode nouvelle l'avantage d'une vérification approchée, mais précieuse, de l’ensemble de mes calculs. Il est intéressant, d’ailleurs, de comparer, sur un exemple particulier analogue à celui que M. Andoyer à en vue, les résultats qu’elle donne à ceux de la méthode ordinaire.
Soient T, L, S, P les centres de gravité de la Terre, de la Lune, du Soleil et de la planète intramercurielle; G, le centre de gravité des deux premiers corps; O, celui des deux autres; H, celui de tout le système.
Soient, parallèlement à trois axes fixes, x, y, 3 les coordonnées géocentriques de Pine 72 7 cellestde Gipar rapport à O0; 71,7, 2! celles de P
rapportées à S et, par rapport à H,
NN 7e les coordonnées de it NON 7 » :
NE PE 7 » S, xX?, V2 7! »
re 2 114 . ‘ Désignons les masses respectivement par m9, m, m/, m" et par M leur somme.
Alors, les coordonnées de L et de T, par rapport à G, seront
Mo L Mo Y Mo PSS ar” ) Reset m + Mo m + M M + Mo mx my ms = : .
mi + Mo M + I m + Mo
Pareillement, on a, pour les coordonnées de P et de S rapportées à O,
ET nm x" 12 m3 RUES 170) ee TE Ho eve) TO ET m'+m ’ Per UM QU TU m'y" mis
dE ? ? TT PE END DO ERTTN DONC
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De même les coordonnées de G et O par rapport à H sont
m+m , m+m" , mm, RL Mo + M Mo + M , om Tte xl, — —— _ ——— 2".
Mn M 7? M
On a par suite, pour les coordonnées des quatre astres, rapportées au centre de
SJ L4 A # 2 ON ?
gravité de Lout le système, en n’écrivant que la première de chacun d’eux,
mo m+m"., X— LATE D LION M d m m+m", Xo=— + ; T'; TO SE de M : Mo + M , m" ; X = — : ? 5 nl M m + m 5 !
X'— — mo + m ! m 2 dE M m'+m”
Il en résulte, pour l'expression de la demi-force vive du système, le signe >
s'étendant aux trois coordonnées de chaque corps,
NES
(ere, DATE);
d=rti+e), dr (te).
Nous écrirons alors
Ti r!
mm mm (mo rm) (ren U = AD © . - 11e V; V désignant une petite quantité par rapport aux trois premiers termes de U. Supposons que l’on néglige d’abord V. Si l’on forme les équations du mouvement relatives aux variables x, y, z, ..., on voit aisément que chacun de ces trois mouvements est elliptique, les masses centrales correspondantes étant
respectivement M Mo, M EM, M.
Désignant les moyens mouvements et les demi-grands axes de ces ellipses par
RER TeUG A... On Ra f(m+ mo), nf (m-EnrT), CES 1 1e
Considérons le mouvement défini par les variables x, y, 3. La force vive corres-
pondante est
in 70 dx? " dy? . Ge DO RON CIE de? AL
et la fonction des forces mm
We
C'est le mouvement d’un point de masse un, avec la fonction des forces
m + m HE De VA r mm
Donc, #, y, 3 sont relatives au mouvement elliptique produit par la force
centrale f(m + m,),etle mouvement troublé résulte de la fonction perturbatrice
nm + mo V min
Désignons par V' er V' les foncuons perturbatrices relatives aux deux autres
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mobiles (x!, y', 3!) et (x", y”, 2"). On a, de même,
si VOUS
(19) Me
21. On est donc ramené au développement de V suivant les puissances des inclinaisons et des excentricités des orbites. H. H’. H” étant les angles que font entre elles les directions des rayons vecteurs > 1, $ Ï
(roro rer) (Tr, ro omadlestelationseuivantese
z'a!+ y'y"+z'z"= r'r" cos H,
LL TN este = Ces H,
DDR EE ER COS TI
LA
Considérons l’expression
ul (20) (+ rt or!" cos + 2r"r cos H'+ 277" cos H") ?.
On peut la développer sous la forme
rapin" > pin Ï TU TETE
Où Py,»,n" désigne une fonction de cosH, cosH/, cos H", Remarquons que les trois
nombres n, n/, n"
ne sont pas arbitraires; 1ls sont liés par la relation = Rae ne
Revenons à la fonction V. Os peut écrire
V NAT 1 UE Là NAT I TA I | AO MONS EE mile UNI = = va Ô r 0, 7 ) Le 0 “il
__ (m+m)(m+m") mm mom mm mym' = — r! Sn 5 t EY = y À 5 0 0 Or on a
: mo m N2 0/2 — gaie x + : ; x!" D M + M m'+ m mo 2 nm D — r'? fe 7? } ; 7/2 M + Mo m'+ m
m m mm" = > 2 — 2x! + 2 — ee 0) ° 2252 _Mm+m m'+ m (m+m,)(m + m/)
Pareillement, en ce qui concerne 8"
TD 2 | + M ET
m! ee 7 met m'+ m
m Den
m + Mo
Et, de même pour à; et à
Cost
mym/ ? Cm +m)(m + m"
j ra | :
n} (4 7 6 : ? m Ë Dee — r'? r? 3 ; 7 112 m+m;, m +m m ; di en mm + — 2 TEL + : 5 2 ; xx" |, m + M m'+ m (m+ mo) (nm + mm") 2 / 2 m % 2 — r'?2 ae (= 7? ne ; : 72 m+<m m'+m l [ m : m Ja mm Te —_ LT 2 ide mn + Mo m + m
2 æ (m+m,)(m + um")
On peut écrire les expressions précédentes sous une autre forme, en introduisant les angles H, H', H”. Par exemple, celle qui concerne © devient
2 [2 2 m m 9 dE — + ——_— ) 7" ME MN m + m mo ô —— rr cos H” + ; m + Mo IE m'
Cette expression montre que
7 r' nl!
r'r" cos H + 2
mom (m + mo) (m'+m"
Vo H'.
ne diffère de (20), c’est-à-dire de
Dre n,n',n's
Ù et r' sont remplacés par Le 5 ps “ u’en ce que 7° An :
q * P + mn m'+ m"
On a alors TOILE r EI mo 1 m' n" — 010) » on y An pe n',n mn +M, m + m
SIA EN gr
ne ! 7 7 NN pr He UNS ni Py,n,n"
(mem)
n—1 n"ppllin"-1 m, (— 1) m
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mm Te . ; " sir = se déduit de la même expression en remplaçant r et 77 par les quantités ù m m' ) . .
pet — ————,7",elul vient mi + M nm + mn Il LU n HE ! ru nn ÿ late porn ue LRU re oi AR Fe DO SE 0e m'+m/ ml m'#"—1
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D'une façon analogue, on obtient
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par suite, 1] vient successivement, pour l'expression de V,
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x RTE à R Comme Ps 1 cr leltermeren = disparait de ce développement. En outre, les
termes correspondant à # —=1 et à »"—1 sont nuls. Il s'ensuit que V n’a pas
de terme en > pas de terme non plus contenant r ou r” à la première puis-
sance.
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Voici les premiers termes de ce développement
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On peut remarquer que Po,3,2> Po,4,3 Po, 5,4 Sont des fonctions de cos H seulement, et de même P, ; 0, Ps 62; de cos:
Revenons aux expressions qui, à la fin du n° 20, définissent les fonctions perturbatrices R, V', V', et comparons leur ordre de grandeur.
En tenant compte du développement ci-dessus de V, on voit que R est de
: 72 ordr ! Il l’ordre de f(m' + m") a A A De même on trouve que V'est du même ordre que f(m + m,) —: ; eu
- ; mmyM 7° ; ; Quant à V', elle est de Pordre de en > par suite de l’action de la m+m}r PAM EU TE : nt Le TEEN par suite de Paction de la planète voisine. ’ / {
Lune, et de l’ordre de f
22. Pour la question que nous avons à traiter, c’est R que nous devons consi-
dérer. Rappelons que l’on a
m + m (FR mm On a, par suite, ryln m1 =] 2 mai m'7/—1 nt 2! m'n/—1 (22) SC" mm PP,» #L | re ) Æ IL 1 sue à. il 1 se HE Y (m+ mo) t(m'+m")"
à la condition de supprimer dans le second membre le terme P,,,,5.
Remarquons que l’on n'a pas besoin de conserver les termes où # —0, car ils sont indépendants des coordonnées de la Lune.
Finalement, dans le second membre de (22), on devra exclure les termes où
ODA Oo 71%, no — 1.
De plus, négligeons » devant m5, m’ devant m'. Nous considérerons deux cas.
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> Soit 7! — 0. Dans ce cas
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Il s'ensuit que l’on aura R en développant expression fm'(r+reerè—0rr cosH+2rr cosH'=27rrlcosH)%,
et l’on devra faire m!— 0 dans les termes pour lesquels on a ñ — 0, où ñn —1, 12 Es 1/2 .
ou #—1,et m'— m! pour ceux des termes conservés où n°— 0. Or, en posant D?= 7°? + 2 — 0 rl" cos H et poussant le développement jus-
JA 7—0 on 4
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Comme on ne doit avoir ni A —0,nin—=1, on en conclut
DS
Rey e bn ee (eoEtE P cos)
. y.a13 r'cosH”—r"cosH' 5 (r'cosH”— 7” cosH'} SEA . +
On fera encore dans cette expression »m”/— 0 pour les termes où mi retlon remplacera "par m' dans ceux où 2"= 0.
Or l’expression précédente est la même que celle que nous avons trouvée pour la fonction perturbatrice relative à l’action directe, dans la méthode ordinaire (n° 1). Toutelois les coordonnées ne sont pas rigoureusement les mêmes dans les deux cas. En effet, dans la méthode de M. Andoyer, 7!, par exemple, désigne le rayon vecteur du point G par rapport à O (n° 20), tandis que, dans la méthode ordinaire, c’est le rayon vecteur relatif au mobile T rapporté à S. Mais l'influence de ces différences sur les résultats numériques n’est pas sensible.
Nous aurons donc, dans la nouvelle méthode, pour la fonction perturbatrice,
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l’ex pression suivante, avec la réserve des corrections indiquées,
2 Je j R— fm'- | go cosie + Êz D cos(io + |
4 ie 3 : ë en à + fm D (Bet el) cos (9 æ Ÿ )
5 REPAS M On SIENS 62/0 6:70) ) cos (4 e+3%—)| + fm IE Bae et cosée + À Ba ft cos(Ée + ÿ— 4)
SL ue De a eee ++ Bafo cos(ie + ÿ+ 9) — paf) cos(ig +4)
3 3 _ + = Pra'et cos (e+ +) — 6 axe) cos (ie + Ÿ +) 2 2 2
3 d+ 9 3 d—o\ = a 1e0) Gene DRE DE gl Là ; Ba e0) cos (: Qoe 2) + 5 2 et? cos (ce+ : )|
C'est la somme des résultats obtenus aux n°% 3, 4et 7, où ont été définies les
diverses quantités ©, 4, à, #/,.... Remarquons que &, 9/, d’ sont indépendantes Qt de PE Papi On a 0 EL ne) Que ne , 3.9 CHERE TEE »
NOT 2 2+2 2.4 (2i+2)(21+4) à 20e LACET ee Dog (D) 0 Dolto DU 2 21+ 2 2.4 (2+2)(20+4) Pa] pe ne) Fou nn. 7.9 (2i+7)(2r +9) ; NE ON ! 2 2i+ 2 2.4 (2i+2)(2i+4) à
où, comme l’on sait, il faut remplacer, pour 2 — 0, les fractions en dehors des crochets par l’unité.
£n partant de la définition que nous avons donnée de g(, on déduit de la
série e() les deux suivantes :
: on (LEE) 5 21+3 5.7 (ai+3)(2i+5) 2.
oti) — (ä+1) i+3 +5 8" EST nil AL 2.4 (22+4)(2i+6) or CA Ie 1 21+ 3 pts PUB NCEMIeS | 8° is 4...(2i—2) |8 Ne C. P ee. 21(21+2) ae Met
La première de ces deux formules s'applique à £—0, sans restriction; la seconde arr de £—1, en remplaçant par lPunité, pour cette
È AE RD
s'applique seulement à
valeur de é, la fraction
592 D. SAINT-BLANCAT.
La considération des cinq séries précédentes et la façon dont elles entrent dans R nous permettront de déterminer les termes qu'il faut exclure de R pour avoir la partie de la fonction perturbatrice relative à action directe de la planète el que nous désignerons par R4.
Nous en déduirons en même temps la partie R' due à l’action du Soleil, ou plutôt du point O, centre de gravité du Soleil et de la planète.
R' est composé des termes de R indépendants de B, dans lesquels on doit substituer m/ à m'.
On a ainsi RU dE cn (23) MR —;/7n fr + geostu—)|
3 AT f 2: 2 LE + fm ee (- ns — _ à eos 3 o = ?) + fm' La (8 cos +).
Cette expression doit être en outre retranchée de R pour avoir expression de R,. Il faut aussi supprimer dans R les termes ayant 8 à la première puissance. Soit R’ leur somme.
On trouve F
Sy 19]
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On a, par suite,
avant d'effectuer les développements par rapport aux inclinaisons et aux excentricités.
On peut avoir ainsi explicitement le développement de R,. Mais on peut le déduire aisément de celui que nous avons obtenu dans le paragraphe [, en apportant quelques corrections aux coeflicients.
À cet effet, considérons d’abord les deux premiers termes de R, ON] a 1 races 3 (È) ES fm 7 |g°° cosip+ass cos(£p + d) |,
valeur complète de la fonction perturbatrice quand on néglige les inclinaisons et
les termes parallactiques.
ST
‘Il faut appliquer alors les corrections Ô suivantes :
DCS DCR:
gt —— 9, de —— 36, dE 6 3 6,
dem 0; OS — 06:
Pour les termes dépendant des inclinaisons ou de la parallaxe, les expressions analogues des corrections sont plus compliquées, à cause des coefficients où et, f® sont multipliés par 6?.
I m'a paru plus simple de suivre la règle générale suivante, dont Papplieation est très simple dans les calculs numériques et qui découle d’ailleurs immédiatement des conditions imposées pour déduire R, de R.
Un coefficient quelconque de R est une série procédant suivant les puissances croissantes de $ : il suffit de supprimer, en calculant numériquement ces séries,
les termes indépendants de $ ou renfermant 8 à la première puissance
23. Comme dans la méthode ordinaire, il existe ici une action indirecte. En eflet, au numéro précédent, formule (23), nous avons trouvé, pour la seconde partie de la fonction perturbatrice, l'expression R’, dépendant de la masse du Soleil er de la position du centre de gravité Terre-Lune par rapport au centre de gravité Soleil-planète. Si lPon détermine celte position par les coordonnées polaires déjà définies, 7’, »', s', et que l’on désigne par ô7’, ôv', Ôs! leurs variations provenant de lPaction de la planète, on a, pour l'accroissement de R’,
OR’ OR’ OR
Oro 0) Ce
C’est 2R/ qui nous donnera l’action indirecte de la planète sur la Lune. On à,
d’après le numéro précédent,
Le . HORS br er Br +5 7 COs(Y—p) +30" cos +] fm mr | cos nt à cos
En remplaçant ©, 4, o&" par leurs valeurs en fonction de +, e, s, s’, on trouve aisément que celte expression est identique à celle que nous avons obtenue au n° 9, formule (9), pour la fonction perturbatrice provenant de l'action du Soleil, dans la méthode ordinaire. Il faut toutefois observer que 7’, v', s' ne sont pas rapportés à la même origine dans les deux cas, mais que cette différence ne peut avoir aucune Influence sur nos calculs numériques, au degré d’approximation
adopté.
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\ UE Fo * S S / > , 5 * PE Considérons maintenant Ôr!, 06, 05. Nous avons trouvé pour la fonction
: re / "7 DEN Dre AE perturbatrice du mouvement défini par r!, vs louper 2, y, 2,2lexpression suivante [n° 20, formule (19)], en remplaçant, pour plus de commodité dans les calculs, V' par fm"U’,
M (m + mo)(m!+ m")
HOMME
Donc, d’après la formule (21), on a
7 U' DA je” r' pa" . [nm 1 he ( = x) mt LI 1e (— 1)” m'?"- À nt = — I a — En —- — 7
Mmm,m'm È er bros rl 0 (m 2e To) (m' re TD Ÿre 24 LOL EE)
- : I N où l’on doit supprimer le terme er —; correspondant à r = #" — 0, et dans laquelle :
n'existent ni 7, ni 7” à la première puissance, Le cas n—n"—o étant exclu, il y a lieu de. considérer les suivants, en
négligeant » devant m, et »#/ devant #/,
ü n mnt 7 1 : “FT > (a) = Oo; 1210; m'U= ) Dir 00 mo 7 " n yln" mm 44 ol 72 à M YT/ ” (5) nm Æ 0, n 0; rm > ( Le Ti P,n',n' M : F Mn!
(y) T0, D =OS MAT > 1) :
La partie de Ôr', de’, às!' provenant de (x) peut être sensible; mais nous n'avons pas à en Lenir comple ici, puisqu'elle est indépendante des coordonnées de la planète. Celle qui provient de (6) est d’un ordre élevé par rapport à celle de (y). à À : ET OA ONE En effet, pour les mêmes valeurs de n»/, n", le rapport est égal à a et n est ORAN
supérieur à un.
Il nous reste donc, pour la partie de U” pouvant donner une action indirecte sensible,
” U' — n" Fu P RE Ka) is 1) rl 0,n',n") TENTE —+ I.
On doit supprimer dans le second membre les termes en - ; en d’autres
termes, 2" doit être au moins égal à 2.
D'après le n° 21, on a
- pla" 1 D ( à Li FT P5,n/,n" ES (ie ne on LRO H) ?.
Nous aurons done pour U/,
D LA I U'=(r% + 72 or'r" cosH) Se Cul : PE
we
Dans la méthode ordinaire, nous avons eu à considérer, pour la détermination
DATES ETES . De de ür', d6!, ès', une expression U analogue. Il suffit de se reporter au n° 12 pour
voir que l’on peut passer des résultats du paragraphe Il à ceux de la nouvelle méthode, en modifiant les corrections à apporter aux coefficients AÛ et B de la , es tre 2 facon suivante. Pour les expressions de 7’, dv', Ôs!, on doit diminuer A(0 de —, «a a! a! «.
AU) et AT de —, B(9) de 2 =, dansle développement de(a"?+ a"2— 5 a'a"cosH) *. a? a? | |
; TR .: a Rappelons que, dans la méthode ordinaire, on diminue AU) et AU de —, Clans (0) de B de AT
Les deux paragraphes suivants rendront manifeste la différence qui existe entre les deux méthodes, en ce qui concerne certains termes dépendant des A@ et des B%; mais nous pouvons, dès à présent, mettre ce fait en évidence.
Dans la méthode ordinaire, les deux actions directe et indirecte de ces termes sont considérables, alors que l’action totale est faible; or, une valeur suffisamment approchée de cette quantité est donnée par l'action directe dans la seconde méthode, l’action indirecte étant insensible, au degré d’approximation dont nous avons besoin.
En effet, le rapport de l’action indirecte à l’action directe, dans l’une et l’autre
méthode, est de l’ordre de Ôr’, 3v', ès’. Les coefficients de ces accroissements sont le produit de w? (carré du rapport des moyens mouvements de la Terre et de la
planète) par des fonctions linéaires des AG, des B® et de leurs dérivées. Ces 1/4 ; ù a ; fonctions sont des séries entières en 8 — — dont les valeurs sont faibles. Il en résulte que les coefficients considérés sont de l’ordre de w?; 1l y a exception
toutefois pour ceux où l’on apporte aux AG et aux B( les corrections que nous
: % : I , avons mentionnées plus haut, corrections de l’ordre de B5 dans la méthode
ordinaire, de $ ou f? dans la méthode nouvelle.
Dans le cas des planètes intramercurielles, 8 et w? étant toujours de petites quantités, il s'ensuit qu’en appliquant la méthode de M. Andoyer, on aura une valeur suffisamment approchée de l’action totale en négligeant l'action indirecte.
Dans la méthode ordinaire, les termes dépendant de At), AU) er B( sont de
G) : à A k AS l’ordre de 55) c’est le rapport de deux petites quantités pouvant même dépasser
l’unité, en tous cas jamais négligeable. Pour ces termes, la méthode ordinaire
RC Ver F donne une action indirecte du même ordre que l’action directe. /
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IV. = Érupe DES TERMES DES ORDRES ZÉRO ET UN
24. Ce paragraphe et le suivant sont consacrés à la recherche des valeurs numériques des inégalités produites par des masses intramercurielles supposées.
Soit À cosÜ un terme quelconque de la fonction perturbatrice relative à l’action directe, trouvée dans le premier paragraphe. L’argument À est une fonction linéaire des longitudes de la Lune, de la Terre et de la planète; désignons par ô0 son mouvement diurne, eb soit e un arc très petit, de quelques secondes seulement. On aura alors une période correspondante de très longue durée.
4 étant une fonction linéaire des moyens mouvements À, n', n",..., l’équation (24) 00 — €
nous donnera le moyen mouvement de la planète supposée, d’où nous pourrons déduire le demi-grand axe et par suite À, en laissant arbitraires lexcentricité et inclinaison de la planète si ce coeflicient en dépend.
Il faut passer ensuite de l'expression du terme A cosû de la fonction perturbatrice à l’inégalité correspondante. J'ai fait usage, à cet effet, des formules données par M. Radau dans son Mémoire si important publié dans le Tome XXI des Annales de l'Observatoire de Paris et qui constitue un exposé méthodique et très complet des actions perturbatrices des planètes connues sur la longitude de
la Lune.
J’ai adopté pour tous les termes une masse égale à =, valeur admise pour la masse de Mercure. J’ai fait en outre e = +13", correspondant à une période p de 273 ans. C'est celle que Tisserand a trouvée pour la grande inégalité empirique de la longitude de la Lune, mise si nettement en évidence par la comparaison des observations à la théorie.
Je ne m'occupe dans ce quatrième paragraphe que des termes d’ordre zéro et un.
Il nous reste à montrer comment on parvient à l’expression finale de linégalité cherchée.
M. Radau (p. 32 de son Mémoire) expose la méthode d'intégration développée par M. Hill. Il recommande un système de formules pour les inégalités de la longitude er des éléments, dont il a fait de nombreuses applications.
Soit
0 kl+ k'g + k"h+ ct d;
où cé + q représente la parue, indépendante de la Lune, qui renferme les longi-
tudes des planètes et 4, k', k! désignent des nombres entiers positifs, négatifs ou SE Ted c RES VASE nuls, £ étant, dans l’orbite de la Lune, la distance du périhélie au nœud.
Soient, en outre, À, N, À lrois nombres définis par les relations
dA
RE DAME OA da
Le système de formules de M. Radau est alors le suivant :
cos 0,
CRIE
dy — (0,00010 À + 0,41203 k!—0,41370 k') cos 0,
ÔL— [(— 3,0576 k + 0,05601 £ — 0,01124 k")p —0,14876 À + 0,02551 À + 0,03492"] ee ; Sin 6,
na OÙ —[(—3,0826 k + 0,06142k'— 0,03621 £”)p —0,14g901 À — 25,891 À'—0,00232)/| . sin 0, 7 = [(— 0,03641 £ + 0,02890 £'— 0,00372 4") p + 0,000006 À — 0,00435 À + 9,2169 À”] sin 0. Nous en déduisons, pour la perturbation relative à , dg —|(0,0614k —- 0,03431 £' + 0,02869 4") p + 0,00025 À + 25,921 À — 9,17977"] he sin 0.
Ces formules montrent que, pour une inégalité comme celle dont nous nous occupons, c’est-à-dire à longue période, les coefficients de g, k et des autres éléments ne sont qu'une très petite fraction du coefficient de { ou de L.
Je me bornerai donc au calcul de ôL, dont je simplifierai la formule, pour les raisons que j'ai déjà exposées quand j'ai parlé de l’approximation adoptée. Je néglige dans cette formule les termes en À, N, }", qui ont seulement p en facteur et dont le plus grand coefficient numérique dépasse à peine 0,1; tandis que le multiplicateur de k est voisin de 3 en valeur absolue et à p? en facteur.
Avec ces simplifications, ainsi justifiées, j’adopte
(23) LR sin6, K = — 3,0576 k + 0,0560 4! — 0,011247.
À chaque équation (24), pour e +13", correspondent deux planètes présumées susceptibles de donner la même inégalité en valeur absolue. Le calcul sera
‘commun aux deux, puisque les deux valeurs de a” peuvent être considérées
SR
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comme égales, au degré d’approximation adopté. Cette valeur commune de a" est déduite de celle de nr" donnée par l'équation (24), où lon fait e = 0.
Tous les termes de la fonction perturbatrice ne conduisent pas à une planète intramercurielle présumée, par la résolution de l'équation (24).
Tel est, par exemple, le cas du terme dont l’argument est 1, qui ne renferme pas la longitude de la Lune. La valeur de #” correspondante est trop faible; #2" doit être supérieur au mouvement diurne de Mercure, qui est de 14932”. Et comme Porbite de la planète présumée doit être entièrement intérieure à celle de Mercure, le minimum acceptable pour »" est encore plus élevé. La fixation de ce minimum de »" est d’ailleurs sans importance, car les masses faibles pouvant avoir une
action sensible sur la Lune sont plus voisines du Soleil que de Mercure.
25. Nous commencerons l’étude des termes à considérer par ceux de l’ordre Zéro ayant pour argument 10 + 04, que nous avons trouvés au n° (G). Ils ont pour expression, en introduisant au lieu de a! le moyen mouvement n'de la Terre
et en les désignant par (1}!,
PT: , (== gra gt cos (10 + 0, ).
Cherchons d’abord les valeurs de n#" déterminées par l'équation (24). Pour simplifier l'écriture, nous désignerons dorénavant la quantité Æ 13" par e. Rappelons en outre que l’on a pour les moyens mouvements de la Lune et de la Terre
exprimés en secondes d’arc n— 174100, R50uS Nous avons posé dans les paragraphes précédents AIS = er.
Alors l’équation (24) devient dans ce cas in —n')+on—n—n'+Ee—o.
À chaque valeur de ? correspondent deux valeurs de »", à cause du double signe A ; x (A ù + : a
de e. [l en résulte deux valeurs de a”; mais ces deux valeurs de a” diffèrent assez
peu pour qu’on puisse les confondre dans le calcul des coefficients de (ae
L'équation précédente donne
, DD eo pi € n RE SE ne : à CET USE:
ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 59 Afin que nr" soit de même signe que n, on fera seulement RE TR M TR)
Car, pour une valeur de £ supérieure à 5, l'orbite de la planète ne serait pas intérieure à celle de Mercure.
Voici le Tableau des valeurs de n” et des valeurs de a” que nous avons déduites :
(1)° 91322"+ € 0,1147 QG)! k7435" + —e 0,1975 (1)? 32806" + 5° 0,2270 (1}$ 25/92" + T° 0,2686 (E)é 21103" + 0,3046 (n° 18177" + 3e 0,3365
Les valeurs de «a/ sont exprimées en prenant pour unité le demi-grand axe de
1/4 l'orbite de la Terre. Il s'ensuit que ce sont aussi les valeurs de 8 — — qui entrent dans les séries 9 du n° 23, que nous avons à calculer. J'écris ici ces fonctions de $, qui nous seront utiles pour d’autres termes par la suite. J'ai représenté les coefficients des puissances de f par leurs logarithmes à cinq décimales :
2% =1,65434 6 + 0,020096% + 0,23510fB1° + 0,386375®+...,
gt9=1,62215B7+ 1,992066° + 0,21028B1! + 0,36409 "+. Dans l'expression de K du n° 24, on doit faire Rey On trouve dans ces conditions, avec une approximation suffisante,
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Les coefficients des inégalités auront donc pour expression commune, en minutes d’arc, 278? X x 206265
— : X 6,026 X aie
Voici les résultats concernant l’action directe pour les termes (1) La première colonne du Tableau suivant désigne le terme, la deuxième largument, la troisième la valeur de 2, la quatrième la durée de lo révolution de la planète en
jours moyens et la dernière la valeur du coefficient de lPinégalité en minules
(1)° 2L— L'— L’ 0,1176 14,19 — 19,6 (1)! 2 L — 2177 0,02927 De — 2,9 (1}? Dhs AI 0 ,00820 39,90 — 1,0 ( De li 0,00336 50,84 0,4 (1)! DL SU 0,00160 Gr ,41 RO (n)° DES AL EU 0 ,00086 7e 20) — C1
26. Passons aux termes de l’action indirecte ayant mêmes arguments que les termes (1). Nous avons établi les formules relatives à cette partie de la fonction perturbatrice dans le paragraphe IL.
Les termes que nous avons à étudier ne dépendent pas de l’inclinaison des
orbites et sont contenus dans
I convient de prendre, d’après les expressions (F) et (G) des n° 10 et 11, en
se rappelant la signification de à et à,,
! 2 >/ É 2 = ces — Po 2 LL). PNR a 2
et d’après les formules (16) et (18) des n° 17 et19, où l’on peut faire 6 = L'— L}, PES pbcos L'— L’), = Ÿ'Asiné(L'— L');
par suite
I ie
picos[2L = > L' i(L' E”)] + cos[2L 2 L' (Et L’)]
Fi œ + ae
AP | cos[2L—2L'+i(L'—L")]— cos[2L— 2L'— i(L'—L")] |.
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En donnant à { dans cette expression des valeurs convenables, nous obtien-
drons les termes que nous avons en vue el que nous allons examiner successivemenL.
(1)9 D'abord (1°. Ce terme a pour argument 21 —1/— I. Il faut done
prendre £—=1 dans le premier et le troisième termes de ÔR/ et = — 1 dans les
: Le ; 3 da deux autres. Il vient alors pour le coefficient C de — SM — cos (2L—1L/— L"), a
Ô que nous mettons en facteur pour rendre plus aisée la comparaison avec le résultat relatif à l’action directe,
ANR 1) En) (1) (1) T0 (p; no" JO — À ).
Nous avons obtenu Pexpression de p@ au n° 18, celle de X au n° 19. Elles montrent que l’on a
Ed à (—i) (&) PA Pi > NEC
On peut donc écrire m'C = 6p{t + HAE, ; : bn) ADR p,'" et À{? dépendent de A(#) et A!!, et l’on doit remplacer A) par — — —, à a a"?
cause du terme complémentaire de la fonction perturbatrice relative à Paction de la planète sur la Terre.
bU) est délini, comme on sait, par la relation
(1+$B?— 26 cos?) ? — So cos io
us
et l’on pose
On a alors
Um.
Les données du calcul de p{! et Xf" sont
B—0 1117 Hi 01020.
On en déduit
o — 0,0389, DOC: PM 0 "T6
avec une approximation suffisante, et finalement, en introduisant le moyen mou-
vement #/ au lieu de f,
OR — — QE x 0,1148 cos(2L — L'—L”).
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On a trouvé pour l’action directe m'n'?a? x 0,1176 cos(2L — L'— L'); par suite l’action totale se réduit à
R+ôR'— S mn X 0,0028 cos(2L — L/— L’).
C’est environ la quarantième partie de l’action directe.
Ainsi que nous l’avons démontré au n° 23, pour ce terme et quelques autres que nous rencontrerons plus loin, l’action directe de la planète sur la Lune est presque annulée par suite de l’action réfléchie par le Soleil. Mais cette circonstance ne se produit pas pour le plus grand nombre de termes. On la constate seulement dans les termes pour lesquels les expressions de àr’ et ùv' contiennent A), à cause de la correction qu’il faut appliquer à cette quantité pour tenir compte de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice. Comme on le verra en particulier à propos du terme (1)!, où c’est A®) qui entre dans les expressions de èr' et èg” et non plus Alt), l’action réfléchie par le Soleil n’est
souvent qu'une pelite fraction de l’action directe.
(1)' Pour le terme (1)', argument est 2L — 2L". En mettant encore en facteur 3 lo ea l L’ ne la ad’ cos(2L— 21°),
nous déduisons de l'expression (26) de ÔR’, pour le multiplicateur de cette quanuté, en faisant / — 2 dans le premier et le troisième termes, £— — 2 dans les
autres, m'C— 6p{2 ne
Ici la partie complémentaire de la fonction perturbatrice n'intervient pas, car pe” et À dépendent de A®) et Af. On a simplement
a' A (2) — b0), AA —_DhC)E= be el d’une façon générale, pour ce terme et les suivants, a'AË = DE, a AU EU pb,
Voici les données du calcul numérique
| D — 0, 1750, NT 43), &o — 0,07480; par suite
b®) — 0 ,0240, DES 0186, ®?— 0,005)9, C—0,00056.
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; er RE I : : re qu'elle est diminuée seulement de — environ par l’action indirecte.
(1)? L’argument de ce troisième terme est 2L + L/— 317, On à pour la partie
de ÈR’ qui lui correspond ! 3 12 9 > 5 £ 7 [4 OR —— s" 2a (60%) + 4À%)cos(2L + L'— 3L').
Le calcul de 9 et X9° s'effectue d’après les valeurs suivantes de 8, »”,
0e 02370, TE—=02500, DEONMOSIES
on obtient DE 0,007), DC, 0228, De 0, 0117, (== 0 00027.
Le coefficient relatif à l’action directe est — 0,00820.
L'action indirecte est donc à peu près la trentième partie de l’action directe.
(1)* Le calcul de ce terme se déduit des données que voter :
B — 0,2686, mn 20102; UN 0 1602:
L’argument est 2L + 2L/— 4L/ et lon à
mO—6phi 4, On trouve
b(9 — 0,0030, D 00120, ®?— 0,0194, Dodo,
(1)* Ce terme a pour argument 2L +3L/—5 L'. On a en outre
B—=0,3010, NE II00: D ON TOS
qui donnent
b5i—0,0014, b5)— 0,0069, Dè— 00202, C—0,000067,
(Crest presque insensible par rapport àala quantité correspondante de l’action
directe, pour laquelle on à — 0,00160.
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(15 Pour ce terme, dont l’argument est 2L+ 41/— 61, le calcul relatif à l’action indirecte ne donne qu’une fraction de seconde.
En résumé, dans les termes (1)f, l’action directe de la planète intramercurielle est prédominante et représente à peu de chose près l’action totale, sauf pour le premier, où les deux actions, directe et indirecte, se compensent.
Nous reviendrons sur ces résultats pour donner l’action totale de chacun des termes (1). Nous y joindrons les résultats fournis par la méthode de M. Andoyer,
que nous allons appliquer dans le numéro suivant à ces termes.
27. Nous avons montré au n° 22 que la méthode de M. Andoyer conduit à conserver l'expression générale de la fonction perturbatrice R relative à l’action directe trouvée au paragraphe 1, sous la réserve de supprimer un petit nombre de termes que nous avons déterminés. Nous sommes parvenus à cette règle simple, que, dans les séries en $ qui entrent dans R, il suffit de ne pas tenir compte des termes indépendants de 8 ou ayant 6 à la première puissance.
Nous devons nous rappeler aussi que 6 ne désigne pas ici rigoureusement la
même quantilé que dans la méthode ordinaire. En effet, $ — PE et a! n’est plus la distance moyenne de la Terre au Soleil, mais la distance moyenne des centres de gravité soleil-planète d’une part et terre-lune d’autre part.
Mais, étant donné le degré d’approximation de nos calculs, la correction qui résulterait de cette différence est insensible.
Cela posé, si nous nous reportons aux séries qui déterminent g( (n° 25), nous voyons que, pour obtenir les résultats correspondant à la nouvelle méthode, il suffit de diminuer g(% de B, pour le calcul de l’action directe de la planète (1°.
Or, on a d’après le n° 25, pour le terme (1), 201170, B=6, nie
L'action directe, dans la méthode de M. Andoyer, est donc représentée par
5 m’ na? x 0,0029 cos(2L — L'— L').
Lo
Dans la méthode ordinaire, nous avons trouvé, pour l’action totale,
gun x 0,0028 cos(2L — L'— L').
) : AG x s 1 r LA A ’
Pour les autres termes (1), les deux méthodes donnent les mêmes résultats ; mais On à remarqué que l’action indirecte n’est qu'une petite fraction de l’action
directe.
Je termine ce numéro par le Tableau des résultats définiufs concernant les
& ; 3 planètes supposées (1). Il comprend le facteur de = m'n'?a?cos(2L—L'—1/)
relatif à l’action totale et les expressions numériques des inégalités en secondes d'arc
(r)° + 0,0028 — 19"sin(2L— L'— [L') (1) + 0,02471 — 192"sin(2L —92L") QE + 0,00793 — 55/sin(2L+ L'—3L") (ao + 0,00324 — 93"sin(2L +2L'—4L") (1) + 0,0013 — 11/sin(2L + 3L'—5L') (L)° + 0,00083 — 6"”sin(2L +4L —6L")
28. Continuons par l’étude des termes du premier ordre. D'abord
el gr'na sg? e COS(i0 + d, + l).
Les valeurs de #” sont déterminées par l'équation in—n')+<on—n—n'+v+e—o,
où y désigne le moyen mouvement diurne de /.
D'où ae am man LAN € HI i+i
Il suffit de donner à £ les valeurs 6, 1, 2, pour lesquelles on obtient les valeurs
suivantes de n#/ et a”:
nf) 138356 + € 0,0870 (202 70992 + Le 0,1397 (2} 48484 + PL 0,1750
Pour le calcul de la quantité K du n° 24, on à
on en déduit K = — 9,083.
On a, en outre, e — 0,049.
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On calcule gt), g(1), 2 à l'aide des séries du n° 25. On obtient, pour les résultats relatifs à l’action directe, le Tableau suivant dont la disposition est celle
qui a été adoptée au n° 25 pour (1} :
(2)? 2L—L'— L'+7/ 0,0882 9:37 — 0,9 Ci 2L — 2L'+7 0,0143 18,26 — 0,1 2 DIRES IE 0,003 26,73 0,0
l’action directe, comme on le voit, n’est importante que pour (2)°. Or nous constaterons qu'elle est compensée par l’action indirecte que nous allons examiner.
Les arguments des termes (2){ peuvent être mis sous la forme 2L—2L'+/+E(i+i) (LE).
Par suite, ces termes résultent, dans ÔR’, de la multiplication de
D CR 7: ; ; LOC SCORE Mur Îm° OT OL HR Lori FÉCT ARE E Re A
respectivement par
En
ds: 'cos(i +1) (L'— L”), D à sin(é+1)(L'— L”’);
par conséquent,
+ (3050 — 2840) cos[aL—2L'+/—(i+1)(L'— L’)]}{.
este (BD 5100) cos] 2 L — 2 LP) LD)
Faisons Papplication DOURIT = 01e Te
(2)° En remarquant que l’on obtient 2L — 1/ — 1} + / en faisant & — o dans le premier terme de ÔR! et £ — — 2 dans le second et tenant compte en outre des ES (&) 7 &) . = à ee Ë :
expressions de p}° et À pour des valeurs de £ égales et de signes contraires,
on a 1 En (1) (19) m'C—=6p{ + 4x pour le facteur de
— g''ae Cos(2L — L'— L’+ 1).
Il faut prendre comme précédemment
bn) a! I DRE AMD — — e
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Les données numériques sont
B= 0,080, n'— 138356, @ — 0,026; on en déduit
bU)— 0,087, bil— 0,088, &?— 0,00066, C— 0,0870.
L'action directe à donné 0 ,0882 avec le signe contraire.
Voyons le résultat tiré de la méthode de M. Andoyer. Il faut diminuer g(% de 8. On a
g9 — GB — 0,0012,
valeur identique, au degré près d’approximation des calculs, à l’action totale dans la méthode ordinaire.
(2)! Pour avoir l'argument 2L — 2L" + /, il faut faire, dans l'expression précédente de ÔR/, £—1 au premier terme, & = — 3 au second. Il vient
MIG=6p 7) EAST.
Dans 2 et \®), on'a
a'A@)— pb), DAC DE bi),
Le calcul numérique ne donne qu’une très petite fraction de lPaction directe, diminuant à peine celle-ci de 0”, 2.
Terminons l’étude des termes (2){ par l’expression des inégalités numériques dues à l’action totale, comme pour les termes (1){. La deuxième colonne renferme les valeurs de gt — C :
ae + 0,0012 —1/sin(2L—L'— L'+1) (2): + 0,0143 — 8'sin(2L — D DOET) (GR) + 0,003 — 2"sin(2L+L'—3L"+ 7)
PAR
On trouve, la deuxième colonne contenant les valeurs de g,
Pour l’action indirecte, nous mettrons l'argument de (3)° sous la forme M Nb
Alors ÔR/ donne ces termes en multipliant respectivement
REGIS M 1 OR’ 02e ; —— al = —ecos(2L—2L'—7/ = — = sin(2L— 2L'— fn or l rl x à fm' dv! 2 ANNE #l 0)
par
on = , SL DT =>. pr cos(z+r) (L'— L'), ED AG+U sin(é+1)(L'— L’);
on en déduit, pour les termes cherchés de ôR,
OR = I n°ae Ÿ\ (300 LE 2080) cos[2L — 2L'—/+(i+1)(L'— L')] + (BD 2 NE) co8[aL — 2 L!— 4 —(é+ 1) (L'—L')]|. Appliquons cette formule à (3)° er (3).
(3)° L’argument étant 2L — L'— 1" — J, il faut faire £— o dans le premier
terme de ÔR’ et £ — — 2 dans le second et il vient HUE Op EE
Dans le calcul de pi? et À”, on doit prendre pour Al) er A! les mêmes expressions que précédemment.
On à, pour les données numériques,
D=0/1608, ne 4280, & — 0,0801 ;
) ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 69 d’où DU) — 0,188, D 0,109, ®°?— 0,006/2, C0 801 On à trouvé pour la quantité correspondant à C, dans l’action directe, —0, 1984. On voit que l’action totale est réduite au vingtième environ de l’action directe. Vérilions ce résultat par la méthode de M. Andoyer. Il faut diminuer 20de 87
Lg9 — B — 0,0126.
Le nombre correspondant donné par la méthode ordinaire pour l'action totale
és 0,0129.
(3)! On a d’une façon analogue, pour ce second terme,
avec D 02902; == 293010, = ONE d’où DOC 00e D 0 126, 2? — 0,0220, C=—=50,0072.
Comme on a — 0,0698 pour laction directe, celle-ci est done réduite de -#
environ de sa valeur.
Les résultats pour Paction totale concernant les planètes supposées {3j sont, en définitive, (9)? — 0,0114 + 6"sin(2L—L'— L'—/) dy — 0,0625 + 35” sin(2L — 2L7— { »
Passons aux termes en e/. D'abord
ro hs AP x 1e MST (i+ 3 J8 + 289 fe cos(id + à + F7).
Nous avons besoin, ici et pour quelques-uns des termes qui suivront, des séries gl définies comme on sait par la relation
m(i) ne de ;
rs
Nous les déduirons, d’après cette définition, des séries £® du n° 25. Voici
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leurs expressions, les coefficients de f étant représentés par leurs logarithmes,
g®)—0,000008 +0,75012B%+1,1358365 +1,4000687 +..., g10= 0,17609 6? + 0,795888t + 1,15702f* + 1,41229 6% +..., 8% = 0,27300 + 0,83480f5+1,19821 87 + 1,42565 DER 342 0,33995 8° + 0,868226%+ 1,19841 8% + 1,43923 6104... 8% = 0,391106B5+ 0,8973867+1,217378 +1,45258B11+..., 2% — 0,43249B5 + 0,92318B+ 1,23510/10+ 1,46555B2+..., gt — 0,46725 67 + 0,94630B°+ 1,25167B11+ 1,47803613 +...
Pour »#”, on a
D UT € Hit DER
On obuüent les valeurs suivantes de »" et a! :
(4)° 94870 + € O,1118 (4)! 49209 + LE 0,1792 (4)? 33989 + a 0,2217 GE 26379 + F2 0,2629 (4) 21812 + De 0,2980 (4) 18768 + ae 0,9294
On a, pour le calcul des coefficients, eo) e!— 0,0168, K—— 6,026.
Les coefficients des inégalités sont donnés alors par la formule
D IN ET 27220820) ——— = o(ë) — (ë) !
{CE ; )é Are fees Goe0E
et leurs valeurs sont contenues dans le Tableau ci-dessous. La troisième colonne
A renl HET renferme les valeurs de Ci + Je 0+ PE pour les quatre derniers termes, le
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coefficient est inférieur à o/,r :
(4)° ALIEN Her 0,117 13,66 02 (4)! DE — 2L”’+ 7! 0,062 26,33 — 0,1 (4}° A PSE DA HU 0,031 38,13 »
, nn. CEE :
Nous étudierons l’action indirecte pour les deux premiers termes seulement, les
inégalités des autres termes étant insensibles, comme le montre le Tableau précédent.
En prenant, d’une part,
1 0R 9 a? ; Îm a! Or E— k PTE cos(2L — 20 }, I oR' RG Re Ti Sr = Sas [PnGLaL) — Len ol +0)
el, d'autre part, dr" ANNE :
T =e Dr Dcoten (Lere er].
pi — De sin (2+1)(L'—L')+e! DAS sin[(é+1)(L'—L") + /],
: : « 3 — on obtient pour ôR’ Pexpression == gae multuiplite par
Ne 0 cos 2er) LE) Co LL (OT 7
HO) | Cos[2L —2L'+(i+1) (L'—L") + /]
— cos[2L — 2 L'— (ê + QI L')= d])
ce Di cos[2L—92L'—(i+1)(L'— LL") +7/] Co [2 2L (ir) (LL) 77}:
Elle renferme les termes correspondant à (4)° et (4)', que nous allons examiner successivement.
(4)° On a lPargument 2L—[/—[L/+ 7/7 en faisant, dans l'expression de ÔR’,
t— 0 dans le premier terme, le troisième et le sixième, {=— 2 dans le cinquième.
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Il vient alors, pour le multiplicateur de — Snltate cos( L— L'—L'+ 7), m'C— 3080 + 20) — 20 en tenant compte de la relation NP —=—\7; "mais on ppt, A
; — . dr Th) SE Les p et les À dépendent ici non seulement de A) et A!°, mais aussi de A£° qui
s'exprime, en fonction des b(), Enr 1) 1) GA 2 00) ET OUEE pit Les données du calcul sont
PE 0,40; n'=— 94870, wù — 0,0374 ;
elles donnent
DRE OT? DOC D, ="6,0002, C
dont la comparaison au nombre analogue dû à l’action directe (— 0,117) montre que l’action totale est très faible.
Appliquons à ce cas la méthode de M. Andoyer. Revenons donc à l’action
et chercher, favec
directe où 1l faut apporter la même correction — $ à g(0) et g
les nouvelles valeurs et pour { — 0, ce que devient l’expression
Î + — o(i) + — ot), ( Le D 21
On trouve 0,005; la méthode ordinaire donne, pour l’action totale, 0,010.
(4)! Pour avoir le terme d’argument 2L — 2L"+ /', il faut faire ê = 1 dans le premier, le troisième et le sixième terme de ÔR'et ê=—3 dans le cinquième.
On a, par suite,
NE 2 = m'C=3p9+ 2X0)— 220).
Le rapport de C à la quantité analogue relative à l’action directe est du troisième ordre en f= 0,173. Il s'ensuit que la correction à apporter à l’action directe pour en déduire l’action totale n'atteint pas -& de seconde.
Voici le Tableau des résultats définitifs concernant l’action totale des termes (4) :
(4) + 0,010 —1Sinol OL ULEP7 (4) + 0,062 — 7" sin(2L — a L'-E00) (4) + 0,031 —4"sin(oL+ L'—3L'+7/) (4) + 0,017 —2"sin(2L +2L'—A4L'+/) (4) +o,ori — r"sin(2L+3L'—5L"+/)
(4)5 + 0,013 —1”sin(2L + 4L' 6L"- l')
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Nous avons donné au numéro précédent les séries permettant de calculer 2. On doit prendre
RER RE, Ke 6/020:
Il en résulte, pour l’action directe, la troisième colonne renfermant les valeurs de l’expression entre crochets,
(5° 2L—L'— L'—7/ 0,3659 14,76 — 0,7 (Ce 2L — 2L'— !' 0,0086 28,38 — 0,1 (> }? 2L+L'—3L"—7/ 0,0188 40,98 0,0
Pour la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte, 1l faut considérer
HORS. RON ; ; QT Pa Fr en cos(2L —2L nm An cos (2L D E9); ! 2 3 2 Fr ne . Me sin(aL—2L—#)+ © %sin(2L—2L'), m (a
dr’ ee h : / [ / (241) Fa f PNEU = pitt cos(i+1)(L'—L")+e dpi cos[(i +1)(L'— LL’) + /T,
get = a sin (ë+ 1) (LL) + e YA sin [(£ +0 (LL) + PT. sb: 10
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On en déduit, pour les termes de ÈR’ qui conviennent,
gR'= Fntate Si 1pf%0 c0s[2L —2L'— 1 + (+1 (LL) —j2p0 #0) cos [al 2172 Pr) OP} 30 c0s{2 0e 21 VE (7 En) (LES) = 2prhcos2L 2 ler) (LL?) = y cos fa L = 200 260) LL) + 7Â) cos[2L— 2L'—/—(i+1 (L'= EL) — 264) cos[2L—2L'+/+(i+1)(L'—L")]
+ 210 cos[2L —2L'—l— (+1) L')]|:
(5) En ce qui concerne l’action indirecte de ce terme, on a
= 2 n'ratet (af pi + ADS PS A) Co D D ET E));
C désignant la fonction des p et des À entre parenthèses, on a successivement
Bo AL nl—8770 & — 0,0404 ; Do NO, DE 0120, DE 0,008
Bra'AU— — 0,998, Ba A=E = 1,0035, PAR EEE C—+o,351;
par conséquent, l’action directe est presque annulée.
Nous ne donnons pas le détail pour (5)! et (5}?; un calcul sommaire nous a montré que, pour ces termes, l’action indirecte est une petite fraction de l’action directe, elle-même très faible, ainsi que nous l’avons vu.
Revenons au terme (5)° pour l’application de la méthode de M. Andoyer. Dans
5 I 1 & _ p(0) = (0) 2 : = (0) .(0) FES 14 l'expression SA MD Pi nous devons diminuer g(0 et 2° de $ et, par consé
quent, la quantité précédente elle-même de 38, ce qui la réduit à 0,012, c’està-dire à la trentième partie de sa valeur.
On a, pour l’action totale des trois termes (5 }!,
(5): = 0,030 — 2" sin(2L — L'— L'— 7!) (5)! + 0,137 8 intel 2117) (5) + 0,038 — 2"sin(2L + L'— l)
32. Dans les termes en e”, que nous allons étudier, nous laissons e” arbitraire,
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Nous examinerons d'abord
On Print (+i)g0 a :0S(L0 + Ô je 8 DEN COCO no 0°);
/ r CU n'est déterminé par
En donnant à £ les valeurs 1, 2, 3, 4, 5, il vient, pour n" et a",
(6)! 94970 + € O,1118 (6)? 49209 + —e 0,1732 (O)* 33989 + 7e 0,2217 (6 )‘ | 26379 + 7° 0,2625 (6)5 + 21812 + ge 0,2980
On a calculé 9 et g% comme précédemment
RD K
La formule qui donne les valeurs des coefficients des inégalités est la suivante :
or : 1 lD702%<20026) 5 Hate 1 o(ë) | o(£) = = x 6,026e/.
Voici les résultats qu’on en déduit :
(6)! 2L — 2L"+ /" 0,0292 13,66 3,4e" (6) DiL, = Je SP 0,0199 20,90 1,86/ (6): Lt Le 0,009! 38,13 1,06" (6): DID RENE) Peer 0,006 49,13 0,6e" (6) RCE EU 0,0036 59,41 0,4e"
Ici la méthode de M. Andoyer conduit aux mêmes résultats; on n’a à apporter aucune correction à 2 (0 el à g®. Et, d’ailleurs, comme nous allons le voir, l’action indirecte est très faible.
La partie de la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte et concernant
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ces termes résulte de la combinaison des expressions suivantes :
1 ae da ; I OR _3 &., ae fm ° po ar cos(2L — 2L’), F0 as sin(2L 21),
— AN ete | CE) (EE L') +4], de €" DAS sin [(é +-1)(L' 110 l tal
On en déduit
() RÉ ntae" Ÿ | 30870 cos[oL 2 de) Le) — 34% cos[2L — 2L/—2—(i+1)(L'—L")]
ee U+H(i+i)(L'—L")]
+ 2040 cos[2L — 2L'— l— (i+1)(L'— ESF
Pour avoir les termes (6), il suffit de prendre le premier et le troisième terme
de celte expression.
(6)! En faisant 1 —1,ona 3 (4 (2) [2 ll cp '+21®)cos(2L—2L"+[/");
2?) et À?’ dépendent de A) et de ses dérivées et la partie complémentaire de la RE: 3 | | | fonction perturbatrice n'intervient pas.
Pour le calcul numérique, on a successivement
b®) — 0,0094, DO ,0100, bo 0101 30$ +2 —— 0,00061m".
On a trouvé, pour l'action directe, 6,0292. On voit que l’action indirecte équivaut à peu près à la cinquantième partie.
(6)? Pour avoir l’action indirecte concernant ce terme, on doit faire £— 2 dans
le premier et le troisième terme de Pexpression (27) de èR' et l’on trouve
— gate" (380$) + 218) cus(2L + L'—3L'+ l'),
On Bo ,170, n"— 49209, D —=10,0721;
Et DE ÉplLee É É DO 6,00355 M DES, 600, bo 6; 0200:
Un calcul sommaire montre que la quantité 3pÿ + 2 est voisine de 0,0001
et que, par conséquent, l’action indirecte est une fraction négligeable de l’action directe.
On est parvenu à une conclusion analogue pour les autres termes (6)é.
On trouvera à la fin du numéro suivant le Tableau des valeurs de l’action totale
de ces planètes supposées.
Le second terme en e” du premier ordre est
LE , Fee J QE gnèae" Le UE se | cos (10 + d, — l");
Poe MR | € … +2 Î+2 On peut faire £ = 0, 1, 2,3 et, en outre, é=—1. Et l'on obtient, pour #'et 4”, (C2 né 87774 + € 0,1178 (7)° 45661 + 5° 0,1821 (7)! 31623 + 3° 0,2326 ! Fr (7)? 24609 + Ze 0,2700 Â : . À I .
Pour {= 0,1, 2, 3, nous aurons à calculer g(0 et 2% par les séries dont nous poses > = , . & VE LE
avons déjà fait usage; mais, pour £——1, nous avous besoin de g1". Au n° 22,
, = Là k —{ te 3 x pr > ac
uous avons donné l’expression générale de g(7# en faisant remarquer qu’elle n’est
pas identique à g®. On en déduit
es 5 B 10) Bi. 525 Be ho 425 ss - \ Et 2 Ra : à Fou 2 03 duree 8192 ,
d’où
ou, en représentant les coefficients par leurs logarithmes, 851 = 0,69897 B°? + 1,118106B*+4,38911066+1,596356$ +...;
on à TRES, K — 6,026e”.
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On à finalement, pour l’action directe, les résultats suivants :
(GDS 2L—2L'— ul — 0,0360 14,76 + 4,2e" Co) DIEM REX + 0,0844 28,38 — 9,8e/ (74 2 L — 2L'— /" + 0,0401 40,98 — 4,6e" (7)? DS PEN PSE D + 0,0206 52,67 = 9 fo CG} 2L+2L'—4L'— /" + 0,0114 63,95 — 1,3e"
Pour l'action indirecte, la formule (27) du n° 32 nous donnera la partie de 5R' correspondant à (7). Il suffit de donner à £ les valeurs qui conviennent dans le
second et le quatrième terme.
(3) On trouve pour ce cas, en faisant {= —1, 3 2a2e"(30) À (0) : L [4 y a. ae" (5p}) — 24; )cos(2L—2L=—"),
95 et À! s'expriment en fonction de A et de ses dérivées et le calcul de ces quantités ne présente rien de particulier.
Avec les données
er RE S77E & — 0,0404,
on obtient DE ;0070, DO; or BU 0,0140, 3p%/— 2% =— 0, 0001127".
> ; ET D. 9 ? Te DA a Rappelons que Paction directe a donné, pour la quantité analogue, — 0,0360.
Par conséquent, l’action indirecte est insensible. (7)° Nous avons à calculer ici l’expression MO pin Tr,
qui dépend de At). Il faut donc prendre
ACER DINGE 1 (1) AINDE=TP Br a'A\ EE Le
CE d'AD— 9 DA) ADN EU
On a
D =—=0 102 RE=Ho0OI Qi 0,077:
d’où l’on déduit
(1) — 3 (os : ù OM rS4, DUC 180: DNS ont C — 0,0908.
Ce résultat est supérieur à celui de l’action directe, pour lequel on a, au signe près, 0,0844.
Avant de passer au terme suivant, voyons ce que donne, pour l’action directe,
la méthode de M. Andoyer. Il s’agit de calculer Pexpression 910) — - 90
en
To
Le , :
retranchant $ de g(% et de g\°?, c’est-à-dire —8 de l'expression elle-même.
On trouve ainsi, par la méthode de M. Andoyer, 0,007, résultat identique à
celui que nous donne la méthode ordinaire, 6,006.
(7)' Le coefficient à calculer est HART? OS où n’entrent n1 A!) ni ses dérivées. Avec
ES 0 20; . _n"=— 531623, D 0 12e
il vient
b@)— 0,042, 00.089, D 6; 00): CG = 0,00092.
Le nombre correspondant pour lPaction directe ‘tant 0,0401 au signe près, on
VoIL que celle dernière est diminuée seulement du quarantième de sa valeur.
(7)? Avec el, par suite, DB) — 0,0134, bi 0 015, PE /0,0876,
on trouve pareillement
3p$%)— 2À5)— 0,00064 m’, le sa : ; Les c’est-à-dire la trentième partie environ de l’action directe. (3) On obtient de même 3p$— 2À$— 0,00043m", la vingt-septième partie de l’action directe. Nous lerminons ce numéro en donnant simultanément les résultats définiufs de
Paction totale pour les termes (6) et (7.)# Ils peuvent avoir une importance
aussi grande que les termes de l’ordre zéro, à cause de la possibilité d’une forte
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excentricité des planètes supposées :
(6)! — 0,286 + 199/e" sin(2L — 2L'— {") (GE — 0,0199 + rne"sin(2L+ L'—3L"+ 7) (6) — 0,0091 + 63"e"sin(2L+2L'— 4L'+ 7) (6) 00021 + 4ri'e"sin(2L +3L'—5L"+ 7) (6)° — 0,001/ + 927/e"sin(2L + 4L'— 6L'"+ 7) (7:28 — 0,0359 + 249'e"sin(2L — 2 L'— (a) (7)° — 0,006/ + 45'e"sin(2L— L'— L'—7) (7)? + 0,0392 — 272"e"sin(2L — 2L'— /") (oé + 0,0200 — 139/e"sin(2L+ L'—3L"— 7") (re + 0,0110 — 96”e"sin(2L+2L'—4L"— 7)
34. Nous avons étudié dans les numéros qui précèdent les termes des ordres zéro et un de la fonction perturbatrice, obtenus au n°6. Les coefficients de ces termes sont exprimés en fonction de g et de ses dérivées des deux premiers ordres; nous avons donné leurs développements en séries disposés pour le calcul par logarithmes. C’est pour ne pas interrompre l’emploi de ces quantités que nous avons réservé un autre terme du premier ordre en e qu’il nous reste à examiner.
Il est compris dans le développement (B) du n° 5 et a pour expression
(SY=—= m'ntae Ÿ ct) cos(i0 + L),
SN R
n'est déterminé par
Nous ferons 1 = 1, 2, 3. On a alors, pour n#" et 4”,
(8)! 00982 + € 0,1701 (8)? 27065 + Le 0,2580
Nous avons donné au n° 2 le développement de cl” en série. Comme nous aurons encore besoin de celte quantité et de sa dérivée pour l’étude des termes du second ordre, j'écris ici, sous la forme la plus commode pour les calculs
numériques, Son expression pour 1, 2, 3. Les coefficients sont représentés
par leurs logarithmes
ci) — 0,4797128 ue 0,79012 (5 - 0,91398 5 + 1,03208 BT +. Slags
On a ici —, RERO, Ro — on
Les coefficients des inégalités cherchées sont donnés alors par l'expression 0,764ecti),
On obtient ainsi les résultats concernant l’action directe contenus dans le
Tableau ci-dessous (la troisième colonne renferme les valeurs de GE
(8)! BE L'+{ 0,539 25,62 1,2 (S)2 2L'—92L"+71 0,282 47,88 0,6 (8) 33 L=27 0,179 67,40 0,4
La partie de la fonction perturbatrice relative à l'action indirecte et dépendant
de l’argument à + [ s'obtient en multipliant
— à — fm. or!
D OR
par . >: p® cosé(L'— L’)
etil vient, pour la partie de dR qui nous intéresse, 0h — sutare Doi |cos[i(L'— L')+7/]+ cos[i(L'— L") — /] |,
ne change pas quand on change le signe de £,
En tenant compte de ce que p
on peut mettre celte expression sous la forme I ENT “ ÔR'— jee} 6p? cos [é(L'— L') + !1, qu'il suffit d'appliquer aux cas {= 1, 2, 3.
(8)! La quantité p{" dépend de A), dans lequel il faut tenir compte du terme provenant de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice, comme dans les cas analogues précédents.
Seb 11
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Avec les données
É=0;1gor, Doi @—0,0701;
on obtient d’abord DD 172, DC T0
AT
puis, pour le multiplicateur de m'nr?a?e cos (L/— 1/+ /), le nombre 0,128. L'action directe donne, au signe près, 0,135.
tevenons à l’action directe de (8)! pour l'application de la méthode de M. An-
doyer. Pour appliquer la règle établie au n° 22, nous devons diminuer cl") de 36, J PEU 5 )
c'est-à-dire le nombre ci-dessus, 0,133, de 7 8 — 0,128. Et l’on voit que le résultat est identique à celui que donne la méthode ordinaire pour l’action totale.
(O6) POUR Non 'aatcalculer FO nait
DOM
DA) 0008 Do 100 60 = 0,00200 01e
La quantité analogue à 65% dans l’action directe est 2) — 0,282 ; ce qui montre
que l’action indirecte est insensible.
(8)? On calcule on avec 00,027, R'=—"19226, 10,100) d’où bG)— 0,022, D 6,069; Gp = 6, 001071 (EN est une très pelite fraction de la quantité analogue relauve à l’action directe
IL, = F
naz Sin ô, 0—=kKl+ Kg + k"h + ct + q
DIS , ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 93 el K —— 3,056 4 + 0,0560 4! — o,o1124".
Nous aurons une approximation suffisante en réduisant K à — 3%; p est toujours égal à 273.
On a alors, ôL ét: ‘1mé i ; a alors, 9L étant exprimé en minutes d’are, k A 28 = RU A (28) OL——153,7 me a Sin 0.
Pour les trmes de la fonction perturbatrice qu'il nous reste à étudier, on peut avoir pour # l’une des valeurs — 1, 1, 2,3, 4. A contient en facteur, outre n°? a? et une fonction des coefficients du développement'de (1 +R? — 26 cos p), l'une des quantités B — e?, e"?, ee!, .... Pour simplifier les calculs, jai construit une Table à double entrée donnant les valeurs de — 153!,34B pour ces diverses valeurs de Æ et B. Aux valeurs déjà données de e, e/, ..., il faut joindre + — 0,0449.
J'ai laissé e/ et 4 arbitraires. Voici cette Table :
; Pet 1. 2. 8. 4.
| = / , fi ! ! / Cr CO; 10 — 0,46 — 0,92 11,00 — 1,84 ee'.. 2 ouf — 0,14 — 0,28 — 0,42 — 0,6 CES O0! — 0,04 0,00 — Gi — Gé Paneree0 O:91 "O1 0,02 — 0,93 mi (P) ( ble ES 4 eu— 8h 67 À — 16,86! © — 25916" — 533,0 € | CRC NO Re CON CA CR M Fibgn etoile: So 682, —A6m der Cr0 ne [ : > 1 ASE V0 000) 0e 0.077 — 43,8 7) 20/7 y NU 027,007)
TRE Hoi ‘ie 104 y" — 307 a —461 ul —_615 y"
ee Lo 5 O5 — “0,38 0,70 — 1,14 — 102 Les coefficients du développement de (1 + f?— 26 cos®)* qui interviennent Se. APR ; SR, ici sontict} 0/0 respectivement pour $ —= —;<- D
De même que pour les termes des deux premiers ordres de la fonction perturbatrice, nous avons à considérer des fonctions de ces quantités; 11 est commode de les employer sous la forme de developpements en série. Nous avons déjà utilisé
l’une de ces fonctions et nous avons donné son développement au n° D2AC'eST
go er) — Bet + Bret,
Nous avons encore besoin de at) — et) —
PIOE
— : et) + Betitn), PACE L0EESCE LR (29) = ft) = 26 f () + B? f HD) — fo — LD fo —
Nous avons fait remarquer que
s'applique aux nouvelles fonctions.
Ces séries s’obliennent très aisé
peuvent s'exprimer respectivement on a, en effet, d’abord
COTES
aie —B(y* (+1) )— 26 fti+2) + B? f
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Gethon, am et ee
a —= nt) ne Beti 1), D) hCD— Fe 6 Fœn), (it), RD = FU ap FO B? FU, 36 JU 2) ae VA 2) Bo 3), 36 FU + 362 fÜr2) —. B3 FUIT,
g est différent de g(7?; la même remarque
etl®
et Æ( de la facon suivante :
ment, si lon observe surtout que A
en fonction de At
Dj= ROSE ERe
BACS
20 mr) 82/0) EN) "(i+3) JR EEK i—2
&) —9 DD cit 2 [8 : 5 in D 7 GES) ; 2.4: ; DOTE 0 2.4 (22+2)(21+4) Dr A ee re ne has 0 R 3.5 Ce) De 5 © DU s 3} 21+ 2 2. (rm) GTEEn) on bu] |S . be es LE 2i+5P 3.5? Crete :
Dafios ob 29102 2.4 (2i-re)(air 4) ne te DT | ES pr en 9.7 (21+5)(2i+ 9) 6i+ 1 Ha on 2É-+2 221+92 21+4 2.4 (21+2)(2i+4) 21+6 hu) = pe HR ? airs HOME Uss Or e % De 2 OÙ DD TEE, mire) Cr SR PelE hf D ED rer L Ô Lane 5.7 (21+7)(2ê+ 9) Bit DU OL 2 2i+2 -27 ET ere RTE De OT) TROT) 21+ 5) AU —9 Res : JT ARiH le, TS | 7-9 CSS )(24+ 7) PSN 2. À le 2 ee. MONTE PEN docs :
FE ul neres een LS Ma 3 Hans MONTE) LED L 2.4. .,(26— 2) DT on 2i(25+ 2) 6 io ASE D) 21H 1 21 À ñ TD ET E Vo DT ler etes) 2h07 ÿ DO Nier Grece) Gen) ml:
ASE) = 229 0 ge 5 : 20 T7 pis NET 0) | Do 0 2 21+02 2.4 Greotenil roue lle
ges |,
& , & à 24 ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. te 1e)
Dans un premier examen des termes du second ordre, nous nous sommes proposé de rechercher ceux qui peuvent donner lieu à des inégalités sensibles. On conçoit a priori, en effet, que ceux qui ne dépendent que des excentricités et des inclinaisons de la Lune et de la Terre, ne donneront que des coefficients peu importants, à cause de la faiblesse de ces excentricités et inclinaisons. Nous nous sommes d’abord borné, dans l'emploi des séries précédentes, à leurs premiers termes ; approximation est suffisante pour permettre de reconnaître les inégalités trop faibles.
J'ai été ainsi conduit à ne conserver que quelques termes dépendant de e” et y”,
en vue d’une étude plus approfondie, qui fait l’objet de la suite de ce paragraphe.
36. Le premier groupe de ces termes, contenu dans le développement (C) du n° 6, est le suivant :
ETS SN dE (0) 8 m'n"?a?ee" |- 3(i+ 1) gt + st COS(E0 + D —l— 7").
Il convient de faire {= — 1 et {= 0 par suite de Pexamen préliminaire dont nous avons parlé dans le numéro précédent.
Les valeurs de n/ sont données par la formule
y G—i)n'+n € PURE — = l+2 tH2
On en déduit, pour les termes considérés, les valeurs de »” et de 4” contenues
dans le Tableau ci-dessous et correspondant respectivement à {= — 1 et 4 = 0: Code 2L— 21 — l— ho74o + € 0,196 I x (9)° 2L— L—L'—/—/ 22144 +78 0,290 Pour é—— 1, le facteur dépendant de gl et gŸ se réduit à ie. Nous avons
donné au n° 33 le développement de 2 enune série disposée pour le calcul loga-
rithmique. En appliquant cette formule au cas de 5 — 0,196, on trouve
Pour £ — 0, on a à calculer
En appliquant la formule qui exprime g(0), trouvée au n° 25 et celle du n° 30
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donnant 2°, il vient, pour 8 — 0,296
gi) — 0,352, UE 0,474 On a, par suite, pour les deux termes considérés de la fonction perturbatrice,
tai L=s D ,10 mme eelcos (al 2Le L— 4)
re MT EP I ! " 7 (9) —=—0o,129 m'n'a?ee" cos (2L L L L—l).
On a ici 4 — 1. Par suite, la table (P) du n° 35 nous donne pour le multiplicateur permellant de passer des expressions précédentes aux valeurs correspondantes de ÔL, conformément à ce que nous avons dit à ce numéro, la quantité — 8,4 e7.
Il en résulte finalement pour l’action directe des deux inégalités cherchées, en minutes d’are :
(ose —1',oe"sin(2L—2L'— Lt)
Cat revente)
Passons à l'étude de l’action indirecte concernant ces deux termes. Ils sont contenus dans
Ll oR' ” 9 a
2e V0 ne ni = , gnesin(ô — 0 — 4)
et d'après les n° 17 et 19, en remarquant que l’on peut faire © — à,
dr’ ; ROSE = e"p% cos(iù + l”), doc isin(roe Te)
Il vient, par suite, pour la partie de la fonction perturbatrice relative à l’action indirecte et dépendant de l'argument de (9)!,
Fa = À ce" pl cos[ à, — 4 (£+i1)d—/"]
rt TL ce" NP cos[ à, l—(i+i1)9 —7/"].
(9)-' L’argument de ce terme étant 2L — 21/—/— f", il faut faire, dans expression de àR/, :—o. Nous avons, par suite, à calculer et A Oh
PINRON = (0) _— a! A(0 0) 1" L a'A( — 9 b(0) À Ab bu), É==0;100 Go — 0,0871.
On obtient successivement
re (0) — ONES = Ce DE *620, DECO, DS 60", d'A) — — 2,060, DAS Got,
pS — — 0,000474 m', À — + 0,000088 mn".
Il vient pour le terme cherché OR nine <e0,00180 COOL SEEN), environ la soixante-dixième partie de l’action directe.
(9)° Pour obtenir la partie de l’action indirecte correspondant à ce terme, nous devons calculer 2° et À, ", qui dépendent de A), comprenant la partie
complémentaire de la fonction perturbatrice, ainsi que nous l'avons fait remar- ( ;
Fi : d ; a quer dans le paragraphe précédent. La correction à apporter à INCIMNES = ES On a, par suile, I I INC QE CE GATE PE CE a'AS — 2 b0 + 4 BU + DO,
Les données numériques sont 02 0,206, GC 0,1002:
Le calcul donne successivement
DO 0806; bi 0,525, bo 6050; DAME TL, 17, d'A === 12,05, LASI=S"00, DUO LOC 1 OUT 771
d’où Pon üre pour le coefficient cherché
27 CE , (il) PAR ET 1) fe 1 g Pi sh — 0,107.
On a, par conséquent, pour l’action Lotale (9)}° = + 0,035 m'n'°a?ee"(2L—L'— L'—/—
Pour appliquer la méthode de M. Andoyer à ce terme, nous devons diminuer
nait 8 et, par suile, apporter la correction + 0,106 au coefficient de
g(0) eL £
l'action directe
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el la méthode nouvelle donne
(0) 0,087 minPa eco LOL rvEe 70)
Les deux méthodes donnent donc, à très peu de chose près, le même résultat.
37. Il ya lieu de considérer un autre terme du second ordre en ee”,
3 I & m'n"?a? | 2.941) — = 9) }ee"cos(2L — 2 L'+ ! — !").
Il appartient au groupe suivant du développement (C) du n° 6:
AS ne ee (r0)= gun a LG +1) gt — 581 ee" cos (io + à, + { — l"),
On a pour (10)!
Avec ces données et les formules donnant gt) et g\!”, on trouve
SU
Il vient ensuite pour l’action directe de ce terme
(10)! — 0,0094 m'n'"?a?ee"cos(2L — 2L"+ 1 — ["),
Comme l’on a £ —3, la Table (P) du n° 35 donne — 25,2 e pour le multiplicalteur qui permet d'obtenir l'expression numérique de l'inégalité produite par (10)'. On a alors
ÔL——2',4e"sin(2L—2L'+l—7#).
Il nous reste à étudier l’action indirecte correspondant à ce terme. Les termes
de R/ qui sont la forme (10 ){ s’obtiennent en multipliant
1 OR’ 004: HIVOR GET URe Fr pie a gn CT egnene Gr AO ECS respectivement par dr" TD) 5 1 ! Il IS 5 — = €" p# cos(iù + l"), dp— e" ÀŸ sin(c0 + /")
el en ajoutant les résultats. Il vien!
il ns (eo) (RS { . * NN e NS . N Pre ; oi ÔR'—— $ a ce | COST(E— 1) 0 +++ MT + cos [à —(i+r)+I—7] | pue 3 a? TN RE « NS NN 1 N C NS TMS)
me } COST(E— 1) 0H +I+UT—cosfd,— (+1) à + TP,
Pour avoir dans cette expression les termes d’argument 2L — 21/4 /%" i faut faire £ — — 2 dans le deuxième et le quatrième crochet. On a alors, en intro-
duisant comme toujours #! au lieu de a/,
5e oR'— n'aee (— D op + FA |cos(2L — HE EU)
Pour le calcul de p5?? et Xf??, avec 8 — 0,178 et & — 0,0750, on trouve
AAC DOM 6 ot, DA 0,0188, Door,
TA 0 0720, 0 A = 0,2040, D = 0,00000 17, À
Een F3 par suite on a, pour l’action indirecte, tous calculs faits, dR'—— 0,000086 m'n'°a° ee" cos(2L — 2L"-+ 1—[")
et l’on voit qu’elle est insensible, se réduisant à la centième partie environ de
l’action directe.
38. Parmi les termes du second ordre dépendant des excentricités, trois autres pourraient donner lieu à des inégalités importantes, d'après létude sommaire dont nous avons parlé au n° 35. Ce sont des termes en e”?. Nous allons les examiner dans cet article. Ils sont compris, pour {= — 2, o et 1, dans l’expression suivante, urée du n° 6,
3 Pa Ho ee Mas I : :
(= gant ï = C0) un on e"? COS(10 + 0, —2/).
On à pour les valeurs de n" et a” des deux premiers, nous réservant de traiter le
troisième séparément,
(rr)T2 2L—3L'+L'—2/ 84226 + € 0,121
(nn)? 2L— L'—[L'—2/ Boh41 + ge 0,239
Les séries permettant de calculer g!°) et g%"° ont été données au n° 25 et 30. Il
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faut y joindre celle qui donne g, savoir 2 T,0012 BE 1,7979 PP, 1982 ÊTES
où les coefficients sont représentés, par leurs logarithmes. On obtient alors,
AVEC
Comme Æ—9, on a par la Table du n° 35 le multiplicateur — 307'e"?, qui per-
met d'obtenir l’expression numérique de l’inégalité (11)°. On a d’abord, pour la
foncuon perturbatrice,
(11)°— 0,0296 m'n'?a°e"? cos(2L — L'—L'— 2/7);
d’où dL—=—)9',1e"?sin(2L—L'— L'— 27"),
En ce qui concerne le terme (11)-?, nous avons besoin de la fonction g(?) et
de ses dérivées, que nous n'avons pas eu à considérer jusqu'ici. On a
=D e 17e 01700 Do) OU o(—2) — R Es 3 PES 7 À dé = 5 (6 AE QE AC à 2.4.6 GS +... );
d'où, en représentant toujours les coefficients par leurs logarithmes,
gT? = 0,6990 B + 0,6410 B?+ 0,6921 B5+o,7513B17+..., 84? —0,6990 8 -+ 1,1181 B3+ 1,3011 B5+ 1,5964 BT+..., 83° — 14191 P°+ 1,9982 5° + 2,3745 PT +.
Pour f — 0,121, on trouve avec ces formules,
2m)" 6,07128, DE 0,020, LE — 0,092
et, pour le terme cherché de la fonction perturbatrice,
(11)-?= 0,0322 m'n'?a?e"? cos(2L — 3L'+ L'—2/").
On a encore 1c1 k — 2 et la même valeur que précédemment pour le multipli-
cateur de la Table du n° 35. On a finalement
L——9',9e"?siu(2L — 6L'+ L'— 27"),
Passons à l’action indirecte correspondant à ces deux termes. Pour avoir les
n ?) à re ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. OI
termes de ÊR' de la forme (11)4, il suffit de prendre
L OR’ OL; WPORMO GE , ( a = = — COS /d, —- 0 = 2 = S— d== fm" -or! 4 a'à }, fn dv! De Ho Or! Fe .
re e"?p9 cos(io + 24"), dp'— e"? 0 sin(i0o +2");
0] ] S er 9 C2 2 à) | . NS [ : G SN | (51) a RS proies EC r)0 2/10] Peos [= (Pr) 71) 3 d #2)0 {0 Ô . N J' N : 1 |
ne y )Cos[d + (—1)0 +2 JErcos oem Eu
En faisant dans l'expression précédente £—+ 1 et {—— 1, on obuient la
partie de oR correspondant à (11) ? et (11)° respectivement. Nous allons exa-
miner successivement ces deux cas.
(11)7? On doit calculer p!° et À, pour 8 — 0,121 et w — 0,0421. On trouve
d’abord
DD 61217, DE 0,1230, DUO Dour bi = 0,001:
d’où successivement
I À , j La a'A() = bp — CE —— 68,18, a'AUD = — pb) — DU — CE — 100,00, WA 2 DL DE BD 0,740, a'AU—— 6 D) — 18 bp — D D — DU — — 2,985, CE SOIT) 0 #00 AC 01m ÔR'= — 0,0284 m'n'"?a?e"?cos(2L— 3L'+L'—2/");
par suite, l’action totale est réduite au huitième environ de l’action directe.
our appliquer la méthode de M. Andoyer, il faut apporter à 92) et 9? la P ppliq I thode de M. Andoyer, il faut apporter à 917?) et 9° correction — 5f et au facteur qui, dans (11)?, muluplie m"n'?a?e"?, la correc-
tion — 0,0284.
On voit que les deux méthodes donnent des résultats identiques.
(11)° La valeur de ÔR' dépend ici de pT" et AT" et, par suite, de Al) et de ses
dérivées. Il faut donc encore prendre
a'At1) — pl) es
== ee 62 1 B?
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Avec 8 = 0,239 et w = 0,1166, on a d’abord
bU) — 0,2443, DU 6,255, DU 0 0547, LH 0,0400, puis d'AUM —— 19,27, d'A —— 18,01, GAMERS a'AU = — 6,415, DO, 0802700, AU == 0,0000 116 ÔR'—= — 0,0322 m'n'?a°e"? cos(2L — L'— L'— 2/7).
L'action totale est réduite à moins de un dixième de l’action directe. On peut remarquer d’ailleurs que lPaction indirecte est la plus forte en valeur absolue. Ce lait est confirmé par la méthode de M. Andoyer.
Pour lappliquer, il faut diminuer g(0 et 9° de $ dans le calcul de Paction
directe el, par suile, ajouter au résultat déjà trouvé l’expression >| ) J — 0,0336 m'n'"?a?e"? cos (2L — L'— L'— 2/").
Cette correction diffère peu, comme on voit, de la valeur ci-dessus de ÔR' et est supérieure à la valeur correspondante relative à l'action directe.
Les deux termes (11)? et (11)° ne peuvent par conséquent donner que de faibles inégalités du mouvement de la Lune, en supposant même l’excentricité de la planète présumée très forte. Nous avons réservé pour la fin de ce numéro un autre Lerme du groupe (11)°, pour lequel l’action indirecte n’est pas sensible. Il se déduit de lexpression générale (11){ en faisant {= 1. On a, pour ce térme,
3 219 5 I = [2 2 ; ? ; x s (ru 3"! ner? LE gM— 81 + 0) cos (2L—2L7— 2/7), Aux n° 25 et 50 on trouvera les séries permettant de calculer g(9 et gl. Il
faut y joindre la suivante, relative à 2,
On a = GO SE 0 40,280 et l’on trouve &(D = 0,070, EF OuL0E SV 0,280, (11) = 0,022 m'n?a?e"? cos(2L—2L!—32{");
d'où, avec la même valeur £ — 2 pour l’emploi de la Table (P) du n° 35,
= 67e Int br")
> s _ 2 ” » A Gi 4 9 A #
Pour une valeur élevée de e/”, ce terme peut donner lieu à une inégalité appréciable. Il nous reste à montrer que l’action indirecte correspondante est faible.
Elle se déduit de l’expression (31) de ÈR/ de ce numéro. Il suffit de faire { — — »
dans le deuxième et le quatrième terme. On obtient ÔR' — n'? a? 12 9 (—2) 3 no) ne fe I [7 ; {1 = e — SP? D cos (2L — 2L°7— 2/7).
Avec 5 — 0,280, on trouve
EU 0007, DECO 120, DO A, C0 000, LAC 0,601, a'A—— 0,187, TN, 50, a'AË)— — 3,990.
On à en outre © — 0,150; et l'on obtient
ÔR —— 0,00047 m'n'°a*e"? cos (2, — 2L"— 2/4).
C’est environ la cinquantième partie seulement de l’action directe.
99. L'examen préliminaire des termes du second ordre dépendant des inclipaisons nous a montré qu'il y a lieu de considérer deux termes en y et trois en Je Nous allons consacrer cet article à l’étude des deux premiers. Ils se
déduisent, pour {=—1 et —o, de l’expression suivante trouvée dans le déve-
loppement (A) du n°
DT OT) € EN) DD
ol
Il vient, par suite, pour »", a” et les arguments des cosinus,
om
Ge) 91913 + F 1 " 1
Ge 47531 + =e 0,177 2L — 2L'—h+h
Nous avons à calculer, pour 8 — 0,115 et $ —o,177 respectivement, les deux
expressions B(et0)— Bell), B(ett)— Bet),
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ou, d’après les formules du n° 35,
Da, np,
Pour le calcul de a(%) et alt) on a les séries
a) —0,3o10 +o,8751 B?+1,2150 B°+1,4581 Gf,
at) = 0,4771 B + 0,9720 B5+ 1, 2820 B5+ 1, 5092 PT. Il vient finalement, pour l’action directe relative aux termes considérés, (12)! = — 0,363 m'n'?a?yy" cos (2L—L'— L'— A+"),
12) ——0,156m n°ayy" cos(2L — D = ep) > V1
On a ici pour le coefficient de / dans les deux arguments £ = 2. Par suite, la Table du n° 35 donne, pour le multiplicateur servant à passer des expressions cidessus à celles de la perturbation de la longitude de la Lune, la quantité — 13,87.
On obtient, en définitive, pour les deux inégalités chcrehées,
(re) ÔL— 5',0y" sin (2 L | ,' L’ h L ko
(12)° OÙ —2 ap Sn (2L 2e le ee h").
Passons à l’action indirecte relative aux termes (12), qui sont contenus dans le troisième terme de
,OR' dr OR',, OR',, FT + ai DRE AOSE
0R'— a Os!
On a, d’après la formule (E) du n° 9, en remarquant que lon peut remplacer à, X par L, L'et 4, par L — h, 1 OR DRE ; ; ose = 37 lsin (L —h)+sin(2L—L'—A)].
Pour ds, nous avons obtenu au n° 15 (H), en faisant w— 1,
Go)?
0! — — ny a BU) sin(io+L’—»");
par suite
OR. 3 re ,)2 -0s — -m" na yy" Ÿ a BO) o é ds 2 Ærd à . f DENT (nee G)
X[ cos(L'+ L'+ 10 — h—h")— cos (L'— L'— 59 — h- h") + cos (2L —L'+ L'+ 10 — 4 — h7)— cos(2L—L'—L" —-i0— A+ #")],.
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Les termes de la forme (12) se déduisent de cette expression en faisant : = 0 ebr——1dans le quatrième terme. Nous allons étudier ces deux cas. (12)! Nous avons à calculer Oe
RP à I — 6)?
On sait que l'expression générale de a/B( est Bec, qu’il faut diminuer, pour —0,
Avec 8 —o,115 ete — 0,0388, on trouve
2 2 Ben 6,337, — — 191,2, a'B() — —
OR —+ 0,341 m'n°ayy" cos (2L—L'—L'— A+").
Ce résultat réduit l’action directe à la dix-huitième parte de sa valeur.
Appliquons encore la méthode de M. Andoyer. Il faut pour cela revenir à l’action directe et diminuer Bal) de 28 et, par conséquent, le coefficient numérique 0,363 de 36, c’est-à-dire de 0,345. Et l’on obtient pour l’action totale, par
les deux méthodes, des résultats concordants.
(12)9 Le coefficient numérique à calculer a pour expression
On a successivement ® — 0,0740, a B®— 0,100,
ÔR'—= + 0,000150m" na? yy" cos(2L —2L"— À + h')
par conséquent l’action indirecte est négligeable dans ce cas.
40. Les termes en y"? qu’il nous reste à étudier sont contenus dans l'expression
suivante, obtenue au n° 3 (A) :
(13) — - mine a V2 (B F2) — 9 2 fU+) B3 JU) ) cos (id + o,—2L"+ ok");
d’après les formules (29) du n° 35, on peut exprimer la quantité entre paren-
thèses par 84% ou par BAT, séries dont nous avons donné les développements.
On a d’abord
(—i)n'+on € i+3 +3
TI
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Il convient de faire = — », — 1,0. On obtient pour »", a” et les arguments (ro) 84226 + € O,101 2L—3L'— L'+oh HÉniee 43887 + -e 0,187 LCL LEE E"% 71 ! !
(ES)? 30441 + EL 0,239 2L— L'—31"+2h
On a, pour le calcul des coefficients des trois termes respectivement,
B4-U— 0,30108 +1,02:126%+ 1,470365 + 1,8005 67, BA) —0,47718+1,1181B*+1,537265 + 1,8516885,
BAM —o,5740B3+1,1850B5+ 1,588397 +:1,80306°; d’où l’on déduit ED ==0,202, DAME 0,122; BK — 0,065
et, pour la fonction perturbatrice relative à l’action directe,
(S)P = 02107 n ae to LR ELLE),
(13)-1= o,114m"n"ay"? cos(2L—2L'--2L"+ 2h),
(OP 006170 n/a y atos ETS LEE 20;
On a Æ— 2; la Table du n° 35 donne — 307'"?, pour le nombre permettant de passer des expressions ci-dessus à celles des inégalités. On obtient les résultats
suivants, où la deuxième colonne indique les durées des révolutions des planètes
supposées,
10) 10), d — 95,47"? sin(2L—3L'— L'+02}" Ô 7 {
Ra 2j, 92 Ho SIN CE ER) o jé
(no)° ki, 59 —18/,7y2sin(2L— L'—=3L +27)
Occupons-nous maintenant de l’action indirecte qui dépend des termes de la forme (13) Pour avoir la partie de ÔR’ qui les contient, nous devons prendre, d’après les n° 10 et 11, formules (F) et (G),
LRO R RS EURE :
APE NN sin(d, — à)
ere VO
= — . A cos (0) — Ô), et, d’après le n° 16 (K),
Cal k Se en ro D P cos(id + 20"), EN HE LE > Qsin(td+20"),
sp 7 ee 7 . p = TE ACTION D UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 97 «7 /
en posant
PE Lu Co) a? 0BE-1)
Ê—-1 ES t ns Ho a mais 3 , : 2 da .
(£— 2) (: so) ( - o) (c »)(: Dee s)
Rappelons que g/ désigne l'argument de la latitude de la planète et que lon a par conséquent
CHEN PHÉEN 8 10 0 LL) STE SAT
Nous aurons dans chaque cas à calculer les valeurs de P et Q, qui dépendent de B( et de sa dérivée première.
On obtient
N 9 ! ° S . ! A TAN “n N ; ï !
OR — £m'naty"? D P | cos[èi+(i—1)9 +2L"—2h"]+cos[d, —(i+1)9—2L" 2h"]| 3 M 199202 { : N " " EN : W 17 | —_. HG) ÿ Qicos[d+(i—1)è+2L —2h"]—cos[d,—(i+1)9—2L"+02h"]!.
Donnons à z les valeurs particulières qui conviennent.
(13)7? Dans le deuxième et le quatrième terme de l'expression précédente, fai-
sons &— 1.11 vient, pour la partie de ÔR/ qui correspond à (13) ?,
0h Hen ay | 2P + > 0) cos(2L—3L'—L'+ 22").
Or pour ir,
2 a"? 0B!°) pese a'BO: + — }:
SD
Îl faut, comme on sait, appliquer la correction —
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On trouve successivement
2 ob 2
w = 0,04 BOSS E 1:36 a? a Lt De 0,012, a'B Ge is FT GE FAUE P=Dier O0; 127,
N 929 2 < W ÔR'=—- 0,227 m'n'?a?y"? CoS(2L — 3L'— L'+ 24°).
; - ; De 2 ne.
En suivant la méthode de M. Andoyer, on aura, dans l’action directe, à dimi
puer Bk(T1 de 2$; et la correction totale à apporter est —.0,242m" n° a? y"? cos(2L — 3L'— L’+2#°).
(MON arc
avec
On trouve la quantilé néghgeable
OR ——0,0023m"n°?ay"?cos(2L—2L'—2L"+ 2h77).
(13) A l'argument 2L — 1} — 31/ + 2 L" correspond
à on — mn ay" (= 2e 70 | cos(21, — L'-- 3L'"+02h"),
A 7 où l’on a
LE NIOS
= 2 + > Q <o,oot.
VI. — Forues DIVERSES DES RÉSULTATS
AA. Nous commencerons par réunir dans un même Tableau les inégalités obtenues dans les paragraphes précédents, en les groupant dans l’ordre des distances croissantes au Soleil des planètes supposées auxquelles elles pourraient êlre atlribuées.
Je rappelle qu'il s’agit, dans tous les cas, de l’action d’une masse égale à Lt.
valeur généralement admise pour la masse de Mercure.
À chaque inégalité correspondent deux planètes présumées. Considérons, par
exemple (1)°; nous avons adopté pour nos calculs r!— 91322", mais équation
}) \ ’ = . 2 ’ d’où nous avons déduit cette quantité nous a donné les deux valeurs D 01022 19.
Donc l'inégalité correspondante peut être attribuée à deux planètes de même masse ayant pour moyens mouvements respectivement 91309" et 91335".
Pour simplifier l’écriture, nous laissons réunies ces deux planètes présumées (1)°, en désignant toujours par e la quantité + 13”. Et de même pour les autres couples de planètes.
Pour les inégalités issues des termes d’ordre zéro et un en e” et y”, les coefficients sont exprimés en secondes d’arc; pour celles du second ordre, ils sont donnés en minutes.
Comme précédemment, nous laissons les éléments e" et y’ de la planète arbitraires.
Nous ne conservons que les inégalités pour lesquelles le coefficient est au moins égal à 6”, ou peut le devenir en supposant e"= 0,2, où ÿ"— 0,1.
La première colonne du Tableau rappelle le terme de la fonction perturbatrice qui a conduit à l’inégalité, par la même désignation que dans les paragraphes précédents; la seconde indique le numéro de l’article où l’on a déterminé l’inégalité, et les deux dernières contiennent respectivement la valeur de n»" et l’expres-
sion de la perturbation.
(6)! 33 94870"+ € +199” e” sin(2L —2L"+ 7)
(a 29 91322"+ e — 19° sin(2L — L'—L") (ARE 33 87774" + € +249" e” sin(2i —2L'— 7")
(2)° 28 70952" + — e — 8 sin(2L —2L"+ /)
Ch): 30 hg209" + <e — 7 sin(2L —2L'+ 7)
(6)? 33 h920g"+ —e +” e" sin(2L + L'—3L'+ /") (12)° 39 h7531"+ + Le sine 21 20 (1)! 27 h7435"+ —e — 172" sin(2L —2L")
(10)! 37 k78o1"+ 3e — _2!,6e” sin(2L —2L'+7—7/)
(5)! 31 65661"+ —e UN intl 210)
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(7) 33 K5661"+ <e ent 1) (5)° 20 44288 + & 0 Sn@L = L'= Le Ge 40 43887" + —e ‘55,1 y2sin(@l LL 27) (oi 36 hog4o"+ € O6 Site 2L' l d") (6) 33 33089" + 3e + 6% e sin(oL al ALP) QE 27 32806" + 3 2 if sin(2L + L'=3L17)
(7) 33 31628" + ge 2 Den Le 10
u3) ho Bofqi"+ ge — 18',7y#sin(oL — Li=3L7+2At) (8) 34 27069" + LE + 36 sin(2L' — 21 nr) (Qi 33 26379" + 7 ë ST et sint2l SD LE NE Gr 27 25492" + ge — 23 sin(2L +2L'—4L')
(7) 33 24605" + + — 139" e” sin(2L + L'—3L'"—7/) (3)! 29 23918" + —e + 35" sin(2L —2L"— 71)
Gi 38 23718 + Le — 67e" sin(2L —9L'—21)
GS 27 21108"+ Le 11) SuleL-Æ0lL 01
(Y 35 20393" + Le — 96" e" sin(2L +o2L'— A4AL"— 7) (59) 34 19226"+ —e + 23 sin(3L'—3L"+ 7)
y 27 181774 Re 6 sn e (le 0
Considérons les deux inégalités (4)! et (6)?. Elles correspondent à une même
| ’ RM :
valeur de 2”— 49209 + _. el se combinent pour une masse décrivant une orbite relative à ce moyen mouvement. Il en est de même de (5)! et(7)°, dont la valeur:
ne ll commune de n° est 45661 + —e.
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On peut remarquer que les orbites sont plus particulièrement nombreuses dans la région correspondant à la valeur de n"— n= 45435". Et c’est à l’une d’elles
, . = # © "2 qu'appartient (1)', la plus forte des inégalités.
42, Les inégalités du Tableau ci-dessus seraient produites par une masse égale à celle de Mercure. Proposons-nous de rechercher la masse »/” de chaque planète présumée capable de donner l'inégalité empirique de-253 ans de période.
, ST DNS 7% : ‘ D'après Tisserand, cette inégalité, dont la cause st inconnue, à pour expression OL) sin =1)10,00,
où l’origine du temps, tç, est l’année 1935.
Nos inégalités peuvent être mises sous la forme OL AM Siné t,)1,32, en admettant pour elles la même phase que pour l'inégalité empirique et en dési-
gnant par À l’un quelconque des coefficients que nous avons trouvés.
La valeur cherchée de /»/ se déduira par suite de la relation suivante
ne À .
Nous avons calculé, en partant de cette équation, les valeurs de m”. Nous en donnons ci-dessous le Tableau, en ne conservant que les orbites pour lesquelles m' pourrait être au plus égal à la masse de Mercure.
Les deux premières colonnes désignent le numéro de l'orbite et la valeur du demi-grand axe; la troisième et la quatrième indiquent la durée de la révolution, en jours moyens, des deux planètes correspondantes; la dernière contient la
valeur de m", exprimée en prenant pour unité la masse de Mercure.
(6)! 0,112 13,699 el 13,663 0,073 “ (E}° O0, 110 14,189 14,194 0,75 (Game 0,118 14,702 14,766 0,08 =:
CH
J (10)! 0,178 27,396 27,401 0,093 _ GS) et 0,187 20,926 20,939 0,006 =
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(oi 0,233 40,977 10,998 0,093 _ (8)? 0,298 47,873 47,895 0,40 (1) ee 0,269 50,833 50,846 0,64 (5)? 0,279 52,665 52,679 0,10 _ (on 0,280 54,170 54,200 0,41 (11)! 0,280 54,631 54,645 0,036 _ (7 0,312 63,543 63,559 0,19 _ (8) 0,324 67,393 67,424 0,62
Pour chacune des deux orbites (1)! une masse, égale environ à la douzième partie de celle de Mercure, suffirait pour produire sur la longitude de la Lune linégalité empirique. Pour les orbites (1)? il faudrait à peu près le quart de la même masse. Enfin, dans le cas d’une forte excentricité de la planète, à quelques autres orbites correspondraient encore des masses aussi faibles, du même ordre que celle de la Lune.
On voit donc que de faibles masses, convenablement placées, pourraient expliquer l'inégalité de 253 ans de période et 29” d'amplitude. Je me propose d’examiner ce qui se passerait pour des périodes et des amplitudes différentes.
43. D’après Tisserand (T. III, Chap. XIX ), il existerait une ou plusieurs autres inégalités de période moindre et à très petit coefficient. L’étendue peu considérable des observations précises de la Lune ne permet pas d’affirmer l'existence d’inégalités à très longue période. On sait néanmoins que, pour aucun système de valeurs du moyen mouvement et de l'accélération séculaire, il n’est possible de faire concorder l’ensemble des anciennes observations d’éclipses avec les mesures modernes.
Quoi qu'il en soit et sans admettre comme probable une telle inégalité, 1l m’a paru intéressant de rechercher la relation qui lierait son coefficient aux masses capables de la produire. Il est facile de déduire les nouveaux résultats de ceux que nous avons obtenus dans le cas de l’inégalité empirique.
On à, en effet, dans ce dernier cas, pour la perturbation ÔL de la longitude de
la Lune, 0 = mp Csint—csine,
m désignant la masse, p la période, 2c l'amplitude. Pour l’inégalité de même argument, avec une période et une masse différentes, p' et m/, toutes choses égales d’ailleurs, on aura sensiblement, © variant très peu,
ÔL = m'p"”Csin0 — c'sin6.
La quantité C est une fonction du demi-grand axe, par suite du moyen mouvement; mais, pour un pelit accroissement du moyen mouvement, la période peut varier considérablement. Pour fixer les idées, supposons qu'au lieu de 84 — 13" on ait 00 — 1,3 : la période deviendra dix fois plus forte, tandis que le demigrand axe el, par conséquent, C resteront sensiblement les mêmes. Ceci ne s’applique, bien entendu, qu’aux longues périodes.
7 à . # _ Li Nous aurons donc la relation, pour passer d’une longue période à une autre,
RES ME np © mp const., ou 1 IPN CI m pe
Appliquons la formule à quelques cas particuliers. Cherchons d’abord quelle serait la valeur de c! pour p'—100 et les masses du Tableau du n° 42. On trouve 2”. Ainsi les masses considérées pourraient encore produire une inégalité de 100 ans de période et de 4” d'amplitude.
Passons à un cas très différent. Soient p'— 2330, c'— 360, et calculons le n
serait produite par des masses quatre fois moindres que celles qui donneraient
rapport des nouvelles masses aux anciennes. On trouve +: Donc, cette inégalité
l'inégalité de 273 ans de période. En particulier, pour l'orbite (1), 1l suffirait d’une masse m — 0,021, environ la cinquantième partie de celle de Mercure ou la dixième partie de celle de la Lune.
Soient encore f£ [/4
D=275 4 =1092, Ci—29 Dans ce cas les masses seraient le huitième de celles du Tableau du n° 42. Pour l'orbite (1)', une telle perturbation pourrait être attribuée à une masse cent fois moindré que celle de Mercure, ou au vingtième de celle de la Lune. Les exemples pourraient être mulipliés. Les précédents suffisent à montrer l’action considérable qu'auraient, sur le mouvement de la Lune, des masses très
faibles convenablement placées au voisinage du Soleil.
SECONDE THEÉSE.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41556022_0016. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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