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AYANT-PROPOS
D'après l'usage adopté dans l'enseignement , ou divise l'Algèbre en deux parties : l'Algèbre élémentaire et l'Algèbre supérieure. La première partie, qui renferme la résolution des équations du premier et du secoutl degré, la formule du biuome, la théorie des logarithmes, et quelques questions accessoires, est celle qui est traitée dans ce volume. L'Algèbre supérieure n'étant exigée que pour le baccalauréat ès sciences mathématiques et pour l'admission à l'École Polytechnique et h l'École Normale , nous croyons être utile au plus grand nombre des élèves en publiant séparément un traité sur la partie de l'Algèbre qui est comprise dans le cadre des [nalliéiuaiimies élémentaires. En supprimant l'Algèbre supérieure, que nous nous réservons d'ailleurs de traiter plus tard avec les développements qu'elle comporte, nous avons pu réduire con sidéra blcincot l'étendue de ce livre, tout en donnant à l'exposition des théories principales plus d'cxlension qu'elle n'en reçoit d'ordinaire.
L'Algèbre, comme les autres brandies des mathématiques, peut être enseignée sous deux points de vue : soit sous le point de vue spéculatif ou purement théorique, soit sous le point de vue des applications. Nous n'avons rien négligé pour compléter la partie théorique et pour lui donner la rigueur qui est devenue aujourd'hui un des premiers besoins de l'enseignement. Mais en a
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même temps nous aurions cru Sire infidèle au sjslèinc que nous avons adopté dans nos autres piibliniliiuis, si unus n'avions essayé d'ajouter à la clarté et à l'intérêt de l'exposition théorique par de nombreuses applica lions. Il y a sans doule des esprits auxquels ira i ériti's abstraites pliiiscnt, par cela seul que ce sont des vérités; niais le plus grand nombre aiment à trouver dans le monde des abstractions quelque chose d'utile et d'applicable au monde réel. Pour les esprits neufs ou rebelles, ce sont d'ailleurs les applications qui servent à faire comprendre la théorie , qui en donnent pour ainsi dire la clef, cl qui, contribuent le plus puissamment à en fixer les préceptes dans la mémoire.
Parmi les applications de l'Algèbre, les plus intéressantes sont celles qui se rallachent à la Géométrie élémentaire ; nous n'avons pas hésité à en donner un grand nombre : rien n'est plus propre a fortifier et à étendre !e jugement des élèves que l'étude des relations intimes qui existent entre ces deux branches de la science ; et nous aurions en d'autant plus de regrets de nous priver d'une source aussi abondante de problèmes, que presque toujours la Géométrie est enseignée avant l'Algèbre, ou au moins parallèlement avec elle. Si quelques-uns de MM. les professeurs croyaient néanmoins avoir des motifs de commencer par l'Algèbre, ils trouveront a la suite de chaque théorie des exemples et des problèmes abstraits sur lesquels ils pourront exercer leurs élèves.
Les autres applications sont prises parmi les problèmes les plus élémentaires de Physique et de Mécanique, ou dans des questions usuelles. Nous avons plutôt choisi que multiplié les énoncés, et les élèves laborieux pourront consulter à ce sujet des recueils connus et estimés où ils trouveront en abondance de quoi alimenter leur zèle.
11 y a un certain nombre de questions que nous avons traitées d'une manière très-différente de celle qui est en usage; telles sont :
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la discussion (partielle) des valeurs générales fournies par trois équations du premier degré à trois inconnues; l'extraction de la racine carrée des quantités en partit; tr.nimensurables et en partie incommensui'ables , celle des quantités imaginaires; la résolution de l'équation exponentielle, etc. Nous n'avons point été guidés en cela par un vain amour de la nouveauté ; nous croyons nos méfhodes préférables; JIM. les professeurs en jugeront. Il y a d'autres questions que nous avons traitées plus complètement qu'on ne le fait d'ordinaire, tels sont : le calcul des irrationnelles, les combinaisons, les logarithmes, et enfin les approximations numériques. Celte dernière question , qu'on ne traite pas ordinairement en Algèbre , et qui cependant ne saurait être traitée convenablement en Arithmétique , a été île notre part l'objet d'un soin tout particulier; nous y avons donne quelques théorèmes utiles et simples, connus sans doute, mais dont l'énoncé ne se trouve pas ordinairement dans les livres; entre autres celui-ci : Lorsqu'une quantité plus grande que l'unité est donnée a moins d'une unité décimale d'un certain ordre, sa racine carrée ou cubique peut être obtenue avec le même degré d'approximation = . Nous avons consacré un paragraphe particulier aux approximations relatives, les seules qui intéressent la pratique, et dont les règles ne sont données nulle part, du moins à notre connaissance.
Quant à l'ordre que nous avons suivi, on s'en fera une juste idée en parcourant la table des matières. On verra que dans chacune des divisions de l'ouvrage l'indispensable est toujours ce que nous avons mis en première ligne.
Quoique nous n'ayons pas eu l'intention de composer un Manuel des aspirants a telle ou telle école spéciale, néanmoins les élèves qui se deslinent aux écoles trouveront dans ce traité tout ce qui peut leur être utile, et, en particulier, la solution de
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toutes les questions de théorie ou d'application proposées dans te questionnaire de Saint-Cyr. Nous croyons donc pouvoir leur offrir ce livre, ainsi qu'aux élèves qui suivent l'enseignement spécial lians les collèges , et à tous ceux en général qui se livrent à l'étude des Mathématiques élémentaires, comme un guide qu'ils pourront consulter avec quelque fruit.
CHAPITRE PREMIER
N0T1O.N6 PRÉLI.1I1.V AIRES.
g I. But de l'Algèbre.
1. L'Algèbre est la science qui a pour but de résoudre d'une manière générale les questions relatives aux nombres.
C'est-à-dire que ; dans celle partie des mathématiques , on ne se contente pas de la solution particulière d'une question, on recherche encore la solution générale de toutes les questions du même genre.
Pour y parvenir, on représente par des lettres les grandeurs connues ou inconnues que l'on a à considérer; et, à l'aide de signes abrévialifs on écrit les relations que la nature du problème établit entre ces grandeurs. L'Algèbre donne ensuite des règles pour transformer ces relations eu d'autres plus simples, ou mieux appropriées au but qu'on se propose ; et c'est en déplaçant ainsi successivement la difficulté qu'on peut la diminuer et enfin la résoudre. On obtient alors la valeur de chaque inconnue sous la forme d'une expression générale, dans laquelle il n'y aura plus, dans chaque cas particulier, qu'à remplacer chaque lettre par sa valeur particulière , et à effectuer les calculs qui ne sont qu'indiqués. Une pareille expression générale est ce qu'on nomme une formule algébrique.
Un exemple éclaircira ces généralités.
2. Proposons-nous d'aboid cette question particulière : Trouver
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deux nombres dont la somme soit 17 et dont la différence soit 5 . Pour la résoudre, noua pourrons d'abord faire le raisonnement suivant :
La différence des deux nombres étant 5 , le plus grand est égal au plus petit augmenté de 5 ; la somme des deux nombres est donc égale au plus petit nombre augmenté de 5 , plus encore au plus petit nombre; ou, ce qui revient au même, à deux fois le plus petit nombre, plus 5 . Mais celte somme doit faire 17 ; donc le double dupluspetit nombre, plus 5 , égale 17 . 11 en résulte que le double du plus petit nombre équivaut a 17 diminué de 5 , ou à 12 ; et que par conséquent ce plus petit nombre lui-même est la moitié de 12 , ou 6 . Par suite, le plus grand nombre est égal à 6 plus 6 , ou à 11 .
On remarque que dans ce raisonnement certaines expressions se reproduisent un grand nombre de fois ; ce sont le plus petit nombre ; te plus grand nombre; plus ou augmente de; moins ou diminue de; égale ou équivaut à. On pourra donc, sinipliiifii- l : tki'iture ilo ce, raisonnement en convenant, par exemple, de représenter le plus petit nombre par la lettre x , le plus grand nombre par la lettre y ; les expressions plus ou augmenté de par le ligne + i déjà employé en arithmétique, les expressions moins ou diminué de parle signe — ; la division par 2 en mettant ce nombre en dénominateur ; enfin les expressions égale ou équivaut à par le signe = . A l'aide de ces conventions, le raisonnement ci-dessus pourra s'écrire de la manière suivante :
donc y = a:-)-5 .
Mais y+x=l7 ;
donc a:-f-5+a;=17 ,
ou 237+5 = 17 .
Delarésulte 2ar = 17 — 5 = 12 ;
donc X= Y ou œ '
Parsnite, y = 6+5 = ll .
Chacune des lignes que nous venons d'écrire, correspond à l'un des raisonnements partiels qui composent le raisonnement total écrit plus haut.
3. Les raisonnements seraient évidemment les mêmes si les nombres 17 et 5 étaient remplacés par des nombres quelconques. Mais les signes abréviatifs que nous avons employés ne suffisent pas pour mettre en évidence ce qu'il peut y avoir de commun dans les
résultats des raisonnements, quelles que soient les données. Cela lient à ce que les résultats numériques auxquels on est conduit n'offrent aucune trace des opérations qui ont servi à les obtenir. Ainsi lenombre 6 , qui a été obtenu en retranchant 5 de 17 et en prenant la moitié du veste, pourrait s'obtenir d'une infinité d'autres manières; et rien dans ce résultat brut G n'indique comment on y est parvenu.
Il n'en serait plus de même si , au lieu d'effectuer les opérations numériques au fur et à mesure qu'elles se présenlefft , on se contentait de les indiquer par des signes. C'est ce que nous allons montrer en reprenant le mémo problème ; mais afin de donner à lu solution toute la généralité qu'elle comporte, nous remplacerons les données numériques par des lettres auxquelles on pourra ensuite attribuer telles valeurs qu'on voudra. Noos désignerons donc par a la somme des deux nombres inconnus x et y ; et par b leur différence; x désignant toujours le plus petit.
Cela posé , nous allons reprendre le raisonnement total ; nous ie reproduirons ensuite en employant l'écriture algébrique; et, afin de rendre la comparaison plus facile nous aurons soin de marquer d'un numéro d'ordre commun les raisonnements partiels qui se correspondent :
[1] Le plus grand nombre, moins le plus petit, égale ladifférence donnée;
[2] Donc, le plus grand nombre équivaut au plus petit, plus la différence donnée ;
[3] Le plus grand nombre, plus le plus petit, égale la somme donnée ;
[4] Donc, le plus petit nombre augmenté de la. différence donnée, plus encore le plus petit nombre , égale la somme donnée ;
[5] Ou bien , deux fois le plus petit nombre , plus la différence donnée, égale la somme donnée.
[6] D en résulte que : deux fois le plus petit nombre égale la somme donnée, moins la différence donnée ;
[7] Et qu'enfin , le plus petit nombre égale la moitié de la somme donnée, moins la moitié de la différence donnée. . ' '
[S] Par suite, le plus grand nombre égale la moitié de la somme donnée, moins la moitié de la différence donnée, plus cette même différence ;
[9] Ce qui revient à la moitié de la somme donnée , plus la moitié de la différence donnée.
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Eq écriture algébrique, les mêmes raisonnements deviendront ' [1]
[2] donc [3] Mais [i] donc [5] ou bien [6] li en résulte
[7] et enfin [8] Par suite [9] ou bien
Remarque. On voit que lorsqu'on a la somme et la différence de deux nombres, on obtient le plus petit en retranchant la moitié de la différence de la moitié de la somme, et le plus grand en ajoutant la moitié de la différence à la moitié de la somme; ce qui constitue un théorème de calcul.
Les valeurs générales
ai, a . b * = 2- 2 et *=2 + 2 sont des formules qui donneront immédiatement les valeurs des inconnues dans chaque cas particulier; il suffira d'y remplacer a et 6 par les données particulières, et d'effectuer les calculs indiqués.
Si l'on demande, par exemple, de trouver deux nombres dont la somme soit 31 et la différence 13 , on aura
*= T et „ = T ,
ou enfin # = 9 et y = 22 ;
c'est-à-dire que le plus petit des deux nombres demandés est 9 , et le plus grand 22 .EnetFet, 22 diminué de 9 donne 13 , et 22 augmenté de 9 donne 31 .
8. La question très-simple que nous venons de traiter suffit néanmoins pour faire voir comment l'écriture algébrique, indé-
pendamment de sa brièveté, permet de traiter un problème de In manière la plus générale , et conduit à des formules ou règles pour obtenir la solution dans chaque cas particulier.
La série des égalités [4] , [5] , [6] , [7] du numéro (5) , offre un exemple des transformations successives à l'aide desquelles on peut, d'une relation entre une inconnue et des quantités données, déduire une relation plus simple qui donne la valeur de cette inconnue.
Le but de l'Algèbre étant ainsi clairement établi , nous allons nous occuper des signes abréviatifs qu'elle emploie et des règles du calcul algébrique.
S II. Des signes algébriques.
(î. Nous donnons dans ce paragraphe l'explication de tous les signes abréviatifs usités en Algèbre, quoique plusieurs d'entre eux ne soient pas, dès à présent, indispensables à connaître. Notre but est d'éviter au lecteur, qui aurait oublié le sens d'un signe ; la peine d'en chercher la définition dans le corps de l'ouvrage; en lui offrant un tableau qu'il lui sera toujours facile de consulter.
1. Le signe + s'énonce plus; placé entre deux quantités, il indique qu'on en fait la somme. Ainsi x-\-5 signifie la somme des quantités x et 5 ; de môme x-{-a-\-5 exprime la somme des quantités x, a et 5 .
8. Le signe — s'énonce moins; placé entre deux quantités, il indique qu'on en fait la différence, ou que de la première on retranche la seconde. Ainsi x — 5 exprime la différence des quantités x et 5, ou ce qui reste de la quantité représentée par x quand on en retranche 5. De même x — a — 5 indique ce qui reste de la quantité x quand on en retranche successivement la quantité a et le nombre 5 .
9. Le signe X s'énonce multiplié par ; placé entre deux quantités, il indique qu'on en fait le produit. Ainsi iX5 indique le produit de x par 5. De même iX»X5 exprime le produit des trois facteurs x, a et 5 .
On remplace souvent le signe x par un simple point. Ainsi au lieu de a X 6 on peut écrire a . b .
Plus souvent encore on se contente, pour exprimer la multiplication, d'écrire les facteurs a la suite les uns des autres, sans aucune interposition de signe. Mais cela ne se fait que lorsqu'il n'y a pas plus d'un facteur numérique , et ce facteur se place alors le premier. Ainsi au lieu de «XflXS onpeutecrire x.a.5 , ou plus simplement 5ax ,
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I.t! I";u"'ti.'iii' niini('i'i(jMi> qui précède ainsi un produit de facteurs exprimés par des lettres, porte le nom de coefficient.
10. Quand un produit renferme plusieurs facteurs égaux, on se contente d'écrire l'un d'eux, et l'on place à sa droite, et un peu audessus, le nombre qui indique combien il y ;t de ces facteurs égaux. Ainsi, au lieu de ÛX5 on peut écrire 5* ; au lieu de x^x^rCx on peut écrire x* .
Ce nombre qui indique combien il y a de facteurs égaux a celui qu'on n'écrit qu'une fois, porte le nom à! exposant ; et le produit des facteurs égaux s'appclU' jjwimh/kt de l'un do ciîs facteurs. L'expression ôcî'b-x indiquerait un produit composé du facteur 5 , de 3 facteurs égaux à o , de 2 facteurs égaux à b , et enfin d'un facteur égal à x ; ou bien le produit de fi par la 3 e puissance de a , par la 2' puissance de b , et par la 1™ puissance de x .
11. Le signe : s'énonce divisé par ; placé entre deux quantités; il indique que la première est divisée par la seconde. Ainsi x : 5 exprime le quotient de x par 5 .
On indique encore la division en écrivant le quotient comme une fraction qui aurait pour numérateur le dividende et pour dénominateur le diviseur. Par exemple
x : 5 peut s'écrire ■= .
Le trait horizontal qui sépare le dividende du diviseur se nomme barre de division.
12. Le signe </ indique la racine carrée de la quantité placée au-dessous, c'est-à-dire une quantité qui, multipliée par elle-même, reproduirait la quantité placée sous le signe. Par exemple \fÔ& exprime la racine carrée de 49 , ou le nombre qui, multiplié par lui-même, donne 49 .
Le signe îf~ ' indique de même la racine cubique de la quantité placée au-dessous, c'est-à-dire une quantité qui, prise 3 fois comme facteur, donnerait pour produit la quantité placée sous le signe. Ainsi , flfH exprime la racine cubique de 64 , ou le nombre qui, pris 3 fois comme facteur, donnerait pour produit 64 .,
Les signes \f , \J , etc., indiqueraient de même la racinr quatrième , la racine cinquième , etc. , de la quantité placée au-dessous, c'est-à-dire une quantité qui , prise 4 fois, 5 fois, etc. , comme facteur, donnerait pour produit la quantité placée sous le signe.
Ce signe porte en général le nom de radical , et le nombre placé au-dessus dans son ouverture est ce qu'on nomme l'indice du radical; Ainsi, dans ^ , c'est 3 qui est l'indice du radical.
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15. Les parenthèses ( ) expriment le résultat des opérations indiquées sur les quantités qu'elles enveloppent ; les signes qui affectent les parenthèses indiquent les opérations à effectuer sur ce résultat. Ainsi , ■
a — la— 6) ■ ■.
indique que de la quantité x on retranche le résultat obtenu en retranchant 5 de a .
(a + 5)xa
indique qu'après avoir fait la somme des quantités x et 5 , on multiplie le résultat, ou la somme, par a .
indique qu'après avoir retranché 2 de x on divise le résultat, ou la différence, par la quantité a .
indique qu'après avoir fait la somme des quantités x et S et formé, un produit de 3 facteurs égaux à cette somme, on divise ce produit par le produit de 2 facteurs égaux à la différence entre a et S.
14. Le signe = s'énonce égaie; placé entre des expressions numériques ou algébriques, il indique que les deux expressions sont égales en valeur.
Lesigne > s'énoncepfws grandque; placé entre deux quantités, il indique que la première est plus grande que la seconde. Ainsi, a;>5 signifie que la quantité représentée pur x est plus grande que 5 .
Lesigne <; s'énonce plus petit i/ve; placé entre deux quantités, il indique que la première est plus petite que la seconde. Ainsi, x<.5 signifie que la quantité représentée par X est plus petite que 5 . ' '
18. Lorsque, dans une question, on a représenté certaines quantités par des lettres , on répréscnte des quantités analogues par les mêmes lettres chargées d'un ou plusieurs accents. Les lettres chargées d'un accent s'énoncent en y ajoutant le mot prime; celles qui sont chargées de deux accents s'énoncent en y ajoutant le mot seconde; pour trois accents on ajoute le mot tierce; et ainsi de suite. Par exemple :
s'énonceraient a , a prime , a seconde , a tierce. .
L'usage que nous ferons des divers signes dont il vient d'être question, en fixera peu a peu le sens dans la mémoire du lecteur.
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t> III. Des diverses espères d'expressions algébriques.
10. Les expressions algébriques les plus simples sont les lettres mêmes de l'alphabet destinées à représenter certaines quantités connues ou inconnues. On emploie ordinairement les premières lettres de l'alphabet , o, b, c, d, etc. , pour représenter des quantités supposées connues , mais dont on ne particularise pas la valeur numérique. Les quantités inconnues se désignent, au contraire, par les dernières lettres x, y, s, etc.
. 17. On donne en général lo nom d'expression algébrique h tout ensemble de lettres, ou de lettres et de nombres, réunis par quelques-uns des signes énumérés dans le paragraphe précédent. Ainsi
est une expression algébrique,
Une expression algébrique est dite rationnelle quand elle ne contient point de signe radical. Elle est irrationnelle dans le cas contraire.
Cm» expression iiigf'briquc est dite mlii-rc lorsqu'aucune division n'y est indiquée. Elle est fractionnaire dans le cas contraire.
Nous nous occuperons d'abord des expressions algébriques rationnelles et entières. Telle est l'expression : &ofx— 4tf**+16a*« .
18. Dans une expression algébrique rationnelle et entière où il n'entre point de parenthèses , les différentes parties séparées par les signes -f- 011 — sont ce . 1 ue l' on appelle les différents termes de l'expression. Telle3 sont dans l'expression ri-dessus les parties HaKr , —4efx* , ou + iGax> .
Une expression algébrique qui n'a qu'un terme prend le nom de monôme; telle est l'expression — 4aV .
Une expression algébrique qui a deux termes prend le nom de binôme; tel est 3n — 54 .
Une expression algébrique qui a trois termes porte le nom de trinome; tel est itf—àax + àab .
En général, une expression algébrique qui a plusieurs termes porte le nom de polynôme.
Dans un monôme, il y a quatre éléments à distinguer
1° Le signe dont il est précédé, et qui peut être -f- ou — .Tout monôme qui n'a pas de signe est censé précédé du signe -f- . Les monômes précédés (ou supposés précédés; du signe -j- sont des
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monômes additifs ou positifs. Les monômes précédés du signe — S0Dt des monômes stiustraclifs ou négatifs.
2° Le facteur numérique , s'il y en a un. Ce facteur qu'on écrit le premier, porte , ainsi que nous l'avons vu , le nom de coefficient.
3° Les lettres qui forment les autres facteurs.
4° Les exposants de ces lettres, ou les nombres écrits à droite et un peu au-dessus , qui indiquent combien de fois chaque lettre entre comme facteur dans le produit total.
Ainsi dans — ia*x' ,1e signe est — , le coefficient est 4 , les lettres sont a et x , les exposants sont 2 et 3 .
20. Remarque. Si dans un monôme on imagine que chaque lettre ■ prenne une valeur numérique déterminée , le produit indiqué par ce monôme prendra lui-môme une certaine valeur numérique, laquelle devra être prise positivement ou négativement, c'est-à-dire additivement ou soustractivement, suivant que le monôme est affecté du signe + ou du signe — . Si, par exemple, dans le monôme 4aV on imagine que a ait la valeur 3 et a; lavaleur 5 , le monôme reviendra à —4.3.3.5.5.5 ou à —4500 .
On pourrait attribuer aux lettres des valeurs numériques fractionnaires, sans que pour cela le monôme cessât d'être entier, algébriquement parlant. Si par exemple on attribue à a lavaleur | età x lavaleur ^ ,lemonome — 4a , 3r 1 reviendrai — ^ .
C'est toujours sous celte forme numérique, qu'il faut se représenter un monôme; c'est-à-dire qu'on doit se le représenter comme composé d'une valeur absolue, entière ou fractionnaire, et d'un signe qui est -\~ ou — .
21. On nomme degré (l'un monôme la somme des exposants des lettres qui y entrent. Les lettres qui n'ont point d'exposant n'entrant qu'une fois comme facteur, sont supposées avoir pour exposant 1. Ainsi le degré du monôme Sa'Px est 3-|-2-f-I ou 6 .
2Ï. On nomme termes semblables dans un polynôme ceux qui ne diffèrent que par le coefficient et par le signe. Ils contiennent par conséquent les mêmes lettres affectées des mêmes exposants. Ainsi dans le polynôme
ISa'ite — Ga , b*x' + &a 3 b'x + 7ab>x'~-9a > b>x— •lû'Jfcc , , il y a quatre termes semblables :
Wa'b'x, + Stc'b , x, —QaWx et — iaïPx .
On peut toujours réduire les termes semblables en un seul. 11 est clair en eftét , dans l'exemple précédent, que quelle que soit la va-
leur numérique de «"irtc il faut prendre 15 foîa cette valeur, «jouter encore 8 fois la même valeur, puis en retrancher d'abord 9 fois cette même valeur, et encore 4 fois cette valeur. Le résultat sera donc le même que si de 15 + 8 ou 23 fois la valeur, numérique dont il s'agit, on retranchait 9 + A on 13 fois cette même valeur, ce qui donnerait 23 — 13 ou 10 fois cette valeur. L'ensemble des quatre termes considérés revient donc à lOaWc.
Si l'ensemble dos termes négatifs l'emportait sur celui des termes positifs, le résultat serait lui-même négatif. On tire de là cette règle : Pour effectuer ta réduction des termes semblables, on fait la somme de tous les coefficients gui ont le signe + et la somme de lotis les coefficients gui ont le signe ; on retranche la plus petite somme de la plus grande, on donne, au reste le signe de la plus grande , et on écrit à la suite la partie littérale commune.
33. Un polynôme est dit homogène quand tous ses termes sont du même dogré (Bi). Tel est le polynôme
; fia&V— 6aW~r-8«'fi.r , _.' dont tous les termes Bont du 6" degré.
24. Ordonner Un polynôme, c'est écrire ses différents termes dans un ordre tel que les exposants d'une même lettre aillent toujours en augmentant on toujours en diminuant d'un tenue & l'autre. La Jettre que l'on choisit pour guide prend le nom de lettre ordonnatrice ; si l'on écrit les tenues de manière que les exposants de la lettre ordonnatrice aillent en augmentant, on dit que le polynôme est ordonné par ropi>ort aux puissances croissantes de cette lettre ; si les exposants de la lettre ordonnatrice vont en diminuant, on dit que le polynôme est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de cette lettre. ' *
Ainsi le polynôme, déjà considéré ci-dessus, * ■ v .
ôfflfiW—eaW-f sefb'x
est ordonné par rapport aux puissances croissantes de a , ou par ; rapport aux puissances décroissantes de x .
Dans la plupart des calculs algébriques on a soin d'ordonner ainsi les polynômes; cette opération facilite les calculs, en leur donnant plus de symétrie. Il est clair d'ailleurs que , quel que soit l'ordre dans lequel on écrit les termes , soit additifs , soit soustractifs, d'un polynôme , sa valeur demeure la même. Cette valeur se compose évidemment de la somme des valeurs numériques des termes additifs ou positifs , diminuée de la somme des valeurs numériques des tenues soustractifs ou négatifs.
Il peut arriver que plusieurs termes d'un polynôme contiennent
lu même puissance de la lettre ordonnatrice; on les ordonne alors entre eux par rapport aux puissances d'une seconde lettre. Par exemple, le polynôme
3 (fa* — 2 abx' + 6ab t x—ia'P ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x , contient deux termes affectés de ; ces deux termes sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une seconde lettre, a .
L'ensemble des termes qui contiennent -la lettre ordonnatrice principale avec son plus haut exposant forme ce qu'on appelle le groupe le plus élevé du polynôme. S'il y avait plusieurs termes contenant la lettre ordonnatrice avec son moindre exposant, leur ensemble formerait le groupe le moins élevé.
CHAPITRE H
OES QUATRE OPÉRATIONS FOSHAMKST.il.ES, ET OF.S FIUCTIHXS ALCUBBIODES.
23. Nous ne nous occuperons dans ce chapitre et dans le suivant que des expressions algébriques rationnelles , en commençant par celles qui sont entières. Nous supposerons de plus , si elles sont monômes, qu'elles sont positives , ou que, si elles sont polynômes, l'ensemble des termes positifs l' emporte en valeur absolue sur l'ensemble des termes négatifs.
Nous verrons plus tard (chap. îv ) le sens qu'il faut attrihuer aux opérations algébriques et aux quantités mêmes sur lesquelles elles s'effectuent , lorsque la condition dont nous venons de parler n'est pas remplie.
g 1. De l'addition.
28. En ayant égard h la restriction exprimée dans le numéro précédent, additionner deux expressions algébriques, c'est ajouter à-la valeur absolue de la première , la valeur absolue de la seconde.
1° Si les deux expressions a additionner sont deux monômes semblables (22) , on additionnera les coefficients , et l'on écrira à la suite de la somme la partie littérale commune. Par exemple, les deux expressions ÔoW et 7a*a? ontpour somme 12aV .
2" Si les deux expressions à additionner sont deux monômes dissemblables, il suffira d'écrire le second à la suite du premier en les séparant par le signe -(- ; et le résultat ne sera susceptible d'aucune simplification. Par exemple, la somme des expressions Ôtte? et 7<rV est
5oV-|-7aW .
27. Supposons maintenant que les expressions à additionner soient polynômes; et qu'à a — b ,parexemple, on se propose d'ajouter c — d .
Si à la suite de a — b on écrivait le premier terme de c— d en le faisant précéder du signe + , ce qui donnerait a — b-\-c , on aurait ajouté à a — 6 une quantité trop grande de d ; le résultat serait donc lui-même trop grand de d . Pour lui donner sa véri-
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lablc valeur, il faut donc le diminuer de d , ce qui se fera en écrivant à 8a suite — d ; et l'on aura
On voit qu'il a suffi d'écrire à la suite de a — b chacun des termes de c — d , avec le signe qu'il avait; car le terme c qui n'était précédé d'aucun signe , devait être regardé comme précédé du signe + , (19),
En répétant les raisonnements qui précèdent pour des polynômes composés d'autant de termes qu'on voudra, on verrait de même que les termes positifs du second polynôme doivent s'écrire à la somme avec le signe -|- , et que les termes négatifs de ce même polynôme doivent s'écrire à la somme avec le signe — . En d'autres termes : Pour additionner deux polynômes , onécril le second à la suite du premier en conservant à chaque terme son signe.
Remarque. La règle serait évidemment la même pour ajouter un polynôme à un monôme.
S8. Si la somme présente alors des termes semblables, il faut en opérer la réduction (22), ce qui simplifie le résultat.
Soient, par exemple, à additionner les polynômes ia*a*— 6oV-[-7ax t —9^ et Ua^-\- 10a?' ,
on trouvera 9 a'x''— i a , x'~4.ax l -\-x* . ,
Soient de môme , les polynômes :
et àa'b— 3ab*-\-b* ,
on trouvera Ga-b— 3 b" .
§ II. De la soaslraclion.
29. D'après l'hypothèse admise dans ce chapitre , soustraire deux expressions algébriques l'une de l'autre, c'est retrancher de la valeur absolue de la première la valeur absolue de la seconde. 1° Si les deux expressions sont deux monômes semblables, on retranchera le coefficient de la seconde du coefficient de la première, ce que nous supposerons possible , et l'ou écrira à la suite de la différence la partie littérale commune. Par exemple , la différence entre 7o?bx et 4a'bx est évidemment Za*bx .
2° Si les expressions à soustraire sont deux monômes dissemblables , on écrira le second à la suite du premier en les séparant par le signe — jetkrésultatneserasusceptibled'aucunesimplificatinn.
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Ainsiladifterencedesmonomes âu,r* et 3oV est .'iaa; 1 — 3oV.
30. Supposons maintenant que l'expression il soustraire soit polynôme, celle dont on soustrait pouvant être polynôme ou monôme. Par exemple, supposons que de a — b , on veuille soustraire c — d .
Siàlasuitede a — b on écrivait le terme e avec le signe —, c'est-à-dire si de a — b on retranchait c , ce qui donnerait a — b — o , on aurait évidemment retranché une quantité tropgrande de d ; le résultat serait donc trop petit de d .Pour lui rendre sa vraie valeur il faudra donc lui ajouter d , ce qui se fera en écrivant + d à la suite, et l'on aura a— 6— e-\-d .
On remarquera que le terme o qui avait, ou était censé avoir, le signe -f- dans ie polynôme à soustraire, a le signe — au résultat; et que le terme d qui avait le signe — dans le polynôme à soustraire, a le signe -|* au résultat.
fin répétant les mêmes raisonnements et les mêmes observations pour des polynômes, composés d'autant do termes qu'on voudra, on verrait de même que tout terme ayant le signe -j- dansfe polynôme à soustraire devra être écrit au résultat avec le signe — , et que tout terme ayant le signe — dans le polynôme à soustraire , devraêtre écrit au résultat avec le signe -|- . Delà cette règle : Pour soustraire un polynôme d'un autre, on l'écrit à la suite de cet autre en changeant le signe de chacun de ses termes;
Si la différence ainsi obtenue présente des termes semblables, il faut, pour simplifier le résultat, opérer la réduction (22) de ces termes.
Exemples. I. Du polynôme BaV— AaW— Aax^a?
on veut soustraire 4a\c" — &à?3?-\-7aaï — 9a^ , on aura d'abord pour résultat
ou , en réduisant ,
li. Si de d'-j-Zab + à'' ou soustrait tf — Îab+P ; on trouvera pour reste
o' -f- 2ab + b*— a*+ lab— b> ou, en réduisant, iab .
31. Remarque sur l'usage des parenthèses. Il arrive souvent que l'on a intérêt à regarder un polynôme, soit comme la somme , soit comme la différence de deux autres polynômes. Pour cela, on réunit
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entre parenthèses tous les ternies qu'on regarde comme composant le polynôme ajouté ou soustrait, et l'on fait précéder ces parenthèses du signe -f- dans le premier cas, ou du signe — dans le second. Mais , afin d'avoir égard aux règles données (27, 30) pour l'addition ou pour la soustraction des polynômes, si l'on met -fdevant les parenthèses, on écrit les termes entre parenthèses chacun avec le signe qu'il avait ; tandis que si l'on met — devant les parenthèses, on écrit les termes entre parenthèses , chacun avec un signe contraire. Si, dans la suite des calculs ou des raisonnements, on vient à supprimer les parenthèses , c'est-à-dire à effectuer l'opération indiquée sur le polynôme qu'elle renfermait, ses termes conservent leur signe si les parenthèses étaient précédées du signe -f , et chacun d'eux en change au contraire si les parenthèses étaient précédées du signe — . Dans un cas, comme dans l'autre, on reproduit ainsi le polynôme total , tel qu'il était- avant l' introduction des parenthèses.
Soit , par exemple , le polynôme
On pourra l'écrire de chacune des manières suivantes : a+ib-o + d-e+f-ff + k) , a + b-(e-d + e-f+g-h) , a +b-c+(d-e+/-g+A) , a + b—e + d—(e-f+g-h) , etc. ,
et, en supprimant les parenthèses , c'est-à-dire en effectuant l'addition ou la soustraction indiquées, on reproduira le polynôme primitif
S H!. De la multiplication.
59. D'après les restrictions établies au commencement de ce chapitre, le faut que nous nous proposons dans la multiplication algébrique sera le même qu'en arithmétique ; c'est-à-dire qu'étant données deux expressions algébriques, monômes ou polynômes, nous chercherons à en former une troisième dont la valeur numérique on absolue soit le produit des valeurs absolues des deux premières.
Supposons donc d'abord que les deux facteurs soient deux monômes ; par exemple §<?&x et îa'by* .
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Le premier monôme 5(i*È*r représente le résultat qu'on obtiendrait en multipliant 5 par le produit de trois facteurs égaux h a ', puis en multipliant le résultat de celte première multiplication prir le produit de deux facteurs égaux k b , et en multipliant enfin le résultat de cette seconde multiplication par le facteur s - Or, on a vu en arithmétique que multiplier un nombre par un produit de plusieurs facteurs revient à multiplier ce nombre successivement par chacun de ces facteurs; et ce principe subsiste pour les quantités fractionnaires comme pour les nombres entiers. Le monôme 5nW;c pourra donc s'écrire
De même, le monôme 3a'èy* pourra s'écrire 3XaXoX&XyXi/ .
Et, en vertu du principe déjà invoqué ci-dessus, on obtiendra le produit demandé en multipliant le premier monôme successivement par chacun des facteurs du second; ce qui donnera
5x<*X«XûXôXôxa ; x3Xa'X«XiXyXî' :
Mais dans un produit de plusieurs facteurs, entiers ou fractionnaires , on peut intervertir l'ordre des facteurs sans changer le produit. On pourra donc, en rapprochant les fadeurs égaux, écrire le produit de la manière suivante :
5x3XaX0XoX«XaX&Xôx6Xa!XyXy .
Le produit de 5 par 3 est 15. Ce produit doit être multiplie successivement par cinq facteurs égaux à a, ce qui revient à le multiplier par le produit effectué de ces cinq facteurs, ou par a*. On aura donc ainsi 15X»'. Ce produit doit être multiplié à son tour successivement par trois facteurs égaux à b, ce qui revient a le multiplier par le produit effectué de ces trois facteurs, ou par- P. On auraainsi 15Xa s X^. Multipliant par x, il vient 15x« s Xi'Xa:. Multipliant enfin successivement par deux facteurs égaux à y, ou, ce qui revient au même, par le produit effectué de ces deux facteurs , ou par j» 1 , ilvientenfln lSXa'x^XaXy 1 ; ou en supprimant les signes de multiplication :
Onvoitl-quele coefficient 15 du produit est le produit des coefficients 5 et 3 des deux facteurs monômes; 2" que toutes les lettres qui entrent dans l'un des facteurs entrent au produit; 3° que l'exposant 5 de la lettre a au produit est la somme des exposants 3 et 2 qu'elle avait dans les deux monômes; ■i- que l'exposant 3 de
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la lettre b au produit est la somme des exposants 2 et 1 qu'elle , avait dans les deux monômes ; 5" que le facteur x , qui n'entre qu'au multiplicande, entre au produit avec le même exposant 1 ; . 6° enfin tfue le facteur y 1 , qui n'entre qu'au multiplicateur, enlre au produit avec le mémo exposant 2.
De-là celle règle : l'uur muiiipti'-r l'un pur l'autre deux monômes positifs, il faut faire le produit des deux coefficients, écrire à la suite toutes les lettres qui entrent dans tes deux facteurs monômes, cl affecter chacune d'elles d'un expirant égal à la somme de ceux qu'elle a.dans ces deux facteurs. (En appliquant celte règle, on voit que toute lettre qui n'entre que dans l'un des deux moepmes entre au produit avec le même exposant.)
Exemple. Le produit de 7a;'b'cd* par Aab'dx* est 28 a*b'cd?ar'.
Remarque. Il résulte de la règle de la multiplication des monômes, que le degré (Si) du produit est la somme des degrés des deux monômes facteurs. Ainsi le degré de ba'Px étant 6 , et le degréde Sà'by' étant 5, le degré do leur produit l&tf&xy* est 6-f 5 ou ll..Deméme,ledegréde 7a s b 1 cd t étant 11, etle degré de AaPdx 1 étant 7 , le degré de leur produit Zia^'ccPa? est 11 + 7 ou 18 .
35. Soit maintenant il multiplier un polynôme par un monôme , par exemple ra-f-è — c par m. Les lettrés a,b,c,m représentent ili.'s qiumtiks nii[ii('i-i(|iif s nritiiTts ou fi"n;linni)aires. l'uur fixer les idées et faciliter le discours, supposons que le multiplicateur monôme m ait pour valeur | ; la multiplication aura pour but de
prendre les ^ du multiplicande. Si celui-ci se réduisait à o-)-fl , on obtiendrait évidemment leproduitenprenant les ^ de a, puis les | de S, et faisant la somme des produits partiels obtenus; c'està-dire que le produit total s'obtiendrait en multipliant séparément b et 6 par m et faisant la somme de ces produits partiels, ce qui
'donnerait am-^bm . Mais en opérant ainsi on a pris les |.à"u'n
polynôme trop grand de c, puisque ce n'était pas a-\-b qu'il fallait multiplier, mais bien a-f-S — e , ou a-\- b diminué de c .Le
produit obtenu am+bm est donc trop grand des | de c oudu produit cm ; pour lui rendre sa véritable valeur il faut donc en retrancher cm , ce qui donnera
am-\-bm — cm .
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Comme on pourrait répéter lu mémo raisonnement pour chaque terme soustractif, on voit que pour faire le -produit d'un polynôme par un monôme (positif!, il J'm-t f multiplier séparément vhaque'terme du polynôme multiplicande par le monôme multiplicateur, en donnant à chaque terme du produit le signe du terme du multiplicande qui l'a fourni.
Ainsi le produit de t>ax 1 -{-îla , x — 4a J par 6a*bx serait
3Ôa&y-k 1 8 aW— bia'bx .
De même, le produit de 3a'6— SaW-f-Saô 1 — i 1 par iaWc serait 12oWc— 8 +'20 oWc— 4a6*e,
54. Soit enfin Jt multiplier un polynôme par un polynôme , par exemple a — b par c — d pour plus de simplicité. Faisons d'abord le produit du tmiltiplii'iimlc «•— b par le terme c du multiplicateur, ce qui donnera, d'après ce qu'on vient de voir ac — br.
En opérant ainsi , on a multiplié le multiplicande par une quantité trop grande de d .puisque ce n'était pas par c qu'il fallait multiplier, mais bien par c diminué de d . Il s'ensuit que le résultat est lui-même trop grand du produit de a — b par d , c'est-à-dire de ad—bd .
Pour lui rendre sa véritable valeur , il faut donc en retrancher ad — bd , ce qui donne, d'après les règles de la soustraction, c'està-dire en changeant le signe de chaque terme du polynôme a soustraire,
ac — bc—aâ-\-bd .
En examinant ce résultat , on voit qu'il contient les produits par- , ticis de chaque terme du multiplicande a— b par chaque terme du multiplicateur c— d . Quant au signe dont chaque produit partiel est affecté, on remarque 1" que les termes a et c , qui avaient (ou étaient censés avoir) le signe -f- , ont donné un produit ac qui figure au résultat aveclesigne -f- ; 2" que les termes b et c, dont l'un avait le signe — et l'autre ie signe -f- , ont fourni au résultat le terme négatif — 6e ; 3" que les termes a et d , dont l'un avait lesigne + et l'autre le signe — , ont fourni au résultat le terme négatif ~ad ; 4°enfinqueles termes b et d , qui avaient tous deux le signe — , ontfourniaurésultatletermepositif ~\-bâ.
En résumant, on voit que deux termes de môme, signe ont donné un produit positif, et que deux termes do signe contraire ont donné.un produit négatif.
Les mêmes raisonnements appliqués à deux polynômes quelconques montreraient que ces règles sont générales , et que deux termes de même signe donnent toujours un produit affecté du
signe -f" , et qw. drux termes de. niijnr contraire donnent un produit affecté du signe — . C'est en cela que consiste ce qu'on appelle la règle des signes dans la multiplication. On l'énonce quelquefois en disant d'une manière abrégée que + multiplié' par + donne -f-
On dira donc que, pour multiplier deux polynômes l'un par l'autre, il faut multiplier chaque termr. ihi multiplicande par chaque terme du multiplicateur , en ayant égard à la règle des signes.
Si le résultat présente des termes semblables, on en opère la réduction.
38. Soit, par exemple, à multiplier $nx > —Sa'x l —4à l x+a> par 6ax* — aa'ar-f-Sœ 3 . On disposera ces calculs de la manière suivante :
Multiplicande 5ax % — 3oV — Wx-\-d-
Multiplicateur 6ga' — 2a':c + 3a 1
1" produit partiel 30 aV — M^x"— ZiaW-^Ga^x'
2' » — lOoW-l- 60*^+80*^— 2a"a:
3' » +15o'a?— 9 a*3?— lgrfa;-f Sa ?
Produittotal réduit 30aV-^2B«V— Safx?-i-ba' , x'--l4o , x+3a 1
On écrit d'abord le multiplicande; on écrit au-dessous le multiplicateur ; on tire un trait horizontal au-dessous du multiplicatéur. On fait le produit du multiplicande par le premier terme du multiplicateur; c'est le premier produit partiel, qu'on écrit au-dessous du trait horizontal. On fait le produit du multiplicande par lé second terme du multiplicateur; c'est le second produit partiel qu'on écrit au-dessous du premier. On obtient ainsi aulanlde produits partiels qu'il y a de termes au multiplicateur. Au-dessous du dernier produit partiel , on tire un second trait horizontal ; et au-dessous de ce trait on écrit le produit total , qui est la somme des produits partiels, somme dans laquelle on effectue, s'il y a lieu, la réduction des termes semblables.
Il convient d'ordonner (-S4) le mujtiplicande , le multiplicateur et le produit total par rapport aux puissances d'une même lettre ; les calculs ayant alors plus de symétrie sont plus faciles a vérifier. Il convient aussi d'écrire chaque terme d'un produit partiel au-dessous du terme semblable, s'il y ena* dans le produit partiel précé-
dent;Ia réduction des termes semblables se trouve ainsi facilitée; il est aussi plus facile d'ordonner le produit total.
38. Nous placerons ici trois produits dont on fait un fréquent usage en Algèbre , et qui fournissent autant de théorèmes de calcul.
a'+ ab + "6+ fi'
Cette multiplication montre que le carré de la somme de deux quantités renferme !r,mrn- ih- lu première , plus le double produit de la première par la seconde , jihis h carré de la seconde.
(On se rappelle qu'en arithmétique on nomme carré d'une quantité le produit de cette quantité par elle-même.)
Ce théorème, écrit algébriquement, donne (a + i) , = a , +2a& + &' .
III. a + b
a'+àb —ab — b'
—F . ' y Cette multiplication montre que leproduitde la somme de deux quantités, par leur différence , équivaut à la différence de leurs carrés.
Ce théorème, écrit algébriquement, donne
57. Remarques. I. Si le multiplicande et le multiplicateur sont homogènes (23), le produit est lui-même homogène. Car chaque
terme du produit s'obtenant en multipliant un terme du multiplicande par un- terme du multiplicateur, le degré de ce terme du produit est la somme des degrés des deux termes qui l'ont fourni (32), c'est-à-dire la somme des degrés du multiplicande et du multiplicateur, puisque ceux-ci sont homogènes. Tous les termes du produit sont donc du même degré , c'est-à-dire qu'il est homogène.
Ou voit de plus que son degré est la somme des degrés des deux polynômes facteurs.
Ainsi , dans l'exemple donné au n° 33 , le multiplicande est homogène et du 4° degré, le multiplicateur est homogène et du 3' degré, le pioduit est homogène et du 7" degré.
38. II. Par suite des réductions qui s'opèrent entre les termes semblables, certains termes du produit peuvent disparaître; c'est ce qu'on voit dans l'exemple m du n° 30. Mais il y a toujours au moins deux termes qui ne disparaissent pas : ces termes sont, si le multiplicande et le multiplicateur .ont été ordonnés par rapport aux puissances d'une même lettre , le produit du premier terme du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, et le produit du dernier terme du multiplicande par le dernier terme du multiplicateur.
En effet : si , pour fixer les idées,, on suppose ces polynômes ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre ; le premier terme du multiplicande et le premier terme du multiplicateur contenant chacun la lettre ordonnatrice à une puissance plus élevée qu'aucun des termes qui suivent, leur produit contiendra cette même lettre a une puissance plus élevée qu'aucun autre terme du produit, et ne pourra conséquemment se réduire avec aucun autre. De même : le dernier ternie du multiplicande et le dernier terme du multiplicateur contenant chacun la lettre, ordonnatrice à une puissance moins élevée qu'aucun des termes qui précèdent, leur produit contiendra cette même lettre à une puissance moins élevée qu'aucun autre terme du produit , et ne pourra en conséquence se réduire avec aucun autre. Tels sont, dans la multiplication du n" 33, le premier terme 30a\c s du produit elle dernier -j-SŒ 7 .
Quelles que soient les réductions qui s'opèrent, il restera donc au moins deux termes au produit. La multiplication suivante offre un exemple du cas où il ne reste que ces deux termes.
-■-\-a, i b + d , P-\-a-b'+a!> i — a*b — a > b*—a>b i — atf — & a 1 — h 1
39. III. 1! peut Arriver que plusieurs termes du multiplicande contiennent la lettre ordonnatrice avec le même exposant; on ordonne alors ces termes entre eux par rapport à une seconde lettre, comme on l'a vu (24). La mémo circonstance peut se présenter au multiplicateur.
On écrit ordinairement les termes d'un même groupe (24) dans une même colonne verticale, afin do mieux distinguer les différents groupes. La multiplication s'effectue d'ailleurs comme à l'ordinaire.
Exemple. Sa?x t +606** —laba?
Sax —4aù
+ato
—§a*ba*+\'inb , x i ' — 8a*Fx
+ 6 e?ba*— 1 2 a'bx* — 24 aWte-f- 1 6 a W
— Âub*3?+ jjtfjfe)
9«V — 1 2 a*bx* — Via&z -{- 16 0*6* — 4 aoV-f 26 a'&'a?— 32 a'Px
Lorsque, comme dans l'exemple précédent, il y a au multiplicande et au multiplicateur plusieurs termes affectés do la plus haute puissance de la lettre ordonnatrice, on peut remarquer que le produit de ces deux groupes de termes donne le groupe- le plus élevé (24) du produit; c'est-à-dire que les termes provenant de la multiplication de ces deux groupes peuvent bien se réduira entre eux, mais ne sauraient se réduire avec eeux qui proviennent des groupes suivants, attendu qu'ils contiennent la lettre ordonnatrice principale avec un plus haut exposant. Ainsi , dans l'exemple cidessus, les termes 3nV— luhxi 1 du multiplicande, elles termes Zax-\-%bx du multiplicateur, ont fourni au produit quatre termes qui se sont réduits à deux 9a , x , —4ab'x' ; mais ces termes n'auraient pu se réduire avec les autres qui contiennent tous la lettre ordonnatrice x avec un exposant moindre que 3 .
La même chose aurait lieu s'il y avait au multiplicande et au multiplicateur plusieurs termes affectés do la moindre puissance de la lettre ordonnatrice; ces deux groupes de termes donneraient le groupe le moins élevé (24) du produit.
Ces remarques nous seront bientôt utiles.
40. IV. On a vu, en'arithmétique, et nous avons déjà rappelé, qu'un produit de facteurs entiers ou fractionnaires ne change pas dans quelque ordre qu'on effeotue les multiplications. Les quantités
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monômes ou polynômes que nous considérons jusqu'ici n'étant, d'après les restrictions établies au commencement de ce chapitre, que des quantités numériques, on peut leur appliquer le même principe. Cette remarque fournit un moyen de vérifier une multiplication 1 algébrique; il suffit de 1b recommencer en prenant lâ multiplicateur pour multiplicande et le multiplicande pour multiplicateur; le produit doit rester le même. On pourrait encore recommencer l'opération en changeant de lettre ordonnatrice.
Mais il est préférable d'acquérir de bonne heure assez d'habitude du calcul pour pouvoir se passer de ces sortes de vérification.
S IV- D e la division.
41. La division, en Algèbre comme en arithmétique, est uneopération par laquelle, étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs, on 6e propose de retrouver le second facteur. Le produit donné est le dividende, le facteur donné est le diviseur, le facteur cherché «st le quotient.
Soit d'abord à diviser un monôme (positif) par un autre monôme (également positif), par exemple I5a , b , xy' par 5a?b'x .
D'après les règles de la multiplication des monômes (33) le coefficient 15 du riividendeaétéforméen multipliant le coefficient 5 dudiviseur par le coefficient inconnu du quolieut ; ou obtiendra donc ce coefficient inconnu en divisant 15 par 5 , ce qui donne 3 .Le quotient ne peut contenir aucune lettre qui ne soit pas au" dividende. Or, l'exposant 5 de la lettre a. au dividende est la somme de l'exposant 3 de la même lettre au diviseur et de l'exposant inconnu de cette même lettre au quotient; on obtiendra' donc cet exposant inconnu en retranchant 3 de 5 , ce qui donne pour reste 2 et montre que le quotient doit contenir le facteur a* . De même, l'exposant 3 de la lettre b au dividende est la somme de l'exposant 2 de cette même lettre au diviseur et del'exposantinconnudecette même lettre au quotient; on obtiendra donc cet exposant inconnu en retranchant 2 de 3 , ce qui donne pour reste 1 , et montre que le quotient contiendra le facteur 6 . La lettre x entrant avec le même exposant au dividende et au diviseur, ne saurait entrer au quotient. Lalettre y n'entrant pas au diviseur, doit entrer au quo-, tient avec le même exposant qu'au dividende. Le quotient sera donc 3a%* . Et, en effet, en multipliant 5<rWc par Za , by > on retrouve bien lbaWxy* ■
'De là cette règle ; pour diviser deux monômes (positifs) l'un par l'autre, divises le coefficient du monôme dividende par le coefficient du monôme diviseur, vous obtiendrez le coefficient du monôme quotient. Examines successivement chaque lettre du dividende. Si elle
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est commune au dividende et au diviseur, et que son exposant au dividende surpasse son exposant au diviseur, écrivez-la au quotient avec un exposant égal à la différence de ces exposants. Si elle a le même exposant au dividende et au diviseur, dispensez-vous de l'écrire au quotient. Si elle n'entre qu'au dividende, écrives-la avec le même exposant au quotient.
Exemple. Lequotientde 1%a , b i cd'x x par 7o*6Vd* est Aa&dx'.
4'À. Rehàrqles. I. La division serait impossible : 1° si le diviseur contenait une lettre qui n'entrât pas au dividende; 2° si une lettre avait au diviseur un exposant plus élevé qu'au dividende; 3" si le coefficient du dividende n'était pas exactement divisible par le coefficient du diviseur.
II. lorsqu'une lettre entre au dividende et au diviseur avec le même exposant, si on lui appliquait la même règle qu'aux autres lettres , on devrait l'écrire au quotient avec un exposant égal à la différence des exposants qu'elle a au dividende et au diviseur, c'està-dire avec l'exposant a^ro. Ainsi, le quotient de lbd'Vx par 3a*b serait 5a°bx .
Or, nous avons vu que le quotient doit être 5bx ; le facteur a 0 représente donc un facteur qui n'altère pas le produit; c'est-à-dire qu'il représente l'unité.
On se sert quelquefois de ce symbole pour conserver au quotient la trace d'un facteur du dividende qui disparaîtrait sans cela. Mais il faut bien se rappeler qu'une expression telle que o 1 est le symbole de l'unité, ou que a' est égal à 1
45, Soit maintenant à diviser un polynôme par un monôme (positif), par exemple 30a a bx'-\-lSa i bx' — 24a s &c par 6a}bx .
Le quotient sera un polynôme, car le produit d'un monôme par un monôme serait un monôme. Or, on a vu (33) que le produit d'un polynôme par un monôme est un polynôme composé du même nombre de termes affectés des mêmes signes, et qu'ils s'obtiennent en multipliant respectivement chaque terme du polynôme multiplicande par le monôme multiplicateur. On formera donc le quotient demandé en divisant chaque terme du polynôme dividende par le monôme diviseur, et affectant chaque terme du quotient du même signe que le terme du dividende qui l'a fourni.
Lequotientde 30a s 6a^ par Qa'bx est 6as^ ; on l'écrira au quotient total , où il sera censé avoir le signe -|- , attendu qu'il sera le premier. Le quotient de 18a'&r s par Gu'bx est $a*x ; on l'écrira avec le signe -f à la suite du premier terme du quotient total. Lequotientde 24a ! bx par 6a'6x est 4 q s ; on l'écrira avec le signe — à la suite des deux premiers termes du quotient total.
Le quotient total sera ainsi 5ax'-+-3a'x — 4^ . On peut vérifier, en effet, qu'en multipliant ce quotient parie diviseur 6a*bx on reproduirait le polynôme dividende.
On voit que pour diviser un polynôme par un monôme (positif), il faut diviser chaque terme du polynôme dividende par le monôme diviseur, et affecter chaque terme du quotient du même signe que le terme du dividende qui l'a fourni.
Ainsi, le quotient de 12a'oV — 8 0*6*0 + 20 a" 6"c — ia¥c par Aa&c est Za'b — 2û , 6'+5ûù s — .
Remarque. La division serait impossible si un terme quelconque du polynôme dividende n'était pas exactement divisible (42) par le monôme diviseur. .
44. Lorsque tous les termes d'un polynôme admettent un facteur commun, il est souvent utile de mettre ce facteur en évidence, c'està-dire do décomposer ie polynôme en deux facteurs dont l'un soit le facteur monôme commun à tous ses termes , et dont l'autre soit le quotient du polynôme proposé par le facteur commun; ce quotient ou ce facteur polynôme 'se met alors entre parenthèses. Par exemple, on a vu tout à l'heure que le polynôme 30a>bx i + na > bx* — Ha s bx était divisible par Ga'bx et donnait pour quotient
On peut donc écrire ce polynôme de la manière suivante: {bax' + Wx — 4o- 1 )6o , fcr .
qui exprime le produit du quotient par le diviseur (15). Le facteur monôme peut se mettre indifféremment à droite ou à gauche de la parenthèse.
Soitdemêmelepolynome Wa^Pe— 8 a , ù l c + 20 a'fc — 4o6'c . On reconnaît que le facteur 4o6*c est commun à (dus ses termes ; on peut donc mettre co facteur en évidence , en écrivant entre parenthèses le quotient du polynôme proposé par le facteur mis hors parenthèses. On aura ainsi : '
iab l c(Za'b — 2û , 6 , + 5o6 , — 6') . ' ^
On fait encore usage d'une autre notation qui remplace les parenthèses. Lorsqu'un polynôme contient plusieurs termes affectés de la. même puissance de la leltro ordonnatrice, ou écrit quelquefois ces termes dans une même colonne verticale ; mais la lettre ordonnatrice ne s'écrit qu'une fois dans cette colonne, et on la sépare des
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autres facteurs par un trait vertical, qui tient lieu de parenthèses, Ainsi, au lieu d'écrire
9oV— Aa&a?— 12d , fcr , +26a , ôV+12«6 1 **— titf&x— 32a*Poe
+ 16 a'*' , ou écrira
9t?\x?— 12tM ta»— IBtfP te-f-WaW — 404*1 +26o'ô' —320*^1 + 12ÛÙ 5 |
On voit que a? est mis en facteur commun par un trait vertical pour les deux premiers termes , pour les trais suivants, et x pour les deux suivants.
AS. Soit enfin à diviser un polynôme par un polynôme; par exemple,
MoW — 28 oV — 3 «V -f 5aW— 1 4 afx + 3 o 1 par 5aa* — 3n'.r* — 4.flte +a* .
On commencera par écrire te diviseur à la droite du dividende, en les ordonnant par rapport aux puissances d'une même lettre, s'ils n'étaient pas déjà ordonnés ; et on les séparera par un trait vertical. On tirera un trait lionwmld au-dessous du diviseur pour le séparer du quotient. Ces dispositions sont indiquées dans lo tableau ci-dessous; les polynômes y sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de la lettre x .
Dividende. Diviseur.
300*0?— 28a s .r l — 3a*a?+5<tx*—i4ifB+&# : | haa?— 3oV— 4a".g+a t — 30aV+18(! , j'+2'iii'^— Oo 5 ^' Gax-— ïtfx-^u' Quotient.
V reste... —WaV+lla-a;'— nV— Ua'x+Sa 1 -|-10aV— fe'-c"— 8û ! ;r ! -f Za*x
2* reste. -f IStfix*— 9«W— Ifcrtc-J^tf
— i5aV+9(rV+l 2a';c—
reste ' Ô
Concevons que le quotient inconnu soit ordonné par rapport aux puissances décroissantes de la même lettre. Comme le divideniiu . est le produit du diviseur par le quotient, le produit partiel du premier terme du diviseur par le premier terme du quotient doit donner le premier terme du dividende; car on a vu (38, II) que ce produit partiel n'a pu se réduire avec aucun autre. On obtiendra donc le premier terme du quotient en divisant le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
Mais ici il sera nécessaire d' avoir égard aux signes , car en ordonnant les deux polynômes il peut également arriver que le premier terme ait le signe + ou le signe — . Or, la règle des signes donnée pour la multiplication (34) nous apprend que si le produit de deux termes est positif, ces deux termes sont de même signe; et que si le produit est négatif, les deux termes sont de signe contraire. On peut donc former le tableau suivant :
-j- divisé par + donne au quotient -f- + - -
ce qui montre que le quotient de deux termes de même signe a le signe -f- • , et que le quotient de deux termes de signe contraire a le signe — ; règle qui est la même que pour la multiplication.
Dans l'exemple actuel, le premier terme du dividende et le premier terme du diviseur étant positifs , le premier terme du quotient sera positif. On divisera donc 30aV par 5ax' , ce qui donne %ax' t , et l'on écrira ce premier terme du quotient au-dessous du diviseur.
Le dividende étant le produit du diviseur par le quotient, contient tous les produits partiels du diviseur par les ditférents termes du quotient. Le premier terme du quotient étant trouvé , on peut donc multiplier le diviseur par ce terme, et retrancher le produit ainsi obtenu du dividende ; le reste ne contiendra plus que les produits du diviseur par les termes suivants du quotient, et sera par conséquent un nouveau dividende plus simple sur lequel on pourra opérer comme sur le premier, (le calcul se fait de la manière suivante t -f-5aar multiplié par ■j-Gax' donne -{-SQa'x* , et, pour soustraire, — 30a*x* , qu'on écrit au-dessous du premier terme du dividende; — Sa'x* par +60»' donne — iStrV , et, pour soustraire,- -\-l8a , x i , qu'on écrit au-dessous du dividende, à la suite du terme précédent; — 4a'x par -\-6ax 1 donne — 24û\z> , et, pour soustraire , +24»'^ , qu'on écrit au-dessous du dividende à la suite des deux termes précédents; enfin -f-i* 1 par -\-%a3? donne -{-Qa'x 1 , et, pour soustraire , — 6a s x' , qu'on écrit encore au-dessous du dividende à la suite des trois termes précédents. On tire un trait horizontal au-dessous du polynôme soustrait; on opère ia réduction des termes semblables, et l'on obtient pour premier reste - ,'
— lOa'Jî'-f-afaW— (Px 1 — Ua'x + Sa' .
Ce premier reste étant le produit du diviseur par l'ensemble des termes inconnus du quotient, et se trouvant ordonné comme le di-
viseur et le quotient, par rapport aux puissances décroissantes de la lettre x , son premier terme est le produit exact du premier terme du diviseur par le premier des termes inconnus du quotient, puisque ce produit partiel n'a pu se réduire avec aucun autre. On aura donc le second terme du quotient en divisant le premier terme du premier reste, ou second dividende, par le premier terme du diviseur. Or, — \0rPx 1 divisé par -\-5ax' donne — ia'x ; on écrit ce quotient partiel à la suite du premier terme du quotient total.
Connaissant le second terme du quotient , on peut faire le produit du diviseur par ce second terme , et retrancher ce produit du premier reste; le second reste qu'on obtiendra ne contiendra plus que les produits partiels du diviseur par les termes suivants du quotient. En effectuant ces calculs de la même manière que ci-dessus, on obtient pour second reste
-f lfla'a?— 9a'a;«— na'x + Sa 7 .
Ce second reste étant le produit du diviseur par l'ensemble des termes inconnus du quotient, et se trouvant ordonné par rapport aux puissances décroissantes de la lettre x , son premier terme est le produit exact du premier terme du diviseur par le premier des termes inconnus du quotient, puisque ce produit partiel n'a pu se réduire avec aucun autre. On obtiendra donc le troisième terme du quotient en divisant le premier terme du second reste par le premier terme du diviseur. Or, -j-lâa'a; 1 divisé par +5 aie 1 donne + 30* ; on écrit ce quotient partiel à la suite des deux premiers termes du quotient total.
Connaissant le troisième terme du quotient, on peut multiplier le diviseur par ce terme, et soustraire le produit du second reste ; le troisième reste qu'on obtiendra ne contiendra plus que les produits partiels du diviseur par les termes suivants du quotient, s'il y en a. Eu elléctuarit ces calculs , on trouve zéro pour troisième reste; il en résulte que l'opération est terminée, et que le quotient total est
Gax-— 2û , a;-|-3û , .
En multipliant, en effet, le diviseur par ce quotient, on reproduirait le dividende (54).
De tout ce qui précède , on tire la règle suivante : Pour diviser deux polynômes l'un par l'autre , on écrit le diviseur à la droite du dividende en les ordonnant par rapport aux puissances d'une même lettre; onles sépareparun trait vertical, et l'oniireun trait horizontal au-dessous du diviseur pour le séparer du quotient. On divise te premier terme du dividende par le premier terme du diviseur ; on obtient ainsi le premier terme du quotient, qu'on écrit au-dessous
du diviseur. On multiplie le diviseur par ce terme; on soustrait le produit du dividende, et l'on obtient uupremier reste. On divise le premier terme de ce premier rente par le premier terme du diviseur ; on obtient ainsi le second terme du quotient; on l'écrit à la suite dupremier; on multiplie le diviseur par ce second terme; on soustrait le produit du premier reste, et l'on obtient un second reste. On opère sur ce second reste et sur les suivants, comme sur- le premier ; on obtient ainsi les termes successifs du quotient. Si le dividende est le produit exact du diviseur par un polynôme entier, on obtient zéro pour dernier reste, et l'opération est terminée.
( Dans chaque division partielle de monômes, il faut observer la règle des signos, qui consiste en ce que deux termes de même signe donnent un quotient punitif, et deux termes de signe contraire un quotient négatif.)
46. Il peut arriver que le dividende et le diviseur contiennent plusieurs termes affectés de la plus haute puissance de la lettre ordonnatrice ; dans ce cas , la même circonstance peut se présenter au quotient. Or, on a vu (30) que*le groupe le plus élevé du multiplicande, multiplié par le groupe le plus élevé du multiplicateur, donne le groupe le plus élevé du produit, sans réduction avec les autres groupes. Si donc on divise le groupe le plus élevé du dividende par le groupe le plus élevé du diviseur, on obtiendra le groupe le plus élevé du quotient, lequel groupe pourra n'avoir qu'un seul terme , mais en renfermera ordinairement plusieurs. On . multipliera lo diviseur par le groupe de termes obtenus , on retranchera le produit du dividende, et l'on obtiendra un premier reste, sur lequel on opérera comme sur le dividende; et ainsi de suite.
Le lablcau ci-dessous offre un. exemple du cas qui nous occupe :
vrdende, Diviseur.
9a 3 Ix 3 — 12«'ô Le 1 — 12a'6* U .+16o , 6 1 1 3a ! lx' -{-Gab'x— da'ô 1 — iao*\ -f-26a ! fi ! l ~32a ! &'l — 2ab\
-r-iaaù» i | ;
Quotient. m
+40jrj — iSapj -\-8a'lr>\ _+ïb\
, res te, . . —\1a'b \a? — 2-i a'Px +16a s 6* + 8«w|
+12a I ô ixi+îWPx — lGa'È 5
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Après avoir disposé le dividende et le diviseur comme ce tableau l'indique, on divise le groupe le plus élevé du dividende, c'est-à-dire (Oa" — 4ab , )x* , par le groupe le plus élevé du diviseur, savoir (3o*— 2ab)x* .Lefacleur Vc? — lab 1 diviséparlefacleur 3a'— 2aô , ôa 5 — 4ab' \ 3a'— 2ai — 9V+6»'ft 3a+2û
—6a>b+4aP
donne pour quotient 3a-(- 26 . Et comme le facteur divisé par le facteur x' donne pour quotient & , le quotient des deux groupes considérés sera (3a -f 2 6) x . On écrit ce groupe de termes au quotient total , on multiplie le diviseur par ce groupe, on soustrait le produit du dividende , et l'on obtient le premier reste.
Legroupeleplusélevédeccpremicrresteest (—l%a 1 b-\-8a'b , )a;'. Pour le diviser par le groupe le plus élevé du quotient, ou par (3o'~2o&)i' s , il suffit de diviser — 12a»6-f 8o*6 r par Sa'— 2ab , puisque x' divisé par x* donne l'unité. Effectuant cette division partielle
~12a?b+Sa t b' 1 | 3a'— 806 + 12ff»p— 8a'6' — Aab
on trouve — 4ab , qu'on écrit a la droite du premier groupe de termes du quotient. On multiplie le diviseur par le nouveau terme obtenu, on soustrait le produit du premier reste; et comme on obtient pour second rcsle zéro, il s'ensuit que l'opération est terminée, et que le quotient total cherché est . 3a 1 x — iab ' .
47. Remarques. I. On reconnaît que la division no peut s'effectuer exactement ; 1° lorsque le diviseur contient une lettre qui n'entre pas au dividende; 2° lorsque la plus haute puissance d'une lettre au diviseur surpasse la plus haute puissance dé la même lettre au dividende ; 3° lorsque, après avoir ordonné le dividende et le diviseur par rapport aux puissances , décroissantes par exemple , d'une môme lettre, quelle qu'elle soit, le premier terme du dividende n'est pas exactement divisible par le premier terme du diviseur, ou que le groupe de termes le plus élevé du dividende n'est pas exactement divisible par le groupe le plus élevé du diviseur; 4° lorsque le dernier terme du dividende n'est pas exactement divisible par le dernier terme du diviseur, ou que le groupe de termes le moins élevé du dividende n'est pas exactement divisible par le groupe le-
moins élevé du diviseur ; 5' enfin lorsque , dans le courant de l'opération, le premier terme d'un reste n'est pas exactement divisible par le premier terme du diviseur, ou que le premier groupe do termes de ce reste n'est pas exactement divisible par le premier groupe du diviseur.
II. Lorsqu'il se manifeste une impossibilité dans le courant de l'opération, le reste auquel on est parvenu est ce qu'on appelle le renie de l'opération. Si l'on ajoute ce reste au produit du diviseur par l'ensemble des termes obtenus au quotient, on doit reproduire le dividende.
Soit, par exemple, à diviser
1 2 a V -f- 7<rV — 8 d'x -f 2 o> par ; 4a.r'-{- Sa'x —6a 1 .
En opérant comme précédemment,
na?a?-\- 7t?J? — 8a*.c-f- 2a* | 4a&+ôa'x— 6c 1 — 12aV— 15a 1 j'-|-18a t .r 3ax — 2a'
1" reste — 8<rV+10a t a--f 2n 6
■ + ^a'^'+lO^x-- -12a*
2* reste -f 20^— lOrf
on obtient d'abord au quotient !es deux termes 3ax et —2a' ; puis l'on parvient à un second reste 20a 4 x — 10a l dont le premier terme n'est pas divisible par le premier terme du diviseur, puisqu'il contient la lettre ordonnatrice à une puissance moindre. H en résulte que l'opération ne peut s'effectuer exactement , et que le dividende est égal au produit du diviseur par 3az— 2 a 1 , augmenté du reste 20a*a:— 10a* ; ce qu'il est facile de vérifier.
48. Nous placerons ici quelques théorèmes de calcul , dont ou fait assez souvent usage, et qui se rattachent à la division.
I. Soit le binôme x" — a™ , dans lequel m désigne un nombre entier quelconque. Proposons-nous de diviser ce binôme parle binôme x — a .
— £H-££^_5"'-' + ax»-' + 55F 3 + etc. . .+0*-' -{-ax'—'— a m
-f^a^- 1 — a" etc.
—a—'x -fa"
-|-a m — a*" ou zéro.
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Ces binomos étant ordonnés par .rapport aux puissances décroissantes de m. , divisons le premier terme x" du dividende par le premier terme x du diviseur. Le .quotient partiel sera oc affecté d'un exposant égal à la différence entre m et 1 , c'est-àdire x"— 1 . Multipliant le diviseur par ce terme , et soustrayant le produit du dividende, on obtient pour premier reste -\-ax™~'— a". Divisons ax" 1 -' par x , le quotient sera +fla;*'- , , puisque l'exposant de x devra être diminué d'une unité. Multipliant le diviseur par ce terme, et soustrayant le produit du dividende, on obtient pour second reste a'x"-*— a" ; et ainsi de suite. . Or, si l'on examine ces restes successifs, on reconnaît que, dans leur premier terme, l'exposant de a va sans cesse en augmentant d'une unité d'un reste à l'autre, tandis que l'exposant de x va en diminuant d'une unité ; de sorte que lu somme des deux exposants reste toujours égale à m . Il viendra donc un momentoù l'exposant de a sera devenu m , tandis que x aura disparu; on aorte qu'à cet instant on aura pour reste a" — a" ou zéro. D'où il résulte que : x nl — a m est divible par x — a.
Quant au quotient , il est facile à retenir. Tous ses termes sont positifs , et ont pour coefficient l'unité ; l'exposant de x va en diminuant d'une unité d'un terme à l'autre; celui de a va en augmentant d'une unité. Le premier terme est x"" 1 . Quant au dernier, on le trouvera en remarquant que les termes consécutifs du quolient ne sont autre chose que les premiers termes des restes successifs dans lesquels l'exposant de x a été diminué d'une unité ; or, le reste qui précède a m — a" , est, d'après la loi des exposants 4-tf— 'as— a™ ; le terme correspondant du quotient est donc -j-a" -1 ; et ce terme est le dernier, puisque le reste suivant est zéro.
On démontrerait d'une manière analogue que :
IV. x m -\-a m n'est jamais divisible par x — a
Nous engageons le lecteur à développer lui-môme la démonstration de chacun de ces théorèmes. (Voy. le n° 502.)
§ V. Des fractions algébriques.
■40. Lorsqu'une division est impossible, on se contente de l'indiquer : pour cela on écrit le diviseur au-dessous du dividende en les séparant par un trait horizontal appelé barre de division (il).
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Ainsi , dans l'exemple du n° Ki , lorsque l'on est parvenu au reste 1Ôa l x — 10a* , l'opération ne pouvant être continuée, on indiquerait le quotient de ce reste par le diviseur, sous la forme
200^—100° Aax l -\-5a , x — 6o'
et eetle expression serait ce qu'il faut ajouter au quotient déjà obtenu pour lo compléter.
Une expression de cette forme est ce qu'on nomme une fraction, algébrique; mais le sens qu'on attache ici au mot traction n'est point le même qu'en arithmétique. Dans une fraction ordinaire, en effet, les deux termes sont nécessairement entiers ; dans une fraction algébrique, au contraire, les deux termes peuvent prendre des valeurs quelconques , entières ou fractionnaires , par suite des valeurs particulières attribuées aux lettres qui y entrent. (Ils peuvent même prendre des valeurs négatives , mais nous faisons abstraction de ce cas dans le présent chapitre.) On ne doit donc entendre par fraction algébrique qu'un quotient dans lequel le dividende prend le nom de numérateur, et le diviseur celui de dénominateur.
Le calcul des fractions algébriques a d'ailleurs la plus grande analogie avec celui des fractions ordinaires.
30. On ne change pas la valeur d'une fraction algébrique en multipliant ou en divisant à la fors ses deux termes par une même quantité.
Supposons, en effet, pour fixer les idées, que, par suite des valeurs attribuées aux lettres qui entrent dans la fraction algébrique,
son numérateur prenne la valeur | et son dénominateur la valeur , la valeur de la fraction sera le quotient .de ces deux expressions fractionnaires , c'est-à-dire
Concevons maintenant que l'on multiplie les deux termes g et ~ par une même quantité qui ait la valeur | ; ces deux termes
deviendront respectivement f ^ et ~~Àr I leur quotient
deviendra donc
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ou, én supprimant les facteurs communs 4 et 3 , 6X11 • 5X7 '
c'est-à-dire que le quotient n'n pas changé.
On démontrerait de lu môme manière que le quotient ne change pas si l'on divise les deux termes par une même quantité.
Ainsi les expressions
2o 4a* 4a*— iab
3b ' Ôôï ' 6ab— 36= ' sont des fractions équivalentes; car on obtient la seconde en multipliant les deux termes de la première par 2a , et la troisième en multipliant les deux termes de la première par 2a — b ; ou bien on obtiendrait la première en divisant les deux termes de la seconde par 2a , ou les deux termes de la troisième par 2a — b .
SI . Pour simplifier une fraction , il faut supprimer les facteurs communs à ses deux termes. Ces facteurs sont faciles à apercevoir si les deux termes sont monômes.
Soit, par exemple, la fraction
on aperçoit sur-le-champ que les deux termes sont divisibles par 12a*bx i ; et, en effectuant la division, il vient 4oè
Si les deux ternies sont polynômes, il faut chercher les facteurs communs à tous les termes do chaque polynôme, et les mettre en évidence (44); on aperçoit alors facilement les facteurs monômes qui peuvent être communs aux deux termes de la fraction. Quant aux polynômes mis entre parenthèses, il arrive quelquefois qu'ils se décomposent à vue en facteurs polynômes plus simples, et que cette décomposition met en évidence des facteurs polynômes communs aux deux termes de la fraction.
Soit, par exemple, la fraction
36 aW— 36^6' 54a'6 s — 108a s 6'+54a , 6' ' Le numérateur peut se mettre sous la forme
^a^'ia*— b*) ou , en vertu de ce qu'on a vu au n s 36,
3Ga*b , (a+b)(a— b) .
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Le dénominateur peut s'écrire
54a 1 6 ! (a , — 2^+0*) ou , en vertu de ce qu'on a vu au lieu cité ,
54fl'4»(fl— ô)£« — Ô) .
La fraction proposée peut donc se mettre sous la forme 36a 3 ft'(n+é)(o— b) :-At: , tf',a — b,Ui—t>) " On reconnaît alors que ses deux termes sont divisibles par 18fl ! 6 5 et par (a — 6) ; supprimant ces facteurs communs , il reste 2fl(o + 6) 2a?+2ab . 3ô(o— b) ° U 3ab+3b> ' L'habitude de ces transformations est d'un grand secours dans les calculs algébriques. -
32. Si l'on a une fraction algébrique jointe à une quantité entière, on peut réduire le tout en une seule expression fractionnaire d'après les mêmes règles qu'en arithmétique. En effet, il est clair qu'on ne change pas la valeur de la quantité entière en la multipliant et en la divisant en même temps par le dénominateur de la fraction; on obtient ainsi deux quantités fractionnaires de même dénominateur; et l'on peut les réunir en une seule, en faisant la somme des numérateurs et donnant à cette somme le dénominateur commun ; car diviser une somme revient a diviser ses parties et à faire la somme des quotients.
Soit, par exemple, l'expression
on aura successivement
4aft + a'— 206-r-y tf+Zab + b'
a a ou enfin (56) ffl±^ .
Réciproquement : lorsqu'on a une expression fractionnaire dans laquelle, le numérateur et le dénominateur étant ordonnés par rapport aux puissances d'une même lettre , le premier terme du numérateur est exactement divisible par le premier terme du dénominateur, on peut opérer une ou plusieurs divisions partielles, qui fourniront un quotient partiel entier, et l'on complétera ce quotient par une fraction ayant pour numérateur le reste et pour dénomina-
leur le diviseur, c'est-à-dire le dénominateur de l'expression proposée.
Soit , par exemple , la fraction
12^+7^— 8 a 1 Aajt+btfx— 6u»
On a vu au n° 47 que si l'on divise le numérateur par le dénominateur on obtient pour quotient Zax — 2a' et pour reste 2dà'x — 10a* . On pourra donc mettre la fraction proposée sous
_20a^— 10a*_ r 'iax'+ba'x— Sa' ' Soit de même la fraction
Effectuant la division, on obtient pour quotient a et pour reste IP ; on peut donc écrire la fraction proposée sous la forme
Ces diverses transformations sont au nombre de celles dont l'A.1- . gèbre fait un plus fréquent usage , soit dans la solution des problèmes, soit dans la démonstration des théorèmes de calcul.
83. Pour additionner deux fractions algébriques de même dénominateur, i! suftiE évidemment d'additionner les numérateurs et de donner h la somme le dénominateur commun; puisque, comme nous l'avons rappelé déjà, diviser une somme est la même chose que de diviser séparément les parties et de faire la somme des quotients.
Si les fractions à additionner n'ont pas le même dénominateur, on les réduira au même dénominateur en multipliant les deux termes de chacune par le produit des dénominateurs de toutes les autres, ce qui ne changera pas leurvaleur (80).
Soit, par exemple, à additionner les fractions V— ab a'-faft a 1 — b 1 a+6 ' a— b ' a Multipliant les deux termes de la première par a — b et par a , les deux termes de la seconde par n-j-6 et par a , et les deux termes de la troisième par a-f- 6 et par a — b , elles deviendront :
a 1 — Mb + a'P a>-\-2a 1 b+à ! P iï—Za'b'+b - . (C — fl'ft ' «J— a'b ' a»— a*à
des menons algébriques.
ajoutant les numérateurs, et donnant à la somme le dénominateur commun, il viendra, après réductions,
Si les dénominateurs des fractions proposées ont des facteurs communs, on peut obtenir un dénominateur commun plus simple que le produit des dénominateurs. Pour cela, ensuivra la même marche qu'en arithmétique ; ayant décomposé les dénominateurs en facteurs aussi simples qu'on te pourra , on fera le produit de tous ces facteurs simples, en affectant chacun de son plus haut exposant; on aura ainsi le dénominateur commun. On le divisera par le dénominateur de chaque fraction , et l'on multipliera son numérateur par le quotient obtenu. On aura ainsi les nouveaux numérateurs, sous lesquels on écrira le dénominateur commun. Les fractions étant ainsi réduites au même dénominateur , on les additionnera comme ci-dessus.
Soient, par exemple , les fractions :
na'x—lïa'bx ' ISaHw+lStf&X ' Mtfa*— S4«W ' dans lesquelles M, N, P représentent des numérateurs quelconques.
tes dénominateurs peuvent se mettre sous la forme : 2*. 3.0*. a:. (a— b) , 2.3\a\b.x.(a+b) , 2». 3. a". a;*. («+6) (o— b); on devra donc prendre pour dénominateur commun
2'. 3*. a 1 , b. 3?. (_a+ b) (« — b) ou 7S<«**— 72aMW
Le quotient de ce dénominateur commun par le dénominateur de la première fraction est 2.$.b.x.(a-{-b) ou 6abx-\-Gb*se ; c'est par ce quotient qu'il faudra multiplier le numérateur M .
Le quotient du dénominateur commun par le dénominateur de la seconde fraction est 2*. a.x.(a- — 6) ou 4a*x — Aabx ; c'est par ce quotient qu'il faudra multiplier le numérateur N .
Le quotient du dénominateur commun par le dénominateur de la troisième fraction est S.a\ b ; c'est par ce quotient qu'il faudra multiplier le numérateur P .
Les fractions proposées pourront donc s'écrire :
lS{6abx+Gb , x) î\(4a*x—iabx) Sa'bP ri<Pbx l —7îa i b t x' ' 72 a* bj'— 72 «W ' 72tfÛa*— 72«*«t» ' et maintenant qu'elles ont le même dénominateur, il ne resterait qu'à faire la somme des numérateurs et à donner à cette somme le dénominateur commun.
M. Pour soustraire l'une de l'autre deux fractions algébriques , on commence par les réduire au même dénominateur, on soustrait le numérateur de l'une du numérateur de l'autre , et l'on donne à la différence le dénominateur commun.
Soit, par exemple, à soustraire de g la fraction °_|_% ;
ces fractions réduites au même dénominateur deviennent respect i-
rfj-aafl-r-fi* , a'—Sab+P vement et fl ._ 6 T •
Si du premier numérateur on retranche le second, on trouve pourreste iab ; donnant è cette différence le dénominateur commun, il vient
Aab
srr? •
tiit. Pour multiplier l'une par l'autre une fraction algébrique et une quantité entière , il suffît de multiplier le numérateur de la fraction par la quantité entière et de donner au produit le dénominateur de la fraction.
Concevons, en effet, que par suite des valeurs attribuées aux lettres , le n umérateur de la fraction prenne la valeur . g et son
dénominateur la valeur ~ ; concevons de même que la quantité algébrique entière prenne la valeur numérique fractionnaire | . La fraction algébrique aura pour valeur le quotient de | j>ar ^ ou Jg^ ; et le produit de celle quantité par ± sera |gfgf .
Multiplions maintenant le numérateur ^ de la fraction algébrique parla quantité | , le produit sera ; si nous lui donnons pour dénominateur ^ , le résultat sera le quotient de
|g| par | ou bien ***** i résultat qui no diffère de
celui que nous avons obtenu d'abord, que par l'ordre des facteurs, lequel ordre est , comme on sait , indifférent.
Soit, par exemple, à multiplier tf—b* ^ ar a — * ' ' e
produit»» «?£=*.' ™ ■
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On aurait pu, au lieu de multiplier le numérateur de la fraction par la quantité entière, diviser son dénominateur, le résultat eût été le même ; e'est ce qu'on démontrerai! facilement comme ci-dessus.
Remarque. Pour multiplier une fraction algébrique par son dénominateur, il suffit de le supprimer. Soit, en effet, pour plus de
simplicité, la fraction ^ ; si on la multiplie par 6, -on aura, d'après
la règle précédente ^ ,ou,en effectuant la division indiquée, a simplement, résultat auquel on fût parvenu en supprimant le dénominateur.
86. Pour multiplier deux fractions algébriques l'une par l'autre, il faut multiplier les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux.
Supposons , en effet , que le numérateur de la première fraction ait la valeur \ et son dénominateur la valeur \ ; que le nu-
teur y . La première fraction aura pour valeur le quotient de | par ^ ou . La seconde fraction aura pour va-
leur le quotient de g par ^ ou - Le produit des
5X^X2X8 deux fractions a donc pour valeur ■ - - .
OX/AyA"
Hultiplîonsmaintenantentreeuxlesnumérafeurs | et g des fractions algébriques proposées, leproduitsera ; multiplions
de même leurs dénominateurs 7 et ~ ; le produit sera
La fraction algébrique qui aura pour numérateur le produit des numérateurs des fractions proposées , et pour dénominateur le produit de leurs dénominateurs sera donc le quotient de par
celui que nous avions obtenu d'abord que par l'ordre des facteurs Soit, par exemple, à multiplier par ; le pro-
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duitsera ou — — ^-j — '-^ , ou enfin — r . -
La même règle s'étendrait sans peine à un nombre quelconque de fractions.
57. On démontrerait comme ci-dessus : 1° Que pour diviser une fraction algébrique par une quantité entière, il faut multiplier son dénominateur par cette quantité entière ( ou diviser son numérateur ai cela est possible).
Exemple. Le quotient de ■ par a — à est 2a(a~b)
2° Que pour diviser une quantité entière par une fraction , il faut multiplier la quantité entière par le dénominateur de la fraction , et diviser le produit par le numérateur.
Exemple. Le quotient de «' — 6" par est
{a+b)(a— 6)2n (a— 6)2a fi 2a»— lab
011 ■■ —, r. i m/ — - ou — r — , ou enfin r .
3° Que pour diviser une fraction algébrique par une autre , il faut multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée.
Exemple. Le quotient de ^ par — — est
(2 d'x— 2 b*x) .1 5 ax . 2 . 3 . 5 . a . <è . {a + b) (a — b)
bab{Aab*-4V) 0U 2' . 5 . a . ô>(«- b) ' 0U
enfin _^XJ .
Ces règles sont faciles à retenir, puisque, comme on a pu le remarquer, elles sont exactement les mêmes qu'en arithmétique.
58. Si l'on avait à multiplier ou à diviser des expressions algébriques formées d'une partie entière et d'une fraction , on commencerait par réduire la partie entière et la fraction en une seule expression fractionnaire ((52) ; on opérerait ensuite comme pour des fractions.
Soit, par exemple, à diviser 3 o— par j — a .Ces deux 3a*— 36' a*— a
Zb{a+b)
. Leur quotient
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S 1. Notions générales sur les égalités.
89. On a vu au n° i£ que pour exprimer que deux quantités sont égales , on les écrit à la suite l'une de l'autre en les séparant par le signe = . Deux expressionsalgébriquesséparéesparcesigneforment ce qu'on appelle, en général, une égalité; et les quantités placées de part et d'autre du signe sont les deux membres de l'égalité. Par exemple :
sont des égalités. La quantité a + b est le premier membre de la première; c — d en est le second membre; et ainsi des autres.
Mais ces égalités sont, comme on va le voir, d'espèces très-différentes.
I. 11 peut arriver que, dans un problème où figurent des quantités données a , b , e , d auxquellesonn'attribuepasdevaleursparticulières, ces quantités soient néanmoins assujetties, par la nature même de ta question, à satisfaire à la condition
cette condition serait plus particulièrement une égalité, ou une simple relation.
" II. L'égalité {x— a)(x + a) = a 1 — a*
se dislingue de la précédente en ce que , si l'on effectue les calculs indiqués, le premier membre devient identiquement égal au second
Elle jouit, en conséquence, de la propriété caractéristique d'être satisfaite quelles que soient les valeurs qu'on attribue aux lettres qui y entrent. Si, par exemple, on remplace x par 2 et a par 1, elle donne :
(2— 1)(2 + 1) = 2'— 1' ou 1X3 = 4 — 1 ou 3 = 3.
Si l'on remplace x par 5 et a par 2 , elle donne ;
(5 — 2)0+2)=5 , — 2' ou 3X7 = 25— 4 ou 21=21; si l'on remplace x par ^ ot a par 1 , elle donne :
(H(H=©'-°» Hrf-' - K-
et ainsi de suite.
Les égalités de celte espèce portentie nom d'identités.
ht. L'égaiité ^r^ =4
est satisraite lorsqu'on y remplace ai par 11 ; car 3 fois 11 font 33; 33 — 1 font 32 ; 32 divisé par S donna bien 4 . Hais cette égalité cesserait d'être vérifiée si l'on y mettait à la place de x toute autre valeur que le nombre II .
On donne le nom d'équation à toute égalité de cette espèce, exprimant une relation entre une quantité inconnue et des quantités données, et qui ne peut cire satisfaite que par certaines valeurs déterminées de l'inconnue.
(Nous considérerons plus tard le cas où il y a plusieurs inconnues.)
Remarque. On peut remarquer que les simples relations d'égalité deviennent des équations lorsqu'on y regarde comme inconnue l'une des lettres qui y entrent. Si, par exemple, dans la relation a+b=c—d
trois seulement des quantités a , b , c , d étant supposées données b , o', d , par exemple, on se proposait d'en déduire la quatrième, a , cette simple relation d'égalité deviendrait une équation où a serait l'inconnue.
60. On peut faire subir aux égalités toutes transformations qui n'empêchent pas les deux membres de rester égaux ; ainsi, on peut ajouter une même quantité aux deux membres, soustraire une même quantité des deux membres, multiplier les deux membres par une mémo quantité, diviser les deux membres par une même quantité.
I. Les deux premières propriétés servent à faire passer un terme d'un membre dans un autre , transformation qui est très-fréquemment employée. Pour ['effectuer, il suffit d'effacer du membre où il était le terme que l'on veut changer de membre, et de l'écrire dans l'autre avec un signe contraire à celui qu'il avait i
Prenons pour exemple l'égalité
et supposons qu'on veuille faire passer le terme b dans le second
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membre. Si, d'abord, on l'efface dans le premier, comme il était additif, on diminue ce membre de la quantité b ; pour ne pas troubler l'égalité, il faut donc diminuer aussi le second membre de b , ce qui se fera en y écrivant — b . On aura ainsi : a = c~d — b
Supposons maintenant qu'on veuille faire passer le ternie d du second membre dans le premier. Si d'abord on l'efface dans le second , comme il était sous trac tif , on augmente ce second membre de la quantité' d ; pour ne pas troubler l'égalité, il faut donc augmenter aussi le premier membre de d , ce qui se fera en y écrivant + d ; et l'on aura:
Ainsi , pour faire passer un terme d'un membre dans un autre ii faut changer son signe.
Remarque. Cette faculté de faire passer un terme d'un membre dans un autre, permet de réduire entre eux les termes semblables qui se trouvent dans les deux membres. Ainsi l'égalité
3a'— 6a6+6'=2a , 4-2n&— 156' peut s'écrire 3a 1 — 6a6 + 6' — 2a*— 2a& + l56'=0 ou, plus simplement, a' —
Lorsqu'un même terme se trouve dans les deux membres avec le même signe , on peut le supprimer de part et d'autre ; car cela revient à retrancher une même quantité aux deux membres si ca terme est additif , ou à l'ajouter aux deux membres s'il est soustractif.
Ainsi l'égalité à t ^-4ab + P=b*--4ab+c' revient à à l =c* .
61. II. La troisième propriété, qui permet do multiplier les doux membres par une même quantité , sert à faire disparaître les denominateurs lorsqu'il y en a. Pour cela, on commence par réduire tous les termes de l'égalité, tant entiers que fractionnaires, au même dénominateur (88 , 83) ; il est alors permis de supprimer ce dénominateur, car cette suppression revient à multiplier tous les termes de l'égalité , et par conséquent les deux membres, par ce dénominateur même (88, Bem.).
Soit , par exemple , l'égalité
en réduisant tous les termes au môme dénominateur ae j On' a d'abord
rf|c^6*£ ae* acP ac ae ~ ac ' ae '
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et, en supprimant le dénominateur commun, ce qui revient à multiplier tous les termes par ae , il vient o?o— b , c=ac ! -\-a& .
Ainsi, pour faire disparaître les dénominateurs d'une égalité, il suffit de réduire tous les termes au môme dénominateur, et de supprimer ensuite le dénominateur commun.
62. III. la quatrième propriété , qui permet de diviser les deus membres par une même quantité , sert a supprimer les facteurs communs aux deux membres , quand il s'en trouve. Celte suppression simplifie les calculs. Soit pour exemple l'égalité
4a,'— Bà'b+4ab , =6a , b— Qb* , si l'on met en évidence (44), dans chaque membre , les facteurs communs à tous les termes , il vient
4a (a 1 — 2a6 + ô 1 ) = 6 b (à 1 — V) ou 4a(a— ô)'=6i(o +&)(«— b)
Sous cette forme, on voit que les deux membres sont divisibles par 2(a — b) . Effectuant celle division , il reste l'égalité plus simple.
2aia—b)=Sb(a+6) ou 2a* — 2a6=3o6 + 3È» . ' ,.
OS. Ces diverses transformations s'appliquent aux équations comme aux autres espèces d'égalités. On peut démontrer, de plus , que, sauf certaines restrictions que nous aurons soin de signaler, elles n'allèrent pas les valeurs de l'inconnue , c'est-à-dire celles qui, mises à la place de l'inconnue , rendent le premier membre égal au second(89, El).
Los équations qui , sous des formes différentes , sont néanmoins satisfaites par les mêmes valeurs de l'inconnue, sont dites équivalentes.
On peut d'abord , sans changer les valeurs de l'inconnue, ajouter vue même quantité aux deux membres. En effet, soit, par exemple, l'équation
ax'— bx=cx—d [I], ajoutant aux deux membres une même quantité m ; nous aurons
(<ke* — bx)-\-m=(cx — [2] , équation où nous avons à dessein enveloppé de parenthèses les membres de l'équation primitive. Il est clair que si une certaine valeur attribuée à x satisfait à l'équation [1], elle satisfera aussi à l'équation [2] ; car les quantités entre parenthèses étant égales de part et d'autre, puisqu'on suppose l'équation [1] satisfaite, ces
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quantités , augmentées chacune de m , sont encore égales. Réciproquement : si une certaine valeur mise pour x vérifie l'équation [2], elle vérifiera aussi l'équation [1]; car, pour que les deux membres de l'équation [i] deviennent égaux , comme ils ont une partie commune m , il faut que les parties non communes, mises entre parenthèses, deviennent égales elles-mêmes; or, ces quantités ne sont autre chose que les deux membres de l'équation [1] ; donc cette équation est vérifiée. Les deux équations [1] et [2] admettent donc exactement les mêmes valeurs ; ce qui démontre la proposition énoncée.
On démontrerait de la même manière que l'on peut, sans changer les valeurs de l'inconnue, retrancher une même quantité aux deux membres.
Il résulte de ces deux propriétés què l'on peut, sans changer les valeurs de l'inconnue, faire passer un tenue d'un membre dans un autre [en changeant son signe, comme il a été dit plus haut (60, 1)].
64. Onpeut , sans changer (en général) les valeurs de l'inconnue, multiplier les deux membres d'une équation par une même quantité.
Soit encore l'équation
ax* — bx—cx — d [11.
En multipliant les deux membres par une même quantité m , on obtient ,
(ax'—bx)m=(cx—dlm [2].
Si une certaine valeur mise pour x satisfait à l'équation [11, elle satisfera à l'équation [2] ; car les deux membres de l'équation [1] devenant égaux, il en est de même des facteurs entre parenthèses dans les deux membres de l'équation [2] ; et comme le second facteur m est le même de part et d'autre , les produits sont égaux; c'est-à-dire que l'équation [2] est vérifiée.
Réciproquement : si une certaine valeur mise pour x satisfait à l'équation [2], c'est que ses deux membres deviennent égaux; et comme ils ont le facteur commun m , il faut que les facteurs entre parenthèses deviennent égaux. Or ces facteurs ne sont autre chose que les deux membres de l'équation [1] ; donc cette équation est vérifiée.
Les équations [1] et [2] sont donc satisfaites par les mêmes valeurs de x , ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarques. I. Cette démonstration suppose essentiellement que le facteur m introduit n'est pas nul ; et il faut admettre par conséquent qu'il ne contient pas l'inconnue x . S'il la contenait, il serait possible de trouver une valeur de x qui annulât le fac-
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leur m ; cette valeur annulant par suite les deux membres de l'équation [2], cette équation se trouverait satisfaite; tandis qu'il arriverait en général que l'équation [1] ne le serait pas. Ces deux équations ne seraient pas alors équivalentes : Soit, par exemple, l'équation très-simple x + l = 4 ;
multiplions ces deu\ membres par x — 1 , il viendra
x>—l=ix—4 .
Cette équation est vérifiée par la valeur 1 , qui annule le facteur introduit x — 1 ; tandis qu'il est facile de s'assurer que cette même valeur I ne satisfait pas à l'équation primitive.
iïl. Il y a cependant une exception à cette exception ; c'est-à-dire que la proposition générale subsiste lorsque le facteur par lequel on multiplie les deux membres d'une équation est le dénominateur commun a tous ses termes, qu'il contienne ou non l'inconnue.
Cela tient à ce que la suppression du dénominateur commun , bien qu'elle soit équivalente à une multiplication (iiiî et 61), n'introduit pas réellement de facteur dans l'équation résultante, si l'on a pris le plus petit dénominateur commun, comme il est facile de le faire dans les cas qui préscnlcnt ordinairement. Mais de plus amples détails sur ce sujet seraient ici hors de propos.
Il résulte de la proposition précédente et de la dernière remarque que l'on peut , sans ckanyer 1rs valeurs de l'inconnue, faire disparaître les dénominateurs d'une équation.
63. On démontrerait exactement de la même manière que l'on peut, sans changer les valeurs de l'inconnue, diviser les deux membres d'une équation par une même quantité; et, par conséquent, supprimer les ftictntrs rtimmuns mu: deun: membres.
Il faut cependant faire ici la même restriction que ci-dessus , et supposer que le l'acteur supprimé n'est pas nul , et qu'il ne contient pas l'inconnue. S'il la contenait , on pourrait trouver une valeur de l'inconnue qui annulât ee facteur et satisfit par suite à l'équation primitive , sans satisfaire pour cela à l'équation résultant de la suppression du facteur. C'est ainsi que l'équation :
x*—\=4x~4 dans laquelle ces deux membres sont divisibles par x — 1 , est satisfaite par la valeur 1 qui , mise pour x , annule ce facteur commun et par suite les deux membres ; tandis que cette même valeur 1 ne satisfait pas à l'équation fl!-f-l='4
qu'on obtient en supprimant le facteur x—l .
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68. Les équations à une seule inconnue se distinguent les unes des autres par leur degré; on nomme degré d'une équation, le plus haut exposant de l'inconnue lorsqu'on a fait disparaître les dénominateurs., effectué les calculs indiqués, et opéré la réduction des termes semblables (60).
L'équation 3a; + 1=4— 2a> est du premier degré, parce que le plus haut exposant de x est l'unité.
L'équation ax*— bx = cx — d est du second degré, parce que le plus haut exposant de te est 2 .
L'équation ax t -\-bx i = c est du quatrième degré, parce que le plus haut exposant de x est à . Et ainsi de suite.
L'équation (x — a)'— a? = &■ <
qui parait du second degré uu premier abord , n'est réellement que du premier, parce que, lorsqu'on a développé (x — a)' et fait ia réduction des ternies semblables , il reste : — 2ax = P .
L'équation ax + ~ = c
au cou traire, 'dans laquelle x n'entre qu'à la première puissance , est réellement du second degré , parce que , lorsqu'on a fait disparaître les dénominateurs, elle devient:
aa?-\-b=ox où x entre avec l'exposant 2 .
Nous ne nous occuperons d'abord que des équations du premier degré.
On distingue encore les équations en équations numériques et en équations littérales, suivant que les quantité* données qui y entrent sont exprimées par des nombres ou représentées par des lettres.
S 11. De la résolution des Équations du premier degré à une seule inconnue.
67. Résoudre une équation , c'est déterminer les valeurs qui , mises à la place de l'inconnue, rendent le premier membre égal au second, et changeai par conséquent l'équation en identité.
Pour résoudre une équation, on cherche à la transformer en une équation équivalente (63) , dans laquelle l'inconnue soit seule et à ia première puissance dans un membre, l'autre membre ne contenant que des quantités connues. Si, par exemple, en opérant de cette manière, on arrive à une équation telle que x=4 , comme cette équationestôvidemmentsatisfaitequandonyremplace x par 4 , il s'ensuit que le nombre 4 est une valeur de l'inconnue, puisque celte valeur satisfait à l'équation proposée qui, par hypothèse, est équivalente à x = 4 .
Si, de même, on parvient à une équation telle que x=a — b , il s'ensuit que a — b est la valeur de l'inconnue.
Pour résoudre une équation quelconque du premier degré à une seule inconnue, on suit une marche uniforme que l'on peut résumer de celte manière :
1° Faire disparaître les dénominateurs (81).
2° Effectuer tes multiplications indiquées, s'il y en a.
3" Faire passer dans un même membre tous les termes qui contiennent l'inconnue, et dans l'autre membre tous les termes qui en sont indépendants (60).
i° Opérer la réduction des termes semblables (88).
Il convient de choisir le membre où l'on réunit les termes aftectés de l'inconnue, de manière que, si les facteurs qui multiplient l'inconnue sont numériques, l'ensemble des termes positifs l'emporte sur l'ensemble des termes négatifs, et que, si ces facteurs sont littéraux , il y ait au moins un terme positif; ce qui sera toujours possible.
5° Mettre l'inconnue en facteur commun (44) dans le membre où elle se trouve {s'il y a plusieurs termes affectés de l'inconnue qui n'aient pu se réduire).
6° Diviser les deux membres par la quantité qui multiplie l'inconnue (65).
Do cette manière , on aura passé par une suite d'équations équivalentes (03), dont la dernière présentera l'inconnue seule dans un membre et des quantités connues dans l'autre ; c'est-à-dire que l'on aura obtenu la valeur de l'inconnue.
Soit pour premier exemple l'équation numérique : îx-rl 3 = aH-3 _
Faisant disparaître les dénominateurs, nous aurons
Effectuons les multiplications, l'équation deviendra
Faisons passer dans le premier membre tous les termes en' x , et dans le second tous les termes indépendants de x , il viendra
16»— 5» = 15 + 8 + 120 ; ou, en faisant la réduction des termes semblables, 11» = 143 .
Divisons les deux membres par le nombre 1 1 qui multiplie x , nous aurons enfin
» = ^- , ou, en effectuant la division , x=l3 .
Equations et problèmes du premier degré. 49 On peut vérifier, en effet, que si dans l'équation proposée on net 13 à-la place de x , chacun des deux membres se réduit i 2 ; en sorte que l'équation est satisûùte.
Soit pour second exemple l'équation littérale . 2 a +.8
4- 8 fi) (a - b)^(x -2a){a + 6) .4- 5 (« 4- fi) [a - I,} , ou, en- effectuant les multiplications indiquées,
2flx4-8a&— Sbx— 8P=o*~ 2a 1 +6r — ûub+'>ef — ob* . Faisons passer (fans le premier membre tous les termes affecté* de x , et dans le secondions les ternies indépejulantsde z , il viendra ■
Vax— îbx — tùc.— t>j ; = — 2a : — 2(tfi+5o , ~ 56 s — 8afi-f 8fi> , ou , en opérant la réduction des termes semblables ,
ax — 3ô3- = 3n J — lOah + Sf .
Mettons x en évidence dans le premier membre, l'équation prendra la forme
(a — 36)j: = 3a'~10afi-f 36" .
Divisonsenfinlesdeuxmembresparlaquantité a — 3* quimultiplie x , nous obtiendrons
ou , en effectuant la division indiquée ,
La valeur de l'inconnue est donc 3a — b ; et, en effet, il est facile de vérifier que si l'on remplace x par cette valeur, les deux membres de l'équation proposée se réduisent tous deux à 6 .
Exemples. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants :
— (d'où x=7] ; (d'où x = 3a — 26) .
6». Remarques. 1. La valeur obtenue satisfait, toigours à l'équation proposée ; car elle satisfait évidemment à la dernière équation . qui est équivalente a la proposée.
H. Une équation du premier degré à une seule inconnue n'admet pour cette inconnue <pi' une seule valeur; car, pour qu'une valeur sa-
tisfaase à l'équation proposée, il faut qu'elle satisfasse à la dernière équation obtenue , qui lui est équivalente ; il faut donc qu'elle soit égale nu second membre de cette dernière équation.
Par exemple, dans l'exemple numérique ci-dessus, on arrive à #=13 ; pour qu'une valeur, mise à la place du x .satisfasse à la proposée, il faut qu'elle satisfasse à x=z\Z ; il faut donc qu'elle soit égale à 13 .
III. L'habitude du calcul permet souvent d'exécuter en même temps plusieurs des opérations que nous avons détaillées. Ainsi, en faisant disparaître les dénominateurs, on peut eu même temps effectuer les multiplications. Ainsi, encore, en faisant passer tes termes d'un membre dans un autre, on peut en même temps effectuer la réduction des termes semblables.
IV. Si, psir suite (in choix qu'on aurait fait pour le membre dans lequel on fait passer les termes allée! es de l'inconnue, il arrivait qu'après la réduction des tenues semblables, tous les termes affectés 'le l'inconnue fussent négatifs, on pourrait changer les signes de tous les termes, ce qui ne troublerait pas l'équation; car ce changement revient a faire changer de membre à tous les termes, et à intervertir ensuite l'ordre des deux membres , ce qui est évidemment permis.
69. Reuaiioues sur les inéoalitbs. Lorsqu'on veut exprimer qu'une quantité doit être plus petite ou plus grande qu'une autre, on a vu (14) qu'il suffit de les écrire a la suite l'une de l'autre en les séparant par le signe < dans le premier cas, ou par le signe > . dans le second. Une pareille expression est ce qu'on nomme une inëgaiilë. Ainsi
sont des inégalités.
On peut évidemment leur faire subir les mêmes transformations qu'aux égalités , puisque ces transformations ne troublent pas l'inégalité. Toutefois, il ne serait pas permis d'intervertir l'ordre des deux membres; il faudrait dans ce tas renverser le signe de l'inégalité. On ne pourrait pas non plus changer 1rs signes de tous les termes, sans renverser le sens de riiit'^aliié . puisque ce changement de signes revient à transposer les deux membres.
On a quelquefois besoin de transformer une inégalité en une autre dans laquelle une certaine quantité se trouve isolée dans l'un des deux membres , et précédée du signe + ! cette transformation a pour but de déduire de l'inégalité une limite pour la quantité dont il s'agit. C'est ce qu'on appelle, par extension, résoudre l'inégalité par rapport à la quantité considérée, ilette résolution
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s'opère d'après les mêmes règles que pour les équations , sauf les restrictions énoncées plus haul.
Ainsi de # + 5>i2 on tire a;>13— 5 ou z>7 .
De a ^ x <C 6 on tire successivement
2« — 2x<3ù— 3x , puis 3x— 2x<36— 2o ; puis enfin, \c<3È — 2a.
On traiterait de même toutes les inégalités qui sont du premier degré par rapport à la quantité considérée, c'est-a-dire qui, après la suppression des dénominateurs, ne contiennent cette quantité qu'à la première puissance.
S 111. Problèmes qui conduisent à une équation du premier degré
a une seule Inconnue. . . ' .
70. La résolution d'un problème d'Algèbre se compose nécessairement dé deux parties. Dans la première on cherche à exprimer les flitti-w* qu- 1 1 ■ > >i Mi- ■ i — <••■•■ liiiu- .. ■. i d.ninw* qui conduit toujours à un certain nombre d'équations, si le problème est réellement <lu ressort île l'M^èbi e. VI, ms la seconde on cherche à déduire de ces équations les valeurs îles inconnues.
L'Algèbre donne des règles certaines pour la résolution des équations; quant il la première partie , qu'on appelle la mise en équations, élle ne saurait être astreinte à des lois aussi certaines, vu l'immense- variété des problèmes qu'on peut avoir à résoudre. D existe cependant une sorte de marche à suivre qu'on peut formuler de cotte manière : Indiquer sur les lettres qui représentent les inconnues et sur les données numériques ou littérales les opérations QUE L'ON EFFECTUERAIT , après avoir trouvé les valeurs des inconnues, on se proposai' <khs rri ijirr. L'usage que nous ferons de cette rèjde eu fera comprendre l'esprit et la portée.
Nous ne nous occuperons dans ce paragraphe que des problèmes qui conduisent à une seule équation du premier degré à une seule inconnue. .
71. Premier problème. Vnpèrea 37 ans, spttjils en a 12 ; on demande dans combien d'années l'âge du père sera le double dt celui du fils.
Désignons par ■ a; le nombre d'années cherché. Si ce nombre d'années était connu , et que l'on voulût le vérifier, on dirait :
Lepèreajant 37 ans , dans x années il en aura 37-j-a: ; à la même époque , lefilsenaura 12 -|~ a: ; d'après l'énoncé, le
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double de cet fige, c'est-à-dire (12-f-a:)X2 doit valoir l'âge du père; on doit donc avoir l'égalité
f!8 + a;)XS=87+aT.
On a ainsi obtenu l'équation du problème. En la résolvant (68), on trouve
Et, en effet, dans 13 ans, le tils aura 12-f- 13 ou 25 uns; le père en aura 37+13 ou 50 , qui est bien ledoublede 25.
72. Deuxième problème. On a 60 hectolitres de blé à 30 fr. l'hectolitre; combien fattt-il y joindre dr b/r à 22jr. pour faire tin mélange valant 25 fr. /'hectolitre?
Désignons par x le nombre d'hectolitres cherché, et opérons comme si nous voulions vérifier ce nombre. Le prix dus 60hectolilresà 30fr. est 30 r X60 ou ISOOfr. ;leprixdes x hectolitres à 22 fr. est 22' Xj- ou 22,r ; le prix total est donc 1800 + 22 j\ Pour avoir le prix d'un hectolitre du mélange, il faut diviser ic prix total par le nombre total d'hectolitres, qui est 60 -J- x . Mais , d'après l'énoncé , ce prix doit être de 25 fr. ; on a donc l'égalité
c'est l'équation du problème^ En la résolvant , on Irouve a: =100 . Il faut donc prendre 100 hectolitres à 22 fr.
Le même problème , traité généralement , donnera une formule pour résoudre toutes les questions analogues. Soient n le nombre d'hectolitres donné , à a francs l'hectolitre , * le nombre d'hectolitres cherché à b francs l'hectolitre , soit enfin c le prix- d'un hectolitre du mélange. Le pris total du blé sera no+fa; et le nombre total d'hectolitres n + x ; on aura donc ™+bx_
d'où Fan tire x ~~^ZTp •
c'est-à-dire qu'il faut multiplier le nombre n d'hectolitres donnés par la différence, a— c , entre le prix supérieur et le prix moyen , et diviser le produit par la différence , c — b , entre le prix moyen et le prix inférieur.
Si, par exemple, on suppose -» = 40 ; <i = 24 , 6=19 ; c = 2I , on trouvera
Equations et problèmes du premier degré. 53 75. Troisième problème. Une paysanne, chargée de vendre des œufs au marché, vend à une première personne lu moitié de ses œufsplus la moitié (tun œuf; à une seconde personne la moitié de ee qui lui reste plus la moitié d'un œuf; enfin , à -une troisième la moitié de ce qui lui reste de la seconde vente, plus la moitié d'un œuf. Après ' cette troisième vente , il lui reste 7 œufs ; combien en avait-elle en arrivant au marché?
Soit x le nombre d'oeufs qu'avait lu marchande en arrivant. Elle vend à une première personne un nombre d'œufs marqué par ; il lui en reste donc après cette première vente
x — ~ — i ou ^ — | . Ellevendàunesecondepersonneïamoitié
de ce qui lui reste, c'est-à-dire j — j , plus- la moitié d'un cent,
ou j — \^~\ , ou encore ; il lui en reste donc
Elle vend à une troisième personne la moitié de ce qu'il lui reste de celte seconde vente , c'est-à-dire ~— | , pluslamoitiéd'unœuf, ou ^ — , ou encore ; il lui reste donc
ï"~4 _ 8~8 0U 8~8 ■ Mais , d'après l'énoncé , ce reste doit être égal à 7 ; on a donc l'égalité
c'est l'équation du problème. En la résolvant, on trouve #—63 .
En effet , à la première personne , la paysanne vend la moitié de 63 plus la moitié de 1 , ce qui est la même chose que la moitié do 64 -, c'est-à-dire 32 ; et il en reste par conséquent" 31 . A la seconde personne, elle vend la moitié de 31 plus la moitié de 1 , ce qui est la même chose que la moitié de 32 , c'est-àdire 16 , et il en reste par conséquent 15 . k la troisième personne, elle vend la moitié de J5 , plus la moitié de I , ce qui est la même chose que la moitié de 10 , c'est-à-dire 8 ; et il en reste bien 7 , comme l'exige l'énoncé.
Quatrième problème. Un ouvrier peut faire un certain ou
vrageea l&heures de travail; un second ouvrier ferait le même ouvrage en 24 heures de travail; un troisième le ferait en 36 heures , On demande combien d'heures les trois ouvriers travaillant ensemble emploi/trou t a faire ce même ouvrage.
Soit x le nombre d'heures cherché. Le premier ouvrier Taisant l'ouvrage proposé en 18 heures , fera en 1 heure ^ de cet ouvrage. En x heures il en fera donc une fraction marquée par j| . Par une raison analogue , le second ouvrier, en x heures ,
fera ^ de l'ouvrage proposé ; et le troisième ouvrier en fera
^ . Or, la somme de ces fractions de l'ouvrage doit faire l'ouvrage entier, qui est pria ici pour unité; on doit donc avoir
18^24^36 z(4+3+2) , ,, , 72 „ ou 78 1 doù X= ~$ =S ■
Les trois ouvriers emploieront donc 8 heures .
On voit, en effet, qu'en 8 heures , le premier ouvrier fera les ~ ou les | de la tâche ; le second en fera les ^ ou le tiers ,
qui revient à ^ ;■ le troisième en fera les ^ ouïes | . Or, la
9 + 9+9 falt 9 00 c'est-à-dire la tâche tout entière.
On obtient facilement une formule générale pour résoudre les problèmes analogues. Soient a , b , r, lesnombresd'heures employées par chaque ouvrier pour faire la lâche à lui seul; en raisonnant comme ci-dessus , on arrivera facilement à l'équation :
qui donne x= , ; — , , - .
n ■ ab-\-ac-\-be
78. Cinquième raoïti.ïMf:. Plusieurs prrsiiitius puisent dans un vase contenant du vin : La première y prend 1 litre , plus le quart de ce qui reste; la seconde vient ensuite prendre 2 litres , plus le quart de ce qui reste (après avoir pris ces 1 litres ) ; la troisième vient ensuite prendre 3 litres , plus te quart de ce qui reste (après avoir pris ces 3 titres ) , et ainsi de suite. Il se trouve alors que le vin a été également partagé entre toutes les personnes.
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On demande la quantité de vin contenue dam le vote, le nombre des
personnes et la part de chacune d'elles. ,
Il n'y a réellement qu'une inconnue dans ce problème, bien qu'il semble y en avoir trois , les tiens antres se déduisant immédiatement <le la première. Soit doue x- le nombre de litres île vin contenu dans le vase. La part de la première personne sera , . x— 1 x + 3: ... , # + 3 3-r— 3
»+— ou -f- iet.lrestera x ^ o„ _ _ .
Lorsque la seconde personne aura pris 2 litres, il restera — ^— - — 2
ou 4 11 ; la part de cette seconde personne sera donc
les parts devant être égales, on a immédiatement l'équation du problème en égalant la première part et la seconde, ce qui donne
ar+3 3x4-21 ■ . . ,'J , • . „.
d'où x = 9 .
Le vase contenait donc 9 litres de vin.
Substituant cette valeur dans la première part, on la trouve égale à ou 3 litres ; el puisqu'elles sont toutes égales, le.
nombre des personnes est le quotient de 9 par 3 , ou 3.
Ou voit que l'ëuali'e <!es trois parts est uik' roiisi-qucncc de lY'giLlité des deux premières, et par conséquent l'énoncé du problème Contient plus (le conditions qu'il n'est nécessaire. Il est facile d'ailleurs dc'vérifier que ces conditions sont remplies. " . - ■ ' .'
La première personne prend 1 litre , il en reste 8 ; le quart de ce reste est i ; la part île la pivmirVc porfdime est donc 1+2 ou 3 . Il reste alors 6 litres dans le vase. La second^ personne en prend 2 ; il en reste A ; le quart de ce reste est 1 ; la part de !a seconde personne estdonc 2 + 1 ou 3 . Il reste alors 3 litres dans le vase. La troisième personne prenant ces 3 litres , plus le quart de ce qui reste , ou zéro , la part dé celle troisième personne est égale il 3 comme celle de chacune des deux autres.
76. Il n'est pas sans intérêt de traiter le même problème d'une manière générale, en supposant qu'au'Iieu de'prendre chaque fois le quart de ce qui reste dans le vase, on en prenne une fraction
marquée p^r î .
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Dans cette hypothèse , la part de la première personne est 1+ — oii r * . Il reste dans lé vase x — — î
ou — — - — *il r seconde personne prenant 2 litres sur ce reste, il reste alors dans le vase
. nx-x—n+l nx~x—
La part de lu seconde personne
ou 2 -j ; 1 — ou encore — '■ — ! — .
Égalant les deux premières parts, on obtient l'équation z + n-l _ nx—x+în<-37 l + l
ou nas-f-tf— »— *»— œ+ï'rf— 3s-f J ,
d'où x = n t — 2n+\ ou j-=(b— 1)' .
Cette valeur de s , substituée dans l'expression de la première part, donne ponr In valeur de cette part
n*— 2» + l+Ji — 1 »■— « . ■ ■ ! , ou , ou enfin » — 1 .
Divisant la valeur de x par la valeur d'une part, ou (n — ()" par (n — l) , on obtient pour quotient le nombre des parts, qui est ji— 1 .
Il reste à vérifier l'égalité de toutes les parts. Or, d'abord , les deux premières sont égales, puisque c'est en écrivant cette égalité qu'on a obtenu l'équation du problème. Cela posé, pour démontrer l'égalité de toutes les autres nous emploierons un mode de démonstration dont on fait un fréquent usage en Algèbre. II consiste à faire voir que si la proposition a été vérifiée pour un certain nombre de paris, elle sera vraie encore pour la part suivante; et, en effet, . si cela étatl démontré, comme les Jsux premières parts sont égales, il en résulterait que la troisième est égale à chacune des deux, premières; les trois première? étant donc égales, il en résulterait que la quatrième est égale à chacune des trois premières, et ainsi de suite : donc il serait démontré que toutes les parts sont égaies.
Supposons donc que les p premières parts sont égales, etdéraontrons que lu part suivante, ou la (p + lf~ , est égale à une
quelconque des précédentes. Pour cela, remarquons que la première part ayant- pour valeur n — î , lasomme des p premières parts, est (n — i)p .Quand ces p premières parts ont été prises, il reste dans le vase («'— 1)'— (n — l)p . Or, la première personne prend 1 litre avant de prendre | de ce qui '
reste; la deuxième personne prend de même 2 litres , la troisième prend 3 litres , la p*~* prend donc p litres , et la (p-J-l)*"* prend p-f-1 litres. Il restera donc alors dans le vase („_!)•_(» — l)p_(p-J-1) .
La part de la (p-\-iy~ personne sera.donc
p I 1 I ("-D'-ftt-Dff-fy+i) e ~ ~ r n '
ûa »(P + l) + (*-lf-(*-l)p-lP+ U
n ' ou, en effectuant les multiplications, et réduisant
np + n + n'— 2» + i — np+p — p — 1 m n'— n .
ou, enfin, n — 1.
La {p-\- If part est donc égale à la première. Donc, d'après les raisonnements faits plus haut, toutes les parts sont bien égales.
Nous avons insisté sur ce problème , parce qu'il offre un utile exemple de mise en équation et de bons exercices de calcul.
77. Le lecteur pourra s'exercer sur quelques-uns des problèmes dont les énoncés suivent:
I. Partager 24 en deux parties telles que le 5™ de la première, plus le 7™ de la seconde, fussent 4 . (Réponse : 10 et 1-1.)
II. Un enfant, interroge sur son âge, répond ; nDans l&ans mon âge sera le triple de ce qu'il était il y a 2 ans . •> On demande l'âge actuel de l'enfant, (Réponse : 11 ans . }
III. Une fontaine peut remplir un bassin en G heures , une autre peut le remplir en 8 lièvres , une troisième en 10 lieures . Lorsqu'elles coulent ensemble, pendant 2 heures , il s'en faut dp 26 hectolitres que le bassin ne soit rempli. Que/le est sa capacité Y (Réponse: 120 hectolitres .)
IV. l'ii'. personne ehuri/ubb: pn.iiaije 50 fr. entre 20 pauvres,parmi lesquels il y a un certain nombre d'hommes et de femmes, et un seul enfant ; elle donne 3 fr. à chaque homme,. 2 fr. à chaque femme, et 1 fr. à l'enfant. On demande combien il y- avait
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d'hommes,eteombienityaoaitdefeitmes. (Réponse: llhommes
et 8 femmes.) -
V. Un père laisse 10000 fr. à set quatre JUs, et ordonmpar testament que le premier aura 2 fois autant que le second, moins 2000/r. ; le second Sfois autantquele troisième, moins 3000/r. et le troisième 6 fais autant que le quatrième, moins 4000 fr . Quelles seront les parts des quatre fils? (Réponse : 4000 fr. , 3000 fr. , 2000 fr. et. 1000 fr.)
VI. Un rose contient un mélange d'eav et de vin. On en retire le quart et on le remplace par de l'eau; on retire ensuite le quart de ce nouveau mélange, et on le remplace également par de l'eau; enfin on retire le quart de ce troisième mélange, et on le remplace encore par de l'eau. Il arrive alors que k vase contient 3 fois plus d'eau que de vin. On demande dans quel rapport étaient Veau et le vin dans le mélantjc primitif. ( Réponse : comme 11 est à 16 0
S IV. Késohilimi li'im fiysUmif! île ilrnx l'ijimlinns iln premier degré I deux Inconnues.
7ii, Lorsque, dans un problème , il y a deux inconnues, .il faut que l'énoncé fournisse deux équations outre ces inconnues. Si , en effet, il n'eu fournissait qu'une, on pourrait attribuer à l'une des inconnues une valeur arbitraire ; ou n'aurait plus alorsqu'uoo équation ne contenant que la seconde inconnue pour laquelle on trouverait un nombre (imité de valeurs (une seule, par exemple , si l'équation était du premier degré par rapport à cette inconnue ) ; et, comme on pourrait répéter ce calcul pour toutes les valeurs arbitraires attribuées à la première inconnue , on voit qu'il y aurait, en général, un nombre illimité de systèmes de valeurs propres à vérifier l'équation. On dit , dans ce cas , que le problème est indéterminé.
Si, parexemple, on n'avait entre deux inconnues a' et y que l'équation unique "■ ".
on pourrait attribuer à y une valeur quelconque , la valeur cor- , respondante de x serait
ou la valeur attribuée à y , augmentée d'une unité. Il y aurait donc une infinité de solutions, et le problème serait indéterminé.
Nous supposerons donc dans ce paragraphe que l'énoncé du problème fournit deux équations du premier degré a deux inconnues.
79. Une équation à deux inconnues est dite du premier degré lorsqu'après y avoir fait disparaître les dénominateurs , les inconnues n'y entrent qu'à la première puissance, et n'y sont point multipliées entre elles. D'après cela : une équation du premier-degré à deux inconnues, ■ x et y , ne peut renfermer que tvois espèces do termes ; savoir : des ternies contenant x à la première puissance, des termes contenant y à cette même puissance, et des termes indépendants de a; etde . y .Concevons qu'après .avoir fuit disparaître les dénominateurs (01), on ait réuni dans un même membre tous les ternies qui contiennent les inconnues, et daus l'autre membre les termes qui en sont indépendants; puis, qu'après avoir opéré les réductions , on ait mis x en évidence parmi tous les termes qui le contiennent , et qu'on en ait fait autant pour y ; l'équation se présentera sous la forme
dans laquelle a , b et c peuvent Être des quantités numériques ou algébriques, monômes ou polynômes.
La quantité a senomme ordinairement le coefficient de x , et la quantité h se nomme If ein'flinertt de w .
Nous admettrons donc que le problème fournisse deux équations de cette forme. lU-soudre. ces équations c'est trouver les valeurs qu'il faut attribuer aux inconnues pour satisfaire a la lois aux deux équations. Pour y parvenir on remarque d'abord que , si l'une des deux équaLions proposées ne renfermait que l'une des deux inconnues , les valeurs des deux inconnues s'obtiendraient immédiatement. Soit, en effet, une équation à deux inconnues
5 #4- 2 y = 33 [1] et une équation à une seule iu connue, qu'on peut toujours supposer résolue ; par exemple
si l'on met pour x la valeur 5 dans l'équation [1], elle devient
d'où 2y =33— 65=8 et y = A.
Etcesvaleurs x^b , y~4 sont les seules qui puissent satisfaire aux équations proposées [i] et [2]; caria seconde exige que x soit égal à 5 ; et si x est égal à 5 . , l'équation [1] se change en l'équation [3], qui revient à y — A , et n'est satisfaite que quand on y met 4 à la place de y
On voit donc que si l'une des équations proposées ne contenait que l'une des inconnues , .r par exemple, cette équation donnerait immédiatement la valeur de r. ; et en substituant celte va-
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leur à la place de t dans l'équation à deux inconnues, on en tirerait lu valeur correspondante de y ; et l'on aurait ainsi le système unique de valeurs de x etde y propre à satisfaire à la fois , aux deux équations.
Tout l'artifice de la résolution d'un système de deux équations du premier degré à deux inconnues, consiste donc à déduire de ce système d'équations un système de deux autres équations équivalentes (c'est-à-dire admettant les mêmes valeurs pour les inconnues), et telles que l'une d'elles ne contienne que l'une des deux inconnues. C'est ce que l'on appelle éliminer une inconnue. 11 y a pour cela plusieurs méthodes que nous allons exposer, en traitant d'abord des exemples particuliers.
Soient les deux équations
5./- +2 y =33 [1] 7x— 3y=23 g]; proposons-nous d'éliminer l'inconnue y . Observons pour cela qu'il est toujours permis d'ajouter ou de soustraire deux équations membre à membre ; car si deux quantités sont respectivement égales à deux autres quantités , la somme ou la différence des deux premières est évidemment égale à la somme ou à la différence des deux dernières. Or , si y avait le même coefficient dans les deux équations , on ferait disparaître cette inconnue en retranchant ces deux équations membre à membre ; et si y avait dans les deux équations des coefficients égaux et de signe contraire, on atteindrait le même but en ajoutant ces deux équations membre à membre.
Dans l'exemple qui nous occupe, y n'a pas le même coefficient dans les deux équations; mais il est facile de faire en sorte qu'il en soit ainsi : il suffit pour cela de multiplier tous les termes de la première équation par le coefficient 3 de j dans la seconde , et tous les termes de la seconde par le coefficient 2 de y dans la première , ce qui est permis (04).
On obtient ainsi les équations :
l&x + Qy=W [3] 14.r — 6y = 46 '[4].
et, en les ajoutant membre à membre, puisque y a maintenant, dans les deux équations, des coefficients égaux et de signe contraire, il vient
Î9z = ltë ',
d'où x — ^ ou x=6 Œl'
Nous sommes ainsi ramenés au cas du numéro précédent, et nous
avons vu que les valeurs qui satisfont aux équations [1] et [5] sont x = 5 ■ et y = 4 ,
De là cette règle :
Lorsqu'on a deux équations du premier degré à deux inconnues, pour éliminer l'une de ces inconnues, il fav.t multiplier tous les termes de la première équation par le coefficient de cette inconnue dans la seconde, et tous les fermes tic la seconde par le coefficient de cette même inconnue dans ta première. On soustrait alors , ou bien l'on ajoute , les deux et/ mitions membre à mruihri-, selon que l'inconnue à éliminer se trouve, avoir dans les deux équations des coefficients de même sit/ne mt de sir/ne contraire.
Bemarques. ï. Cette règle, qui a beaucoup d'analogie avec la réduction des fractions au même dénominateur, est aussi susceptible des moines simplifications; si lus coefficients du l'inconnue à éliminer avaient des facteurs communs, il suffirait de multiplier tous les termes de chaque équation par les facteurs non communs du coefficient de l'inconnue à éliminer dans l'autre.
II. Si l'inconnue à éliminer n'avait dans l'une des équations d'autre coefficient que l'unité , il suffirait- de multiplier tous les termes de cette équation par le -coefficient de cette inconnue dans l'autre; ce qui rentre au reste dans la règle générale.
81. Il faut démontrer maintenant que l'équation obtenue par cette élimination, jointe à l'une des équations proposées, forme un système équivalent à celui des deux proposées. .Mais ou peut démontrer plus généralement que, si l'on multiplie la première équation par une quantité quelconque m , la seconde par une quantité quelconque n , et qu'on les ajoute ou qu'on les retranche membre à membre, l'équation ainsi obtenue, jointe à l'une des deux proposées forme un système équivalent à celui des deux proposées.
Soient, en effet, les deux équations
ax-\-by = c [1],
«fe+*W M;
multiplions la première par m , et faisons passer tous les termes dans le premier membre; multiplions la seconde par n , et faisons de même passer tous les termes dans un même membre; nous obtiendrons ces deux équations
{ax+.by-c)m = Q [3], tfx+tfy — c')n = 0 [4], équivalentes aux deux premières (85, 64).
Retranchant membre à membre, on obtient
(ax+by — c)m~ tfx+1fy — c')n = 0 [5].
Il s'ugit (le démontrer, par exemple, que le système des équations [1] et [,V[. équivaut au système des équations [1] et [2].
Or, tout système de valeurs de x et de y, .qui satisfera aux équations [I] et. £2], annulera les premiers membres des équations [31 et [4], et par suite le premier membre de l'équation [5] qui en est la différence, ces videurs salisienin! dune a l'équation , et conviendront par conséquent au système [1] et [5],
Réciproquement : tout système de valeurs de j- et de y qui satisfera aux équations [I] et [ô], annulera les premiers membres des équations [3] et [jl , et par tuile, le premier membre de t'équation [4] qui en est la différence; ces valeurs satisferont donc à l'équation [2] qui est la même que [4], et conviendront par conséquent au système [1] et [2]. ■ , ,
Donc enlin le système [1] et [.">] équivaut au système [ I ] et [2] .
Tl en serait encore de même si, au lieu de soustraire membre à membre les équations [1] et [2], on les eût ajoutées.
Rkjuhouk. Si, en particulier, les valeurs de m et de n sont telles que ' y disparaisse de l'équation [5] , notre conclusion subsiste . et la légitimité de l'élimination eiléeluée plus haut se trouve démontrée.
liïï. Nous donnerons ici deux exemples du mode d'élimination exposé ci-dessus.
I. Soient d'abord tes deux équations numériques . -' '" 7x^9y = no ,
On remarque que les coefficients de ij ont le facteur commun 3 ,ét quo les facteurs nmirommunssont 3 et 2 ; multipliant donc tous les termes de la première équation par 2 et tous ceux de la seconde par 3 , il vient
Ux + lSy — zm
15*-fl8y=291 ; retranchant, membre à membre , la première de la seconde , puisque les coefficients de y ont le même signe , on obtient
Cette valeur , mise pour x dans la première équation , donne
77 + Oy — 140 d'où 9y=63 et y = 7.
■ 11 . Soient maintenant les deux équations littérales :
bx-\-oy = a'-\-b' .
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Multiplions' tous lés termes de la premiers par a , et tous ceux de la seconde par 6 , nous aurons
a'x — ttÙr/ = o 1 + aÈ 1
b>x + aby=<tb+b: ■■ Ajoutons membre à. membre; puisque les coellicienis de y ont des signes contraires , il viendra
tâx + b'x = « 5 + a'b -f- ai' + 6 1 ou (lï'-t-^.B^tf+^.-hsé'+é*
„; où „„ «_.+:».
Cette valeur, mise pour x dans la première équation , donne n'+qù — by = a'+!>> , d'oit by=ab — U' ,.
■ ab—V
puis y= __ ou y=n— 6
111. Le lecteur pourra s'exercer sur les deux exemples suivants : 12*— 5j = 6 d'où *=c=| .
. (2o4-6)a:— (2a™ fi)y=8n* ' d'où ar=2o+A
85. Nous avons uxpoàé in proutîùnj la imitlmdé d'élimination qui offre dans la pratique le plus de commodité. On lui donne ordinairement le nom de méthode par rédaction (au même coeiïïcient ). Mais l'élimination peut s'opérer de plusieurs autres manières.
I. Soient les deux équations traitées plus haut
5ir+ay=33 .. [I],
Supposons, pour un instant , que la valeur de x ait été déterminée par un procédé quelconque; en ia mettant pour x dans l'une des deux équations proposées, dans la première, par exemple, on en tirerait la valeur correspondante de y . Or, si l'on lire de la première équation la valeur de y , en y regardant x comme connu , on obtient : , - . .
Cettevaleurjoinvaàlavaiourqu'onsûpposeavoirti'ouvéepour * ,
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doit satisfaire à la seconde équation proposée. SI donc on met dans l'équation [2], à la place de y la valeur [3], J'égalité
à laquelle on parvient, sera une condition à laquelle la valeur de x devra satisfaire. Cette condition, traitée comme une équation où l'inconnue est x , donnera donc la valeur de x . En la résolvant, on trouve .i:=5 , comme on l'a trouvé par une autre méthode ; et i^tte valeur, mise pour x dans l'équation [3] donne de ■même y = 4 '..
.On voit que cette méthode consiste à prendre la valeur de l'une dos inconnues dans l'une des deux équations , en y regardant l'autre inconnue comme déterminée, et a substituer cette valeur dans la seconde équation, qui ne contient plus alors qu'une seule inconnue. ' En conséquence on a donné à cette méthode le nom de méthode par substitution.
Elle a, dans la pratique, l'inconvénient d'introduire des dénominateurs qu'il faut ensuite faire disparaître. Mais elle offre l'avantage de pouvoir être généralisée , cl appliquée , comme on le verra , à des équations de degré quelconque . toutes les fois que l'une de ces équations peut se résoudre par rapport ù l'une des inconnues.
84. II. Reprenons encore les équations [1] et [2] du numéro précédent. Nous avons vu que , si l'on y regarde x comme déterminé, et qu'on tire de la première la valeur de y , on obtient
y _ 33— jj-
Si l'on tire de même de la seconde la valeur de y , on obtient
Or, ces deux valeurs de y doivent être égales, puisque les mêmes valeurs de x et de y doivent satisfaire à la fois aux deux équations; en les égalant, on aura donc une condition à laquelle la valeur de x devra satisfaire. Cette condition
traitée comme une équation où l'inconnue est x donne encore x = ô ; et cette valeur mise pour x dans l^inc quelconque des deux valeurs de y ci-dessus , donne y = 4 .
Cette méthode est connue sous le nom de méthode par comparai-
ÉQUATIONS BT PIlOltLÈMES DU PBBMTEB DÏGHÉ. 65
son. Elle a, comme la précédente, l'inconvénient d'introduire des dénominateurs.
83. (II. Enfin, reprenons une dernière fois les équations [1] et [2] du n° 85. Si l'on multiplie la première par une quantité indéterminée m , et qu'on les ajoute membre à membre, on obtient 5ffl.T + 7a- + 2wy— 3y = 33t» + 23 [5].
On a démontré au n° Ul que l'équation ainsi obtenue, combinée avec l'une quelconque des deux proposées, forme un système d'équations équivalentes aux proposées. Or, la quantité m étant quelconque, on peut en disposer de manière à taire disparaître de l'équation [ft] tous les termes en y . Pour cela, il suffît de poser
2ra=3, d'où m = ~ . Celte .valeur, mise pour m dans l'équation (S), la réduit à
d'où l'on tire encore x=6 ; et par suite y = 4 .
Siiescoefflcientsde y dans les deux équations proposées avaient eu le même signe, il eût fallu soustraire les équations an lieu de les ajouter.
Cette méthode, qu'on désigne sous le nom de méthode des coefficients indéterminés , offre , comme les doux précédentes , l'inconvénient des dénominateurs. Mais nous verrons bientôt qu'on peut s'en servir de manière à tirer à volonté d'une seule et même équation (l'analogue de l'équation [.']]), soit la valeur de x , soit la valeur de y . Elle se rattache d'ailleurs à l'une des méthodes les plus générales et les plus fécondes de l'Algèbre. Nous y reviendrons incessamment ; il nous suffit ici de l'avoir signalée.
Remarque. Les trois dernières méthodes que nous venons de faire connaître reviennent au fond à la première , comme il serait àiséde s'en convaincre; mais la méthode par réduction est plus simple, plirs rommctlr et p/us èléijante.
88. Remarques sur lis inégalités. Une question fournit quelquefois deux conditions exprimées par deux inégalités, dans lesquelles entrent deux quantités pour lesquelles on veut obtenir des limites; c'est ce qu'on appelle résoudre ces deux inégalités. On peut, en général, employer h net effet la méthode par rédiif.lion; mais il faut bien remarquer: l'qu'on ne pe ut ajouter deux inégalités membre «membre qu'autant que les signes d'inégalité sont dans le même sens. Ainsi de <i>6 et e>rf on peut déduire a + c> b + d :
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mais on oc pourrait savoir si a-—c est plus grand ou plus petit que b — d .
■ 2° Qu'on ne peut soustraire deux inégalités' membre à membre qu'autant que les signes d'inégalité sont de sens contraire : ainsi de
7>5 et 2<3 on peut déduire 7— 2>5— 3 en retranchant l'inégalité avec le signe < de l'inégalité avec le signe > , et en mettant le signe > dans l'inégalité résultante. Mais on ne pourrait rien conclure, en général, pour leur somme.
La résolution de deux inégalités du premier degré ne sera donc pas toujours possible.
Si l'on a, par exemple, les deux inégalités
4x — 3y>ll .et 7y— 2a;>3 , on en tirera par multiplication et addition , comme pour des équations,
x >jî et y>ïï >
mais si l'on avait les inégalités
4x + 3y>U et 7y — 2j;>3 , on en tirerait bien y>j^ ,parceque x s'élimine par addition ;
mais on ne pourrait pas en déduire une limite pour x , parce qu'il faudrait soustraire pour éliminer y .
Si l'on avait au contraire les inégalités
4» + 3y>ll et 7y—2x<& , on en tirerait bien , parce que y s'élimine en retran-
chant la seconde inégalité de la première ; mais on ne pourrait pas en tirer une limite pour y , parce qu'il faudrait additionner pour éliminer x .
5 V. Problèmes qui coaduiscnl a deux équations du premier degré
Parmi les problèmes qui présentent plusieurs inconnues , il n grand nombre qu'on peut résoudre en n'employant qu'une
Prenons pour exemple ce problème : Partager 15 en deux parties telles que la première surpasse d'une unité les ■= de la seconde.
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Si l'on appelle x la première partie, la seconde sera 15 — x , et l'énoncé du problème fournit immédiatement l'équation "*
d'où l'on tire x = 0 . Les deux parties sont donc 9 et ft ; et, en effet, 9 surpasse d'une unité le nombre S qui est les
Mais lorsqu'on traite ainsi, à l'aide d'une seule inconnue, un problème qui en comporte plusieurs, c'est qu'on opère mentalement une véritable élimination. Dans le problème qui précède, par exemple, si l'on désigne par. as la première partie et par y la seconde, on a les deux équations
et si l'on tire de la première la valeur de y, pour la substituer dans la seconde, c'est-à-dire si l'on élimine y entre les deux équations, on retombe sur l'équation [1]. C'est cette élimination de y qu'on a opérée mentalement quand on a traité le problème avec la seule inconnue, x .
Ces éliminations tarilcs, ijiii abrègent évidemment le calcul écrit, compliquent en revanche les opérations moniales que nécessite la mise en équation du problème ; en sorte que , hors des cas trèssimples, comme celui qui précède , ou ceux des problèmes I , IV, V, proposés au n° 77, on perd plus qu'on ne gagne à diminuer le nombre des inconnues. C'est même, comme exercice d'intelligence seulement que nous avons proposé alors au lecteur le problème , du n° 77, que l'on traitera plus aisément avec deux inconnues, quoique leur rapport seul soit l'inconnue demandée..
Nous croyons donc devoir donner comme conseil général d'introduire dans le calcul toutes les inconnues que le problème comporte ; si, parmi les équations qui les lient il y en a de très-simples, comme l'équation as ~\- y= 15 de tout à l'heure , on opérera par écrit les éliminations très-simples qu'on eût opérées mentalement; voila toute la différence.
Nous ajouterons , par anticipation , que l'introduction de toutes les inconnues facilitera, en général, la discussion du problème; nous verrons , eu effet , qu'il se présente parfois des circonstances inexplicables en apparence, lorsque l'on a réduit mal à propos le nombre réel des inconnues.
68 'PHKMIfcBB PARTIE.,— CHAPITRE^ I1L
Quant il la mise en équation , elle est soumise a la seule règle générale que nous avons donnée au n° 70. Il ne" nous reste donc qu'à donner quelques exemples de problèmes conduisant à deux équations du premier degré à deux inconnues.
88. Premier problème. Deux espères de pièces de monnaie sorti telles : que 2 pièces de lu première, plm 5 pièces de la seconde font 13 fr. ; el que 18 pièce* de la seconde surpassent de 1 fr. béent, lavaleurde 6 pièces de la première. Quelle est la valeur, en francs et centimes, de chacune de ces deux espèces de pièces de monnaie?
Désignons par x la valeur d'une des pièces de la première espèce, et piir y la valeur d'une des pièces de la seconde. Nous aurons, d'après l'énoncé, les deux équations :
ix + *>j = \y ,
On éliminera * en multipliant la première équation par 5 , , la seconde par i et ajoutant; on trouve ainsi : 3«y+25y = 65 , +2',10 ,.
ou 61y = 67',10 , d'où y = l c ,10 .
Celte valeur, mise pour y dans la première équation , donne
2A-+5 f ,50=13 r . , d'où x = 3' l 75 .
Chaque pièce de la première espèce vaut donc 3',75 , et chaque pièce de la seconde espèce l',10
89. Deuxième problème. Trouver une fraction telle que si l'on ajoute une unité à chacun de ses termes, elle devienne égale à ^ ; et gue si l'on retranche au contraire une unité de chacun de ses termes, elle devienne égale à - .
-■Soient x le numérateur et y le dénominateur; l'énoncé fournit sur-le-champ les deux équations suivantes :
H- 1 -* et *Z±-i y + l~i ? y-l~3 '
pu . 3y — 4x=l et Zx — 2y=l ,
qui donnent x = 5 et y = 7 . La fraction demandée est donc
| . Si , en effet, on ajoute une unité à chacun de ses termes, elle
'devient g ou | ; et si l'on retranche au contraire une unité de
chacun de ses termes , elle devient i on | .
Equation» et problèmes du premier degré. 69 ttO. Troisième problème. Un nombre est composé de deux chiffre»; - dont la somme absolue est 14 ; et si on (e retourne} il augmente de 36 ; quel est ce nombre?
Soient x le chiffre des dizaines, et y cejui des unités;on aura d'abord
x+y=U [l] Maintenant, le nombre demandé a pour valeur îQx^y . , et le nombre retourné a pour valeur 10y-\-x .Or, d'après" l'énoncé, ce second nombre surpasse le premier de 36 , on a donc
I0y + x=\0x + ,j + m , ou 9y — 9#=36 ,
ou encore y — x — i [2]-
On connaît donc la somme et la différence des deux chiffres ; en vertu du théorème démontré au n° 3 , le plus grand , y , est égal à la moitié de leur somme plus îa moitié de leur différence, c'està-dire à 7 -f- 2 ou 9 ; et le plus petit, x , est égal à la moilié de leur somme moins la moitié dejeur différence , c'est-àdire à 7 — 2 oui 5 ; c'est ce qu'on verrait d'ailleurs en résolvant le système des équations [1] et [2].
Le nombre demandé est donc 59 ; en effet, la somme de ses chiffres est 14 ; et lorsqu'on le retourne, on obtient 95 qui surpasse 59 de 36.
91. Quatrième problème, r ne personne qui possède 60000 fr. , en a placé, vne partie à 4^ pour 100 , et l'autre à H^pour 100 ; ce qui lui fait un revenu de 2500 fr. On demande combien elle a placé au taux de 4£ , et combien au taux de 3£ .
Soient x et y les deux sommes placées; on aura d'abord x -fy = 60000' .
Maintenant, le capital x au taux de i h ou £ , donne un revenu annuel de ou . Le capital y , au laux
de 3£ ou l , donne un revenu annuel de ou .
La somme de ces revenus partiels doit taire le revenu total 2500 fr. ; on a donc pour seconde équation >
ou bien , 9x + 7y = 500000 fr.
Mettant pour y sa valeur 6000O 1 — x tirée de la première équation , et effectuant la multiplication par 7 , il vient
9x + 420000 - 7,r=5uO00O [ , d'où ;t = 400O0 f ,
par suite y =20000' .
En effet, 40000 fr. à 4 4 pour 100 rapportent 1800 fr. ; et 20000 fr. à 3 i pour 100 rapportent 700 fr. ; la somme de ces deux revenus fait bien 2500 fr .
92. Cinquième problème. Une montre marque midi; l'aiguille des minutes est alors sur celle des heures. On demande à quelle heure se fera la prochaine rencontre des deux aiguilles, et chacune des autres rencontres successives.
On sait que le tour du cadran est divisé en 60 parties , dont chacune répond à une minute pour la marche delà grande aiguille ; on sait de plus que la grande aiguille parcourt les 60 divisions en une heure , tandis que la petite aiguille n'en parcourt que 5 .
Cela posé, soit x le nombre des divisions parcourues par la grande aiguille, depuis midi jusqu'à la première rencontre; et soit y le nombre des divisions parcourues par la petite dans le même temps. On aura d'abord
d'où a; = 12y ' [I].
En second lieu, la grande aiguille prenant l'avance ne pourra rencontrer la petite qu'aprùs une révolution complète ; le nombre de divisions parcourues par la grande aiguille se composera donc de 60 , plus le nombre des divisions parcourues par la petite ; c'est-à-dire qu'on aura
De ces deux équations on tire très-facilement
La grande aiguille aura donc parcouru 1" 60 divisions , qui correspondent à une heure, 2° f{ de division, ou 5 divisions-^ , qui correspondent à & minutes et A ■ H sera donc
Quant à la deuxième rencontre , il est clair qu'elle se fera l'S™ J7 après la première, puisqu'à l'instant de la première rencontre les aiguilles se retrouvent l'une par rapport à l'autre comme elles étaient à midi. Usera donq ï^io-jf • . En ajoutant successi-
Equations et problèmes du premier degré. ïi vement i^Û-^- , od trouvera pour les heures des autres rencontres successives :
lu 1 54" ^ et enfin 12 11 ou minuit;
ce qui fait, en tout, 11 rencontres en 12heures .
93. SrliÈHE problème. Hiéron, roi de Syracuse , avait remis à un orfèvre 10 livres d'or pour faire une couronne qu'il voulait offrir à Jupiter. Le travail étant achevé , la couronne se trouva du poids de 10 livres ; mais le roi, soupçonnant que Porfévre avait allié de l'argent à l'or, consulta Archimède. Celui-ci, sachant que l'or perd dans l'eau les 52 millièmes desonpoids, et que l'argent y perd les ^millièmes desonpoids, détermina le poids de la couronne plongée dans l'eau , et trouva qu'il était de 9 livres 6 onces ; ce qui fit reconnaître la fraudé. On demande combien il y avait de litres de chaque métal dans la couronne.
Soient x le poids de l'or, et y le poids de l'argent contenus dans la couronne. On aura d'abord l'équation a; -f j, = 160
si l'on suppose les poids exprimés en onces.
Maintenant, puisque l'or perd dans l'eau les 52 millièmes de son poids , le poids x de l'or contenu dans la couronne perdrait
dans l'eau . Par une raison analogue , le poids y de l'ar-
gent contenu dans la couronne, perdrait . La sommo de
ces deux pertes doit faire la perte totale qu'a subie ditns l'eau le poids de la couronne, c'est-à-dire 10 onces ; puisque la couronne, qui pesé 10 livres dans l'air, ne pesé plus dans l'eau que 9 livres 6 onces . On a donc pour seconde équation :
1000^1000 • ou ffia-f-0§y = 10000 .
Mettant pour ;/ sa valeur 160 — x tirée delà première équation , il vient
ou 52^+15840 — 99;c=10000 ,
d'où 15840 — 10000 = 99^ — 52* ,
ou 5840 = ilx ,
d'où x = —^- d'once, ou 124 onces $ , ou enfin x' = 7 livres 12 onces $
Par suite y = 2 livres 3 onces .
04. On peut tirer d'un calcul analogue une formule générale pour obtenir les proportions d'un alliage, connaissant sa densité el celle des métaux qui le composent. En effet, soient d et d' les densités des méiaux alliés, i et y leurs poids , et d" la densité de l'alliage. Eu prenant pour unité le poids de
volume d'eau égal au sien. Ainsi g ■ J> ct j» représenteront respecUvemenl les poids de trois volumes égaux à ceux îles métaux alliés et à celui de l'alliage. Or, si l'on admet que les inélaiix ne changent pas de volume en s'alllanl , le volume île l'alliait' sera la s-amint- des vulumes des métaux alliés ; au devra donc avoir
De ces deux équations, ou Uns
Le rapport de ces deux valeurs est
11» , d' = î , d"= 16 , on trouvera
1x1 « i__inx9_&ï .
c'eil-à-dire que les métaux alliés sont dansle t sur 64 uni lés de poids d'alliage, le premier second pour " de ces unités de poids.
I. Trouver un nombre tel qu'en te divisant par 5 on ait pour reste 2 ; qu'en le divisant pur 8 on ait pour reste 5 ;etque te quotient de la première division surpasse de 3 unités le quo-
ÉQUATIONS ET PROBLfcMES DU PREMIER DEGRE. 73
tient de la seconde. (Réponse : Les quotients sont 7 et 4 ; le nombre démandé est 37 ).
II. «. L'âne dit un jour au mulet : Si je prenais 50 kilogramme* de ta charge, la mienne deviendrait />■ duithlc d.e tu tienne. — Et moi, lui répondit le mulet , si je prenais-.. 50 kilogrammes delacliarge, la mienne deviendrait triple de la tienne. •-. On demande la charge de chacun. (Réponse : L'âne portait 110 kilogrammes et le mulet 130 kilogrammes .)
III. La dislance de Paris à Tours est de 225 kilomètres . Un convoi de wagons part de Paris pour Tours avec une vitesse de 25 kilomètres à l'heure; 1 heure 48 minutes après, un convoi part de Tours pour Paris avec une vitesse de 35 kilomètres à l'heure. On demande au bout de quel temps et à quelle distance de Paris les deux convois se croiseront. ( Réponse : Au bout de 3 heures à partir du second départ, et à 120 kilomètres de Paris.)
(V. Ih-n.i: joueurs cou fi-'init- :i I i/tte c-lui qui perdra la première partie doublent l'argent de son adversaire; que celui quiperdra la seconde triplera l'argent de son adversaire ; que celui qui perdra la troisième quadruplera l'argent de son adversaire; et ainsi de suite. Au bout de trois parties, la perte mjaiit <-tc a/lcrnative, ils se retirent chacun avec 48 francs . On demande ce qu'ils avaient en commençant le jeu. (Réponse : Le premier perdant avait 62 francs et son adversaire 34 francs .)
V. Deux vases contiennent à eux deux 11 litres d'eau. On prend la moitié de ce que contient le premier pour le verser dans le second; puis le tiers de ce que con tient alors le second pour le.verser dans le premier; puis le quart de ce. que contient alors le premier pour le verser do /is le second ; enfin un prend le cinquième de ce que contient alors le second pour le verser dans le premier. A cet in~ stant , le second vase se trouve contenir 1 litre d'eau deplusque le premier. On demande ce que chacun d'eux contenait primitivement. (Réponse : Le premier vase contenait 3 litres d'eau et le second 8 litres .)
VI. Si Ton augmente de 2 m la base d'un rectangle, et qu'on diminue sa hauteur de 3 m , sa surface diminue de. 48 m " 1 ; si Ton augmente au contraire sa buse de 3 m , et qu'on diminue sa hauteur de 2" , sa surface augmente de &"•< .Ondemàndela base et la hauteur, sachant que la surface se mesure en multipliant ces deux dimensions l'une par l'autre. (Réponse : la base a 30" 1 et la hauteur 24" .)
PRRM1ÈRK PARTIS. — CHAPITRE
S VI, Résolution d'un système de trois équations du premier degré n trois inconnues ; el en général d'un nombre quelconque d'équations du premier degré renfermant le même nombre d'inconnues.
9fi. Supposons d'abord qu'on ait à résoudre les trois équations 4x~7y+6z=i4 [1], 5a;+2y=33 [2], 7.v— 3y=23 [3], dont la première seule renferme les trois inconnues x , y , z , lesdeuxdemièrosnerenfûrmunLquelesdeuxmconnues x et y .
Les deux dernières équations pourront être remplacées par les valeurs
qu'on en tire (80, 81); et ces deux valeurs dans l'équation [1], lu réduisent à
20—14+63=24 ou 63=38—20=18 d'où, l'on tire s = 3 .
Et ces valeurs ries inconnues sont les seules qui puissent satisfaire au système des trois équations proposées; car les doux dernières n'admettent pas d'autres solutions que x=5 et y~4 ; et si a; et y ont respectivement ces valeurs , l'équation [1] se change en l'équation [4] qui n'admet pas d'autre solution que 3 = 3 .
Pour résoudre un système quelconque de trois équations du premier degré à trois inconnues, il faut donc tâcher d'en déduire un système équivalent, dans lequel deux des trois équations ne renferment que deux des inconnues.
Soient les trois équations
2a;— 3fj+53=27 [1],
Éliminons s entre les équations [1] et [2]; pour cela multiplions l'équation [1] par 4 , l'équation [2] par 5 ; et ajoutons membre à membre, nous trouverons :
Éliminons de même s entre les équations [1] et [3] ; pour cela
, mises pour i el j
multiplions l'équation [1] par 2 , l'équation [3] par 5 , et retranchons la première de la dernière , nous obtiendrons :
SU + 26y = l« [Si.
Les équations [4] et [5] no renfermant plus que x et y , on sait en tirer les valeurs de ces inconnues. Si , par exemple , on multiplie l'équation [4] par 13 , l'équation [5] par G , et qu'on retranche la seconde de la première, y disparaîtra, et il restera
110a: = 220 d'où <r = 2 .
Cette valeur, mise pour x dans l'équation [4], donne
46 + 18y=U8 ou 18y = 72 , d'où y — 4 .
Si maintenant dans l'une des trois équations proposées, dans l'équation [1] par exemple, on remplace x. par 2 et y par 4 , cette équation devient
4 — 12 + 53 = 27 ou 53 = 35 , d'où = = 7 . -
On voit , par cet exemple , que pour résoudre un système de trois équations à trois inconnues x , y , z , il .faut éliminer l'une des trois inconnues, z parexemple, deuxfois, s'avoir : entre la première équation et la seconde, par exemple .puis entre lapremière et la troisième; on obtient ainsi deux équations entre les deux inconnues x et y ; m en tire les valeurs de ces inconnues; on substitue ces valeurs dans l'une des trois équations proposées, et l'on en tire la valeur de la troisième inconnue ï .
RuARQUE. C'est pour plus do symétrie dans le choix des lettres que nous avons d'abord éliminé s ; il eût été plus simple et plus commode d'éliminer d'abord y ; savoir, entre les équations [1] et [2], puis entre les équations [2] et [3], à cause des facteurs communs que présentent les coefficients de cette inconnue. On aurait eu ainsi à résoudre les deux équations plus simples : 7x+ 63 = 56 , '9<r + l43 = 116 ; qui donnent x=2 et 3 — 7 . Ces valeurs mises dans l'équation [1], donnent ensuite y = 4 .
98. Les valeurs x=1 , y = 4 , z = 7 sont les seules qui puissent satisfaire au système des équations [1] , [4] et [5] ; nous l'avons démontré (90) pour un exemple analogue. Il reste donc à
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faire voir que le système des équations [1], [fl et [5] est équivalent au système îles trois équations proposées.
Mais on peut démontrer plus généralement que si l'on multiplie la première équation par une quantité quelconque t» , la seconde par une quantité n , et qu'on les ajoute ou qu'on les retranche membre à membre; puis qu'on multiplie la première par une quantité quelconque m' , la troisième par une quantité ni , et qu'on les ajoute encore ou qu'on les retranche membre à membre, la première équation, jointe aux deux équations ainsi obtenues, forme un système équivalent à celui des trois équations proposées.
Pour le démontrer, concevons qu'on ait fait passer tous les termes de chaque équation dans un seul membre; désignons pour abréger ces membres par A , B , G ; en sorte que les [rois équations proposées seront représentées par
A = 0 , B=0 et C=0.
Il s'agit de faire voir, par exemple, que le système
A = 0 , mA+flB=0 , m'A— n'C=0 est équivalent au premier.
Or, tout système de valeursde x , y, s qui satisfera aux trois équations proposées, annulera A , B ot C , et par suite mA-|-jiB et m'A — n'V. ; ces valeurs satisferont donc aux trois équations du second système.
Réciproquement : si un système de valeurs satisfait aux équations du second système, en vertu de A— 0 , ces valeurs annuleront A ; la seconde équation t»A-)-nB=0 se réduira donc à nB=0 , cequiexige B=0 ; et la troisième équation m'A — »'C=0 ou to'A=»'C seréduiraà 0=n'C , cequiexige C=0 ; c'est-à-dire que ies valeurs en question annuleront à In fois A , B et C , et satisferont par conséquent aux équations du premier système.
Remarque. Si, en particulier, les multiplicateurs m , n , m et n' sont choisis de manière qu'en ajoutant ou retranchant convenablement, l'inconnue a disparaisse des équations
mk+tiB=0 et m'A— »'C=0 , la démonstration subsiste ; ce qui démontre la légitimité du mode de résolution que nous avons employé.
89. Comme exemple d'équations littérales , nous traiterons les suivantes :
ax — by + cs = œ'-f c* [1] bx + cy — as=P+c> fl] -cx + ay+bz^+P [S].
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Éliminons z entre les équations [1] et [2], nous trouvons
d*+bc)x+(d>~ab)y=t?+t a *+Pc+* [4].
Éliminons z entre les équations [2] et [3], il viendra
ac) x -f (a*+ fie) y = a>+ ab' + b# + b" [5] . L'élimination de y entre ces deux dernières, donne
<a>+a t bc+atr>+BC , )x=a?-\-a i b+a s bc+a t b i + a'b'c+a'c' -\-ab'"'\-abe' ,
ou
(a'+abc + P+^X^ + tâb+a'bc+iib'+ab'c + aS+ab'+bc*; d'où, en divisant les deux membres par a , -^-abc-\-b'-^-c' , x=a-\-b .
Cette valeur mise pour x dans l'équation [5] donne
(a* + bc) y=a> + a'c + oèe-f be* d'où , en divisant les deux membres par a'-\-br , ;, = «+ C .
Mettant pour x et y leurs valeurs dans l'équation [1], elle devient
a , —bc+cz=a'+à' ou ez=b t -+c' ; d'où s=Zi-|-e .
100. Il est facile maintenant de généraliser la marche que nous avons suivie. Supposons qu'on ait 5 équations du premier degré entreles 5 inconnues x , y , z , « , ; . Oneliminera f quatre fois: par exemple entre la première équation et chacune des quatre autres ; on obtiendra ainsi 4 équations entre les inconnues x , y , s , « . On éliminera j< trois fois : par exemple entre la première de ces quatre équations, et chacune des trois autres ; on obtiendra ainsi 3 équations entreles 3 inconnues x , y , = . On éliminera s deux fois : par exemple entre la première de ces trois équations et chacune des deux autres ; on obtiendra ainsi 2 équations entre les 2 inconnues x el y . On éliminera y entre ces deux équations , et l'on obtiendra une équation qui ne contiendra plus qu'une seule inconnue x . On en tirera la valeur de celle inconnue. On portera cette valeur à la place de x dans l'une des deux équations entre x et y ; et l'on en tirera la valeur de y . On portera les valeurs de x et de y dans l'une des trois équations entre x , y et : ; et l'on en tirera la valeur de z . On portera les
valeurs de x , y et s dans l'une des quatre équations entre x , y , z et w ; et l'on en tirera la valeur dû m . On portera enfin les valeurs de x , y , s et u dans l'une des cinq équations proposées entre i , y , a , a et t. ; et l'on en tirerala valeur de ( .
On suivrait une marche analogue pour un nombre quelconque d'équations du premier degré renfermant le même nombre d'inconnues.
101. Le calcul se simplifie, lorsque toutes les équations ne contiennent pas toutes les inconnues. Si, par exemple, dons le cas de 5 équations entre 5 inconnues x , ij , ; , u et t , il y avait une équation qui ne contint pas l'inconnue x ; cette équation pourrait être prise pour l'une des 4 équations à 4 inconnues qu'on se propose d'obtenir; et il suffirait d'éliminer j' trois fois pour obtenir les trois autres. Si , parmi ces 4 équations entre les 4 inconnues y , s , u et ( , il y en avait une qui ne contint pas l'inconnue s par exemple, cette équation pourrait être prise pour l'une des 3 équations à 3 inconnues qu'on cherche à en déduire ; et il suffirait d'éliminer 3 deux fois pour obtenir les deux autres. Et ainsi de suite.
Si deux inconnues manquent à la fois dans une même équation, le calcul se simplifie encore davantage. II est rare qu'il ne se présente pas dans le coui'iint des opérations ([unique cire (instance favorable dont on puisse tirer parti avec un peu d'adresse , lors même que les équations primitives contiennent toutes les inconnues. Soient , pour exemple , les 4 équations :
ar+îy— 5s-f3w= 5 [2], Zx— y — ïs-\- u= 0 [3], 4x-\-3y~-3z + îu = it [4], qui contiennent chacune les 4 inconnues x , y , z et u .
L'élimination de w entre [1] et [3] , puis entre [2] et [3] , enfin entre [1] et [4] donne très- facilement :
lia— by — 1 [5], — 8^+ 6y+ »= 5 [61.
9ar+ 3 = 12 [7].
' L'équation [53 ne contenant pas s , il suffit d'éliminer a entre [6] et [7], ce qui donne , .
\7x — ày=7 , [8],
L'élimination de y entre les équations [5] et [8] , donne ensuite 6* = 6 , d'où x=l .
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Mettant cette valeur de x dans les équations [5] et [7] , on en tire
U — 5y=l et 9 + 3=12 , d'où y = 2 et *=3 .
Ces valeurs de a; , y et s introduites dans l'équation [3] , donnent
3— 2— 6+w=0 , d'où u = 5 .
I. 2#~6y + 3a = 5 , d'où
8y+6s — 3iC=0 , == 1 .
II. ax-^-by — cz = b' , d'où x= e , bx — cy-\- as = a* , y = b , cx-^-ay — ii3 = c*, s= a ■
III. 6x + 3y — 3s+ w = 5 , d'où z= 0 , 3a: + 5y + 23— 2w = 4 , y= 2 , 6x — 2y — 2s+ 2i* = 2 , 3= 2 , , 2a: + 5t/ + 3s — 3w=l , «= 5 .
§ Vil. Problèmes qui coniluiscnt à un nniubre quelconque d'équations du premier degré , renfermant le même nombre d'inconnues.
105. La mise en équations de ces problèmes est soumise à la règle générale donnée au n° 70. Nous rappellerons ici le conseil que nous avons donné au n° 87 d'introduire dans le calcul toutes les inconnues que le problème comporte. Sans doute, quand le nombre des inconnues est grand , il semblerait qu'on doit chercher à le restreindre; mais l'avantage qu'il en pourrait résulter pour le calcul serait presque toujours compensé, et au delà, par l'embarras que la suppression de quelques inconnues introduirait dans la mise en équations.
Cela dit, il ne nous reste qu'à donner quelques exemples.
Premier problème. On a trois lingot) qui contiennent : le premier, 20 gr. d'or , 30 d'argent , 40 de cuivre . Le second, 30 40 50
Le troisième, 40 50 90
Combien faut-il prendre de chacun d'eux pour former un quatrième lingot qui contienne :
75 gr. d'or , 100 d'argent , et 149 de cuivre ?
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Soient x , y , s les nombres de grammes de chacun des trois premiers lingots, qu'il faut prendre pour former le quatrième. On remarquera ,'que , dans le premier lingot, il y a 20" d'or, sur 20+30+40 ou 90 ; c'est-à-dire que l'or y entre pour 1 . Dans le second lingot, il entre pour ^ > e ' dans le troisième, pour -fe . Ce métal entrera, en niâmes proportions, dans les parties x , y , s qu'on prendra des trois lingots ; et, comme la somme des quantités d'or contenues dans ces parties doit faire 75* r , on devra avoir l'équation :
+ + = ■ L'argent, dans le premier lingot, entre pour , , dans le second, pour ^ , dans le troisième , pour ; on verrait donc , par un raisonnement analogue au précédent, qu'on doit avoir :
Et, en opérant de même pour les quantités de cuivre , on trouverait de même l'équation :
^ + t^ + tV= = 1« p ■ Telles sont les équations du problème. En faisant disparaître les dénominateurs et simplifiant, elles deviennent :
Éliminant d'abord x entre [1] et [2] , puis entre [1] et [3] , on
obtient :
3y + 4: = 900 [4], 3y — ïz= 36 [5].
Éliminant ensuite y entre ces deux dernières, on trouve
63 = 864 , d'où 3 = 144" . Cette valeur, mise dans [5] , donne
3 y— 288 = 36 , d'où y=108' r .
Et ces valeurs, mises dans [I], donnent
- %x + 972 + 1 152 = 2700 , d'où # = 72^ .
10*. Deuxième problème. Trois vases contiennent , à eux trois, 18 litres d'eau. On prend la moitié de ce qw rrm(i»nt le premier, pour h verser dans le second; on prend ensuite le tiers de ce que contient alors te second , pour le verser dans le troisième ; on prend
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enfin le quart de ce que contient alors le troisième, pour te verser dans le premier. H se trouve alors que l'eau est également partagée entre les trois vases. On demande ce que chacun d'eux contenait primitivement.
Soient x , y , s les nombres de litres d'eau contenus primitivement dans chaque vase. Si l'on prend la moitié de ce que
contient le premier, c'est-à-dire ^ pour le verser dans le second, les trois vases contiendront des quantités d'eau marquées respectivement par
Si; y+ï*; =.
On prend maintenant le tiers de ce que contient le second, c'està-dire \y , pour le verser dans le troisième ; les quantités d'eau contenues deviendront donc :
{x ; y+ix— l x ■ ot --f-iy + ^a; ; ou %x ; s!/-{-i x > et -s + jy+î 37 • -
On prend enfin le quart de ce que contient le troisième vase, c'està-dire {= -j- -fey + li^ ■ P our ' e verser dans le premier; les quantités d'eau contenues deviennent dès lors :
§y+^; et s +y+ix~^~^y-^- t ou tfx+iz+ni/; "t U+iy + bx;
mais l'eau se trouvant alors également partagée, chaque vase contient le tiers des 18 litres, c'est-à-dire 6 litres. On a donc les Irois équations :
te+y + 5^=6 .
ou, en simplifiant:
Si l'on retranche les deux dernières membre à membre, on a surle-champ
6s = 30 , d'où s=6 ;. , " .
à l'aide de cette valeur, la première équation devient
13^-1-2^ = 114 ; si l'on en retranche la seconde membre à membre, il reste :
12a; = 96 d'où a? = S ;
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ealin cette valeur, mise pour x dans la seconde équation, donne
8+2y = 18 , d'où jf=5 .
Le premier vase contenait donc 8 litres , le second 5 et le troisième 5 ; ce qu'on vérifiera facilement.
103. Troisième problème. Un nombre est tel: qut, si on ta divise par 7 , on a pour reste 4 , que, si on le divisa par 9 , on a pour reste 6 , que, si on le divise par 13 , on a pour reste 8 ; et de plus, la somma des trois quotients surpasse de 3 unités le quart du nombre lui-même. On demande i/ur/ est ce nombre?
Soit x le nombre cherché, et soient y , s et u les quotients respectifs qu'on obtient en le divisant par 7,1) ou 13 . On aura, en vertu de la division même ;
x = 7î,+4 , X= 93 + 6 , x = i$u + S , et, en vertu de la dernière partie de l'énoncé,
Si l'on tire des trois premières équations les valeurs de y , z , u , en y regardant x comme connu, on obtient :
et , si l'on met pour y , a , u ces valeurs dans la quatrième équation, on obtient
équation qui ne contient plus que l'inconnue x . On en tire, en faisant disparaître les dénominateurs :
468a;— 1872+364*— 2184+252*— 2016=819* + 9828 ou 265^ = 15900 d'où * = 60.
Tel est le nombre demandé. Les quotients qu'on obtient en le divisant par 7 , 9 ou 13 , sont 8 , 6 et 4 , dont la somme 18 surpasse de 3 unités le nombre 15 qui est le quart de 60.
Remarque. Ce problème offre un exemple d'une question qui comporte réellement quatre inconnues, bien que l'énoncé semble n'en admettre qu'une.
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100. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes dont les énoncés suivent :
I. Un homme chargé, de transporter des vases de trois grandeurs, est convenu de payer pour chaque vase cassé par lui autant qu'il aurait reçu s'il l'eût rendu en bon état. On lui donne 3 grands vases, 5 moyens et 9 petits. On apprend qu'en route il a cassé tous les vases de l'une des trois grandeurs, mais Von ne sait laquelle. Si ce sont les grands ou les petits-ie porteur touchera 10/r. ; mais si ee sont les moyens, il ne touchera que 8 fr. On demande ce qu'il doit toucher pour un vase de. rhu</it<'. espèce rendu ni bon état.
(Réponse : 3 fr. pour un grand vase , 2 fr. pour un moyen, 1 fr. pour chaque petit.)
IL On demande quel est le nombre de quatre chiffres qui jouit des propriétés suivantes : 1° que la somme des deux premiers chiffres, soit à sa droite, soit à sa gauche, est égale à 7 ; 2" que le chiffre de ses unités est le triple de celui des centaines ; 3" enfin que si l'on écrit ses quatre chiffres dans un ordre contraire, le nombre augmente de 909. (Réponse : 5216.)
III. Une personne a divisé son capital rn trois parties qu'elle a placées, la première à 5 pour 100, lasecondeà ipourïOQ, la troisième à 3 pour 100 . Elle sé fait ainsi un revenu annuel de 4000 fr. , cmitw si tout ton capital eût été placé à 4 pour 100 . On suit de plus que ta partie placée à 5 pour 100 .rapporte annuellement 600 /r. de plus que celle qui est placée à Spour 100. On demande quel est le capital entier, et quelles sont les trois parties.
(Réponse : le capital entier est de 100000 fr. ; les trois parties sont 30000 fr. , -iOOOO fr. et 30000 fr. }
PREMIÈRE PÀHT1E.
CHAPITRE IV
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§ 1. Mes quantités négatives.
107 Jusqu'ici , lorsque nous avons eu à considérer des expressions algébriques polynômes, nous avons toujours supposé que l'ensemble des termes positifs l'emportait en valeur absolue sur 1 ensemble des termes négatifs; et quant eux monômes isoles, nous les avons toujours supposés positifs. Nous avons à examiner maintenant dans l'hypothèse contraire , le sens qu'il convient d attacher m expressions algébriques, et ce que deviennent les règles du calcul littéral , qui n'ont été établies , on se le rappelle , que dans la supposition où les quantités sur lesquelles on opère ont une valeur positive. „
Considérons un polynôme, dans lequel la partie négative soit supposée l'emporter en valeur absolue sur la positive; et pour plus de simplicité , eboisissons le binôme a — b .Si l'on attribue a b une valeur plus grande qu'à a , ce binôme n'offre plus en apparence d'autre sens à l'esprit que celui d'une opération impossible. -,
On peut , à la vérité , donner une forme plus simple a 1 expression a—b - car si l'on désigne par d l'excès de la valeur absolue b sur la valeur absolue a , en sorte que b soit égal à a + d , on aura à retrancher de a la somme a + d ; et si 1 on en retranche d'abord « , ce qui donne zéro pour reste , on n'aura plus à indiquer que la soustraction de d , ce qui conduira a l expression plus simple — d . On peut même remarquer que cette simplification revient à soustraire a de b et à affecter le reste d du signe — ; c'estainsi, par exemple, que 7— 12 reviendrait a 7 7 5 t et se réduirait par conséquent à — 5 .
Mais ces expressions négatives isolées, — d , —5 , n'en sont pas moins des symboles d'impossibilité , si l'on s'en tient aux notions et aux conventions de l'arithmétique. Or, on va voir que, dans un autre ordre d'idées , ces expressions deviennent susceptibles d'une interprétation parfaitement rationnelle ; et que , bien loin d'être les
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symboles d'une opération impossible, elles sont quelquefois la seule réponse raisonnable que puisse comporter une question.
Concevons, par exemple, qu'un thermomètre marquant 10° au-dessus de zéro, la température vienne à baisser de 6" ; pour avoir la température nouvelle, il faudra retrancher 6° de 10" , ce qui donnera 10° — 6° ou 4° . Point de difficulté jusqu'ici.
Mais, le thermomètre marquant toujours 10" au-dessus de zéro , supposons que la température vienne à baisser de 14° ; si l'on veut, comme tout à l'heure, retrancher de la température primitive le nombre de degrés dont elle s'est abaissée, on est conduit à l'expression 10" — 14° ou — 4° , d'après la simplification indiquée ci-dessus. D'un autre côté, si, partantdu 10"™ degré audessus de zéro, on compte 14 degrés en descendant l'échelle thermométrique, on arrive à zéro quand on en a compté 10 , et les i restants se trouvent comptés au-dessous de zéro. Remarquons cette correspondance entre le symbole — 4" et le résultat réel 4° au-dessous de zéro .
Prenons un second exemple. Un lieu est siLué sous le 40" degré de latitude nord , un second lieu est situé à 30 degrés au sud du premier, sur le même méridien pour plus de clarté. Si l'on veut connaître à quelle latitude répond ce second lieu, on retranchera les 30° de la latitude 40' , ce qui donnera 40'— 30" ou lu fie latitude nord, l'oint de difficulté.
Maïs si le second lieu éiaità 50" au sud du premier, et que, pour obtenir sh latitude , on retranchai encore les 50 1 de la latitude 40° , on arriverait a l'expression 40' — 50° ou — 10* . D'un autre cote , si , en parlant du 40™ degré de latitude nord on descend vers le sud en comptant M degrés , quand on en aura compte 4» , on sera sur l'équaieur, et les 10 qui restent seront comptés vers le sud ; la latitude demandée sera donc 10° de latitude sud . Remarquons encore cette correspondance entre le symbole — 10° et le résultat réel 10° de latitude sud .
Pour dernier exemple, imaginons qu'un événement ait eu lieu 600 ans après J. C, et qu'un autre événement ait eu lieu 400 ans auparavant. Pour avoir la date de celui-ci, il faudra retrancher 400 ans de 600 ans , ce qui donnera 600 — 400 ou 200 ans après J. C. Mais si l'on suppose que le deuxième événement consi déré ait eu lieu 800 ans avant celui dont on a parlé d'abord , et que pour avoir sa date on retranche encore les 800 ans des GOOaus , on arrive à l'expression 600—800 ou — 200 ans . D'un autre cillé , il est facile de voir que l'événement en question a eu lieu 200 ans avant J. C. Remarquons encore cette correspondance entre le symbole —200 ans , et le résultat réel 200 ans avant J. C.
flfi PRElTlftlE PARTIE.'— CHAPITRE IV.
Dans les exemples que nous venons de prendre, et il serait facile de les multiplier, on Ironve cette circonstance commune que ta quantité cherchée est , par sa nature , susceptible d'être comptée dans deux sens opposés. Et l'on remarque que , l'un de ces deux sens étant celui qui est le plus ordinaire , et dans lequel on compte habituellement les quantités regardées comme positives, il arrive que si la quantité cherchée doit être comptée en sens contraire, le calcul de cette quantité effectué d'après les mêmes règles que si elle devait être positive , conduit à un résultat négatif.
Il u'y a qu'un pas de cette remarque à la convention de compter dans l'un des deux sens opposés les quantités positives , et dans le sens contraire les quantités négatives. De cette manière , toutes les fois qu'une quantité sera ainsi susceptible d'être comptée dans deux sens contraires, il sera aussi rationnel do lui attribuer des valeurs négatives que des positives; et les monômes négatifs isolés ne seront des symboles d'impossibilité absolue que lorsqu'ils représenteront une quantité qui , par sa nature , ne peut être comptée que dans un sens. Si, par exemple, il s'agit de la longitude d'un lieu, comme elle peut être comptée vers l'est ou vers l'ouest , on pourra admettre pour cette quantité des valeurs indistinctement positives ou négatives. S'il s'agit au contraire du nombre des cotés d'un polygone, comme i! ne peut être compté que dans un sens , il n'admettra pas de valeurs négatives; et une valeur négative , dans ce cas , serait un symbole d'impossibilité absolue.
108. Cette convention peut être justifiée par une autre considération qui nous servira en même temps à montrer sous son véritable jour le calcul des quantités négatives, et l'Algèbre en général.
Reprenons l'exemple du thermomètre. Supposons qu'il marque G" au-dessus de séro , et que la température vienne à s'élever de 10 degrés ; pour savoir le nombre de degrés que l'instrument marquera, il faudra ajouter aux lOdegrés d'élévation, les 6 degrés que le thermomètre marquait d'abord, ce qui donnera 10 + (S ou 16° au-dessus de zéro.
En général , si f désigne dans ce cas la température primitive, a l'accroissement, et T la température finale, on aura la relation
Supposons maintenant que la température primitive soit de ff au-dessous de séro , et qu'elle s'élève encore de 10° ; la température finale [l'obtiendra en remarquant que, si elle s'élève d'abord de 6 degrés , le thermomètre marquera zéro ; et que les 4 degrés d'élévation restants seront comptés au-dessus de zéro. C'est-à-dire que pour avoir la température finale, il faudra des 10 degrés
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d'élévation retrancher les 6 degrés au-dessmis de zéro que marquait primitivement Ifi thermomètre; ce qui donne en effet 10° — 6* ou 4° au-dessus de zéro.
En général , si ( désigne alors la tempérai lire primitive , ou le nombre de degrés au-dessous de zéro que marquait primitivement le thermomètre, si a désigne toujours l'accroissement de température et T la température finale, on aura la relation
On voit que les relations [1] et [2] ne diffèrent l'une de l'autre que par le signe qui précède la température initiale t . Celte remarque suffirait pour justifier la convention qui consiste à regarder comme positives les températures comptées au-dessus de zéro, et comme négatives celles qui sont comptées au-dessous.
Mais il y a plus , c'est quo cette convention permet de réunir les deux formules [l] et [2] en une seule, qui comprendra tous les cas, et donnera ainsi la réponse la plus générale à la question proposée. Il suffit pour cela d'étondre la signification des mots quantité et addition. Nous appellerons i/uantilés algébriques celles qui , comme la température , la latitude , le temps , ètc. , sont susceptibles d'être comptées indifféremment dans deux sens opposés; ces quantités élant positives si on les compte dans l'un de ces deux sens , et négatives si on les compte dans l'autre. Nous appellerons aMition algébrique une opération ayant pour but de réunir deux ou plusieurs quantités algébriques en conservant à chacune son signe; dételle sorte que la somme algébrique de — f- 10 etde — 6 sera 10 — 6 , comme celle de +10 etde +6 est 10-f 6 . Nous pourrons alors ne conserver quo la formule [1] , et l'énoncer en disant : que si un thermomètre marque t degrés et que la température s'élève de a degrés, la température tinale T sera la somme algébrique de a et de f . Cette formule répondra alors à tous les cas. Si , par exemple , la température initiale est dé 10" au-dessous de zéro , et qu'elle s'élève de 7 degrés , pour avoir la température finale, on remplacera a par +7 et ( par — 10, et faisant la somme algébrique, on aura
T=+7 — 10 ou T = — 3 , ce qui voudra dire que la température finale est de 3° au-dessous de zéro. C'est ce qu'il est facile de vérifier.
109. Prenons un dernier exemple. Supposons que deux villes soient situées sur le même méridien : l'une à 48" delatitudenord, l'autre à 35° de latitude nord ; pour avoir leur distance en latitude, on n'aura qu'à retrancher 35 de 48 , ce qui donnera W— 35' ou 13* delatitudenord.
En général, si L et l désignent les deux latitudes nord , et d la distance des deux villes, on aura la relation
Supposons maintenant que la première ville élant toujours à 48° de latitude nord, la seconde soit à 35" de latitude sud; il est clair que pour obtenir leur distance en latitude, il faudra faire la somme des nombres 48 et 35 , ce qui donnera 48" + 35° ou 83" .
Eu général, si L désigne le nombre de degrés de latitude nord, l le nombre de degrés de latitude sud , et d la distance des deux villes , on aura la relation
rf = L-H [2].
Les relations [1] et [2] ne dillèrent que par le signe qui précède la latitude l , Il est donc naturel de regarder la latitude comme une quantité algébrique , qui sera positive ou négative , suivant qu'elle sera comptée vers le nord ou vers le sud. On pourra ensuite renfermer tous les cas de la question qui nous occupe dans la formule [1] , en étendant le sens du mot soustraction. On appellera soustraction algébrique une opération par laquelle on écrit une quantité algébrique à la suite d'une autre en changeant son signe; en sorte que la différence entre +48 et -(-35 sera 48 — 35 ; mais que la différence entre +48 et — 35 sera 48+35 . On énoncera alors la formule [I] d'une manière générale en disant : que pour obtenir la distance en latitude de deux lieux donnés, il faut faire la différence algébrique entre leurs latitudes.
110. En résumé, on voit qu'il existe des quantités susceptibles d'être comptées indifféremment dans deux sons opposés; et que , suivant qu'elles sont comptées dans l'un ou l'autre de ces deux sens, elles figurent avec un certain signe ou avec le signe contraire dans la solution d'une même question. Les quantités de cette espèce ont reçu le nom de quantités algébriques; on leur attribue le signe + lorsqu'elles sont comptées dans l'un des deux sens dont on vient de parler, et le signe — lorsqu'elles sont comptées dans le sens contraire. L'avantage qu'on retire de cette convention est n on- seule ment de trouver une interprétation pour les quantités négatives isolées que le calcul fournit quelquefois , mais encore de pouvoir généraliser les formules auxquelles conduit la solution d'un problème particulier.
Cette tendance de l'Algèbre à généraliser les opérations et les résultats est un de ses caractères distinctifs. Nous aurons occasion d'y revenir plus d'une fois. Il nous suffit pour le moment d'avoir essayé de faire comprendre l'origine des quantités négatives et des règles
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suivant lesquelles on les introduit dans le calcul. Nous allons maintenant exposer ces règles en détail.
HI. On appelle quantité algébrique une quantité qui se compose de deux éléments : 1° d'une valeur nu mérique qui peut être entière ou fractionnaire ; 2° d'un signe qui peut être + ou — .
Ainsi +4,-4, -f|! , -| , +a , -a, + *<« ,
— 4o*ô ,. etc., sont des quantités algébriques. Si elles contiennent des lettres, il faut toujours imaginer que ces lettres tiennent lieu de certaines valeurs numériques' entières ou fractionnaires.
Quant à l'ordre de grandeur des quantités négatives entre elles, ou coihparées aux quantités positives, il faut remarquer que si d'un nombre quelconque , 5 par exemple , on retranche successivement une unité, on obtient des nombres de plus en plus petits 4 , 3 , 2 , 1 , 0 . Arrivé à ce point, si l'on continue à retrancher toujours successivement une unité, on obtient les quantités négatives — 1 , — 2 , — 3 , —4 , etc., dont la valeur absolue est croissante. Mais, comme c'est à l'aide d'une même opération, la soustraction d'une unité , qu'on a obtenu toute cette série de nombres, les uns positifs décroissants, ies autres négatifs croissants en valeur absolue , l'analogie a conduit à regarder les quantités négatives comme moindres, algébriquement parlant, que les quantités positives , et comme d'autant moindres que !eur valeur absolue est plus grande. Ainsi — 1 est regardé comme moindre que 0; — 2 est moindre que — 1 ; et ainsi de suite.
Conformément à cette convention , lorsqu'on veut exprimer qu'une quantité a est positive, on écrit «>0 ; et si l'on veut exprimer qu'elle est négative, on écrit a<0 : ' i ' '
112. Z'ADDiTiON algébrique est une opération par laquelle on réunit plusieurs quantités algébriques en conservant à chacune son signe.
Ainsi, la somme algébrique de +a et de -fi est a-fô ; la somme algébrique de -j-n et de — b est a — b ; la somme algébrique de —a et de +b est — fl-f-ô ; la somme algébrique de — « etde — b est — a — b .
Un polynôme peut être considéré comme la somme algébrique de ses termes. ,
Pour additionner deux polynômes, il suffit d'écrire le second à la mite du premier en conservant à chaque terme son signe. Cette règle a déjà été donnée au n" 47 ; mais nous avions supposé alors que , dans chaque polynôme , l'ensemble des termes positifs l'emportait sur J'ensemble des termes négatifs. Cette restriction devient inutile.
US. La soustraction algébrique est une opération par laquelle on écrit la quant il/ 1 - h sait s f mire il- In suite de. la quantité dont on la soustrait, en rhmujrtmt le siijnr de lu quant it''' à soustraire.
Ainsi, la (lifféiTncc: algébrique entre -f a et -\-b est a — b ; la différence algébrique entre -f« et —h est « + 6; la différence algébrique entre — a et -}- b est — a — b ; la différence algébrique entre — a et — b est — a -\- b .
Pour soustraire un polynôme d'un autre, il faut l'écrire à ta suite de cet autre en chnnyan! .'<■ s/':;»e de chacun, de ses termes. Celte règle a élé donnée au n" 50, en supposant que dans chaque polynôme l'ensemble des fermes positifs l'emportait sur l'ensemble îles termes négatifs; celle restriction n'est plus nécessaire.
.11%. La multiplication ALfiiinmuuE eut une opérât iun par laquelle on cherche une quantité al(/ébrit/itc , appelée produit, qui soit composée avec une quantité algébrique, appelée multiplicande, comme une autre quantité algébrique, appelée multiplicateur, est composée avec l'unité positive.
Cette définition n'est, comme on lo voit, qu'une extension de la définition donnée en arithmétique ; on y a introduit l'élément qui distingue les quantités algébriques des quantités purement numériques, c'est-à-dire le signe.
Soit -|-A a multiplier par -|-B . La valeur absolue du produit sera composée avec la valeur absolue A du multiplicande , comme la valeur absolue 11 du multiplicateur est composée avec l'unité; c'est-à-dire que, d'après les notations admises, cette valeur absolue du produit sera AB . Quant au signe du produit, comme le multiplicateur +1* a I e même signe que l'unité positive, ce produit aura le même signe que le multiplicande, c'est-à-dire + .
Ainsi , le produit de + A par + B est -f AB ■
Soit -|-A à multiplier par — B. La valeur absolue du produit sera, comme ci-dessus, AB . Mais le multiplicateur — B ayant un signe contraire à celui de l'unité positive, le produit aura un signe contraire à celui du mul'iplicaude, c'est-à-dire — .
Ainsi le produit de -f-A par — B est — AB .
Soit — A à multiplier par -]-B . La valeur absolue du produit sera encore AB . Mais le multiplicateur -|-B ayant le même signe que l'unité positive , le produit aura le même signe que le multiplicande, c'est-a-dire — .
Ainsi, le produit do — A par -)-B est — AB .
Soit enfin — A à multiplier par — B . La valeur absolue ,du produit sera AB . Mais le multiplicateur — B ayant un signe contraire à celui de l'unité positive, le produit aura un signe contraire à celui du multiplicande — A , c'est-à-dire ~f- .
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Ainsi, le produit de — A par — B est -fAB .* ' La règle dès signes établie au n D 5-1 par la considération de deux polynômes dans chacun desquels In partie positive était supprime l'emporter sur la partie négative , se Irouve donc étendue à des monômes isolés, en partant de la distinction établie entre les quantités algébriques et les quantités purement numériques , et de la définition plus générale adoptée pour la multiplication.
Quant à la multiplication des polynômes, les règles établies au n° 54, dans la supposition où la partie positive do chaque polynôme l'emporte sur la partie négative , subsisteront encore dans l'hypothèse contraire.
Soit, eneflet, à multiplier a — b par c — d , et supposons d plusgrandque c en valeur absolue; lo binôme c — d revient à — {d — c) ; expression dans laquelle, d'après notre supposition d — e sera positif. Nous aurons donc à multiplier +(b — b) par — (d — c) . Pour obtenir ce produit, il faudra d'abord multiplier en (réelles les valeurs absolues (a — b) et {d — c) des deux facteurs, et changer ensuite \c. signe du résultat, puisque ces deux facteurs sont de signe contraire, v.iv les règles démontrées ci-dessus ne supposent pas que A et It représentent des monômes plutôt que des polynômes. En multipliant d'abord les valeurs absolues (a — b) et (d — c) on obtient, d'après les règles du n" 54, qui sont applicables ici , puisque a — b et d — c sont positifs l'un et l'autre :
. ad — bd — «e-f-fic .
Et en changeant le signe du résultat, ce qui se fait en changeant le signe de chaque terme, on obtient :
— ad -f- bd -(-; ac — be ou ac — bc — ad-\-bd ,
comme on l'a obtenu au n" 54.
Les règles de la multiplication subsistent donc sans la restriction faite alors.
11B. La division algébrique est une opération par laquelle, étant donnés le produit de deux facteurs algébriques et l'un de ces facteurs, un cherche l'autre facteur.
On a vu , aux n" 41 à 4G , comment les règles de la division se déduisent de celles de la multiplication. Ces dernières étant maintenant établies sans restriction pour les monômes positifs ou négatifs , et pour les polynômes dans lesquels la partie positive est plus grande ou plus petite en valeur absolue que la partie négative , il en est de même des règles de la division.
lie. Les règles données aux n* 30 à 38 pour le calcul des fractions algébriques, n'étant fondées que sur celles des quatre opérations fondamentales, elles acquièrent la même généralité que celles-ci.
147. Deux quantités algébriques sont égales lorsqu'elles ont même valeur absolue et même signe. Si on les multiplie chacune par une même troisième, les produits seront égaux; car il est évi- : dent qu'ils auront aussi même valeur absolue et même signe. '* .
II suit de là qu'on peut , sans troubler une égalité , multiplier ses doux membres par une même quantité algébrique ; ce qui généralise la transformation indiquée au n" «4 .
On démontrerait de même qu'on peut , sans troubler une égalité , diviser ses deux membres par une même quantité algébrique; ce qui généralise la transformation du n* 02. ■ ' : % '
REHAttotig. On peut dans une égalité changer les signes de tons les termes , car cette transformation revient à multiplier ou à diviser à la fois les deux membres par — 1 .
On retrouve ainsi , par une autre voie, une règle déjà démontrée (68, IV.)
S II. Discussion des problèmes du premier degré à une seule inconnue.
448. Lorsqu'on a résolu un problème d'une manière générale, c'est-à-dire en représentant les données par des lettres, comme nous l'avons fait, par exemple, aux n°" 74, 76 et 04, il est utile de rechercher les principales circonstances que peut présenter la solution , suivant les valeurs particulières qu'on peut attribuer à ces données. L'examen méthodique de ces circonstances est ce qu'on nomme la' discussion du problème.
Nous nous occuperons dans ce paragraphe de la discussion des problèmes qui conduisent à une seule équation, à une seule inconnue.
Une pareille équation, lorsqu'on y a fait disparaître les dénominateurs , qu'on a rassemblé dans un membre tous les termes affectés de l'inconnue , et dans l'autre tous les termes indépendants de cette inconnue, qu'enfin on a mis l'inconnue en facteur commun parmi les termes où elle se trouve, peut toujours être ramenée à la forme
A# = B [1], dans laquelle A et B peuvent être dos quantités quelconques , monômes ou polynômes , algébriques ou numériques.
On tire de cette équation # = j > c'est cette valeur qu'il s'agit de discuter.
niSCIISSIOX DES PROBLÈMES DU PBESUER DEGRÉ.
119. Lorsqu'on attribue aux données de la question des valeurs' particulières, les quantités A et B prennent elles-mêmes di- ■ verses valeurs. Il peut arriver que * et B soient de mêmes signes, ou bien qu'ils soient de signe contraire; que Tune d'elles s'annule, ou qu'elles s'annulent toutes deux à la fois. Nous allons examiner ces divers cas. ' '•
I. Si A et B sont de même signe, leur quotient est positif; la valeur #=ï^ est alors une réponse directe à la question, et ne donne Heu à aucune remarque.
II. Si À et B sont de signes contraires, leur quotient est négatif; on peut alors distinguer deux cas.
Ou la quantité que x représente est susceptible d'être comptée dans deux sens opposes , qui correspondent , l'un à ses valeurs positives , l'autre à ses valeurs négatives. Dans ce cas , une valeur négative trouvée pour l'inconnue est encore une réponse directe à la question. Si, par exemple, l'inconnue j' représentait un certain nombre de degrés du thermomètre , comptée à partir du zéro , une valeur telle que — 6 n'aurait rien que de parfaitement admissible, et répondrait à 6' au-dessous de zéro, comme la valeur -f- 6 répondrait à (P au-dessus de zéro. Cela résulte des conventions dont nous avons parlé au n° 107.
Ou la quantité que x représente n'est susceptibled'être comptée que dans un seul sens. Alors , une valeur négative trouvée pour x est un caractère d'impossibilité du problème, tel qu'il a été posé du moins. Cette valeur négative indique un vice dans l'énoncé, ou au moins dans la manière de l'entendre ; elle montre qu'une quan-r tité qu'on avait regardée comme additive devait être regardée comme soustractive , ou vice versa; et l'on peut, en rectifiant l'énoncé, être cônduit à une valeur positive numériquement égale à la valeur négative trouvée en premier lieu.
Pour opérer cette rectification dans l'énoncé, on remarque que, si l'on a trouvé , par exemple , la valeur
et qu'on change x en —x dans l'équation du problème , les calculs demeureront les mêmes, à l'exception du signe de x ; en sorte qu'on parviendra à l'équation . q ' , J '
— x= — 6 , ce qui revient à x=G .
Ainsi donc, on changera x en — x dans l'équation du problème ; il sera facile alors de reconnaître le changement qu'il faudrait faire subir à l'énoncé pour qu'il conduise à l'équation ainsi modifiée, au lieu de conduire à l'équation primitive.
PBEM1ËHE PARTIE. — CHAPITRE IV.
Soit proposé, par exemple, ce problème
Un ouvrier fait, par jour, a mètres d'une certaine étoffe; un second ouvrier en fait b mètres dans le même temps. Le premier a déjà fait c mètres, et le second en a fuit m de plus. On demande dans combien de jours les deux ouvriers en auront fait autant t'un que l'autre.
Désignons par x le nombre de jours demandé. Le premier ouvrier faisant a mètres par jour, eh fera en x jours un nombre marqué par le produit de a par x , c'est-à-dire ax ; au bout de ce temps, le nombre total do mètres qu'il aura fait sera donc c-\-ax . Le second ouvrier faisant b mètres par jour, én feraen x jours un nombre marqué par bu-, et, au boutde ce temps, le nombre total de mètres qu'il aura fait sera c-\-m-\-bx . Or, d'après l'énoncé , ces deux nombres doivent être égaux ; on doit donc avoir l'équation
e-\-ax = c-\-m-\-bx [1] d'où l'on tire x = ~-^ [S],
c'est-à-dire que , pour obtenir le nombre de jours demandé , il faut diviser l'avance du second ouvrier par la différence entre les nombres de mètres que les deux, ouvriers font par jour ; résultat auquel on aurait pu d'ailleurs parvenir directement. Ou remarquera de plus que la donnée c n'a servi que dans la mise en équation, et a complètement disparu du résultat, qui en est par conséquent indépendant.
Sil'onfaitleshvpothèsesparticub'Ères a=8 , 6=5, m— 12 , on trouve
Mais si l'on fait, au contraire, les m = 12 , on trouve
X ~ 5—8 0U iC= ~"* ■ Cette valeur négative indique qu'il y a alors un vice dans l'énoncé. Et en elFet , le premier ouvrier travaillant moins vite que le second , ne pourra jamais rattraper celui-ci , .qui a une avance de 12 mètres. La quantité x , qu'on avait regardée comme additive, doit donc être regardée comme suustractive. Changeons donc x en — x dans l'équation [1] du problème, il viendra:
v— ax=c-\-m — bx [3], et l'on voit facilement que pour que l'énoncé conduise à l'équation ainsi modifiée, il faut poser la question en ces termes :
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Combien s'est-il écoulé de jours depuis eelui où le nombre de mètres faits par chacun des deux ouvriers était le même? En résolvant l'équation [3] on obtient :
et, si l'on met pour a , b , m , les valeurs S , 8 , 12 , qui avaient conduit tout à l'heure à une valeur négative, on trouve :
- = 8=5 ° U X=A ■ Remarque. Si l'on avait, dès l'abord, regardé le nombre de jours x comme susceptible d'être compté indifféremment vers l'avenir ou vers le passé, c'est-à-dire si on avait considéré 3; comme une quantité algébrique (111), on aurait pu sur-le-champ admettre la valeur négative, sans être obligé de modifier l'énoncé, autrement qu'en remplaçant ces mois dans combien de jours par les mots depuis combien de jours, et le mot sera par les mots a été, ce qui est simplement une nécessité de langage. Et la valeur négative trouvée pour x eût indiqué que l'époque cherchée était antérieure au lieu d'être postérieure à l'instant que l'on prend pour point de départ.
121 . III. Il peut arriver que , par suite des valeurs particulières iiltribuées aux données, le numérateur B de la valeur
devienne nul, sans que le dénominateur le soit, ce qui donne:
Une valeur de cette forme n'est autre que zéro; car zéro divisé par une quantité quelconque, donne évidemment pour quotient zéro. Si l'on conservait quelque doute à cet égard, il suffirait de remonter à l'équation
qui se réduit alors à Àa; — 0 ,
et ne peut être satisfaite que par là valeur
car, pour annuler un produit tel que kx , il faut annuler un de ses (acteurs ; et le facteur A est supposé différent de zéro. Le problème précédent conduirait à une valeur nulle si l'on faisait
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l'hypoihÈse particulière wi = 0 . Et, en. effet, les quantités d'ouvrage faites par chaque ouvrier étant alors égales, la condition indiquée par l'énoncé se trouve remplie dès Je jour même, et par conséquent le nombre de jours cherché est zéro.
122. IV. Il peut arriver que les hypothèses faites sur les données annulent le dénominateur A , sans annuler le numérateur, et qu'on ait:
Remarquons d'abord que l'on ne suit pas o priori si une pareille expression pourrait être légitimement déduite dol'équation \ar=B; car il faut pour cela diviser ses deux membres par une quantité nulle, ce qui n'est point permis en général (64). Or, cette équation se réduit alors à 0=B , et ne saurait par conséquent être satisfaite par aucune valeur de x . L'hypothèse A=0 répond donc h un cas d'impossibilité.
Pour voir ce que peut signifier en lui-même le symbole — , supposons d'abord que A , au lieu de devenir nul, prenne seulement une valeur très-petite, par exemple, 0,001 ; on aura
*=ô^r ou *= 1000B ■
Supposons en second lieu que, par de nouvelles hypothèses, le dénominateur A prenne une valeur encore plus petite , 0,000001 par exemple ; il viendra
Si A prenait une valeur plus petite encore , par exemple , 0,000000001 , on aurait
On voit qu'à mesure que le dénominateur A acquiert des va leurs de plus en plus petites, la valeur 5 prend au contraire des
valeurs de plus en plus grandes. Si donc on attribue à A la valeur zéro, c'est-à-dire une valeur moindre que toute quantité assignable , la fraction j prendra au contraire une valeur plus grande que toute quantité assignable ; c'est ce qu'on appelle une valeur in-
(miment grande, ou infinie. On dit, ea conséquence , que l'expression 5 es t le symbole de l'infini.
Si, par exemple, dans le problème du n° 120, on fait l'hypothèse o== b , on trouve x — jf 'Or, si l'on remonte à l'énoncé
du problème , il est facile d'interpréter ce résultat. Au lieu do supposer a = b , c'est-à-dire au lieu de supposer que les deux ouvriers font chaque jour le même nombre de mètres , supposons d'abord que a surpasse b d'une très-petite quantité , c'est-àdire que la quantité d'ouvrage faite journellement par le premier ouvrier ne surpasse que de très-peu celle que fait journellement le second ; il est clair qu'il faudra au premier ouvrier un temps considérable pour rattraper le second. Si donc l'excès de a sur b ■-est plus petil que toute quantité assignable, il faudra au premier ouvrier pour rattraper le second un temps plus long que toute quantité donnée; c'est-à-dire que si a = b , le temps cherché sera infini.
Une solution infinie, ou de la forme ? , est donc un caractère d'impossibilité.
Rbuàeque I. Puisque cette impossibilité se manifeste sur l'expression ? aussi bien que sur l'équation A.«='B d'où on l'a
déduite, on voit que cette déduction peut être regardée comme légitime , bien qu'elle consiste à diviser par A. , c'est-à-dire alors par îéra , les deux membres de l'équation.
Remarque II. Il est utile de remarquer que les solutions infinies peuvent être en même temps négatives. Si , par exemple, dans le problème du n° 120 , on fait l'hypothèse a<6 , on a vu que la valeur de ce devenait négative ; c'est-à-dire que si l'on suppose que le premier ouvrier travaille moins vite que le second, ce n'est qu'à une époque antérieure qu'ils ont pu avoir fait autant d'ouvrage l'un que l'autre. Or, cette époque antérieure sera d'autant plus éloignée que l'excès de a sur 6 sera plus petit ; si donc on suppose cet excès nul, ou a=b , les deux ouvriers n'auront pu avoir fait autant d'ouvrage l'un que l'autre qu'à une époque antérieure infiniment éloignée. En sorte que la solution est à la fois négative et infinie. On trouve , en effet,
Ce caractère d'impossibilité est de même nature que l'infini positif ; il n'y a do différence que dans le sens. ■>•■'* ï
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Remarque III. On représente quelquefois l'infini positif par le signe +00 et l'infini négatif par — ce .
125. V. Il peut arriver enfia que les hypothèses faites sur les données représentées par des lettres, annulent à la fois !e numérateur B et le dénominateur A de la valeur de l'inconnue x , auquel cas cette valeur prend la forme :
' Comme on ignore ce que peut signifier un pareil symbole , et qu'on ne sait d'ailleurs s'il pourrait être légitimement déduit de l'équation \x = Q , puisqu'il faudrait diviser ses deux membres par zéro, il faut remonter à l'équation même.
Or, dans le cas où A et B sont nuls , cette équation est satisfaite d'elle-même, quelle que soit la valeur qu'on attribue à x , puisque les doux membres sont tous deux égaux à zéro. Le problème admet donc autant de solutions qu'on voudra ; et par conséquent l'expression - est un symbole d'indétermination.
Si, par exemple, dans le problème du n° 120, on fait en même temps les deux hypothèses m = 0 et a^b , la valeur de x prend la forme ^ . Or, il est clair en effet que si aucun des deux
ouvriers n'a d'avance sur l'autre, et s'ils font chaque jour le même nombre de mètres, le nombre total de mètres faits par cliacun d'eux sera continuellement lu même, et qui; jnir eni^équent toute valeur imaginablede x sera une solution du problème.
On peut, en étudiant l'expression g en elle-même, reconnaître également une quantité indéterminée. Concevons en effet une fraction algébrique dont les deux termes décroissent en
conservant entre eux le même rapport. Ce rapport restant, par hypothèse, le même, quelque petits que soient ses deux termes en valeur absolue, on doit admettre qu'il restera encore le même à la limite, c'est-à-dire quand les deux termes seront nuls et que la fraction sera réduile à la forme ^ . Cette forme peut donc représenter le rapport dont nous parlons. Mais, comme ce rapport est quelconque d'ailleurs, on voit que g peut représenter telle quantité que Ton voudra.
Remarque I. Puisque l'indétermination se manifesté aussi bien
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sur l'expression g que sur l'équation kx=B d'où elle est déduite, on voit que la déduction se trouve légitimée, bien qu'elle consiste alors à diviser les deux membres de l'équation par zéro.
Remarque II. II faut observer toutefois que la valeur de x peut prendre la forme jj , sans qu'il y ait indétermination réelle, lorsqu'on a négligé de supprimer les facteurs communs au numérateur et au dénominateur.
Supposons, par exemple, qu'un problème ait conduit à la valeur — 2o6— 3ft'
et qu'on fasse les hypothèses particulières a = b et b = 2 , on
ce qui semble indiquer, dans ce cas, une indétermination du problème. Mais si l'on observe, que les deux termes de la valeur de x sont divisibles par a— 36 , et qu'on effectue cette division , il restera
a + ft
et si l'on fait, dans cette valeur ainsi simplifiée, les hypothèses o = o et b = 2 , qui avaient donné ^ , on trouve
valeur parfaitement déterminée.
On voit combien il est important de supprimer les facteurs qui peuvent être communs aux deux termes de la valeur de l'inconnue, puisque, indépendamment d'une plus grande complication dans l'expression de celte valeur, ils peuvent induire en erreur dans certains cas particuliers de la discussion du problème.
g III. Discussion des problèmes du premier degré à deuï inconnue!.
Soient les deux équations
ax+by=c pli a'x + b'y = c' [2].
Pour en tirer les valeurs de x et de y , nous allons employer
la méthode des coefficients in dé terminés , déjà indiquée au n° 85. Multiplions la première équation par une indéterminée m et retranchons-en la seconde membre à membre , il viendra
(ma — a') a: + (mb — b')y = me — c' [3}.
On a démontré au it° 81 que le système des deux équations proposées peut être remplacé par le système formé de l'une d'entre elles et de l'équation [3]. Or, on peut profiter de l'indétermination de m pour tirer à volonté de l équation [3], soit la valeur de x , soit celle do y .
Si , par exemple , on égale à zéro le coefficient de y , et qu'on pose
mb — b'~0 d'où m=^ ,
l'équation [3] se réduit à
„ , ,, . wi« — tf
{ma — d)x==mc — c' d'où ■ r = ffta ~j >
ou , en mettant pçur m. sa valeur ^ ,
Si , au contraire , on égale à zéro le coefficient de x , et qu'on pose
ma— n'=0 d'où »>=- , l'équation [3] se réduit à
(mb— b')y7=mc— c' d'où y= ^~^ ,
ou , en mettant pour m sa valeur - ,
■- ' ' _ â ' _ a'c — ac? _ ac' — c«' fIj -,
V ~ , .ra'b—ab'^aV—bu' L J '
-ôi— o
en changeant les signes au numérateur et au dénominateur, afin de donner à la valeur de y le même dénominateur qu'à celle de x .
123. Il y a un moyen mnémonique très-simple de se rappeler ces valeurs générales, ou de les reformer directement au besoin.
On écrit .sur une même ligne les deux combinaisons ab et ha ; on les sépare par le signe — , et dans chaque terme on accentue la seconde lettre , ce qui donne ab' — bd ; on a ainsi le dénominateur commun aux deux valeurs. •
Pour former le numérateur de la valeur de x , il suffît de remplacer, dans ce dénominateur, les lettres a et a' , par les lettres c et ef ; c'est-à-dire chaque coefficient de x parle terme indépendant des inconnues qui lui correspond; on obtient, en effet, ainsi cb' — bc' , qui est bien le numérateur de la valeur de x .
Pour former le numérateur de la valeur de y , il faut remplacer dans le dénominateur les lettres 6 et b' par les lettres c et c 1 , c'est-à-dire chaque coefficient de y par le terme indépendant des inconnues qui lui correspond ; on obtient ainsi , en effet , ad — ca! , qui est bien le numérateur de la valeur de y .
128. On peut se servir de ces valeurs générales pour résoudre deux équations particulières. Il suffit pour cela d'y remplacer les lettres a , b , c , a' , b' , e' par leurs valeurs. Soient, par exemple, les deux équations 5ar-r-2y = 33 7x — 3y = 23 déjà traitées au n° 80. On aura , dans cet exemple , „=5, 6 = 2, c = 33 , a' = 7 , ù' = — 3 , c' = 23 . Par suite, en substituant dans les valeurs générales [4] et [5] on trouvera
_ 33X(— 3)— 2XSt3 _ — 99— *6 _ — I45 _ r X ~ 5X(— 3)— 2X7 —15 — H — 29 J '
5X23—33X7 115— 231 _— 116 y— 5X(— 3J— 2X7 — — 15— U~— 29 ' comme au numéro cité.
Mais il sera , presque toujours , préférable de traiter directement chaque exemple particulier. Le principal usage des valeurs générales est dans la discussion que nous allons faire.
127. Cette discussion a pour but d'examiner les formes les plus remarquables que peuvent prendre ces valeurs lorsqu'on vient à faire des hypothèses particulières sur la valeur des lettres qui y entrent,
I. D'abord, si les hypothèses particulières donnent pour x et y des valeurs positives, ces valeurs sont une réponse directe à la question, et ne donnent lieu a aucune remarque.
II. Si les valeurs particulières attribuées aux lettres donnent pouf l'une des inconnues ou pour chacune d'elles une valeur négative, il pourra arriver que ce soit le signe d'une impossibilité dans le problème; c'est ce qui aura lieu si la quantité dont il s'agit n'est susceptible par sa nature d'être comptée que dans un seul sens. Dans ce cas on suivra la marche déjà indiquée à l'occasion des problèmes à une seule inconnue : on changera dans les équations du problème le signe de l'inconnue pour laquelle on aura trouvé une valeur négative, et l'on cherchera le changement qu'il faut introduire dans l'énoncé pour qu'il conduise aux équations ainsi modifiées au lieu de conduire aux équations primitives. Il pourra arriver aussi que la valeur négative trouvée puisse être admise comme réponse à la question ; c'est ce qui aura lieu si la quantité dont il s'agit est susceptible d'être comptée indifféremment dans deux sens opposés.
Nous allons donner des exemples de ces deux cas.
128. Problême. Vu ouvrier a travaillé une première fois dam une maison pendan t 7 jours , sur 3 desquels il a eu avec lui tin apprenti, et il a touché SQfrahcs . Une seconde fois, lemémeouvrier a travaillé pendant II jours , sur 4 desquels il a eu avec lui son apprenti, et il a touché 47 francs . On demandece que gagnait l'ouvrier par jour, et ce. que hii rapportait lu travail de son apprenti.
La traduction de cet énoncé conduit immédiatement aux deux équations
7a?-f-3y=29 \lx-\-4y = A7 ,
dans lesquelles x représente le gain journalier de l'ouvrier, et y ce que lui rapporte par jour le travail de son apprenti.
En éliminant y on trouve < x = 5 ; et cette valeur, mise pour x dans la première équation , donne
35 + 3y = 29 ; d'où y=-—1 , résultat inadmissible.
Changeons donc le signe de y dans les équations du problème, qui deviendront • .
7x—Zy=19 , llx—4y = 47 ....
On voit que les quantités 3y et 4y , qu'on avait d'abord regardées comme additives, doivent être au contraire regardées comme soustractives ; c'est-à-dire que l'apprenti, au lieu de rapporter chaque jour a son matlre une somme y , lui coûte nu contraire une certaine somme. Il faudra donc poser la question de
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cette manière : On demande ee que gagnait l'ouvrier par jour, et ce que lui coûtait son apprenti.
Avec cette modification, on trouve x = 6 et y=t=2 , qui répondent alors directement à l'énonce. "*
129. Problème. Veux courriers parcourent la Même roUie; l'un fait a kilomètres par heure, l'autre fait h kilomètres dans le même temps ; le premier a passé à minuit en unpoinl A 'situé sur la roula; le second, h heures après, a passé en un point B situé à à kilomètres au delà du point A . On demande le lieu et l'heure de leur rencontre.
Nous supposerons d'abord que les deux courriers marchent dans le même sens, de X ■ vers T. Soit R le lieu de la rencontre, supposé situé au delà du point B . Désignons par x la dis-r tance BR , etpar y lenombred'heuresécouléesdepuisminuit jusqu'à l'instant de la rencontre. -
Le premier courrier aura parcouru la distance- Ait ou d-\-x en y heures ; et comme il fait a kilomètres par heure i ou aura l'équation
Le second courrier aura parcouru la.distanee Bit du x en y — Aheures ; et comme il fait /"kilomètres par heure, on aura . pour seconde équation
Éliminant x , on obtient
ay = d-\-bfy — h) , d'où y=~z^ ^
„ , d — bh — ah-\-bh d — ah
Par suite y — A= ; — — — = — — j- :
eteoiln "=^Er M-
Si l'on a o>ù et rf>o/i , on aura à plus forte raison d>bh ; les termes dos valeurs de x etde y étant positifs, ces valeurs seront positives elles-mêmes, et répondront directement à la question. Si, par exemple, on suppose a=l2 l , 0=9* , d=63 k et k=4 heures , ôn trouve
x—ifr et y=&- .
C'est-à-dire que les courriers se rencontreront à 45 kilomètres au delà du point B , et que la rencontre aura lieu à 9 heures
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Supposons, au coDtraire, que l'on ait ay-b et d^>bh ; mais en même temps r/< ah , on trouvera pour y une valeur positive , mais pour x une valeur négative. Comme la distance BR est susceptible d'être comptée indifféremment a droite ou à gauche du point B , c'est-à-dire comme x est une quantité algébrique, nous savons que les valeurs négatives n'ont rien d'absurde et peuvent s'interpréter; ayant admis comme positives les valeurs comptées vers la droite, nous admettrons comme négatives celles qui seront comptées vers la gauche. La solution s'interprétera donc en disant que la rencontre, au lieu de se foire nu delà du point S se fera en deçà de ce point, en R' par exemple.
C'est ce qui doit être, en effet ; car ah étant le chemin parcouru par le premier courrier dans h heures , la condition <f-<aft indique que, à /(heures aprèsminuit, ïlauraparcouru une distance plus grande que d , et dépassé par conséquent le point B au moment où le second courrier y arrive ; et comme il va plus vile que celui-ci , la rencontre ne pourra avoir lieu au delà du point B .
Soient, par exemple, a=W , 6=9*, d=42 l et h— A , on trouvera
y—1 et a;=— 18* ; e'est-a-dire, d'après l'interprétation précédente, que la rencontre aura lieu a 2 heures du matin , et à 1S kilomètres en deçà du point B.
On arriverait aux mêmes résultats en traitant la question directement dans l'hypothèse d'une rencontre entre A et B . Soit, en effet, R'. le point de rencontre, et faisons BR'=a; . Lë chemin parcouru par le premier courrier sera AR' ou d — x ; on aura donc pour première équation ay=d — x .
Le chemin parcouru par le second courrier sera BR' ou x ; quant au temps employé, ce né sera plus y — h , mais bien h — y; car pour que la rencontre ait lieu entre A et B , il faut nécessairement que l'instant de la rencontre précède celui où le second courrier arrive en B , c'est-a-dire que y doit être moindre que A . On aura donc l'équation 6 (À -50=* .
Or, ces deux équations pourraient se déduire des équations primitives et [2], en y changeant x en — * ; elles conduiront donc aux mêmes valeurs , sauf le signe de 1 , Si l'on faisait les hypothèses n>6 et d<6A , on aurait à
plus forte raison d<oA , et les valeurs de x et de y seraient toutes deux négatives. On trouvera l'interprétation de ce résultat en regardant à son tour y comme une quantité algébrique, c'est-à-dire en supposant que y désigne un nombre d'heures susceptible d'être compté indifféremment avant ou après minuit; la rencontre aurait lieu alors un certain nombre d'heures avant minuit, et à gauche du point B ; le point de rencontre serait même situé à gauche du point A , en R" , par exemple. Cela résulte de ce que la valeur absolue de x , qui est alors
b(ah — d) bah — bd
est plus grande que , puisqu'on a bh>d ; c'est-àdire qu'elle est plus grande que ^ ou que d .
C'est ce qu'on voit encore en remarquant que bh est le chemin parcouru dans A heures par le .second courrier; et que, puisque bh est plus grand que d , le second courrier était, à minuit, à gauche du point A , et que, par conséquent, la rencontre n'a pu avoir lieu que de ce cote.
Si,par exempte.ona a=12 t , i>=9* , d=3& et h=4 ; ontrouve y = — 2 et x= — 54 l , c'est-à-dire, d'après l'interprétation précédente , que la rencontre a eu lieu 2 heures avant minuit, el à 54 kilomètres à gauche du point B (ou à 24 kilomètres à gauche du point A ).
On peut encore vérifier ces résulfats en traitant directement le problème pour le cas où la rencontre serait supposée avoir lieu en un point R" situé à gauche du point A .
En effet, soient x la distance BR",et y le nombre d'heures écouiées depuis l'instant de la rencontre jusqu'à l'arrivée du premier courrier en A , c'est-à-dire jusqu'à minuit. Le chemin parcouru par le premier courrier en y heures sera AR" ou a; — d ; on aura donc pour première équation
Le chemin R*B ou x aura été parcouru par le second courrier dans un temps qui se compose de y-\-h , puisque le second courrier n'arrive en B que A heures après que le premier est arrivé en A ; on aura donc pour seconde équation aty + h) = x .
Or, ces deux équations se déduisent des deux équations primï-
tives [1] et [2] en y changeant à le fois x en —x et y en — y . Elles donneront donc les mêmes valeurs avec des signes contraires.
150. BemmiqdeI. Nous avons supposé jusqu'ici que le second courrier passait en B , un nombre h d'heures après que le premier a passé en A ; on pourrait supposer que cela a lieu au contraire A heures avant. On va voir qu'il suffit pour introduire cette hypothèse nouvelle de changer partout A en — h ; en sorte que les formules primitives resteraient applicables si l'on regardait A comme une quantité algébrique susceptible d'être comptée indifféremment en plus ou en moins. En effet, reprenons le premier cas où la rencontre a lieu en II ; on aura comme plus haut
Le temps employé par le second courrier à parcourir l'espace BR
ou x , sera alors h-\-y , puisque le second part de B , un
nombre h d'heures avant que le premier parte du point A ; on aura donc pour seconde équation
équation qui ne diffère de celle obtenue dans le numéro précédent qu'en ce que — h est remplacé par + A , ou que A est changé en — h- . Il suffira donc pour obtenir les valeurs de x et y de changer, dans celles obtenues plus haut; le signe des termes où entre h , ce qui donnera
131. Remarque H. Nous avons supposé jusqu'à présent que le premier courrier va plus vite que lo second, ou qu'on a a>b ; on pourrait faire l'hypothèse contraire. Le dénominateur des valeurs de x et do y devenant alors négatif, les valeurs positives trouvées plus haut deviendraient négatives et les négatives deviendraient positives. On trouverait d'ailleurs facilement l'interprétation de tous ces résultats ; nous ne nous y arrêterons point.
Mais nous avons admis jusqu'ici que les deux courriers marchaient dans le même sens; voyons si les formules primitivement obtenues seraient encore applicables au cas où les deux courriers marcheraient à la renconte l'un de l'autre.
Admettons , par exemple , que le premier courrier allant de A vers B etlesecondde B vers A la rencontre se fasse en R' entre A et B . Soit x la distance BR' ; et supposons que le second courrier arrive en B , un nombre h d'heures après que
ay = d ~\- x
biy +h) = K
et .-«î±# .
le premier est arrivé en À . Soit enfin, comme ci-dessus, y le nombre d'heures écoulées depuis le passage du premier courrier en A. , c'est-à-dire depuis minuit, jusqu'à l'instant de la rencontre.
Le chemin parcouru en y heures par le premier courrier sera AR' ou d — x ; on aura donc
Le chemin x sera parcouru par le second courrier dans un temps marqué par y — À , comme dans le premier cas; on aura donc pour seconde équation
De ces deux équations, ou tire
d±bh b(d-ak) y-TTà Gt X ~ a+b • Or, ces valeurs pourraient se déduire des valeurs primitives en y changeant le signe de b et celui de x ; car elles donnent alors
ri+6A -~b@-ah) b{d-ah)
On voit donc que les valeurs primitives seraient applicables au cas qui nous occupe , si , d'une part , on continuait à regarder x comme négatif lorsque celle distance est comptée à gauche du point B , etsi.del'autre, ayant regardé b comme positif lorsque ce nombre de kilomètres parcourus dans une heure par lo second courrier représentait un chemin fait vers la droite, on convenait de regarder b comme négatif lorsqu'il représente un chemin fait vers la gauche.
Il résulte de tout ce que nous avons dit dans ces trois derniers numéros que les formules établies pour un cas particulier du problème <me nous avons en vue deviennent applicables à tous les cas de ce problème, lorsqu'on y regarde les quantités x , y , À , b , elc., comme dos quanti tés algébriques, c'est-à-dire comme susceptibles d'être comptées indifféremment dans deux sens opposés. Et toutes les fois que les quantités considérées sont effectivement de cette nalure, les formules établies dans un cas particulier deviennent applicables à tous ; c'est là une vérité qui ne peut être directement démontrée, mais qui a été vérifiée un assez grand nombre de fois pour qu'on puisse la regarder comme bien établie.
Nous allons maintenant reprendre la discussion des valeurs générales du n- 124 :
x _ cb' — bc' ftt ( ac' — co'
x ab' — ba' e " ab' — ba' '
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132. III. Nous venons d'examiner, dans ce qui précède, tous les cas où aucun des deux termes de ces valeurs générales ne devient nul. Il nous reste à examiner ceux dans lesquels l'un de ces termes ou tous deux a la fois prennent la valeur zéro.
Si l'un des numérateurs prend seul la valeur de zéro, celui de x par exemple, il en résulte une valeur nulle pour x , ce qui n'offre aucun caractère d'impossibilité.
Si les deux numérateurs sont nuls, sans que le dénominateur commun le soit, x et y sont nuls en même temps. C'est ce quia lieu quand on fait les hypothèses c=0 et tf=0 . H est clair d'ailleurs que cela ne peut avoir lieu que dans ce cas. Car les valeurs x = 0 et y = 0 rendant nuls les premiers membres des équations
nx-\-by=c et a?x+b'y=e r ,
ces équations ne peuvent être satisfaites par ces valeurs qu'autant que les seconds membres sont nuls.
135. IV. Si le dénominateur commun prend la valeur zéro, sans quelesnumérateurssoientiiuIs,Iesvalcursde x ctde y prennent la forme ? que nous avons déjà rencontrée (123) dans la
discussion des problèmes à une seule inconnue, et qui s'est présentée à nous comme le symbole de l'infini ou d'une impossibilité.
Comme on ne sait pas, a priori, si cette valeur peut être légitimement déduite des équations proposées, puisqu'il faudrait pour cela, quelle que fût d'ailleurs la méthode employée, diviser les deux membres d'une équation par zéro , il faut remonter aux équations mêmes :
ax-\-by=c et a'x-\-b'y=c'.
Pour les mieux comparer , multiplions la première par b 1 et la seconde par A ; elles deviennent
ab'x'-\-bb'y=cV et a'bx+bb'y=bc' [A].
Or, si le dénominateur des valeurs de x etde y estnul, on a
ab' — ba'=0 ou ab'=ba' ; dans les deux équations [A] les premiers membres sont donc identiques sans que les seconds le soient ; ces deux équations et par conséquent les deux proposées sont donc incompatibles.
Remarque. L'impossibilité élant manifeste sur les équations comme sur les valeurs qui en sont déduites , on peut regarder la déduction comme légitime.
134. Prenons pour exemple le problème des courriers. Si l'on suppose a = b dans les valeurs de x et de y du n" Ï29, on trouve
si I'od fait la môme hypothèse dans les équations primitives ay=d-\-x et %— h)=x
elles deviennent
ay = d-\-x et a(y — h)=x ou ay=ûft-|-.r ; sous cette forme , l' incompatibilité est manifeste , puisque l'on a les mêmes premiers membres et des seconds membres différents.
En considérant le problème en lui-même , l'impossibilité n'est pas moins évidente. Car, si la vitesse du premier courrier surpasse de très-peu celle du second , il lui faudra un temps considérable pour le rattraper, et la rencontre n'aura lieu qu'à une distance Iresgrande. Si donc les deux vitesses deviennent égales , on peut dire (ju'il faudra au premier courrier un temps infini pour rattraper le second, et que la rencontre aura lieu à une distance infinie.
13B. V. Si les deux termes do la valeur de l'une des inconnues deviennent nuls, il en sera en général de même des deux termes delà valeur de la seconde, et ces deux valeurs se présenteront sous la forme , qui , dans les problèmes à une seule inconnue , est un caractère d'indétermination (123).
Supposons , par exemple , que la valeur générale de x se présente sous cette forme , et qu'on ait à la fois
cb' — bc'=0 et ab'—ba' — O , ou cb'=bc' et ab'=ba' .
En divisant ces relations membre à membre, et supprimant les facteurs communs, on en tire
, ou ac'=a'c , ou ac 1 — a'c=:0 ,
c'est-à-dire que le numérateur de la valeur de y est nul; et comme elle a le même dénominateur que celle de x , il s'ensuit
qu'elle prend aussi la forme - .
Comme on ne sait si ces valeurs peuvent être légitimement déduites des équations , puisqu'il faudrait pour cela diviser les deux membres d'uno même équation par zéro, il faut remonter aux
iio
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équations mômes, ou plutôt aux équations [A] que nous en avons déduites.
Or, en comparant ces équations , on reconnaît qu'elles sont identiques , puisque ab' est égal à a'b , et cb' a bc' . Ces deux équations, et par conséquent les deux proposées, rentrent donc l'une dans l'autre; on n'a, pour résoudre le problème, qu'une même équation sous deux formes différentes; il est donc indéterminé. ,..
Remarque. L'indétermination se manifestant sur les équations proposées comme sur les valeurs de la forme g qui en sont' déduites, on peut regarder la déduction comme légitime.
136. Prenons encore pour exemple le problème des courriers. Si l'on suppose à la fois u=t> et d~bh , auquel cas la valeur de y se présente sous la forme ~ , on déduit de ces relations cette autre relation très-simple d — ak . Par suite la valeur de x prend aussi la forme ^ .
Si l'on remonte aux équations mêmes
ay=d-%-x et b(y—h)=x , elles deviennent , en ayant i''gard aux hypothèses ci-dessus ,
ay=d-\-x et ay = bh-\-x ou ay = d-\-x , c'est-à-dire qu'elles deviennent identiques.
On se rend également compte do l'indétermination en considérant le problème en lui-même. On suppose, en effet, a = b , c'est-à-dire que les deux courriers ont la même vitesse. On suppose de plus d = bh , c'est-à-dire qu'il faut k heures au second courrier pour parcourir la distance d ;. en d'autres termes, il était en A , un nombre A d'heures avant d'arriver en B . 11 se trouvait donc en A à minuit , en même temps que le premier courrier; et comme ils ont la même vitesse, ils doivent se trouver et s'êlre trouves ensemble en tous les points de la route, c'est-à-dire que le problème qui consiste à trouver le lieu et l'heure de la rencontre est un problème indéterminé.
Remarque. H est bon de remarquer que, quoique le problème soit indéterminé lorsque les deux équations rentrent l'une dans l'autre, il n'en faudrait pas conclure que les valeurs de x- et de y sont arbitraires. Elias sont évidemment liéespar l'équation unique qu'a, fournie le problème,..
Ainsi, dans l'exemple des courriers , la distance x et le nombre d'heurea y , restent liés par l'équation
ay = d-{-x d'où x — ay = d .
On pourra bien attribuer à y , par exemple, telle valeur qu'on voudra; mais il faudra donner à x la valeur qu'on tirera de cette équation.
137. VI. U y a un cas où la valeur de l'une des inconnues prend la forme ~ } tandis que l'autre prend la forme ~ . Ce cas se
présente quand les hypothèses introduites annulent à la fois les coefficients d'une même inconnue dans les deux équations.
Si , par exemple , on suppose à la fois a = 0 et a' = 0 , les valeurs générales de x et de y deviennent cb'—bc' 0
Si l'on remonte aux équations primitives , on voit qu'elles se réduisent alors à
by = c et b'y = e? , Équations incompatibles , puisqu'elles donnent pour y deux valeurs g et p qui ne sont point supposées égales. En même temps , sous un certain point de vue , il y a aussi indétermination , puisque , x n'entrant plus dans ces équations , il est permis d'attribuer a cette inconnue telle valeur que l'on voudra. Mais on ne peut concilier clairement ces deux caractères que pur des considé- ["iliijns L^o!initri-:]iins qui ne sauraient IruuvtT place ici*.
Cette circonstance se présente dans le problème des courriers quand ou suppose à la fois a = 0 et b =0 , c'est-à-dire que la vitesse de chaque courrier est nulle. On trouve alors
Il est évident, par les hypothèses mêmes, que le problème est impossible si d n'est pas nul, c'est-à-dire si les courriers, devenus immobiles , ne sont pas au même point.
* Les équations by = c et V'j = c' , représentent Jeux parallèles;! l'axe
des x ; le |ioinl île rencontre a .1 ■ une aliiriïn- inlinir. Uni* comme ce point
de rencontre n'esl pas plutôt sur l'une des parallèles i[ite ssir l'autre , ni même que sur loule autre droite parallèle aux deux premières, l'ordonnée de ce point est indéterminée. v
Remarque. Si l'on a à la fois a = 0 , d = Q et bc" = cb' , les valeurs de x et de y se présentent toutes deux sous 4a
forme - ; mais il est bon de remarquer que, pour la valeur de y , l'indétermination n'est alors qu'apparente. En effet, de la relation bd=^cb' on tire <?=^ ■ Introduisons cette valeur dans l'expression générale de y ; elle deviendra
_ ' b ___ acb'~bca! _ e{ab'—ba')
y ~ ab' — ba' ~ b(ub'—ba')~ b(ab'—ba') ' ou, en supprimant le facteur att — ba' communaux deux termes,
ce qui devait être, puisque ce cas ne diflere du précédent qu'en ce que les quantités | et sont supposées égales,
S IV. Discussion partielle des problèmes du premier degré à trois inconnues.
158. Comme cette discussion est beaucoup plus longue et a beaucoup moins d'intérêt que celle des problèmes à deux inconnues ; comme d'ailleurs elle ne peut être clairement exposée sans le secours de certaines considérations géométriques *, nous nous bornerons à former les valeurs générales des inconnues, et à signaler quelques cas particuliers dignes de remarque. Soient les trois équations :
ax + by+cs=d [t], a'x + b l y+ e 'z'-=d' [2], ^+l/'y+c" s =d" [S].
Pour obtenir les valeurs de x , y et s propres à vérifier à la fois ces trois équations , nous emploierons encore la méthode des coefficients indéterminés. Multiplions la première équation par une indéterminée m , la seconde par une indéterminée n ; ajoutons membre à membre ces deux équations, et retranchons-en membre à membre la troisième , il viendra
(fltn — a")x -j- {but -J- b'n — f/')y ~\- {cm -j- c'n—c")z
^dm+fïn—g 1 [4].
■ * la résolution de trois équations du premier defrré à trois inconnues revient à la recherche du point d'intersection de trois plans.
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Le système dûs trois équations proposées pourra être remplacé parle système des deux premières et de l'équation [4], Pour le faire voir, remarquons que si, afin d'abréger l'écriture, on suppose qu'on ait fait passer tous les termes de chaque équation dans un seul membre , et qu'on représente les trois proposées par
A=0 , A'=0 , A"=0 , l'équation [4] pourra être représentée par A»i+,À'«— A"=0.
Or, tout système de valeurs de x , y , z qui satisfera aux trois équations proposées, annulera A , A' et A" ; donc il annulera aussi A»i + A'ît — A" ; donc il satisfera à l'équation [4]. Réciproquement : tout système de valeurs de x , y , s qui satisfera aux équations [1] , [2] et [4] annulera A et A' , et de plus Am+A'm — A" . Mais puisque A et A', sont nuls, cette dernière expression ne peut être nulle qu'autant que A" est aussi annulé ; ces valeurs satisferont donc il l'équation [3] . Donc enfin les systèmes [1] , [2] , [3] et [l] , [2] , [4] sont équivalents.
150. Cela posé , si nous voulons obtenir la valeur de x , profitons de l'indétermination de m et de n pour égaler à zéro les coefficients de y et de s dans l'équation [4] , et posons imt+b'n=b" [51, cm + c'n = e" [6].
L'équation [4] se réduira a
(am-\-a'n — d')x = dm-\-d'n — d!' ;
,, . dm-\-d'n — d"
d'où x = ±- - B [7];
valeur dans laquelle il n'y aura plus qu'à mettre pour m etpour n les valeurs tirées des équations [5] et [6] .
Or, en appliquant ici la loi de formation des valeurs générales tirées de deux équations du premier degré à deux inconnues (125), on trouve
_ 6V_ c'b- - _ bc"-cb" -, . m ~ bc'—cb' - "-bc' — cb- Mettant ces valeurs dans l'expression [7], et multipliant, haut et bat 1 , par bo' — eb' , on obtient
._ d(b"c—c"b') + d 1 (bc' — cb") — d'\b c' - cb') x ~ a{b"J —c'b')-\-a' W ~cl>') — tfbc' —cV)
[fil-
On remarquera que le numérateur de cette expression peut se déduire du dénominateur en y remplaçant « , d , n" par
d, d' , d" ; c'est-à-dire les coefficients de a; par ieatermes indépendants des inconnues; remarque qu'on aurait déjà pu faire . sur l'expression [7]. Reste donc à trouver la loi de formation du dénominateur. .
Or, en développant les calculs et changeant tous les signes au numérateur et nu dénominateur, ce qui n'altère pas la valeur de x , on trouve pour dénominateur
ab'c" — aé'V -j- ca'b"— 4<jV + bc'd'—cb'a" ; polynôme qui peut être formé de la manière suivante :
On prend les deux lettres a et b dont on forme les deux permutations ab et 6a . Dans chacun de ces produits on introduit successivement c à la troisième , a la seconde et à la première place, ce qui donne
abc , acb , cab , bac , bca , eba .
On donne alternativement à ces termes le signe -f et le signe — , ce qui donne
abc*— acb -\-6ab — bac^- bai — eba .
Enfin, dans chaque terme on met un accent à la seconde lettre et deux accents à la troisième , ce qui donne
a&'c"— acT-f- ca'b"~- fraV'-f bc'd' — c l/a!' .
La valeur de x peut donc s'écrire
' _ db'c'—dc'b" -f- cd'b"— bd'c" + bc'd"—cb'd' X ~ab'c"—ac'b"+va'b"—ba'c"-i r bc'a"—cb'a' En opérant d'une manière tout a fait semblable, on trouvera
V" — («:'(?'' -j- ta'd''— thi'ï' -\-dc'd' — cd'd' y ~~ab'c , '—ac'b"'-\- cu'b"— ba , c"+bc , a"—cb , a," _ _ ab'd"— ad'b"+ ddb"— ba'd" + bd'd'— db'd' ab'c' — ac 1 !)" -\- ca'b" — fio'c"-(- bc'a" — cb'a"
[ui.
Oh reconnaîtra facilement ; 1° Que les trois expressions ont le même dénominateur ; 2° que pour former le numérateur de y il fautchangor b , b' ; V en d,d',d"; 3° que pour former le numérateur de z , il faut changer c , ' c' , c" en d , d' , d"! . En un mot, pour former le numérateur de chaque inconnue, il faut, dans le dénominateur commun, .remplacer les coefficients de cette inconnue par les termes indépendants des mconmies qui leur correspondent. ......
Ces valeurs sont des formules dont on pourrait se servir pour trouver, dans chaque cas particulier, les valeurs des inconnues; mais il sera presque toujours plus simple de résoudre directement les équations particulières proposées. Le véritable usage de ces valeurs générales est dans la discussion dont nous allons toucher les points principaux.
Pour abréger l'écriture, nous représenterons les valeurs ci-dessus sous la forme ■-
ABC X =V ' »=D ' 3= D
140. I. Si les hypothèses faites sur les données rendent * , y et s positifs, ces valeurs sont une réponse directe à la question.
Si une ou plusieurs de ces valeurs deviennent négatives, et que les grandeurs qu'elles représenU'iil ix; soient pas, par leur nature, susceptibles d'élre comptées indifféremment dans deux sens opposés, on changera dans les équations proposées le signe des inconnues pour lesquelles on aura trouvé des valeurs négatives, et l'on cherchera les changements qu'il faut faire dans l'énoncé du problème pour qu'il conduise aux équations ainsi modifiées ; on sera certain alors de trouver pour les inconnues des valeurs positives.
Si l'on trouve pour les inconnues des valeurs nulles, ces valeurs n'offrant par elles-mêmes aucun caractère d'impossibilité , eljes seront encore une réponse directe à la question.
Ce cas se présenterait si l'on avait à la fois d = 0 , d' == 0 et d" = 0 , comme on peut le voir. II est clair d'ailleurs que cela ne pourra avoir lieu que dans ce cas ; car des valeurs nulles mises pour -x , y et = z , rendant nuls les premiers membres des équations proposées , ces équations ne peuvent être satisfaites par ces valeurs qu'autant que les seconds membres sont mils.
141. II. Nous avons vu que le système des trois équations proposées peut Être remplacé par le système formé de deux d'entre elles, les deux premières par exemple, et de l'équation [4] du, n° 138. Or, on démontrerait de la même manière qu'on peut substituer à l'équation [4] toute équation . obtenue en multipliant respectivement les trois proposées par dos facteurs quelconques, mais finis et différents dé zéro, et en faisant la somme des résultats obtenus.
Cela posé , multiplions la première équation par t/'c' — <fb' , là seconde par ' bc" — c&" , la troisième par b'c — db ,etajoutonsles membre it membre. Tous les termes en y s'en tre-détru iront ; il én sera de même des termes en s , et l'équation résultante se réduira a ' "' ''
. On arriverait encore au môme résultat si l'un de nos trois multiplicateurs élait nul. Supposons, par exemple, que b'c — c'b soit nul. Multiplions la première équation par b"rf — c"b' , la seconde par bd'—cb" et ajoutons; les termes en y seréduirontà
M"c'y — b'b"cy' ou à b"{bc' — c'b)y , c'est-à-dire à zéro puisque bo' — c'b est nul. 11 en sera de même des ternies en s ; et l'équation résultante se réduira encore a
: Ox=A [12]; D et A ayant alors des valeurs différentes de celles qu'ils ont quand 6c 1 — c'b n'est pas nul.
Ainsi , tant qu'il n'y aura pas plus d'un dus trois multiplicateurs " qui s'annule, on pourra remplacer le système des trois équations proposées par le système des deux premières et de l'équation [12].
On démontrerait exactement de la même manière que, pourvu qu'il n'y ait pas plus d'un des trois binômes ac' — cd , de*— c'a" ou a"c — c"a qui soit nul, on pourra remplacer le système des trois proposées par le système de deux d'entre elles et de l'équation % = B [13].
De même enfin , pourvu qu'il n'y ait pas plus d'un des trois binômes ab' — bd , a'b" — b'à' , ou d'b — b"a qui soit nul, on pourra remplacer les trois proposées par deux d'entre elles et par l'équation
Dans cette hypothèse, si le dénominateur D . des valeurs générales s'annule pour certaines suppositions faites sur les données sans qu'aucun des numérateurs A , B ou C s'annule en mémo temps, le système des équations proposées sera incompatible. Car il pourra être remplacé par deux de ces équations et par une équation telle que [12], qui est alors impossible , puisque D est nul saris que A le soit, et qu'elle se réduit par conséquent
Si les trois numérateurs A , B , C , s'annuleut en même temps que le dénominateur D , le système des équations proposées sera indéterminé; car il pourra être remplacé par deux de ces équations et par une équation telle que [12] , qui est alors satisfaite d'elle-même puisque A. et D sont nuls, et quelle se réduit
Ainsi , tant qu'il n'y a pas , dans chaque groupe de trois binômes tels que bc' — cb' -, etc., considérés ci-dessus, plus d'un binôme qui s'annule, on peut affirmer que si les valeurs de x , y ,
: , se présentent toutes, les trois sous la forme ~ , le système proposé est incompatible ; et que si ces valeurs se présentent toutes les trois sous la forme , le système est indéterminé. Si l'une se présentait sous la forme et les autres sous la
forme ^ ; il y aurait à la fois incompatibilité et indétermination ; ce qui ne peut être rendu sensible que par des considérations géo-
142. III. Si dans l'un des trois groupes de binômes , il y en a deux qui soient nuls, le troisième est nul également. Soient par
an en tire facilement
Par conséquent il en résulte
t = h " ou fcW=0 .
Dans cette hypothèse, reporlons-nous à la valeur [8] de x , trouvée au n° 139. Les trois binômes qui s'annulent sont multipliés respectivement par a , a' , a" au dénominateur, et par d , d' , d" au numérateur ; il en résulte que les deox termes se
réduisent h zéro et que x se présente sous la forme ,jj .
Il peut arriver alors qu'il y ait au moins une des deux autres
valeurs qui se présente sous la forme -g , ou qu'ellesse présentent
toutes les deux sous la forme ^ . .
Examinons d'abord le premier cas; et supposons, pour fixer les idées , que ce soit la valeur de s qui se présente sous la forme ~ . Il faut pour cela' qu'il n'y ait pas plus d'un des trois
binômes ab' — ba' , a'b" — b'a" , ou d'b — b"a quisoilnul; car, comme ces binômes sont multipliés au dénominateur par n" ,
" Exemple ; ilenc plans parallèles coupés par un troisième.
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c , c' et au numérateur par tt , d , d' , s'ils étaient nuls tous les trois les deux termes se réduiraient à zéro, ce qui est contre l'hypothèse.
Mais , s'il n'y a pas plus d'un de ces trois binômes qui soit nul , on pourra remplacer le système des équations proposées par deux d'entre elles et par l'équation impossible [14i]
D*=C . ■• Ce système est dono incompatible.
Si les valeurs de y ej de s prennent toutes deux la forme 5
en même temps que celle de x , on ne pourra rien conclure en général, et il faudra remonter aux équations proposées.
Supposons, par exemple, que les neuf binômes ab' — ba! , ab"-— oo* , b& — b'c , etc. soientnuls, ou, ce tuii revient au même , qu'on ait la suite de rapports
Les valeurs des trois inconnues se présenteront sous la forme jj .
Or, si l'on multiplie respectivement les trois équations par a'a" , par ■ on" et par aa' , les trois premiers membres deviendront identiques, tandis qu'il pourra arriver : ou que les seconds membres soient tous différents, auquel cas il y aurait incompatibilité entre ces trois équations ; ou que deux seulement de ces seconds membres soient égaux, auquel cas le système se réduirait à deux équations incompatibles; ou enfin que les trois seconds membres soient égaux , auquel eus le système se réduisant à une seule équation, il serait" indéterminé.
Ainsi , les valeurs des trois inconnues peuvent se présenter toutes
les trots sous la forme , soit que le système soit incompatible,
ou à la fois incompatible et indéterminé, ou enfin totalement indéterminé. Il faut donc, alors, recourir aux équations elles-mêmes pour reconnaître directement le cas d'impossibilité ou d'indétermination qu'elles présentent. -
CHAPITRE V
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S t. Résolution en uombrrs entiers d'une équaljnn du premier degré à deux Indéterminées.
143. Lorsqu'un problème qui comporte n inconnues . ne fournit que n—p équations, on peut se donner arbitrairement p de ces inconnues, et en déduire les n — p autres. Le problème eit donc indéterminé. L'analyse indéterminée a pour objet de résoudre en nombres entiers les équations numériques qui renferment un nombre d'inconnues supérieur à celui des équations mêmes. Dans ce paragraphe, nous nous occuperons de la résolution ennombres entiers d'une équation du premier degré à deux inconnues , ou, suivant l'expression coiisiii'rée, à dtux indéterminées.
Une équation numérique du premier degré à deux indéterminées peut toujours être mise sous la forme
ox-\-by=c [1], dans laquelle a , b et e sont des nombres entiers positifs ou négatifs , et tels qu'il n'y ait pas de facteurs communs à tous les termes.
14-1. Il faut remarquer d'abord qu'une pareille équation ne peut admettre de solutions entières qu'autant que les coefficients a et b des deux indéterminées sont premiers entre eux.
En effet, s'ils avaient un fadeur commun , ce facteur diviserait exactement le premier membre , puisque x et y sont supposés entiers fil devrait donc aussi diviser le second membre, ce qui est contre l'hypothèse , puisque l'on a supprimé les facteurs communs à tous les termes.
148. S'il existait un facteur commun entre a et c , ou entre * et e , l'équation pourrait être simplifiée. En effet, soient a=a'm et c=c'm , a' , o" et m étant des nombres entiers. Remplaçons a et e par ces valeurs , et divisons par m; il viendra , .
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Or, c' étant entier ainsi que a'x , il faut que — soitentier,
c'est-à-dire que m divise le produit liy ; mais il est premier avec b , puisqu'il n'y a pas de facteur commun à tous les termes ; il faut donc, qu'il divise exactement y .Soit y' le quotient , en sorte qu'on ait y=my' ; l'équation proposée se réduira à
équation dont les termes sont plus simples. Quand on l'aura résolue, il suffira de multiplier par m les valeurs de y* pour obtenir celles de y .
146. Nous supposerons donc que dans l'équation à traiter il n'y ait plus de facteur commun entre les coefficients considérés deux à deux.
N'ous allons Taire voir que si l'on avait trouvé, par un moyen quelconque,, un système de valeurs entières, x=a et y=§ par exemple, propre à vérifier l'équation proposée, on pourrait obtenir sûr-le-champ tous les autres systèmes analogues.
En'eflêt, puisque a et p , mis pour x et y , vérifient par hypothèse l'équation proposée, on a
Si l'on retranche celle relation de l'équation proposée, membre à membre, on obtient
*„„ .Wi-iSçB : ■ .V
Or, puisque w doit élre entier, et que le premier terme * de sa valeur est entier, il faut que le second le soit, c'est-a-dire que a divise le produit b(y — p) ;ètcomme a est premier avec b , il faut qu'il divise y— ,B .Appelons t le quotient entier de cette division, nous aurons
~^ = t , d'où y = p4-a( [2].
Mettant / iilaplacede V ( ^ dans h valeur de x , elle devient
x=*-~bt [3], Ll suffira de donner ù / des valeurs entières, positives ou négatives pour obtenir autant de systèmes correspondants de valeurs entières pour x et pour y .
La démonstration même prouve que tous les systèmes de valeurs entières sont compris dans ces formules ; et l'on vérifierait a posteriori qu'elles satisfont a la proposée en y substituant pour x et pour y les valeurs [3] et [2]; les termes en ( disparaissent d'eux-mêmes, et il reste
relation qui est vérifiée par hypothèse.
On voit donc que lorsqu'on aura trouvé pour a: et y un
générales en ajoutant à « et à p le produit d'une nouvelle indéterminée entière ( par le coefficient de x , s'il s'agit de la valeur de y , et par le coefficient de y pris en signe contraire, s'il s'agit de la valeur de x .
Il est clair, d'ailleurs, que comme ( peut être changé en — / , on pourra prendre a en signe contraire et b avec son signe.
Remarque. La suite des valeurs de x forme une progression arithmétique dont la raison est le coefficient de y ; et la suite des valeurs de y forme une progression arithmétique dont la raison est le coefficient de x . Mais ces doux progressions seront l'une croissante et l'autre décroissante, si a et b sont positifs; elles seront toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes si a et b sont de signe contraire.
147. Tout se réduit donc à trouver un système de valeurs entières pour x et pour y.
Remarquons d'abord que , dans quelques cas particuliers , on obtiendrait immédiatement ce système de valeurs. Par exemple , si c était nul , on satisferait a l'équation on prenant x=0 êt y=0 . Si c était un multiple de a , et qu'on eût e=ma , on satisferait en posant x=m et y=0 . . Si c avait la forme' nbdzma , on satisferait en posant. x=^:m et y=n .
Hors ces cas, il faut une méthode particulière pour trouver un système de valeurs. Voici celles que l'on emploie.
I. Résolvons l'équation proposée par rapport à celle des deux indéterminées qui a le plus petit coefficient. Soit a<ù ; lirons la valeur de x , il viendra
Je dis que si l'on substitue pour y une suite do nombres positifs 0 , 1,2 jusqu'à +/i ; et une suite de nombres négatifs, —1 , —2 jusqu'à — i/ , trri sorte que p + q suit égal à «— 1 , il y auni dans ces substitutions une valeur He y qui donnera pour j un nombre entier.
système de valeurs entières a et
x _"~ày '
En effet, soient -\-t/ et — y" , par exemple, deux de ces substitutions ; soient q' et g" les quotients positifs ou négatifs qu'on obtiendra en divisant c — bif et c+6/ par a ; les restes devront nécessairement différer. Car si. les deux divisions donnaient le même reste r , on aurait en même temps
c— by'=aq'+r d'où , en retranchant la première identité de la seconde
Or, a divisant le second membre devrait diviser )* premier; mais a est premier avec b ; il devrait donc diviser y 1 +y" . Mais y 1 ne pouvant surpasser p , et y" ne pouvant surpasser ç , la somme / -y" ne peut surpifser p-rq ou a — I ; ellu ne saurait donc iMre divisible p.ir u .
Il en serait de mémo , u fr.rtiiri, s'il s'agissait île deux substitutions prises toutes deux dans la série des nombres positifs , ou toutes deux dans la série dos nombres négatifs.
Donc, tous les restes résultant de ces substitutions seront différents. Mais le nombre de ces restes, égal au nombre dessubstituttons, est jj + î+1 ou a-; et puisque ces restes ne peuvent surpasser le diviseur a , i! faudra qu'un d'entre eux soit égal à zéro. Le jiombre correspondant mis pour y donnera donc pour x un nombre entier; et l'on aura ainsi un système de valeurs entières de x- et de y . -, ' Soit, par exemple, l'équation
On en tire x = — - .
Substituons pour y les nombres 0 , +1 , +2 et — I , — 2 ; nous trouverons que — 2 donne pour x un nombre entier +1 . Les valeurs de x et de y seront donc .
;c = l + 8f 'et y=— 2 + 5( ,• en prenant le coefficient +5 avec son signe, et le coefficient — 8 en signe contraire.
i48. II. Résolvons encore l'équation proposée par rapport à l'indéterminée qui a le plus petit coefficient; soit «<6 ; lirons la valeur de te , il vient.
Effectuons , autant qu'il est possible , la division de b par a ; soient q le quotient et r le reste ; nous aurons
■—ry
Le premier terme de la valeur de x étant entier , il faut que le second le soit : égalons-le à une indéterminée entière i , nous , aurons
relation où y et ( représentent des nombres entiers qui salisfontà l'équation
^=2=( ou al+r,=r [3].
Cette équation est de m<"'me forme que la proposée , et il s'agit aussi de la résoudre en nombres entiers ; mais le coefficient r est moindre que le coefficient b de la proposée.
Traitons cette équation comme la proposée. Résolvons-la par rapport à l'indéterminée y qui a maintenant le plus petit coefficient , puisque le reste r est moindre que le diviseur a delà diviiion qui l'a fourni ; il viendra
Divisons a par r ; soient g' le quotient et r 1 le reste; nous aurons
Le premier terme de la valeur de y étant entier , il faut que le second le soit ; égalons-le à une nouvelle indéterminée entière f ; il viendra
y^-tft+f [fl,
relation où ( et (' représentent des nombres entiers qui satisfont al'équation.
™i i = C ou r , t-\-rf=c [5].
Cette équation est encore de même forme que la proposée et doit, comme elle, être résoluo en nombres entiers; mais le coefficient r 1 est moindre que le coefficient a de l'équation précédente.
Traitons encore cette équation comme la précédente, et résolvons-la par rapport à l'indéterminée qui a le plus petit coefficient , c'est-à-dire par rapport à l ; nous aurons •
Divisons >• . par r' ; soient q" le quotient et r" le reste ; il viendra
Le premier terme de la valeur de / étant entier, il faut que le second le soit; égalous-Ie à une nouvelle indéterminée entière f" , nous aurons
l = -ff + f [G]; relation où V et f représentent des nombres entiers qui satisfont à l'équation
■ e ^ÇL = f ou M + r'f = c [7],
équation de même forme que la proposée , mais à coefficients plus simples. . .
En continuant ainsi, on ramène successivement la résolution rie l'équation proposée à celle d'une série d'équations de même espèce, dont les coefficients sont de plus en plus petits. Mais, si l'on fait attention aux opérations effectuées , on remarque qu'on a divisé d'abord a par b , puis b par le reste r de la division précédente, puis r parle reste V de la division qui précède, et ainsi de suite; c'est-à-dire qu'on effectue sur n et h les mômes calculs que si l'on cherchait le plus grand commun diviseur entre ces nombres. Or, ces nombres sont premiers entre eux ; on devra donc parvenir à un reste égal à l'unité. Soit r" ce reste égal à I ; en sorte qu'on ait
On en tire ' t'=c—r'C ;
et il suffira de donner a (' une valeur entière quelconque pour obtenir une valeur entière correspondante de /' . Les valeurs entières de t" et de (' mises dans l'équation [6] donneront pour ï une valeur entière; ces valeurs entières de f etde' f mises dans l'équation [f] donneront une valeur entière pour y ; enfin ces valeurs entières de t et de y mises dans l'équation [2] donneront une valeur entière correspondante pour x .
On pourra effectuer ces substitutions successives sans donner d'abord aucune v;i]iuir particulière à f ; on obtiendra ainsi les valeurs^ de y et de x exprimées au moyen de la seule indéterminée t" . Il suffira, dans ces expressions, de donner à f une valeur entière, positive ou négative quelconque; on en déduira immédiatement un système de valeurs entières pour x .et y .]■'
Prenons pour exemple l'équation
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les calculs précédemment indiqués donneront successivement : ^ =1 59- 1 3 ? = 19 _ !)+ 7-5 ï=19 _ s + , j '
en posant t~~ l = t 0 u 5y+8(=7 .
Puis, y = 7 -=l ( =i_i + ^( = l_ i + (' ; enposant î=if=('' ou 3i+5C = 2 .
enposant 2 ~ 2f = <" ou ( 2i'+3ï"=.2 .
Puis, t'=î~£=i-i"- t ~ = l~t"-l"' ,
enposant f=if .
.Mettant cette valeur dans celle de t' , on trouve
mettant les valeurs de f et de (* dans celle de t , il vient
(=— i+3r+2r=— î+sr-,
mettant les valeurs de i et de f dans celle de y , on obtient
Enfin , mettant les valeurs de y et de ( dans celle de x , on trouve
a: = 19— 3-f8f— l+5f=l5+13f ■ Remarque. Cette méthode est indépendante de la propriété démontrée au n° 14G pour la formation des valeurs générales de x et de y ; mais en y ayant égard, on peut abréger notablement l'application de la méthode. Dès qu'on parvient à une fraction dont on peut annuler le numérateur par une valeur entière de l'indéterminée qui y entre, on obtient, en remontant de proche en proche, un système de valeurs entières pour x et y , et par suite leurs valeurs générales.
Par exemple, dans le calcul ci-dessus, dès qu'on est parvenu à l'équation
on voit qu'on peut annuler la fraction en posant ('=1 , ce qui donne — 1 ; par suite y=l-\-l-\-l=S ; par suite encore ^=19—3 — 1 = 15 . En vertu de la-propriété du n° 146 on peut donc poser immédiatement
3;=15-fl3i et y=3— 8( , ( désignant une indéterminée entière.
149. Cette méthode comporte plusieurs simplifications qu'il importe de ne point négliger.
t. D'abord, il convient d'effectuer, autant qu'il est possible', la division de c par a , comme celle de b par a ; en simplifiant les coefficients des indéterminées, on simplifie aussi les termes indépendants. C'est ce que nous avons fait dans l'exemple traité au numéro précédent.
II. En second lieu, on peut toujours s'arranger de manière que chaque reste soit plus petit que la moitié du précédent; il suffit pour cela de prendre les quotients par excès toutes les fois qu'en les prenant par défaut la condition indiquée ne serait pas remplie. Si , par exemple , on a
b=aq + r
on pourra écrire, en ajoutant -fa et — a , ô = a( ? -fl)-(a~r) .
Or, des deux, restes r et «— r , l'un sera toujours moindre que la moitié de a , puisque leur somme est égale à a . 11 n'y a d'exception que pour le cas ou ces restes seraient égaux; mais alors il serait indifférent de prendre le quotient par défaut ou par
excès.
III. Enfin , il peut arriver qu'au numérateur de la fraction qu'on égale à une nouvelle indéterminée, il existe un facteur commun à tous les termes; en [émettant en évidence, il en résulte une simplification. Soit, par exemple, la fraction
• c — by , ■
Si c et 1/ ont un facteur commun m et qu'on ait c =(?m et b=b'vi , C et b' étant des nombres entiers, on pourra écrire . . .
Or , pour que le numérateur soit divisible par a , il faut, puisque a est nécessairement premier avec m , facteur de b ,
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que le binôme entre parenthèses if— t/y soit divisible par a . On posera donc en conséquence
- Q = t d'où at-\-b'y = <f ,
équation plus simple que l'équation at-\-by=c , à laquelle on serait parvenu sans avoir égard au facteur m .
11 faut remarquer toutefois que celle simplification ne se présenterait qu'autant qu'on aurait négligé d'avoir égard dès le principe au facteur m commun entre . b et e , comme nous l'avons expliqué ..au 11° l 'i o.
150. Le problème qu'on a en vue exige souvent, non- seulement que les valeurs de x et de y soient entières , mais encore qu'elles soient positives.
En reprenant les valeurs générales du n° i46, on devra avoir (£11) £4-aï>0 et n— ôï>0 .
On tire de la première inégalité (69), en y supposant a positif, ce qui est permis,
Si b est négatif dans l'équation proposée et qu'on ait b=— b! , la lettre 6' désignant un nombre entier positif , la seconde inégalité devient
*+b'ï>0 d'où i>— ^ .
Les deux limites obtenues pour t étant toutes deux des limites inférieures, il suffira de donner à ( des valeurs entières , algébriquement plus grandes que la plus grande de ces deux limites; par conséquent, le nombre des solutions entières et positives pour x et y sera illimité.
Si b est positif dans l'équation proposée, on tire de la seconde inégalité
=>&J d'où t<- b ■
On a ainsi pour ( une limite inférieure et une limite supérieure. S'il y a des nombres entiers compris entre ces deux limites , en les mettant à la place de t on aura autant de systèmes de valeurs entières et positives, pour x et y ; mais le nombre en sera nécessairement limité. S'il n'y a aucun nombre entier compris entre les deux limites, ou si elles sont contradictoires, c'est-à-dire si la limite supérieure est algébriquement moindre que la limite inférieure, il n'y aura aucun système de valeurs entières et positives.
Dans l'exemple numérique traité plus haut, on a trouvé
y — — 2 + 5i et a=l + 8( .
On en déduit pour / deux limites supérieures
Il suffira de donner à ( des valeurs entières supérieures à ■ | , c'est-à-dire, 1 , 2 , 3 etc. jusqu'à l'infinitif positif. Si une équation à deux indéterminées avait fourni les valeurs . y — — 2-|-5i et x = Si— fif ,
onentirerait i - > & et i< ^~s '
On ne pourrait donc donner à t que les valeurs 1 , 2 et 3 qui sont comprises entre ces limites.
Si une équation à Unix indéterminées avait fourni les valeurs y =— 2+,5( et x=\ — »! ,
onentirerait '^5 et l< ^s '
limites contradictoires; il n'y aurait donc aucun système de solutions entières et positives.
131. Remarque. Quand le nombre des systèmes de valeurs entières et positives est limité, on peut le déterminer à une unité près avant de résoudre l'équation proposée.
En effet, ce cas se présente lorsque a et b étant de même signe , on obtient pour ( deux limites , l'une inférieure et l'autre supérieure
'>-; el «5 •
Supposons, pourfixer les idées, que a et H soient positifs, auquel cas la première limite est négative et la seconde positive.
Soient p lenombreentierimmédiatementinférieurà ^ r et g le
nombre entier immédiatement inférieur à - • On ne pourra donner à t que les valeurs 0,1,2 jusqu'à -\-}> , et — 1 , — 2 , — 3 , etc., jusqu'à — q ; ce qui fait en tout p+q-\-l valeurs.
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Or on a , par hypothèse ,
P<1 et T <| d'où p+g<t + t ,
on enfin î '"'"'' < -n/i '
puisque j et s forment un système de valeurs de x et de y . On aurait de même
p+\>\ & 1+^>\ -d'où p+q +2>^ .
Il résulte de là que la quantité — est comprise entre p-\-q et
^ + 7+2 , c'est-à-dire entre lenombredes valeursde ( diminué d'une unité et ce même nombre augmenté d'une unité. On aura
donc ce nombre de valeurs en prenant le quotient ^ ou par, excès ou par défaut.
Soit, par exemple, l'équation
7x-pl2y = 200 .
Le quotient par défaut de 200 par 7 fois 12 ou 84 , est 2; le quotient par excès est .1 ; le nombre des valeurs entières et positives ne peut donc être que 2 ou 3 . On trouve en effet :
y= — 2 + 7t et a: = 32 — 12/ .
L'indéterminée t doit donc être comprise entre | et j|
ou | pour que j; et y soient positifs; on ne peut donc
donner à f que les valeurs 1 et 2 ; ce qui ne fournit que deux systèmes de valeurs,
y= 5 , w=20 , et y =12 , x= S .
li>2. Comme exemples de questions conduisant à une équation à deux indéterminées, nous traiterons les deux suivantes :
I. Problème. Trouver un nombre dont le triple divisé par 8 donne pour reste 5 .
Soient te cenombre,et y lequotientde 3# par 8';ort devra avoir l'égalité
En appliquant le mode de solution indiqué au n° 147, on trouve que y — — 1 donne la valeur entière x— — 1 ; on a donc y==— 1 + 3* et x=— l + 8(.
On peut donner à f toutes les valeurs entières et positives depuis 1 ; ce qui donne les systèmes
y = 5 , a> = 15 ; y = S , x. =23 ; etc. , etc.
II. Problème. Faire une somme de 26>. avec deux espèces de pièces ètranyè.res, dont kt unes valent 3',75 ellesautres l',10 .
Soient a: le nombre des pièces de première espèce, et y le nombre des pièces de la seconde espèce ; on dovra avoir ■3,75. 37+1,10. y — 26 ; . ou, en multipliant tous les termes par 100 , 375a;+li0y = 2600 .
'Les nombres 375, 110 et 2600 ayant le facteur commun 5, on peut d'abord le supprimer, ce qui donne . ■ 7Ôx + 22y = 520 .
Les nombres 75 et 520 ayant encore le l'acteur commun 5 , on peut poser (iâS) y = ôy' , et supprimer le facteur 5 , ce qui donne
. Les nombres 22 et 104 ayant le facteur commun 2 , on peut poser x = ïx' et supprimer le facteur 2 , cequidoune ■ enfin l'équation
15^'+Ily'=52 .
On en tire = i-x' + A& ~ X ' ] ^A-x'+At ,
en posant ~~n~~ = ' ' ^' 0 " ;c ' =2 ~ 11 ' ! par suite p'=2 + 15t .
.On voit que x' et y' ne peuvent être positifs en même temps que pour ( = 0 , ce qui donne a>'=2 et y'=2 ; parsuite x^=A et y=,\0 - : -
En effet : 4 pièces à 3',75 font 16fr., et lOpiecesà l',10 font 11 fr. ; lasomme 15 + 11. est bien égale à 26 .
Ce problème offre un exemple d'une question algébriquement indéterminée qui n'est cependant susceptible que d'une seule solution arithmétique.
Remarque. On aurait pu prévoir que le problème ne pouvait admettre au plus qu'un système de valeurs entières et positives; car leproduit des coefficients 15 et 11 estplusgrandquclcterme indépendant 52 ; d'où il suit que les quotients par défaut et par excès de 52 par 15 fois 11 , sont 0 et 1 . Le nombre des systèmes de valeurs entières et positives ne pouvait donc pas surpasser 1 .
Le lecteur pourra s'exercer sur les questions suivantes :
I. Une société n'est cotisée pour une /été, à ration de O/r. pour chaque dame et de 16 fr. pour v/tut/tte homme; la somme ainsi réunie a été de 330 fr. ; combien y avait-il d'hommes et de
dames ?
(Réponse: Nombre des hommes : 15 , 6 ;
Nombre des dames : 10. , 26.)
II. Trouver un nombre qui divisé par 7 donne pour reste 5 , H qui divisé par 18 donne pour reste 3 .
(Réponse : 75 , 201 , 327 , etc. , nombres en progression arithmétique. )
III. Faire une longueur d'un mètre en plaçant les unes à la suite des autres des pièces de 2 francs , dont te diamètre est de 27 millimètres, et des pièces de 1 franc , dont le diamètre est de 23 millimètres .
(Réponse : Nombre des pièces de 2 francs : 20 .;
Nombre ries pièees de 1 franc ; 20 .)
IV. Diviser 90 en deux parties dont l'une soit divisible par 5 tt l'autre' par 11 .
(Réponse : Première partie : 90 , 35 ;
Deuxième partie
V. Trouver une fraction telle qu'en l'ajoutant terme à terme avec la fraction | ; on obtienne pour résultat ^ .
{Réponse: ^, ~ , ~, etc., fractions dont les termes sont en progression arithmétique.)
VI. On a de l'argent au titre de 0,950 , et de l'argent au titre de 0,820 . 'Combien faut-il prendre, en nombres entiers, de déco-
grammes de chaque espèce d'argent , pour faire un alliage </ui contienne 1 kilogramme d'argent pur?
(Réponse : argent au titre de 0,950 : 88"< , G" 1 ;
argent au titre de 0,820 : 20" 1 , 115'".)
g IL. Késolulion bq nombres entiers des équations du premier clejjrc à jdut de deux iixdciemUniîes.
Iiî5. Consïitihoiis d'abord deux équations à trois indéterminées.
aw + by + ez = d [1], a-x+Vy+c-^à" [2], dans lesquelles on peut toujours supposer qu'on ait supprimé les facteurs communs à tous les termes.
Ces équations ne pourront admettre de solutions entières pour r , y et ; qu'autant que , dans chacune d'elles, i! n'y aura aucun facteur commun aux trois coefficients des indéterminées. Car si a, 6, c , par exemple , admettaient un facteur commun, ce Facteurdiviserait le premier membre, puisque w , y , s sont entière; i! devrait donc aussi diviser le second , ce qui est impossible, puisqu'il n'y a plus, par hypothèse, aucun facteur commun à tous les termes. Admettons donc que celle condition soit remplie.
Eliminons l'une des trois indéterminées, par exemple, entre les deux équations proposées ; nous obtiendrons l'équation
{ac'— ca')z + (ùc' — cb')t/ = dc'— cd' [3], qui devra également admettre des solutions entières. Il faudra pour cela, qu'après avoir supprimé les facteurs communs nuxdeux membres, s'il s'en trouve, les coefficients de ,e et y soient premiers entre eux (144). Supposons cette condition remplie. Nous pourrons tirer de l'équation ci-dessus des valeurs de x et de y de la forme
X = *+mi , y = $ + nt . [4].
Transportant ces valeurs dans l'une des équations proposées, on obtiendra une équation en s et t , qui devra,- à son tour, admettre des solutions entières. Si les conditions nécessaires sont remplies, on pourra obtenir pour = et ( des valeurs de la forme
' , ... * = t+pf , t = t+q< ,
mettant cette valeur de t dans les expressions de' . x et de y ,
celles-ci deviendront
Les trois indéterminées x , y , s se trouveront ainsi exprimées au moyen d'une seule indéterminée Y ; et il suffira de donner à H des valeurs entières positives ou négatives pour obtenir autant de systèmes de valeurs entières pour x , y et s . Soient, pour exemple, les équations
tx— e y -L.;.3s=— i .
En éliminant s , on obtient d'abord
92J- — 42y=124 ou 46a;— 21j<=62 , d'où l'on tire (i-itt)
a: = 5 + 21( et y = 8 + 4Gt .
Ces valeurs, mises dans la seconde équation proposée, donnent
,1s— 129/ = 12 , d'où l'on lire s = 4-(-129<'
et t=S.f .
Parsuite y = 8+138('
et *=5 + 63/' .
l'AA. II est bon de remarquer que, lorsque les coefficients ac' — ca' et bd — cb' de l'équation [3] sont premiers entre eux, on est dispensé de résoudre une seconde équation à deux indéterminées. En effet , on a alors, a et p désignant un système de valeurs do l'équation [3] ,
x — a-\- (bc' — cb')t et y=&— (ac'— ca!)t .
Ces valeurs, mises dans l'équation [1], donnent, après réductions,
es — c(ab'— ba')t = d— m — 6[î . Le premier membre étant divisible par c , le second doit l'être également; en désignant le quotient par y , on a
; — (aV — bet)t=y , d'où : . ; — -[ + (ab'— ba!)t .
Comme on a posé . . ffl = f ,
d'où o« -J- bp + cy = d ,
on voit que a , p , y forment un système de valeurs entières de x , y , -s ; et qu'on a
x = *-\-{bc'—vb')t , y = p + (ca'— uc')t , z==i + (ab' — ba')t .
valeurs qui ont une symétrie remarquable.
Soient, par exemple, les équations -
On obtient, en éliminant z , l'équation 67*-<-17y=299 , .d'où Ton tire x = & + ï7t et y = 8 + 87( .
Substituant ces valeurs dans la première équation , elle devient , après réductions ,
tu — 78» = 4-1 , d'où s'=i+7U .
Ifltî. Si la question exige que les solutions soient entières et positives, on aura à satisfaire à trois inégalités.
On vient de voir que les valeurs de x , y , s se présentent sous la forme
x = n-\-mt , i/ — $ + nt, c=-(~{-rt .
On posera donc
« + «*<><> , B-f nf>0 , y + rt>0 ,
ce qui donnera trois limites pour t , , ■ , ,
Si ces. limites sont toutes trois inférieures ou toutes trois supérieures, on pourra donner à t toutes les valeurs au-dessus de la plus grande de ces limites , si elles sont inférieures, ou toutes les valeurs au-dessous de la plus petite, si elles sont supérieures. Il y aura donc un nombre illimité de solutions.
Si ces limites ne sont pas toutes trois de même sens , t devra être pris entre ces limites ; et par conséquent il y aura un nombre limité de solutions. ■' ■•
Si ces limites étaient contradictoires, il n'y aurait aucune solution positive possible. . \
156. Comme exemple d'une question conduisant à deux équations du premier degré à trois indéterminées, nous traiterons la sui-
0» veut donner une ijri'lifienlinn aux uurrierr. d'une fabrique. Si l'on donne 5 francs à cltaque homme, A francs à chaque femme et Zfrancs à diuque enfuit, i/ftw 'Jeanne somme de. ÏSSfrancs . Si l'on donne 1 franc de moins à chacun , il ne faudra que 118 francs . On demande combien U y a d'hommes, de femmes et d'enfants.
Soient x le nombre des hommes, y celui des femmes, z celui
des enfants. On aura évidemment les deux équations ■ 5x + 4y + îz=lfà , 4x + 3>j+ 5 = 118 .
Éliminant s , on trouve
d'où l'on tire , se—ît et y=40— 3/. « ,.
Ces valeurs, mises dans la seconde équation du problème, donnent
d'où '■. c = (— 2 ,
Comme i , j cl ; doivent être positifs, on devra avoir
,' 40 t>0 ; *<j et (>2 .
On devra donc prendre pour f des valeurs entières et positives depuis 2 jusqu'à 13 inclusivement, ce qui donnera 12 solutions possibles:
187. Soit maintenant à résoudre en nombres entiers une équation unique , du premier degré à trois indéterminées
<tx -f- by -\- es = d , dans laquelle a , b , c sont des nombres entiers qui n'ont point de facteur commun.
Il y a deux, cas à distinguer : ou , parmi les trois coefficients a , b , c , on en pourra trouver au moins deux qui soient prerniers entre eux; ou bien ces coefficients , pris deux à deux comme on voudra, offriront toujours un facteur commun !ce qui ne veut pas dire qu'il y ait un facteur commun à la fois aux trois coefficients).
136 PBEM1ËHB PARTIE. — CHAPITRE V.
I. Examinons d'abord le premier cas; et, pour fixer les idées, supposons que a et b soient premiers entre eux.
Faisons passer le terme en s dans le second membre, et appliquons à l'équation
ax -{- by = d — ce ' la méthode du a° iAQ, en y considérant s comme connu; nous en tirerons, pour ce et y des valeurs de la forme x = <z — bt et y = p-f-n( ,
dans lesquelles a et p seront dos polynômes entiers et du premier degré par rapporta = ; On pourra dès lors prendre arbitrai* rement s et ( ; et, pourvu qu'on leUrattribue des valeurs entières , il en résultera des valeurs entières pour x et y .
Si ces valeurs doivent, en outre, être positives, on donnera à = une valeur arbitraire entière et positive; on posera alors
= — 600 et p + «i>0 .
Il en résultera pour t deux limites; et suivant que ces limites seront de même sens ou de sens contraire , compatibles ou incompatibles, il en résultera un nombre illimité de valeurs entières et positives pour x et y , ou un nombre limité de ces valeurs, ou bien il n'en existera aucune. On opérera de même pour chaque valeur entière et positive qu'on attribuera à s .
Soit, par exemple, l'équation unique
5 œ -f Sf — 12.5 = 41 .
Comme 5 et 8 sont premiers entre eux, on peut appliquer la méthode ; on écrira donc
ou z = 8H-2s — ï'J + t ,
enposanl i+H±î? = ( ou 2j-SI = -l-2= .
Puis ,-=l=|£±î!--H-«-Mî 1 — +«+•«- ,
enposanl — ou t=l.-\-if .
Cette valeur, mise dans celle de j , donne
v = — z + î-\-4l' + t' ou x=— *+t + 5*' ,
Et en substituant pour y et t leurs valeurs dans celle de x , on obtient ■ , '.
# = 8+2=4-23 — 4 — t0f-+l + 9fâ54- 4s— 8C - Si l'on ne veut que des valeurs positives , on tirera de ces valeurs les conditions
Pour 3=0 , on a f>— | et f<jj ; on ne pourra donc prendre que f=0 ; ce qui donnera y=2 et x = 5 .
Pour 3=1 , on a O — ~ et C<g ; on pourra donc admettre les valeurs ('=0 et ^=1 , qui donneront, savoir: C=0....y=l , .e=9 ; f'=I....y=6 , j:=1 .
Pour s=2 , on a ?>Q et *'<-g- ; on pourra'donc admettre les valeurs t'=0 (car la condition i'>0 n'exclut. pas l'égalité) et t' = l.
Pour ('=0 , on aura y=Q , x=13 . ■ ■
Pour t'=l , y=5 , x= 5 .
Pour s=3 , on a C>i et *'<y ; on pourra donc admettre les valeurs . t'=\ et l'=2 , qui donneront, savoir :
pour f=l y=A , z=9 ;
pour i'=2 y— 9 , #=1 .
En continuant ainsi, on obtiendrait autant de systèmes de valeurs entières et positives qu'on le voudrait.
13H. II. Supposons maintenant que, parmi les coefficients a , b , c , on ne puisse pas en trouver deux qui soient premiers entre eux. Désignons par ni le plus grand commun diviseur entre a et 6 , par exemple; soient «'et // les quotients respectifs de a et b par m . L'équation proposée deviendra mdx -f mi/y -J- es = d ,
d'où l'on tire a'x + = — .
Le premier membre étant supposé entier, il faut que le second le soit; en désignant ce nombre entier par ( , on aura donc
a?x + V>j=t [l], et . — J^~~ =i ou oz+mt—d [2].
Or, d et b' étant premiers entre eux , puisque ce sont les quotients de a et de 6 par leur plus grand commun diviseur, l'équation [1] admettra des solutions entières de la forme
x—a—b'f et y=p + a'f [3] ,
dans lesquelles a et p seront des polynômes entiers et du premier degré par rapport à ( ; cela résulte du mécanisme même de la méthode exposée au n° 148.
De même, c et «i étant premiers entre eux, puisque le facteur m , commun à a et à b , ne l'est pas à c , l'équation [2] admettra des solutions entières de la forme
3=y— m? et (=S+c(" [4] ;
mettant cette valeur de 1 dans les expressions de x et de y , ces indéterminées se trouveront exprimées par des polynômes entiers et du premier degré en t et /' ; tandis que s ne dépendra que de f .
Si la question exige que les valeurs de x , y et - soient en outre positives, on posera les conditions qui expriment que ces valeurs sont plus grandes que zéro. On cherchera ensuite en opérant sur ces inégalités des transformations permises [86} à isoler (' et I" , et à obtenir ainsi des limites pour ces indéterminées ; mais l'on ne peut se flatter apriori d'y réussir.
Soit, pour exemple, l'équation
Les deux premiers coefficients ayant le facteur commun 2 , nous pourrons la mettre sous la forme
et poser en conséquence
Sx— 5y=t et 3y ~~ 15jt =f ou 15r+2(=37 .
On tire de la première: y = t — 3f et x = it~-5f . De la seconde on tire de même : 3 = 1—3*" et /sell-flSf" . Mettant cette valeur de t dans les expressions de y et de x , elles deviennent
y=ll-f-15f— 3C et .r=22+30C— $f .
11 suffira de donner à t et à /" des valeurs entières quelconques pour obtenir autant de systèmes de valeurs entières pour x , y et 3 .
Si l'on veut en outre que ces valeurs soient positives, on posera les conditions
1— 2f>0 ; U-HtSt*— ït>0 et 224-3ur~-5f>0
La première donne ■ Les deux autres peuvent s'écrire
3C— l5f<ll et 6C— 30f"<22 ou , en multipliant les deux termes do la première des deux par 2 , [m] 6 (' — 30 ("< 22 et 5 t'— 30 (*< 22 [n] . ' Or.de 2C<1 on tire 30f"< 15 . Ajoutant cette inégalité membre à membre avec chacune des deux précédentes, on en tire
Gf<37 et 5C<37 conditions, dont (a première comprend la seconde.
On ne devra donc prendre pour t' que les valeurs +6 , -J- 5 , etc. jusqu'à l'infini négatif.
On tire des inégalités en f et t" ,
' > 30 et e> ^Ô^ ■ Pour les valeurs positives de , c'est la première do ces deux limites de t" qu'il suffira de considérer; pour les valeurs négatives de (' , ce sera la seconde ; et l'on ne devra prendre pour f" que les valeurs comprises entre 0 et cette limite. On trouve ainsi : Pour H=Q ; S ; 4 ; qu'il n'y a point de valeur correspondante de f .
Pour :
f= 3 ; on trouve f*=0 ; d'où x— 7 ; y = 2 ; 3 = 1 .
et ainsi de suite.
139. Comme exemple de question qui conduit à une seule équation entre trois indéterminées, nous traiterons la suivante :
Faire une lort'/wto' d'un mi-Ire en mettant à la suite l'une de l'autre Ses pièces de 5/r. dont le diamètre est de 37 millimètres ; des pièces de Ifr. dwl le diamètre est de 27 millimètre» , et despièces de Ifr. dont le diamètre est de 23 millimètrta .
Si x , y , 5 représentent respectivement le nombre des
pièces de 5fr. , de 2fr. et de I fr. , on devra avoir
On peut appliquer ici la méthode du n° 187, et écrire
d'où l'on tire (148)
y— _$_|_8a; — 23; et s = 47— lla; + 27f .
Comme ces valeurs doivent être positives , on devra avoir
a?>0 , 8.F— 23ï — 3>0 ; 47 — IU + 27i>0 , on éliminera l par réduction enlre les deux dernières inégalités qui sont de même sens, et il viendra
condition qu'on aurait pu écrire sur-le-champ , puisqu'elle exprime que la somme des diamètres des pièces de 5 fr. ne doit pas surpasse!' 1000 millimètres on l mètre , c'est-ît-dire la longueur demandée.
L'indéterminée x aura donc pour limites 0 et 27 inclu sivement. Des deux inégalités en x et t , on tire ensuite 11»— 47
chacune des valeurs attribuées à x , de 0 à 27 , devra être mise dans ces inégalités ; il en résultera deux limites entre lesquelles les valeurs eorrespontantes de t devront être prises. Si ces limites ne comprenaient point de nombre entier, la valeur correspondante de x devrait être rejetée. On formera ainsi le tableau suivant :
ie
En tout 23
sol
lions.
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160. Ce qui précède indique suffisamment la marche qu'il faudrait suivre si l'on avait plus de trois indéterminées.
I. Si l'on avait , par exemple , trois équations à quatre indéterminées x , y , s et m , on en tirerait par l'élimination de « , deux équations à trois indéterminée» # , y , - que l'on traiterait comme il a été dit plus haut ( t!>5 et suiv.) Ayant obtenu les valeurs de x-, y et s au moyen d'uno indéterminée t , on porterait ces valeurs dans l'une des trois équations proposées, qui ne contiendrait plus alors que deux indéterminées ; et « ; on traiterait cette équation à deux indéterminées, et l'on en tirerait les valeurs de / et de u au moyen d'une nouvelle indéterminée (' . Portant alors la valeur de f en dansies expressions de x , y , s , on aurait les quatre indéterminées x , y , 3 et u exprimées au moyen d'une seule indéterminée f .
II. Si l'on n'a que deux équations à quatre indéterminées x , y , = .et u , on en tirera par l'élimination de « uneéquation à trois indéterminées, que l'on traitera comme il a été dit aux n°* lo7 et suiv. II y aura alors, comme on l'a vu, deux cas à distinguer.
Si l'on obtient les valeurs de x , y au moyen d'uno seule indéterminée t , s restant arbitraire, on portera ces valeurs dans l'une des équations proposées qui ne contiendra plus que » , z et l . On la traitera comme la précédente, et l'on obtiendra soit w et s au moyen d'une seule indéterminée f , t restant arbitraire, auquel cas x , y , z r\ u pourront être exprimés au moyen de ( et de t ; soit u , z et ( au moyen de deux indéterminées t' et f , auquel cas x , y , a et u pourront être exprimés au moyen de ces deux mêmes indéterminées.
Si, en traitant l'équation primitive résultant de l'élimination de u , on obtient x , y et : au moyen de deux indéterminées t et i , en portant ces valeurs -dans l'une des équations proposées, on obtiendra une équation à trois indéterminées u , t et f . En la traitant à son tour, on obtiendra soit u et t au moyen d'unéseuleindéterminée , f restant arbitraire, auquel cas x , y , a et u pourront être exprimés au moyen de et de t" ; soit u , t et f au moyen de deux indéterminées f" et f , auquel cas x , y , z et u pourront être exprimés au moyen de ces deux mêmes indéterminées.
III. Enfin , si l'on n'a qu'une seule équation à quatre indéterminées x , y , z , m , il pourra se présenter deux cas, ou l'on pourra trouver deux coefficients premiers entre eux , ou on ne le pourra pas.
1Ù2 . PHEMIbRE PAltTIt. — CHAMTRE V.
Dans le premier cas, supposons que ce soient les coefltcients de x et de y qui soient premiers entre eux. On fera passer dans le second membre les termes en s et en m ; on traitera l'équation résultante comme une équation à doux indéterminées x et y , et l'on obtiendra les valeurs de x et dé y au moyen d'une indéterminée t , z et u restant arbitraires.
Dans le second cas, on isolera encore dans le premier membre les termes en x et en y ; on divisera les deux membres par le plus grand commun diviseur des coefficients de x et de y . Le second membre devant être entier, on le représentera par une nouvelle indéterminée ( . On obtiendra ainsi deux équations : l'une entre x, y et t , où l'on regardera ( comme connu; l'autre en a , u et f . La première donnera a; et y au moyen de i et d'une nouvelle indéterminée f . La seconde donnera z , v el t au moyen de deux nouvelles indéterminées ("'et t" . Portant la valeur de ■( dans celles de a;' et de y , on obtiendra ces dernières au moyen de trois indéterminées f , f et f ; tandis que z et u seront exprimés au moyen des deux indéterminées t" et t" seulement.
161. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes qui suivent.
I. Trouver un nombre qui, divisé par tes nombres 5, 8, 13 j donne respectivement, /mur restes 4 , 7 , 12 .
{Réponse: 610 , 1039 , 1559 , etc., nombres en progression arithmétique.)
II. Trouver un nombre «imposé de trois chiffres, dont la somme soit. 16 , et tel qu'en y ajoutan t 99 on obtienne le nombre retourné.
(Réponse: 394, 475 , 556, 637 et 718.)
III. On a trois espèces d'aryen t : ta première ait titre 0,96 ; ta seconde au titre 0,88 ; la troisième au titre 0,82 . Combien/au-
drait-il prendre, en m
mbres entiers
, de dècagrami
les de chaque es-
pèce d'argent, pour f ai
re 1 kilogramme d'alliage,
au litre 0,90 .
(Réponse : 1™ espé
ce d'argent;
2' espèce ; . 3
•* espèce.
sa
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IV. Un'propriétaire a fait travailler dans quatre fermes différentes, savoir ; 12 hommes dans la première, 9 dans la seconde, '8 dans la troisième et G dans la quatrième. La dépense totale a été de 1350 franes . On voudrait s<n:e,ir quelle a pu être la dépense par homme, dam ehueunr des quai ru fermes [en. nombres entiers de franrx). On rappel!'- seulement que la dépense dans la seconde et ta troisième ferme ratai £ autant que la dépense dans ta première; et que chaque homme employé dans celle-ci a gagné deux fois plus que chacun de ceux qui ont été employés dans la quatrième.
(Réponse: 1'
("ferme;
2' forme
; 3 L ferme ;
4' ferme.
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id.
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CHAPITRE VI
DE LA FORMATI»* DIT CARBË DES QUANTITES Al.UÈBRIQVKS , ET DE L'EXTRACTION DE LHVB RACINE CARRÉE.
S [. De la formation du r;inv m-, .inmititi's ;i[;;i;liii(|iic~.
ïttii. Le carré d'une quantité algébrique est le produit de cette quantité par elle-même.
Pour former le carré d'un monôme, il faut , d'après les règles de la multiplication des monômes , multiplier le coefficient par luimôme, et ajouter à lui-même l'exposant de chaque lettre ; il faut donc, en d'autres termes, faire le carré du coefficient et doubler tous les exposants.
Ainsi , le carré de jïu'S'a: sera i&aHPar' .
163, On a tu (50) que le carré d'un binôme se. compose du carré du premier terme, de deux fois le produit du premier par le second et du carre du second.
Voyons comment se compose le carré d'un trinôme.
Soit le trinôme a-\-b-}-c . Représentons par une seule lettre l'ensemble des deux premiers termes ; nous aurons à former le carré de #-J-c , ce qui, d'après la règle rappelée ci-dessus, donnera
ou , en remettant pour x sa valeur, \ ' .(«+*y+ae(fl +
ou encore a*+2a6-j- b l -j-2ac-\-îbc-\- c* ;
c'est-à-dire que le carré d'un trinôme se compose du carré du pre-
FORMATION DES CAUSÉS
«lier terme, plus deux fois le produit du premier terme pur le second, plus le carré du second, plus deux fois le produit de chacun des deux premiers par le troisième , plus le carré du troisième.
184. Ou trouverait de même que, s'il y avait un quatrième terme, le carré contiendrait, outre les parties qu'on vient d'énumérer, deux/ois le produit de chacun des trois premiers termes par le quatrième, plus le carré du quatrième.
La loi de formation est Évidente, et il est facile d'en démontrer la généralité.
Eu effet , supposons-la démontrée pour un polynôme de a — 1 termes a -{- b 4- A , et faisons voir qu'elle subsistera pour un polynôme de n termes
Pour cela, représentons par x l'ensemble des n— 1 premiers termes; nous aurons à former le carré de x-\-l , ce qui donnera
x>-r-ïlx + P ou, en mettant pour x sa valeur,
(a+b + c.... + kr+2(a+,b+c...;-t-k)l + P ou (a+b+c....+ky+Zal-r-2bt+icl....+2kl + P ; c'est-à-dire qu'il faudra ajouter au carré du polynôme de n — t termes deux fois le produit de chacun de ces n — 1 premiers termesparle n 1 ™ , plus le carré du n 1 *" ; ce qui démontre que si la loi est vraie pour n — 1 termes, elle est encore vraie pour n termes.
Or, on l'a démontrée directement pour 3 termes; donc elle est vraie pour 4 ; étant vraie pour 4 termes, elle l'est pour 5 ; et ainsi de suite. Donc elle est générale.
D'après cette règle , on trouvera que le carré du polynôme 2 a z> + 4 oV — 4 o?x + 3 n'est A a*X* + 1 6 oV — 20 oW + 40 a!x* — 24 a'x + 9 a 8 .
l(Jii. Remaiioue I. Lorsqu'on ordonne le polynôme par rapport aux puissances d'une même lettre, il y a toujours à son carré quatre termes qui ne peuvent se réduire avec aucun autre. Ces termes sont les deux premiers et les deux derniers, si le carré est lui-même ordonné.
En effet, si, par exemple, a-\-b + c....-\-k-\-t représente un polynôme quelconque, dont les termes a , b , etc., sont des monômes quelconques ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une certaine lettre x , le terme a contenant
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la lettre ordonnatrice avec un plus baut exposant que tous les autres, sod carré a' , qui sera le premier terme du carré total, conlicndra aussi la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé qu'aucun des termes 2ab , 6' , 2ae , etc. qui suivent, et ne pourra cotisé quem ment se réduire avec aucun autre. C'est ce que nous avons déjà vu dans la théorie de la multiplication (58).
En second lieu, le terme 2ab se compose du produit des deux termes qui, dans le polynôme proposé, conlieimont la lettre ordonnatrice avec les exposants les plus élevés; il contiendra donc luimême cette lettre avec un exposant plus élevé que les ternies 4* , 2«c , 26c , elc. qui le suivent, et ne pourra eunséquomment se réduire avec aucun autre.
Ce que nous avons dit des deux premiers termes, a ! et 2aé , en considérant les plus hauts exposants de la lettre ordonnatrice , nous poumons le dire des deux derniers, l* et 2kl , en considérant les plus l'aihles exposants de cette lelu'e.
11 y aura donc liicn quatre tenues qui ne m: réduiront pas; et ces termes seront tes deux premiers et les deux derniers, si le polynôme est ordonné.
Il faut bien remarquer qu'on ne pourrait rien aflirmer de semblable pour les autres termes; car le terme b' , par exemple, pourrait fort bien se réduire, et se réduira ordinairement, en effet, avec le tenue 2 ne , dur,! les deu\ laeleurs contiennent lit lettre ordonnatrice , l'un avec un exposant plus élevé que dans b , et l'autre avec un exposant plus faible.
Remarque II. Ce que nous venons de dire des termes isolés , on pourrait le dire des f/nmpex de termes , s'il arrivait que le polynômeproposé contint plusieurs termes affectés de la même puissance de la lettre ordonnatrice (58).
IG6. Pour former le carré d'une fraction algébrique, il faut, d'après les règles de la multiplication des fractions (J>6), faire le carré de son numérateur et le carré de son dénominateur.
2« — M 4 a >—i2ab+9b' hub 26a'lf
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§ [i. De l'extraction de la racine carrée (les i[uanlilcs algébriques.
167. La racine carrée d'une quantité algébrique est une seconde quantité qui, multipliée par elle-même, reproduit la première.
Maïs cette racine se distingue de la racine carrée oonsidérée en arithmétique par une diffère in'u e^cnliolle. La racine arithmétique d'une quantité numérique est essentiellement positive; la racine algébrique d'une quantité, soit numérique, soit algébrique, peut être prise indifféremment avec deux signes contraires. Kn effet, soit h extraire la racine carrée de 49 ; au point de vue arithmétique, la racine est +7 ; mais, au point de nie algébrique, cette racine est aussi bien — 7 que +7 ; car — 7 , multiplié par lui-même, donne, d'après les règles des signes (114), +49 , aussi bien que + 7 multiplié par lui-même. De même +«' étant aussi bien le carré de — a que le carré de + a , la racine de +a s est donc, à volonté, +o ou — a.
On indique celte double solution en afîeclant la racine du double signe ± , et l'on écrit
Nous pouvons toutefois, quant à présent, faire abstraction de ce double signe ; sauf à nous rappeler, lorsque nous aurons extrait la racine d'une quantité algébrique , que cette racine peut être prise indifféremment telle que nous l'aurons trouvée ou en signes contraires.
168. D'après la règle donnée (16Ï) pour former le carré d'un monôme, on peut voir que, pour qu'un monôme soit un carré parfait , il faut : 1° que son coefficient soit un carré parfait ; 2° que les exposants de toutes les lettres qui y entrent soient pairs.
Si ces deux conditions sont remplies , on obtiendra la racine carrée du monôme proposé en extrayant la racine de son coefficient, et en divisant par 2 les exposants de toutes les lettres. Ainsi la racine de ÎSd'b'x' 1 est 7a , 6 3 z , abstraction faite du double signe ± .
Si ces conditions ne sont pas remplies, on se contente d'indiquer la racine. Soit, par exemple, le monôme liâ'V-x ; sa racine sera indiquée par sfïï iï&x , Nous verrons plus loin comment on peut simplifier les expressions de ce genre.
169. Soit maintenant à extraire la racine carrée d'un polynôme. Remarquons d'abord qu'un binôme ne saurait être un carré parlait, car le carré d'un monôme est un binôme (163) et le carré d'un
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binôme est un trinorae (56). Il faut donc que le polynôme proposé ait au moins trois termes.
Cela posé , désignons le polynôme proposé par .
A+.B4- C+D+K+elo....
les lettrés A , B , G , etc., représentant, pour abréger, des monômes quelconques, que nous supposerons ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre, x par exemple.
Supposons que le polynôme proposé soit un carré parfait, et représentons sa racine par
a + ô-f c+d+ete
polynôme que nous supposerons également ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x .
D'après les remarques faites au n" I6iî , le carré du terme o n'a pu se réduire avec aucun autre terme du carré , et se trouve être le premier terme À du polynôme proposé. En extrayant donc la racine de ce premier terme , on aura le premier terme a de la racine demandée.
Ayant trouvé ce premier terme de la racine , on en fera le carre que l'on retranchera du polynôme proposé, et il restera
B + C+D-f E-|-etc. [l].
Or, d'après les mêmes remarques , le premier terme B de ce reste doit élre exactement le produit du double du premier ternie de la racine par le second, produit qui n'a pu se réduire avec aucun autre. En divisant donc ce premier terme B par le double 2 a du premier terme de la racine, on obtiendra pour quotient le second terme b .
Ayant trouvé ce second terme de la racine, on sait que le polynôme proposé doit contenir le carré do la somme des deux premiers termes, o-f- 6 , de la racine (164), c'est-à-dire les trois termes a* -J- 2 ab -\- ê* I on pourrait former ces trois termes et les retrancher du polynôme proposé; mais comme on en a déjà retranché a 1 , il suffit de former les deux suivants et de les retrancher du reste [1]. Pour cela , on écrira à la suite du double' du premier terme de la racine le second terme de cette même racine, ce qui donnera 2.0+6 , et l'on multipliera la somme par b , ce qui donnera %ab + b 1 ; on retranchera ce produit du reste [1] , et on obtiendra un second reste - ., ',
C'-f-D'+E'-r-F'-l-etc. [2].
D'après la loi de formation du carré d'un polynôme (164), ce reste doit contenir encore les doubles produits de chacun des deux
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premiers termes de la racine par le troisième , plus le carré du troisième, etc.; c'est-à-dire les termes
2Ge-f2iic-|-e , + etc.
Or, parmi ces termes, le premier 2ae est celui qui contient la lettre ordonnatrice x avec le plus haut exposant, car a est plus élevé en x que b ; ce terme n'a donc pu se réduire avec aucun de ceux qui le suivent, et doit, par conséquent se trouver le premier dans le reste [2]. En divisant donc le premier terme C de ce second reste parle double 2a du premier terme de la racine, on obtiendra pour quotient le troisième terme c .
Ayant trouvé ce troisième terme, on sait que le polynôme proposé doit contenir le carré de la somme des trois premiers termes de sa racine, lequel carré revient à (a-\- &)* + 2oc + %bc -j- c* . On pourrait former ce carré et le retrancher du polynôme proposé; mais comme on en a déjà retranché [a -j- b) 1 , il suffit de former les termes suivants et de les retrancher du reste [2] . Pour cela , on doublera les deux premiers termes de la racine , et l'on écrira à la suite le troisième, ce qui donnera 2a + 20 +c ; on multipliera par c , ce qui donnera 2ac- r -2fe-f-e* ; on retranchera ce produit du reste [2], et l'on obtiendra un troisième reste
W+W+W+etc' [3].
D'après la loi de formation du carré d'un polynôme, ce reste doit contenir encore les doubles produits de chacun des trois premiers termes de la racine par le quatrième, plus le carré du quatrième, etc., c'est-à-dire
2 ad + 2 bd + 2cd + d 1 + etc.
Or, parmi ces termes, le premier 2ad est celui qui contient la lettre ordonnatrice x avec le plus haut exposant ; ce terme n'a donc pu se réduire avec aucun de ceux qui suivent , et doit par conséquent se trouver le premier dans lè reste [3]. En divisant donc le premier terme D" de ce troisième reste par le double 2a du premier terme de la racine, on obtiendra le quatrième terme â
Ayant trouvé ce quatrième terme , on sait que le polynôme proposé doit contenir le carré delà somme des quatre premiers termes de sa racine, lequel carré revient à
(< l J r b + c?+ ïad + nd + 2c<t +rl> .
On pourrait former ce carré et le retrancher du polynôme proposé; mais comme on en a déjà retranché (a-j-ô+c) 1 , il suffit de former les termes suivants et de les retrancher du reste [3]. Pour cela, on doublera les trois premiers termes de la racine, et l'on écrira à la suite le quatrième, ce qui donnera 2a -f 2ft -\-ic-\-d ;
on multipliera par d , ce qui donnera 2u(? + 2M + 2efZ-f tP ; on retranchera ce produit du reste [3] , et l'on obtiendra un quatrième reste sur lequel on opérera comme sur le précédent.
En continuant ainsi, ou obtiendra successivement tous les termes de la racine; et l'on reconnaîtra que l'opération est terminée lorsqu'on parviendra à un reste nul.
i70, Dans la pratique, on dispose l'opération comme ci -dessous :
[1] +I6a'tf ! — 20aV-\-A0a , x^ lAtfx+Çé + Aax*-\~ 4a*.r> i— 16a?a:'--1.6oV + ■ [2] — 16aV~20aV+«flV— Îia'x+W +'6« 3j3 +'6 fl ' jt
+16a^E'+32a ! ;z , — lôrfa-' + -Sra? -f- 8aV— 4a»ie
[31 +1 2^+2^'— ■Mwx+Qa* - „ \^ — ~,f tt ; r .
-f Aux» + 8^*— S^x+an 1 +3a'
et l'on déduit de ce qui précède la règle suivante , dont on peut vérifier l'application sur l'exemple qu'on vient do traiter.
Pour extraire la racine carrée d'un polynôme, on l'ordonne par rapport aux puissances d'une certaine lettre; on tire à sa droite un trait vertical pour le séparer de ta racine à obtenir, et Von tire un trait horizontal au-dessous de l'espace réservé à cette racine. On extrait la racine du premier terme du polynôme, et on l'écrit comme premier terme à la racine. On f ail le. carré de m premier terme, on le retranche du polynôme proposé, et l'on obtient un premier reste [1]. On écrit au^tessous de la racine le double de son premier terme; on divise le premier terme du reste [l]par ce doubla du premier ternir de la racine; le quotient est le second terme de la racine. On écrit le double du premier terme de la racine; à sa droite on écrit le second terme, et l'on multiplie la somme parce second terme; on retranche le produit du reste [1] , et l'on obtient un second reste [2]. On divise le premier terme de ce second reste [2] par le double du premier terme de la racine; le quotient est le troisième terme de la racine. On écrit le double des deux premiers termes de la racine; à la droite de ce double, on écrit le troisième terme de la racine; onmultiplie la somme par ce troisième terme; on retranche le produit dit reste [2] , et l'on obtient un troisième reste [3]. On divise te premier
L'opération serait impossible
1° Si le plus haut ou le plus faible exposant d'une lettre quelconque dans le polynôme proposé Était impair. Car, eu ordonnant par rapport à celte lettre, il faut que !e premier et le dernier termes soient des carrés parfaits , ce qui exige que les exposants de ces termes soient pairs ;
2° Si, après avoir ordonné par rapport aux puissances d'une lettre quelconque, le premier et le dernier termes n'étaient pas des carrés parfaits ;
3° Si le second terme n'était pas exactement divisible par le double de la racine carrée du premier, ou si l 'avant-dernier terme n'était pas exactement divisible par le double de la racine carrée du dernier ;
4° Si, dans le cours de l'opération, on parvenait à un reste dont le premier terme ne fût pas exactement divisible par le double du premier terme de la racine obtenue.
172. Lorsqu'un polynôme n'est pas un carré parfait, on peut encore appliquer arbitrairement la règle du n° 170jusqu'à ce qu'on parvienne à un cas d'impossibilité, au quatrième par exemple. Il résulte alors des calculs effectués que le polynôme proposé est identiquement égal au carré de l'p.nsembln îles ternies trouvés à la racine, plus le reste auquel on est parvenu. L'opération n'a d'autre résultat, dans ce cas, que de décomposer le polynôme proposé en deux parties dont l'une soit un carré parfait. Tel est, en effet, le seul but qu'on puisse alors se proposer.
Si, par exemple, on applique la règle du n° 170 au polynôme 9«V — 24(1^-1- 46 a'.T' — 20rr\r-|- 13n fl qui n'est point un carré parfait , puisque son dernier terme 13<a a n'est pas un carré, après avoir obtenu a la racine ces trois termes
3aa*— '4a*x+5a? , on trouve pour reste if)a?x—\1o' 1 .
Il en résulte que le polynôme proposé peut se mettre sous la forme »
^au?— 4t?.v + S ll y±20a\r — 12a c .
C'est le seul résultat qu'on puisse tirer des calculs effectués ; mais ce résultat peut avoir son utilité dans certaines circonstances.
Remarque. Nous avons supposé qu'en extrayant la racine
carrée du premier terme du polynôme proposé on prenait cette racine avec le signe -j- ; mais, d'après ce nui a été dit au n" 107, un pourrait aussi la prendre avec le signe — . It est aisé de voir, en récapitulant les calculs à effectuer, que l'on obtiendrait alors la même suite de termes à la racine, mais que ces termes auraient tous un signe contraire à celui qu'ils auraient eu si l'on eût pris le premier terme avec te signe -j- . En sorte qu'on obtiendrait la même racine totale, clianj-'ée de signe, ce qui est en effet une solution du problème.
174. Pour extraire la racine carrée d'une fraction algébrique, il faut extraire la racine de chacun de ses termes; cela résulte de la loi de formation du carré d'une fraction ;i Glï). Ainsi la racine carrée de la fraction
1 est =fc-
Si l'un des deux termes n'est pas un carré parfait, < d'indiquer la racine : ainsi la racine de
Nous nous occuperons bientôt du calcul des quantités affectées de radicaux du second degré.
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DBS KQWTHtSB ET DES PROMIMES OF SECOND IlKtiRI!.
£ I. De la résolulion des équations iln second degré à une seule inconnue.
17B. Une équation à une seule inconnue est du second deyré quand , après avoir fait disparaître les dénominateurs et effectué les calculs , elle contient un ou plusieurs termes où l'inconnue entre à la seconde puissance.
Soit d'abord l'équation très-simple ^' = 25 ,
qui ne renferme qu'un terme en a? et un terme indépendant
de x .
Lorsque deux quantités algébriques sont égales, on ne peut pas affirmer que leurs racines carrées soient égales, car ces racines peuvent différer par le signe (167); mais si l'on prend la racine de l'une avec le signe -j- ou avec le signe — , on peut être assuré d'avoir en même temps une racine de l'autre. On peut donc, en extrayant la racine des deux membres de l'équation ci-dessus, écrire généralement
Cette équation offre quatre combinaisons de signes :
Mais les deux dernières reproduisent les deux premières quand on y change à la fois tous les signes , ce qui est permis. On aura donc lontes les combinaisons distinctes en écrivant simplement
Si l'on avait l'équation a^=A , on en tirerait de même x = ± </&. .
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Soit maintenant l'équation
Ux—x*=Vs [i], ou a?— \Ax=— 40 [2],
qui renferme un terme en a? , un terme en x et un terme indépendant de i. Si l'on pouvait convertir le premier membre en un carré parfait, en extrayant ensuite la racine carrée des deux membres l'équation se trouverait ramenée au premier degré; car la racine d'un polynôme du second degré en x doit être du premier degré par rapport à cette lettre.
Or, on remarque que x* — 14a; peut être considéré comme formant les deux premiers termes du carré d'un binôme, savoir : s? , le carré du premier terme de ce binôme inconnu, et — \Ax le double produit du premier terme de ce binôme par le second. On aura le premier terme de ce binôme inconnu en extrayant la racine de x' , qui est j- ; et pour avoir le second, il fiiurtiM diviser le <l»ii!i]i' pnuliiit — l i .J' iliis deux Larmes du binôme inconnu par le double 2x du premier, ce qui donne — 7 . Le binôme cherché est donc 4 x — 7 , et l'on complétera son carréen ajoutant à x' — 14a: le carré du second terme — 7, c'est-à-dire 49 . Mais, pour ne pas troubler l'égalité, il faudra ajouter aussi 49 au second membre de l'équation [2], ce qui donnera
x}— 14^ + 49=— 40 + 49 ou (,r-7)'=0 ,
Extrayant alors la racine de chaque membre, en remarquant que, d'après ce qui a été dit au n° précédent , il suffit de mettre le double signe ± devant la rai:ine du second membre, on obtient
■ x— 7 = ±3 ; ou, en faisant passer le terme —7 dans le second membre,
lîn adoptant le signe supérieur, on trouw # = 7 + 3 = 10 ; et en adoptant le signe inférieur, on trouve «=7—3=4 .
L'équation peut donc être satisfaite de deux manières, soit en remplaçant x par 10., soit en remplaçant x par . 4 . C'csl ce qu'il est facile de vérifier, car on a dans le premier cas
14X10— 100=140 — 100 = 40 t, et dans le second,
177. Généralement, après avoir fait disparaître les dénominateurs, une équation du second degré ne pourra contenir que trois flspfiiîcs ii>; tomes, savoir : ik's tenues en x 1 , des termes en x , et des termes indépendants de -x . Si l'on fait passer tous les termes dans un même membre, qu'on mette x 1 en facteur parmi ceux qui le contiennent, et qu'on en fasse autant pour x , l'équation aura la forme générale
Telle est l'équation qu'il s'agit de résoudre.
Faisons passer le terme q dans le second membre , et écrivons
!.e premier membre peut être considéré comme renfermant les deux premiers termes du carré d'un binôme , savoir : x' carré du premier terme de ce binôme inconnu , et px double produit du premier terme de ce binôme par le second. On aura le premier terme do ce binôme inconnu en extrayant la racine de x" , qui est x ; et pour avoir le second, il faudra diviser le double produit px des deux termes du binôme inconnu , par le double 2x
du premier, ce qui donne -| . Le binôme cherché est donc ^-f-^ ' et l'on complétera son carré en ajoutant à x'-\-px le carré de ? ou ^ . Mais, pour ne pas troubler l'égalité, il faudra aussi ajouter y an second membre de l'équation [1] , ce qui donnera
ax % + bx-\-c=fi ,
dans laquelle a , b , c peuvent être des quantités quelconques numériques ou algébriques, monômes ou polynômes. Divisant tous les termes par a , il vient
x*-\-px= — g
ou
Extrayant la racine des deux membres en mettant le double signe ± devant ia racine du second , on obtient
Cette expression de x est une formule générale qui peut servir à trouver immédiatement l'inconnue dans une équation du second degré quelconque, sans répéter les raisonnements ci-dessus, et que l'on peut énoncer de la manière suivante :
Dans toute équation du second degré ramenée à la forme w , -\-px-\-q=d , l'inconnue est égale à la moitié du coefficient de la première puissance de x , plus ou moins la racine carrée du carré de cette moitié, suivi du terme indépendant de x , pris avec le signe qu'il a dans le second membre.
I. Si on applique cette règle à l'équation 5.r
on trouvera immédiatement ce qui donne les deux valeurs
en sorte que l'équation est satisfaite par les deux valeurs 3 et 2 . II. Soit encore l'équation algébrique
a?— (2a + 36)»+6B6=0 , on trouvent , en appliquant la règle ,
oubien I = ^±^ÏŒL^.
-6ob
Réduisant tout au dénominateur 4 sous le radical, et réduisant, il vient
Or la racine peut s'extraire exactement, ce qui donne
x - 2 - 2 ' De là deux valeurs -
T _ 3»+3i+i«-36 . lt
179. II est bon de savoir résoudre l'équation a-c»+ fer -fe posais être obligé de diviser par a .
Or, si , dans les valeurs obtenues plus haut ,
oq remplace p et g par leurs valeurs, il vient Réduisant au même dénominateur sous le radical, on trouve
ou, en extrayant la racine du dénominateur Art , et mettant 2œ en dénominateur commun ,
On peut arriver à cette expression d'une manière plus simple. Multiplions par 4a les deux membres de l'équation proposée , après avoir fait passer le terme e dans le second membre , elle devient
4dx t -\-4ubx = — 4ac .
Ajoutons b* à chaque membre, nous aurons 4a*&+ 4abx + 6» = F~4ac
ou , en remarquant que le premier membre est un carré partait ,
Çlax + b?=P— iac .
Extrayant la racine , on obtient
1ax + b = ±jb*—\ae , d'où %ax = — b ±\fb' — 4ac
et x — ~ b± ^ b ' — 4ae
On peut énoncer cette expression en disant que : dans toute rqutition du second degré de la forme ax'-j-bx-|-c = 0 , l'inconnue est égale an coefficient de la première puissance de x pria en signe contraire , plus ou miiin:- la rueine ranre du carré de ce coefficient, diminué de quatre fois le produit du coefficient de x* par le terme indépendant de x ; le tout divisé par le double du coefficient de x' .
Soit pour exemple l'équation
3;r"— ôz— 2 = 0 ,
ce qui donne les deux valeurs
USO. Enfin , lorsque ie coeflicieQtdeIa premif.ru puissance de x est divisible par 2 , il se présente une petite simplification qu'il convient de ne pas négliger.
Soit b — ^ , l'équation g-'iiéraio ri-dessus pourra s'écrire ax*+2$x + e = 0 .
Faisant passer le terme c dans le second membre et multipliant par a , il vient
oV+2apj; = — ae ou, en ajoutent p* à chaque membre,
a'x' + 2 a$x + = p 1 — ac ou (ax + p)'=p l — ac ,
d'où , en extrayant la racine ,
ax-\-$ = ±ifp'— ac , — ?d=<ff^ac
c'est-à-dire que : dans toute équation du second degré forme ax ! -j-2px -|- c=0 , l'inconnue esl égale à la moitié du coefficient de la première p'Ufiiincc du t'iricimnurj , prise en signe contraire, plus ou moins la racine carrée du carré de cette moitié, diminué du produit du coefficient de x 1 par le terme indépendant de X ; le tout t/i >:*'*<• pur h: lO'ff- iuil. d<: \ Exemples. I. Soit l'équation numérique 6s? — 6ar + l=0 ; un hum , d'après cette règle ,
d'où . x = l et x;=sl .
II. Soit, eu second lieu, l'équation algébrique {a*—b*yx?—1ébx+à?t?=<S .
a t b±Ja i b , -~{cC : —b : )d?b 1
_ a ! b ± yW — -f q'6 1 _ a*b ±ab !
(u+bXa-b) ■
De là deux valeurs
_ a b(a + b) _ ab *-{a + t,){a-b)-a-b
afe(a— b) ab
x -( a + b)[a-b)~u + b ■ III. le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants : *>_(4a — 2è)jt + 3o'— Sab — 3b'=0 ,
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" ' 101. Quant ii la mise en équation des problèmes, nous n'avons rien à ajouter à ce qui a été dit d'une manière générale au n° 70, Nous nous bornerons donc à traiter quelques questions choisies.
Problème I. Un banquier a escompté en dedans un bille! de 2080 fr. payable dans 8 mois , et un billet de 3150 fr. payable dans 10 mois ; l'escompte total a été de 230 fr. ; on demande quel était le taux de l'escompte.
Soit x le toux de l'escompte. Puisque 100 fr. , au bout d'un an , rapportent x , au bout de 8 mois ils rapporteraient
ou ~ ; par conséquent, si un billet payable dans 8 mois énonçait la somme 100* -j-^ , l'escompte en dedans de ce billet serait .Dans les mêmes conditions, l'escompte de 2080 fr. sera donc donné par le quatrième terme de la proportion 1 ■
1 00 + 1 x : ^x : : 2080' : ce quatrième terme, dont la valeur est conséquemment
ou, en multipliant haut et bas par 3 ,
En second lieu, 100 fr. au bout d'un an rapportant x , auboutde lOmois ils rapporteront ou — ; par consé-
quent, si un billet payable dans 10 mois énonçait la somme 100' H — g- , l'escompte en dedans de ce billet serait . Dans les
mêmes conditions, l'escompte de 3150 fr. sera donc donné par le quatrième terme de In proportion
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dont la valeur est conséquemment
ou, en multipliant haut et bas par 6 ,
600+ôtf L J "
Mais, d'après l'énoncé, la somme do ces deux escomptes doit faire 230 fr. ; on doit donc avoir l'équation
300 + 23; ^ 600 + 5a; Faisant disparaître les dénominateurs , transposant et réduisant , il vient
500003?+ 6600000a; sa 4M0OOOO ou a?+132a: = 828 -[4],
d'où l'on tire. x = d et x = — 138 .
Le taux de l'escompte étant essentiellement positif, la seconde valeur doit être rejetéo; le taux cherché est donc 6pourl00 . On trouvera ensuite pour l'escompte des deux billets SO fr. et 150 fr. , en mettant pour x la valeur 6 dans les expressions [l]et[2j. ■ • V.'".
Remarque. En changeant x en — x dans l'équation [â] , il ■ serait facile do trouver un cumin: auquel convint la solution — 138 prise positivement; mais, outre que cet énoncé serait incompatible avec la notion d'escompte , la valeur positive +6 se trouverait alors convertie en une valeur négative — 6. - / ,
On pourra être surpris, au premier abord, de voir l'Algèbre donner ainsi une solution étrangère à la question , quel que soit le signe que l'on donne à x dans l'équation du problème. Mais il faut bien remarquer que l'Algèbre doit donner la réponse à toutes les questions qui pourraient conduire à la même équation [4] , et dont le nombre est illimité. Telles seraient, par exemple, les suivantes, bien différentes de celle que nous venons de résoudre.
Trouver un rectangle dont la surface soit de sas 1 "" 1 et dont la base et la hauteur différent de 132"' ; question qui conduit précisément à l'équation x(x+ 132) =828 ; en appelant x le plus petit coté du rectangle.
Trouver un rectangle, dont la surface soit de 828°'-i et dont la base et la hauteur fassent mmotnme 132"" ,* question qui conduit à
-l'équation #(132— x)= 828 , laquelle ne diffère de l'équation [4] qu'en ce que x est changé en —x .
Enfin cette question générale qui comprend les précédentes : Trouver deux quantités dont le produit soit 828 et dont la somme algébrique soit 132 ; laquelle, en désignant par x l'une des deux quantités demandées, conduit encore à l'équaiion [4], et admet les solutions négatives aussi bien que les positives.
L'équation [4] est donc beaucoup plus générale que le problème qui y a conduit; et il n'est point surprenant qu'elle admette une solution étrangère à ce problème particulier. Nous aurons souvent l'occasion de faire des remarques analogues.
182. Problème II. Partager 17 en deux parties telles que le varré de la première surpasse de 2 unîtes le double du carré de la seconde.
Si l'on appelle x la première partie , [a seconde sera (17— x) ; et en traduisant algébriquement l'énoncé, on aura
x = S» et x=10 .
La seconde valeur satisfait a la question , et donne pour les deux parties 10 et 7 .
Quant à la première valeur, elle est, quoique positive, étrangère à la question proposée, puisqu'une des parties de 17 ne saurait surpasser 17 .
Remarqué, L'explication de cette circonstance, en apparence singulière, est facile à trouver. Le problème que nous venons de résoudre avec une seule inconnue, en comporte réellement deux, qui sont les deux parties de 17 . '
Eu appelant m et y ces deux parties, les équations du problème seraient ....
x + y = \7 , ,_' V ' À ' ~ty + 2 = x' .
Or, il ne suffit pas que x soit positif pour que la solution réponde à l'énoncé, il faut encore que y te soit, ce qui ne peut avoir lieu si x surpasse 17 . ■ ">.-■
Si l'on change y en —y , la première équation devient x — y = 17'
et la seconde ne change point. Ces équations répondraient à ce problème : Trouver deux nombres qui diffèrent de 17 , et tel que te
ou, en réduisant, d'où l'on tire c'est-à-dire
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carré âaptus grand surpasse de limités le double du carré du plus petit. Dans ce cas, les valeurs de x restant les mêmes , on trouve que la valeur x = 5% satisfait et donne pour y une valeur positive y = 4l ;tandisque x=10 donne y = —- 7\'
Mais les valeurs, tant négatives que positives de ij .deviendraient admissibles si l'on prenait pour énoncé : Trouver deux quantités dont la somme algébrique soit 17 , et telles que le carré de la première surpasse de 2 unités te double du carré de la seconde.
On voit ici, comme dans le problème précédent, que l'équation à laquelle on est parvenu est plus générale que le problème qui y a conduit, et que c'est à cette plus grande généralité qu'il faut attribuer les valeurs étrangères au problème particulier que l'on a en vue fournies par les procédés de l'Algèbre.
185. ProblÉmeIII. Unchampa 480 m -< de superficie; un champ voisin, qui a 6- de plus en longueur, mais 4™ de moins en largeur, a la même superficie. On demande l™ dimensions des deux champs (dont la forme est supposée être celle d'un rectangle).
La superficie d'un rectangle ayant pour expression le produit de sa longueur par sa largeur, si x désigne la longueur du premier champ, — sera sa largeur. La longueur du second sera x -f- 6 ; sa largeur sera ; et sa superficie sera le pro-
duit de ces deux expressions. On devra donc avoir
ou, en effectuant et réduisant, ' ' '■ '-■ -''
Faisant disparaître le dénominateur x , transposant et divisant par 4 ,il vient
a?-f.6ir — 720=0 , d'où l'on tire . x=.— 3±t/729=— 3=fc27 , ' c'est-à-dire «.= 24 et . x = — 30 . ' ■
Prenons d'abord la solution positive. La longueur du premier champ étant do 24"° ,jsa largeur est ou ' ' a ' on "
gueur du second est 24 ul -f-6'" ou 30 m " , et sa largeur est 20°'— 4 m ou 16'" , sa superficie à donc pour valeur 30X16 ou 480 m "i ; elle équivaut donc bienà la première.
Passons à ia solution négative. Pour l'interpréter, changeons x en —a: dans l'équation tlu problème; nous aurons
ou, en changeant à la fois le signe de chaque facteur, ce qui n'altérera pas le produit,
équation qui répond au cas où le second champ aurait 6 m de moirtsen longueur et 4'" de plus m largeur.
On trouverait en effet pour solutions #=30 et x=i — 24 . La première de ces valeurs donne pour la largeur du premier champ
ou 16"' ; la longueur du second est 30 — 6 ou 24 m et
sa largeur est 16 + 4 ou 20™ . d'esl-à-dire que c'est le second champ du cas précédent qui est devenu le premier. Quant à la valeur négative — 24 , son interprétation nous ramènerait au premier cas. '
On voit qu'on passe d'un eus à l'autre en changeant le signe de x ; et c'est pour cela que l'Algèbre les réunit en présentant la solution de l'un avec le . signe + et celle de l'autre avec le signe — .
184. Problème IV. Une personne qui a 120000 fr. décapitai en a fait deux parts qu'elle a placées à deux taux différents; la première lui rapporte annuellement 2800 fr. ; la seconde, qui est placée à un taux plus élevé de lfr. ,luirapporle 2500/r, On demande quelles sont les ihvxparls, et à quels taux elles ont été placées.
Désignons par x le taux auquel la première part est placée. Si la première part était connue, on obtiendrait son intérêt annuel en la multipliant par le taux x , et en divisant par 100 .; ce qui devrait donner 2800 fr. On aura donc l'expression de la première part en faisant tes opérations inverses , c'èst-à-dire en .multipliant 2800 fr. par 100 , et en divisant lè produit par x ; ce qui donne - ;
En raisonnant de la même manière,- on trouvera pour l'expression de la seconde part .,' ' / 250000
Et puisque la somme des deux parts doit faire le capital entier, on devra avoir
ou encore 12;c*— 41;e— 28=0 ,
d'où l'on tire x = A et x =— ~ .
La valeur positive +4 , qui est seule admissible, donne 4 + 1 ou 5 pour le taux auquel a été placée la seconde part. Là première est hIots
ou 70000* ,
et la seconde est oit 50000'.
La somme de ces deux parts forme bien le capital 120000 fr.
Iei, comme dans le problème I, la valeur négative — — ne
pourrait être interprétée qu'en partant d'un énoncé incompatible, avec la notion d'intérêt. Rappelons que si l'Algèbre fournit ainsi une solution étrangère, cela tient à ce que l'équation à laquelle on est parvenu a plus de généralité que !e problème particulier qui y a conduit, et que l'Algèbre doit répondre à toutes les questions qui conduiraient à cette même équation, et dont quelques-unes pour-
raient admettre la solution négative -— ^ .
1B3. Problème V. Diviser 11 en deux parties telles que la somme de leurs cubes soil égale à 407 .
Soit x l'une des parties, l'autre sera 11 — x .Le cube de la première s'écrira x* . Pour former le cube de la seconde, formons d'abord son carré qui est 11 1 — 2XH .x-\-x? , et multiplions ce carrépar 11 — x , ce qui donnera . -
SXïft.af+axil. x*^a? .
lès deux cubes, lés termes er )ir l'équation
11'— 3X U*. a- + 3XH,« , =4i
En faisant la somme des deux cubes, lés termes en x* disparaissent; on doit donc avoir l'équation
ou , en remarquant que tous les termes sont divisibles par 1 1 ',
11»— 3X11 .#+3^=37 , ou 3iH— 33a: + 84 = 0 ,
ouencore x*— lla: + 28=0 ,
d'où l'on tire et x = i .
Sil'onprend 7 pourlapremièrepartie,lasecondesera 11 — 7 ou 4 .Sil'onprend 4 pour la première, la seconde sera 11—4 ou 7 . En sorte que, bien que nous trouvions deux valeurs positives distinctes et toutes deux admissibles , le problème n'admet néanmoins qu'une solution. Cela tient a ce que ,. a- ne désignant pas plutôt une des parties que l'autre , l'Algèbre doit les donner toutes les deux ; et c'est ce qui arrive en effet.
18C. Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples qui suivent :
I. Une personne a acheté du drap pour 300 fr. .Si elle avait payé lemèlre 5 fr. de. moins clic aurait eu, pour la même somme, 2 m de drap de plus. On demande combien elle a acheté de mètres de drap.
(Réponse : 10" . Solution négative — 12™ , qu'on interprétera comme au n° 185.)
II. Un amateur de tableaux achète pour original une copie qu'il est obligé de revendre ensuite 24 fr. ; à ce marché il perd autant pour 100 que le tableau lui avait coûté. On demande quel a été le prix d'achat. •
(Réponses: 60 fr. et 40 fr.)
III. Partager 12 en deux parties telles que le carré de /a première soit inférieur d'une unité au double du carré de la seconde.
(Réponse: la première partie est 7 ; par suite la seconde est 5 . De plus une solution inadmissible , 41 pour la première partie, ce qui donnerait pour la seconde — 30. ^Voy. le n" 182.)
IV. On a payé 96 fr. à 14 ouvriers , hommes et femmes; chaque homme a reçu autant de francs qu'il y avait de femmes, et chaque femme autant de francs qu'il y avait d'hommes. Combien y avait-il d'hommes et combien y avait-il de femmes?
(Réponse: 8 hommes et 6 femmes , ou bien 6 hommes et 8 femmes ). - ■ _ .
V. Trouver les quatre termes d'une proportion par quotient, sachant que la raison est 3 , que la somme des antécédents est 5 , et que ta somme des carrés des quatre termes est 130 .
(Réponse: î:6::3:9 ou 3:9::2:6).
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VI. Deux ouvriers ont un ouvrage à faire. Si chacun d'eux en faisait la moitié, il leur fautlrait en lavt 25 heures de travail, pour le terminer; mais s'ils y travaillent ensemble . l'ouvrage sera fait en 12 heu/ es . Combien d'heures chacun d'eur emploierait-il il faire l'ouvrage entier s'il travaillait sent ?
(Réponse : L'un des ouvriers emploierait 30 heures , et l'autre 20 heures .)
S 111. Ce la rMoliitlon Je l'équatloo annniuiK, et îles probtïmea qui conduisent h une équalion de celte ps[ieee.
187. On nomme équation bicarrée une équation du quatrième degré (66) qui ne contient que les puissances paires de l'inconnue. Lorsqu'on a fait disparaître les dénominateurs, passé tous les termes dan3 un seul membre , réuni en un seul tous ceux qui contiennent l'inconnue à la quatrième puissance, en un autre tous ceux qui la contiennent à la deuxième puissance, enfin en un troisième tous ceux qui sont indépendants de l'inconnue , l'équation bicarrée se présente sous la forme
ax l -\-br>+c = 0 .
Pour résoudre une pareille équation, qui ne diffère d'une équation du second degré qu'en ce que x y est remplacé par a? et a* par , on pourra prendre comme inconnue a? . On posera donc
x*=y d'où x*=y*
en élevant les deux membres aucarré. Substituant ces valeurs dans l'équation proposée , elle deviendra
a'j'+by + c = 0 ,
d'où l'on tirera (179)
de x*=y , ondéduit x=±\'y ; mettant donc pour y la valeur qu'on vient de trouver, on aura finalement
ce qui fournit pour x quatre valeurs, en combinant les signes
de toutes les manières possibles, savoir :
l—k—JW^
b—</b'—im
Ces valeurs sont deux a deux égales el de signe contraire , et c'est ce qu'où pouvait prévoir. Car, si une valeur quelconque a , mise pour x , satisfait à l'équation proposée , la valeur égale et de signe contraire — a y satisfera également, puisque le carré de — * est le même que celui de +<t , et que par. conséquent il en est de même de leurs quatrièmes puissances.
188. I. Soit, pour exemple numérique, l'équation x>— 169^+3600= 0 .
En posant x , = y , d'où x i =y i , on obtient
f-— 16i)J + 3600=0 , équation qui donne pour y deux valeurs
y= 144 et y = 25 , mettant ces valeurs dans o?=y , il vient
x' = Ui et a? = 25; d'où x —±12 et * =±5 .
II. Soit, pour exemple algébrique, l'équation
En opérant comme ci-dessus, on aura successivement
y>-2((? + b>)y +(tf-fi')'=0 , d'où i/ = a 1 +b*±2ab ,
"c'est-à-dire y = [a-\^bf et y = (a—~ b? , donc a 3 = (a + b? et ic ! = (a— b? ,
d'où x = ±(a-\-b) et x =±(«— 6) ,
c'est-à-dire
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Il est facile de vérifier que chacune de ces quatre valeurs satisfait effectivement à l'équation proposée.
180. Nous allons donner quelques exemples de questions qui donnent lieu à la résolution d'une équation bicarrée.
PboblèîiIE I. Décomposer 120 en deux facteurs tels que la somme rie leurs carrés soit égale à 289 .
Soit x l'un des facteurs, l'autre sera — - ; on devra donc
avoir a* + = 289 ou ^—289^+14400^0 , d'oùl'ontire a:=±15 et #=±8 .
Si l'on ne veut que des facteurs numériques, les valeurs positives 15 et 8 peuvent seules convenir à la question ; mais si l'on admet les facteurs algébriques , on aura encore une solution en prenant — 15 et — 8 . . . _ <■■
Problème II. Trouver la base et la hauteur d'un rectangle sachant que sa surface est de I2 m " ! et que sa diagonale a 5"' . (On suppose connus la mesure du rectangle et le théorème de Pythagore. )
Soit x la base , la hauteur sera — ; or, d'après le théorème
de Pythagore, la somme des carrés de ces deux dimensions doit égaler le carré de la diagonale ; on doit donc avoir
>-|_ïi*=25 ou 25^+144=0 , .
d'oùl'ontire #=±4 et #=±3 .
Ici les valeurs +4 et +3 sont les seules qui soient admissibles.
Pboblkme III. Partager 60 en deux facteurs tels que le carré du triple du premier, plus le carré du double du second fassent une somme égale à 801 .
Soit x le premier (acteur, le second sera ^ et l'on devra avoir (3^)'+(^y = 801 ou 9^+^— =801 , ou enfin 9a;'— 801^+14400 =0 . :
d'oùl'ontire x=±B et *=±5'.
Les seconds facteurs correspondants seront ±~ et ±~ , c'est-à-dire ±~ et ±12 .
Les deux facteurs devront être pris avec le même signe, attendu que le produit 00 est positif.
9 IV. Résolution, dans quelques eu simples, d'un système de plusieurs équations .(dont une au moins du second degré) renfermant le même nombre d'in-
190. Une équation à deux inconnues est dite du second degré lorequ'après y avoir fait disparaître les dénominateurs et effectué les calculs, elle contient soit le carré de l'une des inconnues, soit le produit de ces doux inconnues.
En général, une équation ii deux inconnues est du degré n , lorsque , après avoir fait disparaître les dénominateurs et effectué les calculs, la somme des exposants des deux Inconnues est « dans le terme où celte somme est la plus grande.
Nous nous occuperons, dans ce paragraphe, de la résolution, dans quelques cas simples, d'un système de deux équations à deux inconnues, lorsque l'une au moins de ces équations est du second degré. - -,
Soit d'abord le système des deux équations x+y=a . , xy=b ,
Si l'on tire de la première la valeur de y en x , savoir y=a — x , et qu'on la mette a la place de y dans la seconde, on obtient
x{a — x)=b ou ax — x*—b , ou encore x 1 — ax-\- 6=0 .
Si, au lieu d'éliminer y , on eût éliminé x. , on serait parvenu à l'équation
y'— fly-r-6=0-, qui ne diffère de la précédente que par le caractère qui représente l'inconnue; d'où il suit que la même équation donne à la fois x et y ; c'est-à-dire : non pas que x et y sont égaux , mais que si l'on prend pour x l'une des valeurs, fourni es par l'équation du second degré à laquelle on est parvenu , il faudra prendre pour y l'autre valeur fournie par la même équation.
On aurait pu prévoir ce résultat; car les équations proposées sont symétriques en . x et y ; c'est-à-dire que si l'on y changeait x en y et y en' x , elles ne changeraient pas; il en résulté que le calcul qui donne x est le même que celui qui donne y , et que par conséquent il doit donner à la fois l'un et l'autre.
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On tire de ce qui précède ce théorème de calcul : Longue l'on a la somme et le produit de deux quantités, elles sont données tnw. et l'autre par une même équation du. second degré , dans laquelle If. terme affecté de la seconde puissance de l'inconnue a pour coefficient l'vnité ; le terme affecté de ta première puissance apour coefficient la somme des deux quantités prises m signe contraire, et le terme indépendant de l'inconnue est le produit de ces mêmes quantités.
191. Soit, par exemple, à résoudre ce problème: Trouver la base et la hauteur d'un reclanale, sachant que sa surface est de •fS"" 1 et que son périmètre est de 28 m .
En désignant par .x la base et par y la hauteur, on aura xy pour l'expression de la surface et 2.r-)-2y pour celle du périmètre. On devra donc avoir
xy—AK et 2a; + 2f/=28 ou x-\-y=li .
En vertu du théorème précédent, l'équation qui donnera à la fois la base et la hauteur sera
14«+48=0 , d'où s=8 et s=G ,
c'est-à-dire que si la hase a S™ , la hauteur aura 6 m ; ou que si la hauteur a 8 m , la base aura 6™ . Car s désigne indifférent ment la base ou la hauteur du rectangle. . r , , (
192. Soit proposé un système quelconque de deux équations à deux inconnues, l'une de ces équations étant du premier degré, et l'autre du second.
On pourra tirer de la première la valeur de y en' » , et, en la substituant dans la seconde, on aura il résoudre une équation du second degré en x . Ayant déterminé x , on remettra sa valeur dans la première équation, et l'on en tirera la valeur correspondante de y . Il y aura, en général, deux systèmes de valeurs, mais il pourra arriver qu'un seul des deux systèmes puisse convenir à la question particulière qui aura fourni les deux équations proposées. .
Soit proposé, par exemple , ce problème : Un capitaliste veut placer, à des taux différents, une somme de -iOOOO fr. et -une somme de 25000 fr. S'il lesplace à intérêts simples, il en retirera 6000 fr. au bout de deux ans ; mais s'il les place à intérêts composés, il en retirera 140 fr. de plus. On demande à quels taux les deux sommes doivent être placées.
Soient x et y ces deux taux. Pour obtenir l'intérêt de 40000fr. autaux x , au bout de' 2 ans , àintérétssimples.on
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sait qu'il faut multiplier 40000 fr. par œ et pur 2 , et diviser le résultat par 100 . On obtient ainsi 800;c .
On obtient de la même manière, pour l'intérêt de 25000 fr. , au bout de 2 ans , et au taux y
Onaura donc, pour première équation
800w+50fly = 6000 , ou 8« + Sy = 60 ■. - [I].
En second lieu , pour savoir ce que devient un capital 40000 fr. au bout de 2 ans , au taux x et à intérêts composés, on sait qu'il faut multiplier le capital par ^1 -j- , ce qui donne
De même, un capital de 25000 fr. , placé pendant 2 ans au taux y et à intérêts composés, devient
a5000 ( , +ife)' •
Or, la somme de ces deux capitaux définitifs doit faire la somme des capitaux primitifs augmentée de ce qu'ils rapportent, c'est-àdire augmentés de 6000 fr. plus 140 fr. , ce qui fait en tout 71 1 40 fr. On a donc pour seconde équation
40(100 ( 1 +îœ)'+ 250ilo ( 1 +î5ô)'= 71140 • ou, en effectuant, chassant les dénominateurs et réduisant,
8a: 1 - l -16O0a;-f-5y , -f-1000y=12280 f2], On tire de l'équation [1]
Mettant pour y cette valeur dans l'équation [2], faisant disparaître les dénominateurs , et réduisant , ûn obtient 13#' — 120a7-|-275 = O , ....
d'où a; = 5 et x=4& .
Ces valeurs, mises pour x dans l'équation [3] donnent , 9 = 4 et y=5À ■
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deux solutions :
x = 4-fy avec y=5-f\ .
.osées, maintenant, deux équations simples, ;ond degré; par exemple :
^ + ^ = 289 [1], xy = 120 - [2].
(La seconde équation est du second degré , parce que les incon- ■ nues a» et y y sont multipliées entre elles (190).)
On peut, d'abord, tirer de la seconde la valeur de y en x, laquelle est
et substituer cette valeur dans la première équation , qui ne contiendra plus alors que la seule inconnue x . On trouve ainsi
ou, en faisant disparaître le dénominateur x"- , et transposant
x* — 289 x> + 1 «00 =0 li], .
équation bicarrée, qui donne (i87) < •
x = à=15 et x = ±S .
Ces valeurs, mises pour x dans l'équation [3], donnent ensuite
y = ±8 et y = ±15 .
Les signes supérieurs doivent se correspondre ainsi que les signes inférieurs ; en d'autres termes , x et y doivent être de même signe, puisque leur produit doit être égal au nombre positif 120.
Remarque. Les quatre valeurs de y sont précisément les mêmes que les quatre valeurs de x . On pouvait le. prévoir ; car les équations proposées étant symétriques par rapport à x etiT y , c'est-à-dire ne changeant pas de forme quand on y change x en .y et y en. x , il en résulte que le calcul nécessaire pour : déterminer y doit être précisément le même que celui qui détermine x , et que, par conséquent, on doit trouver les mêmes valeurs que ces deux inconnues.
Mais ce ne sont point les valeurs égales qui se correspondent : à la valeur # = -{-15 correspond y = + 8 ,
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194. On peut encore résoudre le système des deux équations précédentes par un autre procédé qu'il est bon de connaître.
On remarque que si , au premier membre de l'équation [1] , on ajoutait le double du premier membre de l'équation [2] , on obtiendrait Je carré de x -\- y ; et que si l'on retranchait au lieu d'ajouter, on obtiendrait le carré de x — y ; par suite, on connaîtrait la somme des deux inconnues ainsi que leur différence ; et, en vertu du théorème démontré au n° S on obtiendrait immédiatement chacune de ces inconnues.
On trouve, en effet, en opérant ainsi :
x 1 + <lxy + y î ou (x + = 289 4- 240 = 529 ,
et at—Zzy + y' ou [œ~tf = 289 — 240 = 49 ,
d'où l'on tire x+y = ±23 ,
et x — y=± 1 .
Par suite ,
ce qui donne pour a; et y les valeurs écrites plus haut.
Soit proposé, par exemple, ce problème : Trouver les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, sachant que son hypoténuse a 13 mitres , et que sa surface esi de 30 mètres carrés. _ ■„
En désignant par ï cl y les deux cotés demandés, et remarquant que si l'un de ces deux côtés est pris pour base du triangle, l'autre mesure précisément la hauteur, on aura les deux équations * : -
' ^4-^=169 , et ^xy = 3&<"i ou œy — QO .
On tire de là (s 4- y)' = 169 + 120 = 289 , ,\ ■ et (#—^ = 169 — 120= 49 , ... .
d'oii x+y = 17 et x — y = 7 .- ■ ■
On peut se dispenser du double signe , en remarquant que x et y doivent être positifs et en convenant d'appeler x le plus grand de ces deux côtés. ' On a ensuite (3)
' La somme des carrés des deux cfttés de l'angle droit équivaut au carré de l'hypoténuse; et la surlacu du triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base par sa hauteur. (Voy, noire Géuméirk théorique et pratique, 3* édition.)
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198. Comme exemple d'une question h trois inconnues, soil proposé le problème suivant : ...
Trouver les trois dimmsiunn d'an ytiraUdcpipède rectangle, sachant que sa diagonale a 7 mètres , que la surface de sa base est de 12 m, f , et que la sommede ses douze arête* est de 44 mètres .
Désignons par x et y les deux côtés adjacents du rectangle de base , et par s la hauteur du parallélépipède , nous aurons 1rs trois équations
if + = « [il, *i/ = I2 [2], et ' 4x + 4y+is=M ou x+y+z = îl [3]; qui expriment : V que la somme des carrés des trois arêtes aboutissant à un même sommet équivaut au carré de la diagonale; 2' que le produit des deux côtés adjacents du rectangle de base mesure la surface de ce rectangle; 3° que la somme des douze arêtes, lesquelles sont égales 4 à 4 , est de 44™ ,
Pour résoudre ee système d'équations , mettons la première sous la forme
aJ-J-y' — 4fl— s* . ■ ;
Ajoutons-la membre à membre avec l'équation [2] multipliée par 2 ; nous aurons
mi (x-\-y?^=73 — s' .
Mais, de la troisième équation proposée, on lire
x + y^li — s .
Meltantpour x-\-y cette valeur dans l'équation ci-dessus, il vient (11 — s)'=73 — s' , > ■'.
ou , en développant , transposant et réduisant,
2s'— 22s-|-48=0 , ou encore s*— U=-f-24=0 ;
d'où 3 = 8 et 3=3 .
La valeur 3= 8 ne peut convenir au problème; car le carré de 8 estplusgrand,àlui seul, que 49 . Prenons donc 3=3 ; il en résulte
^-1-^=11 — 3=8 , et, comme on a xy=\% ,
on est ramené à un système analogue à celui du n° 190. Dès lors on aura à la fois x et >j en résolvant l'équation
' M 1 — 8m+12=0 , dans laquelle le terme en m a pour coefficient la somme 8 des deux inconnues , prise en signe contraire , et où le terme indépendant de u est le produit 12 de ces mêmes in connues.
Cette équation donne «=6 et u=2 . On a donc x—Q , y— 2 ou bien x=% , y=Q ,
190. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes qui suivent :
I. Trouver la base et la hauteur d'un rectangle, sachant que sa diagonale a 3"' ,7 et que sa sur/ace est de 4 m "i,20 .
(Réponse : 3 m ,5 et 1"',2 ).
II. Trouver une fraction telle que le produit de ses deux termes soit 12 , et que si, à cette fraction , on ajoute la même fraction renversée, on obtienne pour somme 2 ^ .
(Réponse: | ou s
III. Calculer les trois cotés d'un triangle rectangle, sachant que son périmètre est de 90"' et que sa surf ace est de ÎSO 1 "^ .
(Réponse: hypoténuse, 4Ï" ; côtés de l'angle droit, 40™ et r ,
IV. Calculer les trois arêtes adjacentes d'un parallélépipède reclangle, sachant que sa diagonale a 13°' , que In somme de ses faces estde 192 m-, < , et que le périmètre du rectangle de base est de li™ ■
(Réponse : cotés du rectangle de base, 3™ et A m ; hauteur du parallélépipède, \1 m .)
V. Partager 17 en trois parties telles que la somme de leurs carrés soit égale à 121 , et que te produit des deux parties extrêmes soit égal au triple de la partie moyenne.
(Réponse: 2 , 6 , 9 .)
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CHAPITRE VIII
DES 0 1\V.\T1T ES IKBATIOS SELLES DU SECOND DEGRE, DES IjUASTITES IMA- (.CVAIRES, HT DE LA DISCUSSION DES PROBLÈMES DU SKCUND 1JEGRL.
§ ], Des ([iirmlitcs in-atinniielles du str'ond degré;
197. Lorsqu'un nombre entier n'est pas un carré parfait, on sait <nic sa racine carrée ne peut élre exprimée exactement ni par un nombre entier, ni par un nombre fractionnaire; mais que l'on peut en approcher aussi près qu'on le désire. Ainsi une expression telle que y 2 représente une quantité dont la valeur ne peut être assignée exactement en nombres , mais qui a néanmoins une existence réelle, puisqu'on peut toujours trouver deux quantités numériques, différant entre elles d'aussi peu qu'on le voudra, et entre lesquelles elle soit comprise. Une pareille quantité est ce qu'on appelle une quantité incommensurable, si on la considère sous le rapport de sou évaluation numérique, ou une quantité irrationnelle, si l'on ne s'attache qu'au signe \J par lequel elle est représentée.
Une quantité telle que \liab , dans laquelle a et b sont des quantités Numériques quelconques, est encore une quantité irrationnelle. On pourrait bien, à la vérité, trouverpour a et b des valeurs numériques telles que 3«i devint un carré parfait, auquel cas y'Aab deviendrait rationnel et commensurable ; mais comme cela n'a pas lieu pour toutes les valeurs qu'on pourrait attribuer ha et à b , il convient de traiter l'expression y'3aô comme si le radical [12] ne pouvait jamais disparaître, c'est-à-dire qu'il convient de la traiter comme si elle devait rester irrationnelle pour toutes les valeurs de a et de b .
Généralement, toutes les fois qu'un radical du second degré porte sur une quantité algébrique qui n'est point un carré parfait , alyèbriquement parlant, c'est-à-dire indépendamment des valeurs particulières qu'on peut attribuer aux lettres qui y entrent, l'expression doit être regardée comme irrationnelle , bjen que pour certaines valeurs particulières attrib uées a ux lettres, elle puisse cesser de l'être. C'est ainsi que \fa'-\-b t doit être considérée comme une quantité irrationnelle, attendu que u'-\-lr ne peut
être ni le carré d'un monôme, ni celui d'un polynôme; et cela, quoique certaines valeurs particulières , attribuées à a et à 6 , ou à l'une des deux seulement, puissent rendre a'-j-fi* un carré parfait, ce qui arriverait, par exemple, pour h — 'ju , auquel cas
n'-f-ft* se réduirait à et serait le carré de .
Nous allons nous occuper , dans ce paragraphe , des règles suivant lesquelles les irrationnelles du second degré doivent être introduites dans le calcul. Pour cela, nous commencerons par étendre aux quantités incommensurables quelques théorèmes fondamentaux qui n'ont été supposés démontrés jusqu'ici que pour les quantités commensurables.
108. I. Un produit de deux facteurs incommensurables ne chanye pas, dans quelque ordre qu'on suppose lu multiplication effectuée.
Soitàmultiplier,parexemple, <JÏ par v'B . Il s'agit de faire voir que le produit est indépendant de l'ordre des facteurs.
Pour cela , soit a une valeur de y 2 , approchée par défaut à
moins de i,ensorteque i/% soit compris entre a et «4~ -
Soit de même p une valeur approchée de y' 5 au môme degré d'approximation.
Les quantités a et S étant commensurables, on a «Xp=pX« .
Lesquantités et p-fi étant également commensu-
rables , on a de même
K)KM
Or, i/% étant compris entre « et. «+- .et <Jt> étant compris entre p et p + i , te produit y'îXv'ï est compris entre et + + , c'est-à-dire entre les premiers membres des égalités ci-dessus. Pareillement. v'Sx est compris entre p«_ et + + . c'est-à-dire entre les seconds membres de ces mêmes égalités. Donc v'âxvô et ^5 X \'ï sont compris entre les mêmes limites. ■■.
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Mais si l'on développe ^a-f-i^ , ce qui donne
on voit que les deux premiers membres des égalités ci-dessus dillérent de
quantité qu'on peut rendre aussi petite qu'on voudra en prenant n suffisamment grand , c'est-à-dire en prenant pour h et p des valeurs de y'â et de j/5 suffisamment approchées.
Les produits fix\'5 et fixfë sont donc compris entre deux limites variables qu'on peut rapprocher l'une de l'autre autant qu'on le voudra ; il faut donc que ces produits soient rigoureusement égaux. Car, s'ils différaient, on pourrait rendre la différence des deux limites moindre que la différence des deux produits qu'elles comprennent entre elles, ce qui serait absurde. On a donc
ifïxfi=fixfë , ce qui démontre la proposition énoncée.
109. II. Multiplier une quantité par le produit de deux facteurs incommensurables , revient à la multiplier successivement par chacun de ees facteurs.
Démontrons, par exemple , que multiplier une quantité a par le produit (suppose effectue) (fëxfi) , revient à multiplier d'abord cette quantité par , et à multiplier ensuite le produit par fi ■
En conservant les notationsdu numéro précédent,on aurad'abord, puisque a et p , * + - et p-J-i sont commensurables , et que la proposition a été démontrée en arithmétique dans ce cas :
«X(<#)=(<W)XP
(M (</ïp<fi) étant compris entre ap et + + »
le produit a)<(fix.fi} sera compris entre les premiers membres des égalités ci-dessus. De même , \JÏ étant compris entre i et a + j , le produit a . ]/2 est compris entre aa et
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' P" r suite ' comme i/5 est compris entre f cl P + ^ ■ leproduit (a.ij~i)x\/à sera compris entre les seconds membres des égalités ci-dessus.
Les produits a x(\/ï>Z\f$) et (a. v/2)x\/5 sont donc compris entre les mêmes limites. Or, en développant le premier membre de la seconde égalité, et retranchant le premier membre de la première, on trouve pour la différence entre les deux limites:
quantité qui peut être rendue aussi petite que l'on voudra en prenant n suffisamment grand.
Les produits considérés sont donc compris entre deux limites variables qu'on peut rapprocher l'une de l'autre autant qu'on le voudra; ces deux produits sont donc rigoureuse me ut égaux; cl l'on a
aX,Uï-X,<JS)— (a.^s)Xy / S , ce qui démontre la proposition énoncée.
On l'étendrait facilement à un nombre quelconque de facteurs.
200. 111. Un produit d'autant de fadeurs incommensurables qu'on le voudra est indépendant de l'ordre de cet facteurs. . Il résulte d'abord du principe I que l'on peut intervertir l'ordre des deux premiers facteurs, puisque leur produit s'effectue avant l'introduction des facteurs suivants. Démontrons que l'on peut intervertir l'ordre des deux derniers.
Pour cela, soit a le produit do tous les fadeurs jusqu'aux deux derniers, que nous supposerons être \JÏ et v '5 . Le produit total sera
.... («xt/âWâ .
ou , en vertu du principe II,
axCv'âXv'ô) ; mais, en vertu du principe I, on peut écrire
«xCv / &Xv / 2);
et, en vertu du principe II, ce dernier produit équivaut à
(«Xs/5Wâ ■ ' .' On voit donc qu'il est permis d' intervertir^' ordre des doux derniers facteurs.
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Il eD résulte qu'on peut intervertir l'ordre de deux facteurs consécutifs quelconques, car ces facteurs peuvent être considérés comme les derniers avant l'introduction des facteurs qui suivent.
Pouvant. intervertir l'&rdre de deux facteurs consécutifs quelconques , on peut , par des changements successifs , amener un facteur designé à une place désignée quelconque. Et , comme on en peut faire autant pour chaque facteur, on peut amener tous les facteurs dans un ordre, déterminé quelconque.
Donc , enfin , l'ordre des facteurs n'influe pas sur le produit ; ce qu'il s'agissait de démontrer.
901. La première chose à faire, dans le calcul des quantités irrationnelles, est de simplifier les radicaux s'il y a lieu. Cette sim- " plification repose sur le principe suivant :
IV. La racine carrée d'un produit équivaut au produit des racines carrées de ses facteurs. ....
Soient, par exemple, a , b , c , d les facteurs du produit ; je dis qu'on a
■Jà'.b.'c.d^a . . y/e . yjd .
En eifet, le premier membre élevé au carré donne a.b.e.d par définition. Voyons ce qu'on obtient en élevant an carré le second membre. Ce carré se présente d'abord sous la forme
(fa.fb.fc.jd) yï.Jb.fc.yfd) , ou, en vertu du principe II,
y/a . y/b . y/'r . yfd . i/â '. i/b . fi . y/d , ou, en vertu du principe III,
yfâ.y/a.\/b.\/b. \Jc. yjc.yjd . yfd , 1 ou, en vertu du principe II,
{fa . fàxMS . fb)*(Jc . v'ëMv'S -, 0) .
Mais, par définition, yja . y/a est égal a a ; de même y/b . i/l est égal k b , et ainsi des autres. Le produit obtenu peut donc s'écrire
Ainsi le carré du second membre de l'égalité ci-dessus revient au carré du premier membre. Donc ees deux membres sont égaux eux-mêmes en valeur absolue. Et comme, quel que soit le signe qu'onprenne pour -chacun des radicaux ^5 , y'b , elc,lepro-
duil aura nécessairement le signe -f- oulesigne — , c'est-àdire l'un des deux signes que l'on peut donner au premier membre.; il s'ensuit que les deux membres sont égaux pour la valeur absolue et pour les signes,
202. Supposons maintenant qu'il s'agisse de simplifier un radical ; par exemple
On décomposera la quantité placée sous le radical en deux facteurs, dont l'un soit un carré parfait ; on pourra écrire ainsi
¥ '25a , 6 t x3sie .
Or, en vertu du principe précédent, on peut extraire séparément (ou indiquer si l'on ne peut l'extraire) la racine de chacun des deux facteurs, ce qui donnera
La première racine s'extrait exactement (108); il vient donc
et le signe radical porte maintenant sur une quantité plus simple. On trouvera de même que les quantités
peuvent s'écrire respectivement
9è'x/3âb , nabx'i/ÏÏâb , lia'b^n/GÔx .
Rsmàbque. On nomme quantités ir rationnelles semblables celles qui , lorsqu'elles ont été simplifiées , présentent la même quantité sous le radical.
Telles sont les deux quantités 9 b*x\JZab et 1 Ubxi/Sab obtenues ci-dessus.
205. On peut, au contraire, dans certains calculs, avoir intérêt à faire passer sous le radical un facteur placé devant; il est clair qu'il faut alors élever ce facteur au carré.
Si l'on a, en effet, l'expression a^b , on peut l'écrire
ou, en vertu du principe IV,
Jâb .
804. Ce que nous venons de dire d'un facteur petit se dire d'un
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dénominateur, car diviser une quantité par ta , par exemple , : vient à la multiplier par — .
Soit l'expression
^/ j^i , qui revient à ^/jji - o ou k y/ . a . En vertu de ce qui précède (201), on pourra l'écrire
On a donc
-■ifa -, qu enfin „V5
ce qui permet de faire passer un dénominateur hors d'un radieal en en extrayant la racine, ou de l'y faire entrer en l'élevant au carré.
203. Nous pouvons maintenant passer en revue les différentes opérations qu'on peut avoir ji effectuer sur les radicaux drt second degré.
L'addition et la soustraction ne peuvent que s'indiquer, si les radicaux sont dissemblables. Ainsi, la somme de <Ja et de \jl> , s'écrira simplement <ja-{-<Jb ; leur différence •
Si les radicaux sont semblables, on opère l'addition ou la soustraction des quantités placées devant le radical ; ce radical est un facteur commun dont on affecte le résultat. Ainsi la somme des' quantités
v'iosflÈ 5 ,^ et v'âûââw >
qui reviennent à 9b*xs/%ab et Wabx'^'iab ,
Leur différence est (96 ! .i;— Uabx^Zab ■
206. Multiplication. Pour faire le produit de deux radicaux du second degré, on peut faire le produit des quantités placées sans chacun d'eux et affecter le produit du radical commun.
On a, en effet, en vertu du principe IV (201),
* i/5xv^^=\/ô5 ■■
Cette régie s'étend à un nombre quelconque de facteurs.
II peut arriver que le produit soit susceptible de se simplifier, ou môme qu'il soit rationnel. Ainsi :
Le produit de y/ba^b par \/\hab , x est ftbd'b'x , quire- Vienth 5a'b</Ste ,
Le produit de fâa'x par JÏMtfx* est sjWâWir* , qui revient à &a i b , x % .
207. Division. Pour diviser deux radicaux l'unpar Vautre, on peut diviser l'une par l'autre les quantité» placées sous chacun d'eux cl affecter le quotient du radical commun.
Désignons, en effet, par c/ le quotient des radicaux <Ja et v'ô ; en sorte qu'on ait ' . ;
■ ■ ou fi = fb.q .
En élevant les deux membres au carré , il viendra o=i.j",
d'où *>=| et q=\fî ■
Par conséquent ^ = ^'b '
Il peut arriver que le quotient soit susr.eptible de se simplifier, ou même qu'il soit rationnel. Ainsi :
Le quotient de i/lbtfbx' par ytQab'x' est y ïQà ' ffïc* . ' on , en simplifiant la fraction (31), y^^j; ■ ' Le quotient de
011 V«? ' ou -m ■
Lequotientde )/l&a?bx* par )/&a~oh? est y^jj
208. La formation des puissances et l'extraction des racines des radicaux du second degré rentrant dans celles des radicaux d'un degré quelconque, et n'étant point nécessaires pour la résolution ni pour la discussion des problèmes du second degré, nous n'en traiterons pas ici d'une manière particulière. Il ne nous reste donc à parler que de quelques transformations qu'il est souvent utile de faire subir aux expressions algébriques affectées de radicaux du second degré.
Lorsqu'une fraction algébrique contient un ou plusieurs radicaux
III. Soft l'expression — = F . Multiplions ses deux termes
par myp — lufc , il viendra
a(mijb—n\/c) . , w'b~n>c ' .
expression dont le dénominateur est rationnel.
Si, par exemple, on a la fraction ^-j= 9 - ^ ; en multipliant les deux termes par 3^2+2^3 , il viendra
IV. Si le dénominateur contenait plus ucdeux radicaux, on pour-
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rait encore, par des multiplications successives, parvenir à le rendra rationnel. Soit pour exemple la fraction
Mutiplions d'abord les deux termes par 'y / 6 + v'2 + v J 3 ; il viendra
(j/S+ytf— 3 5 + 2^10 + 2—3 '
24(^ + ^ + ^3) ouencore 12(^ + ^/2 + ^3) 011 4+2^10 ' 2+/Ï6
Multiplions maintenant les deux termes par y/ÏÔ — 2 ; i! viendra
209. On a vu, dans la résolution de l'équation bicarrée (187), qu'on peut avoir un radical du second degré portant sur une quantité composée d'une partie rationnelle et d'une partie irrationnelle ; e n un m ot qu'il peut se présenter des expressions de la forme Va-j-y'Â . On peut, dans certains cas particuliers, transformer cette expression en une autre composée de deux radicaux séparés, telle que. y^+V» • ''
Pour y parvenir, posons
ou ar? = a-\-*jb , ou encore a? — a~<Jb ,
d'où l'on tire, en élevant les deux membres au carré , puis transposant,
x 1 — 20^+0'— 6 — 0 . -- Cette équation bicarrée peut être considérée comme résultant de l'élimination d'une inconnue y (108) entre les deux équations
x' + i/ = 2a et ar(/ = v / « 1 — b .
Or, si on traite ce système d'équatioris comme au n" li>4, on obtient : \ ■ '
-l[ai+yy=2a+3v^=ï et (x— y)'=2a— 2i/¥=b .
Par conséquent :
i r+y=±V / 2a + 2 v ^ù et x ~y=± Via -2 i/iï=b , puis enfin
ar = ±iV2fl+2 v '?^6±^ ï / 2a-2v / ?=ï ,
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ou, en faisant passer le dénominateur 2 sous le radical (204),
Sous cette forme , on voit que la transformation qu'on sa propose serait effectuée si a 1 — b était un carré parfait ; car en désignant par c la racine de ce carré, on aurait :
Quant aux signes qu'il conviendrait de prendre, on remarquera que si l'on élève cette valeur au carré, on obtient
et qu'il faut mettre le signe -j- ou le signe — devant le radical suivant que les deux radicaux séparés qui entrent dans la valeur de x sont pris avec le même signe ou en signe contraire. Or, ou doit avoir aussi
,x ! = a + \fb <
Les deux radicaux de la valeur trouvée pour x devront donc être pris avec le même signé, et ce signe devra être + si l'expression proposée \a-\-<jb est elle-même précédée du signe -f- '. Cé ■ signe devrait au contraire être — , si l'expression proposée était précédée du signe — . En sorte qu'on a
S'il s'agissait au contraire de l'expression va — \jb qui conduit à la même équation bicarrée , nés deux radicaux séparés dans la valeur de x devraient être pris en signe contraire, afin que leur produit fût affecté du signe — , comme le terme — \fb ; etl'ouaurait " - -
Soit, pour exemple, l'expression
On a, dans 1 ce cas, tf— 6 = 64 — 60 = 4 ; d'où c = 2 et par suite
La transformation se trouve ainsi effectuée.
£ II. Des quantités imaRiuaires du second degré.
810. Nous avons fait remarquer, au commencement du paragraphe précédent, que la racine carrée d'une quantité, positive, qu'elle soit commensurable nu non, a toujours une existence réelle, puisqu'on peut toujours assigner deux limites numériques, aussi rapprochées qu'on le voudra , entre lesquelles elle soit comprise. Il n'en serait plus de même si 1& quantité dont on .veut extraire la racine était une quantité négative. Non-seulement la racine carrée d'une quantité négative ne saurait être assignée en nombres, mais elle n'a même aucune existence réelle; car il résulte de la règle des signes (114) qu'aucune quantité réelle, soit positive, soit négative, ne peut, lorsqu'on la multiplie par elle-même, donner im produit négatif.
Ainsi -j- 2 , multiplié par lui-même , donne -f- 4 ; et — 2 , multiplié par lui-même , donne également . -)- 4 . Mais il n'existe aucune quantité réelle qui, multipliée par elle-même, puisse donner pour produit — 4 . La racine carrée de — 4 , n'a donc pas d'existence réelle ; et l'expression y'— 4 n 'est que le symbole d'une opération impossible. ;
Les expressions de cette espèce sont ce que l'on appelle des quantités imaginaires.
Toute racine de degré pair d'une quantité négative est encore une quantité imaginaire; car, d'après la règle des signes, toute puissance paire d'une quantité réelle, soit positive, soit négative, est nécessairement positive. Mais nous nous occuperons spécialement dans ce qui va suivre des imaginaires du second degré.
On donne ordinairement à ces quantités une forme plus commode. Reprenons comme exemple l'expression y' — 4. . On regarde la quantité — 4 , placée sous le radical, comme le produit de +4 par —1 ; et pour extraire la racine carrée du produit on convient d'appliquer encore la règle du n" 201, c'est-à-diro qu'on extrait , ou que du moins on indique la racine carrée de chaque facteur. On obtient ainsi 2 . y/— ï • De même l'expression </— aponrrait s'écrire hY-— T ; l'expression y— 3 s'écrirait </s V—f -
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Eu un mot, la racine d'une quantité négative s'écrit en multipliant par <i£~ï la racine de la même quantité prise positivement.
211. Pour auditionner ou pour soustraire deux quantités de ta forme ov^— 1 , on opère l'addition ou la soustraction des quantités réelles que <f— ï multiplie, et l'on met en facteur commun, Ainsi
ai/^î+b\PÂ=(,a+b)i/^ï ; 5^=1— 3v ,= ï=2, v /= î Pour multiplier l'une par l'autre deux quantités de la forme a\f— ï , on fait le produit des quantités réelles, et l'on multiplie l'un par l'autre les deux facteurs y'— ï • r *
Soit, parcxemple, àmultiplier « v — I par 6v—ï ; on multiplie d'abord ' a par b , ce qui donne ab ; puis on multiplie V 7 — -ï par y'— 1 ■ Ce dernier produit, qui n'est autre que le carré de \/—ï , donne —1 par la définition même de la racine carrée; le résultat total est donc — ab , c'est-à-dire le produit des quantités réelles pris en signe contraire.
Ainsi (+3v^^x(+6'v C: ï)=.^15 .
Pour diviser l'une par l'autre deux quantités de la foriuo a\J— ï , on fait le quotient des quantités réelles, et le facteur v / — ï
Tinsi £p=£ ; -?p=-i ■
Remabquk I. On pourrait faire le produit de <J — 1 par <J-—i en appliquant la règle du n° 308, c'est-à-dire eu effectuant la multiplication souS'le radical. On trouverait ainsi \/( — 1) X( — 1) ou V^fT , c'est-à-dire ±t ; taudis qu'en regardant le produit comme le carré de l'un des facteurs , nous n'avons trouvé que — 1 .
On pourrait expliquer cette contradiction apparente en remarquant que y / — 1 devant implicitement être pris avec un double signe , le produit v— I x v^î peut lui-même être affecté d'un double signe; en sorte que si le produit absolu est — 1 , le produit, eu égard aux signes , est =p 1 .
Mais il est préférable d'effectuer le produit comme nous l'avons fait en premier lieu; cette méthode étant conforme à.la définition mémo de if^i , et indépendante de toute convention étrangère.
Remarque II. On voit que les règles qu'on vient de donner pour
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le calcul de3 quantités de la forme à^/—i ne sont que l'extension des règles établies pour te calcul des quantités réelles. Cette extension, dont l'utilité sera mieux sentie par la suite, est justifiée par la tendance de l'Algèbre à généraliser ses procédés.
91S. Toute expression algébrique dans laquelle il entre des quantités de la forme a y^ï est une expression imaginaire. Celles qui sont les plus importantes à considérer, et auxquelles on peut, comme on le verra plus tard, ramener toutes les autres, sont les expressions de la forme orf b \/ — 1 , qui se composent d'une partie réelle et d'une partie imaginaire. Nous allons reprendre en détail l'examen des opérations qu'on peut avoir à effectuer sur des quantités de cette forme.
I. Addition. Soient à additionner les deux quantités a-\-b\f^\ et c-^-d^—ï ; on pourra d'abord écrire le résultat de cette manière : a + iy' - 1 +c+d\/— 1 . Mais on peut aussi, en intervertissant l'ordre des termes, écrire a~\-c -^~b\f^-î- l r d< l /^ï , ou (211) {a+c)+{b+d)i/=ï .
Et l'on voit que la somme de deux quantités de la forme n+ b <J— 1 est encore une quantité de même forme.
II. SousTBÀCTioH. On verrait de la même manière que la différence des deux quantités n+ôy/^ï et e-fdv'— î es*
c'est-à-dire une quantité de même forme.
215. III. Multiplication. Soit à multiplier a+b'/^ï par tf-L-tfv'— ï - En multipliant chaque terme' du multiplicande par chaque' terme du multiplicateur, et en ayant égard à ce qui a été dit au n" 211, on obtiendra .
ac+bc\tt+àd\/=ï— bd ou {ac— bd)-\-(bc-\-ad)j^î. Ainsi le produit est encore une quantité de même forme. . Rehàrque I. On peut observer que si l'on avait c=a et d=~b , le résultat se réduirait à tc'+b' . Ainsi on a ce théorème :
( a _|_i v CZÏ)( û _ ôv /=ï) =(l » +ô! t .
qui n'est que l'extension du théorème analogue démontré pour les quantités réelles au n° 36.
RlMiBén» 11= Le produit ne péut être nul qu'autant que la partie réelle et la partie imaginaire s'annulent séparément , puisque l'une
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d'elles ne saurait se réduire avec l'autre. Pour que le produit fut nul , il faudrait donc que l'on eût à la fois . . ,
' ce — bd=0 et be + ad = 0 .
Faisant la somme des carrés, on obtient
ou ' (à , -i-i i )(c , +(p)=o . ;.' •'•
Or, un produit de quantités réelles ne peut être nul qu'autant que l'un des facteurs est nul. On doit donc avoir ou bien o'-J-6'=0 , ,cequi exige o = 0 et ô = 0 , ou bien c'.+ (P=0 , eo qui exige e = 0 et d=Q ..
Dans le premier cas, le facteur a-\- 6^— ï s'annule; dans le second , c'est le facteur c -f- d ^ — 1 -,
Ainsi, un produit de deux quantités imaginaires du second degré ne peut être nul qu'autant que l'un tics deux facteurs est nul.
IV. Division- Soit'à diviser a-\-b\/—l par c-\-di/—L 'On peut d'abord écrire le' quotient sous la forme fractionnaire
Multiplions les deux termes de cette expression fractionnaire par c — difi—i ; il viendra
(ac bd) + (be— ad) y/^T .
~ " e*4-(P' ' ce qu'on peut écrire
ae+'bd, bc — ad ,—— c'+d 1 T e'+d> V Ainsi le quotient se composé encore d'une partie réelle et d'une partie imaginaire, c'est-à-dire qu'il est de la même forme que le dividende et que le diviseur.
On trouverait ainsi que le quotient de tO + 15 y'— -ï par l+2\f^ï est 8 — v^-ï • ■ ' • , '
«M. V. Soit à former le carré de la quantité a + b'^î . D'après les règles de la multiplication , on trouvera
quantité de la même forme que a + à ^4 .
Ainsi le carré de 3 + 2 y— 1 est 5 + 12^—1. ■ .
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' VI. Soit enfin à extraire la racine de a-\-b\f^î - Nous allons faire voir qu'elle est encore de même forme. Pour le démontrer, posons
Il s'agto de démontrer qu'on peut trouver pour x et y dos valeurs réelles propres à satisfaire à cette égalité. Si l'on élève les doux membres au carré, on obtient
Or, comme on suppose x et y réels, et ijue les quantités réelles ne peuvent si! réduire avci; les imaginaires, cette équation ne pourra subsister qu'autant qu'il y aura égalité entre les quantités réelles, d'une part, et les quantités imaginaires de l'autre. On devra donc avoir a la fois
x> — f = a [3] et ' *xy = l> [fl.
On pourrait obtenir les valeurs de x et de y au moyen d'une équation bicarrée, mais ks résultats te présenteront sous une forme plus simple en opérant comme il suit.
Multiplions l'équation [3] par b , l'équation [4] par « , et retranchons ensuite membre à membre pour faire disparaître les termes indépendants de x et de y ; nous trouverons
bx' — 2oa:y — fty 1 — 0 , ' ou , en divisant par tf ,
Résolvonscette équation en y regardant - connue l'inconnue; il viendra
Multipliaut membre à membre avec l'équation [4], on obtient
■ ■ ' ix' = a± v '^f¥ , ■
d'où , « 1 = ^ i Ty [Ç3,
en ne prenant que le signe + , attendu que doit être .positif. . __
De là x = ± y / « + v / « , + y £?]i
quantité réelle.
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Pour obtenir y , il suffit de mettre pour sa valeur [6] dans l'équation [3], qui donne
d'où
quantité réelle , puisque y/a' + b* est plus grand que 0 ou que a .
En ayant égard à l'équation [4], on voit que x et y doivent être pris avec le même signe si 6 est positif, et avec des signes contraires si b est négatif. On aura donc
v ^n =± ( v /^+i +v ^HE:»^i) " vsr^ =± ( v /^pi_ v /^^? lC5f ),
quantités qui sont bien de la forme « -+- b .
Soit, par exemple, à extraire la racine de 5 + 12 v'^ï ; on aura a— 5 , 6 = J2 , par suite
218. Le lecteur a pu se demander plusieurs fois dans quel but , si les quantités de la forme b\l — 1 ou a-\-b\l — l n'ont aucune réalité , on étend à ces expressions les règles établies pour le calcul des quantités réelles , rt quelle est l'utilité qu'on peut retirer du calcul des quantités imaginaires. À cela, nous pourrions répondre que ces quantités jouant un rôle dans la discussion des problèmes du second degré, il importe de les étudier d'abord en elles-mêmes. Mais on peut ajouter aussi que ces sortes de quantités, bien que n'ayant aucune réalité , peuvent servir à des transformations auxquelles il serait souvent très-difficile de parvenir sans leur secours. Elles forment, comme on l'a dit quelquefois,
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une sorte de pont que l'on jette d'une expression réelle à uni; autre, et que l'on brise après l'avoir passé.
Pour donner un exemple élémentaire de cette propriété, qui justifierait à elle seule l'extension des règles du calcul des quantités réelles aux quantités imaginaires , proposons-nous de démontrer ce théorème d'arithmétique :
Si un nombre est la somme de deux carrés, son carré est encore la somme de deux carrés.
l'ourle faire voir, désignons par n un nombre qui soit la somme de deux carrés à 1 et 6* , en sorte qu'on ait n = a*+b' .
En vertu de la propriété démontrée au n° 213, on peut écrire cette égalité de la manière suivante :
Élevons les deux membres au carré, il viendra n'=(a+fi /=!)*(*- Av^l)" , ou , en développant chaque carré ,
«»=(a*-^.'+2Qi>^/^î)(a , -ô , — Sa&^=ï) , ou, en vertu de la propriété déjà citée,
Pf+ia'b' .
Or, le second membre est bien la somme de deux carrés ; savoir : du carré de a* — h- et du carré de 2aô.
En sorte que non-seulement ou a démontré la proposition, mais encore on a des formules pour la décomposition de n s en deux
Soit, par exemple, n = ô . Ce nombre est la somme do deux carrés 4 et 1 . Si l'on pose a ! = 4 et 6'=1 , ou o = 2 et b=l , on aura, d'après ce qui précède,
ainsi m" ou 25 est ln somme du carré de 3 et du carré de i .
Posons maintenant N=-4'-j-3' , en faisant a=4 et 6=3 . Les mêmes formules donneront
ainsi N* , on le carré de 25 , c'est- a- dire 625 , est la somme du carré de 7 et du carré de 24 ; ce qui est en effet. Et ainsi de suite.
Sans doute on aurait pu démontrer ce théorème- sans le secours
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des quantités imaginaires, mais la démonstration qui précède est très-propre à faire voir, sur un exemple élémentaire et simple , comment, d'une relation entre quantités réelles, on peut déduire, par le secours des imaginaires, une autre relation entre quantités réelles. .
S III. Discussion des problèmes du secoud degré.
210. Nous avons vu (177, 179) qu'une équation du second degré peut toujours être ramenée il la l'orme x l -\~px-\-q — 0 , ou il la forme plus générale ax , -\-bx-\-e=0 . Pour cela nous avons dit qu'il fallait faire disparaîtra les dénominateurs et effectuer les calculs. Nous pouvons ajouter à présent que, si l'équation contenait un ou deux radicaux du second degré, sous lesquels l'inconnue fût engagée, il faudrait les faire disparaître.
A cet effet, s'il n'y a qu'un seul radical, on l'isole dans un membre; et, en élevant les deux membres aU carré, on le fait disparaître. Soit, par exemple > l'équation ;
on en tirera successivement
3^^5=24—2^ d'où •dix — 5) = (24 — 'lef , où il n'y aura plus qu'à effectuer les calculs et transposer.
S'il y a deux radicaux , on les isole dans un membre ; on élève au carré; le membre qui contenait les radicaux ne contient plus alors que leur double produit. On isole le douhle produit dans un seul membre; et, en élevant une seconde fois au carré, on obtient une équation débarrassée de radicaux. Soit, par exemple, l'équation :
v'œ+V'13— £=0 , " on en tirera successivement
x _|-13_a:-f 2^(13— a;) = 25 , ou ^(13— x)=G ; puis «(13— i) = 3ô ,
où il n'y aura plus que les calculs à effectuer.
Cela posé , reprenons l'équation du second degré sous la forme :
x*+px+q=0 [1].
Nous avons vu (177) qu'en la résolvant on obtient les deux valeurs :
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Ces valeurs, que nous désignons par x' et x" , sont ce .que l'on a l'habitude d'appeler les racine* de l'équation dti second degré. Il est important de ne pas les confondre avec le radical qu'elles renferment.
Si on les ajoute on obtient
et si on les multiplie, on trouve pour produit
Ainsi : 1" la sm/rtitn îles riieiii'-s d'uni: cquttlum du second degré, de lu forme x'-j-px-|-q=0 , est égale au coefficient de la première puissance de x , pris en signe contraire ■; et, 2° le produit de ces mêmes racines e.U égal au laine nul è peu liant de x .
Réciproquement : si deux quantités a et b remplissent ces conditions, en sorte qu'on ait à la fois
a-\-b= — p et ab = q ;
ces quantités sont racines de l'équation [1], c'est-à-dire que, mises à la place de x , elles satisfont à l'équation. Car, on tire delà première relation
et, en mettant pour b cette valeur dans lu seconde, il vient ' — pa — a* = q ou a' -\-pa + q — 0 .
Un démontrerait, en éliminant a au contraire, qu'on a aussi
b' + pb + q = 0 .
217. Remplaçons, dans l'équation [1], p et q parleurs valeurs — 'x'-\~x") et x'x" ; il viendra
x'- — (x' + x")x-\-x'x" = 0 ou x' — s/x — afx-\-x'x"=0 ,
ou encore x{x~ m')— x"(x— x') = 0 ,
OU enfin (x — x')(x — x") = 0 [2].
Ainsi, k premier membre de l'équation x*-j- px-j-q — 0 se décompose en deux facteurs du premier degré, formés de l'inconnue x diminuée alternativement îles deux racines. Si, par exemple, on a l'équation
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qui a pour racines 2 et 3 ; son premier membre pourra se mettre sous la forme (x — 1}(x — 3) , ce qu'il est facile de vérifier. Pareillement , le premier membre de l'équation
^ + # — 6=0 , qui a pour racines +2 et — 3 , pourra se mettre sous la forme
(r—2)(x+3) , attendu que la différence entre x et —3 est x-\-Z . ,
Remarque I. Le théorème que nous venons de démontrer fait comprendre pourquoi une équation du second degré peut être satisfaite de deux manières ; c'est que , son premier membre pouvant se décomposer en deux facteurs du premier degré , on peut anmileV ce premier membre on égalant à zéro l'un ou l'autre des doux facteurs.
Si, parexemple, on a l'équation x t -^hx-\-6 = Q , et qu'on la mette sous la forme
(s-2)(tf-3)=G , on voit qu'elle peut être satisfaite, soit en posant x — 2=0 , d'où x = 1 ; soit en posant x — 3=0 , d'où x = Z .
Remarque II. Le même théorème démontre aussi qu'une équation du second degré n'a que ileu.r racinex , e'est-à 7 dire ne peut être satisfaite que de deux manières. Et, en effet, en mettant l'équation [1] sous la forme [2] , on voit bien qu'on ne peut satisfaire à l'équation, c'est-à-dire annuler son premier membre, qu'en annulant l'un des deux facteurs (213, rem. II), ce qui donne ou x — x'=0 d'où x=a/ ,ou x — x"=0 d'où x=x" .
Remarque III. Il résulte encore du même théorème que si a est une des racines de l'équation x*-f-px-|-q = 0 , sonpremier membre e.it divisible par x — a ; car, si l'on appelle ù la seconde racine, le premier membre pourra se mettre sous la forme
— a){x — b) ; donc il est divisible par x—a .
218. Discutons maintenant les valeurs tirées de l'équation x , -\-px-\-q = Q , savoir
-'=-!+ vf^ 81 "=-I-V? = '-
I. Faisons d'abord l'hypothèse q
En même temps, il peut arriver que la quantité placée sous le. radical soit positive, nulle ou négative.
Si l'on a — ? >o , les deux racines sont réelles; et comme
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~ — q est ators moindre que ^ , sa racine est moindre que ^ ;
c'est-à-dire que le radical est alors moindre , en valeur absolue, que
le" terme — | ; c'est donc ce terme qui donne son signe aux deux
racines ; ainsi , elles sont do même signe ; toutes deux négatives si p est positif, toutes deux positives si p est négatif. (On ne peut
supposer p=0 , puisque ^—9 est positif .}
Si l'on a ^ — g=0 , le radical disparaît ; les deux racines se réduisent à — ^ ; elles sont donc égales ; négatives si p est positif; nulles, si p est nu! ; positives , si p est négatif. Si Ton a ^ — ?<0 , le radical porte sur une quantité négative;
les deux racines sont donc imaginaires. Elles seraient égales et de signe contraire si p était nul.
II. Faisons, en second lieu, l'hypothèse q=Q . Dans ce cas
Ainsi, l'une des racines est nulle, l'autre est de signe contraire à p ; elle serait nulle aussi sil'onavait, en mêmetemps, p=Q .
III, Faisons, enfin, l'hypothèse ?<0 .
Dans ce cas, est positif; la quantité placée sous le radical
est donc positive; les deux racines sont réelles. Mais commit j—</ est alors plus grand que ^ , sa racine est plus grande
que | , c'est-à-dire que le radical est alors plus grand, en valeur
absolue, que le terme — ? ; c'est donc le radical qui donne son
signe à chaque racine ; l'une d'elles est donc positive et l'autre négative , quel que soit le signe de p . La plus grande , en valeur absolue, est celle où le radical est de même signe que — | , c'est-àdire que celle qui est de signe contraire à p . Elles seraient égales etde signe contraire si p était nui.'
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219. Cette discussion peut être présentée d'une autre manière, fondée sur les théorèmes du n° 210, et plus facile à retenir.
I. Soit j>-Û . Si l'on a ~ — s>0 , les deux racines Bont
réelles. De plus, elles sont de même signe puisque leur produit q est positif. Elles sont positives si leur somme — p est positive, c'est-à-dire si p est négatif; elles sont négatives si leur somme — p est négative, c'est-à-dire si p est positif. On ne peut, dans ce cas , supposer p = 0 .
SH'ona ^~ 9 = 0 , les deux racines sont égales; -chacune
vaut la moitié de leur somme , c'est-à-dire — ^ ; elles sont positives, nulles ou négatives , selon que p est négatif , nul ou positif. Si l'on a ~ — ?<0 , les deux racines sont imaginaires. Elles
sont égales et de signe contraire si leur somme — p est nulle, c'est-à-dire si p=0 .
II. Soit g = 0 .Le produit des deux racines étant nul, il faut que l'une d'elles le soit. L'autre est alors égale à leur somme — p , et est positive, mille ou négative, suivant que p est négatif, nu! ou positif.
III. Soit ?<0 . Les deux racines sont réelles. Elles sont de signe contraire puisque leur produit q est négatif. La plus grande en valeur absolue est de même signe que leur somme — p , c'està-dire positive si p est négatif, et négative si p est posilif. Si p était nul, les deux ratines étant de si-ne contraire devraient filre égales en valeur absolue.
220. On peut , à l'aide de ces remarques , reconnaître la nature des racines d'une équation du second degré avant de l'avoir résolue. Soit, par exemple, l'équation
Ici — g est égal à — 12 ou à , quantité po-
sitive.
Les deux racines sont donc réelles. Elles sont de même signe, puisque leur produit est -|- 12 ; elles sont positives, puisque leur somme est -j-7 .
Soit l'équation x'+7a;-f-12 = 0 .
Les deux racines sont encore réelles ot de même signe; mais elles sont négatives, puisque leur somme est — - 7 .
Soit l'équation 3^4-7^— 12 = 0 .
Les deux racines sont réelles; elles sont de signe contraire, puisque leur produit est — 12 .La plus grande est négative, puisque leur somme est —7 .
221. Remarque I. Lorsque les racines sont égales, le premier membre est un carré parfait. Cela résulte du théorème du n° 217, puisque ce premier membre revient alors à (x— x'j{x — x 1 ) ou à {x—x 1 )' , Mais il est bon de le voir directement. On a alors
^ — q=0 oo j=Y • S!, dans l'équation proposée, on remplace g par cette valeur, on obtient
*.+ P *+f = 0 ou (.+!)■=..
Remarque H. Lorsque les racines sont imaginaires , le premier membre est la somme de deux quantités positives, et ne saurait par conséquent devenir nul pour aucune valeur réelle de x , ce qui
rend l'impossibilité manifeste. On a, en effet, dans ce cas, ^ — y<0 ou î>^- . On peut donc poser ç=|4-a , , en désignant par
a* une quantité essentiellement positive. Mettant pour q cetle valeur dans l'équation , elle devient
a?+ px +ë+ a *=o ou (x+^+J=0.
Sous cette forme , on voit bien qu'aucune valeur réelle mise à la place de x ne saurait satisfaire à l'équation; car, que sOit positif ou négatif, son carré est toujours positif.
Remarque III. Lorsque les coefficients de l'équation , savoir p et q , sont réels, les deux racines sont toujours réelles ensemble ou imaginaires ensemble. Car, si l'une des racines était une quantité réelle « , et que l'autre fût une quantité imaginaire b-\-cij — 1 , on aurait , en vertu des théorèmes du n" 216,
-p = a + b + c</=ï et 9 = 0(04-^=1) ou p= — (a-\-b) — c\j — 1 et q = ab-\-ac\j — 1 , c'est-à-dire que les coefficients y et g seraient tous deux imaginaires.
Remarque IV. Si l'équation est numérique et que les coefficients p et q soient commensurables, les racines sont toujours com-
mensurables ensemble ou incommensurables ensemble. Car, si l'une des racines était une quantité commensurabie a , et l'autre une quantité incommensurable , pouvant avoir une partie commensurabie, telle que 6 + , on aurait, en vertu des théorèmes déjà cités ,
-p = a +b + /c et q = a (t> + fà ou p = — (a+i) — ]/e et q = ab -J- y'tfc ,
' c'est-à-dire que les coefficients p et q seraient tous deux incommensurables.
222. Nous avons supposé jusqu'ici que l'on pouvait mettre l'équation sous la forme as'-f- px-\-q = 0 ; c'est-à-dire que dans l'équation plus générale aa^-J- bx -\- c = 0 , a n'était pas nul, et qu'alors on pouvait diviser par a . Il s'agit de voir maintenant ce qui arriverait si des hypothèses particulières faites sur les données du problème venaient à annuler a .
Pour cela, changeons d'abord x en - ; aux plus grandes
ou, en chassant les dénominateurs,
a + by + cy*=0 . Faisons maintenant l'hypothèse a — 0 ; l'équation se réduit à by + cif—O ou y{b + cy) = 0 .
On satisfait à cette équation, soit en posant y = 0 , soit en posant
b-\*cy — 0 , d'où y — — - ; mats puisque x=- , on déduit de ces valeurs de y
La première de ces valeurs est une valeur infinis (1 22), que l'on n'aurait pas soupçonnée si l'on se fût contenté de faire a= 0 dans l'équation proposée, puisqu'elle se réduit alors à
bx + c = 0 , .' ^
et ne donne pour t. que In seconde valeur — j .
•Si l'on fait en même temps a=0 el 4 = 0 , l'équation en y ci-dessus se réduit à
et donne pour y deux valeurs nulles. Il en résulte pour x doux valeurs infinies , et c'est ce qu'on pouvait prévoir puisque la
seconde valeur — g se réduit alors à — - ou à l'infini.
1135. On aurait pu faire les mêmes hypothèses dans les valeurs générales tirées de .l 'équation ax t -\-bx-\-c = Û . Ces valeurs sont (170)
r __ fl -f^y— 4ae „_ — &_ v '6'— 4ac x = — , m - ^ .
Si l'on suppose «=0 , on trouve
x=— et -=lH>Rnï.
On trouve bien une valeur infinie , mais l'autre se présente sous la forme indéterminée jj . Pour faire voir que cette indétermination n'est qu'apparente, on multiplie les deux termes de x 1 par — b—<J¥^ïâo ,
ce qui donne
x ,_ (— bf— (6*— 4cc) = Aac ~—ï a {b + \/b*~4ac)~ 2a(f--f- ¥ / 6'— W) Sous cette forme, on voit que, si l'on fait a=0 , la valeur de x' se réduit à - ; mais que si , avant de faire cette hypothèse , on
supprime le facteur 2n commun aux deux termes (125), on obtient
qui est bien la valeur finie et déterminée qu'on devait obtenir.
Si l'on fait à la fois a ^0 et 6= 0 , les deux valeurs de x se présentent sous la forme g . Quant à la première, on vient de voir que l'indétermination n'est qu'apparente et que la véritable valeur est — j f , qui, pour 6 — 0 , se réduit à — ^ ou a l'infini.
Pour la secoiide, multiplions ses Jeux termes par — b-\-\ f b*— 'iac , ce. qui donne
^_ <— flp— ÇP— 4ac) iac
2a(—b + i/P—4ac) 2a(— b+y/tf— iac) ' ou, en supprimant le facteur commun 2« , *
Si maintenant on fait a=0 et 6=0 , cette valeur se réduit à — ^ , c'est-à-dire a 'l'infini.
Ainsi, pour a = 0 et 6 = 0 , les deux racines sont infinies, comme cela devait être, d'après ce qui a été dit au numéro précédent.
Enfin, si l'on faisait à la fois o = 0 , 6 = 0 et c = 0 , les deux valeurs de a; se présenteraient encore toutes les deux sous
la forme jj ; mais dans ce cas l'indétermination serait réelle. Car il est évident que, dans, ce cas, l'équation pourrait être satisfaite par une valeur quelconque de x .
244. Nous allons appliquer cette discussion à quelques exemples particuliers.
Problème I. Trouver le dénominateur d'une fraction dont le numérateur est a , sachant que, si l'on ajoute b à chacun des deux termes, tajrm-titm uvijmente.de m ..
Soit x le dénominateur demandé. On devra avoir
— ri — m .
ou mz*—(l — m)bx-i-ab = 0 ,
d'où
= (1 — m) b ± V { t — mfP—Amab
1° Ces deux valeurs seront réelles et positives si l'on a : (1 — «i)'S*>4»hi6 et 1 — m>0 .
Soient, parexcmple, a = 3 , 6 = 2 , m = ~ .ontrouvera
JSE =11± ,,
l'où «' = 18 el zT = i .
Si l'on adopte la première valeur, la fraction demandée est ~ , et se change en — quand on ajoute 2 à chacun de ses termes.
0r ' |-ïs ou Ï~B ,aul eIecli ™»' à •
Si l'on adopte In seconde valeur, la fraction demandée est | ,
et se change en g quand on ajoute 2 à ctiacun de ses termes.
Or 5_? = J_ ' 6 A 12 ■
2° Les deux valeurs deviendraient égales si l'on avait (1 —m)<p = 4mat> .
Soient, par exemple, , A = 8 , m = ~ ; on trouvera
pour ces deux valeurs x = A . La fraction demandée est alors ~, et se change en ^ ou ? quand on ajoute S à chacun de
ses termes. Or, | — ^ = ^ -
3° Les deux valeurs seraient imaginaires si l'on avait : (1— mf&<Amab .
C'est ce qui arriverait si l'on avait , par exemple , a = I , -=!,»=!.
Dans ce cas le problème serait impossible.
A° On trouverait une racine positive et une négative, si l'on supposait b négatif; c'est-à-dire si l'on supposait qu'au lieu d'ajouter un même nombre aux deux termes de la fraction on en retranchai un même nombre.
Soient, par exemple, a— 11 , b— — 2, ; on trouvera
d'où ai' = 6 et x"z= — 8| .
La seconde solution est purement algébrique ; la première donne
pour la fraction demandée ■ ~ . Cette fraction, quand on retranche 2 à chacun de ses termes, devient | . Or, ^ — y égale en
5" On trouverait une solution infinie si l'on faisait m = 0 , c'està-dire si l'on demandait que la seconde fraction fut équivalente à la première.
Les deux valeurs de x sont alors
La seconde solution est évidente : car si le dénominateur est égal au numérateur, auquel cas la fraction équivaut à l'unité, en ajoutant un même nombre aux deux termes on ne change pas sa valeur.
La première solution s'explique avec la même facilité; car si le dénominateur x est infini, il en est de- même du dénominateur x -j- b ; les deux fractions et | sont donc nulles
toutes les deux, et, par conséquent, leur différence est également nulle.
22ti. PhoblÉmb H. Trouver tes rayons, extérieur et intérieur, d'une sphère creuse de matière quelconque , connaissant l'épaisseur de la matière et Ir volume qu'elle occupe.-
Soit x le rayon intérieur, le rayon extérieur sera ^-j-e en désignant par e l'épaisseur de la matière. Le volume que cette matière occupe est la différence entre les deux sphères dont les rayons sont x-\-e et x ; on doit donc avoir, en appelant V ce volume,
ou, en divisant par
Si l'on fait le carré de x + e , on trouve x' -}- 2 ex -\- e' ; et on multipliant ce carré par x -+- e , on obtient pour le cube de ce binôme
a ? + $cat+3e*x + c* .
• Le volume d'une salière a |iour expression les -i du rapport r. île la circonférence au diamètre, muliipliés par le culic Uu rayon;
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Mettant colla valeur dans l'équation ci-dessus, et supprimant les termes en a? qui se détruisent, il vient
On tire de cette équation
Pour que le problème soit possible , il faut que ces valeurs soient réelles; mais comme alors la seconde est nécessairement négative, il faut, de plus, que la première soit positive. Les deux racines devant tHi'c du ^-i^tie contraire, il faut que le dernier terme de l'équation [1] soit négatif (216), et cette condition suffit en même temps pour la réalité des racines {218).
l'osons donc ^— , 4^ < ~- lt > d'où ^-- > 3' ,te, ■
Cette condition exprime que le volume donné doit être plus grand que celui de la sphère qui aurait pour rayon l'épaisseur donnée ; et , en effet , le plus petit volume qu'on puisse obtenir en conservant une épaisseur donnée , correspond évidemment au cas où le rayon intérieur serait nul; la matière occuperait alors une sphère pleine ayant l'épaisseur donnée pour çayon.
Si l'on avait V = |^e ï ' , on devrait trouver zéro pour la valeur
positive de ce ; et c'est ce qui arrive en effet, car on a alors'
b, /fÊ? g_ a , /g g
Quant à la valeur négative, elle est purement algébrique, et ne peut convenir au problème.
226. Problème III. Trouver sur lu droite XY , qui joint deux points lumineux A et B,fc point qui reçoit de chacun d'eux lu même ijuanlili de lumière.
(On suppose connu ce principe de physique : que la quantité de lumière reçue est en raison inverse du carré de la distance au point lumineux.)
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Prenons pour inconnue la .distance AC du point cherché, à l'un des deux points lumineux, cl désignous-h par & ;.soit d la distance AB des deux lumières. Représentons par a' la quantité de lumière que recevrait un point situé a 1 mètre du point A , et par p* celle qu'il recevrait à 1 mètre du point B. •
Si l désigne pour un moment la quantité de lumière que le point cherché C reçoit du point A , on devra avoir^ d'après le principe cité :
l:<£ :; l-:x d'où .
En raisonnant de même, on trouvera que la quantité de lumière que le point cherché C reçoit du point B est
td-xf •
Ces deux quantités de lumière reçue par le point cherché C devant être égales d'après l'énoncé, on doit avoir l'équation :
On pourrait la traiter comme à l'ordinaire, et nous conseillons cet exercice aux élèves ; mois il est plus simple de remarquer que les deux membres étant des carrés parfaits, on peut en extraire la racine, ce qui donne les deux équations du premier degré
r'ih ■
Si l'on prend le signe + devant le second membre, on trouve, en faisant disparaître les dénominateurs,
«d — ax=\ix , d'où x'=d.~^ .
Si l'on prend le signe — devant le second membre , on trouve , de la même manière ,
ad— ox=— §x , d'où x"=d.-?— B , «— P
valeurs réelles qu'il s'agit de discuter.
1° Supposons d'abord la première lumière plus intense que la seconde, ou a>p . Dans ce cas les deux valeurs a.- 7 et et" sont toutes deux positives.
Considérons d'abord la valeur a/ . Comme n-j-Ji est plus grand que « , l'expression — ^ est moindre que 1 ; la valeur af est donc moindre que il , et répond à un point compris entre les points" lumineux A et B . De plus, comme a + fl est
moindre que 'a-|-a ou 2a , l'expression est plus grande
que ^ ou que ^ ; ainsi x' est plus grand que la moitié
de d : Le point correspondant C est donc plus près du point B que du point A .
Considérons, en second lieu , la valeur x" .Comme a' — p est
moindre que a , l'expression est plus grande que 1 ;
ainsi x" est plus grand que d , et répond à un point C , situé au delà du point lumineux B qui a la moindre intensité. On conçoit, en effet, qu'on puisse trouver de ce côté un point pour lequel la différence d'intensité des deux lumières soit compensée par. la différence des distances au point éclairé.
2" Supposons que l'intensité de la seconde lumière aille en augmentant et que par conséquent p augmente en se rapprochant ainsi de a , la valeur x' ira en diminuant et la valeur x" ira en augmentant. Ainsi le point C se rapprochera du milieu de AB , et le point C s'éloignera de plus en plus de la lumière B .
Si l'on suppose maintenant a:=p , ou lesdeux lumières d'égale intensité, on aura x '—\ et x " = ~§ > c'est-à-dire que le point C se trouvera alors au milieu de AB , et que le point C se sera éloigné à une distance infinie à droite du point B . On conçoit, en effet, que pour compenser la différence d'intensité des deux lumières, i! faut éloigner le point C d'autant plus que cette différence est moindre ; et que si enfin elle devient nulle, ce n'est qu'à une distance infinie que !a différence due aux distances devient insensible.
3° Supposons que p , continuant à croître, devienne plus grand que a , ou que la lumière B soit plus intense que la lumière A .
La valeur x' reste positive et moindre que d , c'est-à-dire qu'elle répond toujours à un point compris entre A et B . Mais, comme p est plus grand que a , il s'ensuit que a -j- p est plus grand que 2 a , et que, par conséquent, est moindre
que ~ ou que ^ ; ainsi x' est moindre que - , c'est-à-dire que le point C est alors plus près de la lumière A que de la lumière It .
Quant à la valeur x" , elle devient négative ; et, puisqu'on a regardé commé positives les distances comptées à droite du point A ,
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on devra, pour la généralité des formulés (HO), regarder comme négatives celles qui Sont comptées à gauche de ce point. La valeur négative trouvée pour x" correspondra donc à un point C" , situé à gauche du point lumineux A qui a la moindre intensité, et a une distance de ce point d'autant plus grande que la différence absolue a — a est plus petite.
4° Si l'on faisait maintenant décroître l'intensité de la lumière B jusqu'à ce qu'on en fût revenu à l'hypothèse fi — a , od trouverait pour x" des valeurs négatives de plus en plus grandes, et enfla une valeur infinie qu'on devrait regarder comme négative, puisqu'elle serait la limife vers laquelle tend une quantité négative de plus eu plus grande en valeur absolue, \insi , pour a = p la solution infinie répond a un point que l'on peut supposer place indifféremment à droite ou à gauche des deux lumières, ce qui doit être.
Il ne faudrait pas en conclure que l'équation du second degré a, dans ce cas, trois racines, elle n'en a que deux; mais la valeur infinie peut être affectée, du signe ou du signe — , suivant qu'on la considère comme limite de quantités croissantes positives, ou de quantités croissantes en valeur absolue, mais négatives.
5° Si l'on fait en même temps les deux hypothèses a = p et d — 0 , c'est-à-dire si l'on suppose que les deux lumières soient de même intensité, et placées en outre au même point A , on trouve
^=0 et .
La première valeur donne le point A ; cela devait être, puisque le point C , qui est au milieu de AB pour a = jî , se confond alors avec A et B .
La seconde est indéterminée ; et , en effet , en quelque point de la droite XT qu'on place alors le point éclairé , il recevra des deux points lumineux la même quantité de lumière.
Si , sans faire aucune hypothèse sur d , on fait les deux suppositions a = 0 et p = 0" , on trouvé pour x' et x" deux valeurs indéterminées. Et, en effet, si les deux lumières sont éteintes, . un point quelconque situé soit entre A et B , soit en deçà ou au delà, reçoit de chacun de ces points une quantité de lumière nulle et par conséquent une quantité égale.
227, Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples qui suivent :
I. Partager le nombre a en deux parties telles que la somme de leurs racines carrées soit égale à un nombre b .
IL Un voyageur a n kilomètres à fuir/:, et marche d'une manière régulière. S'il jaisait civique jour a kilomètres de plus, il
emploierait à son voyage b fours de moins. Quelle serait alors la duré* de son voyage?
ni. Trouver le côté de l'une des bases d'un tronc de pyramide à bases carrées, connaissant le côté de l'autre base, la hauteur du tronc et sonvolume.
IV. Partager a en deux parties telles que la somme de leurs cubes soit égale à b .
g IV. Discussion de l'équation bicarrée.
328. L'équation bicarrée peut se présenter sous l'une des deux formes
x i +px*+q = 0 ou ax i +bx t +c = 0 .* Enposant x*=y .onentire
'/+py + 1 = 0 ou af+by + c^ .
Soient y" et y" les deux racines de l' équation en y , on aura x' = ±fâ et x»=±i/tf . - P Si y' et y" sont réels et positifs, on aura pour x quatre valeurs réelles , dont deux positives et deux négatives , égales deux à deux en valeur absolue. Ce cas se présentera quand on aura en même temps
q>0 , p<0 et ^ — ?>0 , ou c>0 , 0<0 et è 1 — 4ac>0 ,
attendu que a peut toujours être supposé positif.
2° Si ij est positif et . y" ■ négatif, on aura pour a? deux valeurs réelles, égales et de signe contraire^ et .pour x" deux valeurs imaginaires. -Ce cas aura heu pour
?<0 °u <*<Û - 3° Si y" et y* sonttousdeux réelsetnégatifs, onaurapour x quatre valeurs imaginaires. Cela aura lieu pour
?>0\ p>0 et ^—g>0 , ou c>0 , ô>0 et P—4ae>Q.
4' Si y' et y" sont imaginaires, il en sera de même des quatre valeurs de x , puisque la racine carrée d'une quantité imaginaire
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du second degré est elle-même imaginaire (214). Ce cas se présentera pour
5>0 et ?<0 ,
ou c>0 et è 1 — 4oo<0 .
5° Si y' et y" sont égaux, les valeurs positives de x seront égales entre elles, et les valeurs négatives égales entre elles. Cela aura lieu pour
^ — q=0 ou b* — 4ac=0 .
Elles seront d'ailleurs réelles, nulles ou imaginaires , suivant que ■y" et y" seront positifs, nuls ou négatifs, c'est-à-dire suivant qu'on aura ' '
p<0 , p=zO , p>0 ou 6<0 , 6 = 0 , é>0 .
6° Si l'équation en y a des racines infinies, il en sera de même de l'équation en x . Mais celles-ci pourront être réelles ou imaginaires, suivant que les racines de l'équation en y seront égales à l'infini positif ou à l'infini négatif.
220. Comme exemple de cette discussion nous traiterons la question suivante :
Problème. Un capitaliste place deux sommes a et 1) à des 1 taux différents et à intérêts composés pendant deux ans, et obtient au bout de ce temps un capital définitif total c . S'il eut placé les mêmes sommes une année au premier taux, et l'année suivante au fécond taux, le capital défini/if total eût été d . On demande quels sont ces deux taux.
Désignons par ( et (' les deux taux demandés. La somme a au taux ( , et à intérêts composés , devient au bout de deux ans
g ( I "'~Ïuâ) *' ' a som ^ Q6 6 au taux t , à intérêts composés et
au bout du même temps, devient fr^i-J-^— ^ . On a donc pour
première équation
»('+î5ô)'+ 6 ( 1 +iro)'= c -
La somme a autaux l , au bout d'un an, devient o + ï^ô) ' cette dernière somme au taux t' , au bout d'une autre année, devient à son tour «f'+ïoô) f'+ïuô) ■ lasomme b .placée
de la infime manière, deviendrai 6 ^1+ ^jj) ^ 1_ H ■ ^ n a donc pour seconde équation
<°+ s >('+râ)('+îBH-
Pour simplifier le calcul, prenons pour inconnues les 'quantités 1 ÏSÔ 6t 1 Î5Ô ' P osons en consét f uence
Les deux Équations du problè me deviendront
ux 1 -\-by t =c et {a-\-b)xy = d .
Si l'on prend dans la seconde la valeur de y en a; pour la substituer dans la première, on trouve, après avoir fait disparaître les dénominateurs
tta+Wat— (a-fêJVa? -f-feP= 0 [1];
d'où x=\J Ca+h)c± £ a { X% C, ~ Aab(P M,
en ne mettant point de double signe devant le radical total , attendu que x doit être essentiellement positif.
En éliminant au contraire x entre les deux équations proposées, on arrive à l'équation
6(a + i»)Y — (a + Vcy'-f ad*=0 [3] ;
On doit mettre =f au lieu de ± devant le radical intérieur, afin qu'en prenant les signes supérieurs ensemble ou les signes inférieurs ensemble , on obtienne un système de valeurs qui satisfasse aux équations proposées.
1° Le second terme des équations [t] et [2] étant essentiellement négatif, et le troisième étant essentiellement positif, il s'ensuit que, pour que les valeurs obtenues soient réelles , il suffit que le radical intérieur le soit, c'est-à-dire qu'on ait
1fl+bf*>iàbtP [S].
Le problème est alors susceptible de deux solutions distinctes. Ayant obtenu x et y , on en déduira facilement ( = 1003; — l et g = lWy— 1 . "
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Comme cas particulier, supposons que les deux modes de placement donnent le même capital définitif, ou qu'on ait c = d ; les valeurs de x et de y deviendront
ce qui donné les deux systèmes
Le premier système donne x'=y , solution évidente a priori dans ce cas.
2" Si l'on a . ' <.a + 6)'e , =4abd> [6], les deux systèmes se réduisent à un seul :
Danscecas, on ne peut supposer e=d sans supposer en même temps a = 6 ; car si l'on fait e=d dans la relation [6], elle se réduit, en divisant par c* , à
(a-}- b'f = 4ab , d'où a* — $ab*^-b'=Q , ou (a — bf=0 , ou enfin a = 6 ,
. 3' Si l'on a, (a -j- o)*e , <4o6a? . • 1 .
Ces deux systèmes sont imaginaires.
4° Si l'on suppose a — 0 , l'équation [1] donne pour X* une
valeur infinie , et une valeur finie. x = ^= .
L'équation [3] donne y' = 0 , et y = y/?- pour les valeurs correspondantes.
On'peut s'assurer que le second système satisfait alors aux deux équations proposées. Quant au premier, il s'explique en remarquant que si la somme a était très-petite, l'un des systèmes représentés par les équations [2] et [4] donnerait pour x une valeur trèsgrande et pour ■ y une valeur très-petite; en sorte que si a devient nul, x devient infini et y nul.
Si l'on suppose à la fois a = 0 et 6 = 0, toutes les valeurs se présentent sous la forme ^ ; mais si l'on commence par faire
b — a dans les équations [1] et [3], et si l'on supprime le facteur a alors commun à tous les termes, puis qu'on fasse ensuite a~ 0 , ces équations se réduisent toutes deux à d*= 0 , ce qui indique que les valeurs de x et de y sont infinies (232). Il est évident, en effet, qu'il faudra un taux d'autant plus élevé pour obtenir un même capital définitif, que le capital primitif sera plus petit; et que par conséquent si le capital primitif devient nul, il faudra un taux infiniment grand.
Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suivants
I. Trouver les quatre termes d'une proportion par quotient , dont la raison est q , sachant que la somme des carrés de ces termes est égale à a , et que leur produit est égal à b .
II. Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface soit éqnivalentr.à un révèle donné.
III. Partayer un nombre a en deux parties telles que, si l'on multiplie respectivement leurs carrés par m et n , la différence des produits soit, égale à un nombre donné b .
IV. Trouver les rayons des bases d'un ironc de cône, connaissant sa hauteur, son volume, et la moyenne géométrique entre les surfaces de ses bases. (On pourra représenter cette moyenne par la surface d'un cercle donné , et le volume du tronc par celui d'un cylindre de même hauteur.)
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CHAPITRE IX
S I. Des combinaisons.
S5i . La formation des puissances des polynômes exigeant la connaissance de la théorie éli'incntLiin? dus combinaisons , nous allons d'abord l'exposer, afin de ne pas interrompre ce que nous aurons à dire sur les puissances.
Oh nomme combinaisons de m objets n à n les différentes manières de grouper ces objets n à n , de telle sorte que deux groupes diffèrent au moins par un des objets qui y entrent.
On nomme permutations de n objets les différentes manières de les ranger suivant une figure déterminée , par exemple en ligne droite.
On est convenu de nommer arrangements de m objets n n n les différentes manières de ranger ces objets suivant une figure déterminée, en ligne droite par exemple , en les prenant n à n .
Il résulte de ces définitions que si , après avoir formé toutes les combinaisons de m objets n à n , on effectuait, dans chaque groupe de n objets toutes les permutations possibles, on obtiendrait précisément tous les arrangements possibles de ces m objets n à n . En sorte que , si l'on multiplie le nombre des combinaisons de m objets n à n , par le nombre des permutations qu'on peut faire subir à un groupe de ra objets , on obtiendra précisément pour produit le nombre des arrangements possibles de " ces m objets n à m .
Si donc on désigne par C„,„ le nombre des combinaisons de m objets «an ; par P„ lo nombre des permutations qu'on peut faire subir à un groupe de n objets; et par A»,, le nombre des arrangements possibles rie m objets n à n , on aura la relation
d'où l'on déduit C„, K =^î ;
c'est-à-dire que, pour obtenir le nombre des combinaisons de
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m objets w à n , il faut diviser le nombre des arrangements possibles de ces m objets n à n , par le nombre des permutations qu'on peut faire subir a un groupe do n objets.
Nous allons donc chercher à déterminer A™., et P„ ; nous en déduirons C m .« .
Afin do fixer les idées , nous supposerons que les objets dont il s'agit sont les lettres de l'alphabet C m ,„ désignera alors le nombre de manières de prendre m lettres » a n , de telle sorte qu'on obtienne, en les multipliant, autant de produits distincts. P„ désignera le nombre de manières d'écrire à la suite les unes des autres n lettres déterminées. Enfin Â„,. n désignera le nombre de manières d'écrire à la suite les unes des autres n lettres, prises , de toutes les façons possibles , sur un nombre total de ni lettres.
232. Soient a , b , c , d , . . , h , k , l , les m lettres considérées.
Le nombre des arrangements de ces m lettres 1 à 1 est évidemment égal au nombre de ces lettres ; on a donc
Cherchons à former les arrangements 2 à 2 . Pour cela , il suffira de prendre tour à tour chacune des m lettres, et d'écrire à sa droite chacune des m — 1 lettres restantes; ce qui donnera
ab ba ca .la
ac be eb
ad bd cd
On aura bien ainsi tous les arrangements - 2 à 2 ; il suffit pour le démontrer do faire voir qu'aucun arrangement n'a été omis , et qu'aucun n'a été répété. Or, 1" considérons un arrangement quelconque eh . On a pris chaque lettre à son tour pour former une colonne verticale ; on a donc pris en particulier la lettre c . A la suite de cette lettre, on a écrit successivement chacune des lettres restantes; on a donc écrit en particulier la iettre k ; ce qui a donné l'arrangement ck . Donc, aucun arrangement n'a été omis.
2° Comparons deux arrangements quelconques écrits dans le tableau ci-dessus. Ou ils se trouveront dans une même colonne verticale, et alors ils différeront par la dernière lettre ; ou ils se trouveront dans deux colonnes diiïérentes, et alors ils différeront -par la
première lettre. Donc , tous les arrangements- obtenus sont distincts.
Donc enfin, on a bien ainsi tous les arrangements 2 à 2 .II reste à en déterminer le nombre. Or, il y a autant de colonnes qu'il y a d'arrangements 1 à 1 , ou de lettres ; c'est-à-dire m ; et il y a m — 1 arrangements dans chaque colonne; il y a donc en tout — 1) arrangements 2à2 ; et l'on a
Formons les arrangements 3à3 . Pour cela, il suffira de prendre tour à tour chaque arrangement 2 à 2 , et d'écrire à sa suite chacune des m — 2 lettres restantes, ce qui donnera
abl acl bel klh .
On aura bien ainsi tous les arrangements 3 à 3 . En effet :
1° Considérons un arrangement quelconque bek . On a pris, a son tour, chaque arrangement 2 a 2 pour former une colonne verticale; on a donc pris en particulier l'arrangement bc . On a écrit à la suite chacune des lettres restantes ; on a donc écrit en particulier la lettre A , ce qui a donné l'arrangement bck . Donc aucun arrangement n'a été omis.
2° Comparons deux arrangements quelconques écrits dans le tableau ci-dessus. Ou ils sont dans la même colonne verticale, et alors ils diffèrent par la dernière lettre; ou ils sont dans deux colonnes différentes, et alors ils diffèrent au moins par l'ordre des deux premières lettres, comme abk et bak . Donc tous les arrangements écrits sont distincts.
Donc enfin , on a bien ainsi tous les arrangements 3 à 3 .11 reste à en déterminer le nombre. Or, il y a autant de colonnes qu'il y a d'arrangements 2à2 , c'est-à-dire À„,, ou m(m—l) ; èt , dans chaque colonne, il y a m — 2 arrangements ; il y a donc en tout m(m — î)[m — 2) arrangements 3 à 3 ; et l'on a
La loi de formation de ces valeurs est évidente. Mais on peut la démontrer d'une manière générale. Concevons que nous ayons trouvé le nombre A«^_i des arrangements n-rlkn — 1 , et que nous voulions former les arrangements «h , Pour cela, il suffira de prendre à son tour chacun des arrangements n — 1 à
»— 1 , al d'écrire à sa suite chacune des lettres restantes, lesquelles sont au nombre de m — (» — 1) ou m~n-\-i . On formera ainsi autant de colonnes verticales qu'il y a d'arrangements n — 1 àn — 1 , et dans chacune de ces colonnes il y aura m— l arrangements. 1° Aucun arrangement non n'aura été omis ; car, soit, par exemple, l'arrangement abe....gh que nous supposerons formé de n lettres. On a pris à son tour chaque arrangement n — 1 à n — 1 pour former une colonne verticale ; on a
donc pris en particulier l'arrangement abc g . On a écrit à la
suite chacune des lettres restantes ; on a donc écrit en particulier la lettre A , ce qui a formé l'arrangement abe....gh . 2° Aucun arrangement n'a été répété; car, si l'on compare deux arrangements écrits dans le tableau formé comme il vient d'être dit, ou ils seront dans une même colonne verticale, et alors ils tlifkToront pat 1 la dernière lettre ; ou ils seront dans deux colonnes différentes, et alors ils différeront au moins par l'ordre des n — 1 premières lettres , comme abc . . ,,gh et <jbc....ah .
Donc enfin on aura bien tous les arrangements n à n . Pour en déterminer le nombre, il faut multiplier le nombre des colonnes, ou le nombre des arrangements n — I àn— 1 , c'est-à-dire A m ,„_, , par le nombre d'arrangements contenus dans chaque colonne, c'est-à-dire par m — n + l ; on aura donc
Cette formule étant générale , on peut y donner à n toutes les valeurs entières depuis 2 jusqu'à n ; on obtient ainsi
A.,.=i.,H-(a- «-M1 ■ Si l'on multiplie ces égalités membre à membre , qu'on supprime les facteurs A.., , A m .i , A„, 4 .... , A„,,„_i communs aux deux membres, et qu'on remplace A„,i par sa valeur m , on obtient
233. Remarque. Le second membre se compose de n facteurs, qui vont en diminuant d'une unité , à partir de m qui est le premier. Ainsi le nombre des facteurs est toujours égal à l'indice n de A„.„ ; le nombre des arrangements S à 2 est exprimé par 2 facteurs; le nombre des arrangements 3à3 est exprimé par
3 facteurs, etc.; le nombre des arrangements nkn est exprimé par n facteurs.
Exemple I. Combien peut-on former de nombres de 3 chiffres avec les chiffres impairs 1,3,5,7,9? .'• Le nombre demandées! le nombre des arrangements de 6 objets
3 à 3 ; il est donc égal a un produit de 3 facteurs, dont le premier est 5 , et les autres vont en diminuant successivement d'une unité. Ce nombre est dono
5X1X3 Ou 60 .
Exemple II. Combien pourrait-on former de rubans rayés de
4 couleurs avec les 7 couleurs du prisme t
Le nombre demandé est le nombre des arrangements de 7 objets 4 à 4 ; il est donc égal à un produit de 4 facteurs, dont le premier est 7 ; et les autres vont en diminuant successivement d'une unité. Ce nombre est donc
7X6X5X4 ou 840 .
Esbhple III. Six joueurs jouent à un jeu de caries où l'on donne une carte à chacun; de combien de manières peut-il arriver qu'ils soient servis ?
Le nombre demandé est le nombre des arrangements de 32 objets 6 à 6 ; il est donc égal à un produit de 6 facteurs , dont le premier est 32 , et les autres vont en diminuant successivement d'une unité. Ce nombre est donc
32 X 31 X30 X 29 X 28 X 27 ou 652458240.
Si le jeu était de 52 cartes , le nombre demandé serait 52x51X50x49X48X47 ou 14658134400 .
854. Évaluons maintenant le nombre des permutations possibles qu'on peut faire.subirà n objets. Les permutations ne diffèrent des arrangements qu'en ce que l'on prend toutes les lettres; en d'autres termes, le nombre des permutations de n objets est égal au nombre des arrangements de n objets n à n ; c'est-àdire que l'on peut écrire
Si donc on remplace m par n dans la valeur de A„,„ , on aura la valeur de P„ . On trouve ainsi
P,=n(n— 1)(«— 2). ...2.1 ou. P„=l.è.3. ...(»— tj.n :
C'est-à-dire- que le nombre des permutations de n objets est
égal au produit de la suite naturelle des nombres, depuis 1 jusqu'à îi . .
On remarquera que, comme dans la formule des arrangements , le nombre des facteurs est égal à n .
On aurait pu établir directement cette formule.
Supposons, en effet, qu'on ait formé les permutations de n — 1 lettres a -, h , c , .... k , et que leur nombre soit P,_i . Pour former les permutations de n lettres, on prendra chacune des permutations de n — 1 lettres, et on y introduira la n 4 ™ lettre , f , successivement à toutes les places. Les permutations ainsi obtenues seront toutes distinctes; car elles différeront, ou par l'ordre des n—1 lettres primitives, ou par la place qu'occupe la lettre introduite I . D'ailleurs , aucune per-
mutation ne sera omise; car, si l'on considère la permutation abic. , . , k , par exemple, on voit qu'elle provient de la permutation abc. ...h de n — 1 lettres, dans laquelle on a introduit l à la 3" place; elle a donc dû être formée. On aura donc bien ainsi toutes les permutations de n lettres. Or, chaque permutation de » — 1 lettres en fournira » de « lettres; car la lettre / . peut être mise à n places différentes.
On aura donc P. = P„_i X n .
Si , dans cette formule , qui est générale , on donne à » toutes les valeurs depuis 2 jusqu'à n , on obtient
Pi = P..a P,=P,.3
p,=p_.ft .
Multipliant terme à terme, supprimant les facteurs communs aux deux membres , et observant que le nombre des permutations de 1 lettre est égal à 1 , ou que P,=l , il viendra P„=1.2.3.4...« .
Exemple I. De combien de manières peut-on atteler à une diligence 5 chevaux désfgttàs'/
Le nombre demandé est celui des permutations de-' 5 objets ; sa valeur est donc
ou
Exemple LU. De combien de manières les cartes peuvent-elles être disposées dans un paquet de 24 cartes ?
Le nombre demandé est celui des permutations de 24 objets; c'est-à-dire
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17.18.19.20.21.22.23.24 . En effectuant les calculs, on trouve
23S. Ayant déterminé le nombre des arrangements de ni objets nàn , et le nombre des permutations possibles de n objets , on obtient sur-le-champ le nombre des combinaisons - » à » par la formule
établie au n° 231.
En mettant pour A»,» et pour P. leurs valeurs (232, 234), on trouve
r _ m(m — l)(m — 2)(m — 3)....(m — n + 1) 1.2.3.4 ~ n Il y a, dans cette expression, n facteurs au numérateur et autant au dénominateur. Le numérateur a pour premier facteur le nombre total m des objets ; les autres facteurs vont en diminuant successivement d'une unité. Le dénominateur est le produit de la suite naturelle des nombres entiers depuis 1 jusqu'au nombre n d'objets qui entrent dans chaque combinaison.
On aurait pu établir aussi cette formule directement.
Supposons qu'on ait formé les combinaisons de m lettres n — 1 à n — 1 , et qu'on veuille former les combinaisons n à ji . On pourra, à la droite de chaque combinaison n — 1 à n— 1 , écrire successivement chacune des m—(n — 1) ou m — «4-1 lettres restantes. Mais , il est facile de voir que chaque combinaison nàn sera ainsi répétée n fois; car elle proviendra également de l'introduction de l'une quelconque des n lettres qui y entrent, dans la combinaison formée des n—1 autres.
Pour avoir le nombre des combinaisons n à » , il faudra donc multiplier le nombre des combinaisons n—1 à « — 1 par m — n + 1 , et diviser le produit par » . Ainsi on a
Si , dans cette formule qui est générale, on donne à n toutes les valeurs depuis 2 jusqu'à n , on aura la série d'égalités
Multipliant terme à terme, supprimant les facteurs communs aux deux membres, et remarquant que C,i=ffl , ou y , il viendra
Exemple L Dans un conseil, composé de 12 membres, on tire au sort Mie commission de 5 membres, pour s'occuper d'un certain travail. De combien de manières cette commission pourra» t-elle être composée ?
- Le nombre demandé est celui des combinaisons de 12 objets 5 à 5 . Le numérateur devra se composer des 5 facteurs 12.11.10.9.8 ; et le dénominateur des 5 facteurs 1 .2.3.4.5 . Le nombre cherché sera donc
II .9.8 , ou enfin
Exemple II. Vn mattre dé poste, qui a 15 chevaux dans son écurie , doit en fournir 4 pour relayer une voilure; de combien de manières peut-il le faire ?
Le nombre demandé est le nombre des combinaisons de 15 objets 4à4 . Le numérateur devra se composer des 4 facteurs 15.14.13.12 ; et le dénominateur, des 4 facteurs 1.2.3.4. Le nombre cherché sera doue
ou 15 . 7. 13 , ou enfin
Exemple III. Chaque joueur qui fail, au jeu du piquet, donne
12 cartes sur 32 à son adversaire; de combien de manières celuwi peut-il être servi? .
Le nombre demandé est celui des combinaisons de 32 objets 12 à 12 , c'est-à-dire
32 . 31 . 30 - 29 . 28 . 27 ■ 26 - 25 . 24 . 23 . 22 . 21 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 .10.11,12 ' ou , en supprimant les facteurs communs au numérateur et au dénominateur,
ou
2S6. Rhhahoub I. La valeur de ' C„. K peut être mise sous une autre forme qu'il est bon de connaître.
Si l'on multiplie les deux termes de C„, n par le produit (m— n)(m~n— n— 2).... 3.2.1 , ou 1.2.3. 4... .(m — n) ,
on trouve
1.2.3.4 .... ~n " ~ 2. 3... (m— n)' Or, le numérateur est alors le produit de la suite descendante des nombres entiers depuis m jusqu'à 1 , ou , ce qui revient, au même, le produitde la suite naturelle des nombres depuis 1 jusqu'à m . On peut donc écrire
"■" 1.2.3.... «Xl.2.3.... (m— n) ' Et, comme C m . n est nécessairement un nombre entier, on voit que le produit de la suite naturelle des nombres depuis 1 jusqu'à m est toujours divisible par le produit 1 . 2 . 3 . . . . n , par le produit 1 . 2 , 3 . . . . (m— n) , et par le produit de ces deux produits.
On aurait pu remarquer de même , sous la première forme de C., , queleproduit m(m — l)(m — 2) (m— n-f-1) est toujours divisible par le prodait 1.2.3 n ; ou que le produit de
a nombres consécutifs est toujours divisible par le produit des n premiers nombres.
Remarque 11. 11 résulte aussi de la forme que nous venons de donner à C m ,„ que Te nombre des combinaisons de m objets n n n est égal au nombre dis combinaisons de ces mêmes objets
En effet, la formule ci-dessus étant générale, on peut donner à n une valeur quelconque moindre que m ; donnons-lui In
sultera que m— n sera changé en m — (m— n) On aura donc
" 1.4.3. ...(m— »)X1.2.3....n " Par conséquent C„,.=C„, 1B _» ,
ce qu'il fallait démontrer.
On aurait pu apercevoir cette propriété directement. Car, si l'on prend n lettres , par exemple , sur m , il en resté m — n ;à chaque combinaison de n lettres répond une combinaison de m — n lettres, et vice versa. Et si les combinaisons nkn sont toutes distinctes, il en sera de même des combinaisons m—n a m — n , et vice versa. Donc ces combinaisons sont en même nombre.
257. Problème 1. Parmi les combinaisons de 12 lettres a, b, c, .... etc., 5à5 .combien y en a-t-il qui contiennent à la/ois 3 lettres déterminées a , b , c P
Pour résoudre ce problème, concevons que l'on veuille former les combinaisons ô à 5 qui contiennent à la fois a , b et e . Nous commencerons par écrire ces 3 lettres ; et, à la suite de ces 3 lettres, il en faudra écrire 2 autres , prises parmi les 12 —" .ou 9 lettres restantes. Le nombre demandé est donc ce 1 -" J binaisons de 9 lettres 2 à 2 ; c'est-à-dire
Si l'on demandait généralement : combien, parmi les cmnbinaisonsde m lettres n à n , y en a-t-il gui contiennent à la fois p lettres tlètermi liras? Ou remarquerait de même que, pour former les combi n nisons demandées, il faudrait d'abord écrire les p lettres qui doivent entrer dans toutes ces combinaisons, puis compléter le nombre de n lettres dans chaque combinaison, en prenant les n—p lettres complémentaires parmi 'es m — p lettres non encore écrites, l.e nombre demande serait donc celui des combinaisons de m — p lettres n — p à n—p , c'est-à-dire {m— p)(m^p— l)(m— p~ 2),... [m— p— (n— p) + 1]
(m. — p)(m — p — l)(m—p — 2), . . .(ni — w-f-1) 0U 1 2 3 .... (n—p) '
Problème II. Parmi les combinaisons de 12 lettres a, b, c, .. ., etc., S à 5 , combien y en a-t-il qui ne contiennent ni a , ni b , ni c?
Si l'on met à part les 3 lettres o , t> , e qui ne doivent pas entrer dans les combinaisons demandées, il en restera 12 — 3 ou
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9 ; le nombre demandé est donc celui des combinaisons de 9 lettres 5 à 5 , c'ëslrà-dire
1.2.3.4.5 0U 126 ■ Si l'on demandait généralement : combien, parmi les combinaisons de m lettres non , y en a-t-il qui ne contiennent aucune des p lettres déterminées a , b , c ,etc? On remarquerait de même qu'en metlant à part ces p lettres qui ne doivent pas entrer dans les combinaisons demandées, il en resterait m—p .Le nombre demandé serait donc celui des combinaisons de m — p lettres nhn , c'est- a-dire
Problème III. Parmi les combinaisons de 15, lettres a,b,e,..., etc., 5 à 5 , combien y en a-t-il qui contiennent au moins une des 3 lettres a , b , c ?
Si l'on cherche le nombre total des combinaisons 5 à 5 , puis lé nombre de ces combinaisons qui ne contiennent ni a , ni è , ni e , la différence de ces deux nombres sera le nombre de combinaisons où entre nécessairement l ime au moins des" 3 lettres a , b, c . Or, le nombre total des combinaisons de 12 lettres 5àS est ; . '■
ou 792 1.2.3. i
Nous venons de trouver que le nombre de ces combinaisons où n'entrent ni a ,-ai b , ni 'c est 126 ; la différence 792 — 126 , ou 666 sera donc le nombre demandé.
Si l'on demandait généralement : combien, parmi les combinaisons de m lettres û à a , y en a-t-il qui contiennent au moins l'une des p lettres déterminées a , b , c , etc. ? On remarquerait de même que le nombre demandé esf l;i différence entre le nombre total des combinaisons de m lettres nkn , et le nombre de ces combinaisons qui ne contiennent aucune des p lettres déterminées, nombre que l'on a exprimé tout à l'heure. Le nombre demandé serait donc
. 1 . 2 .... n Problème IV. Le lecteur pourra appliquer ces formules à la solution des problèmes suivants :
22t> SLCONDE PAHTIH. — CHAPITRE IX.
, Si l'on donne à un joueur 12 eartts sur 32 , lie combien de
manières pourra-t-il arriver : 1° qu'il ait les 4 as; 2" qu'il n 'ait aucune figure ; 3° qu'il ait au moins un trèfle?
(Réponses: 1° de 3108105 manières ; 2° de 12Ô970 manières ; 3" de 223088684 manières.)
i 11. De la formation lies puissances des quantités algébriques. — Formule ttu binôme.
258. On nomme puissance m*°" d'une quanli té le produit de m facteurs égaux a cette quantité. , ■'
Cherchons d'ahord comment on forme la puissance m"™ d'un monôme ; et , soit pour fixer les idées , le monôme SaWx à élever à la puissance 5'. D'après la définition , cette puissance sera exprimée par ■
3o*6»a! XSo'S»* X SoWe XSaWa: X 3aWx .
Or, d'après la règle de la multiplication des monômes, il faudra , pour effectuer ce produit, faire le produit des coefficients, c'està-dire le produit de 5 facteurs égaux à 3 , ou la 5* puissance de 3 , qui est 243 . Il faudra ensuite affecter chaque lettre de la somme des exposants qu'elle a dans chaque facteur; la lettre a devra donc avoir pour exposant 2 + 2 -f 2 4-2+2 , c'est-àdire 2X5 i ou 10 ; la lettre b devra avoir pour exposant 3_|_3 + 3 4. 3 -|-3 , c'est-à-dire 3x5 , ou 15; enfin, la lettre a devra avoir pour exposant 1 — f- 1 -}— t -|— 1 — |— 1 , c'est-àdire 1X5, ou 5 . La 5° puissance demandée sera donc
On voit que pour la former il a fallu élever le coefficient du monôme proposé à la j 1 puissance , et multiplier par 5 les exposants de toutes les lettres qui y entrent.
En général, pour élever un monôme à fa puissance m , il faut élever sonc.ofjiei-ir.nl. A la puissance m cl multiplier par ta les exposants de toutes les lettres qui y entrent.
Ou trouvera ainsi que
(2 a&x'f = 1 28 tfWt» ; (5nW) 1 = 625 a n b*x" et (6a'be'x s f = 2l6a, t b s c , x ,s .
Si le monôme à élever à la puissance m était négatif, chaque couple de facteurs donnant un produit positif , en vertu do la règle des signes, le produit total serait positif ou négatif selon que le
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nombre des fadeurs serait pair ou impair. Ainsi , la puissance m™ d'une quantité négative a le signe -f- ou le signe — , suivant que m est pair ou impair.
On trouvera de cette manière ■ .
(-a)>=+a>; (— a)»=— tf ; (— o/=— a»;
et ainsi de suite.
De même
(— Sa'PaO'^-f 81ûWV ; (— 'Aa , tr s zY = -~ 243a u 6"te s . 'J39. Occupons - nous maintenant de former la m 1 *"' puissance d'un binôme.
On pourrait, étant donné ce binôme, en obtenir par des mulliplicatïons successives le carré , puis le cube, puis lo 4' puissance , et enfin une puissance quelconque. Mais le but que l'on doit se proposer est de découvrir une loi qui permette de développer la puissance m - ™ sans être obligé de passer par les puissances intermédiaires.
Si l'on calcule, par des multiplications successives, les puissances successives d'un binôme très-simple, tel que X-^-a , comme ce binôme est homogène, on voit bien que ses puissances surent homogènes; et, comme il est du premier degré , on reconnaît sans peine que son carré sera du second , son cube du troisième , etc. ; et enfin que sa puissance m"" sera du degré m . En sorte que la loi des exposants est très-simple, puisque , dans chaque terme du développement , la tomme des exposants doit être égale à m .
Mais, quant à la loi des coefficients, on ne peut lu découvrir a la seule inspection des résultats ; cela tient aux réductions qui sa sont effectuées entre les termes semblables, et par suite desquelles .la trace des opérations qui les ont fournis a disparu.
Pour empêcher ces réductions, on commence par multiplier entre eux des binômes dont le premier terme est le même, mais dont les seconds termes sont différents, telsque x-\-a , x-\-b , x+e i etc.
On trouve ainsi :
1° Que le produit (x -f a) (a + i>) , revient à x t -\-a\x-\-ab .
2" Que le produit, {x -f a) (x -f- b) .(« -f e) , revient à
3" Que le produit (x-\-a}(x-{- b)(x-i-c)(x -\-d) , revient à ; x + àbcd ,
x* + ab
+ ac
+abd
+ad
■i-'acd
+ bc
+ bcd
+ bd +td
Or, dans ces développements il y a une loi manifeste :
L'exposant de t, dans le premier terme est égal au nombre des facteurs biiiomes; il va ensuite en diminuant d'une unité d'un terme à l'autre , jusqu'au dernier qui no contient plus x , c'est-à-dire où l'exposant de x est zéro (42 , Item. H).
Le coefficient du premier terme est l'unit^.
Le coefficient du second terme est la somme des seconds termes des binômes. .
Le coefficient du troisième terme est la somme des produits 2 à 2 des seconds ternies des binômes.
Le coefficient du quatrième terme est la somme des produits 3 à 3 des seconds termes des binômes , et ainsi de suite.
Enfin le dernier terme est le produit des seconds termes de tous les binômes.
S40. Il s'agit de démontrer que cette loi est générale. Pour cela, admettons qu'elle s'applique à un produit de m — 1 binômes, et faisons voir qu'elle s'appliquera dès lors à un-produit contenant un l'acteur binôme de plus, c'est-à-dire m facteurs binômes.
Soient donc x-\-a, x-\-b , x-\-c, œ-\-d, x-^k ,
les iw — 1 binômes pour lesquels nous supposons que la loi énoncée ci-dessus se vérifie. Désignons par Si la somme des seconds termes de ces binômes, par S, la somme de leurs produits 2à2, par Sj la somme de leurs produits 3 à 3 , en général par S, la somme de leurs produits nàn . D'après la loi admise , le développement du produit de ces m — 1 facteurs binômes sera x"-< '-f-S^+S^"- 1 .... +S»_^—'-f S.a:"-"- 1 .... -j-S_-,.
Introduisons un m*" facteur x -f- 1 , lé produit sera «-+S»-|as^+S, la^....+S. |*~\.i.-f-S^/.
Dans ce développement , l'exposant du premier terme est égal au nombre m des facteurs binômes ; l'exposant de x va ensuite en diminuant d'une unité d'un terme à l'autre, jusqu'au dernier où il est zéro , c'est-à-dire où x n'entre pas.
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Le coefficient du premier terme est l'unité.
Le coefficient du second terme se compose de 1h somme Si des seconds termes des m — 1 premiers binômes, plus du second terme / du m"-" binôme; i! est donc égal à la somme des seconds termes des ni binômes. ■ \
Le coefficient du terme qui en a 2 avant lui se compose de la somme S, des produits 2 à 2 des seconds termes des m — 1 premiers binômes, plus du produit S,l de la somme des seconds termes de ces m — 1 premiers binômes, par le second terme l du m"""; en d'autres termes^ il se compose des produits 2à2 des seconds termes des m binômes , puisque S. représente la somme de ceux où n'entre pas / , et que S,i est la somme de tous ceux qui contiennent l .
Le coefficient du ternie qui en a 3 avant lui se compose de la somme S, des produits 3à3 des seconds le mies des m— 1 premiers binômes, plus du produit S,£ de la somme de leurs produits 2à2 par le second terme t du binôme; end'autres. termes, il se compose de la somme des produits 3 à 3 des seconds ternies des m binômes , puisque S, représente la somme de ceux où n'entre pas l , et que , S,i est la somme de tous ceux qui contiennent ■■' .
Généralement, le coefficient du terme en x"~ n , ou du terme qui en a » avant lui , se compose de la somme S„ des produits n à n des seconds termes des m — 1 premiers binômes, plus du produit S_,( de lasomme de leurs produits n — 1 à» — 1 par le second terme / du m""" binôme ; en d'autres termes, il se compose de la somme des produits n à n des seconds termes des m binômes , puisque S„ est la somme de ceux où n'entre pas l , etque S„_,/ représente la somme de tons ceux qui contiennent l.
Enfin, S„_, étant le produit des seconds termes des m — 1 premiers binômes , S„_,i est le produit îles seconds termes des m binômes.
Ainsi la loi énoncée étant supposée vérifiée pour m — 1 binômes, est vraie encore pour un binôme de plus. Or, ellen été vérifiée pour 4 binômes , donc elle est vraie pour 5 ; étant vraie pour 5 binômes elle l'est pour 6, et ainsi de suite; donc elle est générale;
241 . Pour déduire de cette loi celle du développement de la puissance d'un même binôme x -{• a , il n'y a qu'à supposer que tous les seconds termes a , 6 , c , l deviennont égaux.
La somme des seconds termes des binômes deviendra égale à a répété autant de fois qu'il y a de binômes, -c'est-à-dire m fois. Le coefficient du second terme du développement sera donc ma .
!,a somme dos produits 2 à 2 des seconds termes des binômes deviendra égale à o* , répété au tout de ibis qu'on peut faire de
combinaisons 2 à 2 avec m lettres, c'est-à-dire ^ fois. Le coefficient du troisième terme du développement sera donc égal m(m— 1) 1.2
La somme des produits 3à3 des seconds ternies- des binômes doviendra égale à , répété .autant de fois qu'on pèut faire de combinaisons 3 à 3 avec m lettres, c'est-à-dire m (m— l)[m-- 2) j. o j s ^ e coefficient du quatrième terme du dé-
j i ii «(»— ljfm — S) , veloppement sera donc égala — — - '
Généralement, la somme des produits n à n des seconds termes des binômes deviendra égale à à" , répété autant de fois qu'on peut faire de combinaisons n a n avec m lettres, c'est-à-dire
un nombre de fois marqué par ^ 2 3 ï» —
Le coefficient du (n +1)*" terme , ou de celui qui en a n avanl lui , sera donc égal ù
1.2.3.... 9 EniEn le produit des seconds termes des binômes deviendra égal à rf" ; ainsi le dernier terme du développement sera /t™ . On aura donc enfin
Telle est ki formule dit binôme; cette formule est due à'Newton.
2-52. Pour appliquer cette formule à un exemple particulier, il n'est pas nécessaire d'y remplacer m par sa valeur particulière. Il est plus commode d'observer d'après quelle loi chaque ternit peut se déduire du précédent ; cette loi connue , on pourra déve- . lopper une puissance quelconque de t -f a sans le secours de la formule générale;
Le premier terme x m a pour exposant celui de la puissance qu'on veut développer.
La terme maa** -1 peut se déduire du précédent en le multipliant par m , exposant de a- danB ce terme, en introdui-
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sant le facteur a , c'est-ii-dire en augmentant l'exposant de a d'une imité , et en diminuant au contraire celui fie x d'une
unité.
Le terme ^ W '~ 1 - u'oa"" 11 peut se déduire du précédent
Hin.ï"- 1 en le multipliant par m — 1 .exposant de x dans ce terme, en divisant par 3 , nombre supérieur d'une unité à l'exposant de a dans le même terme, puis en augmentant d'une unité l'exposant de a. et en diminuant d'une unité l'exposant de x .
Le terme ^"^ ■ ^^ ^ ^ a'x"-' > peut se déduire du précédent "^-— aV"-* en le multipliant par m — 2 , exposant
de x dans ce terme, en le divisant par 3 , nombre supérieur d'une unité à l'exposant de a dans ce même terme, puis en augmentant d'une unité l'exposant de a- et en diminuant d'une unité l'exposant de x .
Cette loi est générale. Pour le faire voir, considérons le terme général
m(m — l)(m — S)... .(m — w -f 2)(m— n-f 1) ' L J "" 1.2.3 ..... (n— 1) n Pour en déduire le terme précédent, il n'y a qu'à changer, n en îi — i , ce quidonne
m(«t— 2) ■ . . . («-B+3)(m-B4-il) ^,^ M , L iJ ""- 1.2. 3 .... (n— 2) . (n—1) , On reconnaît ainsi que pour déduire au contraire le terme [«] du terme précédent [n — 1] , il faut le multiplier par («i — , exposant de x dans ce terme, le diviser par n , nombre supérieur d'une imité à l'exposant n — 1 de a dans ce même terme, puis augmenter d'une unité l'exposant de a et diminuer d'une unité l'exposant de x . :
M5. Une autre remarque peut servir à abiéger les calculs , c'est que les coefficient* (les termes éiitdemrnt. é.lniijnh des extrêmes son/ égaux.
En effet : le nombre total des termes du développement est fli + 1 , puisque le premier terme est af" , que l'exposant de x va en diminuant d'une unité d'un terme à l'autre, etque le dernier terme ne contient pas x .
Cela posé, considérons le terme qui en a « avant lui; ce terme a pour coefficient le nombre dus combinaisons de tri lettres n à n
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ou C„,„ . Considérons 4e terme qui en a n après lui; d'après la remarque qui précède , il en aura m — n avant lui, puisque le nombre des termes qui suivent , ajouté au nombre des termes qui précèdent, doit faire m. . Ce terme aura donc pour coefficient le nombre des combinaisons de m lettres m — » à m — n ou - Or, le nombre des combinaisons de m lettres m — n à m — n est égal au nombre des combinaisons de m lettres n à « (236 , Rem. III) ; donc ces deux coefficients sont égaux.
On aurait pu arriver à la même conséquence en remarquant que le développement de (x+a)" doit être le même que celui de (a -j- xy ; et que , puisque , dans ces deux développements , les coefficients se forment d'après la même loi , denx termes de même rang doivent avoir le iiièmi: coefficient. Or, deux termes qui ont le môme rang dans les doux développements sont précisément deux termes également éloignés des extrêmes dans l'un de ces développements considéré seul.
244. Il résulte de la remarque précédente que si m est impair, auquel cas il y aura un nombre pair m + 3 de termes , tous les coefficients se reproduiront deux fois ; il suffira donc de calculer la moitié des termes; les termes suivants s'obtiendront en récrivant les précédents en ordre inverse, en y changeant x en a et a
Si ■ m est pair, auquel cas il y aura un nombre impair m + 1 de termes, il. y aura un terme du milieu dont le coefficient ne se reproduira pas; il faudra pousser le calcul jusqu'à ce terme; les suivants se déduiront des précédents comme il vient d'Être dit.
On peut même se dispenser de compter les termes. '
Dans le cas de m impair, on reconnaîtra qu'on est parvenu au dernier terme de la première moitié, lorsque l'exposant de x ne surpassera plus celui de a que d'uni' unité. En effet, soit Ma'ir' le terme qui termine celte première moitié ; le suivant devra être tHa"x f ; mais, d'après la loi de formation, on doit avoir q=p-\-ï . . Dans le cas de m pair, on reconnaîtra qu'on est parvenu au terme du milieu, quand les exposants de a et de x seront égaux. Car, soit Ma*** le terme du milieu; le terme précédent contiendra a'-'x^ , et le terme suivant contiendra au contraire cf^x*-' . Or, ces deux termes étant également éloignés des extrêmes , doivent pouvoir se déduire l'un" de l'autre en changeant x en a et a en x ; ce qui exige qu'on ait p-{-l=:q-{-l et p — — 1 , ou simplement p= g .
243. Appliquons la formule du binôme et les remarques que nous venons de faire au développement de .
Le premier terme sera x 7 .
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Pour obtenir le second, il faudra multiplier le premier par 7 , introduire le facteur ■ a , et diminuer l'exposant de x ' d'une unité, ce qui donne 7ax* .
Pour obtenir le suivant , il Faut multiplier celui-ci par 6 , diviser par 1 + t ■ ou 2 , ce qui revient à multiplier par 3- , puis augmenter d'une unité l'exposant de a et diminuer d'une unité l'exposant de x , ce qui donne 2la*.r' .
Pour obtenir le suivant, il faut multiplier celui-ci par 5 , diviser par 2 -j- 1 ou ;i , ou , ce qui est plus commode , diviser d'abord par 3 et multiplier ensuite par 5 , puis augmenter d'une unité l'exposant de a et diminuer d'une unité l'exposant de' x , ce qui donne Sba'x* .
Comme l'exposant do x ne surpasse plus celui de a que d'une unité , les termes suivants s'obtiendront en récrivant en ordre inverse les termes déjà écrits, après avoir changé r. en a et a en x , Ces termes sont donc SSu'x 1 , 21a 5 a^ , 7a"x et «' . 1 , '
Ainsi on aura
On trouvera de môme ,
(x+a) i =:x i -\-4ax s + 6a t x i -\-4a''x + a i .
-j-aa^-f-a 8 .
246. Nous avons supposé jusqu'ici que le binôme à élever à la puissance m avait ses deux termes positifs; si l'on avait à élever à la puissance m le binôme .r — a , le développement de cette puissance pourrait se déduire de celui de (x-±a) n en changeant a en —a . Les puissances impaires de — a étant négatives, et ses puissances paires étant positives (238), les termes de rang impair, qui contiennent a à des puissances paires, seront positif , et les termes de rang pair , qui contiennent a à des puissances impaires, seront négatifs, c'est-à-dire que les termes seront alternativement positifs et négatifs. Ainsi on aura
Le. dernier terme o™ sera précédé du signe + s'il est de rang impair , c'est-à-dire si m + 1 est impair , oii si m est pair. Il sera précédé du signe — s'il est de rang pair, c'est-à-dire si m est impair.
On trouvera ainsi , (a-— <0'=;r , —5aas 4 +luBV — 10a'x t + 6iA»~ rf . — a) 6 = a:* — Boa: 5 + 1 5 iAb'— 20. oV +15 a>x , ~ 00% + n" .
847. Soit maintenant à développer une puissance d'un binôme quelconque, par exemple (2a 1 — Aab) s .
On commencera par poser 2a'=p , 3afi=ç .On aura -ainsi "à développer (p— gf ; ce qui donnera
p*— 5p i g-\-Wp>q'— 10jpy-f-5j>V— 9" - On aura ensuite
p=2o» , p*=Ao> , p i =B«« , p>=16a" , p l =22a"> . ' g=3ab , tf=9a'b>, &=a,7<tP, tf=%\<tb\ q'—iiSafb*.
Substituant ces valeurs dans le développement ci-dessus, on obtiendra
Ma K — 5.t6a s .3ab+lQ.$a«.9a>b' — 10.W.27a , b , +Ù.'2a''.i\M l
— 243 a [ ù» ; ou , en effectuant les multiplications indiquées ,
32a' 1 — 240o"i-f 720n 8 6 , — IOSOû^+SIOo'û 1 — 243« S 6 J . On développerait do la môme manière une puissance quelconque d'un binôme donné.
2-SO. Remarque I. Si , dans le développement de (x-\-à) a , on suppose x = \ et a=\ , les puissances de x etde a se réduisent toutes à l'unité; en sorte que lo développement se réduit à la somme des coefficients. Mais, en même temps, l'expression (ic-\-à) m se réduit à Cl-fl)"' ou à 2™ . Ainsi donc : la .tomme des coefficients, dans-le développement de (x+a)" , est égale à lu m™ puissance de 2 .
l'ar exemple, dans (ai-f-o) 1 , on a vu que les coefficients sont
Si l'on en fait la somme, on trouve 128 , qui estbien la 7" puissance de 2 .
De même, les coefficients de (x-j-af sont, comme on l'a vu,
La somme de ces coefficients est 256 , qui est la 8' puissance de 2 .
Rem*bque II. Cette propriété peut trouver son application. Supposons, par exemple, que l'on demande de combien de manières
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on peut partager m objets en deux groupes. On remarquera que l'on peut d'abord ne rien mettre dans le premier groupe, et mettre les m objets dans le second , ce qui ne peut se faire que d'une manière. On peut ensuite mettre 1 objet dans le premier groupe , et m — 1 dans le second, ce qui peut se faire de m manières. On peut en mettre 2 dans le premier et m — 2 dans le second, en qui peut se faire d'autant de manières qu'il y a de combinaisons
possibles de m objets 2 à 2 , c'est-à-dire m ' m g — . On peut enmettre 3 dans le premier groupe , et m — 3 dans le second, ce qui peut se faire d'autant de manières qu'il y a de combinaisons possibles de m objets 3 à 3 , c'est-à-dire ™ (m ~ 1)( '"~ 2i .
En continuant ainsi , on voit que les différentes manières d'exécuter le partage demandé sont en nombres marqués par les coefficients du développement de {x-\-a)" . Donc, le nombre total de manières d'effectuer ce partage , sera exprimé par la somme des coefficients de ce développement, c'est-à-dire par 2™ .. ■ ■■■
Exemple I. Huit personnes sont placées dans 2 chambres , de combien de manières cela peut-il se faire?
{Réponse : 2* .ou 256.)
Exemple II. On veut mettre 12 pièces de monnaie dans une bourse à deux compartiments; de combien île manières peut-on te faire!
(Réponse: 2" ou 40GG.)
Exemple 111. Avec un jeu de 52 cartes on propose de faire iparts ; de combien de manières pourra-t-on le faire?
(Réponse : 2 n ou 4503599627370496 .)
Remakque in. Si l'on fait x= 1 ' et a = 1 dans le développement de [x — àf , on obtient pour résultat la somme des coefficients de rang impair du développement de (x-\-a'f , moins la somme de ses coefficients de rang pair. La différence entre ces deux sommes est donc nulle , puisque (1 — 1)°' se réduit à zéro.
Mi». Soit maintenant à développer la puissance w 1 " d'un polynôme quelconque a-j- 4-f" c-\- d + e , . : . +k-\-t , que nous désignerons par P pour abréger. Posons
b + e + d + e.... +* + !«*., nous aurons . t . ,
V=(x+ a r=x"+max™-<. . .+ , f n J l) "- (m ^+ i} a»x^»...+a-". Dans ce développement, H faudra remplacer x" , i*- 1 , etc.,
par leurs valeurs. Pour cela, posons
nous aurons x = b-\-y ; d'où l'on tirera, par exemple, =(y+ô)~-"=jr- "+(»»— n)6}"—
+ V Km 7~''::;: (, "~T p+1 V ----... .+>--- •
Dans ce nouveau développement, il faudra remplacer , y - " -1 , etc., par leurs valeurs. Pour cela, posons
nous aurons y=c~^-z ; d'où l'on déduira , par exemple,
(7/i— w— ff)(ffl--n— p— l)...(m— m— p— -
Dans ce nouveau développement, il faudra remplacer s"-"-» , î""" 1 " , etc., par leurs valeurs. Pour cela, posons
e + ....+k + t = u , nousaurons s = d-\-u ; d'où l'on tirera , par exemple,
# M== tf^-f-. _|_ (m^^j-ç) rfu — p-w ....
. -|- (»'-n-p-g)(m-«-p-g-l).-(w-^-iii-g-r+l) ( ^ m _„_ M _ r
.... + £■■ -~. / En continuant ainsi , on parviendra à des développements dans lesquels n'entreront plus que les diverses puissances de * + / , que l'on sait développer. On obtiendra donc le développement total par des substitutions successives.
Soit, par exemple, à développer (a-f-i-J-éJ? . On aura d'abord
(a-\-xy=a t + 3a t x + 3ax* + x' .
On aura ensuite
x t = b t + Sbc +0» , x* = b i -j r Zb*c-{-Zbc t + c i .
Et, en substituant, et effectuant les calculs,
(a+ô+c)^a 1 +3o , H-3«*c+3a6 , 4^aic+3oe , +o a -|-36•c+3fic»+c , . Remarque. On peut encore écrire ce développement ainsi :
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2BO. On peut se proposer de trouver le ternie général du développement de P~ .
l'our cela, il faudra, dans le terme général de (x-\-a)'" .remplacer af - " par le terme général de son développement , c'està-dire, par le terme général du développement de (y -f- b)"- n . Puis, -dans ce second terme général, remplacer p™-"-" parle terme général du développement de (a-(-e)~T*-* . Puis, dans ce troisième terme général , remplacer g^—t-v p ar i e terme général du développement de [« + d)™ - " - »* - ' . Et ainsi de suite.
Pour fixer les idées, supposons que P n'ait que les cinq termes a-\-b-\-c-\- d-fe ; ou que u=e . En effectuant les substitutions dont on vient de parler, on trouvera, au numérateur du coefficient du terme général , la suite des (acteurs
puis m — n , m — » — 1 , .... , m— S— p-f-1 ;
puis m — n—p , m— n— p— 1 , m—n — p~-q+l ;
puis m-n-p—q, m—n—p—q—ï , m— n—p— q— r+1 .
On voit que ces facteurs forment ia suite descendante des nombres entiers depuis m jusqu'à m—n — p — q — r-f-1 , ou jusqu'à i+1 ; en désignant par s le nombre m~-~n—p — q — r . On peut prolonger cette suite de facleurs jusqu'à l'unité, sauf à multiplier le dénominateur par s(s— 1). .. .3.2.1 , ou, ce qui revient au même , par 1 . 2 . 3 .... s .
Le dénominateur sera alors formé du produit 1.2.3....nX1.2.3....î>X1.2.3....gX1.2.3....rX1.2.3... .s .
Quant au monôme affecté de ce coefficient, ce sera ' ou tf'SVdV .
Le terme général demandé sera donc enfin .
yj ■ («-p» jft.-.*-
1.2.3...nXI.2.3... P X1.2.3....gX1.2.3...rX1.2.3...s ' avec la condition n-\-p-\-q-\-r-\-s = m .
Il serait facile de généraliser ce résultat.
Soi. Remarque I. Le coefficient de ce terme général étant nécessairement un nombre entier, il en résulte que le produit de ia suite naturelle des nombres depuis 1 jusqu'à m , est divisible par le produit
X1.2.3 p X 1 . 2-3 . . . . q X etc
pourvu que la somme des nombres » , p , q , etc., soit égale
Remarque il. Si l'on Tait u=l , b = i , c = l , etc., le développement se réduit à lu somme de ses coefficients. Quant an polynôme, il se réduit à N ; en désignant par celte lettre le nomlire de ses termes. La somme des coefficients dû développement de la m™" puissance d'un polynôme de N termes est donc égale à H- .
Remarque III. Celle propriété peut trouver son application. On démontrerait facilement que le coefficient du (orme général exprime le nombre de manières de partager m objets en N groupes, dont le premier contienne n objets, le second p , le troisième 5 , et ainsi de suite. La somme des coeuînents du développement de la puissance m*~ d'un polynôme de N termes exprime donc le nombre de manières de partager m objets en N groupes. Or, d'après ce-, qu'on vient de voir, ce nombre de manières a pour expression S" .
Exemple I. Du combien de manière» peut-on pincer 8 personnes dans 3 chambres '!
(Réponse: 3* ou 6561.)
Exemple II. lie combien de manières peut-on mettre 12 pièces de monnaie dans un porte-monnaie quia A compartiments '! (Réponse: 4" ou 1677^210. )
l'iiEiii'I.E 111. De combien de manières peut-on faire 10 parts avec un jeu de 52 cartes?
( Réponse : 10" , ou un nomliro formé de l'unité suivie de 52
tèros.y
5 111. Dos iiicim>- îles .|iiiiiilil L 'S nlscbriquos.
252. La racine n""" d'une quantité algébrique est une seconde quantité qui, prise n fois comme facteur, donne pour produit la première. On désigne la racine n"" d'une quantité par le signe \j placé en avant de r.efte quantité. Ainsi fa désigne in racine »*"* île a . La lettre n placée au-dessus du signe radical se nomme l'indice de la racine.
D'après la règle donnée (iiSit) pour former la puissance n*™ d'un monôme, on voit que, si un monôme est une puissance «"" exacte, on en extraira lu racine en extrayant celle de son coefficient, et en divisant par n les exposants de foutes les lettres qui ij entrent.
Ainsi v , 128a , 6»x l ' = 2o6 , j' ; ^da'Wc" =.5aW ■
(La racine n'"" d'un nombre peut s'extraire par un nrocedé
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analogue à celui à l'aide duquel on extrait sa racine carrée ou su racine cubique. Mais, à ce procède laborieux, on substitue avec avantage l'emploi des logarithmes, comme nous le verrons bientôt. Lorsqu'il s'agit de nombres peu considérables, on peut se contenter de former les puissances n*™* des neuf premiers nombres, et de voir quelle est celle qui reproduit le nombre proposé.) 1
Quant à laracine n*~ d'un polynôme, elle pourrait s'extraire par un procédé analogue à celui que noua avons employé au n° 170 pour extraire la racine carrée, et en se fondant sur la formule du binôme. Mais ce calcul étant à peu près sans applications , nous ne nous y arrêterons pas.
2iîô. Lorsqu'un nombre entier N n'est pas une »"~ puissance exacte, sa racine n 1 ™" est incommensurable; car les puissances d'une quantité fractionnaire irréductible sont elles-mêmes irréductibles, et ne sauraient reproduire un nombre entier N .
Lorsqu'une expression fractionnaire irréductible ^ n'est pas
aile b™ puissance exacte, sa racine n"" est incommensurable. Multiplions, en effet, ses deux ternies par , elle deviendra
. Son dénominateur sera une puissance n"* exacte; mais
iLn'en sera pas de même de son numérateur, car il faudrait pour cela que a contint le facteur b , ce qui est contraire à l'hypothèse. La racine s"™ du numérateur sera donc incommensurable; il en sera donc de même de la racine de l'expression fractionnaire proposée. . ,
On démontrerait, comme aus n" 108 et suivants, que l'on peut étendre aux quantités incommensurables du degré n les règles ordinaires du calcul algébrique.
234. Une quantité négative ne peut être une puissance ti'"' exacte qu'autant que n est impair; car les puissances paires d'une quantité réelle, positive ou négative , sont positives d'après la règle des signes. Il en résulte que toute raciuc d'indice pair d'une quantité négative est une quantité imaginaire, et n'offre que le symbole d'une opération impossible. Ainsi, pi , <J — 5 , etc., sont des quantités imaginaires.
238. Nous allons maintenant exposer les règles, générales du calcul des radicaux. On démontre, dans l'Algèbre supérieure, que tout radical, dont l'indice est n , est susceptible de n déterminations distinctes; mais une seule de ces déterminations est réelle et positive, c'est la valeur arithmétique ou numérique de ce radical.
Nous ne nous occuperons ici que de la valeur numérique dea radicaux.
Le principe fondamental du calcul des radicaux est celui-ci : La t racine a" d'un produit est égale au produit des racines n™ de ses facteurs-
Soit, en effet, abcd un produit quelconque. La racine h*~ de ce produit sera exprimée par yjabcd . ■*•, .-'
Le produit des racines ri™" des facteurs sera exprimé par y~a.yb.yc.yd .
Or, je dis que cette quantité est une nouvelle forme de la racine du produit abcd . En effet, si on élève cette quantité à la puissance n , on aura
(y« ■ ?î ■ v? - v^Cv* ; \fi . yi . ;3) Ç ) . . . .
le nombre des parenthèses semblables étant n .
Mais, pour multiplier une quantité par un produit de plusieurs facteurs , on peut multiplier su ccessiv émeut par chacun des facteurs de ce produit; ou pourra donc écrire
yâ . yi-. yë .ya.ya . . $c . y<i . $a. ys-. î/c.yà —
ou , en intervertissant l'ordre des facteurs , .. ,_.
yû.yà.ya... fà.yi.ys... yi.^i.yi... yB.y3.y d ...
chaque radical entrant n fois de suite comme facteur.
Or, multiplier entre elles n quantités égales à {la , c'est élever \/a à la puissance rt', ce qui donne, par définition, n . Multiplier cette quantité successivement par n facteurs égaui à \/b , revient à la multiplier par lé produit de ces n facteurs, ou par la ri~ puissance de ^6 , qui est b , par définition. Multiplier le produit ah successivement par n facteurs égaux à yi , revientàlemulliplierparleproduitdeces m facteurs, ou par c, ce qui donne abc . Enfin , multiplier abc successivement par « facteurs égaux à \/d , revient À le multiplier par le produit de ces n facteurs, ou par d , ce qui donne abcd .
Donc, en élevant à la n i; " puissance, le produit \)a.\l}.\lc.yd , on obtient le même résultat , abcd , qu'en élevant à la n*~ puissance le radical î/àbcd . Donc ces deux quantités sont numériquement égales , et l'on a •
yâTëd=yâ:yb.yc_.y3 . ',, v ■■
Ce qui Vevieat à la proposition énoncée. ' . • - '
Digilizcd Dy Coogli
28(J. Le premier usage qu'an peut (aire de ce principe est de simplifier, les radicaux. Pour cela, on décompose, s'il est possible, la quantité placée fous le radical en deux facteurs, dont l'un soit une puissance exacte d'un degré égal à l'indice du radical. On extrait alors la racine de ce facteur, et l'on se contente d'indiquer lit racine du second. Le radical porte ainsi sur une quantité plus simple.
On trouvera de cette manière
V-'567o 7 jc»= {/ 8 1 ii'3? . 7n s x= v 8 ia'x" . vfc7x= 3 a a?i/7Ï?â . . i'6400000a : b" x"= $ 3200000 «V/ V . 2 (Wx = 20 n ô V v''2ÔWt .'
On nomme radicaux semblables «eux qui portent sur des quantités égales, quelle que soit la quantité qui peut être placée comme facteur hors du radical.
On peut quelquefois, en simplifiant les radicaux, les amener à être semblables. Ainsi les expressions
qui renferment des radicaux semblables.
!2i»7. Au lieu de faire sortir un facteur du radical , on peut au contraire avoir intérêt ,;i l'aire passer soin le radical un facteur qui est devant.
Pour cela , il faut évidemment élever ce facteur à une puissance marquée par l'indice du radical.
- Ainsi «C 6 revient à \fa*b ,
car, si on simplifiait la seconde expression , on retomberait sur la
première.
Sîî8. L'addition et la soi sïr.u:ïh>.\ des radicaux ne peuvent que s'indiquer lorsque les radicaux ne sont pus semblables. Mais s'ils lu sont, on peut opérer sur les quantités qui multiplient If radical . et mettre ce radical en facteur commun. Ainsi
3a v 'ô ï 6+ 8^0*6 = (3«-j-5&— a)fâb=(îa + bfyffi .
239. Multiplication. Pour multiplier l'un par l'autre deiid' radirtiux de même, indice, il suffi! de multiplier l'une par l'autre les quantités placées sous vhutjiic radical, rt d'affecter le produit du radical commun.
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Oji a> e» effet, ci) vertu du principe fondamental (3£3),
Cette règle n'étend à un nombre quelconque de facteurs.
Il peut arriver que le produit soit susceptible de se simplifier, oti même qu'il soit rationnel. Par exemple,
v'S « W. #4 a' 6^= y 32 V = 2 (fi'.i J .
300. Pivisioî*. Pour «/i»««f i'tut'jMtf l'autre deux radicaux de même, indice, il suffit de diviser l'une par l'autre les quantités placées saut chayve radical, et d'affecter le quotient du radical
Soit, en effet, ^—g ■
On en lire ?a— } . f fi ,
ou , en «Ini'iint à la puissance n les deux membres
a — ij". b d'où q a — j _et, en extrayant la racine n™ des deux membres,
■vi-
Deux quantités égales à une troisième élan! égales entre elles, on en conclut
Il peut arriver que le quotient se simplifie, ou même qu'il spit rationnel. Ainsi
261. Formation des puissances. Pour c'feuer wn radical à ta puissance n , il suffit d'y élever lu quantité' placée sous te radical.
En effet, on a .Jfi ,
les facteurs du second membre étant en nombre p . D'après la règle de la multiplication des radicaux, on aura donc
{\ l a?=ia.a.a.,..a ,
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les facteurs placés sous le radical étant aussi en nombre p ; Un peut donc écrire j ,
ce ijui revient à l'énoncé <le la p i-ojhi si 1 i< m i . On aura, par exemple,
( V ââtfâ 3 )' = v'( 3 aWtff = fë\3¥âP .
262. EsTKAcnou des kacises. Pour extraire d'un radical me racine du degré p , il suffit de multiplier par p , l'indice de. ce radical.
Soit, eneffet, \j\fâ—b . «
Élevons les deux membres à la puissance p ; il suffira pour y élever le premier membre de supprimer le premier radical ; cela résulte de la définition même de la racine. On aura donc
Elevons les deux membres de cette nouvelle égalité à la puissance n ; il suffira dans le premier membre de supprimer le radical, etdanslesecond il faudramultiplier l'exposant p par re (258). ^ Il viendra donc
0 = 6»" ou b"' . Extrayons maintenant la racine np'~ des deux membres, nous obtiendrons
Et, puisque deux quantités égales à une troisième sont égales entre elles,
ce qui revient à l'énoncé de la proposition.
On trouvera ainsi
V }ÏW =' ï/ÏÏuW = -2 a'b .
263. On. peut, sans changer la valeur numérique d'un radical, multiplier pur un même nombre son indice cl l'exposant de chaque, facteur qu'il' affecte.
Soit, eneffet, l'expression v'a™ .
Si on élève cette quantité à la puissance p , on aura, en vertu de ce qui a été démontré au n° 2Ci,
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Si Kon extrait maintenant la racine p'" du résultat, on obtiendra, en vertu du numéro précédent,
Or, ces deux opérations contraires ayant pour ellél de se détruire, on doit retrouver la quantité primitive. On a donc
ce qui démontre la proposition .
' Par une raison semblable on peut , sans changer ta valeur numérique d'un radical , diviser par un même nombre Mil indice et l'exposant de chaque facteur qu'il affecte.
puisqu'on peut diviser par 2 l'indicée et les exposants 2 et i .
204. Le principe démontré au commencement du numéro précédent permet de réduire deux radicaux quelconques au même indice
Pour réduire deux radicaux au même indice , on multiplie l utdire de ehoqvn radical, ai mi que les exposants des facteurs qu'il
ut auront tous les deux le même iudice.
Cette opération, qui a beaucoup d'analogie avec la réduction ds deux Tractions an même dénominateur, est susceptible des mômes simplifications; c'est-a-dire que l'on peut prendre pour indien commun le plus petit multiple des deux indices. On divisera alors ce plus petit multiple par l'indice de chaque radical, et l'on élèvera la quantité placée sous ce radical à une puissance marquée par le quotient obtenu. ■
vient au même, fôliï&x et fa\aPx\ . Le plus petit mul-
v.V.it^V et \'3\«W .
CAum di-s radical-;;.
Si l'on avait plus de deux radicaux , on multiplierait l'indice de chaque radical, ainsi que l'exposant de chacun des facteurs qu'il affecte, par le produit des indices des autres radicaux. Ainsi les trois radicaux
deviendraient "^tfT , , "\ftf* .
Si les indices avaient des facteurs communs, on prendrait leur plus petit multiple pour l'indice commun , et l'on opérerait comme il a été dit pour le cas de deux radicaux.
La réduction des radicaux au môme indice sert à multiplier ou à diviser l'un par l'autre deux radicaux d'indices quel-
Soit, par exemple, à multiplier y/a" par £«' > en réduisant d'abord ces radicaux au même indice, on aura et "ffi* .
Opérant alors la multiplication par la règle du n°23ft, on obtiendra
"/a"'.<f« ou 7 a "* + " - S'il s'agissait au contraire de diviser l'un par l'autre les mâoies radicaux, on aurait d'abord, en appliquant la règle du n° SttO,
ou , en vertu de la règle de la division des monômes. Par fxemphi . V V' x \"' — t'"'"- — v'""' -
5 IV. Des exposants [raclinnniiire.' et des e%|iosanls négatifs.
906. On a vu au n° 2iî!i que pour extraire ia racine n™ d'un monôme, il faut diviser par n l'exposant de chaque lettre qui y
entre. Ainsi, Jô" peut s'écrire «" toutes les fois que la division de m par n peut s'effectuer, puisque ™ représente le quotient de m par n .
L'analogie conduit ensuite à adopter la même notation, lors même
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qué la division de m par n n'est plus possible, et à poser pu conséquence, quels que soient les nombres entiers m et ' n ,-■
c'est-à-dire que pour indiquer ta racine n** de ta puissance m 1 "" d'wne quantité a , sa affecte cette quantité d'un exposant fractionnaire qui a pour numérateur l'exposant m rfe /a puissance, et pour dénominateur l'indice n de la racine.
L'avantage de cette notation est de simplifier sur-le-champ lé calcul des radicaux, attendu que /e.s règles établies pour le calcul de* exposants entiers subsistent pour les exposants fractionnaires. C'est ce que lious allons démontrer.
SC7. J. Multiplication. Soit à multiplier les deux expressions
D'après la délinilitm des exposants Friiclioiinaires , eus expressions reviennent respectivement à
" fà" - et à \ ou, en les réduisant au même indice, h
7«™ età "'âr* .
Effectuant la multiplication d'après la règle du n- 239, il vient
ou , d'après la règle de la multiplication dei des exposants entiers,
c'est-à-dire mie, pour multiplier deux puissances fractionnaires d'uneméme quantité, Il faut faire la somme des exposants , comme dans le cas des exposants entiers, il. Division. Soit à diviser
a" par 0* , ou , ce qui revient au même ,
fô" par ,
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en réduisant au même indiee,
Effectuant la division 1 d'après la règle du n- Ï60 , il Vient
ou , d'après la règle de la division des monuines pour le cas des exposants entiers ,
"yf}""'—" . "*.'.'*:
Si l'on emploie un exposant fractionnaire, ce quotient pourra s'écrire .
c'est-à-dire que, pour diviser l'une pur t'outre deux puissances fractionnaires d'une même quantité , il faut retrancher l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende, comme dans le cas des exposants entiers.
III. Puissances et racines. Soit à élever a" à la puissance fractionnaire £ . Gc cas renfermera celui où q serait égal à 1 ,
c'est-à-dire où la puissance serait entière , et celui où p serait égal à 1 , o'est-à-dire où l'on aurait à extraire seulement une racine d'indice q .
La quantité proposée a" ou \/a- doit , d'après la définition de l'exposant fractionnaire - , être élevée d'abord à la puissance p , et l'on doil ensuite ex train; de cette puissance uneracine dont l'indice est q .
Or, on a (^/= "^ (261). - ' '
On a ensuite y fifi = "{«** (262). %
Employant maintenant un exposant fractionnaire, on pourra
t'ést-a-dire 1 que, pour è\m;er une quantité affectée d'un exposant fractionnaire ^ , à une puissance fractionnaire j! ,ilfaùt faire
le produit des deux exposants ~ et ^ , comme dans le cas des exposants entiers.
On voit que toutes k-s mjjjIl-s ilu calcul iIiîs exposants entiers s'appliquent aux exposants fractionnaires; co qui justifie l'emploi de celte notation, plus générale que celle des exposants entiers, et plus conforme, par conséquent, à l'esprit de l'Algèbre.
Rhhàrque. Le principe du n- 265 revient à celui d'après lequel on peut multiplier ou diviser il lîi fois les deux termes d'une fraction par un même nombre sans en changer la valeur.
268. On a vu, au a' Al, que pour diviser l'une par l'autre deux puissances entières d'une même quantité, il faut soustraire l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende.
Ainsi % peut s'écrire «"-* ,
lorsque n est moindre que m .
L'analogie conduit à faire usage de la même notation , lors même que n est plus grand que m , et à poser en conséquence
quels que soient les nombres m et n ■ .
Or, si n surpasse m d'une quantité p , et qu'on ait îi ■ m -j- p , on pourra écrire l'égalité ci-dessus sous la forme
et , en divisant les deux termes du premier membre par a" (41 , 267),
Telle est la définition de l'exposant négatif — p . Ainsi, les expressions
reviennent respectivement à
L'avantage de cette notation est encore que , les règles demontrrr.s pour le enlevl des exjMstmtn poMliU (cn/irrs on fractionnaires ) subsistent pour les r.rjwtmfs ttéijclij's ; (il c'est cette généralité, conforme a l'esprit de l'Algèbre, qui justifie l'emploi des exposants négatifs.
11 reste à démontrer la proposition énoncée.
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269.. I. Multiplication. Soit à multiplier. ar m par a*' , m et p pouvant Être entiers ou fractionnaires.
D'après la définition des exposants négatifs, on aura à multiplier
ce qui donnera , d'après Je calcul des exposante positifs ,
" r ' — - — ou a^" ,
puisqu'il faut soustraire les exposHists dans la division , qu'ils soient entiers ou fractionnaires , et qu'on admet uh exposant négatif.
Or, p — m est la somme algébrique do p et de — m . Donc il faut, dans le cas où nous sommes, faire la somme des exposants des deux facteurs.
Soit à multiplier a - ™ par or» , ou ce qui revient au même,
on obtiendra , d'après le calcul des exposants positifs ,
mais, d'après la définition des exposants négatifs, ce résultat peut s'écrire
■ . «-o»*») .ou o-"'-'' .
Or, —m — p est encore la somme algébrique des exposants des deux facteurs. Donc pour multiplier entre elles deux puissances (positives ou négatives) d'une même quantité, U faut faire ta somme algébrique des ejposan/s.
II. Division. Soit a diviser a~" par n +p , ou bien
^ par <i" ; il viendra, d'après le calcul des exposants positifs, 1 1
ou , en employant un exposant négatif,
Or — tn — p est !;i dilt'érence aljjéhriqué entre l'exposant du dividende et l'exposant -{ p du diviseur.
>o sEcosiïfe tiiîit ~ dàifrfafi is.
Suit à diviser au contraire f< + " par fi-" ou bien
tf» par I;
il viendra, d'apW;s \c. calcul îles imposants positifs,
a", a" ou a™** .
Or m+p est la différence algébrique entre l'exposant dù dividende et l'exposant —p du diviseur.
Soit enfin à diviser a- m par a - * ou bien
ce qui donnera, d'après le calcul des exposants positifs,
ou, d'après le même calcul et en admettant un exposant négatif,
Or p — m , ou — m-j-p , est la différence algébrique entre Pexposant —m du divklundi' r.t l'imposant ~-p du diviseur.
Donc, pour diviser l'une par l'autre tiens puissances (positives ou négatives) d'une même quantité, il faut soustraire l'exposant du dirheur de l'exposant du dividende.
III. Puissances. Soit a élever ar" à la puissance -f-j) , ou, ce qui revient au même, -- a la puissance p . On aura
en vertu du calcul dus exposants positifs. . .
Mais, si l'on emploie un exposant négatif, le résultat pourra s'écrire
Soit, au contraire, àélever a 4 - à la puissance — p . D'après la définition de l'exposant négatif — p on devra avoir
Or — mp est le produit de l'exposant
— m par l'exposant
ou, d'après le calcul des exposants positifs,
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Employant un exposant négatif, on pourra écrire g-"» .
Or — mp est le produit de l'exposant par l'exposant
Soit enfin à élever ar™ à la puissance — p . D'après la définition des exposants négatifs, on devra avoir
ou , d'après le calcul des exposants positifs ,
OU <W
Or -\-mp est le produit de l'exposant —m par l'exposant —'P ■
Donc, pour élever une puissance (positive ou négative) d'une quantité à une seconde puissance (positive ou négative), il faut faire le produit dus deux exposants.
Le cas d'une puissance renferme implicitement celui d'une racine, puisque les exposants peinent ètie fractionnaires. On voit donc que le calcul des exposants entiers et positifs, .étendu d'abord aux exposants posilifs/rae/ioTwifliVûi, peut s'étend ru au* exposants entiers ou fractionnaires ntijutifs, cVst-ii-iliiv k des exposants eommensurables quelconques.
270. On peut même l'étendre à des exposants incommunsu râbles; car de pareils exposants pouvant être remplacés par des quantités eomiiiiMisuniljk'5 qui un ditl'erent d'aussi peu que l'on voudra, le calcul applicable ii ces quantités approchées est applicable à leurs limites , c'est-à-dire aux exposants incommensurables dont il s'agit. ■ i
Donc, enfin, les règles pour le calcul des exposants sont générales. .
CHAPITRE X
BBS ÉQUATIUXS KM'IIMÎSTIKLI.KS HT I>RS LOG1BIVHMBS.
S 1. De la résolution des Équations exponentielles.
271. On nomme en général équations exponentielles celles dans lesquelles l'inconnue entre comme exposant. La plus simple des équations de ce genre est l'équation
c'est la seule que l'on traite dans les éléments; nous allons dans ce paragraphe nous occuper de sa résolution pour le cas où a et b sont positifs.
Remarquons d'abord que , si l'on savait résoudre cette équation pour une valeur particulière de <i et pour toutes les valeurs de b , on saurait la résoudre pour toute autre valeur de a . Supposons , par exemple, que l'on sache résoudre l'équation 10*— n
pour toutes les valeurs de n , et qu'on veuille résoudre l'équation
fl*=Ù .
On posera y = ~ d'où i"= h ou (a") — b (887) .
On posera ensuite a" =10 «Ton ïi.= i(P en élevant les deux membres à la puissance m .
Puisque par hypothèse on sait résoudre cette dernière équation, on en tirera la valeur de m . On aura ensuite à résoudre l'équation
G» 5 ) =b ou 10'— b , d'où l'on tirera de même la valeur de x .Connaissant m et x , on en déduira y par la relation y = ■£ .
272. Remarquons, en second lieu, que si l'on savait résoudre l'équation
Equations exponentielles. 253 pour toutes les valeurs de n plus grandes que t , on saurait la résoudre pour des valeurs plus petiies que 1 . Soit, en effet, à résoudre l'équation
dans laquelle p peut être entier ou fractionnaire , mais plus grand que 1 . l'osons
ilviendra 10-»=- ou ^- = - ClQii) ,
ce qui exige iû*=p .
Or, puisque p est plus grand que 1 , on sait , par hypothèse , résoudre cette équation ; on en tirera donc lu valeur de y ; et, en la prenant en signe contraire , on aura la valeur de x .
273. Remarquons enfin que, si l'on savait résoudre l'équation
pour toutes les valeurs entières de n , on saurait la résoudre pour toutes les valeurs fractionnaires. Soit, eu effet, à résoudre
dans laquelle p a\ q sont supposés entiers. Posons ■ x=y~s ,
ilviendra io»- = £ ou (289).
Or, on satisfera à cette équation en posant séparément
10"=^ et m- = q , équations que l'on sait résoudre par hypothèse, puisque p' et q sont entiers. Connaissant g et z , on enfera la différence y — z, et l'on aura la valeur de x .
274. Il reste doue à résoudre l'équation 10' = w pour les valeurs entières de n .
Lavaleurde x sera entière toutes les fois que n sera égal à l'unité suivie d'un certain nombre de z.éros. Si , par exemple, on a à résoudre
connue 100000 équivaut» 10 3 , il s'ensuit que j. = 5 . Les équations
l(r= 10000 ; etc
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donneraient do môme
; etc.
Remauque. L'équation 10 J = 1 donne x = 0 . Caron a vu (41) qu'on a en général a"= 1 .
27a. Pour toute autre valeur entière de » , x sera incommensurable. Supposons, en effet, qu'on donne h x la valeur commensurable - . L'expression 10' deviendra 10' 1 ou ^ÎO 1 ".
Pour que cette quantité fût égale à un nombre entier, il faudrait que lC fût une puissance exacte du degré '/.Or, 5P. Pour que ce produit fût une puissance ç™ exacte v il faudrait qu'il en fût de même de 2" et de 5r . 11 faudrait donc que p fût
serait égal à l'unité suivie d'un certain nombre de zéros , ce qui est cimlruii'i? à l'hypothèse.
276. On ne pourra donc pas, en général , obtenir exactement lu valeur de x ; on ne pourra que se proposer d'en approcher.
On a calculé une fois pour toutes , par des méthodes qui ne sont point élémentaires , une table où l'on trouve , on regard de chaque valeur entière de n , depuis 1 jusqu'à 100000 et au delà, la valeur correspondante de x , à moins d'une demi-unité du 7* ordre décimal.
Nous reviendrons bientôt sur l'usage de cette table. Pour le moment, nous essayerons de faire comprendre comment, par des moyens élémentaires, on aurait pu la calculer.
Imaginons qu'on extraye la racine carrée de 10 ; puis la racine carrée de cette racine ; puis la racine carrée de cette nouvelle racine, et ainsi de suite. Ou obtiendra ainsi des quantités qui iront en diminuant, mais qui si:nmt toujours supérieures à l'unité, puisque, d'après le mécanisme même de l e.\ liai lion de la racine carrée, tout nombre plus grand que 1 a une racine plus grande que 1 . Ces quantités ne seront autre chose que dos puissances fractionnaires de 10 , dont les exposants seront successivement
Après la 25« opération , on parviendra à une puissance de 10 qui aura pour exjtosant
divisible par q . Mais alors -
10 s = 10 s ; et ainsi de suite.
etc. ;
ou
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quantité plus petite qu'une demï-unilé du 7* ordre décimal ; car son dénominateur est plus grand que 20000000 .
Désignons cet exposant par i pour faciliter l'écriture , et représentons par 1 + a la valeur de 10 f ; en sorte qu'on ait 10^=1 + 0 [1],
277. Concevons maintenant que, par des multiplications successives, on calcule les puissances successives du second membre de cette équation ; on aura les égalités
lb*=1 ; I0>=1 + ? ; I0t=tl+of ; W=(l + «? ; lo» = (l + «)' ; ....io'» = (i + «r ; dans lesquelles les seconds membres auront été calculés par hypothèse.
Or, 1° les exposants successifs ~ , ^ , j* , etc. , diffèrent
entre eux de ■ , c'est-à-dire de moins d'une demi - unité du 7* ordre décimal.
2° 3a dis que tout nombre entier moindre que lOOÛOOO tombera entre deux termes consécutifs de la série formée par les seconds membres.
En effet, en vertu de la relation [lj, on a d'abord
io=fi+ »)>= i +p«+ ^tt* 1 " ,+ etc -
Donc le terme p» , à lui seul, est moindre que 10 , et l'on a 9i<i0 . ■ .
On ne troublera pas cette inégalité en remplaçant |J par un nombre moindre, par 10000000 , par exemple; on aura donc
l«XXIOaO.<10, d'où «rîsâfflj.
Cela posé, prenons la différence entre deux termes consécutifs de la série des seconds membres; par exemple, entre les termes (l et (1 + a)" . Celte différence est
(1 +,)-_(! 4.„ r -i ou (r+ a )-<[<i +«)-!] ,
oit encore (1+*)"-'. = ';
et comme = est moindre que j^ jj^QQ ■ culte différence est moindre que
(1 +«)-' ÎOOOOOO '
Cette différence sera donc moindre que l'unité tant que l'on aura
D'ailleurs la série des quantités (!+•«> , (! + «)* , (! + «;•».... + , (l+«r. etc., peut toujours être poussée assez loin pour que le dernier terme atteigne et surpasse même tout nombre donné, 1OO0OOO , par exemple ; il suffit pour cela qu'on ait
(1 +<*)»> 1000000 ou 1-fwa-f- y '' a'-f- '■'<-'■ >IOOOOOO ; inégalité à laquelle on satisfera si l'on pose
„„>,oooooo .u „>!Î5255»,
ce qui sera toujours possible à réaliser.
Donc, puisqu'on peut prolonger cette série depuis l jusqu'à 1000000 , et que dans toute celte série la différence entre deux termes consécutifs est moindre que I , il s'ensuit que tout nombre entier, moindre que 1000000 , tombera entre deus termes consécutifs de cette série.
27». D'après cela on aura tous les éléments nécessaires pour former la table dont il s'agit.
Supposons, en effet, que l'on demande la valeur de x qui satisfait à l'équation
n étant un nombre moindre que 1000000 .Soient {l-j-a)"—' et (1 +'«)"' les deux termes consécutifs de la série entre lesquels « tombera ; on aura les égalités
toV = (l + <-i , 10* =n
Les trois seconds membres étant rangés par ordre de grandeur, il en sera de même des trois premiers ; donc x sera compris entre
et j . Or, ces deux fractions ne diffèrent que de i ,
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c'est-à-dire de moins d'une demi-unité du 7* ordre décimal. On pourra donc prendre l'une ou l'autre pour la valeur de x ; l'erreur commise sera encore moindre que cette différence. En d'autres termes, l'une ou l'autre de ces fractions sera la valeur approchée de x , à moins d'une demi-unité du 7" ordre décimal, soit par défaut, soit par excès.
En raisonnant de même, on déduirait du calcul ci-dessus indiqué les valeurs de x correspondantes à toutes les valeurs entières de », depuis 1 jusqu'à 1000000 . Mais il n'est pas nécessaire de pousser la table de ces valeurs aussi loin.
Rbharque. Celte méthode, comme toutes les méthodes élémentaires qu'on pourrait employer pour le môme objet, serait inapplicable à cause de la longueur des calculs ; mais elle est propre à faire comprendre la possibilité de former une table des valeurs approchées de x , table qui est d'une grande importance dans les calculs numériques, ainsi qu'on va le voir, et qui est connue sous le nom de Table des logarithmes des nombres.
S H- Des logarithmes.
fi79. On appelle logarithme d'un nombre l'exposant de ia puissance à laquelle il faut élever une quantité constante pour reproduire ce nombre. Cette quantité constante se nomme la base des logarithmes, et les logarithmes de tous les nombres, pris par rapport à une même base , forment ce qu'on appelle un système de logarithmes.
. Par exemple, dans l'équation
l'exposant x est le logarithme de 6 ; et si l'on fait varier h en donnants x les valeurs correspondantes qui vérifient cette équation , ces valeurs formeront un système de logarithmes dont la base sera la quantité constante a .
Ou désigne le logarithme d'un nombre b par la notation log b . Ainsi \ogb=x signifie que le logarithme de b est égal à x .
Dans tout système de logarithmes , le logarithme de la base est . 1' ; car on a, quel que soit ■ a
Dans tout système de logarithmes , le logarithme de l'unité est ïér,o; car on a, quel quesoit a
Dans tout système de logarithmes, les puissances commensu-
rables de la base ont seules des logarithmes commensurables. Car, si l'on avait —
x=£ d'où =& ,
le nombre b serait une puissance commensurable de a .
Tous les autres nombres ont des logarithmes incommensurables.
RÉMAKonî:. Il peut arriver que la base soit incommensurable; les logarithmes des puissances commensurables delà base n'en sont pas moins commensurables. Ainsi l'équation
est satisfaite par x = | ; car on a
. y$f= \ïj¥=fë=fàî .
1180. Les logarithmes de tous les systèmes jouissent des propriétés fondamentales suivantes :
I. Le logarithme d'un produit est égal à ta somme des logarithmes de ses facteurs.
Soient b , V , b" , etc., les facteurs d'un produit P . Soient x , a^,' «" , etc., et X leurs logarithmes respectifs. On aura les égalités
af==b ; a"' — à 1 ; . tf"=i° ; etc. . ■
En les multipliant membre a membre, et observant que," d'après les règles démontrées dans le chapitre précédent , pour faire le produit de plusieurs puissances d'une même quantité, il faut faire la somme des exposants , il viendra
«""■"■^■""■^iiXè'Xf'Xeté .
Dr on a aussi ' o' = P= 6.ù'. 6".etc .
Donc $.=x+x'-i-x"-\-etc~. ,
oubien logiW'... = logi-r:log6'rT-iog6"-f-etc. , ce qui revient à l'énoncé de la proposition. ' * ' .
H. Le logarithme duguotient de deux quantités est égal au logarithme du dividende, moins le loijarithmc du diviseur.
Soient i et S 1 deux quantités, x et x' leurs logarithmes. Soient q le quotient de b par b' , et X son loga- , rithme. On aura les égalités
af = b et af = b' .
En tes divisant membre a membre , et observant que pour diviser
DES LOGàRITUMBS. 35D
l'une par l'autre deux puissances d'une même quantité , il faut retrancher l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende , il viendra
mais on a aussi a'— -/^> .
Donc \=x — x" ou log^, = logô — logé' ,
ce qui revient à l'énoncé de la proposition.
III. Le logarithme d'une puissance d'un nombre esl égal au logarithme de ce nombre, multiplié par l'exposant de la puissance.
Soient b un nombre, x son logarithme. Soient P la puissance p"" de b , et X son logarithme. On aura d'abord a*=b .
Elevant les deux membres à la puissance p , et remarquant que pour élever une puissance d'une quantité à une nouvelle puissance il faut faire le produit des exposants , il viendra
mais on a aussi a I = V = b p .
Donc ' X— px ou logft° = p.log6 , ce qui revient à l'énoncé de la proposition.
IV. Le logarithme d'une racine d'un nombre est égal au loga~ rilhme de ce nombre, divisé par l'indice de la racine.
. Soient b un nombre, x. son logarithme. Soient R la racine m 1 ™ de.fr, et X son logarithme. On aura d'abord a'i=b . \
E\trayant ta racine m*" des deux membres et observant que pour extraire la racine m"- d'une puissance d'une quantité, il faut diviser son exposant par m , il viendra . , -
Mais on a aussi a*=H=yb~ .
Donc X=| ou log^='-^ ,
ce qui revient à l'énoncé de la proposition.
281. On voit que ces propriétés des logarithmes permettent de ramener la multiplication à une addition, la division à une soustrac-
tion , lu formation d'une puissance h une m ulti pli cation , et l'extraction d'une racine à «ne division , pourvu qu'on ait une table des logarithmes de tous les nombres.
En effet, si l'on veut faire le produit de deux nombres, on cherchera leurs logarithmes dans la table ; on en fera la somme ; on cherchera celte somme dans la colonne des logarithmes, et le nombre correspondant sera le produit demandé.
Si l'on veut trouver le quotient de deux nombres, on cherchera leurs logarithmes dans la table ; on retranchera le logarithme du diviseur de celui du dividende ; on cherchera la différence dans la colonne des logarithmes , et le nombre correspondant sera le quotient demandé.
Si l'on veut élever un nombre à une puissance, on cherchera dans la table le logarithme de ce nombre ; on multipliera ce logarithme par l'exposant de la puissance; on cherchera le produit obtenu dans la colonne des logarithmes, et le nombre correspondant sera la puissance demandée. r
Enfin, si l'on veut extraire une racine d'un nombre, on cherchera dans la table le logarithme de ce nombre; on divisera ce logarithme par l'indice de la racine ; on cherchera le quotient obtenu dans la colonne des logarithmes, et le nombre correspondant. sera là racine demandée. . •
«82. Dans les systèmes de logarithmes ordinairement employés, la base est plus grande que 1 .
I. Les logarithmes des quantités plus grandes que 1 sont alors positifs et d'autant plus grands que ces quantités sont plus grandes.
D'abord ils sont positifs. On a vu, en effet, que lorsqu'une quantité est plus grande que 1 , on peut toujours l'élever à un? puissance positive telle que le résultat surpasse un nombre donné quelconque (277). Soit x le logarithme d'un nombre b plus grand que f;; on pourra toujours élever la base a à une puissance positive : X , telle que le résultat N soit plus grand que 6 . On aura les égalités .
d'ailleurs a"= 1 .
Les trois seconds membres étant rangés par ordre de grandeur, .il devra en être de même des trois premiers. Donc x est compris entre 0 et un nombre positif X ; donc il est lui-même positif.
En second lieu, les logarithmes sont d'autant plus grands que les
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nombres auxquels ils correspondent sont eux-mêmes plus grands. En effet, soient x et x' les logarithmes de deux nombres b et b' ; en sorte qu'on ait
Supposons b' > b , et divisons la seconde égalité par la première; il viendra
Or, le second membre étant plus grand que t , x' — x qui en est le logarithme devra, d'après ce qui précède, être positif. Donc af est plus grand que x .
II. Les logarithmes des quantités moindres que i sont négatifs et d'autant plus grands en valeur absolue que ces quantités s ont plus petites.
D'abord ils sont négatifs. Soit, en effet, x le logarithme d'une quantité b moindre que 1 ; on aura
Posons
p étant plus grand que ( .
Posons en outre x = — y . Il viendra
Or, S étant plus grand que 1 , d'après ce qui a été démontré ci-dessus, il faut que y soit positif. Donc x est négatif.
D'ailleurs la valeur de y est d'autant plus grande que p est plus grand; en d'autres termes, la valeur absolue de x est d'autant plus grande que 6 est plus petit.
Remarque. Puisque n' croît indéfiniment avec x , lorsque o est plus grand que 1 , on en conclut qu'à une valeur infinie, mais positive, de x répond une valeur infinie de a' ou de b , et vice versa, ce qu'on exprime en disant que le logarithme de l'infini eut l'infini positif .
Par la même raison, puisque à une valeur infinie de p ré.pond une valeur infinie et positive de y , on en conclut qu'à une valeur nulle de b répond une valeur infinie, mais négative pour r ; ce qu'on exprime en disant que le logarithme de zéro est l'infini négatif.
285. Les logarithmes le plus fréquemment employés , et qu'on désigne , pour cette raison , sous le nom de logarithmes vulgairèi,
sont ceux dont la base est 10 , et qui répondent conséqucmment à l'équation
Nous avons vu (278) comment on pouvait concevoir que la table de ces logarithmes ait été formée. Ces logarithmes ont été calculés sous forme décimale , à moins d'une demi-unité du 7° ordre. Ils se composent d'une partie entière qu'on appelle la caractéristique, et d'une partit; décimale formée de 7 chiffres.
Les logarithmes des nombres plus grands que 1 sont positifs, ainsi qu'on l'a démontré ci-dessus; ceux des quantités moindres que 1 sont négatifs ; mais ces derniers ne figurent point dans les tables; on en verra bientôt la raison.
Au lieu d'employer des logarithmes entièrement négatifs, on préfère employer des logarithmes dont la caractéristique soûle est négative ; ces logarithmes se convertissent facilement les uns dans les autres, ,
Soit, par exemple, un logarithme entièrement négatif — 2,7364508 .
Ce logarithme revient à
Si on y ajoute + 1 et — 1 , ce qui ne changera pas sa valeur, on pourra l'écrire
— 2 — 1 + 1— .0,7364508 , ou —3 + 0,2635492 , ou enfin 3,2635492 .
On met ainsi le signe — au-dessus de la caractéristique pour indiquer qu'il ne porte que sur elle et n'affecte pas la partie décimale.
Pour retrancher 0,7364508 de 1 , on sait qu'il n'y a qu'à retrancher le premier chiffre significatif à droite de 10 , et tous les autres de 9 . On voit donc que : pour convertir un logarithme enfièrement négatif en un logarithme dont la caractéristique seule soit négative, il faut augmenter la caractérisfit/m: d'une unité, mettre le signe — au-dessus, et soustraire c/iitquc décimale de 9 , m allant de gauche à droite, sauf la dernière décimale significative que l'on soustrait de 10 .
.'Ainsi —1,7998405 ; —0,0467739; —4,8654231 ; reviennent à
Réciproquement : pour convertir un logarithme, dont la caractéristique seule est négative, m un togarit/ime entièrement négatif, il faut ; diminuer la caractéristique d'une unité . mettre la signe —
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devant , et soustraire chaque décimale de 9 , en allant de gauche à droite, sauf la dernière décimale significative que l'on soustrait de 10 .
On peut reprendre , commo exemples , les logarithmes écrits cidessus.
Dans le système dont la base est
Quand on multiplie, ou quand on divise un nombre par une puissance entière de 10 , la partie décimale de son. logarithme ne change pas.
Soit, en effet, x ' le logarithme d'un nombre n ,danslesystème dont la base est 10 , en sorte qu'on ait 10»=» .
Multiplions membre à membre par 10" , m étant un nombre entier; il viendra
c'est-à-dire que le logarithme de n . 10" est x m , ou le logarithme de n augmenté du nombre entier m ; la partie décimale est donc la même ; la caractéristique seule a changé et contient m unités de plus.
Parexemple, lenombre 2 ayant pour logarithme 0,3010300 ; le logarithme de 20 sera 1,3010300 , le logarithme de 200 2,3010300 , 'l ■
le logarithme de 2000 3,3010300, le logarithme de 20000 4,3010300 ,
et ainsi de suite. - '
Divisons, au contraire , les deux membres de l'équation 10 r = n ,
par 10- ,ilviendra 10I ""=îJs.' c'est-à-dire que le logarithme de ^ est x—m , ou le logarithme dè n diminué du nombre entier m . Si l'on fait porter cette diminution sur la caractéristique, la partie décimale ne changera pas.
Ainsi : le logarithme de 2 étant 0,3010300 ,
le logarithme de 0,2 sera 1^,3010300 , le logarithme de 0,02 2,3010300 , ' ''
le logarithme de 0,002 3,3010300 ' (
le logarithme de 0,0002 4,3010300, ,
el ainsi de suite, ■ ■ .
a8i>. La caractéristique du logarithme d'un nombre peut s'obtenir- sans lé secours des tables , et il est important de s'exercer à « la trouver. .
■ï.'Ln caractéristique du logarithme, d'un nombre décimal est positive et a autant d'unités que la partie entière du nombre décimal a de chiffres, moins un. - ■ .. ,
Soit, par exemple, le nombre 2369,751 ; ce nombre ayant 4 chiffres à la partie entière, son logarithme aura pour caractéristique 3 . Car, le nombre proposé est compris entre tOUO et a 10000 , on entre 10 3 et 10' ; son logarithme est'donc compris entre 3 et 4 ; sa caractéristique est donc 3 .
Généralement : supposons qu'il y ait m chiffres à la partie entière ; le nombre décimal sera compris entre 10"*-' et 10™ ;son logarithme sera donc compris entre le logarithme de 10"-' qui • est précisément m — 1 , ét le logarithme de 10" qui est m . Puisque le logarithme du nombre décimal proposé est compris entre m—1 et m , il' se compose de m — 1 unités et d'une partie décimale. Sa caractéristique est donc m—1 , et se compose par conséquent d'autant d'unités qu'il y a de chiffres, moins un, dans la partie entière du nombre décimal donné.
Cette règle s'applique au cas où la partie décimale du nombre proposées! nulle, c'est-à-dire au cas où le nombre proposé est entier. La caractéristique du logarithne d'un nombre entier a donc autant d'unités qve ce nombre a de chiffres, moins un.
Ainsi le nombre 34690753 ayant S chiffres, la caractéristique de son logarithme est 7 .
II. La caractéristique du logarithme d'une fraction décimale est négative, et égale au nombre qui exprimé te rang t/v premier chiffre •sii/ni/u'aUf npri-s Iti virgule.
Soit, par exemple, la fraction 0,005397 . En transportant la t virgule après le chiffre 5 , ce qui donne ;>,397 , on multiplie par 3000 ou 10 1 ; la partie décimale du logarithme ne change donc, pas , et la caractéristique seule augmente de :i unités. .Mais ie nombre ô,397 ainsi obtenu , ayant un chiffre à sa partie entière, la caractéristique de son logarithme est zéro. Celle.de ia fraction proposée quia 3 unités de moins sera donc 3 .
Généralement : suppii^m:; que le premier chiffre significatif soit le m™ après la virgule. Transp irtoi ; la virgule après ce premier chiffre significatif, ce qui revient à multiplier la fraetion proposée par 10™ ; la partie décimai' ■ n logarithme n'aura pas changé; la caractéristique seule aura augmenté de m unités. Mais le nombre décimal ainsi obtenu ayant un chiffre à la partie
entière , la caractéristique de son logarithme sera zéro. Celle de la fraction proposée, .qui a m unités de moins, sera donc m .
Si l'on faisait usage d'un logarithme entièrement négatif, la carac- _ téristiquc aurait une ufiité de moins (283), ri serait par conséquent " égale au nombre des zéros compris entre la virgule et le premier chiffre significatif.
Remarque. Réciproquement : si un logarithme est positif et a m unités à sa caractéristique, ce logarithme est celui d'un nombre plus grand que 1 , et qui, mis sous forme décimale, a m-f-I chiffres a la partie entière.
Si un logarithme a une caractéristique sculn négative m , il appartient à une fraction décimale dont le premier chiffre significatif occupe le m"~ rang après la virgule.
Si un logarithme entièrement négatif a m unités à sa caractéristique, il appartient à une fraction décimale dans laquelle il y a m zéros entre la virgule et le premier chiffre significatif.
§ 111. De l'usage des tables de logarithmes.
28C. L'usage des tables de logarithmes se réduit à la résolution de ces deux problèmes : .1° Etant donné un nombre, trouver son logarithme; 2° étant donné un logarithme, trouver le nombre auquel il correspond.
Nous allons nous occuper de ces deux problèmes, en supposant que le lecteur ait entre les mains, d'abord les tables de Dblalande, en second lieu les tables de Callet.
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287. Ces tables sont disposées sur trois colonnes; La première, intitulée iSomb. , contient les nombres entiers, depuis 0 jusqu'à 10000 . La seconde, intitulée Logarit., contient les logarithmes de ces nombres , calculés avec 7 décimales . La troisième n'est remplie qu'à partir du nombre 990 ; elle est intitulée Diff., et contient les différences entre les logarithmes consécutifs. Ces différences expriment des unités du 7' ordre décimal ;- mais on n'en a mis que la valeur absolue , afin de tenir moins de place. On les désigne sons le nom de différences tabulaires.
288. Premier problème. Étant donne un nombre, trouver son logarithme.
La résolution de ce problème se compose de deux parties :
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1' Trouver la caractéristique au logarithme demande ; S" Trouver la pur lie décimale.
■ 1° D'après les règles établies au n° 28iî, si le nombre proposé 'est entier, fa caractéristique de son logarithme sera positive et composée d'autant d'unités qu'il y a de chiffres, moins un, dans ce nombre.
Si le nombre proposé est décimal et plus grand que 1 , la caractéristique de son logarithme sera positive et composée d'autant d'unités qu'il y a de chiffres, moins un , à fa partie entière de ce nombre.
Si le nombre proposé est une fraction décimale, la caractéristique de son logarithme sera négative et composée d'autant d'unités qu'il y en a dans le nombre qui exprime le rang du premier chiffre significatif après la virgule.
Par exemple : si le nombre est
42367 , ou 423,67 , ou 0,0042367 , la caractéristique du logarithme correspondant sera
4 , ou 2 , ou 3 .
2° Pour trouver la partie décimale du logarithme demandé, il faut distinguer deux cas.'
Si le nombre proposé n'a pas plus de 4 chiffres consécutifs (tant à la partie entière qu'à fa partie décimale) , on cherchera le nombre formé par ces 4 chiffres dans la colonne intitulée Nomb. On trouvera à côté , dans la colonne intitulée Logarit. , un logarithme qui aura la partie' décimale demandée (284).
Soit, par exemple, le nombre 4,236 ; on cherchera 4236 dans la colonne des nombres ; on trouvera à côté , dans la colonne des logarithmes, un logarithme qui a pour partie décimale ,6269560. Et, comme la caractéristique du logarithme cherché doit être zéro, puisque le nombre proposé n'a qu'un chiffre à la partie entière , le logarithme de 'ce nombre sera 0,6269560 ,
Si le nombre proposé a plus de 4 chiffres consécutifs, on commencera par séparer, au moyen d'une virgule, les 4 premiers chiffres à gaucho. S'il s'agit, par exemple, du nombre 42367 , on mettraune virgule après le chiffre 6 . S'il s'agitdunombre 42,367 ou du, nombre 0,042367 -, on transportera la virgule après le chiffre 6 . On obtiendra ainsi un nombre décimal 4236,7 ayant 4 chiffres à sa partie entière. • - ■
On cherchera cette partie entière dans la colonne des nombres; on prendra, dans la colonne des logarithmes, la partie décimale du logarithme correspondant, c'est-à-dire 6269560 .
On prendra ensuite, dans la colonne des différences, lattiffé-
rence 1025 entre ce logarithme et le suivant. On multiplient cette différence par la partie décimale 0,7 qui suit la partie entière du nombre décimal. On trouvera pour produit 717,5 . On ajoutera la partie entière de ce produit, considérée comme exprimant des unités du 7* ordre décimal , à la partie décimale trouvée dans ia table :
et l'on obtiendra la partie décimale ,6270277 du logarithme cherché.
Si le nombre proposé est 42367 son log. sera donc 4,6270277 Si 42,367 1,6270277
Si 0,042367 2,6270277
et ainsi de suite.
Voici maintenant l'explication du procédé que nous venons de suivre.
La différence entre le logarithme de 4236 et le logarithme de 4237 est 1025 unités du 7' ordre ; mais, en jetant les yeux sur la table, on voit que la différence entre le logarithme de 4237 et celui de 4238 est encore 1025 . On en conclut que, dans cette partie de lu table , les différences entre les logarithmes sont proportionnelles aux différences entre )es nombres , du moins au degré d'approximation de la table. On peut donc poser cette proportion :
Si pour 1 unité de différence entre les nombres 4236 et 4237 , il y a 1025 dix-mi 11 ionièm es de différence entre leurs logarithmes, combien pour 0,7 de différence entre 4236 et 4236,7 y aura-t-il de différence entre leurs logarithmes ; ou
l: 1025:: 0,7: x ;d'oÙ x = 1025X0,7= 717,5 . . La quantité x exprime des unités de même ordre que 1025 , c'est-à-dire des dix -millionièmes ; il faut donc ajouter sapartie entière 717 aux dix-millionièmes de la partie décimale ,6269560 du logarithme de 4236 , pour obtenir celle du logarithme demandé.
Il n'arrive pas toujours ainsi que deux différences tabulaires consécutives soient égales; mais elles ne diffèrent jamais que d'un trèspetit nombre d'unités , mémo dans le commencement de la table, où elles sont le plus grandes; il est donc toujours permis de poser approximativement la proportion sur laquelle se fonde le procédé que nous venons d'indiquer.
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289. Sbconb problème. Étant donné un logarithme, trouver le nombre auquel il eorrespoml.
Ce problème se divise aussi en deux parties : 1° Trouver les chiffres consécutifs dont le nombre cherché se compose; 2° trouver l'ordre d'unités que doit exprimer le premier de ces chiffres.
V Pour trouver les chiffres consécutifs du nombre cherché, il faut distinguer deux cas :
Si la partie décimale du logarithme donné se trouve dans la table, on trouvera en regard les 4 chiffres dont le nombre cherché se compose ; car c'est toujours parmi les logarithmes des nombres de 4 chiffres qu'il faut chercher cette partie décimale, afin de pouvoir, au besoin, faire «sage des différences tabulaires ; '
Si, par exemple, la partie décimale donnée est 6269560 , on trouvera 4236 pour les 4 chiffres du nombre demandé. On aura alors égard à la caractéristique :
Si !a caractéristique est 3 , le nombre demandé sera 0,004230
Si î , 0,04236
Si 1 , 0,4236
Si ' 0 , 4,236
Si 1 , 42,36
Si . 2 , 423,6
Si 3 , 4236
Si 4 , 42360
Si 5 , 423600 et ainsi de suite..
Si la partie décimale du logarithme donné ne se trouve pas dans la table, elle tombera entre celles des logarithmes de deux nombres consécutifs. Par exemple, si la partie décimale donnée est 6270277 , elle tombera entre celles des logarithmes des nombres 4236 et 4237 ;
On retranchera de la partie décimale du logarithme donné celle du logarithme du plus petit de ces deux nombres, savoir : 6269560 . On obtiendra un reste 717. " ■ r
On divisera ce reste par la différence tabulaire 1025 entre les logarithmes des deux nombres consécutifs; on pourra pousser le quotient jusqu'aux centièmes ; on trouvera ainsi 0,69 ou 0,70 , en remarquant que le chiffre suivant serait encore un 9 .
On mettra les chiffres du quotient obtenu à la droite de ceux du pluspetitdes deux nombres consécutifs, ce qui donnera 423670 , ou simplement 42367 pour les chiffres consécutifs du nombre demandé.
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On aura alors égard à la caractéristique du logarithme donné. Par exemple,
Si la Caractéristique est 2 , le nombre demandé sera 0,042367 Si 0 , 4,2367
Si 3 ., 4236,7
Si 6 , 4236700
et ainsi de suite.
L'explication de ce procédé est la même que dans le premier problème. En admettant que les différences entre les logarithmes sont proportionnelles aux différences entre les nombres, on pourra poser la proportion :
Si, pour 1025 dix-millionièmes de différence entre les logarithmes des nombres consécutifs 4236 et 4237 il y a 1 unité de différence entre ces nombres, combien, pour 717 dix-millionièmes de différence entre le logarithme donné et celui de 4236 , y aura-t-il de différence entre ces nombres? ou
1025 : 1 :: 717 :y ; d'où «=-^ = 0,699.... ou 0,7.-
Cette valeur de y sera donc ce qu'il faut ajouter au nombre 4236 . On aura ainsi 4236,7 , ou simplèment 42367 , puisqu'on ne s'occupe ici que de la succession de ces chiffres, et que leur valeur relative doit être déterminée par la caractéristique du logarithme donné.
Remarque. Si le logarithme donné était entièrement négatif, il faudrait le changer en un autre dont la caractéristique seule fût négative. (Voy. le n° 283.)
Usage des Tailles de Ballet. . i
280. Nous supposons, pour la clarté des explications qui vont suivre, que le lecteur a les tables à la main.
De 0 à 1200 , ces tables sont disposées sur deux colonnes : l'une intitulée N contient les nombres, l'autre intitulée Log. contient la partie décimale des logarithmes de ces nombres, chacune placée en regard du nombre auquel elle correspond.
A partir de 1200 la disposition est plus compliquée. Les deux premières colonnes n'ont point rapport à l'objet qui nous occupe. La troisième, intitulée N , contient les nombres depuis 1200 jusqu'à 10800 ; mais il faut considérer ces nombres comme exprimant des dizaines. Le chiffre des unités se trouve écrit au haut de la page, comme titre de l'une des 10 colonilcs qui suivent.
Dans la colonne intitulée 0 , on trouve la partie décimale des logarithmes des nombres inscrits dans la colonne intitulée N . Cette partie décimale est donnée avec 7 chiffres jusqu'au nombre 100OO de la colonne N , et avec 8 ehill'res au delà. Les trois premiers chiffres, qui sont communs à plusieurs logarithmes consécutifs , ne sont écrits qu'une seule fois , et sont laissés en blanc tant qu'ils ne changent pas; il en est même ainsi pour les 4 premiers chiffres, dès que la partie décimale en a 8.
Dans les colonnes intitulées 1,2, 3 9 , on trouve en
regard de chaque nombre de la colonne N 4 chiffres; ces chiffres sont destinés à remplacer les 4 derniers chiffres de la partie décimale du logarithme de ce nombre , lorsqu'on le considère comme exprimant des dizaines, et que le chiffre des unités est le chiffre placé en tête de la colonne verticale dont il s'agit. Nous reviendrons sur ce sujet.
Knfin, dans une dernière colonne intitulée Dif. , on trouve les différences entre les logarithmes consécutifs, c'est-à-dire entre les groupes de 4 chiffres placés sur une mémo ligne horizontale dans les 10 colonnes successives intitulées 0 , 1 , 2 .... 9 , ou uiiiro le gnmps qui termine une ligne horizontale et celui qui commence la suivante. Chaque différence, ordinairement commune à un grand nombre de logarithmes successifs , n'est écrite qu'une fois. Au-dessous de cette différence se trouve un petit tableau à 2 colonnes, dont l'une contient les chiffres 1 , 2 , 3 .... 9 , et dont l'autre donne, en regard de ces chiffres, les produits delà dillërence dont il s'agit par 0,t , par 0,2 , par 0,3 , etc....; enfin par 0,9 . '
Dans le commencement de la table ces différences et ces tableaux étant souvent très- multipliés , on les trouve placés eux-mêmes sur deux colonnes; mais il est facile de reconnaître à quelle partie de la table, ou plutôt de la page, chacun de ces tableaux correspond.
Remarque. En jetant les yeux sur la table, on remarquera de temps à autre une interruption dans la série des groupes de 4 chiffres qui se succèdent sur une même ligne horizontale, dans les colonnes 0, 1, 2 9 . Après un certain nombre de ces groupes, la ligne se continue en blanc, et les groupes suivants se trouvent une ligne plus bas , et sont précédés à leur tour d'un espace blanc. Cela tient à ce que les 3 premiers chiffres de la partie décimale ont changé ; les groupes qui précèdent l'interruption -correspondent à la première valeur de ces 3 premiers chiffres , et les groupes qui suivent l'interruption correspondent à la valeur suivante de ces trois chiffres. Cette nouvelle valeur se trouve en effet placée sur la même
Enfin , pour faciliter les recherches , on a placé en tète de chaque page les 3 premiers chiffres du premier nombre écrit dans la colonne N et les 3 premiers chiffres du premier logarithme écrit dans la colonne 0 . Les uns sont précédés d'un N , et les autres d'un L .
Pour de plus amples renseignements, on pourrait recourir au Précis élémentaire sur l'explication des logarithmes, etc.. que l'auteur a mis en tête de ses tables. Mais ce qui précède suffit pour résoudre les deux problèmes dont nous avons à nous occuper.
SQL Premier problème, Un nombre étant donné, trouver son logarithme. ... ....
La caractéristique s'obtiendra d'abord par les règles du n° 2S5.
Pour obtenir la partie décimale, on fera abstraction de la virgule, s'il y en a une, dans le nombre proposé, et l'on ne considérera que la suite de ses chiffres. Supposons d'abord qu'il n'y en ait pas plus de cinq, par exemple, 56274 . On cherchera dans la colonne N le nombre 5627 formé par les quatre premiers chiffres à gauche. On trouvera dans la colonne 0 et à gauche dans cette colonne , les trois premiers chiffres 750 de la partie décimale cherchée. On suivra ensuite la ligne horizontale où se trouve le nombre 5627 ; et, dans la colonne verticale qui a pour titre le cinquième chiffre 4 du nombre proposé , on trouvera quatre chiffres 3078 que l'on écrira à la suite des trois premiers 750 pour former la partie décimale du logarithme cherché 7503078 .
Si le nombre proposé a un sixième chiffre , s'il s'agit , par exemple, de 562743 , on cherchera ce sixième chiffre 3 dansla colonne de gauche du petit tableau placé au-dessous de la différence tabulaire 78 ; et en regard , dans la colonne de droite , on trouvera un nombre 23 qu'il faudra ajouter aux dix-millionièmes de la partie décimale déjà obtenue
ce qui donnera 7503101
Si le nombre proposé avait un septième chiffre, s'il s'agissait, par exemple, du nombre 5627438 , on chercherait ce septième chiffre 8 dans la colonne de gauche du même petit tableau, et l'on trouverait en regard dans la colonne de droite le nombre 62 ; mais au lieu de l'ajouter aux dix-millionièmes de la partie décimale déjà obtenue, il faudrait l'écrire un rang plus loin, de manière que le chiffre 2 fût au rang des cent-millionièmes, ce qui revient à diviser 63 pw 10 avant de l'ajouter aux dix-millio-
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nièmes; on formerait ainsi le tableau suivant : 7503078
'es *'-...■■
et en additionnant on aurait 7503 1 07 pour la pailio décimale demandée..
(On ne tient pas compte du chillVe 2 écrit au huitième rang; nous ne l'avons écrit qui; pour ia clarté des explications.)
Si le nombre proposé avait un huitième chiffre , on le chercherait de même dans le petit tableau îles différences proportionnelles, et l'on prendrait le nombre placé en regard ; mais il faudrait le diviser par 100 avant de l'ajouter aux dix-millionièmes de là partie décimale déjà obtenue.
Àu delà du huitième chiffre, les suivants seraient sans inlluence sensible sur les sept premiers chiffres de ia partie décimale demandée.
■ Pour compléter' le logarithme cherché, il n'y aurait plus qu'à écrire sa caractéristique.
Si lenombre proposé était 562743SO0 bu.. logarithme snwii 8,7503107 Si 5627,438 3,7503107
Si 5,627438 0,7503107
Si , 0,05627438 2,7503107
et ainsi de suite. ' '
Remarque. L'usage du petit tableau placé au-dessous de la différence tabulaire , et que l'on nomme lableau des différences proportionnelles, est fondé sur l'hypothèse que les différences entre les logarithmes sont sensiblement proportionnelles aux différences entre les nombres ; ou que l'on peut dire : Si ; pour . 1 unité ajoutée au nombre, il faut ajouter, par exemple, 78 dix- millionièmes à son logarithme ,
pour 0,1 ajouté >u nombre, il faudra ajouter 78X0,1 dii-mUliontëmiij àaon log, 0,2 78X0,2 0,3 J 78X0,3
etc. etc.
etc. : ' etc. ~. ",' .
Pour justifier cette hypothèse , il suffit de remarquer que la même
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différence tabulaire 78 est commune à plusieurs couples de logarithmes consécutifs ; en sorte que , dans cette partie de la table.,
Le numbre augmentant da 1 , son logarilh. augmenta do 1 fois 78 dii-mlllioniemes;
2 , ' 2 fois 78
3 , 3 fois 78
et ainsi de suite; ou, en d'autres termes, que les différences entre les logarithmes sont proportionnelles aux différences entre les sombres, du moins au degré d'approximation des tables; 'ce qui suffît pour rendre raison du procédé indiqué ci-dessus.
29«. Second problème. Étant donné un logarithme, trouver le nombre correspondant. . .
On cherchera d'abord les chiffres consécutifs du nombre demandé; on déterminera ensuite , d'après la caractéristique du logarithme donné, l'ordre d'unités que doit exprimer ie premier de ces chiffres.
1° Supposons, pour fixer les idées, que la partie décimale du logarithme donné soit 7503107 .
Onchercheralestroispremierschiffres 750 dans la colonne 0, et à gauche dans cette colonne ; ou cherchera ensuite les quatre chiffres suivants 3107 parmi les groupes de quatre chiffres destinés à compléter les logarithmes qui commencent par 750 . Celui de ces divers groupes qui approche le plus, par défaut, de 3107 est 3078 . Ce groupe correspond à la ligne horizontale où se trouve , dans la colonne N , lé nombre 5C27 , et à la colonne verticale qui a pour litre 4 ; on en conclura que les cinq premiers chiffres du nombre demandé sont 56274 .
On retranchera 3078 de 3107 , ce qui donne pour reste 29. On cherchera dans la colonne de droite du petit tableau des différences, ce reste 29 . Le nombre qui en approche le plus, par défaut, est 23 ; en regard de 23 , dans la colonne de gaucho du même tableau, se trouve le chiffre 3 ; ce sera le sixième chiffre du nombre demandé , dont les six premiers chiffres sont conséquemmeut 562743 .
Pour avoir le septième, on retranchera 23 de 29 , ce qui donne pour reste 6 ; on multipliera ce nombre par 10 , ce qui donne 60 ; et l'on cherchera de nouveau ce nombre dans la colonne de droite du petit tableau des différences proportionnelles. Le nombre qui en approche le plus est 62 , qui correspond au chiffre 8 ; les sept premiers chiffres du nombre demandé sont donc 5627438 .
Pour obtenir ce dernier chiffre, on prend , comme on voit, dans le petit tableau le nombre qui approche le plus de celui qu'on y cherche, que ce soit d'ailleurs par excès ou par défaut. Il faudrait
le prendre par défaut si l'on se proposait de trouver le huitième chiffre du nombre cherché; niais on ne pourrait pas compter sur son exactitude; il peut même arriver que le septième ne soit approché qu'à une unité près , par défaut on par excès.
2° Lorsqu'on a trouvé les chiffres consécutifs dont se compose le nombre cherché, on a égard à la caractéristique du logarithme donné pour déterminer l'ordre d'unités que doit exprimer le premier de ces chiffres.
Dans l'exemple qui précède , Si lii caractéristique était 8 , le nombre demandé sérait 562743800 Si 3 5627,438
Si 0 5,627438
Si 2 0,05627438
et ainsi de suite.
REMinouB. L'usage du tableau dos différences proportionnelles est fondé sur la même hypothèse que dans le problème précédent. On voit en outre que cet usage est inverse dans les deux problèmes '.
$ IV. Deî calcula par logarithmes.
203. Nous avons vu [5181) que les propriétés des logarithmes permettent de ramener la multiplication à une addition , la division à une soustraction, la formation d'une puissance à une multiplication, et l'extraction d'une racine il une division. Nous pouvons maintenant en donner des exemples. '
I. Soit à multiplier 362,4 par
;On trouvera: log 362,4 = 2,5591882 log 5,97 =0,7759743 Faisant la somme, on obtient 3,3351625
Le nombre correspondant 2163,528 sera le produit demandé. . D. Soit h diviser 71,645 par 6,25 .
On a : log : 71,645 = l,8551859
lot;6,26 = 0,7958800, Faisant la différence, on trouve : 1,0593059
Le nombre correspondant 11,4632 sera le quotient demandé.
III. Soit îi élever 2 à la 20" puissance. On trouvera d'abord que le logarithme de 2 est 0,3010300 . Multipliant par 20 ,
on obtient 6,020600 . Le nombre correspondant 1048576 sera la puissance demandée.
Si l'emploi de la proportion (289) on du tableau des différences proportionnelles (3ÎIS) laissait quelque incertitude sur le dernier chiffre , on pourrait remarquer que ce chiffre doit être pair, puisqu'il s'agit d'une puissance de 2 . On pourrait d'ailleurs le trou ver directement d'une manière assez prompte, en remarquant que la 5' puissance de 2 , qui est 32 , est terminée par un 2 ; que par conséquent la 10 e est terminée pat' 2 fois 2 ou 4 , et la 20" par le même chiffre que 4 fois 4. ou 16 , c'est-à-dire par 6 .
IV. Soit à extraire la racine cinquième de 365478. . On trouvera d'abord que le logarithme de ce nombre est 5,5628612 . Divisantpar S , on obtient 1,1125722 . Le nombre correspondant 12,9590 sera la racine demandée, à moins d'un dis-millième. .
294. On voit par ces derniers exemples que l'emploi des logarithme permet d'nti'ectuer avec promptitude, et sans aucune ten— sien d'esprit, des calculs qui, de toute autre manière , exigeraient beaucoup de temps et d'efforts, s'ils n'étaient même tout à fait impossibles.
Pour soulager encore davantage son attention , le calculateur peut même se dispenser d'effectuer aucune soustraction. S'il se présente, en effet, un logarithme à soustraire, c' est-a-dire précédé du signe — , comme, par exemple,
on peut le changer en un logarithme dont la caractéristique seule soit négative (2B3) , et écrire
3,2864502 , - • puis ajouter ce logarithme au lieu de le soustraire.
Quant à l'opération par laquelle on soustrait chaque décimale de 9 et la dernière de 10 , elle ne doit pas être comptée comme une soustraction ; il suffit de graver une fois pour toutes dans son esprit ce tableau ■• .'.•'■-."'
et de se rappeler que, toutes les fois qu'il se présente un des chiffres de la première ligne , il faut le remplacer par le chiffre correspondant de la seconde, et vice versa, sauf pour la dernière décimale significative qui doit être retranchée de 10 : r - ' - *' • ' .■" : - Nous indiquerons les logarithmes ainsi préparés par le signe nbré-
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viatif L . Dans l'exemple II du numéro précédent, nous aurions ainsi :
log 71,645= 1,8551859 C 6,25 =1,2041200
d'où , en additionnant : 1 ,0593059
comme au numéro cité.
Des personnes peu habituées aux calculs numériques regardent comme une complication la simplification dont nous venons (le parler; avec un peu de pratique le lecteur se convaincra que c'est une simplification des plus réelles et des plus importantes.
Si le logarithme à soustraire avait déjà une caractéristique néga* tive; s'il s'agissait, par exemple , de soustraire 3,4771895 , cette opération ret iendrait à changer le signe de la caractéristique et celui de la partie décimale , ce qui donnerait
3 — 0,4771895 ou 2 + (I— 0,4771895)
ou enfin 2,6228105 ;
c'est-à-dire que, daus ce cas, il faudrait changer le signe de lu caractéristique, ta dhniawr d'une imité, puis soustraire chaque chiffre décimal de 9 , sauf la dernière décimale significative qui doit être soustraite de 10 .
On trouvera ainsi L 0,2
20S. La mime simplification est ordinairement présentée d'une autre manière, qu'il est indispensable de connaître.
On nomme complément arithmétique d 'un nombre ce qu'il faut lui ajouter pour faire une unité de l'ordre immédiatement supérieur à celui de son premier chiffre à gauche. Ainsi, le complément arithmétique de 7 est 3 , attendu que 7 et 3 font 10 ; le complément de 76 est 24 , attendu que 76 et 24 font 100 ; le complément de 762 est 238 , attendu que 762 et 238 font 1000 , et ainsi de suite.
Comme les logarithmes des nombres entiers le plus fréquemment employés sont moindres que 10 , on nomme complément d'un nombre ce qu'il faut ajouter à ce logarithme pour faire 10 . Ainsi le complément de 3,7820497 est 6,2179503 . Ce complément s'obtient en retranchant chaque chiffre de 9 , sanfle dernier chiffre significatif à droite qui doit être retranché de 10 . L'opération né-
cessaire pour obtenir le complément d'un logarithme ne doit donc pas fltre comptée comme une soustraction ; c'est une opération machinale qui s'exécute h l'aide du tableau . 7 0 12 3 4 9 8 7 6 5;..
et, lorsqu'on en à acquis l'habitude, il n'est pas plus long d'écrire le complément que le logarithme lui-même.
Cela posé , au lieu de soustraire un logarithme on peut ajouter son complément et retrancher ensuite 10 .
Soit, en effet, / . un logarithme qu'il s'agit de retrancher d'une quantité a , ou aura à effectuer le calcul indiqué par l'expression a — l .
Or, on ne changera pas cette expression en «joutant et retranchant 10 , ce qu'on peut écrire
« + (10 — 0—10 - Mais' 10 — / est précisément le complément de (; on peut donc écrire, en indiquant par C !e complément, _ '-"
. ' a+CH— 10 ;
ce qui revient à l'énoncé de la proposition.
Si l'on a plusieurs hiynriihiite..-; « smtstraire, on peut ajouter leurs compléments, et retrancher du résultat autant de fois 10 qu'il y a eu de compléments employés. .
Cette manière d'opérer la simplification dont nous parlons est la plus usitée; mais celle que nous avons d'abord indiquée au n" 294 est la plus commode. j . ■
286. Nous pouvons maintenant nous occuper de l'application des logarithmes à tous les calculs qui comportent leur emploi.
Résoudre une question par logarithmes, c'est déduire des logarithmes des données le logarithme de l'inconnue. Cette inconnue se déduit ensuite de son logarithme à l'aide dés tables. Pour qu'une question puisse être traitée de celte manière, il faut qu'on n'ait à se servir des tables que deux fois, savoir : une première fois pour y chercher les logarithmes des données, une seconde fois pour y chercher le nombre correspondant au logarithme de l'inconnue. On exprime quelquefois cette condition en disant qu'il faut n'avoir à passer aux nombres qu'une fois.
On peut toujours concevoir que l'inconnue elle-même soit exprimée au moyen des données, l'our que cette expression soit calculable par logarithmes, il faut qu'elle né contienne que des pre^
duits, des quotients, des puissances ou des racines; ou que, si les signes ou .— y entrent, ces signes, ne réunissent, que les premières puissances des données.
Ainsi t l'exprmion x = ^~~ est calculable par logarithmes, parce qu'elle ne contient que des produits, des quotients, des puissances et dos racines.
L'expression x = <J(a-^-b) (a— 6) est encore calculable par logarithmes, parce que les signes + et — qui y entrent ne ' réunissent que les premières puissances des données a et b . Gomme on ne peut , en efl'et , ramener l'addition et la soustraction à des opérations d'un ordre plus simple , on conçoit que l'on fesse la somme a-\-b et la différence a— b , sans le secours des logarithmes, puis , que lo produit à effectuer et la racine à extraire se calculent par ie moyen des logarithmes. On n'a ainsi a passer aux nombres qu'une fois, c'est-à-dire pour trouver le nombre correspondant au logarithme de x .
Au contraire, l'expression x = y 'a' -j- bc n'est point calculable par logarithmes, parce que le signe -f- qu'elle renferme réunit des quantités qui ne sont pas les premières puissances des données a , b , c , mais bien le carré de l'une et le produit des deux autres. On pourrait bien , a la vérité , calculer a* et t 6c par le moyen des logarithmes ; mais il faudrait passer aux nombres pour obtenir a' et be . C'est alors seulement qu'on en pourrait foire la somme , et que l'on pourrait extraire la racine de cette somme par le secours des logarithmes. . _ ' -
297 . Pour appliquer les logarithmes à une formule , il suffit de se rappeler les propriétés fondamentales dos logarithmes (280). Soit , par exemple, l'expression
. - . agVjg , . ■■
on aura d'abord,. en se rappelant quo lo logarithme d'un quotient est égal au logarithme du dividende, moins le logarithme du diviseur,
logai = Iog(3oy6ë)— log(5m) ; -
mais le logarithme d'un produit étant égal à la somme des logarithmes de ses facteurs, on pourra écrire . . .
foga; = ]og3-|-logrï'-|-logv/ëc— (log5-f-logm) .
Puis , remarquant que le logarithme de a* est égal à 2 fois le
logarithme de a , et que le logarithme de t/hc est égal à la moitié du -logarithme du produit bc , ou à la moitié de la somme des logarithmes de' b et de c , il viendra:
Ioga; = log3-f2loga + ^(log6 + log< ; ) — (log5 + log»n) . Et , si l'on veut éviter les soustractions indiquées , ^ loga:=log3+21oga+£fl<>g&+Ioge)+L5+irm (294),
logar=log3+21ogo+4(log6+logc)+C'log5+G'logm-20 (298).
Comme application, supposons a a , b , c , m lesvaleurs suivantes : ,
£1 = 29,6*5 , &=105697 , c==3,7B99 , »i = 44t,8 . . , 3X (29,645)'xVlQ589 7 X 3,7899 doù * = — ' 5XM1.8 '
On disposera le calcul de la manière suivante :
10g 29,645 = 1,4719515 . 2log29,645 = 2, D 439030 Iogl05897=5,0248837 log 3,7899 = 0,5780-278 somme . 5,6035115
demi-somme 2;8017557 log^ =2,8017557
L 5 =1,3010300 E 441,8 = 3,6452257 log a; où somme = 3^1690356 d'où x = 1475,827'..'.. ' ■>
On traiterait de la même manière toute autre formule calculable par logarithmes.
298. Comme applications, nous traiterons les problèmes suivants : . . ' .. - ■
Problème I. Trouver le rayon d'une sphère dont le volume est de 0 m -',250 .
En désignant par x le rayon de la sphère , et par m le rapport de la circonférence au diamètre, on a*
=0,250 d'où * = ^/°^~ 3 , * Voï. notre Géométrie théorique et pratique, V MMnn , n° TOÏ.
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et en appliquant les logarithmes, ■ -
_ log 0,2 50+log3+L|4+L.n log* — — ■ 7i .
On trouvera log 0,250 =1,3979400
log 3 =0,4771212
L k ou L 3,1415926=1,5028501
Pour prendre le tiers de ce résultat, il suffit de rendre la carac- ■' téristique divisible par 3 , ce qu'on fera en ajoutant — 1 et +1 ; on dira alors : le tiers de 3 est 1 ; le tiers de .17 est 5 ; le tiers de 27 est 9 , et ainsi de suite; ce qui donne 1,5919504 .
Le nombre 0", 390790 . . . , qui correspond à ce logarithme , est le rayou demandé.
Problème II. Trouver un nombre tel que 4 fois la racine cinquième de son cube, soi/ égal à 108 .
En appelant x ce nombre, on devra avoir
4y* s = 108' d'où x= yfçr
et, en appliquant les logarithmes.,
On trouve logI08 = 2,0334238
dont la somme =1,4313638 ;
multipliant par 5 , il vient 7,1568190; puis , en divisant par . 3 , 2,385liOG3 . Ce logarithme correspond au nombre demandé, 243. ■
Problème III. - Trouver la hauteur de l'hectolitre, sachant que c'est un cylindre dont le diamètre égale la hauteur.
Désignons par x la hauteur cherchée , qui est aussi le diamètre de la base. Le volume du cylindre aura pour expression * i*jE*Xo; ou' ^KX* ,
• Voy. noire Géométrie théorique e/proligae, 3- édition, n° 888. '
et, en l'égalant à 1 hectolitre, c'est-à-dire a (r- c ,l , on aura ^^=0,1 d'où a* = U$à ,
ou, par logarithmes,
, \ Iog0,4 + L3,l4l5926
Iog0,4 . =1,6 L 3,1415926 = 1,5028501
dont la somme est 1,1049100
Pour diviser par 3 , ajoutons — 2 et +2 , nous dirons : te liers de 3 est ï ; le tiers de '21 est 7 , etc., ce qui donne Ï.7016367 .
Ce logarithme correspond à la hauteur demandée O ra ,503079 ... ou, approximativement . 0"\503 .
Problème IV. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes suivants r .
I. Trouver le rayon de la sphère dont la surface a 1 mitre carré.
(Réponse: ((=,282094.. . ou simplement 0 m ,282 .) . H. Trouver un nombre dont le tiers, le cube et la racine carrée forment un produit égal à 170;j .
(Béponse: 4 .)
III. Trouver la locuteur du litre, sachant que c'est un cylindre dont la hauteur est double du diamètre.
(Réponse: 0 in ,172050... Ou simplement 0 n, ,172 .) '■■ 299. 11 arrive quelquefois qu'une formule, qui n'est pas calculable par logarithmes, peut le devenir à l'aide de certaines transformations.
■ I. Soit proposé, pour premier exemple, de calculer le volume d'un cône connaissant son côté cl le rayon de sa base.
Désignons par V le volume du cône , par c son côté et par r le rayon de sa base ; sa hauteur étant l'un des cotés de l'angle droit d'un triangle rectangle dont l'autre côté de l'angle droit est r et dont l'hypoténuse est c , sera exprimée par i/h* — r* ; par conséquent l'expression du volume V sera *
• Voy. noire GiométTimkéoriquc et pratique, 3- édition, n° 693.
Cotte formule n'est pas immédiatement calculable par logarithmes, à Cause du signe — qui réunit les carrés des données c, et r . Mais on remarque que la différence c* — /* peut être considérée comme le produit des deux facteurs r + c et c — r (36); on peut donc écrire
formule qui est calculable par logarithmes , puisque les signes -f . et — qui y entrent ne réunissent que les premières puissances des données.
En y appliquant les logarithmes, on obtient
Si r=sO ra ,Q4 et c=0- ,07 . on trouvera -, c + r — O m ,ll Iog0,ll=î,04l3927 c — r=0 u ,03 log 0,03 = 2, 4771213
, i (logO.H + logO,03) = 2,7592569
logO,M=2,6020599;... 2IogO,04 = 3,204H98 log3,H15926=0,-i97j.499 ■ -, L 3" =1,5228788 Donc logV = 5,9834054
Le volume demandé est le nombre correspondant a ce logarithme, ou. "V .. ■ - . , - .
ou 9©^*-** et 252 milli » ,i0u1 ' . ■
II. Comme second exemple, nous prendrons la formule qui donne l'aire d'un triangle au moyen de ses trois côtés, - . ■
En désignant cette aire par À , et les cotés par a , b , c , on démontre 'que l'on a .
A = i fïciïF—, [o« + C — **)' formule qui n'est pas calculable par logarithmes.
Mais on remarque. que la quantité placée sous le radical est la différence de deux carrés et se décompose, par conséquent, en deux facteurs, dont l'un est la somme des racines de ces carrés, et l'autre
* Vny. noire G&mitrti théorique et pratique, S" édllion, page isfi.
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Or, la première quantité entre parenthèses revient à
et se décompose, par conséquent, en
(a-\- c + l.)(<t + c-b) . . . ; La seconde quantité entre parenthèses revient à
et se décompose en
(b + a-c)(b-a + cî ■ H vient donc , ■
\ = y(a + c + b){ a + c-b){b + a -c){b~ a -}-c) formule qui est calculable par logarithmes, puisque les et — ■ qui y entrent ne réunissent que des premières des donnée?.
On lui donne une forme plus simple en posant
a+b + c = 2s , d'où a + c — ô = 2(s— 6) ,
ft — o + c = 2(*— a) .
Substituant ces valeurs, et remarquant que le' facteur S*', 'mis hors du radical, devient 2* ou 4 , et détruit par conséquent le facteur i , on obtient
A = y'i(.*— a) (à—b) (s—c), ou, en appliquant les logarithmes,
logA= 4 [logs + log(s— a) f log(l — log(* ■ Si 0 = 41" , ô = 37» , c = \Q- ;
on trouvera d'abord a -j- 6 -}- c = 94 ; d'où s = 47 , s — a— 6 , s — i'=10 , s — c = .' Puis log47= 1,6720979 '
log 6=0,7781512 loglO= 1,0000000 log31 = 1,4913617
logA =2,4708054 .
L'aire demandée est le nombre correspondant a ce logarithme , ou
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III. Le lecteur pourra s'exercer à rendre calculable par logarithmes la formule
qui représente l'aire d'un trapèze dont la plus grande base est a , la plus petite b , et les eâtés non parallèles c et d ,
Il trouvera qu'en posant a -\-c-\-d — b = ip elle peut s'écrire
formule calculable par logarithmes.
Pour o=83" , i — 61™ , c=S5 m , d — 49" ; il trouvera A = 3520»- r ,55 .
500. Lorsqu'une formule ne peut pas ûtre rendue calculable par logarithmes, c'est-à-dire lorsqu'on ne peut déduire le logarithme de l'inconnue des logarithmes des données, sans passer préalablement aux nombres, il faut au moins tacher de le faire le plus petit nombre de fois possible, ce à quoi on parvient quelquefois au moyen d'une inconnue auxiliaire.
I. Soit , par exemple, k calculer le volume d'un trône de pyramide dont la hauteur est h ni dont les bases sont des carrés ayant respectivement pour côtés a et h . _
En désignant ce volume par V , on aura * \ = j l h{a*+b'+ab) , formule qui n'est point calculable par logarithmes. On pourrait bien calculer par logarithmes les quantités «* , 6" et nb ; mais il faudrait passer trois fois aux nombres pour obtenir la valeur de la quantité entre parenthèses. -
Pour l'éviter, ajoutons, entre les parenthèses, les termes -\-ab et — ab , cequi ne changera pas la valeur de V ; il viendra
V^^hia' + P+ïab— ab) ou V = iA[(o + ^-«ô] .
Posons x*=ab d'où x=\Jab et loga:=i(loga-|-IogiO . L'inconnue auxiliaire ayaal élé calculée , on pourra mettre x 1 à la place de «6 dans la formule , et il viendra "
y=^ih[(a + bf-a^ = ih(a+b + x)(a+b-x)
d'où
logV = E3 + logA + log( a +& + a ; )+log(o-|-&- 1 c) . * Vny. noWe CAmArie théorique et pratique, S- êilliion , n" 691.
On parvient ainsi à appliquer les logarithmes à la formule , en ne passant préalablement aux nombres qu'une fois au lieu de trois.
Soient, par exemple, a=12™' , b=iO m et A = 2™ . On aura d'abord
, log!2= 1,0791812 log 10 = 1,0000000 - 2,0791812 logic =1,0395906 .
Et, en passant aux nombres, x — 10,9797 .
Puis: 0 + 6-f- a; = 32,9797 ; Iog32,9797 = 1,5182467 a -j- b — x = 1 1 ,0203 ; log 1 1 ,0203 = l ,0421935 log 2 -=0,3010300 L 3 =1,5228788 d'où log V = 2,3843490
et V = 242-- clJ, ,2975....
II. Le lecteur pourra traiter de même la formule V = ^ lt A(R , + r 1 +Rr) , qui exprime le volume d'un tronc de cône , dont la hauteur est A et dont les bases ont pour rayons R et r ".
Pour R=6 , "r=5 , A=2 ; il trouvera # = 5,477225 ; puis V = 190-- :ul, ,590 .
501 . L'un des principaux usages des logarithmes est de servir à résoudre les équations exponentielles. Nous avons vu (271) que, dès que l'on sait résoudre l'équation
<f=b [1], pour une valeur particulière de a et pour toutes les valeurs de b , on suit , par cela mémo, la résoudre pour toute autre valeur de a . Or, les tables des logarithmes vulgaires résolvent immédiatement l'équation
on pourra donc en déduire la solution de l'équation [1] pour des valeurs positives quelconques de a et de b .
En appliquant, en effet, les logarithmes à cette équation, on eh tire
x logo = log ô
d'où
* Voy. noire Gèamétie théorique et pratique, 3' éililion, n" (i!l8.
c'est-à-dire que la valeur de x est te quotient du logarithme rlu nombre b par le logarithme du nombre a .
On pourrait même obtenir ce quotient par logarithmes; car, en appliquant les logarithmes à l'équation [3] , on en déduit
log x = log (log b) — log (log a) ou logaJ^logîlogôJ + L (loga) (294),
ou encore logx = logflogfi) + C'log(loga)— 10 (295). Soit, par exemple, à résoudre l'équation esponontiullc
loc3 0,4771212 on aura * =1^2 = 0,301(1300 '
d'où !og*==log(0,47712l2) + £(0,3010300) '.'■ \ '
^1,8786287 + 0,5213902 = 0,2000189 , d'où x = 1,58497....
On trouvera de même que la valeur de * dans l'équation (5,76)'=40 est «=2,10680 .
502. I. Enfin, ayant une table de logarithmes calculée dans le système dont la base est 10 , on peut par une opération trèssimple former une table de logarithmes dans un système quel-
En effet, soient a la base de ce système et y le logarithme d'un nombre n dans ce système, on devra avoir a* = î> .
Prenons les logarithmes des deux membres dans le système vulgaire, dont la base est 10 , il viendra ' : ■ -
y log fi — logrt ,
d '° û »=EÏS— »— U5Î*
Or, logn est le logarithme vulgaire de n , et y garithme dans le système dont la base est a ; on voit donc que pour obtenir le logarithme d'un nombre dans wi système quelconque, il suffit de diviser son logarithme vulgaire par le logarithme vulgaire de la base de ce système, ou, ce qui revient au même, de le multiplier par la quantité constante
Cette quantité constante, par laquelle il faut multiplier les logarithmes vulgaires de tous les nombres pour obtenir leurs logarithmes dans le système dont la base est « , est ce qu'on nomme le module de la nouvelle base , par rapport à la base 10 .
Si l'on demandait, par exemple, le logarithme de 2' dans le système dont la hase est 7 , il faudrait multiplier le logarithme
vulgaire de 2 , ou 0,3010300 p»r ^ ou par .
Ainsi en appelant x le logarithme demandé, on aurait *' = o1"So d'où log x = log 0,3010300 + E 0,8450980 , = 1,4786098 -f 0,0730928 , =1,5517026 ; d'où x = 0,3562071....
Plus généralement, si x est le logarithme d'un nombre » dans le système dont ia base est a , et que y soit le logarithme du même nombre dans le système dont la base est b , on devra avoir
et en prenant les logarithmes des deux membres dans le système dont la base est a , , . ,
ylogô — logw = a; ;
d'où
c'est-a-dîre qu'il faut diviser le logarithme du nombre « , pris dans le système primitif, par le logarithme de la nouvelle base pris dans ce même système primitif, ou, ee qui revient au même, le multiplier par la quantité constante
que l'on nomme le module de la nouvelle base par rapport à l'ancienne , et qui est le quotient de l'unité par ie logarithme de la nouvelle base pris dans l'ancien système.
II. Si l'on demandait dans quel système de logarithmes le nombre n a pour logarithme a , en appelant- x la base de ce système , on aurait
x*-ti ;
d'où ttloga: = logffl et log,c = ^^ ,
'■(îc?fi) 5
c'est-à-dire que pour .noir le logarithme de la base demandée dans un système quelconque, il faudrait diviser le logarithme du nombre n , pris (Unis c« im;m<: système , pur le logarithme donné.
Par exemple, si l'on demandait dans quel système de logarithmes le nombre 47 a pour logaritlime 3,8501475 ; en appelant x là base demandée , et en prenant les logarithmes dans le système dont la base est 10 , on aurait
'' . _ log_j7 _^ 1,6720979
t * ar 7"3,8S0l476 3,8501475 " .
Effectuant ce calcul par logarithmes , on trouvera : ' log x = 0,4342947 ; d'où « = 2,71828.-...
Remarque. La base dont nous vemms <]•• d. i- i iniuor la valeur est en effet celle d'un système de logarithmes usité ; c'est celle des logarithmes népériens ou hyperboliques qui jouissent de propriétés remarquables , mais dont le développement ne saurait trouver
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503. L'extraction de In racine carrée et celle de la racine cubique des nombres sont ordinairement excusées dans L-s traités d'Arithmétique ; c'est pourquoi nous n'avons pas cru devoir en parler dans le corps même de tel ouvrage. Mais comme la théorie de ces opérations donne lieu à plusieurs remarques qui ne peuvent être hien comprises sans le secours de l'Algèbre, il ne sera peut-être pas inutile de la reproduire, comme application des principes précédemment établis.
§ 1. De l'extraction de la racine carrée des nombres.
504. Le carré d'an nombre est le produit de ce nombre par lui même.
Les carrés des nombres
123456789 10 sont 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 .
On remarquera qu'aucun de ces carrés ne se termine par un des chiffres 2 , 3 , 7 ou 8 .
Les carrés des nombres
10 100 1000 etc., sont 100 10000 1000000 etc.
En général, le carré de 10" est 10 1 * ; c'est-à-dire que le carré de l'unité suivie de n zéros est l'unité suivie de 2n zéros. Le carré d'un nombre composé Uniquement de dizaines est un ,1? -
TROISIÈME PÀttTIi!. — CHAPITRE XL
nombre de centaines; car le nombre étant terminé par un zéro , le produit de ce nombre par lui-même sera terminé par deux zéros. Ainsi le carré de 80 est 6400 .
Le carré d'un nombre composé de dizaines et d'unités, se compose: du carré des dizaines, du double produit des dizaines par les unités, et du carré des Unilési
Car en appelant n ce nombre, d ses dizaines et u ses unités, on a
n = d-\-% , d'où «' = rf 1 -f- 2 r/w + m* .
On remarquera que d étantun nombre de dizaines, d 1 est un nombre de centaines, 2</« est un nombre de dizaines. Il en résulte que le chiffre des unités de n 1 est le chiffre des unités de m' ; donc le carré d'un nombre entier ne peut être terminé par aucun des chiffres 2 , 3 , 7 ou 8 .
Si un nombre admet un facteur premier p , il ne peut être un carré parfait qu'autant qu'il est divisible par p 1 . Car si un carré n' est divisible par p , le facteur p devant diviser l'un des deux facteurs du produit n X n divise nécessairement n ; ainsi n est de la forme pq , g étant un nombre entier; donc n 1 est de la forme j?V ; donc n* est divisible par " p* .
Par exemple, si un nombre est divisible par .2 et qu'il ne le soit pas par 4 , il ne saurait être un carré parfait. Si un nombre est divisible par 3 et qu'il ne le soit pas par 9 , il ne saurait •Stre un carré parfait ; et ainsi de suite.
ÎSOS. On appelle racine carrée d'un nombre un second nombre qui, multiplié par lui-même, reproduit le premier.
Ainsi 2 est la raeine carrée de 4 ; 3 est la racine carrée do 9 ; etc.
Lorsqu'un nombre n'est pas un carré parfait, sa racine ne peut être exprimée exactement ni par un nombre entier , ni par wra nombre fractionnaire.
D'abord elle no peut être exprimée par un nombre entier. Supposons qu'elle puisse l'être par un nombre fractionnaire ^ , qu'on peut toujours regarder comme réduit à sa plus simple expression. Il faudrait alors que son carré ^ fût un nombre entier. Or a et li n'ayant aucun l'acteur commun , il en est de même do «* et de h- , et par conséquent ^ ■ ne peut être égal à un nombre entier.
La racine carrée d'un nombre qui n'est pas un carré parfait est dite ,
Btt LA BACINE CARRÉE DES NOMBBES.
pour cette raison, incommensurable. On se propose ordinairement alors de trouver coite racine avec un certain degré d'approximation.
506. Extraire la racine carrée d'un nombre A moins p'UKE UNITÉ près (par défaut ) , c'est chercher la racine du plus grand carré contenu dans ce nombre.
Supposons d'abord que le nombre proposé n'ait pas plus de deux chiffres.
Soit, par exemple, le nombre 72 . Ce nombre est compris entre 64 et 81 ; sa racine est donc comprise entre 8 et 9 ; c'est-àdire que 8 est sa racine carrée à moins d'une unité , par défaut.
On voit qu'il suffit, dans ce cas, de chercher entre quels carrés consécutifs le nomhre proposé est compris ; la racine du plus petit de ces deux carrés est la racine demandée.
Au lieu de prendre la racine carrée à moins d'une unité près , par défaut, on pourrait la prendre par excès; ce serait alors la racine du carré imniydiauiuiunt supérieur au nombre proposé.
Ainsi 9 serait la racine carrée de 72 , à moins d'une unité près, par excès
Il peut arriver que In racine par excès soit plus approchée que !a racine par défaut. C'est ce qui arriverait, par exemple, pour le nombre 80 , dont la racine est évidemment plus voisine de celle de 81 que de celle de 64 , c'est-a-dire plus voisine de 9 que de S. Nous reviendrons d'une manière générale sur cette cire on si an ce.
507. Supposons, en second lieu, que le nombre proposé ait plus de 2 chiffres , mais pas plus de A . Soit, par exemple , le nombre 7209 .
Ce nombre ayant 4 chiffres, est compris entre 100 et 10000. Le plus grand carré contenu dans ce nombre étant au moins égal à 100 , qui y est contenu ,. est lui-même compris entre 100 et 10000 .Sa racine, qui est le nombre demandé, sera donc comprise entre 10 et 100 , et se composera par conséquent de dizaines et d'unités. Le carré de cette racine contiendra donc le carré des dizaines, le double produit des dizaines par les unités, et lo carré des unités. Le nombre proposé contiendra en outre un reste, s'il n'est pas un carré parfait.
Le carré des dizaines de la racine demandée , étant un nombre de centaines, ne peut se trouver que dans les 72 centaines du nombre proposé. Je dis que , si l'on extrait la racine carrée du plus grand carré contenu dans les 72 centaines du nombre proposé, on aura précisément le chiffre des dizaines de la racine demandée. En effet, désignons par a la racine du plus grand carré contenu dans 72 i nous aurons
rf<72 <(•+!)• ,
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,0u, en multipliant par 100 ,
a'X100<7200<{o+l) 1 xl00 ; mais, ces trois nombres exprimant des centaines, on ne changera pas le sens de l'inégalité , si l'on ajoute au nombre intermédiaire un nombre, 9 , moindre que 100 ; on aura donc a , .100<7209<(Q+l)'.IOO , ou, on extrayant la racine,
a.lO<y/72Ô9<{a+l).10 .
Là racine du nombre proposé est donc comprise entre a dizaines et a-\-l dizaines ; il en est donc de même de la racine du plus grand carré contenu, puisqu'elle diffère de la racine totale de moins d'une unité. Elle se compose donc de a dizaines , et d'un certain nombre d'unités moindre que 10 . Le chiffre des dizaines est donc a .
Le plus grand carré contenu dans 72 est 64 dont ia racine est 8 . Le chiffre des dizaines dclaracine demandée est donc 8 .
Retranchons du nombre proposé le carré des dizaines obtenues à la racine. Le reste 809 contient encore le double produit des dizaines de la racine demandée par les unités, plus le carré des unités , plus un reste si 7209 n'est pas un carré parfait.
Le double produit des dizaines de la racine par les unités étant un nombre de dizaines , ne peut se trouver que dans les 80 dizaines du reste 809 . Si ces 80 dizaines étaient exactement le double produit des dizaines de la racine par les unités, en le divisant par le double des dizaines obtenues on aurait les unités. Mais comme ces 80 dizaines peuvent contenir en outre quelques dizaines provenant du -carré des unités et du reste , s'il y en a un , en faisant celte 1 division il pourra arriver qu'on obtienne un quotient plus grand que le chiffre des unités ; et il sera nécessaire de l'essayer, i' Le double des 8 dizaines obtenues est 16 dizaines . Le quotient de 80 par 16 est 5 'j Pour essayer le chifl're 5 , ilfaut former le double produit des 8 dizaines par ces 5 unités , le carré de ces 6 unités ; et voir si la somme peut se retrancher du reste 809 . On fait ce calcul plus commodément en écrivant le chiffre à essayer , 5 , à la droite du double des dizaines obtenues , 16 , et en multipliant par 5 :
car on forme ainsi le produit du double des dizaines par les unités et le carré des unités.
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La somme 825 étant plus grande que 809 , on en conclut que le chiffre 5 est trop fort. On essaye de la même manière le chiffre 4 :
On voit que 4 n'est pas trop fort; et comme il ne peut être trop faible, il s'ensuit que c'est le chiffre exact des unités. La racine demandée est donc 84 .
On retranche 656 de 809 , et l'on obtient pour reste 153 , c'est le reste de l'opération.
Le nombre proposé est donc égal au carré de 84 , plus le reste 153 .
Yoicï le tableau de l'opération :
308. Hbmabode [. Si le double des dizaines n'était pas contenu dans les dizaines du reste , le chiffre des unités serait 0 ; et ce reste serait le reste de l'opération. Exemple : 620-3 8 17 0 49 1 4
Le double des 7 dizaines , ou 14 , n'étant pas contenu dans les 13 dizaines du reste 138 , le chiffre des unités est 0 ; la racine est donc 70 , et le reste de l'opération est 138 .
Remarque H. La crainte de mettre aux unités de la raeine un chiffre trop fort pourrait en faire mettre un trop petit. Voici comment on serait averti de cette erreur. Soit" a la racine trouvée; si elle élait trop petite d'une unité, le nombre proposé pourrait contenir le carré de a+1 .Or,cecarré, a'-|-2a-j-I , surpasse le carré de a de 2a + 1 ; mais le nombre proposé surpasse le carré de a d'une quantité égale au reste de l'opération. Il faudrait donc que ce reste fût au moins égal au double de la racine obtenue , plus 1 , pour que cette racine fût trop petite d'une unité.
Remarque III, La racine obtenue est approchée à moins d'une unité par défaut; en l'augmentant d'une unité on a la racine à moins d'une unité par excès. On peut demander quelle est celle qui est la plus approchée.
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Pour répondre à cette question , désignons par N le nombre proposé, par a. la racine obtenue , et par r le reste de l'opération; nous aurons
Faisons le carré de a + \ , nous aurons
(« + l)'=a' + "+i - Si r surpasse a , il le surpassera au moins d'une, unité, puisque ce sont des nombres entiers; on aura donc.
parsuite N>(a+ {)* , d'où y/N>a-H , c'est-à-dire que la racine du nombre proposé sera plus près de a-p-t 1 ue de « • ■ > -
Si r est égal ou inférieur à a, on aura
parsuite - N<(a-H)' , d'où +
c'est-à-dire que la racine du nombre proposé sera plus près de a
que de a-f-1 .
En résumé, it n'y a d'avantage à augmenter d'une unité ta racine obtenue que. lorsque te reste surpasse relie racine.
Si l'on a égard à celte règle, on aura toujours la racine à moins d'une demi-unité près.
309. Supposons maintenant que le nombre proposé ait plus de 4 chiffres, mais pas plus de 6 . Soit, par exemple, le nombre 72095» .
Ce nombre étant plus grand que 100 , sa racine est plus grande que 10 ; ilenestdomêmodelaracinoduplusgrand carré conlenu(307); elle se compose donc de dizaines et d'unités; et son carré contient le carré des dizaines , le double produit des dizaines par les unités et le carré des unités. Le nombre proposé contient en outre un resté, s'il n'est pas un carré parfait.
Le carré des dizaines de la racine demandée ne peut se trouver que dans les 7209 centaines du nombre proposé. On démontrerait comme ci-dessus (307] qu'en enrayant la racine carrée du plus grand carré contenu dans ces 7209 centaines , on aura les dizaines de- la racine. On trouve ainsi que ia racino demandée a S4 dizaines, et l'on obtient pour reste. 15358 .
Ce nombre contient encore le double produit des 84 dizaines obtenues par les unités, le carré des unités et un reste s'il y en a uu. Le double produit des S4 dizaines par les unités ne peut se
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trouver' que dans les 1535 dizaines du reste. Si l'on divise ces 1535 dizaines par le doubla de 84 on 168 , on obtiendra pour quotient lu chiffre des unités ou un chiffre trop fort. Le quotient de 1535 par 168 est 9 . Pour essayer ce chiffre, on l'écrira û la droite du double des dizaines obtenues et l'on multipliera par co chiffre ; on formera ainsi le double produit des dizaines par les unités et le carré des unités; et l'on verra si le résultat peut Être soustrait du reste 15358 .
On obtient ainsi 15201
Ce nombre pouvant être soustrait de 15358 , le chiffre 9 est le chiffre des unités de la racine. La racine demandée est. 849 ; et ls reste de l'opération est 157 .
Le nombre proposé 720958 est donc égal au carré de 819 plus le reste 157 .
Voici le tableau des opérations :
■ iW '
On pourrait faire ici les mêmes remarques qu'au n° BOH.
510. En répétant ces raisonnements, on pourra extraire la racine d'un nombre composé d'autant do chiffres qu'on le voudra; et l'on est conduit à la règle suivante ;
Pour extraire, à moins d'une, unité, la racine carrée d'un noinbre entier, on le divise en tranches de. deux chiffres, à partir de la droite (la dernière tranche i: gauih'' pouvant n'en ncmr qu'un). On extrait la racine du plus grand car ri: caiilenu dans la premier': tranche à gauche; on a ainsi le chiffre, des p/us hautes unités de la racine. On soustrait de cette première tranche le carré du chiffre écrit à la racine; à la droite du reste, on écrit la tranche suivante, ee gui donne le PBEMtIR hestk. On sépare par un point le chiffre des unités de ce rente, et fond irise la partie à gauche par le double du chiffre obtenu à la racine; on obtient pnur quotient le. second chiffre delà racine, ou un chiffre trop fort. Pour l'essayer, on l'écrit à la droite du double du chiffre déjà obtenu, et l'on multiplie parle chiffre qu'on essaye. Si le produit peut être soustrait da premier reste. , le chiffre
essayé est bon , et on l'écrit à lu droite du chiffre déjà obtenu à la racine. A la droite du reste de la soustraction , on écrit ta troisième tranche du nombre proposé ; oâ obtient ainsi le second reste. On sé-
" pare son premier chiffre ii droite par un point, et l'on divise la partie à gauche par le double de la partie déjà obtenue à la racine; on obtient pour quotient le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. Pour l'essayer, on récrit à la droite du double de lapartie ■ déjà obtenue a la racine, et l'on multiplie par le chiffre qu'onessaye; si le produit peut être soustrait du second reste, le chiffre essaye est bon, et on l'écrit à la racine. A droite du reste de la soustraction, onéerit la quatrième tranche, et l'on obtient un troisième reste sur lequel on opère comme su, les précédents. On continue ainsi jusqu'à ■ce qu'on ait obtenu tous les chiffres de la racine qui sont en même
\ nombre que les tranches d« nombre proposé.
1 ,'5*311, Lorsqu'on a obtenu plus de la moitié des chiffres de la racine, les autres peuvent s'obtenir par une simple division.
Pour fixer les idées, soit N le nombre proposé ; supposons que . la racine, Vraoins d'une unité, ait 2n+l chiffres, et qu'on en ait déjà obtenu . Désignons par a la valeur de cette
partie obtenue, et par x ce qu'il faudrait y ajouter pour compléter la racine exacte. Soit enfin 11 le reste auquel on est par-
On aura H = (a^-x) t =a t +2ax-\-^ , .
d'où N— a* ou %=2a*-r-a^
et, en divisant par 2a , . .
dou * = Ta - Ta .
Soit b la partie entière du quotient de R par 2a, et, r le reste ; on pourra écrire
Or, puisqu'on a déjà obtenu m + 1 chiffres à la racine , il en reste n à obtenir; a; se compose donc d'un nombre de n chiffres, plus une quantité moindre que 1 ; x est donc moindre que l'unité suivie de n zéros; et conséquemmenl x* est moindre que l'unité suivie de 2n zéros . D'un autre coté, a se composant de n-|-i chiffres suivis de n zéros , est plus grand que l'unité suivie de 2 n zéros ; il en est de même, à plus forteraison.de 2a . La quantité ~ est donc moindre qUe 1;
DE LA RACINE CARRÉE DKS NOMMES
d'ailleurs ^ est une. fraction; leur différence ■
• ' la la
est donc moindre que 1 . Par conséquent , on a. , à moins d'une unité près, «"
c'est-à-dire que si on divise le reste R par 2a , la partie entière du quotient donnera les n chiffres qui restent à trouver à la racine. Mais on pourra avoir ainsi la racine approchée, à moins d'une unité par excès ou par défaul, suivant que x? sera plus grand ou plus petit que r , ce qu'on ne peut savoir apriori.
Si , par exemple , on demande , à moins d'une unité près , la ra-* cine de 2000000000000 ; la racine devant avoir 7 chiffres, il suffira d'en calculer 4 par la règle du n" 510. On trouve que ces 4 premiers chiffres sont 1414 , et l'on obtient pour reste 604000000 . Si l'on divise ce reste par le double de 1414000 , c'est-à-dire par 2S28000 , ou, ce qui revient au même, 604000 par 2828 , on obtiendra les 3 derniers chiffres de la racine. On trouve ainsi, pour ces 3 derniers chiffres 213 ; et la racine totale est par conséquent 1414213 , à moins d'une unité près, par excès ou par défaut.
Remarque. On peut déterminer, a posteriori, si la racine obtenue est approchée par excès ou par défaut. On a en effet
N — a* -}- R et R = 2aÈ+r d'où ' H = a'+'<lab + r .
Si r est plus grand que If , N sera plus grand que (a-\~bf , et o-f- b sera approché par défaut. Si r est moindre que b* , N sera moindre que (a-\-b} % , et. a-\-b sera approché par excès. . > '
Dans l'exemple précédent, on trouve r = 1636000 ; et l'on a & = 213 ; par conséquent r est plus grand que 6* ,etlaracine obtenue est approchée par défaut.
512. Soit maintenant à extraire lu racine du nombre n , à moins de la fraction - . près.
C'est chercher deux fractions ayant pour dénominateur p et pour numérateurs deux nombres entiers consécutifs x et a;+l , tels que ces fractions comprennent entre elles la racine de n . Ainsi on doit avoir
d'où s <i/np , <a; + l ,
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c'est-à-dire que x est la racine du plus grand carré contenu dans ïlp* .Ainsi -.pour extraire la racine d'un nombre n , à moins d'une fraction près ayant pour numérateur 1 et pour dénominateur p , il faut multiplier te nombre proposé n par te carré du dénominateur p , extraire la racine du produit à moins d'une unité, et donner à cette racine le dénominateur p .
Si, par exemple, on demande la racine de 42 à moins de i , on
multipliera 42 par 49 , carré de 7 ; on extraira à moins d'une unité la racine du produit 2058 ; ayant obtenu cette racine, qui
est 44 , on lui donnera le dénominateur 7;etl'onaura ~ ou 6^
pour la racine demandée.
313. Si la fraction qui exprime l'approximation est une imité d'un certain ordre décimal , l'application de la règle ci-dessus conduit a mettre à la droite du nombre proposé 2 fois autant de zéros qu'on mit obtenir de oYcutta'es à hi racine ; il extraire à moins (l'une unité la racine du nombre ainsi obtenu , et à séparer sur la droite de oelte racine le nombre de décimales demandé.
Soit, par exemple, à extraire la racine de 2 a moins de ^qôqôÔQ ' il faudra mettre 12 zéros à la droite de 2 , ce qui donnera le nombre 2000000000000 ; extraire à moins d'une unité la racine de ce nombre, ce qui donnera 1414213 ; et séparer 6 décimales sur la droite de cette racine, ce qui donnera 1, 414213 .
Dans le cas où l'on doit avoir un grand nombre de décimales , on peut appliquer la méthode abrégée du n" 311.
Soit enfin à extraire la racine carrée d'une fraction
I. Si les deux termes sont des carrés parfaits, il suffira d'en extraire séparément la racine ; car, pour élever une fraction au carré , il faut, d'après la règle de la multiplication des fractions, y élever séparément ses deux termes.
Ainsi , la racine carrée do ^ est | .
II. Si le dénominateur seul est un carré parfait, on peut en extraire exactement la racine, puis extraire celle du numérateur à moins d'une unité ; on obtient ainsi la racine demandée à moins d'une fraction dont le numérateur est 1 , et dont le dénominateur est la racine carrée du dénominateur de la fraction proposée.
Ainsi , la racine de ^ est ^ ou | à moins de | . Mais ce degré d'approximation paraît en général insuffisant; il convient d'obtenir la racine à moins, d'une fraction dont le numé-
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rateur soit 1 et le dénominateur celui de la fraction proposée. Pour cela on opérera comme dans le cas suivant.
III. Si aucun des deux termes n'est un carré parfait, on rendra le dénominateur un carré en multipliant li>s deux [r:rmes du la faction proposée par son dénominateur ; on extraira la racine du numérateur à moins d'une unité, et celle du dénominateur exactement. On aura ainsi la racine demandée à moins d'une fraction ayant pour numérateur l'unité, et pour dénominateur celui de la fraction proposée.
Ainsi, la racine de ^ sera celle do ^ , c'est-à-dire ^ ou ~ à moins de i .
On peut souvent rendre le dénominateur un carré parfait sans être obligé de multiplier les deux termes par ce dénominateur, mais on n'obtient pas ainsi une approximation suffisante.
Ainsi, en multipliant les deux termes de la fraction ^ par 3 ,
on obtient |^ , dont le dénominateur est un carré parfait ; et si
on en extrait la racine on obtient ou ~ , h moins de ~ i
b ,6 fa
tandis que nous l'avons obtenue à moins de tout à l'heure.
IV. On peut même obtenir la racine demandée à moins d'une fraction ayant pour numérateur l'unité , et pour dénominateur un multiple quelconque du dénominateur de la fraction proposée. Par
exemple, on peut obtenir la racine de | à moins dé ^ . Pour
cela, il suffit de multiplier les doux termes par nt'b , ce qui
donne ; et en extradant la racine , SI l'on extrait
la racine indiquée au numérateur à moins d'une unité, on obtiendra
celle de la fraction proposée à moins de ^ .
Ainsi , pour obtenir la racine de à moins de ~ . on mu!tipliera les deux termes par 25 X 12 ou par 300 , ce qui donnera 5 et, en extrayant la racine, ~ ou ~ à moins
IÎemauque. Il peut arriver qu'en extrayant la racine de ^ à
moins de ^ , on obtienne pour racine là fraction proposée ellemême. Il suffit pour cela que la racine de ab , à moins d'une unité > soit a . Or, on a dans ce cas
a<V^6<« + l , ou , en élevant au carré ,
o'<fl6<«' + 2fl+i ; ou ,. en divisant par a ,
c'est-à-dire que b est plus grand que a , mais plus petit que (C-J--2 +5 î '1 ne peut donc avoir que l'une des valeurs a + l ou a+2 . En d'autres termes, la circonstance dont nous parlons se présentera quand le dénominateur ne surpassera le numérateur que de 1 ou 2 unités au plus.
Par exemple, la racine de g , à moins de ^ , est la racine de p , c'est-a-dire g .
. S II. De l'extraction île la racine cubique des nombres.
318. iecube d'un nombre est un produit de trois facteurs égaux à ce nombre.
Les cubes des nombres -
13 3-4 5 6 7 8 9 10, sont 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 .
Les cubes des nombres
10 100 1000 etc. ,
sont 1000 1000000 1000000000 .etc.
En général, le cube de 10" est 10 1 " .
Le cube d'un nombre composé uniquement de disaines est un nombre de mille; car le nombre étant terminé par un zéro, un produit de trois facteurs égaux à ce nombre sera terminé par trois zéros. Ainsi le cube de 80 est 512000 .
Le cube d'un nombre composé de disaines el d'unilés contient :
Oigiiizad 0/CoogI
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le cube des disaines, le triple produit du carré des disaine» par les unités, le triple produit dès dizaines par le carré des unités, et le cube des unités.
Car en appelant » ce nombre, d ses dizaines et u ses unités, on a
n = d+u , d'où rt = d i -\-?,dH+Zdu'-\-v> (248).
3lB. On appelle racine cubique d'un nombre un secondnombre qui, pris trois /ois comme jacteur, reproduit le premier.
Ainsi 2 est la racine cubique de . 8 ; 3 est la racine cubique de 27 , etc. On démontrerait comme au n° 30S, que lorsqu'un nombre n'est pas un cube parfait, sa racine cubique est incommensurable. On ne peut alors l'obtenir qu'avec un certain degré d'approximation.
Extraire la racine cubique d'un nombre à moins d'une unité près {par défaut), c'est chercher la racine du plus grand cube contenu dans ce nombre.
Supposons d'abord que le nombre proposé n'ait pas plus de 3 chiffres; soit, par exemple, le nombre 641 .
Ce nombre est compris entre 512 et 729 ; sa racine cubique est donc comprise entre 8 et 9 ; c'est-à-dire que sa racine cubique à moins d'une unité, par défaut, est 8 . Il suffit, comme on voit , dans ce cas , de chercher entre quels cubes consécutifs te nombre proposé est compris; la racine du plus petit de ces deux cubes est la racine demandée.
La racine du plus grand serait la racine approchée à moins d'une unité par excès. Ainsi 9 serait la racine de 641 par excès.
317. Supposons, en second lieu, que le nombre proposé ait plus de 3 chiffres, mais pas plus de 6 .Soit, par exemple, le nombre 641793 .
Ce nombre ayant 6 chiffres est compris entre 1000 et 1000000 . Le plus grand cube contenu dans ce nombre étant au moins égal à 1000 qui y est contenu, est lui-même compris entre 1000 et 1000000 . Sa racine, qui est le nombre demandé, sera donc comprise entre 10 et 100 , et se composera par conséquent de dizaines et d'unités. Le cube de cette racine contiendra donc le cube des dizaines, le triple produit du carré des dizaines par les unités, etc. Le nombre proposé contiendra en outre un reste s'il n'est pas un cube parfait.
Le cube des dizaines de la racine demandée étant un nombre de mille , ne peut se trouver que dans tes 64lmille du nombre proposé. Je dis que , si l'on extrait la racine cubique du plus grand cube contenu dans ces 641 mille , on aura le chiffre des dizaines
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de la racine demandée. En effet, si a désigne la racine de ce plus grand cube, on aura
d'où o J . 1 OOO < 64 1000 < (a + 1/ . 1000 ;
ou en ajoutant 703 au nombre intermédiaire, ce qui ne changera pas le sens des inégalités , puisque ces nombres expriment des mille,
tf.l00O<64l793<( tt +l)M0O0 ; ou, en extrayant la racine cubique,
. a.lO<v'êîÎ7Ô3<(a-|-lJ.10.
La racine du nombre proposé est donc comprise entre a dizaines et a + î dizaines ; il en est de même de la racine cubique du plus grand cube contenu, puisqu'elle diffère de la racine totale de moins d'une unité. Elle se composera donc de «dizaines et d'un certain nombre d'unités moindre que 10 .
Le plus grand cube contenu dans 641 est 512 , dont la racine est 8 . Le chiffre des dizaines de la racine demandée est donc 8 .
Retranchons du nombre proposé le cube des dizaines obtenues à la racine; le reste 120703 contient encore le triple produit du carré des dizaines de la racine demandée par les unités, etc. ,
Ce triple produit du carré des dizaines par les unités étant un nombre de centaines, ne peut se tronver que dans les 1297 centaines du reste; et si l'on divise ces 1297 centaines par le triple carré des dizaines de la racine, on aura le chiffre des unités ou un chiffre trop fort. Divisant 1297 par 3 fois 64 ou par 192 , on trouve pour quotient 6 . Pour essayer ce chiffre il faut former le triple produit du carré des dizaines par 6 , le triple produit des dizaines par le carré de 6 , puis le cube Je 6 , et Voir si lasomme de ces trois parties peut être retranchée du reste 129793 .
Oh fait ce calcul plus commodément en remarquant que 3(ft« -fSi&'+u' peuts'écrire [3(i*+(3d + H)M]t( .
On fera donc ie triple des dizaines 3(i ; on y ajoutora les unités, ce qui donnera Sd-\-u , et l'on multipliera la somme par les unités, ce qui donnera (3(/-}-u)i/ ; on ajoutera ensuite ce produit au triple carré des dizaines i|ui est déjà formé; on aura ainsi 3d* + &d-\-u)u ; et en multipliant par les unités, on aura enfin
[3d* + (3rt +«)u]u ou aiPo-r-Srfii' + M'-. * "■
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Voici le tableau de ce petit calcul dans l'exemple dont nous nous occupons :
Triple des dizaines 240
Somme
Produit par les unités 6 Triple carré des dizaines Somme
Produit par les unités 8
Ce nombre étant plus petit que le reste 129793 , le chiffre essayé 6 n'est pas trop fort. On l'écrira donc à la racine; et en retranchant 124056 de 129793 on aura le reste de l'opération 5737 . '
Voici le tableau général des calculs :
Remabque ï. Si le triple carré des dizaines de la racine n'était pas contenu dans les centaines du reste, le chiffre des unités serait 0 , et ce reste serait le reste de l'opération.
Remabque II. La crainte de mettre aux unités de la racine un chiffre trop fort pourrait en faire mettre un trop petit. On s'en apercevrait si le reste de l'opération contenait le triple du carré île la racine, plusle triple de celte racine, plus 1 ; car le cube de (a-\-lf étant a ! +3o*-f3a+l , surpasse le cube do a de 3o ! +3a-M .
318. Silenombre proposé avait plusde 6 chiffres, mais pas plus de 9 , on démontrerait comme ci-dessus qu'en extrayant la racine du plus grand cube emilcmi dans ses mille on aurait les dizaines de la racine demandée, lesquelles seraient alors exprimées par un nombre de 2 chiffres. On retrancherait des mille du nombre proposé le cube des :ii/:iirii - lilitomuv à la racine , et à côté du reste on abaisserait les trois chiffres suivants. On remarquerait comme eidessus que le triple produit du carré des dizaines obtenues par les unités ne peut se trouver que dans les centaines de ce reste; et que par conséquent en divisant ces centaines par le triple carré des dizaines obtenues à la racine , on aurait les unités ou un chiffre trop
fort, On essayerait ce chiffre comme ci-dessus; puis, s'il était reconnu bon , on l'écrirait à la racine. Exemple :
Ayant obtenu les deux premiers chiffres de la racine , comme cidessus, on a pour reste 5737 ; et en abaissant les 3 chiffressuivants, 5737845 . On forme le triple carré de 86 , qui est 7396; on divise 57378 par 7396 ; on trouve pour quotient 8 ; mais aveu un peu d'habitude on reconnaît facilement que ce chiffre serait trop fort. On essayedonc 7 ; on obtient 5303963 qui peut être retranché de 5737845 . Le chiffre 7 est donc bon ; la racine demandée est 867 ; et le reste de l'opération 433882 .
De là cette règle :
Pour extraire, à moins d'une unité, la racine cubique d'un nombre entier, on le divise en tranches de 3 chiffres à partir de la droite {la dernière tranche à yauche pouvant en avoir moins de 3 )-. On extrait ta racine tin plus granit cube contenu dans la première tranche àgauehe; on a ainsi le chiffre des plus hautes unités de la racine. On soustrait de ectte, première tranche le cube du chiffre trouvé à la racine; à ta droite du reste on abaisse la tranche suivante , ce qui donne un premier reste. On sépare par un point les deux premiers chiffres à droite de ce reste, et l'on divise la partie à gauche par le triple carré du chiffre obtenu à la racine; on obtient pour quotient le second chiffre de la racine, ou un chiffre trop fort. Pour l'essayer, on l'ajoute- au triple de la partie déjà trouvée à la racine et l'on multiplie, la somme par ce chiffre; au produit on ajoute le triple carré de la partie obtenue à la racine et l'on multiplie, celle, noune/le somme par te chiffre qu'on essaye. Si le produitpeut cire retranché du premier reste, le chiffre essayé est bon , et on l'écrit à la racine. A la droite du rate de ta soustrac-~ lion on abaisse la tranche mirante.; un obtient ainsi un SECOND RESTE. On sépare par un point les deux premiers chiffres à droite, et l'on divise la partie, à. ejauchc par le triple carre de la partie déjà obtenue à la racine; on essaye le quotient comme ci-dessus, et l'on continue
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ainsi jusqu'à ce qu'on ait obtenu tous les chif/resdela racine, gui sont en même nombre que les tranches du nombre proposé,
519. Soitniaintenantaextraîre la racine cubique dunombre n à moins de la fraction - près.
C'est chercher deux fractions ayant pour dénominateur p et pour numérateurs deux nombres entiers consécutifs x et x-\-\ tels que ces fractions comprennent entre elles la racine cubique de m . Ainsi on doit avoir ■
d'où tf<iV<:e+l ,
c'est-à-dire que x est la racine du plus grand cube contenu dans np' . Ainsi , pour extraire la racine ont bique^d'un nombre n à moins d'une fraction ayant pour numérateur 1 et pour dénominateur p , il faut multiplier le nombre proposé n parle cube du dénominateur p , extraire la racine du produit à moins d'une unité , et donner à cette racine le dénominateur p .
Si, par exemple, on demande la racine cubique de 15 à moins de i , on multipliera 15 par 729 cube de 9 , onextraira àmoins d'une unité la racine cubique du produit 10935 ; ayant obtenu cette racine, qui est 22 , on lui donnera le dénominateur 9 - et l'on aura y ou 2j pour la racine demandée:
Si la fraction qui exprime l'approximation est une unité d'un certain ordre décimal, l'application di! la règle ci-dessus conduit à mettre à la droite du nombre proposé 3 fois autant de zéros qu'on veut obtenir de décimales; à extraire à moins d'une unité la racine cubique du nombre ainsi obtenu; et à séparer sur la droite de cette racine le nombre de décimales demandé.
Soit, par exemple, à ejslçaire la racine cubique do 2 à moins, de t il faudra mettre 6 zéros à la droite de 2 , ce qui
donnera 2000000 ; extraire à moins d'une unité la racine de ce nombre, ce qui donnera 125 ; et séparer deux décimales sur la droite de cette racine, ce qui donnera , 1,23 .
■ 320. Soit enfin à extraire la racine cubique d'une fraction.
I. Si les deux termes sont des cubes parfaits , il suffira d'extraire séparément la racine de chacun d'eux; car, pourélever «ne fraction* -
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au cube , U faut, d'après les règles de lu multiplicalion des fractions, y élever séparément ses deux terroes. . -,
Ainsi „Ia racine cubique de ^ est g .
II. Dans tous les autres cas, on obtiendra la racine- demandée, à moins d'une fraction ayant pour numérateur l'unité , et pour dénominateur celui de la fraction proposée, en multipliant les deux termes decelto-ci par son dénominateur, extrayant la moine cubique du numérateur à moins d'une unité, et celle du dénominateur exactement.
Car ^ revient à ^ , dont la racine cubique est . Ainsi ,
. . , 7 „ . 1008 , .... ^ÎÔOS
la racine cubique de sera celle de , c esta-dire 1 — ,
ou ^ ,ou g .àmoinsde ^ .
ill. On peut obtenir la racine demandée ù moins d'une fraction ayant pour numérateur 1 et pour dénominateur un multiple quelconque du ilt'-itu itj i i iuLeur de lii fraction proposée. Par exemple, on
peut obtenir la racine cubique de | àmoinsde ~g . Pour cela,
il suffît de multiplier les deux ternies par m'/l 1 , ce qui donne
'~\ , et en extrayant la racine ^-- l ''- J -- . Si l'on extrait la racine
indiquée au numérateur à moins d'une unité, on obtiendra celle de
la fraction proposée a moins de ^ .
Ainsi, pour obtenir la racine cubique de ~ àmoinsde ,
on multipliera les deuï termes par 125X144 ou par 18000,
J 26000 Sû 5
cequidonnera ^ ; et, en extrayant la racine, ^ ou g ,
TROISIÈME PARTIE
GHAPITRE XII.
- MIS nOGRESSUWS.
S Des progressions par différence.
521. Ou nomme progression par différence Ou progreisiêti aritkmtique, une suite de termes tels que chacun surpasse le précédent (ou en .est surpassé! d'une quantité consente appelée raison Pour écrire une semblable progression , on la fait précéder du sisne ^ ell on sépare les termes par un point. Ainsi: , ■ - *2. 5. 8. U. 14. 17.20.23. 26. 29. etc.
est une progression par différence, dont la raison est 3 _ Cette progression est croissante. Si on l'écrivait dans'un ordreinverse,' elle serait décroissante. On peut considérer les progreiirsions décroissantes comme des progressions dont la raison est négative, et adopter alors, pour définition générale, que chaque terme est la somme alyfhntiue. du terme précèdent et de la raison.
Il résulte de la nature même des progressions arithmétiques, que Chaque terme est. moyen arithmétique entre celui qui le précède et celui qui le suit. Ainsi on a
U : 11 .14 ; etc
322. On peut calculer un terme de-rang quelconque, connai'ssant le premier et la raison, sans qu'il soit nécessaire pour cela de former les termes intermédiaires.
Soient en effet a le premier terme et '8 la raison.
le deuxième terme sera s-f-A ; -
le troisième terme sera a -f- 2S ;
le quatrième terme sera o-|-3 '5 ;
le cinquième terme sera a~\-4S ; et ainsi de suite.
On remarque que le coefficient de ! est précisément le nombre des termes qui précèdent celui qu'on veut former; en sorte qu'en appelant i le terme de rang n , c'est-à-dire qui en a n — t avant lui, on aura
c'est-à-dire qu'un terme de rang quelconque est égal au premier augmenté d'autant défais la raison qu'il y a de termes avant lui.
Comme applications de cette formule, soit à résoudre les problèmes suivants : '
I. Un ouvrier place cette année 200 fr. à la caisse d'épargne , et se propose d'y ajouter 125 fr. chaque année; quelle sera la somme placée au bout du 15 ans ? (Abstraction faite des intérêts.)
lia somme demandée est le seizième terme d'une progression par différence, dont le premier terme est 200 et dont la raison est 125 . En appelant x cette somme, on aura donc a; = 200 f -|-125 f X15 = 2O75 [ .
II. Un charretier doit déposer 50 voitures de sable en des points espacés de 20™, en 20"' sur une route; le point où il vient prendre le sable est situé sur la même route, à 150° de veluy où il doit déposer la première voiture; quel chemin aura-t-il à parcourir pour déposer la 50* voilure et revenir au point de départ?
Pour déposer la première charretée et revenir au point de départ, il aura à parcourir deux fois 150", c'est-à-flire 300" . Pour déposer la seconde et revenir, il devra parcourir 20° J de plus en allantet 20™ én revenant, c'est-à-dire 40" de plus que pour la première. Pour déposer la troisième et revenir, il devra parcourir encore 40™ de plus ; et ainsi de suite. Les distances successives a parcourir forment donc une progression arithmétique dont le pre-' mier terme est 300°" et ia raison M" ; ainsi on aura pour la valeur du 50* terme x .
325. La formule [1] peut servir à résoudre 4 problèmes différents, suivant que l'inconnue est a , ■ l , «. ou S . Elle peut servir, par exemple , à traiter cette question :
Entre deux nombres donnés A et ■ B insérer m moyens arithmétiques; c'est-à-dire former une progression par différence, dont A et B soient les termes extrêmes, et telle qu'il y ait m termes entre À et B.
Pour cela on remarque qu'il y aura m-f-2 ternies , et que, par conséquent , en nommant S la raison inconnue, on aura'
B = A + (ffl-f-l)î ,d'où S = ^j ,
c'est-à-dire que pour obtenir la raison, it faut diviser la différence des deux nombres donnés par le nombre des moyens à insérer, plus un. On obtiendra ensuito les moyens demandés en ajoutant successivement à A les quantités 8-, 25 , 33 , etc.
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Par exemple, si on propose d'insérer 6 moyens entre 0 et 13 , on aura S = ^L=J! = * , Par conséquent, la progression
lOf.lOf.llf.Uf.lty. 13 .
524. Dans toute progression par différence , la somme de a termes également éloignés des extrêmes est égale à la somme
Soient en effet a et l les termes extrêmes, S la raison, 1 le terme qui en a n avant lui et T' celui qui en a n après lui. On aura
l = a + nS e t l = T + n& .
Retranchant ces égalités membre à membre , il vient
T — l — a — T' , d'où T + Ï"=a + / , ce qu'il fallait démontrer. '
325. On peut se proposer de calculer la somme des termes d'une fH-ngresskii) ji;h- dill'ércnce.
Pour cela , soit i a. 6 . c. d .... g . h . k . I
proposée. En désignant pa^ i~. la somme lins
tenues, on. aura, indifféremment •
S = a + b + c + d-f- ....+ g + h + k + l , ou S = t+k- r ./ l + n + ....-\-d+c + b + a ,
en écrivant les termes dans un ordre inverso.
Or, on remarque que les termes placés l'un au-dessous de l'autre dans ces deux sommes sont précisément les fermes a égale distance des extrêmes. Si donc, on ajoute ces deux égalités membre à membre , le second équivaudra , en vertu de la proposition démontrée au numéro précédent, à autant de fois la somme des extrêmes qu'il y a de termes ; en appelant donc n ce nombre de termes , on aura ■
2S'=C« + 0» ,d'où S = f ±±^ [2],
c est-à-dire que la somme des termes d'une progression par différence s obtient en faisant la somme des extrêmes, multipliant cette somme par le nombre des termes, et prenant la moitié du résultai.
Comme application de cette formule, on peut se proposer les problèmes suivants :
!. Un corps gui tombe verticalement, dans le vide, parcourt ■ ■J"',90-H dans lapremiùre seconde, et successivement 9 ra ,8088 de.
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plus dans chacune des secondes suivantes; quel chemin aura-t-il parcouru au bout de 10 secondes ?.
Les espaces successivement parcourus dans la première seconde , la deuxième , la troisième , etc. , forment une progression par différence dont le premier terme est 4 m ,9044 et la raison g-.SOSS . En appelant l l'espace parcouru dans la 10* seconde , on aura donc d'abord (382)
En. appelant S l'espace total parcouru en 10 secondes , on aura ensuite
II. Un charretier doit déposer 50 voitures de sable, e» des points espacés de 20™ en 20™ sur une route; le point oit il vient prendre le sable est situé sur la même route, à . 150" de celui où il doit déposer la première voiture; quel chemin aura-t-ti à parcourir pour déposer les 50 voitures et revenir au point de départ? .. . j ■ ...
Nous avons déjà vu (522) que les espaces successifs à parcourir pour déposer chaque voiture et revenir au point de départ, forment une progression par différence dont le premier terme est 300" et la raison 40™ . Nous avons trouvé pour le dernier terme 2260™ . En appelant 5 le chemin total , nous aurons donc s=1 30O+|26O)5O = 640OO „
526. La formule [2] suppose que l'on connaisse le dernier terme; mais on peut encore se dispenser de le calculer. En effet, si, dans cette formula, on met pour l sa valeur tirée de la formule [1], on trouve
s = l . + .+£- m . ^ m + ! St - m m
Si, par exemple , on applique cette formule au dernier problème, on aura
3&7. Généralement, à Faide des deux formules
Î=a + C«— 1)S et S= C -Ï^
5 quantités, a , *,.»-,(, S , on peut résoudre tous les problèmes dans lesquels,- 3 de ces quantités
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étant données, on demande les 2 autres. Le nombre île ces problèmes est celui des combinaisons de 5 objets. 2 à 2 , ot» |~ . , c'est-à-dire 10 (23B).
Soit, pour exemple, à résoudre ee problème : ' Combien faudra-l-il d'années pour s'acquitter d'une dette ■de 7700 fr. , en donnant 800 fr. la première année, et successivement 200 fr. de pins chacune des années suivantes ?
Les sommes payées chaque année forment une progression par diffirencedoiitlçpremiertermeest 500 fr. et la raison 200 fr. ; c'est-a-direqu'onaici: a=800fr. , S=200fr. et S=7700fr.
. Mettant pour « j S et S leurs
i = 50O+(# — 1)200 et 7700 = ^""^ ' ■
Mettons pour i sa râleur dans la seconde équation , et faisons disparaître le. dénominateur 2 , il viendra
ou 15400= lOO0On+2OOn' — 200» , '
ou 200n ! +800n— 15400 = 0 ,
.ouenfin 1 n'+4*n— 77 = 0 ,
d'où »=— 2±v/4 + 77=— 2±fl .
La première valeur convient seule à la question ; c'est «^'7 . H faudra donc 7 années. On trouve ensuite '.
" 1 = 500 + 6.200 = 1700 f pom 1» somme payée' la 7* (innée.
S H. Somme (tes puissante, sem&labtes rte» terrai difKrence. — Application au* piles
Considérons une progression par différence -fo
dont la raison est S et dont N est le nombre des termes. On a la suite d'égalités
Élevons toutes ces égalités à la puissance n-f-1 ; nous aurons
t~'=«"4<. + i).v-+S^^+ '°+"^'W ....+i-«. ' ffai-HtH-iiw 1 f °+"^ - l f+ '°+'y^" t"y„.,+i-'.
^■=^^» + i )e -tV-^.--'.-'+ '''+' i ;'*~'w ....+^.
Nous aurons aussi l'égalité
Ajoutons toutes ces égalités membre à membre, en observant que les termes b"** , c~** , .... të""*" 1 , f" -1 , communs ' aux deux membres de l'égalité résultante peuvent être supprimés; et en posant pour abréger
Sw-.= 0"- ;
et ainsi de suite ; il viendra
Cette formule permettra de cale u 1er S„ quand on connaîtra toutes les sommes analogues depuis S, jusqu'à .
Or, la somme S t est la somme des termes mêmes de la. progression et peut être facilement calculée f32ii). Connaissant S, , on fera n=2 dans la formule ci-dessus, et on en tirera S, . Connaissant et S, , on fera. n=3 dans la formule, et l'on en tirera S, . Connaissant S, , Sa ■ et S, , on fera n — 4 , et l'on obtiendra S t . En continuant ainsi, on finira par obtenir S, , quel que soit le nombre entier ». ■ .>
329. Supposons, pour premier exemple, que la progression dont il s'agit Boit la suite naturelle des nombres, depuis 1 jusqu'à N . Nous aurons a = ï , . ?=l , i = N .' i- ,
; I. D'ailleurs S 1 = ( i±M (3 28); '
SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES, ETC
II. Fusons donc n = 2 dans la formule générale, die deviendra
ou cN+iy=\+3S,+a tf +y +N ,
d'où 6S,= 2(N-|-1)'— 3N(N+1)— 2(N + J) ,
ou 6S,= (N-f-l)j;2(N + 1)'— 3N— 2J
= (N-HH2N'-f-N) = N(N + 1)(2N+l) , etenflu S,= M+lf^) .
III. Faisons n=3 dans la formule générale, elle deviendra (N + l)'=(I + 4S,+6S,+iS,+N ,
ou£N+l)> = l + 4S,+ N(N+l)(2N+l)+2N(N+l)+N , d'où 4S,=(N-f lf— N(N+i)(2N-f-i)— 2N(N + 1)— (N+l), =(N+1>'— N(N + 1)(2N + 1)— (N+1)(2N+1) , ' =<N+1)'-(N + 1Î(2N+1) , =(N+ll'[<"+l)'-(2N + l)] = (N+l)'(i"
On.remarquera que cette valeur est égale au carré de S, ■
IV. Connaissant S, , S, et Sj , on aurait, en faisant n=4 dans la formule générale,
(N+l)'=l+5S 1 +l0S J -|-I0Si-|-5S.-fN d'où l'on tirerait la valeur de Sj .
330. Gomme seconde application de la formule générale, supposons qu'il s'agisse de la' série dos nombres impairs depuis 1 jusqu'à 2N — 1 . On remarquera d'abord que le nombre des termes de cette' progression est N ; car, en appelant a: ce nombre de termes, on doit avoir (388)
2N— 1 = 1 + 2(3;— 1) d'où x = H .'.
Oaadeplus a=l , 8 = 2 et ( = 2N — 1 .
II. Faisons maintenant dans la formule, elle deviendra
on, (2N4-J)*=14-6S,+ 12N»+8N ,
d'où 63,= (2N+1) J — I2N*~ 8N+1 .
et ^ = 2N(2S+lKa^-l)
On peut donnera celle expression une forme plus simple en appelant m le nombre impair qui termine la série considérée, c'està-dire en posant 2N— l=m ,d'c4 SNsart-H et 2N-f l=m+2 . II vienten effet ,
351. Les piles de boulets en usage dans les arsenaux sont de trois espèces : 1° les piles à base carrée ; 2° les piles à base rectangulaire ; 3° les piles à base triangulaire.
I. Dans les piles à base carrée chaque boulet d'une tranche repose sur 4 boulets de la tranche immédiatement inférieure. Chaque tranche présente la forme d'un carré, et contient autant de files de boulets qu'il y a de boulets dans chaque file ; en sorte que si n est le nombre des boulets de la première file de cette tranche , le nombre des boulets de la tranche entière sera » x» ou ■»* . De plus , le coté de chaque tranche contient un boulet de moins que le côté de la tranche inférieure, ,
II résulte de cette disposition que la tranche supérieure-est formée d'un seul boulet ; que laaeconde est forméede 2 fois 2 on 4 boulets ; que la troisième est formée de 3 fois 3 ou 9 boulets'; et, en général , que la n"" tranche est formée de ' n* boulets . La somme totale des boulets contenus dans une pile à base carrée qui a N tranchas est donc la somme des nombres
l+4-j-9+i6+eÉc....+N* , ou la somme des carrés de la suite naturelle des nombres depuis 1 jusqu'à N ; c'est-à-dire , d'après ce qu'on a vu au n° 529 ,
, ' N(H+1)ftN+lj ; ■ • .
PILES DE BOULETS
Si , par exemple, il y h 10 tranches, le nombre des boulets sera 10.11 .21
g on 385 . *
Une pile à base carrée peut être tronquée. Elle est alors la différence entre deux piles complètes. Pour fixer les idées, supposons qu'elle ait m tranches, et qu'il y ait n boulets dans le côté de la tranche supérieure. Puisqu'il y a n boulets dans le côté de la première tranche, il y en aura »-f- 1 dans le coté de la seconde, n-\-2 dans le côté de la troisième, etc. ; donc n-\-m — 1 dans le coté do k m"~. Si donc la pile était complète, le nombre des boulets contenus serait la somme des carrés des nombres
1 , 2 , 3 ... jusqu'à n + î»— 1 , c'est-à-dire
(a+w -l) f „_|- OT )(2 W +2m~ï) 6 ' Maintenant, puisque le coté delà tranche supérieure a n boulets, celui de la tranche qui serait placée au-dessus en aurait n — 1 . Le nombre des boulets de la pile qui manque est donc la somme des carrés des nombres 1,2, 3 ... jusqu'à n — 1 , c'està-dire
Le nombre des boulets de la pile tronquée est donc la différence
entre les deux expressions que nous venons d'obtenir, c'est-à-dire
(M+n— lX»»+«K*m+2»— *>~ (»— 1)»(2«— l)
Si, par exemple, il y a 7 "tranches et qu'il y ait 5' boulets dans
le coté de la tranche supérieure, le nombre total des boulets sera
T2. 23— 4.5.9 .„ ri ^ ou
332. II. Dans les piles à base rectangulaire, la tranche supérieure est une simple tile de boulets. La seconde tranche se compose de 2 files, ayant chacune 1 boulet de plus que la file supérieure. La troisième tranche se compose de 3: files, ayant chacune 1 boulet de plus que les files de la seconde tranche , ou
2 boulets de plus que la première file; et ainsi de suite. Si donc on désigne par 1 le nombre des boulets de la première tranche, la première tranche aura p~\-l boulets.... p-fcl ',
la seconde fp-|-2).2 ou Sjj-j-2 1 ;
la troisième (p+3).$ ou 3^+3*;
laN*- • (p+N)N ou Kp+W
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Si l'on fait la somme de ces valeurs, on trouvera d'une part p + ip + Sp....+Hp
de l'autre, 1 +2' + 3 1 . . . . + N ! ,
La somme totale est donc
Ou
Si, par exemple, ilya 11 boulets dans la file supérieure et qu'il y ait 7 tranches, le nombre total des boulets sera
ou
c'est-à-dire 448 .
On évaluerait une pile tronquée a base rectangulaire de la môme manière qu'on a évalué une pile tronquée à base carrée, c'est-à-, dire en la considérant comme la différence entre deux piles complètes. Nous ne nous y arrêterons pas.
835. Dans les piles à base triangulaire, chaque boulet repose sur 3 boulets de la tranche immédiatement inférieure. Chaque tranche a la forme triangulaire, et se compose d'une série de files inégales dont la première contient 1 boulet, la seconde 2 boulets, la troisième 3 , etc. Chaque tranche a une file de plus que la tranche immédiatement supérieure. '
Voyons d'abord comment on peut évaluer le nombre des boulets contenusdans une même tranche. La première file ayant 1 boulet , la seconde 2 , ta troisième 3 , etc. ; s'il y a n files ,1a dernière contiendra » boulets. . Le nombre des boulets contenus dans la tranche sera donc la somme des nombres 1 , 2 , 3' — n ; . c'est-à-dire 1 * ■■' ■<
■ . -.-se^s ou }».+!»: ■
Cela posé, on aura le nombre de boulets de chaque tranche en fai-
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sant successivement dans cette formule n=l , i jusqu'à n ; ce qui donnera ■ pour la première tranche : 4 1 ' + £ ï j deuxième ^4 + {2 ;
troisième \9 +£3 ; ,
quatrième £ 16 + 2 4 ;
Faisant la somme , on trouvera d'une part
4(1 + 4+9+16....+»') „„ } .. "<» + W2»+l) , en second lieu :
4(1 + 2+3 + 4....+») ou J.îil±fl .
La somme sera doue
»[» + iiia» + D , »(«+i)
»(»+l)IB»+l)+3] . »(»+l)(2»+4)
12 , ou encore J3 ,
„ue»f,„ «(«+1X.+» ,
Si, par exemple, il y a 10 tranches, le nombre des boulets sera
On obtiendrait le nombre des boulets d'une pile tronquée à base triangulaire, en la considérant encore comme la différence entre deux piles complètes.
Remarques. Les nombres compris dans la formule
savoir; 1 , 3 , 6 , 10 , 15 , 21 , 28 , etc., sont ceux que l'on appelle triangulaires , parce qu'ils expriment le nombre de boulets, ou d'objets de même espèce, que l'on peut ranger suivant une figure triangulaire.
Les nombres compris dans la formule
«avoir: t , 4 , 10 , 20 , 35 , 56 , 84 , etc.,
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soi» ceux que l'on appelle pyramidaux, parce qu'ils expriment le nombre de boulets ou d'objets quelconques que l'on peut ranger de manière à former une pyramide triangulaire. ,
S III. Des progressions par quotient.
33-S. On nomme progress ion par quotient on progression géométrique , une suite de termes tels que chacun soit égal au précédent multiplié par une quantité constante appelée raison. Pour écrire une semblable progression, on la fait précéder du signe ^ "', et l'on sépare les termes par deux points. Ainsi ; ' i ■
#5:10:20:40:ao:i60:320:640:etc.
est une progression par quotient, dont la raison est 2 .
Une progression par quotient est croissante lorsque la raison est plus grande que l'unité ; elle est décroissante dans le cas contraire. Si la raison était l'unité, ta progression se réduirait à une suite de
Il résulte de la nature même des progressions géométriques, que chaque tenue est moyen géométrique entre celui qui le précède et celui qui le suit. Ainsi on a
, 5:10:: 10:20 ; 10:20:: 20:-» ; 20:40 :: 40: 80 ; etc.
33tî. On peut calculer un terme de rang quelconque, connaissant le premier et la raison. Car, soient a le premier ternie et q la raison.
Le deuxième terme sera
le troisième
le quatrième
le cinquième
et ainsi de suite.
Ou remarque que l'exposant de q est précisément le nombre des termes qui précèdent celui que l'ou veut former; en sorte qu'en appelant / le terme de rang n , ou qui on a « — l avant lut, on aura -.
l=aq^ ' -_\> ■ . . [1],
c'est-à-dire qu'un terme de rang quelconque est égal au premier multiplié par In raison rïovv; ri une puissance marquée par le nombre des termes gui précèdent. ■ ."
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Si, par exemple, le premier terme est 7 et la raison 2,25 , oii aura le 20* terme par la formule
i=7.(2,26) u ; d'où Iog/=log7+191og2,25= 7,5365659 ;
ce qui donne /=344O059O , à moins d'une dizaine. 330. La formule [1] peut servir à résoudre ce problème : Entre deux nombres A et B insérer m moyen* géométriques ;
c'est-à-dire former une progression par quotient, dont A et B
soient les extrêmes, et telle qu'il y ait ta termes . entre
A et B .
Le nombre total des termes devant être wt-f-2 , on devra avoir, en appelant g la raison,
B=i,« d'où ,
c'est-à-dire que pour obtenir la raison, il faut diviser le second nombre par le premier, et extraire du quotient une. racine dont l'indice est le nouihir i/r.t ni'iifn..< à insérer, plus un.
On obtiendra ensuite les moyens demandés en multipliant successivement A par ij , par q* , par g* , etc.
Par exemple, si on propose d'insérer 6 moyens entre 9 et 13 , on aura
,= ^| d'où ^,= !Sta±i°=0,0228 H4 .
et par suite, q= 1,053536.. On obtiendra ensuite les lûgarithmesdes 6moyens ennjoutant logç , -l\a%q , 31ogy,elc., au logarithme de 9 ; ce qui donne, en appelant m, , m, , m, , .... fflij , ces moyens ,. '
log m, =0,9770569 d'où m,= 9,485*3-.
log m,— 0,9998713 m,— 9,90703,.
logm,= l,0226857 m,= 10,53624..
logW!= 1,0455001 m t =U, 10452..
logm,=l ,0683145 w,=ll,7034ft..
logwis=l,0911289 ï»,=12,30634..
357; On peut calculer la somme des termes d'une progression par quotient.
Soit aa:b:c:d:...\k;i
la progression proposée. Désignons la raison par q , et la somme des termes par S . On mira d'abord
b=aq ; o=bq ; d—cq.... ; l=hq .
Si l'on ajoute ces égalités membre à membre , il viendra
b+c+d....+l=gla+b+e.... + k) ou S— o=î(S— [) ,
d-»ù - s =2fcf: m,
c'est-à-dire que pour obtenir la somme des termes d'une ■progression par quotient, il faut multiplier le dernier terme par la raison, en . retrancher le premier terme, et diviser le reste par la raison diminuée d'une unité.
Exemple : soit la progression
Onaura S= 364 ^_ 3 - 5 = 5465 .
Si l'on met pour l sa valeur aq"~~' , la formule qui donne S prend la forme
c-— — a ° tg" —
q-1 ç-l ' On aurait pu établir cette formule directement , car on a $> = a-\-aq-\-aq i -\-aq' .... -j-aj—' , OU S = a(l + q + 9 *-\-q»,.,. + q^) ,
ouencore S = otf*- 1 ^-^-'+....+ç , + s'-f-l) .'
Or, la quantité entre parenthèses est le quotient de g* — 1. par q — 1 (48) ; on peut donc écrire
comme ci-dessus.
Comme application de cette formule , on peut proposer les problèmes suivants : . ':
I. Un joueur double sa mise ekague fois qu'il perd. Si sa mise primitive était de 0<,25 et qu'il perdit 20/ow de suite , quelle serait sa perte totale ?
Ses pertes successives forment une progression par quotient dont le premier terme est 0',25 et dont la raison est 2 . On trouvera d'abord pour le 20 e , ternie
On aura ensuite
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II. Un mai/ii/ffntm interrntj'i sur le pris: d'un cheval répond : Les fers de mon chenil suntjixrs u l'aide de 20 clous; si vous me donniez 1 centime pour le premier, 2 centimes pour le second, 4 pour le troisiètne, et ainsi lie suite, toujours en doublant , je vous donnerais le cheval et 485 r ,75 . On demande combien U l'estimait.
Il faut d'abord chercher le nombre de centimes qu'il faudrait donner pour le 20* clou . Ce nombre- est le 20* terme d'une progression par quotient dont le premier terme est 1 et la raison 2 ; on a donc, en le ili'sL'inmt par l ,
le nombre total S de centimes payés pour les 20 clous serait' donc ■:■*'..
:1048575 e ou 1W85',75 .
Si de ce nombre on retranche 485 f ,75 , il reste 10000 f .
55». Lorsqu'on prolonge indéfiniment une progression géométrique décroissante , la somme de ses termes s'approche sans cesse d'une limite finie qu'elle ne peut atteindre, mais dont elle peut différer aussi peu que l'on veut,* si Ton prend un nombre suffisant de termes.
Supposons, en effet, que (/ soit moindre que 1 . La formule [2] pourra s'écrire, en changeant les signes des deux termes du second membre ,
La première partie du second membre est une quantité indépendante du nombre des termes ; la seconde partie contient un facteur qui ne dépend pas non plus du nombre des termes^
Mais le facteur g" est d'autant plus petit que la progression est prolongée plus loin ; car les puissances successives d'une fraction vont sans cesse en diminuant.
Nous allons démontrer que l'on peut toujours prolonger la progression assez loin pour que g" devienne plus petit que toute quantité donnée.
En effet, g étant moindre que 1 peut se mettre sous la
forme ^ , « étant positif.. Il suffit donc de démontrer
que (l +«)" peut devenir aussi grand qu'on le voudra en pre-
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nant » suffisammentgrand.Or,ledéveloppementestde , c'est-à-dire l-|-no + ?™y~^ t! '+ etc -
se composant d'une suite de termes positifs, si l'on rend l'un de ces termes nv plus grand qu'une quantité donnée, le développement sera, à plus forte raison, plus grand que .cette quantité. Or, on pourra toujours rendre n% aussi grand qu'on le voudra eo prenant le facteur n suffisamment grand. Dune enfin, on pourra prendre n assez grand pour que g" soit plus petit que toute quantité donnée.
Il suit de là que la seconde partie de la voleur do S pourra élre rendue aussi petite qu'on voudra en prenant un nombre suffisant do termes ; et que , par conséquent , celle valeur tend sans cesse vers une limite fixe qui est
Cette limite est ce qu'on nomme quelquefois ta somme des termes de la progression prolongée a l'infini.
Ainsi , la limite de la somme des termes d'une progression gèomètriqve décroissante est égale au premier terme, divisé par l'unité moins la raison.
Par exemple, la progression
Hi:i:i:i:oto.
rtont la raison est \ ,'a pour limite
, c'est-à-dire 2 .
■:-ïi:-t:£:^:etc.
dont la raison est J f \ a pour limite
• ■ ï—i, ou 3— i ' àtrirbri&n §
la progression n 7 : 6 : etc. , dont la raison est % , a pour limite, ; .
Comme application de la formule [3] , on peut convertir en frai tion ordinaire une fraction décimale périodique simple. Soit-la fraction périodique simple O.PPP... , dans laquelle
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représente u» nombre de p chiffres. On pourra écrire celle fraction sous la l'orme
On voit que celle snilo tonne la somme des ternies d'une pro-
gression géométrique décroissante, dont le premier terme est
et dont la raison est ~ . A mesure qu'on prendra un plus grand nombre de périodes on approchera donc de plus en plus d'une limite finie , qui est ce qu'on appelle en arithmétique la valeur de la fraction périodique. Celte limite, d'après ce qu'on vient de voir, est
Or 10"— 1 est un nombre composé du chillre 9 répété p fois; par conséquent la limite de la progression ou la valeur de la fraction périodique est égale à une fraction ordinaire gui a pour numérateur la période, et pour dénominateur un nombre composé d'autant de 9 qu'il y a de chifim dana ht période.
C'est !a régie donnée en arithmétique.
339. I. Les logarithmes sont considérés en arithmétique comme les termes d'une progression pur différence, dont le premier terme e6t 0 correspondants aux termes d'une progression par quotient, dont le premier terme est 1 . Cette manière d'envisager les logarithmes revient au fond à celle que nous avons adoptée au chap, x, et qui consiste à les regarder comme exposants.
Soient, en effet, les deux progressions :
. =î 1 : q : g 1 : ?' : 5* . . . . : q* : etc. -:-0.d.2d.3d.id.... .m*. etc..
Les termes de la seconde seront les logarithmes des termes correspondants de la première, d'après la définition donnée en arithmétique; mais, en même temps, il est facile de voir que les termes de la première s'obtiennent en élevant la quantité constante q à des puissances marquées pur les tenues correspondants de la seconde; ce qui s'accorde avec la définition donnée au chapitre x (279).
II. Si plusieurs nombres sont en progression géométrique, leurs logarithmes sont en progression arithmétique, et réciproquement.
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En effet, si l'on a Haibicid: etc.
d'flii // = ii</ ; e=bq ;. d = cq ; etc. ;
on en déduit
log 6=loga-f-log q ; logc=Iogù-j-log(/ ; logrf— logc+log? ; etc. ; d'où l'on voit que chaque logarithme surpasse le précédent de la . quantité constante }ogq ; et que, par conséquent, on a la progression arithmétique
vlogœ. log 6 . loge . logd . etc.
dont la raison est logj .
On démontrerait de même la réciproque.
§ IV. Applications aux questions d'Intérêt composé.
5-40. On sait que l'on nomme intérêt d'une somme d'argent ce que cette somme rapporte au bout d'un certain temps ; le taux de l'intérêt est l'intérêt de lOOfr. par an; la somme placée prend le nom de capital.
Si -a est le capital, f le taux, n le nombre d'années qui composent la durée du placement, et t l'intérêt; 100 fr. rapportant f par an, rapporteront nt au bout de n années; on aura donc
.»:»«::.:< d'où l-fg [.].
C'est la formule des intérêts simples ; elle donne lieu à quatre problèmes , suivant que l'inconnue est i , a , n ou ( . On en trouvera des exemples dans tous les traités d'arithmétique.
Un capital est dit plact; *i intérêt» composé* lorsque, chaque année, ce capital s'augmente des intérêts produits pendant l'année précédente.
Soit b la valeur de ce capital après un certain nombre d'années, et cherchons ce qu'il deviendra au bout de l'année suivante. Anbout de cette année, il sera augmenté de l'intérêt produit pendant cette année ;' or, d'après la formule des intérêts simples , l'intérêt de b au boat d'un an est ; le capital 6 aéra donc
devenu 6 + j^g ou *( I +Ï^ë) ' c ' est - à - (U,re 1"'» a "ra été multiplié par la quantité J^l + qui ne dépend pas du nom-
bre d'années déjà écoulées.
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Il en résulte que les valeurs d'un capital a au bout de 1 année, 2 années, 3 années, etc., forment les termes d'une progression par quotient, dont le premier terme est a et la raison
V "^~Ï55/ " ^ S va ' eur de ce ca P ila ' au 00,11 ^ e w «"nées sera le terme de cette progression; on aura donc, en le dé-
signant par A (353) :
i =»('+râ)" ' m.
c'est la formule des intérêts composés. Le capital a se nomme le capital primitif, et A se nomme le capital définitif. En appliquant les logarithmes à cette formule , on en tire
logA= loga + nflogOÛO + () — 2] [3].
Cette égalité permet de résoudre quatre problèmes, suivant que l'inconnue est A , a , n ou t . Nous allons en donner des exemples. ;
541. Application I. Quel est te capital définitif 'produit au bout de 21 ans, à A^pow 100 , et à intérêts composés, par un capital ■primitif de 600 fr. ?
. Onaici a = 600 , ft = 2l , * = 4,5;donc
log A = log600-r- 21 [log 104,5 — 2] = 3, 1795635 , d'où A=1512',15 .
Application II. Quelle somme faul-il placer pendant 10 ans , à 5poarl00 , etàintéréts composés, pour produire un capital définitif de 4800/r. ?
Ici, c'est a qui est inconnu; on a A — 4BQ0 , n = 10 , ( = 5 .
L'équation [3] donne
logo = IogA~»[log(100+()-2] , donc lbga = Iog4800 — 10[logl05— 2];= 3,4693482 , d'où a=2946',78 .
Application 111. Au bout de combien d'années un capital placé à 5 pour 100 , et à intérêts composés, ext-it doublé? Ici, c'est n qui est inconnu ; on à A = 2a et (=5. L'équation [3] donne
_ logA— loga . . . log2 _ 0,3010300 " — log(100+0— 2 ' n_ logl05 — 2 — 0,0211893
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ou »=14 , et une fraction. Il faut donc prendre »=15 .attendu que les intérêts se composent par années, mais non par fractions d'années. - * ■-. --'
hfmojio^V/.Aquel taux faut-il placer une somme de 3O0O/V. , pendant 11 ans et à intérêts composés, pour produire, un capital définitif de 5406 f ,28 t
Ici, c'est ( qui est inconnu; on a «=3000 , »=rll , A. = 5406,28 .
La formule [3] donne
log<lûO+.0 = 2+ logA + i:ff
lo K (100 + 0 = 2 + 10gM06 - 2 1 8 1 +£3000 = 2,0232525 , d'où 100+ (= 105,5 , et i = 5,5 ou 5£ . .
M2. On peut traiter d'une manière analogue les problèmes suivants , quoiqu'il ne s'agisse point d'intérêts.
I. - La population d'un État est de 20000000 d' habitants; et elle s'accroil chaque année de de sa valeur; oti demande quelle sera lapopulation de cet État dans 50 ans.
Si P est la population au bout d'un certain nombre d'années, elle sera P+^jj l'année suivante, c'est-à-dire P^+ggjj) » les valeurs successives de ia population sont donc les termes d'une progression par quotient, dont le premier terme est 20000000 ,
et dont la raison est 1 -f — . On demande le 51- terme de cette
progression ; en le désignant par x , on aura donc
^ = 2O0000O0(l + ^) W =2O0O0OOo(|l)" ,
d'où
Iog# = log200000d0+ 50 [log251 -f 1 250] = 7,3877150 ; et par conséquent ce — 24418270 , à 10 habitants près.
DES INTÉRÊTS COMPOSÉS
En appelant x lo nombre d'années demandé , on trouvera facilement qu'on doit avoir l'équation
Un peut la mettre sous la forme
En appliquant les logarithmes, on obtient
x [lo ë p'+\o g (l+p)+lp+Ul+p')=\o S P+L P ,
d . o(i x _ I ogP'+ LP
log P '+ log( t +p) + î P + L (I +
Par exemple : pour P= 20000000 , P'= 30000000 , p=200 , p'=ZQQ , on trouvera: # = 244 ans , et une fraction.
343. Revenons aux intérêts composés. Dans les problèmes traités ci-dessus, nous n'avions à calculer que le dernier ternie d'une progression ; ii peut se faire qu'on ait à calculer la somme.
Si , par exemple , on place chaque année une somme a , au taux l et à intérêts composés, on peut désirer savoir quel sera le capital C dont on pourra disposer au bout de n années.
Pour résoudre cette question , remarquons que la sommo a , placée actuellement, produira dans n années a (^+lfôj ■
La somme a , placée au bout do la première année, produira au bout de la n " a(l + -^j ; puisque la durée du placement aura été moindre d'une année.
La somme a , placée au bout de la seconde année, produira de
même au bout de la n"~ a(l +
Enfin, lasomme a , placée au bout de la (h — lj~ année,
produira au bout de la »*- a (l+-~J
Le capital demandé C est la somme de tous ces capitaux définitifs qui forment, comme on voit, une progression par quotient
dont le premier terme est «^1 + , le dernier a(l
On aura donc {337)
Colle formule n'est point calculable par logarithmes , mais on pourra se servir des logarithmes au moyen d'une inconnue auxiliaire (300). On posera
et, en'appliquantleslogarimmes,
logy=n[log(100-f-f}— 2] ilogC^loga+IogdM+O+bgty-lJ+L/ .
Après avoir déterminé logy par la première équation, on passera auxnombres, c'est-à-dire que l'on cherchera y dans les tables; quand on l'aura trouvé, on en retranchera une unité, et l'on cherchera de nouveau dans les tables le logarithme de y — 1 , pour calculer logC ou logo .
Exemple I. On place chaque année une somme de 200 fr. , à A* â pour 100 et à intérêts composés; de quel capital pourra-t-on disposer au bout de 20 ans ?
On aura d'abord Iogy=20(loglO4,5— 2)=0,3823260 d'où y = 2,4H7I5 ; . et y— 1=1,411715 .
On aura ensuite
logC=!og2œ+.logl04,5+logM117I5-|-L'f,5 =3,8136808 , d'où C =6511 ',496.. ou 6511 [ ,50 .
Exemple II. Quelle somme faut-il placer annuellement, à 5 pour 100 , et à intérêts- composés, pour mettre à sa disposition un capital de 60000 fr. au bout de 10 mut-
d'où
On aura d'abord Iogjf=l0(logl05— 2)=0,2118930 d'on «=1.62889 : et «—1=0.62889 .
DES ANHUITËSi
On aura ensuite
d'où
et
log 60000:
logrt:
Uoga-f logl05+IogO,628S9+L5 , --logfiOOOO+L 105+L 0,62889 -}-tûg5 :3,6573572 .
344. Enfin, au nombre des questions qui se rattachent à l'objet de ce paragraphe, sont comprises les questions d'annuités et d'amortissement.
On nomme annuité la somme qu'il faut payer annuellement pour s'acquitter d'une dette au bout d'un nombre déterminé d'années.
Supposons qu'on emprunte une somme A ; au bout de n années cette somme vaudra, en ayant égard aux intérêts composés , et en appelant t le taux de l'intérêt ,
Telleest donc la somme qu'il faudrait rendre au bout de » années. On préfère s'acquitter par annuités. Soit a cette somme annuelle.
La somme a , qu'on payera au bout de la première année, vaudra, au bout de n— 1 années , pour le créancier qui jouira des intérêts, ■ , .
La somme a , qu'on payera au bout de la seconde année , vaudra de môme
et ainsi de suite. Enfin la somme a payée au bout de la n"~ année , vaudra simplement a . Ces capitaux définitifs forment une progression par quotient dont le premier terme est a , le dernier
valeur (337),
. Pour que la dette soit amortie par ces annuités, il faudra qu'on ait
! ^[(-+ffi)"-]= 1 ('+™)--
En posant comme ci-dessus
100a{v— 1) , on aura j- = Ay ;
et, en appliquant les logarithmes,
logy=»£log(100+f>-2] 2+loj;a+log(jr— l)+L( = log\+logy .
On tirera de lu première de ces égalités la v aleur da log y ; on cherchera y dans les tables ; on en retranchera l'unité; on cherchera de nouveau dans les tables le logarithme de y — 1 , et l'on aura tout ce qu'il faut pour calculer, à l'aide de la seconde égalité , soit logA , soit logo .
Exemple 1. Quelle somme fauHl prêter à 4$ pour 100 et à interdis composes pour métré remboursé au bout de 10 mis par des annuités de 500 fr. ?
On a a =500 , « = 10 , t—4,5 ; on cherche A . Ou aura d'abord ■ • '
Iogï, = 10(logl04,5 — 2)=0,1!)11630 , d'où y =1,55297 ; et y— 1 =0,55297 .
On aura ensuite Io S A = 2 + logSOO + logO.552974- 1-4,5 + L 1,55297 = 3,5972961 ; d'où A = 3956',36 .
Exemple II. line compagnie a emprunte une somme de 2000000 fr. pour des travaux; quelle annuité devra-l-elle payer pour s'acquitter m 15 am ; le taux de ïinlérét étant 5 pour 100 ? Ona A= 2000000 ; n=15; t—5 ; on cherche a.
On aura d'abord ' . .
logy = 15 (logl05 — 2) = 0,3178395 ; d'où y = 2,07893 ; et y— 1=1,07893 .
On aura ensuite log a = log 2000000 + log 2,07893 — 2 + L 1 ,07893 + log 5
= 5,2848461; d'où « = 192684 t ,20 .
34ii. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes qui suivent : I. A quel taux faul-it placer 5OO0/r. à intérêts composés, pour produire, au bout de 17 • ans , un capital définitif de 9739 r ,50 ? (Réponse : à 4 pour 100 .)
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II. Au bout de combien d'années un capital placé à 5 i pour 100 , et à intérêts riiuiposrx t est-il, doublé?
(Réponse : au tout de 13 ans.)
III. La population d'un Etat s'est accrue d'un quart dans l'espace d'un siècle; de r/uelle /faction de sa valeur augm<:nle-t-elle chaque année?
(Béponse : des 0,002334... , ou de ^ environ.
IV. Quelle somme faut-il placer annuellement, à dater de la naissance d'un enfant , pour lui constituer, à l'âge de 21 ans, un capital de 48000 fr. , le taux de l'intérêt étant 4 j ?
(Réponse: 1356 [ ,50 .)
V. Quelle annuité faut-il payer pour s'acquitter d'une dette de 6400 fr. en 7 ans, au taux de i pour 100 ?
(Réponse : 1066 f ,02 .)
CHAPITRE XIII
£ Tractions continues.
346. On appelle fraction continue une expression qui se com-v pose d'une partie entière suivie d'une fraction dont le numérateur est I , et dont le dénominateur se compose d'une partie entière suivie d'une fraction dont le numérateur est - 1 , et dont le dénominateur se compose d'une partie entière suivie d'une fraction, et ainsi de suite. Telle est l'expression
-{-etc.
Les nombres entiers a , b , c , d , etc. , se nomment quotient* incomplets; ils sont au moins égaux à 1 , saufle premier a
qui peut être nu]. Les fractions j ', ^, ^ , etc., se nomment
fractions intégrantes. Enfin les valeurs successives
o. « + T> «H î. <H ; -etc.,
qu'on obtient en s'arrêïant aux quotients incomplets successifs, ' sont ce que l'on appelle les réduites successives.
5-17. Formation des réduites. Les réduites peuvent s'obtenir sous forme de fractions ordinaires, d'après une loi très-simple.
En effet , la première réduite est t: ou " | h seconde est û+t ou ■ Pour former la troisième, il suffit évidem-
FU ACTIONS CONTINUES
ment de changer dans la seconde b en * + -
On voit que le numérateur de cette troisième réduite peut s'obtenir en multipliant le numérateur ab-\-l de la réduite précédente par le quotient incomplet c qui répond à la réduite que l'on forme , et en ajoutant à ce produit le numérateur a de la réduite qui précède de deux rangs. De même le dénominateur de la troisième réduite peut s'obtenir en multipliant le dénominateur 6 de la réduite précédente par le quotient incomplet c qui répond h la réduite que l'on forme, et en ajoutant à ce produit le dénominateur 1 de la réduite qui précède de deux rangs.
Nous allons montrer que cette loi est générale. Pour cela, soient P ' Q . R' S P' ' Q' ' R ' S' ' quatre réduites consécutives , r le quotient incomplet qui répond à j^, , et s celui qui répond à -g-, . Admettons que la loi que
nous voulons démontrer soit vraie pour les trois réduites ;
et faisons voir qu'elle subsistera pour la réduite suivante g; . Si la loi est vraie pour les trois réduites , ^ , , R Qr+P
Pour former la réduite suivante, il suffit de remplacer r par r+i , ce qui donne
S Rï + Q
Par conséquent, si la loi est vraie pour trois réduites consécutives , elle est encore vraie pour la réduite suivante. Or, nous l'avons vérifiée pour la troisième réduite, donc elle est vraie pour la qua-
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trième; étant vraie pour la quatrième, elle est vraie pour la cinquième, et ainsi de suite; donc die est générale. Ainsi, pour former une réduite qurtconqur il f util multiplier chaque terme delà réduite précédente par te quotient incomplet qui répond à la réduite qu'on veut former, et ajouter au produit le terme correspondant de ta réduite qui précède de deux rangs.
Si l'on a, par exemple, la fraction
etc.
r 1 + ete. , on trouvera pour les réduites successives
2 9 29 154 337 4M 1 ' 4 ' 13 * 69 ' 151/ 220 * Remarque I. D'après la loi de formation , les termes des réduites successives vont toujours en augmentant. . .
Remarqce II. Si le nombre (les fractions intégrantes est limité, la dernière réduite ne sera autre chose que la- valeur de la fraction continue.
548. La valeur de la fraction continue est comprise entre deux réduites consécutives quelconques.
Soient p , |p , , trois "réduites consécutives, et r le
quotient incomplet qui répond à g. ; nous aurons, en vertu de la
loi de formation ,
H _ Qr+P
Si dans cette expression on remplace / , quotient incomplet , par le quotient complet
~ ( + eto. ' ■ . < :
c'est-à-dire par r augmenté de tout ce qui le suit dans la fraction continue, on aura évidemment la valeur de cette fraction continue. En représentant donc ce quotient complet par y -, et en appelant x ia valeur de la fraction continue, on'aùra -.
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duites consécutives p ct
P _ Qy + P P _ ? | QF-PQ'l
r-Q'j+P' F— piqï+T • . r Q _ Qt/ + P g_P«'^UP'
Or, ces différences sont de signes contraires , puisque y est positif ainsi que les dénominateurs, et que les quantités QF — PQ' et PQ'~QP' sont égales et de signes contraires. Donc ce est P 0
comprisentrelesdeuxréduitesconsécutivesquelconques p et
349. Chaque réduite approche plus de ht valeur de la fraction continue que la réduite précédente.
Car, si l'on considère les deux ditférences ci-dessus en valeur absolue seulement, on voit qu'elles ont le facteur commun PQ'-QP'
multiplié par jp dans la valeur de x — p, , et par ^ , dans
lavaleurde x— ^< .Or, y est plus grand que 1 , puisqu'il
renferme le quotient incomplet r qui est au moins égal à 1 (348); et P' est moindre que Q'-, d'après la loi de formation (347). Par cette double raison p est plus grand que ~ ;
approche plus de g; que de p ;. ce qu'il fallait démontrer.
Rf.mauoi.k. Comme 0 est moindre que x , i+.t' seraplus
grand que j- ; la troisième réduitesera moindre que x ; la quatrième sera plus grande que x , et ainsi de suite. Ainsi , toutes les réduites de rang impair son! woindrns qvr In vir/>'i/r de la fraction continue; toutes les réduites rf>' rmig fuir sont plus grandes que cette même valeur.
D'ailleurs les réduites vont en s'approchant de la valeur de la fraction continue; donc, les réduites île rang impair vont en augmentant , et les réduites de rany pair en diminuant. .
donc x — p; est plus grand que x — , c'est-à-dire que
380. Le numérateur de la différence entre deux réduites consécutives est égal à l'unité (en valeur absolue). - Faisons voir d'abord que ce au nuira leur est constant. En effet, on a
Q P QP'— PQ' R Q _ Qr + P Q _ P(y— QP' Q' i"~ P'Q' ' . R' U'~0> + 1" Q'" 0/R' ' donc ce numérateur est le môme , en valeur absolue. Or, la différence entre les deux premières réduites a et a -j- j
est" I , et a pour numérateur 1 . Doue ce numérateur constant est égal à l'unité.
Remarque. Les deux l'-rmcs d'un'- réduite sont toujours premiers entre eux. Car, puisqu'on a PQ' — QP 1 = ± t , si P et P' , par exemple , avaient un diviseur commun , ce nombre , divisant le premier membre , devrait diviser le second , ce qui impossible.
BSi. L'erreur commise en prenant une réduite pour la valeur de la fraction continue es/ moindre que l'unité divisée par le produit du dénominateur de cette réduite et du dénominateur de la réduite suivante.
Si l'on prend, par exemple, j|, pour la valeur de la. fraction continue , comme cette valeur est comprise entre jj, et ~ , on commet une erreur moindre que la différence entre ces deux réduites. Or, cette différence est -q!^ ; donc l'erreur commise est
moindre que l'Unité divisée par le produit du dénominateur Q' de la réduite à laquelle on s'arrête et du dénominateur R' de la réduite suivante.
Corollaire. Il suit.de là qu'en prenant une réduite suffisamment éloignée, on peu! uppioc/irr d'aussi près i/u'rm le coudra delà valeur de la fraction continue. Car le produit QTl' peut devenir aussi grand qu'on le voudra, puisque, d'après la loi de formation des réduites , les déntimimit^iirs vont sans l'^sc en augmentant.
Celte propriété a fait donner aux réduites le nom de fractions convergentes.
Remarque I. Si le dénominateur R' de la réduite qui suit celle k laquelle on s'arriîtc n'est pas connu , on peut substituer une autre limite à celle que l'on vient d'indiquer. On a , en effet , R' = QV -f- P' . On ne connaît pas r ; mais sa plus petite valeur
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est 1 ; ainsi II' est au moins égal à O^-f-P' . On peut donc dire, a fortiori, que l'erreur commise en s'arrêtant à la réduite
est moindre que Q^Q : ~ j_ ' p'j > c'est-à-dire moindre que l'tmité divisée par le produit qu'on obtient en multipliant le dénominateur de la réduite à laquelle, on s'arrête, par la somme de ce dénominateur et de celui de la réduite précédente.
REMiHQUE 11. Si l'on ne voulait pas se servir du dénominateur dé la réduite précédente , on pourrait supprimer V au dénominateur de l'expression eî-dessus, ce qui la rendrait plus grande; on peut donc dire que l'erreur commise est, a fortiori, moindre que l'unité divisée par te carré du dénominateur de la réduite à laquelle on s'arrête.
Si , par exemple , on se reporte à la fraction continue
5+ 2+atc.
du n° 547, et qu'on s'arrête à la réduite , l'erreur commise
sera moindre que jg TTgjj ou 1 ue ■ En adoptant la régie indiquée dans la remarque I, on aurait simplement pour lim ' te 13(13 + 4) ou 2ÊÏ ' 6t ' Cn ado P tanl la rè 8 le india ' lée dans la remarque 11 on aurait seulement pour limite ou
3S2. Une réduite quelconque approche plus de la valeur de la fraction continue que toute autre fraction dont les termes seraient aussi simples , ou plus simples.
En d'autres termes : pour qu'une fraction g approche plus de
que B soit plus grand que Q' , et que A soit plus grand que Q .
En effet, si g approche plus de x que % , il en appro-
chera à plus forte raison plus que la réduite précédente p ; et, comme x est compris entre ces deux réduites, il faudra que ^
tombe elle-même entre ces deux réduites. Par conséquent on aura, en valeur absolue,
A P^Q P AP'-^BP ^ 1 B-F<^F ou — jp— < Fgl (580).
Or AF— BP est un nombre entier, et ne saurait se réduire à xéro;
car on aurait alors g = p , etlafraction ^ ne serait pas plus
approchée de x que ^ (349). Il faut donc que AP'~ BP soit au moins égal à 1 ; mais alors, pour que l'inégalité ci-dessus ait lieu, il faut que B soit plus grand que (y .
En considérant les fractions ^ , 5 et , qui sont aussi rangées par ordre de grandeur, qn démontrerait de même que A doit être plus grand que Q .
385. Toute fraction continue périodique (c'est-à-dire dans la quelle un certain nombre de quotients incomplets se reproduisent périodiquement dans |e même ordre) est une des rapines d'une équation du second degré à coefficients commensurablcs.
pour fixer les idées, considérons une fraction continue périodique mixte, c'est-à-dire dans laquelle un certain nombre de quotients incomplets, à partir du premier, ne se reproduisent pas. Par exemple :
4 + l+ elc.
Représentons par y l'ensemble du quotient incomplet 1 et de tout ce qui le suit ; nous pourrons écrire
i=2 + !—- et » = l + i— r
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En appliquant la loi de formation des réduites, on trouvera
En éliminant y entre ces deux équations, on trouverait, pour déterminer x , une équation du second degré.
Mais il est plus simple d'opérer comme il suit: La seconde équation revient à
21y — 20y— 6 = 0 et n'a qu'une valeur positive qui est 10 "^V^^ ; en i a portant dans la valeur de x , on obtient
_ 966 + 2t y'ââé _ 46 + ^226 — 567 — 27 " Généralement si, après une suite de quotients incomplets a , b , e , .... / , qui ne se reproduisent pas, il vient une série de quotients incomplels m , n , p , .... m qui se reproduisent périodiquement dans le même ordre, on pourra poser
= <H 7 et y = m-\
Appliquons la loi de formation des réduites; soient p et ^
les deux avant-dernières réduites de la valeur de x ; la dernière, qui ne sera autre que x (347, Remarque II), aura pour valeur :
Soient et |, les deux avant- demi ères réduites de la valeur de y ; la dernière, qui ne sera autre que y , aura pour valeur :
J V ¥ + Sf
En éliminant y entre ces deux équations on mirait pour déterminer x une équation du second degré.
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Mais on peut mettre d'abord la seconde équation sous la forme.
BY+CS'— Kit,— S=ft.
Cette équation , dont le dernier terme est négatif, n'aura qu'une •acinc positive (8i6) ; si on nomme p cette racine , on aura
Ce que nous venons de dire comprend le cas où. la fraction continue serait périodique simple, c'est-à-dire où tous les quotients incomplets, à partir du premier, se reproduiraient; car ce cas est précisément celui de la valeur de y écrite ci-dessus.
§ II. Applications.
384. Quand on a une fraction dont les termes sont considérables, on peut souvent lui substituer avec avantage une fraction approchée dont les termes soient plus simples, et n'aient, par exemple, pas plus de 1 ou 2 chiffres. Il faut alors, parmi les fractions de cette espèce, choisir celle qui approche le plus de la fraction proposée. Pour cela on réduit celle-ci en une fraction continue ; on choisit, parmi les réduites qui remplissent la condition demandée, celle qui est du rang le plus élevo ; et , en vertu des principes établis aux n M 349 et 352 on a la fraction demandée.
. H - -n se propose de remplacer par une fraction approchée qui n'ait pas plus de deux chiffres à son dénominateur. On commencera par réduire la fraction proposée en fraction continue.
Pour cela, on divisera le numérateur 4573 par le dénominateur 21% ; le quotient 2 sera le premier quotient incomplet; et l'on aura
2195 ~2195 ~ /219fl\
On divisera 2195 par le reste 183 de la division précédente; le quotient lt sera le second quotient incomplet; et l'on aura
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On divisera 183 pur 182 ; le quotient 1 sera le troisième quotient incomplet; et l'on aura
En rapprochant les égalités précédentes, on en déduit facilement
1 "'"ïââ '
On voit que , pour réduire une fraction ordinaire en fraction continue, il faut appliquer à ses deux termes le priiei-dè du plus grand commun diviseur ; les quotients successifs sont les quotients incomplets que l'on cherche.
Ce procédé est même l'origine de lu dénomination de quotients incomplets.
Si l'on forme les réduites successives , on obtient 2 23 25 4573 1 ' lt * 12 ' 2195 ' La fraction ~ est donc celle qui remplit les conditions demandées. Elle approche de la proposée à moins de ^^195 ou
3iiii. Une fraction décimale pouvant toujours être mise sous forme de fraction ordinaire, on peut lui appliquer le même procédé.
Si la fraction décimale n'était qu'approchée pur défunt, il faudrait augmenter d'une unité son dernier chillïe décimal, et développer comme il vient d'être dit, la fraction proposée et la fraction modifiée. La véritable valeur de celte fraction étant comprise entre les deux développements, les quotients incomplets communs appartiendraient au développement de cette véritable valeur.
Si , par exemple , on développe ainsi les fractions 3,1415926 et 3,1415927 qui sont des valeurs approchées du rapport i: de la circonférence au diamètre , on trouve que la série des quotients
3 , 7 , 15 et 1 est commune aux deux développements. On peut donc prendre ces quotients comme faisant partie du développement du nombre tt. .
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On olntenl ainsi les quatre réduites
parmi lesquelles on reconnaît le rapport y donné par Architnède, et le rapport ^| attribué à Adrien Métius.
356. On peut développer sons forme do fractions continues les quantités irrationnelles, ce qui fournit un moyen d'approcher de leur véritable valeur.
Soit, par exemple, à développer ^ïi en fraction continue. Cette racine étant comprise entre 3 et i , on peut poser
en désignant par x une quantité plus grande que 1 . On tire de là
* = ^3 = ^ <"* Cette valeur est comprise entre | et | , par conséquent entre 3 et 4 ; on peut donc poser
en désignant par y une quantité plus grande que 1 . On tire delà
Cette valeur est comprise entre 6 et 7 ; on peut donc poser
S, = VÏÎ + 3 = 6+| ,
en désignant par z une quantité plus grande que 1 . On tire de cette équation
l/ÏT— 3 '
Par conséquent, s est égal à x ; ce qui indique qu'à partir de la seconde égalité les calculs se reproduiront indéfiniment daus lu même ordre, et que la valeur de v^ï est une fraction continue
PBACTIONS CONTINUES. 2/i3 périodique. En rapprochant les égalités qui précédent, or! tronve'
3+ iT+ltc:
On obtient ensuite les réduit
;s successives :
ta seconde est approchée à mo
insde -L^ ou
la troisième
ma ou
la quatrième
, etc.
557. Le développement en fraction continue peut servir à résoudre les équations exponentielles.
Soit, par exemple, à résoudre l'équation
Si l'on donne à x les valeurs î , 2 , 3 , on obtient pour 10* les valeurs 10 , 100 , 1000 . Le nombre 200 étant compris entre ces deux derniers nombres , il s'ensuit que l'exposant x est compris entre 2 et 3 ; et que par conséquent on peut poser
en désignant par y une quantité plus grande que l'unité. Mettant pour x cette valeur dans l'équation [l] , on obtient
1CT»=200 , ou 10\10»=200 , ou 10»= — = 2,
et , en élevant les deux membres a la puissance y ,
Donnons à y les valeurs I , 2 , 3 , 4 ; nous trouverons pour 2" les valeurs 2 , 4 , 8 , 16 . Le nombre 10 étant compris entre ces deux derniers nombres, il en résulte que, y est compris entre 3 et 4 , et que l'on peut poser en conséquence
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c'est-à-dire sous Tonne d'une fraction continue , que l'on pourra pousser aussi loin qu'on le voudra. Le seul obstacle sera la longueur des calculs, qui croit à mesure qu'on avance, et rend cette méthode impralicable lorsqu'on veut obtenir une grande approximation.
Les quatre premières réduites de la valeur que nous venons d'obtenir sont
1 ' 3 ' 10 ' B3 ' cette dernière est approchée a moins de
1 1 93[93 + 10} ° U 9579 ' îWî8. Enfin le rtôvolopfiemrnl en fraction continue peut servir à trouver un premier système de valeurs propres à satisfaire à une équation du premier degré à deux indéterminées. Soit l'équation à deux indéterminées ax + by = e .
On développe le rapport | en fraction continue (384). La dernière réduite sera | ; désignons par ! 'avant-dernière. En vertu du principe démontré au n° 31Î0, si ^ est de rang pair, on aura
a&'— 6R=1 , d'où, en multipliant par c ,
a&.'c — *Rc = e .
On voit donc qu'on satisfera , dans ce cas , à la proposée , en posant x=K'c et y=— Re .
Si | est de rang impair, on aura
aR'— 6R = — 1 .
Multipliant alors par — c , on obtiendra — aR'c+bRc — c ; et l'on voit qu'on satisfera dans ce cas à l'équation proposée en posant
x — — R'c et y = Rc .
Prenons pour exemple l'équation
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déjà traitée au n 148. Développons en fraction continue le rapport ; nous trouverons pour les quotients incomplets successifs
0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ; en sorte que les réduites successives seront
0 1 1 2 3.5 Jî_
Le numérateur de la différence entre les deux dernières est
Multipliant donc par — 159 , il vient
— 8,8.159 + 13,5.159=169 , d'où «=—8.159 = — 1272 ,
On obtiendrait, en effet, ces valeUrsen faisant f= — 99 dans les valeurs générales trouvées au numéro cilé.
Remarque. Cette méthode a l'inconvénient de donner pour x et y un système de valeurs qui ne sont pas, en général, assez simples.
CHAPITRE XIV
389. On est souvent obligé d'introduire dans le calcul des quantités qui ne peuvent être obtenues qu'avec un certain degré d'approximation; tels sont les quotients décimaux périodiques, telles sont les racines des nombres qui ne sont pus des puissances parfaites , tel est encore le rapport tt de la circonférence au diamètre qui figure dans une foule d'applications géométriques , etc. Les données du calcul n'étant alors qu'approchées, le résultat final de ce calcul ne peut lui-même être obtenu exactement. On peut , en conséquence , se proposer deux questions : 1" Connaissant la limite de l'erreur commise sur les données, déterminer le degré d'approximation avec lequel le résultat pourra être obtenu ; 2" réciproquement, déterminer le de^ré d'approximation avec lequel les données du calcul devront être prises pour que l'erreur commise sur le résultat soit moindre qu'une quantité assignée Ji l'avance.
Quoique ces deux questions semblent être du ressort de l'Arithmétique , leur solution ne peut être donnée d'une manière satisfaisante sans le secours de l'Algèbre; c'est pourquoi nous avons cru devoir en faire l'objet de ce chapitre.
L'erreur commise sur une quantité peut être appréciée de deux manières, ou en elle-même et d'une manière absolue, comme lorsqu'on dit qu'une quantité est approchée à moins d'un 10* d'unité , d'un 30 r d'unite , d'un 100 e d'unité , etc.; ou, par rapport à la valeur exacte de la quantité dont il s'agit, comme lorsqu'on dit qu'une quantité est approchée a moins d'un 10" de sa valeur, d'un 30 e de sa valeur, d'un 100° de sa valeur.
Dans le premier cas l'erreur est absolue, et a cette espèce d'erreur correspond un certain degré d'approximation absolue. Dans le second cas l'erreur est relative, et à cette seconde espèce d'erreur répond aussi un certain degré A' approximation relative. Nous consacrerons un paragraphe à chacune de ces deux espèces d'approximation.
S I. Des approximations absolues.
560. Nous supposerons d'abord qu'une seule des données soit approchée. Nous la désignerons par A ; nous la supposerons comprise entre a et a-\- 3 ; en sorte que l'une quelconque de ces deux quantités sera une valeur de A approchée à moins de 3 .
Addition. Soit à ajouter à A une quantité exacte B . On a o<A<a + S , donc « + B<A.+ B<o+S+B .
Or, les quantités extrêmes diffèrent entre elles de 3 ; l'erreur commise en prenant l'une d'elles pour la valeur de A + B , est donc moindre que S , c'est-à-dire que le degré d'approximation de la somme est ie même que celui de A .
Soustraction. 1. Soit à soustraire B de A , on aura a — B<A — B<a + B — B .
Les quantités extrêmes différent encore de 3 ; donc l'erreur commise en prenant l'une d'elles pour la valeur de A — B , est moindre que 3 , c'est-à-dire que ie degré d'approximation de la différence est le même que celui de \ , et a le même sens.
H. Soit à soustraire A de B , on aura
Les quantités extrêmes diffèrent toujours de B ; ainsi l'erreur commise en prenant l'une d'elles pour la valeur de B— A , est moindre que o ; mais si l'on prend A par défaut , l'erreur sera par excès ; et si l'on prend A par excès , l'erreur sera par défaut. Donc le degré d'approximation de la différence est encore le même que celui de A ; mais l'approximation est de sens contraire.
301. MuLTiPLiciTiON. I. Soit a multiplier A par B , on aura ûB<AB<(û-|-3)B ou oB + ÎB .
Les quantités extrêmes différent de SB ; l'erreur commise en prenant l'une d'elles pour la valeur de AB est donc moindre que SB, c'est-à-dire que l'erreur commise sur le produit est moindre que la limite de l'erreur commise sur le facteur approché A , multipliée par le facteur exact B .
Si , par exemple , A est approché à moins de ~ , et que B soit égal h 5 , l'erreur commise sera moindre que ^ ou i .
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Si A est approché à moins de 0,01 , et que B soit égal à 31,5 ; l'erreur commise sera moindre que 0,01 X 31,5 ou que 0,315 .
Si A est approché à moins do 0,001 , et que B soit égal ■ à 31500 , l'erreur commise sera moindre que 0,001 X 3150O , c'est-à-dire moindre que 31,5 .
IL On peut demander avec quel degré d'approximation A doit être pris pour que le produit soit approche à moins d'une quantité donnée t .
On vient de voir que l'erreur commise sur !c produit est moindre que SB ; posons
SB< t ,
et nous satisferons a fortiori à la condition proposée.
On tire de là 5<| ,
c'est-à-dire que la limite de Verre être moindre que la limite de Ver produit , divisée par le facteur exact B .
Si , par exemple, on veut obtenir le produit à moins de 0,001 , et que B soit égal à 30,5 , on devra avoir . 0,001 . , 1
°<-29j ° U Û< 395Ô5' c'est-à-dire que le facteur A devra être approché à moins d'un 39500* . En calculant A à moins d'un cent-millième on remplirait a fortiori la condition.
Si l'on avait B = 0,395 on devrait avoir ,,0,001 "-0,395
c'est-à-dire que le facteur A devrait être approché à moins d'un 395* . En le calculant à moins d'un millième on remplirait a fortiori la condition.
Si l'on avait B = 0,00395 , on devrait avoir . „ 0,001 , . 1
S <mm 00 û< 3^5 '
ou si l'on veut o< i .En calculant A à moins d'il» dixième on remplirait a fortiori la condition. - 3B!!. Division. I. Soit à diviser A par B , on aura
Les quantités extrêmes dificrent de | ; ainsi l'erreur commise
en prenant l'une d'elles pour la valeur de g est moindre que j, c'est-à-dire que l'erreur commise sur le quotient est moindre que la limite de l'erreur commise sur le dividende A , divisée par le diviseur B .
Si , par exemple , À est approché à moins de ^ et que B soit égal à 43,7 , l'erreur commise sera moindre que
Si A est approché à moins de 0,001 et que B soit égal à 8,75 , l'erreur commise sera moindre que 0,001 1 "875 ° U<m ° 8750 ■ Si A est approché à moins de 0,1 et que B soit égal à 0,085 l'erreur commise sera moindre que
ÔTÔ85 • ouque TT ' ouque n ' 76 -"
11. On peut demander avec quel degré, d'approximation A doit être pris pour que le quotient soit approché à moins d'une quantité donnée s .
On vient de voir que l'erreur commise sur le quotient est ^ ; posons
et nous satisferons a fortiori à la condition proposée.
Ontiredelà S<t.B ;
c'est-à-dire que la limite tic l'erreur emnmhe sur le dividende A doit être moindre que la limite d?. l'erreur qu'on veut commettre sur le quotient, multipliée par h diviseur B .
Si , par exemple , on veut obtenir le quotient à moins de et que B soit égal a 24 , il faudra qu'on ait
*'<S5a> ™ 8 <H5c'est-à-dire que le dividende A devra être approché à moins
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Si l'on veut obtenir le quotient à moins de 0,0001 et que B soit égal à 37,5 ondevraavoir S<0,000ix37,5 ou S<0,00375- En calculant A à moins de 0,001 , on remplirait a fortiori la condition proposée.
Si l'on veut obtenir le quofient à moins de 0,01 et que B soit égal à 3759 , on devra avoir
8<0,01X3759 ou 8< 37,69 .
Ën calculant A à moins d'une dizaine, on remplirait a fortiori la condition.
III. Soit maintenant à diviser B par A ; on aura
Les quantités extrêmes diffèrent de
Ën appelant e l'erreur commise en prenant une de ces quantités extrêmes pour la valeur de ? , on aura donc
c'est-à-dire que l'erreur commise sur le quotient esf moindre que la limite de l'erreur commise sur le dividende A , multipliée par le quotient qu'on obtient en divisant le dividende B par le carré de la valeur de A approchéepar défaut.
Si, par exemple, la valeur appprochée de A à moins de ^ est , par défaut, et qu'on ait B=16,33 , on aura
ou à peu près et aforliori e<- .
Si la valeur approchée de A , à moins de 0,01 est 8,75 et qu'on ait B = 0,38 , on aura
e< 100" (fi,75)' 0a e< 765625 0U 6 < 232,00 "
Si lu valeur de A. approchée à moins de 0,001 est 1,462 et qu'on ait B = 0,045 , on aura
e< 1000 - (îl62)' 0U C< 2137444 ° U e< 4V9 '
ou , a fortiori , e < ^ .
IV. On peut demander avec quel degré d'approximation doit être pris le diviseur A , pour que le quotient soit approché à moins d'une quantité donnée e .
On vient de voir que l'erreur commise sur le quotient est moindre BS .
que — j j posons
et nous satisferons a fortiori à la condition proposée.
On tire de là 3 < E lî EQ>
c'est-à-dire que la limite dr l'erreur commise sur le diviseur A doit être moindre que la limite de l'erreur qu'on veut commettre sur le quotient, multipliée par le quotient qu'on obtient e.n divisant le carré de la valeur du diviseur A (approchée en moins) par le dh-identlc ' B .
Il faut remarquer que cette valeur approchée du diviseur dépend du degré d'approximation que l'on cherche, et n'est par conséquent pas connue; niais, comme la condition ci-dessus [1] sera remplie a fortiori si on y satisfait après avoir remplacé a par une quantité moindre, on pourra mettre pour a dans cette formule une valeur de A approchée par défaut à un degré d'approximation quelconque.
Si, par exemple, on a B = 21,55 ; A = 8,317317.... et qu'on veuille obtenir le quotient â moins de 0,0001 on pourra prendre 8 à la place de a , et écrire
^ïôk^sds' d ' où s< séjr.-
En prenant A à moins d'an ttiœ-mil/ième, c'est-à-dire 8,3173 , on remplirait a fortiori la condition proposée.
Si l'on a B — ûCO ; A= 1,6545454.... ; et qu'on veuille obtenir le quotient à moins de 0,001 ; on pourra prendre 1,6 à la place de « , et écrire
des approximations Ar.sor.UES.< 353 En prenant A. a moins de 0,000001 .c'est-à-dire -1,654545. , on remplirait a fortiori ta condition proposée.
Si l'on a B = 0,25 et A — y 5 , et qu'on veuille obtenir le quotient à moins de 0,01 , on pourra prendre 2 à la place de a , et écrire -
*<àô'ôi • ,1,où !< é ou s< és ■
En calculant \/à à moins d'un dLrième, on remplirait a fortiori la condition. ,
365. Carbé. 1. Soit à former te carre de A ; on imra tf<À*< (& + *)' pu à*+2o*- r -S' '.
La différence entre les quantités extrêmes est lai -j- à* ; ainsi . en appelant toujours s l'erreur commise quand on prend^'une de ces quantités extrêmes pour la valeur de A 1 , on aura'
• <ldt+ï ou e <2o(s-+Q .
Le plus ordinairement le terme ^ sera négligeable vis-à-vis de à , et l'on pourra prendre pour la limite de l'erreur commise
e = 2cS = 3.2o , c'est-à-dire que la limite île l'erreur commise sur le carré est égale à la limite de l'erreur commise, sur la première- puissance, multipliée par le double de la valeur de celte première puissance, approchée par défaut. . . '
Si, par exemple, la valeur de A , approchée h moins de ~
est ^ , l'erreur commise en l'élevant au carré sera moindre que
±X2 ^ on *L oa 'JL.
et, a fortiori, moindre que ~ .
Si la valeur de A , approchée à moins de 0,001 est 5,341 ; l'erreur commise en l'élevant :ai eanv si'ra moindre que 0,001X2X5,341 ou que 0,010682 , ou, a fortiori, moindre que 0,011 . _
II. On peut demander avec quel degré d'approximation il faut prendre A , pour qu'en l'élevant au carré l'erreur commise soit moindre qu'une quantité donnée £ .
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On vient de voir t|ue l'erreur commise en formant le carré est généralement moindre que 2aô ; posons
' nous, satisferons a fortiori :à la condition proposée.
On tire de la 1 .«<^ [2],
c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur A doit être moindre que la limite de l'erreur qu'on' veut commettre sur son narré, divisée par le double de la valeur approchée de A , par dé-
Ici encore la valeur approchée a dépend du degré d'approxima- ' tion que l'on cherche e( n'est, pnrcnnspqnerif, pas connue àl'avance; mais on peut mettre à l;i place île « une quantité plus petite; si l'on satisfait à l'inégalité dans ce cas, l'inégalité [2] sera satisfaite a fortiori. On peut donc remplacer a par une valeur la plus simple possible approchée par défaut.
Si, par exemple, A est égal à 7,3643G4364.... on pourra remplacer a par ■ 7 ; et si l'on veut que le carré Soit approché à moins de 0,001 , on écrira
0,001. .1 , - 14 ou 14000 ' En prenant A avec 5 décimales on remplira a fortiori cette condition.
Si A est égal à 329,7272.... , on pourra remplacer a par 329 ; et si l'on veut que le carré, soit' approché à moins de 0,0001 , on écrira :
û< 3293<2 ° U S< 6580ÔÔÔ ' En prenant A avec 8 décimales on remplira a fortiori cette condition.
3C4. Racine cirrée. I. Soit à eïlraire la racine carrée de A ; on aura
V«<v'A-<v / STs ■ -' - La différence entre les quantités extrêmes est \/a-\-S — \fâ ; en . appelant e l'erreur commise en prenant une de ces quantités extrêmes pour la valeur de \/A ; on aura donc
e<v/^H— <Jâ : •■' '
Multiplions et divisons à la fois le second membre par yn+Ô+v'" ; il viendra
ou e< -
et, afortiori, e<^~
c'est-à-dire que l'erreur commise sur la racine carrée sera moindre que la limite de. l'erreur commise sur h nombreproposé, diviséepar deux fois la racine carrée de lu valeur approchée de ce nombre.
Si , par exemple, In valeur approchée de A , & moins de " —
est — , on aura
ou, en mettant pour la racino qui entre au dénominateur sa valeur approchée par défaut, ce qui est permis puisque cette substitution tend à augmenter le second membre, '
Si la valeur approchée de A ,àmoinsde 0,001 , est 11,522 , on aura
ou, en mettant pour le radical du dénominateur sa valeur approchée par défaut 3,39... ,
II. On peut demander avec quel degré d'approximation il faut prendre A pour que la racine carrée soit approchée à moins d'une quantité donnée e .
On vient de voir que la limite de l'erreur commise sur la racine
nous satisferons à fortiori à la condition proposée.
On tire de là S<«.2V« [3],
c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur A doit être moindre que fa limite de l'erreur qu'onveut commettre sur sa racine , multipliée par deux fois (a racine carrée de la valeur approchée de A , par défaut.
Ici encore, cette valeur approchée de A n'est pas connue, puisqu'elle dépend du degré d'approximation que l'on cherche; maison peut la remplacer par une quantité moindre; si l'on satisfait à l'inégalité dans ce cas , l'inégalité [3] sera satisfaite a fortiori.
Si; par exemple, on a À = 318,272727.. ; et qu'on veuille obtenir sa racine à moins de 0,001 , ou pourra remplacer a par 318 , et \/a par sa valeur approchée par défaut 17 . Oq devra donc avoir ... -
S<0,001 X34 ou S < 0,034 .
En prenant A avec deux décimales , on satisfera a fortiori à la condition.
Sil'ona A — 0,047127)2.... ; ét qu'on veuille obtenir la racine à moins do 0,01 ; ou pourra remplacer a par 0,04 ; et \ja par 0,2 ; on devra avoir alors
3<0,01X2X0,2 ou S < 0,004 .
III. Remarque. Lorsqu'une quantité est plus grande que 1 , il suffit , pour obtenir sa racine carrée avec n chiffrés décimaux exacts, de connaître cette quantité elle-même avec n chijfres décimaux exacts.
En effet, on a alors £ =JqT 1 et A> 1 I on peut donc remplacer a par 1 dans l'inégalité [3] , et écrire -
Si donc la quantité A est donnéo avec' n chiffres décimaux exacts , c'est-à-dire si S est moindre qu'une unité du n'" ordre décimal, la condition sera remplie a fortiori.
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Plus généralement , si a est l'exposant (positif ou négatif) de la plus liau tu puissance de 100 contenue dans A, on aura n>100" ;
on posera S <I^- '
et, cd satisfaisant il cette iaeg.ilité , on satisfera a fortiori il la con-
C'est-à-dire qu'il suffira de prendre A avec im nombre de décimales marqué par le nombre n de décimales qu'on veut obtenir à la racine, diminué ik l'c.i posant a de ta plus haute puissance de 100 contenue dans A :
Si, par exemple, A=356,709 .... , on aura a — 1 ,,'etilfeudraprendre A avec »~1 décimales ;si A=51f>78,023.... , od aura h = 2 , et il faudra prendre n — S décimales ; si an contraire A = 0,0317.... , on aura o = — 1 , et il faudra prendre n -f- 1 décimales ; et aiusi de suite.
Lorsqu'un nombre entier a 2n + l chiffres, on peut, sans connaître les n premiers chiffres à droite, obtenir sa racine carrée à moins d'une unité.
En effet , on a alors ■ =1 et A > 10*" ; on peut donc remplacer a par 10** , et par conséquent \/a pur 10" ; et écrire
Or, si l'on retranche les n premiers chiffres à droite du nombre, ou, ce qui revient au môme, si, ne les connaissant pas, on les remplace par des zéros, on commet une erreur moindre que 10" ; donc on peut obtenir la racine ïi moins d'une unité. 305. Ci'iiE. 1. Soit à former. le cube de A ; on aura
a' < A' < (a + 3)' ou a" + 3 s»! + 30? + ?' - La différence entre les quantités oxirt:mis est 3 «*£ ,-f- 3aî' + S ; en nommant toujours e. l'erreur commise en prenant une de ces quantités extrêmes pour la valeur de A* , on aura donc.
•<8rfH-Saâ+* ou t<arf^H~+j£) .
Lh plus oi'diiiairi.'EiK'iit , l'ensemble îles deux derniers termes, écrits dans la parenthèse sera négligeable devant le premier; on pourra donc prendre pour limite de l'erreur commise
c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur le cube est égale à la limite de l'erreur commise sur la première puissance , multipliée par le triple carre de la valeur de celle première puissance , approchée par défaut.
Si, par exemple, la valeur approchée do A a moins de 0,01 est 3,14 , l'erreur commise en l'élevant au cube sera moindre que
0,01X3X(3,14)' ou 0,295788, ou, a fortiori, moindre que 0,3 ,
Si la valeur approchée de A ,àmoinsde 0,001 est 0,612 , l'erreur commise en l'élevant au cube sera moindre que . 0,001 X.(u,fil2) s X3 ou 0,001123632, ou , afortiori, moindre que 0,002 .
II. On peut demander avec quel degré d'approximation la quantité A doit être prise pour qu'en l'élevant au cube, on commette une.erreur moindre qu'une quantité donnée t .
L'erreur commise sur le cube différant peu de £.3û* .posons
nous satisferons à la condition indiquée.
On tire de là 3 < ^-j ,
c'est-à-dire que la limite de terreur commise sur la première puissance doit être moindre que. tu titrtîti: de /''nrur </u'ij/i veut commettre sur le cube, divisée par le triple carré de la valeur approchée de la première puissance.
Cette valeur approchée o n'est pas connue, puisqu'elle dépend du degré d'approximation cherché; mais un peut la remplacer par une quantité moindre, puisqu'on ne fait ainsi qu'augmenter lé second membre ; on pourra donc mettre pour a une valeur la plus simple possible approchée par défaut*
Si, par exemple, on a A — 6,1275275.... , et qu'on -veuille obtenir son" carré à moins de 0,001 , on pourra remplacer a par fi /et écrire
â< 3XSB ° U 0< Ï06ÔOÔ- En prenant' A avec 6 décimales , on remplirait a fortiori la condition , et il est probable qu'on la remplirait encore avec 5 décimales ..." ,.
58*1. Racine cubique. I. Soit enfin à extraire la racine cubique de A , on aura. . •
DES API'MOXEMÀTIOHS ABSOLUES
En nommant e l'erreur commise en prenant une des quantités extrêmes pour la valeur de y'Â , on aura donc
Multiplions et divisons à la fois le second membre par la quantité
Le numérateur se réduira à la différence des cubes des radicaux yfâ+h et \fâ , c'est-à-dire à S ; et l'on aura
et a fortiori — -
c'est-à-dire que l'erreur commise sur la racine cubique est moindre que la limite de l'erreur commise sur la quantité donnée A divisée par le triple carré delà racine cubique de cette quantité, approchée par défaut.
Si , par exemple , on a A = i ,26 à moins de 0;01 , on aura 0,01 ou e< _JM>t_ 3^(1,26)*- 3^1,5876 ou en remplaçant le radical du dénominateur par s'a valeur approchée en moins , ce qui est permis , puisque cela a pour effet d'augmenter le second membre,.
^ 0,01 e< 3lOÏ ° U e< 33Ôô; 11. On peut demander avec quel degré d'approximation on doit prendre A pour que sa racine cubique soit approchée à moins d'une quantité donnée i .• On vient de voir que l'erreur commise sur la racine cubique est
moindre que ~t= ; posons donc '3v«*
nous satisferons a fortiori à la condition indiquée.
Ontiredelà r<i,3^? '.Mi'"
c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise sur A doit être moindre que la limite de l'erreur que l'on veut commettre sur sa racine, multipliée par le triple carré delà racine cubique de la valeur approchée de A, par défaut. . ' . -*
Celte valeur approchée n'étant pas' connue, puisqu'elle dépend de l'approximation cherchée , on pourra la remplacer par une quantité plus petite.
= Si , par exemple, on a A= 3,1272727.... , et qu'on veuille obtenir sa racine cubique à moins de 0,01 , on pourra remplacer a par 3 , cl l'on posera
S<0,01 X3y5 , ou en prenant y» à une imité près, par défaut, ; ô<O,01X3X2 ou S<0,OÉ .
En prenant A avec doux décimales on remplirait a fortiori la condition.
111. REMARQUE. Lorsqu'il//!' i/u-mlili- ni plus iji-i.mde que 1 , il suffit, pour obtenir sa racine cubique avec n chiffres décimaux exacts r de connaître celle quantité elle-même avec n chiffres décimaux exacts.
Car on a alors £ = j^ et A>1 ! on pi*ut donc remplacer à
par.. 1 et écrire
Si donc la quantité A est donnée avec n chiffres décimaux exacts, c'est-à-dire si. S' est moindre qu'une unité décimale de l'ordre ji , la condition. sera remplie a fortiori.
Plus généralement, si « est l'imposant ' positif ou négatif] de la plus haute puissance de 1000 contenue dans A , on aura «> 1000* . On posera
lit en satisfaisant à cette inégalité on s;Uîsfï;i'A <t fortiori à la condition [4], 'car on aura '
10"- to — 10" < 10" < Kl" ' c'est-à-dire qu'iï suffira de prendre A avec un nombre de décimaies marqué par le nombre n de décimales qu'on veut obtenir à la racine, diminué du double 2j de l'exposant de la plus li a n w puissance de 1000 contenue dans A .
Si, par exemple, A = 3479,102.... , on aura a = l et il suffira de prendre, n — 2 décimales .Si A = 0,00347.... , on aura. b= — I , et il faudra en prendre n'-f 2 , et ainsi de suite.
Jusqu'ici nous avons supposé qu'une seule des données
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était inexacte; cherchons maintenant ce qui arrive lorsque plusieurs d'entre elles ne sont qu'approchées. L'erreur commise varie alors suivant le sens de l'approximation de chacun des éléments du calcul; mais, afin de ne pas multiplier les règli-s. nous n'examinerons, dans chaque cas particulier, que l'hypothèse la plus défavorable.
Addition. Le cas le plus défavorable est celui où les erreurs sont de même sens : soient A et B deux quantités à ajouter; soient 'f et b leurs valeurs approchées, l'une à moins de a , l'autre à moins de p ; soit enfin e l'erreur commise sur le résultat. On aura
«<A<a+« , A<B<6+p , rl'où, on ajoutant, ce qui est permis («6),
« + 6<A-f-B<«.+ é + « + fi .
Les quantités extrêmes ditlërent de a-f- p ; on a donc " + ? ,
c'est-à-dire que l'erreur commise sur la somme, est moindre que la somme lies limites des erreurs commises sur chacune des quantités ajoutées.
Si , par evemple, l'une des quantités est approchée à moins de et l'autre à moins de , la somme sera approchée à moins do
La règle serait !a même, dans le cas le plus défavorable, pour un nombre quelconque de quantités.
Si , par exemple , on fait la somme de 10 logarithmes , approchés chacun à moins d'une demi-unité du septième ordre décimal , l'erreur commise sur la somme sera moindre que 5 unités de cet ordre, dans le cas le plus delïivoraltlu.
Rkmaho.UK. Si plusieurs quantités sont approchées au même degré d'approximation, leur moyenne, 'dans le cas le plus défavorable, est approchée au même degré.
Soit, en effet, l la limite de l'erreur commise sur chaque quantité; si elles sont en nombre n la limite de l'ei
leur somme sera «S , dans le cas le plus défavorable ; en divisant donc par » pour prendre la moyenne, on aura S pour la limite de l'erreur commise (562, I).
Si, par exemple, on prend la moyenne entre un certain nombre de températures estimées chacune à moins d'un dixième de degré,
cette moyenne sera approchée elle-même, à moins d'un dixième de degré.
Si un certain nombre d'observations donnent la valeur d'un angle, chacune à moins d'un quart de minute, la moyenne de ces observations sera rapprochée à moins d'un quart de minute.
El ainsi de suite.
568. Soustraction. Le cas le plus défavorable est celui où les erreurs sont de sens contraire. Supposons qu'on ait, en conservant les mêmes notations ,
«<A<« + « , 6>B>6— fs , on pourra retrancher membre à membre (86), ce qui donne o— 6<A — B<n + a — 6 + p .
Les quantités extrême* diHheut de a -\- \; ; on a donc
c'est-à-dire que l'erreur commise svr ta différence est moindre que la somme des limites des erreurs commises sur chaque quantité.
Si, par exemple, la quantité à soustraire est approchée par défaut à moins de ^ , et que la quantité dont on soustrait soit approchée par excès à moins de ~ , la limite de l'erreur commise par excès sur la différence, sera j^ + j^ m ^ ■
369. Multiplication. Le cas le plus défavorable est celui où les erreurs sont de même sens. Si l'on a
a<k<a+* , &<B<6-H , on peut multiplier membre à membre, ce qui donne -,
ab < AB < ab + + 6« + c$ , et, par conséquent, e < a$ -f- 6a + »B .
Le plus ordinairement, le terme sp sera négligeable vis-à-vis des précédents, et l'on pourra prendre pour la limite de l'erreur commise sur le produit
c'est-à-dire que la limile de l'erreur commise sur le produit, est ta
Si, par exemple, la valeur approchée de À à moins de — est |g , et que la valeur approchée de B à moins de ^ soit ^ , la limite de l'erreur commise sur le produit sera
lô + «' ° U 60 ' ou 12 umtéset 60 ■ Si la valeur approchée de A à moins de 0,01 est 3,14, et
que la valeur approchée de B à moins de 0,001 soit 0,221 ';
l'erreur commise sur le produit sera moindre que
3,14X0,001+0,221X0,01 , c'est-à-dire 6,00535 , moindre a fortiori que 0,006 .
Rkmàbque. Si l'on demandait avec quel degré d'approximation il faut prendre les données-pour que le produit soit approché à moins d'une quantité assignée - s , le problème serait indéterminé. On pourrait poser, en effet,
mais on voit que l'on peut donner à v , par exemple , une valeur arbitraire (qui rende le terme h* , et même Ba , moindre que t ) et qu'on pourra déterminer ensuite p de manière à satisfaire encore à l'inégalité.
370. Division, Le-cas le plus défavorable est celui où les erreurs sont de sens contraire. Supposons qu'on ait a< K<a+* , ^ . . i>B>d— p ,
on pourra diviser membre à membre , et l'on aura
Écrivons que l'erreur commise c est moindre que la diltërence des quantités extrêmes, nous aurons
œ + a a -'l>*+aB
c'est-à-dire que l'erreur commise sur te quotient sera moindre que la somme des produits obtenus en multipliant chyque terme de la division par la limite de l'erreur commise sur l'antre, divisée par le carre de lu auteur i;ppi ori,rc itiris-.'iii- /-ur définit .
Si, par exemple, lu valeur approchée de. A par défaut, à moins de 0,01 est 11,24 , et que la valeur approchée de B par excès, à moins de 0,1 soit 28,7 ; la limite de l'erreur commise sur le quotient sera
OU, a fortiori,
Remarque. Si l'on demandait avec, quel degré d'approximation on doit prendre le dividende et le diviseur pour que le quotient soit approché à moins d'une quantité donnée t , le problème serait encore indéterminé. Un poserait
afT+Sa aï j ba •
On 'pourrait donner à fi une valeur arbitraire ( qui rendit lu premier terme moindre que s ), et déterminer ensuite, a de manière ii satisfaire encore à l'inégalité.
371. Applications. I. Calculer à moins d'un centimètre carrela surface d'un cercle qui a 0™',37 de rayon.
En appelant S l'aire du cercle, et n le rapport de la circonférence au diamètre", on a **
S = EX(0"',37)' = 7rXO m - c ,1369 .
11 s'agit de déterminer le nombre de décimales qu'on devra prendre'au facteur ti , pour que le produit soit approché à moins de 0,0001 . Appliquons la rè^le du n° 301 (II), nous trouverons , 0,0001 . 1
0< Ô,136!) °" ^1369 ' il l'audni donc prendre r. avec ( dénumles , nu - = 3,l4l5... , ou mieux ir = 3,l4l6 , attendu que le cinquième chiffre tlécrmal est un 9 . On aura donc
S = 0 m - C ,13t>9 X 3,1416 = O B - t ,4300!tà#it ou S='O"- c ,4300 en ne consérvaiil nue lis décimales ivriaines.
DES APPROXIMATIONS ABSOLUES
II. Trouver, à 1000 habitants près, la population de la terre, sachant que le quart seulement de, sa surface es/ habité, et en comptant 1500 habitants par myriamètre carré.
La circonférence du méridien étant de 4000 myriamfelres , le , , , , 4000 2000 , , 1
rayon de la terre a pour valeur ou ; le quart de la
surface du globe ou la surface d'un grand cercle *, a donc pour
expression irl 1 ou — ■■ — myriametres carres. Multipliant par 1500 , on trouve, pour le nombre d'habitants demandé ,
Il s'apit de calculer ce nombre j tiw-.ns de 100(1 unités près; et il faut déterminer d'abord pmir cela le noniln.- de déi iir.ales avec lequel on doit prendre la valeur de n . Appliquons la ré{;le du ti 1 589 (IV), nous trouverons (en prenant ;t pour valeur appro^,. chérde it) „
H faudra donc prendre * avec 6 décimales ,ou n=3,l4l592 . On aura alors , *
à moins de 1000 habitants prés. i
III. Calculer, à moins d'un dixième de seconde, le temps qu'emploierait un corps à tomber dans le vide d'une hauteur de ÎOCV .
On fait voir, en Physique, que si l'on désigne par h la hauteur de chute , par ( le temps employé , exprimé en secondes , et par g le double de l'espace parcouru dans la première seconde , ou 9">,8088. . ,'ona
h=\ge„ d'où '=y^ ■
Dans l'exemple proposé, on a donc
Vâôo-
II s'agit de déterminer le nombre de décimales avec lequel il faudra prendre g , pour que lé résultat puisse être calculé a moins de 0,1 .
' Voy. noirs Géométrie théorique et pratique', 3' Édition , n° (64.
Pour cela, il faut déterminer d'abord avec quelle approximation
doit être calculé le quotient — .
En appliquant la règle du n" 364 (II), et remarquant que
étant plus grand que 20 , sa racine est plus grande que 4 , on trouvera
2<0,ÏX2x4 ou 5<0,8 .
Ainsi le quotient devra élrc calculé à moins de 0,8 . Appliquant maintenant la règle du n° 302 (IV), en prenant 9 pour lu valeur de g , en moins, on aura
3'<0,8.^L ou S-<0,324 .
Il sufïira'donc de prendre g avec une décimale, ce qui donne
à moins d'un dixième de seconde.
IV. Calculer, à moins d'un millimètre, la circonférence du cercle circonscrit à un carré qui a 1™ de coté.
D'après des principes connus de Géométrie *, le rayon de ce cercle aura pour expression y/2 ; sa circonférence aura donc pour valeur
c'est cette expression qu'il s'agit de calculer à moins de 0,001 , ce qui revient à calculer nfâ à moins de 0,0005 .
Désignons par a une valeur approchée de tt à moins de a , etpar b une valeur approchée de t/2 à moins de a , par défaut toutes deux ; la limite de l'erreur commise sera à très-peu près (309) «p + te .
l'osons up + ba < 0,0005 .
Pour satisfaire à cette inégalité, prenons d'abord p de manière quelelerme ap soit moindre que 0,0005 ; posons pour cela
4p<0,OOU5 ,
m remarquant que o est moindre que A . Nous tirerons de là p< 0,000125 .
On satisfera a fortiori à cette condition en calculant ^2 à moins * Voy, notre Géométrie théorique elproiiqiw, n™ 28» et î«.
DES APPROXIMATIONS RELATIVES
de 0,0001 ,eequidonno 6=1,4142 . L'inégalité devient alor
«XO,0001-f-BXl,4H2< 0,0005 , d'où aXl,-il42< 0,0006 — a X 0,0001 ,
ou en mettant pour a la valeur 4 plus grande que * , afin de diminuer le second membre
«Xl,4l42< 0,0005 — 0,0004 ou <O,O001 .
Si l'on satisfait à cette inégalité , on satisfera a fortiori à l'inégalité primitive. On lire de la .
O.OOOl 1 a< 1,4142 0U a< 14142 " 11 faudra donc prendre it avec 5 décimales .On aura ainsi C = 2X3,14159Xl,4142 = 8 n ',865 , à moins d'un millimètre.
S !!. Des approximations relatives.
372. Nous avons dit au commencement de ce chapitre qu'on pouvait évaluer l'erreur commise sur une quantité, par rapport à la valeur- exar.tc de cetU: quaulitit, et que IWinir ;iiusi évaluée lituit une erreur relative; comme lorsqu'on dit qu'une quantité est obtenue, à moins d'un 20' , d'un 30" , d'un 100' desavaleur.
Soit A une quantité qu'on ne peut obtenir qu 'approximativement, et soit e la limite de l'erreur absolue commise sur cette quantité. Le rapport de cette limite d'erreur e à la valeur de la
quantité A , ou la fraction ^ sera la limite de l'erreur re-
lative.
Nous la représenterons, dans ce qui va suivre , par la lettre m ; en sorte que nous aurons
j = , d'où e=mX ,
Nous représenterons par a la valeur approchée de A , par défaut, en sorte qu'on aura
a<A<a+»iA .
Enfin, nous représenterons par E la limite de l'erreur absolue, et par |i la limile de l'erreur relative , commises sur le résultat.
Cela posé , passons en revue' les principales opérations qu'on peut avoir à effectuer.
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575. Addition. Soit à ajouter B à A. ; on aura a + B<A + B<a-j-mA. + B .
La différence des quantités extrêmes étant mk , on a , K<»,A;d'où ou Kw.ïjb ,
c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative se trouve diminuer dans le rapport de A à A + B .
Si, pur exemple, la valeur approebée de A par défaut est .31,55, on a m — — . Si B — 839 , on aura 31,55.
* < ZlSa à SM + Z\,5!>:: '° a ^ $3900 -t SIM ' • U <S7555-
37-S. Soustraction. Soit à soustraire B de A ; on aura a — B<A — B<a-|-îttA — B ; donc E<mA ; d'où ou n<m ■ .
c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative se trouve augmentée , dans le raporl de A à A — B - Si, par exemple, la valeur de A , approchée par défaut est 45,7
on a m = -^ ; si B — 28,9 , on aura
/<57- <5,7- 7 8S,9 ■ 0n »<Ï57 = 285' 0U ^ÏS' 371î, Multiplication. Soit à multiplier A par B ; on aura aB<AB<nB-)-mAB , d'où E<.«AB et ^ ,ou F <« ,
c'est-à-dire qui; la limite de l'erreur relative reste la même. ■ Si, par exemple, A est approché à moins de —7g de sa valeur, son produit par un nombre quelconque B sera encore approché à moins de ^ de sa valeur.
Si la valeur de A , approchée par défaut, est 18,59., , celle quantité A est approché à inoins de de sa valeur; il en
sera donc de môme du produit de A par un nombre quelconque.
Division. I. Soit à diviser A par B ; on aura
donc E<i»g;d"où ou l*<» ■
c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative reste ta même. II. Soit à diviser B par A ; on aura
d'où ^ o» f< ,(.*«H '" , ' / """' '<"•? '
Hais , comme 0 est supposé différer peu de A , leur quotient est très-peu supérieur à l'unité, et l'on peut écrire !*— *» .
c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative reste ta même.
377. Cabré. On a a»< A'<i£-f Zam\-\-m?A} ; donc E-^aamA-f-m'A* ; d'où ~, ou [*-<2)» . y + m* , et, a fortiori, «. <; 2 «t -}- m* ; .
mais , comme m* sera ordinairement très-petit , on pourra poser
ii = 2m , ■ ■ ' ; c'est-à-dire que la limite de l'erreur relative est doublée.
37«. Racine cabrée. On à </â<</X<^</'à+mk. , donc E<v / o + »iA — \/a ou ^-<~^ (voy. le n 1 364)
Delà | ou
Et , comme a diffère peu de A , on pourra écrire
c'est-à-dire que la limite de Ver
570. Cube. On a tf'<A , <,a , + 3tfMA- T - 8«rfÀVf-m.'A? ; donc; E<3a , i«A. + 3o»i I A ! -f m s A 3 ,
d'où p ou fi<3m.^ |+y.|+m' ,
et, a fortiori, K3» + 3m' + m? ;
mais comme m sera ordinairement très-petit, wt ! et m a
seront négligeables vis-a-vis de m ; et l'on pourra poser
■•'csl-à-dire que la limite de l'erreur relative est triplée. 580. Racine cubique. On a i/a < yfk < y'a + mÂ ;
donc, ■E<.y'o-{-m.A — , ou E < (voy. le n° 566);
3'vV
Mais comme « diffère très-peu de A , on pourra écrire :
' Ami , ' c'est-à-dire que la limite de l'erreur rcla'ive es! divisée par 3 .
501. Lu simplicité de ; ces régies permet de traiter avec la plus grande facilité les questinns inverses. Par exemple:
I. ' Avec combien de décimales faut- il prendre le nombre 3,1415926.... pour que son cube soit approché à moins de
de sa valeur?
Puisque en élevant un nombre au cube la limite de l'erreur relative est triplée (570), il faudra prendre le nombre proposé à moins
de de sa valeur. Il suffira pour cela de prendre trois déci-
males; car le nombre 3,l4l est approché à moins de de sa valeur.
De plus, on devra supprimer au résultat tous les chiffres qui exprimeraient une quantité moindre que la 1000= partie de ce résultat. On trouvera ainsi
en supprimant les chiffres suivants , qui exprimeraient une quantité moindre que la 1000' partie de 30,98.
II. Avec combien de décimales faut- il prendre le nombre
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657,8787.... ,-j'c,» ^ m ra „« tm ée M apprécia à memi <fc Î6Ô» ''««"'""•■''
Puisque lorsqu'on estr.it la racine Carrée d'un nombre la limite de 1 erreur relative est divisée par 2 (37(1), il ,„ff, Fa de
prendre le nombre propose à moins dé 2 onde 1 ,u JOOOO .woô de
sa valeur. On remplira cette condition on pronsnt ce nombre avec m tlocmralo; crie nombre 657,8 est approrl»! i moins de 6578 *»v»lsiir.
On trouve 25 pour 1. partie entière de la racine: on pourra donc arrêter 1 opération dé, qu'on arriver, à „n ohiflre qui evnr™ inerait une qiuinlile iiiumdre i pie la ÎMC* parti, do 25 c'esta-diredés qu on nmviTua nu cl,, lié,. « ^ pi iiui m( ,„ ( ,i,„ ((e 0
aHmOSi • *"""* '"*>"''''" <*«»• *• millièmes!
il moins do de la valeur de cè résultai.
il'™,": li rnn i n i l.
surce'suW î,jg,finrf*° P * S 0 " *» i,lé,s •»* , , „ I , , 1 F ■', "' " ■ ''" * »Pl»o rf »nt de pins m p u, du ré,,, lut !„„,,,, j, „,,„,„ „„ , 1
Son te fSeî ' """ qU ' **' d ^''PP™"-
Si, dans un produit de deux taotours, ils ont pris le multiplicande a mou,, ,1 „„ unllihnc ,., ,,. multiplicateur 4 ^ „,
■S 1 !' gn ?°' " t0lr °" tenu ,e P™ 1 »'' 4 moins d'un cent
millième. S',1. veulent avoir 3 décimales à 1, racine earréo d'un ' nombre, ,1, croient nécessaire d'avoir ce nombre avec 6 décimales- ; et ainsi de suite, oueci-
Nous espérons qu'on lisant attentivement ce chapitre et en
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Nous appelons particulièrement l'attention du lecteur sur les approximations relatives, les seules qui intéressent réellement les applications ; il importe moins , en effet , de savoir si une longueur, par exemple , est approchée à moins d'un centimètre où d'un millimètre, que de savoir si elle est approchée à moins d'un centième ou d'un millième de sa valeur. Or, cette manière d'estimer l'approximation n'est pas seulement la plus utile, c'est encore celle qui conduit aux règles les plus simples et les plus faciles à appliquer, ainsi qu'on a pu s'en convaincre.
CHAPITRE XV
S !. Problèmes d'algèbre pure.
385. Trouver le maximum ou le minimum* des valeurs que peut prendre lé trinôme du seeond degré ax* + b\+c pour des valeurs réelles de x . v '
Si a estpositif, posons ax > -\-bx+c = y .
La condition pour que x soit réel est
& «_ 4t i( C -y)>0 (218), ,, . Uc~-V.
d'où y>—Ja~- ■
La plus petite valeur que pourra prendre y , c'est-à-dire le miiihnuni de i; , sera iluni;
_ Aac — b*.
valeur à laquelle correspond x = — ^
Cette valeur minimum de y sera positive, nulle ou négative, suivant que les racines de l'équation ax 1 -^ bx-\-c= 0 seront imaginaires, réelles et égaies, ou réelles et inégaies (818).
Si a est négatif et égal à — d , on pourra écrire
Li condition dit rénlits do .<■ scia
b'—Aa'e
b*—4à'[y — e)>0, d'où y<-
La pins grande valeur que pourra prendre y , c'est-à-dire le n de y , sera donc
• l'iu! mleur li'uni' i'\;irc— ion i-s.1 ilile uin.' j'jnN i;l IiirH^u'i'll,' surpasse à la fols i cil i-= ijiii lu i.-, i dcn t ni nui m l L . • I: iui[iii''ili;ili>iin;iii. 1^1 l-i sst dilr. uLiinmimi lorsqu'elle est surpassée par celles qui précèdent et qui suivent immédiatement.
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Celte valeur maximum de y sera positive, nulle ou négative, selon que les racines do 1' c< ] nation al a? — bx — c—0 seront réelles et inégales, réelles et égales, ou liien imaginaires.
Exemple. Soit l'expression 3a?—$x-\-6 ; on trouvera qu'elle a un minimum répondant à , et ce minimum est — ^ .
Soit l'expression 6 + 5* — 3œ".; on trouvera qu'elle a un .maximum répondant à ■' — g , et ce winarfmtAn est — ~ .
Trouver le maximum ou le minimnm de l'expression
Celte relation peut se mettre sous la forme - '
x 1 — (y-\-5)x-> r 5y-\-4=0 La condition pour que £ soit réel est
ly+ty— 4(5j/+4)>o ou yi^-iOy-J-9>0
I.e premier memhiv rt« cette iiiL'italilé se déeouipiihe en deux facteurs'du premier degré 51 — 1 et- y— 9 ; on doit donc avoir
(»-D(y— 9)>o'.; ; Pour que cette inégalité soit satisfaite , il faut qu'on ait ou y < 1 ou y>9 . L'expression proposée a donc un maximum y = \ et un minimutn y=9 . Le premier répond à
.^—6* + 9 = 0", d'où x = S .
Le second répond à ■ - ■' '. ;
x>~~ lix + 43 = Q , d'où x =7 .
Il n'y a aucune valeur réelle de x qui puisse donnera l'expression proposée les valeurs comprises entre 1 et 9 ; mais elle peut prendre toutes les valeurs au-dessous de 1 jusqu'à l'infini négatif, et toutes les valeurs au-dessus de 9 jusqu'à l'infini positif.
38o. I. Partager le nombre a en deux parties telles que leur produit soit le plus grand possible (nu muximum).
Soit x l'une des parties, l'autre sera a — x , et leur produit sera ax — a? . Posons
La condition pour que x soit réel est o? — iy>0 , d'où
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. Le produit y a donc im maximum , quïrépond
Ainsi , il faut partager le nombre proposé en deux parties égales. II. Partager a en deux parties telles que la somme de leurs carrés soit la plus pcl.Hi' possible 'ou minimum).
En appelant l'une des parties et y la somme do leurs
«*+(a — xf=y ou laf—lax + a*— y = 0 .
La condition pour que x soit réel est y> a* . La somme y a donc un minimum , y = a* , qui répond h x = (l ou x= a- , c'est-à-dire qu'il faut que l'une des deux parties soit nulle.
386. Former une équatUitt du second degré dont les racines soient 2a + b et a— 2b .
Soit x?-\-px + 5 = 0 cette équation. On devra avoir — p = 2a+b + a— 2b = 3a — b , d'où p = — (3a— 6) et î = (2a-f-ôj(« — af^an 1 — 3aô — 2A ! .
L'équation demandée est donc
x'-*-(3ar—byx + 2a'~ .lai — 2&* = 0 .
On peut vérifier, en la résolvant , qu'elle admet les deux racines proposées.
387. I. Trouver la somme des carrés des racines de l'équation x'+ps + q = 0 , sans la résoudre. , ■
Appelons a et b les deux racines, et S la somme de -leurs carrés. On a ■ . , '
S=o , +6 , =<«-f bf— 2at> ; mais o-j-è= — p et ab — q ,
donc S—p'—ig .
If. Trouver la somme des cubes des mêmes racines. Soit S cette somme, on aura
Elevons au cube la relation a -f- b = — p , il viendra a , +3a'&- r -3aô ! +A ! = — p* , ou . a '+b°>\-3ab(a + b) = — p" ,
ou S— 3qp= — p* , d'où 8=311?—/ .
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Rbmârqiïe. En opérant de même , on trouverait pour la somme des quatrièmes puissances des mêmes racines
S=p*— 4fq+ip .
588. I. Déterminer q dans l'équation x'-y- 4x -|-q = 0 , du manière que la somme des carrés des racines soit égale à 12 . On devra avoir, en vertu de ce qui précède,
16 — 2j=12 , d'où ? = 2 .
Les deux racines de l'équation seront, en effet,
^=—2 + ^2 et' x=— î— ^5,-' et leurs carrés seront 6 — ifâ et 6+4v'2 , dont la somme est 12 . .
11. Déterminer q dans l'équation x*-|-px + q == 0 , de manière que m fois l'uni- des racines plus n fois l'autre fasse une snmmr i-ijalr à un nombre donné r .
En appelant a et b les deux racines, on aura
a-\- b= — p , ab = q et ma-\-nb = r , équations où les inconnues sont a , b et q . Éliminons a et (t entre la première et la troisième , qui sont du premier degré , et portant leurs valeurs dans la seconde, nous aurons la valeur de g . i - • -
On trouve ainsi «=£±^ et 6 = _^-±^ ,
d'où _(r+npHr+.mp) (m — ») 1
389. 1. Étant donnée l'éqvatian x" -f- px -f- q = 0 , former une équation du second degré dont les racines soient celles de la proposée , multipliées par vn même facteur m .
Soit y l'inconnue de la nouvelle équation , on devra avoir
y=mx\ d'où x=$- .
Mettons cette valeur pour x. dans la proposée , et faisons dispa- . raître les dénominateurs, il viendra ,
ce qui sera l'équation demandée. , ' .
II. Former une équation dont les racines soient égales à celles de x'-f-px+q^O .diminuées chacune d'une même quantité m .
Soit y l'inconnue de la nouvelle équation, on devra avoir y = x — m , d-ou x = y^-M .'
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Mettant pour x cette valeur dans la proposée, et réduisant, on obtient
y*+&m+p)y + m l + mp + q = 0 , ce qui est l'équation demandée.
Si m était égal à — | , cette équation se réduirait à
III. Former une équation qui ait pour racines les carrés des racines de l'équation x*-|-px-f-q = 0 ■
On devra avoir y = x* d'où x=;\fy .
Mettant cette valeur de x dans la proposée, on obtient
y+P\'~>i+q = o d'où pfâ=—y—q ,
et , en élevant au carré ,
ou y 1 — (y*— 2q)y + q , = 0 ,
c'est l'équation demandée.
I. Résoudre l'équation ax + ln/x-J-c
Au lieu de taire disparaître le radical comme ci-dessus, on peut poser tjx = s , d'où x = z i et as* + os + e = 0 ■ Ayant résolu cette équation , on élèvera ses racines au carré , et l'on aura les racines de l'équation proposée.
U. Résoudre l'équation Aa" +Ba* -f G = 0 .
Onpose of=y. , d'où a" = y* . Il vient alors ' hy'+'Bu + C = 0 ,
Soient y" et y" les racines de cette équation , il reste a résoudre les équations exponentielles (301) :
a' = y' et a' = f .
tHH.l.Résmdrelesdeux équations x-f-y=a et %x+toyy=b. La seconde revient à \ogxy=b (S80) , d'où jry=10* ,
si les logarithmes sont supposés pris dans le système dont la base est 10 . Le problème se trouve donc ramené à chercher deux nombres, connaissant leur somme et leur produit; question qui a été traitée (i&O).
il. Résoudre les deux équations x*+y , =a* et /offx-f %y=!i . On lire de la seconde a-y—lOf .
La question est donc ramenée à trouver deux nombres, connaissant leur produit et la somme de leurs carrés; question qui a été traitée (194).
III. Résoudre les deux équations x'-fy^a* et logx-\-logy = b . On tire encore de la secoude œy — W ; d'où ^Y = IO»* . Posous x 2 =u et y l =v , nous aurons à résoudre les deux équations- *' . , ■
«'-j-î^a' et up=ltf' , ce qui rentre encore dans la question traitée au n° 194.
Ayant obtenu u. et v , on-en extraira la racine carrée et l'on aura les valeurs de x et de y .
392. Étant donné un polynôme entier par rapport à x , tel que Mx™ -f-Nx"-j-Px' , + etc. , trouver le reste de la division de ce polynôme par x— a .
Le diviseur étant du premier degré , le quotient sera un polynôme entier par rapport à x , et le rostc sera indépendant de x . On aura donc, en désignant ce quotient par Sfce™~'+ etc. , et le reste par B ,
Mas"+ N*" -f Yx* -f etc. = (x — a)(Ma^' + etc.) + R . Dans cette identité, si l'on remplace x par a les deux membres resteront égaux; or, le facteur x — « deviendra nul» et le facteur iSx"-'-\- etc. , prendra une valeur finie, puisque x n'entrant pas en dénominateur, il ne peut devenir infini pour aucune valeur finie de x ; d'ailleurs le reste R ne changera pas, puisqu'il est indépendant de x . On aura donc
M<r + Na»-f-Pa'+etc. = R ; _ c'est-à-dire que lé reste de Indivision du polynôme en x proposé, par x — a , est le résultat qu'on obi 'tint en remplaçant x par a dans ce polynôme.
. Si l'on divisait par 3:4-01 , qui Tevient à x— (— a) , on aurait pour reste
M{-ar+N(-a)- + P<-fl)»-t-etc. , ou le résultat qu'on obtient en remplaçant x par — a dans le polynôme proposé.
Remarque. Ce théorème démontre immédiatement bis caractères de divisibilité de x"àzaf par x±a (48),
Soit x~+-a'» àdiviserpar x-+- a ; («reste sera {—àf -j-a" . Il sera nul quand m sera impair.
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Soit x~ -fa- àdiviserpar x— a ; le restesera (+a)~+a" • Il ne pourra jamais être nul.
Soit a:" 1 — a" àdiviserpar x-\-a ; lu resto sera ( — «)•" — a". Il sera nul quand m sera pair.
Soit enfin x m —a" àdiviserpar x— a ; le reste sera a™— a" . Il sera nul quel que soit m .
S 11. Problèmes île Génmûtrie-.
305. Trouver un triangle rrrt/tnglr dont tes trois côtés soient représentés par trois nombres entiers consécutifs. Soient x — 1 , x et -x-\-l ces Irois nombres, on devra
{x + if=a'+ (x — 1)' ou a*_4x = 0 , d'où a:==0 , et x = 4 .
La seconde valeur seule satisfait ; les trois ri) tés sont donc représentés par les trois nombres 3 , 4 et 5 .
594. Diviser nn cercle en moyenne et extrême raison par vrw circonférence concentrique. - ■
Soient R le rayon du cercle donné, x celui du cercle cherché; la surface de ce cercle sera icx' , et celle de la couronne comprise entre les deux circonférences concentriques sera ^(R* — x 1 ) . On devradonc avoir
*R' : ike* : : : it(R*— «*) ou R* : x" : : V : R'— *" , d'où jt'+R*^ — R'=0 ,
La seule solution admissible est
Si l'on veut que ce soit la couronne qui soit moyenne proportionnelle entre le grand cercle et le petit cercle , on devra poser
W:ÏV— a^ufe'— , d'où R" — x'—Rx et ar = a( ~^ t/ ^ ) ■
* Voy. , pour les principes sur lesquels repose la solution de ces problèmes, notre tiiomdtie théorique et pratique, 3* Êdilion.
Remarque. Cette valeur est celle du plus grand segment du rayon divisé lui-môme en moyenne et extrême raison.
39S. Trouver la hauteur d'un segme.nt sphérique, connaissant la surface totale et le rayon de la sphère.
Soient B le rayon de la sphère, x la hauteur du segment, et ita 1 un cercle équivalent à la surface totale donnée. La surface de la calotte est 2nRa: ; celle du cercle de base est nf* , en appelant r son rayon. Mais r est moyen proportionnel entre les deux segments x et 2R — x du diamètre ; on a donc r , =x(2R — x). L'équation du problème est par conséquent :
27tRa!-f-7ra;(2R — x)=na x ou 4Rx — x'—a' .
d'où tt = 2R± v / 4R 1 — a 1 .
Il est évident que la seconde valeur peut seule convenir. Pour qu'elle soit réelle, il faut qu'on ait a-<2R , ou que le rayon du cercle équivalent à la surface totale du segment soit moindre que le diamètre de la sphère. En d'autres termes, il faut que la surface donnée soit tout au plus égale à la surface de la sphère, condition qu'on aurait pu prévoir.
396. 1. Diviser un trapèze an deux parties équivalentes, par une parallèle aux taies.
Tout se réduit à trouver la longueur de cette parallèle. Désignons-la par x . Soient « et & la grande et la petite base du trapèze. Si l'on prolonge les deux côtés non parallèles, on formera trois triangles semblables, dans lesquels b , x et a seront des côtés homologues. Chacun de ces triangles pourra être représenté par le carré de l'un de ces trois côtés. La partie supérieure du trapèze sera donc représentée par x 1 — 6* , et la partie inférieure par a' — x* . Ainsi on devra avoir
tf-fi^tf-jr- , d'où i = yŒ .
On voit que la solution ne dépend pas de la hauteur du trapèze.
II. Diviser la surface convexe d'un tronc de cône en deux parties équivalentes par un plan parallèle avx bases.
Ce plan coupera la surface du tronc de cône suivant une circonférence. Tout se réduit à trouver son rayon. Désignons-le par x ; soient R et r les rayons des deux bases. En raisonnant comme ci-dessus, on trouvera de même
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III. Diviser le volume d'un tronc de cône en deux parties équivalentes par un plan parallèle aux botes.
En conservant les mêmes notations on trouvera, à l'aide de raisonnements analogues ,
597. I. Trouver l'expression de la surface convexe d'un tronc de cône, en la considérant comme la différence entre deux cônes.
Soient B et r les rayons des bases , A. le côté du grand cône, a celui du petit, a le coté du tronc de cône, lequel équivaut à A — a .La surtàce du grand cône aura pour valeur îcBA , celle du petit wo . La surface S du tronc de cône aura donc pour expression
S = *(AR— or) .
Mais on a A:«::R:r, d'où ^- — -^ ■ Substituant, il vient
— a)(R — r) = îra(R-|-r)
qui est l'expression connue.
II. Trouver [expression du votuntc d'un tronc tk cône, m le considérant comme la différence de deux cônes.
Soient toujours R et r les rayons des deux bases; H la hauteur du grand cône, h celle du petit , s — H — A celle du tronc; enfin V le volume du tronc. Le volume du cône entier aura pour valeur ^ttR'H ; celui du petit ^nr'h .Onauradonc
V= Jit(R*H — ; niais on a R : r ;: H : A , d'où H= — . Substituant, il vient V = 4» ! (RW) = i« £ (R - r)(R'-f- R' + >*)
= (~ -a)(R'+ Rr + H) = i*(H-A) (R s + Rr + r*) .
^^(R'+Rr-fO .
C'est l'expression connue.
39». Une sphère et un cylindre élan (posés stirvn m/me plan horizontal, on propose de tes couper par un second plan parallèle au premier, de telle sorte que ies volumes interceptés entre les deux plans soient entre eux-comme m est à n- .
Soient R le rayon de la sphère, r celui de la base du cylindre, et x la distance des deux plans horizontaux, le volume du segment de sphère compris entre les deux plans aura pour expression ^j:-;R— ; et la portion du cylindre comprise entre les mêmes plans aura pour expression ici 4 * . On devra donc avoir
■ws'fR — ; to'x : : m : n , d'où, en supprimant la solution x=Q ,
nx(& — ou ait* — 3nRx + 3mr t =Q .
Lit- condition de réalité est
Gffl'R'— I2«nr*>0 , ou ZnR 1 — 4mr'>0 ,
'<»vfë ■
Si elle est remplie , l'équation aura deux racines positives. Mais , pour que les deux solutions conviennent à la question , il faut que la plus grande soit moindre que le diamètre 2R de la sphère. En écrivant cette condition, on a
auj^jg <ii , «, r<Kyff.
300. 1. Déterminer, dans une sphère, un segment à une base, dont la surface, soit à celle du aine de même buse el de même hauteur dans un rapport donné ■ m .
Soient R le rayon de la sphère et x la hauteur du segment; le rayon de sa base sera v'j;;2R — x) (39ii) ; et le côté du cône étant moyen proportionnel entre la hauteur x et le diamètre, aura pour valeur \/ÏRx . La surface de la calotte sphérique aura pour valeur 2^Ra: ; celle du cône
n.y!x(2ïL — x) . v/2Î£Ë ou bien ira v 2R(2R~ x) . On devra donc avoir, ensiippriuiantlesfacteurscommuns it et x , 2R=ffl. v '2R(2R— x) , d'où x=2K.^^ .
La valeur x = 0 , qu'on a supprimée en divisant par x , est une solution illusoire. ' ,
Pour que la valeur obtenue soit positive, il faut qu'on ait m>l . Onauraalors #<2R .
El. Déterminer le segment de manière que son volume soit à celui ducônede même. hauteur, dans un rapport donné a .
Le volume du segment a pour expression ^k**(3R — x) ; et celui du c6ne ^tu.^c(2R — x),x ou iîr^(2-R — x) , On devra
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donc avoir, en supprimant les facteurs communs .Jn et , :ïR — x=m(2K — x) , d'où g==K. ^Z^ , i
Il faut nécessairement que l'on ait m>l ; et, pour que x soit positif, il faut qu'on ait en même temps 1m — 3>0 ou m >| .On aura alors a;<2R .
Le rapport m a un minimum, f , qui répond à x=Q .
400. Inscrire dans un cercle un rectangle dont la surface soit vu
Soient R le rayon du cercle , x et y la base et la hauteur du rectangle, A la surface; on aura A— xy et a? + !/'= -iR 1 . Eliminant y , il vient x 1 — 4RV + A* — 0 .
la condition de réalité est 4R 1 — A*>0 , d'où A<2R» .
Le maximum de la surface est donc A = 2 R' ; ce qui répond à ^ = 2R* ou a = Rv'2 ,-etdonne y=Rfë .
Le rectangle demandé est donc le carré inscrit.
401. I. Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface rotrvexe soi! un maximum.
Soient R le rayon de la sphère , x le rayon de la base du cylindre, y la moitié de sa hauteur, et T.a' un cercle équivalent à la surface convexe du cvlimlre. On aura
x'-^-y'—'R' et 1-x.Zy=-xa t ou ixy=ar , d'où 2xy = ~ . En faisant usage de la mi'ilhoric- indiquée au n° 194 , on trouvera
La condition de réalité est
La surface du cylindre a donc un maximum 2tiR* , égal à la moitié de la surface delà sphère, et qui répond à x=y=ifivï .
IL Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface totale soit un maximum. ■ '
Kn conservant li;s marnes notations, et en désignantpar t.o 1 la surface totale du cylindre, on aura
[I] a^+y'— R : et 1r,x. ly+l* j^=na' ou Jary-f 2y*=a ! [2].
Multiplions l'équation [1] par of , l'équation [2] par R" , et retranchons la seconde de la première ; il viendra
a'i/ — iYi'xy + {a , — 2B. s )x 1 = 0 ,
ou , en divisant par a? ,
*(f)"-«-(|)+«'-ÎR!=<>.
Pour que le rapport - soit réel, il faut qu'on ait :
4R l — a'(_a>— 2R')>0 ou a 1 — 2RW — 4R l <0 . En égalant à zéro le premier membre de cette inégalité, et y regardant a* comme l'inconnue, on verrait (217) qu'il se décompose en deux facteurs ; et qu'on peut écrire en conséquence ,
Le second facteur étant essentiellement positif , il faut, pour que l'inégalité soit satisfaite , qu'on ait
ft '<R'(i-i-t/ë) .
Dans le cas du maximum de surface , on auia donc
a* =R« , d'où TTfl^TrR'tl -\-<JÏ) .
Dans ce cas, l'équation [3] a deux racines égales (218); et l'on en tire
En combinant cette équation avec l'équation [I], on en déduit pour ' x et y les valeurs
x — îlK
Trouver le nombre des eûtes d'un polygone gui a n dia
Soit x le nombre des côtés ou des sommets. De chaque sommet, on pourra mener autant de diagonales qu'il y a de sommets, moins 3 ; car le sommet que l'on considère est joint au sommet qui précède ou qui suit , par un cflté et non par une diagonale. Chaque sommet fournira donc x — 3 diagonales ; et, comme il y a a; sommets, on obtiendrait ainsi x(x — 3) diagonales. Mais, comme il est aisé de voir que chacune d'elles serait ainsi comptée 2 fois ; le nombre réel des diagonales sera
La première valeur seule répond à la question.
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403. Trouver le dinmilri d'un boulet de 1\ kilogrammes . Soit x ce diamètre, exprimé en décimètres; le volume du
boulet exprimé en décimètres cubes sera
Or, on trouve dans 1rs tables do. densité, ipiela densité de la fonte est 7,207 ; c'est-à-dire qu'un décimètre cube de fonte pèse 7\!il)7 - iin ttmllipïi:inl donc iv poids par lu nombre do décimètres cubes contenus dans le volume du boulet, on aura son poids. Égalant enfin ce poids au poids donné , 24 l , on aura
1^.7,207 = 24 d'où x= \ .
Enemployant les logarithmes, on trouve x = 1 ''«»», S5272-. ou, à peu près, 0 m ,185 .
404. Ilfauf 19 feuilles d'or, de forme carrée, et de 1 9 centimètres de côté, pour faire le poids d'un gramme. Quelle est leur épaisseur?
Soit x celte épaisseur, exprimée en fraction du décimètre. Le volume de chaque feuille, exprimé en décimètre cube, aura pour expression (1,9)'.* . La densité de l'or battu est 19,362 ; le poids d'une feuille, en kilogrammes, sera donc (1,9)'.*. 19,362 . En égalant le poids des 19 feuilles à 1 gramme ou 0\001 , on aura donc
(1,9;'. x. 19,362. 19=0*001 ou (1,9/. 19,362 .x = 0,1 , 0,1
En employant les logarithmes, on trouve
a; = O J ' c ,000OO075299 ouàpeuprès x= 0 n "",0000729 . Il faudrait près de 16000 de ces feuilles pour faire l'épaisseur d'un millimètre.
403. Trouver le diamètre d'un fil de platine , pesant 1 gramme , et qui a 1 kilomètre de long.
Soit x le diamètre cherché, exprimé en fraction du décimètre. Le volume du fil, considéré comme un cylindre , sera £nx*.10000 ,
* Voy,, pour les principes invoqués, le Traité de Physique do M. Péclet.
en décimètres cubes. La dcnsitô du platiné tiré a la filière étant 21,0417 , le poids du ni, exprimé en kilogrammes, sera" Iw':l000nx21,0'il7 . Ou devra donc avoir
. 1 0000 . 2 1 ,04 1 7 = 0,001 d'où
i opérant , par logarithmes , #=0 i,c ,OÛ0O77788...
= \/-^ V Tï.211
40U. 1. On enfonce dans l'mu , par le tommet, un cône de bois de sapin ; de quelle, fraction de sa hauteur devra-t-il plonger pour se
Soient A sa hauteur, x la quantité dont il plonge , et d la ■li •<■■ « if.in L- [■ki'K Ju «vluiiir <J <-ju Jv'fJii-^ demi iUc au poids du cône. Le volumv plongé et le volume lohil sonl deux cônes semblables, qui sont proportionnels aux cubes de leurs hauteurs; on pourra (1 on r. les représenter par kx* et Aft 1 .Ainsi on devra avoir
kr?Xi=kh'Xd , puisque la densité de l'eau est 1 . On tire de la
at = hl/â ou ■ Pour le sapin , on a d = 0,55 . On aura donc ^ = ^0,55 . (In trouve, par logarithmes, ^ = 0,81932 .
Le cône devra donc plonger des ^ environ de sa hauteur.
II. De quelle frat-IUm <lesn hauteur le mrweeône devrait-il plonger, pour l'équilibre, si on l'mfonçuit par laba.se?
Soit toujours A la hauteur. Appelons y la portion de cette hauteur qui devra dépasser le niveau de l'eau. Le volume extérieur a l'eau pourra être représenté par i:\f , le volume total par AA" , et le volume plongé par kih'—y') . On devra donc avoir W— f)X.l = kh\d ;
d'où y = Ayl — d .
On remarquera que, pour que y soit réel , il faut qu'on ait rf<l . La hauteur x que l'on cherche est égale â h — y ; on a donc
x=h~h%T^d ou |=1 -i/T^d .
Pourlesapin.c'est-à-direpour tf=0,55 , on trouve ^=0,23368...
de sa hau
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c plonger, dans ce cas , d'un peu moins du quart
407. Une sphère erense faite il' une matière dont la densité est d , est remplie d'un ijas dont lu drnsilè est 6 ; quelle, est la condition pour que cette sphère puisse n'élever dans l'air? [On donne l'épaisseur e de l'enveloppe.)
Soient II et r les rayons extérieur et intérieur de la sphère creuse ; et supposons h's <lcii<ilés d r.'L à rapportées à celle de l'air. En exprimant que le poirls de l'enveloppe , augmenté du poids du gai contenu , forme une somme moindre que le poids de l'air déplacé , on aura
d'où B s (rf — iX^fi — S) ,
Si, par exemple, la matièrr de l'hydrogène, on aurait pour la densité du l'eau 8,788 ; mais la densité de. l'eau rapportée à l'air, est le rapport de deux, poids égaux d'eau et d'air, d'un litre , par exemple, ce
qui donne ; on aurait donc pour la densité du cuivre rap-
portée à l'air ou 6760 . On aurait ensuite pour la den-
. Supposons en outre é = O m ,001 , 0"\001
En effectuant les calculs indiqués, on trouvera R>>20 ln ,I613....
408. Deux rarps lombe.nl du même point dans le vide, mais ri un intervalle de temps S . On demande au bout de quel temps ifs seront distants de m mètres.
Soient- E l'espace parcouru au bout du temps ( parlepremier corps, et e l'espace parcouru au bout du même temps par le second, lequel n'auramarcliérécllenicnlrpi'' |ieinlaiille temps t— î .
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On aura , en vertu des lois de la chute des corps : E=iffP et e=ig(t—Sf , Mais E — e = m , on aura donc
m=igtP-(i-Sr}=y&tS-S*) d'où t=^ + l ■
Si, par exemple, S = 0",1 et m = 10"' , en se rappelant que j/ = 9",8088 , on trouvera t = l(f,24 .
409. Un corps rxt tanei'- >:rr/icakmcnt thaïs le vide avec une vitesse initiale v . Au bout de quel temps serait-il à une Itau-
Ën appelant f le temps cherché, on aura, d'après les lois du mouvement vertical des corps dans le vide ,
h=vt-yp d'où t =^^EM .
La condition de réalité est »' — 2jrA>0 . La hauteur A a
donc un maximum h = ~ , qui répond à ( = - .
*9 S Si la condition de réalité est remplie, on a pour ( deux valeurs positives qui conviennent toutes deux à la question. La plus petite se rapporte à l'ascension du mobile et la plus grande à la descente, qui commence à l'instant où le mohile est parvenu à la hauteur maximum.
410. Vn observateur laisse tomber une pierre dans un puits et perçoit le bruit de sa chute t secondes après. On demande la profondeur du puits, sachant que le son parcourt a mètres par seconde.
Soit x la profondeur demandée. L'intervalle de temps t observé est la somme du temps employé par la pierre h parvenir au fond du puits, et du temps employé par le son à parvenir à l'oreille de l'observateur. Le premier de ces deux temps a pour valeur \J^Y ' 611 vertu ae la retetion employée e = $gt' . Le second temps a pour valeur — . On a donc
Posons fîë=y ,tfoù x= y 1 , il viendra
£+VH' d ' où ï =-V / i ± V / ë + '" '
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La première valeur convient seule à la question. On aura donc
Si, par exempte, on prend a = 340™ et qu'on suppose (=5", on trouvera x= 107 m ,54 , à un centimètre près.
411. I. Unptrids P est équilibre parmi poids Q dansune balance fausse; si l'on change le poids V de plateau, il faudra un poids 0/ pour lui faire équilibre. On demande dans quel rapport sont les longueurs des deux bras du fléau.
Soient a et b ces deux longueurs. On a dans le premier cas Pa=Q6 ,
et dans le second Q'a=Vb .
Multipliant ces deux égalités terme à terme et supprimant le facteur commun P , il vient
QV=Q6" ,
d'où a\/Q 7 = ôv'Q et <*■ b :: v'Qlv'tF .
c'est-à-dire que les longueurs des bras du fléau sont en raison inverse des racines carrées des poids qui faisaient équilibre au même poids P , lorsqu'il était upiiliin»; a l'cxtréniilij de chacun de ces bras.
II. Deux poids égaux se font équilibre, dmis une balance. Si l'un des deux bras du fléau tiugmenluil d'une quantité a , il faudrait pour l'équilibre que le p:;ith corntjinmluiit diminw't de p ; cl si cr même bras diminuait de b , il faudrait que le poids correspondant augmentât de q . On demande la longueur du bras du fléau et le poids qui y est suspendu.
Soient x la longueur des bras , et y le poids qui y est suspendu ; on aura
(x+a)(y— P)=xy et (x — b)(y + q) = xy , ou ay — px=ap et qx — by = bq .
On tire de ces équations
aq—bp 9 aq — bp Dans le cas où l'on aurait 6 = « , il resterait a q-\-p t 2q
412. Un pendule simple, dont la longueur est 1 , afail uneertain nombre d'oscillations dans un certain temps, et l'on remarque
qn'ilen aurait fait n déplus si on ii-ûl raccourci de la quantité a . On demande pendant combien de temps il a oscille, et le nombre 'fosci/talions qu'il a faites. •
La durée d'une oscillation d'un pendule simple dont la longueur est l , a pour expression
En nommant donc x le nombre d'oscillations qu'il a faites dans le temps inconnu y , on aura
mais on aura, par une raison analogue ,
Éliminant y , il vient, après avoir divisé par n et multiplie par sjg ,
et, par suite
y V S S U-fî=,
Si, parexemple, ona i = i m , a— 0™,36 , et m = 20 , on trouvera
*=gO et y=&0l\2U....
■515. I. Un gaz occupe un volume V , sous la pression P et à la température t , ù quelle température faut-il l'élever pour qu'il occupe le volume V sous la pression P' ?
Il résulte de la lai de Mariotte et de la .loi de Gay-Ltjssâc, que, pour une môme masse de gaz , la quantité V?
reste constante ( a désignant le coefficient de dilatation). En nommant donc x la température cherchée, on devra avoir
et x ~{ji~^ t )~W~a '
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Si, par exemple, -ç^2, ? =| , et ( = 10° ; comme on
:i « = 0,00366; il viendra # = 104°,4 .
II. Le coefficient de dilatation des gaz est 0,00366 quand on prend pour point de départ le volume à 0" et qu'on se sert du thermomètre centigrade. Qvei ternit ce coefficient . si on se servait d'un, thermomètre qui marquât a degrés pour In glace fondante et ft pour l'ébtilliliou de l'eau ; et que l'on prit pour point de départ le volume du gaz à n degrés de ce thermomètre.
Puisque l'intervalle p — a répond à 100° du thermomètre centigrade, 1 degré du thermomètre propose en vaut - ^—a ^ u thermomètre centigrade; jt — a degrés (qui est le nombre de dégrés au-dessus de la glace fondante correspondant au point de départ proposé), valent donc In — s) ,, 100 ou 100 ^ " degrés P — a
du thermomètre proposé.
Cela posé, soient v le volume du gaz à cette température de point . de départ, V son volume à la température de 1 éhullition et v„ son volume à la température de la glace fondante. Un aura
En appelant d'ailleurs x le coefficient cherché, on aura
De ces trois équations on tire
[ 1 + I00 ^EÎ- a ]t I + f & — n)*] = 1 + 1000 .
., . _ IQOo
X -®-*) + Wa{n-*) ' Si, par exemple, on se sert du thermomètre de Farcnheit et qu'on prenne pour point do départ le volume du gaz à 50° de ce thermomètre, ce qui répond à peu près à la température moyenne de l'année, on aura a = 32 , p = 2l2 , » = 50 ; d'ailleurs a = 0,00366 ; on trouvera ainsi
414. On acompte 11 secondes a entre l' instant où l'on a aperçu la lumière résultant île l'cjrplùsiùn d'une pièce d'artillerie, et l'instant où l'on a entendu le bruit de cette explosion. On sait que cette pièce était placée à 4000" de distance. On demande la température au moment de l'observation.
La Formule qui donne la vitesse du son dans l'air est V=333°v/r+Ô7<K>3667( .
t désignant la température exprimée en degrés du thermomètre centigrade. D'après l'énoncé on doit avoir VXy — *0O0 puisque Y. est l'espace que le son parcourt dans une seconde. On tire
delà V = ^p ; par conséquent ~ = 333 + 0,00366. ( , d'où ( = 24°,8 .
415. On demande le nombre de demi-Ions moyens contenus dans l'intervalle de df:ur. snvs musicaux, dont l'un répond à a vibrations dans une seconde, et l'autre à b vibrations dans le. même, temps.
Le nombre demandé est l'exposant de la puissance è laquelle il
faut élever la quantité 'fà pour produire le rapport ^ ; en
d'autres termes, c'est le logarithme acoustique de ce rapport. On a donc - (
<3*r=\, d-où , = &08»+i»-" .
v * b log2
Si, par exemple, on a «=2700 et 6 = 1800 , auquel cas l'intervalle considéré est une quinte juste , on trouvera « = 7,02 ,
ou un peu plus de 7 demi-tons moyens. Cet intervalle est donc un peu plus élevé que la quinte tempérée, qui est de 7 demi-tons moyens exactement.
416. Un corps se refroidit dans l'air. L'excès de sa température sur celle de l'air était prim il irement de 10° ; au bout de 12 minutes cet excès est réduit à 5° ; on demande dans combien de temps il sera réduit à 2° .
L'excès de température étant faible, on peut admettre la loi de Newton. En appelant T l'excès de température au bout du temps (; T 0 l'excès primitif, et m un coefficient constant, on a
Appelons x le temps cherché , nous aurons les deux équations
5 = J°_ et 2=" ' . J 10"" 10"* '
d'oùl'ontire 12m + log5 = l et mx + lo$1 = i ,
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et en éliminant m , -log5
27' 52" envir
417. Un corps est place à nue rcrtahv: disUinct ait-ilr.tfin, rfr la surface du globe; celte distance est telle que, si elle augmentait de h , l'attraction terrestre diminuerait d'une fraction m de sa valeur. Quelle est cette distance?
Désignons par x la distance actuelle du corps au centre de la terre, par R le rayon du globe, par g l'accélération due à la pesanteur à la surface du globe , et par y celle qui est due a l'attraction terrestre à la distance x ; ces acccliTations nuisuniront l'attraction a la distance R et à la distance x .
On aura donc
y : g : : R' : a? et De la première proportion , ■
y — my : g :: R': (x-\-hf .
i tire
n substituant dans la seconde , il vient
gR'fl — m) .
: g :: R": (x + k? , d'où (x-\-hf(l~ m)=x* ;
et , en extrayant la racine carrée ,
(x-\-a)iJl— m—x , d'où
Si l'on a , par exemple A = R et m =
-4H et
et H , sont
418. Deux corps célestes, dont les masse, à une distance d l'un de l'autre : en guel point de la ligne gui joint leurs centres faut-il placer un troisième corps, pour qu'il demeure en équilibre sous Cattraction de chacun des deux premiers?
Soient m! la masse du troisième corps; x sa distance au corps dont la masse est m : d — x sera sa distance au corps dont la masse est M . On devra donc avoir
^ = <ëiï' d ' où ™V-xr=Ux* [1];
et, en extrayant la racine,
(d—x)i/M=xi/Û. ;
S'il s'agit , par exemple , de la terre et de la lune , on aura , en nommant R le rayon terrestre ,
d=60R et * = 65, d'où l'on tirera aî=6,72.R ,
o'est-à-dire plus de 6 fois £ le rayon terrestre.
Remarque. En extrayant la racine des deux membres de l'équation [1], on n'a pris que le signe -f- devant chaque membre , attendu que, le point cherché étant supposé placé entre les deux centres , x et d—x doivent être de même signe.
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