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DE LA DEUXIÈME ÉDITION
— ggQ— ^
Il est assez reconnu que, pour étudier la Géométrie avec succès , on doit joindre aux considérations synthétiques les ressources que présente l'Analyse pour découvrir, entre les diverses grandeurs, des. relations que souvent on n'aurait pas soupçonnées, et dont les méthodes graphiques font ensuite d'utiles applications aux arts. On peut sans doute revêtir ces théorèmes d'une forme plus sensible, en les démontrant de nouveau à l'aide de constructions
géométriques; et celles-ci d'ailleurs, employées comme un moyen de recherche , ainsi que le fait la Géométrie descriptive, manifestent souvent par elles-mêmes des propriétés qu'on n'aurait pu démêler parmi les formules compliquées de l'Analyse; mais si l'on veut réunir ces divers avantages, il faut savoir employer tour à tour les deux méthodes , de manière qu'elles se prêtent un mutuel appui; et c'est aussi comme complément du Cours de Géométrie descriptive que j'ai cherché à présenter ici l'application de l'Analyse à la Géométrie des trois dimensions. Dans ce dessein , je me suis attaché à faire ressortir, parmi les propriétés des lignes et des surfaces courbes , celles qui servent de bases aux opérations graphiques ,. ou qui peuvent offrir des ,
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moyens de les simplifier. Ainsi, après avoir ramené l'équation générale du second degré aux deux formes les plus simples, par la considération des plans diamétraux et de leurs cordes conjuguées , dont l'emploi , si avantageux dans plusieurs circonstances, est dû à M. J. Binet, je discute successivement les cinq genres de surfaces de cet ordre 5 mais j'insiste principalement sur les, divers modes de génération par la ligne droite qu'admettent plusieurs de ces surfaces, qui, par là, deviennent d'un usage fré* quent dans la Coupe des pierres et dans la Charpente. Les sections circulaires, qu'il est aussi quelquefois nécessaire d'employer , me fournissent l'occasion de redresser une erreur assez généralement répandue sur la direction précise des plans qui les donnent; et, dans la discussion immédiate d'une équation numérique du second degré , j'ai assigné des caractères simples et exclusifs pour chaque genre particulier de surfaces ; puis , en imitant la marche de M, Cauchy dans ses Exercices, j'ai rattaché à la théorie des cordes principales les conditions qui expriment que la surface est de révolution.
Le chapitre des plans tangents m'ofiFre l'occasion de rectifier les idées souvent fausses que les élèves se forment du contact d'une surface avec un plan; et d'ailleurs c'est le moment d'établir avec précision la différence essentielle qui existe entre les surfaces gauches et les surfaces développables , quoique les unes et les autres soient réglées^ c'est-à-dire engendrées par la ligne droite. Dans les deux chapitres
AVERTISSEMENT. VII
. qui suivent , je donne les équations générales de ces deux classes de surfaces , ainsi que celles des cônes , des cylindres, etc. ^ et j'ai soin d'y ajouter de fréquents exemples , en choisissant particulièrement les surfaces gauches, développables ou de révolution , dont on fait usage dans le Cours de Géométrie descriptive. Je m'occupe ensuite de la courbure des sections faites dans une surface, et de ses lignes de courbure ; car ce sont là des données dont l'emploi est encore nécessaire dans plusieurs parties de ce Cours ; puis , en faisant connaître les beaux résultats que Monge a obtenus pour les lignes de courbure de l'ellipsoïde, j'ai complété la théorie présentée par cet auteur, en démontrant que la constante arbitraire qu'il nomme ê devait nécessairement recevoir , pour chaque poiiit de l'ellipsoïde,, deux valeurs de signes contraires, tandis que l'autre constante 7 devait toujours être de signe opposé à ê , pourvu que la projection fût faite sur le plan qui contient l'axe 77iajrz//)»in et l'axe moyen. Il est d'autant moins permis d'établir gratuitement ces relations entre € et 7, qu'elles ne sont plus vraies quand on applique la même équation à la projection des lignes de courbure sur le plan qui contient V 3L3ie maximum et Vaxe minimum ^ ce- qui s'effectue sans rien changer aux calculs , mais en modifiant seulement la grandeur relative des trois demi-axes désignés par a, b, c. C'est cette marche que j'emploie pour obtenir la seconde projection des lignes de courbure; et par là je trouve l'occasion d'utiliser un,
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facteur de l'équation difFérentielle , que Monge négligeait, avec raison^ dans le premier cas, mais qui, pour la projection actuelle , fournit directement la solution singulière composée des quatre cordes supplémentaires, enveloppes de toutes les ellipses sur lesquelles se projettent les lignes de courbure. Enfin, je donne, pour les lignes courbes quelconques,, la manière d'obtenir les tangentes^ les plans n,ormaux ou osculateurs, et les rayons de courbure de ces lignes , en faisant remarquer la différence essentielle qui existe entre ces rayons et ceux des véritables développées.
Dans cette seconde édition , j'ai éclairci et développé beaucoup de détails, amélioré plusieurs théories, telles que la détermination du centre dans l'hyperboloïde gauche, la recherche des sections circulaires, et la discussion des équations numériques du second degré ; dans cette dernière partie , j'ai fait voir que l'emploi de la règle de Descartes suffisait pour classer toutes les surfaces douées d'un centre , même quand les coordonnées sont obliques; et pour les autres surfaces , j'ai simplifié les règles qui font discerner leur forme particulière , en ajoutant d'ailleurs des exemples numériques de tous les cas. Quant au chapitre de la courbure des surfaces, je l'ai refondu entièrement , pour y insérer la méthode de M. Poisson ; et j'y ai discuté avec soin les questions relatives aux ombilics , en m'appuyant sur dçs calculs nouveaux.
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CHAPITRE PREMIER
Notions préliminaires.
1 . Pour appliquer l'analyse à la Géométrie considérée dans les trois dimensions de Fespace , il faut , comme sur un plan , chercher d'abord le moyen d'exprimer par des équations la position des points et des lignes. Or, si l'on imagine trois plans fixes et connus de situation, tels d'ailleurs qu'ils se coupent tous en un même point O , et deux à deux suivant des droites distinctes OX , OY, OZ , Fig. i . que l'on nomme axes des coordonnées^ puis, que d*un point quelconque M de l'espace , on abaisse sur ces plans fixes, et parallèlement aux axesj les droites MA, MB, MC , ces trois distances seront dites les coordonnées du point M ; et comme elles changeront en général de grandeur pour les divers points de l'espace , nous les désignerons respectivement par les variables x , j^, z. Cela posé ,
je dis qu'un point M est déterminé de position quand on connaît les valeurs de ses trois coordonnées, c'est-à-dire quand on sait que , pour ce point , on a les équations
En effet , si Ton porte sur OX une distance OD égale à a , et que, par l'extrémité D, on mène parallèlement à YZ un plan indéfini BDC, ce plan contiendra évidemment tous les points de l'espace pour lesquels la coordonnée a: est égale à a , et par conséquent il renfermera le point M en question. De même , en portant sur OY et OZ les distances OE = b et OF = c ; puis, menant par les extrémités E et F, deux plans indéfinis AEC et AFB, respectivement parallèles à XZ et XY, on verrait que le point cherclié doit être contenu aussi dans ces deux nouveaux plans ^ par conséquent ceux-ci détermineront par leur intersection avec CDB , un point unique pour la position de M, et ce point ne sera autre chose que le sommet du parallélipipède oblique construit sur les trois arêtes OD , OE, OF, égales aux coordonnées MA, MB, MC.
2. Toutefois, pour compléter la détermination du point M , il faut , dans les équations a: = a,j'" = i, z = c^ tenir compte des signes des quantités a, i, c, afin de porter ces distances sur les parties positii^es OX , OY, OZ des axes coordonnés , ou sur leur prolongement OX', OY', OZ', ainsi qu'on l'explique dans la Géométrie plane \ autrement il y aurait huit solutions , puisque les trois plans fixes qu'on doit regarder comme prolongés indéfiniment forment, en s' entrecoupant, huit angles trièdres dans chacun desquels le point M pourrait être placé à des distances absolues a , &, c. Sans insister ici sur les combinaisons de signes qui répondent à ces divers angles , mais que le lecteur doit se rendre très-familières , nous dirons
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seulement que, quand le point M sera situé
dans l'angle OXYZ , on aura j? = -f-tf, /=-f-^, z=:-+-cj
dans Tangle OX'TZ, xz= — «, yzzz-^by z=:-|-c;
dans l'angle OXY'Z, x:=-hay y =: — b^ 2=r-|-c5
dans l'angle OX' Y' Z, x=^ — a, y =z — 6, z = -f-c;
puis, pour les angles trièdres situés au-dessous du plan XY, on aura
dansTangle OXYZ', j? = -|-«, ^=-f-^, a = — c;
dansFangle OX'YZ', a? = — a, ^==-1-0,3 = — c\
xlans l'angle OXY'Z', x=: + a, / = — b^ z = — c;
dans l'angle OX' Y' Z', xz= — a, j = — b, zz=z — c,
3« Les pieds A , B, C , des trois coordonnées du point M , sont ce qu'on appelle les projections de ce point, faites parallèlement aux droites OX, OY, OZ; et elles deviendraient les projections orthogonales ^ si les plans coordonnés étaient choisis de manière que chacun d'eux fût perpendiculaire aux deux autres, disposition que Ton adopte ordinairement. Dans tous les cas , il est utile de remarquer :
I**. Qu'mw point de V espace a toujours deux coordonnées de communes avec chacune de ses projections: ainsi, M et C ont évidemment le même a:, MA = CE, et le même ^, MJB = CD ^ M et B ont les coordonnées communes x = MA = BF, et ^ = MC = BD 5 enfin M et A ont le même /, MB = AF, et le même z, MC = AE.
a". Que deux projections d'un même point ont toujours une coordonnée commune : ainsi, les projections B et C ontle même x, BF = CE ; B et A ont le même z, BD =r AE, A et C ont le même J, AF = CD.
4, D'après cela , il est aisé de voir que les trois équa-
4 CHAPITRE î;
lions x=:a^ y^=b^ z=c^ qui déterminent le point M, éqtii valent à la connaissance de deux de ses projections, données qui servent, dans la Géométrie descriptive, à fixer la position de ce point. En effet, pour définir analytiquement la projection C sur le plan XY, il faudrait donner deux équations telles que x = a et ^ = i : pour définir la projection B, on devrait donner x-=a ex. z=.C'^ mais ces quatre équations se réduisent à trois , parce que , d'après la deuxième remarque du numéro précédent, on doit toujours avoir la condition a'=fl. Cette dépendance entre les projections d'un même point sur deux plans se retrouve dans la Géométrie descriptive , puisque l'on sait qu'après le rabattement des plans, les deux projections orthogonales doivent toujours être situées sur une même perptendiculaire à la ligne de terre.
5. En outre, quand une fois les deux projections C et B sont fixées par les équations x = a et y = by x = a et z = c, la troisième projection A* s'ensuit nécessairement ] car, devant avoir (n** 3) le même y que la projection C , et le même z que la projection B, elle se trouvera définie par les équations y=b et z = c. Si d'ailleurs on voulait déduire graphiquement le point A des deux projections C et B, il suffirait évidemment de tracer sur les plans fixes , et parallèlemetit aux axes , les droites CE et BF, EA et FA.
6. Puisqu'un point est déterminé par ses trois coor- FiG. 2. données , si l'on donne numériquement celles des points
M' et M", il doit être possible de calculer la distance de ces deux points ; et c'est ce que nous allons faire , en supposant que les axes sont rectangidaires. (^FoyeZj pour le cas des a:ses obliques , le n*' 78.) Menons donc les coordonnées M!a = z\ CD'=: j', OD' = x' relatives à M^ et les coordonnées M"C' = z\ CD" = y\ OD" = x\ qui
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se rapportent à M''; puis joignons ces deux poiilts, et tirons la droite M"P paraUèle à C'C. Le triangle M'M"P sera^ évideniinent rectangle en P, et donnera
Bt' M" = V^M"P V (z' — z" )» ;
mais si l'on mène C'Q parallèle à OX, Iq triangle C'QC' sera aussi rectangle en Q , et fournira Téquation
d'où Ion conclura , pour la distance cherchée ,
S'il s'agisôait d'avoir la distance du point M' à l'origine O^ il suffirait d'exprimer que M" coïncide avec ce dernier point, en posant x" = o, jr":=:Oj z"=o'j et il en résulterait
Dans ces deux formules, on devra toujours prendre le radical positivement , puisqu'il ne peut être question que de la distance absolue des deux points proposés.
7. Avant de nous occuper des lignes, il est à propos de généraKser nos idées, sur la signification géométrique des équations à une ou à plusieurs variables, lorsqu'on embrasse les trois dimensions de l'espace. D'abord , une équation telle que jc =: a , convient , même en laissant les axes obliques, à tous les points qui se trouvent à une distance a du plan YZ , cette distance étant comptée parallèlement à OX 5 et d'ailleurs elle ne convient évidemment qu'à ces seuls points: par conséquent l'équation x = a représente, dans les trois dimensions, un plan indéfini parallèle à YZ. De . même , y^ -^py + 7 = 0, qui
donnera deux valeurs constantes j^=:a±:i, a pour lieu géométrique deux plans parallèles à XZ -, et en général , toute équation à une seule variable représente un ou plusieurs plans parallèles aux deux axes dont les coordonnées n entrent pas dans cette équation.
Il résulte de là que z = o est Téquation caractéristique du plan XY indéfiniment prolongé; de même j^=.o représente le plan XZ , et x =^ o représente le plan YZ.
8. Une équation à deux variables , f{x^ jr^=ù, appartient sur le plan XY à une suite de points qui générale-
FiG. 3. ment forment une courbe CC'C; mais si , par les divers points de cette ligne , on mène des parallèles à l'axe OZ , on obtiendra une surface cylindrique ^ dans le sens général de ce mot. Or, un point quelconque N de cette surface, quel qu'en soit le z, aura toujours le même x et le même y que sa projection C (n^ 3); par conséquent les coordonnées de tous les points de ce cylindre satisferont à la relation f(Xy y^ = o^ qui ne contient pas la variable z ; tandis que tout point L pris hors de cette surface, ayant une projection G qui ne tombera pas sur la courbe CCC", ne pourra vérifier par ses coordonnées j: = OH, j^' = GH, l'équation proposée. De là on doit conclure que l'équation /'(a?^ y) = o représente une surface cylindrique parallèle à l'axe OZ, et dont la traxye sur le plan XY est donnée aussi par la même équation, quand on se borne à considérer deux dimensions de l'espace. Une conséquence analogue s'applique aux équations/"' (a:, ^)= o ouf'Çy^ ^) = o, dont chacune, prise isolément, appartient à un cylindre parallèle à OY ou à OX, c'estnà-dire parallèle à l'axe des coordonnées qui n entrent pas \dans r équation.
9. Observons, en passant, que si l'on voulait définir analytiquement la courbe CCC" seule, il faudrait em-
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ployer tes équations simultanées f{x^ y) = o et z = o ^ parce qu'alors il n'y aurait plus, sur tout le cylindre, que les points de sa base qui vérifîeraient à la fois les deux relations citées.
10. Sans répéter des raisonnements analogues, on peut conclure, comme un cas particulier du précédent, que quand l'équation à deux variables est du premier degré , c'est-à-dire de la forme j* = aoî + 6, elle appartient non-seulement à une droite PQ (Jig- 3) dont on. sait déterminer la position sur le plan XY, mais encore à tous les points du plan PQRS mené par cette droite parallèlement à Vaxe OZ5 en effet, ce plan n'est autre chose qu'un cylindre dont la base serait rectiligne. De même , une équation du premier degré , telle que
mœ -H nz =zp ou my -}- /ïz = g,
représentera un plan parallèle à GY ou à OX.
11. Enfin, quand l'équation proposée renferme trois variables, comme F (a?, j^, ^) = o, il y en a nécessairement deux auxquelles on peut donner des valeurs arbitraires \ si donc nous posons seulement ^ = c , l'équation F (jc, y^ c) = o contiendra encore deux variables, et représentera (n° 8) une surface cylindrique parallèle à OZ; mais comme on ne doit prendre ici que les points de cette surface qui satisfont à la condition j? =;:= c , il s'ensuit que, par cette première hypothèse, on obtiendra une courbe y savoir : la section faite dans ce cylindre par le plan i? = c , parallèle à XY. Si l'on pose ensuite z = c\ on trouvera tous les points de la courbe tracée par le plan z =.c' dans le nouveau cylindre F (x, y^ c') = o 5^ et en continuant ainsi , on obtiendra une infinité de courbes diverses situées dans des plans parallèles à XY, et aussi rapprochées que Von voudra les unes des autres \ par con-
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séqiient le lieu géométrique d'une équation à trois variables F (x, y^ ^) = o , est une surface dont la nature dépendra de la forme de la fonction F. D'ailleurs , on ne saurait prétendre que ce lieu est un solide, puisqu'alors chaque plan sécant devrait donner pour section une aire, tandis qu'il ne produit, en coupant la surface cylindrique F(j:, y^ c)=o, qu'ttwe courbe à une ou plusieurs branches, identique avec la base df.ce cylindre.
12. De cette discussion il résulte que toute équation isolée, soit quelle renferme une, deux ou trois variables, représente une surface, laquelle devient néanmoins totalement imaginaire quand aucun système de valeurs réelles ne satisfait à l'équation proposée; ou bien, si l'on ne peut y satisfaire qu'en partageant cette équation en deux ou trois autres , la surface se réduit à un nombre limité de lignes réelles, ou de points réels, parce qu'alors on tombe sur le système de plusieurs équations simultanées. Il n'y a pas lieu de considérer ici des équations qui renfermeraient plus de trois variables proprement dites, puisque chaque point de l'espace est suffisamment déterminé par ses trois coordonnées : cependant, si l'on regardait les variables au delà de trois, non plus comme des coordonnées, mais comme des paramètres qui influeraient sur la forme et la position de chaque surface individuelle , on. tomberait sur des solides et sur la théorie des surfaces enveloppes, dont nous parlerons plus loin (n°» 277 et 337).
13. Maintenant, si l'on fait concourir deux équations simultanées F (x, j, js)= o et F' (x, y^ z) = o, c'està-dire dans lesquelles les variables seront censées recevoir h la fois les mêmes valeurs, ce qui n'en laisse plus qu'une seule d'arbitraire , z par exemple, ce système représentQra une ligne droite ou courbe , puisqu'il ne pourra con-
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venir qu'aux points situés en même temps sur les deux surfaces, c'est-à-dire à leur commune section. Réciproquement, le seul moyen que nous ayons pour définir une courbe dans Pespace, étant d'assigner deux surfaces connues dont elle soit l'intersection , nous ne pourrons représenter analytiquement cette ligne que par deux équations simultanées. C'est à cela que revient en effet la méthode des projections ^ que nous allons faire connaître , et dont l'avantage consiste en ce que , parmi le nombre indéfini de surfaces différentes qui peuvent passer par une courbe donnée, cette méthode emploie de préférence deux cylindres dont chacun est parallèle à Fun , des axes coordonnés, et dont les équations se trouvent conséquenunent plus simples , puisque , d'après le n^ 8 , elles ne renfermeront chacune que deux variables.
i i. Commençons par les lignes droites , et , pour mieux fixer les idées , supposons les axes rectangulaires , et regardons OZ comme vertical. Alors, imaginons que de tous les points de la droite MM" dans l'espace, on mène Fie. 4. des perpendiculaires au plan XY (si les axes étaient obliques , il faudrait dire : des parallèles à OZ) ; elles rencontreront ce plan en des points C, C, C", . • • dont l'ensemble formera ce qu'on appeUe la projection de MM'' sur ce plan; et cette projection sera toujours rectiligne, puisque les perpendiculaires seront évidemment situées toutes dans un même plan parallèle à OZ, lequel se nomme le plan projetant de MM". Si l'on projette de ' même cette droite sur les deux autres plans fixes par des perpendiculaires (ou en. général par des lignes parallèles à l'axe qui est hors du plan que l'on considère) , on obtiendra les trois projections A A", BB", CC", dont deux suffisent pour déterminer h. droite MM". En effet , sup* posons que Ton nous donne A A" et BB"; en concevant
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par la première un plan parallèle à Taxe OX, et par la seconde, un plan parallèle à OY, ces deux plans , dont la situation n'a plus rien d'arbitraire, devront évidemment renfermer chacun la droite MM^, et ils en fixeront la position dans l'espace par leur intersection. Fie. 4. 15. Cela posé, la projection BB'' sera déterminée sur le plan XZ dès que l'on donnera son équation, qui se trouvera, sur ce plan, de la forme
(i) ar = «a+/?,
dans laquelle on sait que p désigne l'ordonnée OG du point de rencontre avec OX , et que a = tang GIZ. L'autre projection AA" sera définie sur le plan YZ par une équation telle que
OÙ ^ = OH et J = tangHKZ. Par conséquent , Tensem-^ ble des équations (i) et (2) déterminera complètement la droite MM'' dans l'espace; et quoiqu'elles soient ici considérées comme appartenant aux projections seules de^ cette ligne, on doit, d'après ce cpii a été dit n®40, les regarder plus généralement comme les équations des deux plans projetants MBGR, MAHR, perpendiculaires l'un à XZ , l'autre à YZ , et qui , par leur intersection , fixent la position de MM" dans l'eépace. Ceci confirma et éclaircit ce que nous avons annoncé n*' 13.
16. Il est important d'observer que, quand même les axes seraient obliques, les projections BB'' et AA", pourvu qu'elles soient faites parallèlement aux axes, ainsi que nous l'avons prescrit (n° 14), auraient toujours des équations de la forme (i) et (2) ; seulement les constantes a et b changeraient de signification, et représenteraient alors des rapports de sinus , comme on l'a vu dans la Géométrie plane.
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17. Remarquons d'ailleurs que, dans les équations simultanées (i) et (2), les variables x^ /, z se rapportent aux points correspondants des projections BB'' et AA", c'est-à-dire qu'en posant, par exemple, z =:OF, on doit trouver x = FB et y= FA. D'où Ton voit : 1° que «es variables représentent aussi les coordonnées MC, MA, MB de chaque point M situé sur la droite dans l'espace : ainsi ces équations peuvent être dites celles de la ligne MM" elle-même 5 2** que les valeurs a: = FB , jrsa FA , sont encore égales aux coordonnées CE, CD, du point C de la projection CC"; et par conséquent Véquation de cette troisième projection se déduira toujours des deux premières, en éliminante entre (1) et (2), ce qui donnera
(3) f=-P==Z^ ou ^=**+^^^=^, ^ a b ^ a a
pour l'équation de la ligne CC" ou du plan projetant vertical MCR.
18. On voit aussi par là qu'il serait aisé de déduire graphiquement la troisième projection des deux autres ; car, si l'on prend sur AA" et BB" deux systèmes de points correspondants à un même e, tels que A et B, A' et B', il suffira de tracer sur les plans fixes, des parallèles aux divers axes , pour en conclure la position des points C et C, qui détermineront la droite CC.
Cette construction devient plus simple quand on l'applique à deux des traces R et S de la droite MM", traces qu'il est aisé de retrouver sur les projections A A" et BB", par les premiers principes de la Géométrie descriptive.
19. Lorsqu'il s'agit d'une courbe MM' M". . . , on ima- Fie. 5. gine aussi par tous les points de cette ligne des perpendiculaires au plan XY (ou, si les axes sont obliques, des pa-
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rallèles à 0Z)5 ces droites, dont Tense^uble formera w^c surface cylindrique, rencontreront le plan XY suivant une ligne CCC'..., qui, en général, sera courbe, et que l'on nomme la projection de MM'M'' ^^r ce plan. Si Ion conçoit de même, par la ligne MM' M", deux <yUn^ dres projetants, paralÛles l'un à OY, l'autre à OX, on obtiendra les autres projections BB'B", AA'A". . . v et la courbe dans l'espace sera évidemment déterminée, dès. que l'on donnera deux de ses trois projections, puisque alors elle devra se trouver à l'intersection de deux cy-. lindres connus.
20. Or, les deux projections BB'B" et A A' A", par^ exemple , seront définies par des. équations de la forme
lesquelles, dans leur signification complète, représentent; (n** 8) les deux cylindres projetants qui ont pour bases, les courbes BB" et AA" : donc la ligne MM" sers^ détermi-. née par le système des équations simultanées (4) et (5); et d'après les remarques du n°.17, l'équation de la troisième projection CCC se déduira de celles-là, en y éliminant la variable z.
21 . La construction graphique de cette troisième projection, qui en général ne sera pas rectiligne, exigerait que l'on répétât les constructions indiquées n** 18 pour une droite , sur divers points des courbes BB" et AA", assez nombreux et assez rapprochés pour pouvoir unir les résultats par un trait continu.
Ces principes une fois posés , nous allons résoudre di- . vers problèmes relatifs aux lignes droites , et qui d'ailleurs seront des moyens de solution pour d'autres ques-.. tions plus élevées.
'feii:
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Problèmes sur les Ldgnes droites.
Lorsque les équations d'une droite
(i) xz=az-k-p^ (2) y=:zbz-i-q,
sont données, c'est-à-dire que les constantes a^h^p, ç sont connues, il est facile d'obtenir les traces de cette ligne. Si l'on veut, en eflTet, trouver la trace R sur le plan XY, on se rappellera (n° 7) que l'équation ^ = o ^ ,^ ^ caractérise tous les points de ce plan; par conséquent, cette condition introduite dans les équations (i) et (2) fournira x = p et y= q, pour les coordonnées de R. On obtiendrait les deux autres traces en posant successivement j^ == o et a: = o.
23. On peut, au contraire, se proposer de déterminer les constantes générales a, i, ^, q, par certaines conditions auxquelles on assujettira la droite. Exigeons, par exemple , que cette ligne passe par deux points connus M! et M" (fig' 2) , dont les coordonnées seront désignées par x\ y\ z* et x", y'\ z". Alors il faudra que les équations générales (i) et (2) soient vérifiées par la substitution de ces deux systèmes de coordonnées à la place de x^ jTy Zj ce qui fournira les conditions
(3) x'=:az'-^p, (4) x'=bz'-hq, (5) :r" = «z"+/., (6) j'^=^*"-hv,
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d'où Ton pourrait tîrer les valeurs des quatre constantes , pour les substituer ensuite dans (i) et (2) : mais on arrive d'une manière plus élégante à un résultat équivalent, en éliminant par des soustractions , comme dans la Géométrie plane, les inconnues a et p entre les équations (i), (3), (5), et les inconnues b et q entre (2), (4), (6). De cette manière on obtient pour les équations de la droite M' M",
jpf ^'' y' Y^^
24. Si la droite chercbée devait passer seulement par le point (a:' y' z'), on n'aurait à joindre aux équations générales (i) et (2) que les conditions (3) et (4), ce qui, en éliminant p et ^, donnerait pour les équations d^iuie droite assujettie à passer par un points
dans lesquelles les constantes a et h resteraient indéterminées 1, comme on devait s'y attendre. Mais si, de plus, on veut que la ligne cherchée soit parallèle à une droite connue représentée par
il faudra évidemment que les plans projetants de ces deux droites, et par suite leurs projections, soient respectivement parallèles \ ce qui fournira les nouvelles conditions a = a', J = i'* et la droite demandée sera enfin représentée par
Si l'origine O est le point donné par lequel on veut conduire une parallèle à la droite (D'), les équations (D)
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se réduiront évidemment à la forme très-simple
25. Trousser le point de rencontre de deux droites connues, déterminées par les équations
(i) x = az -\-py (2) jr=zbz -\-q pour la première ,
(3) x-=za 'z -f-/? ', (4) y =:b'z-{-q^ pour la seconde.
Observons d'abord que les variables a: et ^ prennent en général des valeurs très-différentes dans les systèmes (i) et (2), (3) et (4), pour une même hypothèse z ■= z' : cependant, si les deux droites se coupent, les coordonnées du point commun devront vérifier à la fois les deux systèmes , et par conséquent elles s'obtiendront en regardant a', j^ z , non plus comme des variables, mais comme des inconnues qui ont les mêmes valeurs dans ces quatre équations. Il ne s'agit donc que de les résoudre sous ce point de vue; toutefois, puisque leur nombre surpasse celui des inconnues, il devra y avoir une équation de condition sans laquelle le problème sera impossible, parce qu'en effet deux droites dans l'espace ne se rencontrent pas toujours. Cette équation s'obtient, comme on sait, en éliminant les trois inconnues : or, en soustrayant (i) de (3) et (a) de (4), on a
puis , en éliminant z entre ces dernières , ou bien en exprimant que les deux valeurs qu'elles fournissent pour z s'accordent entre elles , on arrive à la condition
Si donc cette équation n'est pas vérifiée identique-
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ment par les constantes des équations proposées , Jes deux droites en question ne se couperont pas-, et lorsqu'elle sera satisfaite , les coordonnées du point de section s'obtiendront en substituant la valeur commune
dans (i) et (2), ou dans (3) et (4), indifféremment.
â6. Quand on a a = a' et 5 = i', la condition (5) se trouve satisfaite, et cependant les droites ne se rencontrent pas , puisqu'elles sont parallèles ^ mais on doit évidemment sous-entendre , avec la relation (5 ) , que la valeur précédente de z n'est pas infinie^ ou bien il faut dire que la condition (5), prise isolément, exprime que les deux droites sont dans un même plan et peuvent se couper, sans décider à quelle distance aura lieu leur rencontre.
N. B. Observons ici que toutes les questions dont il est parlé dans les n^^ 22, 23, 24, 25, se traitent de la même manière et conduisent aux mêmes formules, quand les axes sont obliques^ seulement, la signitication géométrique des coefficients a, b, a'j b' est altérée, comme nous l'avons dit n*^ 16.
FiG. 6. 27. Trouv^er les angles que forme as^ec les axes rectangulaires OX, OY, OZ, une droite donnée
x = az-{-py j = ftz -H gr;
et comme cette ligne peut ûe pas rencontrer les axes , il faut entendre par là les angles que foi'ment ceux-ci avec une droite OD menée par l'origine, parallèlement à la droite primitive.
Les équations de OD seront (n° 2 i) x = az , j" = Jz :
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si l'on prend sur cette droite une longueur arbitraire OJVr = r, et que l'on désigne par a:', y\ z' les coordonnées de son extrémité M', on aura , pour déterminer leurs valeurs , les^trois équations
dont les deux premières expriment que le point M' est sur la droite OD, et la dernière est la formule trouvée n® 6, On en déduit aisément
^ r , br , ar
Cela posé , en achevant le parallélipipède déterminé par les trois coordonnées du point M', et en posant les angles chércliés M' OX = a , M'OY = 6, M'OZ = y, on trouvera , par les triangles rectangles M'QO, M'SO, M'TO, les relations
rax OQ :p' ^ os r' ai z'
(O) COSa=— ~ = — , C0S5=-— — , =-—^ cOS7 = :rr77 = —;
^ ^ OM' r * OM' r ' OM' r *
et en y substituant les valeurs cfes coordonnées trouvées ci-dessus, il viendra
(7) cnsfler^ — j C0s6=:
COS
s/a^-^b^-hi
28. Observons ici , i**. que ces cosinus renferment un radical qui est susceptible de recevoir le double signe ±1 ; mais on devra toujours l'affecter du même signe dans les trois cosinus à la fois, et cela ne fotu'nira que deux systèmes de valeurs qui répondront aux deux angles sup~ plémentaires formés par la portion OD , et par son pro-
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longemcnt OE, ai^ec les demi-'axes positifs^ car c*est de cette manière que Ton doit toujours mesurer les angles d'unie droite aVec les axes coordonnés.
a°' Que ce radical pris positivement se rapportera toujours aux trois angles que forme avec les axes la portion OD qui se trouve au-dessus du plan XY , ou qui fait un angle aigu avec OZ , puisque alors , dans les formules (7), cos y ayant une valeur positive^ il sera certain que Tangle y est aigu. Toutefois cela n'empêchera pas les deux autres angles a et 6 d'être obtus ou aigus, suivant les signes qu'auront les numérateurs a elb dans ces formules (7).
FiG. 6. 29. Le parallélipipède employé ci-dessus montre que les coordonnées x' = OQ , /' = OS, ^' = OT, d'un point quelconque M' , sont les projections sur les axes , du rayon "vecteur OM'=r; et les équations (6) donnent les valeurs de ces coordonnées sous la forme
j:'=rrcosa, j'rzrcos^, «'=:rcos7.
FiG. a. De même , si une droite finie M'M" a pour coordonnées de ses extrémités :c',j"', z' et x'\y"^ z'\ et qu'on mène par ces deux points six plans parallèles aux plans coordonnés , on formera un parallélipipède rectangle dont les arêtes seront évidemment a:' — '3c"^y — y'\ z' — z"-^ de sorte que les angles a, 6, y ^formés par la diagonale M']VF = D, avec ces arêtes ou avec les axes , seront déterminés par les relations suivantes qui sont fréquemment employées ,
co9a= — jj — , cos6= — j^, cos7= — - — , dans lesquelles d'ailleurs on sait (n^6) que
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30. Lorsque l'on connaît à priori les angles a , 6 , y , que forme une droite quelconque avec les axes, il est facile d'en conclure les coefficients a et i qui entreraient dans les équations de ses projections 5 car , des formules (7)
du n^ 24, on déduit par la division, =û, =bi
de sorte que quand une droite devra passer par un point donné (x'\y\ z")^ et faire avec les axes des angles oi , &, y , ses équations pourront s'écrire sous la forme très-symétrique
CCS a cosê C0S7
31. En ajoutant les formules (7) du n^ 24, après les avoir élevées au carré, on obtient cette relation fort remarquable :
(8) cos'a-f-cos^6-4-cos^7= I,
qui prouve que les trois angles formés par une même droite avec les axes ne peuvent jamais être pris tous arbitrairement. Quand on s'est donné a et 6, par exemple , le
troisième est déterminé par cos y = dz V i — cos* a — cos* S, et n'est plus susceptible que de deux 'valeurs supplémentaires l'une de l'autre ; eiicore faut-il que les deux premiers angles satisfassent à la relation cos*a+cos*6<; i, laquelle comprend les deux conditions
a-|-6]>>9o^ et a — 6<^90®.
On peut se rendre raison de ces diverses circonstances, au moyen de deux cônes, droits qui auraient pour axes OX et OY, et dont les génératrices formeraient avec ces axes des angles égaux kotex 6 ; car la droite en question devrait être à la fois sur ces deux surfaces coniques, les-
quelles ne peuvent se couper que suivant deux génératrices placées symétriquement , l'une au-dessus et l'autre au-dessous du plan XY.
32. Trouver F angle que forment entre elles deux droites représentées par
' x=zaz -\-p et y z=zhz -^ q^
Xz=za'z-\-p' el J =: Ô'z-f- gr';
mais comme ces ligntîs peuvent ne pas se rencontrer, il faut entendre par là V angle compris entre deux droites menées par un même point j et parallèlement aux lignes primitii^es. Soient donc OD et OD' ces deux parallèles^ FiG. 6.. leurs équations seront (n^ 24)
(D) x=zaz, y = bz,
/- (D') x = a^Zy y=:b'z;
alors, si l'on prend sur ces droites deux points M', M", à une distance queflconque de l'origine , par exemple , telle que 0M'= I, OM"= I, et que l'on joigne ces deux points, le triangle obliquangle OM'M" donnera, paV un théorème connu ,
M'M" = OM' -h OM" — 20M' . OM" . ces (M'OM").
Mais si l'on désigne par x\ y\ z et x'\ y'\ z" les coordonnées des deux points M' et M'', cette équation deviendra
{ic'—x"y+{x'—x"y+{z'—z"y=i +i— 2co8(d,d'),
et, en développant les carrés, elle se réduira à
(9). coi{D,D')-x'a:" + yy" + z'z",
PROBLEMES SUR LES LIGNES DROITES
puisqu'on a évidemment (n° 6) les relations
si 4'aillcurs ou y joint les suivantes
y'^hz', r"=h'z\
qui expriment que les points M', M" sont sur les droites (D), (D'), on pourra calculer aisément les coordonnées de ces points , et Ton trouvera
■ si à
de sorte qu'en substituant dans l'équation (9), on aura pour déterminer l'angle des deux droites , la formule suivante
/ X .. aa' -irbb' -\- i
10) cosfD, DM— ,__ ■
Si l'on voulait calculer le sinus de cet angle, on emploierait la relation générale sin = V i — cos*, qui conduirait ici à l'expression
sin (D, D') = ^Ï^^^E^^SS\
et par suite on en déduirait la tangente.
33. La formule que nous venons d'obtenir pour cos (D, 0), renferme deux radicaux susceptibles cbacun du signe dz, ce qui fournit, si l'on veut, quatre valeurs
égales deux à deux , et qui répondent aux quatre angles formés par les droites indéfinies DOE , IXOE': mais il im-
FiG. 6. porte de remarquer que toutes les fois qu'on aflTectera les deux radicaux du même signe, c'est-à-dire quand on prendra le dénoniinateur total positivement , la valeur du cosinus conviendra nécessairement ^ l'angle DOD' form,é par les deux portions qui font chacune un angle aigu ai^ec OZ, ou à son opposé par le sommet EOE'. En effet, pour ces deux angles, les points M' et M" qui servent à construire le triangle sur lequel repose le calcul , doivent avoir leurs ordonnées z' et z", toutes deux positii^es ou toutes deux négatives ^ donc, en remontant aux valeurs trouvées ci-dessus pour z' et -z", il est certain que les deux radicaux doivent alors être affectés du même signe. Observons néanmoins que cet angle DOiy pourra encore être aigu ou obtus, suivant le signe du numérateur aa^ + bb' + i.
Quant à la valeur de sin (D, D'), il faut toujours la prendre positivement , parce que , sous cette forme , elle convient aux quatre angles supplémentaires deux à deux 5 et que d'ailleurs il est impossible de distinguer des angles négatifs dans les trois dimensions de l'espace.
34. On peut aussi exprimer l'angle que font entre elles les deux droites OD et OB', en fonction des angles que forme chacune d'elles avec les axes coordonnés.
Fio. 6. Soient en effet DOX = a, DOY = 6, D0Z = 7, et a , 6', 7', les angles analogues pour la droite OD'; nous parviendrons , comme au n^ 32 , à la relation
cos(D, iy) = a:'x''-h^'^"-Hz'«'';
mais, d'après la remarque faite au n^ 29, et attendu qu'ici on a OM' = i = OM'', les valeurs des coordonnées
seront
PROBLKMES SUR LES LIGNES DROITES
x'=:OM'.cosa =icosa, y* =:cos6, z' =COS7, j:" = OM".cosa'= cosa', ^''z=cos6', z'' = cos7',
les(pielles substituées dans Téquation précédente, fourniront pour Fexpression demandée ,
(il) cos(D, ly) = cosacosa' -h cos6 cos6' -f- C0S7 C0S7';
ou bien , en employant la notation suivante , qui rappelle aux yeux la situation de chaque angle ,
(12) cos (D, D' ) = cos (D, X) cos (D', x) + cos (D, y) ces (D', j^)
-hcos (D, z) cos (D', z).
35. H est aisé de déduire de ce qui précède , la condirtion pour que les droites soient perpendiculaires Tune' à l'autre; il faut alors et il suffit que cos(D, D') = o*, ce qui, d'après les formules (10) et (11), entraîne l'une ou l'autre des relations suivantes :
(i3) aa' + i^'-f- I =0,
(i4) cos a cos a ' -h cos 6 cos 6 ' -h cos 7 cos 7 ' =r o ,
lesquelles conviennent aux droites primitivement données n** 32, auîssî bien qu'aux droites OD et OD' qui se coupent. Quant à ces dernières, on doit remarquer que la condition (i3) laisse encore la seconde droite en partie indéterminée, lors même que la première est complètement fixée par les valeurs de a et de & , puisqu'on n'a ici qu'une équation entre les deux coefficients a\ b' : et i^Bi devait être ainsi, parce que, dans l'espace, il existetine infinité de droites menées par le même point O perpendiculairement sur la droite OD.
Si l'on voulait exprimer aussi par la formule (10) que
^4 CHAPITEE II.
les droites sont parallèles , il faudrait poser cos (D, 1^)= i ? ce qui conduirait à l'équation
(a — a'Y -hib — bj -+■ (ab' — a'b)' = a,
laquelle ne peut être satisfaite qu'en posant a = a' et b =3 i'^ de sorte que l'on serait ramené aux conditions trouvées n^ 24».
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Des Plans ^ et de leur combinaison entre eux ou ai^ec
les droites.
36. Pour parvenir à l'équation du plan , nous regarderons cette surface comme le lieu des dii^erses positions que prend une droite mobile assujettie à glisser sur une droite fixe j en restant parallèle à une direction donnée^ et cette méthode aura l'avantage de nous tracer d'avance la marche à suivre pour exprimer analytiquement la génération des surfaces courbes.
Soient donc
, (i) x = az~irp, (2) 7 = ^2 4-^,
les équations de la droite fixe que Ton nomme la directrice^ représentons la ligne à laquelle la génératrice mobile doit rester constamment parallèle, par x=^az^ yz=ib'z'^ alors les équations de cette génératrice auront la forme
(3)' x=:a'z-^p', (4) y=zb'z-^q'',
et ici a\ b' seront des constantes données et invariables, tandis que p' qX q' varieront avec chaque position de la génératrice , mais non pas d'une manière tout à fait arbitraire ; car il faut encore exprimer que la droite mobile a , dans toutes ses positions, un point de commun a^^ec la directrice fixe j c'est-à-dire que les équations (i), (2),
a6 GHAPITHE III.
(3), (4) doivent être vérifiées par un même système de valeurs de x, y^ z. Or, puisque le nombre de ces équations surpasse d'une* unité celui des inconnues , cela ne pourra arriver qu'autant qu'il existera entre les coefficients une certaine relation qui s'obtient en éliminant les trois inconnues x, y^ £^ comme nous l'avons vu n^25, et qui est
(5) Pl=P = ^
C'est donc là une condition qu'il faut essentiellement joindre aux équations (3) et (4) pour que celles-ci représentent complètement la génératrice. Cela posé, en attribuant successivement à p' diverses valeurs arbitraires, /9'=i,2,7,...,et tirant de la relation (5) les valeurs correspondantes de q\ pour substituer les unes et les autres dans (3) et (4) , on obtiendrait successwement les équations déterminées de telle ou telle position particulière de la génératrice \ mais si , au lieu de fixer ainsi les valeurs àep' elq\ on élimine ces deux constantes entre les équations (3), (4), (5), V équation finale en (x, y^ z) contiendra alors à toutes les positions de la génératrice ^ puisqu'elle ne renfermera plus de traces des quantités p' elq^ dont les valeurs particulières pouvaient seules distinguer une génératrice d'une autre : par conséquent , le résultat de cette élimination sera l'équation de la surface plane, lieu de toutes ces génératrices. Or, en substituant dans (5) les valeurs de ;?' eiq' tirées de (3) et (4), on trouve
ou bien
(6) x(ô — ft') + j(a'--a)H-«(a6'--fta')-f-;i(*' — A)-h^(a~a') = o,
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résultat qui prouve que V équation éCun plan est toujours du premier degrés et renferme généralement les troîs variables , c'est-à-dire qu'elle est de la forme
Aj:4-Bj4-C«-hD = o.
37. Réciproquement, toute équation du premier degré j telle que
(7) Ajr-hBj4-Cz4-D = o,
appartient à .une surface plane. Pour le démontrer, cherchons d'abord la trace de la surface (7) quelle qu'elle soit, sur un des plans coordonnés, XZ par exemple*, et comme jrz=o exprime (n*' 7) la propriété caractéristique de ce plan, en combinant cette relation avec l'équation (7), nous voyons que cette trace est une droite PR représentée par ^'^' 7-
(8) x = o et Aar-+-C3-hD = o. (9)
Cela posé, imitons la marche suivie au n° H, et coupons la surface inconnue (7) par divers plans parallèles à XY, tels que z = a,jZ = a', ...: les*sections seront représentées par les équations simultanées
(10) a = a et Aa?-hBr-h(Ca -f-D) = o, (11) z = a' et A;F-hBj-f-(Ca'4-D) = o,
résultats dont la forme prouve (n®* 15, 17) que ces diverses sections sont des droites j toutes parallèles entre elles (n^24). Mais, en outre, il arrive ici que chacune a un point de commun a\fec la trace PR; car si, d'après la règle donnée au n° 2S, on combine ensemble les équations (8), (9), (10) et (11) pour en éliminer d'abord y
et ^ , on .parvient aux deux équations
Aj7-f-Ca-|-D = o, Ax + (Ca-hD) = o,
lesquelles s'accordent bien à donner pour x la même valeur. Or, comme il en serait évidemment de même en remplaçantes par a\ a",..., j'en conclus que la surface (7) est le lieu d'une infinité de droites parallèles , qui s^ appuient toutes sur une autre droite fixe PR ;. d'où il suit que cette surface est un plan (n^ 36).
Remarquons ici que ce mode de démonstration resterait applicable à l'équation (7), quand bien même un ou deux des coefficients A, B, C, seraient nuls , pourvu qu'alors on choisit conyenablement la trace qui sert de directrice fixe, et la direction des plans sécants^ mais d'ailleurs, nous savons déjà (n°* 10 et 7) qu'une équation du premier degré , de la forme particulière
Bj-t-Cz-|-D = o ou C«-hD = o,
représente un plan qui se trouve parallèle à un ou à deux des axes coordonnés : ainsi la réciproque annoncée est vraie dans tous les cas.
38. Il est très-important d'observer aussi que les calculs et les raisonnements employés n°* 36 et 37 restent les mêmes , et sans aucune modification , dans le cas des axes obliques^ par conséquent l'équation du plan rapporté à de tels axes est toujours du premier degré, et la réciproque a également lieu. Il suit dé là que toutes les formules et les conséquences auxquelles nous parviendrons dans les n°« 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, S4 et 60, seront également vraies pour des axes coordonnés obliques.
39. Lorsque l'équation d'un plan (7) Ax-|-B^-|-Cz 4- D = o est donnée, on obtient ses traces en combinant-
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son équation tour à tour avec une des suivantes, a: = o, jr = o, z = Oy qui caractérisent (n^ 7) chacun des trois plans coordonnés ; ainsi la trace PQ sur le plan XY sera donnée par les devix équations simultanées
z = o, Aj:4-Bj-f-D = o;
la trace PR sur le plan XZ , par
j^ = o , Ax 4- Cz -h- D = o ;
et enfin celle qui se trouve sur YZ, savoir QR, par
ar=o, ByH-C8-4-D=:o.
40. Pour avoir le point où le plan coupe l'axe OX , on Fie. 7. posera à la fois les conditions j^ = o et z = o , qui caractérisent évidemment cet axe -, et en substituant dans (7),
on obtiendra , pour les coordonnées de ce point P,
jr = o, z = o, j:=:-- — = 0P; on trouverait de même pour les points Q et R,
xz=o, r = o, z== — — = 0R. ^
Si l'on pose ces trois distances OP = p^ OQ = q^ OR = r, et qu'on les introduise dans l'équation (7) à la place de A , B, C 5 l'équation du plan prendra cette forme très-symétrique :
Observons encore ici , i® que si le plan proposé
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devait être parallèle à un des axes, OX par exemple, il faudrait que la valeur trouvée ci-dessus pour la distance OP devint infinie , ce qui entraînerait la condition A = o 5 par conséquent Téquation (7) se réduirait, pour un tel plan, à
Br-+-'C3-t-D=:o.
2°. Que si le plan était parallèle à la fois aux deux axes OX et OY, ou bien parallèle au plan XY, les valeurs précédentes de OP et OQ devraient être toutes deux infinies, d'où A = o et B = o : donc l'équation (7) se réduirait, pour un tel plan, à
G5-4-D = o ou z-ziih.
Ces deux résultats avaient déjà été obtenus dans les n*'* 7 et 10; mais comme il importe beaucoup de familiariser le lecteur avec ces formes particulières de l'équation d'un plan, nous avons voulu les retrouver ici, afin qu'on se rappelât bien que , quand un plan est parallèle à vis ou DEUX des axes coordonnés ^ son équation ne renferme plus LA VARIABLE OU LES VARIABLES qui Se rapportent à <:es axes,
42. Lorsqu'au lieu de donner immédiatement l'équation d'un plan, on assigne certaines conditions auxquelles cette surface doit satisfaire , il faut alors calculer les coefficients qui entrent dans l'équation générale , par quelqu'un des moyens que nous allons exposer en parcourant les diverses conditions que peut remplir un plan.
D'abord , si l'on veut que le plan passe par trois points dont les coordonnées sont connues , et désignées par x\ j-', z', x'\ y\ z\ :r", . . . , l'équation générale
(i) Ar-4-Br-4-C8-H-D=?o
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devra être vérifiée en substituant aux variables les coordonnées de chaque point , ce qui donnera les relations
(2) Âux' -HBj' 4-Cz' -4-D=:o,
(3) Ax"-hBr" +Gs"+Pr=o,
(4) Ax''-+'Bx"''hCz"'-\-B = o,
dans lesquelles il n'y a réellement que trois inconnues, qui sont les rapports fr ? *f: ? 7: ? on pourra donc les calculer aisément, et les substituer dans (i), qui ne renferme que ces mêmes rapports. Voici le résultat, en prenant l'arbitraire D pour le dénominateur commun ,
D = j?' j V— a/z'y '"-f- z^x'y '"— 7 VV+^ V'o: "— z> "x'^, B= — orV-i^ jrV — z'x" -{- x''z"' — z''x" -hz'x'%
c =— ^'j"+ xy'" — x'y ■+- r'^" — j'^" 4-r'v.
43. Remarquons que si Ton assignait seulement un point par lequel dût passer le plan, on n'aurait alors que la condition (2), qui pourrait du moins servir à éliminer de (i) la constante D; et l'équation du plan prendrait la forme suivante, très-fréquemment employée,
A(a: — a/)+B(jr — 7') + G(z — z')=:o,
dans laquelle il ne resterait véritablement que deux inconnues.
44. Conditions pour quune droite soit située dans un plan. Représentons les équations de ces lieux géométriques par
(i) Aj:4-Bj -|-C3-hD = o,
(2) xz=az--\-p et y ':=zhz'^q, (3)
Si la droite est tout entière dans le plan , il faut que, pour
un ifuelconque de ses points, et par conséquent en lais-^ sant z indéterminé, les valeurs de a: et ^ tirées de (2) et (3) satisfassent à Téquation du plan ; or, en substituant dans (1)5 il vient 1
(Afl 4- B^ 4- C) z H- A/? 4- By -h D = o ;
et puisque cette équation doit se vérifier pour toute valeur de -2 j il faut que l'on ait à la fois
(4) Aû-hB^+C=:o, (5) A/?-+-B^ + D = o:
telles sont les conditions demandées. Par suite, il serait facile d'obtenir V équation d^un plan assujetti à passer par la droite (2)et (3), et par un point donné (x\ y •>^)h car on aurait à joindre aux conditions (4) et (5) la relation
kx' -h Bj' + Cz' -H D = o,
ce qui suffirait pour calculer les valeurs de trois des coefficients A, B, C, D, en fonction du quatrième, qui disparaîtrait ensuite, comme se trouvant facteur commun.
45'. Relation entre un plan et une droite qui sont parallèles entre eux. Conservons les notations précédentes , et exprimons que le point de rencontre du plan avec la droite est à une distance infinie. Pour ce point commiin , les variables doivent avoir les mêmes valeurs dans les équations (i), (2), (3) 5 substituons donc comme ci-dessus,
et il viendra
— A jg -h Bgr 4- D
^ ~ "~ Afl 4- Bô 4- B ^
par conséquent la relation demandée est (6) A« 4- B^ 4- C = o,
qui coïncide avec la première des conditions trouvées au
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ïmméro ^i^cédent. D'après cela, on pourrd^ mener par une droite donnée un plan parallèle à une autre droite^ car on devra joindre aux relations (4) et (5) la condition (6) dans laquelle on remplacera aet b par les constantes a' et 6' de la seconde droite.
46. Relations entre un plan et une droite qui sont perpendiculaires entre eux. Sous le point de vue géométrique, ces relations consistent en ce que les traces PQ, Fig. 7. PR , QR , du plan donné , sont respectivement perpendiculaires aux projections <îorrespondantes CC, BB', AA', de la droite en question, pourvu toutefois qu'il s'agisse de projections orthogonales ^ car le théorème n'est pas vrai quand les axes sont obliques. En effet, le pkn qui projette la droite suivant CC est, par sa définition, perpendiculaire à XY; il l'est aussi au plan PQR, puisqu'il passe par la droite dans l'espace : donc ce plan projetant est perpendiculaire sur l'intersection PQ des deux autres 5 d'où il suit que cette trace PQ coupe à angle droit la ligne ce qui est dans le plan projetant. On en dirait autant des traces et des projections sur les autres plans coordonnés^ mais j'ajoute que la réciproque a lieu : si deux des projections j BB' et A A', par exemple, sont perpen^ diculaires aux traces PR et QR , la droite dans V espace est perpendiculaire au plan. Remarquons en effet que les plans projetants qui passent par BB' et AA', sont nécessairement perpendiculaires l'un à PR, l'autre à QR, et par suite ils le sont au plan PQR qui contient ces lignes; donc l'intersection de ces deux plans projetants, qui n'est autre cliose que la droite dans l'espace , se trouvera aussi perpendiculaire au plan PQR.
Toutefois, pour que cette réciproque soit certaine, quand on se borne à exiger la perpendicularité entre deux seules projections et les traces correspondantes, il
faut que les deux plans projetants que Ton emploie soient distincts l'un de l'autre, sans quoi lès deux projections dont on se sert laisseraient la droite indéterminée. Ainsi, par exemple , quand les deux traces PR et QR sei'ont parallèles à OZ, les projections BB' et A A' pourront être perpendiculaires sur OZ , sans que la droite dans l'espace se trouve perpendiculaire au plan donné, parce qu'alors les deux plans projetants sont évidemment confondus et ne suffisent plus pour définir la droite; mais, dans ce cas , il n'y aura qu'à vérifier si la troisième projection CC est aussi perpendiculaire sur la trace PQ.
47. Exprimons maintenant ces conditions par l'analyse, en conservant les notations déjà employées au n^ 44. La trace du plan donné sur XZ est représentée par
y = o et Aar-|-C3 + D = o, ou x = — -z — -;
elle doit être perpendiculaire à la projection correspondante , x = az +p : donc on doit avoir la relation
La trace sur YZ est donnée par
r. r. ^ CD
je = o et B/ + Cz -H D = o, ou ^ = — - a — ~ ;
et pour qu'elle soit perpendiculaire à la projection yz=:bz + {/^ il faut que l'on ait
Ainsi les conditions (y) et (8) sont nécessaires et siiffisantés pour exprimer que la droite est perpendiculaire au plan.
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48. Toutefois la dernière conséquence^ soufire une exception dans le cas particulier cité au n*^ 46, pour lequel on a C = o^ car les formules 7 et 8, donneraient alors a = €o et è =: 00 , ce qui réduirait Jes équations (2) et (3) de la droite à une seule z = h^ laquelle est insuffisante pour définir cette ligne. Dans ce cas, il faudra employer la troisième projection, qui sera de la forme
y = mx -^1i , etjposer /w = -,
afin d'exprimer que cette projection est aussi perpendiculaire à la trace du plan proposé sur XY. Ainsi les conditions complètes de la perpendicularité entre la droite et le plan seraient
mais , à moins qu'on n'ait à opérer directement sur un exemple numérique pour lequel C = o , il suffira , dans les calculs généraux , d'employer les relations (7) et (8), parce qu'elles comprendront implicitement la relation (9),
attendu, que d'après le n^ il , on a. m = -.
49. Trouver la distance d'un point donné (x\ y\ z^ à un plan représenté par
(i) Ajr + Br-f-C2-+-D=:0.
Si du point donné nous menons une droite indéfinie perpendiculaire au plan, elle aura (n*^ 47) pour équations
et les coordonnées du pied de la droite sur le plan s'ob-
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tiendront en regardant les variables x^ y^ z comtne ayant les mêmes valeurs dans les équations (i), (2), (3). Mais , quand on en aura tiré les valeurs de ces coordonnées, il faudra les substituer dans la formule qui donne la distance de deux points ,
5=V^(x— x')=4-(/--r')'-^-(2-^')'• pa^ conséquent, il est plus avantageux de préparer les équations ci-dessus de manière qu'elles renferment les binômes x — x\ y — y\ z — z. C'est pourquoi nous écrirons l'équation (i) sous la forme
en posant, pour abréger, D'=Aj:'-h-Bj<''-t-Cz'-|-D5 et alors , en substituant dans (4) les valeurs de x — x' ^y — y , déduites de (2) et (3) , on trouvera ..
et par suite , la distance demandée sera
, Aj7'-+-B/'-f-Cz'4-D VA^-+-B=»-|-C^
Le radical qui entre dans cette expression comporte deux signes, dont il ne faudra jamais garder que celui qui rendra la fraction totale positive j attendu que toutes les fois qu'il s'agit de distances qui ne sont pas comptées parallèlement à une ligne fixe , il ne peut être question que de leurs valeurs absolues.
50. Lorsque le point donné est à l'origine des axes, il faut poser dans le résultat précédent x'=. o ,/'= 05 ^ '= o ^ et l'on trouve ainsi , pour la distance (fun plan à Vori-
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gine des coordonnées^
formule où il faudra encore affecter le radical du même signe que D.
SI . Calculer la plus courte distance d^un point
(jc', j^' , z')à une droite représentée par
(i) x=zaz-^py (2) ^=:^z-h9.
Pour y parvenir, on pourrait mener par le point donné un plan perpendiculaire à la droite, et dont Féquation serait , d'après les relations trouvées n**^ 43 et 47 ,
(3) fl(a? — jr')-hè(j-—r ')■+■« — «' = o;
puis, en combinant les équations (i), (a), (3), on en tirerait les valeurs des coordonnées x, j^, z , du point où le plan coupe la droite. Or , la ligne qui joindra ce dernier point avec celui qui a pour coordonnées a:',j^', z\ mesure évidemment la distance demandée^ donc, en substituant dans la formule générale
on obtiendra cette distance , qui , après diverses réductions , pourra s'écrire ainsi :
où Ton a posé, pour abréger,
Mais on arrive à ce résultat d'une manière plus
38 GHAPtTHE Itl.
Fie. 7. simple et plus élégante, en imaginant le triangle M'MT formé par la droite donnée M T, la perpendiculaire M'M abaissée du point en question M', et la ligne qui joint IS/V avec la trace T de la droite sur le plan XY, trace qui a pour coordonnées ^ = 0, xr=tp^ y-irzq^ En eflfet, ce triangle rectangle donne
MM'= VTM''--fM':
or on a évidemment
et
TM=TM'c©s(MTM')
=rTM'(cOSa COSa' -h COSê COSê' H- COS7COS7'),
en appelant a, 6, y les angles de TM avec les axes, et a', 6', y' ceux de TM' (n« 34). D'ailleurs on sait (n^ 29) que
c«5« =-^i^» cos^' = '^-;î^' cos7' =
TM' ' TM' ' ' "TM'''
donc il vient
TM = [x' — p) cosa 4- (/ ' — q) cos€ -t- 2' COS7;
et en substituant dans la valeur de MM', on obtiendra la distance demandée sous la forme
MM'=v^(x'— rt'-*-(^'— ^)"^-«'*~[(J^'— ;»)co8aH-(r'— f)oo66-H«'eo»73*,
laquelle ccnncidera avec l'expression trouvée pour J", si l'on veut bien y mettre les valeurs connues
CQSûez= COSo=r
v/û'-+-^^-+-i ' si a ' 4-.^ '-f-
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53. Trouver V angle d'une droite etdun plan, représentés par les équations
(D) X=:az-hp, yzz=:bz-{-q^
(P) Aa?-|-Br-f-Gz4-D = o.
Cette inclinaison serait une quantité indéterminée, si l'on ne convenait pas d'entendre par là F angle compris entre la droite (D) et sa projection orthogonale sur le plan P ^ et ce choix est fondé sur ce que cet ^ngle est le plus petit de tous ceux que forme la droite (D) avec les diverses lignes tracées par son pied dans le plan , ainsi qu'on le démontre aisément par la Géométrie. Il résulte de cette définition que, si d'un point de la droite (D) on abaisse sur le plan une normale (N), l'axtgle de ces deux dernières droites sera le complément de celui que l'on cherche. Or, quel que spit le point d'où l'on mène la normale , ses équations auront la forme
(N) xz=:a'z-hp' 9 X^b'^-^qy
avec les relations a'== -, 6' =- : çt comme, d'après le
n^ 32 , on a , pour déterminer l'angle des deux droites (D) t et(N),
aa^ -\-bb' -h i
on en conclura, par la substitution des valeurs précédentes de a' et fe', le sinus de l'angle du plan avec la droite, savoir :
/n p^ Aa + B^ + C
sm (D, P) = ■ . . ' .^^ . — ^ , , .
V AM-BM-CVû^» -+- ^' -h I 54. Maintenant comparons les plans enti^ eux , et
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cherchons d'abord les conditions qui expriment que deuxplans sont parallèles . Soient
(P) Ax +B/ -f-Cz 4-D =o,
(P') A'j?-4-B>-hC'z-f-D'=i:o,
les équations de ces plans. Il faudra et il suffira que leurs tiaces sur chacun des plans coordonnés se trouvent res«pectivement parallèles ; si donc on pose dans les équations (P) et (P') , successivement a: = o , j^ = o , >^ == o , on trour vera les conditions
lesquelles se réduisent à ces deux-ci,
c'est-à-dire que les coefficients des termes variables seuls doiuent être respectii^ement proportionnels àans les deux équations; et même on pourra toujours rendre ces trois coefficients respectivement égaux j en divisant le terme constant D' par Je facteur commun qui distinguera A', B', C',deA,B,C.
FiG. 8. 55. Trouver Vangle de deux plans donnés par les équations ci-dessus (P) et (P'}. Si Ton conçoit la figure 8 exécutée sur un plan de projection perpendiculaire aux deux plans proposés, ceux-ci y seront représentés par leurs traces A P, AP'; et Tangle PAP' mesurera évidemment Finclinaison de ces plans. Mais si on leur mène deux normales par le point A, on reconnaîtra aisément que l'angle NAN'== PAP'; d'ailleurs, comme ces droites prolongées indéfiniment forment , aussi bien que les plans , quatre angles supplémentaires deux adieux , on peut dire
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généralement que ces deux normales comprennent entre elles les mêmes angles que les plans en question ^ et cela sera vrai encore de deux autres droites parallèles à AN , AN\ et tracées par tel point de l'espace que l'on voudra» Cela posé, en menant par l'origine deux perpendiculaires aux plans (P) et (P'), elles auront pour équations
(N) xrmazy y ■=. bzxvec les conditions a =;;; , ^ = t;^
et les angles de ces deux normales seront déterminés (n^ 32) par la formule
cosfN, NM= , , , ;
donc, en substituant ici les valeurs de a, a', i, b\ on aura pour les angles des deux plans
AA'-4-BB'-j-CC'
cos(P, P') =
± n/a^ -f- B^ -h c Va'm- B '^ -h e^» *
formule où le double signe qui affecte le second membre répond aux angles aigus et obtus que comprennent les deux plans indéfinis.
56. Pour calculer les angles que fait un plan (P) as^ec les plans coordonnés^ il suflSt d'exprimer, dans la formule précédente, que le ,second plan (P'), qui était quelconque, vient à coïncider avec im de ceux-ci. Or, pour que le plan (P' ) devienne le plan XY, il faut évidemment poser dans son équation A = o, B = oetD = o; donc alors on a pour l'angle du plan (P) avec le plan XY,
cosfP, xy)= ; ■ nrcos(N. 2) :
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OU trouverait d'ujae manière semhiable
CQs(P, aw)= =i=:cQs(N, r),
cos (P, yz) = ■ — = cos(N , x).
Ces trois angles du plan (P) avec les pians coordonnés , sont évidemment les mêmes que ceux de la normale (N) avec les trois axes ; aussi , en faisant la somme de leurs carrés, on trouve, comme au n° 31, la relation
cos» ( p, ^r) -h cos' ( p, arz) -h cos' ( P, /z) = I .
57. Les angles d'un plan (P) avec les plans coordonnés laissent toujours une ambiguité qui ne peut disparaître qu'en substituant au plan, supposé d'abord transporté parallèlement à lui-même jusqu'à l'origine des axes , une normale menée par ce point et prolongée vers une seule des faces du plan. Les angles de cette normale avec les axes positifs sont alors complètement déterminés , puisque, dans les formules du n** 56, il faudra prendre le radical de même signe que le coefficient C , lorsque la normale en question formera un angle aigu avec OZ , et de signe contraire j quand elle fera cet angle obtus. Quant à ■ la manière de définir la face du plan sur laquelle on veut élever cette normale , c'est dans cbaque problème ^n particulier qu'il en faut chercher les moyens : par exemple , dans les questions de Mécanique , où il existe des forces qui tendent à faire tourner leur rayon vecteur autour de l'origine , on peut convenir que la normale sera élevée de telle sorte que le spectateur placé sur cette droite , et les pieds sur le plan, voie le mouvement de rotation s'effectuer toujours de sa gauche vers sa droite. On pour-
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rait adopter l'hypothèse contraire 5 mais la première oftre l'avantage que , quand la normale ainsi définie formera des angles aigus avec les demi-axes positifs disposés suivant l'usage habituel, la projection du rayon vecteur sur les plans coordonnés 3e mouvra dans l'ordre alphabétique des lettres, savoir : de OX vers OY, de OY vers OZ, et de OZ vers OX.
De même, pour mesurer sans anibiguité l'angle de deux plans (P) et (P'), il faudra prendre l'angle compris entre deux normales dirigées par rapport à chacun de ces plans, comme nous venons de l'iudiquer pour un seul.
58. L'équation du plan prend une forme remarquable , et utile à employer quelquefois, lorsqu'on y introduit la perpendiculaire â abaissée de l'origine sur ce plan , et les angles i, /x, v, que fait cette normale finie aisec les demiaxes positifs OX, OY, OZ. Pour abr^er la discussion, admettons que, dans l'équation
(P) Aj: -h Bx -h C2 -h D = o,
on ait eu soin, avant tout, de rendre négatif dans le premier membre le terme D 5 alors la perpendiculaire abaissée de l'origine (n° 50) devra être écrite ainsi
— V^A» -4- B^ -H C^ ' et les angles A, fi^ y seront donnés (n^ 56) par les formules
-h v^A^ + B'-hC» H- VA* -h B» -h C
ces V = ;
car, d'après la préparation effectuée sur le terme D, je dis qu'on doit prendre ici tous les radicaux ^o^ihVement. En effet, le plan proposé coupe les axes coordonnés à des distances
lesquelles auront évidemment les mêmes signes que A, B, C : or, quand la distance x' sera positive, il est facile d'apercevoir que l'angle X de la normale finie â se trouvera aigu, et qu'ainsi cos X devra être positif; mais puisque alors A > o, il faut donc dans l'expression de ce cosinus prendre le radical avec le signe +. Si au contraire la distance x' était négative , l'angle X serait nécessairement obtus 5 et comme dans ce cas , on aurait A <o , il faudrait encore prendre le radical positivement. La même discussion s'appHquant aux autres angles, il en résulte que les cosinus doivent être écrits comme nous l'avons fait ci-dessus •, et alors on en conclut
A=:--r— COSX, B=: — 5^C0S|X, C := ^ COSv,
d'où, en substituant dans l'équation (P), il vient pour l'équation du plan ,
X cos X -h / cos p -h Z COSv =:r -h <î.
Sous cette forme, le second membre â sera toujours une quantité essentiellement positive, et les cosinus seuls pourront avoir des signes divers , suivant la position du plan , ou plutôt de la normale â relativement aux demiaxes des coordonnées positives.
59, Condition pour que deux plans soient perpendiculaires entre eux. Dans ce cas, il faut et il suffit que la
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valeur trouvée n** 55, pour le cosinus de Fangle des deux plans , devienne htdle : donc on aUrsi la relation
AA'^-hBB'-f-CC' = o.
60. Déterminer V intersection de deux plans représen»tés par les équations
(P) Ax -h Bj H- Cz -f- D = o,
On pourrait, d'après les réflexions faites au n® 13, àe contenter de dire que la droite demandée est suffisamment déterminée par le système des équations (P) et (P') prises simultanément, c'est-à-dire en y regardant x^ y^ ^, comme recevant à la fois les mêmes valeurs. En effet, sous ce point de vue , il ne reste plus qu'une de ces variables qui puisse être prise arbitrairement \ de sorte que si Ton pose tour à tour ^ = 1,2, 3. ..9. ..et que l'on calcule d'après les équations (P) et (P'), les valeurs correspondantes de x et dey, on déterminera autant de points que l'on voudra de l'intersection des deux plans. Mais si l'on désire de connaître les projections de cette droite, on se rappellera (n°*3et 17) que les variables a: et ^, par exemiple, représentent à la fois les coordonnées d'un point de l'intersection dans l'espace , et celles de la projection sur le planXZ : donc l'équation de cette projection s'obtiendra en éliminant y entre (P) et (P)- Le même raisonnement montre qu'il suffira d'éliminer a: pour avoir la projection sur YZ5 de sorte que, sans développer ici les calculs, on arrivera évidemment à deux équations de la forme
(l) J7 = az-h/?, (2) y=Lhz-\rq>
Si ces dernières sont plus commodes pour se repré-
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senter la position de rintersection, c'est qu'elles appar* tiennent (n*^ 15) à deux plans passant par cette droite, et qui ont cela de particulier , qu'ils se trouvent perpendiculaires Fun à XZ, l'autre à YZ5 mais il n'en faut pas moins rester convaincu que les équations (P) et (P') sous leur forme actuelle, et prises simultanément, déterminent déjà la droite demandée aussi complètement que (i) et (2).
61. Par des raisons toutes semblables, on sentira que la courbe intersection de deux surfaces représentées par
F (ar, y, z) =r o, F' (:r, y, z) = o,
€st aussi complètement déterminée par le système de ces deux équations, prises simultanément s que par les équations de ses projections
déduites des précédentes, en éliminant tour à tour j^ et x^ et d'ailleurs ces dernières représentent aussi deux surfaces j, savoir : des cylindres parallèles à OY et à OX (n** 8)*
Nous terminerons ce chapitre par un proUème qui nous fournira l'occasion d'appliquer plusieurs des formules obtenues jusqu'ici.
62. Trou\fer la grandeur et la position de la plus courte distance de deux droites , que l'on suppose n'être pas dans un même plan, et avoir pour équations
(L) x=zaz +77, y = bz H- ^,
(L') j?=:a'zH-/?', y = b'z-^q\
Pour résoudre la première partie de ce problème , con- Tîevons par la droite (L) un plan (P) paraUèle à (L'), ce <[ui est toujours possible, puisqu'il suffirait de faire passer <îe plan par la première ligne et par une droite menée
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d^im point de celle^i parallèlement à la seconde (mais , pour exprimer analytîquement ces conditions , nous emploierons tout à rheure un moyen plus simple). Imaginons aussi par la droite (L') un plan (P') parallèle à (L) : ces deux plans seront nécessairement parallèles entre eux , et leur distance mesurera évidemment la grandeur de la plus courte distance des deux droites proposées. (F^<yyez la Géométrie descriptwe, vP 47.)
Or le plan (P) aura une équation (jui, pour simplifier les calculs , pourra s'écrire
(P) A:c-hB7--i-z + D = o;
mais , puisqu'il est parallèle à la droite (L') et qu'il contient la droite (L), on aura (n°" 44 et 45) les conditions
(1) Aû'-hB^'-h i=:o,
(2) ka -h Bô +1 = 0,
dont les deux premières donnent
A = -r^ rr, B =
et la troisième déterminera D en y substituant ces valeurs. De même , le plan (P') aura pour équation
avec les conditions
(5) A'fl'+B'^'-f-i =0,
(6) A>'-4-B'g'+iy=:o;
et sans résoudre les équations (4) et (5), on doit voir, en
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les comparant avec (a) et (i), qu'elles conduiroiit à A' = A, B' = B, comme on devait s'y attendre, puisque les plans (P) et (P') sont nécessairement parallèles : quant à la valeur de D', elle se tirera de (6).
Cela pose, abaissons de l'origine deux perpendiculaires â et â^ sur ces plans parallèles ; elles seront exprimées (n^ SO) par
et leur différence S' — â on d — â' mesurera l'intervalle des deux plans, ou bien la plus courte distance â" des droites proposées ; donc , en substituant ici les valeurs de D et D', tirées de (3) et (6), puis celles de A et B, il viendra
63. U est essentiel d'observer que , pour obtenir la véritable grandeur de d" dans tous les cas, il faut d'abord garder les numérateurs D et D' avec les signes qui les affecteront, puis prendre toujours leur différence analytique. En effet, comme les deux plans (P) et (P') coupent l'axe OZ à des distances ^= — D, z' ■=. — D', si les termes D etD' sont de même signe, ces plans parallèles se trouveront d'un même côté par rapport à l'origine des axes ; et , dans ce cas, leur distance est bien égale à la différence des grandeurs absolues des perpendiculaires d' et (î, c'est-à-dire qu'elle sera donnée par
VA' -f- B» H- 1 * Au contraire, lorsque D et D' sont de signes opposés ^
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Torigine des coordonnées est située entre les deux plans, et alors la véritable distance d" se trouve la somme des valeurs absolues des perpendiculaires dy â^] mais cette sonmie écpiivaut encore à la différence analytique
v/ÂT+FT'i
Donc, dans tous les cas, la règle énoncée ci-dessus est juste ^ et seulement, dans la valeur définitive de <î", il faudra rendre le résultat positif, en donnant au radical le même signe qu'aura le numérateur.
64. On peut, dans la formule (7), introduire Tangle que font entre elles les deux droites proposées , et les angles a^ë^y^a^ 6', y', qu'elles forment avec les axes. En effet, d'après la dernière formule du n** 32, la valeur de â" peut être écrite ainsi
sin . v/ânT^HM v^fl'» + ^ '' -f- 1
et si l'on y substitue les valeurs trouvées n** 30,
cosa , cos6 , cosa' ,. cosS'
fl = , 6 = , a' = ., 6'= -,
COS7 COS7 cosy' COS7'
on obtiendra
'ON •»// (P'^P') (<^®* ^ ^^^ y'— cos 6' co«y)-F(^— 9') (cos y cos «'— cos / cos a)
îp) Ù ; — — •
65. Quant à la seconde partie du problème, laquelle consiste à trouver la position de la ligne (L") sur laquelle se mesure la plus courte distance des droites proposées, il suflSt de remarquer que cette ligne (L"), devant être (G. D. n° 47) perpendiculaire en même temps à (L) cxk (L'), sera donnée par l'intersection de deux plans (F')
et (P**) menés l'un par (L), l'autre par (U), et tous les deux peï*peûdiculaires à (P). Or, ces liouveaux plans seront déterminés par les équations
A"'Ah- B'"B -h I :
A'y^- B'v +D^=ro.
Donc la droite cherchée (I/) se trouvera représentée aoalytiquement par le système des équations (P") et (P*), prises simultanément, lesquelles deviennent, après le calcul des coefficients ,
i^—p) [âs— a'-f-ô (flè'— a'b)] + {x—q) [b — b'-^a {a'b-^ab')]
(or— /?') la'-^a-^b'{a'b'-ah')]-^{y^q')[b'—b+a'[ab'~^a'b)-] == z [a' («'— û) + b' (^'—6)]. ^
66. Remarquons , en terminant , que si les deux droites (L) et (L') se coupaient, le numérateur de la formule (7) deviendrait nul, d'après la condition (5) du n° 25, et alors on trouverait (î" = o, ce à quoi l'on devait s'attendre ; mais si ces droites étaient parallèles , on aurait à" =^^ quoique leur distance soit partout constante. Ce dernier résultat tient à ce que les plans (P) et (P') deviennent alors indéterminés, comme on peut s'en convaincre en remontant aux conditions qui avaient servi à les définir, ou bien en remarquant que les équations (i) . et (2) du n® 62 se réduisent à une seule. Cependant, pour appliquer à ce cas la même marôhe, il suffirait d'exprimer que les plans (P) et (P') sont menés perpendiculaires au plan gui contiendrait tes deux lignes parallèles ^ mais il sera bien plus court de chercher la perpendiculaire abais-
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sée d'un point de (L') sur (L). Prenons, en effet, pour ce point la trace qui est donnée par ^ =o, x:=:p\ y =^', et la formule du n** 51 fournira, pour la distance des deux droites parallèles ,
ou bien
r» = (/?'~/?)^-4-(y''--9r)» — [(/?'— /?)cosa-h(^' — ^)cos6f;
résultat qui est facile à vérifier ou à obtenir directement, au moyen d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse serait la distance des traces des deux droites proposées.
Transformation des Coordonnées , et théorèmes sur les Projections deS droites et des surf aces planes ,
FiG. o ^'^' Lorsqu'une droite finie AB et une droite indéfinie OX se trouvent ou non dans un même plan, et que, des extrémités de la première , on abaisse sur l'autre des perpendiculaires AA' et BB' qui , en général , ne seront point parallèles, la partie interceptée A'B' se nomme la projection de AB, et ces deux droites ont entre elles une relation remarquable. En eflFet, si, par le point B, on conçoit un plan MBB' perpendiculaire à OX, et que l'on mène jusqu'à ce plan la ligne ÀC parallèle à OX, le triangle ACB sera rectangle en C, et l'angle BAC = a sera ce qu'on appelle l'angle de AB avec OX. Or, ce triangle donne AC = AB . cos a , ou bien A'B' == AB . cos a : ainsi la projection d'une droite sur une autre est égale à la droite primitive multipliée par le cosinus de V angle AIGU qu^ elles font entre elles ^
68. Le même théorème subsiste pour une surface plane projetée sur un plan quelconque \ mais commençons par Fie. lo. considérer un triangle ACB dont un des côtés BC est parallèle au plan sur lequel on veut projeter la figure : alors on pourra évidemment supposer que ce plan de projection passe par le côté BC lui-même, et représenter par A'BC la projection du triangle primitif. Cela posé, menons par la ligne AA' un plan sécant perpendiculaire à BC; il coupera les deux triangles suivant des droites AH et A'H
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qui en seront les hauteurs j et qui comprendront entre eUes un angle a égal à celui que forment les plans de ces triangles. Or, on a évidemment
ABC : A'BC :: ah : a'h :: i : cosa;
d'où Ton conclut
A'BC = ABC X cosa.
Si le triangle ABC n'a aucun de ses côtés parallèles au f,g. u plan de projection , concevez ce plan mené par Vangle inférieur B, et soit A'BC la projection de ABC. En prolongeant les lignes jusqu'à là rencontre du plan , vous formerez deux triangles ADB et CDB, pour lesquels le théorème est démontré \ ainsi vous aurez
A'PB =i ADB X cosa, C'DB = CDB X cosa;
donc, en soustrayant membre à membre, il viendra
encore
A'C'B = ACBX cosa.
69. Maintenant, soient P un polygone ^Za/i^ et P^ s£( projection sur un plan fixe. Si Ton décompose le premier en triangles Ti, T^, Ts, ... dont les projections soient T'i, T'j, T's, . . . , le polygone P sera la somme des uns , et P' la somme des autres^ mais on aura, pour chacun d^ ces triangles,
T; =:T|C08a, T; =:T,Cô8a. ..;
donc , en ajoutant membre à membre , il viendra
P' = Pcosa,
formule qui démontre que la projection d'une aire plune sur un, pleut quelconque est égale à Faire primitive mul" tipliée par le cosinus de Vangle aigu que forment entre eux les deux plans.
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70. Il est d'ailleurs facile d'étendre , par la méthode des làniieSy la môme propoaition au cas d'une aà^e plane S terminée par une ligne courbe ou mixte; car, en y in* scrivant un polygone P, et désignant par S' e( P' les projections de ces deux surfaces sur le plan fixe, on voit bien qu'à mesure qu'on multipliera les côtés du polygone, les deux quantités constantes S' et S. cos a seront les limites des deux quantités varia^Içs P' et P, cos 0t\0Vy ces dernières étant toujours égales entye elles d'api^ès U formule précédente , on en conclut que l^urs limites son^ aussi égales, ç'est-àHlire que S'^;3S, cos a.
Ainsi im cercle dqnj le rayon égale a, étant projeté sur un plai^,^ donpera m^ç ellipse dont l'aire sera E=7r a*, cos a 5 mais il est évident que les deux demiaxes de cette ellipse seront a et J=a cos a 5 donc l'aire devjen^r* E î?? ir a J : résultat coi^onne à ce que l'on sait d'ailleurs.
71. Si l'on projette la surface plane P sur trois plans rectangulaires , avec lesquels ejle forme des angles désignés par a, 6, y, on aura, pouy les trois projections P', P", P** de cette surface,
P'=:;:PçQça, P"=?Pcos^^ P/' = Pcosy;
puis, en faiatttt la somme des carnés:, et en se xappdant (n** 56) que cos * a -|- cos' 6 -J- cos* 7= i , il vîendoa cette relation trèsrrema»|uafale :
72. Occupons-nous maintenant de la transformation des coordonnées rectilîgnes, et supposons qu'il s'agisse
Fie. la. d^ passar d^un sysiibme d'^aoces wei^angulaims OX, OY, OZ, à èm^^tème d'axes obliques OX', OYv OZ', qui ont la même origine que les premiers». Si d'^m point quelconque M de l'espace, nous menons les droites MP,
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MP', respectivement parallèles à OZ, OZ', ct.termiuécB aux points P, P', où elles rencontrent Tune le plan X Y, l'autre le plan X' Y'^ puis, si de ces pieds nous tirons PQ^ P'Q', parallèles à OY, OY', nous aurons powr lea coordonnées de M dans les deux systèmes ,
* =s:OQ, y =PQ, « =MP,
et la question consistera à trouver les valeurs des unes en fonction des autres. Pour cela , projetons la ligne brisée x' -^-y -^^ z' sur Taxe OX, en abaissant de chacun de ses angles les perpendiculaires Q' G, P'H, MQ: cette dernière étant nécessairement dans le plan MPQ , aboutira précisément à l'extrémité de Tabscisse jt:=:OQ, et Ton aura ainsi
(i) j: = OQ = OG -4- GH -4- HQ;
mais par le théorème du n° 67 , on obtient OG=:ic'cos(ar',a?), Ga=r jr' cos(^', or), HQ = a' cos (z% x),
en désignant toujours par ces notations et autres semblables, les angles compris entre deux demi*axes positifs. Donc, en substituant, il viendra
(2) X =: x' C05 (o:', :c) -h :r ' cos ( JT '> -îp) -+- «' cos (z', x),
A la vérité, la construction paraît supposer qubç les axes OX', OY', OZ', forment toiis des angles aigis^ a^ec OX5 cependant, si l'un d'entre eux, par exemple OY', form^^t un angLe obtus, alors d^^ous U £igtire, qup Toi^conr struira aisément, le point H tomberait àgaucbe ide G., et l'on aurait, au lieu de (i), cette écjuation
(3) .r=:OG — GH + HQ, avec laquelle s'accorde encore l'équation générale (2), puis-
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que, d'après l'hypothèse Y'OX > 90°, le tenne ycos(jr\x) sera aussi négatif, et toujours égal numériquement à la projection GHde l'ordonnée P'Q'=^'.
D'un autre coté, si, en laissant l'angle Y'OX aigu, il arrivait que le point M eut son oi^onnéej^' négative, le point H tomberait aussi à gauche de G , et l'équation (3) remplacerait encore l'équation (i)^ ce qui prouve que„ pour rendre la formule (2) applicable à tous les cas, il faut tenir compte des signes des coordonnées et des signes des cosinus j en rapportant toujours ces cosinus aux angles compris e/ifre Zej demi-axes positifs. D'aiUeurs, en projetant la même ligne brisée x'+y+ z ' sur OY et sur OZ , on aurait nécessairement des résultats semblables : donc ou peut dire que chaque coordonnée rectangulaire est égale à la somme algébrique des projections, des trois nouv^elles coordonnées sur chacun des anciens axes , et poser les trois formules générales qui suivent :
ix = x' C08 (x', x^-^y' ços {^y ', x) -H *' cos («', x) = <ix' -^rhy' -¥- cs\ y=^x' cos (x',^) -^y ' cos {y ', y)-^z' cos ^M\y) = a'x' -h l'y' -H cV, « = x' co^ (x'j g) H-jr ' co» (jr ', t) -h s' cos («', f) = «•:?' H- Air ' -♦- <?"«' .
Toutefois il faut bien remarquer que les neuf constantes qui entrent dans ces formules ne peuvent pas toutes recevoir des valeurs arbitraires. En effet, a, a, a", par exemple, désignant les cosinus des angles que forme une même droite OX' avec trois axes rectangulaires OX, O Y, OZ , doivent être soumis à la condition citée n® 31 : il en arrive autant poiu* i, b\ b"^, et pour c, c', c'\ par conséquent il faudra toujours joindre aux formules (4) les trois relations suivantes :'
ce qui ne laissera que six constantes dont ou puisse disposer arbitrairement.
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73. Passer d^un système d^ axes rectangulaires à un autre système d^axes aussi rectangulaires? Il suffira d^employer les formules précédentes (4) et (5)^ en y joignant de nouvelles conditions propres à eiqprimer que les axes OX', OY', OZ' sont aussi perpendiculaires entre eux. Or, d'après la formule (12) du n^ 34, on a dans tous le^ cas,
cos(x', x') =cos(x',a:)cos(jr',j:)-j-cos(j:', j)cos(j', jr)
-^r 005(0?', z) co&{y'j z)
cos(x', z') =iac'\-a*d -+-û'V", cos(^' z') =hc-Arb'c' -\-h"c\
Donc, pour exprimer que les angles des nouveaux axes sont droits, il est nécessaire et suffisant de poser les condi-^ tions
ah-^a'h' ^a"h'' ^Q,
(6) \ ac -ha'c' -î-fl"c" = o,
bc ^b'c' -hy'c'' =0;
de sorte que la solution du problème actuel est fournie par les formules (4) 9 (5) et (6) ^ mais, comme cela établit six relations entre les neuf constantes, il rCen restera plus que TROIS dont on puisse disposer arbitrairement pour modifier Téquation d'une surface donnée, tant que les axes resteront perpendiculaires entre eux.
74. Dans le cas de deux systèmes rectangulaires, on a quelquefois besoin de résoudre les formules (4) par rapport à x\y\ z'\ il suffit pour cela de les ajouter, i® après avoir multiplié la première par a , la deuxième par a\ et la troisième par a!'\ 2^ après les avoir multipliées respectivement par i, b\ h"\ 'i^ par c, c\ c"x car ces trois opérations
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77. Observons ici que le rayon vecteur OM est la diagonale d'un paralléUpipède oblique j qui aurait pour arêtes contiguës x\ y\ z'\ par conséquent, la formule (lo) fait connaître la longueur de la diagonale d'un tel solide , en fonction des arêtes et des angles compris entre ces dernières»
78, A présent, soient M' et M" deux points dont les. coordonnées obliques seraient x\ y\ z\ et a:*, y\ z^. Si, par les deux points donnés, on menait six plans respectivement parallèles aux plans coordonnés obliques , on formerait évidemment un parallélipipède dont la droite ])f ' M" serait la diagonale , et dont les trois arêtes contiguës égaleraient x'-^x"^ y' — y'\ z — ^". Par conséquent, d'après la remarque du n** 77 et la formule (lo) , on aura pour la distance demandée ,
-f.2(^' — j:")(z^ — «'')cos(x', z')
^^{r'-y'W -*'')cos(j',20.
FiG. i6. 79. Les formules propres à passer d^un système oblique à un autre système aussi oblique j sont très-rarement employées , à cause de leur complication \ cependant, pour compléter cette théorie , nous allons donner un moyei^ d'y parvenir , en n'employant que des projections orthogonales. Soit M (Jig' i6) un point de l'espace qui , rapporté tour à tour à deux systèmes d'axes obliques OX,^ OY, OZj et OX', OY', OZ', ait pour coordonnées
z = MP, X = PQj « = OQ , z' = MP', ^' = P'Q', x'=:OQ'.
Par l'origine commune O , élevons perpendiculairement
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au plan XY une normale ON dirigée du même côté de ce plan gue le demi-^ixe positif 0Z« et projetons sur cette normale la ligne brisée x-^y+z : cette projection se réduira à celle de MP = >z, parce que les deux autres coordonnées sont dans le plan XY perpendiculaire à ON ; ainsi Ton aura (n° 67)
ON = zcos(N, z).
Maintenant, si nous projetons sur la même normale la ligne brisée x^-^y'+z' qui a les mêmes extrémités que la précédente , nous aurons encore
ON = 0& 4- GB 4- HN
= j:'cos(N, x') -4-r'cos(N, ^') -f- z^ cos(N, z'),
formule qui conviendra à toutes les situations, pourvu qu'on y tienne compte , ainsi que nous Tavons montré au n^ 72, des signes des coordonnées et de ceux des cosinus des angles compris entre les demi-axes positifs et la normale ON dirigée comme il a été prescrit plus haut. Cela posé , en égalant les deux valeurs précédentes de ON , on obtiendra l'expression de z en fonction des trois nouvelles coordonnées : mais si Ton élève aussi deux autres normales ON', ON", respectivement perpendiculaires aux plans XZ, YZ, et dirigées du même côté que les demi^ axes positifs OY, OX \ puis , si l'on projette encore sur ces nouvelFes normales, les deux lignes brisées x -^ y + z et x' -{- y^z\ on obtiendra évidemment des résultats semblables aux précédents , lesquels fourniront enfin pour les formules demandées ,
l sco8(N, «) =a:'co«(N, Jr')-+-r'cos (N,r')-H«' C08(N, *'),
(il) / rcos(N',j') =x'co8(N', r')-f.r'cos(]N',r')-l-«'co8(N', «0>
I xco8(lN^a•)=:r''co8(N^T')^-r'cos(N^r')+«'cos(N",«').
Les angles qui entrent dans ces équations suppo
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sent rintroduction de normales auxiliaires , distinctes des axes anciens et nonveaux ; mais on pourrait y substituer des angles formés par les données immédiates de la question, en observant que
cos(]Nf,z)=rsin(2,JFjr), cos(N,x')= sin {^',^^),
Toutefois cela aurait l'inconvénient d'exiger l'emploi d'angles négatifs dans les seconds membres \ car on apercevra aisément» que le facteur sin {x\xy)^ par exemple, devrait être aflecté du signe moins, si le demi-axe positif OX' tombait du côté opposé à OZ par rapport au plan XY. Ainsi il faut mieux garder les formules sous la forme (i i), parce que, les angles n'y pouvant varier "que de o à i8o**, les cosinus prendront d'eux-mêmes les signes convenables.
Observons enén qu'en supposant rectangulaires les axes primitifs OX, OY, OZ, les trois tioimales ON", ON', ON viendront coïncider avec ces axes, et les formules (il) feront retomber alors sur les équations (4) du 11^1%
81 . Dans toutes les transformations de coordonnées qui précèdent, nous avons supposé que l'origine restait invariable. Or, si , en déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes, on transportait seulement l'origine du point O à un autte point O' dont les coordonnées relatives à O fussent désignées par a , ê , y , il est clair qu'il faudrait employer les formules
d'où il résulte évidemment que , pour passer d'un système d'axesOX, OY,OZ, à un autre système O'X', O'Y, O'Z', dont la direction et l'origine sont dififérentes , il suffira d'ajouter aux valeurs de .r , .jy z trouvées pour les diveus cas précédents, les coordonnées a , 6, y delà nouvelle origine O'^, comptées parallèlement aux anciens axes.
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82^. D importe d'observer que quand on emploiera un des systèmes de formules qui précèdent, pour rapporter Téquation d'une surface F(cc,j^, z) = oàde nouveaux axes, Féquatîon transformée F'(jt',y ,z') = o sera toujours du même degré n que la première^ et l'on sait que Ton entend par degré d'une équation, la plus haute somme des exposants des trois variables dans un même terme. En effet, dans tous ceis systèmes, les valeurs de' x, j^ z^ étant linéaires par rapport à x\y\ z\ une quantité telle que x^ deviendra (ax' -^by' -^cz* + ay^ dont les termes sont au plus de la dimension /? ; et un produit X ^, j*'. z' donnera des termes x^'.y'''. z^\ dans lesquels p'-^-q'+r' égalera au plus le degré p + q'\-r', donc, d'abord , le degré n' de l'équation F' {x\y\ z') ne pourra jamais surpasser n.
D'un autre côté, on ne saurait prétendre que, par des réductions de termes, le degré n' soit devenu moindre que n. Car, en substituant dans F' {x\y\ xr') = o les Valeurs de a:', y\ z\ tirées des formules qu'on aurait employées pour la première transformation , valeurs qui seroùt encore évidemment linéaires, on doit toujours retomber identiquement sur F (j: , y , ^ ) = o -, or, cela exigerait que le degré n' pût s'élever jusqu'à n par une transformation de coordonnées, ce qui vient d'être démontré impossible ; par conséquent, le degré n' restera toujours égal à n.
C'est ainsi que, comme nous l'avons vu n** 38, l'équation du plan est toujours du premier degré, soit que les altes se trouvent rectangulaires ou obliques.
8^. Toute aection faite dans une surface F (or, y , <z) ±±î o du degré n^ par un plan quelconque, est une courbe du degré n au plus.
En effet, concevez que cette surface soit rapportée àr d'autres axes, doïit deux, OX' ctOY', soient situés dans
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le plan sécant: alors son équation F(xS y', z')z=io sera encore (n^ 82) du degré n ; et comme il suflSra évidemment d'y poser z'=o, pour qbtenir la section demandée, le résultat ne pourra être d'un degré supérieur à n. Seulement ce degré sera moindre ^ si l'hypothèse ^'=o anéantit tous les termes de l'ordre le plus élevé.
84. Pour connaître cette section en vraie grandeur , ce qui est utile dans la discussion des surfaces , il ne suffirait pas de combiner F (a: , j", -s) = o avec l'équation du plan sécant Aa:-|-By+C-2-|-D = o, en éliminant la variable jz, par exemple -, parce que le résultat f(jx:^y) = o représenterait seulement la projection de la courbe demandée, projection qui n'est pas ordinairement identique avec la section dans l'espace : mais il faut effectuer une transformation de coordonnées équivalente à la marche indiquée n*^ 83 , et pour laquelle nous allons donner des formules directes, après avoir déterminé , i° l'angle f que forme avec OX la trace du plan sécant sur le plan XY; 2? l'angle qui exprime l'inclinaison du plan sécant sur le même plan XY. Or, la trace en question étant
Aj: -f- Bj^ 4- D = o, on aura tang^rr: — ~; et par les formules du n*' 56 , on sait que
COS
VAM-BM-C^
Fie. i5. 85. Cela posé, soient OX, OY, OZ les axes rectangulaires auxquels est rapportée la surface F(a:, j", z) = o; OAB le plan sécant que nous supposons passer par l'origine, et OX' sa trace sur le plan XY. Menons dans ee plan sécant une droite OY' perpendiculaire sur OX', et cherchons à rapporter à ces deux derniers axes la section
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faite par le plan OAB dans la surface. Or, pour un point M de cette section , on a en même temps
MP=:z, PQrrrj, ÔQ = J?,
puis, si nous tirons la droite RP, elle sera évidemment perpendiculaire sur OX', et parallèle à la projection orthogonale OY" de OY' sur le plan XY5 de sorte que Tinclinaison du plan sécant sera mesurée par Tangle MRP=Y'OY'==:e. Alors le triangle rectangle MRP donnera
PR = ^'' = ^'cosG;
mais en considérant le point P, projection de M, comme rapporté tour à tour aux deux systèmes de coordonnées rectangulaires X =0(^9 ^=:PQ, eta:'=OR, j^"=:PR, ou aura entre ces coor4onnées les relations connues
a: = ;r' cos ^ + j " sin y , y z=i x' sin ff — y" cosq» :
ce sont les formules ordinaires pour la transformation des coordonnées rectangulaires dans un plan^ seulement nous avons changé le signe de ^".partout, attetidu que, dans la figure actuelle, lesj^" positifs se projettent sur les y négatifs. Donc , en substituant ici la valeur précédente de j**^ cm obtiendra enfin pour les coordonnées d'un point commun à la surface et au plan OAB , les expressions
a? = jr' cosf -f- j^ ' cosÔ .sin ç, (12) ^ ^ = jp'sin^ — /' cosO.cosf ,
Ainsi ces formules , substituées dans F (x , / , ^) = o , don-
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neronl Tëqualion f(x\ j ') = o de k section rapportée à des axes rectangulaires pris dans son plan.
86. Si le plan sécant OAB était perpendiculaire à XY, il faudrait poser 6 = 90^, et les trois formules (12) se réduiraient aux deux suivantes :
.x = x'cos<p, ^ ^ f r = jc' smç,
y -=. X' smç
parce qu'ici Taxe O Y' coïncidant avec OZ, il est inutile de substituer j^' à Fancienne coordonnée z 5 et Téquation de la section faite dans F (or, y, ^) = o, se présentera alors sous la forme /"(jc', %)±zo.
87. On pourrait d'ailleurs obtenir directement les formules (i3) en passant du système primitif OZ, OX, OY, à un autre système rectangulaire OZ, OX', OY'5 ce qui n'exige que l'emploi des équations relatives au changement de coordonnées dans un plan ^ à cause que l'axe OZ est commun. On poserait donc
(i4) \ •^ = ^'c<^f—/'siiï^), ' \ a7 = jc' sin(p H-j' cosf ;
mais, aprèft avoir substitué dans F (jr ,^ , ^) = o , il resterait à faire j^'<=?=o dans le résultat, puisqu'on ne chercbe ici que les points de la surface qui sont situés dans le plan sécaut, lequel coïncide avec ZX': or, cela revient évidemment à introduire d'abord la condition j^':=:o dans les formules (14)9 C[ui coïncideront alors avec \s& éqtta*tions(i3).
88. On se souviendra que quand le plan sécaut ne passera pas par l'origine des anciens axes , ou quand on voudra placer l'origine des nouveaux axes autre part qu'ep O dans le plan sécant^ il faudra (n^ 31) ajouter aux
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seconds membres des formules (12) et (i 3) leç coopdontT nées de la nouvelle origine, comptées parallèlement, aux axes primitifs.
89. Formules. d'Euler ^oi^ ^o^^r ^V^ système reçT tangulaire à un autre système aussi rectangulaire. Les formules (4), (6) et (6) que nous avons données aux jjos yg ç^ «jg pou^ remplir cet objet ^ sont bipn simples e^ fort symétriques j mais elles ont Tinconvénient de renfermer /zcu^constantes a^pyC, a\ i', . . . . qui se trouvent liées par six équations de condition, entre lesquelles Télimirnation ne peut s'effectuer commodément pour réduire à trois données, comme cela devrait être possible , la détermîi^^tipn des nouye^u^ axes 4:e)ativement au|c anciens. On a donc cherché à exprimer ces neuf constantes en fonction de trois autres choisies de la manière suivante: soient OX» OY, OZ les trois axes rectangulaires primi- Fig. i3. tifs, et ON la trace du nouveau plan X' Y' sur X¥: ce plan X' Y' sera déterminé par l'angle NOX= i|/ et pajr so^ inclhiaison 6 sur le plan X Y ^ si d'ailleurs 011 dpnnc l'aii'igle NOX'= ^ que forme l'axe OX' avec ON , la position de cet axe OX' sera connue, ainsi que celle de OY' qui lui est perpendiculaire; et enfin le troisième axe OZ' devra être mené perpendiculairement aux deijx premiers, et formera l'angle ZOZ'=6. Nous supposerons en outre qu'ici le plan X'Y' est situé au-dessous de XY, afin de faire coïncider nos formules avec celles qui sont employées ordinairement dans la Mécanique.
Cela posé , en imaginant une sphère décrit^ du point O avec un rayon arbitraire , elle sera coupée par les trois faces de l'angle trièdre ON XX' suivant un triangle sphérique ABC dont chaque angle , tel que A , sera lié avec les trois côtés BC = a, CA = 6, AB=:y5 par la relation
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connue (*)
(i5) cosa = cosÂsinêsiny 4-cos6cos7»
Or, ici, on a A=6, a = XOX', 6=ç, 7=^^ parconsë-^ quent réquation (i 5) devient
a z= ODS XOX^ == cos 9 sin f sin ^ + ces ^ cosip*
La même sphère serait coupée par Fangle trîèdre ONXY' suivant un triangle ABD où Ton aurait A=0, a=XOY', 6=<p-f-9o^, y = ^^ donc, en substituant dans (i5), ou bien en remplaçant seulement (f par go°+(f dans la va-
{*) Nous démontrerons au chapitre XVIII cette formule que nous «nployons ici pour abréger ; car on pourrait avriver aux Taleurs de x, ^^ « , en fonction de x', y ', z\ par une succession de systèmes rectangulaires qui y ayant deux à deux un axe commun , n^jBxigeraient que Temploi des formules (i4) relatives à la transformation des coordonnées dans un plan. Fio. i3. En effet, si l'on regarde la droite ON comme un axe auxiliaire OX'', et que Ton en imagine deux autres OY" et OY" qui soient les intersections des plans XY et X'Y' avec le plan 7107/ ^ on passera du système primitif OX, OY, OZ, an système OX'', OY'', OZ, par les formules
X = x" cos tp-hy" sin ^, jr =jr'' costff — ar^stïi^;
puis, du système OX'', OY'', OZ, on passera au système OX'', OV^, OZ', par les relations analogues
y'f^yf'cOBe'^s' Bine,
z = z' co»$ —y'^sindj enfin , on passera du système 0X^,0^', OZ' au système OX', OY', 0Z%
nar 1a mavtnt dAA ÂanntSnnA
par le moyen des équations
x" =: X ' COS f — ^ ' sin ç, jw -.j^i jjQ^y -t-x' sin 59;
et si Ton substitue ces diverses valeurs dans les pinâcédentes, on trouvera pour expressions des coordonnées x^jr^ «, en fonction de x'^y^ s' et des angles 6, f, /«, lés formules (16} citées dans le texte.
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leur de a y il viendra
b = cos XOY' = cosO cos f skk^ — sin tf cos ^.
De même, Tangle trièdre ONXZ' fournira qn triangle sphérique ABE où Ton aura A=90** — 0, a=XOZ', €s=90^, y =tp ; donc la formule (i5) doniïera
c = cosXOZ' =z sin 6 siii^|/.
Maintenant si , dans les valeurs de a , 6, c , on remplace ^ par 9o^+<j^9 Taxe OX deviendra OY, et il ^ résultera immédiatement
a' = cos YOX' = €os0 sin y cos>|< — cos^ sin >J», ô' = cosYOY' = cosô cosç cos^* -I- siny cos>(*, c' = cosYOZ' = sin ô cosi|/.
Enfin , si Ton considère Tangle trièdre ONZX', il cou^ pera la sphère suivant un triangle sphérique ACF, où Ton aura
A = go» -4- e, a = ZOX', 6 = AC =ç, 7 = AF = 90»;
donc la formule (i5) donnera
fl" = cosZOX' = — sinO sin^ ;
et en remplaçant ici 9 par 90*4-9, on en déduira
ft" = cosZOY' = -^ anô cosip; d^ailleurs, on a évidemment
c" = cos ZOZ' = cos ô.
Voilà donc , en fonction des trois angles , 9 , ip , les valeurs des neuf coefficients qui entrent dans les formules (4)
du n^ 72 ^ et en les y substituant , ces fonhides devieâdrimt
xzsxa:' (cOsO «isf sift^ -tf-côff tK^^if) -j-'j' (cosô cos(p sin^I* — sin^ cos-tj^) •^ z' sin fl(in tj^ 9
H- z' smGcos^|;y z = -^ A?' ^h6 sîn <p — y 'siû9 (îosf + z ' cos ô.
FiG. 12. §0j GôoiwJaTfjSnÉEs poiÂiiites. On petit en<»)k»è fisîek* là poÂtffôti d'un point M de Pefe^aeè , 4ù iribyeii dés trois variables suivantes : i° le rayon vecteur OM=:r", 2^ Fangle Z0M=5 formé par ce rayon avec Taxe positif OZ5 3° l'angle PC)X = cà que forme le planménV/Ten ZOM avec le plan fixe ZO A. Dé ces deux angles, le premier B , qui est compris entre deux droites prolongées d'un seul côté du pôk O^ ne variera que de o à 180**, tandis que le second co xlevra varier de o a -Sôo^, ^ùr que le rayoa vecteur OM puisse atteindre tous les points de l'espace. Maintenant , si l'on veut exprimer en fonction de r, ô , co , les coordonnée^ rectangulaires MP = z^ PQ =j^, OQ = a:, on observera que les triangles rectangles MOP et POQ donnent
.r=:OPco&w, ^=OPsin«, OP=:rsin0, z = rcosÔ;
d'où l'on conclut
(17) a: r= r sin Ô é<JS'w , j == rsiàfesiàfe), «±=rcos9.
91. Nous avons déjà trouvé («^29) pour les valeurs de ces coordonnées en fonction du rayon vecteur r et des trois angles a , S , y , qu'il forme avec les axes rectangulai- Jie&^ les relations
(18) x±=:rcoS«, j=:rt?osé, z±=ri:mf\
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ainsi, en comparant les formules (17) et (i 8), on pourra exprimer de la manière suivante les trois angles a, S, y, ^ en fonction de &) et d :
(19) cos a = sin d cos », cos6 = sîn sin 0», 7 = 9.
Ces relations sont quelquefois nécessaires à employer dans la Mécanique, et elles s'accordent bien d'ailleurs avec l'équation de condition
cos' a H- cos*6 ■+- cos^ 7 = i > qui doit toujours subsister (n° 31) entre oc ^ Sel y.
7 3 CHAPIT&E V.
Du centre dans les surfaces quelconques^ et spéciale-ment dans les surfaces du second degré.
FiG. 1^. 92. On appelle centre d'une surface quelconque un point O tel que toutes les cordes MOM', NON', menées par ce point , y sont divisées chacune en deux parties égales. Il faut cependant ajouter que si la droite OM coupait la surface en plus de deux points, il suffirait que ceux-ci , combinés dans un certain ordre , se trouvassent deux à deux à égale distance de O. Cela posé, si Ton conçoit que la surface soit rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques, mais dont V origine soit au centre O, et que Ton mène parallèlement à OZ les ordonnées MP et M 'P' des extrémités d'une corde, on verra aisément, par les triangles égaux MOP, M'OP', que ces coordonnées sont égales et de signes contraires. D en sera évidemment de même pour les x et pour les y des points M, M', et aussi pour toute autre corde passant par le centre : d'où il suit que sif(x^y^ z)=zo représente l'équation de la surface rapportée au centre comme origine j cette équation devra se trouver vérifiée par une infinité de systèmes de valeurs, tels que
'^ } X > ^ 9 et ~— X y' — jr , — z ,
Par conséquent, il faut que Véqiuition f {x . y ^ z)=o
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soit composée de manière qu^elle ne change pas quand on change à la fais les signet des trois variables x^ y^ z\ et la réciproque est également vraie.
93. Lorsque Féquation f{x^ y^ z) = o rapportée au centre est algébrique, c'est-à-dire qu'elle ne renferme aucune fonction transcendante, la condition précédente revient évidemment à dire que, dans chaque terme, la somme des exposants des variables doit être de même parité que le degré de V équation. Ainsi , quand Féquation sera d'un degré pair, il faudra qu'il n'y entre que des termes dont le degré soit aussi pair; et quand elle sera d'un degré impair, il ne devra y entrer que des termes de degré impair, parce que ceux-ci changeront tous de signe en remplaçant x^ y ^ Zy par — x, — y^ — z^ ce qui n'altérera pas l'équation , attendu que le second membre est zéro. On sent bien que, dans ce dernier cas, l'équation ne saurait avoir de terme constant ; donc elle sera vérifiée par les valeurs simultanées a:=o,j'=o,z = o, et ainsi une des nappes de la surface passera par le centre. Par exemple , chacune des équations
kxyz^ -H Bjpj^ 4- Cj3 -h DxjH- E =o,
iixyz -f-Bjz^-hO -hDjr -f-E«=o,
représente une surface qui admet pour centre l'origine des coordonnées actuelles.
94, Maintenant, soit F (a:,j^, -z) = o l'équation algébrique d'une surface rapportée à des axes quelconques. Pour reconnaître si elle admet un centre, il faudra transporter simplement les axes parallèlement à euxmêmes en un point indéterminé (xi^y^ j -^i)? en substituant dans F (x , y^ z) = o les formules (n*^ 81) ,
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puis «gakr à zéro les €odflk;ients de tous les termes ou ia somme des exposants rw sera pas de même parité que le degré de Véquation, et voir si 1*611 peut satisfaire à ces oo&ditioat par -des valeurs réelles exfolies des coordona«ies Xi^ j'i, t^i, qui al<»rs détermineroiit la nouvelle otî^ne pour le «teutre demandé^ nuds lorsqu'on ne pourra satisfaire à ces conditions par de telles valeurs , la surface proposée n'admettra point de centr«?.
95. AppltqiKMQs ces principes aux surfaces du second degré qui mfnt tontes renfennëes dans leqaatton gàiérale
Nous y laisserons les coordonnées quelconques , rectangulaires ou obliques^ et, pour reconnaître si ces surfaces admettent toutes un centre , nous y substituerons
puis nous égalerons à zéro les coefficients des termes de degré impair. Alors , en supprimant les accents des nouvelles coordonnées , l'équation résultante deviendra
(2) kx^ -h Ay -f- AV -h •2B/2 ^ 2 Wzx 4- 2s Wxy-\-lL = o,
dans laquelle les coefficients des variables sont les mêmes quedans (i), «et oùle teraieconstant^st igal à (f (xi^ju ^\% c'est-à-dire que
K = Aa?î -f- K*y\ -h M^z\ -f- •2,Jiy,z, -h aB'z.Jc, -+■ 28"^^,^» -h 2tlc, H- 2O, -f- 2'C"z, -H E.
J>'ailleurs, les termes disparus auront d<^né les conditîoits
(3) Ao;, -4-fi'z. -hBViH-C =0,,
(4) A>, -h Bz, -h B''a?, -f- d' = o,
(5) A!^z, + Wx, -f- Bj^, ■+- C" = o.
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dont les premiers membres ne sont autre chose que les dénuées àe la fonction 9, relatives kx, kjr^ kz, dans lescpii^éis cmn aat^ait r(gm]^lÂCë 2t,y^ jar par «1 , yi ^ «i (*)^ et si aloirs on rédout ceâ liy>is ^uation* du premier degré , 01k eft déduira des Vàiéttfd de k forme;
*'--D' '^'"*D' """^S*' dans leisquelles
D =:AB^-+^'B"-hA''B''* — AA^A''— 2BB'B",
N =G(A'A" — B'^ 4-G'(BB' — B''A'')-t-C"{BB" — B'A')> N' = C (AA''— B'') +C"(B'B''— BA) H-C (BB' — B^A'O, J^'' = G''(AA<*-B'''')-f-C(BB'' — B'A')H-C'(B'B" — BÀ).
Cela posé, lors({ue Téquation donnée (i) rendra le
\*) On peut 6'*aMtti;6r que^ dans toute fonction rationnelle et eotilàre F-{Xy J'y z\ les termes du premier ordre en x, ^, «, après qu^on y aura substitué x-+-X|, jr-^-y^y *■+"*!> auront toujours pour coefficients les cKHvées de Y\ ttar, si l'on eflGsctoe cette stttelhuttott dlibs Totdfe x, +x, ^1 -Hr> '1 -4-2, la forvbule de TajrXor donnera pour la fonction variée
ldr*| ' i.a^. . .K
Ou voit aussi que le terme indépendant des variables est F(4rt,^,, ^J, et que la dernière ligne reproduira tous les termes de t^ordre n le plus élevé, qui^ètttHiiènt àtAië F'(âr, y, k); mafsc^rix d^lin or^re itoféHeur «e trouve'r6Wt augmentas de BOUTeUes quantités qui Vobtteadront par la •formule précédente. D'ailleurs, pour que la surface F (ar,j', z) admette un centre, il faudra pouvoir égaler à zéro toutes les dérivées à^otdre impair ou d'ordre pair, 9èloti que le degré de cette surface sera pair ou imptiir.
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polynôme D ^o, les valeurs jprécédenles de Xi, /i, z^
qui sont toujours réelles, se trouveront ^me5; par consé* queut , la surface admettra jun centre unique dont la position sera déterminée par les coordonnées a: 1 , /i , ^ 1 de la nouvelle origine, pour laquelle Féquation de la surface prendra la forme (a) .
Si Téquation (i) rend le polyn6meD = o, et que les trois numérateurs N, N', N'' ne soient pas nuls à la Xois^ une au moins des coordonnées du centre deviendra infinie^ ce qui signifie que, dans ce cas, la surface sera dépourvue de centre.
Enfin , si en même temps que D=s o , les trois numérateurs N, N', N" sont tous nuls, la surface admettra une infinité de centres^ puisque alors les équations (3), (4) , (5) se réduiront à une ou à deux équations vraiment distinctes, ce qui permettra d^ satisfaire par une infinité de valeurs àe x^^y^^ Zx'- mais ce cas présente deux variétés qu'il faut examiner séparément.
97. Lorsque le système (3), (4)? (5) se réduira à deux équations distinctes, ce qu'on reconnaîtra en voyant si les valeurs de a^i, j^i, tirées de (3) et (4), par exemple, vérifient (5) , quel que soit -z 1 , on en conclura qu'il existe Fie. 17 une infinité de centres, situés tous sur la droite EF représentée par (3) et (4) \ et , dans ce cas, la surface sera nécessairement un cylindre à base elliptique ou hyperbolique. En efiet, tous les plans menés par EF couperont la surface suivant des lignes du second degré (n*^ 83) qui devront évidemment admettre pour centres tous les pointa O', O'',.-- de EF; donc chacune de ces sections ne pourra être que le système de deux droites parallèles k EF : ainsi la surface proposée se trouvera le lieu de diverses droites parallèles entre elles , c'est-à-dire qu'elle sera cy-
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lindrique. J'ajoute que ce cylindre aura riécessairement une base elliptique ou hyperbolique^ car, si on le coupait par un plan GO' H perpendiculaire à EF, on devrait trouver pour section une courbe du second degré qui admit pour centre le point O'.
98. Quand les équations (3), (4), (5) se réduiront à une seule j ce qu'on reconnaîtra en voyant si la valeur de Xi tirée de (3), par exemple, vérifie (4) et (5) quels que soient ^1 et^i, on en conclura qu'il existe encore une infinité de centres situés tous dans le plan GO' F déterminé par l'équation (3) 5 et alors la surface} proposée ne sera autre chose que le système de deux plans parallèles à GO'F. En efiet, si Ton trace dans ce dernier plan deux droites EF et GH , on prouvera , comme ci-dessus (n° 97) , que la surface est un cylindre parallèle à EF. Mais ensuite un plan sécant mené par GH perpendiculairement au premier, devra donner une courbe qui ait pour oentre tous les points de GH -, c'est-à-dire que cette section , base du * cylindre , sera le système de deux droites parallèles à GH , et par conséquent le cylindre lui-même se réduira à deux plans parallèles à celui des centres. Dans ce cas , l'équation (i) devrait pouvoir se décomposer en deux facteurs rationnels du premier degré.
99. On voit, par cette discussion, que les surfaces du second degré peuvent être rangées en trois classes : la première comprend les surfaces qui ont un centre unique^ la deuxième , les surfaces dépoun^ues de centre ; et la troisième se compose de cylindres qui admettent une infinité de centres , situés tous sur un axe central ou sur un plan central. Mais comme ces cylindres se trouveront compris , ainsi qu^on le verra par la' suite , dans les équations des surfaces douées d'un centre , on peut borner l'énoncé général aux deux premières classes.
Toutefois , puisque la coBsidération du centre, qvd aérait propre à simplifier réquation générale (i) et à en rendre la discussion plus facile, n'eat point applicable à toutes les surfaces du second ordre , nous allons employer, pour réduire cette équation, une iiulre propriété qui aura l'avantage d'être commune à toutes ees surfaces: c'est celle des plans diamétraux.
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Des Plans diamétraux, et réduction de V équation générale du second degré aux deux formes las plus simples.
100. Dans ime surface quelconque F (ofj y, z)=ro, si Ton mène une suite de cordes parallèles toutes à une direction donnée , et que Ton prenne les miliew^ de ces droites, le lieu géométrique de tous ces points formera ce qu'on appelle une surface diamétrale de la première. Elle aurait plusieurs nappes, si chacune des droites parallèles avait plus de deux points communs avec la surface proposée; et comme le nombre de ces points d'intersection, réels ou imaginaires, égalera toujours le degré n de Téquaiion F (Xy J9 z)^=^Qf leurs combinaisons deux à deux formeront sur une même droite indéfinie , — ^ « cordes
différentes dont les milieux seront en même nombre ; par conséquent, la surface diamétrale pouvant être rencon-
trée par cette droite indéfinie dans-i points,
aura
une équation qui se trouvera du degré -^ — — -^ (*) .
(*) G» fionsidévatioiia et remploi fort utile d^un pUn diamétral pour simplifier immédiatement Téquation générale d\\ second degré, sont dus à M. J. Binet. (Voyez la Correspondance sur V École Polytechnique, vol. Il,
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Pour les surfaces du second ordre, où w = a, les surfaces diamétrales ne peuvent être que des plans.
101. Lorsqu'une surface quelconque F (a:, y^ i:) = o admet un plan diamétral, c'est-à-dire qui passe par les milieux de toutes les cordes parallèles à une certaine direction, si l'on rapporte cette surface à trois axes dont deux soient quelconques , mais situés dans le plan diamétral, et dont le troisième OZ soit parallèle aux cordes conjuguées avec ce plan, alors l'équation nouvelle f{pc^ y^ z) = o de cette surface devra évidemment , pour chaque système de valeurs simultanées x = a et j^ = h , fournir des valeurs de z qui soient deux à deux égales et de signes contraires. Donc cette équation, supposée algébrique , deura ne contenir que des puissances paires de la variable z\ ce qui n'exclut pas les termes constants ou indépendants de z , comme dans
As* 4- Bja* -h Cr^ + Dr -4- E = o.
Réciproquement, toutes les fois qu'une équation ne renfermera que de3 puissances paires d'une des variables, z par exemple , on pourra affirmer que le plan des xy est diamétral et conjugué avec les cordes parallèles à l'axe des z,
102. Trois plans diamétraux sont dits conjugués entre eux, lorsque chacun coupe en deux parties égales les cordes qui sont parallèles à V intersection des deux autres plans ^ alors on prouvera, comme ci-dessus, que quand une surface admet trois plans de ce genre, et qu'on les choisit pour plans coordonnés, l'équation fipo^y^ z) = o, supposée algébrique, doit ne contenir que des puissances paires de chacune des trois variables.
103. Comme les plans diamétraux, isolés ou conju^ gués , sont en général obliques relativement aux coi-des
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qu'ils coupent par. leurs milieux ^ nous donnenms le nom particulier de plan principal à un fdan qui se trouverait en même temps diamétral et perpendiculmre à ses cordes conjuguées.
i04. Nous appellerons aussi diamètre d'une surface, toute droite qui sera l'intersection de deux plans diamétraux ; et si ces deux plans ëuîent principaux, leur intersection deviendrait un diamètre principal om un axe de la surface» Cette définition des diamètres aura l'avantage de s'appliquer même aux surfaces"dépourvues de centre.
Enfin , on donne le nom de sommets aux points où une surface rencontre quelqu'un de ses axes.
Cela posé, pour réduire l'équation générale des surfaces du second degré à une forme simple , qui embrasse néanmoins toutes les surfaces de cet ordre , et qui consente les coordonnées rectangulaires avec lesquelles on aperçoit bien mieux les points et les lignes remarquables, nous allons démontrer que, dans toutes ces surfaces, il existe au moins un plan principaL
105. Cherchons d'abord le plan diamétral qui serait conjugué avec un système de cordes parallèles, dont la direction est fixée par les angles a , ê , y, qu'elles forment avec trois axes rectangulaires quelconques. La surface, rapportée a ces mêmes axes , aura pour équation la plus générale,
et une des cordes du système donné sera représentée par (2) x-mmz-^pj yz=inz-^qy
où les quantités m = , /* = (n** 30), seront les
même» pcnir tout»» le» cordes en question, usidis que p et q varieront d'une eorde à une autre. Pour avoir le6 points où la droite (a) rencontre la sur&ce ^, je substitue dans (i) les coordonnées a:, y de cette droite ^^^^t il est clair, sans effectuer les calculs, que j'arriverai à' un résultat de la forme
. (3) Rz'4-Sz + T=:o,
équation dont les racines seraient les ordonnées des deux extrémités de la corde. Mais l'ordonnée z^ du inilwu de cette corde étant, comme on sait, égale à la demi-somme des
ordonnées extrêmes , on aura évidemiment j^t = -*- -;^ : oc
qui revient à dire que l'ordonnée du milieu de la corde sera fournie par V équation dérivée de (3), savoir:
(4) •. 2iu-f-s=.p.
Or, on peut fosi'mer eette dernière sans effectueir leS' substituions qui auraient conduit à (3)^ il suffit de différei^ tier (*) la fonction 4>, en y regardant x et y comme' te^
MJ.
{*) Sf Ton ne veut pas employer réMé âi^tA dii^enti'él , (^\ «èpiendast évite une êubstHultonet ntie élim&iwlioii ub peu loaguee-, it n^ a qu^à remplace* effectivement dans (i) les coordonnées x eXx par leui|^$ valeurs tirées de (2), et Ton trouvera, pour Péquation (3), le résultat suivant : .-.,..
«•(Am'-f-A'n»H-A"-+-aB«-|-îiB'mH-aB"mn) 1 '
îi*(Am/?-+- A'n^H-B^-H{B>-|-B''m47-4-B''np-^Cm-+-C'n-i-C'') J =0. A/»»-hAV-haBV^H-2C/p-haCV-l-E . ).
Cette équation aurait pour racines les ordonnées des deux extrémités de la corde; mais Tordonnée 2, du point miHeu devant être la demi-somme de celles-là, on peut, sans résoudre l'équation précédente, en conclure immédiatement que
_ ;y(Am-i-B^4-B^«) + ^(A^ii-f-B4-B^m)-4-CiwH-C«"hC'^ '*"" Am"-+-AV + A''-i-aBïiH^aB'wn-aB''mn
D^ailleurs, les trois coorddttnees x^, y^^ ^, de ce point milieu, devant
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Qant )a place de leurs valeurs, c'estnà*dire oomuie des fonctions de z déterminées par les relations
(2) X •=z mz -H/?, ^ = /2Z -h ^.
Ainsi , d-aprês la règle qui sert à diffiSrentier \^ fonctions â^ fonctions , on formera réquatioii
ou bien ,
:?-• 3- -^ 3-- 3^ -^ 3- = ^> dx dz dy dz dz
^ ^ dx df dz
laquelle équivaudra à Téquation (4); et alors le système (5) et (2) donnera les trois coordonnées x^ y^ z^ du milieu dé la corde en question. Cela posé , pour obtenir la surface diamétrale^ lieu géométrique des milieux de toutes les cordes parallèles , il faudrait évidemment éliminer de ce système les constantes p et q^ qui seules
TéHfié^ les éqttâtions (a) de Te coMè', 011 auru «néore
de sorte que si , entre les ;trQis dernières équations y on élimine p et q^ qui seules distinguent une corde du système donné d'^avec une autre corde de ce même système, on obtiendra Péquation de la surface diamétrale cherchée. Or, en substituant pisist^-^ m^^ , 9 ^=^1 — ^^u dans la valeur de f 19 on trouve, après quelques Quêtions,
résultat qui coTncidè arec Inéquation (7) du texte.
Il dfti boa d'obriksrve» iei que réqufttiou du plau diamètre (7) conser* verait la même forme, quand bien même la surface (i) serait rapportée à des axes obliques; seulement les constantes m et n changeraient alors de signfÀcation e(éoméfrique (à^ f6). y
varient d^une corde à une autre ^ mais Tëquation (5) ne renferme pas explicitement ces constantes : elles n'y entreraient qu'autant qu'on aurait substitué dans (i) les valeurs de x et j" tirées de (2). Donc, puisque nous avons évité cette substitution, l'équation (5) elle-même représente la surface diamétrale cberckée, et l'on reconnaît que cette surface est un plan, car en effectuant les dérivées qui sont indiquées dans (5), il vient
( m(Aar-hB'«-HB'>-hC)-+-n(A>-4-B»-|-B''arH-C)) _
^ ^ i -+- (A"4f -t- Br-H B'*-f-cr S "■ ""'
OU bien, en ordonnant par rapport aux variables,
i (Aiin-B'-hB"n)a:H-(A'ii-t-B4-B''TO)j'-+.(A''-HBrt-hB'ro)«> _
Dans cette équation du plan diamétral j il est utile de remarquer que le coefficient de la variable x est la dérivée relative à x des termes du second ordre qui entrent dans ^, dérivée où l'on doit ensuite remplacer jr, jr, s par m, n et i. Une composition analogue a lieu pour les coefficients de ^ et de z ^ et l'on pourrait d'ailleurs rendre toutes les formules, précédentes complètement symétriques, quoique plus longues à écrire, en y introduisant
, , cosa jcosê les valeurs m = , n = .
COS7 cos 7
i06. Il résulte de ce qui précède, que, pour tout système de cordes parallèles dont la direction est définie par les angles a, 6, y, ou par les constantes m et », il existe un plan diamétral, puisque les coefficients àe x^ jyZ^ dans l'équation (7), sont réels. A la vérité, ce plan se trouverait à une distance infinie si les coefficients des trois variables étaient nuls ensemble, c'est-à-dire si la di-
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rection des cordes était telle qu'on eût à la fois
Aiw 4- B' -H B''n =;= o, A'/i-f- B -h B"/w = o, A" -h B/H- B'm = o;
mais pour que ces trois équations , qui ne renferment que deux inconnues , puissent s'accorder, on verra aisément que la condition D = o (n^ 96) doit être satisfaite. Ainsi , la circonstance d'un plan diamétral situé à l'infini ne peut se rencontrer que dans les surfaces dépourvues décentre^ toutefois, nous aurons égard, dans la suite, à cette restriction.
Réciproquement, étant donné un plan
R«-f-S^-hz = o,
on peut trouver la direction des cordes qui sont conju^ guées avec un plan parallèle au premier ; car ce nouveau plan
étant identifié avec (7), on aura pour déterminer met n^ les conditions suivantes
R -^ Am-f-B^H-B^/g _ A^/iH-BH-B''/?»
mais ensuite il faudra adopter pour T la valeur
Cm ■+- Cn 4- C"
A"^-hB«H-B'iw'
108. On doit observer que tout plan diamétral passe par le centre , ou en général par le lieu des centres ; car l'équation de ce plan, écrite sous la forme (6), estévi-
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demment satisfaite quand on y substitue les coordonnées du centre, fournies par les équations (3), (4), (5) du n? 95 5 et Ton pouvait d^ailleurs prévoir cette circonstance, diaprés la définition même du centre.
109. Cherchons maintenant si, parmi tous les plans diamétraux qu'admet la surface 4>, il y en a un qui soit principal (n° 103). Pour cela, il faut ne plus se donner arbitrairement les angles a ,6 , y , ou les coefficients m e t /i , mais' les choisir tels que le plan diamétral (7) se trouve perpendiculaire à la corde (2). Ainsi Ton doit satisfaire (n** 47) aux deux conditions
^^ A'-f-B/iH-B'/w -'"' '9^ A''-f-B/i4-B'm~'''
desquelles on pourrait déduire , par Félimination de m , une équation du troisième degré seulement, qui admettrait toujours pour n une valeur réelle : mais on arrive à un résultat plus symétrique, et qui nous sera d'ailleurs utile plus tard, en introduisant une inconnue auxiliaire s déteritiinée par la relation
alors les équations (8) et (9) se trouveront remplacées par les trois suivantes, qui sont du premier degré en m et /i,
(11) A'/i-hB -hB"m = /ï5,
Or, des deux premières (10) et (i i) on tire
(i3) «[(* — A)(^ — A') — B''>]=:B'(^ — AO-f-ra^ (i4) /i[(^ — A)(* — A') — B''»] = B (s-^A) -HB'B";
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et en subsûtuaat ddi^s (13) ces valeurs de m et de n, il. OU bien ^ en développant ,
f fix J *' — i'(A-HA'H-A") — i(B'''— AA'H-B"— AA"+B«— A'A") ) _ '^^ f -t-(AB'H-A'B'»-hA"B"»-AA'A''-2BB'B* J -o..
Cette équation (*) étant d'un degré impaii*, admettra tou-
n i ■ * u til ii^ii i m ^ ' i4 <. i'i|i I I
{*) G>mme elle sera nëeessaire à <Jit6r plus tafd , tiouç ferons obsenrei> ici que le terme connu est précisément le dénominAtèur D des eoordoo*nées du centre (n** 93) : le coefl^cieni; de s* est facile à retenir; et qiuint au coefficient de s, il se compose de la somme des trpis binômes *
B"* ^ AA', B'« — AA", B» — A'A
qui sont analogues kb*-^ ^ dwf le» courbes du seooqd de^^é , H qui serriraient à indiquer le genre des sections faites dans la surfoce (i) par les plans coordonnés js = o, ^ = o, or = o, ou par des plans parallèles à ceux-ci.
D^ajiUour» nous verrons p^ust loin (n^ tl7) que T^uation (16) a tour jours ses trois racines réelles; mais M. Caucï^ a donné de cette proposition une démonstration directe et ingénieuse. Pour cela, il écrit Péqua^ tion (i5) sons la forme
( 1 5; (i- A) [(5- A' ) (i- A")-B*] - CB'« (*- A' )-^W\s-A'' )+2BB'B" ] = o,
puis il remarque que, dans le cas particulier où Ton aurait B' = o et B'' = o, les trois racines seraient
dzW(A'-AT^4B«= j^î
alors^ revenant au cas général, il fait, dans (i5), les hypothèses suivantes :
5 = 00 qui donne ■+-,
Ainsi , puisque ces résultats sont alternativement positifs et négatifs > les
88 CHAPIT&K VI.
jours une racine réelle , à laquelle correspondront dans (i3) et (i4) des valeurs réelles ,pour met n\ par conséquent , dans toute suif ace du second degrés il existe au moins un plan principal^ et il peut y avoir au plus trois plans de ce genre, à moins qu'il n'y en ait une infinité , ce qui arriverait si la forme particulière de la surface rendait quelqu'une des [équations (lo), (11)9 (12) identique avec les autres; mais nous reviendrons plus tard (n^ 118) sur cette discussion.
110. Toutefois, il importe d'observer que la racine réelle de l'équation (16) prouve bien Vexistence d^un système de cordes principales ^ c'est-à-dire qui sont coupées à angle droit par leur plan diamétral ; mais elle n'apprend rien sur la position absolue de ce plan , <{ui pourrait se trouver à une distance infinie (n? 106) , et dans ce cas ne saurait être employé comme plan coordonné. C'est pourquoi nous allons appuyer les transformations suivantes , non sur le plan principal lui-même , mais sur le système de cordes principales dont la réalité est certaine.
111. Concevons que la surface générale 4> du n® 105 est rapportée à trois axes rectangulaires dont l'un, OZ,soit ^ns parallèle à ces cordes principales^ il faudra qu'alors les équations (10) , (i i), (12) se trouvent vérifiées par les
trois racines de Péquation sont toutes réelles, et généralement inégales. Pour manifester clairement le signe dn résultat de la substitution ^ = a , il faut remar<iuer que les quantités a — à! y a — A'', sont essentieUement positiyes, e^ peuvent êtse représentées par V et &'; d'^ailleurs, on a évidemment B' = (tf — A') (a — A") = &'**; de sorte que l'équation (i5) se réduit pour s=zay à la forn^e d'uç carré négatif
- ( B'*A* -+- B"* A* ± a B'B" hk).
Au contraire, quand ou pose i =: ft, les quantités b — A', b — A'', son^ de la forme — h*, — A', et Ton a encore B* = h* k* ; donc Féquatiou (iS) donne alors un résultat nécessairement positif. '
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hypothèses a = 90*^, 6 = 90**, et y = o, ou bien par les valeurs
ces a CCS €
COS7 CCS 7
Or, cela entraine évidemment les conditions B'=a etB= o •, d'où il résulte que, pour de tels axes, l'écjuation de la surface du second degré sera toujours débarrassée de deux des trois rectangles^ et prendra la forme
Par conséquent, tous les genres de surfaces du second ordre sont renfermés sans exception dans cette équation; mais elle peut encore être réduite. En effet, si , sans déplacer Taxe OZ , on fait tourner dans leur plan les axes OX et OY> en les laissant rectangulaires, par les formules connues
of = a:' cos» — y' sin»,
j = or' sin 0» -i- j' cos »,
on pourra faire disparidtre le rectangle xy^ puisqu'on arrive, comme dans Téquation à deux variables, à la condition
asino» cos« (A' -^ A) -j- 2B" (cos' w — sin^w) = o, d'où
Cette valeur, qui est réelle et toujours admissible, même quand A = A', prouve que l'équation (17) peut toujours être ramenée à la forme
(18) P*' Ht- py 4- P'V — Qx -^ Q> — q'z -h E = o,
laquelle renferme encore toutes les surfaces du second degré , et où P, P', P", Q , . . . peuvent avoir des signes et
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di^ valeurs numériques quelconques ; mais ici va o&mmeur cer la séparation des diverses classes.
112. Si les trois coefficients P, P', P" sont tous différents de zéro , il sera toujours possible de faire évanouir les premières puissances des variables^ car, en transportant les axes actuels parallèlement k eux-mêmes , par les formules a: = â:'-f-a, j^==^'-|-i j ^ = ^'-f-c, on trouve les conditions
2aP — Q = o, 2^>P' — Q' = o, 2cP" — Q" = o,
auxquelles on peut satisfaire par des valeurs^/ïie^ de a, 1 5 c , tant qu'aucun des coefficients P, P', P'' ne se trouve nul. Ainsi, dans ce cas, Téquation (i8) se ramènera à la forme
(19) P4?»-hPy-+.PV=:H,
qui comprend une première classe de surfaces du second degré.
113. Si un seul des trois coefficients des carrés se trouve nul, par exemple, Pâ=:o, et le coefficient corresfaa-
dant Q^ o , on ne pourra plus faire disparaître le terme
Qx^ puisque la valeur précédente de a serait infinie ; mais, en place, on pourra faire évanouir le terme constant, et réduire l'équation (18) i cette forme,
(20) Py-hPV=:Qa:,
qui présente une deuxième classe de surfaces du second ordre.
114. Lorsque , dans l'équation (18), on a à la fois P = o et Q=:o, sans qu'il manque aucun des deux autres carrée, alors cette équation se réduit d'elle-même à
Py -h P'V ^ Q'^ — Q'z -f- E = o j
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et comme elle ne renferme que deux variables, elle appartient nécessairement (n*^ S)kun cyUndre perpendiculaire au plan des j-z, et dont la base sera évidemment une ellipse ou une hyperbole. Or, il sera toujours possible de rapporter cette courbe à &on centre, ou de ramener Téquation précédente à la forme
py _(-P'V=:H-,
et puisque cette dernière se déduirait de Téquation (19) en y posant P = o, nous pourrons regaiiier les cylindres elliptiques ou hyperboliques, comme un genre particulier qui sera compris dans la première classe générale représentée par Féquation (19), en sous-entendant que, dans celle-ci , quelqu'un des coefficients peut être nul.
115. Enfin , si dans Téquation (i 8) on a en même temps P = et P'= o , il restera
p V — Qx — Q> — Q"3 H- E = o.
Or , cette surface étant coupée par des pla^s parallèles à XY, tels que z = A, z=A ',.••? donnera toujours des droites parallèles entre elles : donc c'est un cylindre parallèle au plan X Y , e% à hase paraboliqite ^ puisqu'en posan.t jr= o, on obtient une parabole. A la vérité , les arêtes de ce cylindre sont obliques sur cette base : mais , en coupant la surface par un plan ZOX^ perpendiculaire à ses génératrices , on aurait encore évidemment une parabole ; çX l'équation de ce cylindre rapportée au plan de cette section droite y se réduirait (n° 8) à celle de sa nouvelle base , que l'on sait pouvoir être ramenée à
Donc , puisque cette équation peut être déduite de (ao)
en y posant P'= o , ce genre particulier de surfaces rentre dans la seconde classe.
H6. Nous n'examinerons pas l'hypothèse où P, P' et P" seraient nuls à la fois ; car il est impossible (n** 82) que l'équation (17) s'abaisse au premier degré par des transformations de coordonnées.
117. D résulte de cette discussion, que toutes les surfaces du second ordre , avec leurs variétés , sont comprises dans les deux classes représentées par les équations à cooi^ données rectangulaire$
(19) Po?» H- py -^ p 'V = H ,
(20) py-i-pv = Q^. .
Les surfaces de la première classe ont évidemment un centre qui est l'origine des coordonnées actuelles (n^ 93), puisque la somme des exposants des variables est paire dans chaque terme , comme le degré de l'équation. Elles admettent aussi trois plans principaux- conjugués entré eux (n?^ 102 et 103), qui sont les plans coordonnés rectangulaire» auxquels elles se trouvent rapportées maintenant \ car chaque variable n'entre qu'à des puissances paires dans l'équation (19). D'où l'on doit conclure que , pour ces surfaces, l'équation (16) a ses trois racines réelles.
Quant aux surfaces de la seconde classe , elles n admettent point de centre j puisqu'en transportant l'origine (n** 94) on ne pourrait jamais faire disparaître lé terme Qor, dont le degré n'est pas de même parité que celui de l'équation (20). Parmi les plans coordonnés actuels, ceux des (x, y) et des (x, z) seulement sont diamétraux et principaux, attendu que les variables z et^ n'entrent chaciuie qu'à des puissances paires^; d'où L'on conclut qu'il existe ici au moins deux systèmes de cordes principales, qui sont parallèles à l'axe des z et à l'axe des j' ^ et par
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suite , le troisièma système , déterminé avec les autres par réquation (i6), doit être aussi réel: mais le plan principal correspondant se trouve à une distance infinie, comme nous allons le voir.
D'ailleurs, par cette discussion, il est prouvé que, dans tous les cas, V équation (i6) du n® 109 a ses trois racines réelles.
118. Il suffirait suas doute, poar étudier les surfiMxa do second ordre, de le^ avoir renfermées toutes, avec leurs variétés^ dans les équations (t^) et (20); mais, si l'on veut compléter Ja discussion des cordes et des plans piindpaux, il n'y & qu'à re* prendre la méthode générale du n® 109, en l'ajpplûfuaht.à'l'é^ quation plus ûmple
(18) Pdr' + Py-l-P'V — Qar — Q'/ — Q''z+'E = o,
laquelle comprend sans exception toutes les surfaces du second ordre (n° lit). En cherchant d'abord le plan diamétral conjugué avec les cordes parallèles à la droite quelconque * ^^
, . cosa cos€
(21) x = mz = ,z; Y=znz = ,z.
CO87 COSy
on trouvera, par la formule générale '(5),'
(22) (2?* — Q)c0S«-+-(2P'r-~Q')C086-F(2P''*— Q")cOSy = 0.
Ensuite, poër que -ce plan ^ ta corde (sij^soieiit perpendiculaires entre eux, il' fatfdra (n® 411) sktisfidre' an' trois condir tions(*) i ...
P> C08d;COS7 =:: P'-tosa.côS7, '.
(23) ^ P'co«6.coS7 =rP*'cos6.cos'7,
P cosa.cosê =r P' cos€.cosa.
(*) Ordin«irom«Dt on exprime seulement que deux des projections de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan^mais il faut alors, suivant la remarque faite au up 46 , éviter de prendre àfiu,x plans pro-
le$^elles ne peuvent êtiré vérifiées à la fois, quand P, P', P" sont inégaux , que par Tun des systèmes de valeurs qui sni^ vent : .
icos a = o avec cos 6 rz: o , OOSoe r=.0 . CPSY = Q| cos 6 =: O tO%i = Q-
Or ces valeurs prouvent, i® qu'il existe trois systèmes de cofdBS» prÔMipales, toujours réels ^ e\ perpçmdkuiHire* entre eux, puisqu'ils sa&t parallèles aux trois axes rectangulaires 0$.., .QY, OK^ qui ont ramené. Téqualion du second ordre 4 la fofme{iS)'f etqo*i\]n^jajamais pl^de trais. systèmes <i^,û€genlv^ ^l^ti^P Fy P/, iP/^ sont inégaux ;
2^. Que les plans principaux conjugué» ^y^ çe$ Iroi^ ^y^ tèmes de cordes , ,et déduits de l'équation (22), sont :
• (26)';'' ^ •aP'j*— Q' = o, ' ■ '
(27) . . 2Pa7 i — Q =0;
mais le dernier sera situé à une distance infinie x = -^, si
P = o, ce qui arrive dans les surfaces de la forme (20). Cela vient évidemment de ce que les cordçs par^èlç? à OX i;ie, rencontrent plus la surface qu'en un seul point, et se prolongent indéfiniment dans l'autre sens.
. 119.. Si Ton >avaî^ à la fois .P f?: p, m Q^,=? ff, çe.plan .prindr pal (27)^.perpeadioala1r^ii OX, se tr&ityemit.à.UQe dist^ce iii^ déterminée. En effet, la surface devient alors (n*» ti4) un .cylindre elliptiqup^<Hft hyp^rbôSque ;^ ^1 les <sordes parallèles à OX, ou bien à l'axe din: cylindre»: se pralongf»ai)t indéfiniment dans
jetants qui coïncident. Or, comme cette circonsuuce arrlTerait fréquemment ici , où les cordes c^erdbées vont se trouver '{Jarallèlès à un des axes cooi^ontiëfs , il est plus simple de' poser immédiatement \eA trois conditions, dont une sèri toujours comprise dans les deux autres.
PLA.NS DIANiTRAUX. (^.
les deux sensy leurs miiieiix peuvent être pris: à v^^lontè sur tout plan perpendiculaire à leur direction commune.
iftO. Maint^iant, supposons que deux des coefficients P, P', P'' soient égaux, par exemple, P 1= P'. Alors on satisfera aux conditions (^S) d'i^^. çianière plus générale que,^f les valeurs (24) ; on pourrai encore poser ...
cos a == o avec cos 6 = 0,
ce qui fait retrouver le système de cordes parallèles à OZ , avec le plan principal {^S); oU bieii il suffira de posef
enlaissaat m et ^ iadétei^inés,.oe qui ÊtionU^}(fiie tofUe^ief, cordes parallèles Uu plan !£Y appartiennent à 4^^ iy^tèmes pHi^ cipauxy dont le nombre est par cososéqueat infini. Xes^.pUns; principaux correspondants sont fournis par l'équation (22), en y substituant la valeur cos 7 = 0, ce qui donne
, o\ X» Q COS a + g' cos 6
(ao) ^ eOS « 4- /^ -POS Ç t— -^^ : ,^ ;i . — r =^0.
€é caiSf e^ celui où la surface '(^)^€^ é^^^^i^o/^a;?; car tèusiës plans a = II, z =: Af', . . . . eioupent alors cett^f •sutface' suivsilif des cercles dont les centres sont situés évideiAment 'suk* thie même droite parallèle à Taxe 02 y savoir : >
D'aiUeuTS, cetjbe droite se trouve l'interssectipn. Q<M9mi]Ae de tpus. les plans prixKçipaux* représentés par réq^a^on{2Q). : ^^
421. Si Ton supposât à la fois P = P' =: p/',. les. c^a^dir, tioBSi (23) ^ trouver^î^at. vérifiées d'elles-ii^émeS} x{ue}le$ yj|ue fussent les valeurs de ff, 6> 7 ^ 4'où il résoite q^'atpi» Mmt «yfrr tème de cordes parallèles serait un syi&leiBe priocfipal; ^ t^put
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{dan de ia forme (32), c'esl-à-dire passanl par le point
serait un plan principal. Dans ce cas , la surface est une sphère; car réquadon (18) peut alors s'écrire sous la forme
laquelle exprime que la distance du point (â?i, j^i, Zi) à chaque point de la surface , est une quantité constante.
182. Lorsque deux des coefficients P et P' sont égaux et en même temps nuls, on sait (n? 115) que la surface est un cylindre parabolique. On retrouve alors, comme au n*^ IHO, un système de cordes principales parallèles à OZ» avec un plan principal correspondant , savoir :
puis un nombre infini de cordes principales , parallèles à XT^ et indéterminées dans leur direction ; mais les plans conjugués de ces systèmes, représentés par l'équation (28), semblent tons situés à rinfini. Cependant on en trouvera un situé à une dis-^ tance finie, ou plutôt arbitraire, si l'on choisit a et € de manière que Ton ait
Qcosa -f-Q'cos6 = 0;
ce qui suppose que l'on prend des cordes parallèles aux généra-^ trices du cylindre, et le plan principal (28} devient alors celui de la section droite. On se rendra aisément compte de ces diverses circonstances, par des considérations géométriques, et Ton interprétera d'une manière analogue le cas de deux plans parallèles , lequel arrive quand on suppose nuls P, P', Q et Q^ I!I5. U résulte des discussions précédentes, i® que, dans toutes les surfaces du second ordre, les systèmes de cordes principales sont au nombre de trois , distincts et rectangulaires
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entre eux ; ou bien leur nombre est infini ^ et l'un est alors perpendiculaire à tous les autres; excepté dans le cas de la sphère, où toutes les directions possibles donnent des cordes principales.
2^. Les plans principaux sont aussi au nombre de trois, ou bien il y en a une infinité; mais, dans tous les cas, deux an moins de ces plans sont à une distance finie.
9^ CHAPITEE VII.
Discussion des Surfaces douées d-un centre.
124. Les surfaces de cette classe sont (n^ 117) toutes renfermées dans Téquation
p«« -h py -+- P «* = -H H ,
qui donne lieu à plusieurs genres j suivant les signes dont les coefficients se trouvent affectés ] mais pour abréger la discussion , sans omettre aucun cas réellement distinct , nous supposerons que Ton ait toujours eu soin, préalablement, de rendre positif le second membre H de l'équation proposée ; et comme alors les trois carrés ne sauraient avoir des coefficients négatifs à la fois sans que la surface ne fût imaginaire, il nous restera à examiner les trois genres renfermés dans les cas suivants.
125. Ellipsoïde. Trois carrés positifs. L'équation avec Fie. i8. les signes explicites, conserve la forme
(i) Par^ -f- Py -h P V = H ;
pour obtenir les points où la surface rencontre les axes coordonnés, on égalera à zéro deux des variables x, y^ z^ et Ton trouvera six sommets réels A et A', B et B', C etC, situés aux distances
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Ces distances OA=a, QB=& , OC=:c, se nomment les demi-axes ou derrU-diamètres principaux {p? 104) de la surface^ car chacune de ces droites ^t l'interseedon de deux plans coordonnés q^ sont ici d^s plans principaux (n^ 117). Si d'ailleurs on introduit cei^ axes dans réquation (i), ep y substituant les yçJeuiw deP, P', P", tirées des relations précédentes, cette équation prendra la forme trèp-symétrique
4S6. Les sections faites par les plans coordonnés s'obtiennent en posant tour à tour ar = o,j^ = o, ^=o; et ce sont évidemment des ellipses faciles à construire. Quant aux sections parallèles au plan XY, elles seront données par les équations simultanées
et l'on voit que ce sont toujours des ellipses s^blableSj puisque leurs axes qui s'obtiennent en posant )tour à tour X := o , r = o , dans la dernière équation , conservent entre eux un rapport constant, quel que soit A. Ces ellipses deviennent imaginaires quand A*>c*; ainsi la surface ne s'étend pas au-dessus du point C ni au-dessous du point C'. On obtiendra des conséquences semblables pour les sections parallèles au plan XZ, ou au plan YZ^ et généralement , tout plan quelconque donne une section elUptique, puisque l'équation
z = mx -H «j H- /• , combinée avec ( i ) , conduit à
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résultat où la condition B* — 4^C<I ^ ^ trouve manifestement remplie. L'ellipsoïde est donc une surface formée dans tous les sens.
iS7. Lorsque deux quelconques des coefficients sont égaux, par exemple P=P' ou a = b, Tellipsoïde est de révolution autour de Taxe des z ; car les sections trourëes (n^ 126) , pour des plans perpendiculaires à cet axe , tels que z=zhy deviennent alors des cercles dont les centres sont sur OZ. Ainsi , dans ce cas, la surface pourrait être engendrée par la révolution de Tellipse CAC autour de son axe CC^
128. Si Ton supposeP=F= P", oua = i = c, l'ellipsoïde se change en une sphère, puisque l'équation (2) devient
laquelle exprime que la distance de Torigine à un point quelconque de la surface est constamment égale à a.
A cette occasion, nous ferons observer qu'une sphère du rayon R , et dont le centre serait placé au point qui a pour coordonnées a , 6 , y , aurait pour équation
car le premier membre de cette équation exprime bien (n^ 6) le carré de la distance du point (a , 6 , y) à un point quelconque (x^y^z)de la surface.
128. Hyperboloïde a uiîe nappe. Un seul carré négatif» L'équation générale , avec les signes explicites , devient
(3) Par»-+-Py — PV=:H, •
et les points où la surface rencontre les axés coordonnés,
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seront fournis par
d*où Ton conclut qu'il y a ici çuatre sommets réels A et, Fie. 19. A', B et 6', et deux sommets imaginaires. Les distances, OA=a, OB = i, OC = c, sont encore nommées, par les mêmes raisons qu'au n° 125, les demi-diamètres principaux ou dend-axesde la surface ^ mais les deux premiers sont dits les axes réels j et le troisième n'est que le coefficient de l'expression fournie par l'analyse pour l'axe imaginaire. En introduisants ces axes a, &, c, à la place de P, P', P'', dans l'équation (3), elle prendra k forme .
129. Les sections parallèles au plan XY sont données par les équations simultanées '^ ' ' ^ '
ainsi ces courbes sont des ellipses, toujours semblables , puisque les .deux axes qui sî^obtiendront en posant tour à tour j^=o, x=o, dans l'équation précédente, conservent entre ettx un rapport constant , quel que soit h. D'ailleurs leîs dimensions de ces ellipses augmentent indéfini"^ ment avec la grandeur nmnérique de h ; de sorte que la plus petite de ces sections horizontales, nonunée ellipse de gorge, s'obtiendra en posant z = o dans l'éqtiation (4)^ c'est la courbe ABA'B', qui a pour diamètres principaux les deux axes réels a et i de Thyperboloïde.
Quant au plan XZ, il coupe la surface suivant une hyperbole (EAF , E' AT') dont l'équation se déduit de (4)
en y posant y = o ; et des résultats semblables ont lieu pour le plan YZ^ ainsi que pour les plans parallèles à ceux-là.
130. On voit par là que cet hyperboloïde s'étend indéfiniment, mais qu'il est composé d'une seule nappe continue, slir laquelle on peut passer d'un point quelconque à uti autre., sans sortir de la surface. D'ailleurs là section faite par un plaii quelconque
z =r mx 4- ny H- ff ,
peut-être tour à tour une ellipse, une parabole bu une hyperbole, suivant l'inclinaison du plan sécant; car cette équation combinée avec (3), conduit à
résultat où le binôme caractéristique. 3' — 4AC pisut se trouver positif, nul ou négatif, suivant les valeurs de m et n.
131. Lorsque les deux axes réels sont égaux ,• c'est-àdire quand ^ = i, o.uP=P\ Thyperboloïd^ sç trouve. 4^, rév^olution autour de l'axe iinaginaire OZ ,: puisque les sections obtenues au n^ 129, pour, des plans ^==A perpendiculair^3 à cet axe , deviennent évidemment des cercles 4pntles centres sont sjur cette droite. Aloi^la sifrface p^ut.ètre engendrée par la révolution de l'hyperbole EAF autour de son axe imaginaire, ...
132. Hyperboloïde a deux wappes; Deux carrés né-gatifs. L'équation devient, en mettant les signes en évidence,
(S) p*^— py — pv = H.
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La surface remontre les aices coordonnes aux distances
de sorte qail n'y a ici que deux sommets réels A et A', Fk. 20. et les quatre autres sont imaginaires^ mais les distances OA^=a, 0B=&, OC=c, sont toujours nommées (n** 104) les demi-diamètres principaux on les demi' axes de la surface , et le premier est dit Vaxe réel, parce que c'est le seul qui rencontre effectivement cette surface. En introduisant ces trois axes a, 6, c, à la place de P, P', P", dans Téquation (5), elle prendra la forme
133. La condition y ^^^ o introduite dans l'équation (6), montre que le plan XZ coupe l'hyperboloïde actuel suivant une hyperbole (EAE', FA' F'); et il en serait de même du plan XY, ainsi que des plans parallèles à ceux-là. Pour des plans sécants parallèles à YZ, ou perpendiculaires à l'axe réel OX , on obtient
0^ (T ar
ainsi ces sections sont des ellipses semblables entre elles, et qui croissent indéfiniment avec la grandeur absolue de A 5 mais elles' deviennent imaginaires quand h^<Ca'^ G^est-à-dire dans l'intervalle des <ieux sommets réeb A et A .
De là il résulte que cet hyperboloïde est omn
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posé de deux nappes non contiguës, indéfinies chacune dans un sens , mais séparées Tune de Tautre par un intervalle où il n'existe aucun point de la surface. Un plan sécant quelconque pourrait aussi donner, conune au n^ 130, des sections tour à tour elliptiques, paraboliques, ou hyperboliques, suivant son inclinaison sur les axes.
135. L'hyperboloïde à deux nappes se trouve de réi^olution, quand les deux axes imaginaires sont égaux, c'est-à-dire quand J == c ou P' = P"; car les sections obtenues au n** 133 pour des plans x = h perpendiculaires à l'axe réel OX , deviennent évidemment des cercles dont les centres sont sur cet axe. Alors la surface pourrait être engendrée par la révolution de l'hyperbole (AE, A' F) autour de son axe réel A'OA.
136. Voilà les trois genres principaux de surfaces douées d'un centre ; mais il reste à examiner quelques variétés , et d'abord le cas où H = o.
Cette hypothèse introduite dans l'ellipsoïde réduit l'équation (i) à
Pai'-f-Py-f.P'V=o,
laquelle ne peut être vérifiée par d'autres valeurs réeUe^ que a:=o, j^r5=oetz=:05 doue dans ce cas la surface se réduit à un point unique qui est l'origine des coordonnées.
137. Dans l'hyperboloïde à une nappe, la supposition H == o réduit l'équation (3) à .
(7) Vx^ -h Py — P'V =: O,
Fie. 19. laquelle représente une surface conique VOV dont le sommet est à l'origine. Pour s'en assurer, il suffit de voir si tout plan mené par ce point donnera àes, sections rec-
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tilignes. Or, en combinant z.=zmx + ny avec Téqûation (7) , on obtient
équation homogène qui conduira nécessairement à des valeurs de la forme ..
et ce résultat appartient effectivement à deu$ aroites passant par r origine des coordonnées, ou au point unique (x = o, j =?: o), quand le radical deviendra imaginaire pour certaines positions du plan sécant. D'ailleurs Thypothèse z = h introduite dans l'équation (7) , montre que ce cône a pour base parallèle au plan XY, une ellipse dont le centre est sur OZ : mais il faut généralement le regarder comme un cône du second degré dont la base peut être une des trois courbes de cet ordre.
Cette surface conique VOT est asymptote de l'byperboloïde à une nappe -, car, en comparant les ordonnées z et z' qui, dans les équations (3) et (7), répondent aux mêmes x et j, et sur la même nappe , on trouve
ou bien, en multipliant et divisant par la somme des radicaux,
Donc la difiérence z' — z décroît indéfiniment jusqu^à zéro, à mesure que x et j augmentent 5 et comme cependant z sera toujours moindre que z\ le cône est en4edans de Thyperboloïde.
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138. Si Ton veut eomparer Téquation (7) du cône asymptote avec celle de Thyperboloïde sons la forme
il faut observer que, dans cette dernière surface, les longueurs absolues des axes étaient
Of, lorsqu'on fait décroître H sans çkatigér P, P, P", les axes a, i, c décroissent ensemble, Uiaiâ en demeurant toujours proportiontiel^ aux quantités
Vp' VF' Vf'
donc , <juand ces axes sont devenus ainsi nuls par l'hypothèse H = o , et que l'hyperboloïde s'est changé en un cône , les trœs quantités précédentes sont encore proportionnelles aux longueurs des axes primitifs, et l'on peut poser
\/|r = ««» VP = ^^' y^f — '^y
d'où il résulte
valeurs qui, substituées dans (7)vramèBerout cette équation à la forme
-T -hyi 7 = 0.
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139. L'hypothèse H = o, introduite dans l'équation (5) de l'hjrperbôloïde à deux îiappes, donne
(B) Px^ — py — P'Vr=o;
et l'on prouvera, comme au n*' 137, que cette équation Fœ. ao. représente une surface conique VOV dont la base parallèle à TZ est une ellipse. Ce cône est encore asymptote, de l'hyperboloïde à deux nappes; c^r^ ^i cotnparani les. deux ordonnées x elx' qui, dans (5) et (8), répondent aux mêmes x^ ^^ o» obtient i
/P . (a? — a:/) = sjvy -4- P V -h H — y^P 'j^ 4- P "z%
ou bien, en multipliant et divisant par la somme des i^dicaux,
V^.(ar — x') =
v/py-hPV+.H-l- v'Py-f-ÎP^î^"
d(mc, la différence J? -^ ^' déoroit indéfiniment' jusqu'à zéro , à mesure que y eiz approchent d'être infinis* Mdiè comme on aui^ to^ujours x >> x\ le oôue etiveloppe la sàrface extérieurement.
L'équation (8) de ce cône asymptote pourrait aussi, comme au n® 138, être ramenée à la forme
140. Les surfaces coniques ^ bâfse du second degté ne sont pas les seules variétés que renferment les équations générales (i), (3) et (5). En y supposant nuls ùri ou plusieurs des coeftciénts P, P', P'', H, elles fourniront encore des cjlittdres à basé elliptùfue ou hyperbolique ^
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comme
P:c*-!-Py = H, ou P:c» — py = Hî
et aussi le système de deux plans qui se coupent , ou qui sont paraUèles, comme
Pj?^ — Py = o, ou Pa:*=:H;
mais, ces divers cas n'exigeant aucune discussion , il nous suffira bien de les avoir indiqués»
i41. Des GÉNÉRATRICES RECTiLiGNES. Examiuons si, parmi les surfaces douées d'un centre , et autres que les surfaces coniques ou cylindriques, il y en a quelqu'une sur laquelle une droite puisse être appliquée dans toute sa longueur indéfinie ; et effectuons cette recherche spécialement pour rhyperboloïde à une nappe , parce qu'il est aisé da prévoir que la forme des deux autres surfaces ne permet pas qu'elles jouissent de cette propriété \ d'ailleurs, il suffira de changer le signe du carré d'un axe, pour appliquer à ces dernières les résultats analytiques obtenus pour l'autre.
L'hyperboloïde à une nappe (n^ 128) a pour équation
S'il existe une droite qui puisse s'appliquer tout entière sur cette surface , une de ses projections sera de la forme
où a, 6 sont des constantes indéterminées^ et comme cette équation représente en même temps le plan projetant de la droite, il faudra qu'en coupant la surface par
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ce plan, rintersection, qui sera une ligne dtt second degré , ait une équation qui puisse se décomposer en deux facteurs dont un soit linéaire y et par suite Tautre le sera pareillement. Or, la combinaison des équations (9) et (10) donne , pour la projection de la section sur le plan XZ ,
Mais , le premier membre étant un carré parfait , il faudra, pour la décomposition annoncée, que le second membre soit aussi un carré , donc il faudra établir, entre les indéterminées a et ê , la relation
d'où Ton déduit
valeur toujours réelle , qui , substituée dans les équations (10) et (i i), donne pour les projections de la droite cherchée,
(12) ^ = ai -h V** •+■ «'«%
Le radical qui entre ici renferme implicitement le double signe de la valeur de 6 , mais il faudra le prendre toujours avec le même signe dans les deux équations à la fois. D'ailleurs, puisque nous n'avons eu à satisfaire qu'à une relation unique entre 6 et a , la dernière de ces constantes reste tout à fait arbitraire dans les équations (12) et (i3)} et par conséquent il existe une infinité de droites situées tout entières sur Fhyperboloïde à une nappe.
IIO CBAnVM, vil.
i49t. Ob^rvons ici quç, pour sipplicpier ces résultats à Tellipsoïdeou à Thyperboloïde à deux nappes , il suffirait daus Téquation (9), de changer c en c v — i , on b
en b v--T^ et comme chacune de ces miodificalions rendrait imaginaire l'équation (i3), on doit en conclure que ces deux surfaces n'admettent aucune génératrice rectiligne.
143. Revenons à l'hypeAoloïde à une nappe ^ et, pour examiner la position qu'y occupent les diverses droites , FiG. ai. représentons cette surface projetée d'une part sur un plan horizontal, parallèle aux deux axes réels a et ft qui sont dans le plan coordonné xy^ et de l'autre sur un plan vertical parallèle aux deiix axes a et c, situés dans le planxz. Pour exécuter ces projections, il suffit de marquer sur le plan horizontal les deux axes Oa =^ a, Ob :== b^ et de tracer l'ellipse de gorge abg',^ ensuite, sur le plan vertical, et à une hauteur quelconque, on portera les deux axes Oa' = a , O'C = c , et l'on tracera l'hyperbole principale D"a'D' qui se trouve dans le plan vertical OD. Si d'ailleurs , pour fixer les idées , on suppose l'hyperboloïde terminé aux deux plans horizontaux D'H', D"H'', également éloignés du centre , ces deux plans couperont la surface suivant des ellipses égales, projetées l'une et l'autre sur DEH, et semblables à l'ellipse de gorge abg.
444. Cela posé, les équations (12) et (i3), A^'o^ I* seconde renfe^Hie un double signe , donnent pour chaque valeur attribuée à ol . deux droite qui ont une projection horizontale commune AB , et sput par conséquent situées :dans un même plan vertical : ^i^is leur,s projections sur XZéuut deux droites distinctes, A'A" et B'3", oupe^t ranger toutes les ligues qui correspondent ftuar diverses valeurs a, a', «", . . . en deux systèmes (A) et (B), dis-
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lingues par le signe qui] affecte leuri prcgeetions sur le plan XZ, savoir :
(^ c <fi V c ah '
(A.) (BJ
Or il est facile de reconnaître que toutes les projections Fie. ai, horizontales de ces diverses droites sont des tangentes à r ellipse de gorge abg^ telles que AB, AiB],. . . En effet, si l'on combine Téquation
(l2) X:=OLX-^^b^'h fl'a%
avec celle de cette eUipse
qui se déduit de (9) en y posant ^ = o, on trouve pour les abscisses des points de section ,
Mais cette équation , étant un carré parfait, a ses deux racines égales^ par conséquent la droite (12) est une sécante dont les deux points de section sont conf^ndjus : ainsi elle est bien tangente à Tellipse abgj quelle que sQÎtt la valeur attribuée k a.
On vérifiera de même que , pour toutes les valeurs de a , les projections
C ab
sont deux droites A'A" et B'B", tangentes à Vhjperbole principale D"a'D' qui a pour équation à'z^ — c^a^ = «'c' ; et quand on pose a = o, ce qui arrive pour le plan yertical AsBt, ces projections deviennent les asymptotes de
cette hyperbole , puisqu^il reste z = ih - ^.
145. Si Ton mène par Forigine des coordonnées, qui est le centre de Thyperboloïde , des parallèles aux diverses droites du système (A) ou à celles du système (B), on formera une surface conique dont une quelconque des arêtes sera représentée par
y = ^ et ±-= -^ ;
puis, si Ton élimine a qui varie en passant d'une arête à une autre , on aura , pour Téquation de ce cône ,
Z» a:' jr^
laquelle coïncide avec Téquation du cône asymptote trouvée au n** 1 38. D'où l'on conclut que toutes les droites situées sur rhyperboloîde sont respectivement parallèles aux arêtes du cône asymptote de cette surface.
146. Il suit de là que trois droites quelconques de l'hyperboloïde ne sont jamais parallèles à un même plan. En effet, s'il en était autrement, il y aurait trois arêtes du cône asymptote qui seraient situées dans un plan miique , et ce plan devrait alors couper la base elliptique (p? 1 37) du cône dans trois points placés en ligne droite; résultat incompatible avec la forme des courbes du second degré. Cette remarque nous sera utile plus tard , pour distinguer la surface actuelle d'avec le paraboloïde hyperbolique. Fie. 31. 147. Deux droites quelconques du système (A) telles
nncoasioN dbs svmrAC» douises d'un cbhtae. i i 3 fjiie(AM, A'M') et (AiMi, A'iM'i), ne sont jamais dans Fio. qi. un même plan. Eji efibt , le point R où se coupent leurs projections horizontales se trouve pour la première au delà de M par rapport au pied A de cette droite ; et par conséquent il est, dans l'espace ^ aunlessus de TeHipse de goi^e ; tandis que le point R de la seconde droite Ai Mi est ^ évidemment au<-des^u8 de cette ellipse : donc ces deux droites d'un même système ne se coupent pas. En outre, elles ne sont point parallèles, car leurs projections hori*soatales se coupent en général ; et quand même on comparerait les deux tangentes aux extrémités d'un diamètre de Fellipse de goi^, ces deux droites se trouveraient, dans l'espace, inversement situées par rapport au plan vertical mené par ce diamètre, de sorte qu'elles seraient bien loin d'être parallèles.
L'analyse conduit à la même conséquence. Car, si l'on combine les quatre équations (A) et (Ai) du n^ 144 , en les soustrayant deux à deux, on arrive, après l'élimina^ tion des variables, à la condition ((X-^a')* = o, qui ne saurait être satisfaite tant que les droites sont distinctes l'une de l'autre. H est vrai que pour celles qui passeraient par les extrémités d'un même diamètre de l'ellipse de gorge, on aurait a = a'; mais alors il faudrait évidemment adopter pour le radical des signes contraires dans les équations (A) et (Ai) , et, sous cette nouvelle forme , leur
cond>inaison condui raît i^4*+a*a*=:o, condition également impossible.
La même relation subsiste évidemment entre les droites du système (B) , qui ne sont jamais situées deux à deux dans un même plan.
\4S, Au contraire, une droite quelconque du système (A) coupe toutes les lignes (B), (Bi), (Bj),. . . de r autre système. Cela est évident pour (AM, A' M') lît
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(BM , B'M') qui sont dans le même plan vertical , et ge coupent en (M , M') sur Tellipse de gorge : comparons donc la première de ces droites avec (BiMi, B\M'i). Les p<!»nts projetés en R sont, snr Fane et l'autre de ces dtx)ices, situés au-^dessus de FeUipse de gorge, puisque R est au ' delà des points de contact M et Mi \ et coanne la verdcale élevée en R ne peut rencontrer la nappe supérieure de la surface qu'en un seul point K\ ee point est nécessairement commun aux deux lignes {A) et(Bi). Deux droites de systèmes différents sont donc toujours dans un même plan s et seulement elles deviennent parallèles quand elles passent par les extrémités d'an diamètre de l'ellipse de gorge* L'analyse conduit à la même conséquence; car la oomlmudson des quatre équations (A) et (Bi) du n^ 144, mène à deux valeurs de x qui s'accordent entre elles.
140. On donne le nom de surface gauche à toute surface engendrée par une droite qui se meut de telle sorte que deux positions consécutik^s ne sont pas dans un même plan^ et c'est ce qui arrive (outre les cas généraux dont nous parlerons dans le chapitre XV ) quand on assujettit U droite mobile A à s'appuyer constamment FiG. ai sur trois droites fixes B, B', B", ifui, deux é deux, ne sont pas dans un même plan. D'abord, je <dis que celte condition suffit pour régler le mouvement de la g&wra^ trice A ; car si , pour chaque point M pris sur B , vous imaginez deux plans , dont l'un passe par M et la droite h\ l'autre par M et la droite B'^, l'intersection de ces plans fournira une droite unique MNP qui s'appuiera bien sur les trois directrices. Ensuite, la surface sera gauche > puisque deux positions A et A' de la génératrice ne sauraient être dans un même plan , sans que les droites B, B^ B", qui ont chacune deux points communs avec A et A',
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ne se trouvent elles-mêmes dans ce plan 5 ce qui est contraire aux données de la question .
150. Or , l'hyperboloïde à une nappe , considéré comme le lieu de toutes les droites (A), (Ai), (Aj) , . . . ou (B), (Bi), (Bs) , . . . du n** 144, est du genre des surfaces gau* ches dont nous venons de parler. En eflfet, dans chaque système , les droites ne se rencontrent pas (n** 147)5 ^* d'ailleurs puisque (A), par exemple, coupe (n** 148) toutes lès droites de l'autre système , il n'y a qu'à choisir à volonté trois de celles-ci^ (B), (Bi), (B,), puis faire glisser sur elles la droite mobile (A) : alors cette dernière ne pourra prendre (n® 149) que les positions successives (Al), (Aj), . . . , qui remplissent déjà la condition de s'appuyer sur les trois directrices : donc la droite mobile (A) engendrera ainsi l'hyperboloïde en question. Cette surface admet aussi évidemment un second mode de génération, dans lequel la droite (B) glisserait sur trois droites quelconques (A), (Ai), (Aj) du premier système.
151. Réciproquement, lors qu une droite quelconque G s'appuie constamment sur trois droites fixes B, B', B", qui, prises deux à deux, ne sont pas dans un même plan, la surface ainsi décrite est toujours un hyperbo^ loïde à une nappe; pourvu cependant que les trois directrices ne soient point ensemble parallèles à un mém^ plan; car, sans cette dernière restriction qui est vérifiée (n^ 146) par les droites de l'hyperboloïde , la surface dégénérerait en van des paraboloîdes dont nous parlerons plus tard (n** 176).
/ Sous les conditions admises, il sera toujours posisible de mener, par un point quelconque de l'espace , trois axe» coordonnés obliques , respectivement parallèles aux trois directrices; nîais, afin de manifester clairement la
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position d*un point remarquable de la surface , nous pla^ cerons cette origine au centre du parallélipipède conf'io- i4* struit de la manière suivante. Par la droite 6 concevons un plan 6CD parallèle à 6", et par B' un plan B'EF aussi parallèle à B"^ ces deux plans, nécessairement distincts d'après les conditions admises ci-dessus, se couperont suivant une droite A" évidemment parallèle à B^. De même, par B et B" concevons deux plans BGF et B"HK parallèles à B', lesquels se couperont suivant une drpite A' parallèle à B'^ et enfin , par B' et B'' imaginons deux plans B'EI et B"HF parallèles à B, dcmt Tintersection sera une droite A parallèle à B. Alors , ces six plans formeront bien un parallélipipède, au centre duquel nous allons placer Torigine des coordonnées, en menant Taxe OX parallèle à B, FaxeOY parallèle à B', et OZ parallèle àB".
152. Gela posé , en désignant par 2 a, a 6, a y, les longueurs de trois arêtes contiguës du parallélipipède précédent, les équations des trois directrices seront évidemment
La génératrice mobile sera représentée par
mais il faudra y joindre les conditions qui expriment que cette ligne a toujours un point de commun avec (B'%
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avec(B' ), et aussi avec(B)) ce qui donnera (n** 25),
Les €[iiatre constantes m, n^p^q^ se trouvant ainsi liées par trois relations , il en reste une seule d'arbitraire , hi , par exemple; si donc on lui attribuait successivement diverses valeurs , m = i , a , 5 ,...., et que Ton calculât les valeurs correspondantes de /2 , /^ , ^ , pour les substi- • tuer dans (G), on obtiendrait les équations d'autant de positions particulières de la génératrice \ mais si , au contraire, on élimine m, n^p^ q entre les cinq équations précédentes, le résultat fournira entre x^y^ z, une relation qui conviendra en même temps à toutes les poisitions de la génératrice, et qui sera Téquation du lieu géométrique engendré par cette droite mobile. Or les équations (16), (17) et (G) donnent, en les combinant deux à deux,
et ces valeurs substituées dans (i5), conduiront à
(18) cnyz -h ^zx -f- '^xy -h a67 = o.
La surface représentée par cette équation est du second degré •, elle admet un centre qui est l'origine O des coordonnées actuelles, puisque (n^ 93) la somme des exposants des variables est paire dans chaque terme, comme le degré de l'équation. Ensuite, parmi les surfaces douées d'un centre , il n'y a que Vkyperboloïde à une nappe qui admette des génératrices rectilignes (n^ ^^2); donc l'équation (18) représente bien un tel hyperboloïde , elles
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axes coordonnas actuels sont évidenunent (n^ Itô) trois arêtes du cône asymptote de cette surface (*).
153. D'ailleurs, la forme symétrique de Tëquation (i8) manifeste clairement l'existence du second mode de génération que nous avons reconnu dans Thyperboloïde (n^ 150). En effet, si l'on prend ppur directrices de la droite mobile G du n*' 151 , les trois droites A, A', A", qui sont les arêtes opposées à B, B', B", ^ans le parallélipipède de Ib. fig. 14? les équations de ces nouvelles directrices seront
=rH-
et alors la génératrice G va décrire la même surface, puisqu'il suffira évidemment, sans nouveaux calculs , de changer dans Téquation (i8) a, 6, yen — a, — 6, — y, ce qui n'altère pas cette équation. D'ailleurs les iroî»' droites A, A', A" ne sont autres jque des positions particulières de la génératrice G, lorsqu'elle glissais sur B, B', B", dans le premier mode; car la ligne A, par exemple , coupe B' et B", et se trouve parallèle à B 5 de sorte qu'elle doit être regardée comme s'appuyant sur ces trois dernières droites. Dpnc, lorsqu'on a fait mout^ir une droite sur trois directrices rectilignes ^ on peut prendre^
(*) Oest M. J. Binet qui a fait connaître Texistence du parallélipipèdo remarquable que nous venons d^employer, ainsi que celle de beaucoup d^autres qui sont ausM coneentriques avec Thyperboloïde. {Yoyee lexvt*oa> hier du Journal de l'Ecole Polytechnique.)
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à leut- tx>ur trois quelconques des positions de la génératrice pour nouvelles directrices , et en faisant glisser sur celles-ci V une des premières directrices^ on retroui^era le même hypôrholoï^e que dans le premier mode.
154. Si Ton admettait que deux des directrices ^' et B' sont dans un même plan, la surface se réduirait, comme on doit le prévoir aisément , au système de deux plans , dont Tun serait celui des deux directrices en question , et dont l'autre passerait par le point commun à ces deux droites et par la troisième directrice. Effectivement, dans l'hypothèse a = o, l'équation (i8) se décwnpose dans les deux suivantes :
Mais il ne faut pas chercher à déduire de l'équartion (i8) le cas particulier où les trois directrices i^eraienlparallèlçsàun même plan; car alors il eût été impossible de prendre , comme nous l'avons fait , les trois axes coordonnés prallèles à ces droites. Nous traiterons jjus tard (n** 179) ce cas, qui est aussi fort intéressant.
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Discussion des surfaces dépourvues de centre.
155. Les surfaces du second degré qui sont dépourvues de centre sont toutes comprises dans l'équation (20) du n® 117, où les diverses combinaisons de signes des coefficients se réduiront toujours aux^ deux suivantes :
-hP'j*±:PV = -hQj?.
En effet, on pourra d'abord rendre positif le premier coefficient P', s'il ne Tétait pas, en changeant les signes de toua les termes de Téquation donnée. Ensuite, quand Q sera négatif, il suffira de remplacer x par — x' pour ramener Féquation à la forme précédente ] or , comme ce changement équivaut à compter les x positifs dans le sens opposé à celui qu'on avait adopté d'abord , on voit que le signe de Q ne peut avoir d'influence que sur la position de la surface, et non sur sa forme; c'est pourquoi nous nous arrêterons au cas où il est positif, et ainsi cette classe de surfaces ne présentera que deux genres vraiment distincts, appelés le paraboloïde elliptique et le paraboloïde hyperbolique, à cause de la nature des sections qu'ils admettent.
156. Paraboloïde elliptique., L'équation avec les signes explicites , est alors de la forme
(i) py + pv = Qar.
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Cette surface ne coupe évidemmejat les axes qvHk Torigiue des coordonnées, et la droile.OX, intersection des plans XY et XZ qui sont ici le»émkprinc^aux (n^ 1 17}, est l^axe unique et indéfini du paraboloïde. Ces mêmes plans donnent pour sections principales deux paraboles AOA', BOB', ayant pour équations Fie. 2a.
a = o et x^ii=px=zpx,
iOt
et si Ton introduit leurs paramètres ;e7 , p\ dans Féquation (i), à la place des coefficients P', P", elle prendra cette foraie plus symétrique
Les sections parallèles au plan YZ, ou perjïfendî
culaii'es à Taxe du paraboloïde , sont représentées par
(3) x = h "et t.j>^*L — h;
on voit que ce sont toujours àes ellipses, telles que ABA'B', semblablei èntte elles , puisque leurs axes*, qui s'obtiennent en posant tour à tour z==ô^ j^=o, dans l'équation (3)', conservent un rapport indépendant de h. Ces ellipses s^agrandissent indéfiniment avec fi , taiit que cette quantité est positive ; mais elles deviendraient ihia-^ ginaires, si h était négatif : d'où Ton conclut que le paraboloïde actuel ne s'étend nullement du côté des x négatifs.
158. Lorsqu'on Sip=p\ les ellipses précédentes (3) deviennent évidenunent des cercles , dont les centres sont situés sur QX» et dont les plans sont perpendiculaires à
qui sont les asymptotes communes à toutes les hyperboles précédentes projetées sur ce plan TZ.
i62. De là on doit conclure que le paraboloïde hyperbolique est une surface composée d'une seule nappe continue, qui s'étend indéfiniment vers les a? positifs et vers les X négatifs , mais dont la courbure présente une forme opposée dans ces deux régions. En outre, cette surface ne sera jamais de réifolution, quand bien même on aurait p=:p\ comme cela est arrivé (n** 458) pour le premier paraboloïde; et effectivement, nous allons démontrer que le paraboloïde hyperbolique ne peut admettre ^our section plane aucune courbe fermée.
163. Combinons l'équation (5) avec celle d'un plan quelconque
z =r mx -f- 71/ -H A ;
ir viendra, pour la projection de la section,
■ (7) {p' T P^^) y^ ~~ pm^^ — %pmnxy h- . . , . = o.
Ici la quantité B* — 4AC = -^pp'm}\ donc , toutes les sections planes faites dans la surface qui nous occupe sont des hyperboles ou des paraboles '^ et ce dernier cas arrive seulement quand tw = o , c'est-à-dire quand le plan sécant est parallèle à Vdxe OX. C'est la nature de ces sections qui a fait nommer cette surface paraboloïde hyperbolique : cependant, parmi les hyperboles, il faut comprendre le système de deux droites qui se coupent , et parmi les paraboles , le cas d'une seule ligne droite •, car ces variétés se retrouvent dans l'équation (7), lorsqu'il arrive que son premier membre peut se décomposer en deux facteurs rationnels, ou bien quand m = o avec p' — pn*=o.
Dans ce dernier cas, où la section est une droite uni-
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que, le plan sécant se trouve parallèle à run des deox plans directeurs dont nous parlerons au x^ 171.
164. Propriétés communes aux deux paraboloïdes . Chacune de ces surfaces peut être engendrée par une des deux paraboles principales, OB par exemple, qui se mouvrait parallèlement à elle-même (^), et de fnanière que son sommet glissât constamment sur l * autre para-^ bole principale OÂ.
Considérons d'abord le paraboloïde elliptique où ces Fig. aa. deux courbes ont pour équations , \
OA....Z=:0 et y^:=zpXy
OB , . . . j^ = o et z^ = /? 'a:.
Lorsque la génératrice mobile OB sera venue dans une position quelconque DE, son sommet D, dont je désigne les coordonnées par 00' = a, 0'D = 6, se projettera en (y sur le plan XZ \ et cette courbe étant dans un plan parallèle à ce dernier, elle conservera en projection le même paramètre p-^ d'où il suit que la parabole DE aura pour équations,
D'ailleurs, le sommet D devant toujours se trouver sur la directrice OA , il faudra que ses coordonnées :e: = a , j^ =; S , z = o , satisfassent aux équations de cette dernière courbe, ce qui fournira entre les constantes arbitraires
(*) On entend par là que deux tangentes ou deux cordes quelconques de cette courbe demeurent toujours parallèles à leurs directions primitives , ce qui entraîne évidemment le parallélisme du plan de la courbe; mais cela exprime en outre que cette courbe ne tourne pas dans son plan mobile.
a et S la rdation
(lo) 6* = pat..
Cela posé, si Ton attribuait à a diverses valeurs successives «= 5, a= 6, . . . . , on déduirait de (lo) les valeurs correspondantes de S , et en substituant ces valeurs simultanées dans (8) et (9) , on obtiendrait les équations de telle ou telle position déterminée de la parabole mobile DE ; mais si , au contraire , on élimine les constantes a, 6, entre les trois équatiom (8), (9) et (10), le résultat conviendra alors à toutes les position9.de la génératrice, et représentera le lieu géométrique parcouru par cette ligne mobile. Or, en tirant de (8) et (9) les valeurs de a et 6 , pour les substituer dans (10) , on trouve
ou p 'y^ -f- p^ = pp 'x,
résultat qui coïncide avec Téquation (a) du n^ 156, et prouve ainsi que la surface engendrée par le mode indiqué plus haut, est effectivement un parabolcûide elliptique.
Fie. a3. 168. Quant au paraboloïde hyperbolique dans lequel les deux paraboles principales ont pour équations
A . . . . z = o et y^ = px, OB. . . ./ = o et z* =3 — p'x^
on verra, par des considérations toutes semblables aux précédentes, que cette dernière courbe, parvenue dans une position quelconque DE , sera représentée par
Ensuite les constantes arbitraires 00'=a,0'D = 6, devant encore vérifier Téquation de la parabole OA , se
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liouveront aussi liées par la relation
de sorte qu'en raisonnant comme ci-dessus , il faudra éliminer a et 6 entre les équatiom (n)? (12) et (i3), ce qui conduit à
résultat qui , par son identité avec Téquation (5) du n*' 460, prouve que le paraboloïde hyperbc^que peut aussi être engendré par la parabole OB qui we mouvrait parallèlement à elle-même, et de manière que sonsom'met glissât constamment sur r autre parabole principale OA.
166. Tous les plans diamétraux ^ dans les deuxparabokiides, sont parallèles à Vaxe OX de la surface. En effet, si ron recourt à la formule générale (5) du n^ 105 ,
dx dy dz
pour l'appliquer à Téquation des surfaces dépourvues de centre,
p'y^-^pz^=pp'^^
onp' pourra être supposé positif ou négatif, on trouve ( 1 4) np'nx-h ipz =pp 'm, ^
équation qui représente un plan évidenunent parallèle àOX.
Réciproquement, tout plan qui sera parallèle à OX» et représenté par une équation donnée
(i5) Rr->Tz = K,
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sera un plan diamétral du paraboloïde , puîsqu'en îdetitifiant l'équation (i4) avec (i5), on en déduira pour m et n des valeurs toujours admissibles
_2K Rjp
167. l^ous les diamètres des paraboloïdes sont parallèles à Faxe de la surface^ car ces droites sont (n** 404) les intersections de deux plans diamétraux, et nous venons de voir que ceux-ci se trouvent toujours parallèles à OX.
Réciproquement, toute droite menée parallèlement à Taxe d'ufiL paraboloïde sera un diamètre de cette surface, puisque deux plans conduits par cette droite seront diamétraux (n® 166).
168. Des génératrices rectilignes. Il s'agit d'eo^aminer si une droite peut être appliquée dans toute sa longueur indéfinie sur un paraffoloïde j or, comme la forme limitée du paraboloïde elliptique fait assez prévoir qu'il ne saurait jouir de cette propriété , et que d'ailleurs il suffira d« changer le signe de p' pour appliquer les résultats à ce genre de surface, nous allons effectuer cette recherche spécialement sur le paraboloïde hyperbolique, dont l'équation avec les signes en évidence , est
(i6) py^-^pz*=pp'x.
S'il existe une droite située tout entière sur cette surface, &a projection horizontale sera de la forme
(17) jrz=flur4-€,
où a et 6 sont deux constantes indéterminées ; et le plan projetant représenté aussi par cette équation (17), devra
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^onmer par sa combinaison avec la surface (i6), une intersection du second degré dont une branche soit recti-ligne j et par suite Fautre branche le sera pareillement. Or, «en éliminant x entre (i 6) et (i 7)5 parce que la projec* tien sur le plan YZ es,t la plus intéressante , on obtient
et pour que cette équation puisse se décomposer en deux facteurs du premier degré , il faut que le second membre soit un carré parfait, puisque le premier membre en est un , ce qui exige que Ton pose
or a 4*
Cette relation unique entre 6 et a laisse arbitraire une de ces quantités ; par conséquent il existera une infinité de droites situées sur la surface, et dont les projections, déduites des équations (17) et (18) où Ton aura substitué la valeur de 6 , seront
La troisième projection se déduirait de celles-ci par Télimination de y^ et aurait la forme
169. Avant d'aller plus loin, observons que ces résultats deviendraient imaginaires, si Ton changeait le
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signe du paramètre p'^ d'où il résulte cpie le parabolotde elliptique n admet aucune génératrice rectiligne.
170. Quant au paraboloïde hyperbolique, les diverses droites qu'il admet, pour des valeurs successives de l'indéterminée 4x , ont deux à deux une projection horizontale commune ; mais comme elles se distinguent sur les autres plans , on doit les partager en deux systèmes (A) et (B). savoir :
vf('-^> 1— V?M)^
Pour mieux apercevoir les positions respectives de très Fie. a4. lignes, séparons les trois plans coordonnés, en les transportant parallèlement à eux-mêmes jusqu'à une certaine distance \ et alors on reconnaîtra que les projections horizontales de toutes les génératrices des deux systèmes sont des' tangentes MT, MT, ... à la parabole principale y^ = px. En effet, si nous combinons cette dernière équation avec (19), pour avoir les points communs à ces lignes, il vient
résultat qui, étant un carré parfait, annonce que les abscisses des points de section de MT avec la parabole OA sont toutes deux égales , ainsi que les ordonnées qui se
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déduiraient de (19) ^ par conséquent la droite MT est bien tangente à la parabole horizontale OÂ.
On s'assurerait d'une manière semblable , que les projections des génératrices sur le plan XZ^ lesquelles $ont représentées, pour chaque valeur de a, par la double équation (21), se trouvent des tangentes ES et RV, ... à la parabole principale -2" = — p'x.
171. Quant aux projections des génératrices sur le planYZ, les secondes équations des groupes (A) , (A') , (A"), . . . , où les coefficients des variables sont indépendants de a , a', . . . , montrent que ces projections sont des droites parallèles y NA , N'A', .... ; donc les plans projetants sont parallèles entre eux , et par suite , les génératrices dans l'espace se trouvent toutes parallèles à l'un de ces plans. Le paraboloïde hyperbolique offre donc cette propriété remarquable, que toutes les génératrices du système (A) sont parallèles à un même plan aO'X, qui a pour équation
ce plan, ou tout autre de même direction, se nomme le plan directeur des droites du système (A).
Une relation semblable a lieu pour les droites du système (B); car les secondes équations (B), (B'),. . . montrent que leurs projections sur YZ sont des lignes parallèles ^^^^^^\..r^àxm^ ces génératrices, danslespace, sont toutes parallèles au plan directeur iO'X, déterminé par l'équation
=-Vf
Observons que les deux plans directeurs se coupent
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toujours suivant Taxe OX du paraboloïde , ou suivant une parallèle à cet axe; et ils se trouveraient perpendiculaires entre eux, si l'on SLyMp=p\
172. Deux droites quelconques (A) et (A') d^un même système ne se trouvent jamais dans un même plan. En effet, leurs projections sur le plan YZ sont parallèles: donc les génératrices en question ne se coupent pas; d'ailleurs elles ne sont point parallèles dans l'espace, puisque leurs projections sur XY se coupent nécessairement, comme tangentes à une même parabole : donc ces deux génératrices ne sont pas dans un même plan. Ainsi le paraboloïde hyperbolique, considéré comme le lieu des diverses droites {A), (A'), (A''), . . ., est une surface gaucJie(n** '1-49), mais qui offre cette circonstance particulière , que ses génératrices rectilignes sont toutes parallèles à un même plan aCXX.
Une conséquence analogue a lieu pour les droites du système 6, qui ne se trouvent jamais deux à deux dans un même plan.
FiG. a4. 173. Au contraire, une droite quelconque du système (A) coupe toutes celles de l'autre système. Cela est évident pour les génératrices (A) et (B), situées toutes deux dans le même plan vertical MT, et projetées suivant NA et NB; mais comparons (A) avec (B'). Leurs projections sur YZ se rencontrent en E ; et comme en menant de là Une parallèle à OX, elle n'ira percer le paraboloïde qu'en un seul point D ]}uisque l'équation de cette surface est du premier degré en :i: , il est certain que le point projeté en E etD, est commun aux deux génératrices. D'ailleurs l'analyse conduit à la même conséquence ; car, si Ton combine les quatre équations (A) et (B') du n® 170, on verra aisément qu'elles s'accordent à donner une même valeur pour fj après l'élimination des variables x et z.
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On démontrerait d'une manière semblable , que chaque génératrice (B) coupe toutes celles du système (A).
174. Or , puisque le mouvement d'une droite est complètement déterminé par la condition de s'appuyer sur trois autres droites fixes (n^ 149) , il s'ensuit que si l'on fait glisser la génératrice (A) sur (B), (B') et (B")^ elle ne pourra prendre que les positions (A'), (A")^ . . . qui déjà rencontrent ces directrices, et ainsi elle décrira le paraboloïdç hyperbolique. Sous ce point de vue, cette surface, devient un cas particulier de l'hyperboloïde à une nappe (n° 150), puisque ici les trois directrices (B) , (B'), (B") satisfont (n** 171) à la condition de se, trouver toutes parallèles à un même plan iO'X.
D'ailleurs les mêmes raisonnements font voir que , si (B) glissait sur trois droites du système (A), elle parcourrait encore le même paraboloïde^ de sorte que ce mode de génération est double.
175, Observons enfin que le mouvement d'une droite est aussi complètement réglé, quand on n'assigne que. deux directrices, avec la condition que la droite mobile restera parallèle à un plan donné. En effet, si l'on coupe les deux lignes fixes par divers plans parallèles au plan directeur, et que l'on joigne par d^s droites les points de section de chaque plan, on obtiendra autant de positions, de la génératrice.
D'où il suit que le paraboloïde hyperbolique peut encore être engendré par la droite (A) assujettie à glisser seulement sur (B) et (B'), et de plus à rester parallèle au plan donné aO'X^ car elle ne pourra prendre ainsi que les positions (A'), (A"),... qui déjà satisfont à ces trois conditions.
D'ailleurs ce mode de génération , qui est le plus commode dans la pratique, est aussi double comme le pré^
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cèdent {n^ m)^ puisqu^on peut produire le même para-* boloïde en faisant mouvoir la droite (B) sur (A) et (A'), avec la condition qu^elle demeure parallèle an plan di-« recteur iO'X.
176. Réciproquement, lorsqu'une droite quelconque A glisse sur deux droites fixes B et B' non situés dan» le même plan, en demeurant parallèle à un plan donné j elle engendre toujours un paraholoïde hyperbolique.
Prenons le plan directeur donne pour le plan coordonné XY , et choisissons le plan XZ parallèle aux deux directrices B et B', en laissant arbitraires , du reste, Fori-: gine O et les deux axe* OY , OZ ^ alors les directrices rapportées à ces axes obliques , seront représentées éyi*. demment par
(B) fz=:h, xz=zaz -\-b^
(B') r = A'» x=:a'z-Jfb'.
La génératrice qui doit être constamment parallèle au plan XY, aura des équations de la forme
OÙ les quantités a , 6 , y sont des constantes indéterminées ; mais il faudra y joindre Içs relations qui expriment que cette droite mobile rencontre toujours chacune des deux directrices , relations que Ton obtient (n° 25) par Télimination des trois variables x^y^z^ entre les équations (A) et (B), puis entre (A) et (B'), et qui sont
(23) h' i=zoL{a''^-^b')-^t.
Le$ trois constantes a, 6, )/ se trouvant ainsi liées par deux équations, une d'entre elles, par exemple oe, reste
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arbitraire; de sorte que si on lui attribuait diverses valeurs successives ce=i, a = 2,^..,on pourrait en déduire celles de è ety ; puis , eu substituant ces valeurs correspondantes dans les équations (Â), on obtiendrait succefisivement telle ou telle position déterminée de la droite mobile ; mais si au contraire on éHmine a , 6 , y entre les quatre équations (22) , (23) et (A) , le résultat conviendra alors à toutes les positions de cette génératrice , et sera par conséquent Téquation du lieu géométrique parcouru par cette droite. Or , par des soustractions évidentes, on élimine aisément S et y, et l'ou obtient
jr — h = a.(jc — az — b)y d'où Ton déduit , en éliminant a ,
(24) xz(a^a')-\-j{h-^h''\-^z{afh-'ah')-^x(h'—h)^hh''-h'h.
Cette surface est du second degré, et elle n admet point de centre^ car le ternie x{K — k) qui est de degré impair y ne pourra jamais disparaître (n*^ 94) en transposant les axes actuels parallèlement à eux-mêmes, puisque ce terme, étant le seul qui soit fonction de x, conservera toujours le même coefficient donné Qi — A). L'équation (24) représente donc un des deux paraboloides ; et c'est évidemment le ^araèo/oi'rfe hyperbolique, puisqu'en posant a: = 0, on obtient une hyperbole, ce qui ne saurait convenir (»^ 159) à l'autre paraboloïde; d'ailleurs, ce dernier n'admet pas (li^ 169) de génératrice rectiligne (*).
(*) Si Ton supposait h == h' y Péqoation (a4) m décomposerait en deux facteurs du premier degré, lesquels représentent deux plans qui se coupent. En effet , cette hypothèse revient à dire que les defux directrices B .
177. Si nous n'avions pas voulu offrir au lecteur m» exercice de calcul propre à servir de guide dans les eas généraux , nous aurions pu arriver à un résultat beaucoup plus simple, en choisissant les axes coordonnés d'une manière encore plus particulière. En ^et, en conservant le plan directeur donné pour le plan XY, on peut : i^ choisir Taxe OY de manière qu'il passe par les deux points où ce plan est rencontré par les directrices B et B' ; a** placer Torigine O au milieu de cette distance (*) ; 3^ conduire le plan XOZ suivant deux droites b et V me-^ nées par le point O parallèlement à B et B', ce qui déterminera la position de Taxe OX^ 4^ enfin, diriger l 'axe OZ de sorte qu'il divise en deux parties égales une parallèle à OX tracée dans l'angle bOb\ Avec de tels axes obliques j les droites B et B' se projetteront sur le plai> XZ suivant des lignes passant par l'origine , et elles auront évidemment pour équations
(B) x=z-^h, x = 'i-az, (B') X = — à y X z=z — az,
ta génératrice aura encore des équations de la forme
(A) 2 = 7> . X = ax'-h^; mais pour qu'elle s'appuie constamment sur (B) et
6t B' soDt sitaées dans un même plan y^^h^el alors la génératrice mo* bile, toujours parallèle au plan XY, i^ç peut plus prendre qqe Pun dç ces deux mouvements : i^ décrire le plan même des deux droites B et B'; ao passer constamment par le point de section de celles-ci , et décrire un plan parallèle à XY.
(*) 11 ne faut pas affirmer que cette distance, on cet axe OY, coïncidera avec la ylus courte distance des deux directrices , parce que cela supposerait que le plan directeur donné est perpendiculaire sur le plan parallèle à ces deux droites j ce qui peut ne pas arriver.
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sur (B'), on trouvera les conditions
6=0, A = «ay ;
de sorte qu'en éliminant «,6,7 entre les quatre dernières équations , on obtiendra pour la surface demandée^
(25) ajz^nhxy
résultat qui pouvait se déduire de Téquation (a4)? ^^ y supposant &=o 9 i'=o,a' = — a, A'= — h.
178. Observons que sous les deux formes (24) et (aS), les plans XY et XZ sont évidemment les deux plans directeurs du paraboloïde, auxquels les génératrices des deux systèmes sont respectivement parallèles (jOl* 171}.; et ici leur intersection OX est seulement parallèle à Taxe principal de cette surface : aussi quand on pose z=zzJiy o\iy = kj on trouve pour section une droite unique ^
179. Démontrons encore la réciproque du mode de génération indiqué au û*' 174, en cherchant Téquation de la surface engendrée par une droite mobile A assujettie à glisser constoinment sur trois droites fixes B, B', B", qui sont toutes trois parallèles à un même plan : on sous-entend d'ailleurs que deux quelconques de ces droites ne sont pas dans un même plan, parce que Thyppthèse contraire ne conduirait qu'à trouver le système de deux plans dont la position est facile à prévoir d^ar* vance (n^ 154).
Prenons le plan XY paraUèle aux trois directrices B, B', B'', et la première de ces droites pour l'axe OX : di-r rigeons l'axe OY parallèlement à B', et enfin par le .podnt arbitraire O, où se coupent ces axes, menons-en un troisième. OZ qui rencontre à la fois les trois direci^
l38 GHAPIT&E VUi.
trices ^ alors ces lignes auront pour équaik»i&
(B') x=o, zz=zh, (B") f=^axy zz=zh\
La génératrice sera représentée par
mais pour qu'elle rencontre chacune des directrices, il faudi'a (n° 25) y joindre les conditions
(î = o, a^ -f- 7 = G, 6X -I- ^ = fl (aX- + 7),
et en raisonnant comme au n** 176, îl s'agira d'élimiiier a, 6, 7, (Î5 entre ces cinq équations. Si d'abord on substitue les valeurs des trois dernières quantités dans les équations (A), il viendra pour une position quelconque de la génératrice ,
(2b) xz=zcL{z-^h), yz::z^^— L^y
puis enfin , éliminant a , on obtiendra pour le lieu géojiaétrique cherché,
(27) kyZ'^a[h — h)xz-=hky.
Or, dans cette équation du second degré, le polynôme D (n^ 95) qui sert de dénominateur aux coordonnées du centre , se trouve évidemment nul 5 ainsi la surface ne peut être qu'un des deux paraboloïdes , ou bien un cylindre (n® 96). Mais, cette dernière hypothèse étant manifiestement incompatible arec la directicm des génératrices qui ne sont point parallèles entre elles, il demeure certain que la sutface (27} est un paraboloïde hyperhcn
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ligue j puisque Fautre paraboloïde n'admet pa& (n^ 169) de génératrice rectilîgne.
i80. En outre, il est aisé de reconnaître que les posi-v tiens (A), (A'), (A"),. . . de la génératrice se trouvent aussi, comme cela doit arriver dans un paraboloïde, toutes parallèles à un même plan. En eflTet, ces diverses positions sont représentées par les équations (26), dans lesquelles on attribuerait à a des valeurs arbitraires et successives a, a", a**,... : or, si on élimine entre elles la variable z, pour obtenir la projection de la génératrice sur le plan XY, on trouve
et puisqu'ici le coefficient de x est indépendant de a , il s'ensuit que sur XY les projections de toutes les génératrices sont parallèles entre elles ; d'où il résulte que , dans l'espace, toutes ces génératrices sont parallèles au plan représenté par l'équation
181 . Observons enfin que dans les deux modes de génération employés n°* 17ft et 179, les directrices prises deux à deux, comme (B) et (B'), ou (B') et (B"), se trouvent coupées en parties proportionnelles par les positions successives (A), (A'), (A"), . r . . de la génératrice. En effet, ces dernières droites étant toutes parallèles à un certain plan , on peut mener par chacune d'elles un plan parallèle à ce plan directeur , et l'on sait que trois plans parallèles divisent toujours deux droites quelconques en parties proportionnelles. Cette propriété sert à construire
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très-sirapiMnent un modèlee/i relief du paraboloïde kj-i perbolique, en employant un quadrilatère gauche y dont: on divise les côtés opposés en un même nombre de par^ ties égales, réunies par des fils : voyez la Géométrie d^s,-^, crlptii^e^ n^ 555 et 566.
fHÉOIliMES SUR LA SIMILITUDE DES COURBCS, etC. l4l
Théorèmes cUi^ers sur la similitude des courbes et des surfaces quelconques^ sur les sections parallèles dans les sivrfaces du second ordre ^ etc.
182. Similitude des coubbes. Deux courbes d'un degré quelconque , situées dans le même plan (bu dans des plans parallèles), sont dites semblables et semblablement placées , lorsque, après avoir pris dans la première un point arbitraire O , et mené divers rayons vecteurs OM , ON , . . . , on peut trouver dans la deuxième Fie. a5. courbe un point O' tel que les rayons vecteurs OXM', CN', . . . tracés parallèlement aux autres et dirigés dans le même sens , aient avec ceux-là un rapport constant ; c'est-à-dire qu'on doit avoir
OM "~ ON
Lorsque ces conditions se trouvent remplies pour deux centres de similitude O et O', il en existe une infinité d'autres. En eflet, prenons un point I arbitraire, et tirons parallèlement à OI, la droite OT sur laquelle nous porterons une longueur telle que
alors on démontrera aisément par des triangles sembla-
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bles, que Jes rayons vecteurs IM et TM', IN etl'N',. . . sont respectivement parallèles et ont entre eux le rapport k : par conséquent les points I et I' seront encore deux centres de similitude côrt*espondants.
183. Il est bon d'observer que, dans les courbes semblables déforme et de position, les tangentes aux extrémités de deux rayons vecteurs homologues OM et O'M', sont toujours parallèles entre elles. Eii eflTet, les triangles OMN et CM'N', évidemment semblables, prouvent que les sécantes MN et M'N' sont parallèles 5 or, comme cette relation continuera de subsister à mesure que les rayons ON et O'N' formeront avec les droites fixes OM et O'M', des angles plus petits, mais toujours égaux entre eux, il s'ensuit que quand ces angles deviendront nuk ensemble, alors les sécantes, réduites à dei^ tangentes, se trouveront encore parallèles.
184. Si les rayons vecteurs qui sont proportionnels n'étaient pas respectivement parallèles, mais du moins formaient des angles égaux avec deux droites fixes OX et O'X', de direction différente, les coui*bes seraient semblables de formée seulement, et non de position. Alors, pour rétablir la similitude sous les deux rapports, il suffirait évidemment de faire tourner la seconde courbe autour de O', d'une quantité angulaire marquée par l'angle compris entre les droites OX et O'X'.
Enfin, si, après cette rotation, 09 transportait la seconde courbe parallèlement à elle-même ^ de manière à faire coïncider le point O' avec O, les deux courbes semblables deviendraient concentriques y quaùt à leur centre de similitude.
\ 85. Pour exprimer analy tiquemcnt les conditions de la similitude déforme et de position , représentons par
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les é<{uation8 des deux courlïes rapportées aux mêmes axes cpielconques OX, OY; alors, en adoptant pour centre de Fie. a5. similitude de la première courbe Forigine O des coordonnées , il devra exister dans la seconde un centre correspondant 0\ dont nous désignerons les cooiïlonnées inconnues para, S. Or les triangles semblables MOP et M'O'P' montrent qu'on exprimera complètement la pro* portionnaliîé et le parallélisme des rayons OM et O'M', en posant Ie$ deux conditions
ou bien
dans lesquelles k est une constante inconnue , mais essentiellement positii^e^ à moins qu'on ne voulût admettre une similitude inverse j dans laquelle les rayons vecteurs proportionnels auraient des directions précisément contraires ; car, dans ce cas , les numérateurs des fractions (3) et (4) devraient être remplacés par a — x' et S — j-^ ce qui reviendrait à supposer k négatif.
Cela posé ^ puiscpie les coordonnées des deux courbes semblables (i) et (a) doivent avoir entre elles les relations (3) et (4) , si Ton tire de ces dernières les valeurs de X et jTj pour les substituer dans (i) , le résultat
devra se trouver identique avec Téquation (2)^ car l'une et l'autre expriment une relation entre les coordonnées de la seconde courbe rapportée aux mêmes axes. Il faudra donc, dans chaque exemple, ordonner et identifier \e^
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équations (2) et (5); puis, voir si Ton peut satisfaire aux conditions qu'amènera cette opération, par des valeurs réelles et finies des constantes inconnues a, S et h, Tou-* tefois la dernière de ces quantités peut être imaginaire , sans que la similitude cesse d'exister sous le rapport analytique , ainsi que nous le verrons plus loin , dans les hyperboles conjuguées (n** 190).
186. Appliquons cette marche à deux courbes du second degré , représentées par
(6) Aj» H- Bxx -4- Co?^ H- Dr -h Ex -4- F = o,
{7) Ay -h B'^y + C'x'' -h DV -I- E'x' -h F' = o.
En substituant dans la première , pour x et y, leurs valeurs tirées des relations (3) et (4) , il vient
-+-(A6» 4-Ca» + Ba6 — ^D6 — ;tEa-hFiti)= o,
équation qui , devant être identique avec (7) , exige que Ton ait les cinq relations
, , A D* — 2A6 — Ba
A E^ — aCa — B6
, ^, A A€» -{- Ca* -h Ba6 — ^D6 — AEa H- FP
mais comme il y entre trois inconnues a, 6 et ifc, les conditions de similitude , proprement dites, seront au nombre de deux, qui s'obtiendront par Félimination des in-
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connues; et d'après l'ordre adopté ci-dessus, ce sont le^ équations (9) et (10). Les trois autres serviront à déterminer «, ê et ky c'est-à-dire le centre et le rapport de similitude , comme nous l'expliquerons bientôt.
187. Il résulte des conditions (9) et (10) que deux courbes du second degré sont semblables et semblablement placées^ quand les coefficients des trois termes du second ordre, sont respectii^ement proportionnels dans les deux équations ; et comme en posant
il en résulte.
B' — 4AC = A»(B'^ — 4A'C
on voit que ces binômes caractéristiques se trouveront de même signe-, c'est-à-dire que les deux courbes semblables seront toujours du même genre.
D'ailleurs , si l'on conçoit la courbe (6) rapportée à ses diamètres principaux, on aura évidemment
et pour que la seconde soit semblable , il fapdra admettre que
B' = o, et ^ — ^,
ce qui exprime évidemment que les deux axes de celle-ci sont parallèles à ceux de la première^ et que les uns sont proportionnels aux autres,
188. Dans le cas de deux paraboles, si Ton conçoit la première rapportée à son axe principal et à son sommet, on aura dans (6)
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et pour satisfaire aux conditions (9) et (10) , il faudra admettre que
ce qui indique que Taxe de la seconde parabole est parallèle à celui de la première , mais ne fait rien connaître sur
A la valeur du rapport p-. D'où il suit que deux paraboles
dont les axes se trompent parallèles^ sont toujours semblables de forme et de position , quels que soient leurs paramètres.
Il en résulte aussi que deux paraboles quelconques sont toujours semblables 9 du moins quant à la forme, puisqu'on peut (n*^ 184) faire tourner l'une de manière à rendre les axes parallèles entre eux.
189. Revenons maintenant aux équations (6) et (7), relatives à des axes quelconques, et en supposant remplies les conditions (9) et (10), calculons les inconnues a , 6 , k. Si , pour simplifier, on pose
les équations (11), (12), (i 3) deviendront
(i4) 2A€ -+- Ba = Dit — D'A ,
(i5) 2Ca 4- B6 = E/^ — E'A,
A6* -H Ca* -h Ba6 — mk — Ea>t = F'A — FJt\
dont la dernière, combinée avec les autres, peut être remplacée par la suivante qui est du premier degré
en ce, S :
(16) €(DX- 4- D7/)-f- a(E/t + E'A)=: 2(F;t^ — F 'A).
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Âlonron tire de (i 4) et (i 5) les valeurs
B^ — 4AC
puis , en substituant dans (i6), on obtient , après quelques réductions, une équation du second degré à deux termes, qui donne
, , ^ _ 4 / ~W(R'* ~ 4A^CM - lE\ Wty-iA'F^) '^ îyjWT.' - aC^DQ (.9) *- V*- aF(ft«-4AC) -.E(BD - aAÈ ) ^D(BJE; ^aCP )'
Cette valeur unique , puisque (n** 185) on doit prendre k positivement , ne fournira , dans les expressions de a et 6, qu'un centre unique qui corresponde à ^origi^e O des coordonnées , adoptée pour centre de similitude de la première courbe •, mais pour que a et S soient réels , il faudra en général que k soit aussi réel, condition qui ne dépendra point de la quantité numérique A, toujours positive, si Ton a eu soin de rendre tels les coefficients A' et A.
190. Toutefois , observons que le rapport de similitude k pourrait être imaginaire , et a , S réels , si dans les expressions (ly) et (i8) le coefficient de k se trouvait nul : et pour faire comprendre comment , dans un pareil cas , les conditions analytiques de la similitude continuent d^ètre remplies , nous çiteroQS Texemple de deux hyperboles conjuguées^ représentées par
ay^ — è»x' -H tt'A» = o, a'j"— è»x'« — a^h^ z= o.
On trouvera ici
lO.
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ce qui indique que les deux centres de similitude coïncident avec le centre de figure commun aux deux courbes. Or, si de ce point on mène deux rayons vecteurs parallèles , terminés respectivement aux deux hyperboles , on verra que Fun est imaginaire quand Fautre est réel , et réciproquement ; mais en calculant leurs expressions analytiques, on trouvera qu^elles sont de la forme
de sorte qu^il sera vrai de dire que leur rapport est constant et égal à \/ — i .
191 . Les diverses sections parallèles ^zYe^ dans une même surface du second ordre, sont des courbes sentrblables de forme et de position. Considérons d'abord les surfaces douées d'un centre , et combinons leur équation générale
(ao) Pje' -(- py 4- pv = H
avec celle d'un plan quelconque
(21) z = éld? -f- ^>- -f- ^.
En éliminant z , la courbe d'intersection , projetée sur le plan XY, sera représentée par
(22) (P + PV)x» + (P' 4- P^'^V ■+■ 2P"fl^jy + 'i.V'a^x H- 2P"Aay + V"^ — H = o ;
et pour obtenir la section faite par un autre plan
z=ax -{-hx -^ S'y
parallèle au plan (21), il suffirait évidemment de remplacer i par â\ dans l'équation (22). Or ce changement
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n^altérant pas du tout les coefficients des termes du second degré qui sont ici indépendants de ^, il s^ensuit que les conditions (9) et (ïo) du n® 186 se trouveront bien vérifiées^ et par conséquent {fig^ ^5) les projections MN . . . Fio. a5. et M'N'. . . des deux sections parallèles ^ero/it^emi/ai/e^ de forme et de position. J^ajoute qu'il en est de même de ces courbes dans l'espace 5 car si , par les rayons vecteurs parallèles OM et O'M', ON et O'N', . . . , on mène des plans verticaux, ils couperont évidemment les plans des deux sections suivant des droites parallèles deux à deuXj et que je désigne par om et oW, on et o'n\ • . . En outre , il est facile de voir que l'on aura entre ces droites et leurs projections les relations suivantes (n^ 67)
OM = om . cos a , ON = on . cos 6, . . . , (yW == o'm'.cos a , O'N' = oV.cos 6, ... ;
mais comme la similitude des deux courbes MN ... et M'N'. . . donnait les rapports égaux
OM ON
on conclura des égalités précédentes la nouvelle suite de rapports égaux
om on , ^
o'/îi' oW
ce qui démontre bien la similitude de forme et de position , pour les courbes mn ... etm'n'.,, situées dans l'espace.
^ 192. Pour trouver le lieu des centres de toutes les sections parallèles au plan (21), observons que le centre d'une courbe dans l'espace se projette toujours sur le centre de
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la projection. Or, celui de la coia*be (aa) sera donné, comme pour une ^surface du second degré (n"" OS) , en égalant à zéro les dérives relatives à a: et ky^ c'est-à-dire par les é({uatîons simultanées
(24) (p' -h P"ô»)r 4- F^'abx 4- F'^bS = o ;
puis, en y joignant Téquation
(21) z = ax -t by -\- S
du pian £»écant, dans le^el doit être évidemment situé le centre cherèlié , on pourrait calculer les trois coordonnées du centre de la section qui , dans Tespace , répond à une valeur donnée de â. Mais si , au contraire , on élimine cette constante , variable d'une section à une autre , entre les équations (21), (aS) et (24), on obtiendra le lieu de tous les centres des sections paraUèles ; or, en iirant de (2 1) la valeur de â pour la s^ibstituer dans (23) et (24) ^ on trouve
(25) • Px -f- f'az = o,
(26) Vy -4- P"6z = o,
c'est-à-dire une droite passant par l'origine des coordonnées, qui est ici le centre de la surface (20) : donc le lieu des centres de tùiUes les sections parallèles est un diamètre de la surface,
193« Il est bon d^^bserver ^e ce diAmètrp efit conjugué avec celui des plans sécants qui passe par le centre de la surface. En effet, les équations précédentes reviealient à
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et réquation du plan diamétral conjugué avec ce diamètre , étant en général (n^ 105) de la forme
€Nf d4> d^
dx djr dz
elle deviendra pour la surface (20) ,
Vmx + P'/ïj -+■ P''z = o;
puis , par la substitution des valeurs précédentes de m et de n y elle se réduira à
z =2 ax -{- bjr,
qui représente bien un plan parallèle à celui de Téqua*don (ai).
194. Lorsque le plan sécant (21) a une direction pro« pre à donner des sections paraboliques , on pourrait se demander comment les centres de ces courbes se trouveront sur le diamètre (aS) et (26); mais si Ton cherche la con-dition nécessaire pour que Féquation (22) représente une parabole , on verra qu'elle rend en même temps ce diamètre parallèle au plan sécant , de sorte que leur rencontre, qui aurait dû donner le centre delà courbe , n'a ef-* fectivement lieu qu'à Tinfini.
195. Quant aux surfaces dépourvues de centre, qui sont toutes deux comprises dsftis Téquation
(27) py^ -+. pz^ = Pp'jCy
la section faite par un plan quelconque
(28) X = bf -h cz '^- Sy •
aura pour projection sur le plan YZ,
(29) py 4- pt* — pp'hy — pp'cz — pp'd = o ;
|52 CHAPITBE IX.
et puisqu'on faisant varier â seulement , les coefficients des termes du secoiid ordre ne changent pas , on en con.clura , comme au n^ 191 , que les sections parallèles sont^ dans Fespace , semblables et semblablement placées,
196. Le centre de la courbe (29) sera déterminé par les dérivées de son équation , égalées à zéro , savoir
et le centre de la section dans Tespace s^obtiendrait en joignant à celle-^ci Téquation du plan sécant ^ mais puisqu'il faudrait (n^ 192) éliminer entre eUes la constante i pour avoir la ligne des centres , il s'ensuit que cette ligne est déterminée par les équations (3o) et (3i) , qui se trouvent ici indépendantes de â. Or, comme ces équations représentent une droite parallèle à l'axe OX du paraboloïde , on doit en conclure que le lieu des centres des sections parallèles est encore un diamètre de la surface, d'après ce que nous avons prouvé au n^ 167 sur les diamètres des paraboloïdes.
197. On verrs^ aisément qu'ici le diamètre, lieu des centres , a son plan diamétral conjugua situé à une dis- ^nce infinie , et que ce diamètre disparaît lui-même lorsque le plan sécant a une direction propre à donner des sections paraboliques. En effet, pour obtenir de telles courbes , il faudrait (n®* 159 et 163) rendre le plan sécant (28) parallèle à l'axe OX , ce qui s'effectuera en posant
è — - — - ^ — et ensuitç a = o ; mais comme cela revient à faire ^ =5 oo
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et c =: 00 , on voit qu^alors le diamètre représenté par les équations (3o) et (3i) s'éloigne tout entier à Fintini.
198. On peut déduire de ce qui précède, un mode de génération commun à toutes les surfaces du second degré, et qui en fournit la définition la plus propre à se prêter aux constructions graphiques de la Géométrie descriptive. Concevons que dans un^ ellipse ABDE , on ait tracé un Fie. a6. diamètre quelconque AD, et l'une de ses cordes conjuguées B£ ; puis que , dans un plan passant par cette corde et incliné d'ime quantité arbitraire sur le premier, on ait construit une seconde ellipse BCE ayant pour diamètres conjugués la corde BE et une ligne quelconque 2OC5 alors, si l'on fait mouvoir cette dernière elWj^se parallèlement à elle-même^ de manière que son centre O parcoure la droite AD, et que, ses diamètres conservant un rapport constant j le premier devienne successivement égal aux diverses cordes B'E', B'^E",. . ., on engendrera une surface qui sera évidemment un ellipsoïde , puisqu'elle sera le lieu de sections parallèles , semblables entre elles , et ayaint leurs centres sur le diamètre AD , lequel sera conjugué avec le plan mené par le centre O", parallèlement à l'ellipse mobile.
Si, d'ailleurs, on veut confirmer cette conséquence par un calcul direct , on imaginera trois axes coordonnés obliques, menés par le centre O", parallèlement à OA, OB , OC 5 l'ellipse directrice sera représentée alors par les équations *
et l'ellipse variable par
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mftis pour qu'elle ait un point commun avec la première , et que ses diamètres conservent un rapport constant , il faudra y joindre les relations
alors, en éliminant de ces quatre équations les constantes variables a, b\ c\ on arrivera aisément à
199. Pour obtenir, par ce mode de génération, les deux hyperboloïdes , il suffirait de remplacer l'ellipse directrice ABDE par une hyperbole dont AD fut un diamètre imaginaire, ou bien un diamètre réel. Quant au paraboloïde elliptiq[ue, il faudrait prendre pour directrice une parabole \ et si en même temps on substituait â la génératrice BCE une hyperbole dont BE fût le diamètre réel, on obtiendrait le paraboloïde hyperbolique. Seulement il faut observer, dans ce aernier cas, que l'hyperbole mobile arrivée en A se réduirait à ses asymptotes, et qu'au delà, la corde BE = 2i' devenant imaginaire, l'hyperbole se renverserait. En effet, ses diamètres ai'
et 2C V — I devant conserver un rapport constant, le second deviendra %c' quand le premier se changj^ra en afe'y— Y: ces circonstances sont d'ailleurs conformes a la nature du paraboloïde hyperbolique. (Voyez la Géornétrie descriptive, nP 89.)
200. Similitude des surfaces. Deux surfaces d'un degré quelconque sont dites semblables déforme et de position, lorsque, après avoir mené dans la première
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divers rayons vecteurs partant tons d'un même point arbitraire ) on peut trouver dans la seconde un point tel que les rayons vecteurs de cette surface ^ dirigés parai** lèlement aux premiers et dans le même sen^ , aient avec ceux4à un rapport constant*
D'aprèe cela^ si les surfaces rapportées aux mêmes axes ooordonnés sont représentées par
et si l'on désigne par (a, 6, y) le centre de similitude qui , dans la seconde surface , correspond à l'origine des coordonnées prise pour centre de la première , on verra aisément, conmie au n^ 185, que les conditions du paraïlélisme et de la proportionnalité des rayons vecteurs sont exprimées analytiquement par les relations
de sorte qu'en tirant de là les valeurs de x , j", ^ , pour les substituer dans F (x , j^, ^ ) = o , le résultat devra pouvoir être identifié avec F' {x\y\ ^') = o.
201 . Si l'on applique cette marche à deux surfaces du second degré , représentées par
(33) Ax*-+-A'r«4-AV-f-Br«-i-B'x«rt,BVH-Cx4-C'i'-hC''«-hE==o,
on trouvera^ pour établir l'identité comme au n^ 186, Ticaç^équations dont les dnq premières , savoir ,
a a' a" h h' h seront indépendantes des inconnues « , 6 , y , X^ , et par
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conséquent exprimeront les véritables conditions de la similitude^ les quatre dernières suriront à déterminer ces inconnues, quand les conditions (35) seront remplies.
202. On prouvera aisément, comme au n^ 187, <jue les relations (35) expriment que les deux surfaces (33) et (34) ont leurs axes principaux respectivement pa" rallcles et proportionnels. Il en résulte évidemment que deux diamètres menés dans ces surfaces sous la même direction, atiront~ leurs plans diamétraux conjugués parallèles l'un à l'autre.
203. Quand les deux surfaces (33) et (34) satisfont aux conditions de similitude (35), et qu'elles se coupent, la ligne d^ intersection est toujours plane. En effet, si l'on pose
et qu'on multiplie l'équation (34) par A, pour la retrancher de (33), il restera
(C — ch)x + (C' — c'h)x + {d' — c''h)z 4- E — eA = o ;
équation d'un plan qui, combinée avec une des deux proposées , devra donner tous les points communs aux deux surfaces : mais si ce plan ne les rencontre pas , l'intersection sera imaginaire*
On peut d'ailleurs observer que le plan de la courbe de section se trouve parallèle au plan diamétral qui, dans l'une ou l'autre surface , est conjugué avec la droite menée par les deux centres^ et pour s'en convaincre plus aisément, oa supposera que les axes coordonnés sont choisis parallèles aux axes principaux, ce qui ne change rien à la situation relative des surfaces. Fie. 37. !^4. {uoi^que deux surfaces d'un ordre quelconque
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sont semblables de forme et de position, et que leurs centres de similitude coïncident en O, si on les coupe par deux plans parallèles MNP, M'N'F, dont les distances au point O soient dans le rapport i : k des rayons vecteurs homologues , les sections ainsi obtenues seront nécessairement des courbes semblables. En effet, le» rayons OM, ON, OP, . . . menés aux différents points de la section faite par le premier plan , sont rencontrés par le second en des points qui donnent évidemment les relations
et par conséquent les points M', N', P^, . . . . sont bien sur la deuxième surface. D'ailleurs, en projetant ces rayons parallèlement à une droite quelconque O &)'&>, on aura aussi entre les projections , les rapports
donc les deux sections sont semblables, et leurs centres de similitude sont en (ù et (ù'.
20S. Supposons en outre que les surfaces en question soient du second degré , que O se trouve leur centre de figure , et que ]a droite arbitraire Oct>' (ù soit le diamètre conjugué avec le plan diamétral parallèle aux plans sécants : les points o) et c*)' deviendront (n^ 193) les centres de figure des deux sections. Mais le plan MNP coupera la seconde surface suivant une courbe mnp semblable avec M'N'F (n^ iOl)? ^t par conséquent semblable avec MNP, et dont le centre sera en a>. D'où il résulte que deux surfaces du second ordre, concentriques et semblables de forme et de position, sont coupées par un
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même plan quelconque suivant des courba semblables , semblablement placées et conoentrîgues.
Cette proposition s^applique avec avantage dans plusieurs questions de Géométrie descriptive, et entre autres à Thyperboloïde comparé avee le c^ie asymptote qui lui est semblable (n° 138); on en conclut que, pour trouver le centre et r espèce de la section que produira damla première surface un plan sécant donné, il suffit de chercher le centre et Vespèce de la seetien produite par Id'méme plan dans le cône asymptote ^ ce qui offre ui\,e construction facile, et quelquefois la seule praticable.
206. On s'appuie souvent aussi, dans la Géométrie descriptive, sur une propriété des surfaces du second ordre qui ne suppose nullement leur similitude , et dont voici l'énoncé.
Lorsque deux surfaces quelconques de cet ordre se coupent suivant une courbe plane y laquelle est par conséquent du second degré, il existe en général une autre ligne d'intersection, puisque la combinaison des équations des deux surfaites conduirait à un résultat du quatrième degré : or , cette seconde section est également plane f et c'est ce qu'on exprime en disant que , quand la couxBE n'sifTRÉE est plane, la courbe de sortie Pest pareillement.
Pour justifier cette assertion , il ne suffirait pas de dire que l'équation finale diu quatrième degré résultant de l'élimination d'une des variables, devra, dans PhypothèsiC admise, se décomposer en deux facteurs dont un appartienne à la courbe d'entrée , et dont Tautre soit par conséquent aussi du seeond degré : car cela prouverait seulement que la courbe de sortie se projette suivant une ligne du second ordre , mais ne ferait rien connaître de
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certain sur la nature de la section dans Tespace. Concevons donc les deux surfaces rapportées à trois plans coor^ donnés , dont un , par exemple le plan XY , soit celui de la courbe d'entrée commune aux deux surfaces (*); et dans cette hypothèse, représentons leurs équations par
(36) Ar*-hA'r*-+-AVH-Bir«H-B'a-«H-B''xr-+-0 4-C>-hC''«H-E = o,
(37) ua* -^- a'jr* -h a "z* ■+■ byg-i- h'xz + h'xy 4- ex -H <;'r H- c *« -h c = o.
Il devra exister alors , entre les coefficients , certaines relations provenant de ce qu(^ les deux surfaces ont une courbe commune située dans le plan XY -y en effet ,. si Ion posç z = o , il faudra que les deux équations
Ax* 4- Ay -+- Wxy -f- O + C'j^ -+- E = o, aa^ -f- a'j' + h"xy 4- cj: + c'y -4- e =r o,
soient identiques , et par conséquent les coefficients de Tune ne devront différer de ceux de Fautre, que par tm certain facteur commun X ; ainsi on aura nécessairement les conditions
(38) A = aX, A' = «'>, B" = y'>, C = c\ C' = c'X, E = <?X.
Cela posé, pour obtenir l'intersection complète des deux surfaces (36) et (37), combinons leurs équations, en multipliant la seconde par X et la retranchant de la première \ il restera , en ayant égard aux relations (38),
(39) (A''— «n>»^ (B — b\)yz'\- (B'— h'\)xz -f- (C— (^\) z =0.
Cette équation représente tme nouvelle surface qui contient encore tous les points communs aux proposées ^ et
(*) Cptte démonstration , remarquable par sa simplicité et sa rigueur^ «tt due à M. Binel, ainsi que la remarque du n<^ 900.
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qui, combinée avec l'une d'elles, fera con&aitre les diverses branches de Tintersection cherchée. Or Téquation (39) se décompose en ces deux-ci ,
z = o, (4o) (A" — an)z ■+.(B~- è%-h(B' — ^'X)x-+-(C" — c"X) = o,
dont la première fera retomber sur la courbe d'entrée; tandis que la seconde, qui représente évidemment un plan, ne pourra donner par sa combinaison avec (36} qu'une courbe de sortie plane.
207. Toutefois il peut arriver que cette seconde section n'existe pas; car, si les coefficients des trois variables dans l'équation (4o) étaient nuls ensemble, ce plan se trouverait tout entier à une distance infinie , et l'on rentrerait dans le cas du n^ 203, puisque les surfaces satisferaient évidemment aux conditions de la similitude. D'ailleurs, sans admettre ces hypothèses très -particulières, s'il arrive que le plan (4o) ne rencontre pas la surface (36), la courbe de sortie sera imaginaire ; mais toutes les fois qu'elle existera , elle sera plane.
208. Il est un cas particulier qui offre une circonstance remarquable : c'est celui où Féquation (4o) se réduirait d'elle-même à
(A'' — a ">) z = o ou z = o,
ce qui ferait coïncider la courbe de sortie avec la courbe d'entrée. Alors il ne faut pas croire que les deux surfaces proposées se coupent suivant une seule branche plane, comme cela arrivait dans le cas de la similitude (n^ 203) \ mais , à cause des deux racines égales qu'admet l'équation (39) réduite ici à ^* = o, on doit dire qu'il y a deux branches d'intersection réunies ensemble , et qu'ainsi les surfaces sont tangentes entre elles tout le long de cette
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courbe commune. Dans ce cas , les deux surfaces sont dites circonscrites Vuite à Vautre le long de la courbe située dans le plan XY, comme un cylindre ou un cône est circonscrit à une sphère le long d'un cercle.
209. Observons enfin que quand deux surfaces quelconques du second ordre ont un plan principal de com,'^ mun^ quelle que soit d'ailleurs la position des axes principaux , la ligne d'intersection est toujours projetée sur ce plan principal suiv^ant une courbe du second degré.
En effet, si Ton conçoit les deux surfaces rapportées à trois plans coordonnés rectangulaires, dont un, par exemple le plan XZ, coïncide avec le plan principal qui est commun aux deux surfaces, leurs équations ne devront alors renfermer (n** 101) aucune puissance impaire de la variable jfy et seront de la forme
Aor* H- Ay 4- A'V -+- B'xa -+- Cj? -h C^ -f- E = o , aa^ -f- a'x^ -h « V -f- b'xz -f- co: -h c'^z-h « = o;
de sorte que si on les retranche, après les avoir multipliées respectivement par a' et A', la coordonnée y se trouvera éliminée, et il restera une équation du second degré pour la projection de l'intersection sur le plan XZ. Cette remarque peut servir dans Y Épure relative à l'intersection de deux surfaces de rés^olution dont les axes se rencontrent^ puisque alors tout plan méridien est nécessairement un plan principal, et que celui qui passe par les deux axes , est évidemment commun aux deux surfaces proposées.
Des Sections circulaires dans les surfaces du second
ordre.
210. Il s'agit d'examiner si toutes les surfaces du second ordre peuvent être coupées suivant des cercles, par des plans convenablement inclinés ; et comme , dans ces surfaces, les sections parallèles entre elles sont toujoui's semblables,, il suffira de chercher parmi tous les plans menés par un même point , le centre ou le sommet , quels sont ceux <jui donnent des sections circulaires.
211. Les surfaces douées d'un centre sont représentées par l'équation générale
(i) Vx^ -h Py -f- P'V = -f- H,
où nous supposerons toujours que H a été rendu positif, et qu'il existe entre les coefficients des variables, les relations de grandeur
Lorsque ces relations qui n'excluent pas VégaUléy et où nous tenons compte des signes de P,,P', P'', ne seront pas vérifiées par l'équation donnée , il suffira d'y remplacer X pary ou par z , pour retomber sur l'hypothèse actuelle : et comme d'ailleurs un, au moins, de ces coefficients doit être positif, ce sera P qui remplira toujours cette condition ^ de sorte que les longueurs absolues des
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€ixes ou diamètres prin'cipaux , seront données par les équations
212. Cela posé, si nous menons par le centre, qui est ici l'origine des coordonnées , un plan quelconque , et que nous voulions obtenir la section même , et non pas seulement sa projection , il faudra recourir aux formules établies n® 85 , savoir,
x =r j:' ces ^ -^ y' CCS G . sin f , y = x^ sintf — /'cosô.cosf, z = y' sin ,
où les coordonnées x\ y\ sont parallèles aux deux axes rectangulaires OX', OY', situés dans le plan sécant (yî^. i5), et dans lesquelles 6 désigne Finclinaison de ce plan sécant sur le plan XY, et y Fangle que forme sa trace avec l'axe OX. En substituant donc dans (i), et supprimant les accents , il vient
(4) Pcos'ç P'sin>
x' -h aP ces f sin ^cos 6 — 2P'cos f sin ^ ces
xy -f- Pcos' 6 sin*^ P'cos^Ocos'fp P"sin»
Pour que cette équation en coordonnées rectangulaires représente un cercle , il faut et il suflSt que le rectangle des variables disparaisse, et que les carrés aient des coefficients égaux;-, on doit donc satisfaire aux conditions
(5) (P — P')sinf cos«cos0 = o,
(6) P cos^ ç -h P' sin^ ff = cos* (P sin»ç 4- P' cos^ (p) -h P"sin' 0.
Or, comme P et P' sont en général inégaux, on ne peut
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vérifier la première que de trois manières :
sin f = o , cos f = o , ou cos = o.
L'hypothèse sin ç = o , réduit l'équation (6) à
P' 4- P" tangue
P = P' co5'9 -h P'^sin'Ô = -— tI-,
I -H tang'ô
d'où l'on déduira la vaWur de tang 6, que nous emploierons de préférence au sinus , parce que les résultats seront plus symétriques et plus simples à discuter : puis, en opérant de même pour les deux autres hypothèses , on obtiendra les trois systèmes de valeurs qui suivent :
sin (p = o avec tang Ô = ± y p_^p,/ ,
/p — p^ «ange -± ypTTp'''
(8) ces flp = o
/p — p" (9) ces 9 = o tang ff =± V r-F'
Dans le premier système, le plan sécant passerait par l'axe OX ] dans le second, qui se déduit du premier en changeant P en P', le plan passe par OY ^ et enfin il passe par OZ dans le troisième système , qui se déduit du second en y changeant P' en P".
D'ailleurs , si nous négligeons , dans l'équation (5) , la solution fournie par l'hypothèse particulière P — P' = o, c'est qu'elle conduirait évidemment dans (6) au même résultat que les formules ( 7) et (8) quand on y pose P = P'.
213. Maintenant, la discussion des valeurs obtenues pour les angles et (f, devient bien facile par les conditions (2) admises précédemment 5 car on voit tout de
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suite que les formules (7) et (9) sont nécessairement imaginaires j quand P, P', P", sont inégaux, et qu'elles ne donnent rien de plus que les formules (8) , lorsque quelques-uns de ces coefficients sont égaux entre eux. Il ne reste donc , pour déterminer un plan sécant propre à donner des sections circulaires , que les valeurs
(8) cosf = o, tango =±: y/l^— L;
lesquelles montrent que ce plan doit passer par Vaxê OY, et qu'il peut avoir deux positions symétriques , représentées par la double équation
(lo) z=zx tango =z±. X y/^^—^;
mais il importe d^ examiner quel est, dans chaque surface douée d'un centre, celui des diamètres principaux qui coïncide avec l'axe OY par lequel doit passer le plan sécant. .
214. Ellipsoïde. Ici les trois coefficients P^ P', P'', sont tous positifs , et la condition admise
P>P'>P" revient à «<6<c;
de sorte que le diamètre principal 2,b qui coïncide avec OY, est raxe moyen de Tellipsoïde \ d'ailleurs l'inclinaison du plan sécant devient
tango =±-y/^^-^„
quantité facile à construire ^ mais il vaudra mieux déterminer graphiquement la trace du plan sécant sur TcUipse
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qui a pour axes aa et ac, et Ton verra bien qu'il suffit de chercher dans cette courbe un diamètre qui soit égal à 2&. 215» Lorsque rellipsoïde est de réuolutiorij on ne peut admettre ) d'après la relation (â), que les égalités suivantes :
P = P', d'où a := b,
ou bien P'= P", d'où b = c;
dans l'une et l'autre hypothèse, les deux valeurs de 9 se réduisent à une seule , d = o ou = 90^, ce qui annonce que le plan sécant n'est plus susceptible que d'une position unique , dans laquelle il passe par les deux axes égaux.
216. Enfin , si l'on avait P = P' = P\ la formule (8) donnerait pour 9 une valeur indéterminée^ et en outre il en serait de même de l'angle y , car alors les équations (5) et (6) se trouvent vérifiées identiquement. Dans ce cas, tout plan sécant quelconque donnera donc une section circulaire; et en effet, la surface (i) devient alors une sphère.
217. Hyperboloïde à une nappe. Pour cette surface, un seul des coefficients est négatif, et ce doit être P" d^près la relation (2) ; d'ailleurs cette même relation , combinée avec les équations (3) , entraine la condition a < ft , sans rien faire connaître sur la grandeur absolue de c. D'où il résulte que le diamètre principal ib par lequel passe le plan sécant qui donne des sections circulaires, se trouve ici le plus grand des deux axes réels; mais il peut être plus grand ou plus petit que 2e. La position du plan sécant se déterminera graphiquement comme au
218. Pour rendre l'hyperboloïde à nappe de résolution, il faut admettre que les deux coefficients de même
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signe, P et P', sont égaux ^ et alors la formule (8) donnant 6 = 0, mettre que le plan sécant n^admet plus qu'une direction unique , où il passe par les deux axes égaux, ^
219. Hyperboloïde à deux nappes. Ici il faut supposer négatifs deux des coefficients , et ce sont nécessairement P' et P", d'après la relation (2). Cette relation donne aussi
sans qu'il en résulte aucune condition sur la grandeur du seul axe réel 2a \ par conséquent le diamètre principal ib par lequel passe le plan sécant , est ici le plus grand des deux axes imaginaires,
A la vérité, le plan sécant déterminé par la formule (8), et mené par le centre de Thyperboloïde actuel , ne donnerait qu'un cercle imaginaire^ puisque l'équation (4) deviendrait ici
cela tient à ce que le plan sécant se trouve placé dans rîntervalle qui sépare les deux nappes de l'hyperboloïde ^ mais en menant un plan parallèle à celui-là et assez éloigné du centre, on obtiendrait une section réelle et circulaire j puisqu'elle satisferait, du moins analytiquement , aux conditions de la similitude avec la première section.
220. Ici , il ne peut y avoir égalité qu'entre les deux coefficients négatifs P' et P"; et comme cette hypothèse introduite dans la formule (8), donne = 90*', il s'ensuit que le plan sécant n'est plus susceptible que d'une direction unique, dans laquelle il passe par les deux axes imaginaires & et c qui sont égaux, La surface est alors de
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rév^olution autour de l'axe réel a \ et la grandeur de celui-ci, ou de P, ne modifie jamais les conséquences précédentes.
221 . n résulte de cette discussion que , pour les surfaces douées d'un centre , il n'y a que deux directions dans lesquelles un plan sécant mené par le centre puisse couper la surface suwant un cercle. Ces deux directions sont perpendiculaires à un même plan principal^ et tous les plans parallèles à Tune ou à l'autre de ces directions fournissent deux séries de sections circulaires, dont les centres sont sur deux diamètres qui , d'après le n*^ 193 , se trouvent nécessairement dans le plan principal dont nous venons de parler.
Dans l'ellipsoïde, ces plans sécants passent toujours par Vaxe moyen , ou lui sont parallèles.
Dans l'hyperboloïde à une nappe , ils passent toujours par le plus grand des deux axes réels , ou bien lui sont parallèles.
Dans Thyperboloïde à deux nappes, 'ces plans sécants sont tous parallèles au plus grand des deux ojces imaginaires.
Enfin , les deux séries de sections circulaires se réduis sent à une seule , quand la surface est de révolution.
222. Les conséquences et les formules trouvées n^ 213, s'appliquent à un cône quelconque du deuxième d^ré, puisqu'il suffirait, pour obtenir cette surface, de poser H==o dans l'équation (i), et que les valeurs de et de y sont indépendantes de H. C'est pour cela que, dans un cône oblique à base circulaire EBD , il existe , outre les
FiG. a8. sections parallèles à la base , d'autres sections nommées anti-parallèles j qui sont également circulaires , comme on le démontre en Géométrie (*) 5 il est facile alors de re- ' ... I ..III » I ..I I I , ■ . I I II I ■ . I II . I
(*) Voyez la Géométrie descriptive , n^ 747.
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trouver graphiquement les plans principaux et là direction des eûtes de ce cône , (pioique les longueurs de ces axes soient niulles (138). En eifet, la droite 01, sur laquelle sont les centres d'une série de sections circulaires , est un diamètre de la surface qui , d'après le n^ 221 , doit se trouver dans un plan principal perpendiculaire au cercle DE \ donc ce plan principal s'obtiendra en le faisant passer par 01 et par la perpendiculaire OP abaissée sur la base. Cela posé, le plan principal POI coupe le cône suivant deux arêtes OD , OE , et la droite OA , qui divise en deux parties égales l'angle de ces arêtes, est nécessairement un des axes principaux de la surface ^ d'où il suit que le plan OAB, mené à angle droit sur POI, est le second plan principal, et le troisième devra être mené par le centre O perpendiculairement aux deux premiers. D'ailleurs , les intersections de ces trois plans fourniront les axes principaux de la surface conique.
223. Examinons maintenant s'il existe des sections circulaires dans les paraboloïdes , représentés l'un et l'autre par l'équation
(il) p'f-irpz^=pp'x,
pourvu qu'on y suppose p' négatif quand il s'agira du paraboloïde hyperbolique. Si nous menons le plan sécant par l'origine des coordonnées, qui est ici le sommet de la surface, la section rapportée à des axes rectangulaires situés dans son plan , sera donnée par la substitution , dans l'équation (ii), des formules déjà employées,
a: = j:' cos 9 -h ^' cos 6 sin <p, y z=z x' sin(j> — y' cosô cosç , z = jr ' sin ô,
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et il viendra
Pour que cette équation représente un cercle, on sait qu'elle doit satisfaire aux deux conditions
(i3) /7'sin(pcos(pcos9 = o,
(i4) />' sin*^ = />' C08* ô cos* (f -H/?sin* 6.
Or, la première serait vérifiée par l'hypottèse sin 9 = 0^ mais cette valeur doit être rejelée , parce qu'en rendant égaux les coefficients de x^ et dej^' dans l'équation (12) , elle les réduirait à zéro, et la section ne serait plus un cercle.
Il reste donc les deux systèmes de valeurs suivantes, ,
(i5) cos<j) =r o avec sin =r db \/ — >
(16) ces© = sin cp = ± \/~,»
224. Cela posé , dans le paraboloïde elliptique , p et // sont de même signe: ainsi les systèmes (i5) et (16) sont tous deux réels ^ mais comme il faut de plus qu'im sinus soit moindre que l'unité , un seul de ces systèmes sera admissible. Si donc on a p^p\ on devra adopter cos 5) = o , et le plan sécant passera par l'axe OY; il pourra d'ailleurs recevoir deux directions représentées par
= :i;tang9=:±,ry--^,
P—P et par conséquent tous les plans parallèles à Tune ou à
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l'autre de ces directions fourniront deux séries de sec^ lions circulaires.
Si, au contraire, p'^p, il faudra adopter cos 6=0^ de sorte que le plan sécant passera par Taxe OZ, et sera susceptible de deux directions
^==^taiig<p===±:^y-7^,
auxquelles correspondront encore deux séries de sections circulaires produites par des plans parallèles à ceux que représente cette équation.
On doit remarquer que , dans tous les cas , les plans des cercles seront perpendiculaires à la parabole principale j dont le paramètre est le plus petit,
225. Dans le cas particulier où.p=p\ le paraboloïde elliptique est de résolution j et les deux systèmes (i5) et (16) s'accordent à donner
ff z= 90° avec 9 z=2 go° ;
ainsi il n'y a plus alors qu'une seule série de sections cir** culaires, dont les plans sont tous perpendiculaires à Vaxe de réi^olution OX.
226. Quant au paraboloïde hyperbolique, le coefficient y»' est négatif: ainsi les deux systèmes (id) et (16) étant l'un et l'autre imaginaires, cette surface ne peut être coupée suii^ant un cercle par aucuji plan; et l'on pouvait prévoir celte conséquence, en se rappelant (n*^ 163), que dans ce paraboloïde, les sections planes ne sont jamais des courbesyè/Trzé^^.
Toutefois , on pourrait regarder comme un cercle d'un rayon infini^ la section rectiligne fournie par l'hypothèse Q) = o, que nous avons exclue de l'équation (iS)^
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car alors l'ëquatiou (i4) donne
tange
valeur qui sera réelle quand p^ sera négatif, et qui réduit l'équation (12) au premier degré.
227. Les deux séries de sections circulaires qui existent dans toute surface du second ordre , à l'exception du paraboloïde hyperbolique, présentent entre elles une relation bien remarquable (*) : c'est que deux cercles quelconques, appartenant à des séries différentes j sont toujours situés FiG. ag. sur une même sphère. Soient en eflet, AE et B'E' deux cercles non parallèles, qui devant se trouver (n*' 221) perpendiculaires à un même plan principal, peuvent être représentés simplement par leurs projections sur ce plan. En élevant par le centre I une perpendiculaire IC au cercle AE , et cherchant sur cette droite un point C également éloigné de E^ et de E , on aura le centre d'une sphère qui passera par la circonférence AE et par le point E'. Cela posé, cette sphère ayant avec la surface du second degré une courbe plane AE de commune , ne pourra la couper de nouveau (n** 206) tpie suivant une courbe plane passant par E', et qui sera nécessairement un cercle, puisqu'elle se trouvera aussi sur la sphère. Cette courbe de sortie devra donc coïncider avec une des deux sections circulaires E'B', E'A', qui seules peuvent passer par E' sur la surface du second ordre \ mais il faut évidemment rejeter la circonférence F/ A' parallèle à ElA, parce que , dans une sphère , deux cercles parallèles auraient toujours leurs centres sur un même diamètre per-
{*) Cette proposition est due à M. Hachette.
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pendiculaire à leurs plans, et qu'ici le diamètre lOr étant conjugué avec les cordes AE, A'E', ne saurait les couper à angle droit, à moins que la surface ne soit de révolution, auquel cas les cercles A'E' et B'E' coïncident Tun avec l'autre. U est donc certain que la circonférence B'E' sera toujours la courbe de sortie , et qu'ainsi elle est située sur une même sphère avec le cercle AE.
.'«asssa
Des plans diamétraux conjugués obliques.
228. Dans les surfaces douées d'un centre, et qui, rapportées à leurs plans principaux, sont représentées par
(i) Vx" H- py -h P'V = H ,
nous avons remarqué que ces plans rectangulaires étaient conjugués entre euXj c'est-à-dire que chacun coupait en deux parties égales les cordes qui sont parallèles à Vintersection des deux autres^ mais comme il existe (n*^ 106) une infinité de plans diamétraux obliques à leurs cordes, on doit prévoir que , parmi tous ces plans , il y en aura qui, pris trois à trois, formeront aussi un système de FiG. 3o. plans conjugués. Pour les obtenir, je mène par le point O un plan diamétral
(2) Rx 4- Sr -h Tz = o ,
de direction arbitraire, pourvu qu'il coupe la surface suivant une courbe à centre ABD. Je cherche le diamètre 071 qui est conjugué avec ce plan, et pour cela j'identifie l'équation (2) avec ceUé d'un plan diamétral
c'est-à-dire ici
(3) mVx -h nV'y -h P'^z = o ,
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ce qui me donne les relations
/wP /zP' P''
d'où je tirerai pour m et n des valeurs qui détermineront le diamètre OZ' par les équations
(4) J? = mz, y = nz.
Cela posé, les plans qui seront conjugués avec A6D devront évidemment passer, d'après leur définition , par la ligne OZ', et ils couperont le plan ABD suivant deux droites inconnues OX', OY', telles que si je les prends avec 021 pour axes coordonnés obliques , l'équation de la surface ne renfermera que des puissances paires des trois variables (n° 102), et se présentera sous la forme
(5) Ax'» -h ky^ -h M'z '» = K ; mais si alors on posait z' = o, le résultat
A^" H- My'^ = K
serait l'équation de la section ABD rapportée aux axes inconnus OX', OY'. Or, par sa forme elle prouve que ces axes doivent être deux diamètres conjugués quelconques de la courbe ABD; d'où il suit qu'en traçant à volonté deux diamètres de ce genre , on déterminera trois 'plans X'OY', X'OZ', Y'OZ', qui seront conjugués dans la surface. Le nombre des systèmes qui auront de communs le diamètre OZ' et le plan ABD sera infini , et les mêmes conséquences se reproduiront pour les diverses positions que l'on voudra donner à ce premier plan.
229. On doit observer, i^ que quand le plan diamétral ABD sera perpendiculaire à un des plans principaux
de la surface , le diamètre conjugué OZ' sera nécessaire*ment dans ce plan principal ; cela résulte évidemment de la forme que prennent alors les équations (3) et (4), 2^ qu'en laissant quelconque la direction du plan ABD , les deux autres plans conjugués avec lui pourront passer par les axes principaux de cette section, et alors, parmi les trois diamètres conjugués OX', OY', OZ', les deux premiers seulement seront perpendiculaires entre eux; 3^ si Ton choisit pour le plan ABD une des trois sections principales de la surface , le diamètre correspondant OTl deviendra nécessairement un axe principal , et les deux angles Z'OX', Z'OY' seront droits, tandis que le troisième, X'OY', pourra être quelconque. Mais on peut affirmer que jamais tes trois diamètres ne seront à la fois perpendiculaires, chacun sur les deux autres, qu'autant qu'ils coïncideront avec le système des tixes principaux, lequel est unique (n^ 118) tant que la surface n'est pas de révolution.
230. Dans l'hyperboloïde à une nappe, le premier plan diamétral ABD pourrait se trouver dirigé parallèlement aux sections paraboliques, et alors la courbe ABD se réduirait à deux droites \ mais un pareil plan ne pourrait servir à former un système de plans conjugués , car le diamètre OZ', qui lui correspondrait, serait (n® 194-) situé lui-même dans le plan sécant ABD.
Quant à l'hyperboloïde à deux nappes , le plan ABD mené par le centre pourrait donner une section imaginaire ; mais alors il suffirait évidemment de prendre OX' et OY' parallèles à deux diamètres conjugués d'une section réelle , faite par un plan parallèle à ABD ; car en posant dans l'équation (5), i?' = A au lieu de z' = o, les mêmes raisonnements sont applicables.
D'après les relations trouvées n*'* 228 et
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entre trois diamètres conjugués , on peut facilement étendre aux surfaces du second ordre les propriétés connues dont jouissent les carrés et les parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués des courbes de cet ordre.
Soient OX, OY, OZ, les directions des axes principaux <2 , i , c d'une surface du second degré , ces axes pou- bu. vant être tous réels, ou quelques-uns imaginaires^ la surface sera représentée par Téquation
et aussi par
si on la rapporte à trois diamètres conjugués quelconques,
Cela posé (*), si nous substituons à ce dernier système les trois diamètres
dont les deux premiers soient conjugués entre eux dans le plan X'OY', et dont Fun , a\ soit Tintersection de ce plan avec XOY, nous obtiendrons un second système de trois diamètres conjugués dans la surface (n^ 228)^ mais les diamètres a' et b\ a" et b"^ appartenant à la même courbe, savoir, la section de la surface parle plan X'OY', auront entre eux la relation connue
(^ Cette démonstration est de M. J. Binet. (Voyez Correspondance sur l'École Polytechnique , yol. II , page 79.)
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«t l'on doit remarquer que le plan Y"OZ' contiendra (n** 229) Taxe OZ , puisque le diamètre OX'' est dans le plan principal XO Y. Maintenant, nous continuerons d'avoir trois droites conjuguées , si , en gardant OX" = a\ nous remplaçons les autres b" et c\ par deux nouveaux diamètres conjugués situés dans le même plan Z!OY'\ et dont l'un , Oy^ = &*, soit Tîntersection de ce plan avec XOY ; mais alors a" eth^ se trouvant tous deux dans le plan principal XOY, le conjugué de b" devra (n° 229) coïncider avec l'axe principal OZ = c -, de sorte que ce troisième système
ayant avec le précédent un diamètre commun, donnera, entre les autres qui appartiennent à la même courbe , dans le plan Z'OY" ou ZOY^ la relation
Enfin , si nous comparons ce troisième système avec celui des axes principaux ,
OX = a, QTi—h, OZ = c,
il y aura un diamètre commun, et les autres se trouvant conjugués deux à deux dans la section faite par le plan XOY, fourniront la relation
de sorte qu'en ajoutant membre à membre les équations (6) , (7) et (8), il viendra
(9) a '2 _^ A '* -f- c'» = a» + ft* -h c%
résultat qui démontre que dans une surface du second
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ordre , la somme des carrés de Irais diamètres conjugués ^quelconques est constante y et égale à la somme des carrés des trois axes principaux. Toutefois, quand un ou deux des axes seront iniagiiiaire3 , il y aura évidemment, parmi les trois diamètres conjugués, un même nombre de diamètres qui seront imaginaires, et il faudra changer le signe du carré de cçs axes et de ces diamètres dans l'équation (9).
232. On peut démontrer, par les mêmes considéra'^tiens, que le volume du parallélipipède construit sur trois diamètres conjugués est égal au volume de celui gui serait construit, sur les trois axes principaux. Employons çn effet la mêmç succession de diamètres que ci* de$su3, et en désignant chaque parallélipipède par ses trois arêtes, mous aurons d'abord
vol. («', b%c')z=Yo\.{a'\ h\ c');
car ces deux corps ont la même hauteur, et des bases équivalentes, qui sont les parallélogrammes construits sur les deux systèmes de diamètres conjugués a' et b\ a" et b'\ lesquels appartiennent à la même courbe située dans le plan X'OY'. Par des raisons semblables , on trouvera que
vol. {a\ h\ c') = vol. (a", 6 «', c) = vol. (a , ^ , c);
d'où ronxonclura
vol. (a', 6', c') = vol. (a, ^, c).
On verra, au chapitre des plans tangents, que les parallélipipèdes ainsi formés sont tous circonscrits à la surface du second ordre.
233. Quant aux surfaces dépourvues de centre, et comprises dans Téquation à coordonnées rectangulaires
(lO) p*y^ -^pz^=pp'Xf
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^ la formule générale du plan diamétral devenant ici
(il) iip'ny-{- ipz^pp'm^
montre que tous les plans de ce genre sont parallèles à Taxe OX ; et par suite leurs intersections mutuelles , que ^l'on nomme les diamètres de la surface , étant des droites parallèles entre elles , ne peuvent servir à former un système d^axes coordonnés : ou bien , trois plans diamétraux choisis comme on voudra, ne peuvent jamais être conjugués entre eux (n9 102). Mais si Ton veut trouver trois plans coordonnés obliques analogues à ceux de Féqualion (lo), c'est-à-dire dont deux soient diamétraux j et tels que chacun de ceux-ci soit conjugué avec les cordes parallèles à Tintersection des deux autres , on se donnera à volonté un premier plan diamétral de la forme
(12) Rj-hS3 = T,
FiG. 3i. lequel coupera nécessairement la surface suivant une parabole AO'B; puis, en identifiant les équations (11) et (12), on calculera les constantes m et n qui déterminent la direction des cordes conjuguées avec A(yB. Cela posé, en menant par un point arbitraire CK un axe OZ' parallèle à ces cordes, les deux autres plans cherchés devront passer par O'Z' et couper le plan AO'B suivant deux lignes inconnues O'X', C Y', telles que l'équation de la surface rapportée à ces axes ne renferme pas de puissances impaires de j^ ni de ^, ou bien qu'elle ait la forme
or, si l'on y pose z' = o, on trouve pour la courbe ACX B,
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équation dont la forme prouve que les deux axes inconnus OX' et OY' doivent être formés par un diamètre de la parabole ACB, et par la tangente correspondante. Par là, la position du second plan diamétral Z'O'X' est déterminée, ainsi que celle du troisième plan coordonné Z'(y Y'; mais comme le point (X avait été choisi arbitrairement sur la parabole A(yB, il y aura une infinité de systèmes qui aiut)nt de copimun le plan de cette courbe. On peut d'ailleurs reconnaître que le plan non diamétral TIO'Y est tangent à la surface, puisqu'il passe par deux tangentes, (f^oyez chap. XID.)
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Discussion immédiate d'une équation numérique du
second degré.
^i. Nous nous proposons ici d'établir des caractères qui, sans recourir à la transformation des coordonnées , puissent faire distinguer le genre et la forme particulière d'une surface du second ordre , représentée par une équation en coordonnées rectangulaires ou obliques , dont les coefficients sont des nombres connus et réels. Soit cette équation
-4- 2(lr -h 2C>- -f- aCz -+•£ )"~*^'
ayant tout, il faudra chercher, d'après la marche indiquée au n® 95, si la surface admet un centre, et calculer les coordonnées de ce point. On égalera donc à zéro les trois dérivées du premier membre de l'équation (i), en posant
(2) Ax, 4- B'z, -f. B'>-. -h C = o,
(3) My, -f- Ba, -h B "x, -f- C = o,
(4) M'z, -h Bj, -h Wx, -hC''= o;
d'où l'on déduira pour les coordonnées du centre ,
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valeurs dans, lesquelles
D = AB» + A'B'» -h A"B''» — AA'A" — 2BB' B'^
et où les numérateurs auraient une forme que n<^u8 avons citée au n^ 95 , mais qui n'est pas utile à rappeler ici , parce qu'il sera toujours plus simple, dans chaque exemple donné, de résoudre directement les équations numériques (2), (3), (4)j que de recourir à des formules littérales où l'on rencontre quelquefois des indéterminations qui ne sont qu'apparentes. Cela posé, comme les coordonnées du centre peuvent être toutes finies et déterminées j ou bien quelques-unes se trouver infimes ou indéterminées j nous partagerons la discussion en deux cas principaux.
PHSMIKE CAS : D "^ O.
235. Dans ce cas, la surface (1) admet ufi centre uni-- €fue; et si l'on y transporte les axes parallèlement à euxnaèmes, son équation deviendra
(5) kx^ -h Ay -f- AV H- 2Bj« -h 2B'2a: -h aB^o?/ = H ,
où nous savons (n^ 95) que tous les coefficients sont les mêmes que dans (i), excepté le terme constant H qui, passé dans le second membre , aurait pour valeur
^ _ _ ( A^; -f- My\ 4- k"z\ -h 2B/,z, 4- 2B'z»ar, -+- aB'^jr, j»
Mais cette expression peut être beaucoup réduite, en vertu des équations (2) , (3) et (4) \ car si l'on multiplie ces dernières respectivement par Xx^jx^z^^ et qu'on les ajoute à la valeur de H , celle-ci deviendra
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expression facile à calculer quand on connaîti^a les valeurs numériques des coordonnées 0:4, j^i, ^1. D'ailleurs, pour abréger la discussion, nous admettrons toujours dans ce qui va suivre , qu'on a eu soin de rendre positif da^s le second membre le terme constant H.
236. Cela posé , si la quantité H se trouve nulle , la surface proposée est un cône ou un point unique. En eâet , si nous combinions Téquation (5) privée de second membre , avec celle d'un plan quelconque mené par Tongine ,
ZZ=1 OLX -f- €7",
il est bien clair, sans effectuer les calculs, que le résultat aurait la forme homogène
aj2 -f- bxy -h cx"^ z= o, d*où - = /? d~ Vy •
Or, ces valeurs constantes prouvent que toutes les sections sont (composées de deux droites passant toujours par l^ origine; ainsi la^ surface est bien un cône, lequel néanmoins se réduirait à un point unique ji:=o , ^ = , ^ =r o , si le radical était constamment imaginaire , quels que fussent a et 6. Mais ce dernier cas se distinguera tout de suite , et sans calculer lé radical qui précède , en examinant si un plan tel que z = k donne une section imaginaire.
237. Lorsque le terme constant H ne sera pas nul, Féquation (5) ne pourra représenter qu'un ellipsoïde ou l'un des deux hyperboloïdes , surfaces qui diffèrent les unes des autres par le nombre des axes réels ou imaginaires qu'elles admettent. Nous allons donc chercher une relation entre ces axes et les coefficients de l'équation (5), en supposant d'abord que les coordonnées sont rectan-
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gulaires^ mais nous ferons voir ensuite que les règles obtenues ainsi, s'appliquent également aux coordonnées obliques.
Les axes d'une surface étant (n*^ 104) les intersections mutuelles des plans principaux, ne sont autre chose que ies trou coî*des principales qui passent par le centre , et dont la direction çst déterminée par les constantes m et n employées au n** 109. Ainsi , une quelconque de ces trois cordes sera représentée par les équations
et en les combinant avec (5), on obtiendra pour le point de rencontre avec la surface proposée ,
kjm} 4- k'n" -h A" 4- 2B« -|- aB '/w 4- aB "mn '
d'où il suit qu'en appelant R la longueur de cette demicorde principale, réelle ou imaginaire, on aura pour le carré d'un quelconque des trois demi-axes de la surface ,
ou bien
^ ^ A/7î'4-AV4-A''4-2B/2 4-2B'/w4-2B"/w/i'
Maintenant , les valeurs des constantes m et n , ainsi que celle de l'inconnue auxiliaire 5 dont nous avons fait dépendre les premières, sont déterminées (n** 109) par les équations
(7) A/w 4- B' H- B''« = msy
(8) A'/2 4-B 4-B''ot=/i^,
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le^uelles nous ont conduit par Tâimination de m et n, k la suivante
(10) j»-.j«(A-hA'-hA'')-*(B''* — AA'H-B'*-AA''4-B'-A'A'') -h(AB»-h A'B'«-+- A^B"* — AA'A" — îBB'B") = o.
Mais si Ton ajoute les équations (7), (8) et (9), après avoir multiplié la première par m et la seconde par /i , on trouve aussi
__ A m* -h Afn* -+• M' H- 2B/1 -j- 2B^/yi -h 2B^/w/i
r^ultat qui , compare avec la formule (6), conduit à la relation bien remarquable
II) '=5F
On voit par là que les trois racines de Téquation (lo) sont toujours
en désignant par a , & , c , les valeurs analytiques des trois demi-axes de la surface (5) , c'est-à-dire les distances du centre aux points réels ou imaginaires où cette surface rencontre ses trois diamètres principaux ^ de sorte que si Ton prenait la peine de résoudre Téquation (lo), on pourrait calculer aisément les longueurs des trois axes , et fixer ensuite leurs positions au moyen des valeurs de m et n qui correspondraient dans (7) et (8) à chaque racine de s. Mais, pour le but que nous nous proposons ici , il suffit d'observer que l'expression analytique de chacun
des demi-axes ne pouvant avoir que la forme a ou a V — i > k carré R* n'aura que des valeurs réelles , et positives ou
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négatives; d'où il résulte : i° que Véquation (lo) a toujours ses trois racines réelles, ainsi que nous Tavions déjà prouvé dans la note du n° 109; 2^ que chaque racine positive indique l'existence d'un axe réel, et que chaque racine négative correspond à un axe imagi-noire, puisque nous avons admis que le terme H avait été rendu positif. Or, comme le nombre des racines positives ou négatives peut être fixé par la règle de Descartes , à Tinspection seule de Téquation (i o) , et sans la résoudre , nous déduirons de là les règles pratiques qui suivent.
238. Avec les coefficients numériques de Téquation (5) danfi laquelle on aura soin préalablement de rendre positif le terme constant H passé dans le second membre, on formera immédiatement Téquation (10), et Ton examinera quel est le nombre de variations et de permanent ces de signes que présentent ses différents termes:
i^. Si Téquation (10) offire trois variations , toutes ses racines sont certainement positives : donc alors la surface (5) admettra trois axes réels, et sera un ellipsoïde.
2^. Si réquation(io) renferme deux variations et une permanence , elle aura deux racines positives et une négative ; d'où Ton conclura que la surface (5) admet dlors deux axes réels et un axe imaginaire : ainsi c'est un ht- PEUBOLOÏDBÀ une nappe.
3^» Lorsque l'équation (10) offiîra une variation et deux permanences, elle aura une racine positive et deux négatives; par conséquent la surface (5) ayant alors un seul axe réel et deux imaginaires, sera un hyperboloïde à deux nappes.
4^, Enfin, quand l'équation (10) ne présentera que des permanences de signes , toutes ses racines seront négatives, et par suite les axes de la surface (5) seront tous trois imaginaires^ d'où l'on conclura que cette surface
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est totalement imaginaire, et que réquatiôn (5) est impossible, aussi bieu que Féquation (i) donnée primitivement (*).
239. Ces règles sont aussi applicables aux coordonnées obliques , En effet, concevons que la surface S à laquelle appartient Téquation (5) en coordonnées obliques, soit construite^ puis, pour chaque point M (^fig* i) de cette surface, faisons tourner les deux coordonnées DC ==y , CM = z , de manière à les rendre perpendiculaires entre elles et sur OD=a: qui restera immobile ; par là le point M viendra occuper ime autre position M' dont les coordonnées rectangulaires x', y\ z' auront les mêmes grandeurs que x^ y^ z\ or Tensemble de tous ces nouveaux points M' formera une seconde surface S' qui sera encore représentée évidemment par Téquation (5) avec les mêmes coefficients , mais en y remplaçant a:, j^, z par x',y', z\ et je dis que cette surface S', toujours du se- . cond degré, sera du même genre que S. Car, si cette dernière était un ellipsoïde , il est bien clair que S' sera aussi une surface fermée de toutes parts : si S était un hyperboloïde à une nappe , S' offrira pareillement une nappe unique et indéfinie : enfin , quand S présentera deux nappes séparées par un intervalle imaginaire depuis j; = +a jusqu'à x=: — a, il en sera évidemment de même pour S'. Par conséquent, les règles du n*^ 238 appliquées directement à Téquation (5) en coordonnées obliques, suffiront encore pour assigner le genre de la
{*) Ce mode de discussion avait été indique d^abord par M. Petit; mais il parvenait à la relation (ii) en regardant les demi-axes comme les valeurs maximum ou minimum des rayons vecteurs menés du centre , ce qui est peu satisfaisant pour Taxe moyen de rellipsoîde et pour les axes imaginaires des hyperboloides.
DISCUSSION IMMÉDIATE D^UNE ÉQUATIOM NUMÉRIQUE, etC. 189
surface S' et par suite celui de S ; mais la position et la grandeur des axes de cette dernière ne seront plus fournies par les équations (7), (8), (10) et (ii)*
240. Voici quelques exemples de ces discussions numériques. Soit Téquation
J7' -f- 27* H- Sjz — Qjcy — 6jf 4- 7>* -h 6z -h 7 = o ; en égalant à zéro les trois dérivées, on trouve
2JC — 7.y — 6 — 0,
L ar,= i,
\ d'où
Ces coordonnées du centre étant substituées dans la proposée, donnent H=o; ainsi la surface rapportée à son centre devient
x^ H- 2,y^ -h S/z — 7.xy = o,
et elle ne peut être qu'un cône ou un point. Mais en posant ^ = ^ , on obtient
x^ — nxy -h 2^' -h Zky =r o, d'où
x = y±.sl^{y^^Uyy,
cette section est une ellipse qui ne se réduit pas à un points puisque les deux facteurs du radical sont inégaux^ donc la surface est un cône. Ici cette conséquence pouvait se déduire de ce que Téquation est vérifiée par j? = o etj^ = o, ce qui montre que la surface admet une ligne réelle, savoir, l'axe des z.
Soit encore Téquation
2a:' -h Sj^H- 3a* -4- 2/z — ^zx — 2x7+2x4-8/ — 6c — i3=ro;
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les dérivées égalées à zéro, duameiit;
lô7-f-23 — 2j:4-8=o, \ d'où < 71 = — i, ôz-ha/ — 4^ — 6=0, ) ^ a, =2,
et le terme H = 10; de sorte que l'équation rapportée au centre , devient
2x' -f- Sy* -h 3«* -4~ 27« — ^zx — ttxf =10.
Maintenant, si avec cette dernière on compose l'équation (10), on trouvera
S^ — lOf* -H 25^ — 9 = o>
et puisqu'elle offre trois variations de signes, j'en conclus que la surface qui nous occupe est un ellipsoïde. 242. Enfin , soit l'équation
aar-f-x^ — X — 2jr — 3a-h2-4-a = o
les trois dérivées égalées à zéro , donnent
z -{- X — 2 = 0, \ d'où ) j, = I , 74-j: — 3 = 0, ) ^z, =0,
et l'équatioi;! r^pport^ au centre devient, en supposant a positif,
— >'* — ^ — xf = a.
Maintenant si, pour former l'équation (10), on multiplie la précédente par 2 , afin d'éviter les fractions , il viendra
ici il manque un terme ^ mais si on le rétablit avec le
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coéiScient ±o, on trouve toujours le même nombre de Variations et de permanences ^il en doit être ainsi dans toute équation dont les racines sont réelles); d'où je conclus que la surface proposée est un hyperbolo'ide à une nappe.
Ce serait l'autre hyperboloïde , si a était négatif; parce qu'alors il faudrait changer les signes des rectangles , pour rendre le second membre positif , conformément aux règles tracées dans le n^ ^238. *
DEUXIÈME CAS : B = O
24f3. Les surfaces qui remplissent cette condition sont dépourvues de centre , ou bien elles en admettent une infinité ; ainsi elles ne peuvent être que dés paraboloïdes , des cylindres paraboliques, des cylindres elliptiques ou hyperboliques, ou bien le système de deux plans parai-lèles. Cherchons donc des caractères propres à faire distinguer ces quatre genres les uns des autres , en partant de l'équation primitive (i) et des équations du centre (2) , (3) , (4) ; et comme les sections parallèles aux plans coordonnés nous seront utiles à considérer 9 observons ici que la nature de ces sections sera toujours indiquée par les signes des binômes \
qui sont analogues à b*^-^/iacy dans les courbes du second degré. D'ailleurs puisque aucune des surfaces dont il s'agit ici , ne peut admettre k la fois des ellipses et des hyperboles, on doit prévoir que, pour une même surface donnée, ces trois binômes se trouveront à la fois positifs ou à la fois négatifs^ ce qui n'exclut pas ITiypothèse que tous ou quelques-uns soient nuls.
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Ajoutons que toutes les règles qui vont suivre s'appliquent également aux coordonnées obliques; car nous ne nous appuierons que sur les équations (2), (3) , (4) 9 qui suffisent toujours (n^ 95) pour déterminer les coordonnées du centre.
244. Daiïs un parâboloïde 9 il doit arriver cp!uney au mpins , des coordonnées du centre soit infinie; ainsi la résolution immédiate des équations (2), (3), (4)9 devra conduire à une impossibilité , telle que 5 =0. Il semble même que les trois coordonnées devraient être toutes infinies*, mais si Ton observe que le parâboloïde n^est qu'une dégénération de rellipsoïde ou de Thyperboloïde , dans lesquels les deux sections principales qui passent par un même axe réel se cbangeraient en paraboles , on sentira que le centre commun de ces deux courbes , en s'éloignant indéfiniment , n'a pas dû sortir de Taxe réel qui est devenu l'axe u£ique du parâboloïde. Or , si cette droite se trouve parallèle au plan coordonné XY par exemple , il est clair qu'on aura seulement Xt=oo et jx =00 , tandis que Zx aura une valeur déterminée : si l'axe principal du parâboloïde est parallèle à OX , les coordonnées j^i et z^ auront des valeurs déterminées , tandis que Xi sera seul infini.
En second lieu 9 puisque les sections paraboliques ne peuvent être produites (n°' 159 et 163) que par des plans parallèles à V axe au parâboloïde, et qu'il est évidemment impossible que les trois plans coordonnés se trouvent tous parallèles à cette droite , il s'ensuit qu'ici les trois, binômes 6, 6-, 6'' ne seront jamais nuls à la fois. Or, comme nous allons voir que les conditions précédentes ne se trouveront pas réunies simultanément dans les autres genreà', nous pouvons en conclure que les ca-
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ractèresdistinetifsdes paraboloïdes sont les suivants : une des équations du centre impossible,
un des binômes (6, o', 6'^) '^ o;
d'aiUeurs, si celui de ces binômes qui n'est pas nul se trouve négatifs le paraboloïde sera elliptique^ et il sera hyperbolique, si ce binôme est positifs
245. Dàhs uiï CYLINDRE parabolique^ une , au moins, des coordonnées du centre doit être infinie^ c'est-à-dire que la résolution des équations (2) , (3) , (4) devra conduire à une impossibilité telle que 5 = o. Mais un plan quelconque ne pouvant ici donner pour section qu'une parabole , ou deux droites parallèles , ou une droite isolée, il arrivera nécessairement que les trois binômes 6, 6', 6^, seront tous nuls. Par conséquent, les caractères distinctifs du genre actuel seront :
une des équations du centre impossible, ' les trois binômes (6 , 6', €'') = o.
246. Cyliiîdbe elliptique ouhyperboUque. Une telle surface admet pour centres tous les points d'une même droite, ou un axe central^ par conséquent une des coordonnées du centre doit demeurer arbitraire , sans qu'aucune des autres soit infinie^ c'est-à-dire que les valeurs dex et j-, par exemple, tirées de deux des équations (2), (3), (4)9 doivent rendre identique la troisième équation, quel que soit z. En outre , comme les trois plans coordonnés ne sauraient être tous parallèles aux génératrices du cylinire, il devra arriver qu'un, au moins, des binômes 6, 6^, 6", soit différent de zéro 5 et le signe de ce binôme fera distinguer si le cylindre est elliptique ou
hyperbolique. Ainsi les caractères propres à ce genre sont :
Les trois équations du centre réduites à deux, un des binômes (6 , € ', 6 " ) ^ o ;
d'ailleurs, si c'est 6" qui est différent de zéro, il faudra poser z=/c dans l'équation (i), puis voir si cette section est imaginaire j ou se réduit à un points ou bien se décompose en deux droites^ car, dans le premier cas, le cylindre sera totalement imaginaire, dans le second il se réduira à une droite unique j et dans le troisième il sera le système de deux plans non parallèles ,
247. Deux plans parallèles. Dans ce cas, il existe un plan central dont tous les points sont des centres; ainsi deux des coordonnées doivent demeurer arbitraires ^ ce qu'on reconnaîtra lorsque la valeur de a:, par exemple, tirée de l'une des équations (a), (3), (4)» vérifiera les deux autres, quels que soient j^ et z. D'ailleurs toutes les sections planes ne pouvant offrir ici que deux droites parail^es, il arrivera que les trois binômes 6, &\ &" seront tous nuls.' On a donc pour distinguer le genre actuel, les caraotères suivants :
he» trois équations du centre réduites à une y les trois binômes (6 , 6 ',. 6 '' ) == o ;
en outre , comme les deux plans pourraient être confondus , ou se trouver imaginaires , il faudra couper la surface (i) par un plan tel que zszA» ou j-zszk\ pour voir si la section offre deux droites confondues, ou deux droites imaginaires.
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Exemples. Soit rëqaation
les dérivées égalées à zéro , donnent
et comme la dernière^ retranchée des deux autres, conduit à' 4=^0*9 cette équâtioiï imposable montre que la surface est dépourvue de centre. Ensuite, on trouve
résultat qui , étant différent de zéro et positif, montre que la surface est un paraboloïde hyperbolique. 249; Soitencore
4?* 4- ^* -H gs* -f- 6jrz — &za: — Tjcjr -{" 2x --r ^z:=^ o ;
les'tnÂs'dérivées donnent les équations
nx — 6z — 2r 4-2 = 0,
iSz -4-67* — 6x — 4=^o>
et comme les deux premières conduisent a a'itc o , cette impossibilité annonce que la surface es{. dépourvue de centre. Mais ici l'on trouve <.
B''» — AA' = o, B'» — AA" = o, B» -r- A' A'' = o ;
d'où il faut conclure que la surface est un cylindre para?
bolique.
Dans l'exemple suivant
x> -h 3x^ -¥- 4** — 67Z — 7.ix = a ,
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les trois dérivées donnent les équations
• 2j: — HZ z= o , Sjr -^ 6z =0, 8z — 2J7 — 6/ = o.
Or , comme la troisième est vérifiée identiquement par les valeurs
tirées des autres, J'en conclus que les équations du centre se réduisent à deux qui représentent une droite, et qu'ainsi la surface est un cylindre à centres. D'ailleurs, en posant dans la proposée ^z = k ou ^ = o, on trouve
or' -h 3y* == a;
de sorte que si a est positif, la surface est un cylindre à base elliptique : si a = o , la section se réduit à un point , et la surface à une droite unique ; enfin , si a est négatif, la section est imaginaire , et il en est de même de la surface proposée.
Considérons enfin Téquation
X* + 4/^ H- ** tH 4^* — ^^^ — 4*/ H-^ — ^ — 3z=:o; les dérivées donnent
lix — 2a — 4^' "t" 3 = o, 8^ -h 4« — 4*^ — 6 = 0, 22'-!- 4y — ^* -^3 = 0,
et comme ces trois équations se réduisent à une seule, le lieu des centres est un plan ^ et la surface proposée ne peut être que le système de deux plans parallèles au plan central. D'ailleurs , en coupant cette surface par le plan
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^= o, on trouve une équation qui, résolue par rapport à X , donne
la section est donc formée de deux droites distinctes et réelles j par conséquent la surface est bien le système de deux plans parallèles qui ne sont pas confondus. En effet, si l'on résout Fécjuation primitive par rapport à une des variables , on trouve qu'elle se décompose ainsi
{x — 2j — z)(x — ^y — z -h 3) = o, ce qui justifie la conséquence énoncée ci-dessus.
Du cas où la surface est de révolution . ''i '
2S2, Pour compléter la discussion de l'équation générale
-f-20-h2C>- + 2C"z-hE> ""^^
nous allons chercher à quels caractères on peut reconnaître que la surface est de rév^olution. Dans une telle surface, toutes les sections perpendiculaires à une certaine droite sont des cercles dont les centres se trouyent sur cet axe de ré\folution; or, si l'on trace dans ces cercles des cordes parallèles entre elles , et sous une direction arbitraire du reste , il est clair que le plan mené par l'axe de révolution , perpendiculairement à ces cordes, les divisera toutes en deux parties égales , et sera un plan principal. Réciproquement , si tous les plans menés par une même droite sont principaux, les sections perpendiculaires à cette droite seront des cercles ayant leurs
198 CHAPIT&E XII.
centres sur cet axe^ car, parmi les courbes du second degré , il n'y a que le cercle qui admette pour diamètres principaux toutes les droites menées d^un même point. De là je conclus que pour que la surface (i) soit de révolution , il faut et il suffit : i** qu'il existe une infinité de systèmes de cordes principales , qui soient tous parallèles à un même plan ; 2** qu'en même temps les plans diamétraux, conjugués avec ces divers systèmes, se trouvent à une distance finie et déterminée; car, sans cette dernière condition, la première serait vérifiée analytiquement par les cylindres paraboliques. D'ailleurs il arrivera , par une conséquence nécessaire , ainsi qu'on va le voir, que ces plans principaux, en nombre infini, se couperont tous suivant une droite unique , qui sera l'axe de révolution. 1
253. D'un point quelconque, par exemple l'origine des coordonnées que nous supposons rectangulaires , menons une corde principale
(i5) JF = inz,
nz\
les constantes m et /i seront déterminées par les équations déjà citées ,
km -h Wn 4- B' = msy (i6) \ Mn -♦- h"m -H B z= ns,
lesquelles conduisent, comme on sait (n** 109), à l'équation du troisième degré
-^B''^(j — A'O — 2BB'B" = o.
Par oonséquent chaque racine de celle-ci , mise dans
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les équations (i6), les réduirai deux distinctes qui douteront les valeurs de m et de t», que Ton devrait ensuite porter dans les formules (i5) ; ou bien , si Ton tire de œs dernières m et », pour les substituer daus (i6), la corde principale menée de l'origine pourra être représentée par deux quelconques des trois équations
(A — j)x-f.B'>-f-B'z=ro, (i8) l(A'^s)jr-hB"x-^Bz =o;
(A" — j)z -f-B'a: + Br =0."
Cela posé, si la surface (i) est de révolution, il doit arriver, pour remplir la première condition énoncée au numéro précédent , qu'une au moins des racines de (17) soit telle, quelle réduise les équations (18) à une seule distincte y qui représentera un plan dans lequel toutes les cordes menées à volonté seront des cordes principales. Ainsi , en appelant s ' cette racine , elle devra vérifier les relations
d'où résultent dbux équations de condition, avec la valeur de s\ savoir :
B'B'' ^, BB" .., BB
Cette valeur de/ satisfait bien à l'équation (17), qui d'ailleurs admet une seconde racine s"^=is'\ car en tirant des relations (19) les expressiçns de A, A^ i^\ ei^ fonction de s\ pour les substituer dans (17), cette équation prend la forme
, ,.l , B'B" BB' BB'\
d OÙ Ton conclut que quand les deux conditions (19) sont vérifiées , il y a deux des trois systèmes de cordes priiicipales qui peuvent être dirigés d'une manière arbitraire dans le plan, ou parallèlement au plan
(20) B'B"x-hBBV-+-BB'z = o,
auquel se réduisent alors les trois équations (18).
254. D reste encore à exprimer que les plans diamétraux conjugués avec ces divers systèmes de cordes se trouvent à une distance finie et déterminée. Or, un de ces plans sera donné (n*^ 105) par la formule générale
(Am -h B"n + B' ) X -h ( Vn -H B"m -r B)^ -f- ( A" H- B'm H- Bn) «
-f- Cm -h C'ij -h C" = o,
qui, pour la racine s=zs' que nous considérons ici, et d' près les relations (16), devient
(21) («'a? + C)/iH-(j>-^C')/î-{-(5'«-{-C'')=o.
Alors on voit que pour que ce plan ne se trouve pas à une distance infinie , il faut que la quantité s ne soit pas nulle ; de sorte que les conditions qui expriment complètement que la surface (i) est de révolution, sont les suivantes :
B'B" ^, BB" ., BB
255. Maintenant, cherchons Vaxe de résolution j qui doit être l'intersection commune de tous les plans renfermés dans la formule (21). Ici les quantités m eln qui , pour chaque valeur de 5, devaient être déterminées par deux des équations (16), ne sont plus que liées entre elles par la relation unique
(23) B 'B"m -h BB "n 4- BB' = o,
à laquelle se réduisent ces équations (16) pour la ra-
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cîn€5 = j' qui vérifie les relations (19); de sorte qu'en éliminant n entre (21) et (aS), tous les plans diamétraux qui correspondent à cette racine seront donnés par l'équation
[B(*'x-hC)-B'(f>-hC')lm = B'(5>-f-C')-B"(j'«-+-C''),
OÙ m demeure arbitraire. Donc , pour avoir une droite commune à tous ces plans, quel que soit m , il suffit d'égaler à zéro chacun des deux membres, ce qui donne les relations
par conséquent ce sont là les équations de l'axe de révolution de la surface. Si, maintenant, on divise tous les termes par /, et qu'on y substitue les diverses valeurs de cette quantité, fournies par les formules (19), les équations de l'axe de révolution prendront la forme
f^»*' "("+ ab!^b'b-' ) =°'(^+ a'b°-bb" )=^"{'^i:^w) '
où l'on reconnaît bien une droite perpendiculaire au plan (20) , et qui indique la direction du troisième système de cordes principales , lequel doit toujours être perpendiculaire aux deux autres (n® 123).
256. Toutefois, il est nécessaire d'observer que quand l'équation proposée ( i) est privée de plusieurs rectangles, les conditions générales (22) prennent une forme incertaine, et même deviendraient entièrement illusoires^ si l'on avait chassé les dénominateurs, comme on le fait ordinairement^ car alors elles seraient toutes satisfaites par les hypothèses B=B'=r o, qui cependant ne suffisent pas pour que la surface soit de révolution.
Il faut donc toujours conserver les. conditions soUjS la forme (22) ; et pour le cas où Ton a , par exemple , B=or et
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B' = o , remarquer qu'elles se réduisent à
relations entre lesquelles on peut éliminer le rapport ^ qui cause Tindétermination , et par là on trouve
(26) (A — A'')(A' — A") = B"» avec A'^^o,
pour les véritables conditions qui expriment que la surface est de révolution, dans l'hypothèse admise: Nous exigeons que A" soit différent de zéro , parce que c'est alors la valeur de la racine 5', laquelle ne doit pas être nulle, pour que les plans diamétraux (21) se trouvent à une distance finie et déterminée. Au surplus, on obtiendrait directement les relations (26) , en remontant aux équations (18), dans lesquelles on ferait B=o et 8^=0^ mais il était bon de faire voir que ce cas particulier était compris dans les conditions (22), qui, sous la forme que nous leur donnons ici , n'induiront jamais en erreur , et avertiront du moins des transformations qu'exigent les diverses hypothèses particulières.
Dans le cas où l'on aurait B=B'=o y ou bien B'^B^^o, on trouverait de même les conditions
(27) (A — AO(A^ — A') = B'» avec A'^o,
(28) (A' — A) (A" — A) = B» avec ^ A ^o.
Quant à l'axe de révolution représenté en général par les équations (24) ? le dernier membre donne d'abord ^ pour l'hypothèse B = B' = o,
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ensuite , les deux premiers membres , débarrassés des facteurs — , , —, dont les valeurs sont fournies par les relatiens (sS) y conduiront à cette seconde équation .
On trouverait des résultats semblables pour les bypothèsesB = B" = o ou B' = B" = o.
257. Enfin , si l'on suppose à la fois B = B' = B'' = o , les conditions (22) avertissent encore, par leur forme indéterminée, qu'il faut leur faire subir quelque transformation 5 et en partant des relations (26), (27), (28), auxquelles nous les avons déjà ramenées , quand deux rectangles seulement étaient nuls , on trouvera que pour le cas actuel , les équations qui expriment que la surface est de révolution , et celles qui déterminent son axe , sont
A' = A*' ^ o, A'^r H- C = o, A'^z + C^ = o, ou
A = A"^ o, Ar -4- C = o, Az + C" = o,
ou bien
A = A'^o, Ax -^. C = o, Af + C'= o.
Au surplus , dans l'hypothèse admise ici , la forme de l'équation proposée (i) rend ces conditions bien faciles à obtenir par un calcul direct.
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Des plans tangents aux surfaces courbes.
258. Si par un point donné sur une surface quelconque, on y trace tant de courbes que Ton voudra , e^qu'on leur ^ène des tangentes par le point en question , toutes ces droites se trousseront en général dans un seul et même plan, que Ton nomme le plan tangent de la surface : mais cette proposition a besoin d'être expressément démontrée *, car on ne voit pas à priori pourquoi ces diverses tangentes ne formeraient pas un cône , comme cela arrive effectivement pour quelques points singuliers de certaines surfaces (*).
259. Considérons d'abord les surfaces du second ordre, que nous prendrcms, pour abréger les calculs, sous la forme suivante qui les comprend toutes :
(i) Ax" -+. Ay -h A'V + aCar -h aC'j -+- 2C"z -f- E = o.
Si x\ y\ z' désignent les coordonnées du point donné sur la surface , elles vérifieront la relation
(2) kx'-" -h A'y " 4- A''z'* -+- 20 ' -H 2C>' -f- 2C"z' -h E = o ,
qui, introduite dans Téquation de la surface, lui fera prendre la forme
(*) Voyez la Géométrie descriptive, livre II , n® 97.
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Ceîa posé , une sécante quelconque menée par le point en question , sera représentée par
et pour obtenir les points dans lesquels elle rencontrera la surface, il faudra combiner les équations (3) , (4) , (5), en y regardant les variables comme ayant les mêmes valeurs. Si donc dans (3), on substitue les valeurs de x-^x' et y — y' y elle deviendra
(6) (3-3 )J + 3Cm + 2C'« H- 2C" }-°'
équation qui, quant aux points communs, peut remplacer (3), et fera connaître ces points en la joignant taujours avec (^) et (5). Or, le premier facteur z — z' = o conduit à 0? == x% y :;=y ', et Ton retrouve ainsi le point de départ de la aécante. Le second point de section serait donné par le système (4)? (5) et (7) ,
si Ton avait fixé la direction de cette sécante en assignant des valeurs à m et à /i ; mais puisque nous cherchons au contraire à déterminer ces constantes de telle sorte que la droite soit tangente à la surface » c'est-à-dire de manière que le second point de section se réunisse avec le premier , il faut exprimer que le système (4) , (5) , (7) , est vérifié encore par les valeurs x == x\ y :=:y\ z = z\ ce qui établît entre m et /i la relation unique
(8) Amjc' -^ AV' rh A"?' -4- Cm -h C'n -4- C =• o,
d'après laquelle une des constantes m et n reste arbitraire. Il résulte de là qu'en attribuant à m diverses valeurs successives, et calculant les valeurs correspondantes de n
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tact d'un cône circonscrit est toujours plane; et l'on peut même reconnaître que son plan est parallèle au plan diamétral conjugué avec la droite qui joindrait le sommet au centre delà surface , puisque ce centre a ici pour coordonnées
263. Si Ton voulait obtenir la ligne de contact de la même surface avec un cylindre circonscrit y et qui serait parallèle à la droite
on exprimerait que , pour chaque point de cette courbe , le plan tangent (lo) est parallèle à la droite donnée^ ce qui fournirait (n^ 4f5) entre les coordonnées du point de contact la relation
(i4) {Ax' H- C)m -H (A> ' 4- C0« 4- (A''^' 4- C) = o ,
laquelle, jointe à Téquation de la surface que doivent aussi vérifier les variables x\ y\ z, suffirait pour déterminer la courbe demandée. On voit , par la forme de Féquation (i4)> qtie cette courbe de contact sera encore plane j et qu'elle se trouvera précisément dans le plan diamétral conjugué avec les cordes parallèles aux génératrices du cylindre.
264. La tangente d'une courbe quelconque est toujours projetée sur la tangente à la projection de la courbe
primitive, puisque, cei^^de^^ droites sont les limites respectives d'une sécante et de sa projection. Croyez G. Z>., n° 102.) Par. conséquent^ si la courbe en question est définie par ses projections
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la tangente au point (x, j*, z)de cette courbe aura pour équations
{,5) *' - * = g (z'-,), (.6) ^'_;r= ^(«'-z), OU bien
en désignant ici par x\ y' y z\ les coordonnées courantes de la droite demandée.
265. Lorsque la courbe dans l'espace sera définie, non par ses projections , mais au moyen de deux surfaces quelconques représentées par
il ne sera pas nécessaire de résoudre ces deux équations pour en tirer les valeurs de x et y^ et par suite celles des
dérivées — , -—-. Car, dans le système des équations si-
multanées F = o , Fi = o , une seule des variables demeurant arbitraire , les deux autres devront varier en même temps que celle-là par la différentiation, ce qui donnera
d¥ , d¥ ^ dY ^
dx . dy dz
dFt d¥t d¥i
— iix H dy -4- — d!z =; o :
dx dy ^ ^ dz '
équations d'où Ton devrait tirer les valeurs de -r- et -r- ^ dz dz
pour les substituer dans (i5) et (i6). Mais si, au contraire , on substitue ici les valeurs de ces dérivées prises dans (i5) et (i6) , on obtiendra immédiatement les équa-
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tioiis de la tangente sous la forme trèfr-symétrique
(,8) ia:'-z)-+{y'-y)-+{z'-z) -=.0.
Nous reconnaîtrons tout à Fheure que ces équations sont précisément celles des plans tangents aux surfaces données F = o et Fi =1 o ; et dès lors on concevra bien comment le système de ces deux équations détermine la tangente de la courbe qui est l'intersection de ces surfaces»
266. Dm plan tangent à une surface quelconque. Cette surface étant représentée par une équation unique
il y aura ici deux variables indépendantes, par exemple X ely\ et dès lors la troisième z admettra deux dérivées partielles, que nous représenterons , suivant Tusage, par
— zsi p^ — =: ^. Si , par un point (x, j-, z) donné sur
cette surface, on trace une courbe quelconque dont la projection soit désignée par
(20) y = (p(jr),
Fensemble des équations (19) et (20) déterminera complètement cette courbe ; mais, pour en obtenir une seconde projection , il faudra éliminer y entre les équations précédentes , ce qui donnera un résultat de la forme
Cela posé, la tangente de la courbe dans Fespace étant projetée (n^ 2l64>) sur les tangentes aux deux courbes
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planes (ao) et (21)$ cette droite aura pour équations
dans lescpelles x\ jr\ z\ désignent les coordonnées courantes de cette droite. Or, d'après la manière dont la
fonction ^p a été obtenue , on doit voir que la quantité -~
n'est autre chose que la dérivée totale de z déduite de Féquation (19) 9 mais prise en' regardant y comme une fonction de x , déterminée par la relation (20). F^r con- ' séquent on aura
dx dx dy ' dx dx^
et les équations de la tangente deviendront
Maintenant, si Ton veut obtenir le lieu géométrique des tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface , par le point en question , il faut éliminer des équations précédentes, ce qui dépend de la fonction f , laquelle peut seule caractériser la courbe particulière qu'on a considérée. Or, en éliminant^ entre (22) et (23), on trouve
équation du premier degré par rapport aux variables x\ y\ ^, et qui prouve que le lieu de toutes les tangentes est bien un plan^ en général. Cette conséquence ne pourrait être infirmée que dans les points singuliers qui
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feraient prendre aux dérivées partielles p et ç la. forme
-- : comme cela arrive au sommet d'un cène , ou bien eno '
core dans une surface de révolution dont le méridien
coupe Taxe sous un angle oblique , et pour le point de
cette surface qui est sur Taxe même : voyez la Géométrie
descriptive^ n^ 97.
267. Il importe d'observer que l'équation (24) restera de même forme , quand bien même les coordonnées seraient obliques ; puisque le théorème du n^ 264 est également vrai dans ce cas , et que Téquation de la tangente à une courbe plane , doit encore avoir pour coefficient de l'abscisse la dérivée de l'ordonnée.
268. Lorscpie l'équation de la surface sera donnée sons la forme
on sait qu'en la différentiant successivement par rapport aux variables indépendantes x et y^ on obtient
dF dF dF dF
si donc on tire de là les valeurs de p et de q^ pour les substituer dans'(24), l'équation du plan tangent prendra la forme plus générale
ce qui justifie la remai'que qui termine le n^ 265.
269. On pourra, comme aux n*^*262 et 263, faire servir cette équation à trouver la courbe de contact d'un cône ou d'un cylindre circonscrit à la surface (2$) ; mais au lieu de revenir sur ces questions, nous ferons observer qu'on peut aussi déduire de là le contour de la pro--
DES PLANS TANGENTS AUX SURFACES COURBES
jeclion d'une surface sur un plan donné , par exemple sur le plan XY. Cette recherche , qui est indispensable dans plusieurs problèmes de Géométrie , revient à déterminer la courbe de contact d'un cylindre circonscrit et perpendiculaire au plan XY^ par conséquent, pour tous les points de cette courbe, le plan tangent de la surface sera parallèle à OZ , et dès lors son équation générale (26) ne devant plus renfermer la variable z (xl^ 8), on aura la condition
dz
laquelle, jointe à F (x, /, z) = o, déterminera la ligne de contact dans l'espace^ puis, si Ton élimine z entre ces deux équations, on obtiendra la courbe demandée sur le plan XY.
270. La normale d'une surface étant la droite perpendiculaire au plan tangent, et menée par le point de contact (a:., y^ z), elle aura des équations de la forme
mais les4onditions trouvées n° 47, pour exprimer qu'une droite et un plan sont perpendiculaires , fourniront entre Téquation (24) et les précédentes, les relations
de sorte que les équations de la normale deviendront
(27) ^p' — ^+ /*(Z'— Z) = 0, jr'— j-+-^(z'— Z) = 0.
Les angles a , 6 , y , formés par cette droite avec les demi-axes coordonnés positifs , seront donnés {pP 27)
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par les formules
GOS a =: ■ , COSosr ^
cos 7 = ' ,
dans lesquelles le radical pris positivement se rapporte toujours (n^ 28) à la portion de la normale qui fait un angle aigu avec le demi-axe OZ. Si , d^ailleurs , on substitue ici les expressions de ^ et de ^ (n^ 268) en fonction des dérivées partielles de réquatîonF(j:, j^, z) = o, les valeurs des cosinus précédents se présenteront sous la forme
COS« = ;^-, C0S6=:;^-, COS
où V désigne le radical
dYy /dFV /dwy
271 . En terminant ce chapitre , nous ferons plusieurs remarques importantes sur la position du plan taisent , relativement à la surface. D'abord, il ne faut pas s'attendre qu'il n'y ait jamais entre eux qu'un seul point de commun ; cette circonstance , qui n'est point du tout essentielle à la définition du plan tangent (n*^ 258) , se rencontrera , il est vrai , dans les surfaces convexes en tous leurs points ; mais , dans les autres cas , ce plan pourra couper la surface , et même la couper suivant une courbe qui passe par le point de contact, ce qui ne l'empêchera pas de renfermer les tangente^ à toutes les courbes menées par ce point; de sorte qu'en cet endroit il sera véritablement tangent, et sécant partout ailleurs. On en voit de fréquents exemples dans la Géométrie descriptive, et entre
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autres dans les surfaces annulaires, lorsqu'on choisit le point de contact sur la nappe intérieure.
272. En second lien , toutes les fois cjue la surface sera réglée, c'est-à-dire qu'elle admettra une génératrice rec-tilignej cette droite, qui est elle-même sa propre tangente, devra être contenue tout entière dans le plan tangent ; et s'il existait deux génératrices de ce genre, passant l'une et l'autre par le point donné , elles détermineraient, par leur ensemble, le plan tangent relatif à leur point de section ; c'est ce qui arrive dans l'hyperboloïde à une nappe , et dans le paraboloïdc hyperbolique. Mais il importe beaucoup d'observer que les surfaces réglées se divisent en deux classes , qui présentent une différence essentielle dans leur contact avec le plan tangent.
273. Si la surface réglée est gauche, c'est-à-dire si la génératrice rectiligne se meut de telle sorte que deux positions voisines AM et A' M', quelque rapprochées qti'on les suppose , ne se troussent pas situées dans un même plan, alors les plans tangents relatifs à deux points
M et N pris sur une même génératrice AMN , renferme- F«g- 33. ront tous deux cette droite , mais ils seront distincts l'un de l'autre ^ car le premier contiendra la tangente M T à la section quelconque MM'P, et le second la tangente NV à la section NN'Q. Or, comme la droite mobile , en passant de la position AMN à la position infiniment voisine A'M'N', doit nécessairement s'appuyer toujours sur ces courbas qui ont avec leurs tangentes un élément de commun , cette génératrice peut être regardée , dans cet intervalle, conmie glissant sur les tangentes MM' T, NN'V; et par conséquent celles-ci ne sauraient être dans un même plan, dès que les droites AMN et A'M'N' ne remplissent pas cette condition ; donc , enfin , le plan AMT ne
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coïncide point avec le plan ANY, Concluons de là que, dans une surface gauche^ les plans tangents relatifs aux (Hivers points d'une même génératrice rectilîgne , passent tous par cette droite, mais sont distincts les uns des autres^ et chacun ne touche la surface «ju'en un points tandis que partout ailleurs il est sécant. Ces circonstances se présentent, par exemple, dans Thyperboloïde à une nappe et dans le paraboloïde hyperbolique.
274. Au contraire;, quand la surface réglée sera déve^ loppable, c'est-àrdire qu'elle sera engendrée par une droite assujettie à se mouvoir de telle sorte que deux positions consécutii^es soient toujours dans un même plan, alors les plans tangents AMT et ANV coïncideront
Fio. 34. complètement; cai les deux tangentes MT et NV, ayant chacune un élément MM' ou NN' commun avec les courbes MP ou NQ , s'appuieront nécessairement sur les deux génératrices infiniment voisines AMN et A'M'N', Or, comme celles-ci sont, par hypothèse, dans un même plan , les tangentes MT et NV rempliront aussi cette condition, et par suite les plans tangents AMT et ANV se confondront l'un avec Tautre. Ainsi ^ dans une surface déi^eloppablcj c^est un seul et même plan qui touche la surface tout le long de chaque génératrice rectiligne.
275. Comme les diverses génératrices A , A', A", . . . (fiS' 34) sont ici deux à deux dans un même plan, il est évident qu'elles se couperont consécutivement en des points m, 7w', m" y. . ., qui formeront une courbe à laquelle chacune des génér^lrices sera tangente, et que Ton nomme arête de rehroussement de la surface développable.
Dans les cylindres, cette arête de rehroussement est tout entière à Tinfini \ et ditns les cônes , elle se réduit à un point , qui est le sommet.
DBS PLANS TANGENTS AUX SURFACES COURBES
276. Enfin, puisque les éléments superficiels (*) compris entre A et A', A' et A'', . • . sont plans ^ on pourra faire tourner successivement chacune de ces faces autour de la droite qui lui est commune .avec la suivante , et les étendre tontes sur un plan , sans que la surface ait éprouvé de fractures. Elle sera ainsi développée, en conservant la même superficie; et la dénomination de surface développable dérive de cette propriété, qui , évidemment, ne saurait appartenir aux surfaces gauches (n^ 273), quoiqu'elles soient aussi réglées. Pour compléter ces notions succinctes, nous renvej^rons aux livres III et Vil du Traité de Géométrie descriptwe.
{*) Il faut 86 garder de donner le nom d'éléments aux généralrices, car toig'ours les i&Iémouts d'une grandeur doivent être homogènes avec eelle>ci ; ainsi Içs éléments d'une surface sont d'autres petites surfaces.
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Génération des Surfaces par le mouvement d^une ligne assujettie à glisser sur une ou plusieurs directrices.
277. Nous avons déjà rencontré , dans ce qui précède, divers exemples de surfaces engendrées par une droite ou par une courbe , qui , en changeant de position et même de forme, s'appuyait constamment sur une ou plusieurs directrices fixes \ il sera donc facile maintenant de généraliser les considérations qui nous ont servi dans ces cas particuliers, et de les étendre à une génératrice représentée par les équations
(0 / (-^jrj^jajêjv,.. .) = o,
U espèce de cette courbe est déterminée, parce que les fonctions^ et yi sont censées connues de forme; mais comme elles renferment n constantes arbitraires , ou paramètres "variables a , 6 , 7 ? • • • ? la position , les dimensions , la courbure de la génératrice changeront , en général , avec les diverses valeurs que Ton attribuera à ces paramètres. Or , si l'on faisait varier ceux-ci d'une manière arbitraire et indépendamment les uns des autres, la ligne mobile parcourrait un lieu solide, qui pourrait même souvent remplir tout l'espace*, car en supposant d'abord que a seul varie, et éliminant cette quantité entre
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(i) et (a), on aurait un résultat
qui conviendrait à toutes les positions de la génératrice correspondantes aux diverses valeurs de a :mais ce résultat lui-même représente une infinité de surfaces aussi rapprochées qu'on voudra les unes dew autres, et qui s'obtiendront en faisant varier de zéro à ±l<x> , d'abord 6, puis 7 5. t . (*). Par conséquent, Ton n'obtiendrait ainsi aucune surface déterminée; au lieu que si l'on assu* jettit la ligne mobile (i) et (a) à s'appuyer constamment sur »— -I directrices' données, ces conditions établiront entre les n paramètres, n— i relations qui n'en laisseront plus qu*un d'arbitraire , et le mouvement de la génératrice sera complètement réglé.
S78. Soient , en effet,
{*) Par exemple , le cercle représenté par
^«^(,-.6)« = R* — a», X— a = o, doooe f par Pélimination de a, Péquation
*« -hr* •+•(*- 6)* = R%
qui appartient à une infinité do sphères d'un rayon constant, et dont les centras, situés sur Paze des s, s'obtiennent en faisant yarier 6 de zéro à zb 00 ; donc cette équation convient à tous les points du solide cylindrique qui a pour axe OZ , et pour rayon R. De môme , le cercle mobile
conduit à l'équation
laquelle appartient à tous les points de Vespaee indéfini qui se trouve en dehors de la sphère du rayon R , et dont le centre est à l'origine des coor* données.
les équations de la première directrice. Pour exprimer que la ligne mobile a , dans toutes ses positions^ un point de commun avec cette directrice , il faut écrire que leurs quatre équations sont satisfaites par un même système de valeurs attribuées k x^ jr^ z-^ or cela exige qu^en éliminant ces trois coordonnées entre les équations (i), (^), (3) et (4) 9 Téquation finale , qui sera de la forme
soit vérifiée par les valeurs qu^on attribuera aux constantes a, S, y, ... : par conséquent, cette équation de condition établit déjà entre les paramètres la dépendance nécessaire pour que la génératrice s^appuie constamment sur la première courbe assignée. Mais cbaque nouvelle directrice fournira semblablement une relation entre « , S , 7? • • • 9 de sorte que pour représenter complètement la génératrice s'appuyant sur les » — i directrices, il faudra prendre le système des n+i équations suivantes:
(2) /^{xyX.Zy a, 6,7,...) = o,
*(aj6,7? ) =0,
Or , comme il n'y reste plus évidenmient qu'un seul paramètre ,' a par exemple , qui puisse recevoir des valeurs arbitraires , il s'ensuit que , pour obtenir le lieu de toutes les positions de la génératrice , on devra éliminer a entre les équations (i) et (2), après y avoir substitué les valeurs des autres paramètres en fonction de celui-ci ; ce qui revient à dire qu'il faudra généralement éliminer les n constantes a , 6, y, . . . entre les » H- 1 équations précédentes.
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D^ailleurs, comme le résultat de cette élimination sera une équation unique où il n^ entrera plus aucune arbitraire, il en résulte que la courbe mobile aura bien décrit, dans son mouvement, une surface déterminée.
279. Dans le cas assez fréquent où Ton n'assigne ifûCune seule directrice,
et où par conséquent la ligne mobile ne doit renfermer que deux paramètres arbitraires, cette génératrice sera représentée, dans une position quelconque, par le système
Ai^yX^ «> «> S) =o>
* (a , 6) =: o, ou bien 6 = ^ (a).
De sorte que si l'on résout les équations y= o , yj=o, par rapport aux constantes , il s'agira d'éliminer a et S entre trois équations de la forme
ce qui donnera pour l'équation de la surface
(6) p = y (a) , ou bien * (m , ç)-=io.
Remarquons ici que uelu désignent deux groupes en x, ^, z , qui ne changeront jamais pour toutes les surfaces d^une même famille j c'est-à-dire pour celles qui, admettant la même génératrice [/*, yi], ne di fièrent l'une de l'autre que par l'espèce de la directrice [F, Fi]; tandis que la fonction Q), qui dépend évidemment de F et de Ft, changera avec chacune des surfaces individuelles de cette famille. Ces distinctions vont s'éclaircir par les exemples suivants.
Surfaces cylindriques. Elles sont engendrées
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par une droite mobile qui reste parallèle à une direction donnée , eu glissant sur une directrice fixe
V{x, 7, z) = o, F, {xy jTy «) = o ;
par conséquent , la génératrice aura des équations de la
forme
a?=/?ïz4-a, y =z nz -{- ^y
dans lesquelles m et n seront des constantes données et invariables, tandis que a et 6 seront les paramètres arbitraires 5 mais ceux-ci seront liés entre eux par une relation ê = (f (a), qui, dans chaque exemple, se déduira, conmie nous Pavons dit, des quatre équations précédentes par l'élimination des coordonnées. Ainsi les éqttations (5) deviendront alors
X — mz = a, jr — tiz = 6 , 6 = ç (a) ;
et en éliminant a et 6 entre ces trois dernières , la surt face cylindrique sera représentée généralement par
(7) j — . Tiz ±= <p (x — mz).
On voit qu'ici lés quantités u et i^ sont les binômes X — mz et y — nz^ qui resteront de même forme pour tous les cylindres possibles , tandis que la fonction 9 changera avec la directrice particulière qu'on aura adoptée.
281 . Appliquons cette méthode au cylindre qui aurait pour directrice Tellipse
Pour exprimer que la génératrice
X = mz H-a, ^ = /8z-|-6 a toujours un point de commun avec cette courbe, on
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élimine x^ y^ z entre ces quatre équations, et l'on obtient la relation
laquelle tient lieu de 6 = <p (a) ^ puis , sans la résoudre par rapport à 6, on élimine a et S entre les trois dernières équations , et il vient pour le cylindre demandé
282. L'équation des cylindres, sous la forme (7), est dite Y équation en quantités finies ; mais on peut en obtenir une autre qui soit même indépendante de la directrice, ou de la fonction y qui seule caractérise cette courbe dans chaque cas particulier. Pour y arriver, j'observe que l'équation
renformant deux variables indépendantes ^ x et j^, peut être différentiée successivement par rapport k x et z^om
par rapport k y ei z\ donc , en déjsignant toujours —
et — par p et q^ et par ç' la dérivée de la fonction (f , «y
on obtiendra
— np = (i — mp).<f' {x — wz),
I — nq z=: — mq . <p' (j? — /wa).
Or, entre les trois équations précédentes, on peut éliminer f et y' qui seules varient pour diverses surfaces cylindriques ; et même , comme les deux dernières ne contiennent que f ', si on les divise Tune par l'autre, on aura
np I — mp
I — nq mq ^
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d'où l'on tire
(8) mp -h nqz= i,
équation aux différences partielles qui couvient à toutes les surfaces cylindriques , quelle qu'en soit la directrice.
283. On aurait pu obtenir directement l'équation (8) en exprimant que dans ces surfaces , les dii^ers plans tangents, dont chacun renferme (n** 272) une génératrice du cylindre , sont tous parallèles à la droite
En effet, si l'on applique à l'équation générale du plan tangent j)Our une surface quelconque ,
«' — « = ^ (j?' — J?) -h ^ (jr' — j) = o ,
la condition trouvée au n^ 45, on obtient pour le caractère général de tous les cylindres ,
mp -i- nq — i = O ,
relation identique avec l'équation (8).
284. L'équation (8) peut servir plus commodément que la formule (7) , à reconnaître si une surface donnée L = est cylindrique ou non. Pour cela , on tire des équations
dh dL dL dL
les valeurs des dérivées p et q, pour les substituer dans (8), et il faut évidemment que le résultat
, . (IL rfL , dL
soit vérifié pour tous les points de la surface L , c'est-àdire quelles que soient les valeurs de a:, j^, z -, mais comme on ne connaît pas à priori les quantités m et n^
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on égalera à zéro les coefficients des diverses puissances des coordonnées , et Ton examinera si Ton peut satisfaire à ces conditions par des valeurs réelles de m et de n.
Admettons, par exemple, que L = o soit Féquation générale des surfaces du second degré 5 alors l'équation (9) deviendra
et comme ce résultat doit être vérifié pour toutes les valeurs de x^ y^ z ^ il faudra poser
Cm -f- C'n -h C" = o :
de sorte qu'en calculant m et n par les deux premières de ces équations , et les substituant dans les autres , on aura , pour exprimer que la surface du second degré est cylindrique , les deux conditions
AB^ -h A'B'» H- A'^B"^ — AA'A'^ — 2BB'B'' = o, C (A' B' — BB'O -f- C (AB — B'B'^ -h C" (B"^ — AA') = o ,
qui conviennent eflfectivement aux trois genres de surfaces dont nous avons parlé dans les n°' 245, 246 et 247. 285. Quelquefois on n'assigne pas immédiatement la courbe directrice d'un cylindre , mais on exige qu'il soit circonscrit à une surface donnée £=05 alors il faut commencer par chercher la ligne de contact de ces deux surfaces. Or, pour tous les points de cette ligne, les plans tangents seront communs^ et par suite les dérivées p et ^, qui seules déterminent l'inclinaison du plan tangent, devront avoir les mêmes valeurs dans le cylindre et dans
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la surface L. Par conséquent, si des équations
dL dL ^L dL
— -( p = o, H — q ^zi o y
dx dz dy dz
ou tire les valeurs de ^ , q^ pour les substituer dans Téquation (8) , cette dernière devra être satisfaite , et l'on aura, comme ci-dessus,
rfL rfL d\.
Mais ici cette relation n'est plus vraie pour des valeurs quelconques de x^ y^ z\ elle ne subsiste que pour les points de la ligne de contact cherchée, et c'est seulement l'équation d'une surface qui contient cette courbe. Or, comme la surface proposée la contient aussi , il s'ensuit que l'ensemble des équations (9) et L = o, détermine complètement la ligne de contact , qui devient alors la directrice représentée au n® 280 par F = o et Fi =05 ensuite le reste du calcul s'achèvera comme dans cet article.
286. Cherchons, par exemple, le cylindre qui serait circonscrit à l'ellipsoïde
Ajc* + Ay + AV = I,
et dont les génératrices auraient toujours une direction marquée par les constantes données m et n. La courbe de contact sera déterminée par l'équation précédente , jointe à l'équation (9) qui devient ici
kmx -h È^ny -f- A"« = o ,
et ce résultat s'accorde avec ce que nous avons trouvé n** 263. Cela posé, en combinant ces équations avec
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pour éliminer x, y^ z^ on obtiendra h relation qui doit exister entre a et 6 , savoir,
[ko? -4- A'e» — i) (A/w» H- AV 4- A") = (Ama -f- A'w^)» ;
puis il reste à substituer ici les f aleurs de a et 6 tirées des équations de la droite, ce qui donne peur Téquation du cylindre
[A(^ — mzf 4- M ix-^n&y — i] {A/»> 4- A'«» 4^ A'') = [A/w {x — mz) 4- A'tî (jr — nz)Y,
Mais, parmi les diverses réductions que peut subir ce résultat, nous adopterons la transformation suivante : si au second membre on ajoute la quantité A"z — A"-», il deviendra
[{Amx 4- A'/îjr -H A''«) — {^^^ H- -^'«* + A'') z]\
Or, en développant le carré de ce binôme, puis transposant les deux derniers termes dans le premier membre de l'équation du cylindre , celle-ci prendra , après quelques réductions évidentes, la ferme remarquable
{Ax' 4- Ay 4- A''a» — i) {Am' 4- A'«» 4- A'' ) = {kmx 4- A V ■+■ A"«)% par laquelle on voit manifestement que ce cylindre touche rellipseïde le long de la courbe située dans le plan
Amx 4- A'/ij 4- A"» = o.
D'ailleurs, si l'on désigne par R le demi-diamètre de l'ellipsoïde , qui serait parallèle aux génératrices du cylindre, sa longueur s'obtiendra évidemment en combinant les
équations
R2=:x*4-r* 4- 2% x:=:mz^ y^=nz
avec celle de l'ellipsoïde ^ ce qui conduit à
_ m^ 4- n» 4- I "^ Aiw* 4- AV 4- A"'
On pourra donc introduire ce rayon vecteur dans l'équation du cylindre 5 et même si, pour plus de symétrie, on appelle i , fx , v , les angles qu'il fait avec les axes , on aura, comme on sait, «
ces X ces a
iW = , /i = i-,
cos V cos V
et l'équation du cylindre deviendra enfin
Ax* -H A>* -h A"«* —- I =r R« ( Ax cos X -+- A> cos /x H- A*« cos m)*.
287. Surfaces coniques. Elles sont produites par le mouvement d'une droite qui , passant toujours par un point fixe (a , ft , c) , s'appuie constamment sur une directrice donnée
Par conséquent , la génératrice sera représentée ici par
mais il faudra (n^ 278) y joindre une relation 6 = y (a), qui, dans chaque exemple particulier, s'obtiendra par l'élimination des coordonnées x^ y^ z entre les quatre équations précédentes , et alors les trois équations (5) deviendront
z C z C TV/7
de sorte qu'en éliminant a et 6 entre ces dernières , Téquation générale des surfaces coniques sera
(lo) -^ = ç( ).
Lorsque le sommet sera situé à l'origine des coordonnées,
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cette équation se réduira à
ce qui revient à dire que des trois quotients -, -, -,
deux quelconques sont fonction Tun de l'autre ; et par conséquent F équation sera homogène,
288. Prenons pour exemple un cône dont le sommet aurait pour coordonnées a, b ^ c , et dont la directrice serait l'ellipse
En éliminant x^ j^ z entre ces équations et celles de la génératrice
X — «=ra(z — c) y y — ^=ê(z — c),
on aura la relation qui doit exister entre a et 6 , savoir,
puis éliminant a et 6 entre les trois dernières équalions , il viendra pour l'équation de la surface conique ,
On pourrait en déduire le cylindre trouvé n^ 281 , en divisant les deux membres par c', puis posant
— = 7», — •=z n et c=^oo.
ce
Si l'on veut que le cône devienne droit, il suffira
de poser
A= B, fl r= G, ^ = o;
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alors rëquation précédente se réduit à
A' a:^ +7* = — (z — cy = (z — c)* tang' w,
OÙ (ù désigne Fangle constant formé par chaque génératrice avec Taxe. Au surplus ^ cette équation se retrouvera immédiatement chaque fois qu'on en aura besoin , si Ton remarque que le triangle rectangle formé par l'axe, avec le rayon vecteur abaissé perpendiculairement d'un point quelconque x, y^ z de la surface , donne évidemment la relation
tancT w = ■ =2= .
290. Pour obtenir Véquation aux différences partielles des surfaces coniques , il faut éliminer la fonction f qui change de forme avec la directrice particulière qu'on adopte. Or, si l'on différentie l'équation (lo) tour à tour par rapport à x et ^ , et par rapport à j^ et z , on trouve
— {jr'-b)pz^c---{x-^a)p _, { x'-a \ {z — cf {z — cy ^ V— c)
z—c—{y — b)q _ ^{a:^a)g ^ (±Z1^\ (a — c)^ ~" {z^ey ' ^ \z ^ cj'
puis en divisant ces résultats l'un par l'autre , la fonction ç' disparaît, et il reste
OU, en réduisant,
Cette équation des surfaces coniques aurait pu
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s^obtenir en exprimant qu'ici les dwers plans tangents, dont chacun renferme (n** 272) une génératrice rectiligne, doivent passer tous par le sommet dont les coordonnées sont a, J, c. En effet, l'équation générale du plan tangent
devra alors être vérifiée par jc'==a,j^'=6, z' = c^ ce qui conduit à une relation identique avec (i i). D'ailleurs on pourra faire servir cette équation (n) à reconnaître si une surface donnée L = o est conique, par une marclie analogue à celle que nous avons employée au n^ 284 ^ mais ici les quantités a^b^ c seraient les inconnues auxquelles il faudrait appliquer ce que nous avons dit alors de m et de tz.
292. Lorsqu'au lieu d'assigner immédiatement k directrice [F, Fi], on exige que la surface conique soit circonscrite à une surface donnée L = o , il faut commencer par chercher la ligne de contact des deux surfaces. Or, comme les plans tangents seront évidemment communs pour tous les points de cette courbe ^ les dérivées p etq déduites de L = o , devront vérifier l'équation (il); par conséquent la ligne de contact cherchée sera représentée par le système
alors , en prenant ces deux équations pour tenir lieu de F = o et Fi = o , on achèvera le calcul ainsi qu'on Ta ditaun°287.
Si la surface L = o est un ellipsoïde représenté par
iU= 4-Ay -f- AV = I,
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la courbe de contact sera déterminée par cette équation jointe à la suivante
(12) Aa:(a: — a) -h A!y{y — ^) -h h!'z{z — c) = o ;
mais celle-ci , combinée avec la première , donne
(i 3) kax -+- Mby + M'cz =z i ,
ainsi nous pouvons employer (12) et (i3) pour définir la ligne de contact.
Cela posé, il faut exprimer que la génératrice a toujours un point de commun avec cette courbe , en éliminant or, y y z entre les équations (12), (i3) et les suivantes
X — a-=:aL[z — c) , y — ^ = 6(z — c) :
or, si Ton substitue d'abord les valeurs des seuls binômes X — a et y — b dans (12), cette équation deviendra
(i4) Aa:c -f- M^y -h A!'z = o ;
et alors l'élimination de a:, j^, z entre (i3), (i4) et les équations de la droite s'effectuera aisément , et donnera la condition
(Aa* -I- A'6» -+- A" ) (Aa« + A'6« h- A^c» - i ) = (Aaa -h A'46 -f- A^c)*.
Il reste maintenant à substituer ici les valeurs de a et 6 , tirées des équations de la génératrice , ce qui donne pour la surface conique demandée ,
[A(x— «)»-+. A'(jr— è)« 4- A'\z^c')]{Aa^'hA'b' 4-AV— i) = [Aa(^— û)-f. A'b{y — b)-h A'V(z — c)]= ;
mais si Ton observe que le second membre peut s'écrire
[{Aaa: -f- A'by -f- A'Vz -- i) — (Aa^ -h A'b^ + A'V — i)]%
puis , si l'on développe le carré de ce binôme , et que l'on
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transpose les deux derniers termes dans le premier membre , Téquation du cône deviendra , après quelques réductions évidentes ,
{kx^ + Ay -h M'z^ — i) {Aa^ + A!b^ -h M'c" — i ) = (Afla?4- Mby-^- M^cz— if.
Sous cette forme, on voit manifestement que le cône touche l'ellipsoïde le long de la courbe plane représentée par Téquation (i3). D'aiUeurs, en appelant S la longueur de la droite qui joint le centre de l'ellipsoïde avec le sommet du cône , et R la portion de cette ligne qui forme un demi-diamètre de l'ellipsoïde , on trouvera aisément que le coefficient constant du premier membre a pour valeur
C2 lpt2
ka^ -H Mb^ -h A"c» — i = _, .
294. Surfaces de révolution. On les définit ordinal- Pig. 35. rement comme produites par le mouvement d'une courbe MM', qui tourne autour d'un axe fixe AC , de telle sorte que chaque point M décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe 5 et dont le centre est sur cet axe : cette génératrice MM' ne coïncide avec le méridien de la surface , qu'autant qu'elle est tout entière située dans im plan passant par AG. Mais, d'après cette définition, les surfaces de cette classe n'admettraient point une génératrice d'une espèce constante, puisque la courbe MM' changera avec chaque surface individuelle \ au lieu que si Von regarde la surface comme engendrée par un cercle CM , dont le centre se meut sur AC , tandis que son plan reste perpendiculaire à cet axe, et dont le rayon croit ou décroît de manière que la circonférence rencontre toujours la courbe MM', alors le cercle mobile devient une génératrice d'une espèce constante et commune
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à toutes les surfaces de révolution, et la ligne MM' n'est plus qu'une directrice variable qui distingue chaque surface particulière. Exprimons donc par l'analyse ce second mode de génération , qui d'ailleurs est une suite nécessaire de la définition primitive.
Représentons la directrice MM' par
et l'axe de révolution que nous supposons mené d'un certain point (a , i , c) dans une direction connue , par
alors un quelconque des parallèles de la surface pourra être regardé comme l'intersection d'un plan perpendiculaire à l'axe AC , avec une sphère dont Je centre serait sur cette droite \ par conséquent ce cercle aura des équations de la forme
(i5) mx -h njr -h z = 6 ,
(i6) {x — ay -f- (r — ày -h (2 — c)» = a.
Cependant , pour qu'il soit véritablement un parallèle de la surface, il faut y ajouter une relation
propre à exprimer que ce cercle a , dans toutes ses positions, un point de commun avec la directrice MM'; et cette relation s'obtiendra , dans chaque exemple , en éliminant x^y^ z, entre les quatre équations (i5), (i6), F = o et Fi = o. Cela posé , il restera à éliminer a et 6 entre les trois équations de ce parallèle , et l'on obtiendra pour la surface de révolution ,
(17) 2 H- /war -f- /ï^ = (p [(o? — ay + (jr — bf H- (z — tf)'].
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296. Lorsque Taxe de révolution est pris pour l!axe des z , on a m = o , /» = o^ et comme alors on peut placer le centre (a, i , c) de la sphère à l'origine même , l'équation précédente se réduit à
laquelle pourra toujours ^re ramenée à la forme
Mais, dans ce cas particulier qui arrive fréquemment, il est plus simple de regarder immédiatement chaque parailèle comme l'intersection d'un cylindre droit avec un plain perpendiculaire, c'est-à-dire de prendre, au lieu des équations (i5) et (i6), les suivantes
et en y joignant toujours la relation 6 = ç (a), qui s'obtiendra comme ci-dessus , on arrivera directement à
297. Prenons pour exemple la surface décrite autour de l'axe OZ , par la droite quelconque
Ces équations , qui remplacent ici F = o , Fi = o , étant combinées avec cellçs d'un parallèle
a = 6 , x* H- ^' := a , donneront , par l'élimination des coordonnées , la relation
(A6 + hy -h (B6 -f- ^)» = a ;
et si entre les trois dernières équations , on élimine a et 6, on trouvera pour la surface demandée
(Az 4- A)' -h ( Bz -h ky = jc» -f. y^^
OU bien
x'-h y' -- (A* + B>» — 2{AJi -f- Bk)z = A' 4- k\
résultat qui appartient évidemment à un hyperboloïde à une nappoy dont le centre situé sur l'axe OZ , est facile à déterminer. Au surplus, si Ton conçoit qu'on ait pris pour axe des x la plus courte distance de Taxe de révolution à la droite mobile , celle-ci se trouvera parallèle au plan YZ, et il faudra poser dans ses équations A = o, A; = o ^ de sorte que l'équation de la surface devenant
se trouvera rapportée à son centre. D'ailleurs on voit que le méridien de la surface est effectivement une hyperbole
7=0, a?* — • BV = A%
dont le demi-axe réel est la quantité h qui mesure ici la plus courte distance des trois droites données. {Voyez Géométrie descriptive, n** 140.)
298. Nous ne nous arrêterons point à appliquer cette méthode à un méridien elliptique , tel que
ou à une hyperbole, une parabole j car on retrouverait ainsi l'ellipsoïde , l'hyperboloïde.... de révolution : mais nous considérerons plutôt la surfax:e annulaire produite par un cercle tournant autour d'un axe OZ qui, sans passer par le centre , est néanmoins situé dans le plan de ce cercle : c'est le tore , qui se rencontre dans plusieurs épures de Géométrie descriptive. Représentons donc ce méridien circulaire par
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puis, combinons ces équations avec celles d'un parallèle
pour éliminer jc, j*, «, et nous obtiendrons la relation
ensuite , éliminons a et 6 entre les trois dernières équations, et nous aurons pour la surface annulaire proposée
Cette équation qui, après la disparition des radicaux, se trouvera du quatrième degré , mais qui peut être discutée aisément sous la forme actuelle , présentera un noyau vide autour de Taxe des z , ou bien une espèce d'entonnoir formé par la nappe intérieure, suivant que Ton aura
/>R ou /<R.
299. Cherchons maintenant V équation aux différences partielles des surfaces de révolution, en éliminant la fonction (f de Téquation
(17) z-h nw: -h «/ = ^[{x^ay + (r — ^)' + (^ — <^)']-
Or, si l'on diflFérentie successivement par rapport à x et Zj et par rapport à j* et z, on obtient
puis, en divisant ees dernières équations membre à
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membre ,
il vient
p-hm
h-Jrqiz-^
cY
d'où Ton tire
(i8) ;t? [r — ft — «(« — c)] — 9 [x — a — m (« — c)] = Il {x— a)-^m(r — *)•
300. Si l'axe de révolution coïncide avec OZ, nous avons déjà dit (n** 296) que l'on devait annuler m , /i , a , i, c, de sorte que l'équation précédente se réduit à
pX — qx=:o:
c'est ce qu'on trouverait immédiatement en différentîant comme ci-dessus la dernière équation du "hî^ 296.
301. On pouvait arriver à ces deux résultats en exprimant que dans cette classe de surfaces, ia normale "oa toujours rencontrer Vaxe de rés^olution. Pour justifier cette dernière assertion, il suffit d'observer que, quel que soit le uiéridien, le plan tangent dans un point quelconque renferme nécessairement la tangente au parallèle. Or, cette droite étant évidemment perpendiculaire au rayon du parallèle et à l'axe , qui sont tous deux dans le plan méridien, se trouve donc perpendiculaire à ce plan ; d'où l'on conclut que, dans*^ toute surface de révolution, le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien qui passe par le point de contact. H en résulte que la normale sera contenue dans ce plan méridien^ et, par suite, elle ira rencontrer l'axe de la surface.
Gela posé , la normale à une surface quelconque étant représentée (n° 270) par
a:' — x-4-/?(z' — z)=zo, /' — r -»-^(«' — «) = <>>
il faudra , pour qu'elle aille rencontrer l'axe des z que nous supposons l'axe de révolution, que les équatmis
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précédentes fournissent une même valeur de z' quand on y posera a:' = o et j^' = o ; or, en égalant les deux valeurs de z' données par cette hypothèse, on trouve
- = ~, OU px — gx = Oy P 9
résultat identique avec Téquation citée au n** 300. On parviendrait semblablement à Téquation (i8) , en combinant les équations de la normale avec les suivantes
.r' — a-=zm[z' — c), y' — b:=n{z' — c),
qui ont servi (n^295) à représenter l'axe de révolution dans une position quelconque.
302. L'équation (i 8) aux différences partielles, peut servir à reconnaître si une surface donnée L = o est de révolution; car les valeurs des dérivées p et ^, tirées de
dJa dl. dh dh
devront vérifier l'équation (i8), quelles que soient les coordonnées x^ y^ z-^ par conséquent, il faudra, après cette substitution , égaler à zéro les coefficients des diverses puissances de ces coordonnées , ce qui fournira entre les constantes inconnues m , n^ a , & , c un certain nombre d'équations , qui devront s'accorder pour que la surface soit de révolution. Cette marche, appliquée à l'équation générale du second degré , ferait retomber sur les conditions que nous avons obtenues autrement dans les n^" 253 et suivants.
303. Lorsqu'au lieu de donner immédiatement la génératrice d'une surface de révolution, c'est-à-dire la courbe M M' qui est véritablement la directrice du cercle mobile, on exige que la surface cherchée soit circonscrite
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aune surface connue L = o, il faut encore commencer par déterminer la ligne de contact. Or , en chaque point de cette courbe , le plan tangent sera évidemment commun aux deux surfaces \ ainsi les dérivées pet Çy déduites de L = o, et substituées dans Téquation (i8), devront la vérifier, du moins pour tous les points de cette courbe^ donc , après cette substitution , Tensemble des équations (i8) et L = o représentera complètement la ligne de contact, et en la prenant pour la directrice de la surface de révolution, on en fera le même usage que des équations F=o,Fi=o, dun<>265.
Effectuons les calculs pour le cas où Taxe de révolution coïncide avec OZ, et où par conséquent Téquation (i8) se réduit à
en y substituant les valeurs de ^ et de ^ , tirées de L = o qui donne
dL dL dh dL
on obtiendra pour les équations de la ligne de contact
dL dh
304. Par exemple , dans un ellipsoïde dont les diamètres principaux seraient parallèles aux axes coordonnés, la courbe de contact serait représentée par le système
A(x — <i)»-f-A'(/— ^)»-|- A"(a— c)» = I, (A — A/)xy — Aajr -h A^bx = o.
Cette ligne serait donc ici à double courbure ; mais si A = A', Tellipsoïde devient lui-même de révolution , et la
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dernière équation se réduisant à
elle représente un plan passant par Taxe OZ et le diamètre vertical de Tellipsoïde: par conséquent;, la ligne de contact ne sera autre chose qu^un des méridiens de cet ellipsoïde, et en tournant autour de OZ, elle engendrera une surface annulaire différente de celle du n? 298,
Si l'on veut achever le calcul , on combinera les équations de ce méridien elliptique
avec celles d'un parallèle
pour en éliminer a:, j, ^, et l'on trouvera entre a et 6 la relation
dans laquelle nous avons posé D = ^a* -f- é' ^ puis, en y «substituant les valeurs de a et 6, il viendra pour l'équation de cette surface annulaire à méridien elliptique
305. Surfaces conoïdes. On appelle ainsi les surfaces engendrées par une droite mobile assujettie à rester parallèle à un plan donnée et à s'appuyer constamment sur UNE DjiOiTEjixe OA et sur une courbe quelconque DM. Fig. 36. Nous prendrons toujours le plan directeur pour le plan coordonné XY, et en coupant les deux directrices par divers plans horizontaux, puis joignant par des droites les points de section correspondants C et M,.C et M',. ••9
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on obtiendra autant de posiliohs de la génératrice. La surface sera nécessairement gauche (n^ 273); car la droite CM, en passant à une position infiniment voisine CM', peut être censée glisser sur la tangente TMM'. Ainsi, pour qiie CM et CM' iussenl dans un même plan, il faudrait quie TM bt OA se trouvassent aussi dans un seul plan, circonstance qui ne saurait arriver, du moins pour toutes les tangentes , sans que la courbe DM ne soit tout entière dans un même plan avec OA; mais c^est là une hypothèse qu'il faut évidemment exclure, puisque alors le conoïde se réduirait à un plan unique.
306. Gomme la droite OA rencontrera nécessairement le plan directeur XT, nous pouvons placer Torigine des coordonnées à ce point de section (au surplus , pour une origine quelconque, on changera dans le résultat définitif, JC et ^ en X — h et jr — A); et les deux directrices données seront représentées par les équations suivantes :
(OA) X = mzj jr = /iz,
(DM) ¥{.T,jr,z) = o, F,(.r, j,3) = o.
La génératrice, qui doit être parallèle au plan XY, aura des équations de la forme
mais d'abord il faut y ajouter une condition qui exprime qu'elle rencontre toujours OA, et qui s'obtiendra en éliminant x^jyZj entre les quatre équations de ces deux droites , ce qui donne
Cette relation détermine déjà une des trois constantes arbitraires, y par éicèih^le, en fonction' des autres; et si l'on en profite pour éliminer immédiatenietit ce para*
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mètre, les équations de la génératrice deviendront
(CM) 45 = 6, y — /ï6 = a(x — m6). '
Ensuite , il faut exprimer que cette dernière droite s'appuie constamment sur DM , ce qui s'exécutera en éliminant j?, y, js, entre les deux dernières ^qùalibnà et celles' de DM5 et Ton obtiendra ainsi une nouvelle relation
qu'il faudra joindre aux équations de CM. Maintenant, il ne reste plus qu'un seul paramétre a qui puisse recevoir des valeurs arbitraires \ si donc on élimine a et ë entre ces trois dernières équations, il viendra pour la sur fac^ conoïde
(19) zr=:ifSfVL ).
307, Le conoïde est appelé droit y lorsque la directrice rectiligne OA se trouve perpendiculaire au plan directeur assigné; alors cette droite OA peut être nommée Vaxe du conoïde, et puisqu'elle coïncide avec OZ, il suffira de poser m = et n = o dans l'équation générale (19). Mais comme ce cas particulier se présente fréquemment, nous observerons qu'il est plus simple alors de prendre immédiatem^it . les équations de la' généra^ trîce sous la forme
z = €, jrz=z<xx^
parce qu'ainsi on exprime déjà qu'elle rencontre l'axe OZ du conoïde 5 il reste donc à écrire qu'elle rencontre ai^ai la seconde directrice DM, ce qui donnera, comme cidessus , une certaine relation
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puis, en éliminant a et 6 entre ces trois équations, an aura pour le conoïde droit
On doit même remarquer que le conoïde oblique ppurrait aussi être présenté sous cette forme, en prenant la directrice rectiligne OA pour l'axe des z , et traçant à volonté les deux autres axes OX, OY, dans le plan directeur; car pour de tels axes obliques, les équations de la génératrice seraient encore
30}î. Prenons pour exemple le conoïde de la^voûte ér arête en tour ronde, engendré par une horizontale Fie. 3;. qui s'appuie sm* OZ et sur une ellipse BCD dont le centre est sur 0X5 et dont les deux diamètres principaux sont parallèles aux axes OY^ OZ. En posant 0A;= /, AB := ô, AC 3= c, les équations de l'ellipse seront
^=^' ïi+?=-'î
en les combinant avec
pour éliminer X, y, z^ on obtient la relation
puis éliminant a et 6 entre les trois dernières équations, il vient
Lorsque Ton coupera cette surface par divers plans pa-
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rallèles à YZ, tels que x=ky on obtiendra évidemment des ellipses ayant toutes un axe vertical de grandeur constante, et qui deviendront des cercles quand on po-
cl , sera a: =±: ^. Si Ton choisit les plans sécants parallèles
à XZ, on trouvera des courbes du quatrième degré, fa-< ciles à discuter, et qui admettent deux asymptotes pa-* rallèles à OX.
309. Dans la voûte d^arète en tour ronde , on adopte souvent pour le cintre de la porte (*), la ligne à double courbure formée en roulant sur le cylindre vertical du rayon AO = /, le plan de Tellipse BCD, sans altérer la hauteur des divers points de cette courbe. Alors, si Ton compare deux points (x, y^ z), {x\ y\ z'), situés à la même hauteur sur l'ellipse et sur le cintre à double cour-^ bure , on aura évidemment
attendu que nous comptons les sinus dans le cerele qui a pour rayon Funité (voyez n^ 310). Par conséquent, en éliminant Vancienne coordonnée jr, les équations du cântre seront
si donc on les combine , en supprimant les accents , avec on obtiendra la relation
V^iH-
. = dn(iv'c.-e.),
{*) Voyez la Géométrie descriptive, 11^644, où nous ayons donné aussi les équations des courbes remarquables suivanl lesquelles ce coi\oide trjiverse le tore qui recouvre le bereeau tournant.
et enfin, rëlimination de a et 6 entre les trois dernières, donnera poùf Péqtiàtion du conôïde ,
Les sections faites dans cette surface, par des cylindres concentriques fiyçc OZ, seraient encore des ellipses enroulées sur ces cylindres , comme on le verra aisément en posant
'• 310. Dans l'escalier dit vis à jour, lorsque le noyau vide est circulaire j la surface inférieure est encore un ©otfoïde engendré par une droite honz&ntahifuis^ appuie constamment sur une hélice et sur raxe vertical du cylindre droit où est tracée cette eonrbe; Or, d'après la définition d'uGQc hélice (*) , les ordonnées verticales sont proportionnelles aux abscisses curvilignes comptées sur la b^edw cylindre y a: fAvùr dn point où Thélice. coupe eette>base; si donc on fait. passer l'as^ OY par. ce point, qu'on ladopi» pour OZ Taxe du cylindre, et, que l'on désigne par 5 l'arc de la base qui répond à un^foiat quelconque (x^ y^ -m) de' l'hélice, on aura les relations
a:» + j» r= R% X z= l^ïïr ir,
3irR
parce qu'en appelant h le pas de l'hélice, l'ordonnée z =z h doit correspondre à l'abscisse s = 27tR. Maïs ici s et siN s désignent un arc et un sinus comptés dans le cercle du rayon R; pour lies ramener, suivait l'usage, à
{*) Voxesïa Géométrie descriptive , d9, 446; et Tépure 125, qui représente Vhélicoïde gauche dont il s'^agtt ici.
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être mesurés xlans le cercle dont le myou égalerait Tunité, on observera qu'en appelant un arc compté dans ce dernier cercle, et semblaUe k s^ on aurait
s * = RO , SI» 5 = R sin ô = R sin — ;
de sorte que les trois équations primitives deviendront
x' -f- r' = R', 4? = R 9in — , - = ■ ;
^^ ' R' s 27rR'
et si , entre ces dernières ^ on élimine Parc 5 de la base, on aura pour représenter les trois projections de Tbélice ,
De ces équations , deux suffisent toujours \ ainsi , en adop* tant les premières, et les combinant avec celles de la droite mobile
nous obtiendrons la relation
— J= = sinfaTT-^);
puis éliminant a et S entre ces trois dernières équations, il viendra, pour la surface de Vhélicoïde gauche j
sjx^ -^y^
r= sin ( 27r - j , OU - = tang I 27r j j .
Observons que cette surface rampante est aussi celle qui termiue le filet d'une vu rectangulaire.
311 . Cherchons maintenant F équation aux différences partielles des surfaces conoïdes, afin d'éliminer de Ter
quation
, (y — nz\
la fonction (f , qui change avec la forme de la directrice curviligne^ car, quant à la première directrice, elle est de forme invariable , et toujours rectûigne dans tous les conoïdes. Diflerentions donc Téquation (19) , d'abord par rapport à xex z^ et ensuite par rapport ky et z^ et nous
aurons
— np (x — mz) — (jr — nz) (i — mp) ,
^ (x - mzy • ^ '
^ _ (' — ^y) (^ —^^) H- mfix — nz)
^^ = — (x - mzy ^ • V
puis, en divisant ces résultats l'un parTautre, la fonction (f ' disparait et il vient
p __ p{my — nx) — - (>• — n z)
q^ q {my — • nx) -^[x --mz)*
d'où l'on tire eni^ii
(20) p (x — mz)-\- q{x — nz) =: o.
Lorsqu'on prend la directrice rectiligne pour axe des z , cette équation se réduit à
(21) px-\-qx = o.
312. Quelquefois, au lieu d'assigner la seconde directrice du conôïde, on exige qu'il soit circonscrit à une surface donnée L = o ; alors il faut d'abord chercher la ligne de contact par le même principe que nous avons déjà employé dans plusieurs cas semblables (n*** 285 et 292 ) , c'est-à-dire exprimer que l'équation générale (20) est satisfaite par les valeurs des dérivées petq déduites de L = o. Ainsi, la courbe de contact se trouvera déterminée par le système des deux équations
L=:o, (ar--fli2)— .^f^•-.«z)— = 0,
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lesquelles tiendront^ Keu de F=o, Fi = o, employées au n« 306.
313. Si, par exemple, la droite mobile doit s'appuyer sur OZ , et toucher codstamment Fellipsoïde
A (^ — a)» -f- My^ -h K"z^ = i,
la courbe de contact sera représentée par l'équation précédente , jointe à celle-ci ,
kœ{jç — «) + A'^\= o j OF ce système équivaut au suivant,
Aj:' — r Aux 4- à!x ' = o ^ AV — Aflx= I— Aa'.
Ainsi la courbe de contact a pour projections une ellipse et une parabole ;; et" il sera aisé maintenant de trouver l'équation du conoïde qui passerait par cette courbe.
314. En terminant ce qui regarde les surfaces déterminées par une seule directrice , nous observerons que quand il s'agit de faire passer une de ces surfaces par une courbe donnée
F(j:, jr,z) = o, F,{^,^,z)=ro,
et que l'on veut partir immédiatement de l'équation générale du n° 279 ,
(6) ^ = tW,
propre à la famille de surfaces en question , les quantités u et f^ sont alors des groupes connus en or , j^, ^ , et il s'agit de déterminer la fonction y de manière qUe l'équation (6) se trouve vérifiée d'elle-même en y substituant les valeurs de deux des coordonnées , ^ et ^ par exemple , tirées de F = o et Fi = o. Pour cela, il suffit d'égaler le groupe u
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à une quantité unique a , et d^élimnier x^ y^ z entre les quatre équations
Mzrra, p=:yfa), F = 0, F, = o;
on sera ainsi conduit à une équation de forme connue
qui , si on la résolvait par rapport à y (a) , ferait connaître la manière dont f {<£) est composée avec cl , et par conséquent aussi la forme de (^ {u) : mais , sans résoudre Inéquation précédente, il n'y aura qu'à y substituer pour cl et y (a) leurs valeurs u et i', et Ton aura pour Téquation de la surface particulière que Ton cherchait
Au reste, cette marche s'accorde évidemment avec celle que nous avons prescrit de suivre , au n^ 279 , dans chaque exemple particulier.
DES SURFACES AECLÉES, GAUCHES OU D^VELOPPABLES. 25 1
Pe^ Surfaces réglées , gauches ou dé^^loppables^
31 5« Jusqu'à présent les surfaces que nous avons étu-* diées n'admettaient qu'une seule âireotrice , ou si , comme dans les ponoïdes , il y avait deux directrices , Tune étiiit de forme constante «pour toutes les surfaces de cette far mille 9 et l'antre variait seule avec des diverses surfaces; ans^ l'équation fièie«i' = y (w) du li** 279 ne renfermait <][a' une fonction arbitraire i et par suite Féqûation aux différ^ices'partîélles, indépendante de cette fonction, ne s^élevait qu'au prérmer'^rdre^ comme on Ta vu dans les divers exemples précédeiits. Mais qu^nd on assigne plusieuPTs directrices ^ l'équartion de la surface renferme un pareil nombre de fonctions, ainsi qu'il résulte de la mé^ thode indiquée n*^ 278, et Inéquation au«^ différêtïees partielles est d'uiï ordre élevé , lequel surpasse en général le nombfedeB fonctions arbitraires^; car s'il Vagit, par exemple , d'une équation où entrent deux fonctions f et ^ , en difiérentiant deux fois , on se procurera en tout six équations y qttinei suffiront pas olxlinairement pouriéinniner ^, ç, <p" et t('^^^ ^"\ taadis qu'elles seront suffisantes dans certains cas, suivant la manière dont ces fonctions entre*ront dans l'éq^iation primitive. C'est ce qui va se vérifier dans les questions suivantes , où nous nous bornerons toutefois à traiter dès surfaces réglées, c'est-à-dire de celles qui ont pour génératrice une ligne droite.
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316. De la surface gauche engendrée par une droite qui glisse sur deux directrices quelconques (Jï) et (IX ) j en restant constamment 'parallèle à un plan fixe.
Nous regarderons ce plan directeur comme étant le plan horizontal des x^ y^et pour construire la surface , nous FiG. 33. couperons les courbes (D) et (D') par divers plans horizontaux \ puis, en joignant les points de section correspondants par des droites, nous obtiendrons autant de positions MN, M'N', . • • de la génératrice. La surface sera gauche, en général; car lorsque la droite mobile passe^, en s'appuyant sur les courbes (D) et (IX ) > de la position MN à la position infiniment voisine M'N\ elle peut être censée glisser sur les tangentes MM'T, NN'V, qui ont avec ces courbes un élément de commun. Par conséquent , à moins de supposer que les directrices aient été choisies d'une manière si particulière que letft*s tangentes, pour des points situés â la mênie hauteur, se trouvent toujours deux à deux dans un même plan , il n'arrivera pas non plus que les positions consécutives MN, M'N', . . . . delà génératrice puissent remplir cette condition; ainsi elles formeront une surface gauche (n^ 273).
Les conoïdes et le parabojLoïde hyperbolique sont évidemment des cas particuliers de ce genre de surface.
DES SURFACES RÉGLÉES, GAUCHES OU DKVELOPPABLES
Si donc on élimine a, 6, y, entre ces dernières équations et celles de la génératrice, on aura' pour Téquation gêné* raie des surfaces de cette famille
(l) X =zx(f{z)-h'^(z), ou Z=r^(p, (2)4- 7TJ;,(2).
Cette dernière forme ^ que l'on déduit aisément de la première , est plus symétrique , mais moins simple par rapport aux calculs qui vont suivre.
318. Pour obtenir l'équation aux différences partielles, indépendantes des fonctions (p et ^ , difierentions la formule (i) successivement par rapport kx et k y^il vient
d'où l'on conclut, par la division,
Comme il est arrivé ici que les fonctions y', i//, i|^' sont disparues à la fois, il suffira de descendre jusqu'au second ordre pour éliminer celle qui reste. Si donc , en adoptant les notations habituelles ,
d^^^' Sï^""/' 5^":''
on différentie l'équation du premier ordre, successivement par rapport à a? et à y, il viendra
qr—ps qs—-pt ,.
puis , en divisant ces résultats l'un par l'autre , on obtiendra pour l'éqi^tion qpmmuné à toutes les surfaces de ce genre , •
(2) q^r — %pqs 4-/?*/ = O,
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3i9. Prenons pour exemple la surface engendrée par une droite mobile qui , demeurant horizontale, s'appuie constamment sur Fellipse et sur le cercle représentés par
(D) x = A, -L^-^i, Si Ton combine les équations de la génératrice
successivenient avec celles des deux directrices, on ob* tiendra les deux relations
et il s'agira d'éliminer a , 6 , y entre les quatre dernières équations^ or, si d'abord on élimine a et y, il vient
d'où il résulte, en éliminant 6 entre celle-ci,
Celaposé, siTon conserve aux radicauxdes deux membres le même signe, ce sera, exprimer que da droite^ mobile glisse sur les deux courbes, en passant toujours par deux points situes à! un même côté du plan XZ ^ car ces radicaux sont les valeurs de l'ordonnée y dans les deux courbes ; alors l'équation (3) se réduit à
{h — k)cy:=[{b '~-'c)x -k^ch — bk} \jc^ — «% qui représente le nuème<;onoïdeque nous avons déjà con-
biss sunirAdfes kéglées, gauchbs ou développables. 2S&
sidéré n^ 308. En effet , on doi^t apercevoir qu'ici toutes les génératrices iront percer le plan XZ en des points situés sur une même verticale placée en dehors des deux cofurbes^ par conséquent , la question peut être réduite à faire glisser la génératrice sur cette verticale et sur Tellipse.
Lorsqu'on adoptera des signes différents pour les radicaux de Téquation (3), eUe conduira encore à unconoï/de analogue, mais dont Taxe sera entre ks deu^L courbes, parce qu'alors on exprimera que la génératrice traverse le plan XZ entre les deux points où elle s'^puSe sur les directrices.
Observons que si ^ avant d'éliminer ê , on n'eut pas ré-^ solu les deux équations qui eontenaimt cette indéterminée , on serait tombé sur une équation du buitiàme degré,
qu^îl aurait fallu ensuite décomposer en deux facteurs , pour y reconnaître les deux surfaces distinctes que nous venons de signaler.
320. De jla surface q^vche engendrée par une droite assujettie à glisser sur trois dîreàtrices quelconques (D) , (D'),(D").
Observons d'abord que le mouvement de la génératï*iee est complètement réglé par ces conditions. En effet , si , après avoir pris sur la première courbe (D) un ' point Fig. 33. qudicfonque M , on imagine deux cônes ayant ce point poilr sommet commun, et pour bases, l'un la coufbe (D'), l'autre la courbe (D"), ces deux surfaces coniques ne pourront se couper que suivant une ou plusieurs droites j qui satisferont évidemment à la condition de s'appuyer sur les • trois dirisctrices ; et pour chaque pcânt M', M", . . . , pris suT^ la courbe (D), on obtient des résuttats'analoguès. Cela posé., si, parini toUf?^ ce^ droites , on
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ne considère d'abord que celles qui se rapportent à une même nappe de la surface, c'est-à-dire qui passent par des points voisins les uns des autres sur chaque directrice, on reconnaîtra que le mouvemeot de la génératrice , en glissant du point M aux points M', M'\ . . . , est unique et complètement déterminé.
321 . La surface ainsi obtenue sera gauche en général ; car lorsque la génératrice passe de la position AMNK à la position infiniment voisine À'M'N'R', elle peut être regardée comme glissant sur les trois tangentes MT, NV, RU, qui ont chacune un élément de commun avec la directrice correspondante ; ainsi , à moins de supposer que ces directrices aient été choisies d'une manière si particulière que, pour chaque système de points (M, N, R), (M', N', R'),. . ., situés en li^e droite, les trois tangentes sont toujours dans un plan unique, il n'arrivera
^s non plus que les génératrices consécutives AM et A' M' remplissent cette condition, et par suite la surface sera gauche (n° 273).
L'hyperboloïâe a une nappe est évidemment un cas très-particulier des surfaces dont nous nous occupons; c'est celui où les trois directrices sont rectilignes. {Voyez n* 149.)
322. Dans le cas général, la génératrice n'ayant à remplir d'autre condition commune k toutes les surfaces de cette famille, que d'être rectiligne, ses équations contiendront quatre paramètres arbitraires , et seront de la forme
mais il faudra y joindre les conditions propres à exprimer que cette droite a toujours un point de commun avec chacune des directrices (D), (Vl)y (ly')? ce qui fournira ,
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comme nous rayons vu u^ 278 , trois relations entre à, ê^ y y i, lesquelles peuvent être censées ramenées à la forme
puis il resterait à éliminer a, 6, y, â entre les cinq équations précédentes. Or, si d'abord on substitue pour 6, y, â leurs valeurs , il vient
(4) x=:a2-4-^Ka), (5) ^ = 2ç (a) 4- ir (a) ;
et quant à a , on ne peut Téliminer sans déterminer la forme des fonctions, c^ est-à-dire sans particulariser les directrices (D), (IV.), (D'') ; de sorte que pour conserver au résultat toute sa généralité, et le rendre applicable aux diverses surfaces de cette famille, il faut garder le système des deux équations (4) et (5) , en y considérant a comme une indéterminée qu'on devra éliminer plus tard, quand la forme des fonctions aura été fixée dans chaque exemple. Au surplus , il est évident que , sous ce point de vue, le système (4) et (5) équivaut à une seule équation en x, j", z.
323. Si Ton voulait obtenir Téquation aux dijpTérences partielles, indépendante des directrices , il faudrait, en différentiant le système (4) et (5), se procurer assez d'équations pour pouvoir éliminer a, ç, ^, ir et leurs dérivées successives. On y parviendrait ici en descendant seulement jusqu'au troisième ordre ^ mais comme le résultat est assez compliqué, et que nous n'aurions pas l'occasion d'en faire usage , nous renverrons à V Analyse appliquée de Monge , où cet auteur parvient au même résultat par d'autres considérations.
324. Prenons pour exemple la surface de la petite voûte que l'on nomme le Biais passé. Sur les côtés op-* posés d'un parallélogramme horizontal ABDC , on a dé-
crit deux demi-cercles verticaux, et Ton assujettit «ne FîG. 38. droite mobile MNP à glisser sur ces deux circonférences et sur la ligne OY menée par le centre du parallélo- ♦ gramme, perpendiculairement aux plans des cercles. Si l'on prend pour axes celte directrice rectiligne OY, la verticale OZ et la droite OX perpendiculaire aux deux premières, les équations des trois directrices seront
y = — b, (a: — a)' -f- z' = R% y = -^ b, {x -{- ay -h z' =: R^
La génératrice aurait, dans ses équations, quatre constantes arbitraires: mais si, pour abréger les calculs, nous représentons immédiatement cette droite par
on voit qu'elle remplit déjà la condition de rencontrer l'axe OY, et l'un des paramètres se trouve par là éliminé de suite. Il reste à exprimer que celte droite mobile s'appuie sur chacune des circonférences , ce qui fournira les relations
(8) [o:{b 4- 6) + ay -+- f{b -\- q^ = R%
(9) [«(* — €) + aY -h y'(b — 6)» = RS
lesquelles donnent , par la soustraction ,
On pourrait satisfaire à cette condition par 6=05 mais cette hypothèse exprimerait que la droite (6) et (7) passe constamment par l'origine , et décrit un cône en s'ap<T puyant sur la moitié supérieure d'un des cercles , et sur la moitié inférieure de l'autre. Or, cette manière de remplir les conditions analytiques du problème ne saurait
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convenir à la voûte en question ^ c^est pourquoi nous supprimerons le facteur 6 = 0, qui , combiné avec (6) , (7) ^^ C^)) f^^i'^it tomber sur Féquation de ce cône obli^ que , et nous garderons seulement la relation
en vertu de laquelle la formule (8) se réduit à
Cela posé^ il s'agit d'éliminer a, 6, y entre les deux relations (10), (11) et les équations de la droite mobile. Or, si de ces dernières on tire a et y pour les substituer dans (10), on trouvera
ax ' b{x^ -^ z^y
et enfin , ces valeurs de a et de 6 , transportées dans (11)9 donneront , pour l'équation de la surface ,
ou bien
(12) [axy + ft (or» -f- z') f = ^'R'^' + A» ( R' — «») z\
Cette surface, qui est; nécessairement gauche, a pour centre l'origine actuelle des coordonnées, puisque son équation ne renferme que des termes de degré pair; et d'ailleurs le plan des (a:, /) est un plan principal. Les sections faites par les plans coordonnés sont faciles à discuter.
325. En considérant seulement les projections sur le plan XY, des droites MNP, M'N'P',. . ., elles se coupe-
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ront nécessairement, et formeront, parleurs intersections consécutives , un polygone dont la limite sera une courbe, enveloppe de toutes ces droites , et touchée par chacune d'elles. Pour obtenir cette courbe, o» joindra d'abord à Téquation i
la relation trouvée précédemment ,
(il) {b^ — g») «a = b{h} — û*);
et en éliminant une des constantes <x, 6, on aura , pour la projection d'une^quelconque des génératrices,
de sorte qu'en attribuant ici à 6 diverses valeurs arbitraires, on pourrait construire autant d^ positions de la droite mobile , sur le plan XY. Cela posé , on sait Qvoyez n? 340) que pour obtenir la courbe formée par les intersections consécutives de toutes ces droites indéfiniment rapprochées, il faut dijBTérentier l'équation (i3) par rapport au seul paramètre variable 6 , ce qui donne
puis éliminer 6 entre ce résultat et l'équation (i3), ce qui condtdt a
^ ^^ ^ ^^ ^ ps — - o^
équation d'une hyperbole dont l'axe OY est une des asymptotes.
Les surfaces développabjles sont encore des sur
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faces réglées (n^ 274^ mais pour lesijueUes deux positions consécutives de la génératrice se troussent toujours dans un même plan; et cette condition est cause que deux directrices (D) et (D') suffisent (*) pour régler Fie. 34;. Ic mouvement de la génératrice rectiligne.^ En ç|fet, aoient
les équations de ces deux courbes. Si Tou prend sur la. première un point quelconque M pour lequçl -zr == a , et sur la seconde un point arbitraire N pour lequel z = 6^ la droite MN sera représentée par
(.6) ^ -*(«) = î(fi^)(, - a); ,
mais pour qu'elle soit une génératrice de la surface développable , il faut choisir le point N de manière que la tangente NV se trouvée dans un même plan ài^ec MT, parce qu'alors la droite MN , en passant à la position infiniment voisine M'N', pourra être censée glisser sur ces tangentes, et restera ainsi dans un même plan. Or, les équations des tangentes aux points M et N sont (n^ 264)
(MT) x--(ï»(a)=:ç'(a)(z — a), ^ — * (a)= *'(a)(z — a), (NV) :r->K6)=f(6)(z-6), j.-V (6)= ^'(6)(z-6),
et pour que ces droites se rencontrent , il faut (n*^ 25)
('*') Quant à la construction graphique de ces génératrices , voyez la. GfiQmétrie descriptive , n^ IQO.
ià62 CHAPITEE XY.
poser la condition-
Ainsi eette relation détermine € en fouctioB de a , c'està-dire le point N qui correspond à chaque position arbi** traire de M sur la courbe (D). Par conséqutot, si entre ' les équations (i5), (i6), (17) on élimine a et 6, on obtiendra Téquation de la surface dcveloppable. Cette élimination ne pourra, il est vrai, s'effectuer que dans chaque exemple où Ton aUra assigné la forme des courbes (D), (D')î et pour représenter généralement la surface dévçloppable , il faudrait garder le système des trois équations (i5), (16), (17), lequel est assez compliqué : mais nous avons voulu seulement montrer que deux directrices suffisaient ici, et nous allons parvenir à un système général' plus simple que le précédent.
327. Puisque dans toute surface développable les génératrices forment, par leurs intersectionjs successives (n** 275), une courbe mmW-.., nommée arête de FiG. 34. rebroussement, et à laquelle toutes ces droites sont tangentes, on peut toujours regarder une surface de ce genre conune engendrée par une droite mobile qui reste constan^ment tangente à une certaine courbe fixe. Soient donc
les équations de cette arête de rebroussement. Une de ses tangentes , dont le point de contact répond à ^ = a , sera représentée (n° 264) par
(19) X - >^(a) = f(a){«wa);
donc , en éliminant a entre ces deux équations , on ob-
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tiendrait celle de la surface , lieu de toutes les tangentes : mais cette élimination ne pouvant encore s'effectuer qu'en particularisant les fonctions <p et (p ou les courbes D et D', on gardera le système (i8) et (19) pour représenter toutes les surfaces développables, en considérant a, dans la première équation , comme une fonction de x et de y, déterminée par la seconde.
328. Cette forme permet d'arriver aisément à l'équation aux différences partielles ; car si l'on différentie chacune des équations (18) et (19), successivement par rapport à X et à y y en se rappelant que la valeur de a qui devrait être tirée de l'une et substituée dans l'autre , serait une ibnction de j: et de y , on obtiendra
dx
Mais, en supprimant les termes qui se détruisent dans les
doi deux membres de ces équations ^ et éliminant {z — ^) j~
entre la première et la seconde , puis {z — «) -~ entre la
troisième et la quatrième , on obtiendra évidemment deux résultats de la forme
P =/(«), q =/(aJ,
c'est-à-dire où les variables x, y^ z n'entrent pas explicitement. Maintenant l'élimination de « peut s'effectuer^
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et elle conduit évidemment à
qui est T^équâtion aux différences partielles du premier ordre des surfaces développables , et où il n'entre plus qu'une seule fonction arbitraire dépendante de la forme des directrices ou de l'arête de rebroussement.
Enfin , pour faire disparaître cette dernière trace de la surface particulière , différentions l'équation (20). successivement par rapport à j: et à j', et il viendra
puis, en divisant ces résultats l'un par l'autre, on éliminera tout ce qui dépend de la fonction ir, et l'on aura
(ai) . r^— j» = o,
pour r équation aux différences partielles du second ordre j commune à toutes les surfaces développables.
329. Prenons pour exemple Fhélicoïde déi^eloppable engendré par une droite mobile qui reste constanunent tangente à une hélice donnée. En disposant les axes comme dans le n° 310,. cette courbe aura pour projections
« = R sin \-j-\ , r = R cos yir) '
et la tangçnte au point quelconque z = a, sera représentée par les équations (18) et (i g) du n*^ 327, lesquelles deviennent ici
/27ra\ 27rR , /aïraX , .
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Il s'agit donc d'éliminer a entre ces deux équations , pour obtenir le lieu de toutes les tangentes à rhélice. Or, si on les multiplie respectivement par le sinus et le cosinus qui y entrent, et qu'ensuite on les ajoute, on ^ura
d'ailleurs, en élevant chaque membre au carré, et faisant la somme , il vient , en ayant égard à la relation précédente ,
Maintenant, il est facile de tirer a de cette dernière équation , et en substituant dans l'autre on obtient , pour l'hélicoïde développable.
X Bm
^n^-^ R )-reoB(^^-*-V g j^R,
équation qui peut être résolue par rapport à z, et ramenée à la forme
2îrR^-HVj:»-h^»— R' = RapcUng ^^^^, .
On voit, d'après le radical qui y rentre, que la surface n'aura aucun point dans l'intérieur du cylindre sur lequel est tracée l'hélice , et qu'ainsi cette courbe est bien une arête de rebroussement pour les deux nappes de la surface , formées par les tangentes et par leurs prolonge-^ ments. La trace de la surface sur le plan des ocy est donnée par l'équation
. \Jj^ -f- r' — R* i/a?» + r' — R.'
X sm ~ -h Y ces ^- — = R,,
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OÙ l'on reconnaît la spirale , déi^eloppante du cercle , en remarquant que celte équation exprime que les coordonnées Xyy, d'un point de la spirale^ étant projetées «ur le rayon qui aboutit . au point où le cercle est touché par la projection de la tangente à l'hélice , font une somme égale à ce rayon. Pour étudier davantage cette surface intéressante , nous renverrons à la Géométrie descriptwe, n«456.
330. Il est une troisième manière d'exprimer la génération des surfaces développables ; car , puisque deux génératrices infiniment voisines comprennent toujours entre elles un élément superficiel qui est plan (p? 276) , et indéfiniment(étendu dans sa longueur, on peut regarder ces éléments comme faisant partie des positions successives que prendrait un plan mobile assujetti à se moui^ck'r suii^ant une certaine loi. Cette loi variera avec chaque surface développable particulière ; mais , pour qu'elle règle complètement le mouvement du plan et ne donne pas lieu à une infinité de surfaces, il faudra toujours (n^ 278) que cette loi ne laisse qu'un seul paramètre arbitraire dans l'équation du plan mobile. .
Par exemple , on pourra exiger que ce plan soit constanunent normal à une courbe donnée
alors en prenant sur cette courbe un point pour lequel z = 7 ^ l'équation du plan sera de la forme
puis, comme il devra être perpendiculaire à la tangente au point 7 , on aura les conditions
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de sorte qu^il ne restera dans soa équation qu'une seule constante arbitraire 7.
De même , si le plan mobile devait toucher à la fois les deux surfaces
Fi (-^1, Ji, ai) = o, Fj (xiyXiy Zi) ==0, pour lesquelles nous désignerons par pi , Çi et pf , q^ les expressions des dérivées —, —, l'équation de ce plan aurait d'abord la forme
mais , pour qu'il touche attsçi la seconde surface , c'est-àdire pour qu'il coïncide avec le plan tangent au point inconnu gÇty yt9 ^9 il faudra y joindre les conditions
Px=^Pi^ Qy = Va 5
de sorte que fi, entre les six équations précédentes, on élimine cinq des quantités inconnues ari,j''i, z^^ a:g,y,,.Zj, il restera usje équation de la forme
où tous les coefficients seront des fonctions connues de la seule indéterminée tri , par exemple \ et en attribuant à celle-ci diverses valeurs arbitraires , on obtiendra autant de plans qui toucheront à la fois les deux surfaces.
On trouverait d'une manière semblable, et encore plus aisément, l'équaWon d'un plan qui devrait toucher coustaïnment une surface unique , mais le long d'une courbe assignée d'avance.
331 . Dans ces trois exemples, et dans tous les cas où le plan mobile ne pourra varier qu'en vertu d'un seul para-
mètre arbitraire , les positions successives qu'il prendra pour des valeurs très-voisines de ce paramètre , se couperont consécutivement suivant des droites qui, deux à deux, 5e trousseront éi^idemment dans un même plan: ces droites formeront donc ainsi une surface développable , touchée par tous les plans individuels , et qui sera leur eni^eloppe; en effet, elle aura avec chacun d'eux un élément superficiel de commun.
Or, puisque dans l'équation du plan mobile
z = Aor-f- B/ -hD,
les trois coefficients seront des fonctions d'un seul paramètre arbitraire , tel que y ou Xi , dans les exemples précédents , si l'on pose un ^e ces coefficients D =;=: « , les deux autres, A et B, deviendront des fonctions connues de l'indéterminée a \ par conséquent l'équation du plan mobile qui engendre une surface développable , pourra toujours être présentée sous la forme générale
(32) z = a + ^Ç (ût) H- J^4*{a}.
Cela posé, pour obtenir la génératrice de la surface, c'està-dire (n*^ 331) l'intersection de deux positions infiniment voisines du plan mobile , il faut combiner l'équation (22) avec celle qu'on en déduirait, en y remplaçant a par a -^ doLi or, comme par-là le second membre augmenterait de sa différentielle relative à a seul , il es| m^ifeste que l'ensemble des deux éqUations dont n6u3 parlons , équivaut aux deux suivantes :
Ce système représentera donc telle ou telle génératrice rectîligne de la surface , selon la valeur particulière qu'on
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voudra donner à a^ et, par conséquent, Féquation de la surface s'obtiendra en éliminant a entre (22) et (23). Mais comme cette élimination ne pourrait s'effectuer sans fixer la forme des fonctions f et ^, c'est-à-dire sans particulariser la surface développable , on conserve, pour représenter généralement toute cette famille de surfaces, le système des équations (22) et (23), en regardant a , dans la première, comme une fonction de x et de y y déterminée par la seconde.
333. Si l'on veut parvenir à t arête de rebroussement (pP 275), qui est le lieu des intersections des génératrices consécutives, on combinera la droite (22) et (23), où a sera alors une constante arbitraire^ avec la droite qui en est infiniment voisine , et qui s'en déduit par le changement àea en a + doL\ on obtiendrait ainsi quatre équations dont Fensemble se réduit aux trois suivantes :
(23) O = I -h Xf' (a) -Hr>t' (a),
(24) o = Xff" (a) -h y Y (a).
De sorte que, pour chaque valeur attribuée à a , ces trois équations feraient connaître les coordonnées x, /, z , du point où la génératrice correspondante à cette valeur de a est coupée par la génératrice consécutive ; d'où il résulte qu'en éliminant a du système (22), (23), (^4), on aura en X, ^, «, l'équation du lieu de tous les points de section analogues, c'est-à-dire l'équation de l'arête de rebroussement de la surface.
■334. On retrouve très-simplement l'équation aux différences partielles des surfaces développables , en partant du système
(23) O = I H- jr(p' (a) -h r+' (a)»
qui les représente toutes, pourvu que , dans la première de ces équations , a soit censé une fonction de x et j', déduite de la seconde. En effet, si nous dilSTérentions , sous ce point de vue, Téquation (22), tour à tour par rapport k x et a y^ nous aurons
^ = 5i -^ ' W -^ ^ '^"^^ -^^''' W di'
dot . da. , . .,.. da.
mais en vertu de la relation (aS), ces deux équations se réduisent à ♦
d'où Ton conclura, comme au n** 328,
p = 7c [q)y puis rt — ^' = o.
335. On a vu, en Géométrie descriptive, que, pour déterminer le contour de Vombre et de la pénombre sur un corps opaque éclairé par un corps lumineux, il fallait trouver une surface développable qui fût circonscrite à ces deux corps, et dont une des nappes les touchât extérieurement, et l'autre intérieurement. La solution analytique de ce problème est renfej'mée dans la méthode em-' ployée n** 330 pour trouver un plan tangent à deux surfaces \ car si l'on reprend les six équations
F» (J^uji, 2|) = o, Fj(xj,/„ zj) = o, z, — p^Xx — ÇijTi = Za — Pi^i — q^Xa
P\ =P2y Çi = q^y
et qu'on substitue dans la dernière les valeurs de cinq des
DES SURFACES REGLEES, GAUCHES OU DéVELOPPABLES. 2^ f
coordonnées , elle prendra la forme
(P) Z=:xtf (Xi) 4- X^ (or,) -f- TT (JF,),
qui représente un plan tangent aux deux surfaces à la fois 9 mais dont la position dépend de l'arbitraire x^ : alors , sans qa'il soit besoin de ramener cette équation à la ferme (22), on la différentiera par rapptrt an paramètre Xi , et en éliminant cette indéterminée entre les équations * .
on obtiendra la surface développable demandée, qui, par son intersectibn avec les plans ou surfaces environnantes, donnerait P ombre portée par le corps 'opaque. Mais s'il s'agit seulement de trouver sur ce dernier corps les lignes qui séparent la pénombre de l'ombre pure et de la partie éclairée, c'est-à-dire les courbes suivant lesquelles ce corps est touché par les deux nappes de la surface développable, il suffira d'éliminer Xt^ yty z^ entre les cinq premières équations cFlées plus haut, et l'on obtiendra pour les deux équations de la courbe de contact ,
Fi (^1» ri, Zi) = o, /{a:,, y,, Zy) = o.
336. On pourrait aussi résoudre le problème des ombres , en cherchant directement une droite tangente aux deux surfaces
Cette droite , passant par deux points situés respectivement sur ces surfaces , aura des équations de la forme
Xx — Xi . . Jfx — Xi é V
mais elle doit être contenue dans le jdan tangent au point (oTi, j^i, Zi) : par conséquent (n** 44), on aura la condition
On en obtiendrait une semblable pour exprimer que cette droite est tangente à la seconde surface ; mais il est essentiel d'obserrer que cela ne suffirait pas pour que la surface, lieu des positions de cette droite mobile , fût développable : car cette ligne, quoique toujours tangente aux deux surfaces , pourrait ne pas rester dans un même plan en passant d'une position à une autre infiniment voisine. Au lieu que toutes ces conditions sei^ûsxt remplies, si nous exprimons que le plan tangent au point (Xf , j-, , Zj) coïncide avec le premier plan tangent ; et pour cela il suffit , diaprés les relations déjà admises, de poser
Pi ^= Pi 9 ^2=^1.
Alors, si entre les sept équations précédentes on élimine les six coordonnées Xi , j^i , -Si, Xt , /i, -s» des points de contact^ on obtiendra Téquation de la surface développable demandée ; on voit aussi ce qu'il faudrait faire pour trouver la courbe de contact de cette surface avec une des deux proposées.
Si Ton applique au cas de deux sphères quelconques la méthode précédente, ou bien celle du n° 335, on trouvera que , dans cet exemple simple , les deux suifaces développables circonscrites extérieurement et intérieurement, se réduisent à deux cônes droits, et que les courbes de contact avec une des sphères sont deux petits cercles perpendiculaires à la droite qui réunit les centres de ces deux sphères.
Des enveloppés. Les surfaces développables
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considérées (n® 331) comme l'enveloppe des diverses J)0^ sitions d'un plan mobile, ne sont qu'un cas particulier des surfaces auxquelles Mqnge a donné le nom général d'eni^eloppes, et sur lesquelles nous allons ajouter quelques notions succinctes.
Lorsque dans une équation unique
il entre une constante arbitraire ot qui peut recevoir toutes les valeurs de o à db oo , l'équation proposée représente une infinité de surfaces appartenant à une même famUlej et qui , ordinairement , se couperont consécùti-^' vement pour des valeur^ de a assez rapprochées les unes des autres. En considérant donc deux de ces surfaces individuelles , correspondant aux valeurs quelconques , mais voisines, a et a + A, la courbe d'intersection serait donnée par la combinaison des équations
F(jr, j, 2,a) = o,
JF d^¥ A»
mais ce système équivaut évidemment à celui-ci ,
doL doL^ 2
Or si , sans rien changer à la valeur de a , on fait décroître l'intervalle A, la courbe représentée par ces deux dernières équations variera de position, sur la première surface fixe , à mesure que la seconde s'en rapprochera ; et pour avoir la limite des positions qu'elle prend alors , il suffira de poser A = o : par conséquent , le système
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donnera la courbe suivant laquelle une surface indivi* dûelle relative à une valeur quelconque a , est coupée par la surface qui en est infiniment rapprochée. Maintenant, pour chaque valeur de a ^ ou poiir chaque surface individuelle , il existera une courbe analogue ; donc si l'on veut obtenir le lieu de toutes ces intersections, il faudra éliminer le paramètre a entre les équations (aS) et (26) ^ et le résultat
(25) f(x, jTy ^)= à
sera ce qu'on nomme Venueloppe de toutes les surfaces individuelles comprises dans l'équation (25). Cette dénomination est fondée sur ce que cette enveloppe touche chaque surface individuelle le long d'une des courbes d'intersection. En eflfet , si l'on désigne par Fi, F, , Fg, trois surfaces consécutives répondant aux valeurs infiniment voisines «i, at, ocs, la surface Fs contiendra les deux courbes C^ et d, suivant lesquelles elle est coupée par les surfaces Fi et Fg \ mais ces deux courl)es sont aussi sur l'envdoppe f : donc cette dernière aura de commune avec la surface F^ , toute la zone infiniment étroite comprise entre les lignes Ci et C» •, par conséquent les surfaces Fj et f se toucheront le long de cette zone. D'ailleurs , on pourrait le prouver ànalytîquement en faisant voir que les dérivées p ^t q auront les mêmes valeurs dans les surfaces F, et y*, pourvu que sur toutes deux on considère les points de la courbe particulière qui , dans le système (26) et (26), répond à l'hypothèse a = à^.
338. Eclaircissons cette théorie par quelques exemples simples. Soit d'abord l'équation
qui représente une suite de sphères d'un rayon constant ,
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et dont les centres sont tous sur Taxe des x. On prévoit bien ici que la limite de Tintersection de deux sphères voisines , sera un grand cercle perpendiculaire à OX , et que toutes ces intersections formeront un cylindre droit qui enveloppera toutes les sphères particulières. En eflfet , Véquatiôn (26 ) devient ici
et en éliminant a , il vient pour l'enveloppei ^
339. Supposons maintenant que le centre de la sphère mobile parcourant toujours Taxe OX, le rayon de cette Fie. 39. sphère soit variable et égal à l'ordonnée d'une ellipse BMA ayant pour équations
alors, quand le centré de la sphère sera à une distance quelconque OP = a, l'équation de cette siirfacé aura la forme
Si donc on y joint la dérivée relative à a seul , savoir ^
l'ensemble de ces deux équations représentera évidemment UD petit cercle, suivant lequel une sphère d'un rang quelconque est coupée par la sphère infiniment voisine. D est bon de remarquer ici, i^ que quelque rapprochées qu'on suppose ces deux sphères consécutives, la limite de leur intersection n'est point un grand cercle , comme on
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aurait pu le croire d'abord, excepté quand a==o; 2? que ces sphères, quoique toujours réelles jusqu'à a = a, cessent de se couper quand on pose
car en substituant dans la première équation la valeur de x tirée de la seconde, on trouve alors un cercle imaginaire , et ce résultat est indiqué par la figure. Il en résulte que la surface enveloppe ne touchera pas toutes les sphères individuelles, mais seulement celles qui présentent une véritable intersection ; et pour obtenir cette enveloppe, on éli mincira a entre les deux dernières équations , ce qui donnera
résultat qui représente un ellipsoïde de révolution Bmnia, dont le grand axe répond à l'extrémité de la dernière sphère qui puisse être rencontrée par une sphère infiniment voisine.
340. Il est manifeste que les raisonnements et les calculs employés dans le n** 337, s'appliqueraient d'une manière toute senvblable à une équation à deux variables, telle que
et comme en se bornant à' considérer ce qui se passe dans le plan XY, cette équation représente alors une famille de courbes qui ^ en général, se couperont consécutivement pour des valeurs très-voisines de a, on en conclut que la ligne enveloppe de toutes ces courbes individuelles s'obtiendra par l'élimination de a, entre les
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équations
Cette règle justifie la méthode que nous avions indiquée au n® 325, pour trouver la courbe enveloppe de plusieurs lignes droites dont la position dépendait d^un paramètre arbitraire &\ et l'on pourra encore choisir, comme applications de cette théorie , les questions suivantes :
1°. Trouver la ligne enveloppe de toutes les paraboles renfermées dans Téquation
2*^. Trouver l'enveloppe de toutes les ellipses dont les demi-axes font une somme constante k , et représentées par
3°. Une droite d'une longueur fixe k se meut de manière que ses extrémités restent constamment sur deux axes rectangulaires indéfiniment prolongés : les diverses positions de celte droite mobile formeront , par leurs intersections consécutives , une courbe qui touchera toutes ces droites, et dont on demande l'équation. Celte enveloppe est la même que celle du problème précédent.
341. Revenons aux surfaces, et observons que la courbe (25) et (26), suivant laquelle se coupent deux enveloppées ou surfaces individuelles infiniment voisines, est celle que Monge nomme la caractéristique de l'enveloppe 5 mais pour comprendre la juslesse de cette dénomination, il faut généraliser l'équation (26) , et concevoir qu'il y entre, avec le paramètre a, une fonction quelcon^ que de ce paramètre. Ainsi, soit
(28) F[ar,/,«,a,(p(a)] = oj
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si dans cette équation on attribue à la fonction ^ une forme déterminée et invariable cpi, il n'y restera plus d'arbitraire que a, et en lui assignant toutes les valeurs possibles, on obtiendra une infinité de surfaces individuelles^ composant une famille relative à la fonction fi , et qui admettront une enveloppe d'une certaine espèce. Maintenant donnons à la fonction f une autre forme f s , puis faisons yarier a ^ nous £(ùrons une seconde famille de surfaces individuelles qui admettront une enveloppe différente : il en sera de mèine pour d'autres hypothèses ^ = (^8,^ = ^4,... Mais, dans toutes ces familles , 1'^tersection dedeuxem^eloppées consécutwes sera toujours une courbe de même espèce^ en effet, elle sera donnée -{n® 337) par le système des deux équations
(28) F[^, j^-, 2,a,<p(a)]=rO,
Or, quelle que soit la forme f 1 ou f s que Ton attribue à la fonction f qui ne porte que sur des constantes , au nombre desquelles est a, les équations (28) et (29) seront toujours composées en a: , j^, z , de la même manière \ par conséquent la caractéristique représentée par ces équations , >sera une courbe d'une espèce constante pour toutes le& familles de surfaces comprises dans le genre (a8), et elle offrira ainsi un caractère commun à toutes les surfaces de ce genre.
342. D'ailleurs, comme dans chaque famille Venv^eloppe est (n** 337 ) le lieu des di\^erses positions que prend la caractéristique j en vertu des valeurs successives données à a , toutes les enveloppes 4es diverses familles du genre F admettront une généra tiice d'une espèce commune, savoir, la caractéristicpie (28) et (29)^ donc celte
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courbe caractérisera aussi toutes les enveloppes du genre de surfaces F.
Enfin, pour obtenir Téquation générale de ces enveloppes , il suffirait évidemment d'éliminer la constante et entre les équations (28) et (29). Or, cette élimination ne pouvant s'effectuer, même quand la forme de F est connue , k moins d'assigner aussi celle de f , ce qui particulariserait la famille, et par suite l'enveloppe , on conserve le système (28) et (29) pour représenter généralement l'enveloppe; mais alors on regarde a, dans la première de ces équations , comme une fonction de a: et ^, déterminée par la seconde» ,
343. Hâtons-nous d'éclaircir ces généralités, en considérant le genre particulier des canaux circulaires dont l'axe est une courbe plane, c'est-à-dire en prenant pour la fonction F la forme suivante ,
On voit que cette équation représente une sphère de rayon constant , mais dont le centre variable est situé dans le plan des :r, j^, et a pour coordonnées ot el(f (ot). Si donc on représente cette dernière par S , et que l'on trace la courbe
ce sera la ligne que doit parcourir le centre de la sphère mobile (3o), oixVaxe du canal qui enveloppera toutes les positions de cette spiière. Pour obtenir diverses enveloppes particulières, il suffirait de poser, par exemple,
6 = 0nâ ou 6 = \/a* — a»;
on aurait ainsi des canaux dont l'axe serait parabolique ou circulaire. Mais laissons à la fonction ff une forme
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quelconque, et cherchons la caractéristique , c'est-à-dire rintei*section de deux em^eloppées consécutives. Il faut joindre à l'équation (3o) sa dérivée complète relative à a, ce qui donne le système
(32) 4? — a -h (j--<pa) , «p'a =rO;
et puisque la dernière équation est celle d'un plan qui passe par le centre de U sphère , et qui est évidemment normal à la courbe (3i), il en résulte que la caractéristique est ici, dans chaque famille, un grand cercle NORMAL à Vaxe du canal ^ et dont le centre est sur cet axe curviligne.
Quant à l'équation de l'enveloppe , nous avons dit (n*^ 342) qu'elle ne pouvait être représentée généralement que par le système (3o) et (Sa), en y regardant a conmie une fonction de j? et j^ *, mais si nous voulons obtenir une enveloppe particulière , par exemple , celle qui se rapporte à l'hypothèse
r (a) = v/â^~V% d'où <f ' (a) =
nous substituerons ces valeurs dans les équations (3o) ^t (3si), qui deviendront alors
(a: — a)» -f. (^ — sJa^^cL^y -f. a» = R%
puis, nous éliminjerons entre ellesâc, en prenant sa valeur dans la dernière ; et il viendra , après quelques réductions ,
(a ±: slx^-^ y^y = R' — z\
Gettç enveloppe n'^t auti^e chose que le tore, surface de r^volut^on que nous avons déjà obtenue (n'^ 298),
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Une colonne torse est aussi l'enveloppe des positions successives d'une sphère , dont le centre parcourt une hélice, et dont le rayon est constant, ou variable si la colonne n^a pas le même diamètre au sommet qu'à sa base.
344. Observons eniinque, dans chaque enveloppe, il existera ordinairement une arête de rebroussement formée par les intersections consécutives des caractéristiques. Or, puisqu'une de ces dernières est représentée (n® 341) par les équations
où a est une constante arbitraire, le point de section de cette courbe avec celle qui en est infiniment voisine, s'obtiendra (comme au n*^ 337) en joignant aux équations précédentes leurs différentielles complètes par rapport à a \ mais ce système se réduit évidemment à
F[j:,jr,2,a,(p(a)]=o, -l-^ = o, -^^=o;
donc il suffira d'éliminer a entre ces trois dernières , pour avoir les deux équations de l'arête de rebroussement de Fenveloppe.
Dans le tore trouvé au numéro précédent, l'arête de rebroussement est imaginaire si R <a5 et si R> a , elle se réduit à deux points situés sur l'a^çe vertical de la surface : mais on trouvera un exemple plus intéressant de cette sorte de courbes, dans la surface enveloppe décrite au n*' 205 de la Géométrie descriptiv^e.
Des lignes courbes , et de leurs diverses courbures.
FiG. 48. 345. Lorsqu'une courbe AMM', plane ou à double courbure, est donnée par ses deux projections
on a vu (n** 264) que sa tangente était projetée sur les droites qui touchaient les deux projections, et qu'ainsi ' cette tangente avait pour équations
dans lesquelles x\ y\ z\ désignent les coordonnées courantes de la droite ; ^, j^, z^ celles du point de contact
M 5 et OÙ les dérivées -3-, -r^> sont censées déduites des
dz az équations (i) et {ol). Mais , quand la courbe sera définie par deux surfaces quelconques ,
F (a;, x,z) = o, et F'(j;, j, z) = o,
on sait (n** 265) que , sans les ramener à la forme (i) et (2), la tangente pourra être représentée par le système des deux équations
lesquelles appartiennent aux plans tangents des deux surfaces données.
346. Quant aux angles a, 6, y, que forme la tangente avec les axes, on trouvera, en appliquant ici les formules du n*^ 27 ,
dx dy
cos a = , cos6 = -^
cosy =
sjdjp^ -H dy^ -h dz^ s/dx" -h dy^ -H dz"
dz sjdx^ -h dx^ 4- dz^
347. Un arc AM = 5 qui commence à un certain point fixe A , et se termine à un point variable M ayant pour coordonnées x^ y^ z t est évidemment une fonction de ces coordonnées , do^t une seule est d^ailleurs arbitraire , en vertu des équations de la courbe. Ainsi cet arc admet une différentielle que Ton peut regarder, d'après les principes de la métbode infinitésimale , comme l'accroissement MM' que subit AM , quand on donne à la variable indépendante z un accroissement infiniment petit dz : mais , par les mêmes principes , les autres coordonnées X, y^ croissant aussi de leurs différentielles dx^ dy^ le petit arc MM' pourra être considéré comme la distance rectiligne de deux points dont les coordonnées sont a:, y^ z^ et X -\^ dxj y + dy-y z + dz'^ par conséquent on aura
(5) MM' =z ds z=z <Jdjc^-{-dy^-^dz^.
Cette formule s'obtiendrait, d'ailleurs , en développant le cylindre vertical qui projette la courbe AM sur le plan XY; car, par ce développement, l'arc AM devient sans changer de longueur , un arc plan Am = s qui , rapporté aux coordonnées Bp =tel pm = PM = z , donne, comme on sait, la relation ds^ = dz* •+- dt* : mais.
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t=Bp ^=z EP est un arc de courbe plaue , qui fournit aussi Téquation dt* =^ dx* + dy* j donc, en substituant, il vient
348. D'après cela , les formules trouvées n^ 346, pour les angles de la tangente , peuvent être écrites sous cette forme plus simple
(6) «:o8« = -, 0086 = -, cos7 = ^;
et il est utile de remarquer que. ces formules, qui sont fréquemment employées, peuvent encore s'obtenir en observant que l'élément de cotirbe MM' = ds^ qui coïncide en direction avec la tangente , a pour projections sur les trois axes coordonnés, les quantités dxy dy^ dz\ de sorte que le théorème du n^ 67 donne immédiatement
dx = ds cos a , dy :=.ds cos6 , dii-=: ds COS7.
FiG. 48. 349. Une courbe quelconque AM n'a qu'une tangente unique en chaque point M 5 mais elle admet une infinité de normales , c'est-à-dire de droites perpendiculaires à la tangente , et menées par le point de contact de celle-ci. Or toutes ces normales sont nécessairement dans un même plan, que l'on nomme le plan normal de la courbe au point M , et son équation aura évidemment la forme
mais puisqu'il doit être perpendiculaire à la tangente représentée par les équations (3) et (4), on aura (n** 47) les 4eiix relations
A._dx B _ fi^ C^dz' C^dz'
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de sorte que Téquation du plan normal deviendra
(7) (jc' — 4?)^^ + (jr ' — jr)^r -*- (^ ' — «M^ = o >
où les différentielles disparaîtront, quand on aura tiré des équations de la courbe les valeurs de deux d'entre elles en fonction de la troisième.
350. Lorsqu'une ligne AMest à double courbure, ses diverses tangentes ne sont pas dans un même plan , mais deux éléments consécutifs MM' et M' M" remplissent toujours cette condition , puisqu'ils ont un point de commun 5 alors le plan qui passe par ces deux éléments se nomme le plan osculateur de la courbe en M, et il change de position quand on considère les divers points successifs M', M", . . . L'équation de ce plan , en tant qu'il est mené par le point M (^, y^ z)^ aura la forme .
puis, pour exprimer qu'il passe aussi par M' et par M", il faut écrire que l'équation précédente est satisfaite quand on y remplace x, y^ z par
X -f- rfx, y -f- <(r> « 4- dz^ et aussi par
Or, on sait qu'en faisant ces substitutions dans une équation quelconque
elle devient successivement
F -f- cTF = o,
F H- 2rfF -4- rf'F = o;
et toutes les fois qu'il faudra , comme ici , prendre simul" tanément ces trois équations , leur système se réduira évi-
demment à
Par conséquent, pour exprimer qu'une équation qui est satisfaite pour un certain point , est aussi vérifiée pour deux points infiniment voisins du premier, il suffit de joindre à Féquation primitive sa diflTérentielle première et sa différentielle seconde ; c'est là une proposition que nous nous dispenserons de démontrer dorénavant dans tous les cas semblables. II résulte de là que le plan osculateur sera déterminé par les équations
kdx 4- Bfl[r + Crfz = G,
Kd'x -h B^'j + Qd'^z = o.
Les deux dernières font connaître les valeurs de - et ~ ,
Ci v«
et en les substituantdans la première, on obtient, pour l'équation du plan osculateur ,
^ M M^ -^z){dxdy-^dxd'x)S'^'''
A la vérité , la courbe étant déterminée par deux équations , une des trois variables est indépendante ^ par exemple o:, et ainsi <i*j: = o. C'est une réduction que l'on introduira, si l'on veut, dans les calculs précédents ; mais il vaut mieux , pour conserver aux formules la symétrie qui les rend plus faciles à retrouver et à combiner, regarder les trois coordonnées comme des fonctions d'une quatrième variable indépendante et quelconque f ; ce qui est toujours permis , puisque les deux équations x = ç (z) el y=^^ (z) pourraient être remplacées par trois autres, entre x^ y^ z elt.
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351 . La courbure d'une ligne quelconque AM , au Fie. 49* point M, doit être estimée d'après V angle de contingence TM'T' = e que font entre elles les deux tangentes infiniment voisines MM'T, M'M^T'^ car cet angle,, qui est toujours infiniment petit dans une courbe continue, exprime bien la flexion qu'il a fallu faire subir à la droite MM'T pour la plier suivant la courbe MM'M". . . . Or si, dans le plan oscillateur MM^M'', on trace deux normales KO et K'O, élevées sur les milieux des éléments MM' et M'M", ces deux normales comprendront un angle KOK'= TM'T' = e i et leur point de section O sera le centre du cercle qui passerait par les trois points M, M', M". Ce cercle ayant ainsi deux éléments consécutifs MM', M' M", communs ayec la courbe, se nomme par cette raison le cercle osculateur relatif au point M, et son rayon serait une des trois distances égales OM , OM', OM"; mais on peut en place adopter pour ce rayon la normale OK = |0 dont la longueur ne diffère de OM' que par un infiniment petit du second ordre, puisque le triangle rectangle OKM' donne
Cela posé, en admettant que les éléments MM' et M'M'' ont été pris égaux, l'arc KM'K' du cercle osculateur sera égal à MM' = €^5 ; et comme il est semblable à l'arc e décrit avec l'unité pour rayon, on aura
résultat qui montre , puisque ds est constant ici , que la courbure d^une courbe indiquée par l'angle e , varie d'un point à un autre en raison inverse du rayon OK = p du
cercle osculateur; c'est pourquoi cette droite s'appelle aussi le rayon de courbure de la courbe au point M (*). 382. Toutefois, il faut observer que la grandeur absolue de l'angle de contingence s ne suiBrait plus pour comparer entre elles deux courbes diflFérentes dont les éléments pourraient ne pas être respectivement égaux, ou
(«) LliypoUièse admise plus haut, qae les éléments MM' et M' M" sont égaux, revient à supposer que Tare s a. été pris pour la variable indépendante, puisque alors ds sera constant : mais dans toute autre fay-* pothèse, les éléments' MM' et M' M'' ne pourront, du moins, différer que par une quantité infiniment petite du second ordre. En effet, Tare AM = s sera toujours une certaine fonction déterminée de la variable indépendante, x par exemple, laquelle devra alors recevoir des accroissements constants désignés par ft ; et les accroissements de s y loin de pouvoir être pris arbitrairement, devront se déduire des formules
AM = s = ^ (x) , MM' = f) (« -t- ft) — ç) (x) s=hf' (x) H p" (x) ^- . . . . ,
d^oùPon voit qu^en négligeant, eomme il le faut, les infiniment pelits du second ordre vis-à-vis de ceux du premier, il viendra
M'M' = MM'-hA*S ou ds'z=zds-^Ah*:=ds'j
ensuite on aura , comme dans le texte ,
arcKM'K'=i&H-irf*' = <6.
D^aillenrs, si Ton appelle p' la longueur du nouveau rayon de courbure KO', quand le milieu de Pélément M' M'' est en I au lieu d'être en K', le triangle rectangle OOCK donnera évidemment
'— _ ^ds'-'jds _Ah\ ^ ^ *" sin e ~ 2f '
or, comme ce résultat est une quantité iniiniment petite dd premier ordre , elle doit être négligée vis-à-vis de p, et Ton a ainsi p ' = p; par conséquent les formules (g) et (lo) du texte sont toujours vraies, même quand la courbe n^est pas divisée en éléments égaux entre eux.
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même avoir entre eux un rapport détermitié ] car on sent bien que c'est seulement sur deux arcs de même longueur, que Tangle des tangentes extrêmes manifeste une courbure plus ou moins prononcée. Ainsi l'on doit dire généralement que la courbure d'une courbe est mesurée par le rapport
SI
(lO) — z=Z -l
^ ^ ds p'
mais avant de calculer cette expression qui s^appliqùe également aux lignes planes et aux lignes à double courbure, nous allons expliquer en quoi les unes diffèrent des autres.
353. Lorsqu'une courbe n'est point plane, elle n'a en Fie. 49. chaque endroit qu'une seule courbure qui s'estime comme nous venons de le dire •, mais elle offre en outre une torsion de ses éléments les uns autour des autres. En effet si , dans une pareille ligne , on fait tourner le plan osculateur MM'M" autour de M'M", pour le rabattre sur le plan osculateur suivant, les trois éléments MM', M'M", M'' M'', se trouveront dans un même plan , sans que la courbure ou l'angle TM'T' ait été altérée. De même, en faisant tourner 1 eplan actuel MM'M"M'*' autour de M^M*", on pourra le rabattre sur le plan osculateur suivant; et en continuant ainsi de proche en proche, on amènera tous les éléments dans un seul plan. Au con^traire , par des mouvements opposés , qui répondent bien à ime véritable torsion , on changerait une courbe plane en une courbe à double courbure^ c'est pourquoi il convient de remplacer cette dernière dénomination , qui exprime l'idée fausse de deux courbures, par celle de courbe gauche que nous emploierons dorénavant; et la torsion d'une pareille courbe sera mesurée, en chaqwa
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point, par V angle 6 compris entre les deux plans osculateurs consécutifs. Cet angle B que nous calculerons bientôt, est toujours infiniment petit dans une, courbe continue, et il est constamment nul dans une courbe entièrement plane : cet angle répond à ce que divers auteurs ont nommé lajlexion ou la seconde courbure de la courbe.
Fie. 48. 354. Cela posé , pour calculer Fangle de contingence TM'T' = e, désignons par u, >^, tv, les cosinus des angles que la tangente MT £brme avec les axes , et par u\ ^', w' les cosinus analogues pour la tangente M'T' \ nous aurons (n° 34)
mais comme u\ \^\ w\ sont les fonctions variées de u\ v'^ iv', quand a:, y^ z deviennent x + dx^ y-^djy z + dzj on aura, par la formule de Taylor,
u V =^ K -h du -f- "d^u,
#»'=•» -f- ^ip -f- --d^p.
Nous poussons ici Iç développement de u', ^', iv', jusqu'aux termes du second ordre , parce que e étant infiniment petit , son cosinus ne doit différer de Tunité qu'à partir de ces .termes. Si donc on substitue ces valeurs , et qu'on fasse attention aux relations
hdu -f- • vd9 -h çpdw = o,
dont les deux dernières se déduisent de la première par ]a
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dîffërentiation, on trouvera
cos « = I -■ (du* -+- dç* -f- «/«»*).
Mais , en développant le cosinus de Tare infiniment pe-
tit e , on a aussi
cos g == I ; donc c* = du* -f- dv* -h d(v* :
puis, conune on sait (n° 348) qije
dx dy dz
ds ^ ds ' ds
il viendra pour Tangle de contingence
II
= \/(^ S)'- {' th (^ D"
355. On peut donner à cette expression une forme plus simple. D^abord en ^ectuant les différentielles des fractions, sans regarder aucune des variables comme indépendante , il viendra
Si maintenant on développe , on trouvera pour la somme des carrés des premiers termes des binômes,
ds*(d*x* -t- dy* + d*z*) :
pour la 3omme des carrés des seconds termes
d*s*(dx* -h dy* -j- dz*) = ds*.d*s*:
la somme des doubles produits donnera
— 2dsd*s(dxd*x -h dyd*y + dzd*z) =z — 2ds*d^s*',
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par conséquent, il reste cette valeur bien- simple
Enfin , si de Téquation identique
ds* = ^» -{- ^* 4- dt^
qui donne par la diffërentiation ,
dsd^s = dxd^ -f- djdy -h dzd^z^
on tirait la valeur
dxd^x 4- dfd^y + ifa//*z
flf'y =
sjdx^ 4- fi(r^ -f- ^2'
et qu'on la substituât dans la formule (1:2) en réduisant au même dénominateur sous le radical , on arriverait à ce résulut moins simple, mais qu'il est bon de connaître,
Ici les trois binômes sous le radical , sont les mêmes que les coefficients de Téquation (8) du plan osculateur.
357^ Maintenant que nous connaissons Fangle de contingence, il sera bien facile d'en déduire le nyyon de courbure de la courbe, puisque, d'après la formule (9), nous avons
ds
donc, en substituant ici Tune des expressions trouvées ci-* dessus pour e , par exemple celle que donne la formule (i 2), il viendra
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Cette manière bien simple d'obtenir le rayon de courbure fait connaître sa grandeur, mais non sa position ; et quoi-* que ce résultat suffise pour le plus grand nombre des applications , il est cependant des cas où Ton a besoin d^employer la longueur du rafon et les coordonnées du centre de courbure^ c'est pourquoi nous allons les déterminer par le procédé suivant.
358. Les deux normales particulières KO et K'O ne Fie. 4s|. sont autre chose que les intersections du plan osculateur MM'M" avec deux plans normaux consécutifs ; par conséquent on déterminera le centre de courbure O en cherchant le point d'intersection des trois plans que nous venons de citer. Or, l'équation du plan osculateur pour le point M dont les coordonnées sont Xy y^ z^ est
où les quantités A, B, C, désignent, pour abréger, les coefficients de la formule (8) du n** 350. Le plan normal en ce même point est (n° 349)
(a?' — x)dx H- (y — r)^y -♦- («' — *)^ = ®>
et le plan normal infiniment voisin s'en déduirait (n** 350) en augmentant le premier membre de sa différentielle relative aux coordonnées a:, y, z\ mais, puisque nous devons combiner cette nouvelle équation avec les deux précédantes pour obtenir le point de section, il suffit de joindre ici la différentielle du plan normal, égalée à zéro, ce qui donne
{jc' — x)d^x -h (/' — j)</y 4- (»' — ^dH — <&> m o.
Maintenant il faut regarder les variables x' y y\ z' comme les mêmes dans ces trois équations , et alors elles représenteront les coordonnées du centre O commun aux troi^
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plans : cherchons-en donc les valeurs. Or, les deux premières équations donnent , en éliminant tour à tour y —jr et x' —X,
{x' — x) {kdy — "Bdx) + («' — z) {Cdy — "Bdz) = o, (^' ^ y) (Arfjr — Bdx) -h Vz' — zy{Adz — Cdx) = o;
tirons de là les valeurs de a:' — ^yj' ^^y^ pour les substituer dans la troisième équation, , et nous aurons
,_ ai' (A4r - Bifa r) ^.
mais si Ton observe qùçi, dan? ce dénominateur, le coefficient total de A est égal à la valeur même de A que donne Iflr formule (8), et qu'une coïncidence sembls^ble a lieu pour B et pour C , on en conclura
, ds" {kdy ^ 'Mx)
çt par suite
_ ds^Cdx — Adz) X -^ X — A* H- B» •+- C» *
ds^jBd^^Cdy)
P'aiUeurs, le rayon de courbure n'étant autre chose que la distance du point x^y^ Zy au point de section x\y\ z\ on aura
«fe» \i{Ady — Bcfo)» -f. ( C</a: — Adzy + (B^/^ï — Uyf ^ A»-f-B»-hC^ '
çiais 9 en développant les carrés des binâmes , on voit que les termes multipliés par A*, B', C*, sont
A'(rfr' -+- «^«'), qui égale A»(d!f» — dlr»),
wlâx-" -h dz'), B'(<&» — df),
Q\dx^ -h «(r% ' C (i/j^ — «fe») ;,
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de sorte que le radical prend la forme
Or, le demie» trinôme est nul, en vertu d'une des équations qui ont servi (n^ 350) à calculer les coefficients AyB^C'^ par conséquent il reste
c'est-à-dire, en substituant les valeurs de A, B, C, ^ <fc' ^
résultat qui s'accorde bien avec les formules (9) et (i3).
359. Quant aux coordonnées or', y', z\ du centre de courbure, si l'on substitue dans leurs numérateurs les valeurs de A, B, C, on trouvera pour le premier, par exemple :
Ady — Bdx zzzdH {dy^ + dx") — dz {dxd^x -^ dfdy) = d^z {ds* — dz*) — dz [dsd^s — dzdH) = d^zds* — dzdsd^s ',
et en développant de même les autres numérateurs , il viendra
H—dsd's) _ ,_VfJ_
ds^j dsd _
A» H- B' -H C» ^ ds
\ '_ d^{dsdy—dyd^s) _ V«fe/
d^ldsd'x^dxd^s) , \ds /
:jq6 chapitre xvi.
360. Si Ton veut obtenir les angles X, fji, v, que forme, avec les axes coordonnés, le rayon de courbure p prolongé à partir du point M de la courbe vers le centre O (ce qui s'appliquerait au cas d'une force attractive agissant sur un mobile M, et dirigée vers le centre de courbure) , on observera que les projections de p sur les axes sont évidemment x^—Xj y'—^y-iZ — z ; par conséquent, on doit avoir (pP 67)
a/ — a? = p ces X, y' -r^ y z=. ^ cos pt, z' — « = p cps v ;
et en substituant ici les valeurs données par les formules (16), il viendra
En ajoutant les carrés de ces trois cosinus ('^), dont la
(*) Ces formules peuvent servir à démontrer fort simplement un théorème important de Mécanique, relatif au mouvement d^un mobile astreint à demeurer sur une courbe fixe , et diaprés lequel la pression ^oiale supportée par cette courbe, est la résultante de la force centrifuge et de la composante normale de la force motrice R qbi agit sur le mobile. £n effet, en conservant les notations employées par M. Poisson dans son Traité de Mécanique , pages Q79 et Sti i du I*^ volume , et en regardant la masse du ^lobile comme égale à Tunité , les équations de son mouvement seront
-=-r = X — P cos rs ,
dt* '
^ = Y-Pc08tff',
de
d** rr T»' ff
-T--=Z— Pcosw*'.
Or, si Ton décompose la force R en deux autres T et Q > Tune tangente et {%utro normale à la courbe , la première sera, comme on sait^ égales
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somme doit égaler Punité , on retrouverait une valeur de p qui s'accorderait bien avec les formules (9) et (11). 361 . Quant à la torsion ou la seconde espèce de courbure que présente une courbe qui n'est point plane^ nous avons dit (n^ 353) qu'elle était mesurée au point M , par l'angle compris entre les deux plans osculateurs consécu-* tifs qui passent, l'un par les deux éléments MM' et M'M", l'autre par M'M" et M"M"'. Le premier de ces plans est douné par la formule (8), que nous écrirons, pour abréger, sous la forme
Ax' -f- Br' -h Cz' -f- D = o ,
et le plan osculateur consécutif s'en déduira en remplaçant x^y-y -z, par x -h dx^ y + dy^ z + dz-^ ainsi son
•-=-r ) et Ton aura éyidemment
_, _ „ ds d^s
d« iorte qu'en Bubstituant dans les équations primitiTcs , il viendra
Peosa =Qco8^ .^, ,
Pcostr' rsQcos^' \ ^ ,
p costï* = Q C0S-7" J^r-^ '
Mais si Ton appelle y, y', y^^ les angles que forme avec les axes , le pror
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équation sera
AV 4- By H- C'a' + D' = o,
dans laq[uelle on aura (n^ 350) les relations
A' = A 4- rfA , B' = B -f- rfB, C = C -h dC.
En appelant Tangle de torsion, on aura donc
AA' H- BB' 4- CG
CCS =r ;
VA'4-B»-f-0 v/A'»-f-B'»+C'»
mais comme cet angle 6 est infiniment petit , son cosinus ne différerait de l'unité que par des termes du second ordre ^ c'est pourquoi il vaut mieux passer de là au sinus , qui aura pour expression
gln^ ^ ^ (^' — BAQ^ •+• (BC' — CBQ» 4- (CA^ — AC)»
loDgement extérieur da rayon de courbure p, ces angles seront les 8up-> pléments de A, yu, v, et par les formules (17) du texte, on aura
COS y=:'~p
-5^, cos/ = -p_^, eos/=-p_V^;
d^où Ton conclura , à cause de p = — ,
dt'
Pcoflor =:Qcosf + — cosy,
P ces «r' = Q cos^' H cos y',
Pcosty" = Q coso* H cos y",
l-ésultats qui montrent bien que la pression P est là résultante des deux
forces Q et --- , dont la dernière , dirigée en sens contraire du rayon de
courbure, se nomme la force centrifuge, et subsisterait encore quand ]}ien même Q serait égal à zéro.
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en y substituant les valeurs précédentes de A', B', C, et négligeant, dans le dénominateur, les termes de Tordre le plus élevé , puis remplaçant sin 6 par 6, il restera
Maintenant, il n'y a plus qu'à substituer ici les valeurs des coefficients A, B, C, prises dans la formule (8); mais , pour éviter des calculs longs à écrire , nous admettrons qu'une des trois coordonnées , a:, par exemple , est prise pour variable indépendante , c'est-à-dire que nous poserons iPx = o. Alors il restera
A = djrd^z — dzd^y, dA = dfd^z — dzd^jr^ B = — dxd% rfB = — dxd%
C = dxdy^ dQ = dxd^x\
et en substituant dans la valeur précédente de 6, on obtiendra, après quelques réductions évidentes,
, • ^ dxds (d^yd^z — d^z dW)
\dY + ^'z') dx" H- [dydH — dzd^Y
362. Si la courbe avait un point singulier où elle présentât une infiexien simple, c'esV-k^re où trois éléments consécutifs fussent dans un même plan , il arriverait que Fangle de torsion 9 serait nul pour ce point) par conséquent, on aurait la condition
dyd^z — dHd^y = o,
laquelle, jointe aux deux équations de la courbe, suffira pour déterminer les points singuliers de cette espèce.
On reconnaîtra aussi qu'une courbe est entièrement plane, lorsque la relation précédente sera vérifiée iden-n
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tiquement pa^ les équatjions de la courbe, quelle que soit la variable x.
363. Lorsque deux éléments de la courbe seront en ligne droite, il y aura une inflexion double, ainsi nommée parce qu^elle entraîne nécessairement Tinflexion simple dont nous venons de parler. Alors Tangle de contingence sera nul; et d'après la formule (i3) où nous supposerons, pour simplifier, que dx est constant, il faudra que
ce qui exige évidemment que Ton ait , pour un tel point,
d'^y =z o avec d^z = o.
364. Pour compléter ce qui regarde les points singuliers, nous ajouterons que quand il y aura rebroussement dans Tespace, chaque projection de la courbe présentera aussi un rebroussement 5 et quoique la réciproque de cette proposition ne spit pas toujours vraie, nous pouvons du moins affirmer que les points singuliers de cette espèce satisferont aux deux conditions
d^y = ou = 00 , d^z = ou = 00 .
365. Nous fei^ODS remarquer ici qu'il existe une différence essentielle, quant aux rayons de courbure, entre les courbes planes et les courbes gauches. Dans les premières , les rayons relatifs aux divers points de la courbe étant tous dans son plan, se rencontrent consécutivement et forment par leurs intersections une courbe à laquelle ils sont tangents, et que Ton nomme la déi^eloppée de la première \ mais , dans une courbe gauche , les rayons des cercles osculateurs ne se rencontrent pas consécytiveinent. En effet, par les milieux K, K', K", . . . , des
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divers éléments de la courbe MM'M". . . ., menons les Fie 5i, plans normaux P, F, P", . . . , qui se couperont deux à deux, suivant les droites AB, A'B', . . . , et formeront ainsi une surface développable (n** 331) enveloppe de tous ces plans. Si nous coupons les plans P et P' par le plan osculateur MM'M", qui est perpendiculaire à l'un et à l'autre, nous obtiendrons pour intersections les normales KC et K'C , perpendiculaires à AB, et dont la première sera (n** 351) le rayon de courbute relatif au point M. De même, en coupant les plans normaux P' et P" par le plan osculateur M'M"M*', on aura pour sections les deux normales K'C et K"C', perpendiculaires à A'B', et dont la première sera le rayon de courbure en M'. Or , ce rayon K'C ne coïncide pas avec l'autre normale K'C, puisque ces droites proviennent du même plan P' coupé par deux plans osculateurs distincts ; ainsi , K'C va rencontrer AB en un point I diflFérent de C, et par conséquent les deux rayons de courbure KC et K'C, situés dans les plans P et P', n'ont pas de point commun sur l'intersection AB de ces deux plans : donc ces rayons ne sauraient se couper.
Il résulte de là que les centres de courbure C , C, C', . . . , n'étant pas donnés par la rencontre successive des rayons KC, K'C, K"C', ,..,/« courbe qui passerait par tous ces points n aurait pas pour tangentes ces mêmes rayons , et par conséquent ceux-ci ne sauraient être regardés comme formés par le déi^eloppement d'un fil qui entourerait la ligne CCC'...^ donc enfin cette ligne n'est point une développée de la courbe MM'M" . . . , dès que cette dernière est gauche.
366. Cependant la courbe MM'M". • • admet une infinité de développées, ainsi que l'a fait voir Monge. En effet, si dans le premier plan normal P nous tirons arbitrairement une droite KD, qui sera toujours normale à la
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courbe proposée ; puis^ que par les points D et K' nous tirions une autre droite K'D0, qui sera dans le second plan normal P', puis une 'troisième droite KTO'D" située dans le plan P'', et ainsi de suite, iioij^ ol)tiendrons , par les intersections successives de ces normales particulières, une courbe Diy0'. . . à laquelle ces normales seront tangentes, et qui pourra servir à décrire la ligne MM'M". . . parle développement d^vn fil enroulé 'autour de cette déifeloppée DD'D''. . . Pour le prouver, il suffit de faire voir que les portions DK et DK' des tangentes a cette développée sont égales entre elles, ou bien que le point D est à la même distance des trois point» M, M', M''^ or cela résulte de ce que la droite AB étant rintersection de deuie plans P et P' élevés perpendiculairement stir les milieux des éléments MM' et M'M'', chaque point de AB est à égale distance de M, dç M' et de M" : aussi cette droite est-elle appelée la ligne des pôles de Tare total MMIM^ et lesdis* tances DR., lyK',..,, sont les rayons de développée jcp!i\ ne faut pas confondre avec les rayons de courbure. D^ail^ leurs, comme la première normale KD a été menée arbitrairement dans le plan P, on pourra donc , en faisant varier cette normale, obtenir une infinité de développées situées toutes sur la surface enveloppe des plans normaux. Pour de plus amples détails sur cette matière , on pourra consulter le Traité de Géométrie descripti%^e , n^' 659 et suivants.
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De la courbure des Surfaces 4
367. Pour estimer la courbure d'une ligne quelconque, en un point donné, on la remplace, dans les environs de ce point , par Tare du cercle osculateur (p^ 351) qui ayant deux éléments communs avec la courbe , présente la même courbure que celle-ci. Quant aux surfaces , on ne peut pas tenter de les assimiler ainsi à une sphère, puisque dans cette dernière la courbure est évidemment uniforme tout autour d'une même normale , tandis qu'il n'en est pas de même ordinairement pour une surface générale. Il faut donc alors imaginer divers plans conduits suivant la normale de la surface au point considéré ; calculer le^ rayons de courbure de ces sections planes, et par leur comparaison, on jugera de la courbure plu» ou moins prononcée de la surface autour de ce point , ainsi que du sens dans lequel est dirigée cette courbure ^ car nous avons vu (n° 271) que certaines surfaces se trou^ vaient en partie au-dessus, et en partie au-dessous de leur plan tangent. D'ailleurs ces diverses sections normales se trouvent, quant à leur courbure, liées entre elles et avec les sections obliques , par des rapports bien remarquables que nous allons faire connaître, en com^ mençant par calculer le rayon de courbure d'une section oblique quelconque.
Soit M (x, y, z) le point considéré sur une sur
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face représentée par
ici où les trois variables ne sont liées que par une seule équation, deux, d'entre elles, x et j^, seront indépendantes, et l'ordonnée z admettra, dans les divers ordres, plusieurs dérivées partielles que nous désignerons, suivant
l'usage , par
dz dz
dH __ dH __ d^z __
di' "" ''* *éMfy ~" *' ^» "" ^'
de sorte que quand on aura besoin de faire varier à la fois X et y^ les diffiirentielles totales de z seront
(2) dz = pdx -H qdy^
(3) d^z= dpdx'+- dqdf
= rdx^ + T^dxdy -f- tdy^,
369. Soit maintenant MT une tangente menée à la surface, et dont la position sera fixée par les angles a, ë, 7, qu'elle forme avec les axes coordonnés rectangtdaires. Un seul de ces angles restera arbitraire \ car , outre la relation ordinaire
(4) cos'a H- cos*6 H- cos*7 = i,
il faudra encore exprimer que la droite
, ces « , , . , cos 6
cos7^ ^ "^ COS7 ^ ^
se trouve située dans le plan tangent (n^ 266)
ce qui conduit évidemment à l'équation de conditiou
ces y =2 p cos OL -h q ces 6 ,
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OU bien , en élevant au carré ^ pour éliminer cosy,
(5) (i H-/?*) cos'a -f- 2.pq cos a cos 6 -h (i + q"^) cos' 6=1.
Ainsi , voilà deux relations (4) et (5) qui lient entre eux les angles a, 6, y, et ne permettent plus dé se donner arbitrairement qu'un seul de ces angles.
370. Si à présent nous menons , par cette tangente ^"'6. ^o. MT, deux plans sécants, Tun normal à la surface, Tautre oblique et formant avec le premier un angle o» , ils couperont la surface suivant deux courbes AMB, A'MB', toutes deux tangentes à MT ; et le centre de courbure de
la section oblique s'obtiendra (n** 358) en cherchant le pointd'intersectîon T du plan osculateur, qui est ici le plan de A' MB', avec les plans normaux à cette courbe menés par les points infiniment voisins M et M'. Donc , en représentant par MI et M' Y les traces de ces deux.derniers plans sur celui de A' MB', la distance MI! ==:.pi sera le rayon de courbure de cette section oblique 5 et comme les deux plans normaux se couperont suivant une droite II perpeudiculaîre sur A' MB', laquelle ira évidemment rencontrer la normale MN de la surface , puisque MN et TI sont situées toutes deux dans le plan mené par le point M perpendiculairement à MT, on voit c0(^ suffira de calculer cette distance MI = p -, car le triangle rectangle Mir fournira pour le rayon de courbure demandé MI' = pi, la valeur (*)
(6) Pi = pcosw.
371 . Cela posé, 'Sans former Téquatron du plansécant de A'MB', il suffit d'observer que les trois coordennéesi de
•'*) Cette méthode est tirée du mémoire inséré par M. Poisson dans le '21® cahier du Journal de V École Polytechnique.
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cette courbe étant liée» par cette équation et par eelle de la surface , toutes trois seront variables en même temps , et que leursdifierenti elles auront avecrélément MM' = ds , les rapports connus (n° 348)
, ^ dx dr . dz
(,) ^=cosa, ^ = co»«. ^ = eosTt;
d'ailleurs la droite IT intersection des deux plans normaux consécutifs , sera déterminée (n** 358) par les équations
(8) {x' — x)dx -f. (j' — x)dy -h {«' — t)dz = o,
(9) (^' — *)fl?'^-+- (r' — /M!r-i- (^' — «ya= ds\
tandis que celles de la normale MN à la surface, seront (n^270)
(lo) 4/— -or -+-/?(«' — z)=o, (ii)y' — j^ -+-S'(^ — a)=o.
Mais de ces quatre équations , la première est vérifiée par les équations (10) et (11) en vertu de la relation (2) à laquelle la courbe A' MB' doit satisfaire, à cause qu'elle est sur la surface donnée ; d'où il suit que les droites MN et n' se coupent effectivement , comme nous l'avions déjà remarqué, et qUe les coordonnées x', y\ z de leur point de section I, seront fournies jiar les équations (9), (10) et (i i), sous la filùie
d^z—pd^X'-qdy^ -^ -^ d^z — pd'^x — qd^y^
—pds"
dH — pd^x — qd^X
La droite MI :=3: p qui est la distance du point (x'^ y* j z') ao point M (x, y,* ^), est alors facile à calculer , et Ton trouye
__ ds^sli -+-/>' -h ^' ^ "" dH — pd\v — qd\r '
mais les différentielles qui entrent ici, appartenant à une courbe A' MB' située sur la surface donnée , doivent satisfaire à la relation
dz r= pdx -{- qdy ,
qui , étant diflFérentiée sous le point de vue actuel , c'çstà-dire en y regardant Xyfy z , comme variant à la fois , fournit , au lieu de la relation (3) , la valeur
i/*z = pd^x -^ qd^y-^ rdx^ -4- %sdxdy -f- td^"^ ;
de sorte qu'eir substituant dans l'expression d^ p , il vient
— ds^ \l i^ p^ -f- q ^ ^ rdx^ -4- n^dxdy + tdy'^^
OU bien , en divisant par ds^ et ayant égard aux formules (7) ,
(12) P =*= •■ : , '' — - — ^ r— : rs»
^ ' ^ rCos* a -h 2JCOS a cos 6 + / cos' 6
372. Cerésultatqui,joint àlaformule(6), jOi = pcosw, Fie. 40. permet de càlciilel' le rayo'ti de courbure MI' = pi de la section oblique A' MB', montre que la portion MI = p de la normale à la surface, est indépendante de Tangle co, c'est-à-dire qu'elle demeure constante lorsque le plan sécant tourne autour de la même tangente MT, quoique alors MI' = px chaîne de grandeur et de position. Par conséquent , si Ton pose o) = o dans la formule (6) , il viendra pj = p ; ce qui prouve que MI = p est précisément la position et la grandeur du rayon de courbur^d» la section nortuçile AMB. passant par la tangente don* née MT. D'ailleurs^ la formule (6) devient alors Texprefrsion d'tin théorème l'çmarquable dû. à Meunier j savoir ; que le rayon de courbure d*iine section çhlique, est la projection j sur le plan de cette courbe , du rayon de la section normale qui passe par la même tangente,
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373. On peut énoncer ce théorème sous une autre formç, ennmagînant une sphère décrite du point I comme centre , avec le rayon de courbure IM de la section normale AMB^ car il résulte, évidemment de ce qui précède
FiG. 45. que tout plan N'MT conduit par la tangente MT, coupera cette sphère suwant un cercle MD' qui sera le cercle osculateur de la section faite dans la surface par le même plg,n,
FiG. 40' 374. Maintenant , comparons entre elles les diverses sections normales faites dans la surface , «put autour du point M, et dont les rayons de courbure sont donnés (n*^ 372) par la formule (*)
^ ' " rcos^a -4- 2JCOSacosê -f- ifcos^ê'
dans laquelle les angles a et 6 ne peuvent varier qu'en restant toujours soumis à la relation trouvée n^ 369^
(i3)(i -4-/?^)cos^a +'2/>y cosacosS 4-(i -h^')cos'6= i.
Cette relation pourrait s'obtenir d'une manière plus prompte , en observant que les coordonnées de la courbe AMB, qui satisfont toujours à la condition générale
dlr* + «fy-* -4- c?a' = ds^9
(*) Si Ton voulait arriver directement à ce rayon /9,.8«ffis passer par la con^ération d'une section oblique, il suffirait, en réduisant les raisonnements do no 570, d'observer que le centre de couirbure de ÂMB est à la fois sur la normaU MIV de la surface, et dans les deux plans normaux' consécutifs de la courbe AMB ^ or comnie le premier de ces plans ren • ferme nécessairement MN, cela reviendrait encore à combiner les équations (9), (10) et (i i) qui conduiniient ainsi dtreetement à la formule (13). Mais ici, nous avons voulu démontrer en mémâ temps -le théorème de Meunier.
doivent îci vérifier réquation dîfférèntiellie de la surface y
dz = pclx -h qdy ; ce qui donne
(i '^p^)dx^ -H 'ipqdxdy 4- ( i -+• ç') é^' = ds^y
puis, en divisant les deux membres par ds^^ et ayant égard aux formules (7), on retomberait sur (i3).
Toutefois, si l'on voulait n'employer qu'une seule indéterminée^ on poserait
, rx cos € dy
^ cos a dx
et en substituant dans (12) et(i3)y elles conduiraient, par l'élimination de cos'cx, à cette nouvelle expression
375. Cela posé, observons que si, dans les formules (12) et (i5), nous com^enons de prendre toujours positive-
MEiTT le radical ^\ +p^ -+• 9*, la valeur totale de p aura constamment le même signe que son dénominateur; ear le niunérateur de là dernière formule , égalé à zéro y n'admet que des racines imaginaires pour m. Or ce déno^ minateur est égal, àcela près d'un facteur positif cos'(x, au dénominateur de la valeur trouvée pour z' — z au n** 371 ^ donc p et s! — z seront toujours de mêmes signes. Par conséquent, lorsque p sera positif -pour une valeur attribuée à a ou à m dans les formules (i a) ou (i5) , on pourra affirmer qu'alors z' > a, et que par suite le rayon de courbure p se trouvera dirigé au-dessus du plan tangent; de sorte que la section normale correspondante se trouvera concasse, laiu moins dans les environs du point
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considéré. Au contraire, lorsque p s^ra négatif dans les formules (xa) ou (i5), on aura z' < -^> et, par suite, le rayon de courbure p sera dirigé au - dessous du plan tangent^ c'est-à-dire que la section correspondante se trouvera convexe dans le voisinage, du point en question. Ainsi , d'après la conveiilion admise plus haut sur le radical v/ï +^' + <y*5 les formules générales (12) et (i5) offriront l'avantage d'indiquer à la fois la grandeur et le sens de la courbure de chaque section normale.
376. Pour reconnaître imlnédiatement si toutes les sections normales autour d'un même point , sont convexes ou non , cherchons les racines du dénominateur de p , égalé à zéro , ce qui doniie
eod € — s±^s* — rt
m cos a
d'où nous concluroiv^.que, quand les coordonnées Xyj^ z^ du point considéré sur la surface, vérifieront la condition
rf — f* > p,
le «dénoininateur en question ne chéfngera jamais de signe quel que sttit l'angle 0^ \ donc tioutes les valeurs de p auront un signe constant, et la surface se trouvera située, dans les environs du point considéré., tout entière au-dessus ou tout entière au-dessous, de son plaù tangent. €ki dit alors que la surface est convexe tout autour fâe ce point; et elle serait entièrement convexe, si la condition précédente se trouvait vérifiée par tous ses points , comme dans un ellipsoïdie«
Au contraire, si, pour le point considéré, on, a
rt — ** <^ o ,
le rayon de courbure deviendra infini pour les hypothèses
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m r= m^ y m = m^, et il changera de signe avant et après chacune de ces racines : d'où il suit quHl y aura d^s sections normales situées au-dessus du plan tangent ^ et d'autres situées au-dessous, el que la surface sera non convexe ou à courbures opposées autour du point en question. C'est ce qui arrive, entre autres , dans les surfaces gauches considérées au n^ 318 ; car Féquation commtoe à tous leurs points étant
laquelle peut s'écrire sous la forme
on voit qu'ici rt — 5* est nécessairement négatif, et qu'ainsi les surfaces de celte classe sont toujours non com^exes dAn'& tous leurs points. Nbùs reviendrons plus en. détail sur cette discussion que nous ne voulons qu'indiquer en ce moment.
378, Enfin, dans les surfaceif déi^eloppables ^ dont l'équation générale (n^ 3
rr — 5» = o ^
îl arrive que le dénominateur de p devient un carré parfait^ et par suite, ce rayon de courbure gardera encore un signe constant pour tous les po^ts d'une telle sul^face. Elle sera donc convexe en chaque point; mais elle aura une courbure nulle dans la direction unique qui répond à
/» = /«, = /lia, d'où p = 00 ,
direction qui coïncide évidemment avec la génératrice rectiligne de la surface développable.
379. Rentrons dans le cas général auquel se rapportent les foimules (12) et (iS)^ et comme il est évident A ^ribn
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qu'en faisant tourner le plan sécant tout autour de la normale 9 la courbure de la section ne peut pas croître ou décroître indéfiniment, il y a lieu de chercher quelle^ sont les valeurs de a ou de m qui rendront le rayon p minimum ou maximum. Or, les quantités p^ q^ r, s^ t étant des fonctions de x, j^, ^, qui se déduisent de Té^ quktion de la surface , et sont par conséquent indépendantes de a (*) ou de la direction donnée au plan sécant, il suffira d^égàler k zéro la différentielle de la formule (12) prise par rapport à a et 6 , et d'y joindre la différentielle de l'équation (i3) qui lie entre eux ces deux angles. Il pourrait paraître plus simple d'employer la formide (i 5), où l'on n'aurait à différentier que par rapport à la seule indétemûnée m \ mais les calculs seraient moins symétriques, et nous préférerons la première méthode. Si^ d'ailleurs , nous écartons l'hypothèse
laquelle peut fournir quelquefois des minimum ou maximum, c'est qu'elle ne conduirait ici qu'à égaler à zéro le dénominajteur de p , et donnerait ainsi les valeurs infinies déjà remarquées au n^ 377, mais qui ne sont point de véritables minimum ou maximum^ car, le rayon p changeant brusqueis^nt de signe avant et après ces valeurs extrêmes , on ne trouve plus là la conjtinuité indis-
{*) Cependant, pour quelques points singuliers dans lesquels les déri-
yée^Pi q, r, s, t, prennent la forme indéterminée -, il peut arriver que
leurs vraies valeurs se trçuvent dépendre de a; mais ce sont des cas très* particuliers pour lesquels nous renverrons au mémoire déjà cité de M. Poisson, à qui Ton doit la remarque et Pezplication de ces circonstances singulières .«(Fctre^ le ai« cahier du Journal de l École Polytechnique.)
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pensable au maximum qui a besoin d'être immédiatement suivi et précédé de valeurs plus petites. En partant donc des formules (la) et (i3), nous poserons
(r cos a + ^ cos ê; sin a «^a + (< cos 6-+- s cos a ) sin € <2 Ç = o, [ (i -hp*) cos a -4-/'9 cos 6] sin a.da. •+- [ ( i +7*) cos ê + ^9 cos a] sin 6iië ;= o ,
d'où l'on déduit
^ rcosa + 5COs6 (i -^p^) cos a -^pq cos ^
^ ' /cosS -f-^cosa "^ (i -f-^*)cos6-f-/?ycosa*
Cette relation, jointe à (i3), déterminera les valeurs de a et S qui rendront p minimum ou maximum^ donc , pour obtenir Féquation qui donnera simultanément tous ces rayons particuliers qu'on appelle rayons piaNciPAux, il suffit d'éliminer a et 6 entre (12), (ï3) et (i6). Mais, afin de n'avoir à opérer que sur des équations du premier
degré, multiplions d'abord l'équation '(i 6) par g,
puis ajoutons l'unité à chaque membre ; nous formerons ainsi une nouvelle équation où il entrera : i^ le polynôme (i 3) qui égale l'unité; a** le dénominateur de p, qui
pourra être remplacé par -, en posant pour abréger,
)/i -+-/?' + q' = ^y de sorte qu'il viendra
(17) f cos 6 -+- J cos a =r - [(i H- q^) cos ^ ■+• pq COS a].
De même, en renversait d'abord les fractions de l'équation (16), et multipliant les deux membres par , puis
en, ajoutant l'imité à chacun, on trouvera
{18} rcosa -h f cos6 = -[(i -h/?') cos a -h pq cos ^].
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Alors, voilà deux équations (17) et (18) qui peuvent remplacer (|3) et (16), et qui sont du premier degré^ on en tire aisément
(19) [pt — ^(i + Ç^)] cos 6 = (Apq — ps) CCS a,
(20) [pr — X- (i -h p^)] cos a =r {Âpq — ps) COS €;
puis , en multiplian,t ces dernières Punè par Fautre , a et ë se trouvent éliminés^ et il vient, en remplaçant le signe général p par R, qui désignera dorénavant les rayons principaux j
Cette équation du second degré montre que, parmi toutes les sections normales faites autour d^un même point d'une surface , il n'y en aura généralement que deux dont les rayons de courbure soient plus grands 00 plus petits que les autres ; leurs valeurs seront données. pajr les racines de l'équation (21) , savoir (*),
!>// \ i . 2it*
^ ^ R'ji 2g^^ ^ ^^ r AzFs/F=47r»
où nous avons posé , pour abréger,
A = (1 + q^)r — '3^pqs + (i -4-/?') t\
(*) Ces. racines sont toujours réelles , comme nous le prouverons gêné* ralement au vP S98 ; mai« on pourrait s'en assurer déjà très-simplement en supposant/' := et 7 = o dans Téquation (^1 ), qui donnerait alors des valeurs dont le radical porterait sur la somme de deux carrés. Or, oomme cette hypothèse revient à supposer que le plan des (x^ y) a été choisi parallèle au plan tangent dans le point considéré, ce qui ne peut altérer nullement la forme de la surface, il est certain que. si les deu^ rayons R' et IV sont .réels dans cette hypo.lhèse, ils le sont pareillement dans touleautre position des plans coordonnés.*
et nous prouverons plus loin (n**** 385, 388) que , de ces deux rayons , Tun R' est toujours uu minimum, et l'autre R'' un maximum, parmi toutes les valeurs de p , du moins en comparasit celles qui ont un mèmeâigne..
380. Au rayon miuimvjn R' correspondra une section normale de courbure maçeimum > et au rayon maximum R" une section de courbure mininman, lesquelles se désignent aussi sous la nom de sECTioira phutcipàles. Pour troBflr<er leurs positions , il suffit de recourir à Téquation (i6) qui détermine le rapport
cos 6 dV
COS a dx
et qui , ordonnée par rapport à cette quautité , devient
(^3) g[(,+^^).-.;,yr]4-J[(l-f.î^)r-(i+/>')r]
Les deux racines de celte équation (*) seront évidenmient Fic- 4^^
mf = tang FFS, m" =;= tang P"PS ;
ainsi elles* feront connaître les projections PP ' et PP" des deux tangentes MM' et MM" pan? lesquelles doivent passer les plans normaux qui contiennent les deux sections principales MA et MB 5 mais pour distinguer ceHe qui répond au rayon minimum R' de celle qui répond au rayon maximum R", il n'y aura qu'à substituer tour à tour R' et R" à la place de p dans ime des équations (19) et (20), puis
{*) Ces racines sont aussi toujours réelles, comme noas le prouverons d^une ^tanière-générale au n^ ^8, mais on peut le 'recon^alM*e d^, en posant ;7=:o et ^ = 0, comme dans la note précédente; car Téqua-* tion (23) se réduit alors à la forme (34) ? ou la réalité des racines est évidente.
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en déduire la valeur de
cos 6 cos «•"
381. Lçs plans des deux sections principales sont toujours perpendiculaires entre eux. En eflfet, Tangle de ces plans est évidemment mesuré par celni des tangentes
FiG. 46. MM' et MM''; et pour estimer ce derdier plus facilement , nons supposerons que les axes coordonnés cmt été^ choisis de manière que le plan %Y soit parallèle ati plan tangent de la surface en M. Cette hypothèse ne peut rien» changer à la position relative des tangentes ou des éléments MM' et MM" 5 mais elle rendra ces éléments parallèles à leurs projections PP' et PP", et, par suiçe, il suffira de prouver queTangle P' PP" est droit 4ans cette hypothèse. Or, Féquation générale du pl^ tangent
devant se réduire alors à la forme Z = -» , on en conclut que pour cette position du plan tangent, on a^ = o el {/ = 0'^ valeurs qui introduites dans Téquation (a3), la réduisent à
(34) ^V^(^-i=oj -.
^^^ dx^^ dx\ s ) • '
et la forme du dernier terme montre que let deux racines satisfont à la condition
ce qui prouve que les deux directions PP' et PP* sont bien rectangulaires , ainsi que les tangentes MM' et MM" dans r espace.
382. Pour apet^cevoir aisément tes rapports que les deux rayons principaux ont avec les ai^tres , iqoiagiuons que l'origine des trois axes coordonnés rectangulaires sait^
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placée 4U point M doun^ sur la surface, et que deux de
ces axe», MX et MY, soient situés dans le plan tangent; Fig. 41.
alors o|i aura , coinme cinlessus , les conditions
/? = o , q=: Oy ces S = sin a , ce qui réduira la formule générale (12) à
fi5) a ^= — — — — • r-^ '-. .
^ rc(<J* a-t- 2^cosasina-+-^sin*a
En outre , nous pouvons admettre que les deux axes MX ctMY ont été clioish tangents aux deux sections principales MA et MB, puisqu'on vient de voir que ces courbes^ soiit situées dans deux plans normaux rectangulaires 3 mais alors une des racines de Téquation (24) devra être nulle, et l'autre infinie; ce qui entraîne évidemment la condition 5 = 0, attendu que l'on a
nt^ -^m" i^ , et jw'.m'' = -^ 1 :
donC) avec de tels axes coordonnés, on aura pour le rayon de courbure MI d'une section normale MN qui fait un angle a avec MA , la valeur très*simple
383. Maintenant , poui: déduire de là les deux rayons principaux qui appartiennent ^ d'après nos hypothèses ^ aux sections MA et MB , il suffit ici de poser tour à tour a = o , « = 90*^ ; ce qui donne
Or, en substituant ces valeurs dans la formule (26),
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l'expression d'un rayon quelcén(}ue MI = p , devient
(27) -=:i;-cOS»a4-^,sin^a,
relation très-remarquable, trouvée d'abord par EuleVj et d'après laquelle on pourra toujours calculer aisément le rayon de courbure MI=:p d'une section normale quelconque MN, dès que l'on connaîtra l'angle a, qu'elle forme avec une des deux sections principales MA et MB, ainsi que les rayons R' et R' de ces derpières.
Tandis que si l'on employait^ des sections normales quelconques, il faudrait connaître trois rayons p', p", p" de pareilles courbes, et les angles a' et a" compris entre elles, pour calculer, d'après la formule (aS), le rayon p d'une section normale MN qui ferait l'angle et avec la première. En effet, si dans la formule (aS) où a est compté à partir d'un axe dps x qui a un^ direction arbitraire sur le plan tangent , on pose tour à tour
a = o et p = f',
.ut
a = a' et p = p ,
a = a' -h ot!' et p = p'
on aura trois équations de condition qui suffiront pour déterminer les constantes r, 5 , t\ après quoi, cette même formule (aS) fera connaître le rayon p de la section particulière que l'on chercbe.
384. Remarquons ici que si l'on compar,© deux sections normales qui soient perpendiculaires l*unà à l* autre, leurs rayons de courburç p^ et p" se déduiront de la formule (^7) en y posant successivement
a == a' et a = a' -f- 90%
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ce qiii donne
d'où Ton conclut
Il II
^. "^ 7' "' ïF ^ R^'
Ainsi la somme des rayotis de courbure renversés de deux sections rectangulaires , ou bien la somme des courbures (n®352) de ces sections, est toujours constante autour d'un même point d'une surface. Mais on doit bien remarquer qu'il s'agit ici d'une somme analytique; car les règles établies au n** 375, sur les signes des rayons et sur le sens de la courbure des sections normales, doivent être observées dans toutes les conséquences que nous avons tirées de la formule générale (i 2) *, et c^est aussi d'après ces règles que nous allons maintenant discuter l'équation d'Euler.
385. Lorsque les deux rayons principaux sont de même signe, comme dans Isijig. 41, oùR' = MG et R"=MH, fig 41. la formule
(27) l^l^cùS^a-^ S^*^°'*
montre clairement que, qvbel que soit l'angle a^ chaque section normale MN aura aussi un rayon jd=sMI de même signe qu^ R' et R^; et par conséquent (n° 375) toutes les sections normales auiU>ur du point M seront situées , dans les environs de ce point , d'un même c6té du plan tangent : la surface est dite alors convexe au point M. Dans la même hypothèse , le plus petit des deux rayons principaux, en valeur absolue , est minimum parmi tous les rayons de courbure des diverses sections normales ^
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et le plus grand des deuxray0ns prin<xpaux ejt maximum entre tous les autres. En effet, puisqu'ici R', R" et p sont tous de même signe , T^quation (27) 3ubsistera toujours en ne prenant que les valeurs absolues de ces rayons, c'est-à-diré en rendant tous ses termes positifs ^ et si alors on suppose R'< R", on pourra écrire cette équation sous Tune et l'autre des formes suivantes :
COS'a.
Or, d'après Thypotlièse R'<C R", il résulte évidemment de ees équations qu'on aura toujours, quel que soit l'angle a,
d'où
R'<p et R">p;
ee^ qui prouve que R' est minimum^ et R" maximum entre toutes les valeurs de p.
386. Lorsque les deux rayons principaux sont égaux et de même signe , la formule (27) montre que p = R', quel que soit l'angle a *, alors toutes les sections normales faites autour du point M ont une courbure égale, et chacune peut être regardée comme une section principale. En effet, si nous prenons le plan tangent pour le plan des (x, y^ , comme au n^ 381 , nous aurons ^ = o , ^ = o , et la formule générale (22) deviendra
or, pour que ces deux valeurs soient égales, il faudra
poser à la fois
r — r = o et s = o,
conditions qui rendront identique l'équation (24)5 et laisseront alors entièrement arbitraires les directions des sections principales que cette équation devait déterminer. Cette circonstance se présente évidemment dans une sphère pour tous ses points , et dans un ellipsoïde de révolution pour les deux points qui sont sur Taxe ; mais nous reviendrons (n® 397 ) d'une manière plus complète sur ce genre de points singuliers que l'on nomme des ombilics.
387. Supposons maintenant que les rayons principaux soient de signes contraires y par exemple , R' positif et R' négauf ^ les deux sections principales MA et MB auront la position indiquée fig, 4^ 9 ^^ I^ surface sera non coni^exe au point M, puisqu'il y aura des sections situées au-dessus du plan tangent en ce point , et d'autres placées au-dessous. Pour déterminer les limites des unes et des autres , mettons en évidence les signes des deux rayons R' et R" dans la formule (27), qui deviendra ainsi
(28) -. = _ cos» a — ^, sin» a.
On voit alors qu'en faisant augmenter l'angle a à partir de zéro, le rayon variable jO commencera par être positif, et égal à R'^ puis, il ira toujours en croissant jusqu'à p = 00 , valeur qu'il atteindra quand l'angle a aura acquis une grandeur ci) pi*opre à vérifier l'équation
cos'w sin^ù) ,, , , /r^
Si donc on tire dans le plan tangent, deux droites MD Fig. 4^ et ME qui fassent chacune aveé MX un angle égal à w ,
ai
ces droites seront les traces de deux plans normaux limites, tels que toutes les sections comprises dans les deux angles opposés D'ME et IX ME' auront des rayons de courbure positifs^ et par suite ( n° 37S ) ces sections seront toutes situées au-dessus du plan tangent, D^ailleurs, il est évident que R' sera le minimum de tous ces rayons positifs.
388. Si Ton fait ensuite augmenter a au delà de co , la formule (28) montre que p devient négatif, et va en décroissant numériquement depuis at=(o, où|0=:z!zoô, jusqu'à a = 90^, où p = — R" : au delà le rayon p , toujours négatif, recommence à croître numériquement jusqu'à a =180*^ — ot), oùp = — <X) 5 de sorte qu'en continuant cette discussion, on verra que toutes les sections situées dans les deux angles opposés DME' et D'ME, ont des rayons de courbure négatifs , et par conséquent ces diverses sections sont toutes (n° 375) au-dessous du plan tangent.
D'ailleurs , on voit que R'' sera le minimum numérique des rayons de courbure de ce genre ] ou bien, si l'on continue à tenir compte de leurs signes, on peut dire que le rayon — TM' est un maximum analytique j mais seulement par rapport aux rayons uégatifs : au lieu que dans les surfaces convexes (n° 38^^) les deux rayons principaux R' iet R" étaient, l'un minimum absolu j l'autre nuixim^um absolu entre tous les rayons de courbure des diverses sections normales faites par le point en question.
389. On trouve des exemples de ces courbures opposées, sans sortir des surfaces du s^ond ordre. En eilet, dans le paraboloïde hyperbolique et l'hyperboloïde à une nappe , nous savons que le plan tangent en un point quelconque coupe la surface suivant deux droites ^ or ce sont ces lignes qui , tenant lieu des droites DD' et EE' {fig- 4^),
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partagent la surface en quatre régions opposées deux à deux , dans lesquelles les sections normales tournent successivement leur convexité en sens contrai)res. Pour fixer davantage les idées , il n ^ a qu^à considérer spécialement Tun des quatre sommets de Thyperboloïde â une nappe , et faire tourner le plan de V ellipse de gorge autour de Taxe qui coïncide avec la normale à ce sommet: alors ou reconnaîtra sans peine que ce plan mobile donne d^abord des sections elliptiques convexes extérieurement, puis des hyperboles concaves ; et que ces deux genres sont séparés par deux sections rectilignes, qui tiennent lieu de paraboles , parce que le plan sécant , arrivé à Tune ou à l'autre de ces limites, renferme deux droites parallèles de la surface.
390. Observons que dans Fhyperboloïde gauche dont nous parlons ici , les sections normales limites sont précisément ces deux génératrices rectilignes , et par conséquent leurs rayons de courbure sont évidemment infinis , comme Favait annoncé la formule (28) -, mais , dans les surfaces d'un degré plus élevé, les plans normaux limites donneront des sections cun^iUgnes, distinctes des droites DD', EE', et tangentes à ces lignes , avec lesquelles elles auront onéme lui contact du second ordre au moins, puisque les rayons de courbure sont toujours infinis à ces limites. C'est ce qui arrive dans le torej où le plan tangçnt à la nappe intérieure coupe la surface suivant une courbe fermée, dont les deux branches ofirent un point multiple. ï^es tangentes à ces di^ux branches sont les traces des plans normaux limites, et c«ax-ci couperont le tore suivant des courbes qui toucheroat ces mêmes tangentes , avec un contact du troisième ordre , puisque chacune sera tout entière d'un même côté de sa tangente. Vojez la Créométrie descriptix^e^ n^ 730.
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391 . Dans les surfaces développables , dont réquation générale trouvée n** 328 , est
rt — ^* = o,
on voit que si on les rapporte aux mêmes axes cpie cidessus (n^ 382), la condition s = o entraînera Tune de ces deux-ci , r =^ o ou f = o ; de sorte que Tun des rayons principaux trouvés n^ 383 sera infini. Mais sans recourir à ces axes particuliers , la formule générale (22), dans laquelle il faudra poser g=o^ après avoir fait passer le radical au dénominateur, donnera
d'ailleurs la formule (i 2) devenant ici
{>fr cos OL '\- ^t cos ê /
il en résulte que toutes les sections normales auront des rayons de même signe , quel que soit Tangle a , ou bien que la surface est encore com^exe dans tous ses points. Ces résultats s'*ccordent avec la nature des surfaces développables dans lesquelles nous savons (n^ 274) que le plan tangent ne coupe pas , mais touche la surface tout le long de la génératrice rectilîgnè ; et cette droite devient la section principale dont le rayon de courbure R" est maximum et infini , tandis que le rayon miuunwn R' appartient à la section Itite pérpendmikirÊmeut à la génératrice. Toutes ces conséquences sont faciles à vérifier quand on prend pour, exemple un cylindre à base quelconque.
392. Les formules (2^) et (28), qui lient entre eux les rayons de couAure des diverses sections normales,
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présenlent une analogie frappante avec les relations qui existent entre les diamètres et les axes d'une ellipse ou d'une hyperbole. On sait, en effet, qu'en appelant a et h les demi-axes d'une ellipse , et a un demi-diamètre qui fait un angle a avec le premier axe , on a , pour déterminer la longueur de ce idiamètre , l'équation .
-75 = — ces' a 4- 7- sm » a ,
laquelle subsiste pour l'hyperbole , en changeant h^ en — J', Si donc on construit une courbe du second degré dont les axes soient tels que
a' = R', 6' = R", on aura évidemment o'* = p ;
de sorte que si les rayons principaux sont tous deux positifs, cette courbe sera une ellipse dans laquelle les carrés des diuers diamètres représenteront , d'une manière graphique, les valeurs croissantes ou décroissantes des rayons de courbure des sections normales faites dans la surface. Si au contraire R' est positif et R" négatif, Taxe b sera imaginaire, et la courbe construite sur les demiaxes a et i , toujours déterminés comme ci-dessus , deviendra une hyperbole dans laquelle les demi-diamètres a', tantôt réels, tantôt infinis, tantôt imaginaires, suivant la valeur de a , représenteront aussi , par leurs carrés , la grandeur et le signe des rayons de courbure des diverses sections normales (*).
393. La courbure d'une surface quelconque S, eo, chacun de ses points , peut toujours être assimilée à la.
{*) On pourrait aussi former une courbe da second degré dans laquelle les rayons vecteurs, et non pas leurs carrés, représenteraient les rayons de courbure des diverses sections normales de la surface. En effet, si Ton
courbure d'un ellipsoïde , ou d'un hyperboloïde gauche, dans un de leurs sommets réels. Soient en eflet MZ la Fie. 43. normale de S au point en question M ; MA et MB les deux sections principales situées dans les plans rectangu-^ laires ZX, ZY; et R', R" leurs rayons de courbure, que nous supposerons d'abord tous 'deux positifs. Si dans les plans ZX, ZY, nous traçons deux ellipses qui aient un axe conunun MO = c , arbitraire en longueur, mais dirigé suivant la normale, et qu'ensuite nous choisissions les deux autres axes OA' = a, OB' == i, de manière que l'on a* t
il en résultera que les ellipses MA' et MB' auront en M les mêmes rayons de courbure (*) que les sections MA et MB 5 et par suite elles seront osculatrices de ces
reaverae la formule. (27), et qu^on y remplace cosa et siq a par leurs Ta-, leurs en fonction de cos a a , on trourera aisément
^ ~ (R''-+-R') 4- (R" - R' ) cos 2 a' puis, si Ton pose
R^-hR'^aa, R" — R' = ac, d'où R"R''=a» — c% il viendra
^ 'a-t-ccosa» *
équation polaire d^une section conique dont les demi-axes sont a et
h = y/d* — c', et dont les rayons vecteurs , partis du foyer, seront Ie& longueurs des divers rayons de courbure; mais il faut bien observer que cbacun de ces rayons vecteurs devra former avec Taxe la^un angle double de celui que comprennent les plans de p et de R'.
(*) On sait qu'au sommet d'une courbe du second degré le rayon de courbure est égal au demi-paramètre, c'est-à-dire au carré du demi- axe parallèle à la tangente en ce sommet, divisé par le demi-axe qui aboutit ' à ce point.
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courbes, c'est-à-dire qu'elles auront avec ces sections un contact du deuxième ordre. Or, ces deux ellipses déterminent complètement un ellipsoïde S' dont les demî-axes sont OA', OB', OM , et qui sera dit oscillateur de la surface S, parce que tout plah normal ZMX' coupera ces deux surfaces suîi^ant deux courbes MN et MN', 4jui seront oscidatrices entre elles, ou bien qui auront le même rayon de courbure.
Pour démontrer cette proposition, il faut remarquer que la section MN' sera une ellipse ayant pour axes OM = c et ON' = a', et que , d'après la note précédente, le rayon
fl'*
de courbure au sommet M sera p' = ' — ; mais a est un
demi-diamètre de l'ellipse A'N'B', lequel est lié avec les axes par la relation déjà citée
II I
et puisque \on a , par tout ce qui précède,
la relation ci-dessus devient
- = — cos'a4-g7/Mn «5
or, en la comparant avec la formule (27) qui donne le rayon de courbure de la section MN, savoir,
on en conclut que p = p\ c'est-à-dire que les aections MN et M'N', faites dans les surfaces S et S', sont osculatrices l'une de l'autre , pour une même valeur de l'angle a. Par
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conséquent , la forme bien connue de Fellipsoïde S^ aux environs de son sommet M, pourra servir à donner une idée exacte de la courbure de la surface S autour de ce point; seulement il faudra se rappeler que quand le point M variera sur la surface S , Fellipsoïde osculateur changera lui-même , puisque ses axes dépendent des rayons principaux au point que Ton considère.
394. Si maintenant on suppose le rayon principal R' positif, et R" négatif, les axes de la surface osculatrice S devant toujours être déterminés par les conditions
en continuant de prendre MO ;= c positif, on voit que a sera réel et h imaginaire : par conséquent Tellipse MB' se changera en une hyperbole tangente à MY, mais située au-dessous de cette droite, et la surface osculatrice S deviendra .un hyperboloïde gauche, dont l'ellipse de gorge sera MA'. Du reste, l'identité des rayons de courbure p et p relatifs à deux sections MN et MN', faites par un même plan dans la surface S et dans l'hyperboloïde S', se démontrera comme ci-dessus, puisqu'il suffira de changer partout les signes de R" et de i*, et que la courbe A'N'B', qui deviendra une hyperbole dont Taxe réel sera OA' et l'axe imaginaire OB', oflTrira encore entre ces axes et le diamètre ON' = a\ réel ou imaginaire , la. relation
= — cos' a — -ï- sin* a.
Ainsi , cet hyperboloïde gauche sera osculateur de la. surface S non conuexcj et donnera par la courbure djB son sommet une idée exacte de la forme de cette surface dans les environs du point M. Nous n'avons pas effectue
ici ces constructions *, mais on les trouvera développées avec détail dans la Géométrie descriptive, n° 698.
395. Lorsque la surface sera développable , un des deux rayons principaux , R'' par exemple , sera infini (n" 391) ; et alors Taxe b devenant aussi infini, rellipse MB' se changera en deux droites parallèles à MY , de sorte que la surface du deuxième degré osculatrice de S , deviendra un cylindre ayant ^xxr section droite Fellipse MA'.. Toutefois, ce cylindre, quoique tangent à S tout le long de la génératrice rectiligne, ne sera osculateur qu'au point M.
396. Nous ferons observer aussi que dans le n** 393 on aurait pu employer pour surface osculatrice , un hyperboloïde à deux nappes ou un paraboloïde elliptique , puisque ces surfaces sonlcom^exes comme Tellipsoïde ; et dans le n° 394 , l'hyperboloïde gauche aurait pu être remplacé par xp. paraboloïde hyperbolique ; mais nous nous sommes bornés à employer, parmi ces cinq surfaces, les deux principales dont la forme est plus facile à se représenter.
En général, deux surfaces {juetconques S et S' sont osculatrices en un point M ou la normale est commune , lorsque toutes les sections normales sont respectivement osculatrices. Or, pour cela , il suffit que les deux sections principales de S soient dans les mêmes plans et aient les mêmes rayons de courbure que les sections principales de S' : ou bien, que trois sections normales quelconques de S se trouvent osculatrices des. sections faites dans S' par les mêmes plans normaux ; car il résulte évidemment de la formule (27) et des calculs indiqués au n*^ 383, qu'alors tout autre plan normal coupera S et S' suivant deux courbes qui aiiront aussi le même rayon de courbure , et qui seront par conséquent osculatrices Vune de Vautre,
Celle définillon des surfaces osculairices équivaut, d'après la formule générale (12), à exiger comme conditions analytiques, que l'ordonnée* z et les dérivées p^q^ r, 5, f, aient des valeurs égales dans les équations des deux surfaces, lorsqu'on y substitue les coordonnées a: et j^ du point considéré.
397. Des ombilics. On nomme ainsi un point d'une surface pour lequel toutes les sections normales ont la même courbure , ce qui exige (n^ 386) que pour un tel point , les deux rayons principaux soient égaux en grandeur et en signe. Il est donc nécessaire et suffisant que le radical de la formule (22) soit mil , c'est-à-dire que l'on ait A* — 4^"^* = o, ou bien
(29) [(n-^>)r-'j^^5-h(n-;»*)r]" — 4(rf — j»)(n-;?*-4-9«) = o;
mais cette condition se partagera toujours en deux autres, comme il est arrivé déjà dans le cas particulier du n** 386« En eflFet , si l'on développe le carré indiqué , en ne laissant dans le premier membre que la quantité
et que l'on retranche des deux membres de la nouvelle équation , quatre fois le produit des deux termes de ce binôme, on pourra écrire la relation (29) sous la forme
puis, si l'on pose
(3i) • (i -h p')s - pqr = U,
(32) (l + q^)s - pqt = V,
d'où l'on déduit, en éliminant s^
(33) (, + ,.)._ (. +^.), = (1±£!) Vj^CljtlîS,
pq
alors Téquation (3o) deviendra
(H) [(i 4-/?0 V — (i -+- q')VY -h 4/>y UV = o,
qui , en développant le carré , peut être écrite ainsi
(35) [(■-.^)v-( --->';--^^;r-v )c]V4Pva^H-^Ç^v')^,^,
Or, sous cette forme , on voit clairement qu'oa ne peut y satisfaire qu'en posant à la fois U == o et V = o , c'estr à-dire
(36) (I -f- p')s -^ pqr = o,
(37) (i H- q')s — pqt ^ o-,
car on ne doit pas chercher à vérifier Téquation (35) en rendant nulles ou infinies les quantités p et q^ puisque ces hypothèses ne feraient qu'exprimer une indlinaisôn ■particulière du plan tangent sur les plans coordoiinés , sans avoir aucune influence sur la courbure de la surface 4ans les points auxquels on serait conduit par ce moyen.
398. Nous avons imité ici la marche de M. Poisson , parce qu'elle o£fre l'occasion de prouver gé^éra^ement que les racines des équations (âi) et (aS) sont toujours réelles \ car les radicaux que produit la résolution de ces équations, renferment précisémeiit les deux polynômes (29) et (3o), équivalents entre eux , et qui viennent d'être ramenés à la forme (35) composée de deux carrés.
Mais pour arriver aux conditions U = o et V =s o, il suffisait d'exprimer directement que , dans un ombilie , tous les rqyons de courbure des sections normales sont égaux entre eux^ ce qui devient facile en partant de la formule générale trouvée n*^ 374,
p ^ ^i ^p ^ q r + 2.m + tm^ '
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puisqu'il suffit d'écrire que le second membre est indépendant de la quantité m, qui varie seule quand le plan sécant normal tourne autour du point consyiéré sur la surface. Or, pour cela, il est nécessaire et suffisant que les coefficients de chaque puissance de m aient entre eux le même rapport , ce qui donne les deux équations
lesquelles coïncident évidemment avec les conditions (36) et (37).
399. Remarquons d'ailleurs que Téquation (23) , qui détermine généralement la direction des sections principales en un point donné, devient totalement identique quand la double condition (38) est vérifiée pour ce point : résultat auquel on parvient aussi ^n observant que , d'après les relations (3i), (3 2) et (33), cette équation (23) peut s'écrire sous la forme suivante , qui nous sera utile plus tard,
jB')V-(i-»-^»)U-l^_^j^^.
pq J dx
et comme pour un ombilic , on a toujours U = o et V = o, il en faut conclure qu'alors la direction des sections de courbure maximum et de courbure minimum, demeure loValeiaenX indéterminée. En effet, autour d'un tel point, toutes les sections normales ayant la même courbure, chacune peut être dite une section principale,
400. De cette discussion il résulte que, pour trouver si une surface donnée F (or, y, ^) = o admet des ombilics ^ il faut, après avoir déduit de cette équation les expressions de ^, q ^ r^ s ^ t en fonction àe x^ y^ z^ poser
les deux conditions
puis, en les joignant à F (x, j^, z) = o , chercher si le système de ces troilf équations finies, admet des valeurs réelles pour les coordonnées x^ y^ z. On voit par là qu'il n'y aura, en général, qu'un nombre limité d'ombilics sur une surface donnée.
401. Cependant, si les deux équations (38) se réduisaient à une seule vraiment distincte, alors cette équation, jointe à F(a:, y^ z) = o, déterminerait sur la surface donnée une courbe dont chaque point serait un ombilic , et qui est nommée la ligne des courbures sphérlques^ parce que dans chacun de ces points, la surface offrirait une courbure uniforme, comme ceUe d'une sphère.
402. Mais si, au lieu dedonner l'équation F (x,y , z) = o, on demandait quelle est la surface dont chaque point est un ombilic, c'est-À-dire pom' chaque point de laquelle les deux rayons principaux sont égaux entre eux , sans rien préjuger sur leur variation d'un point à un autre de cette surface , il faudrait alors trouver une fonction inconnue z = f{x , y) qui fût telle que ses dérivées du premier et du second ordre vérifiassent les relations (36) et (Sy). Or, en se rappelant la signification de ces dérivées (n° 368), on voit que les équations (36) et (37) peuvent être écrites sous la forme
p dp \ dq q dq i dp
i -^p^ dx q dx^ i -\-q^ dy p dy
alors elles peuvent s'intégrer (*) comme des équations
{*) Celte marche, plus simple que celle de Mon je, l'bt tirée du Mémoire de M. Poisson.
différentielles ordinaires , pourvu qu on remplace les constantes arbitraires par une fonction Y dey dans la première , et par une fonction X de a: dans la seconde , ce qui conduira à
i-h^'=Y^S i-|-7» = X/?% d'où Ton déduit
Mais les quantités/; et q doivent, par leur nature, satisfaire à la condition -^ = 3^ qui devient ici
dy ax ^
i dX i dY
^dx "^ *- rfr '
(i -hXr (I -hY)'"^
or , quelles que soient les fonctions X et Y , cette égalité est de la forme <f (x) = ^ (y) , et elle ne peut subsister pour toutes les valeurs de a: et de j^ qui sont des variables indépendantes, qu'autant que chaque membre se réduira à une même constante arbitraire. Représentons
la donc par -z , pour la commodité des calculs, et nous au-
rons ainsi
rfX ndx dY ndf
.d'où l'on déduit par l'iiitégration, et en appelant a et & deux nouvelles constantes arbitraires ,
v/TTx V^i-4-Y"
De là nous pouvons tirer les valeurs de X et Y pour les
substituer dans celles àep et q qui deviendront
a — X h — jr
et enfin, ces dernières, substituées dans la relation dz = pdy + qdx^ rendront le second membre une différentielle exacte , de sorte qu'une nouveUe intégration donnera
{x — ay -f- (r — by -+- (« — cy == s\
ce qui représente une sphère dont le rayon et le centre sont arbitraires.
S est démontré par- là que la sphère est la seule surface qui offre une courbure uniforme tout autour de chaque normale ; et que de cette propriété résulte aussi Tinf ariabilité de la courbure en passant d'un point à un autre de la surface.
403. Des ligxies de gouubure. Monge a nommé ainsi la suite des points d'une surface pour lesquels les normales infiniment voisines se rencontrent consécutivement ; et il existe sur toute surface deux séries de pareilles lignes, comme le cakul va le faire voir. Soit, en effet,
l'équation d'une surface rapportée à des axes rectangulaires quelconques , et M un point de cette surface dont les coordonnées sont x^ y ^ z-^ si nous menons en ce Fig. 46. point la normale MG , elle aura (n^ 270) pour équations
La normale menée en un point M' infiniment voisin du premier, s'obtiendra en changeant, dans les équations
précédenles , x^y^ z en a: -f- dtrr, y + ày^ z -^^ dz-^ par conséquent cette seconde normale aura des équations de la forme'
(A) -h ^(A) = o, (B) -h d{là) = o ;
et s'il s'agit , comme ici , de trouver le point de rencontre de ces deux normales , il faudra prendre simultanément les quatre équations précédentes , dont l'ensemble se réduit évidemment à
Développons donc les deux dernières , qui indiquent des différentielle^ relatives aux seules coordonnées j:, y, z, de la surface , et nous aurons
(C) dx 4- pdz = (z' — ss^dpy
(D) 4r -+- 'Jdz = (z' — z)dq;
ainsi les coordonnées x\ y\ z\ du point commun aux deux normales , seront fournies par la combinaison des quatre équations (A), (B), (C), (D). Or, puisque le nombre de ces équations surpasse celui des inconnues x\ y\ z\ il faut en conclure que les deux normales ne se couperont pas, quelque rapproché que soit le point M' du point M, à moins que ce point M' ne soit choisi de manière à vérifier Véquation de condition que fournira le système (A) , (B) , (C) , (D) , par l'élimination des inconnues X yy\ z\ On obtient aisément cette condition, puisque (C) et (D) ne renferment que z'] et en éliminant entre elles le binôme z^ — z ^ il viendra
(E) (dx -h pdz)dq = (éfy -4- qdz)dpy
qui, en y substituant les relations connues (n^ 368) dz z=i pdx + qdyy dp = rdx -h sdy^ dq = sdx -h tdy^
pourra être ordonnée ainsi :
404. Cette équation (E) ou (E') est dite Véquation différentielle des lignes de courbure; parce que les quantités ^, q^ r, 5, f , étant des fonctions connues des coordonnées x^jyZ^àvi point donné M {fig» 46) ? elle établit une dépendance entre les accroissements dx = PS , rfy* = P'S, qui servent à fixer le point M'-, et puisqu'elle assigne , non la grandeur absolue de ces accroissements , maïs la valeur du rapport
|=tangP'PS.
on peut dire qu'elle fait connaître , en projection sur le plan des (x^y)^ suivant quelle direction PP' il faut passer du point M de la surface à un point infiniment voisin M', pour que les deux normales se rencontrent. D'ailleurs, cette équation (E') étant du second degré, il ny a donc en général que deux directions MM' et MM% pour lesquelles la rencontre des normales voisines ait lieu eflectivement.
Cela posé, en partant du point M' (^fig- Sa), il y aura Fie 5a. de même deux points voisins N ' et G dont les normales rencontreront celle de M'^ si donc on conserve seulement celui des deux, N', qui est dans le même sens que M et M', et qu'ensuite on cherche encore, dans le même sens , le point voisin dont la normale coupera celle de N', on obtiendra , en, continuant ainsi , une première ligne de courbure MM^N'D' de la surface. La seconde ligne de courbure relative au même point M , s'obtiendra d'une
manière semblable, et sera MM"N"D"5 puis, comme ces constructions peuvent se répéter pour chaque point G , H , . . . , o^ formera ainsi deux séries de lignes de courbure qui partageront la surface en quadrilatères curvilignes et infiniment petits, dont les côtés se couperont toujours à angles droits dans V espace.
405. Cette perpendicularité entre les lignes de cow^bure pourrait se démontrer en rendant, comme au n*^ 381 , le plan des (jc,j^) parallèle au plan tangent de la surface
Fie. 46. pour le point M (j^g'. 46) • mais il vaut encore mieux observer que l'équation (E') est entièrement identique avec l'équation (23) qui 'détermine la direction des deux sections principales MA et MB; car il résulte de là , i° qu'en chaque point M d'une surface, les lignes de courbure MM'D' et MM"D" sont tangentes aux sections principales MA et MB ; 2*^ que ces dernières ayant leurs tangentes ou leurs éléments MM' et MM" perpendiculaires l'un sur l'autre (n° 381), il arrive aussi que les lignes de courbure MD' et MD"^e coupent à angles droits. Cependant, il ne faut pas croirç que ces li^es coïncideront généralement, dans toute leur étendue, avec les courbes planes MA et MB ; parce qu'une fois arrivée au point M' <ie la surface, M'A ne sera plus ordinairement une section principale pour ce point -, de sorte que les lignes de courbure MM'D' etMM"D" seront en général des courbes gauches.
406. Avant d'aller plus loin, édaircissons cette théorie par quelques exemples. Dans une surface de révolution,
Fie. 47. le méridien MA eist évidemment une première ligne de courbure^ puisque les normales MG, M'G, ... de la surface en M, M', . . . sont toutes situées (n**301) dans le plan de ce méridien , et par conséquent ne peuvent manquer de §e rencontrer. D'ailleurs, cette courbe méridienne
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MM' D'A est aussi ù*ie section principale de Isl suvfsLce ^ puisque le plan d'une telle section doit^ comme nous venons de le voir, passer par la tangente MM' de la ligne de courbure et par la normale MG; donc ici la première ligne de courbure coïncide avec une section principaile , et il en sera de même toutes les fois quune ligne de courbure sera plane , et que son plan renfermera là normale de la surface.
Quant à la seconde ligne de courbure , c'est évidemment le parallèle MM"D", car on sait que toutes les nor-^ maies en M , M" , . . . aboutissent au même point H de Taxe^ mais cette ligne de courbure, quoique plane, ne coïncide pas avec la seconde section principale MM" B , puisque celle-ci doit être dans un plan mené suivant la normale MH ^ perpendiculairement au méridien MA, q^ est la première section principale : seulement , les lignes MM"Bet MM"D"'ont une tangente commune.
407. Dans les cylindres à bases quelconques , la génératrice rectîligne et la section droite sont évidemment les deux lignes de courbure; et ce sont en même temps les deux sections principales , par la raison donnée ci-dessus pour le méridien. Dans d'autres surfaces, au contraire, chaque ligne de courbure est distincte des deux sections principales , comme dans l'ellipsoïde quelconque dont les lignes de courbure se prêtent à des constructions élégantes, que nous ferons connaître bientôt (n^ 426). Pour les surfaces développables et les surfaces gauches, on pourra consulter la Géométrie descriptii^e , n°710,
408. Calculons maintenant les portions MG et MH de Fig. 46. la normale , comprises entre le point M et ceux où elle est coupée par les deux normales voisines qui la rencontrent.
En appelant R une quelconque de ces deux distances , MG
34o CHAPITRE XVII.
par exemple , on aura
R* £= {x' — xy H- (/ — yy -h (^' — 2)» ;
et les coordonnées x\ y\ z\ du point de section G seront données par les quatre équations (A), (B), (C), (D), dont les deux dernières se réduisent à une seule, en vertu de la condition (E) que nous supposons vérifiée par le point M'. Si donc,' d'aboi>d, on tire de (A) et (B) les valeurs de x' ' — x^y' — y^ il viendra
puis, on devrait substituer ici la valeur de (V — z), déduite de (C) ou de (D) -, mais pour que cette valeur convienne à la fois aux deux lignes de courbure, et par conséquent aux deux points G et H, il faut auparavant
éliminer entre les équations (C) et (D), la quantité —
qui n'est pas la même pour ces deux lignes. Or, si Ton substitue les expressions déjà citées
dz = pdr ~h qdy^ dp = rdx -h sdy^ dq = sdx -H tdy^
dans les équations (C) et (D), celles-ci pourront être ordonnées de la manière suivante :
(C) [i 4-i?' — {3' — z)r]^ = [(2' — z)*— ;?y]rfr,
(D') [i ;^q^^{z'^z)t]dy=:[[z' •r-z)s--'pq]dXy '
alors, pour éliminer dx et dy^ il suffit de les multiplier membre à membre , et il vient
(F) {z'-^zf(rt^s'')-^{z'^z)[{i + q^)r^7.pqS'\-{i-^-p^)t]
C'est donc de là qu'il faudrait tirer la valeur àez — ^, pour la substituer dans l'expression de R ; ou bien , si de
celte dernière ou déduit la valeur de ^ — z^ et qu'on la porte dans (F); on trouvera pour déterminer lés deux va- > leurs de R, Téquation du second degré ,
(G) R2(r^— j') — R[(n-^»)r-.2/?^jH-(i-+-;?')^]V^H-/?»-h^'
409. Les racines cte cette équation , ou les portions MG et MH de la normale , sont ce que Monge a nommé les deux rayons de courbure de la surface au point M ; et nous expliquerons tout à l'heure (jaP 411) le motif de cette dénomination. Mais auparavant, remarqu<ms que l'équation (G) est entièrejnent identique avec réquation(2i) trouvée au n° 379 ; d'où il résulte qu*en chaque point , les deux rayons de courbure de la surface coïncident , en grandeur et en position , avec les deux rayons de courbure des sections principales ,
410. Cette identité permet quelquefois de trouver graphiquement , et sans aucun calcul , les rayons de courbure des deux spctions principales pour un point donné sur îine surface. Par exemple, dans une surface de révolution , il suit de ce que nous avons vu au n® 406, que les rayons de courbure des deux sections principales MA et Fie. 47^ MB, sont toujours, 1° le rayon de courbure MG du méridien ; a^ la portion MH de la normale comprise entre
le point donné M et l'axe de révolution. Ces relations sont nécessaires à connaître dans certaines questions de Géométrie descriptive, qui exigent l'emploi d'une surface du second degré, osculatrice d'une surface de révolution.
411. Revenons aux surfaces quelconques ; et, parles deux normales consécutives MG, M^G, faisons passer un Fig. 4^. plan : il contiendra la section principale MA, puisque celle-ci doit toucher la ligne de courbure MM'D'; et comme
]^e& deux normales en question sont sensiblement égales
(p? 3S1), la sphère <jui sera décrite avec MG pour rayon ^ touchera la surface proposée en deux points consécutifs. M et M' le long de MA. Il en sera de même de la sphère décrite avec MH = M"H pour rayon , laquelle touchera la surface au^ deux points M et M" sur la section principale MB \ tandis cjue si , avec le r^tyonde courbure MI = Kl {fis- 4^) d'une section normale quelconque MN, on décrivait une sphère , celle-ci n'aurait qu^un plan tangent de commun en M avec la surface. En e£fet, le second rayon Kl, qui est bien une normale commune à cette section et à la sphère correspondante, ne. saurait. être normal à la surface primitii^e j puisqu'il va couper la droite MG, et qu'une teUé rencontre ne peut avoir lieu (n®404) qu'aux seuls points M' et M". C'est pour cela que Mange a nommé les rayons principaux rayons de courbure de la surface j en les regardant comme les rayons des deux sphères qui seules peuvent toucher la suif ace en deux points consécutifs^
Toutefois, il ne faut pas dire que les deu^ sphères décrites avec les rayons MG et MH, sont osculatrices de la surface proposée ^ parce que le contact du second ordre que chacune d'elles présente avec cette surface , n'a lieu que suivant la direction MM' ou MM", çt non pas tout autour du point M, connue l'exigerait la définition des siu*faces osculatrices, donnée au n° 396.
412. Il faut aussi se garder de croire que MG {fig^ 46) soit le rayon de courbure de la ligne MDVç'est-à-dire le rayon du cercle qui aurait avec cette ligne deux éléments communs. En effet , il est vrai que les deux droites MG et M'G , étant normales à la surface , sont aussi telles par rapport à la courbe MD' 5 mais pour que leur rencontre donnât le centre du cercle osculateur de MD', il faudrait (n^ 351 ) que ces normales fussent situées toutes deux
dans le plan osculateur de cette courbe , ce qui n'arrivera que dans le cas particulier où MD' coïncidera avec MA , ou du moins lorsque MD' et MA auront un contact du second ordre.
Par exemple , dans une surface de révolution {fig. 47) 5 la première ligne de courbure étant confondue avec le méridien MA , contiendra dans son plan les deux normales MG et M'G qui fourniront bien , par leur rencontre, le centre dé courbure G de cette ligne MD'5 tandis que la seconde ligne de courbure MD", quoique plane , n'aura pas pour rayon de courbure la normale MH \ mais ce sera évidemment le rayon même de ce parallèle circulaire MD".
413. Si par tous les points de la ligne de courbure MM'N'D' on mène les diverses normales à la surface, ces ^*g. 5a. droites, qui se rencontreront consécutivement, formeront une surface développable dont l'arête de rébroussement sera la suite des centres de la première courbure, relatifs à la ligne MM'D'. En opérant ainsi pour cbaque ligne M"GH..., N"KL... de la même courbure, on obtiendra une série de surfaces développables dont les arêtes de rebroussement formeront , par leur ensemble , une surface, lieu de tous les centres de la première cour-^ bure, et à laquelle toutes les normales seront tangentes 5 niais cette surface aura une seconde nappe, lieu des centres de la seconde courbure j qui résultera des arêtes de rebroussement produites par les normales menées le long des lignes de la seconde courbure MM"N"..., M'GK. . ., N'HL. . ., et cette seconde nappe sera aussi touchée par les mêmes normales que la première. Pour obtenir l'équation de ces deux nappes , qui sont le lieu de tous les points de section dont les coordonnées ont ^té désignées par x\ y\ z\ dans les équations (A) , (B),
(F), il suffira évidemment d'éliminer a:>j^, z , entre ces trois équations et celle de la surface proposée.
Les deux nappes, des centres de courbure sont ^ par rapport à la surface proposée ^ ce que les développées des lignes courbes sont par rapport à celles-ci; et ces nappes offrent encore diverses propriétés remarquables , sur lesquelles on pourra consulter le livre VIQ de notre Traité de Géométrie descriptivfe. Nous ajouterons seulement ici que quand ces deux nappes se couperont , leur intersection sera évidemment le lieu des centres relatifs à la ligne des courbures sphériquesy dont nous avons parlé au n° 401,
414. Lorsque le point M considéré sur une surface quelconque, sera un ombilic (n® 397), Féquation (E') des lignes de courbure relative^ à ce point , prendra la forme o=o, comme il est déjà arrivé (n*' 399) poui: l'équation (23) avec laquelle (E') coïucide toujours^ ce qui annonce que d'un ombilic , il part une infinité de lignes de courbure, et la direction du premier élément de chacune d'elles reste arbitraire. En effet, ces lignes doivent toujours (n^ 405) être tangentes aux sections principales relatives au point considéré; et dans un ombilic, toutes les sections normales sont principales (n« 399).
415. Cependant les opinions des géomètres se sont trouvées partagées sur cette matière. Monge y a laissé quelque obscurité, parce qu'il définit les ombilics, en plusieurs, endroits, par des conditions diverses qui ne sont pas toujours une suite nécessaire les unes des aur très : tantôt il les regarde comme des points où la courbure de la surface est égale dans toutes les directions , ce qui est le caractère véritable et général \ tantôt comme des points où les deux lignes de courbure viennent à coin-
cider, circonstance qui arrive aux ombilics que nous rencontrerons sur l'ellipsoïde (n** 430), mais qui n'est plus vraie pour les points de la ligne des courbures sphériques (n** 401) ^ ni pour d'autres ombilics isolés , tels que les sommets d'une surface de révolution.
M. Dupin (*), en partant de la première définition, est conduit à n'admettre qu'un nombre limité de lignes de courbure , pour chaque ombilic isolé ou faisant partie d^ la ligne des courbures sphériques. Néanmoins, dès que tous les rayons de courbure des sections normales sont égaux' pour un même point d'une surface, celle-ci est Qsculée par une sphère qui a les mêmes normales que la surface primitive , tout autour de l'ombilic et à une distance infiniment petite ; d'où il suit que dafis toutes les directions autour de l'ombilic , une normale infiniment voisine ira couper celle de ce point, au centre même de lasphère osculatrice; et par conséquent il existe ici une infinité de lignes de courbure, d'après la définition un^ versellement admise (n** 403).
Pour concilier ces résultats , M. Poisson (**) regarde un ombilic comme admettant une infinité de lignes de cour-r bure, parce que dans toutes les directions autour de ce point , une normale infiniment voisine va rencontrer la première , du moins tant qu'on ne tient compte que des différentielles du premier ordre ; niais si l'on pousse l'approximation plus loin , il y aura quelques-unes de ces directions pour lesquelles le rapprochement des normales sera plus intime que pour les autres , et ce sont ces di-r rections particulières qui méritent alors plus spécialement le nom de lignes de courbure, et qui se trouvent
(*) Voyez les Développements de Géométrie, 3* mémoire. (**) Voyez le Journal de V École Pofjç technique , ai® cahier.
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en nombre fini. En nous rangeant à cette dernière opinion , nou3 allons chercher a l'appuyer par les calculs suivants.
416. La normale de la surface au point M (x, j^, z) a des équations qui peuvent s'écrire
celles de la normale au point projeté en j: H- dx^ J'^^Jy seront de la forme
A -4-yA -f- \d^k = o,
A -h dB -h T^'^ = o>
en tenant compte des infiniment petits du second ordre. Mais, pour le point commun à ces deux droites, le système de ces quatre équations revient à combiner (A) et (B) avec les suivantes
(A") dX'hpdz-hTPd^'^-^dpdz-\-{z--z'){dp-\-\d^p) = Oy (B'') dX'hqdz-\-\qdH-hd(ldz'+-(z--z'){dq -f- \d^q) = o ;
et la condition pour que ces deux normales se rencontrent, s'obtiendra (n^ 403) en éliminant z' entre (A") et (B"), ce qui donne généralement
(e) [dx 4- pdz -+- \pd''z -f- dpdz) (dq + y^'î)
= {dy -+- qdz -h \qd'^Z -|- dqdz) [dp H- \d^p).
Cela posé, si le point considéré M est quelconque, il faudra réduire l'équation (e) aux seuls termes de l'ordre le moins élevé , ce qui conduit à
(E) [dx -h pdz)dq = {dy + qdz)dp\
équation trouvée au vP 403 pour les lignes de courbure ordinaires: mais si ce point M est un ombilic, on sait
(n°* 414» et 399) qu'alors Fëqùation (E) sera identùfuement 'vérifiée; de sorte que les infiniment petits du second ordre disparaissant d'eux-mêmes dans l'équation générale (e) , il faudra y garder tous les termes du troisième ordre, et négliger ceux du quatrième, ce qi^i donnera
(E'^} {dx -h pdz)d^q -H {pdH -f- dpdz)dq
= [dx H- qdz)d^p + {qd'^z + dqdz)dp.
C'est donc cette dernière équation qui , dans le cas d'un ombilic , déterminera la direction à suivre pour trouver une normale qui coupe celle du premier point ^ et comme en substituant ici les valeurs connues
dz =r pdx -h qdy , dp = rdst -f- sdy , ,
dr . .
Téquation (E") contiendra le rapport —- à la troisième
puissance, il s'ensuit que, par un ombilic j il passe ordi-^ nairement une ou trois lignes de courbure; ou, plus généralement, un nombre déterminé^ parce que si l'équation (E"') se trouvait encore identique d'elle-même, il faudrait,- en remontant aux équations (A") et (-B") , tenir compte des différentielles troisièmes, ce qui conduirait à
. . y dy
une équation de condition où— entrerait à la quatrième
puissance, et ainsi de suite. Mais ces lignes de courbure en nombre fini, seront du genre de celles où le rapprochement des normales a'élève au delà du premier ordre , puisque dans les équations (A") et (B") nous avons tenu compte des différentielles supérieures, et que « sans cela^ la rencontre de^ normales aurait eu lieu dans toutes les directions, attendu que l'équation (E) se trouvait vérifiée
dy d'elle-même , quelle que fut la valeur de -^.
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Ajoutons enfin que même les lignes de courbure de ce genre sont quelquefois encore ennombre infini comme il arrive au sommet d'une surface de révolution; et nous verrons danis le numéro suivant la raison analytique de cette circonstance particidière.
417. Il importe d'observep^ue Téquation (E") , où nous avons laissé à dessein le terme dpdqdz commun aux deux membres, est précisément la différentielle de l'équation (E), prise en regardant comme seules constantes les accroissements dx et dj des variables indépendantes. C*est pourquoi nous n'avons pas pris la peine de développer et d'or-
donner l'équation (E'')p2ir rapport à -j- , attenduque, dans
la pratique, et quand on trouvera que l'équation (E), ou plutôt l'équation (E') du n° 403 , devient identique pour un point particulier , il suffira de différentier cette dernière équation par rapport à /;, q^ r, 5, /, et l'on obtiendra l'équivalent de (E''). De même, ci cette dernière devenait identique, il suffirait d'e^ prendre encore la différentielle, et ainsi de suite. Mais quand toutes ces différentielles seront constamment nulles pour le point que l'on considère , on tombera dans le dernier cas indiqué au numéro précédent (*). Nous éclaircirons ceci par l'exemple de l'ellipsoïde, n° 430.
Détermination des lignes de courbure sur une surface particulière.
418. Pour obtenir, en quantités finies , les équations dies lignes de courbure sur une surface donnée ^{x^ j, z) = o, ou commence par déduire de cette équation les valeurs de
(*) M. Dupin était arrivé à établir ces règles, mais par des considérations qui me paraissent laisser quelque chose à désirer sous le rapport de la rigueur. (Yorez page 164 des Développements de Géométrie.)
-^5 Py 7? ^t ^y ^9 ^^ fonction de x et dej^^ et en les substituant dans Féquation générale (E') trouvée n** 403 , on a l'équation différentielle de la projection des lignes de courburé sur le plan des (a:, j^); Ensuite, il reste à intégrer ce résultat, et à déterminer la constante arbitraire qu'amène l'intégration , de manière que la courbe passe par le point donné sur la surface : mais comme., d'après la forme de l'équation différentielle (E'), cette constante arbitraire entrera au second degré dans l'intégrale, elle admettra pour chaque point de la surface deux valeurs généralement distinctes , qui correspondront aux deux lignes de courbure relatives au point donné.
419. Appliquons cette marche à l'ellipsoïde représenté par l'équation
en la différentiant successivement par rapport k x el kj^ et jusqu'au deuxième ordre, on trouvera
valeurs qui substituées , ainsi que celle de z*, dans l'équation (E') du n** 403 , la ramèneront à
{h^^é)xy df^ Uà" — c')x' _ jb' — c') J^ _ i"! î^ b^(a'^ b') ' d^ ^ \ji'{a' — b') b\a^ — ^») ^ \dx
et si , pour abréger , on pose
_ g^(a' — b') __ b'ja' — b')
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rëquation prétédente deviendra
B * rfar* \A B } dx K *
ou enfin
(2) kxydy^ H- (Bj:* — Aj' ^- AB) d^i/^* — Rrj^ir* = d.
Telle est Téquation différentielle des lignes de courbure de l'ellipsoïde, projetées sur le planXY, qui représentera à volonté un quelconque des trois plans principaux de cette surface , mais nous supposerons d'abord que c'est le plan qui contient Vaxe maximum et Vctxe moyen, c'est-à-dire que nous admettrons les relations
d'après lesquelles les constantes A et B seront essentielle- • ment positives.
420. Pour intégrer l'équation (2) qui est du premier ordre , mais où les différentielles sont élevées au second degré , nous commencerons par la différentier ; car on sait que , par ce moyen , on réussit souvent à simplifier ces sortes d'équations. En l'appliquant donc ici , on trouve d'abord
d'y [nAxfdy -f- ( B^' — - Ay^ -- ÂB)dx] ï
-h Adjr^ [xdy -H ydx) — nAydy'^dx > :=* o ,
-H 2 Bxdydx^ — 'Mxi^ [xdy -f- ydx) )
ou bien
/3x ( dy[iAxydy -f- (Ba:» — Ay^ — A^)dx] i _ ^ ^ { -f- {Ady-^ 4- B^^) {xdy — ydx) j ' *~ ^ *
mais si l'on observe que l'équs^tion (2) donne
dy
réquation (3) pourra se décomposer ainsi
{Adjr^ 4- Bdx^) [xyd^y + [xdy — ydx)dx\ = o;
et comme le premier factem* ne saurait être nul , puisque i^ et B sont ici des quantités positives , il restera , en supprimant ce facteur et en divisant par a:*,
Or, le premier membre de cette équation est évidemment la différentielle exacte d'un produit; et en Tintégrant, il vient
ê désignant ici la constante arbitraire où. Ton a dû, pour conserver l'homogénéité, introduire la différentielle indépendante dx. De là on tire ÉÊk
et en intégrant de nouveau ,
421. Ce résultat montre que les projections des lignes de courbure seront des courbes du second degré ; mais il entre ici une constante arbitraire de trop , puisque l'équation différentielle qu'il s'agissait d'intégrer n'était que du premier ordre. Cette circonstance vient de ce qu'en différentiant l'équation (a) sans éliminer de constante , nous avons obtenu une équation (3) plus générale que la proposée ; il faut donc restreindre la signification de l'intégrale (5) , en l'assujettissant à vérifier l'équation (2) ; or si l'on substitue dans cette dernière les valeurs que four-
nit (5) pour j^ et dy., on trouve la condition
(6) Av + B| 4- AB = o, ou 7 = j^^
Telle est donc la dépendance qui doit exister entre les consjtantes 6 et y, pour que l'équation (5) soit l'intégrale de (2) \ et par suite , une seule de ces constantes , 6 par exemple , demeure arbitraire, du moins tant qu'il ne s'agit que de satisfaire analytiquement à l'équation différentielle (2).
422. Mais, pour compléter la solution du problème de Géométrie qui nous occupe , il faut assigner le point de la surface pour lequel on cherche les lignes de courbure, et par conséquent exprimer que l'équation (5) est satisfaite par les coordonnées a:', j^' de ce point. Or, il va résulter de là une équation propre à déterminer 6, et qui fournira pour cette constante deux valeurs toujours de signes con- ^qp/re^ ; circonstance importante à vérifier, parce qu'elle annoncera que les deux lignes de courbure , relatives à un même point de l'ellipsoïde , sont toujours projetées suivant des courbes de genres opposés^ sur le plan qui contient l'axe maximum et l'axe moyen.
Substituons, en effet, dans l'équation (5) les coordonnées assignées x\ y\ ainsi que la valeur de y fournie par la relation (6), et il viendra
d'où , en résolvant cette équation du secofid degré , X g_ Ar' '— B^ » -f- AB ±: >/(A/ ^ — Bj/ ' -f- AB)' 4- 4 AB j/ ^y' '
Or, puisque ici le terme ^KRx'^y'^ est essentiellement
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positif, la partie irrationnelle surpassera en grandeur absolue la partie rationnelle v^t les deux valeurs de S seront toujours de signes contraires.
433. Quant à la constante y, elle sera constamment de signe opposé à 6. En effet', la valeur (6) mon^« d'abord que quand S est positif, y se trouve négatif; ensuite , la valeur négative de 6, fournie par (7) et substituée dans (6), rendra toujours le dénominateur AS + B > o, car cette condition revient à celle-ci
Ar '^ 4-,Rr' » -h AB > \/(A/ '-^Ba/'-h AB)*.-f- 4ABjc'y%
ou bien
Ax'' 4- Bjc" -I- AB> ï/(V-HBy'+.Afi)' ^4ABV%
laquelle sera toujours satisfaite d'elle-même. Ainsi, . lorsque S sera négatif, y se trouvera positif, et réciproquement.
424. Nous conclurons de là que, pour chaque point M de l'ellipsoïde , les projections desi lignes de courbure sont représentées par deux équations de la forme
et qu'ainsi la première de ces lignes se projette suivant ^*°' ^' une ellipse MM'D', U deuxième suivant une hyperbole MM'^D", qui sont concentriques avec l'ellipse principale AB, et dont les axes coïncident en direction avec ceux de cette courbe. On calculerait ces axes, pour chaque point de l'ellipsoïde, par les formules (7) et (6) ; mais au lieu de nous arrêter à ces détails, étudions les rapports intéressants qui lient entre elles les diverses lignes de courbure d'ime même série.
Puisque les constantes 6 et y sont toujours de
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signes opposés , et que la dernière, y, acquiert en chaque point de l'ellipsoïde une valeur positive pour la première série de lignes de courbure, et une valeur négative pour la deuxième série, nous pourrons donc, en introduisant deux nouvelles constantes plus commodes, poser
/e ^/gne^M^mewr ayant toujours lieu /?ottr les lignes de courbure elliptiques en projection; puis, en substituant dans l'équation générale (5), les valeurs de 6 et de y en fonction de m et de n, il viendra pour l'équation des deux séries de lignes de courbure ,
OÙ Ton reconnaît que m et n sont les deux demi-axes de chaque courbe.
Mais si l'on substitue aussi les expressions de 6 et de y dans la condition (6), on obtiendra, entre i/i et n, la relation fort remarquable
ou le signe supérieur se rapporte encore aux lignes de courbure elliptiques ; ce qui prouve que les deiix quantités met y^, constantes pour une même ligne, de courbure, dont elles sont les demi-axes, et variables d'une ligne à l'autre de la même série , ont toujoui's pour grandeurs simultanées, les deux coordonnées d'un point pris arbitrairement sur une hyperbole ou sur une eUipse auxiliaires, dont les demi-^axes communs et invariables sont y A
suivant OX, et yfB suivant OY : ce dernier est Taxe imaginaire de l'hyperbole.
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436. De là résulte la construction suivante. On por-Fic. 5q lera sur les axes de Tellipse principale ABA'B', deux distances OoE et 06 déterminées par les équations
Ces distances se construiront aisément au moyen des excentricités des trois ellipses principales, et la première Oa se trouvera toujours plus petite que a, puisqu'on a admis les relations a >> & >> c. Ensuite , sur les deux droites Oa et 06, prises comme demi-axes, on construira, 1*^ une hyperbole auxiliaire aP'Q' dont les sommets réek soient sur OX ; îa° une ellipse auxiliaire aP"6. Cela posé, en abaissant d'un point quelconque P' de cette hyperbole les coordonnées P'E' et P'D', puis, en construisant sur leurs égales OD' et OE', conmie demi-axes, une ellipse E'MD'jCe sera la projection d'une des lignes de courbure de la première série ^ les autres s'obtiendront semblablement par les deux coordonnées de chaque point de Thyperbole auxiliaire.
Quant aux lignes de courbure hyperboliques, oii abais-* sera les cooirdonnées P"E" et P'D" d'un point quelconque de l'ellipse auxiliaire , et sur leurs égales OD" et 0E'\ comme demi-axes, on construira une hyperbole D''M, dont les sommets réels soient sur OX ; cette hyperbole D"M, et toutes celles qu'on obtiendra semblablement avec les deux coordonnées de chaque point de l'ellipse auxiliaire, seront les projections des lignés de courbure de la seconde série.
427. Examinons maintenant les variations qu'éprouvent les lignes de courbure de la première série , lorsque
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le sommet E' s'avance de O vers B. Quand îl est en O ^ Tordonnée de l'hyperbole auxiliaire aFQ' est nulle : ainsi Fellipse de courbure tXME' a alors son petit axe nul 9 et son demi-^rand axe égal à Oa, c'est-à-dire que cette ellipse se réduit à la droite a'Oa ; et par conséquent la section principale de Fellipsoïde , qui contient les axes a et c , est elle-même une ligne de courbure de la surface , ce qu'on pouvait prévoir, puisque les diverses normales de la surface , menées le long de cette section , sont évidemment toutes dans son plan. A mesure que le point E' s'éloigne de O , les deux axes de l'ellipse de courbure augmentent, jusqu'à et qu'elle coïncide avec la section principale AB \ car si dans l'équation (i o) on pose m^=a^ on trouvera n=zb. 11 est donc inutile d'employer des points de l'hyperbole auxiliaire situés au delà de Q', puisqu'ils fourniraient des ellipses qui embrasseraient totalement ABA', et ne pourraient recevoir la projection d'aucun pdint réel de l'ellipsoïde : restriction qui s'explique en observant que l'équation (9) où (5) ne détermine point par elle seule une ligne dé courbure dans l'espace ; mais qu'il faut toujours la combiner avec l'équation de la surface, et n'admettre que les solutions qui leur sont communes.
Quant aux lignes de courbure qui se projettent suivant des hyperboles, D"M, on voit que si le sommet D" vient enO, leis, deux coordonnées de l'ellipse auxiliaire aV^ë s0ntx:^=ùf j^szOê'^ de sorte que l'hyperbole qui reçoit alors la projection de la ligne de coiu*bure se réduit à la droite BOB', et cette ligné de courbure dans l'espace coïncide avec la «section principale de l'ellipsoïde qui contient les axes b et c. Lorsque D" s'éloigne de O, l'axe imaginaire de l'hyperbole diminue, tandis que son axe r(^el augmente; et quand enfin le point D" arrive en a,
l'axe imaginaire devient nul, et l'hyperbole se réduit aux deux portions rectîlîgnes «A, a'A', qui complètent la Ëgne de courbure déjà fournie par la première séries et projetée sur la portion de droite aOa\
428. Si le sommet D" continuait à se mouvoir à droite de a, et venait en D', les lignes de courbure, qui jusque alors avaient été hyperboliques en projection, deviendraient elliptiques, puisque Tor^onnée élevée en D' rencontrerait, non plus Pellipse aP'S, mais l'hyperbole auxiliaire «PQ'^ d'ailleurs , lorsque dans l'équation (lo)
on prend m plus grand que Oa = y A , il faut bien néces-
saîrement adopter le signe négatif pour le ievme rg •, ainsi,
c'est une hyperbçde qui détermine alors la yalem: correspondante de n. On voit par là qu'il existe sur l'ellipsoïde, quatre points projetés en a et a', autour desquels les lignes de courbure des deux séries sont pliées en sens contraires, et où elles viennent se confondre, pour se succéder ensuite les unes aux autres.
429. Ces quatre points sont des omhifics (n^ 397), c'est-à-dire des points autour desquels toutes les sections normales ont la même courbure. En effet, puisque les conditions U = o et V = o, qui caractérisent les ombilics , rendent toujours ideritiqiic (n° 399) l'équaxion différentielle des lignes de courbure , nous trouverons immédiatement ces points singuliers , en égalant à zéro les trois coefficients de l'équation (2) du n° 419, ce qui donne les conditions simultanées
xf z=. o et Er^ — Ay ' -r- AB = o.
Or, l'hypothèse o: = o ne conduisant ici qu'à des valeurs ingiaginaires pour y^ 11 ne reste que les solutions
^ = o et j? = db yA,
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lesquelles correspondent bien aux deux points a et a' sur le plan des' (a:, y).
430. Pour chacun de ces quatre ombilics, les deux lignes de courbure paraissent se réduire à une seule , qui est Tellipse verticale projetée sur AA', ainsi qu'il résulte de la discussion graphique (n^ 428 ); et l'analyse nous conduira au même résultat. En effet, puisque « est un ombilic qui rend identique Téquation générale
(2) Aa^ (^' -t- (Rr* - Ar» --AB) ^ - B^^ = o,
il n'y a qu'à employer ici la méthode que nous avons donnée au n^ 417, et différentîer l'équation (2) en laîs-
dr sant-p- constant. On trouve ainsi, après avoir ordonné,
équation qui , pour les om|4ti^ où l'on a
jr = o et jr = /Â7 se décomjpose dans les deux suivantes
dx ' \^/
or, la seconde n'admet que des racines imaginaires, et la première a pour intégrale générale y=l 5 mais en déterminant la constante arbitraire X de sorte que cette ligne passe par l'ouibilic , il restey==o qui représente bien l'ellipse verticale projetée sur A A'.
431 . Il n'est pas inutile d'observer que toutes les lignes » de courbure de l'ellipsoïde sont des courbes fermées y quoique quelques-unes soient projetées sur des portions
d'hyperbole, telles que RiyS; c'est (ju'alors la courbe s'étend au-dessous du plan XY, et passe par des points q[ui se confondent en projection avec ceux de la partie supérieure.
Des circonstances toutes semblables se reproduiraient si Ton avait projeté ces lignes de courbure àur le plan qui contient Vaxe minimum et Vaxe moyen de FeDipsoïde \ car il suffirait d'introduire dans Féquation (a) les r dations
lesquelles laissent toujours positives les constantes A et B , et par suite , mèneront aux mêmes conséquences sur la forme elliptique et hyperbolique des projections des deux séries de lignes de courbure.
432. Voyons maintenant quelle forme prendront ces lignes, en se projetant sur le plan qui contient raxe maximum et F axe minimum de l'ellipsoïdlB (^Jig* 53). Il suffit , pour rendre Téquation (2) applicable à ce cas , d'y introduire les relations
et comme alors la constante B (n^ 419) devient négative , nous poserons
ce qui conduira , comme au n^ 420 , a l'intégrale
(11) . jr> = 6j:> -f. iy ,
avec une condition analogue à (6), savoir :
mais ici la constante arbitraire ë ne pourra recevoir que
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des valeurs négatives. En effet, Téqualion (7) devient alors
et puisque la partie rationnelle surpasse numériquement la grandeur absolue du radical, ces deux valeurs de ë seront toujours à la fois de même signe ^ pour un même point (x\ y) de Tellipsoïde. En outre, comme tous les points ^e cette ^surface seront nécessairement projetés FiG. 53. en dedans de l'ellipse a P'6', qui serait construite sur les demi-axes
puisque ces demi-axes sont évidemn^eni plus grands que OA = a et OC = 1 5 il en résulte que pour tous les points de Tellipsoïde , oii aura constamment
d'où je conclus que toutes les valeurs de 6 seront négor tiues^ et, d'après la relation (la), y n'aura, au contraire,^ que des valeurs /70«aVe^ ; de sorte que l'intégrale (11) repi:'ésentera toujours des ellipses, sur lesquelles se pro- •jetteront ici toutes les lignes de courbure des deux séries. D'ailleurs, en posant
l'équation (11) commune aux deux séries de lignes de courbure deviendra
X^ jr»
m* rû
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et les demi-^axes m, n, de chacune de ces lignes, seront liés par la relation (12), qui devient
d'où l'on voit que ces demi-axes se trouveront ici lesdeux coordonnées d'un même point variable , toujours situé sur une ellipse auxiliaire tt'P'P'^6', construite avec les demiaxes /Â7 et ^B^.
433, Lorsqu'on prendra sur cette ellipse auxiliaire un point P' voisin du sommet ûc\ les deux coordonnées P'E' et P'D' donneront les axes d'une ellipse D'ME', Pic. 53. projection d'une ligne de courbure de la première série. Cette ellipse, d'abord très-resserrée, s'ouvrira de plus en
plus dans le sens du petit axe , tandis que son grand axe diminuera , et elle finira par coïncider avec l'ellipse principale AC quand le point P' sera venu en Q ; car, si dans l'équation (i4) on pose m = a, on trouve w = 5 : ainsi la portion a 'Q de l'ellipse auxiliaire aura donné toutes les lignes de courbure de la première série. Au delà , un point tel que P" fournira, par ses coordonnées, les demi-axes d'une ellipse D^'ME", qui appartiendra à la seconde série des lignes de courbure , puisqu'elle coupera en M la ligne E'MD' de la première série ; et ces nouvelles ellipses se rétréciront de plus en plus dans le sens des X , pour se réduire enfin à la droite COC\ projection d'une section principale, qui est elle-même une ligne de courbure de l'ellipsoïde.
434. Dans l'intégration de l'équation (2) , nous avons négligé (n*^ 420) le facteur
Ady- 4- Brfx' = o, .
qui ne pouvait alors donner aucune solution réelle; mais,
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pour la projection actuelle où. B = — B' et A = A', on
en tire
dx ~— VA''
et si Ton substitue cette valeur dans Féquation proposée (2), il viendra
Ay 4- B'*» ±: ixx^k'B' = A'B';
équation finie, sans constante arbitraire, qui , comme on sait , est une solution singulière de la proposée ^ et doit représenter la ligne eni^eloppe de toutes les intégrales particulières. En effet , cette équation se décompose ainsi
et comme les doubles signes sont indépendants , cela fournît quatre droites, que l'on reconnaît aisément pour les cordes supplémentaires qui passent par les sommets de
l'ellipse auxiliaire aW"^'^ dont les demi-axes sont ^A^
et VB* Ces quatre cordes touchent àonc toutes les ellipses suivant lesquelles se projettent les lignes de courbure ; et comme une de celles-ci est l'ellipse principale AC , cette courbe est aussi touchée par les quatre cordes , précisément aux ombilics co , o)', tù'\ fù"^ où les lignes de courbure des deux séries viennent se confondre;
Au surplus, on arriverait aussi à ces quatre droites , en cherchant, d'après la méthode exposée (n^ 340) , la ligne enveloppe de toutes les ellipses représentées par l'équation
2 kf^t
laquelle se déduit de (i3) et (i4) , et où le paramètre arbitraire est m.
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435. Observons , en terminant cette théorie , que quand on a déjà construit (n^ 426) les lignes de courbure d'un ellipsoïde donné, projetées sur le plan qui renferme Taxe maximum fia et Taxe moyen ab , et que Ton veut ensuite construire , pour ce même ellipsoïde , la projection des lignes de (Courbure sur le plan qui contient le plus grand et le plus petit axe, il serait peu commode de changer la dénomination de l'axe moyen, comme nous l'avons fait (n*' 432). Il vaudra mieux alors conserver toujours les relations
mais dans les valeurs de A' et de B' changer i en e et c en i ; de sorte que dans la Jig. 53 , l'ellipse principale aura pour demi^axes
OA rr ûf , oc = c ^
et les grandeurs des demi-*axes del'ellipse auxiliaire a¥'ë\ seront
par là ces valeurs pourront exister simultanément avec celles de A et de B (n^ 426) , qui se rapporent au plan de l'axe maximum et de Taxe moyen.
436. Remarquons enfin que pour trouver les deux lignes de courbure relatives à im point assigné M de Fellipsoïde {fig* 52), îl faudrait substituer les coordonnées x\ y de ce point dans l'équation (9), laquelle, jointe alors- avec Téquation (10), suffirait pour calculer les axes de l'ellîpse MD' et de l'hyperbole MD". Maïs si , comme dans le tracé d'une voûte en dlipsoïde , le poin(
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assigné était en S sur Tellipse de la naissance AB'A', on pourrait employer une solution graphique fort simple, pour laquelle nous renverrons à la GéométPie descriptive ^ no743.
Des courbes de niveau et des lignes de plut ffranâe pente.
437. Ce sont des lignes remarquables qui servent, dans le tracé des cartes topographiqtles, à représenter la forme du terralui Les courbes de niveau ne sont autre chose que les sections faites dans la surface qui recouvre le sol , par divers plans horizontaux \ et si Ton a soin de piener ces plans à des intervalles égaux mesurés sur la verticale, il est évident que là où les projections horizontales des courbes de niveau seront plus rapprochées, elles indique» rqnt que la pente du terrain est plus rapide ; et en même temps , les diverses sinuosités de ces courbes figui eront les mouve^lents du sol, quelque variés que soient ceux-ci.
Pour obtenir Téquation finie des courbes de niveau, il suffit de joindre à l'équation de la surface proposée , celle d^un plan horizontal quelconque , c'est-à-dire de prendre le système
et en éliminant z , il vient pour la projection des ligne& de niveau, l'équation F (jr:,y, 7)==o, où y est une constante arbitraire* Mais si l'on veut avoir l'équation différentielle commune à toutes ces courbes, on différe^tiera le système précédent , ce qui donnera
dz = pdx -h qdy et z =: o ;
et par suite, l'équation différentielle qui catactérise les courbes de niveau , sur toute surface , sera
(i) pdx -{- qdr = o;
seulement , Â pon q renferme ^ (ce qui arrirera ordinairement lorsque Féquation F = o aura été différentiée avant d'être résolue par rapport à ^) , il restera à éliminer èette variable au moyen de Téquation de la surface , pour que Téquation (i) représente la projection horizontale des courbes de niveau.
Soit , par exemple
qui représente (n? 296) toutes les surfaces de révolution autour de l'axe des 4? ; on a ici /; = 2 a:. 9', ^ = nj. (f: donc Téquation (i) devient
xilx 4- ydx = o ; d'où, en intégrant,
Âinài les courbes de niveau sont les parallèles de la surface, comme on devait s'y attendre.
439. La ligne de plus grande pente j à partir d'un point donné sur une surface , est celle qui jouit de la propriété que chacune de ses tangentes fait auec F horizon un arigle plus graîidque celui de toute autre tangente à la surface y menée par le même point dé la courbe. Ôr, comme toutes les tangentes menées par ce point quelconque sont dans le plan tangent de la surface , ceUe de ces droites qui sera perpendiculaire à la trace horizontale de ce plan , formera évidemment le plus grand angle possible avec l'horizon ; d'où il résulte que la ligne de plus grande pente doit avoir, en chaque point, sa tangente perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent^ et , par une conséquence nécessaire , la projection de cette tangente sur le plan XY, devra aussi former un angle droit avec la trace du plan tangent.
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440. Cela posé , en appelant x^ y^ les coordonnées d^un point quelconque de la projection de la ligne de plus grande pente , sa tangente et la trace du plan tangent seront représentées surîc plan des (x^jr) par
— z = /? (or' — *) -f- ç (j' — 7);
et puisque ces deux droites doivent être perpendiculaires , on aura la condition
Cette relation(2), qui caractérise la courbe de plus grande pente, suffit pour la déterminer, en y joignant du moins Téquation F (a:, y^ z)-=:o de la surface sur laquelle doit être située cette courbe \ et lorsqu'au moyen de F= o on aura éliminé ^ de Féquation (2), si cette variable y entre , on aura Téquation diflFérentielle de la projection de la ligne de plus grande pente, et il restera à Fintégrer.
On aurait pu aussi parvenir à l'équation (a), en exprimant que la ligne de plus grande pente était perpendiculaire à la coujrbe de niveau représentée par l'équation (i).
441. Si nous prenons encore l'exemple des surfaces de révolution
Téquation (2) deviendra
xdy — ydx = o \
d'où, en intégrant et désignant la constante arbitraire par 7,
ft A
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dette équation représentant un plan passant par l*axe OZ, il s'ensuit qu'ici les courbes de plus grande pente sont toutes des méridiens de la surface. La constante arbitraire y se déterminera en assujettissant la courbe à passer par un premier point {x\ y) assigné par la question , ce
qui donnera y = ^, Cette valeur resterait indéterminée ,
du
si le point donné était sur Taxe de révolution; mais c'est qu'alors tous les méridiens partant de ce point sont indifféremment des lignes de plus grande pente.
Dans un conoïde droit représenté (n* 307) par
on a /? = — —.9', q = -.9' ; de sorte que Téquation (2) de-
vient ici
ydy -H «d^ = o, d'où y^ -+- a?' == 7 :
ainsi les lignes de plus grande pente sont toujours projetées horizontalement sur des cercles concentriques avec Taxe du conoïde. On peut confirmer par la Géométrie ce résultat remarquable , en observant que les lignes de niveau sont ici les génératrices rectilignes de la surface , lesquelles se projettent suivant les rayons vecteurs menés de l'origine O des coordonnées; et , comme la ligne de plus grande pente doit avoir (n^ 440) toutes ses tangentes perpendiculaires à ces rayons vecteurs, elle ne peut être qu'un cercle en projection.
443. Considérons encore les surfaces du second degré, représentées par
réquation (2) se réduira ici à
- djr — - flte = o , d OÙ y zsiix i A H
par conséquent , les lignes de plus grande pente seront à double courbure , et se trouveront projetées horizon talenlent sur des courbes paraboliques , si A et B sont de même signe. Cependant, ces lignes deviendront planes si le point de départ qui sert à déterminer la constante , est dans un des plans principaux ZX ou ZY; car alors Féquation précédente devra être satisfaite par j*=±o et x=x\ ce qui donne y = o, et réduit Téquation de ]a ligne de plus grande pente à j^= o, qui représente la section principale située dans le plan XZ.
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE
§ !*'• Notions préliminaires,
444. On sait qu'un triangle sphérique est la portion de surface comprise, sur la sphère, entre trois arcs de grands cercles qui se coupent deux à deux , et Ton entend par grand cerck celui dont le plan passe par le centre de la sphère ; de sorte que deux points donnés sur cette surface suffisent toujours pour déterminer un grand cercle. Dans le triangle ABC , les côtés sont les arcs BC , Fig. 54. CA , AB , que nous désignerons respectivement par a, 6, y ; et /e5 angles sont , comme pour des courbes quelconques , les angles formés par les tangentes à ces arcs de cercle : ainsi l'angle sphérique A égale TAS. Mais comme ici les tangentes AT et AS sont perpendiculaires au rayon AO^ intersection des plans des deux grands cercles auxquels appartiennent les arcs AB et AG,
(f) La Trigonométrie sphérique étant aussi une application de PAnalyse à la Géométrie des trois dimensions , laquelle offire des secours nécMsaires à la Mécanique et à la Géodésie , j^ai pensé quHl serait utile de placer ici les principales formules et leur application à la résolution des triangles. Pour obtenir ces formules, j^ai employé la marche analytique suivie par Lagrange dans un Mémoire inséré au sixième cahier du Journal de l'École Polytechnique. Vtxï conservé- la division sexagésimale da cercle, attendu que beaucoup de résultats numériques, exprimés de cette manière et employés souvent dans FAstronomie , sont consacrés par un trop.long usage pour quHl convienne de les changer.
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on voit cpie Tangle sphérique A n'est autre chose que l'angle dièdre formé par les deux plans BAO et CAO. D'ailleurs , si l'on mène le grand cercle DEF perpendiculaire au rayon AO, l'angle dièdre en question sera aussi mesuré par DOE ou par l'arc DE ; donc on peut dire encore qu'ww angle sphérique BAC a pour mesure F arc de grand cercle DE compris entre ses côtés j quand ils ont été prolongés jusquà dei^enir égaux à un quadrans ; car on a évidemment AD = 90** et AE = go*'.
4r45. Si l'on admettait des côtés plus grands que 180^, les trois sommets A , B , C » pourraient appartenir à plusieurs triangles \ car ils conviendraient aussi au triangle formé par les arcs CA, CB et AFHDB. Mais on exclut .ces sortes de figures, parce qu'elles. offriraient des angles dièdres qui , comme C dans cet exemple , surpasseraient deux angles droits, et que d'ailleurs la construction de tels triangles se ramènera toujours à celle de triangles soumis à la restriction que chaque côté spit moindre quune demi-circonférence. C'est pourquoi nous lie nous occuperons que de ces derniers.
446. En joignant les sommets A, B, C, avec le centre de la sphère , on forme une pyramide triangulaire OABC , dont la base est le triangle sphérique donné , et dans laquelle les faces ou angles plans BOC, COA» AOB, ont pour mesure les côtés a, è, 7 > du triangle ^ tandis que les angles dièdres compris entre les faces, sont les angles sphériques de ce triangle. Ainsi, d'après les théorèmes de Géométrie relatifs aux angles trièdres ou polyèdres, on a droit de conclure que , dans tout triangle sphérique, i^ un coté est toujours plus petit que la somme des deux autres ; 2^ la somme des trois côtés est toujours mosn" dre queZ6o^^ ou qu'une circonférence de grand cercle.
D'ailleurs on a vu dans la Géométrie descrip
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fiVe^ n** 55, que si par le point O on menait trois plans respectivement perpendiculaires aux arêtes OA , OB, OC , on formerait une nouvelle pyramide, dite supplémentaire de OABC , à cause des relations qui existent entre leurs angles plans et leurs angles dièdres. Or, comme cette nouvelle pyramide coupera la surface de la sphère suivant un triangle dont nous désignerons les angles par A', B', C, et les côtés par a', 6', y', il s'ensuit que Ton aura les relations
c'est-à-dire que, pour tout triangle spbérique ABC, il exiçte un triangh supplémentaire A'B'C, dont les angles sont les suppléments des côtés du premier, et dont les côtés sont pareillement les sjupplémeiUs des angles du triangle primitif.
Le triangle A'B'C se nomme aussi h triangle polaire <}e ABC^ parce que chacun de ses sommets se trouve, conune on le démontre en Géométrie , à 90^ de tous les points du côté opposé dans le triangle ABC.
448. n résulte de là que la somme des angles d'un triangle sphérique n^a point , comme cela arrive dans les triangles rectifignes , une valeur constante ; car il faudrait que les côtés du triangle supplémentaire fissent toujours la même somme, ce qui est faux évidemment : mais, du moins , on peut assigner deux limites entre Itesquelles sera toujours comprise la somme des angles de tout triangle sphérique. En effet, d'après les formules du numéro précédent, on a ,
et comme on sait (n^ 446) que
a' -f- 6' -f- 7' < 4 X 90% on en conclut
À + B -f-c >2X go*».
D'ailleurs , chaijue angle du triangle sphérique étant toujours moindre que deux droits, d'après la restriction admise n^ 445 9 il s'ensuit que
Ainsi , dans tout triangle sphéricpe , la somme îles angles se trouve toujours plus grande que deux angles droits^ et moindre que six.
449. Un triangle sphérique peut donc avoir deux de ses angles qui soient obtus , ou bien droits ; tel est ADE : il peut même être trirectangle j puisqu'il suffirait de faire tourner le côté AE jusqu'à ce que l'arc DE fût égal à go^ , et il est évident qu'un triangle trirectangle renferme la huitième partie de la surface totale de la sphère.
450. Comme nous aurons besoin , pour un des cas de la résolution des triangles sphériques, d^employer l'expression de la surface d'un tel triangle, nous allons la rappeler, afin de bien fixer le sens dans lequel on doit entendre cette mesure.
Fk. 54. L^ triangle ABC fait évidemment partie de tvoi&fuseaux que l'on obtient en prolongeant les côtés AB, AC, BC , jusqu'à ce qu'ils se coupent deux à deux une seconde fois , ce qui arrivera quand ils seront devenus égaux chacun à une demi-circonférence. Or, comme l'aire d'un fuseau est manifestement une fraction de la surface sphérique, exprimée par le rapport de l'angle dièdre du fuseau avec quatre angles droits , nous aurons , en désignant par S l'aire de la sphère totale, et par D un angle droit, les
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f^xpressioQs suivantes pour les aires des trois fuseaux en ijuestion :
surf. ABHGA = ABC -4- BCH = S surf. BAGCS = ABC + ACG =r S
surf. CALBC = ABC -f- ABL = S . ^.
Ajoutons maintenant ces équations membre à membre , et observons que le triangle ABL , situé dans Thémispbère opposé , peut être remplacé par le triangle CGH , qui lui est symétrique et égal en aire , puisque Fun et Tautre ser^ vent de bases à deux angles solides trièdres opposés par le sommet ^ puis , faisons attention que , parmi les six trianr gles que donnent les trois fuseaux , il y en a quatre qui composent la demi-sphère, et nous obtiendrons la nouvelle équation
â«^ S. ^/A-i-B+C\ 2ABC+- = s(^-^j^j;
d'où Ton déduit aisément
ABC
Ce résultat montre que Taire du triangle ABC est une fraction de la surface S de la sphère ^ exprimée par le quotient qu^on obtient en. divisant Texcès des trois angles du triangle sur deux droits , par huit angles droits. On sait que cet excès est toujours positif (n** 448), et qu'il ne peut atteindre quatre angles droits; par conséquent la valeur ci-dessus sera , comme on devait le prévoir , toujours moindre que la moitié de la surface de la sphère. 451. Pour simplifier la formule précédente , on con-
374 CHAPlTaB XVIII.
vi^nt ordinairement d'estimer les angles A, B, C, non pas en degrés , mais en fonction de Tangle droit , pris comme unité des angles *, alors on a D ^^^ i , et Â , B, C deviennent des nombres abstraits compris entre o et a. Si, de plus, on adopte aussi pour unité de surface la
quantité g S, qui représente le triangle trirectangle
(n** 449), il restera pour l'expression de Faire du triangle proposé
ABC = A4-B-f-C— 2==e.
C'est cette quantité t que l'on nomme F excès sphérique, et qui devient, par les hypothèses admises, la mesure même de la surface du triangle ; mais il faudra se souvenir que € ne sera qu'un nombre abstrait qui indiquera combien de triangles trirectangles , ou de fractions de ces triangles, sont contenus dans le triangle À6C.
Par exemple , si les angles A , 6, C , mesurés en degrés, se trouvent de 65**, laS**, i4o®, alors on devra, pour les estimer en fonction de l'angle droit, poser
et l'excès sphérique deviendra
ce qui voudra dire que la surface du triangle proposé est
les -g d'un triangle trirectangle ; puis , m l'on veut le comparer avec la sphère , le même triangle sera les --; de la surface totale de ce corps.
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§ n. Formules générales.
45â. Soit ABC ttn triangle sphërique tracé sur une sphère dont lé rayon OA = r, et qui a pour côtés les ^'*^- ^^ arcs
BC = a, CA = Ô, AB = 7;
menons aux deux côtés qui forment un de ses angles, A par exemple 9 les tangentes AT, AS, que nous terminerons par les rayons OB, OC , prolongés ^ puis, joignons les points T et S : nous obtiendrons ainsi deux triangles rectilignes TOS , TAS , dans lesquels les angles opposés au côté commun TS , sont équivalents (n® 444) au côté a et à Tangle A du triangle sphérique. Donc , par un théorème connu de Trigonométrie rectiligne , nous aurons
TS* = ÔT* 4-5s' — a.OT.OS.cosa,
TS
' = AT + AS — 2.AT.AS,cosAî
et ici les cosinus devront toujours être mesurés, non dans la sphère OA, mais bien dans le cercle dont le rayon égale l'unité, puisque autrement ces équations ne seraient pas homogènes. Alors, si Ton retranche ces équatiions membre à membre , et que Ton ait égard aux triangles rectangles OAT, OAS , qui donnent évidemment les reliar tiens suivantes ,
OT — AT»= r\ ÔS' — AS '= r%
0T = — ^, AT = rtaiig7, 0S=— ^, AS = rlangê, cos 7 cos 6 ' ^ '
il viendra
2r* cos a
o = 2r' h 2r* tang 6 tang 7 ces A;
cos 6 cos 7 o D # >.
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puis, si l'on supprime le facteur commun ar', et qu'on résolve par rapport à cos a, on obtiendra
(i) cos a = cos 6 cos 7 -|- sin 6 sin7 cos A ,
formule où le rayon r de la sphère en question est disparu, et qui ne renferme que des ligues trigonométriques comptées toutes dans le cercle qui a pour rayon l'unité. Mais cette formule repose sur une construction qui semble exiger que les deux côtés 6 et y soient moindres que 90**; c'est pourquoi il importe de montrer qu'elle est vraie dans tous les cas.
453. D'abord, si le côté y est seul plus grand qu^un quadrans, comme dans le triangle ACB", le rayon OB" rencontrera, non plus la tangente AT, mais son prolongement AT', et donnera lieu à un triangle ACB', pour lequel la construction primitive sera possible. On aura donc dans ce dernier triangle,
cos a' = cos 6 cos 7 ' -h sin 6 sin 7 ' cos A' ;
mais il existe évidemment entre les triangles AC6' et ACB" les relations
et en substituant dans l'équation précédente, on retrouve la formule (i), qui demeure ainsi vraie pour le triangle ACB'.
Si les deux côtés S et y se fussent trouvés ensemble plus grands que 90^, on aurait de même prolongé les deux rayons OB, OC, en sens contraires, ainsi que les deux arcs AB, AC, et l'on aurait obtenu un triangle dans le-, quel on aurait eu
A'=A, a' = a, 6'=:i8o°— 6, 7'=i8o»— 7, ce qui, ramènerait encore à la formule (i).
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454. . Soient xaamtenaBt 6 = 90° et 7 = 90^, comme dans le triangle ADB"'. Ici la formule (i) se réduirait à
cosot ==:cos A,
résultat évident , puisque l'arc a = DV est bien (n** 444) la mesure de Tangle A.
455. Enfin, supposons, comme dans le triangle ACB"', qu'un seul côté y soit de 90°. Le théorème en question sera démontré, d'après le numéro précédent, pour l'angle droit D du triangle CDB*' (à moins que l'on n'ait DB*' = 90**), et l'équation (i) appliquée à ce triangle., donnera
cos CB*' = cos CD cos DB*", ou bien
cos a = sin 6 eos A.
Or, c'est bien là ce à quoi se réduirait la formule (1) , en y introduisant l'hypothèse y = 90° ; donc cette formule est encore vraîe pour le triangle ACB*'.
Quant au cas tout particulier où l'on aurait à la fois y = 90° et DB*' = 90^, la construction générale que nous appliquions ci-dessus au triangle CDB**, ne pourrait plus s'effectuer ; mais on voit immédiatement qu'alors Iç point B*' se trouverait le pôle de l'arc ACD, et par conséquent B'*'C = a serait de 90^, aussi bien que l'angle A, qui a pour mesure DB" ; de sorte que l'équation (i) serait encore vraie pour un tel triangle ACB*, puisqu'elle deviendrait = 0, d'après les hypothèses admises
456. Nous conclurons de là que le théorème exprimé par l'équation (i) , est vrai dans tous les triangles sphériques , quels qu'ils soient ; et. en l'appliquant tour à tour
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aux trois côtés a , 6 ^ y du triangle ABC , nous auronts
/ ces a = cos 6 ces 7 -f- sin 6 8m7 ces A,
(i) < ces 6 = cos a cos 7 -4- sih a sin*7 cos B,
\ cos 7 = cos a cos 6 -f- sin a sin 6 cos C,
formules dont chacuue exprime une relation^entre trois cotés et un angle, et qui, par leur ensemble, doivent comprendre implicitement toute la Trigonométrie spbéricpie, puisqu'elles suffiront toujours pour calculer trois des six quantités A , B , C , a , 6 , 7, quand les trois autres seront connues. Mais comme il est utile d^avoir, pour chaque cas, des formules dont, chacune ne renferme qu'une inconnue , nous allons les déduii^ des équations précédentes par diverses combinaisons.
457. Cherchons ime relation entre deux côtés et les deux angles opposés , par exemple, entre a, 6, A et Bi La marche directe serait d'éliminet cos y et sin / entre les deux premières équations du groupe (i), au moyen de la relation sin*y + cos*y = 1; mais comme les calculs seraient fort longs , nous emploierons le moyen suivant. De la première des équations (i) tirons la valeur de cos A , pour la substituer dans la relation
sin A = y I — cos' A ; il viendra , en réduisant au même dénominateur,
^sin'$sin'7 — '(cos a — cos6cos7)'
sm A = 3 . ^ . '-^ ;
sm6 sin7
mais en substituant sous le radical les expressions des sinus en cosinus , on prouve
. , i/i — cos' a — cos'S — cos * 7 -f- 2 cos a cos 6 cos 7 sm A = . ^ . ■ ' ,
sm € sm 7
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Or, le second membre de celte dernière équation , après avoir été divisé par sin ce, deviendra évidemment une fonction symétrique de a , ê , ^, c'est-à-dire une fonction qui reste la même quand on permute ces Içttres entre
elles 5 d'où l'on conclut que le rapport - — a une valeur
constante et invariable pour chacun des angles du triangle ABC , comparé avec le côté opposé ^ et qu'ainsi on a les trois équations
, . sin A' sin B sin G
sin« sin6 smy
ce qui signifie que dans un triante spbérique, les sinus des angles sont proportionnels aux sinus des côtés opposés.
458. Cherchons maintenant une relation entre deux côtés et deux angles dont un soit compris entre les côtés donnés, par exemple, entre a, S , A et C. Substituons dans la première des équations (i), la valeur de cas y fournie par la troisième , et la valeur
sin G sin 7 = sin a —, — -,
sm A
que donne une des formules (2) : il viendra
cosa = cos*6 cos a -f- siti a sin ê cos€ ces G -f- sin 6 sin a -: cosA ;
smA
ou bien, en transposant le premier terme du second membre dans le premier,
cos a sin'€ = sin a sin € cos'S cos G -h sin a sin 6 cot A sin G.
Maintenant, si Ton divise tous les termes par sin a sine, on obtiendra la première des formules suivantes , et les.
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autres . s'en déduiront par de simples permutations, de
lettres (*):
cot a sin 6 = cet A sin C -+- cos ê ces C, cota siny =: cot A sin B -f- COS7 cos B;
cot 6 sin a == cot B sin G + cos a cos C, cot 6 sin 7 = cot B sin A + cos 7 cos A ;
cot 7 sin a = cot C sin B + cos a cos B , \ cot 7 sin 6 = cote sin A -4- cos 6 cos A.
459. Pour obtenir une relation entre trois angles et un cétéj le moyen le plus simple est dVpplic[U6r au triangle supplémentaire le théorème fondamental ex-r primé par Féquation (i) , ce qui donne
cos a' = cos 6' cos 7 ' + sin 6' sin 7 ' cos A',
puis de substituer ici les relations connues
a' = i8o°-^A, ê'=i8o"— B, 7'=i8o«—C, A'=:i8o°— ai
alors on obtient pour le côté a, et semblablement pour chacun des autres , les formules
cos A = — cos B cos G + sin B sin G cos a , (4) { ^^* B = — cos A cosG -h sin A sin G cos 6, cos G :=t — cos A cosB -f- sin A sinB cos^.
{*) Les formules (3) 9 que l'on écrit de |>lasieurs manières , ordinairement fort incommodes à retenir, se retrouveront aisément si on les dis^^ pose comme ici, et qu'on observe, i^ que, chaque membre commence par une cotangente multipliée par un sinus; a^ que dans le premier membre ces ligues portent sar deux côtés choisis à volonté , et dans le secmd membre sur deux angles , dont le premier seul est opposé au premier côté déjà employé ; 3^ que le dernier terme est formé par les deux cosinus des mêmes arcs, dont les sinus entrent déjà dans Péquation.
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460. Le^ quatre groupes de formules obtenues jusquHci oSreut évidemment toutes les combinaisons que Ton peut faire de trois données avec une seule inconnue^ parmi les six quantités A,B,C,a,6,7;de sorte qu'il suffira de choisir parmi ces quinze équations , celle qui conviendra au cas proposé , et de la rendre ensuite propre au calcul logarithmique, ainsi que nous le montrerons en détail dans le paragraphe IV. Ici nous nous bornerons à remarquer qu'on doit comprendre dans la résolution des triangles sphériques , obliquangles ou rectangles , le cas où l'on donne les trois angles A , B , C ; car ces données déterminent les côtés a', 6', y', du triangle supplémentaire : elles permettent donc de calculer les angles A', B', C, et par suite leurs suppléments, qui sont les côtés a, 6, 7 du triangle primitif, lequel se trouve ainsi complètement déterminé par la connaissance de ses trois angles. C^est d'ailleurs ce que prouvent directement les formules (4)«
§ in. Résolution des triangles rectangles,
461 . Lorsque dans le triangle ABC l'angle A est droit, Fig. 56. c'est-à-dire quand le plan du grand cercle CA est perpendiculaire au plan du côté BA , le triangle est dit rectangle, et le côté CB=a s'appelle toujours l'Aypoténuse. On ne doit pas oublier que les deux autres angles pourraient être aussi (n^ 449) droits ou obtus 5 mais un triangle trirectangle aurait évidemment tous ses côtés
de 90**, et un triangle birectangle où A et B seraient droits, aurait pour côtés opposés a =90**, S = 90^, tandis que le troisième côté 7 serait (n^ 444) la mesure même de l'angle C. Ainsi , ces deux genres particuliers de triangles ne donnant pas Ueu,.a de véritables problèmes, nous
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ne devons conflidérar que les triangles oà un seul angle A est droit, avec deux autres angles obliques qui peuvent être aigus Ou obtus.
462. Pour obtenir les formules nécessaires à la résolution des triangles rectangles ^ il suffit de poser A = 90^ dans les (juatre groupes de relations générales que nous avons trouvées pour les triangles quelconques. Cette hypothèse , introduite dans la première des équations (i), donne
(5) COSa = C0S6 COS7;
c'est-à-dîre que le cosinus de Vhypoténuse est égal au produit des cosinus des deux autres côtés. Cette relation est analogue avec celle-ci : «•==6*-f-y*, qui aurait lieu $i le triangle sphérique devenait rectiligne, en conservant des côtés de même longueur absolue \ et la première se ramènerait à la seconde , en développant les cosinus en séries, puis en supposant que le rayon de la sphère devienne infini. {Voyez vP 492.)
463. Les équations (2) donnent, par Thypothèse A = 90**, les deux formules suivantes ,
.r.. . ^ sin € . _ sin 7*
(6) smB = -; — , smC==:-r-^,
^ ' sm a sm a
qui montrent que le sinus d*un angle oblique est égal au sinus du côté opposé^ dii^isé par le sinus de rhypoténuse : principe analogue à celui des triangles rectilignes, où Ton aurait
sin B = ~ .
oc
464. Dans les équations (3), les deux premières donnent, pour A = 90®,
cot a sin € = cos S cos C, cot a sin 7 = oos 7 cos B ,
TaiOONOMKT&IB SPHÉRIQUE. 383
d'où ron conclut
(n) cosB = î^5^, cosC=^?î^;
^'^ tanga taiiga
formules qui prouvent que le cosinus (Tun angle oblique est égal à la tangente du côté adjacent, dîv^isée par la tangente de Thypoténuse, et qui sont analogues à la re-
lation cos B = -, que fournirait un triangle rectiligne.
465. La quatrième et la sixième des équations (3) deviennent , par l'hypothèse A = 90®,
cet 6 sin 7 = cot B , cet 7 sin 6 = cet G ,
d'où l'on déduit les relations
c'est-à-dire que la tangente d*un angle oblique est égale
à la tangente du côté opposé, divisée par le sinus du
côté adjacent : principe analogue à celui des triangles
g rectilignes, où l'on aurait tang B = - (*).
466. Quant aux équations (4) , l'hypothèse A = 90*^ donne , dans la première ^ *
o = — cos B cos G + sin B sin G cos et ,
d'où l'on déduit cette formule
(gi) cos a. = cotBcotG;
{*) Les trois formnles (6), (7)y*(^)9 écrites comme nous VaTons fait, seront donc faciles à retenir, puisque les combinaisons d^angles et de côtés sont les mêmes que dans les triangles rectilignes ; seulement > il Ikudra se rappeler que le sinus d^un angle s^exprime par deux sinus, le cosinus par deux tangentes , et la tangente par une tangente et un sinus.
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c'est-à-dire que le cosinus de F hypoténuse égale le pro^
duit des cotangentes des deux angles obliques^
467, Enfin, les deux dernières des équations (4) donnent, par l'hypothèse A = 90®,
, V ^ cosB cosC
(10) COS6 = — ; — r;, COS 7 := -: — ^\
' ^ smC' ' smB'
ce qui prouve que le cosinus dHun côté de V angle droit est égal au cosinus derV angle opposé, divisé par le sinus de r angle adjacent,
468. Voilà donc six principes cpx fournissent dix équations où se trouvent toutes les combinaisons que l'on peut faire de deux données avec une seule inconnue, parmi les cinq quantités B , C , a , 6 , y •, et il suffira d'en faire un choix convenable, d'après les données de chaque problème , ainsi que nous allons l'indiquer. Mais auparavant, tirons de ce qui précède deux conséquences applicables à tous les triangles rectangles.
1°. On voit, d'après la formule (5), que les trois côtés a^ ^^ y devront être tous moindres que 90°; ou bien deux seront à la fois plus grands que 90^, et le troisième moindre. Ainsi le nombre des côtés plus grands qu'un quadrans, est toujours y^azr.
2°. La formule (8) montre qu'u/i angle oblique est toujours de même espèce que le côté opposé ; c'est-à-dire qu'ils sont tous deux à la fois moindres que 90^, ou à la fois plus grands.
FiG. 56. '^^®* Premier cas. On donne Vhypoténuse cl et un côté ê de V angle droit ^ les trois inconnues y , B et C se trouveront par les formules (5) , (6) , (7).
Deuxième cas. On donne les deux côtés S et y d^
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V angle droit ^ les inconnues sont ici a , B et C , qui s'obtiendront par les formules (5) et (8).
Troisième cas. On donne Vivypoténuse a et un angle ohUque B ; pour trouver les inconnues 6 , y et C , on emploiera les formules (6) , (7) et (9).
Quatrième cas. On donne un côté 6 et V angle opposé B ; les inconnues a , 7 et C s'obtiendront par les formules (6), (8) et (10).
CINQUIÈME cks. On donne un côté ê av^ec V angle adjacent C 5 les inconnues a , y et B se calculeront au moyeu des formules (7) , (8) et (10).
Sixième cas. On donne les deux angles obliques B et C 5 pour trouver les inconnues a, 6, y, on emploiera les formules (9) et (10).
470. Observons ici, i^ que toutes les formules citées sont telles que les logarithmes s'y appliquent immédiatement; seulement, il faudra auparavant avoir soin de les rendre homogènes en y introduisant pour facteur une puissance convenable du rayon R des tables.
2**. Que lorsqu'un élément inconnu sera fourni par son sinus, lequel peut appartenir également à un angle aigu et à son supplément, il y aura ambiguité sur la grandeur de cet élément ; mais cette ambiguité cessera si , parmi les données , se trouve le côté ou l'angle opposé à cet élément; car on a vu (n° 468) que ces deux grandeurs devaient toujours être de même espèce.
471 . D'après ces remarques , on verra aisément que , parmi les six cas que présente la résolution des triangles rectangles, il n'y a que le quatrième qui soit vraiment douteux^ c'est-à-dire qui admette deux solutions. En effet,
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les inconnues ûc, y et C sont données par les équations
sin 6 . tang 6 . ^ cos B
sin a = -7— r^ , sm 7 = — ^-— , sin C = ;
sm B ' ' tang B ' cos 6
ainsi, il faudra commencer par prendre C et y tous deux moindres que 90*^, ou tous deiix plus grands , et ensuite déterminer Tespèce de a par la relation cos a = cos 6 cos 7. On peut d'ailleurs reconnaître à priori l'existence de deux solutions dans ce cas , puisque , si Ton prolonge les Fie. 56. deux côtés BC et BA jusqu'à ce qu'ils se coupent de nouveau en B', on aura un second triangle rectangle CAB', où le côté S et l'angle B' = B sont évidemment les mêmes que dans le triangle primitif CBA ; d'ailleurs , les autres parties C, a', y\ de ce nouveau triangle, sont bien les suppléments de C , a , y.
§ IV. Résolution des triangles obliquangles .
472. "Ces, tri angles, où l'on devra toujours connaître trois des six éléments A,B,C,a,6,y, présentent six problèmes distincts, qui se résolvent parles quatre principes généraux qu'expriment les formules (i), (2), (3) et (4) 5 mais comme ces formules exigent quelques modifications pour se prêter au calcul logarithmique , nous allons parcourir les diverses parties de cette question.
PREMIER CAS
473. On donne les trois côtés a^ 6, y. Pour trouver l'un des angles , A par exemple , il suffira d'employer la formule (i), qui donne
cos a — cos 6 cos 7
ros A =: . ^ . ,
sm b sin 7
équation dont le second membre est tout connu , mais qui
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ne se prête pas commodément au cs^lcvd logarithmique. C'est pourquoi nous allons substituer cette valeur dans la relation générale
• i A * /i — cosA sjniA = Y^ ,
et il viendra \ en réduisant au même dénominateur.
'ces (6 — y) — cos CL sm ■ ' ' ^
2sin6sin7
puis , par la formule connue .
' cos {a — b) — cos [a -4- b) ^ 2 sin a sin b\,
on obtiendra enfin
V ^nbsmy
formule que Ton rendra homogène en multipliant le second membre par le rayon R des tailles, et à laquelle les logarithmes s'appliqueront aisément. D^ailleurs, elle n'offrira point de double valeur pour l'angle A , quoiqu'il soit donné par un sinus , parce que l'arc 7 A ne saurait surpasser 90**. Quant aux deux autres angles, ils s'obtiendront par des formules toutes semblables à celle-ci , et qui s'en déduiront par des permutations de lettres.
474. Si l'on avait substitué la valeur de cos A dans la relation
iA=v/^
-+ cos A cos
on serait arrivé, par des calculs analogues, à la formule
cos 1 A = \J~
sin y(6 -+- y — a) sin -j (6 -h 7 -f- a) sine sin y '
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qui , par sa combinaison avec la première , fournit encore •cette relation
, ^ ^ /sin-5-(a-4-6 — 7)sin-5-(a tanff - A = 1 / • ^ î^— i^
Ces expressions de cos { A et tang j A pourraient être employées au même usagé que celle de sin { A ; et nous allons indiquer ici une application très-utile de ces formules.
•Tic. 5;. 475. Réduire un angle à V horizon. Un observateur placé au point O , a mesuré langle POQ que font les deux rayons visuels dirigés vers des points fixes P et Q , et il a * mesuré aussi les angles POO' et QOO' formés par ces rayons avec la verticale^ on demande Tangle P'O'Q', qui est la projection du premier sur un plan horizontal. Si l'on conçoit une sphère décrite du point O, comme centre, avec un rayon quelconque ^ elle sera coupép par les trois faces de l'angle trièdre O , suivant un triangle sphérique ABC, dont les côtés a, 6, y seront les angles obser>'és; tandis que l'angle demandé P'O'Q' ne sera autre chose que l'angle dièdre des deux plans POO' et QOO', c'est-àdîre l'angle A du triangle sphérique : on calculera donc cette inconnue A par une des formules établies cidessus.
DElllXiÈttt; CkS,
476. On donne deux côtés a ef S, ai^ec Pangle A opposé à Vun d'eux^
1^. L'angle B s'obtiendra par le théorème (2), qui donne
. ^ sin A sin 6
sm B = : ,
sma
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2**. Pour le côté y, on emploiera la formule (i),.
cos a = cos 6 cos 7 + sin 6 sin 7 cos A =cos6(cos7 -4- sin7 tangg cosA);
et pour la rendre calculable par logarithmes , on aura recours à un angle auxiliaire y , en posant (*)
i^) tang 6 cos A = tang (p ,
ce qui donnera
cos a = cos€ ( COS7 -^- sin 7 -] .
\ ' ' cos (p/
ou bien
/„\ cos 6 cos ('7 — 9) (n) cosa=: — : U 1;. ^
cos 7
Ainsi, après qu'on aura calculé l'angle auxiliaire y par Téquation (m), on trouvera, au moyen de (ri)^ Tare y — (f,. et par suite le côté y tout entier.
3°. Pour l'angle C, on pourrait, après avoir trouvé y,
I " ■' ■■■■ ■ ■ ■ ■ ■ I I I II II
(*) Poop saisir Fesprit d^e ces transformations fré'iuentes, et ne pas en faire un mécanisme aveugle et fatigant pour la mémoire, il faut remar/-. qaer que, dans tous les cas semblables, il s^agit de changer en produit un bindme de la forme
Msinu + Ncosci).
Or, si Ton met en facteur commun Tune des quantités M ou M , comme
M I sm 01 + cos û) ïTr I >
N et que Ton égale le coefficient irr & une tangente ou à une cotangente,
lignes qui sont susceptibles de recevoir toutes les valeurs possibles, oa aura
ou bien
-- / . 8ino\ Msin(w
M I sm w H- cos &> ' 1 = î:—
\ cos ç>/ cos (
,- / . cos«\ M.cos(«— 0}
M j SlUOi + COSO) -7—^1 = r^ li..
\ sin 9?/ siuf
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employer le théorème (a)*, mais si Ton veut obtenir C directement, on prendra, dans le groupe (3), la for- •mule
cot a sin 6 =; cet A sin C -f- ces 6 ces C
^1 ^ . /^cotA\ = ces 6 co»C-4- sm C — \ ,
\ COSb/
puis on posera
, . cot A ,
ce qui permettra de calculer aisément l'angle auxiliaire ïp*, et en substituant dans l'équation précédente, il viendra
/ N ^ GOsfC — -J/)
iq) cot a tant» 5 = ^ — r-^ ,
^ . ^ cosy
équation d'où l'on déduira aisément l'angle C — ï|^, et par suite l'angle C. *
FiG. 58. i^"^' Il est bon de remarquer que l'introduction des auxiliaires 9 et tp, revient à partager le triangle ABC en deux triangles rectangles, par une perpendiculaire CD = A. En effet , si Ton appelle 9 le segment DA , et i^ l'cingle ACD, le triangle lectangle ACD donnera , par les formules (7)
et (5),
tane® cosA = — 2-1 ces g r= ces ^ ces <p :
tangê' ^
puis, le triangle rectangle CDB donnera, par la for- ' mule (5),
cos a = ces h CCS (7 — «j>)7
et si l'on substitue ici la valeur de cos A, on aura ces deux formules
tang b cos <p
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lesquelles s'accordent évideuunent avec les équations (ni) et (ri) du numéro précédent.
De même , pour trouver C , on déduira du triangle rectangle ACD, par les formules (9) et (7),
tang^
ces 6 = cot A cot \|; , ces ^p =
tang ê'
puis, le triangle rectangle BCD fournira, d'après la formule (7), Téquation
cos (C — 4/) = !^îîi_ j ^ ^^ tang a '
d'où l'on conclura , en éliminant h,
4> . ■ /*^ I \ tang € ces il»
cos 6 =r cot A eût i)/ , cos (C — •0/) = ,
^ ^ ^^ tang a '
résultats qui rentrent aussi dans les formules (p) et (q). Ce cas admettra souvent deux solutions. (Vojez n° 486.)
TROISIÀME CAS.
On donne deux cotés a et ê^ avec V angle compris C
I**. Le côté y s'obtiendra par le théorème (i)s qui donne
cos 7 = cos a cos 6 + sin a sin € cos C
== cos a (cos 6 4- sine tang a cos C);
de sorte que si l'on pose
tang a cos G = tang f ,
l'arc auxiliaire f se calculera aisément par logarithmes^ et il viendra
cos a cos (6 — ®)
cos 7 = ^ -^ ,
COSf
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formule qui donnera aussi Tinconnue cos y par le moyen des logarithmes.
2°. Quant à Tangle A , on peut le déduire du théorème (a) , lorsqu'une fois y est connu ; mais pour Fobtenir directement, on partira de la première des formules (3),
qui donne
' oot a sin 6 — cos 6 cos C
cet A =
sin G
= cet C ( := sin 6 — cos€ ) ;
\cos C /
puis on posera
cota
cos G
=: COtf 9
équation où Tare (f est évi4emment le même que dans i^ , et qui conduit k
cotGsin(6 — ®) ^ tangGsinf
cotA = r-^ ^ ou tang A = -r-^- î
sm f sm (6 — <j>)
3**. Pour trouver Tangle B, on traiterait semblablement la formule suivante, déduite du théorème (3) ,
cot 6 sin a —^ cos a cos G
cotB =
sin G
D'ailleurs, il est bon de savoir que les angles A et B s'obtiendraient aussi par les analogies de Néper, que non» donnerons plus loin. (Voyez n® ^7.)
Remarquons encore que l'introduction de i'auxi
Fic. 5g. liaire f revient à partager le triangle ABC en deux autres,
par un arc BD = A, perpendiculaire sur AG. En effet,
si l'on pose le segment CD = f, on aura dans le triangle
rectangle BCD ,
^ tanc <p ,
cosC = — 2-^, cos a = coscpcos^, taog a T '
relations dont la première servira à calculer (f \ puis le
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triangle rectangle DBÂ donnera
COS7 = COS A COSfb — ©) = C08{6 — ç),
^ ^' COSf
résultats qui s^accordent avec les formules employées cidessus pour trouver y.
Ensuite , les mêmes triangles rectangles donnent aussi
^ tang h . tans h
tongC=-^-^, tangA = -:~7^^ — r; " sin f ^ sm (5 — ç)
d'où l'on conclut, comme au n** 478, 2®,
_ tang C sin y ^"«^ - sin(e-q,)-
Pour obtenir l'angle B , il faudrait abaisser la perpen^ diculaire du sommet A.
QUATEIÀMI^ CAS.
On donne deux angles A e£ B , wec le côté compris y
i**. Pour trouver l'angle C, on emploiera le théorème (4), qui donne
cos G = — cos A ces B + sin A sin B cos 7
= cos A ( — cos B -h sin B tang A cos 7) ;
et , par le secours d'un angle auxiliaire ^ , on aura
cos A sin (B — 4»)
tang A cos 7 = cot + , cos C = r-^, 2-£.
' ^ smy
2^. Le côté a s'obtiendra par une des formules (3) , qui
doiine
cot a sin 7 =: cot A sin B + cos 7 cos B
= cos 7 I cos B -h sm B 1 ;
\ cos 7 /
et, par le secours du même angle (p que ci-dessus, on
aura
cot A . cot 7 cos (B — 4»)
= tang^b, cota = '- ^-^ 1 .
cos 7 ^ ^ cos ip
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3^. Le côté S se déduirait semblablement de la formule cot € sin 7 = cot B sin A -+- cos y cos A.
Observons d'ailleurs que les deux côtés «,69 pourraient aussi se calculer par les analogies de Néper, (Ployez n^488.)
481. On arrive aux mêmes valeui'S, en abaissant l'are *»c. 9. gjj ___ ^ perpendiculaire sur AC, et en désignant par ^
l'angle DBA ; car le triangle rectangle ABD donne
. * . cosA
cos 7 = cot ^ cot A , cos n = —. — r ;• ' ^ sin>I*
et, par^ l'autre triangle rectangle BCD, on obtient
oosC „ , ^ cosAsin(B — 4*)
cos h =2 -7- j-r, d'où cos C = r-^, .
sin (B — 4*) sinrl»
Quant à a , les mêmes triangles rectangles donnent
C0S(B— .>!;) = ^"^ , cos 4^ r= ^«-;
^ ^^ tang a ' ^ tang 7
d'où l'on conclut
tang 7 cos^'
Pour obtenir 6, il faudrait abaisser la perpendiculaire du sommet A.
GINQUiiME CAS.
482. On -donne deux angles A et B, a\^ec le côté a opposç^ à l 'un d*ei4X.
I**. Le côté 6 s'obtiendra par le théorème (2), qui
donne
sin ê sin a
sin B sin A'
a**. Pour trouver l'angle C, on emploiera le théorème (4)5 qui fournit l'équation
cos A = — cos B cos C -h sin B sin C cos a
= cos B ( — cos C -h sin C tang B cos a)^
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et, par le moyen d'un angle auxiliaire, il viendra
• , , cos B sin (C — ^) tangBcosa = cotip, cosA = 7—^, -^
3°. Le côté y se déduira d'une des formules (3), savoir, cot a ^in 7 = cet A sin B + ces 7 ces B ;
d'où résulte
cota .
=r Sm 7 — cos 7 = cot A . tanc B ;
cosB ' ' .
et alors, par Un arc auxiliaire f, il viendra
cota
cosB
= cot^, sin(7-^y) == cot A tang B sin f .
483. Cela revient encore à abaisser l'arc CD = h per- ^ •«• ^•
pendiculaire sur ÂB, et à poser l'angle BCD == if; , et le
segment BD = <f -, car le triangle rectangle BCD donnera
^1 , cosB
cos a = cotB cotry, cos n =r -: — r : ^
sm \[*
mais le triangle ACD fournit aussi la relation
cos A COSA = -: — — -r,
sin (C — ^)'
d'où l'on conclura
' /n ,x cos Asin +
Quant au côté y, on a, dnaa les mêmes triangle» rec*
tangles,
« tang ep ^ tang A , tang h
cos B = — 5J[ tangB = . , tang A = . , r;
tang a ^ sm y . sm (7 — 9)
d'où l'on conclut , en éliminant h ,
. , , tang B sin y
sm (7 — ?) = — ; — >
^' ^^ tangA.
résultats qui s'accordent tous avec ceux du n® 482 , mais qui offriront souvent deux solutions. {Voyez n® 486.)
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SIXIÈME CAS
484. On donné les trois angles A, B e« C. Pour obtenir un des côtés, a par exemple, on emploiera le théorème (4) 9 qui donne
cos A = ■ — cos B cos C 4- sin B sin C ces a,
équation où cos a est la seule inconnue , mais qui ne se prête pas aU calcul logarithmique. C'est pourquoi nous agirons comme dans le premier cas, et nous substituerons la valeur de cos ol , tirée de Téquation précédente , dans la relation connue
nn I a = t/ -
— cos a sm
alors il viendra , en réduisant au même dénominateur sous le radical,
,in ^ « - . /~cos(B- ^C)~~cosA
Sin T a :=r \/ : tt
2 sin B sin C ou bien
dnla=Y/=i^
s,^ ;- cûsi(B 4- C -f- A)cosi(B -hC- A)
sin B sin G
Cette valeur, que Ton aurait pu déduire de celle de cos j A, trouvée n° 474, en appUquant cette dernière au triangle supplémentaire, sera toujours réelle. En effet, comme la somme des trois angles A , B, C est toujours comprise (n® 448) entre deux et six angles droits, il s'ensuit qu'on aura à la fois les deux conditions
|(A-f.B-|-C) >9oo et <3X90«;
ainsi , le premier cosinus qui entre sous le radical précédent sera négatif, et , à cause du signe qui le précède , ce facteur deviendra positif. Ensuite , le second cosinus sera toujours positifs car, dans le triangle supplémentaire, chaque côté étant (n^ 446) plus petit que la somme des
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deux autses, on aura
oii bien
d'où I on couclut
§ V. Remarques.
485, On doit observer que , des six cas que nous ve« nons de résoudre, les trois derniers auraient pu élre ramenés aux autres par le secours du triangle supplémentaire. En effet, quand on donne, dans le quatrième cas, les angles A et 6 avec le coté compris y, on connaît, dans le triangle supplémentaire , les deux côtés a! et è' avec Tangie C, puisque ces éléments sont les suppléments des données de la question. On pourrait donc, comme au n® 4-78, calculer y\ A', C5 et, en prenant leurs supjiléments , on aurait les valeurs de C, a, 6. De cette manière , le quatrième cas se ramènerait au troisième , le cinquième au second , et le sixième au premier.
486. En examinant par quelles lignes trigonométriques sont fournies les inconnues dans chacun de ces six cas , on reconnaît aisément que le second et le cinquième sont les seuls qiu puissent admettre deux: solutions; et encore ils
ne les admettent pas toujours. En effet, soit CAB Tangle Fie. 61. donné A, que nous supposerons d^abord aigu , et AC = S le côté connu adjacent à cet angle : si Ton abaisse Tare CD perpendiculaire sur AB , le second côté donné oc pourra prendre deux positions CB et CB', également écartées de CD , et il y aura deux triangles ACB, ACB', construits avec les mêmes données , pourvu toutefois que a < 6 ; car si a>6, la seconde position CB' que prendrait ce côté, devrait être plus éloignée de la perpendiculaire CD que
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puis enfin, par les formules ordinaires de la Trigonométrie , qui changent les sommes de sinus ou de cosinus en produits, on ramènera aisément les deux équations précédentes à la forme
<„) eangX(A-4-B)=cot.C.^i^),
Ces relations , qui pourraient être écrites sous la forme de proportions ou dH analogies , serviront, dançle troisième cas des triangles obliquangles, à trouver (A+B), (A — B), et par suite , chacun des angles A et B.
488. Si Ton applique les formules (ii) et (12) au triangle supplémentaire , dans lequel A' = 1 80® — a , B' = i8o« — 6 , C= 180^ — 7, a = i8o« — A , . . . , on en conclura ces deux nouvelles analogies,
(,3) tang|(a+6) = tangi,.^-^^|i^,
/ /x f / ox I sin |(A — B)
(.4) tangH«-6)=tanglv.-f|^^.
lesquelles pourront aussi , dans le quatrième caSj suffire à trouver (a -f- 6), (a — 6), et par suite, chacun des côtés oc et S.
489. Nous placerons encore ici une conséquence remarquable de Féquation trouvée n^ 457,
. . VI — cos* a — ces* 6 — cos* 7 -f- 2cos a ces 6 cos 7
sin A = . ^ . — ' •
sm 6 sin 7
Fie. 6a. Considérons, en effet, un parallélipipède COADB, dont les trois arêtes contiguës sont
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lesquelles font entre elles des angles
BOC = a, COA=ê, A0B = 7.
Ces angles sont (n° 446) les côtés d'un triangle sphérique intercepté par les trois faces de l'angle trièdre O, sur une sphère qui aurait son centre en ce points et les angles A , B , G de oe triangle seront les angles dièdres qui ont pour arêtes OA, OB, OC. Cela posé, on a évidemment
surf. OADB = ab sin AOB = ab sin 7;
puis 9 en abaissant la perpendiculaire CH sur la base, et la droite HK perpendiculaire sur OA, on aura
CH = CK . sinCKH = CK . sinA ,
ou bien, en prenant la valeur de CK dans le triangle rectangle COK,
CH = csin€sinA.
Donc le volume du paraUélipipède sera
vol. (a, ày c) =r abcsinAÛBL^siny'y
«t, en y substituant l'expression citée au commencement de cet article, pour sin A, on obtiendra le volume de ce corps en fonction des arêtes et des angles qu'elles forment entre elles , savoir :
Tol. {a^ by c) =i abc ^i — cos' oc — cos'ê — cos'y H- acosa cos € cos y.
Cette expression pourrait aussr se calculer aisément par logarithmes , car elle se décomposerait en (^atre facteurs , attendu que le polynôme sous le radical provient (n*^ 457) de la différence
sin * 6 sin *7 — ( cos a — cos 6 COS7 ) ^*
Si Ton considère la pyramide qui aurait pour
arêtes OA, OB, OC, et pour base le triangle ABC, elle sera évidemment le sixième du parallélipipède que nous venons de calculer ^ et d'ailleurs , comme en désignant les trois côtés de la base par
BC = a', CA = b'y AB =ir c' ,
il serait aiséde calculer les trois quantités cos a^ cos 6, cos 7, on arriverait ainsi à trouver le volume de la pyramide , exprimé seulement au moyen de ses six arêtes. Parmi ces droites , il est bon d'observer que a et a' sont deux arêtes opposées , ainsi que b avec b\ et c avec c.
§ VI. Résolution d'un triangle sphériqucy dont les trois côtés sont très-petits par rapport au rayon de la sphère.
FiG. 63. 491. Soit un triangle sphérique ABC dont les côtés ont pour longueurs absolues a, b, c, et qui est tracé sur une sphère dont le rayon OA = r. Nous avons fait observer (n^ 452) que les sinus, cosinus,. . . . qui entraient dans la formule (i) et dans toutes celles qui en ont été déduites, ne désignaient pas les lignes trigonométriques des arcs AB , AC , BC , eux-mêmes : mais seulement les sinus , cosinus, . . . d^arcs semblables à ceux-ci , et tracés sur une sphère dont le rayon serait T unité. Or, puisque deux arcs semblables sont toujours entre eux comme leurs rayons , il s'ensuit que les arcs que nous avons désignés jusqu'à présent par de, ê, y, sont liés avec les longueurs absolues a , & , c , par les relations
ah c
et c'est effectivement de là qu'il faudrait déduire les va-
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leurs de a , 6 , y , si les cotés étaient donnés en grandeur absolue, par exemple en mètres. Mais il peut arriver que ces côtés a , b, c, soient très-petits par rapport au rayon /' de la sphère ; comme dans la Géodésie , où les côtés des triangles que l'on conçoit tracés sur le globe terrestre, bien qu'ayant plusieurs lieues de longueur , sont encore très-petits relativement au rayon du globe , dont la valeur moyenne est de 1592 lieues de 4 kilomètres. Alors les
rapports -, -, -, étant des fractions très-faibles, ré-
pohdraient à des arcs a, 6, y, qui se trouveraient beaucoup au-dessous de i®^ or, pour des arcs aussi petits, les tables de logarithmes n'offriraient plus assez d'exactitude, et il devient à la fois plus rigoureux et plus court de ramener la résolution de pareils triangles à celle de triangles rectilignes. Nous allons donc démontrer le principe sur lequel repose cette réduction.
492. En substituant les valeurs précédentes de a , ë , y dans la formule (i), elle donne
ces A =
ces ces - ces -
h c sin- sin-
mais si Ton développe les sinus et les cosinus , en négligeant les termes au-dessous de -^ , on aura
cos - =r I
cos - = I
c c' cos - = I
. b b sin - =
sin - = TUn >
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valeurs qui substituées dans Texpression de cos A , donneront , en négligeant toujours les puissances supérieures à r^, un résultat dont Terreur sera néanmoins de Tordre —, parce que le dénominateur renferme le facteur — , et il viendra
cosA= ^
bc / c»-h^'\
Mais en supprimant le diviseur commun r*, et développant le facteur
puis négligeant les termes où entrera r^, nous aurons enfin
(.5)cosAt= ^^^ + ^^^, .
493. Maintenant) si Ton posait ici r = qq , le triangle sphérique deviendrait un triangle rectiligne ayant les mêmes côtés a, b^c^ mais dont les angles A', B', C\ seraient différ^its de A, B, C; et la formule (|5) dminerait
cos A' = r ,
relation déjà connue, et d'où Ton déduit
aa^b* -4- 2a*c^-h 2b^c^ — a* — b* — c*
sin»A' =
Alors on voit que Téqualion (i5) peut s'écrire sous la
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forme
/ a\ A A/ *<?siii*A'
( ib; cos A = cos A' ■^— — ,
or
ce qui montre que Tangle Â est plus grand que A', mais que la différence doit être très-petite , puisque le dernier terme de Téquation jirécëdente est divisé par r*. Pour mieux apprécier cette différence , posons
A =: A' -h X , d'où cos A = cos A' cos x — sin x sîn A'
= cos A' — ;r sin A' ;
ce résultat qui s'obtient en négligeant le carré de x , étant comparé avec la relation (i6), prouve que
bcwkA' S
où S désigne la surface du triangle rectiligne \ d'ailleurs il en résulte que la quantité x', que nous avons négligée ,
serait de Tordre --. Ainsi , en acceptant une approximation de ce genre , on pourra poser
et Ton aura de même ,
car la quantité S ne change pas quand on permute A avec B ou avec C.
En ajoutant les trois équations précédentes, il vient
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ce qui prouve que la quantité — équivaut à Y excès sphé-
rique e , qui exprime aussi (n** 454) la surface du triangle sphérique \ et les dernières équations du n*' 493 pourront
s'écrire ainsi :
Il résulte de là que , quand on a un triangle sphérique très-peu courbe j dont les angles sont A, B, C, et les côtés a, b, c, il existe un triangle rectiligne qui a des côtés de niéme longueur y et dont les angles sont
A — ^e, B — ^e, C — ^e, en désignant par e l'excès de o 6 ô
la somme des trois angles du triangle sphérique sur deux angles droits.
495. Voici maintenant la manière dont il faudra employer ce théorème, i*'. Si l'on connaît les trois côtés du triangle sphérique, on saura calculer S par la formule ordinaire
où p désigne le demi-périmètre ; et alors S et r se trouvant exprimés en unités de même espèce, par exemple
en mètres , le quotient — = s sera un nombre abstrait
qui représentera une certaine fraction du rayon R des tables de sinus , lequel a été pris pour unité des lignes trigonométriques. Ainsi, pour convertir e en secondes, il fau-
S dra multiplier — par R", nombre de secondes contenues
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cl ans Tare de cercle qui égale en longueur absolue son rayon (*) : on aura donc
et alors , en calculant les trois angles A', B', ,C, du triangle rectiligne d'après les côtés connus a, i, c, il suffira d'augmenter chacun d'eux de - £, pour avoir les
angles A , B , C , du triangle sphérique,
2°. Si la question donnait A, i, c, alors on sait que
bc sin A' bc sin A S = = ,
en prenant sin A pour sin A'; et comme ces deux quantités ne diffèrent que par des termes du second ordre , puisque
sin A' = sin (A — jc) = sin A cos x — cos A sin a*, il s'ensuit cpie le résultat
ne sera fautif que dans les termes de l'ordre -j . Par conséquent , si l'on résout le triangle rectiligne ayant pour éléments by c et A' = A — ■= e , on en conclura , après avoir trouvé a, B', C, que les parties cherchées. dans le
(^) Ce nombre de secondes s^obiient en renrarquant que
7rR= 1800 = 648000";
de sorte qu^en divisant par it y qui est connu , on obtiendra le nombre de secondes contenues dans Parc qui ëgale R, savoir,
W" = ao6265" et log R" = 5,3i44a5i.
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tridngk sphérique étaient
3^. Si Ton connaissait, dans le triangle sphérique, ' A, a, bj on calculerait dans le triangle rectiligne corres^ pondant
^ sinA' ^ sin A
sin B' =
d'où Ton conclurait l'angle C= i8o*^ •—A — B', avec la même approximation que ci-dessus ] et par suite , on aurait
a rV
4^. Lorsque l'on connaît A, 6, c, on obtient aisément
bc sin A c^ sin B sin A
"~ 2 ~"2sm(A-^B)'
d'où Ton conclut e *, et il en serait de même pour les don* nées A, B, a, puisque le troisième angle C serait connu par l'équation C == i8o*^ — A ^ — B , qui est suffisamment exacte pour le calcul de la quantité S, laqueUe doit être divisée par H. Ainsi, dans tous les cas, on pourra estimer directement l'excès sphérique e ; et^ par suite , con- ■ dure les parties du triangle sphérique d'après celles qu'on aura calculées dans le triangle rectiligne.
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