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PRÉFACE
Cet ouvrage comprendra deux volumes, le premier relatif au Calcul différentiel^ l'autre concernant le Calcul intégral. Toutefois, suivant l'exemple de Cournot, nous n'avons pas hésité à donner, dès le début, la notion de l'intégrale et à l'utiliser lorsque cet emploi nous a paru rendre les démonstrations plus claires et plus concises. Nous avons au contraire rejeté dans la seconde partie l'étude de certains développements en séries ou en produits infinis pour les rapprocher des théories où l'on en fait usage.
Le fait d'appartenir à V Encyclopédie Industrielle indique dans quel esprit ce Traité a été conçu. Nous n'avons jamais oublié que nous nous adressions surtout aux Ingénieurs, pour lesquels l'analyse infinitésimale est un instrument indispensable, et en général aux personnes qui étudient les mathématiques en vue de leurs applications ; c'est pour ces lecteurs que nous avons cru devoir reprendre brièvement certaines théories élémentaires, telles que les notions fondamentales sur les dérivées, la recherche des tangentes et celle des asymptotes, qui figurent aujourd'hui dans tous les cours de mathématiques spéciales. Nous pensons d'ailleurs n'avoir rien
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omis de ce qui est nécessaire aux jeunes Ingénieurs, soit pour leurs recherches techniques, soit pour Toblenlion des grades universitaires.
Nous ne sommes pas des partisans exclusifs des méthodes analytiques ou de solutions géométriques. L'analyse et la géométrie sont deux instruments qui doivent se porter un mutuel secours, et entre lesquels le choix doit varier suivant les circonstances. Tel résultat que la géojïiétrie rend intuitif exigerait de longs développements analytiques, tandis que certains problèmes dont la solution ne demande que deux lignes de calcul seraient fort difficiles h résoudre géométriquement. D'autres fois, et c'est ce qui arrivera assez fréquemment dans cet ouvrage, une proposition sera jugée assez importante pour mériter une démonstration de chaque sorte.
Enfin, pour quelques théorèmes un peu trop ardus et purement spéculatifs, nous nous sommes bornés à les énoncer en renvoyant pour la démonstration aux savants ouvrages de MM. Hermite, Jordan, Picarct, Darboux... Mais nous n'avons pas abusé des renvois de ce genre, car le lecteur français ne se complaît guère aux assertions dont il doit chercher ailleurs la preuve.
ERRATUM
Page 14, ligne -2, au lieu de : f [x), lire : f (c).
19, 6, au lieu de : « égale », lire : « inférieure ».
33, 11, au lieu de: 9) (.r), lire : ^' (x).
37, 9, au lieu de : f (x), lire : f' (x).
39, 15, att lieu de : f (c), lire : f (c).
46, 1, en remontant, au lieu de : -> lire : -•
49, 10, en remontant, lire : « lorsque n est positif, le rap-
port — est «gai ...
83, 8, en remontant, au heu de : t — 7-; — t-t*» lîre:-r — r-- r- .
ox^cy? ... tV' t'x«Oyp ••• ch
92, 1, du n", au lieu de : m«, lire : Un.
93, Dans le déterminant intervertir l'ordre des deux lignes horizontales.
94, ligne 7, en remontant, au lieu de: 3 ^ ^ .^ u-, lire : 3 ^^^ .^ «*-•
95, 7, au lieu de : J, lire : K.
97, 4, au lieu de : J, iire: K.
100, Première ligne du déterminant J,a« Ztew de : r — » lire : -r —
t\r,i Oxn
uJf uX
103, Dans l'équation (21), au lieu de : t-^> lire: r-^- ' ^ Ox^ oxx
404, ligne 6, au lieu de : r^> lire : ^
UjT'^ vXi
et aw /ieu rfe : -r — lire : t— ^ •
ex., vx.^
104, ligne 11, au lieu de : « x^ par », ii?'C : « 0:3 par ».
103, 7, en remontant, devant le dernier 2, au lieu de: ' , lire: — .
119, Dans la première équation (43), au lieu de « ady », lire : ady.
123, ligne 6, en remontant, au lieu de : « T », lire : « P ».
127, 11, en remontant, au heu de : rr-i lire : r-»
' ôv <JU
133, 7, au lieu de : <t z », /irc ; « c^ ».
134, 10, en remontant, au lieu de : <t ces », lire : « ses ». 137, 8, au lieu de : « d'Alembert », lire : « Dalembert ». 141, 3, en remontant, au lieu de : w^^^, lire : W;j + <. 233, 16, au lieu de : (y — ^3)^1 ^i'*e * (y — Vs)*-
273, 3, au lieu de : -r^, lire : ^p-^-
290, 1, après quelconque, effacer la virgule.
338, 12, en remontant, effacer le n" .'i.
VIII ERRATUM
390, Dans la dernière ligne du texte, au lieu de : d'une forme, lire :
conforme d'une.
431, ligne 5, au lieu de : py lire : ^y). 498, 9, en remontant, au lieu de : « disons, que », lire : « dirons
que ».
498, 8, en remontant, au lieu de : voulons, lire : voudrons.
546, au lieu de : X étant en fonttion de u et de i7, lire : (X étant
fonction de u et de v).
OBJET DE L'ANALYSE INFLMTÉSIMALE
Définition et RAIo des infiiiiineiil petits
1 . On nomme infiniment petit toute quantité variable ayant pour limite zéro.
\J Analij.se infinitésimale, créée vers la fin du xvii" siècle par Leibnitz et Newton, a pour objet l'emploi des infiniment petits pour l'évaluation des quantités finies.
Les infiniment petits peuvent intervenir de deux manières: la grandeur à évaluer peut, en effet, se présenter soit comme la limite du rapport de deux infiniment petits, soit comme la limite d'une somme d'infiniment petits dont le nombre croît indéfiniment. De là, la division de l'analyse infinitésimale en deux branches : le calcul différentiel et le calcul intégral.
Problème des tangenU^s; ori<|iiie du ealeiil
difterentiel
â. C'est le problème des tangentes qui a donné naissance au calcul différentiel.
Considérons une courbe plane {figA) dont Téquation eu coordonnées rectilignes est g =/(.r). Prenons sur cette courbe deux points M et M' correspondant respectivement aux abs-
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cisses j; et j* 4- A. La tangente au point M est, par définition, la limite des positions que prend la sécante MM'S lorsque, M restant fixe, M' vient, en restant sur la courbe, se con-
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fondre avec le point M. Or, d'après la théorie analytique de la ligne droite, le coefficient angulaire de là sécante MM' s'obtient en divisant la différence f {x -{- h) — / [x] des ordonnées des points M' et M par la différence h de leurs abscisses. Par suite, le coefficient angulaire de la tangente MT est égal à la limite du rapport :
lorsque h tend vers zéro.
Ainsi, dans ce problème, le nombre cherché se présente comme la limite du rapport de deux différences infiniment petites.
On appelle dérivée d'une fonction / {x) la limite du rapport (1), c'est-à-dire du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement correspondant de la variable x^ lorsque ce dernier accroissement (positif ou négatif) tend vers zéro. De là cette proposition : le coefficient angulaire de la tangente à une courbe plane est égal à la dérivée de Vordonnée considérée comme fonction de Uabscisse.
Problème des quadratures; Origine du calcul intégral
3. C'est le problème des quadratures qui adonné naissance au calcul intégral.
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Proposons-nous d'évaluer Taire du trapèze mixtilignc aAM{ji compris entre un arc AM de courbe plane rapportée à des axes rectangulaires, les deux ordonnées extrêmes aA, [tM et Taxe des X. Nous supposerons, d'ailleurs, pour plus de simplicité, que l'ordonnée de la courbe PQ reste positive et croissante depuis aA jusqu'à jaM.
Décomposons la base a;/, en parties «3,37, t;|ji., égales ou
inégales; désignons par uTjj, j-,, x^^ x^ les abscisses des
points a, 3, Y, |jt., et par t/^, //j, y.^, y^ les ordonnées
correspondantes.
En menant par l'extrémité de chaque ordonnée une parallèle à OX jusqu'à sa rencontre avec l'ordonnée précédente et
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avec l'ordonnée suivante, on forme une suite de rectangles inscrits «AAog, 3BB07, rJlHofji. dont les aires ontune somme
inférieure à l'aire T du trapèze curviligne considéré, et une
suite de rectangles circonscrits aBjB^, ^CjC-;, t^MjMijl dont
les aires ont une somme
S = (a?< — a)^) y, -f- (^2 — ^4) 5/2 + ••• + (^h. — ^n-i) Vu supérieure à T. On a donc
Mais si Ton désigne par 3 le plus grand des intervalles
JT, — j-Q, j-i — j^,, x^'X^^^, on voit que la difiFérence S
tend vers zéro avec s, puisqu'elle est moindre que
S (y« — ^0 + ^2 — yi + ••• + !/ti — ^ji-,),
c'est-à-dire que
S (yn — Pq
Par suite l'aire T esl la limite vers laquelle tend la somme .v, lorsque chacun des intervalles j-, — jr^. .r., — .r^,..,x^ — .r,^_^ tend vers zéro.
Ainsi, dans le problème des aires, la grandeur à évaluer se présente comme la limite d'une somme d'infiniment petits dont le nombre croit indéfiniment.
Telle est, traduite dans le langage mathématique actuel, la méthode suivie par les géomètres de l'antiquité pour la résolution du problème des quadratures, en sorte qu'on peut dire avec Leibnilz (lettre à Wallis, 29 décembre 1698) que le calcul intégral remonte jusqu'à Archimède".
Corréhitioii entre le ealciil tliftereutic^l el le ealeiil intégral ; objet de eliaeiin d'eux
'î. Les géomètres du xvii* siècle se sont placés, pour résoudre le môme problème, à un point de vue tout différent. Au lieu de calculer directement la somme .v et d'en
ft K
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déduire sa limite, ils ont ramené la recherche de l'aire à celle d'une foncticm ayant une dérivée donnée. Voici comment :
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Soit j Taire du trapèze mixtiligne aAM;ji. compris entre un arc AM de courbe plane, Taxe des x, une ordonnée fixe aA et l'ordonnée Mjj. = f[x) qui correspond aune abscisse variable 0|x = j:*.
ff est une fonction de x; et, dès qu'on a possédé la notion de la dérivée, on a été naturellement conduit à chercher la dérivée de cette fonction 7.
Or, quand x varie de \).[>.\ j varie d'une quantité égale à l'aire du trapèze mixtiligne [;.MMV\ lequel, si \l\l est assez petit, se trouve compris entre les rectangles {jt.MIp/, p.KMV' obtenus en menant MI et M'K parallèles à OX. Mais ces deux rectangles ont respectivement pour mesure les produits
Le rapport
Mu. ULU', M'u'- W-'a'.
txMMV^
tJL
est donc compris entre Mj;. et M';ji.' et, par suite, sa limite ost Mjji lorsque jajj/ tend vers zéro.
Donc Vaire du trapèze mirliliyiie aAMp. a pour dérivée l^ordomiép M»^ = / [x) qui correspond à F abscisse rariable
La question des quadratures se trouve ramenée de la sorte à la recherche d'une fonction ayant pour dérivée /(./), c'est-àdire au problème analytique inverse de celui auquel conduit le problème des tangentes.
o. Le passage d'une fonction à sa dérivée et le retour de la dérivée à la fonction primitive ont constitué, dès le début, l'unique objet du calcul différentiel et du calcul intégral. Mais bientôt des généralisations se sont offertes. D'abord, la dérivée d'une fonction étant une fonction de la même variable, on peut calculer la dérivée de cette dérivée, ou dérivée du secofid ordre, puis prendre la dérivée de celle-ci qu'on nomme dérivée du troisième ordre et ainsi de suite. D'autre part, si l'on considère une fonction de plusieurs variables x, y, z^ on peut chercher la dérivée de cette fonction en ne faisant varier que x et traitant y et z comme
des constantes ; on obtient ainsi ce qu'on appelle la dérivée partielle par rapport à x^ et il existe de môme une dérivée par rapport à chacune des autres variables // et z. Enfin ces dérivées partielles, étant à leur tour des fonctions de j:, y , z, donneront chacune des dérivées partielles du second ordre et ainsi de suite.
Grâce à ces considérations, nous pouvons maintenant préciser l'objet du calcul différentiel et celui du calcul intégral.
Le calcul différentiel comprend Tensemblc des règles relatives au calcul des dérivées des divers ordres des fonctions explicites ou implicites d'une ou de plusieurs variables indépendantes.
Le calcul intégral comprend rensemblc des méthodes propres à déterminer des fonctions d'après des équations où ces fonctions sont engagées avec leurs dérivées des 'divers ordres et les variables indépendantes.
Ajoutons que le calcul intégral a donné naissance à un grand nombre de fonctions nouvelles, dont l'étude a étendu singulièrement le domaine de l'analyse. Sous ce rapport, le calcul infinitésimal est la continuation de Talgèbre, et on pourrait, non sans raison, aujourd'hui mieux qu'à l'époque de Lagrange, lui attribuer la dénomination de théorie des fonctions.
Nous compléterons cotte introduction en exposant les pro~ priétés fondamentales des infiniment petits.
Infiniment petits des divers ordres
6. Lorsque plusieurs infiniment petits figurent dans une môme question, on choisit l'un d'eux a pour terme de comparaison, et on lui donne le nom A" infiniment petit principal ; alors, si un autre infiniment petit 3 est tel que son rapport à la w"' puissance de a ait une limite k déterminée (*) et diffé-
(>) Observons ici, une fois pour toutes, que Vin fini n'est pas une quantité déterminée, sans quoi on pourrait Taugaicnter, ce qui serait contradictoire. Quand on dit qu une grandeur devient infinie, on entend par là qu'elle prend successivement des valeurs de plus en plus grandes, de manière à surpasser toute quantité' donnée si grande qu'elle soit.
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rente de zéro, on dit que g est du /t"* ordre et que sa valeur principale est A^a" ; on peut écrire d'après cela
d'où
^=kx-{i + ^], (2)
£ étant infiniment petit.
Voici quelques exemples :
V On sait, par la Trigonométrie, que les rapports
sin cr X^os
ont Tunité pour limite; et il résulte de la formule
^sin^f 1 — cosa? 2
que
COS.T
a pour limite--
Donc, si X est pris pour infiniment petit principal, sinar et \%x sont des infiniment petits du premier ordre ayant l'un
et l'autre x pour valeur principale, tandis que 1 — cos x est du
second ordre et a pour valeur principale- x-,
2** La relation bien connue, /' = /cos w entre la longueur / d'un segment rectiligne et la longueur /' de sa projection sur une droite faisant un angle o) avec ce segment, donne :
l — t =z i [i — COS<o).
La différence / — /' est donc un infiuiment petit du second
ordre, lorsque Fangle o) est un infiniment petit du premier o rdre, / étant fini. Elle s'abaisse au troisième ordre si / est, comme w, infiniment petit du premier ordre ;
3* Si Ton désigne par/'(j:') la dérivée d'une fonction /(j:), on peut écrire, d'après la définition même de la dérivée,
ou
s tendant vers zéro avec /*. Si donc on prend A pour infiniment petit principal et si, pour la valeur considérée de ,r, /' (x) est déterminée et difl'érente de zéro, l'accroissement / (x-{-h) — f{x) de la fonction sera un infiniment petit de premier ordre ayant A /^(j^) pour valeur principale. Ainsi, l'accroissement d'une fonction est, en général, un infiniment petit du môme ordre que l'accroissement de la variable : il y a exception pour les valeurs de a™ qui rendent la dérivée nulle ou infinie.
7. Remarquons qu'il existe des infiniment petits n'ayant pas d'ordre déterminé. Par exemple, l'expression
y = X sm -
tend vers zéro en même temps que j-, puisque le facteur
sin - reste compris entre — 1 et + 1 ; mais c'est un infini-
ment petit dont l'ordienepeul ôtre assigné, puisque le rapport - = sin - ne tend pas vers une limite déterminée lorsque
X tend vers zéro.
8* Le produit de deux infiniment petits
P = kx- (i -I- c). p' = AV (i + t')
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dont Tiin est (rordre aï, Tautre d'ordre n\ peut s'écrire
r, désignant un infiniment petit. Ce produit est donc un infiniment petit d'ordre w+n', et sa valeur principale est égale au produit des valeurs principales des facteurs.
O. Si deux infiniment petits
p = Ax« (1 + e), fi' = AV (1 + c')
sont du même ordre, leur rapport
^'_OL±jl)
a une limite -7- déterminée et différente de zéro.
Réciproquement, ^i le rapport de deux infiniment petits
g et 3' a tine limite k^ déterminée et différente de zéro, les
infiniment petits sont du même ordre ; car les relations
dans lesquelles e et s, sont des infiniment petits, donnent
qui est de la forme X V ( 1 -|-s'), t désignant un infiniment petit et k' une quantité kk^ déterminée et différente de zéro.
En particulier, si deux infiniment petits ont la môme valeur principale, leur rapport a pour limite Tunité et réciproquement. Il suffit de faire dans la proportion directe qui précède /• r=k\ et, dans la réciproque, ^^=1.
Quand deux infiniment petits ont la môme valeur principale, on dit, pour abréger le langage, qu'ils sont équivalents.
Principes relatifs à la subslitution des infiniment petits
tO. On n'altère pas la limite du rapport de deux infiniment petits en substituant à chacun d'eux un infiniment petit équivalent.
En d'autres termes, si les infiniment petits a et a', g et ^J satisfont aux conditions
lim - ::= 1 , lim |- =\ , (4)
on aura
lim ^, = lim |- (5)
En efifet, les conditions (4) peuvent être mises sous la forme
c et r^ désignant des infiniment petits. On en déduit la relation
ot' a 1 -|~ e
qui, à la limite, se réduit à (5).
1 1 . On n'altère pas la limite d'une somme de quantités positives infiniment petites dont le nombre croit indéfiniment^ quand on remplace chacune d'elles par un infiniment petit équivalent ,
En d'autres termes, soient ^i, X2,... ol^^ des infiniment petits positifs dont la somme a une limite finie f lorsque leur nombre croît indéfiniment. Si g|, ^2^ •• 3m désignent d'autres infiniment petits satisfaisant aux conditions
limÊi = i, lim^ = l,... lim^=l, (6)
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on aura
lim (p^ + P2 + ... M = s, (7)
En efifet, on peut donner aux conditions (6) la forme
Pi = »i (^ + «<)i h = *a (* + 63), ... Pm = «/« (i + e„),
spSo-- ^m désignant des infiniment petits. On en déduit
Pi +P2 -!-••• +?/ti = (a|-f-*2 + ••• + */«)+ (*|S< + *ae2+--- +»///e//i)-
La première parenthèse du second membre ayant pour limite .v, il suffît de prouver que la seconde parenthèse a pour limite zéro. Or, si l'on désigne par s la plus grande des valeurs absolues de s,, sov £»n on voit que la somme
*!*< "h *2*2 "!"•••"}" */ii«//i
est inférieure au produit
(a, + «2 + ••• + *"tj 6.
dont les deux fadeurs ont l'un pour limite a-, l'autre pour limite zéro. Cette somme est donc nulle à la limite.
1 2. Les deux théorèmes qui précèdent peuvent être énoncés de la manière suivante .
Quand on chercha la l uni le du rapport de deiw infiniment petits ou la limite d'une somme d'infiniment petits positifs dont le nombre croît indéfiniment^ on peut^ dans chaque terme du rapport ou de la somme ^ ne conserver que les parties infiniment petites de l'ordre le moins élevé.
Par exemple, si Ton propose de trouver la limite du rapport
sina? -f- o sîn^g? + 7 sin^o?
^ + a?2 + ya?^
lorsque x tend vers zéro, on peut remplacer ce rapport
par
sinâ?
ce qui montré ininiédiatement que la limite cherchée est--
Ces propositions sont d'un usage très fréquent, vu (n'' 1 )lamanière dontlesinfiniment petits interviennent dans l'évaluation de grandeurs déterminées. L'avantage considérable qu'elles offrent tient à ce qu'elles permettent de supprimer dans les infiniment petits considérés la partie qui rendrait leur comparaison ou leur sommation difficiles.
Définition de la eoiilinuité
lil. Une fonction // = f[x) n'est bien définie dans un intervalle donaé [a, b) que si à chaque valeur de x comprise entre a et h correspond une valeur déterminée de // et une seule.
Lorsque la relation qui unit // à x laisse à // la faculté de prendre plusieurs valeurs pour chaque valeur de x appartenant à un intervalle donné, la définition de la fonction, dans cet intervalle, doit être complétée par Tadjonction d'autres conditions propres à lever toute ambiguïté. Nous reviendrons sur ce sujet. Mais il doit être entendu d'ores et déjà que, lorsque nous parlerons d'une fonction, il s'agira toujours d'une fonction bien définie dans un intervalle indiqué.
Observons, en outre, que jusqu'à nouvel ordre il ne sera question que de fonctions réelles de variables réelles.
On dit qu'une fonction / [x) est continue pour x = c lorsque / (r + h) a pour limite / {c) de quelque manière que h tende vers zéro; ou, en termes plus précis, on dit qu'une fonction / (x) est continue pour x = c, si, à tout nombre positifs aussi petit qu'on veut, correspond un nombre positif r^ tel que l'inégalité
entraîne
Une fonction est dite continue dans un intervalle quand elle est continue pour toute valeur de j" comprise dans cet intervalle.
Toute fonction non continue est dite discontinue,
14* La relation fondamentale
qui résulte immédiatement (n*" 6, 3"*) de la définition de la dérivée, montre qu^iine fonction f [x) est continue pour toute valeur de la variable x pour laquelle la dérivée f {x) est déterminée.
Propriélé fondamentale des ffonelions eontinues
lr>. Si une fonction f (x) est continue dans un intervalle (fl, b) et si f (a) et f \b) ont des signes contraires^ il existe^ entre a et A, au moins une valeur c de x qui annule la fonction f [x].
En effet, posons ^ (a + ô) = a). Si/(o))est nul, le théorème
est démontré. Si / (w) est différent de zéro, nous désignerons par [a^ b^ celui des deux intervalles égaux («, w) (o), b) pour lequel / («i) et f^ [b^ ont des signes opposés.
En raisonnant sur («,, b^ comme on vient de le faire sur (a, A), puis continuant de la sorte, on formera, si on ne rencontre aucun nombre annulant / (jr), une suite d'inter-
(*) Conformément à nn usage généralement adopté de nos jours, nous emploierons la notation | a \ pour désigner la valeur absolue d'une quantité quelconque a. Cette valeur absolue reçoit souvent le nom de module.
valles
tels que chacun soit la moitié du précédent et que la fonction / (j:) prenne à ses extrémités des valeurs de signes contraires.
Les quantités a, a^.,. a^^,... étant inférieures à i et formant une suite croissante, tendront vers une limite c comprise entre a et b. Les quantités é, b^,,.,b,^ étant supérieures à û et formant une suite décroissante, tendront à leur tour vers une limite ; et cette limite ne sera autre que c, puisque la diiférence
bn — an=^^{a^b)
tend vers zéro quand n croit indéfiniment.
Or, puisque / [x) est continue dans Tintervallc («, é), la différence
doit avoir pour limite zéro, pour w = oo ; et, comme cette différence a ses deux termes de signes contraires, on aura à la limite
2/* (c) r= O OU f le) =1 G,
ce qui démontre la proposition énoncée.
On peut ajouter que, si la fonction f[,r\ est constamment croissante ou constamment décroissante depuis x = a jusquà or = A, il n^existe entre ces limites qu\ine seule valeur de X propre à vérifier V équation f (x) = o. Car, si / [x] croît sans cesse, par exemple, dans Tintervalle («, b) et s'annule pour une valeur c comprise dans cet intervalle, / {x) sera négatif tant que x n'aura pas atteint la valeurs, puis il deviendra et restera positif dès que x aura franctii cette valeur.
16. D'après le n* 15 une fonction continue ne peut changer de signe sans s'annuler. Mais (il importe de Tobser-
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ver) une fonction continue peut s'annuler sans changer de signe : témoin la fonction continue .r-, qui s'annule pour j? = o en restant toujours positive.
17. Voici enfin une conséquence immédiate de la proposition qui fait Tobjet du n" 15.
Si une fonction 9 (,r) est continue dans un intervalle [a^ A), il existe dans cet intervalle au moins une valeur c de x pour laquelle 9 (./■) acquiert une valeur donnée quelconque k comprise entre o (a) et ff (ô).
En effet la fonction f [x) = ^ (./) — /i est continue dans l'intervalle {a, 6), et les deux nombres f (a) et / (A) sont de signes contraires; donc il existe entre a et A au moins une valeur c telle que f [c) = o ou que 9 (r) = /•.
D'ailleurs, à toute valeur /i de ç (x) comprise entre 9 {a) et 9 (h) répondra une valeur unique de j^, si 9 {x) est constamment croissante ou constamment décroissante dans l'intervalle [a, f)).
Fonctions Inverses
18. Soit y = 9 {x) une fonction bien définie et continue dans un intervalle («, /?) ; désignons 9 {a) par a et 9 {b) par [t. Nous savons, d'après le n!" 17, qu'à chaque valeur de y comprise entre a et ^ correspond au moins une valeur de x comprise entre a et A, et qu'il n'en correspond qu'une si la variation de // ne change pas de sens lorsque j^ croît de a à b, (^est à cette condition que x pourra être considérée comme une fonction bien définie de y dans l'intervalle considéré.
On donne à la fonction x=: 'b (y) ainsi définie le nom de fonction inverse de y =9 (*r).
19. Cette fonction inverse est continue lorsque y varie entre a et ^, En effet, soient x^^ et .r^ + h deux valeurs prises dans l'intervalle («, A), h étant aussi petit qu'on le voudra en valeur absolue. Désignons par f/^ et y^ -f- k les valeurs
Revision sommaire des fondions élémentaires
20. Les premières fonctions que Ton étudie dans les éléments d'algèbre sont les fonctions entières et les fractions rationnelles. Le type des premières est
y = Kaf^ + Ba?^-« + ... + Ha? + K,
où A, B, ... K sont des constantes et m un nombre entier et positif; le type des deuxièmes est
/ {x) et 9 {x) étant des fonctions entières.
On démontre en algèbre élémentaire que la somme algébrique et le produit de plusieurs fonctions continues sont eux-mêmes continus, tandis que le rapport de deux fonctions continues cesae d'être continu pour les valeurs de x. qui annulent le diviseur. Il suit de là que les fonctions entières sont continues pour toute valeur de x et que les fractions rationnelles sont comtinues pour toutes les valeurs de X qui n'annulent pas le dénominateur,
21. Après les fonctions entières et les fractions rationnelles, on rencontre la fonction exponentielle 0!* et son inverse la fonction logarithmique.
On démontre que si a est un nombre positif, a* est bien définie et continue pour toute valeur de x positive ou négative.
CALGOL DIFUirrÉSIMAL. î
if*:
correspondantes de y, A toute valeur de y comprise entre Vo ©l yo + ^ répondra (n" 18) une valeur de x unique et com- rt
prise entre Xq et Xq + A, c'est-à-dire une valeur aussi voisine de Xq que l'on voudra; ce qui démontre la continuité de j- = tj; (y).
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Supposons fl > 1 ; alors l'exponentielle >j ^ a, croît de o à-|-oo lorsque j: croit de — oo à+ oo , en prenant la valeur 1 lorsque la variable x passe par zéro. Cette fonction élant «ontinue et croissante, la fonction inverse est bien définie ■et continue (n°' 18 et 19) pour toutes les valeurs positives de y; on lui donne le nom de logarithme de y dans le système dont la hase est a et l'on écrit :
X = log y.
Dès que la base est choisie (parmi les nombres supérieurs à 1), le logarithme x de tout nombre positif y est fixé; il est positif ou négatif suivant que y est supérieur ou inférieur k l. D'ailleurs, dans tout système, le logarithme de la base est égal à l'unité et le logarithme de l'unité est égal h zéro ; on a, en effet, n' ^ a et a" ^ 1.
Nous n'avons pas à revenir ici sur les propriétés des exponentielles et des logarithmes que nous supposons bien connues du lecteur. Nous rappellerons seulement que, pour passer d'un système de logarithmes à un autre, il faut diviser les logarithmes primitifs par le logarithme primitif de la nouvelle base.
S2. Dans les calculs numériques, on emploie les logarithmes dont la base est le nombre 10, base de notre système de numération; on y trouve l'avantage de pouvoir, à simple vue, écrire la partie entière ou caractéristique du logarithme d'un nombre décimal donné quelconque (voir l'Algèbre). Ces logarithmes sont dits logarithmes lulgairrs.
En analyse, on emploie au cofclraire presque exclusivement le système considéré d'abord par Neper, l'inventeur dos logarithmes; la base du système népérien est la limite vers laquelle tend l'expression
lorsque le nombre entier et positif m croît indéfiniment.
Il est fort aisé d'ailleurs de prouver Texistcnce de cette limite.
Désignons par [j. un nombre entier et positif moindre que m ; on aura
Et comme la somme entre parenthèses est égale à -» on peut écrire
^liL < e,n < e^+ —
Il suit de là que, si, laissant \l fixe, on fait croître m indéliniment, ^„, croît sans cesse en restant inférieur h une quantité fixe; il a donc une limite déterminée (M.
En désignant, suivant un usage adopté depuis Euler, cette limite par la lettre ^, on a les inégalités
qui, ayant lieu pour toule valeur entière et positive de {/., permettent de calculer ^ avec telle approximation qu'on voudra.
Par exemple en faisant ;j. = 1, on voit que e est compris entre 2 et 3.
Voici la valeur de e avec 13 décimales exactes :
(*) Nous invoquons irj, comnie au u" 1j, un axiome dont on fait un fréquent usage en Analyse.
Lorsqu'une grandeur croit sans cesse (ou du moins ne décroît jamais) et reste inférieure k une quantité fixe, elle a une limite égale ou inférieure à cette quantité.
De Dit^nie, lorsqu'une grandeur décroît sans cesse (ou du moins ne croît jamais) et reste supérieure à cette quantité lixe, elle a une limite égale ou supérieure à cette quantité.
Si l'on se bornait à calculer les 9 premiers chiffres décimaux, le retour fortuit des quatre chiffres 1, 8, 2, 8 dans le même ordre pourrait faire croire que e s'exprime par une fraction périodique. Ce serait là une fausse induction; le nombre e est incommensurable. En effet, s'il était égal à une
fraction — à termes entiers, on aurait, en vertu des inégalités (9) :
d*où, en multipliant par 1, 2, 3..., q,
eg (1.2.3 ... q)<p (1.2.3 ... ^ — 1) < e^ (1.2.3 ... q) + -»
ce qui est absurde, puisqu'un nombre entier ne saurait être compris entre deux nombres dont Tun est entier et dont la différence est moindre que l'unité.
C'est Lambert qui, en 1761, a établi le premier Tincommensurabilité du nombre e\ en 1874, M. Ilermite, dans son beau Mémoire sur la fonction exponentielle, a fait voir que e était un nombre transcendant, c'est-à-dire non susceptible d'être racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels.
Dorénavant, pour éviter toute confusion, nous désignerons les logarithmes népériens par le symbole log et les logarithmes vulgaires par le symbole Log; on aura donc, d'après la règle citée ci-dessus (n** 21)
T^^=Loge=7-^ z= 0,43429448...
log y ^ log 10
2<t. Lorsque m est commensurable, d'ailleurs positif ou négatif, on sait, d'après l'algèbre, que x*" a une ysleur positire unique pour chaque \a\cuv positive de x.
On a donc alors, on vertu des propriétés des logarithmes
log.r'" = m log.r
et par suite
^m_-g«.logx^ (10)
Cette égalité, démontrée ainsi pour m commensurable, est prise pour définition lorsque wi est incommensurable ; elle montre que si m est positif, ^*" est croissante et continue dans tout intervalle limité par deux nombres positifs. En effet, en premier lieu, quand x croît dans Tintervalle considéré, log x croît; par suite, il en est de même de m log x puisque m est positif, et enfin de l'exponentielle ^'"^"^ *, c'est-à-dire de x^. En second lieu, lorsque x varie d'une manière continue dans l'intervalle susdit, il en est de même de \o^x (n° 21) et, par suite, aussi de l'exponentielle e"^ ^"^ ', c'est-à-dire de x"^.
24. Il nous reste à parler des fonctions élémentaires fournies par la trigonométrie.
Soit A un point fixe pris sur une circonférence de rayon 1, M un point quelconque de celte courbe et P la projection de M sur le diamètre OA; PM = sin X et OP = cos x sont des fonctions bien définies de l'arc AM = x (*). Elles sont d^ailleurs continues; car, lorsque l'arc AM varie d'une quantité MM' aussi petite qu'on veut, les variations correspondantes Fio. 4.
IM', MI du sinus et du cosinus sont moindres en valeur absolue que la corde MM', laquelle tend vers zéro en même temps que l'arc MM'.
Les formules fondamentales :
sin œ , 1
tgap = seco? =
cos X cos œ
cos a? , 1
colff X •= —. cosec œ = -: — »
^ sm X sma?
(^) La longueur d'un arc de courbe a été définie en géométrie: c'est la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée inscrite dans cet arc, lorsque les côtés de cette ligne brisée tendent vers zéro ; on a démontré, d'ailleurs, 4|ue cette limite existe et ne dépend pas de la loi suivant laquelle les côtés de la ligne brisée tendent vers zéro. Enfin, on a déduit de là que le rapport d'un arc à sa corde a pour limite Tunité lorsque cet arc tend vers zéro. (Voir le Traité de Géométrie de MM. Rouché et De Comberousse).
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lontrent que Ig .t et sec x sont conliniios, sauf pour les ileurs de r qui annulent cos-r, et que cotg j- et coséc r sont tntinucs excciUé pour les valeurs qui annulent sin y.
Les siv fondions sin x, cos x, tg x, colg x, séc x, »séc J", portent le nom de fonction^ circtilnii-px dirpcles. '<5tude de leurs propriétés constitue l'objet principal de la igonométrie que nous supposons connue des leclcurs.
Nous devons cependant ajouter quelques mois sur les incHonx circulaires inrersc".
La fonction ./■ ^^stny étant continue et croissante lorsque
i variable indépendante y croit de — 5^5' l'inversion est
îrmise (n" IS); et si l'on désigne par y, l'arc compris
lire — 5 et ^ dont le sinus est égal à x, y, est une fonction
ion défmie et continue de x lorsque cette variable reste >mprise entre — 1 et +1. Cette fonction y, ne reprémte qu'une branche de la fonction ambiguj^ y qui serait itreinte uniquement à satisfaire à la relation x ^= sin y et ue l'on désigne habituellement par an- sin j- ; on a, en eHet, jr la trigonométrie,
arcsina: = *Jt + (— li*y,,
étant un nombre entier quelconque positif ou négalif.
chacune des valeurs en nombre infini do l'entier k répond ne détermination spéciale de arc sinx, laquelle resle bien Ëfmie et continue en même temps que i/i lorsque ,r varie e _ 1 à + 1.
Des raisonnements analogues conduisent aux conclusions ji van tes :
L'arc compris entre 0 et ;: dont le cosinus est égal à .r it une fonction bien définie et continue de x, lorsque cette Etriable reste comprise entre + 1 et — 1 ; en désignant cette >nction par y,, on a
arc cos a; ^ âAit it j',,
l, à chaque valeur entière positive ou négative de k
répondent deux déterminations de arc cos x qui sont bien définies et continues, en môme temps que yj, c'est-à-dire lorsque x est compris entre — 1 et -h 1.
L'arc compris entre — 'k^^ % ^^^'' '* tangente est égale
à X est une fonction bien définie et continue pour toute valeur déterminée de x. En désignant cette fonction par yj, on a
arc tga? = Att + yi,
et à chaque valeur positive ou négative de Tentier k répond une détermination de arc tg x qui est bien définie et continue en même temps que yi,c'est-à dire pour toutes les valeurs déterminées de X,
Pour éviter des redites fastidieuses, nous laisserons au lecteur le soin de fixer lui-môme d'une manière analogue le sens des fonctions inverses.
arc séc a*, arc coséc a*, arc cotg x,
qui sont d'ailleurs peu usitées.
Fonction de Fonctions
•2o« Lorsque plusieurs variables y, c, u^ x sont telles que chacune d'elles soit une fonction bien définie de la suivante, la première y est évidemment une fonction bien déterminée de la dernière x ; on lui donne le nom de fonction de fojic lions.
Telle est, par exemple, la fonction
y = sin (a?*), qui est définie par les relations
y = sin «, u = 0?'
Il est aisé de voir que si les fonctions
y = r{z), ^ = t(«)i u = ^(œ) (ii)
sont continues^ tj est une fonction continue de x.
En effet, désignons par Xq une valeur déterminée parmi celles que peut prendre la variable indépendante x^ et par u^^ ^0, yo» '^s valeurs de z,de u et de y qui lui correspondent en vertu des relations(ll). Lorsque x tend vers Xq, u tend vers Wq puisque ^ (x) est continue ; par suite z tend vers jSq puisque 9 [u) est aussi continue, et enfin y tend vers y^^ en vertu de la continuité de / [z],
^6. Il résulte de là que si u désigne une fonction continue dear, les fonctions sint/, co^u, arc sin w, arc cosm sont des fonctions continues de la variable x ; il en est de même pour a" si a est positif, et aussi pour logw et w^'= e»»ogM gj ^^ ^^ ^ sont des fonctions continues dex et si de plus u est positive; la fonction u^ contient d'ailleurs comme cas particulier w*, m étant une constante quelconque.
Fonction de plusieui*s variables
27. Soient x, y,... plusieurs variables indépendantes qui peuvent prendre, la première toutes les valeurs comprises dans un intervalle (a, «y, la seconde toutes les valeurs appartenant à un intervalle (6, 6'),... L'ensemble de ces intervalles constitue ce qu'on nomme le champ dans lequel se meuvent les variables x, y, ...
Une fonction u = f(x^y^ ...) de plusieurs variables indépendantes est bien définie dans un certain champ, si, à chaque système de valeurs de j-, y, ... comprises dans ce champ, répond une valeur déterminée de u et une seule.
Une telle fonction est dite continue pour x = Xq, y^=iy^^ ... si/(x, y, ...) a pour limite /' (xq, y^ ...)dequelque manière que x, y, ... tendent vers Xq, y^ ... ou, en termes
plus précis, lorsque à tout nombre positif donné e aussi petit qu'il soit répondent des nombres positifs a, g, ... tels que les inégalités
entraînent
l/'(^,yv..)— /"(^o'yov..) I <^
Les propositions énoncées dans le dernier alinéa du n^ 20 subsistent quel que soit le nombre des variables indépendantes. Ainsi, les fonctions de plusieurs variables qu'on obtient en exécutant sur ces variables et sur des constantes des additions, soustractions, multiplications ou divisions, sont continues pour tout système de valeurs des variables qui n'annule pas le dénominateur.
Fonction composée
S8* Considérons une fonction bien définie
de plusieurs variables m, v, w, et supposons que les quantités «, r, w soient elles mêmes des fonctions bien définies d'une variable indépendante x. La fonction (o est dite alors une /onction composée de x par Tintermédiaire des fonctions ti, v,tv de cette variable.
Désignons par^Q une valeur déterminée quelconque parmi celles que la variable indépendante x peut prendre ; soient
Wo,rQ,i«;Qles valeurs correspondantes de M, r,i^, et («)o=/(woï^Oî^o) la valeur que prend alors w. Il est clair que si x tend vers
zéro, M, v, w tendent vers Wq, Vq, Wq^ puisque ii, v, w sont des
fonctions continues de x\ par suite u) tend alors vers 0)0
puisque / est par hypothèse une fonction continue de w, v, w.
Donc : Une fonction composée w :=f[u^ r, w) est une fonc-
tion continue de la variable indépendante j\ si f est une fonction continue des fonctions intermédiaires u, r, î/\ et si ces fonctions intermédiaires sont à leur tour des fonctions continues de X.
Nous avons déjà rencontré plusieurs cas particuliers de ce théorème, et notamment le cas des fonctions «r, w".
Remarquons que si les fonctions intermédiaires ti, r, w se réduisent à une seule w, la fonction composée w devient simplement une fonction de fonction.
Enfin, au lieu de supposer que les fonctions intermédiaires w, r, IV ne dépendent que d'une seule variable ir, on peut concevoir que w, r, te soient des fonctions de plusieurs variables indépendantes jr, y, ... On aura alors une fonction composée de plusieurs variables indépendantes ^qui sera d'ailleurs une fonction continue de ces variables si ?/, r, w sont des fonctions continues de a::, y ..., et si / est à son tour une fonction continue de r, ^/, te.
29. Lorsque Téquation qui lie une fonction y à une ou à plusieurs variables indépendantes est résolue par rapport à t/y on dit que y est une fonction explicite. Sinon, on dit qu'elle est implicite ; il ne sera question jusqu'au chapitre vu que de fonctions explicites»
Dif|ressioii sur le nombre e
30« Le nombre e jouit d'une propriété qu'il est indispensable de connaître : c'est la limile vers laquelle tend l'expression
lorsque m croit indéfiniment.
Supposons d'abord m entier et positif.
La formule du binôme donne :
'+ir=f+!+^+T^+.-+ "
en posant, pour simplifier Técriture
m (m — 11... (m — n+i) m — im — 2 m — n + i
m'* mm m
ou
ttn est donc de la forme
a, P, ... X étant des nombres positifs inférieurs à 1.
Or, on sait, par l'algèbre élémentaire (*), que la valeur d'un tel produit est comprise entre 1 et
Comme on a ici
ifti j^\ l + 2 + ... + n — i (n~-i)n
il vient
cl, en divisant par 1. 2. ... //,
1.2... n ^ 1.2... n -^ 1.2... n 2m 1.2... (n — 2) Dès lors, en faisant successivement n = 2, 3, ... m^ ajou-
(>) La preuve est d'ailleurs fort aisée : on a d'abord
puis, en multipliant par i — y
(1 — «) (l - P)(l - t) > 1 - (« + ?) - Y -^ Y (« + ,3)> 1 - (a 4- p + 1) et ainsi de suite.
tant et augmentant de 2 chacun des résultats, on a
On voit par là que la valeur de l'expression (12) est comprise entre deux quantités qui tendent l'une et l'autre vers e quand 7n croit indéfiniment, d'où l'on conclut que cette expression a pour limite e,*
Le théorème subsiste lorsque m, tout en restant positif, n'est plus astreint à ne prendre que des valeurs entières.
En effet, attribuons à m une valeur positive quelconque, et soit |aH- 1 l'entier immédiatement supérieur à cette valeur. L'expression (12) sera moindre que
et plus grande que
Or, quand m croît indéfiniment, il en est de même de l'entier i^. ; chacune des expressions (13) et (14) étant alors le produit d'un nombre qui tend vers e par un facteur qui tend vers 1, aura pour limite e ; et, par suite, il en sera de même pour l'expression (12) dont la valeur reste toujours comprise entre celles de (13) et de (14).
L'expression (12) tend aussi vers e, lorsque ?n est négatif et qu'il grandit indéfiniment en valeur absolue.
En effet, soit
m = - (|x + i) ]A désignant un nombre positif, on aura
('+ir=('-iriTr"=(^r
OU
('+à)-=('+jr('+D-
Or, lorsque la valeur absolue de m croîl indéfiniment, y. devient infini, et l'expression précédente, produit de deux facteurs, dont Tun tend vers e et l'autre vers 1, a pour limite e,
3 1 • Si Ton pose — = a, a tendra vers zéro lorsque m
croîtra indéfiniment, et le théorème qui précède prendra ce nouvel énoncé :
L'expression (1 -+-«)« tend vers ^, lorsque a tend vers zéro.
Plus généralement, V expression (1+a) ^ a pour limite e^y sij lorsque a (end vers zéro^ le produit a^ a pour limite p.
Cela resuite du théorème précédent et de Tidentité
Par exemple, Texpression (1 -l-sin,/-) *'**'* a pour limite e, lorsque x tend vers zéro; car, sina: tend alors vers zéro et le produit sinx. cotg.r, qui est égal à cosj?, a pour limite l'unité.
PROPRIETES DES DERIVEES
Pr€*mîoi's exemples de «léi'îvées
32. La dérivée d'une fonction / (/), c'est-à-dire (n* 2) la limite du rapport
lorsque h tend vers zéro, est en général une quantité déterminée, indépendante de la manière dont h tend vers zéro. Elle dépend de la valeur attribuée à x; c'est une fonction de cette variable, que Ton désigne par la notation
c'est-à-dire en plaçant un accent sur le symbole / qui désigne la fonction.
La dérivée a été introduite dans la science par Newton, sous la dénomination aujourd'hui abandonnée àe fluxion; c'est à Lagrange que Ton doit le nom de dérivée^ ainsi que la notation (2).
Voici quelques exemples simples
1** Soit proposé de calculer la dérivée de j:™, l'exposant m étant supposé entier et positif.
La formule du binôme
donne :
La dérivée de .r"' est donc égale à la limite du second membre, lorsque h tend vers zéro, c'est-à-dire à
mx'"-*. (3)
2* Cherchons la dérivée d'une somme. Soit la somme
F {X) = V, [x] + V^,{x) + ... + F„ (x) = ^Fm(x). On a ici
F(x + h)— F{x) Y F^ [x + A) ~ Fk i^)
et à la limite, lorsque h tend vers zéro,
V{x) = SF'a- {œ) = Ff {x) + Fi (^) + ... + F,: [x].
Donc la dérivée (rime somme est égale à la somme des dérivées,
La démonstration suppose que chacune des fonctions F,(j'), V^ix),,,^ F„(x) qui composent la somme F(,/) ait une dérivée déterminée pour la valeur de x que Ton considère. Mais le théorème le suppose aussi ; son énoncé serait vide de sens dans le cas contraire ; il est donc inutile de l'alourdir en y introduisant cette restriction.
3" La dérivée d'une constante C est mdle^ puisque le numérateur du rapport (1) est alors égal à zéro quel que soit h.
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Il suit de là que la dérivée de C + ç (r) est 9' (x) ; en d'autres termes, les constantes adcUtives disparaissent dans la dérivation.
Au contraire, les facteurs constants subsistent; en d'autres termes, la dérivée de C^ [x) est C^' (x) ; car ici la constante C se trouve facteur commun dans les deux termes f[x-\- h) et f{x) du numérateur du rapport (1);
4® Enfm il résulte de ces observations et de la règle relative à la dérivée d'une somme, que la dérivée d'un polynôme entier
kx^ + &»"•-< -f. Gr"»-» + ... + Ha? + K
est
mAa;"*-^ + [m - 1) Ba?'" -« + (w — 2) Ca?'« -'+... + H
On voit qu'on l'obtient en multipliant chaque terme par Vexposant de x et diminuant cet exposant d\ine unité.
Cas d'exception
34. Le rapport (1), lorsque h tend vers zéro, peut, pour certaines valeurs de x, devenir infini, ou ne tendre vers aucune limite, ou enfin admettre des limites différentes suivant que h tend vers zéro par des valeurs positives ou par des valeurs négatives. On dit alors que la fonction / [x) n'a pas de dérivée déterminée pour ces valeurs exceptionnelles de x. Voici des exemples de ces divers cas :
1* Soit proposé de trouver la dérivée de / {x) = V^r — 2
pour z == 2, y^ désignant ici la racine cubique arithmétique. On a alors
et le rapport (1) a pour expression :
VA A
Ce rapport croît donc indéfiniment lorsque h tend vers zéro.
2* Soit à trouver la dérivée de
¥ ix) •= X sin — î
pour x=^o On a ici
F(^) = Asin|, F(o)=:o.
et le rapport (1) a pour expression
sin 7»
ri
qui, lorsque h tend vers zéro, oscille entre — 1 et -f-1 sans tendre vers aucune limite.
3"* Soit, enfin, proposé de trouver la dérivée de
pour jr ^^ On a
~" i i + eh
et le rapport (1) a pour expression
i +eh
Or, ce rapport a pour limite zéro lorsque A tend vers zéro par des valeurs positives, et il a pour limite 1 lorsque h tend vers zéro par des valeurs négatives. La fonction proposée n'a donc pas de dérivée déterminée pour a: = 2.
CALCUL tRPINITiSIMAL. 3
35. On a signalé, dans ces derniers temps, des fonctions continues dont la dérivée n'est déterminée pour aucune des valeurs de la variable comprises dans un intervalle fini. Mais ce sont là des fonctions anormales qui ne jouent aucun rôle dans les applications et dont il ne saurait être question dans cet ouvrage. Nous ne considérerons que des fonctions ayant une dérivée déterminée, sauf pour certaines valeurs isolées de la variable.
Mais avant d'étudier les règles de la dérivation, nous devons faire connaître quelques propriétés des dérivées qui offrent un grand intérêt.
Principe de Ko Ile
36. Si Fi-r) s'annule pour x = a rt pour x = i, et si sa dérivée F' (x) est déterminée pour toute valeur de x comprise dans r intervalle (a, A), il existe^ dans cet intervalle^ au moins une valeur de x pour laquelle la dérivée F'[x) est égale à zéro.
En effet, \Hx) admet certainement dans Tintervalle (^/, b) des valeurs différentesde zéro; car, si elle était constamment nulle dans cet intervalle, il en serait de môme de sa dérivée, et le théorème serait démontré.
Supposons, par exemple, que F (,/) admette des valeurs positives dans rintervallc {a, b), et considérons la plus grande F (c) de ces valeurs positives; la quantité r, qui, d'après sa définition, appartient à l'intervalle [a^ b), ne saurait être ni a ni i, car F [c) est positif, tandis que F [a) et F (6) sont nuls. Donc, si Ton désigne par h un nombre positif tel que c — A cl r -|-A appartiennent à Tintervalle (r/, b), les dill'érences F [c — h) — F (c ), ¥[c -\- h) — F (r) seront négatives et par suite les rapports
V {'' — h) — F(<-) Fi>+ //) — Fi'c)
seront, le premier positif, l'autre négatif. Mais, puisque la fonction F(j*) admet pour x^=-c une dérivée déterminée, les
deux rapports en question doivent tendre vers une limite commune lorsque h tend vers zéro. D'ailleurs, le premier, qui est positif, ne peut tendre que vers une limite positive ou nulle, et le second, qui est négatif, ne peut avoir qu'unelimite négative ou nulle ; donc cette limite commune est nulle et Ton a F' [c) = o.
Cette proposition attribuée à UoUe est d*une grande utilité en analyse, notamment dans la théorie des équations.
Théorème des aceroissciiieuls Unis
iJT. Si F(.r) Pt :^[x) ont des drrivrfs déterminées dans Vintfrvalle [a^ A), et si ^ (.r) ne s'annule pas dans cet intervalle^ on aura
V{U\ — Via) V'ic] ..,
e étant un nombre ronrenablement choisi entre a et b. En eiïet, la fonction
. , X T- - . j- ¥ [à) — ¥ia) r . , ...
s'annule évidemment pour .r = a et pour x = b. D'ailleurs, pour toute valeur de .r située dans Tintervalle («, A), elle a une dérivée déterminée, car on a
r ■' \ u*^ \ Fi^>) — Fia)
Donc, d'après le théorème de Rolle, cette dérivée s'annule pour une certaine valeur c de x comprise entre « et i ; de là résulte la relation
V [Cj — r- 9 (c) = O,
cl par suite la relation (4), que l'on diduit de la précédente en divisant par la quantité 9' [c) qui, par hypothèse, n'est pas nulle.
38. On écrit souvent cette formule d'autre Façon. On it toujours poser :
a = as, b = X -\- h et c = x -\- t)h;
tant ici un nombre fini d'ailleurs positif ou négatif, et 9 certain nombre, inconnu, mais compris entre 0 et 1 ; la mute (4) devient ainsi
F[ar + A)— l-'(j;1 _ P Ix + SA >
)ans le cas particulier où ç [x) =j; on a
Fix-\-h)— F (a:; 3= AF {x + 6A). (0)
ition fondamentale à laquelle on donne le nom de forimift> accroi.isemfiiils finis; on \oil <\u' elle suppose F (./) conuc, mais non F' (j-), qui n"est astreinte qu'à avoir des eurs déterminées entre .r et j; + h.
C»nséf|iieiice ■■elalivo •> dciiv foiiclioiis nviint In iiit^iiic défivée
lit. On a vu que si une fimction est constante dans un
tain intervalle, sa dérivée est nulle dans le même:
ervuUe, '
ja réciproque est vraie et résulte immédiatement de ht
mule (6).
la effet, soient jt eljr-\-k deux valeurs quelconques com-
ses entre a et ô, et supposons F' (r) conslitmment nulle
is l'intervalle [n, b); le second membre de la relation ((î)
a nul, cl par suite on aura :
qui prouve que la fonction F (j") a la même valeur pour IX valeurs quelconques de x choisies îi volonté dans l'in-
lervalle ((7, b). Ainsi, lorsque la dérivée F' [x) d'une fonction esi constamment nulle dans un intervalle [a^ i), la fonction est constante dans le même intervalle.
'\Om II suit de là que si deux fonctions f [x) et <p [x) ont fies dérivées respectivement égales pour toutes les valeurs de jc comprises dans un intervalle [a^ 6), leur différence reste constante dans cet intervalle.
En effet, en posant ^l (x) = / [x] — 9 [x)^ on a
01% par hypothèse, -V (x) est nulle pour toutes les valeurs de X comprises entre a et b ; donc 'i; {x) est constante dans l'intervalle [a, b).
On énonce plus rapidement ce théorème en disant que f/eux fonctions, qui ont la même dérivée^ nr peuvent différer €jue par une constante.
"SI. On entend par fonction primitive (n** 5) d'une fonction/(./) une fonction assujettie seulement à admettre/ [x pour dérivée.
Soit F (./■) une fonction primitive de / (./). L'expression
OÙ C désigne une constante quelconque, sera encore (n° 33, 3") une fonction primitive de / {x). Réciproquement, toute fonction primitive de / (.x),ne pouvant différer de F [x] que par une constante (n° 40), résultera de (7) par un choix convenable de la constante C.
Veut-on, par exemple, la fonction primitive qui prend la valeur A pour x = al on choisira C de telle sorte qu'on ait
F (a) -h C r= A, ce qui donne
C = A — F (a), et par suite
pour la fonction primitive demandée.
S particulier,
i celle des fonctions primitives qui s'annule pour x = a,
~. Ainsi, en revenant au pn)blème des quadratures et gnitnt p«r a l'abscisse Oi de l'ordonnée fixe ïA (n* 4'. me l'airo du Irnp^zc mixtilignc aAMji, s'annule pour - a, on obtiendra l'expression de l'aire de ce tnipèze en ■chant une fonction primitive F [r] (n'imporle laquelle') a fonction / (.t) qui exprime r<irdonnée courante jj-M de ourbe 1*0, puis retranchant de F (./■) sa valeur F [oj
(■lion oi'oissiiule un di^oi'otssniite
3. On dit qu'une f<mclion / (j) est croixxanle </aiis un rrai/e donné [j'q, X) si, pour tout système de deux urs a et & prises daus ccl intervalle, l'inégalité
aine
, au coniraire, l'inégalité (9) entraîne
fib) <f,a^
nclion est dite drtroissante dans l'intervalle considéré. Jiir qu'une fonction continue f (.r) soif croisxnntfi danx niervath 'sq. X) il faut et il xiiffit qup sa dêrin'-fi toit tamment positiip dans cet interrallc. xauf pour une on ieurs valeurs isolées de a- qui annulent cette dérivée. 1 condition est nécessaire : En effet, puisque la fonciion
est croissante dans Tintervalle {xq, X), le rapport
est positif. Donc, sa limite lorsque, a restant fixe, b tend vers a, c'est-à-dire /' (rt), est positive ou nulle. Ainsi pour toute valeur a comprise entre Xq et X, la dérivée /' (.r) est positive ou nulle. D'ailleurs, elle ne saurait ôtre nulle pour un intervalle fini, compris entre Jq et X, si petit qu'il soit, vu que la fonction serait constante dans cet intervalle, tandis qu'on la suppose croissante.
Pour prouver que la condition est suffisante, nous distinguerons deux cas :
1" Supposons/' (.r) constamment positive dans Tintervalle (jtq, X). Pour tout système de valeurs a et A comprises entre Xq et X, on aura, par le théorème des accroissements finis,
c étant une valeur comprise entre a et i ; mais /' {c) est positif ; donc l'inégalité (9) entraine Tinégalité (10) et par suite / [x] est croissante dans l'intervalle (j'q» X) ;
2** Supposons que /' [x) soit positif dans Tintervalle (jCq» X) sauf pour un nombre fini de valeurs qui annulent cette dérivée. Considérons un intervalle [a^ b) compris entre x^ et X et soient
les valeurs de x comprises entre a et b qui annulent /" [x)^ ces valeurs étant supposées rangées par ordre de grandeur croissante. On aura par le théorème des accroissements finis
c étant un nombre compris entre a et Xj, mais qui n'est ni a, ni x^ ; /' (c) ne sera pas nul puisque, entre «5 et Xj, il n'y a aucune valeur de x qui annule /' {x) ; donc /' (c) sera
positif et comme x, — a Test aussi, on aura
f{x,)-^f{a)>0', on démontrerait de même les inégalités
f {h)—f[x,)>o, d'où Ton tire par addition
ce qui prouve que / {x) est croissante dans l'intervalle (j-q, X), puisque a et b sont choisies à volonté dans cet intervalle.
On démontrerait d'une manière analogue la proposition suivante :
Pour qtùme fonction continue f{x) soit décroissante dans un inte/Talle (xq, X), il faut et il suffit que sa dérivée soit constamment négative dans cet intervalle^ sauf pour une ou plusieurs valeurs isolées de x qui annulent cette dérivée.
i-i. Voici des exemples simples :
r Soit F ix) -^ ax + * ; on a F' (x) = a. Si donc a est positif, F [x) est toujours croissante, et si a •est négatif, F" [x) est toujours décroissante;
. 2* Soit
F [x) = ax^ -\- bx -{- c\ on a
F' {x) = 2aa? + b.
Cette dérivée s'annule donc pour x = — — • Si a est positif, F' {x) est négative pour les valeurs de x moindres que — ô~ ^t positive pour les valeurs de x qui surpassent celte valeur ; donc le trinôme ax* -\- bx -\- c décroît dans l'intervalle ( — oo, — — j et croît 'dans l'intervalle
( — — > H- oo Ven sorte qu'il est minimum pour x = — — •
Lorsque a est négatif, c'est Tinverse qui a lieu ; F' [x) est positive pour x <^ — — » et négative pour x > — ô"' le trinôme croît dans Tintervalle ( — oo, — — j et décroît dans
l'intervalle ( — —, -f- oo V) il est maximum pour x = — — • 3" Soit
F ix) = ax^ -f- hx'^ -^ ex -\- d\ on a
F' [x) rz: ^ax'^ + V)X + C.
Si b- — *iac est négatifs le trinôme du second degré F'(^:) est, d'après un théorème connu, toujours de môme signe que son premier terme ; F(,r) est donc toujours croissante, si a est positif, ou toujours décroissante si a est négatif.
Si é" — 3«c est positifs le trinôme F' (./) s'annule pour ileux valeurs réelles de x ; désignons ces deux valeurs par X et g, et soit a < 3^ F" (j^) ^st alors de inêmc signe que son premier terme, sauf pour les valeurs de x comprises entre a et 3- Donc, en considérant les intervalles,
(~oc, a), (a, p), (p, +3c),
on voit que, si a est positif, F [x) croît dans les intervalles extrêmes et décroît dans Tinter valle moyen, tandis que, si a est négatif, F [x) croît dans l'intervalle moyen et décroît dans les intervalles extrêmes. Dans le premier cas, a répond à un maximum et ^ à un minimum ; dans le second cas, 2 rt^pond à un minimum et 3 à un maximum.
Dtrrivoes des fouettions simples
4o. Nous donnons le nom de fonctions simples aux trois fonctions : jf'{m étant entier et positif), \ogx (jc étant positif^ et sinr.
Quand on connaîtra les dérivées de ces trois fonctions, les règles de dérivation des fonctions de fonction, des fonctions inverses et des fonctions composées permettront de calculer les dérivées de toutes les fonctions susceptibles d'être exprimées explicitement par les signes usités en Algèbre et en Trigonométrie.
La dérivée j:"\ ni étant entier et positif, est déjà connue (n^ 33) ; elle est égale à mx'"'.
Il ne reste donc qu'à chercher la dérivée de iogjt* et celle de sin J-.
La dérivée do log.r est la limite du rapport
lojf IX -\- h) — \o^x
lorsque h tend vers zéro. Or, en posant h = xr, on peut mettre le rapport sous la forme
— log (1 +»)--- log (i + a)«; (i)
et, comme le second facteur du secondmem bre tend vers log e^ c'est-à-dire vers Tunité, lorsqu'on fait tendre h et par suite a vers zéro, on voit que la dérivée de log œ est
Cette dérivée serait
Log g
si le logarithme considéré n'était pas népérien; car alors le second facteur du deuxième membre de la relation (1) aurait pour limite Log^.
4iT. La dérivée de sini7- est la limite du rapport
sin {x 4- ^) — si II X h
lorsque h tend vers zéro.
Or, la formule
sin (x -\- h) — sin x = 2 sin;^ cos Ix + 3)' (-)
permet de donner au rapport précédent la forme
sin n
-cos^jt?+-j.
Mais, lorsque h tend vers zéro, le premier facteur tend vers l'unité et le second vers cos j:; la dérivée de sinj:* est donc cosjr.
DérÎTées des fonctions de fonctions
4S* Suivant un usage généralement adopté, nous indiquerons désormais Taccroissement (positif ou négatif. d*une quantité en plaçant la lettre A devant le symbole qui représente cette quantité. Ainsi Taccroissement de la variablex, que nous avons jusqu'ici désigné par A, sera désigné par lur, et Taccroissement correspondant
f 'x -}- Ax — f X
de la fonction /y — -/" ./ sera représenté par
ou
Ay.
Cette notation très expressive permet d'éviter la confusion, surtout dans le cas où Ton a à considérer les accroissements de plusieurs quantités.
iO. Cola posé, considérons une fonction de fonction définie par les relations
Attribuons à la variable indépendante j:* un accroissement Ix] H prendra dès lors un accroissement lu, auquel répondra H son tour un accroissement A/y de la fonction y. D'ailleurs, quand Aj:: tend vers zéro, A?/ tend lui-môme vers zéro et par suite aussi Ay. Si donc, dans Tidentité
Ay Ay Am
Ad; Au Aa?
on passe à la limite pour A5: = o, et si, comme nous le supposons, les fonctions /(w) et <^{x) ont des dérivées déter-
niinéos, le second membre deviendra
et par suite la fonction y aura une dérivée déterminée et donnée par la formule
y' = /'(u). cp'(a?). (4)
Donc : la dérivée cVune fonction de fonction est égale au produit des dérivées des fonctionff dont elle est formée. Exemples : Si // désigne une fonction de r, on a
(M'«)' = mw"*~'. n' [m étant entier et positif)
(sia u)' = cos u, u'
(log «)' = -• u' (m étant positif).
oO. La démonstration précédente suppose que \u ne soit pas nul pour toutes les valeurs de x comprises entre 0 et un nombre e aussi petit qu'on veut. Mais, dans ce cas, Ay est nul dans le même intervalle et Ton a simultanément
y = o, cp' [x) = O,
de sorte que la relation (4) est encore vérifiée et que le théorème subsiste.
ï>l. Nous n'avons considéré que le cas d'une fonction intermédiaire w; s'il y en avait plusieurs ti, r, u\ en d'autres termes si la fonction y était définie par les relations
y = F (m), u = f (r), t? = © (tr), to=z^ (x),
on partirait de l'identité
- A^ Ay^ Am At? Atr
Aa? Aw Aï? Am?' Aa?
d'où, h la limite pour lx = o, résulterait la relation
qui s'énonce, en langage ordinaire, comme au n° 50. ExE3iPLE : Soit proposé de trouver la dérivée de
on a ICI
Donc
ou
y = log ^sin^ Ij (5)
y = log M ; u = v^^ V = sin tr, te = - • (6)
y = — 2v, COS 10, .-T ; (7)
/ = -• 2 sin f • COS - - ; (8)
et enfin
y' = - cotg |- (9)
Dans la pratique, on se dispense d'introduire ?/, r, «r, c'està-dire d'écrire les expressions (6) et (7). On obtient immédiatement la relation (8) en disant :
La dérivée de // est égale à la dérivée de log ( sin^- j
qui est -T-y multipliée par la dérivée de sin--» qui est s I n '^ •X« tj
2 sin ';j multipliée par la dérivée de sin -» qui est cos -
multipliée par la dérivée de 5 qui est -.
Dérivée d'une fonction inverse
r>2. Soit y=f{x) une fonction et x = 5 (y) la fonction inverse. \x et Ay étant des accroissements correspondants, qui tendent simultanément vers zéro, on a indentiqueraent
Ay~ V
Si donc la fonction directe y = f (•/') a une dérivée déterminée /' {x) et diflTérente de zéro, le rapport — aura pour
limite 777— X ' en d'autres termes, la fonction inverse .r = o (u)
aura une dérivée déterminée
Ainsi : la dérivée iVuiiP fonction inverse est égale à la valeur réciproque de la dérivée de la fonction directe,
?>Ci. Exemple :
1" Soit //= arc sin./* la fonction inverse de x =-^ sin y. Quelle que soit celle des déterminations de /y que Ton considère (n*" 24), on aura , d'après la règle précédente,
cos
y Vl — sin*-^y VJ — x^
le radical devant ôtre pris avec le signe de cos y; par exemple, il aura le signe +, s'il s'agit de l'arc y, compris
entre — ^ et ^ dont le sinus est x. Pour toute autre détermination y = At: + (— 1 f y,, on aura y' -— (— 1)* //,;
2** Soit // = a' dont la fonction inverse est x = r^'
logrt
On aura
y' = — ' — = y logûr = a* loga yioga
Il importe d'ailleurs de savoir trouver cette dérivée directement. C'est la limite du rapport
Ao? Aa;
lorsque A.r tend vers zéro. Or, si Ton pose
le second facteur devient
ttlo^g lo^ a .
il a donc pour limite log«, lorsque A.r et par suite a tendent vers zéro, vu que son dénominateur a pour limite Tunité.
En particulier e' a pour dérivée ^'.
Le produit Ar"" de ^' par un facteur constant A est d'ailleurs la spuIp fonction dr .r qui sr reproduise par la dérivation. En effet, soit y une fonction de jt telle qu'on ait
y = V ou 'I. = 1.
Les deux membres de cette dernière égalité sont respectivement les dérivées de log y et de x ; et, comme deux fonctions qui ont la môme dérivée ne peuvent différer quo par une constante r, on aura
log y = 07 -f- c d'où
y = e*+* = e^, e* = Ae*
Dérivée d'un produit
o^. Soit le produit
de deux fonctions de la variable x.
On a successivement
Ay = (m -|- Ati) [v -[- Al?) — uv z=z tiAu -(- ^^^ 4" ^^ ^^
Ay Atf , Au , Au Av ^
-J6 = îi — + t? — -(- — — Aa?
Ao? Aa? ' Aa? ' Aâ? Aâ?
d'où, en passant à la limite pour A^= o,
y' =ui)' ^vu\ (il)
Donc: la dérivée (Tun produit de deux facteurs s'obtient en multipliant chaque fcLcteur par la dérivée dr Vautre et ajoutant.
La formule précédente peut s'écrire
î^' = îi' + ^. (12)
Lorsque — est positif, ce ra;)])(>rt est T'gal à la dérivée de
log u\ on convient d'après cela de noinmor, dans tous les cas, dérivée logarithmique d'u i^ foiv:tlon u le rapport de la dérivée de la fonction à celte fonction elle-mùnie.
La formule (12) s'énonce aloi'3 : L'i drrirép logarithmique d'un produit e.<t égi^e à lu som^t" df*s dérivées logarithmiçues drs facteurs.
Outre sa simplicité, cat énf)n3.i oITro l'avantage de s'appliquer sans modification au cas d'un nombre quelconque de facteurs. Kn eiïet, soit
c\i/:rL i?(Fi.mtlsiual. 4
y = tiv j]
On a successivement
Dérivée d'une puissance
55. Le cas précédent contient celui d'une puissance >/ = «" dont l'exposant est entier et positif. On a alors
d'où
formule déjà trouvée (n* 49),
Cette formule s'étend au cas où l'exposant m est quelconque, » étant alors supposé positif. On a, en effet, dans cette hypothèse (n*25),
d'où l'on déduit, par le théorème des fonctions de fonctions
Donc ; la dérivée d'un radical dtt second degré s'obtient en divisant la dérivée de la quantité sous le radical par le double du radical.
Dérivée d'un quolient
ISO. Soit le quotient
On suppose que v soit différent de zéro pour la valeur considérée de la variable x dont ii et v dépendent. On peut alors chasser le dénominateur et écrire
u = vy; d'où (V 54)
ei enfin
^^ """ ^^ ^^mmm ^* *
\insi : la dérivée logarithmique d'un quotient est égale à la dérivée logarithmique du dividende moins la dérivée logarithmique du diviseur.
On peut dire encore, en écrivant la formule précédente sous la forme
, vu! — Ml?'
La dérivée d'une fraction s'obtient en divisant par le carré du dénominateur le produit du dénominateur par la dérivée du numérateur moins le produit du numérateur par la dérivée du dénominateur.
Signalons enfin le cas où w = 1 ; on a alors
et
En particulier, la dérivée de - est — 7^*
Dérivée d'un déterminant (')
Aie, -ar -|- As
ou, en vertu d'une propriété élémentaire des déterminants.
F (a? + Ao?) = et par suite
Ail, r Aw, z
At?
Au, Ao Atr, A^r
F (a? 4- Aa?) — F (a?) =
Ao;
Au
At?
Ao;
* Aa?
Aî«?
te. .
Aa?
' Ar
Aa? Aa?
Aie A£ Aa? Aa?
Ao?
Lorsque îix tend vers zéro, les deux premiers termes du second membre tendent respectivement vers
to, s'
tandis que le troisième terme tend vers zéro, puisqu'il est le produit de deux facteurs dont Tun a une limite
linie
W , éS
et dont l'autre tend vers zéro.
(•) Nous supposons connue du lecteur la throrie élémentaire des déterminants qui se trouve aujourd'hui dans tous les Traités d'algèbre.
On a donc finalement :
d'où cette règle :
La dérv^ée d'un déterminant est égale à la somme des éléierminants que Von obtient en remplaçant successivement chaque ligne verticale [ou horizontale) par une autre forniée avec les dérivées des termes de cette même ligne.
Dérivées des fonelions circulaires
ÎSO. Nous savons déjà que la dérivée de sin x est cos x.
La dérivée de cos x s'obtiendrait par un calcul analogue. Mais le théorème des fonctions de fonction la donne immédiatement. On a, en effet :
cos
aî = sin^|— x\
Sa dérivée es^ donc égale à cosf^ — x\ multiplié par la
dérivée de^ — x qui est — 1 .
On a donc
Les dérivées de
(cos a?)' = — siïix.
smj7
tff a: = >
^ cos a?
sec 0? = — coso?
s'obtiennent par la règle de dérivation d'un quotient. On a ainsi :
(tga;r =
cos a?, cos a? — sin a? ( — sin g?) cos* a?
' cos^a;
sin* a? + cos' a?
cos* a?
sin a?
cos* a?
cos*a?
On en déduit, à l'aide du théorème des fonctions de fonction,
(cotg.)' = [tg (I - x)]' = -J = - ^,
59. Quant aux dérivées des fonctions circulaires inverses, on les obtient par la règle de difTérentiation des fonctions inversos. C'est ainsi que nous avons trouvé (n° 65) pour la dérivée de y = ave sin x.
te radical devant avoir le signe de ces y.
Soit y = arc cos x. on a d'abord x = cos ij, puis en différentiant par rapport à z et ayant égard au théorème des fonctions de fonction
i — — 5Ln>/, y'.
d'où
le radical devant dtrii pris avec le signe de sin >/. Soit encore y = arc tg x ; on aura successivement
y =cos'y — j j^^t-
On trouve de même : pour // = arc cotgjr.
et pour y = arc séc a:,
ooy/x^ — i
le radical devant être pris avec le signe de tg y. Enfin pour y = arc coséc x, on a
X sjx^ — 1
le radical devant être pris avec le signe de cotg y.
Il est à remarquer que, comme logx^ les fonctions circulai rps inverses ont des dérivées algébriques.
Expression de i'accroissemenl d'une fonelion
de plusieurs variables
OO. Le théorème des fonctions de fonction, les règles relatives à la dérivation d'une somme, d'un produit, d'un quotient, d'une puissance, ne sont que des cas particuliers de la règle de dérivation des fonctions composées. Mais, avant d'exposer cette règle, il convient d'étendre à une fonction de plusieurs variables la formule fondamentale (3) du n* 6.
A cet effet, une définition nouvelle est nécessaire.
Soit w = / (.r, y, z) une fonction de plusieurs variables ar, y, c. On peut prendre la dérivée de u en considérant x comme seule variable et traitant y et z comme des constantes. On donne alors à l'expression ainsi obtenue le nom de dérivée partielle de u par rapport à x et on la désigne par
fx (^, Vi ^).
Il y a de môme une dérivée partielle par rapport à y, et une dérivée partielle par rapport à 3 ; on les désigne respectivement par f\j (.r, y, z) et/', (j?, y, z).
Par exemple, soit
On a
/^i = 2Aa? + 2Dy, fy = «By + 2Da?, /i = âCi-.
Désormais, quand nous parlerons d'une fonction de plusieurs variables, il sera toujours sous-entendu que cette fonction est bien définie et continue, et qu'elle admet des dérivées partielles continues au moins dans un certain champ. Nos raisonnements ne s'étendront qu'à un champ assez restreint pour que ces conditions soient remplies.
61. Cela posé, voici la formule que nous avons en vue : Si Von désigne respectivement par Ax, Ay, Ajs, les accroissements donnés à plusieurs variables x, y, z, et par Am V accroissement correspondant d^un fonction u = f {x^ y, z,) de ces variables^ on a :
ÙLU = fi {x, y, z) Aa? + /•; (.T, y, z) ^y + fi (a?, y, z) ùkz .
+ aAo; + pAy + yA^, ^^ ^
OÙ a, g, Y, désignent des quantités qui tendent vers zéro en même temps que Aa:, Ay, A;2.
En effet, on a
Am == /-(a? -h A^, y + Ay, z + A^) — /"(a?, y, z) ou
Am = [/-(a? + Aâ7, y 4- Ay, z + A^) — /• (a?, y + Ay, ^ + Ax)] 4- \f[x, y + Ay, ^ + A^) — /"(a;, y, z + A^)]
et, en appliquant à chaque crochet le théorème des accroissements finis (n° 36),
Am = Aa? fx (a? + OAa?, y + ^y» -^ + ^^) + Ay /•; (^. y + ^^3/» ^ + ^-î^)
+ A^ A' («?, y, '3' + fA^^),
où 6, X, [X désignent des nombres compris entre 0 et 1.
Posons actuellement
n (^ + ÔAa:, y + Ay, z + b.z) — n (^» 3/, '^) = * r'y (a?, y + XAy, ^ + Az) — /; te, y, z) = p,
a, 3, Y tendront vers zéro en même temps que l^x, Ay, Az. n suffit dès lors d'ajouter ces égalités, après les avoir respectivement multipliées par Aj:, Ay, A:;, pour obtenir la formule (12).
Dérivée d'une fonction composée
Gâ. 11 est aisé maintenant de trouver la dérivée d'une fonction composée
c'est-à-dire d'une fonction de plusieurs variables m, v, m;, qui sont à leur tour des fonctions d'une môme variable indépendante X,
Lorsque x prend Taccroissement Ajt, les fonctions composantes 1/, r, ic prennent respectivement les accroissements Af/, Av, Aie;, et Taccroissement correspondant Au> de la fonction composée est, d'après le numéro précédent, donné par la formule
Aù> = fi (m, V, to) Au -}- fl (w, t;, u)) At? + fio (wi v» ^o) ùkto
où a, ^, Y» désignent des quantités qui tendent vers zéro lorsqu'on fait tendre vers zéro Aj: et, par suite, Aw, Ar, At/;. Nous supposons d'ailleurs, il est presque superflu de le répéter, que la fonction (o admette des dérivées partielles continues et que t/, r, w admettent des dérivées ordinaires u'j v\ w' déterminées. Alors, si on divise les deux membres
cédenle par A^
on
;=«-zï+'^
lorsque Ax tend vers zéro ,
c'c d'une fonction composée est égale à la Us obtenus en multipliant ses dérivées par- •t aux fonctions composantes par les déri- ■jsantes. Tel est le thi^orème des fonctions
B quelques cas parlJcuIiers :
M + Bt! + Gw, A, B, C étant des conses partielles de u par rapport à », r, w sont , B, C ; on a donc
eu' = Au' + Bp' + Cio ;
sur la dérivée d'une somme.
elles de di par rapport à u, v, te sont rcsuiv, w ; on a donc
v,ou' + UtO.V -f ,i
i-elatif à la dérivée d'un produit = «(;"'; les dérivées partiel les de II» parrapport
à M et & t; sont respectivement - et — uv^^ ; on a donc
, u , , vu — uv cd' = uvv^ = 1 :
c'est le théorème relatif à la dérivée d'un quotient;
4"" Dans le cas où il n'y a quioie fonction composante, c'est-à-dire lorsqu'on a
u étant une fonction de x, la formule (13) se réduit à
c'est le Ihéorètue des fonctions de fonction,
Usage du tliéorènie des fonctions composées
04. Le théorème des fonctions composées permet de ramener le calcul de la dérivée de toute fonction explicite d'une seule variable indépendante au calcul des dérivées des fonctions simples. Voici comment :
Toute fonction explicite w de la variable indépendante x résulte d'un nombre limité d'opérations effectuées successivement sur cette variable. S'il n'y a qu'une opération, on est en présence d'une fonction élémentaire; on peut donc trouver sa dérivée. S'il y a plusieurs opérations, la dernière devra être effectuée sur une ou plusieurs fonctions t/, t\ iv, .. déjà formées, et l'on aura:
Le théorème des fonctions composées ramènera alors la dérivation de w à celle des fonctions w, t% i6%... et à celle
des fonctions qui résultent de /(«, r, w^.,.) quand on y regarde tour à tour toutes les fonctions composantes sauf une comme des constantes. Si les fonctions i/, r, tr,... ne résultent pas d'une seule opération effectuée su la variable x^ on traitera chacune d'elles comme nous venons de l'indiquer pour (I), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on tombe sur des fonctions élémentaires.
05. Quelques exercices sont indispensables pour apprendre à calculer les dérivées avec rapidité et sans hésitation. Aussi croyons-nous devoir traiter un certain nombre d'exemples :
1** Soit y = u^^ ti et v étant deux fonctions de x dont la première est supposée positive ; on a
logy = t? logM, d'où
et enfin
y' =u^-* {vu -\- uv'logu).
L'application du théorème des fonctions composées conduirait au môme résultat. En effet, les dérivées partielles de w" par rapport h u et k v étant respectivement r«/'"' et w' log u^ on a
î/' z= va*'-^w' 4- u*' logM.t?'.
Dans le cas particulier où m = i? = jr, on a :
(.-r*)' = a^ (1 -j- log œ) .
y = log U + «^ -F v/a + boô+x^ • On a
12' ' ▼ I I "islaA^bx 4- x^
2^ Soit
- + ^ + Vû^ + bx '\- x^ ^ -{- x-\-\j a -\- bx '\' c^
d'où
3*Soil
\ja -\- bx -^ ex
On a
ou, réductions faites.
^ a -\- b cos a?
LA DIFFERENTIELLE
Définition
OO. A la notion de la dérivée se rattache immédiatement celle de la différentielle, dont la conception est due à Leibnitz. Reprenons la relation fondamentale
Ay = y'bkX + iAa? (1)
de la page 8. C'est à la première partie y'\x du second membre qu'on donne le nom de différentielle. Ainsi, par définition, la différentielle d'une fonction y = / (ar) est le produit de la dérivée de la fonction par l'accroissement arbitraire de la variable indépendante x.
On représente cette différentielle par la lettre d que Ton place devant le symbole qui désigne la fonction. On a donc
dy = y'b^x ou df [x) = f [x] Aa?.
Cette définition, appliquée au cas où la fonction f (x) se réduit à la variable indépendante elle-même, donne
dx = Aa?, (2)
puisque la dérivée de x est égale à Tunité. On peut donc
d'où l'on déduit
LA DIFFÉRENTIELLE dy = y'dx.
Ainsi, en résumé :
La différentielle de la variable vulèpciidante n'est ^ue l'accroissement arbitraire de cette variable.
La différentielle d'une fonction est le produit de la vée de la fonction par la différentielle de la variable pendante.
La dérivée d'une fonction est égale au quotient de l férentielle de la fonction par la différentielle de la va. in dépendan le .
Ajoutons encore, d'après lHformuIe(t),que,5t l'on su l'accroissement Aj? de la variable infiniment petite pottr la valeur de x considérée la fonction a une d: déterminée et différente de zéro, la différentielle dy fonction est In valeur principale y'\xde l'accroissenien ni/tient petit \y de cette fonction.
iBilcrprélalioii yéoinétriquc de la dilfFéi'entîi
07. La différentielle dy esl susceptible d'une inlei-] Uon géométrique fort simple.
Soit G la courbe qui a pour abscisses les valeurs variable indépendante x et pour ordonnées les valeur responduntes de la fonclion y =■ f {x). Désignons res vement par 1 et N les points où l'ordonnée P'M' voisi PM rencontre la tangente MT au point M \x, y) et la lèle à OX menée par M. On a d'abord
dx = PP' = MN, puis
NI
attendu que chaque membre représente le coefficient angulaire de la tangente. On déduit de là Ni == t/'clx = rfy. Donc : la différmtipUe dy est égale à V accroissement
IN = FI — PM
de r ordonnée de la tangente.
On voit de plus que _x
IM'= NM' — NI = Ay — rfy = tAo?
Fio. 5
Lors donc que PP' est infiniment petit, si la tangente MT n'est parallèle à aucun des axes coordonnés, NI est un infiniment petit du môme ordre et IM' un infiniment petit d'un ordre supérieur.
DiiféreiilioUc^ d'une fonclion de fonclion
68. Considérons une fonction de fonction définie par les relations
y=/'(«)i w = ?Kt. («>)
On a, comme nous l'avons vu,
Introduisons la notation différentielle; cette relation
s écrira
dx ' ^^' dx
mais, -^ et -r- étant les quotients des différentielles de y et de
u par la différentielle dx de la variable indépendante, on peut supprimer le dénominateur commun dx et écrire
simplement
dy = f [u] du, (6)
11 résulte de là que, si Von a y =^ /('')? ^^ ^ toujours dij = f\u) du^ que u soit ou non la imriable indépendante.
Ainsi, tandis que la dérivée y' a deux expressions différentes,
suivant que u est ou non indépendante, la différentielle dy conserve toujours la même forme
dy = f[u) du.
On voit par là que Temploi de la différentielle est plus avantageux, au moins en théorie, que celui de la dérivée. On ne doit pas oublier toutefois que, dans la pratique, quand on calcule rfy, il faut, si u n'est pas la variable indépendante^ c'est-à-dire si Ton a w = ç(j^), remplacer du par sa valeur (^\x) dx.
Ainsi, soit
y =r log sin x ; on aura
dy == -: — a. sma? = -: dx = coiç^xdx,
^ sina? sin 0? "
69. Les avantages de l'emploi des différentielles apparaîtront de plus en plus clairement à mesure que nous avancerons dans l'étude du calcul infinitésimal. Il nous parait cependant utile d'insister ici encore un peu sur ce sujet.
Si y est une fonction de x^ on a, en désignant cette fonction par (^{x),
dy = ]p' (a?) dx ;
les différentielles dx et dy sont arbitraires, leur rapport seul est déterminé, et rien n'oblige à considérer x plutôt que
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y comme étant la variable indépendante; Temploi des dérivées exige au contraire qu'on fasse un choix.
Plus généralement, considérons autant de variables qu'on voudra, x, y, 5, m, liées de telle sorte qu'on puisse les regarder comme des fonctions de l'une quelconque d'entre elles. Supposons qu'on regarde y, z, ?/, comme des fonctions de x^ on aura
dy = y'dXy dz = 2'dXy du = u'dx^
d"où
dy dz du
7 — r' — ~T — cix.
Si l'on veut alors prendre :;, par exemple, pour la variable indépendante, on pourra, sans nouveau calcul, obtenir les dérivées de j', y, u^ par rapport à :;; il suffira de diviser par (h^ ce qui donnera :
dx 1 dy ;/' du t/
dz z' dz z' dz z'
Tableau des difFéi-eul telles des fonctions usuelles
70. Voici le tableau des différentielles des fonctions dont nous avons calculé les dérivées dans le chapitre précédent :
d [a -{- hu -Y cv) = hdu -\- cdv d (uvw) du , dv . dw /u\ v^u — udv
UVÎO u V ' ÎO \v / V*
d [u"') = mu"'-^du, d {\Ju)=z
du
2\Jû
d logM = — > c/.(a") = rt'* loga,
du d (sin m) = cosudu, d :cos m) = — sin udu. d iisu) = — 5 — >
... V du .. , — ^«^ ./ * N du ^
afarcsm w) = -7=^'r/farccosî/)= ? effare tff?«)= 7—; — 5;
LA DIFFERENTIELLE
a, b, c sont des constantes; h, '', m; sont des variables indépendantes ou dépendantes ; enfin, danslcsdetix premières expressions de la dernière ligne, le radical a, pour la première, le signe de cosîi et, dans la seconde, le signe de sinï(.
DifFéi-ciiliclle totale d'une fonction de plusieurs variables indépendantes
71. D'après la formule (12) du chapitre précédent, l'accroissement de la fonction » de plusieurs variables j:, y, 2, se compose de deux parties que nous avons écrites sur deux lignes différentes pour les bien distinguer l'une de l'autre.
Supposons que les variables x, y, z soient indépendantes.
Par analogie avec ce qui a été dit pour les fonctions d'une seule variable, on donne à la partie de A» qui est sur la première ligne le nom de différPtiliflle loiale de la fonction u et on la désigne par du. On a donc, par définition,
du = /i (ir, y, ï) Aa; -|- /•; i>, y, s) &.y + fi (se, y, z) Iz (7)
On voit, en outre, que, si Aj-, A^, A: sont inTmiment petits du premier ordre et si les dérivées partielles /,', /^', /,' ne sont pas nulles simultanément, l'accroissement A» de la fonction sera aussi un infiniment petit du premier ordre, dont la valeur principale sera la différentielle totale du do cette fonction.
On peut d'ailleurs constater, en divisant l'une par l'autre les expressions de Aw et de du, que, si les dérivées partielles /i', //,/,' ne sont pas toutes nulles, le rapport
Am _ a^x -(- PAV + tA»
du I riàx + ri^y]-/:^z
pour limite l'unité lorsque Ax, Ay, A- tendent vers zéro.
du moins tant que les rapports des accroissements Ax, Ay, £iz à Tun d'eux restent arbitraires.
La relation (7), appliquée successivement au ca§ où la fonction se réduit tour à tour à »r, y ou 5, donne
dx = Aa?, dt/ = Ay, dz 2= Ax.
On peut donc écrire, au lieu de (7),
du = /•; (a?, y, z) dx -j- f'y (x, y, z) dy + /y (a?, y, -?) û?^. (8)
Mais, d'après la définition de la différentielle d'une fonction d'une seule variable (n** 66), les termes du second membre de la relation (8) sont les différentielles respectives de u considérée tour à tour comme une fonction de la seule variable .r y ou :; ; on donne à ces expressions
fx ( '% y, ^) dx, fy(x, y, z) dy, U, [x, y, z) dz
le nom de différentielles partielles de u par rapport à jr, y, s, et la relation (8) s'énonce de la manière suivante :
La différentielle totale d'une fonction de j:ilusieurs variables indépendantes est égale à la somme des différentielles partielles de cette fonction.
7Ii. Un grand nombre d'analystes écrivent la formule (8) sous la forme
du , . du , . du .
du =^ -rr dx 4- -:- dy + zr dz , dx ' dy ^ ^ dz
Toutefois cette notation peut entraîner de graves confusions, les divers du qui figurent dans cette formule ayant des significations différentes. Pour éviter toute erreur, quelques géomètres, à l'imitation d'Euler et de Laplace, écrivent
les parenthèses indiquant que
'du\ fdu\ f—\
/du\ (du\
W \dyr
\dzj
représentent simplement les dérivées partielles par rapport a j^, à y et à :;. Mais, on ne saurait le dissimuler, l'emploi des parenthèses est un embarras. Aujourd'hui on préfère, à l'exemple de Jacobi, supprimer les parenthèses en employant une autre forme de d lorsqu'il s'agit de dérivées partielles. C'est cette dernière notation que nous adopterons ; nous désignerons donc les dérivées partielles de u par rapport à j-, à y et à :; par les symboles :
i^U ^u du
^x Dy ^z
Les différentielles partielles correspondantes seront, dès lors, représentées par
r- dx, z- dy, ~ dz,
ex ^U - -
et la différentielle totale par
Ainsi, soit u = x^tfz ; on aura
et enfin
du ~ x^y {3yzdx + 2x2 dy + xydz).
Propriétés tic la diiTércntielle totale
73. Voici deux propriétés de la différentielle totale qui ont la généralisation des propositions dfls n°'39et 40.
Si une fonction tt de pluiifurs variablex indépendantes ■, y, s, se réduit à une constante pour les valeurs de ces •ariables comprises respectivement entre certaines limites, la Hfférendelle totale du est nulle entre ces limites; et, réciiroquement, si la différentielle totale du est constamment iulle, la fonction est constante.
En effet, comme djr, dij, dz sont arbitraires, la condition ht =; o entraîne
du du du
3a! iy dx
i réciproquement. Or (n° 39) les conditions précédentes xpriment : la première que u est indépendant de x, la Bconde que u est indépendant de y, et la troisième que u est idépendant de :.
Voici une application
Trouver la courbe dont les normales passent par un même oint.
Prenons ce point pour origine, el soient x et y les cooronnées rectangulaires d'un point quelconque de la ligne herchée. Le coefficient angulaire de la tangente étant
^, dx
ilui de la normale est
et Téquation do la normale est
Pour qu'elle passe par l'origine, il faut et il suffit qu'on
ait
dx
OU
œdx -\- ydy = o,
c'est-à-dire
et, par conséquent, d'après le théorème ci-dessus,
Les courbes demandées sont donc des cercles ayant pour centre le point de concours des normales.
». En appliquant le théorème précédent à la différence u — r de deux fonctions u et v de plusieurs variables indépendantes x^ y, 2, ..., on obtient la proposition suivante, qui est la généralisation de celle du n*^ 40 :
Si pour les valeurs des variables indépendantes x, y, Zy comprises respectivement entre certaines limites^ deux fonctions u et V ne diffèrent que par une constante ^ les différentielles totales du et dv sont égales; et, réciproquement, si les différentielles totales du et dv sont égales, les fonctions u et V ne diffèrent que par une constante.
Différentielle d'une fonction composée
76. Nous avons vu (page 58) que, si u, v, w sont des fonctions d'une même variable indépendante x, la dérivée par
rapport kx de la fonction composée w = /(w, i\ w) a pour |
expression
ce qui, avec nos nouvelles notations, peut s'écrire
day ?w rfw c)(i) g[ç^ ^ dïç
c/a? t)u <f a? "^ c)i? c/o? ^i^ dx
Si donc on multiplie par dx^ on a, pour la différentielle de la fonction composée,
diû i^'^ du 4-^ dv + ^ dîc. (ib)
Le second membre a la forme d'une différentielle totale (n** 72) ; toutefois ici du^ dc^ dtcne sont pas des différentielles de variables indépendantes^ c'est-à-dire des quantités arbitraires, mais au contraire des différentielles de fonctions d'une même variable.
77. La formule (10) subsiste dans le cas où w, v^ tv sont des fonctions de plusieurs variables indépendantes x^ y ; alors rfw, dt\ dw représentent les différentielles totales de ces fonctions w, r, ii\ de x et de y. La démonstration n'offre aucune difficulté. En effet, w étant en définitive une fonction des variables indépendantes x et y, on a
doy='---dx4~\-dy. (11)
D'autre part
^œ 'bu bx Dv ^x bîc 'bx
^(0 ?C0 ^H . Do> ^0 ^(1) ^l^
f>i/ bu by ' <)i7 t'y ' ho by
En portant ces valeurs dans la relation (il), on obtient :
expression qui n'est autre que (10), puisque les parenthèses représentent respectivement les différentielles totales r/?/, dv^ dtc.
Ce dernier théorème est très important; il en résulte que les règles de différentiation d'une sofume^ d*un produit^ d\in quotient et des puissances de fonctions d\me seule variable sont applicables au cas des fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Principe de la superposition des petites variations
T8. Nous avons vu (n° 1\) que, si Aj:, A?/, As, ..., sont des variations infiniment petiles du premier ordre, l'accroissement \u de la fonction u =f [x, y, z^ ...) est, en négligeant les quantités d'ordres supérieurs au premier, donné par la formule
Donc, si une fonction dépend de quantités qui éprouvent des variations très petites^ la variation totale de la fonction est sensiblement égale à la somme algébrique des variations que cette fonction aurait subies, si chacune des quantités dont elle dépend eût varié seule.
« Le principe de la superposition des petits mouvements », dit Coumot dans son Traité des Fonctions^ « qui joue un rôle
« si important dans Texplication des phénomènes physiques, « n'est lui-môme qu'une conséquence du principe que Ton « vient d'énoncer et qu'on pourrait appeler le principe de la « superposition des petites variations. Ce principe, fait com- « prendre comment un nombre borné d'expériences fournit « les moyens de calculer les variations d'une quantité qui « dépend de plusieurs autres, suivant une loi inconnue, « pourvu que les variations de ces dernières quantités soient « renfermées dans des limites étroites. Car il suffira, à la « rigueur, d'observer les valeurs de Am pour autant de sys- « tèmes de valeurs de Ax, Ay, A:;, ..., qu'il y a de dérivées « partielles à déterminer numériquement dans l'équation (12), « et ensuite cette équation donnera \u en fonction linéaire « de Ax, Ay, As, ..., pour des valeurs très petites, mais d'ail- « leurs quelconques, de ces variations. L'art des observations « consiste à observer dans des circonstances qui permettent « de déterminer ces coefficients inconnus avec la plus grande « précision ; la théorie des chances fournit à ce sujet des M indications que nous n'avons pas à développer ici. »
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER
Dérivées et différentielles des divers ordres d'une
fonction d'une seule variable
79. La dérivée y oxxf'{x) d'une fonction de x est en général une fonction de cette variable ; elle admet donc elle-mômc une dérivée qu*on nomme dérivée seconde et que l'on' représente par y'' on f [x), La dérivée de cette dérivée seconde prend le nom de dérivée troisième et est représentée par y'" o\xf^'{x)^ et ainsi de suite.
On nomme différentielle seconde d'une fonction y = / (a) la différentielle de sa différentielle première dy = y'dx^ à condition de considérer, dans le calcul de cette nouvelle difiFérentielle, le facteur dx comme constant, c'est-à-dire comme indépendant de x. Dans cette hypothèse la dérivée de ydx est y^dx^ et, par suite, en désignant par dhj la difiFérentielle seconde, on a
d^y = [y'^dx] dx = y'dx^.
En prenant de môme la différentielle de dhj, dx étant toujours considéré comme constant, on a la différentielle troisième qu'on représente par d^y et qui a pour expression :
cPy = {y'"dx^) dx = y'"dx\ et ainsi de suite.
On déduit de là
d'où Ton voit qu'en définissant les différentielles successives comme nous venons de le faire, l'analogie avec la différentielle première se trouve conservée : de même que la dérivée première y' est égale au quotient de la différentielle première dy par la première puissance de la différentielle dx de la variable indépendante, la dérivée rt'"'"^, y ^"\ est égale au quotient de la différentielle n'^™*, d'y, par la puissance n'*'"*' de la différentielle dx de la variable indépendante.
Application aux fonctions élémentaires
80. Voici les dérivées successives de quelques fonctions usuelles:
1» Soit
on aura :
dx dœ^ ^ ^
-pi =z m (m — 1)... (m — n + 1) x"'-"
Si îïi est entier et positif, la dérivée //^'"^ est constante et égale à 1, 2, 3, ..., m, et les dérivées suivantes sont nulles. 2* Soit
y = \ofrx; on a
dy 1 , c?'v , o
dx X * dx^ ' '
3« Soit
on a:
En particulier
zne'^.
4*» Soit
y = sin (a? + a),
OL étant une constante.
On a
^ = cos(a? + a) =sin {^) + a +|j = sin Ta? + a + 2 1 j
En particulier, pour a = o et a =^» on a :
rf" sin a? . / , Tz\ d"^ cos x / , 7c\
5* Soit enfin
y = arc tgo?; on a
-7-= cos^y= cos y. cost/ c?a? y y w
-T-2 = — 2 cosy siny ;^ = — sin 2y cos^ y
cos^ j^ cos2j^ — 2 cos y sin y sin2y) cos^y
= — 2 cos 3y cos^ y
On en conclut, par induction,
dcG^
= {— Ij^-H. 2... (n — 1) cos'* y sinn {^ — y\
sauf à vt-rifier la généraliti; de. celle loi en prouvant, co qui we présenle aucune difficulli^, que, si la formule est vraie pour la «'*'™ dérivée, elle subsiste pour la dérivée d'ordre n-\- i.
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Ul. Les dérivées partielles
d'une fonction n = f (.c, y, ;) de plusieurs variables sont elles-mêmes des fonctions de ces variables, et on peut prendre successivement les dérivées partielles de chacune d'elles par rapport à j", à y ou à ;. On obtient ainsi les dérivées jiartielïps <Ui xecotul ordre de la fonction «, tandis qu'on réserve le nom de tlêrii'i'cs partielles du premier ordre aux quantités ci-dessus.
En prenant la dérivée par rapport k x. à y ou k z des dérivées partielles du second ordre, on obtient les déritées parde/les du troisième ordre; et ainsi de suite.
Si west le nombre des variables j-, y,z, ...,qui entrent dans la fonction ;/, on obtient un nombre de dérivées partielles égal à m pour le premier ordre, à ni- pour le second ordre,.,... à m" pour le n"'"° ordre.
Mais les dérivées partielles ainsi obtenues pour un môme ordre supérieur à 1 ne sont pas toutes distinctes. Cela vèsulte du théorème suivant.
an. On peut, sans changer la valeur d'une dérivée partielle d'ordre quelconque, intervertir l'ordre des dérivations, it condition que la fonction et les dérivées partielles jusqu'à l'ordre indiqué soient continues.
Il suffit évidemment de démontrer la possibilité d'interver-
tir Tordre de deux dérivations successives ; le théorème général en résultera par un raisonnement analogue à celui qu'on emploie en arithmétique dans le théorème relatif à Tordre des facteurs d'un produit.
Soit donc u une fonction de plusieurs variables et
nio^.y). fy{oo.y) (i)
les dérivées partielles de ti par rapport à deux quelconques X et y des variables dont elle dépend ; pour plus de rapidité, nous omettons dans les parenthèses qui accompagnent les signes /', , f\j les variables autres que x et y, vu qu'elles restent constantes dans la question.
Il s'agit de prouver , que, si Ton prend la dérivée par rapport à// de la première des expressions (1) et la dérivée par rapport à x de la seconde, les deux résultats obtenus, que nous désignerons respectivement par
flx[co,y), /ïv(^, y),
sont les mêmes.
A cet effet, considérons l'expression
où Xq^ yoi ^1 ^ ^^^^ ^^s quantités déterminées. Si Ton pose
/ (^» .Vo + f^) — f (^1 ^o) = ? {^)^
on aura
U = <p (a?o + A) — ^ (Xq),
et, par suite, en vertu du théorème des accroissements finis,
Mais on a
?' (^) = fx (a?, yu + ^) — fx (^, Vo) ;
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et, par suite, d'après le théorème déjà cité,
ç' (x) = kfl^ (x, y^ + 0,^) (o < e, < 1),
en sorte que
u = hhry^ (x, + e;i, y, + e^A). (â)
Le même raisonnement, en échangeant les rôles des lettres X et y, conduirait à
U =^ kh r.y [X, + Ih, y, + \k) {^l^ J^ ^*^) (3). On a donc, en comparant les relations (2) et (3),
f'yx (a?o + eA, 3/0 + ^^^) = fxy (^0 + ^^. yo + \^)^
et, par suite, à la limite, lorsque h et k tendent vers zéro,
fyx G'^i y) = Hcy (a?, y).
83. Cela posé, revenons aux dérivées partielles des divers ordres d'une fonction ti de plusieurs variables, et considérons d'abord le cas où ces variables ne sont qu'au nombre de deux, X et y.
La dérivée partielle^? quand on prendra successivement
sa dérivée par rapport à j- et sa dérivée par rapport à y, donnera deux dérivées partielles du second ordre que nou s désignerons respectivement par
L'autre dérivée partielle du premier ordre — > quand on
prendra successivement sa dérivée par rapport à y et sa dérivée par rapport à .r, donnera, à son tour, deux dérivées partielles du second ordre, que nous désignerons respecti-
vement par
Mais, d'après le théorème ci-dessus, on a
Il n'y a donc que trois dérivées partielles du second ordre distinctes
^X' ^x^y ^y^x Dy*
Elles ont pour expression générale
2 et 3 étant des entiers positifs ou nuls dont la somme est égale à 2.
L'expression générale des dérivées partielles de Tordre n d*uae fonction w d*un nombre quelconque de variables jT, //, ..., / est
a, P , ô étant des entiers positifs ou nuls ayant pour
somme n. L'exposant, dont la différentielle d'une variable quelconque est affectée, dans le dénominateur de ce symbole, indique le nombre des dérivations relatives à cette variable. Par exemple, la notation
^jc^V^-^
représente le résultat obtenu en prenant deux fois de suite la dérivée par rapport à z, puis une fois la dérivée par rapport à y, enfin deux fois la dérivée par rapport à j".
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Voici, pour ne rien laisser à désirer sous le rapport de la clarté, le tableau de ces opérations successives, en supposant
On a
Différentielles partielles et différentielles totales des ordres supérieurs des fonctions de plusieurs l'ariables indépendantes.
84. Considérons d'abord une fonction u de deux variables indépendantes j: et y ; chacune des différentielles partielles du premier ordre
r- dx, T- dy
donnera deux différentielles partielles du second ordre quand on la différentiera successivement par rapport à x et à y. Dans ces différentiations les différentielles dx et dij des variables indépendantes, qui, comme on sait, sont arbitraires, seront supposées constantes. D'après cela, en différentiant
Dm , T- dx ox
par rapport à Xy on aura
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et, en difTérentiant par rapport à y, on aura
L'autre difTérentielle partielle du premier ordre
donnerait les différentielles partielles du second ordre et, comme
on a finalement les /rois différentielles partielles du second ordre distinctes
Le type général des différentielles partielles d*ordre n d'une fonction ii d'un nombre quelconque de variables indépendantes x, y^ ...., t est
^ ^^ u — rrr dx^dy'^,,.dl^^
n désignant la somme a+ g + .... +6.
80. Enfin il y a lieu aussi de distinguer àf^^'différentielles totales des divers ordres.
u étant une fonction de plusieurs variables indépendantes, la différentiel le totale du définie au n* 72 prend le nom de différentielle totale du pretnier ordre. On nomme différentielle totale du second ordre ^ et on représente par dru la dif-
férentielle totale de </w, c'est-à-dire la somme des différentielles partielles de du. De même, on nomme différentielle totale du troisième ordre et l'on représente par dhi la différentielle totale de dhi ; et ainsi de suite.
Nous allons calculer ces différentielles successives.
Pour avoir la différentielle totale d'une fonction ti de plusieurs variables x^ y^ z^ il faut, d'après la définition même de cette différentielle, prendre les dérivées partielles de cette fonction par rapport à x^ y, z, multiplier respectivement ces dérivées par dx^ dij^ dz, puis ajouter. En appliquant cette règle à la différentielle totale du premier ordre
C?U = r- rffl? 4- ;r- (fy + T- dz (4 i
on a
î) (du) - , D (du) , , 2^ (du) ,„.
or, les variables x^ y, z étant indépendantes, rfx, rfy, dz sont constantes, en sorte qu'on a
d'où, par addition,
On peut écrire symboliquement
d'-u = ( T" ^^-^î + ^ <^y + r" dz\
à condition de remplacer Irni- par ^hc aux numérateurs des divers termes du carré effectué.
En général on peut écrire symboliquement
/Dm , , Dw , , Dm , N" ,o.
d'u={^da>+^dy + ^^dsy (8)
pourvu qu'après avoir développé la n'^™^ puissance on remplace au numérateur de chaque terme Dw'' par D"m.
Pour le prouver, il suffit de montrer que, si la loi est vraie pour d"u, elle subsiste pour d"-^*u.
A cet effet, prenons dans rf"w un terme quelconque
OÙ 7> -h 9 + /• = n. La partie de rf"+*M provenant du terme T sera
DT DT DT
^dœ+-dy + ^^dz; (9)
or
rr- dw=K ^ „^.^ . dxP^^dt/fdz''
dT „ y+hi
T-û?y = K ^ „^ ^ ,^ ^ dxPdi/'+^dz''
DT y+*u
La partie (9) peut donc s'écrire symboliquement
et, comnie on peut en dire autant pour chaque terme de rf"w, on voit que le calcul direct de rf'*"^*w conduira à écrire les mômes termes que la multiplication symbolique de rf^w par
:r- ao; 4- r- ory -4- r- az^ ox ^ oy ^ ^ oz
Si donc d'il s'écrit symboliquement comme l'indique la formule (8), rf^ + V/ aura pour expression symbolique
Calcul des différentielles et des dérivées des divers ordres d'une fonction composée
Lorsque, dans
les variables x^ y, ;; ne sont plus indépendantes, mais sont elles-mêmes des fonctions d'une ou de plusieurs variables, la fonction ti est dite composée, et nous savons (n° 77) que sa différentielle totale du premier ordre est encore donnée par la formule (4), absolument comme si x, y, z étaient indépendantes.
Ainsi la formule (4) subsiste ; mais il n'en est plus do môme de la formule (7). C'est qu'ici dx^ dy^ dz ne sont plus des constantes, et dans le calcul des quantités
;) {du) ':>{du) 7) {du)
qui figurent dans la formule (5), il faut considérer chaque terme de
, du , i du , , i^H ,
du =1 T" «-^ + T~ « V 4- <~ dz ^x ' t'y ^ ' ^^
comme un produit de deux facteurs qui sont Vim et F autre variables. Ainsi il faudra ajouter respectivement aux seconds membres des relations (6) les quantités
lH^ ^ rf^v - d^z
et, par suile, au second membre de (7), la somme de ces quantités. On aura ainsi
la première partie du second membre est sous forme symbolique.
Le même procédé conduirait aux expressions de rf-^t^, rf'*w, ..., mais les formules qu'on obtient sont peu utiles à cause de leur complication.
Ce qui importe en pratique, c'est le calcul des dérivées partielles des divers ordres
^j.pyyf.,.
de la fonction composée (10) par rapport aux variables indépendantes a, g,..., dont x^ y, z sont des fonctions données. Le problème est ramené de la sorte au cas des fonctions d'une seule variable : en effet on dérivera d'abord p fois de suite Texpression (10) par rapport à a, puis on dérivera le résultat
— ; ç fois de suite par rapport à p, ce qui donnera ? et
ainsi de suite.
ST. Lorsque dans la fonction composée (10) les fonctions composantes x^ y, z sont des fonctions linéaires de la variable ou des variables indépendantes a, ?,..., c'est-à-dire sont de la forme
Aa+B ou Aa + Bp + C, ...,
les différentielles premières rfx, r/y, dz sont des constantes; et, par suite, les différentielles d'ordre supérieur.
d'^Xy cPi/^ d?z^ d^Xy ...,
sont nulles ; par suite d'hi est donnée par la formule (8); en d'autres termes, les différentielles totales de tout ordre de la
fonction composée (10) s'expriment dans ce cas simple comme si X, y, :; étaient des variables indépendantes.
Formule de Leibnitz
88. Il est un autre cas, fort usuel d'ailleurs, oîi la différentielle totale d'ordre n d'une fonction composée est susceptible d'une expression simple. C'est celui où cette fonction est le produit de fonctions w, r, ..., 6-, d une ou plusieurs variables indépendantes.
Considérons d'abord le produit de deux facteurs n et t\ On a successivement
d {uv) = vdu -f- tidv
d} {uv) = d {vdu) -f- 0? {udv)
= vd^u + 2dudv -f- (cPr) u ûP {uv) = d (vd^u) 4- M {dudv) + d {ud^v)
= vd^u + Sdvd^u + 3 dhdu + {dH) u ;
on en conclut, par induction,
rf« {uv) = vd'^u + Cic?rrf''-<M + ... (li)
... + Cîrf*î?rf»-*M*+ ... + {d^'v) w,
formule attribuée à Leibnitz, et dans laquelle C* désigne le nombre des combinaisons de n objets k à A\
89. Pour achever la démonstration de la formule (11), il sufiit de prouver qu'en la supposant vraie pour l'ordre n elle subsiste pour l'ordre n + 1.
A cet effet on dillérenlic la formule (H), ce qui donne
(;"+* (wr) = t?a^'»+*w + ... + (CJ-* +Ci)d*rrf«+»-^ -f ... + (d«+<t?) u\ et, comme on a évidemment
CAr — 1 I f^k r>k n -f- v-n — ^n+ 1>
■îT
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il vient,
<f« +< {uv) = rû?«H u + ,.. -}- C^^^^d^'vd^+^'^u + ... + {d^+*v)u,
expression qui n'est autre que (H), dans laquelle on a changé n en n + 1.
On donne souvent à la formule (H) la forme symbolique
d''{uv) = {du +dv)^. (12)
Voici comment il faut Tentendre : après avoir développé le second membre d'après la règle du binôme de Newton, on mettra en facteur dans le premier terme {dvy et dans le dernier {dtiy ; puis on remplacera les puissances {du)^ et {dv)
respectivement parles différentielles rf*w, cPi', lorsque k n*est pas nul, et par u et r, si k est nul. Il est clair qu'on tombera ainsi sur la formule (H).
Considérons maintenant un produit
0) =2 uv,., lO.S
d'un nombre quelconque de facteurs ; on aura encore sym-boliquement
rf«<D = [du -{- dv -\- .„ -\- dw + dsY ; (13)
en d'autres termes, pour obtenir rf^w, on devra : V développer le second membre comme une puissance ; 2** introduire ensuite en facteur dans chaque terme la puissance zéro de celles des différentielles rft/, dt\ ..., ds qui ne figurent pas dans ce terme; 3" remplacer les puissances
par les différentielles
si k diffère de zéro, et par si A: est nul.
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Pour démontrer la formule (13), il suffit maintenant de faire voir que, î^i cette formule est vraie dans le cas de m — 1 facteurs, elle subsiste lorsque ces facteurs sont au nombre de in, A cet effet, désignons par y le produit des m — 1 facteurs u, r, ..., îr; on aura symboliquement par hypothèse •
rf^w =r rf« {y. s) z= [dy + ^*)''-
Or à un terme quelconque kkdy^ds''-^ du développement de ce binôme correspond dans rf'^w le terme ki:d^yd'^'~^s^ c'est-à-dire d'une façon symbolique
Ait(û^w + do + ... + dwfds"-^.
En raisonnant de même sur les autres termes et ajoutant, on tombe sur la relation symbolique (13).
Dérivées successives d'une fonction de fonction
90. Nous terminerons ce chapitre par la recherche de T-^» y étant une fonction de fonction de x définie par les
équations
Des relations (1) on déduit par différentiations successives :
+ /'HV'(«)-
On voit par là que -r^ est de la forme
(.'.tJL
les coefficients Aj, A.j, ..., A., dépendent de f{x) et de ses dérivées, mais restent les mômes, quelle que soit la fonction f{ii)»
On déterminera donc ces coefficients en faisant sur cette fonction <^{u) des hypothèses particulières. En appliquant successivement la relation (2) aux cas où les valeurs attribuées à ç(î/) sont les puissances, n, i/-, ..., «"*, on obtient, pour déterminer Aj, A^>, ..., A», les équations linéaires ;
Nous laissons au lecteur le soin d'achever ce calcul qui n'affre ni intérêt, ni difficulté.
Définition des fonctions implicites
91. Lorsque ??? + n variables x^,.,x^^ ?/,...w", sont liées par // équations
non résolues par rapport à w^,- ... i/„, on dit que Wj, ..., ti^ sont des fonctions iniplicites de a:^, ..., ir,„.
Mais sous quelles conditions ces fonctions W|, .... w« sonlelles bien définies et ont-elles des dérivées déterminées? La réponse à cette question exige quelques explications.
On dit que plusieurs variables indépendantes ar, y, z restent situées dans un champ (C) déterminé par les intervalles (a, a), (g, p'), (y, y'), lorsque les valeurs que peuvent prendre ces variables sont tous les systèmes de valeurs telles qu'on ait
Cela posé, considérons les fonctions /j, ..., /„, qui constituent les premiers membres des équations (1); soit (C) uh champ dans lequel ces fonctions soient bien définies et con-
tinues, ainsi que leurs dérivées partielles, par rapport à
u^l , ..., ^mj *'lï •••1 ^'n*
Si x^= a^y ..., j»^ =r âr^„, M^ = ij, ..., u,^ = i„ est un .v/y.s- /è?}iP de valeurs comprises dans le champ (C) et propre à vérifier les équations (1) sans annuler le détei^minant
il existe un système unique de n fonctions ^
satisfaisant aux conditions suivantes :
V Elles prennent respectivement les valeurs i^, ..., i„ quand on attribue à x^, ..., x^, les valeurs a,, ..,, «„, ;
2** Elles sont bien définies, continues et possèdent des dérivées déterminées dans un certain champ (C) comprenant «|7 ...» (^m-i ^f dans lequel K ?*este différent de zéro ;
3* Pour tout système de valeurs de x^, ,.., x„^ renfermées dans le champ (C), les fonctions /j, ..., A deviennent identiquement nulles, lorsqu'on y remplace ?/,, ..., u^ respectivement par 9,, ..., 9rt.
Ce sont les fonctions Ç|, ..., ç,» définies de la sorte, qui constituent \q^ fonctions implicites i/,, ..., ?/,..
11 était indispensable, pour préciser la définition dos fonctions implicites, d*énoncer le théorème qui précède. Quant à sa démonstration, elle n'offrirait aucune utilité à nos lecteurs, et, comme elle est assez délicate, nous renverrons les personnes désireuses de la connaître au Cours ff Analyse de M. Jordan. Ces considérations purement théoriques nous éloigneraient de notre but qui est surtout d'apprendre à calculer les différentielles et les dérivées des fonctions implicites.
On pourrait aborder de suite le cas général, mais il nous paraît préférable de commencer par les cas simples qui sont les plus usuels.
Différeniiaiion des fonctions implicites d'une variable indépendante
\. Soit u= 9(x) la fonction implicite définie, sous les conditions indiquées ci-dessus, par une équation
Ici le déterminant K se réduit à ^ et, par suite, cette der-
nière quantité est supposée différente de zéro dans un certain champ.
Cela posé, dans/(.r, w) on suppose // remplacé parç(j:), f{Xj u) sera une fonction composée ; et, comme cette fonction composée est égale à zéro, c'est-à-dire conserve une valeur constante dans le champ considéré, ses dérivées successives devront rester nulles dans le même champ. On a donc, en appliquant la règle de dérivation des fonctions composées :
\ox* ' oxcu ' Dw^ J ^ Ou
Puisque ^ n'est pas nul, la première de ces équations
donnera pour la dérivée première// une valeur déterminée; on portera cette valeur de ii dans la seconde équation qui, pour la même raison, donnera une valeur déterminée pour u\ et ainsi de suite.
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Oî3. Considérons, en second lieu, le cas où Ton donne /#. équations entre w + 1 variables, dont une seule reste dès lors indépendante; et, pour fixer les idées sans nuire à la généralité de la méthode, prenons le système
f^ (a?, w,, Wj) = o, /i {co, w^, Wa) = o, (2)
en vertu duquel Wj et i/o sont des fonctions implicites de la variable x. On suppose d'ailleurs le déterminant J différent de zéro dans un certain champ.
Puisque Mj et ^2 sont des fonctions de x, les expressions /j {x^ Mj, «.>), f<i (^, Wi, w-2) s^^** ^^s fonctions composées de cette variable, et, comme ces fonctions composées sont nulles, c'est-à-dire conservent une valeur constante dans le champ considéré, leurs dérivées par rapport à x devront rester nulles dans ce champ. On à donc, en appliquant la règle de dérivation des fonctions composées
K n'étant pas nul, le système linéaire (3) donnera pour les inconnues w'^ et w'odes valeurs déterminées ; en portant ces valeurs dans (4), on aura un système linéaire par rapport à II" X et ii\ et qui, ayant pour déterminant K, déterminera ces inconnues ; et ainsi de suite.
Diiférenlialion des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes
94. Considérons maintenant le cas général, c'est-à-dire le cas relatif aux équations (1); et, pour fixer les idées, supposons 7)1 = 3 et n = 2. Les équations données sont alors :
Elles définissent un système de fonctions implicites t/, et ;/o, le déttirminant
étant supposé différent de zéro.
Les fonctions f^ et f^ sont des fonctions composées des variables indépendantes j"j, »/'o, Xg. Ces fonctions composées ayant une valeur constante (qui est ici zéro), leurs différentielles totales des divers ordres sont aussi nulles. On aura donc les relations
rf/2 = 0
Développons ces équations et, pour abréger récriture, désignons par /Tune quelconque des expressions /j et f.y ; Téquation c/f = o développée est
/«.+lf/«» + (^^-.-^.^'^» + l;^3) = o; (8)
et, pour avoir le système (6) développé, il suffira d'affecter successivement dans (8) la lettre f des indices 1 et 2. On
obtient ainsi un système de deux équations linéaires par rapport aux inconnues du^, du^, et qui détermineront ces différentielles totales, puisque le déterminant de ces équations est précisément le déterminant J qui, par hypothèse, est différent de zéro. Ces valeurs seront de la forme
du^ = A^dx^ + A.^dx^ + Agdjîj, | .^.
du^ = B^dx^ -}- B2dx^-{-B^dx^, \ ^ '
ce qui donnera pour les dérivées partielles du premier ordre de w, et de w, les expressions
^œ,^^'' cV,-*^^' c^a;3-"^3-
Passons maintenant au second ordre.
En dififérentiant la relation (8) et n'ouhliant pas que rfjC|, dx.^^ dx^soxd constants, on a Téquation:
+( -r^ dœ^-^-^ — f— c^Wj +^^^ — r— diu + r — r— dœ. + ;; — T~dx^ ]dx^
dans laquelle, pour plus de clarté, nous avons placé sur une même horizontale tous les termes fournis par la diflTérentiation d'un môme terme de (8), sans opérer aucune réduction. On déduira de là le système (7) développé, on affectant successivement la lettre f des indices 1 et 2 et remplaçant rfWi et du^ par leurs valeurs (9). On obtiendra de cette façon un système de deux équations linéaires par rap-
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port aux deux inconnues dht^, cPu.j,, et qui, puisque K est différent de zéro, déterminera ces deux différentielles totales du second ordre. Les valeurs tirées de ces deux équations seront de la forme
d^u^ = C^rf^î + C^dxl + C^d^l
+ ^C^dœ^rfx^ + 2C^dx^dx^ + ^C^dx^dx^
d^u^ = iy^dx\ + D^dx\ + Djrfxl
+ Vùj^dx^dx^ 4- ^ly^dx^dx^ -f ^Xy^dx^dx^y
et Ton aura enfin, pour les dérivées partielles du second ordre,
c>a?î ""^*' cV» ""^2' ^xl '^ ^'^x,l>x^'~^''^x,^x^-^ ^'^x,,^x^ ""
On continuerait de mt^nie pour les ordres suivants.
On peut procéder un peu autrement
Tandis que nous avons (n" 94) calculé directement les différentielles totales pour en déduire les dérivées partielles, on peut commencer par calculer séparément les dérivées partielles ; ce calcul s'effectuera, d'ailleurs, par la règle relative aux fonctions implicites d'une seule variable.
Nous allons appliquer ce procédé au cas fort usuel d'une fonction implicite z de deux variables indépendantes x et y. On donne alors Téquation unique
et le déterminant K se réduit à ^ qu'on suppose diderent de
zéro.
Il est d'usage de représenter, dans le cas qui nous occupe, les dérivées partielles :
iVcV'
respectivement par les lettres
Cela posé, pour obtenir jj et y, on différentiera Téqualion donaée (11) deux fois de suite en considérant la première fois y, la seconde fois .r, comme constantes.
On aura ainsi (n** 92) :
ex ûz ôy ^ ^ oz ^ '
d'où
IL K
Pour avoir /•, v, /, on différentiera les équations (13), ou mieux les équations (12), chacune deux fois, en regardant d'abord y, puis x comme constantes ; cela ne fournira en r<^alité que trois équations
attendu que la différentiation par rapport à y de la première des équations (12) donne le môme résultat que la différentiation de la seconde par rapport à x. Ces trois équations (14) donnent, après qu'on y a remplacé /> et q par leurs valeurs (13),
/^\\ , ^ 9 iv V V _ ^ /^/v __ ^ m' ' /i3.
\^z/ y^y^z'dx ^x^z'dyj "dz ^x^y\7>z) '^z'^'dxT^y I
iOO
Exemple : soit l'équation
entre les variables indépendantes :r et y et la fonction z, On a ici
if 2.V
DV 2 3y» ~ î»'
DV 2 3*> c»'
c^JTc^S-
c^cTt)^
d'où Ton déduit, en portant ces valeurs dans les formules (13) et (15) :
aH^z'
lléter mina lits foiiclioniiels
97. On nomme déterminant fonctionnel d'un système de n fondions
de n variables indépendantes :r^, ..., x.^, le déterminant
formé avec les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions. C'est Jacobi qui l*a introduit dans l'analyse et qui en a fait connaître les principales propriétés.
Voici la plus importante :
Pour que les fonctions ^^j,..., u^ne soientpas indépendantes, il faut et il suffit que leur déterminant fonctionnel i soit identiquement nul, quelles que soient les valeurs de x^, ..., x„.
Pour fixer les idées, nous prendrons n = 3. Les fonctions considérées seront alors
^^2 ^"^ /a V^\ » ^2' ^3/ «3= fz (^<» ^21 ^3)
et leur déterminant fonctionnel
Cela posé, si w,, xl^, 1/3 ne sont pas indépendantes, il existera entre elles une relation que Ton peut supposer résolue par rapport à Tune de ces quantités, à m, par exemple; on aura donc:
et Ton en déduira,endifférentiantsuccessivement par rapport à y,, x.it -^37 l^s équations
'bu. Dcp Du^ <)a) <)Ma
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qui, par l'éliminatioa de ^ et de :^ t donnent
Ainsi la condition énoncée est nécessaire. Il resle à montrer qn*elle est sofBsante.
Soit donc J = o, et supposons d*abord que tous les premiers mineurs [obtenus par la suppres>ion simultanée d'une ligne et d^une colonne] ne soient pas nuls : soit<. par exemple*
dXj
Les deux dernières équations 16)
Uj = /j ./*^, J?j, Xj f
détermineront ^2 et r^ comme fonctions implicites de t,, //.> et 2/3 (n* 91;, et en différenliant par rapport à x, chacune des équations (18), on aura les relations
qui, puisque J, n'est pas nul, dtHermineront les dérivées partielles
Mais, si dans la première équation (16)
on remplace les fonctions x.^ et ^-3 par leurs valeurs en x,, Wo, y/j,
on aura
et, par suite,
Dj7| "" ^x^ ~^ Da?j ^x^ "•" )>x^ ^x^
Cela posé, rélimination de ~^et de —^ entre Téquation (21)
^Xi
^Xi
et les deux équations (19) donne
Dr,
•^j:.^ Da?a
Do;,
Da?j Da?,
Dojj DoJj
c'est-à-dire
* Do?,
Comme J est nul sans que J| le soit, il faut que r-^ soit
ÔXi
nul, c'est-à-dire que x^ ne figure pas au second membre de Téquation (20), laquelle se réduit à
ti, = ^ (e/j, M3)
et montre que i/j, 21.2, u^ ne sont pas indépendantes.
Examinons maintenant le cas où tous les premiers mineurs de J sont nuls.
Les éléments de ce déterminant J ne pouvant être tous nuls, sans quoi les fonctions se réduiraient toutes à des constantes, nous pourrons supposer, par exemple, que
est différent de zéro.
La dernière des équations (16)
«3 — /'j (i^i, û?^, ûîa)
déterminera 0:3 comme fonction implicite de x,, ^2, 1/3; et, en différentiant cette dernière équation successivement par rapport à Xj et à x^^ on aura les relations
qui, puisque^ n'est pas nul, déterminent les dérivées par-
« • Il 0X0 0X0 tielles —^j --^•
Mais, si dans la première des équations (16)
on remplace 2^2 P^^* ^^ valeur en fonction de Xj, ^2, M3, on aura
et, par suite,
^ajj <^^2 *^^3 ^^1
Cela posé, si Ton porte dans ces deux équations les valeurs de -^j --^ tirées des équations (22), on obtient
vXê cXa
c^a?| Da?3 <)a7, <^a?3
et
CV3 ^F
^a?3 c^ajj
et, comme les seconds membres sont nuls sans que -^ le soit, il faut que — et ^ soient nuls, c'est-à dire que la
vXi v To
relation (13) se réduise à
Nous sommes parti de la première des équations (13) ; en partant de la seconde et raisonnant de même, on verrait qu'on a aussi
Les fonctions «/,, î/.,, u^^ ne sont donc pas indépendantes.
La démonstration est instructive en ce qu'elle donne les conditions pour qu'il y ait une, deux... relations entre les fonctions t/^, ..., </»•
Ott« Exemple : soient les fonctions :
Mj = a?, — 2a?2 + 3^73
Leur déterminant fonctionnel est
2a?j — a?3, Xy + 2^73, — ^1 + ^^2 — "^^3
En le développant par rapport à la dernière ligne, on obtient l'expression
qui est identiquement nulle ; donc les fonctions proposées ne sont pas indépendantes. En outre, il est bien évident que le ijlineur résultant de la suppression de la dernière ligne et de la dernière colonne est différent de zéro ; donc il n'existe qu'une relation entre Mj, t/.,, W3.
Il est aisé de constater que cette relation est:
u\ — mJ = 4m,.
Division de la question. — Lemme préliniinaii^e
99. On a souvent besoin, dans le cours d'une recherche, de remplacer les variables primitives par d'autres ayant avec elles des relations données qu'on nomme formules de transformation.
Pour procéder du simple au composé, nous distinguerons quatre cas, suivant qu'il y a une ou plusieurs variables indépendantes, et selon que le changement ne porte que sur cette variable ou sur les variables, ou qu'il atteint aussi la fonction.
100. Avant de traiter ces quatre cas, nous résoudrons la question préliminaire que voici :
y étant une fonction (Vune variable indépendante x, on demande d^ exprimer les dérivées successives y\ y\ y"\ ..., de y par rapport à x en fonction des différentielles de x et de y considérées comme fonctions d'une même variable indépendante quelconque non spécifiée.
On sait d'abord que la dérivée première y' est égale au quotient de dy par dx.
En appliquant dès lors à la fraction
la règle de différenliation d'un quotient, on obtient
d'où
dy ou y'dx = ^^ ^1
dxfpy — dyd^x
La même règle appliquée à celte nouvelle fraction donne ^ n V — ^^^ Jf^^f^y — dyd^œ) — Zdx^d^x {dxd^y — dyd^x)
QX
d'où
„ dx [dxd?y — dyd^x) — Zd^x [dxd^y — dyJPx) . .
^ - dx^ ' ' ^^^
cl: ainsi de suite.
On voit que y'"^ s'exprime en fonction de dx^ (Px, ..., rf"a*,
Premier problème :
changement de la variable indépendante
lOI. Soit V une expression renfermant une variable indépendante x, une fonction y de cette variable et les dérivées successives y\ y\ y'"\ Que devient Vexpression V quand on substitue à la variable indépendante x une autre variable indépendante /, liée à x et à y par une relation flonnée ?
On commencera par transformer, à l'aide des formules (1), (2), (3),..., l'expression V en uneaulre Vj, où la variable indépendante ne sera pas désignée. V, contiendra jr, y et leurs diflFérentielles successives, et il restera à chasser de cette expression x et ses différentielles; on y parviendra en tirant jr, dx\ (Px, ..., de la relation donnée et des équations qui résultent de la différcntiation de cette relation de transforma-
lion; on aura soin, dans ces différentiations successives, de considérer / comme la variable indépendante, c'est-à-dire de supposer dl constant.
Si la formule de transformation a la forme simple
on aura
dx=f (t) dt, d^x = f\t) dl^,
Si la formule de transformation a la forme générale on aura, pour calculer rfx, d^x^ ..., les équations
etc.
Exemple. — Que devient Téquation
{i-x^)y'^ay+n^y = o, (4)
quand on substitue à la variable indépendantes la variable / liée à a: par la relation
X =z cos c. (5)
Les formules (1) et (2) permettent de mettre (4) sous la forme
,. 3^ dxd^y — di/d^x dy . ,
où la variable indépendante n*est pas désignée.
D'autre pari, la formule de transformation (5) donne
<fa? = — sin t (il, d-x = — cos t di^ ; (7)
en portant les valeurs (5) et (7) dans (6), on obtient, réductions faites,
pour la transformée demandée.
Deuxième problème : cliancjement de la rariable indépendante et de la fonction
JO.i* Soit V une expression contenant une variable indépendante x^ une fonction y de cette variable et ses dérivées successives y\ y\ y"\ ... Que devient l'expression V quand on substitue à x et à y deux nouvelles variables u et te liées aux premières par deux relations
oii u désigne la nouvelle variable indépendante^ et te la nouvelle fonction.
On commencera par Iransformer, à Taide des formules (1 ), (2), (3), . . . , lexpression V en une autre V, où la variable indépendante n'est pas désignée. Cette. expression V, contiendra
57, y, dx, dy, d^x, d'^y, rf'a?, rf^y, ...
et il restera à calculer ces quantités à l'aide des relations (9) et des équations que Ton en déduit par différentiations successives, en ayant soin de considérer dans ces différentiations u comme la variable indépendante, c'est-à-dire de supposer du constant.
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lOi. Exemple. — Quelle est la transformée de l'expression :
lorsqu'à la variable indépendante j: et à la fonction // on substitue les variables p et 0 liées à r et y par les relations
a;=:pcosO, y=:psinô, (11)
où 0 désigne la nouvelle variable indépendante.
Les formules (1) et (2) permettent de mettre l'expression (10) sous la forme
Or la première différentiation des relations (12) donne
dx = c/p ces 0 — p sin Oc?ô / .^
dy = rfp sin 0 + p ces Orfô : ( ^ ^
puis on a par une seconde différentiation (où rfO est constant)
d^x == rf'^p cos 0 — 2dp sinOrfà — p cos bdb^ ( , , l^y = û?2p sinO + 2(/p cos 0^6 — psinOc^O^ ) '
La substitution des valeurs (13) et (li) dans (12) donne pour la transformée cherchée
" ['■+Câ)T
Nous verrons plus tard que l'expression (10) est celle du rayon de courbure d'une courbe plane en coordonnées rcctilignes rectangulaires. On sait, d'ai Heurs, que les formules ( 1 1 j
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sont celles qui lient les coordonnées rectangulaires œ et y aux coordonnées polaires p et 0; Texprcssion (15) est donc celle du rayon de courbure en coordonnées polaires.
Il y a souvent avantage à introduire, dans les formules
{ relatives aux coordonnées polaires, rinverser= -du rayon
P vecteur au lieu du rayon vecteur lui-môme.
Pour avoir la transformée de la formule (15) dans cette
hypothèse, il suffit de substituer dans cette formule les
valeurs
_1 Ç[e____lç?r d'^p __ 1 d^>* 2 /dry ^ "" r' rf9 "" y^ dh' dV^ "" "~ r^ rfô^ "^ H \d^) '
ce qui donne
lOo. 11 arrive parfois que les relations de transformation contiennent des différentielles. Voici un exemple de ce cas.
Considérons la formule (10) ou plutôt la transformée (12; dans laquelle la variable indépendante n'est pas spécifiée, et supposons qu'on choisisse celte variable indépendante .v telle que l'on ait :
dx^ + dt/'*' = d^K (H)
La différentiation de cette relation donne (en observant que, .V étant la variable indépendante, on a dr.s = o)
dxd^x -\- dyd^y = o.
On a d'après cela
{dxd^y — dyd^x ' ~ idxd^y — dyd'^x)^ + [dxd^x-^- dyd^yy
= [dx^ + dy ) [[d^x)-^ -f [d'^yY] = ds'^ [{d'^xY' + {d'^y)^l
™JC
et, par suite, en vertu de (12),
formule élégante et souvent utile.
106. Nous terminerons ce qui est relatif au second problème par la question suivante qui en est un cas particulier important :
Les deux variables x et y étant des fonctions bien déterminées ru ne de l'autre, exprimer les dérivées de y par rapport à X en fonction des dérivées de x par rapport à y.
Les formules (t), (2), (3),..., résolvent la question ; il suffit d'y faire dy constant, c'est-à-dire d-y = o, d^y = o, ... ; on obtient ainsi
\dyl \dy) \dy)
Troisième problème : changement des variables
indépendantes
Soit
\=r{co, y, z, j-, ^. ~. ^^, ^, .. j (âO)
une expression contenant deux variables indépendantes x et y, une fonction z de ces variables et les dérivées partielles des divers ordres de cette fonction. On demande ce que devient l'expression V lorsqu", aux variables indépendantes X et y^ on en substitue deux autres u et v liées aux premif^res par deux relations données
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Ces deux formules de transformation donnant a: et y en fonction de u et de v^ il ne s'agit en somme que d'exprimer les dérivées partielles de z par rapport à x et à y en fonction des dérivées partielles de z par rapport à ^/ et à v.
Cherchons d'abord les dérivées du premier ordre
Considérons à cet effet les égalités
dz ^=i r- dx -\- :r' dxi \
dz -=. ^- du A- T" dv I '
et les relations
^^dx^ +^rfi, = o
ex ' t)l? j
que Ton obtient en différentiant totalement les formules de transformation (21). En éliminant dz^ du et rft' entre les quatre relations (22) et (23), on tombera sur une égalité
Kdx + Brfy = o, (24)
dont le premier membre est linéaire et homogène par rapport à dx ^idy et qui devra être une identité, puisque les variables x ^iy sont indépendantes. Cette identité équivaut donc aux deux équations A = o, B = o, qui, étant linéaires
par rapport à-^* ^» donneront sans difficulté les expressions
de ces dérivées en fonction de r* et 7^-
Pour trouver les dérivées du second ordre
ilemcnt chacune des rela(ions(23)en cone opéralion dx et dij comme constants, tions ainsi obtenues
dxctu + ■i i^-r^ d<cdo -f- 2 ~t- dydu -^' dude 4- ^ d»M + ^ rf*o = o
'«, r/'r,etron remplacera en oulre(/«et»/t' récs des équations ('^3)- On tombera de la
*' + 'iSdxdy + Qf^y* = o
tcond degré par rapport à dx et à dy, et antique, équivaudra aux trois équations o; ces équations sont d'ailleurs linéaires
c sansdifficulté les expressions de ces dérifoncLion des dérivées partielles de = par
le mime pour les dérivées du troisième
Nous avons supposé qu'il n'y avait que deux variables
indépendantes; niais le procédé s'applique évidemment au cas
oii le nombre ?i des variables indépendantes est quelconque ;
les formules de transformation doivent alors être au nombre
de n.
1 09. Remarquons encore que la méthode resterait la même si la fonction js figurait dans les formules de transformation qui seraient de la forme
il faudrait alors ajouter respectivement dans les relations (23) les termes
et dans les relations (24) les termes qui proviennent de la diflférentiation de ceux-là.
1 1 0. Exemple. — On demandeceque deviennent les expressions
lorsqu'au lieu de x etyon prend pour variables indépendantes les quantités p et 0 liées aux premières par les formules
0? = ^ cos 0, y = p sin 9. (29)
La dififérentiation de ces deux relations donne
dœ = c/p. cosô — p sin 0^6 ) ,^^v
dy = dp. sin 0 + p cosôc/O (
que Ton peut écrire, en résolvant par rapport à dp et rfO,
dp = ces bdx -}- sin Orfy
iiO = — - sin b dx 4- ' cos ôrfy.
En substituant ces valeurs dans l'égalité
T- Cte + r- du = T- dû + :rra),
on obtient Tidentité
r^._eos0^+-^sin6^>^ + r^--sia6^^-~^-cose^^^
d'où Ton tire, en annulant les coefficients de dx et de rfy,
r- = cos 6 T sin ô ^T-
^ = sm0-+-cos6-)
On déduit de là immédiatement, pour la transformée de l'expression V,
Pour transformer l'expression Vj il faut calculer les dérivées du second ordre 7^,' ^, •
A cet effet on différentiera les relations (30) ou (ce qui est équivalent et plus simple) les relations (31) en laissant, bien entendu, dx et df/ constants. On trouve ainsi immédiatement les valeurs
qui portées, en même temps que les valeurs (31), dans l'égalité
donnent Tidentité
L^a?» ;)p^ ^ p V^pc^o p c)e / Vp^ ^ô^ ^ p ^p/
L^y '^p p \^9^^ p*^v vp^Do^ ' p ^p/
-f* dx dy I I = 0.
En égalant à zéro séparément les coefficients de dx-, dy^ et de dxdy^ on a trois équations qui donnent respectivement
■\9^ -xO^ ■\2^
les valeurs des trois dérivées partielles --4,» r-^» rr"'
Les deux premières nous importent seules puisque
^Xi^y
ne figure pas dans Texpression V, ; c'est pourquoi nous n'avons pas calcule le coefficient de dxdy dans l'identité cidessus. Pour avoir V,, il suffit d'ajouter les deux relations que l'on obtient en égalant à zéro les coefficients de dx'^ et de dy-, ce qui donne finalement
* ""^pa "^pa De2 "^p ?p'
111. Par un calcul semblable, mais un peu plus long, on trouverait que les expressions
ef)'+(^)'+G-^r-
deviennent respectivement
et
y + p» D^,» + p» 8in»i|/ 1)0* "f" p 3p "'" p* ^'
lorsqu'on pose
30 = f sin<{( cos6, ^ = p sin if* sin6, ^ = p cos-f,
•i>^JIi.Wr-,;K
c'est-à-dire lorsqu'aux variables indépendantes x, y, z (coordonnées rectangulaires d'un point de Tespace) on substitue les variables p, w, 6 (coordonnées polaires du même point).
Les expressions (33) et (34) jouent un rôle important en analyse : on leur donne, d'après Lamé, les noms de paramètres différentiels du premier et du second ordre de la fonction H.
Ces paramètres jouissent de cette propriété remarquable que leur forme n'est pas altérée par une substitution orthogonale; en d'autres termes, les expressions (33) et (34) deviennent respectivement
lorsqu'au lieu de x, y, ;5 on prend pour variables indépendantes trois autres variables w, r, w liées aux premières par les formules
00 = ail -\- bv '\- cic \
y = du -\- b'v -\- c'vo \ (39)
dans lesquelles a, é, c, a', b\ c\ a\ b\ c" désignent des constantes choisies de telle sorte que Ton ait identiquement
condition qui entraîne évidemment les relations
a^j^d^ + d'^=:i, h^-\-b'^ + b"^ = i, c^+c^ + c'^ = i , ^ ûô-j-a'6'+a"6^ = o, 6c+yc'+^»V=o, ca+c'd'\-c"a"=o^ ^
Pour démontrer cette propriété des paramètres différentiels, il suffit d'appliquer la théorie du changement des variables indépendantes (n** 124).
A cet effet, mettez d'abord les formules de transforma-
ti = ax -\- a'y + a" s 1
K = bx-\- b'y + h"z \ (42)
w = C^ + cV + c"a; )
il suffit pour cela d'ajouler les équations {39) multipliées respectivement d'abord par «, ô, c, puis par «', i', c', enfin par a°, è', c", et détenir compte des conditions (41).
Cela fait, différentions une première fois les relations (i2), ce qui donne pour o'», (h\ dw les valeurs
du = adx -f- ddy -f- a'dz l
c/o ;= irf<r + b'dy + 6''rfa (43)
dw =. cdx + cV/y -|- c"dî, )
qui, portées dans
?H . , rfll ^ , MI . ^H . , ;^H , , 3H .
donnent l'identité
JH . Ml Ml]
, . rSH . Ml ,. Ml . Ml
+ •''[57-'' ta-' mt-" s;
et, par suite,
MI ,JI1 , .,?H , ,?H
En faisant la somme des carrés el tenant compte dos rela-
lions (41), on trouve pour le paramètre différentiel du premier ordre la valeur (37).
Actuellement, différentions les relations (43) en considérant dxy dy^ dz comme constants; on obtient ainsi
G?*M = O, rf^U =: 0, rf^M? =0,
en sorte que, dans la relation
I^^H ^211 >»aH
4- 2 t-t;- dudv + 2 t-t;— dvdîo 4- 2 ^ ^ diodx ' ouov ovoio otoox
^ ou ' <>v ow
les trois derniers termes disparaissent; si Ton porte dans cette équation les valeurs (43) de r/w, dt\ dw, on tombe sur ridentité
dûD^
DM1_ ^2^_ o^'H
26c ^^ - 2ca ^^1
Dî»H
;)ttî»
ho^
OVdw OWOÎlJ
] + dydz [
] + dzdx [
De là résultent six équations qu'on obtient en égalant à zéro chacune des parenthèses précédentes; les trois dernières sont inutiles pour notre objet, c'est pourquoi nous ne les
avons pas calculées ; les trois premières donnent respectivement les expressions de
^fH ?ni ^
et il suffit d'ajouter ces trois expressions en ayant égard aux relations (41) pour obtenir l'expression (38) du paramètre différentiel du second ordre.
Quatrième problème : ehangement des variables
indépendantes et de la fonction
On demande ce que dexnent V expression
V = r[^. y. z, ^, ^, -_.,_,_) (scy)
lorsque^ aux variables indépendantes x et y et à la fonction 2, on substitue deux nouvelles variables indépendantes u et V et une nouvelle fonction t/', étant données trois relations
?i (^1 y» ^, w, V, lo) = o, {p2 (^» y» ^î "» ^^ ^^) = o, ^2in
?3 (^' y» ^» "^ ^1 îc) = o
entre les trois nouvelles variables ?/, r, w, et les variables primitives x, y, s.
La marche à suivre est analogue à celle du cas précédent.
Pour que le lecteur saisisse mieux la ressemblance et la différence, nous conserverons autant que possible la rédaction du n* 107, en n'y introduisant que les modifications nécessaires et donnant aux équations correspondantes les mêmes numéros accentués.
Les formules de transformations (21') donnant x, y, z, en
fonction de w, r, ic, il ne s'agit, en somme, que d'exprimer les dérivées partielles de z par rapport à x et y en fonction des dérivées partielles de ic par rapport à ?/ et à r.
Cherchons d'abord les dérivées du premier ordre
Considérons, à cet effet, les égalités
dz dw
c- dx -A- r- dy
T— au + -r- dv ou ov
et les relations
^^dœ -[.^^y +^ dz + ^^-1 dii +^ rf, + ^ dw Tix ^y ^2 ^u ' i)v ' ^tc
hi ,/.. —
que Ton obtient en différentiant totalement les formules de transformation (21'). En éliminant dz^ diL\ du^ dv entre les cinq relations (22'), (22") et (23'), on tombera sur une égalité
Adx -\- Bdy
dont le premier membre est linéaire et homogène par rapport à dx et dt/ et qui devra ôtre une identité puisque les variables x et y sont indépendantes. Cette identité équivaut donc aux deux équations A -- o, B =o, qui, étant linéaires
par rapport à -^^ -^> donneront sans difficulté les expressions de ces dérivées en fonction de — - et de 7-*
Pour trouver les dérivées du second ordre 7—,» c~r~' r^' on différentiera totalement chacune des relations (23') en
considérant dans cotte opéi'ation dx et rfy comme constants. Entre les trois relations ainsi obtenues
+ B- ""■ +^ Sj "^^ + » ^ """^ + * Si <*"'"
Xi- J.. J„ I et tI J,,J.„ d ^^ a_L ^..^.. I CI
f ovoïc ^ ^z ou ov ' ow
hi
et les égalités
d^w = ^ rfM« + 2 f^ rfM cfr + Vt ^^^ (26')
on élîmiûera rf-2, o^'w, dh\ d-w, et Ton remplacera, en outre, dw^ dît, dv, dz par leurs valeurs tirées des équations (22") et (23'). On tombera de la sorte sur une égalité
homogène et du second degré par rapport à rfj^ et à dy et qui, devant être une identité, équivaudra aux trois équations
Ces équations sont d'ailleurs linéaires par rapport à
elles donneront donc sans difficulté les expressions de ces dérivées partielles en fonction des dérivées partielles de ir par rapport à w et à v.
On continuerait de même pour les dérivées d'ordre supérieur au second.
Exemple. — Que devient l'expression
a^ \^ + 2ab^ + b^ \4^ (47
lorsqu'aux variables indépendantes x et // et à la fonction z on substitue les variables indépendantes u et v et lafonctionir définies par les relations
u = ax, V = by^ w z=z ax '\- by -\- cz^ (48)
a, é, c étant des constantes données?
On a
du =: adx, dv = bdy^
dio = adx + bdy -}- cdz = f <? + c ^- ) fl^o? -[- (ô + c ^Vy, et, par suite, la relation
diO =r ^r— du -[- :r- dv OH 00
devient
(^ + ^ S) "^^^ + (* + "' iv) "^^ = ^ S ^^ "^ * S ^^ '
cette équation se décompose dans les deux suivantes
a + Cr-=rtr— » b 4- C r- = ô r— (50)
ox OU oy ov
Différentions totalement la première, il viendra
,^z ,ho
c d— = a «r— > ox ou
c'est-à-dire
équation qui se décompose dans les deux suivantes
On trouverait de même en partant de la seconde équation (50)
On a donc pour la transformée de l'expression (47)
Autre méthode
114. La solution que nous venons de donner, pour les questions relatives aux changements de variables, est fondée sur la considération des différentielles totales. C'est en général la meilleure marche à suivre. 11 est cependant avantageux parfois d'employer un autre procédé fondé sur la considération des dérivées partielles et qui, vu l'importance pratique des problèmes en question, ne doit pas être passée sous silence. Nous allons expliquer brièvement cette autre méthode en nous bornant au cas général où l'on change a la fois les variables indépendantes et la fonction ; nous conserverons d'ailleurs les notations du n° 112.
:;, étant une fonction de j? et de y qui dépendent ellesmêmes de u et de r, est une fonction composée de ces nouvelles variables ; on a donc, d'après la règle de dérivation
des fonctions composées,
tj£ t^^ <)jr ?|£ i^ ^ ^ '
On en déduit ensuite, en différentiant successivement par rapport à ?/ et à v et observant que ^ et ~ dépendent de j: et de y qui sont à leur tour des fonctions de u et de r,
^^z ^^z t>j; t)j; t)^^ /^a' ^i/ , ^.r ^v\ , ^^z Dy c^y
eu cv' t'y t't?- ;
Les équations (A) et (B) sont linéaires par rapport aux inconnues
iV :>z ^2^ ^«c y^z
^r c'^y' iV-*' D.iOy J>y*'
elles donneront ces quantités lorsqu'on y aura remplacé
^^Iv
par leurs valeurs en fonction de
^ÎC ^iO ^'10 ^^W ^^ÎO
valeurs que Ton tire des équations obtenues en diflférentiant successivement par rapport à i^ et à v les équations de transformation ril), et allant jusqu'aux dérivées du second ordre inclusivement, c'est-à-dire jusqu'aux dérivées de même ordre que les dérivées les plus hautes qui figurent dans l'expression (20').
Appliquons cette méthode à l'exempl-e du n** 113.
Les formules de transformation sont ici
elles donnent, par différentiation,
Ou
^U C \ou J
ox> c\ov 1
cVj 1 ^Ho ^u^ c t)w^'
En portant ces valeurs dans (A) et (B), on obtient immédiatement les valeurs
^ ___ rt^ ^/? ^^z _ ah ^ho_ ^^ b^ ^hc
d'où résulte, pour la transformée de l'expression (47), la valeur déjà trouvée au numéro précédent.
D'ailleurs, en résolvant (55) et (56) par rapport à dx et rfy, on a
ce qui donne
Dp r/ — s^ ^q ^p rt — s^ 'bq rt — s^
OU, en vertu de (57),
2>»tC7 t
€>p^ rt — «•'
Ipl^q rt — s^
on en déduit
^p^ Bgr3 \^pbq) rt — t^
et enfin.
^^tO ^tg B*t<? ^*M> D^IO /D*tO\^
CAI-CCI- niFINITÉSIMAL. ^
' - . vvrjpçi"*^^''
Définitions
1 1 6. On donne le nom de série à toute suite illimitée de quantités se succédant suivant une loi déterminée, mais d'ailleurs quelconque.
Une série
est dite convergente lorsque la somme
de ses n premiers termes tend vers une limite déterminée, et par conséquent finie , à mesure que le nombre n croît indéfiniment. Cette limite S est dite \a somme de la série^ et l'expression S — S„, que Ton désigne habituellement par R„, reçoit le nom de reste.
On appelle série divergente toute série qui n'est pas convergente.
1 1 7, Comme premier exemple de série, nous citerons la progression géométrique
. a, aqy aq^^ ..., aq'\ ... (1)
Elle est convergente lorsque la raison q est, en valeur
absolue, inférieure à Tunité ; car la formule connue
montre que, dans cette hypothèse. S» a pour limite
puisque y** tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
Dans tout autre cas, la progression est une série divergente. En eflet, si q est, en valeur absolue, supérieur à 1, la formule (2) montre que S„ croît indéfiniment avec w. Il en est de même pour y = + 1, car tous les termes de la série sont alors égaux à a, et Ton a S„ = an. Enfin pour ç ^= — 1 la série devient
Cf., — a, fl, — a, ...,
et S„, étant égal à zéro ou à a suivant que n est pair ou impair, n'a pas de limite déterminée; il y a donc encore divergence.
Comme second exemple, nous considérerons la série
à laquelle on donne le nom de série harmonique.
En groupant les termes, à partir du troisième, de la manière suivante :
on voit que chaque groupe a une valeur plus grande que -y
Donc, quand n croît indéfiniment, S„, renfermant la quan-
tité - autant de fois qu'on veut, finit par surpasser toute limite ; la série harmonique est donc divergente.
119. Pour quxuif* série soit convergente, il faut que le terme général Un tende vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
En effet, S étant la somme d'une série convergente, S„ et Sn + i ont Tune et l'autre pour limite S, et par suite leur différence, c'est-à-dire ?/„, a pour limite zéro.
Mais la condition n^est pas suffisante^ témoin la série
harmonique (2) qui est divergente (n** 118), bien que son
terme général - tende vers zéro quand n croît indéfiniment.
Caractère général de convergence
120. Pour qu^une série soit convergente^ il faut et il suffit que, pour toute valeur entière et positive de jo, la différence S„4.p — S„ tende vers zéro quand n croît indéfiniment.
1° La condition est nécessaire; car, si S désigne la somme d'une série convergente, S„etS„4.pOnt Tune et l'autre pour limite S lorsque n croît indéfiniment, et par suite leur différence a pour limite zéro ;
2" La condition est suffisante.
En effet, par hypothèse, à tout nombre s positif et aussi petit qu'on veut répond un nombre entier et positif v tel que l'on ait, pour toutes les valeurs entières positives de /),
I ^f + p — Si, I <C 6, ou
cela revient à dire qu'on a
pour toutes les valeurs de n supérieures à r.
^WT'^
Cela posé, attribuons successivement à s des valeurs s^, £j, £3, ..., indéfiniment décroissantes, et soient i\, t'o, 1^3, ..., les valeurs correspondantes de r.
Désignons en outre par Ait la plus grande des quantités
et par B^ la plus petite des quantités
On aura, d'après (4), pour toutes les valeurs de n supérieures à la foû àt'i, «2, ..., V/tj
Aa < S„ < B;t,
et pour démontrer que S„ a pour n infini, une limite déterminée, il suffit de montrer que, lorsque A* croît indéfiniment, Ajt et Bit tendent vers une même limi.le.
Or, lorsque k augmente, A;^ ne décroit pas et reste supérieur à Bj, tandis que B^. ne croît pas et reste supérieur à Aj ; Ajt et Bit ont donc chacun une limite déterminée, et ces deux limites sont égales, puisqu'on a
Bj, — A* < (S.^ + sjt) — (S.^ — t^) < 2eA, et que sj^ tend vers zéro lorsque k augmente indéfiniment.
121. L'importance de ce théorème, au point de vue théorique, ne doit pas faire illusion sur sa portée pratique; s'il intervient utilement dans la démonstration de certaines propositions, il est d'un emploi peu commode pour reconnaître la convergence ou la divergence d'une série donnée. Pour atteindre ce dernier but, le procédé le plus fécond consiste, sans contredit, dans la comparaison de la série proposée avec des séries dont on connaît la convergence ou la divergence. De cette comparaison résultent diverses règles dont nous nous bornerons à indiquer les plus usuelles ; d'ailleurs, jus-
qu'au n° 136, il ne sera question que des séries dont tous les termes sont positifs.
Premières notions sur les séries dont tous les ternies sont positifs
1 ^2. Pour démontrer qu'une série à termes positifs est convergente, il suffit de prouver que la somme S„ des n premiers termes reste, à partir d'une certaine valeur de n, inférieure à un nombre fixe. Car S,i, croissant avec n et restant moindre qu'un nombre fixe, a une limite déterminée.
123. 11 résulte de là qu'?/ri^ série U à termes positifs est convergente si ses termes sont moindres respectivement que ceux d'une autre série U' à termes positifs et convergente. En effet, la somme S» des n premiers termes de la série U est alors moindre que la somme S„' des n premiers termes de la série U', et, par suite, moindre que la somme S de cette dernière série.
De môme, une série U à termes positifs est divergente^ si ces termes sont respectivement plus grands que ceux d'une autre série U' à termes positifs et divergents, car S„, croît indéfiniment avec n, puisqu'elle reste supérieure à S^', qui, par hypothèse, croît au-delà de toute limite.
Voici quelques applications de ces principes.
1 24. La série
OÙ a désigne un nombre positif quelconque, est convergente si a est plus grand que 1, et divergente si a est égal ou inférieur à 1.
En effet :
Soit d'abord a > 1 , et posons
la série proposée deviendra
mais on a évidemment
JL i
t*3<^-4i<4ni' i i ,
les termes de la série (6) sont donc respectivement moindres que ceux d'une progression dont la raison
est inférieure à 1, puisque, a étant > 1, 2»~* est plus grand que l'unité. Il y a donc convergence (n^ 123).
Dans le cas où a = 1, la série (5) n'est autre que la série harmonique dont on a démontré la divergence aun° 118.
Soit enfin a < 1 ; on a alors
par suite, les termes de la série (5) étant supérieurs aux termes correspondants de la série harmonique, il y a encore divergence (n° 123).
La série
21og2' 31og3' 4 1og4' "" TTÎ^' *" ^^^
est divergente.
En effet, si Ton pose
* "~ 2 log2
"2~"31og3"'"4Iog4'
""^"Sloga"^ •••■'" 8 legs'
"4 =5t:ts+- +
9 1og9^- ^16 1ogl6 '
la série proposée deviendra
u^, Wj, w„ Mj, ...; (8)
mais on a évidemment
2log2'
^2 il
4log4 ""^ 2 2log2' ^ 4 1 1 ,
"^ ^ 81og8-^3*21og2 ' ^ 8 1 1
161ogl6 -^ 4 2 1og2 '
Les termes de la série (8) sont donc respectivement plus grands que ceux de la série harmonique multipliés par le
facteur ^-j — - ; il y a donc divergence (n*' 123).
1226. Une série à termes positif s est divergente si juin tend, poiirn = 00, vers une limite X plus grande que zéro. En effet, q désignant un nombre fixe pris à volonté entre 0 et a, on
a ura,àpartird'un certain rang, w2/„>ç^, d'où w„>^;iestennes de la série seront donc plus grands que ceux de la série harmonique multipliés par le facteur-; il y a donc divergence (n*» 123).
Règles de d'AIembert et de Cauchy
12T. Une série à termes positifs Wj, ii:^, .,., ?/„, ..., est coîivergente si le rapport
^n + 4 Un
cTun terme au précédent tend^ lorsque n croit indéfînitnent^ vers une limite a inférieure à r uni té; elle est divergente, si le rapport (9) a une limite a plus grande que Cunité.
En effet, désignons par q un nombre fixe pris à volonté entre 1 et X.
Si X est plus petit que 1 , le rapport (9) sera, à partir d'un certain rang n, aussi voisin de X qu'on voudra et par suite inférieur à ç'. On aura donc
»^« + 3 < q . Wn + 2 < q^ ' ^«»
Par suite, à partir 4 un certain rang, les termes de la série considérée seront inférieurs aux termes corres-
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pondants A^ la progression géométrique décroissante
il y aura donc convergence (n" 117 et 123) (').
Si À est plus grand que 1, le rapport (9) sera, à partir d'un certain rang, supérieur àç, et comme q est plus grand que 1 ; les. termes iront donc en augmentant, et il y aura divergence, puisque le terme général ne tendra pas vers zéro.
La règle précédente, attribuée à Dalembert, n'apprend
rien dans le cas où le rapport (9) a pour limite l'unité. La
série peut être alors soit convergente, soit divergente. Par
exemple, si l'on considère la série dont le terme général est
- et celle dont le terme général est — - on sait (n* lât) ]ue la
première est divergente et que la seconde est convergente; et, pourtant, dans les deux cas, le rapport (D) a l'unité pour limite.
Il importe toutefois de remarquer que, si le rapport (9) tend vers 1 en restant à partir d'un certain rang supérieur à 1, la série est divergente ; car les termes finissent par aller toujours en croissant.
1^8. Une série à termes positifs Wj, u.,, ..., n„. ..., est convergente si l'expression
vt (10)
tend, lorsque n croît indéfiniment, vers une limite X inférieur e à l'unité. Elle est divergente si ee rapport a une limite pliix grande que l'unité.
En effet, soit q un nombre pris à volonté entre 1 et >,.
Si A est moindre que 1 , l'expression (10) sera, à partir d'u n
(I) On voit que notre énonct- est pin» realrklif que la démo us (ration ; le raiionncmeat ne suppose ptts eu cfTet que le rapport (9) ait une limite ; il ne lui impose que la rondition de finir par reste inférieur à un nombre hxe moindre que l'unité. Mais l't'xtension qu'on peut ainsi donner à l'énoncé, et qui mérite d'être signalée au point de Tue théorique, n'a en râalité auciine importance prelique.
certain rang, inférieure kg; on aura donc
et il y aura convergence, puisque les termes seront, à partir d'un certain rang, inférieurs à ceux de la progression géométrique décroissante y, q^t q^ ..., ç'„, ...
Si A est plus grand que 1, l'expression (10) sera, à partir d'un certain rang supérieure à ç ; on aura donc w» > y", et par suite la série sera divergente, puisque, q étant supérieur à 1, son terme général w,» croîtra au lieu de tendre vers zéro.
Cette règle, attribuée à Cauchy, laisse comme celle de Dalembert un cas douteux, c'est celui où l'expression (10) a pour limite l'unité; toutefois on peut affirmer qu'il y a divergence, lorsque l'expression (10) tend vers 1 en restant à partir d'un certain rang supérieure à 1 .
Exemples
1* Soit la série
où X représente un nombre positif. On a
Un n -\- 1
et par suite
lim -^^^ = œ ;
la série est donc convergente si ^ est > 1, et divergente si X est < 1. On sait d'ailleurs qu'elle est encore divergente pour x= 1, puisqu'elle se réduit alors à la série harmonique.
2** Soit la série
Il -L. 4
, Le rapport -^^^ a ici pour valeur alternativement 2 et ^;
il n'a donc pas de limite déterminée, et la règle de Dalembert n'est pas appHcable. Mais, pour Vl^, on trouve
et
y 2^ = 2 ^^ " ^®^ impair,
"""VT i V i^'^'m' si n est pair;
on a donc bien y/u^ = -» et, par suite, en vertu de la règle de Cauchy, la série est convergente.
130. L'exemple qui précède montre que l'expression Vw^, peut avoir, pour n = oc , une limite déterminée, sans qu'il
en soit de même du rapport -^^'
Mais la réciproque n'est pas vraie. Si le rapport
Un
a une limite déterminée X, pour ;2 = oo , l'expression Vw» aura aussi une limite déterminée, et cette limite sera précisément égale à X.
En effet, d'après l'hypothèse, le raport — ^^ reste, à partir
Ifn
d'une certaine valeur de /i, compris entre X — s et X + s, £ étant un nombre positif aussi petit qu'on veut. On peut même supposer cette valeur de n égale à l'unité (cela revient à supprimer en tête de la série un nombre fini de termes). On aura donc
d'où en multipliant
(X - e)« < î^ < X + e)«, OU
nr
ce qui montre que \'iin a pour limite X, puisque yw, tend vers l'unité.
Règle de Kummer
131. La règle de Dalembert n'est qu'un cas très particulier d'une proposition due à Kummer et fertile en conséquences relativement à la convergence des séries. Voici cette proposition:
Soit a„ 7ine fonction positive de n. La série à termes positifs W|, w.), ...1 Wn» •••? ^^^ convergente^ si Fexpj'ession
^n—^ — au + i (*^)
a. pour n = 00 , une limite positive X. Elle est divergente^ si
Fea^pression (H) a une limite négative et si, de plus, la série
qui a pour terme général — est divergente.
En effet, soit g un nombre choisi à volonté entre o et X. L'expression (11) sera, à partir d'une certaine valeur jo de n, supérieure à g, et Ton aura
o n en déduit par addition
Sn — Sp < - {apUp — anUu),
et a fortiori
La somm e S„ reste donc, quand n croît indéfiniment, inférieure à une quantité fixe positive, et par suite (n" 123) la série est convergente.
Pour démontrer la seconde partie du théorème, il suffit d'observer que, si l'expression (H) a une limite négative, cette expression restera négative à partir d'une certaine valeur p de n, en sorte qu'on aura
UpUp < ùp^^Upj^^ < ... < a„u„\
d'où Ton déduit
Les termes de la série considérée sont donc, à partir d'un certain rang, supérieurs à ceux de la série
et comme cette série est supposée -divergente, la série proposée Test aussi.
I3ii. Le théorème de Kummer fournit une infinité de règles particulières, suivant le choix que l'on fait de la fonction positive «„. Nous nous bornerons à citer les plus intéressantes : ce sont celles où l'on prend pour a„ Tune des quantités
1, M, n logn;
dans chacun de ces cas, la série qui a pour terme général —
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te, comme l'exige d'ailleurs la Je Kummer.
1° Pour rt„=i 1, l'expression (H) se réduit à
Or, dire que celte expression a une limite positive ou négative équivaut à dire que le rapport -~^ a une limite inférieure ou supérieure h l'unilé ; on retombe donc sur la règle de Dalembert.
3° Pour a„ = n, l'expression devient
ut l'on tombe sur une règle due à Duhamel. 3° Pour rt„ = n log n, l'expression (H) devient
" i"K» ■ {—) - (« + 1) i"fr(« + 1)- (13)
et l'on retrouve ainsi une règle due à M. Bertrand. Itt^Ie de fmaiiMs
ltf',1. Nous avons déjà fait observer que l'on ne pouvait rien affirmer sur la convergence ou la divergence d'une série
ù termes positifs, lorsque le rapport " — ■ avait l'unité pour
limite {sans finir par rester toujours supérieur à cette limite).
Gauss à donné pour lever ce di>ute une règle très simple, relative au cas où le rapport en question s'exprime par une fraction rationnelle de h. Ce cas, fréquent dans la pratique, est moins particulier qu'on serait tenté de le croire au
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premier abord, si l'on oubliait de remarquer qu'il n'est nullement question ici des valeurs de u„ et de «, + i, mais seulement de leur rapport.
Puisque le rapport a pour hypothèse l'unité pour limite, le numérateur et le dénominateur de la fraction rationnelle qui l'exprime doivent être des polynômes ayant môme degré et même premier terme ; et dès lors, en divisant haut et bas par le coefficient de ce premier terme, on voit que le raptport considéré doit être de la forme
Cela posé, voici l'énoncé du théorème de Gauss : Pour qu'une série telle que le rapport d'un terme au précédent ail la forme (14) xoit convergente, il faut et il suffit que la différence A — a soit plus grande gue /'unité.
l.'(-4. On peut mettre la relation (14) sous la forme
H étant une fonction de n qui reste finie lorsque » croit indéfiniment, et substituer à la règle de Gauss la suivante qui est un peu plus générale :
,S/ l'on ti
h désignant un noinhri- et H une fonction de n gui reste finie, la série à termes positifs !/,, ..., »„ .,,, est convergente lorsgue h est supérieur à l et divergente lorsque h est égal ou inférieur à 1.
La démonstration est une simple application des règles du numéro précédent.
En effet, d'abord, eu égard A la formule (i5), l'expression (12, n" 132) devient
rr^-
d'où l'on voit que cette expression a pour limite h — 1, et par suite (n° 133), que la série est convergente pour A > 1 et divergente pour A < 1 .
Supposons maintenant A = 1, auquel cas Texpression (15) devient
Un . , 1 , H
et par suite l'expression (13, n° 132) se réduit à
H '^ - >«« !(' + ÏÏ (' + ï)\ ■'
cette expression ayant pour limite — 1, la série proposée est divergente (n^* 133).
n + l) 1 ^^ "" 2.4.6 ... (2n + 2) ' 2n -f 3' on a
_u,._ _ (2n + 4)(2n + Sl _ " "Ta "*"•*
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cette expression, comparée à (14), donne
et par suite A — a = -; la série proposée est donc conver-
gente (n« 133).
Série alternée
1 Îl6, Quand les termes d'une série sont alternativement positifs et négatifs, on dit que la série est alteumée.
Une série alternée est convergente si^ à partir d\in certain rang, chaque terme est inférieur en valeur absolue à celui qui le précède, et si le terme général u^ tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
En effet, faisons abstraction des termes qui précèdent le premier terme positif à partir duquel la loi se manifeste , et mettons les signes en évidence ; la série considérée sera alors représentée par '
"« — «2 + ^3 — "^ + ••• ±w«q= «/»+« î/j, W2, ..., étant des quantités positives, telles que Ton ait
et
limW;i = o pour n == 00.
Les relations évidentes
oîi les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les signes inférieurs, montrent que les différences S„^j — S„, Pn+i — S„_i ont des signes contraires, puisque w„ + , et
(f/rt — ?'« + i) sont, par hypothèse, positives. En d autres termes, les sommes successives 81,82, ..., 8,», ... sont telles que chacune d'elles est comprise entre les deux qui la précèdent immédiatement.
Représentons ces sommes par des longueurs
portées sur une môme droite, à partir d'un même point 0 et dans le même sens OX. (Nous laissons au lecteur le soin de faire la figure.) D'après ce qui vient d'être dit, A2 tombera entre 0 et Aj, A:^ tombera entre A, et A.^, A4 entre Ao et A3 ... et ainsi de suite. Les sommes de rang pair S., = 0A.„ 8/ = OA; ... iront donc en croissant et resteront moindres que Tune quelconque des sommes de rang impair; elles auront donc une limite L. De même les sommes de rang impair 81 = OAj, 8^ = OA3 ... iront en décroissant et resteront supérieures à Tune quelconque des sommes do rang pair; elles auront donc aussi une limite L'. Enlin les limites L et L' seront égales en vertu de la relation (IG), puisque par hypothèse m,,^i tend vers zéro. La série proposée est donc convergente et a pour somme la valeur commune 8 de L et de L'.
137. Il résulte de cette démonstration que toute somme de rang pair est une valeur approchée de S par défaut, tandis que toute s:)mme de rang impair est une valeur de 8 approchée par excès; d'ailleurs Teneur commise est toujours moindre que la valeur absolue du premier terme négligé, puisque l'addition de ce terme (pris avec son signe) change le sens de l'approximation.
13H. ExcAjpLK :
1" La série harmonique alternée
1 i+i 1+ +ti]:.
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convei^enle ; elle remplit en effet toutes les conditions >nc(îes au n" 130.
ï* La série alternée
au contraire divergente ; les valeurs absolues de ses mes vont, il est vrai, en décroissant ; mais le terme léral n'a pas zéro pour limite.
ries dont les termes ont des signes quelconques
Pour qit'unp série soit convergentp^ il xuffit que les
iules de ses termes forment une série convergente.
ïn effet, désignons respectivement par S„ et S'„ la somme
n premiers termes dans la série proposée et dans la série
modules; soient en oulre P„ et — Q„ la somme des
nés positifs el celle des termes négatifs contenue dans S„.
aura
[17} S„ = P„ — Q„ et s; = P„ + Q,, (18}
'uisque la série des modules est convergente. S'„ tend s une limite L, quand n croit indéfiniment; et la relation \ montre que P„ et Q„. qui sont positifs et ne peuvent ier qu'en croissant lorsque n croit, restent l'un et l'autre (rieurs à L. Donc P„ et U„ ont des limites déterminées P Q, par suite, en vertu de la relalîon (17). S„ a pour ite P — Ui ce flU' prouve la convergence de la série posée.
,a condition précédente esl suffisanle, mais elle ii'est pns essaire. Par exemple, la série harmonique alternée est vergente (n» 138, 1"), tandis que la série des modules, qui il autre que la série harmonique ordinaire, est diverte {n° H8).
In est ainsi conduit à diviser les séries com-ergentex en
deux classes : celles qu'on nomme absolument convergentes et pour lesquelles la série des modules est convergente, et celles qu'on nomme semi-convergentes et pour lesquelles la série des modules est divergente.
140, Le simple rapprochement du numéro qui précède et du no 123 montre qu'wwe série est absolument convergente 5t, à partir d'un certain rang^ les modules de ses termes sont respectivement moindres que les modules des termes (Fune autre série absolument convergente.
Il résulte de là que, si une série
Uà , ^2) * * * 1 ^
/if
est absolument convergente^ il en est de même de la série
OÙ «1, rto, ..., a„, ... désignent des quantités ayant des signes quelconques mais des modules inférieurs à tm nombre positif donné A. En effet, on a
et, par suite, les modules des termes de la seconde série sont inférieurs aux modules des termes de la deuxième multipliés par A.
Si une série
u^y «2, ... Wrt, ... (19)
est absolument convergente^ elle reste convergente et conserve sa somme S, lorsqu'on modifie arbitrairement l'ordre des termes.
En effet, par hypothèse, la série des modules
est convergente ; par suite la somme
qui est le reste R„ de la série des modules, tend vers zéro quand u croît indéfiniment, et il en est a fortiori de môme de la somme
I wa I + i wp h ..• + 1 "x I , m
formée par un certain nombre de termes de (21).
Cela posé, soit S'„' la somme des n premiers termes de la série qui résulte de la proposée (11)) par le changement de Tordre des termes. Quelque grand que soit n, on peut prendre n assez grand pour que S',, contienne tous les termes de
S« -~ u^ -h Wa + ... + M„.
La différence SV — Sn ne contiendra donc que des termes
dont Tindice est supérieur à n; la valeur absolue | S'„ — S„ j de cette différence est donc moindre que la somme (22) ; elle tend donc vers zéro quand n^ et par suite n\ croissent indéfiniment. Mais alors S„ tend vers S; donc enfin SV a pour limite S.
142, Lorsqu'une série» est semi-convergente, on ne saurait changer Tordre des termes sans courir le risque d'altérer la somme de la série ou même de lui faire perdre sa convergence. C'est Dirichlet qui a le premier attiré Tattention sur ces faits, que deux exemples suffiront à mettre en évidence.
Soit la série
que Ton sait (n*"' 138 et H8) être convergente.
Considérons la série
('-i-:)+(i-5-i)+a-fo-s)+-- <"t
que Ton déduit de la précédente en faisant suivre d'abord le premier terme positif des deux premiers termes négatifs, puis le second terme positif du troisième et du quatrième termes négatifs, et ainsi de suite.
Nous allons montrer que la série (24) est convergente, mais que sa somme est égale à la moitié de la somme S de la série primitive (23).
En effet, en réduisant à un seul terme les deux premiers termes de chaque trinôme entre parenthèses, la série (24) devient
\2 ~ 4) + V6 "" s) + \ÏÔ "" 12) +■ •••' ou
c'est-à-dire la série primitive (23), dont on a multiplié chaque terme par - •
C'est là un exemple du cas où le changement d'ordre des termes altère la somme sans faire perdre à la série sa convergence.
Pour avoir un exemple du cas où le changement d'ordre des termes rend la série divergente, nous considérerons la série semi-convergente (n^' 124 et 136) :
En disposant ses termes de la manière suivante :
Si les deux séries
sont convergentes et ont pour sommes respectives u et v ; si de plus l'une d'elles au moins {la première par exemple) est absolument convergente^ la série
Wq, ^o^^ ..., îOn, ..., (27)
qui a pour terme général
w?/» = ^ii^n + u^Vn^^ + ... + u^v^y (28)
est convergente et a pour somme le produit uv.
En effet, désignons respectivement par U„, V„, W„ la somme des {n -\- l) premiers termes dans chacune des trois séries considérées. La différence
développée et ordonnée suivant les indices de la lettre m, a pour expression
S =«0(^/1 + 1 + ••• + ^2n) + W«+< (Vo+ ... + î?/i-|) + ^< i^n + i + ... + V^n-i) + W/, + a (^0 + ••• + ^/i-i)
Nous avons placé les divers termes sur deux colonnes dont Tune contient les termes en 2/q, Wj, ..., i<„_i et Fautre les termes en î/„+i, ..., ?/i«; le terme en Un a disparu.
On a, d'après cela, en considérant les modules
on forme une nouvelle série dont le terme général
est plus grand que la quantité positive
y/ in >Jin \/2n
ou
"1 et a fortiori plus grand que le terme général - de la série
harmonique ; la nouvelle série est donc divergente.
Addition et multiplication des séries
Si les séries
M|, Uj) •••»
sont convergentes et ont respectivement pour sommes u et v, la série
"1+^41 «51 + ^aî
Un + V
formée en ajoutant les précédentes terme à terme^ est convergente et a pour somme u + v.
En effet, en désignant respectivement par U«, V„ et Sn la somme des n premiers termes dans chacune des trois séries considérées, on a
et, par suite, lorsque n croit indéfiniment
lim S^ — u + î^
1^^. Si les deux séries
sont convergentes et ont pour sommes respectives u et v ; si de plus Vune d'elles au moins {la première par exemple) est absolument convergente^ la série
Wq, î(?4, ..., t(?„, ..., (2-7)
qui a pour terme général
^n = u^Vn + u^Va,^ + ... + u„v^, (28)
est convergente et a pour somme le produit uv.
En effet, désignons respectivement par U„, V„, W„ la somme des (?i + 1) premiers termes dans chacune des trois séries considérées. La différence
développée et ordonnée suivant les indices de la lettre m, a pour expression
Nous avons placé les divers termes sur deux colonnes dont l'une contient les termes en 2/0, (/j, ..., î/„_i et l'autre les termes en Vn^x, ..., Wi„; le terme en ?/„ a disparu.
On a, d'après cela, en considérant les modules
I ^1 < l«ol • l^/»+< + ••• + ^2n\ +!«« + < I • 1^0 + ••• + ^n-^ \
+ |W4M^/.-H + ---+»2«-J + l"«+2l ho + •••+''' «-2 1 \ (30)
Mais, puisque la série (25) est absolument convergente et que la série (26) est convergente, on peut assigner deux nombres fixes positifs A et B, tels que Ton ait
D'ailleurs, en vertu du principe général de convergence (n** 120), on peut prendre n assez grand pour qu on ait, quel que soit j9, les inégalités
I ^n + i I + I Un + 2 I + •.• + I W/.1P I < «, (33)
Ê étant une quantité positive aussi petite qu'on voudra. On aura donc, en vertu de (34) et de (32),
et a fortiori, à cause de (31) et de (33),
8 I < Ai + Bç. ou (A + B) e ;
d'oii Ton voit, puisque A+ B est fixe, que | § | peut devenir moindre que toute quantité donnée. En d'autres termes, l'expression
tend vers zéro, quand n croît indéfiniment, et Ton verrait, par un raisonnement analogue, qu'il en est de môme de l'expression
Donc enfin, puisque U„ et U„ + , ont pour limite ti et que V„ et V,,^., ont pour limite t\ W^,, et W2,, .^.i tendent l'un et l'autre vers uv, lorsque n croît indéfiniment.
Ce théorème est dû à Cauchy ; mais cet illustre géomètre supposait que les deux séries (25) et (26) étaient absolument convergentes; c'est M. Mertens qui a montré qu'il suffisait que l'une de ces deux séries fût absolument convergente, l'autre pouvant être simplement convergente.
Remarque
146. La théorie de la convergence des séries fournit un moyen souvent commode pour démontrer qu'une expression 9 {n) a pour limite zéro, lorsque le nombre entier et positif n croît indéfiniment.
Il suffit, en effet, d'après le n<»H9, de prouver par un moyen quelconque la convergence de la série dont le terme général est ^ (n).
Voici deux exemples utiles :
1* L'expression
où a: a une valeur déterminée et où n désigne un entier positif, a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment. En effet, la série dont l'expression (35) est le terme général est
convergente, vu que le rapport - d'un terme quelconque
au précédent tend, pour n =^oo, vers zéro, c'est-à-dire vers une quantité moindre que 1 en valeur absolue . 2* Considérons l'expression
dans laquelle [x désigne un nombre fixe quelcon'que, n un entier positif, et x une quantité donnée moindre en valeur absolue que l'unité. Cette expression a pour limite zéro, quand n croît indéfiniment. En effet, la série dont l'expression (36) est le terme général est convergente, vu que le
rapport x d'un terme au précédent tend, pour 7t = oo,
vers — X, c'est-à-dire a une limite moindre en valeur absolue que l'unité.
Formule de Taylor
147. C'est en 1717, dans l'ouvrage intitulé Methodus iîic rement onim y que Taylor a fait connaître la formule célèbre
sans se préoccuper d'ailleurs des conditions propres à rendre son emploi légitime.
Un siècle devait s'écouler avant qu'il fût question d'évaluer la différence
R = n^) - r («) --^^V (a) ... -îff(^/^'-''(«) <2)
entre f[x) et la somme des n premiers termes de la série de Taylor^ c'est-à-dire de la série qui constitue le second membre de la relation (1).
Nous allons faire connaître les principales formes que ce reste R est susceptible de recevoir.
Soient a et ^ deux nombres donnés quelconques et f{z) une fonction astreinte à rester continue ainsi que ses n — 1 premières dérivées lorsque la variable z est renfermée dans l'intervalle (a, a:); la dérivée suivante /'* (z) peut devenir discontinue dans cet intervalle : il suffit qu'elle soit déterminée.
Posons
p étantrunquelconquedesnombresl,2, ..., n, La recherche du nombre R est ainsi ramenée à celle du nombre P, lequel, en vertu des égalités (2) et (3), se trouve alors défini par la relation
r{a;)-na)-^na)-...-^~fj^ ^''-'^[a) = P (a; -^ a)». (4) Cela posé, considérons la fonction
ç (,) = fiœ) - r(z) - î-^ r {z] - ^'—f-r {z, - ...
dont la dérivée, suppression faite des termes qui se détruisent deux à deux, se réduit à Texpression très simple
La fonction ^[x) s'annule, en vertu de (4), pour z = a\ elle s'annule aussi évidemment pour z = x. Donc, d'après le théorème de Rolle, sa dérivée ^'(js) s'annule pour une valeur de z comprise entre fljetx et que Ton peut, par conséquent, représenter par a + 6(x — «), Ô désignant un nombre inconnu, mais convenablement choisi entre o et I . Cette condition s'exprime, en vertu de (6), par la formule
o = ~ (x - «)«-/' ^l=-^f[a + 0 (a; - a)J -p Pp,
d'où l'on déduit en résolvant par rapport à P et portant dans f3)
1 4B, Cette expression, du reste, qui renferme un nombre p arbitrairement choisi dans la suite 1, 2, ..., n, n'est pas très usuelle. On lui préfère, dans la pratique, tantôt l'une, tantôt l'autre des deux suivantes :
tUtt (1 - '*)""'/■''" [^ + M^ - «)], (9)
que l'on déduit de (7) en particularisant le nombre p.
La première (8) est due à Lagrange ; on l'obtient en prenant
tandis que la seconde (9), due à Cauchy, résulte de l'hypothèse
11 est presque superflu d'observer que la quantité inconnue désignée par S n'a pas la même valeur dans les formules (7), (8), (9), toutefois elle est toujours comprise entre 0 et 1 {').
En résolvant l'équation (2) parrapport à/{x), on a
Cette formule, dans laquelle R représente l'une des expressions (8) et (9) est une généralisation du théorème des accroissements finis.
Il résulte de la formule (10) que l'emploi de la formule (1 )
(1) La formule (1) est la plu* récenle ; elle a été trouvée en 1858 par Ëduuard Boche à t'aide du Calcul intégral. On nous permettra de rappeler que nous avons donnû dès la m^me époque I& démons Irai ion simple qui précède cl qui est applicable aux diverses formes du reste. Voir le Cours d'analyse de M. Hermite; le Trailé de calcul di/féi-enliel el •ntt'gi-al de M. Bertrand ; leCoi(j-s d'analyse de Slurm revu put M. de Saint-Germain; V Algèbre de Briot ; etc.
nest légitime que si le 7*este R tend vers zé?'o lorsque /i croù indéfiniment.
150. Souvent on pose x =a -\- h\\^ formule (10) prend alors la forme fort usitée
r[a + h)=r[a) + j {f'a) + ... + ^--^^/^«-0(«) + R fn), et dans laquelle R désigne Tune des expressions
R = 'i-ii ^ /-(«'(a + ô^i).
Formule de Maclaurin
Pour a = o, la formule (10) devient
JP W / X . . X
/•(;r) = /• (o) + j /' (o) + ... -f- _^,, /<»-<) (o) + R, (13) R devant y être remplacé par Tune des deux expressions
R^JV^^Oo?) (Lagrange), (14)
ft = ^\7~ Vî""^ ^'^' ^^""^ (Cauchy), (15)
Si R tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, on tombe sur la formule
qui porte le nom de formule de Maclaiirin et qui donne le développement de f[x) en série convergente et ordonnée suivant les puissances entières et positives de x.
Nous allons chercher, par cette méthode, les développements des fonctions élémentaires e""^ sina:, cosx, log (1 -{-x)^ (1 + x).
Développement de e^
1 5Zi. Les dérivées successives de e' sont égales à c* ; elles prennent donc toute la valeur 1 pour j: = o, et par suite la formule de Maclaurin, complétée par le reste de Làgrange (15), devient ici
^ = ^ + ï + fi + - + 1.2 .!"(;'- 1) + ï£rn '"^ (*»)
X ayant une valeur déterminée quelconque. Le premier facteur
du reste tend vers zéro (n° 146) quand n croît indéfiniment ; le second facteur ^^^ est fini, puisqu'il est compris entre 1 et c'. Donc le reste R est nul pour n = oo , et Ton a pour le développement de e' en série convergente
153, a étant un nombre positif, on peut écrire
par suite, il suffira de remplacer dans la formule (19) x par X logrt pour obtenir le développement de a':
Développements de sinar et de cos;r
1&4. Si / (x) = sino:, et ç {x) =cosj:, on a (n° 80)
/^«> {œ) = sin (œ + ^), ^(«) {œ) = cos (a? + ^),
et par suite
/^«) (o) = sin Y' T^'*^ (o) = cos y •
La formule (14), quand on adopte pour le reste la form e due à Lagrange, donne donc
8.m.= - -3-, +--...+- sm-^ + (-;^:pjyT«"»(e.r+ -f- ^ j, (21 ) co&r=l-2y+^-...+- cos-^H-,^qp^,cos(^6^+-^ uj. (22)
Dans chacune de ces formules, le reste est moindre en valeur absolue que
il tend donc vers zéro (n*' 146), quand n croit indéfiniment, pour toute valeur déterminée de ar, et l'on a, par suite, pour les développements de sin x et de cos x, les séries convergentes
8ina; = j -- + --... (23;
cosar=l -^+-_ ... (24)
Remarques
1SS5. On peut affirmer que la formule de Taylor (1) est applicable toutes les fois que la fonction considérée/ (5)
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est telle que toutes ses dérivées successives soient continues dans l'intervalle (a, x) et restent, dans cet intervalle, moindres en valeur absolue qu'un nombre positif donné quelconque A. En effet, le reste (8) est alors moindre que
et par suite (n^* 146) tend vers zéro quand n croit indéfiniment. La même observation a lieu pour la formule de Maclaurin (17).
Nous aurions pu, en profitant de cette proposition, qui est évidemment applicable à e% sin>5, cosjs, éviter le calcul du reste pour établir les formules (19), (23) et (24). Mais il ne faudrait pas se faire illusion sur la portée de la susdite proposition ; elle ne trouve guerre d'application en dehors des trois fonctions précédentes, et d'ailleurs, môme dans ce cas, la connaissance du reste est utile pour un grand nombre de recherches.
1 56, On doit bien se garder de croire que les formules (1) et (17) de Taylor et de Maclaurin soient applicables dès que les seconds membres sont des séries convergentes. Ces séries pourraient avoir une somme autre q\xef[x). Si Ton se reporte, en effet, aux formules (10) et (1 i), on voit que R dépend à la fois de x et de n, et il peut se faire que, pour 71 infini, ce reste ait une limite F(j:), différente de zéro; alors les séries en question ont évidemment pour somme non plus / (^), mais la différence f (x) — F {x).
Ainsi Texactitude des formules (1) et (17) ne peut être établie que par la considération du terme complémentaire R. Toutefois, comme ce reste R ne peut être nul sans que les séries de Taylor et de Maclaurin soient convergentes (vu qu'une série divergente ne représente aucune fonction), il y a tout intérêt à chercher d'abord entre quelles limites ces séries sont c onvergentes afin de n'avoir à discuter ce reste que pour les valeurs de x comprise entre ces limites. C'est de la sorte que nous procéderons dans les exemples suivants.
Développement de {i -j- x)
137. Lorsque Texposant m est un nombre entier et positif, le développement de (1 + x)"^ se compose d'un nombre de termes limité; c'est la formule du binôme que Ton démontre en algèbre élémentaire.
Nous laisserons ici m quelconque, et nous supposerons en outre X > — 1 ; la fonction
ffx) = (1 + a?)'"
aura de la sorte un sens bien net, vu que à chaque valeur de X répondra alors pour f{x) une seule valeur réelle et positive.
En prenant les dérivées successives de (1 + j:)"*, on trouve sans aucune difficulté
et par suite,
La formule (14) devient donc ici
(l+..)'»^l+fa; + ^iJ^.^ + ...
le reste R ayant pour expression, si Ton adopte la forme due à Cauchy,
« = ( (n-l)! ^ '^) (f+ll) (l + ô^)'"-'- (26)
Or, si Ton considère la série ^_^rn^_^m(n^^,_^m{m-lHm-2)^,^ (27)
if
on voit que le rapport d'un terme au précédent a pour expression
et par suite a pour limite — x lorsque n croit indéfiniment; la série (27) est donc divergente si x est, en valeur absolue, supérieure à 1, et il suffit d'étudier le reste (26) dans Tintervalle ( — 1, -h 1) ; nous exclurons môme les valeurs extrêmes — 1 et -f- 1, nous réservant d'étudier plus tard le cas oùa: = =h 1.
Le reste (26) est un produit de trois facteurs : Dans notre hypothèse | r | <; 1, le premier facteur a pour limite zéro (n° 146;, le second a une valeur absolue au plus égale à 1, et le dernier est inférieur au nombre fixe (1 -f-a:)'"~*. Le reste tend donc vers zéro, et Ton a pour toute valeur de x comprise entre — 1 et + 1
Considérons la fonction
/•(a!) = log(l-f-aO, qui (n° 21) prend une valeur réelle unique pour chaque
valeur de x supérieure à — 1. Ou a
et par suite
r (o) = o, r (o) = 1, ..., fn) (o) = (_ !)/.-* (n _ 1) !.
La formule (14) devient alors log(l+^-) = f-|- + -|--...4-(-l)»-<^ + R, (29)
le reste R ayant pour expression
R = b_il^.(i£:±y-'.^, (30)
1 + hx \1 + 607/ ^ ^
si Ton adopte la forme due à Gauchy.
La série
X Ou ÛS x^
est divergente pour toute valeur de x dont le module est supérieur à 1 , car le rapport
d'un terme au précédent tend vers — x lorsque n croit indéfiniment ; elle est d'ailleurs divergente pour x = — 1, puisqu'elle se réduit alors à la série harmonique. 11 suffit donc d'étudier le reste dans Fintervalle
Or, pour X = 1, l'expression (30) est indéterminée; mais
le reste de Lagrange
tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, parce que le second facteur reste fini, tandis que le premier tend vers zéro.
Pour a: compris entre — 1 et 1, le reste (30) est le produit de trois facteurs dont les deux premiers ne peuvent, en valeur absolue, surpasser Tunité, tandis que le dernier tend vers zéro, quand n croit indéfiniment .
Le reste R tend donc vers zéro dans rhypothèse(31), et Ton a alors
log(l + a,)=f-f + 1*-... (32)
160. Au lieu de la formule unique (32), oîi x varie entre — 1 et 1, on peut ne faire varier x que de 0 à 1 et joindre à la formule (32) la suivante :
- logd -a>)=f^f+^+... (33)
Les restes peuvent alors recevoir des formules plus simples. En effet, on peut, dans notre hypothèse, appliquer à la série (32) le théorème relatif aux séries alternées. Le reste est donc moindre en valeur absolue que le premier terme négligé , et Ton a, 6 étant compris entre 0 et 1 ,
log(l+^)=^-|'+f+..+(-4)"-*f;l + (-l)'-*V^- (34)
En second lieu, la somme des termes qui dans la série (33) suivent le (n — 1)^"* est moindre que
et Ton a, 6' étant compris entre 0 et 1,
-iog(i-.)=f+|+|H-...+f-j + e'^-^ (33)
On en conclut en particulier pour n
log(l + a;) = a; -9 - (36)
-log{l-a.)=« + ô'^^j-3^, (37)
formules souvent utiles, où x, 6, 6' sont compris entre 0 et 1
Formules pour le calcul des logarithmes
1 6â. Soient p ^i g deux nombres positifs quelconques ; p étant le plus grand des deux, si Ton pose
jc sera coinpris entre 0 et 1, et Ton aura
On en déduit
logp — log^=:log(14-a?) — log(l —a?),
ou, en vertu de (32) et (33),
logp - log.^ = 2 [I + f + I + ... + 2^^ + ...]• (39)
Cette formule, très convergente dès que x est notablement inférieure à 1, permet de calculer le logarithme de p connaissant celui de q.
L'erreur commise, lorsqu'on se borne aux K premiers termes de la série, est évidemment inférieure à
OU à
et enfin à
On peut donc écrire
logP^logg^2[- +3+5 +-+2K=1 + (2K+i)(i-^^) J- «^^
6 étant compris entre 0 et 1 et a: ayant la signification indiquée par la formule (38).
Par exemple, pour p =i^ --\- h, q =Nel K = 1, il vient
log (N + A) - logN = ^^ (i + ,,^ l^\ ,))• (41)
163. Tout ce qui précède se rapporte aux logarithmes népériens. Pour passer aux logarithmes vulgaires, il suffit (n* 22) de multiplier les logarithmes népériens par le nombre
loglO'
dont on trouve la valeur de la manière suivante : La formule (40) où Ton fait jo = 40, y = 8, et par suite
a: = ^1 donne
La môme formule oîi Ton fait /> = 2, y = 1, et par suite
j: = - donne >
ï«^^ = K5 + 3T» + 5li+ •)•
On a donc
En calculant chaque terme du second membre avec 28 décimales, puis divisant 1 par la somme ainsi obtenue, on a, avec 25 décimales exactes,
M = r-^T. = 0,43429 44819 03251 82765 11289. log 10
Remarque sur l'emploi des tables de logarilhmes
164. Soitn + h un nombre positif dont la partie entière n est comprise en 10000 et 100000; on. trouve, dans la table supposée à 7 décimales, le logarithme de n ainsi que la différence tabulaire
A = log [n -\- i) — logn.
Cela étant, quand on veut calculer log [n + h) ou, ce qui revient au même, la différence
0 = log (n + /i) — logn,
on prend pour valeur approchée de cette différence la quantité 8i fournie par la proportion
Il est facile de voir que Terreur l — $, ainsi commise est nioîndre que le quart d'une unité du huitième ordre décimal.
En effet, Texpression
log(l+^)-Alog(l+i
devient, en vertu de la formule (36) traduite en logarithme vuleaire,
où 0 et 6' désignent deux nombres compris l'un et l'autre entre 0 et 1 ; on obtient, en réduisant,
et par suite, puisque M est (n** 163) moindre que ô» et que h est inférieur à 1,
Nous avons supposé que les logarithmes fournis par la table étaient exacts; en réalité, ils sont entachés d'une erreur en plus ouxen moins qui peut atteindre une demiunité du septième ordre décimal, et de ce fait seul résulte sur la valeur de log (n + A) une erreur qui peut s'élever à une unité de cet ordre (voir V Introduction aux Tables de Schrôn, n° 14). Cette erreur étant notablement supérieure à celle que nous venons de calculer et qui provient de la proportion (42), l'emploi de cette proportion se trouve pleinement justifié.
Développement de arctg^
165. Comme dernière application de la formule de Maclaurin, cherchons le développement de
y = arc igx.
Nous entendons par là Tare compris entre — ^ ^t ^' dont
la tangente est égale à Si Ton pose
on a (n» 80)
Mais, par hypothèse, quand x est nul, y Test aussi et, par suite, u est égal à - ; on a donc
/^«) (o) = (— !)«-< (n — 1) ! sinn|i c'est-à-dire
si n est pair, et
si n est impair.
La formule (13) devient donc ici
arctga; = a;— j-f- — — y + ... -{- — — j -f R. Le terme complémentaire a d'ailleurs pour expression
R = ( — 1)" '* — sin'*w^ sinnw^,
où u^ est l'arc compris entre — 5 ^^ 5' satisfaisant à la relation
C0tgM4 = 6a7,
dans laquelle G est compris entre 0 et 1.
Il suit de là que, si x est, en valeur absolue, inférieur ou égal à 1, R tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
Par suite on a pour le développement de arclgj: en série convergente
arctga? =z- — j4-~— y+ ... (44)
Cette série est d'ailleurs divergente pour | x | > 1 ; car le rapport d'un terme au précédent a pour limite j:*, qui, dans ce cas, est supérieur à 1.
Calcul de z
166. En partant du développement de arctga-, on parvient à une formule qui permet de calculer rapidement le rapports de la circonférence au diamètre.
Désignons par p Tare dont la tangente est égale à -♦ on
aura successivement
tg4|}
L'arc 4/> est donc un peu plus grand que j et, si l'on appelle q la différence de ces deux nombres, on a
De là résulte la relation
c'est-à-dire, en appliquant la formule (44),
c'est la relation que nous avions en vue. Il suffit par exemple de calculer H termes de la première série et 3 termes de la seconde pour obtenir, pour le nombre t:^ la valeur
approchée avec quinze décimales exactes.
Méthode d'approximalioii de Xevvton
1 67. La formule de Taylor trouve une application intéressante dans la méthode indiquée par Newton, puis complétée par Fourier, pour trouver des valeurs de plus en plus rapprochées d'une racine d'une équation donnée algébrique ou transcendante.
Supposons que, par des substitutions convenablement dirigées, on soit parvenu à séparer une racine x^^ de Téquation f{x) = o, c'est-à-dire à trouver deux nombres a et (â comprenant cette racine inconnue Xq et n'en comprenant aucune autre.
Nous supposerons en outre les nombres a et g assez rapprochés pour que la dérivée seconde f (x) conserve un signe constant dans l'intervalle (a, g); alors, comme /(a) et / (&) sont de signes contraires, Tun des nombres (a, p) rendra le iproduit f {x) f (x) positif, tandis que l'autre rendra ce produit négatif.
Cela posé, la méthode d'approximation dont il s'agit consiste dans la proposition suivante :
Si fort désigne par a celui des deux nombres ol et ^ qui
■* ir
rend f{x) et f [x] de même signe ^ la quantité
sera comprise entre a et Xq.
En effet on a
X étant un nombre inconnu compris entre a et Xq. D'ailleurs /'(a) est différent de zéro, sans quoi la relation précédente deviendrait
ce qui ne peut être, puisque, d'après nos hypothèses, les deux termes du second membre ont le même signe. On peut donc diviser par /'(a) Téquation (47) et la mettre sous la forme
On déduit de (46) et de (48)
le produit
est donc positif, et par suite les quantités
sont rangées par ordre de grandeur (croissante ou décroissante), ce qui démontre le théorème énoncé.
168. Ce théorème permet de passer d'une valeur approchée a à une autre a^ plus approchée que la première et dans le môme sens qu'elle.
Pour l'appliquer, on commencera par chercher une limite supérieure de la valeur absolue \ Xç^ — «^ | de Terreur que Ton commet eu prenant a^ pour nouvelle valeur approchée.
A cet effet, désignons par M la plus grande valeur absolue de /'(x) dans Fintervalle (a, 3)? et posons
on aura d'abord évidemment par la formule (48)
Mais la même formule (48) donne aussi
et par suite, eu égard à (49),
Le second membre de cette inégalité paraît compliqué ; mais il n'est pas nécessaire de le calculer exactement, il
suffit de déterminer la puissance de rr qui lui est immédiatement supérieure.
Soit — celte puissance et A* la valeur par défaut à moins
de r^ du quotient
fia)
LM
Si a est par défaut, la quantité — 'pfi ^®^* positive, et
Ton aura a, = a H- A; + s ; si « est par excès, la quan-
tité — "Fis sera négative, et Ton aura a, == a — k — s. On
prendra donc pour nouvelle valeur approchée a ± /i, en adoptant le signe -+- ou le signe — suivant que a est par défaut ou par excès.
emple choisi par Newton lui-même; il s'agit
ic* — âr — 5 = o,
théorème de Descartes, ne peut avoir qu'une ■ et qui en a effectivement une puisque le est négatif. Proposons-nous d'évaluer cette
iatement que/'(2)cst négative et /"(S, l)posii/'(x} est positive pour toute valeur positive rons donc ici, d'après les notations que nous
« = 2, |i = 2,l, «^2,1 le second membre de l'inégalité (50) sera
0,0 ro,f. . 0.01 + 0,006;= < 0,0001.
évaluer le quotient
noins d'un dix millième et retrancher de 2,1 l)r>4' ainsi obtenu ; cela donne, pour la racine valeur 2,0!ti6 approchée à moins d'un dix excès.
Terminons ce sujet par une remarque importante
/(ûj) et f(a) ayant le môme signe, il en sera de même de /(«i) et de f''[a^)\ on peut donc appliquer à la valeur approchée «, la règle de Newton-Fourrier, ce qui donne une nouvelle valeur approchée a.,, et ainsi de suite.
On obtient ainsi, par Tapplication répétée de la règle en question, une suite indéfinie de valeurs
fl|, aj, ^a, ..., ûf,t, ..., (51)
de plus en plus approchées de la racine îCq et approchées toujours dans le même sens.
Mais pourra-t-oa de la sorte approcher autant qu'on voudra de la racine x^? En d'autres termes, la suite (51) a-t-elle pour limite x^l La réjponse est affirmative.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que a soit par défaut; les nombres (51) vont en croissant et restent inférieurs à Xq\ ils ont donc une limite X. D'ailleurs on a
Or, d'une part, le premier membre tend vers X — X, c'està-dire vers zéro, quand n croit indéfiniment. D'autre part, f{a^ ne peut être infini, puisque, ^{x) ne changeant pas de signe dans l'intervalle (a, p), f [x) varie dans le même sens
entre/' (a) et /'(g).
On a donc
lim / («„) — o,
c'est-à-dire
Le nombre. X est donc une racine de l'équation proposée, et, comme il est compris entre a et g et que Téquation n'a qu'une racine Xq dans cet intervalle, on doit avoir
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Convergence des produits d'une infinité
de facteurs
La formule
log(l + .)=.-ijj-^, (52)
OÙ X est compris entre — 1 et -f- 1, trouve une application intéressante dans la recherche des conditions de convergence des produits d'un nombre infini de facteurs. On dit qu'un tel produit
U(VL^^.,.Un,.. (53)
est convergent si le produit
tend vers une limite déterminée P différente de zéro, lorsque n croit indéfiniment.
Pour que le produit (53) soit convergent^ il faut que ses facteurs tendent vers l'unité quand leur rang augmente indéfiniment. On a on effet :
et, par suite, lim u^ = 1, puisque les deux termes de la fraction précédente ont l'un et Tautre P pour limite. On est ainsi conduit à poser
Un = i + «/M
c'est-à-dire à considérer seulement les produits de la forme
Ceci posé, voici un théorème fondamental : Le produit (54) converge vers tnie limite différente de zéro^ si les deux séries
«I + »2 + ••• + «n + .-M (SoJ
S ont Uune et Fautive convergentes ; il a au contraire zéro p our limite si la série (55) est convergente et la série (56) divergente.
En effet, si Ton pose
on a :
logP„ = l0g(l + a,) + log(i -h «,) H- ... + l0g(i + ««),
OU, en vertu de la formule (52),
l0gP„=r («,+«, + ... + «,) (57)
Or, les quantités 1 + Ô^a^, i -+- 62^2, ..., 1 + 0„a„, étant positives et ayant l'unité pour limite, la série dont les n premiers termes forment le crochet qui figure au second membre de (57) est (n° 123) convergente ou divergente en même temps que la série (56).
Donc, en premier lieu, si, la série (55) étant convergente, la série (56) Test aussi, les deux parties dont se compose log P„ auront Tune et Tautre une limite finie, et par suite P„ aura une limite finie et différente de zéro.
En second lieu, si la série (55) étant convergente, la série (56) est divergente des deux parties dont se compose logPn, la première aura une limite finie et la seconde tendra vers — 00 . Log Pn aura donc — 00 pour limite, et par suite P„ aura pour limite zéro.
171. Le second cas de l'énoncé précédent ne peut pas se présenter lorsque «j, a-j, ..., a„, ..., sont tous de même signe. En d'autres termes, dans cette hypothèse, si la série (55) est convergente, la série (56) Test aussi, puisque, dès que les quantités a deviennent moindres que 1 en valeur absolue, la seconde série a ses termes respectivement inférieurs aux termes correspondants de la première.
De là ce théorème : L<is produits
OÙ les quantités «jx^, ..., a„ ..., sont toutes positives^ convergent vers une limite différente de zéro, si la série
Otf , OE21 •••« 'X/11
est convergente.
Exemples
1° Le produit
OÙ CL est compris entre — 1 et + 1, converge vers une limite différente de zéro, car les deux séries
sont convergentes.
2** Le produit
a pour limite zéro, car les seconds membres des binômes forment une série convergente
± ± X JL 1
mais leurs carrés forment la série harmonique, qui est divergente.
173. Les propositions précédentes servent le plus souvent à ramener la recherche de la convergence d'un produit à la recherche de la convergence d'une série. Mais, parfois, on peut au contraire rattacher la recherche de la convergence d'une série à celle d'un produit. Par exemple, soit le produit :
on a
Le produit considéré a donc zéro pour limite ; par suite, la série formée par les seconds termes des facteurs binômes ne saurait (n** 171) être convergente. C'est ce qui a lieu en eflfet, puisque cette série est la série harmonique.
Dei*iiières remarques sur la formule de Taylor
l'74t. Lorsque /""'(j:) n'est pas nul, on peut prendre A assez petit pour que le terme
de la formule de Taylor V emporte en valeur absolue sur le reste correspondant
^ r {^ + ôA).
En effet, puisque (n^ 147) /" {x -+- ôA) est finie, il suffit, pour satisfaire à l'inégalité
(■£?^/-M-)<?r(a.+eA),
de prendre h inférieur à la valeur absolue de la quantité
qui, dans notre hypothèse, est finie et différente de zéro. 175. Posons
et
les quantités
hf {x) , A Y" C^) , . . • , ^" " ^ P' " * ' (^)
seront lès différentielles successives
de y. Si, de plus, on représente par rf'"y Texpression h'^f'^ [n H- OA), qui est la valeur de la différentielle riT^ de y correspondant à la valeur x + OA de la variable, la formule de Taylor devient
if -^ ' 1.2 ' ' (n — 1) ! ' n! ^ '
Si Ton suppose A = dx infiniment petit du premier ordre, rfy, rf^y, ..., rf'*~*y> ^^"y seront en général des infiniment petits ayant pour ordres respectifs 1, 2, ..., /? — 1, n. Quand on s'arrête dans le développement de Ay à un certain terme, on a une valeur approchée de l'accroissement infiniment petit de Ja fonction, et Terreur commise correspondante est un infiniment petit d'un ordre supérieur à celui du dernier terme conservé.
FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
Formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables
• 170. Soit/ (X, Y) une fonction de deux variables indépendantes dont les dérivées partielles, jusqu'à Tordre n inclusivement, sont continues tant que X reste compris dans un certain intervalle (A, A') et que Y reste compris dans un intervalle (B, B).
X eix -^ h étant deux nombres pris à volonté entre A et A', et y et y -+- k deux nombres choisis arbitrairement entre B et B', on se propose de développer
r{x + h,y + k) il)
suivant les puissances entières positives et croissantes de h et de k.
L'expression précédente est la valeur que prend, pour t z=z \^ la fonction de t définie par les relations
<p (/)=/•(«, p), a = a? + ^/, ^z^yJ^kt, (2)
On obtiendra donc le développement cherché en appli-
quant à' 9 (/) la formule de Maclaurin
+ rv^ ?'"' («0,
puis, faisant /= 1, ce. qui donne
8 étant compris entre 0 et 1.
Il reste à calculer 9^"'^(/).
On y parvient en appliquant la règle de différentiation de la fonction composée f (a, 3)» lorsque les fonctions composantes a et ^ sont, comme ici, des fonctions linéaires de /. On sait que cette règle se traduit (n® 87) par la formule symbolique
qui, en vertu des relations devient
On en déduit
où u et V désignent respectivement a: -+- 6A et y + 0X\
Il suffit alors de porter ces valeurs dans (3) pour obtenir la formule
' 1.2L 'W oy J
^1.2...(m— nL ?a! ^ Dy J
' 1.2...wL i)M ^^? J
qui est celle de Taylor étendue au cas de deux variables.
177. L'extension au cas d'un nombre quelconque de variables n'offre aucune difficulté ni pour le raisonnement, ni pour la composition de la formule.
On donne le nom de reste au dernier terme du second membre ; si ce reste tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, le second membre de la formule (5) devient une série indéfinie qui est convergente et qui a pour somme
Il importe d'observer que cela a toujours lieu lorsque aucune des dérivées de la fonction /'[x, y) ne devient infinie quand on y remplace x par x-\-^h et y par y + 6A:. Alors, en effet, on peut assigner un nombre X qui l'emporte en valeur absolue sur la valeur de toutes les dérivées qui figurent dans l'expression du reste; par suite, ce reste était moindre en
valeur absolue que — ^ lorsque n croît indéfiniment.
X"(A -\- ky\ tend vers zéro
Autre forme de^la formule de Taylor
X et y étant des variables indépendantes, on a
dr= h^ + k^^, cœ oy
et symboliquement si donc on pose
et si Ton désigne par rf'y ce qui devient la diflférentielle d"f quand on y remplace x par x -\- dh oA y par y + ôA, la formule (5) devient
A/-= ,r+^^cPr+r:^,dv^ ... + (£^ +ff («)
Elle a la môme forme que dans le sens d'une seule variable (n° 175).
Si A = dx^ k = di/ sont des infiniment petits du premier ordre, chaque terme du second membre est en général infiniment petit par rapport à celui qui le précède, et si Ton s'arrête au (n — 1)°" terme, le reste, c'est-à-dire Terreur commise, est un infiniment petit d^ordre n,
179. Dans le cas d'une seule variable, la formule de Taylor (n" 147) n'exige la continuité que des n — 1 premières dérivées et n impose à la dérivée n™* (celle qui figure dans le reste) que la condition d'(Hre déterminée. Mais, dans le cas de plusieurs variables, c'est-à-dire dans le cas de la formule (5), la continuité des dérivées de Tordre n est nécessaire, puisque cette formule est fondée sur la difTérentiation des fonctions composées.
Extension de la formule de Maclaurin au cas de plusieurs variables
180. Pour étendre la formule de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables, il suffit de faire a: = o et y = o dans la formule (5), puis d'y remplacer respectivement les lettres h et k par x et y.
On obtient de la sorte
Le reste, lorsqu'on s'arrête au n"' terme inclusivement, est ce qui devient l'expression
Xr i.^_L^ n I ^V n(n — l] „_j , 5»
lorsqu'on remplace, rfâf/i.s' les dérivées qui y figurent^ x et y respectivement par (ix et ôy, 0 désignant un nombre convenablement choisi entre 0 et 1 .
Fonctions homogènes
181. On dit qu'une fonction /(j:, y, ;;) de plusieurs variables est homogène et du degré m, lorsque, chaque variable étant multipliée par une indéterminée /, la fonction se trouve multipliée par /"'; en d'autres termes, lorsqu'on a, quel que soit ^,
r{tx,ty,tz) = t"r[^.y.^)' (9)
Par exemple :
sont des fonctions homogènes, dont les degrés sont respec-
tivement égaux à 2, — 2, -•
On voit immédiatement que :
l"" La somme algébrique de plusieurs fonctions homogènes, de degré w?, est une fonction homogène du même degré;
2* Le produit de plusieurs fonctions homogènes est une fonction homogène dont le degré est égal à la somme des degrés des fonctions proposées;
3"* La puissance d'indice quelconque jx d'une fonction homogène de degré m est une fonction homogène dont le degré est m^.
1 8â. Si, dans Tidentité (9\ on fait / =-» on obtient
donc une fonction homogène de degré m^ divisée par la puissance m de l'une des variables, ne dépend plus que des rapports des autres variables à la première.
La réciproque est vraie ; si l'on multiplie par a:*" une fonction quelconque du rapport ^^ **» le produit
est une fonction homogène du degré m des variables j:, y, z. Car, si Ton change, dans l'expression précédente, x en /x, y en /y, on obtient
•^"Kx'D
Od peut donc prendre la relation (10), au lieu de (9j , pour définir les fonctions homogènes.
Cela posé, voici deux propriétés très importantes de ces fonctions.
183. Les dérivées partielles du premier ordre d'une fonciion homogène de degré m sont des fonctions homogènes de degré m — 1.
En effet, si Ton différentie par rapport à x les deux membres de l'identité (9), et si, d'après une notation déjà employée plusieurs fois, on désigne par f^ (a, g, 7) les valeure que prend pour, j:= a, y = g, 5 = 7, la dernière partielle fj. ixy y, z), on a
. d(tx) ^ j mais . = t ; donc ax
n[tx,ly. tz)^t'^''n[x,y,z).
C'est la traduction algébrique de Ténoncé.
On déduit de là, immédiatement, que les dérivées partielles du second ordre sont des fonctions homogènes de degré m — 2, ... et, en général, que les dérivées partielles d'ordre k sont des fonctions homogènes du degré vi — k,
184t. Le produit dune fonction homogène par son degré est égal à la somme des produits que fon obtient en multipliant cfuique dérivée partielle du premier ordre par la variable correspondante ; en d'autres termes, on a
^/i(^i y y ^) + yfy (^, y. ^) + ^f-1 (^1 y, ^) =mf[x, y, z), (H)
On obtient cette relation, en faisant / = 1, dans l'égalité <x^rx{t^ytyytz)+yr;,{tx,ly,lz)+zfl{tx,ly,tz)=mt'''^^ (12)
qu'on obtient en différenciant l'identité (57) par rapport à /.
Cette proposition, due à Euler, est d'un emploi très fréquent; on lui donne le nom de théorème des fonctions homogènes.
La réciproque est vraie : toute fonction qui satisfait à l'équation (11) est une fonction homogène d'ordre m.
En effet, en remplaçant dans Tidentité (11), x, y, z par tx^ ty^ tz^ on a
xfU {tx, ty, tz) -f yfly [tx, ly, tz) -f zfU [Ix, ty, tz) = j f[tx, ty, tz),
qui, si Ton pose
f[lx,ty,tz) = ^[t), (13)
devient
<p (^) t dt ^^^^ dt ^ '
et par suite
logç(0 = log^- + logC, ou
(p {t) = Cv^.
G étant une constante.
On déduit de là, en faisant / = i,
et par suite
c'est-à-dire, d après (13),
f[tx,iy,tz) =zl'n/^{x,y,z].
Ce qu'il fallait démontrer.
185. Appliquons le théorème précédent successivement à chacune des dérivées partielles du premier ordre /^i, /y, /,',
EXTENSION DE LA FORMULE DE ,TAYLOR i9i
qui sont des fonctions homogènes de degré m — 1 ; on aura
a?/Î2 + yfxy + Zfxz = (^ — i ) ri ,
^ny H- yfy^ + ^n. = (m - 1) /-;,
ooHc^ + yfU + -r=î = (m - i) // ;
d'où, en ajoutant, après avoir multiplié respectivement par or, y, z.
Le premier membre peut s'écrire symboliquement
WL^-yry + znr-,
le second devient, d'après la relation d'Euler (11), on a donc
{^tx + y/-^ + ^fLY'- = m (m - i) /•;
ot, en continuant de la sorte, on trouverait de proche en proche
Wx + yf'y + ^Yc'f ^ = m(m - I) (m - 2)/",
(^/i + yr'y + ^/y)^*^ = ^(^ - i) ••• (m - Â + 1) /*.
On peut obtenir toutes ces identités d'un seul coup et presque sans calcul, à l'aide de la formule de Taylor relative aux fonctions de plusieurs variables.
Que l'on pose, en effet, dans l'identité (9) qui sert à définir la fonction homogène, l'indéterminée / par 1 + a, a étant lin nombre arbitraire compris entre 0 et 1, on aura
f{x 4- ou», 3/ + ay, ^ + a^) = (i + a)V(^i y^ -)•
Puisque a est compris entre 0 et 1, le second membre
sera (n° 157) développable en série convergente ordonnée, suivant les surfaces entières positives et croissantes de a ; et il suffit d'égaler le coefficient de a'' dans ce développement
/•(.. y. .)[i+fa+...+"^"-;';2!?r'+'.^ -*+•-]
au coefficient de J" dans le développement du premier membre par la formule de Taylor
pour obtenir l'identité (14) qui, pour k^=^\y se réduit à ridentité d'Euler (11).
Généralisation de la formule d'approximation
de IVewton
186. La formule de Taylor, relative au cas de deux variables, permet de généraliser la méthode d'approximation de Newton (n* 167).
Soit (otq, yo) un système de valeurs de x et de y satisfaisant à deux équations données
on connaît une valeur approchée a de x^^ et une valeur approchée b de yoî ^^ demande de trouver des valeurs plus approchées de deux inconnues Xq, y^y En posant
Xq — a-^- h, yç^^b -]- k, (15)
on aura
c'est-à-dire, en développant par la formule de Taylor et s'arrètant au second terme,
les restes R et p ne contenant que des puissances ou des produits de h et de k d'un degré supérieur au premier.
Si a et 6 sont suffisamment approchés, h et k seront assez petits pour qu on puisse négliger les restes R et p, et prendre pour nouvelles valeurs approchées les quantités
a^ = fl -j- A, h^ z= b -{■ h^^ (16)
Ai et k^ étant données par la résolution des équations linéaires
Kn opérant sur a^ et A^, comme on Ta fait sur a et A, on obtiendra de nouvelles valeurs approchées «2 ^^ ^2» ^^ ainsi de suite.
1 8T. Voici un exemple numérique :
Soient les équations
aj^^ccy^ ^yi — 6a; + 51^ — 313 = 0. (19)
A Taide d'un croquis fait rapidement et à une échelle convenable, sur papier quadrillé, on voit que Fun des points d'intersection des deux hyperboles représentées par les équations (18) et (19) a sensiblement pour abscisse 10,5 et pour ordonnée 5,25. On aura donc ici, en conservant les notations
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du numéro précédent
et par suite
En prenant ces nouvelles valeurs «i et b^ pour point de départ, on aura les corrections h[ et k'^ correspondantes en résolvant les équations
ce qui donne
h[ =-^ Cf,000453, kl = 0,000195,
et par suite
n^= a^ + h^ - 10,426547 ..., 63 = ô, -f- ki = 5,237195 ...
avec six décimales exactes. On peut le vérifier à Taide des équations à une seule inconnue qu'on obtient en éliminant tour à tour y ou x entre les équations proposées (18) et (19).
Définition de la vraie valeur d'une foi*me
. indéterminée
188» Une expression analytique qui, pour une certaine valeur a de la variable j:, se présente sous Tune de^ formes indéterminées
5, |, 0.00, 00 -X, 0«, 1-, ooo,
peut tendre vers une certaine limite ou devenir infinie, lorsque a? tend vers a. On convient alors de donner à cette valeur limite finie ou infinie le nom de vraie valeur pour X = rt de l'expression considérée.
Par exemple, on démontre en trigonométrie que Texpression
sina?
qui, pour :z = o, se présente sous la forme-' tend vers 1
lorsque x tend vers zéro ; sa vraie valeur |)our x^== o est donc égale à Tunité.
Nous allons faire connaître quelques règles qui permettent d'obtenir simplement, dans un grand nombre do cas, Ilv^ vraies valeurs des formes indéterminées.
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Forme -
189. Soient /(j:) et <f{x) doux fonctions qui ont, dans un certain intervalle, des dérivées déterminées, et qui s'annulent simultanément pour une valeur a appartenant à cet intervalle. Le rapport
se préseule sous la forme - pourjr =a, et il s'agit de trouver
sa vraie valeur.
Or, puisque f{a) et <^{a) sont nuls, le rapport (1) peut s'écrire :
n^) " fia) .
il est par suite égal (n* 37) à
r étant un nombre compris entre a et x. Donc, comme c tend vers a en môme temps que x, si le rapport drs dérivées
tend vers une liinite^ le rapport (1) tend vers la même limite^ et^ si le rapport (2) croît indéfiniment^ il en sera de même du rapport (1).
Par ce théorème, connu sous le nom de Règle de PHospital, on est ramené à examiner comment se comporte le rapport (2) lorsque x tend vers a.
Si les dérivées f {x) et(p'(j:) ne s'annulent pas simultané-
ment pour a:= û, la valeur finie ou infinie de leur rapport pour X = a sera la vraie valeur du rapport (1).
Si les dérivées /' (;r) et ^' [x) s'annulent à la fois pour j:.= dr, on sera, par la règle même de THospital, ramené à voir comment se comporte le rapport
i\co)
des dérivées secondes lorsque x tend vers a.
En continuant de la sorte, on verra que, si les fonctions f{x) et <p(j!:) s'annulent ainsi que leurs n — 1 premières dérivées, et si le rapport
des dérivées n"'' tend vers une limite ou devient infini lorsque x tend vers a, le rapport (1) tendra vers la même limite ou deviendra infini pour x = a.
lOO. La formule de Taylor conduirait d'ailleurs immédiatement à cette conclusion. En effet, puisque les fonctions f{x) et 9 [x] s'annulent ainsi que leurs n — 1 premières dérivées pour x = a, on a
c et c' étant l'un et l'autre compris entre zéro et a. On en déduit l'égalité
f {co) /^"' (c)
d'où résultent les conclusions ci-d«ssus, puisque, quand x tend vers a, il en est de même de c et de c.
Exemples
1* Soit à trouver la vraie valeur de
log(i+a:)-~a?
pour jc = o. Le rapport des dérivées
a pour limite — - ; c'est la vraie valeur demandée.
2* Soit à trouver la vraie valeur, pour a:= o, de l'expression
X sina?
Le rapport des dérivées premières
sina? -f" X coso?
se présente sous la forme -; il faut avoir recours au rapport des dérivées secondes
2cosa7 — X sin jc'
il tend vers 1 , lorsque x tend vers zéro ; donc l'expression proposée a pour vraie valeur 1, pour x = o,
192. Dans ce qui préciule, nous avons supposé que la valeur a de ^ qui annule les deux fonctions f[x) et ç(x) était finie ; mais la règle de THospilal s'applique encore au cas où a est infini.
Pour le voir il suffit de poser x = — Le rapport (1) devient
il se présente sous la forme - pour w = o, et en lui appliquant la règle de THospital on obtient successivement
Un» /l£} = li„, -J^IAhZ = ito LW = li„j m
M^ ^ \u) ^ \uj
en sorte que, dans ce cas encore, la limite du rapport des deux fonctions est égale à la limite du rapport de leurs dérivées.
Forme §-
193. La forme ^ donne lieu à une règle identique à celle du n" 189 pour les -•
Soient f{x) et ^{x) deux fonctions qui deviennent simultanément infinies^ lorsque la variable x tend vers une certaine valeur a. Si le rapport (2) des dérivées tend vers une limite déterminée ou devient infini^ lorsque x tend vers a, le rapport (1) des deux fonctions tend vers la même limite ou devient aussi infini.
Pour démontrer ce théorème, nous distinguerons deux cas, suivant que a est fini ou infini :
i** a est infini. — Désignons par a un nombre fixe assez grand pour que, x restant supérieur à a, le rapport (2) des dérivées diffère aussi peu qu'on voudra de sa limite /. On
aura (n° 37), c étant compris entre a et a: :
l«) ?' (c) d'où
Mais, lorsque x croît indéfininient, le second facteur du second membre a pour limite 1 , puisque /(oo ) et ç (oo ) sont infinis. On jeut donc prendre x assez grand pour que le second membre diffère de / aussi peu qu'on voudra. Donc le premier membre, c'est-à-dire le rapport (i), a aussi pour limite /.
On voit de mf me que, si le rapport (2), au lieu de tendre vers une limite déterminée /, devenait infini, il en serait de
même du rapport (1 ).
2"* a est fini. — En posant x = a -{ — » on a
lim —^ = uni — ^^ -^}
fV + Z)
et Ton tombe sur le cas précédent. On est donc autorisé à prendre le rapport des dérivées, c'est-à-dire à chercher la limite pour ?/ = oo de
f'(x) c'est-à-dire la limite du rapport ,] . pour .a: = a.
Exemple. — L'expression
log(e^ — e'') log (a? — a)
se présente sous la forme ^ pour x el a. Sa vraie valeur est
Remarques diverses
195. Les réciproques des deux théorèmes précédents ne sont pas vraies; en d'autres termes, si le rapport (1) des deux fonctions, qui deviennent simultanément nulles ou infinies pour x = a, tend vers une limite, on ne peut pas affirmer que le rapport (2) des dérivées tende vers la même limite.
Par exemple, le rapport
. sina;
X — smx X
X 4^ sÏTïx . , sina:
a pour limite 1 pour x = oc , tandis que le rapport des dérivées
1 — coso? ^x
1 + cos a? "^ ^^2
ne tend vers aucune limite déterminée, lorsque x croît indéfiniment.
196. Soit a une quantité finie; si f{x) devient infini pour a: = a, il en est en général de même pour sa dérivée. On s'en rend compte aiscment. En efTet, la courbe j^ = / (a:) admet, dans ce cas, une asymptote ar = a, parallèle à l'axe
des y ; mais la tangente à cette branche de courbe tend vers Tasymptole quand l'abscisse du point de contact tend vers a; le coefficient angulaire /' {x) de cette tangente devient donc infini pour a: = a.
Si f{x) est nul pour a: = oo , il en est de même en général de sa dérivée. En effet la courbe y = f{x) admet alors Taxe des x pour asymptote, et, comme la tangente à cette branche de courbe tend en général vers cette ay m ptote quand Tabscisse du point de contact croît indéfiniment, le coefficient angulaire /' [x) de cette tangente devient nul pour x = ce .
Il résulte de ces deux observations que les règles données aux numéros 192 et 193 ne font en réalité que substituer un problème à un autre du môme genre. Mais ces règles ne perdent pas pour cela leur utilité, vu que le nouveau problème peut offrir des difficultés moins grandes que le premier.
Forme 0 . oo
Soit le produit
de deux fonctions, dont la première s'annule et dont la seconde devient infinie pour une certaine valeur de x. On mettra le produit sous Tune des deux formes
et l'on sera ramené de la sorte à la recherche de la vraie valeur de deux expressions, qui, pour la valeur d'x considérée, se présentent sous Tune des deux formes -> ^.
198. Exemple. — Soit à trouver la vraie valeur pour a: = oc de Texpression x^e'"'' ^ dans laquelle/? et q désignent
des nombres positifs et qui se présente sous la forme ooXo. En posant x^ '= w, on ramène l'expression proposée à la suivante :
ue p '
qu'on peut écrire encore
IL
et qui, pour ?/ = oo , se présente sous la forme ^. En prenant le rapport des dérivées
^ eP
P on trouve
lim œPe~-'f^ = o.
En faisant dans cette formule x= log/, puis /= -> on
obtient les deux suivantes
lim ^hSJÏ, =:: o, lim z^ (log z)p=:o, (4)
qui sont parfois utiles.
Forme oo — oo
1 99* Pour trouver la vraie valeur de là différence
y = f{x) — f{x) de deux fonctions qui deviennent simultanément infinies
pour une valeur particulières de la variable, on écrit celte différence y sous la forme
f [x] Si le rapport '-p^) qui est le premier terme de la parenthèse
et qui se présente sous la forme ^, ne tend pas vers 1 lorsque x tend vers a, Tepxression y deviendra infinie. Si le
f [x] rapport —j-f> tend vers 1, y prendra pour x == o la forme
00 . 0, que Ton traitera comme nous l'avons dit au n® 190. :200. Exemple. — Trouver la vraie valeur de la différence
pour X = oo .
Ici le rapport
tend vers 1, quand x croît indéfiniment. L'expression
s'offre donc sous la forme oc . o, pour x = oo , et il s'agit
(le trouver sa vraie valeur, ou, ce qui revient au même, en
posant - = u^ de trouver la valeur pour if ^ o de Texpres-
du
sion
qui se présente sous la forme j- L'application de la règle de
\wr^i ■ • — '."»••
L'Hospital, si Ton observe que la dérivée du radical est
donne pour la vraie valeur demandée la moyenne arithmétique
n des quantités û,, a.,, ...,«„.
Formes O'*, 1 , oo
^Ol. Suivant qu'on a
ou
ou
l'expression
dans laquelle f{x) est supposée positive, se présente, pour jr = a, respectivement sous la forme
Pour trouver alors sa vraie valeur, on cherche la valeur de son logarithme, sauf à remonter ensuite du logarithme au nombre correspondant.
Or le logarithme de (3) est le produit
ot dans chacun des trois cas ci-dessus ce produit se présente
SOUS la forme o . oo . On sera ainsi ramené au problème du n^ 196.
Voici quelques exemples :
1** Soit y = 3f^ Texpression dont on demande la vraie valeur lorsque x tend vers zéro par des valeurs positives.
On a
, - loffa?
logy =: X loga? = — y— ^
et comme le rapport des dérivées est égal à — ur, logy tend vers zéro, et, par suite, y tend vers 1.
2** Soit y = (1 -I- dxYy qui, pour j:= o,se présente sous la forme 1*.
On a
et comme le rapport dos dérivées est égal à ;j > lûgy
tend vers a, et par suite y tend vers e",
3° Soit y == ( 1 H — \ l'expression qui se présente pour X ^ o sous la forme oo°. On a
logy = X log^^l + -j = ï '
jr
et comme le rapport des dérivées est égal à r? logy
ttf I T.
tend vers zéro, et par suite // tend vers 1. 12022. Si, pour x = a^ l'expression
où M et V sont des fonctions de x, se présente sous la
forme 1* , tandis que l'expression
admet une limite déterminée A*, la vraie valeur dey sera e*. En effet, on peut écrire
d'où, pour X = a,
lim . y = e""* = 6*.
Voici deux exemples:
!• Soit
_ fx^ + 6^ +. SV
qui, pour x = x , prend la forme 1*.
Comme
a pour limite 4 pour a: = oo , la vraie valeur de y est ^*. 2^ Soit
y = (o7 + sino: + cos.'t)"*»"*^*,
qui, pour a: = o, revêt la forme 1*.
Comme
X = cotango? (a? + sino? + 00807 — 1) =coso7 -: — + 1 — tanga pour limite 2 pour x = o, la vraie valeur de y est é^.
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Emploi des séries
:203. Le développc^ment en séries constitue un procédé très souvent fort commode pour la résolution du cas d'indétermination. Voici quelques exemples :
1" Soit proposé de trouver la vraie valeur de Texpression
y=n^[log(l+-^)-i]-
pour /i = 00 .
Cette expression se présente sous la forme x . o. Mais on a,
pour n >• 1,
et par suite
La vraie valeur de y est donc — ^•
2*^ Trouver la vraie valeur de Texpression
X /j«in r
^ X — sina'
pour X = o.
On peut écrire, en posant x — sin ;r = u^
. e« — 1 ou en remplaçant ^" par son développement en série
La vraie valeur do y pour x = qo est donc 1.
3** Soit encore à trouver la vraie valeur de l'expression
t/ = Va?' — 5a? + 6 — \lx^
pour jo = oo .
On développera les radicaux par la formule du binôme
relative à l'exposant-'
OÙ a est supposé plus petit que 1 en valeur absolue. Or celle quantité a est pour le premier radical
et pour le second
Comme il faut faire tendre x vers Too , on peut toujours supposer x assez grand pour que chacune des deux quantifias précédentes soit moindre que 1 en valeur absolue. La formule du binôme est donc applicable, et Ton a
y/ar'^ — ojc+^^xi/i
x^ !2 Ha: iCwc'^
ru i /i * — i J- -L-
Va; —X _a? y/ 1— -_a;-^ — g^ — ^^.^2- •• '
d'où
ce qui montre que la vraie valeur de y est — 2.
4* Cherchons enfin la vraie valeur, pour x = o, de
CAUCri- INFLXTTÉSIMAL. U
l'expression
log(i 4- a? 4- a?^) + log» (i — ^ + ^^) ^ sec a? — coSiT
qui se présente alors sous la forme -•
On peut récrire
/ X \M0g(l +07» + J?*) y = ces J:- . -: ) —^^ ô ' '•
^ \&\nxj or
Comme les deux jiremiers facteurs tendent Tun et l'autre vers 1, lorsque tend, vers zéro, la vraie valeur de y sera la même que celle du troisième facteur, lequel devient, par le développement en série du logarithme,
i Vx^ + x^ , [x^ + x^Y . 1
et par suite a Tunité pour limite.
La règle de L'Hospital, appliquée sans modification à la forme primitive de y, eût exigé deux différentiations successives et donné lieu à un calcul beaucouj) moins simple que celui que nous venons de faire.
Vraies valeurs des ffonetions de plusieurs variables
Lorsque le rapport
de deux fonctions de plusieurs variables se présente sous la forme :- pour un système de valeurs a, h des variables j:, y, la vraie valeur de ce rapport est généralement indétermi-
née ; elle dépend de la loi suivant laquelle a; et y tendent respectivement vers a et b.
En eiîet, si Ton pose
a? = a -f- p/, y z=i b -\- qt, (6)
/> et y désignant dos constantes arbitraires, le rapport ti devient une fonction
cp [a +pt,h + qt) ^ '
(le la variable unique t, qui, pour t. = o, se présente sous la forme -•
l/application de la règle de L'Hospital donne alors
valeur que la présence des arbitraires/) et q rend indéterminée. Toutefois, si les dérivées partielles des fonctions / et 9 sont proportionnelles,/) et q disparaissent, et Ton a
lim u =:t- = — > (9^
qui est en général déterminée.
Si les dérivées partielles
sont toutes nulles, le second membre de (8) se présente à
son tour sous la forme - ; une nouvelle application de la règle de L'Hospital donne alors
lim W = r^ r^ -rr"! l lOy
valeur que la présence de p et q rend indéterminée, à moins que les dérivées partielles du second ordre des fonctions / et 9 soient proportionnelles, et ainsi de suite.
11 va sans dire qu'au Heu d'appliquer la règle de L'Hospital pour trouver la vraie valeur de (7) pour / = o, on peut (n® 203j avoir recours aux développements en séries et à des transformations que suggère l'habitude du calcul.
•205. Exemples :
1*" Soit l'expression
a? + oy — b
qui se présente sous la forme -> pour j:=z y = \, On a ici
et par suite, à cause de « = /> = 1,
dont rindétermination est manifeste.
La fo
rmule
rn
donne
alors pour
la limite de
l'expros-
sion
pH-7
FORMES INDÉTERMINÉES âl3
2** Soit l'expression
tan^o? tan^.v — i
qui, pour x ^ y = |j se présente sous la forme j.- On a ici
èjC — ta» g y V ___ tang£ ^ _ ^^ _
et, à cause de a == A = j ;
î)a ' D«> ' D« "" 4' Dô "~ V
Les fonctions /et 9 ayant leurs dérivées partielles proportionnelles, la formule (9) donne
lirau = -• (14)
3* Soit l'expression
qui, pour x = y = 1, se présente sous la forme r- On a ici
^f ?/^_>i\ ^._3. ^_o/^2 ix ^ ^>
d'où, à cause de a = 6 = 1,
— - :rr O -^ — — i — *- — O — *■ — i
et enfin, d'après la formule (8),
lim u = = — r- (16)
4** Soit enfin l'expression
qui, pour a: = y = o, se présente sous la forme ^^
L'emploi de la règle de L'Hospital exigerait ici deux applications successives, vu que les dérivées partielles du premier ordre sont toutes nulles pour x = y = o. Mais en posant X = pi, y=pt^ on a, suppression faite du facteur commun fi.
lim M r= ^\ ' ^/
qui met tout de suite en évidence l'indétermination .
é206. Nous terminerons par une n^marque importante : Ce serait une erreur de croire que, pour trouver la
vraie valeur du rapport (5), qui se présente sous la forme -
pour ^ = a et y = A, on a le droit de faire successivement a: = a, puis y = b, ou bien i/ = b, puis x =a. Il faut introduire ces valeurs siynultanément, sans quoi on risquerait de faire disparaître une indétermination qui existe réellement.
Un exemple suffira pour mettre ce point hors de doute.
Reprenons l'expression (11). En faisant d'abord a: = l, l'expression devient
^ Cv - 1)'
qui, pour y = 1, se présente sous la forme r et a, d'après la
règle de L'Hospital, pour valeur-- Si. au contraire, on fait
d'abord ;y ^ 1, on tombe sur Texpression
qui, d'après la règle de L'Hospital, a pour valeur 1. La contradiction est flagrante; bien plus, aucune des deux valeurs
trouvées ^ et 1 ne convient, Tcxpression (11) étant réellement indéterminée pour x = y = 1 .
Cas d'une fonction explicite d'une seule variable
indépendante
^07. On dit qu'une fonction ç {x) est waxiîmrm pour une valeur a de la variable x, lorsqu'on peut trouver un nombre positif £ tel que la différence
soit négative pour toutes les valeurs de h comprises entre — e et s.
Lorsque, dans les mômes conditions, la différence (1) est positive^ on dit que la fonction est tninimvm pour a: = a.
â08. D'après ces définitions, si 9 (a) est maximum, <^{x) croît dans Tintervalle [a — s, a), puis décroît dans Tintervalle (û, a +5); tandis que, si <^[a) est minimum, <^[x) décroît dans le premier intervalle et croît dans le second.
Donc (n*" 43 et 44) la dérivée o [x) paisse du positif au négatifs lorsque x atteint en croissant^ puis dépasse la valeur a qui rend ç {x) maximum; elle passe, au contraire n du négatif au positif lorsque x atteint, jmis dépasse la valeur a, gui rend ç (x) minimum.
Les réciproques sont vraies : Si la dérivée passe dit positifau négatif, la fonction, croissant d'abord, puis diminuant, passe par un maximum; et, si la dérivée passe du négatif
au positifs la fonction^ décroissant d'abord, puis augmentant, passe par un îninimum,
209. Nous supposerons dans ce qui suit que la dérivée f{x) est continue^ dans le voisinage de a, La dérivée ne peut alors changer de signe qu'en s'annulant, et- les propositions démontrées au numéro précédent conduisent à la règle suivante
Pour qu'une fonction s [x) soit maximum (ou minimum) pour X = a, il faut et il suffit que sa dérivée ^' {x) s'annule pour cette valeur fie x, en passant du signe 4- au signe — (ou du signe — au signe +), lorsque x atteint et dépasse a.
Cette règle exige l'étude des variations de signe de la dérivée dans le voisinage de chaque racine réelle de a de l'équation ^'[x] = o. Cette discussion n'est pas toujours aisée; aussi trouve-t-on souvent avantageux de substituer au critérium précédent une autre règle exigeant seulement la connaissance du^ signe que prend, pour j: = a, la première des dérivées ?'(«), ç'fcr)..., qui ne s'annule pas pour cette valeur de x.
•210. Avant d'indiquer cette seconde règle, nous devons faire une remarque importante.
Si une fonction f{x) est continue^ mais différente de zéro^ pour X = a^ f[x) conserve un signe constant dans le voisinage de a.
En effet, soit s un nombre positif, et x une valeur quelconque appartenant à l'intervalle (a — £, ^ -H s)- En vertu de la continuité, on peut prendre s assez petit pour que l'on ait
u étant aussi petit qu'on voudra en valeur absolue. En particulier, comme f[a) n'est pas nul, on peut prendre e tel que I « I soit inférieur à | /(a) | . C'est donc f[a) qui donne son signe au second membre de (2), et par suite au premier
1 Les cas de discontinuité ne comportent pas de solution générale ; on doit les traiter directement dans chaque question particulière.
membre ; f[x) a donc le signe de f[a) dans Tintervalle considéré.
2211. Cela posé, soit a une racine réelle de Téquation
(^' (^x) = o, et supposons que 9 (a:) et ses dérivées successives soient continues dans un intervalle {a — A, a -f- A), comprenant la valeur a ; enfin soit p Tordre de la première des dérivées successives qui ne s'annule pas pour a: = «, de telle sorte qu'on ait :
© («) = o, o' (a) r= o, cp'/'-*^ (fl) = 0, (^p[a)^o.
Dans ces conditions, la formule de Taylor donne
cp (a + A) ~ cp [a) -^ ^— |^ ^^'^ [a + OA), (3)
où ô est compris entre 0 et 1. D'ailleurs, puisque 9^''^(oc) est ccHitinu et différent de zéro pour x^^ a^ on pourra (n°210) restreindre h de façon que (^^^^{x) conserve dans Tintervalle considéré le signe de ff{a). D'après cela, et en vertu de la formule (3), si p est impair, la différence ^(rt -j- A) — f^[a) changera de signe avec A, et il n'y aura ni maximum ni minimum. Au contraire,. si p est pair, la môme différence conservera le signe de ^^[a). Donc (n° 207) il y aura maximum ou minimum suivant que ce signe est — ou +.
De là cette règle :
Pour qu'une fonction 9 [x) soit maximum on tnimmum pour X ^ a, il faut et il suffit que la première des dérivées de 9(j:), qui ne s'annule pas pour x == a, soit d'ordre pair. Alors, il y a maximum ou minimum^ suivant que cette dérivée d'ordre pair est négative ou positive pour x = a.
Exemples
éitàî» Soit proposé de trouver les maxima et les minima dfi la fonction
^[x) = [x -' a^) {x — a^) ... {x — an), (4)
où a|, ao, ..., a„, désignent n quantités distinctes et rangées par ordre de grandeur croissante.
En vertu du théorème de RoUe, chacun des intervalles :
(«,, «2), («2, «.,), ... (««-4, Un)
renferme au moins une racine réelle de l'équation 9' (j:) = o, et il n'en contient qu'une, puisque le nombre des intervalles est égal au degré de cette équation. En désignant par a^, a.,, ..., a„_^, les racines de <^' [x) = o supposées rangées par ordre de grandeur croissante, on aura
t^'{jXf) z= n{x — ^\) {^ — ^2) ••• (^ — ««-O-
Gela posé, faisons croître x d'une manière continue de — 00 à + X .
Si n est impair, ^'{x)^ d'abord positif, change de signe chaque fois que x atteint et dépasse l'une des quantités a,, «2, .-., 0Ln^\ ; donc <^{x) est maximum pour x =-^ a|, minimum pour X = x,, maximum pour x = xj, ..., enfin minimum pour X = a,i_j.
Si n est pair, 9' (x), d'abord négatif, change de signe chaque fois que a: passe par Tune des quantités a,, x^, ..., a„_j. Donc f (x) est maximum pour x = a^, minimum pour x = a.^î maximum pour x = x^, ..., enfin maximum pour x = ol„_^.
2213. Trouver les maxima et minima d'une fonction ayant pour dérivée
OÙ p est un nombre entier positif, et /(.r) et F (a:) deux polynômes entiers ne s'annulant pas pour j: = a ; quelles sont les conditions pour que 9 (a) soit un maximum ou un minimum, ou ni Tun ni l'autre?
Si p est pair, comme f{x) et F [x) ne changent pas de signe pour «r = a, la dérivée ^' [x] ne change pas non plus; il n'y a donc ni maximum ni minimum.
Si p est impair, (« — ay passe du négatif au positif pour X = a\ donc o{x) est minimum ou maximum, suivant que
fia) ' V[a)
est positif ou négatif.
On voit que la règle du n° 209 est d'une application facile, lorsque là dérivée 9' (.r) est le quotient de deux polynômes entiers.
âl4. Trouver le minimum de x*, x étant positif. La fonction étant minimum pour la même valeur de x que son logarithme, nous poserons
^(.r) = loga;* = x loga?, (6)
d'où il résulte
^'{x) = 1 + logar.
Cette dérivée s'annule pour log^c = — 1, c'est-à-dire pour
a: = — D'ailleurs o(x)=:- étant égale à ^, c'est-à-dire
positive pour .r ==-î on voit par la règle n* 211 que x* est minimum pour celte même valeur de x,
â 1 5* Trouver le minimum de r expression
cp(a7) ^= Éî^ -f- É'-* 4- 2 coso:. (7)
Sa dérivée
{jp' [x) = e^ — e-' — 2sina?
s'annule pour x = o\ mais cette valeur x = o annule aussi les d<^rivées
çp" (or) -=6^ '\-' e-^ — 2 coso:, et
<p'" (.r) = e* — ^ -* + 2 sin.r,
tandis qu'elle rend la dérivée quatrième
<p»^ (a-) =z e^ -\- e-^ + 2 cosa?
positive et égale à 4. Donc (n** 2H) ^(.r) = 4 est un minimum de 9 (x).
Il est aisé de voir d'ailleurs que jr = o est la seule racine réelle de (p'(a:) = o ; en effet, si on remplace, dans (p'(j"), ^', /»"' et sinj; par leurs développements
ips
SiHOS
on obtient Texpression
dans laquelle le facteur entre parenthèses est constamment positif; ^'(x) ne s'annule donc que pour x =-^ o\ or, comme alors cette dérivée passe du négatif au positif, on retrouve, par l'application de la règle du n° 209, les conclusions que nous a données, dans Talinéa précédent, l'application de la règle du n° 211.
12 1 C>. Deux milieux étant séparés par un plan horizontal P, la lumière se meut dans le premier inilieu avec une vitesse constante w, et dans le second milieu avec une vitesse consiantf V. On demande quelle route la lumière doit suivre pour
aller ^ dans le temps lé plus courte fruu point A du premier fnilieu à un jmint B du second.
Soient A' et B' les projections des points A et B sur le plan P. Le chemin demandé, qui se compose de deux portions do droite, est situé dans le plan vertical AA'B'B; en effet, soit G un point situé sur le plan P en dehors de la droite A'B', et L la projection de G sur A'B', on aura AL < AG et BL •< BG, en sorte que la lumière mettra moins de temps à suivre le chemin ALB qu'à décrire le chemin AGB.
Tout revient donc à chercher sur AA' le point H, tel que le chemin AHB soil parcouru dans le temps minimum.
Désignons par IX la verticale du point H, et posons AA' = a, BB' = b, A'B' = d, AUX =-~ i, BHI = /•.
/ J wX
Fio. 6.
Le temps a rendre minimum a pour expression
u cos i V cos r
/ et r étant liés par la relation
d =^ a tangî +• b tangr.
Donc, en égalant à zéro la dérivée par rapport à i de l'expression (8), et désignant par / la dérivée de /• par
rapport à t^ on aura Téquation
a sini , b sinr , . ,,
u cos^ 2 î? cos^r '
à laquelle il faut adjoindre celle qui provient de la différentiation de la relation (9)
F^'éliminalion de / entre (10) et (11) donne immédiatement
smt u
sinr V
pour la condition du minimum.
Reinai*que impor tonte
21 T. Souvent la variable jr, au lieu de pouvoir prendre toutes les valeurs possibles, est astreinte à rester inférieure ou supérieure à certaines limites. Alors, a désignant j'une quelconque de ces valeurs extrêmes, ^(a) peut être un maximum ou un minimum, sans que a soit une racine de Téquation dérivée ^' [x) = o.
Considérons, par exemple, le cercle x- -f- //' = W et un point A(ô, o) différent de l'origine. La distance \M d'un point quelconque M [x, y) du cercle au point A devient maximum pour j: = R et minimum pour x = — R; et, cependant, aucune de ces valeurs extrêmes de x n'annule l'équation dérivée, puisque la dérivée de l'expression
kW == R2 + a'i _ 9aœ
se réduit à — 2a.
Pour avoir un exemple plus complet, reprenons la ques-
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tion précédente, en remplaçant le cercle ï- -H y- = H- par lu parabole y- — 2p.T = o. On a alors
ÂM- = (3. - «)î + r' = (.,■ - a)^ + 2/).r,
et l'équation dérivée se réduit à
dont la racine unique a — p doit ?tre rejetée, si a est inférieur kp, puisque la variable r est astreinte A rester positive. Si a est supérieur à p, la racine « — p est l'abscisso commune à deux points Mj et M.^ de la parabole, symétriques par rapport il l'axe o.r. Comme la dérivée seconde est positive, AM, et AM,j sont des minima de 1b distance AM. Maïs cette dislance AM possède encore évidemment un maximum ou un minimum; c'est la distance AO du point A au sommet 0, laquelle est un maximum ou un miaimum, suivant que le point A est intérieur ou extérieur h la parabole. Or la règle du n° 2i)9 laisse écliapper cette solution, puisque la dérivée ne s'annule pas pour x = o.
SI 8. 11 est aisé de trouver la raison de la singularité dont nous venons d'indiquer deux exemples.
La déHnition du n° '.^07 et tes raisonnements qui ont conduit à la règle 2it9 supposent que, ^i ^.(a) r.st un maximinti, la dî/férencp ^[x-\-h) — ^(a) est négative, quel que soit le sifjiie ilt- la qiiantitv tirs petite h. Or l'ar^roissonienl h a un signe déterminé pour x ^ a, puisque a est nnc limite iiirérieure ou supérieure de la variable x. Les raisonnements fondés sur ce que le signe de h est arbitraire ne subsistent donc plus.
;S1!>. La singularité dont il s'agit ne saurait se présenter si, au lieu de l'abscisse :r du point M, im clioisit une variable n susceptible de prendre toutes les valeurs possibles, car alors la théorie exposée aux n" 209, 210, l'il, est applicable. En posant j? ^ ■; (m) et désignant par V la
MAXIMA ET MINIMA 2i5
fonction ^{x) dont on cherche les maxima et les minima, on a
rfV et la présence du facteur <J;' (u) montre que -j- peut s'annuler
sans que <^'{x) s'annule.
Dans le premier exemple du n* 217, si Ton pose
X = R cosu, on a
f {x) = — 2a, f (u) = — R sin m,
et par suite
-7- = 2aK sm w.
du
En égalant cette dérivée à zéro, on obtient les valeurs t/ = 0, w = CT, qui répondent respectivement au minimum et au maximum de ÂM.
Dans le second exemple (cas de la parabole), si Ton pose
X = 2/}m', on a
9 (x) = 2 (.r — a + p), tj/' (m) = 4pti,
et par suite
En égalant cette dérivée à zéro, on obtient les valeurs
relatives aux maxima et aux minima de la distance AM.
Les considérations et les exemples qui précèdent suffisent pour montrer la nécei^sité de tenir compte, dans les questions de maximum et de minimum, du choix de la variable indépendante.
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Cas d'une fonction explicite de m variables liées par m — 1 équations
ââO. On peut, sans altérer la généralité de la méthode, prendre m = 3. Le problème est donc le suivant : trouver les maxima et les minima de la fonction
les variables a:, y, z, étant astreintes à vérifier les conditions
fk [^^ y» ^) — o» (*5)
A (^1 yi ^) = o- (*^)
Les deux équations de condition (15) et (16) définissent y et 5 en fonction de x^ de sorte que V est une fonction composée de la seule variable indépendante x^ dont il faut égaler la dérivée à zéro.
On obtient ainsi la relation
à laquelle il faut joindre les deux suivantes
^ii + ^i.^ + ^^ = o, (19)
ex * cy dx cz dx ^ '
qui résultent de la différentiation des équations de condi-
tions. L'élimination -^^ et de ■— entre les trois équations
ax ax
(17), (18) et (19), donnera la relation
jy
^fi
Yj
Dy
qui, conjointement avec (15) et (16), fera connaître les valeurs de Xj y, j2, propres à rendre V maximum ou minimum.
221. La résolution des équations (15), (16), (20), est souvent facilitée par l'adjonction de deux nouvelles inconnues A^ et X2, et par suite de deux nouvelles équations. Voici comment :
Soit (a:, y, z) une solution des systèmes (15), (16), (20). Le déterminant (20) ne change pas lorsqu'on ajoute aux éléments de la première ligne ceux de la seconde ligne multipliés par X| et ceux de la troisième par Xg. Dès lors, si on détermine X^ et X2 par les équations que Ton obtient en égalant à zéro deux des éléments de la première ligne du déterminant A ainsi transformé, la condition A = 0 entraînera l'annulation du troisième élément de cette ligne, et Ton aura trois équations
cZ cZ vZ
qui, conjointement avec (15) et (16), détermineront les cinq inconnues j:, y, j2, Xj et X2.
Les relations (21), (22), (23), sont faciles à retenir : il suffit de remarquer que leurs premiers membres sont les dérivées partielles par rapport à a:, y, z, de' F expression
f (^1 y. ^) + \rs (^, y, ^) + \h (^1 y. ^\ (24)
dans laquelle A| et X2 /fon/ regardées comme des constantes. Pour établir la distinction entre les maxima et les minima, il faudrait avoir recours au signe de la dérivée seconde. Le calcul de cette dérivée n'offre pas de difficulté théorique, mais il est parfois pénible ; on s'en dispense le plus communément, car la nature de la question permet, en général, de reconnaître a priori s'il s'agit d'un maximum ou d'un minimum.
âââ. Nous allons appliquer la théorie précédente à la recherche des axes de la section de f ellipsoïde
par tin plan
aas -{- py -}- fZ = o, (26)
passant par r origine, c^est-à-dire par le centre.
Les longueurs des axes en question sont le maximum et le minimum de la distance qui sépare le centre d'un point quelconque de la surface. Il s'agit donc de trouver le maximum et le minimum do la fonction
les variables x, y, 2, devant satisfaire aux deux équations de conditions (25) et (26).
A cet effet formons, conformément aux prescriptions du n* 221, Texpression
et égalons ses dérivées partielles à zéro. Nous aurons les équations
^ + \zi + \^ = o. (29)
y + >, li + À2P = o, (30)
qui, conjointement avec (25) et (26), déterminent les multiplicateurs X|, A2, ainsi que les coordonnées x^ y^ z, d'un sommet quelconque de la section.
Pour obtenir les longueurs des axes, il faudra éliminer ^7 y» -î 'n '>'-2' ^ntre les équations (25), (26), (27) et (29), (80), (31). On y parvient aisément comme il suit :
D'abord, en ajoutant les trois dernières équations respectivement multipliées par jr, y, 5, et ayant égard aux trois premières, on a X, = — v. Puis, en portant cette valeur de \ dans (29), (30), (31), résolvant par rapport à x, y, 5, et enfin substituant les valeurs ainsi trouvées dans la relation (26), on obtient Téquation en v
qui donne les carrés des longueurs des deux axes de la section.
Maxima et minima des fonctions de plusieurs vai*ial>les indépendantes
!îl. On dit qu'une fonction ^ (x, y, ...) de n variables est maximum pour les valeurs a, h, ... attribuées respectivement à j:, y, ..., si Von peut trouver un nombre positif e assez petit pour que la différence ç (x, y, ...) — 9 (a, 6, ...) soit négative pour toutes les valeurs de a: — a, y — 6, ... comprises entre — s et -+- s.
Il y a minimum lorsque la différence ci-dessus est positive dans les mômes conditions.
Nous supposerons, dans la suite de ce chapitre, que la fonction ç (j:, y, ...) et ses dérivées partielles jusqu'à Tordre dont on aura besoin soient continues. Les cas de discontinuité ne comportent pas de solution générale ; ils devront être étudiés à part dans chaque question.
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Posons
X = a + it, y = i -f p/, ..., (33)
d'où
et par suite
F'V)=«V-(^^yv.0+PYJ^(^.y,--0+--.+2ap9i>,y,..0+-^
Cela posé, si ^{x, y, ...) est maxiaium ou minimum pour X =: a^ y = by ..., F(/) sera maximum ou minimum pour / = 0. Donc, d'après la théorie des maxima et minima relative aux fonctions d'une seule variable, on doit avoir F' (o) = 0, c'est-à-dire
relation qui, devant avoir lieu quelles que soient a, 3, ..., se décompose en les suivantes
çpi [a, h, ...) = o, t^y (a, b^ ...) = o ... (37)
On voit de la sorte que les systèmes de valeurs propres à rendre ^{x^ y, ...) maximum ou minimum ne doivent être cherchés que parmi ceux qui annulent les dérivées partielles du premier ordre de o (o:, y, ...).
(a, è, ...), étant un tel système, il y aura maximum ou minimum, suivant que la dérivée seconde F*' [o) sera négative ou positive pour toutes les valeurs de a, g, ..., différentes de zéro. Or, d'après la formule (4), ¥" [o) a pour expression
*V* {a, b, ...) + pY^y (a, b, ...) -{- ... H- âafl^i^ (a, b, ...) + ...
C'est une fonction entière et homogène du second degré des variables a, g, ... que nous désignerons par V. On est doue ramené à ce problème d'algèbre : trouver les conditions pour
que la fonction V conserve un signe constant, le signe par exemple.
Ordonnée par rapport à a, la fonction V prend la forme
V = Aa2 + 2Pa-(-Q;
elle se réduit à Aa^, lorsque les autres variables 3, ..., sont nulles ; on doit donc avoir en premier lieu
D'autre part, si Ton pose
V, = AQ - P
on obtient la relation
AV = (AaL + P)a-t- V^.
L'expression entre parenthèses s'annule pour
quelles que soient g, ... ; il faut donc que V| soit constamment positive.
Ainsi les conditions pour que V soit constamment positive sont que Von ait k> o et que V^ soit constamment positive.
Or Vj est, comme V, une fonction entière homogène et du second degré, mais ne renfermant que n — 1 variables. En appliquant à V^ le raisonnement sur V, on voit que les conditions pour que V^ reste positive consistent en ce qu'une certaine quantité déterminée A^ soit positive et qu'une certaine fonction V, entière homogène du second degré an — 2 variables reste positive.
En continuant de la sorte, on trouvera les n conditions nécessaires et suffisantes
pour que V reste toujours positive.
iSâ4. Si Ton considère en particulier le cas de deux variables x et y, on a
V = <pjf,(a, h] «» + 29iy (a, h) aS + ^;^(a, h) f-, A r= ^%^ (a, ô), P = <p;,y (a, 6) p. Q z= ^;^ (a, h) p>,
Les conditions pour que V resle positive sont, d'après cela,
^xx («, ^) > o et ^l^ (a, h) ^p;^^ (a, h) — (ipi^ (a, ô))»] > o, lesquelles entraînent d'ailleurs évidemment
Pour passer du maximum au minimum, on changerait le sens des inégalités.
►. Nous avons supposé que les dérivées partielles du second ordre de la fonction ^(x^ y, ...) n'étaient pas toutes nulles simultanément pour j:r = a, y = é, ... ; sinon il faudrait que les dérivées troisièmes fussent nulles et qu'une certaine fonction entière homogène du quatrième degré conservât un signe constant.
On continuerait de la sorte; mais les calculs qu'exige cette discussion deviendraient bien vite inextricables.
I2âO. Au lieu de dire que les dérivées partielles
^ijc . Oy ^z
s'annulent toutes pour les valeurs a, è, c, ..., qui rendent une fonction ^(j:-, y, z, ...) maximum ou minimum, il équivaut évidemment de dire que la dilTérentielle totale
r^ dx + r* dy -Y -<^ Oz -X- ...
s'annule, quels que soient rf.r, r/y, rfz, ...
227. D'après la théorie qui précède, les valeurs des variables relatives au maximum ou au minimum d'une fonction doivent annuler les dérivées partielles de cette fonction, à moins que ces dérivées soient discontinues. Mais il peut se faire, comme Ta remarqué M. Bertrand, que les dérivées partielles d'une fonction cessent d'être déterminées pour certaines valeurs des variables, et que ces valeurs rendent en même temps la fonction maximum ou minimum.
Voici l'exemple même que M. Bertrand a choisi pour justifier son assertion :
Trouver dans le plan (Tiin triangle ABC un point M dont la somme des distances aux trois sommets soit un minimum.
Soient (jt, y), (x^, y,), [x^, y^), (j^;,, y^), les coordonnées des points M, A, B, C, par rapport à des axes rectangulaires quelconques; l'expression à rendre minimum est
et il faut égaler à zéro sa dérivée par rapport à x, et sa dérivée par rapport à y, ce qui donne
V(a?-a?,i*4-(y-y,)'» ' \l{^'-œ^f+[y-yl) sli^-^zY-i-iy-yl) wjjQ^
En désignant par aj, X), x, les inclinaisons de MA, MB, MC, sur l'axe de x^ on remplace les équations (39) par les suivantes '
cosai -f- cosa2,+ cosaj = o, sina^ + sin ag -f- sinag — o, (40)
d'où l'on déduit, en isolant cosa.^ et sinagct ajoutant la somme des carrés
cos(a^ — «2) = — r; (41)
on trouverait pareillement
ces (aj — ttg) = — Y COS («3 — a^; = — 2
Les angles AMB, BMC, GMÂ, sont donc tous les trois égaux à 120"*, et le point cherché est celui d'où Ton voit, sous un angle de 120**, chacun des côtés du triangle ABC.
Il importe de remarquer que le point d'où Ton voit chacun des côtés du triangle ABC, sous un angle de 120°, cesse d'exister lorsque Tun des angles de ce triangle surpasse 120*. Alors les équations (39) sont incompatibles, quoiqu'il résulte de la nature de la question que le minimum existe encore. Pour trouver la solution qui convient à ce cas, remarquons
que les dérivées partielles (39) se présentent sous la forme -»
si l'on prend pour le point cherché l'un des sommets A, B, C, c'est-à-dire, si on remplace, dans ces dérivées, les coordonnées courantes par celles de Tun des points A, B, C. C'est donc l'un do ces sommets qui résout la question; et, comme la somme des distances se réduit alors à la somme de deux côtés du triangle, le point cherché sera le sommet de Tangle obtus.
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ââtt. Soit 9 (x, ;y, :;, ...) une fonction de m -i- n variables liées par n équations.
^(^'ly»-, ...) = o, /'^{a,i/,z,...)=o, ..., A(-^»y.^. ••.)? (*2)
de sorte qu'il reste m variables indépendantes.
Pour rendre la fonction <p maximum ou minimum, oa devra poser d^ == o, c'est-à-dire
puis joindre à cette équation les n suivantes
Ix ^ ^y ^ ^ ^z '
^ rfa? + ^ % + ^^ rf^ + ... = o
qui résultent de la différenliation du système (42) .
Après avoir éliminé ?i différentielles, dx^ dy^ dz^ ..., entre les (n + i) relations (43) et (44), on égalera à zéro les coefficients des m différentielles restées arbitraires, et Ton obtiendra de la sorte m équations, qui, jointes aux n équations (42), détermineront les systèmes de valeurs de x, y, z. ..., propres à rendre la fonction s maximum ou minimum.
Pour exécuter avec élégance Téliraination dont nous venons de parler, nous ajouterons à Téquation (43) les équations (44), respectivement multipliées par les facteurs indéterminés A^, Xoî H^ ""> ^'ni qwc Ton choisira de manière à faire disparaître n ditférenticlles; mais, comme on devra ensuite, d'après ce qui a été dit dans Talinéa précédent, égaler à zéro les coefficients des m différentielles restantes, on voit qu'en définitive les coefficients de toutes les différentielles devront être égalés à zéro. Les équations ainsi formées
sont au nombre de m •+■ n. En leur adjoignant les ti rela-
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lions (42), on aura m -h 2n équations pour déterminer les m -h 2n quantités, X^, ..., X„, et x, y, z, ...
De là résulte la règle suivante : Pour obtenir les maxima et les minima dune fonction ç de m + n variables^ liées entre elles par n relations /^ = o^, ...,/„== o, on annulera les dérivées partielles^ par rapport aux m + n vainables^ de la fonction
où fou regardera X^, X.,, ..., X„, comme des constantes. On obtiendra de la sorte m + n équations^ qui, jointes aux n équations de liaison /*, = o,/, == o, ...,/„ = o, donneront les quantités X|, ..., X„, ainsi que les valeurs des m + n variables, j?. y, 2, ..., correspondent aux ma^tinm ou minima de ç.
d2Iâ9. Supposons, pour prendre un exemple, qu'il s'agisse de trouver le minimum de la fonction
les trois variables ./, //, z, étant liées par la relation
ajc + by -\- cz =z /r, (46)
où a, i, c, k sont des constantes données.
D'après la règle du numéro précédent, on est conduit à égaler à zéro les dillérentielles partielles par rapport à j:, y, z, de l'expression
a?2 + y* + -2* + 2X {a.r 4- by + c^ — k).
On obtient de la sorte les trois équations
X -\- a\ =: o, y -|- ôX = o, ^ -j- cÀ =r
qui, conjointement avec (46), détermineront ./•, y, js, après qu'on aura éliminé X.
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On déduit des équations (47) les égalités
z __ y z ax -1" hy 4- cz
d'oîi résultent, pour les valeurs de x, y, z relatives au minimum de 9,
et, par suite, pour la valeur minimum de ç,
ht
D'ailleurs l'interprétation géométrique montre immédiatement qu'il s'agit ici d'un minimum; ç représente en effet le carré de la distance de Torigine à un point (.r, y, z) du plan^aj- -^ by -\- cz = k.
^laxima et minima des fonctions implicites
230. Soit y une fonction liée à une variable x par une équation
non résolue par rapport à y. Pour trouver les maxima et les niinima de y, on différentiera l'équation (49), ce qui donne la relation
laquelle se réduit à
pour les valeurs dex qui rendent y maximum ou minimum.
On cherchera donc les divers couples {x^^ y,), (j?.,, y?)» (oTg, yg), ... de solutions communes aux équations (49) et (51), et c'est parmi les termes de la suite Xj, x.2y x^^ ... que se trouveront les valeurs de x relatives aux maxima et aux minima de y.
Pour reconnaître si une solution des équations (49) et (51) répond véritablement à un maximum ou à un minimum, il faut considérer la dérivée seconde. En différentiant l'équation (50), on obtient la relation
laquelle, parTintroduction de la condition y' = o, se réduit à
(52) d'où
Ja:»
Il y aura maximum ou minimum suivant que la solution considérée rendra le second membre de (53) négatif ou positif.
Si-T^ est nul, il faut recourir aux dérivées d'ordre supérieur.
Considérons, comme exemple, la fonction implicite y définie par l'équation
f{x, y) = x^ + y* - 4xy = o. (54)
On a ici
;^ = 4,.--y), f=i[y^-.), g=lî.«. (55)
Le système formé par Téquation (54) et par Téquation
a? — y = o ont pour solutions communes x = =fc v'S,
y == =iiv/27; d'ailleurs la dérivée seconde, c'est-à-dire le
second membre de la relation (53), est négative pour a: = + v/3
et positive pour x •= — y^S ; il y a donc maximum dans le premier cas et minimum dans le second.
du
dx
ce qui donne
ox ^y dx^^ ^z dx ox cy dx cz dx [
^y dx ^z dx
On élimine ^> ^» et Ton obtient une équation qui, de
concert avec les relations (56), détermine x, y, 2, w.
En différentiant de nouveau les relations (56), on
obtiendra ^-^; on y substituera les valeurs trouvées pour x,
â31 . Supposons maintenant que Ton ait m + 1 variables ^
liées par m relations, par exemple quatre variables x, y, z, m, \
liées par trois équations
Tk (a?, y y 3^, u) = o
X étant choisie pour variable indépendante, //, z et u seront des fonctions de x. Considérons Tune quelconque de ces fonctions, u par exemple. Pour trouver les valeurs de x qui répondent aux maxima ou aux minima de i/, on différentie les relations (56), en traitant y, 2, t/ comme des fonctions dex et tenant compte de la condition
y, 2, u, et, suivant que le résultat obtenu sera positif ou négatif, u sera un maximum ou un minimum.
Observons d'ailleurs que rélimination de-^^et de -j- pourra
se faire par la méthode des multiplicateurs. A cet effet, on ajoutera les équations (57) multipliées respectivement par 1 , X et [A, et on choisira les multiplicateurs X et jjl, de telle sorte que
dans le résultat les coefficients de -f^ et de -r- soient nuls.
â3â. Considérons enlin le cas (Tune fonction implicite de plusieurs variables indépendantes.
Soient, par exemple, trois relations
r'i{^,Py^f^y^)=0 , (58)
entre deux variables indépendantes, ./•, y, et trois fonctions, z, //, t^ de ces variables; il s'agit de trouver les raaxima ou minima de Tune de ces fonctions, de v par exemple. On doit avoir
r- — o, r- — o, et par suite la différentielle totale de r, c'est-à-dire
doit être nulle.
En différentiant les équations (58) et ayant égard à la condition dv = o^ on aura les relations
. ^.^ 4- r^-^ dy 4-"^ dz -}- r^ du =: o
g^ + ^rfy4.grf, + ^rf„ = 0 }. (59)
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dans lesquelles dx^ dy sont constantes, tandis que dz et du sont les différentielles totales de u et de i\ considérées comme des fonctions à!x et d'y.
L'élimination de dz et de du entre les équations (59) donnera une relation de la forme
?dx + Çldy =r 0,
qui, puisque dx et dy sont indépendantes entre elles, se décompose dans les deux suivantes
Les équations (58) et (60) donneront les valeurs demandées de Xy y, 2, w, v.
Pour la distinction entre le maximum et le minimum, il faudra avoir recours au signe de la différentielle totale du second ordre d-v.
Méthode de Fermât
Nous ne saurions clore ce chapitre sans faire connaître brièvement la première méthode générale, pour la recherche des maxima et des minima. Cette méthode, due à Fermât, est fondée sur l'observation suivante :
Quand une fonction continue ^ [x] passe par un maximum ou un minimum, elle prend, un peu avant et uu peu après cet état critique, les mômes valeurs avec ou sans symétrie. La considération de la courbe représentée par l'équationy = ç (x) rend intuitif ce principe, d'où découle la règle suivante :
Pour chercher dans quelles circonstances une grandeur variable devient maximum ou minimum^ on exprimera que cette grandeur^ considérée dans deux états infiniment voisins, a la même valeur. Légalité qui en résulte , prise à la limite où les deux états se confondent^ fera connaître une propriété caractéristique du maximum ou du minimum.
Glotte règle a son importance propre, à côté de la théorie
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Si, .T\, restant constant, X est variable, Tintégrale (2) devient une fonction de X, qui (n** 4) a pour dérivée /(X), c'est-àdire est une fonction primitive de /(X).
Or, si o (X) désigne uno fonction primitive quelconque de (X), 9 (X) — 9 {xq) sera celle des fonctions primitives de (X), qui s'annule pour X = Xq, et comme l'expression (2) représente cette môme primitive, on a la formule
i f ix) d.r m 9 (X; — 9 (./'o), (3)
Xçt
qui est fondamentale.
Observons enfin que la lettre x^ qui figure au premier membre de la formule précédente, peut être remplacée par toute autre lettre.
Convergcnc49 uniforme
^35. Considérons une série
dont les termes sont des fonctions déterminées d'une variable X, et supposons que cette série soit convergente, lorsque x prend une valeur quelconque comprise dans un intervalle [a, h), fini ou infini. Il résulte de la définition même de la convergence que Ton peut trouver un nombre positif N toi que, pour a ^ N, on ait
£ étant une quantité arbitraire donnée à Tavance, et R^ (^) désignant le reste
correspondant au rang n.
Le nombre N dépend en général de s et de la valeur x choisie dans Tintervalle («, b). Lorsque N ne dépend que de £, c'est-à-dire est le même pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle (a, i), on dit que la série est uniformément convergente dans cet intervalle.
Les séries uniformément convergentes sont particulièrement intéressantes. Voici pourquoi :
Si la série (4) est uniformément convergente dans un intervalle («, ô), la somme
représente la fonction f{x) définie par la série avec une approximation dont la limite supérieure s est la même pour toutes les valeurs de x appartenant à Tintervalle (a, b) ; on " peut donc, par Télude de la somme S^, reconnaître aisément, du moins avec une certaine approximation, la marche de f{x).
Les choses vont moins simplement lorsque la série (4) est convergente dans Tintervalle {n^ b) sans Tôlre uniformément. Pour avoir alors /(j:) avec une même approximation, il faut, suivant les cas, c'est-à-dire suivant la valeur de .r, employer un nombre de termes tantôt assez petit, tantôt fort considérable.
236. Il est en général difficile de reconnaître si une série donnée est ou non uniformément convergente; car, ce n'est que dans des cas exceptionnels que Ton peut trouver soit l'expression de R„ (.r), soit une limite supérieure de la valeur absolue de ce reste.
Toutefois la remarque suivante permet souvent de décider la question.
Une série à termes variables est uniformément convergente dans un intervalle donnée si ses termes sont moindres en valeur absolue que les tennes correspondants d un e série à termes positifs convergente et numérique, c'est-à-dire dont les termes ne renferment pas la variable x. En effet, en désignant par
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K„ et p„ les restes correspondants des deux séries, on a
Mais, puisque la série de comparaison est numérique el convergente, on peut, £ étant donné, déterminer un nombre N indépendant de x^ de façon que Ton ait p„ < £ et a fortiori,
I Rn |< 6.
1237. Voici des applications de cette règle : V. Soit la série
a| sin[:ifâ?, a2sin^2'^'' ••••> W
où ^j, ^2' "'9 désignent des quantités quelconques, tandis que a|, 02, ..., sont des quantités positives formant une série convergente. La série (5) est uniformément convergente dans un intervalle quelconque, car ses termes sont respectivement inférieurs (ou égaux) en valeur absolue aux termes correspondants de la série a|, a,, ...
2° Considérons la série exponentielle
*' ^' S' rlTs' - ^^^
Elle est uniformément convergente dans lotit intervalle fini ; car, si Ton désigne parX la plus grande des valeurs absolues que peut prendre la variable x, les termes de la série (2) sont respectivement moindres que ceux de la série conver-
gente
Mais la série (6) n'est pas uniformément convergente dans rintervalle ( — oo , + oo ). En effet, si x est > o, on
a R„ > - — — ; et quelque valeur que Ton fixe pour n,
X*^« m a » il
x" la quantité j—r prend, lorsque j' croît, des valeurs aussi
X ./W. » m » il
grandes qu'on veut et par suite peut surpasser toute valeu r donnée s.
Propriétés des séries uniformément convergentes
2238. Si les termes d'une série w,, u.^, ..., sonl des fonctions continues d'une variable x dans un intervalle {a ^ ô}, et si la série est uniformément convergente dans le même intervalle, la somme de la série est une fonction f{x) continue dans r intervalle {a^ b).
En effet, écrivons
Par hypothèse, on peut choisir /* assez grand pour qu'on ait
X étant quelconque dans l'intervalle («, é) et s étant une quantité assignée à l'avance et aussi petite qu'on voudra.
On aura dès lors, quelles que soient les valeurs de x et de X dans l'intervalle considéré,
et
Mais la fonction i/| + M2 -|- ... + î^«, somme d'un nombre limité de termes continus, est continue; donc on peut prendre x assez rapproché de x pour que la différence des parenthèses qui figurent au second membre de (7) soit moindre en valeur absolue que s ; on a donc, pour x assez voisin de x,
ce qui prouve la continuité de f[x).
â39. a et p étant deux nombres compris dans Tintervaile (a, 6), on a évidemment
/■(a?) dx = I u^dx -\- j u^dx + ... -|~ / ^ndx -\- j R«(ar) dx.
Mais, w étant déterminé comme dans l'alinéa précédent, et ej désignant un nombre aussi petit qu'on veut, on a
J ï{„{x)dx < t^ (P — a).
Donc la série
u^dx + / «2^ 4" ••• a a
est convergente et a pour somme / /'[x] dx.
Ainsi on aura tintégrale de la série en intégrant chaque terme entre les deux tnêmes limites et faisant la somme des intégrales obtenues de la sorte,
240. La règle relative à la dérivation de f[x) est moins simple. En supposant que les fonctions 2/|, Wo, ..., v^i .-.» aient des dérivées continues, la série de ces dérivées
du^ . du^ , I ^"» I /Q^
n'étant pas nécessairement convergente, ne saurait toujours représenter la dérivée de f{x). Mais, si la série (8) des dérivées est uniformément convergente dans un intervalle (a, é), on peut affirmer que cette série (8) représente, dans cet intervalle, la dérivée de la fonction f{x).
En effet, posons, en supposant la série (4) uniformément convergente.
on aura, en intégrant (n® 239) entre les limites a et x, et désignant par X„ la valeur que prend ifn{j^) pour x = a
J^U)dx:=z (m, —>,)*+ (Wj— '^2) + .-. + {^n — \i) + ... a
Mais, puisque les séries ïi,, ^^,, ..., «/„, ... et Aj, X.,, ...,X„, ... sont absolument convergentes, on peut rem placer le deuxième membre par
--= f[x) — (X^ +^2 + ... + /,, + ...), d'où f^{x) ==/'(x), puisque les X sont des constantes.
Séries entières, — Théorèmes d'Abel
241. Les séries de fonctions les plus importantes son les séries entières^ c'est-à-dire les séries de la forme
où X désigne une variable quelconque et %, u^, Uo^ •-.»''»»» -"i des coefficients constants. Nous désignerons par «q, «j, «o, ..., a„, ..., les modules, c'est-à-dire les valeurs absolues de ces coefficients.
Abel a donné, relativement aux séries entières, deux propositions qui jouent, en analyse, un rôle très important.
Voici le premier théorème d'Abel :
Si pour une valeur de la variable x, dont le module est r\ les modules des termes d'une série entière (9) sont inférieurs à un nombre positif et fini M, la série sera convergente pour toute valeur de x dont le module est moindre que r.
En effet, attribuons à x une valeur dont le module r soit moindre que /, et multiplions respectivement par les nombres
les termes de la série coiivergeote (progression iadéfiiiimen l décroissante)
Gomme, par hypothèse, li»s nombres (10) sonl tous inférieurs à M, nous obtiendrons de la sorte (n** 140) une nouvelle série convergente
or, cette série n'est autre que la série (9), dans laquelle on remplace chaqu î terme par sa valeur absolue. Donc la série (8) est absolument convergente pour toute valeur de x dont le module r est inférieur à r .
â42. L'hypothèse qui figure dans la proposition précédente consiste en ce que les nombres (10) sont tous inférieurs à un nombre M fini et positif, c'est-à-dire en ce que Ton a pour cette valeur de n
or cotte hypothèse est toujours réalisée, si la série (9) est convergente, puisque «„r'" est la valeur absolue du terme général et que dans toute série convergente le terme général tend vers zéro.
Nous pouvons donc donner, du théorème précédent, le nouvel énoncé :
Si une série entière (9) est convergente pour une valeur de X ayant pour module p, elle est convergente pour toutevaleur de X ayant un module inférieur à p.
243, Il résulte de là que si une série entière (9) est divergente pour une valeur x^ de la variable x, elle est divergente pour toute valeur x.^ ayant un module supérieur à celui de x^.
En effet, si la série était convergente pour x = ./•„ elle
serait (n° 242) convergente pour la valeurs = a:,, dont le module est inférieur à x.>.
Z244. Imaginons qu'on fasse varier x de telle sorte que son module p aille en croissant et que les modules correspondants des divers termes de la série restent finis. Les valeurs de p ont en général une limite L, et alors (n* 241) la série (9) est convergente pour toute valeur de x ayant un module inférieur à L. On donne à ce nombre positif L le nom de rayon de convergence.
Ce rayon peut d'ailleurs être nul ou infini ; dans le premier cas, la série n*est jamais convergente ; dans le second cas« la série n'est jamais divergente.
La série
i+f+f +--ff + ■•• (11)
offre un exemple du ca§ où le rayon de convergence L n'est ni nul ni infini ; car le terme général tend vers zéro ou vers rinfini, suivant que la valeur absolue de x est inférieure ou supérieure à 1 . Le rayon de convergence L est ici égal à l*unité. La série est d'ailleurs convergente pour a: = — 1 et divergente pour j: = 1.
La série
* + î + T:î + - + rm; + - (*^)
a son rayon de convergence infini ; elle converge pour toutes les valeurs de x.
Enfin la série
1 + ^ + 4a?^ + ••. + «"it?'* 4" •••
a son rayon de convergence nul ; elle diverge pour' toute valeur de x (autre que zéro).
â4^o. Abel a donné, sur les séries entières, un second théorème plus complet que le premier :
Si une série entière (9) est convergente pour une valeur X de la variable x^ elle est uniformément convergente pour toutes les valeurs de x satisfaisant aux inégalités.
La démonstration est fondée sur le lemme suivant : Soient n quantités quelconques, ?/|, Ui, ..., w„, et n multiplicateurs positifs £,, s.,, ..., £„, tels que chacun d'eux soit au plus égal au précédent.
Si Ton désigne par s l'expression
et par s et S la plus petite et la plus grande des sommes
on aura
e^^^Si^e^S. (14)
En effet, on peut écrire et par suite
S = 6,5^ + 62 (*2—^*) + ••• + 6/1 (*« — «/i-l)» OU
^ = («4 — Êa) ^\ + U2 — 63) ^'2 + ••• + ««*«•
Or, par hypothèse, les coefficients de 5,, s^j ..., a'„, sont positifs ou nuls. Si donc, à la place de ^j, ^9» •••» ^n^ on met successivement 5 ou S, on aura d'abord une limite inférieure e|5, puis une limite supérieure sjS de S, ce qui démontre les inégalités (14).
Ce lemme établi, arrivons au théorème d'Abel.
La série
a^ + a^X + «2^^ + ••• + ^rt^'* + ••• (*S)
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étant supposée convergente d'après Ténoncé, on pourra prendre n assez grand pour que chiacune des sommes
a«X« + rt„^^X" + «,
soit inférieure en valeur absolue à s.
Le nombre n étant ainsi déterminé, attribuons, dans la série (9), à la variable une valeur x comprise entre zéro et X et pouvant d'ailleurs être égale à Tune ou l'autre de ces limites; la somme S des termes qui, dans la série (9), suivent le 71™% peut s'écrire
««x«(iy +a„^,x«^* (If + ... +«„+pX«^/'(iy^'\
les quantités
étant toutes positives et telles que chacune d'elles est inférieure ou égale à la précédente.
Dès lors, en vertu du lemme, la somme S est en valeur
absolue, inférieure à s (^ ) » et a fortiori à s. Donc, il existe
un nombre /i, valable pour toute valeur de x comprise entre o et X inclusivement, et tel que le reste R,. (x) de la série (9) soit en valeur absolue inférieur à e; ce qui prouve le second théorème d'Abel.
u En combinant ce théorème avec la proposition du n* 238, on voit que, si une série entière (9) est convergente pour une valeur X de la variable x^ la somme de la série est une fonction ç> (x) continue dans l'intervalle (o, X), y compris les limites de cet intervalle. Si donc x tend vers X par des valeurs inférieures en valeur absolue à | X | , la limite de <^{x) est 9 [X).
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Par exemple, soit l'égalité
qui a été établie (n* 159) pour x compris entre zéro et un ;
1 1 la série convergente 1 — 5 -+" ô' ... a pour somme log 2.
Application au développement de (1 + j;)
'• Nous avons vu, au n** 157, que, pour toute valeur comprise entre — 1 et + 1, (l + r)'" est la somme de la série
t + ;;,,+^LJ!^..>+... + >»^-^-')-^-'>"-»+<)^ + ... (16)
l.*ar< \ , »d t » m fi
Si j: tend vers 1, (1 + xf" tend vers 2"\ Par suite, d'après le n** 246, pour .r = 1, la série (16) représentera 2™, quand elle sera convergente. On est donc conduit à chercher dans quel cas cette série est convergente.
Le rapport d'un terme au précédent a pour expression
si donc on a m 4- 1 :^ o, les termes ne sauraient décroître indéfiniment, et la série est divergente.
Supposons, d'après cela, m > — l. Pour fi assez grand, la valeur absolue du rapport (17) sera
et nous aurons une série alternée dans laquelle le rapport
d'un terme au précédent est < 1 en valeur absolue ; en sorte que, pour prouver la convergence, il suffira de faire voir que le terme général tend vers zéro.
A cet effet, considérons simultanément la série
vJji» *-'|l •••! ^/Il •••»
formée par les valeurs absolues des divers termes et la série
dont le terme général V„ = -j^^^- Nous aurons, par la formule de Maclaurin bornée au second terme,
V„ -V + n) -^* —ir+ n •nA^ + n) '
c'est-à-dire
V IJ
V„ '" Un
et par suite
puisque R est évidemment positif.
On déduit de là sans difficulté
or, si laissant 7i fixe, on fait croître y> indéfiniment, V,,^,, tend vers zéro. Donc, en vertu de Tincgalité précédente, U„+,, tend aussi vers zéro.
Ainsi la série (16) est convergente et représente 2"', quand in est supérieur à — 1,
On démontrerait, par un raisonnement analogue, que la série (16) converge pour x = — 1, quand ni est positif; sa somme est alors égale à zéro.
Intégration et diifférentiation des séries entières
â248. Soit L le rayon de convergence de la série entière
f{pD) = ÛQ + a^x -[- ^t^^ + ..• + ^w^" + ••• (1^)
Dans tout intervalle (a, p) compris entre ( — L, L), a et 3 étant distincts de — L et de L, la série est uniformément convergente, et le théorème du n° 239 est applicable. En particulier, si Ton choisit pour (a, 3) l'intervalle (o, x), X étant inférieur à L en valeur absolue, on a la formule
1249. Considérons maintenant la série
a^ + ^a^x + ... + wa„a;«-* + ... (20)
formée par les dérivées des termes de la série entière (18). Soit X un nombre dont le module est compris entre | x \ et L, L étant le rayon de convergence de la série (18). Supposons en outre X de même signe que x^ la série
^ +'Ki) + ^ ©' + - + ""(ly'' + - (^*)
est convergente, puisque le rapport d'un terme au précé-
dent a pour limite y, qui est moindre que 1.
D'ailleurs cette série (21) a tous ses termes positifs, et si on les multiplie respectivement par les nombres
flp «^X, fljX^ ..., rt«X'*-\ ... (2i)
on tombe sur la série (20) ; donc, pour prouver la conver-
gence de cette série (20), il suffit de montrer que les
multiplicateurs (22) restent finis. Or, cela résulte immédia-
lement de ce que «nX**-* est le produit du nombre fixe ^
par rt„X,., qui est le terme général d'une série convergente.
La série (20) est donc absolument convergente dans Tintervalle ( — L, L), et, par suite, uniformément convergente dans tout intervalle (a, 3) compris dans le précédent (a et 3 étant distincts de — L et de L).
Donc (n** 240) la série (18) représente la dérivée /^(j:).
Ainsi, une série entière définit^ dam lin/ervalle ( — L, L). L étant le rayon de coni:ergence^ une fonction continue et ayant pour dérivée la série former par les dérivées de ses divers termes.
:250. Il importe de remarquer que, le rayon de convergence L, de la série donnée, est aussi le rayon de convergence des séries qu'on en déduit par intégration ou par différentiation. En effet, soit L^ le rayon de convergence de la série intégrale ; L^ ne peut être inférieur à L, d'après ce qui précède, et si L^ était > L, la série donnée, qui résulterait par dérivation de cette série intégrale, serait convergente dans un intervalle ( — Lj, L^) plus étendu que son intervalle ( — L, L) de convergence.
Séi'ies de puissances de deux variables indépendantes
^ol. Les séries examinées jusqu'à présent définissaient des fonctions d'une seule variable. Il est aussi facile d'obtenir des fonctions définies par des séries contenant deux ou un plus grand nombre de variables. Nous n'examinerons que celles qui sont ordonnées par rapport aux puissances ascendantes de deux variables, et nous ne démontrerons, à leur sujet, que deux théorèmes.
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Soit
S = 2a«pa?«yP
une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x et de // ; soit encore, en désignant les modules par des grandes lettres
la série des modules. Nous allons prouver que la première est convergente, si la seconde Test.
Remarquons d'abord que, si la seconde série est convergente, le terme général devra tendre vers zéro. Supposons qu'il en soit ainsi pour un système de valeurs X=X,, Y = Yj, non nulles des variables, et soit r la plus petite des deux quantités X,, Y,. Le terme général devant tendre vers zéro, on aura a fortiori
Uni Aafjr«rP = o,
pour a ^= 00 , ji == X . 11 existera donc un nombre M tel que l'on ait pour tous les termes
Aa^r^H^P < M, M
^ap < -:77p"
Cela posé, nous allons montrer que non seulement la série S,
, ,. , . t)S dS c)*S . .
mais encore les diverses séries— >—» --::» ..., obtenues en
prenant les dérivées de chaque terme de S sont convergentes pour les valeurs de x et de y, dont les modules sont inférieurs ou égaux à une quantité quelconque p inférieure
dS à r. Considérons, par exemple, -^-
V: =Sartrapa7«-*yP
Le module d'une somme étant au plus égal à la somme
des modules, on aura
iM
^SaA.|,X«-'Y?<2;^pP"^^ '
Cette dernière série est le produit des deiix séries convergentes
MS ^^^ et S ^ ; elle est donc elle-même convergente.
Théorème du changement de variables
12r^3. Supposons que, dans la série précédente S, on remplace :r et y par de nouvelles variables ainsi définies
supposons ces deux dernières séries convergentes pour
supposons enfin
Nous allons démontrer que la fonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables, sera donnée par une série
S = Sfl^^sMÏy^,
qui est convergente tant que ii et v restent inférieurs à un nombre donné non nul.
Tout le théorème consiste en ce que l'on peut intervertir, après substitution, Tordre des termes, et Ton sait que c'est possible dans les séries absolument convergentes. Consi-
dérons donc la série des valeurs absolues
SAap [SB,6UTV8]« [SC,sUTV«]P. (23)
Par hypothèse, il existe des nombres, M, N, P, tels que Ion ait
Btô < 5^770' On a donc
sCyôUîv^ < p
Supposons que, (i. étant un nombre donné inférieur à X, on ait
les inégalités précédentes entraînent
EB^sUn» <
2C,sUïV« < P
Déterminons maintenant ix, de manière que les seconds
membres soient inférieurs à r, ce qui exige que Ton ait
Choisissons pour (jl la plus grande des valeurs satisfaisant à ces deux inégalités ; nous pourrons affirmer que les deux séries SByôUtV« et SCysIIyV^ prennent des valeurs S^ et S^ inférieures à r. La si^rie (23) sera inférieure à
ce qui assure la convergence absolue de la série
et, par conséquent, démontre le théorème.
âo4. Au lieu d'une série, supposons que S soit un des polynômes x + y, x — y, xt/, La démonstration précédente s'applique. L'addition, la soustraction, la multiplication de séries qui sont convergentes, tant que les variables restent inférieures à un nombre donné, conduisent à des séries de môme nature.
FOxNCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGLNAIRE
Définitions relatives aux expressions imaginaires
1255. 11 n'a été question, dans les chapitres précédents, que des fonctions réelles de variables réelles. H s'agit maintenant d'étendre notre analyse au cas des fonctions d'une variable imaginaire.
Mais il importe de rappeler d'abord les propriétés fondamentales concernant les quantités imaginaires, c'est-à-dire les quantités de la forme
a -\- bi,
a qI b désignant des nombres positifs ou négatifs, et i le
symbole y/ — 1.
On peut toujours trouver un nombre positif/* et un angle a, tels qu'on ait
a -\- bi = r(cosa -|- i sina). (1)
11 suffit, en eflTet, de prendre
et
cosa= , 1 8ma=: ,
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Le nombre positif r est dit le module^ et Tangle a est dit Varginnent de la quantité imaginaire a -h bi.
Des formules précédentes résultent aisément les résultats suivants :
1* Le module /• est parfaitement déterminé, tandis que Targumeiit a admet une infinité de valeurs formant une profçression arithmétique dont la raison est27:;
2" Pour qu'une quantité imaginaire soit nulle, il faut et il suffit que son module soit nul.
3° Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut et il suffit que leurs modules soient égaux et que leurs arguments diffèrent d'un multiple de 2::.
Observons enfin que lt;s quantités positives ou négatives peuvent être considérées comme des expressions imaginaires dont le module est égal à leur valeur absolue, et dont Targument est un multiple pair ou impair de ::. C'est ce qui explique pourquoi nous avons souvent employé déjà le mot nlodide pour désigner la valeur absolue d*une quantité réelle.
Module d'un produit ou d'une somme
22oO, En multipliant Tune par Faulre deux expressions imaginaires
r, (cosa^ + ' sinx/), rjfcosaj + i sinaa), (2)
on obtient sans difficulté l'expression imaginaire
/•^rjicos(a^ + «a) + i sin(a, -j- a^);, (3)
dont le module est égal au produit des modules des facteurs et dont Targument est la somme des arguments.
La proposition s'étend d'ailleurs au produit de m facteurs; il faut toujours multiplier les modules et ajouter les arguments.
En particulier, si Ton suppose les m facteurs égaux entre
eux et ayant chacun pour module l'unité, on obtient une formule célèbre
(cos a + I sin a)"» = cos m% -j- % sin ma, (4)
qui a reçu le nom de formule de Moivre,
Elle donne immédiatement les valeurs de cos//ia et de sin/>/a, en fonction de sin a et de cos a; en effet, en combinant par addition et par soustraction la relation (4) et celle qu'on en déduit en changeant a en — a, on obtient
2 cos wa = (cos CL -\- i sin a)'" -f- (cos a — i sin a)"* }^ y^ 2.Î sin m 2. = (cos a -(- ^ sin a)"* — (cos a — i sin a)"* l ^
âo7. Ponr qtf'ttn pi^odiùt de plusieurs facteurs soit nu/y il faut et il suffit que Cun des facteurs soit nuL
Ce théorème, démontré dans les éléments pour les facteurs réels, s'étend aux facteurs imaginaires. Cela résulte immédiatement du n° 255, 2°, et du n° 256.
d258. Deux axes rectangulaires Ox et Oy étant tracés dans un plan, on représente une quantité imaginaire quelconque a + hi par le point M du plan, ayant a pour abscisse et b pour ordonnée. La distance OM de l'origine 0 au point M est égale au module de l'expression imaginaire, et l'angle XOM est l'argument.
Ce mode de représentation imaginé, par Gauchy*, permet souvent de simplifier les énoncés et même les démonstrations.
Par exemple, si A et B sont les points représentatifs de deux quantités imaginaires, on voit de suite, en complétant le parallélogramme AOBC, que Ton a
OC < OA + AC ou OC < OA + OB,
c'est-à-dire que le înodule de la somme est moindre que la somme des inoditles. Ce théorème subsiste quel que soil le nombre des termes de la somme.
> Cauchy donne au point représentât! FM d'une expression imaginaire le nom d'affijoe de cette expression.
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Séries xk termes iinaç|inaires
•2o9. Lorsque deux séries ?/j, 2/^, «3, ..., v» •••» ^t t\, V,», ..., Vn^ ..., à termes réels, sont convergentes et out respectivement pour sommes U et V, on dit que la série
est convergente et a pour somme U + i\ .
La série (6) est dite au contraire divergente si les deux séries (5) ne convei'gent pas Tune et l'autre.
U est à peine besoin d'observer que, si la série (6) est coîivrrgente^ son terme général doit tendre ve?'s zéro, loi'sqiie n croit indéfiniment^ puisque tt^ et r„ tendent vers zéro.
Une série (6) est convergente lorsque les modules de ses termes forment une série convergente.
En effet, soient r„ le module et a„ l'argument du terme général, on aura
n,^ = r„ ces a„ et v„ = r„ sin a» ;
u„ et On sont donc moindres en valeur absolue que r„, et puisque la série r^, ;\„ ..., r„, ..., est par hypothèse convergente, les séries w,, i/.,, ..., et t?,, r.,, ... sont convergentes et par suite aussi la série (6). Cette série étant d'ailleurs absolument convergente, on montre, comme, dans le cas des quantités réelles, qu'on peut changer l'ordre des termes sans altérer ni la convergence ni la somme.
Enfm le théorème de Gauchy sur la multiplication de deux séries subsiste pour les séries à termes imaginaires. En effet, observons d'abord que le théorème, ayant été démontré au n° 144 pour des séries à termes réels, est exact pour les deux séries
formées par les modules des termes des séries proposées à termes imaginaires (6).
Or si Ton pose
Sn = Wo -f V^ + ... +?/«-,, ^n='^0 + V^ 4- ... + U,,_^,
on a
En prenant alors les modules des deux membres, et observant que le module d'une somme est au plus égal à la somme des modules, on voit que le module ^^. de s,,^,; — .s* est égal ou inférieur à
c'est-à-dire à
Mais, quand n croit indéfiniment, la limite de cetle expression est nulle; donc ;j. a aussi pour limite zéro; en d'aulres termes, la limite des)^ est égale au produit des limites de >„, .v,^. Ces préliminaires étant établis, nous pouvons passer à la définition des fonctions d'une variable imaginaire.
Iléiiiiitiou d'une fouclioii d'une variable
imaginaire
d200. « Lorsqu'une fonction (^(z) est donnée pour toutes « les valeurs réelles de la variable dont elle dépend, elle « n'acquiert pour cela aucun sens lorsqu'on y remplace z « par une expression imaginaire x + yi. L'expression « 9(^H-y/) ne peut donc s'introduire dans les calculs ou dans « les raisonnements, sans une définition précise, qui, pour « toutes les valeurs réelles de x et de y, en fasse connaître « la partie réelle et la partie imaginaire en permettant
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« d*écrire
« P et Q étant deux fonctions réelles connues de x et de y. « II ne faut pas croire cependant que toute expression
« P + Qz, où P et Q sont des fonctions des variables
« réelles x et y, soit une fonction de j: + yi. Pour la con-
« sidérer comme telle, on exige une condition sans laquelle
« disparaîtrait toute analogie entre les fonctions imaginaires
« et les fonctions réelles; il ne suffit pas que l'expression
« P + Qi soit déterminée lorsqu'on se donne x et y\ il
« faut encore qu'elle ait une dérivée déterminée. Si Ton
« voulait s'affranchir de cette condition, la théorie des fonc-
« tions imaginaires serait simplement celle des fonctions
« réelles de deux variables, et leur étude spéciale n'offri-
« rait aucun intérêts »
5i6I. Cherchons donc la condition que doivent remplir P et Q pour que Texpression P + Q?' ait une dérivée unique. Nous supposons d'ailleurs que P et Q soient des fonctions continues et aient des dérivées partielles continues.
Le rapport
Aa? -|- i\y peut être mis sous la forme
Lorsque Ao" et Ay tendent vers zéro, il en est de même de ê, s', r„ r/, et si l'on désigne par ja la limite du 'rapport
-r^» on aura pour la limite du rapport (7)
?P , DP , . /DQ , DQ\
3^ + '^D^ + 'tv+''W
' J. fiEHTHARb, Traité de Calcul di/férenliel el iniégraL
On voit que cette limite dépend de [l. L'expression P + Qi a donc, pour chaque valeur de la variable x -+- yi, une inlînité de dérivées qui diffèrent suivant la manière dont dx + idy tend vers zéro. Pour que la dérivée soit unique, c'est-à-dire pour que le rapport (8) soit indépendant de jjl, il faut et il suffit, d'après un théorème connu d'algèbre élémentaire, que, dans (8), le rapport des quantités qui ne contiennent pas \l soit égal au rapport des coefficients de ^. ; on aura donc la relation
^P , .^Q c>P , .DQ
ex ££ oy ' oy
qui équivaut aux deux suivantes
Telles sont les conditions pour que P H- Qi ait, pour chaque point, c'est-à-dire pour chaque système de valeurs de X et de y, une dérivée unique. On dit alors que l'expression P + Qî est une fonction analytique de x + yi ; en outre la dérivée est représentée par Tun quelconque des deux membres de Tégalité (9).
Séries ciiiièi*es d'une variable imaginaire
202. Les séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes d'une variable z jouent un rôle très important en analyse. Nous avons étudié ces séries (n® 241)
dans le cas oîi les coefficients ûq, «j, ..., et la variable z sont réels. Nous allons maintenant généraliser les résultats obtenus, en supposant que les coefficients a^, a^, ..., et la variable z soient imaginaires.
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Et d'abord le premier théorème d'Âbel subsiste. Voici son énoncé :
Si pour tmp valeur z^ de z on «, quel que soit n,
I anz% I < M,
M étant un nombre fixe^ la série (11) sera convergente pour toute valeur de z ayant un module moindre que celui de Zq,
La démonstration donnée au n° 245 reste la même; il n'y a qu'à remplacer les mots valeur absolue par module.
On peut aussi, comme noxis lavons fait à Tendroit cité, déduire de l'énoncé ci-dessus le suivant, qui n'en diffère pas au fond :
Si la série (H) est convergente pour z --= Zq^ elle est absolument convergente pour toutes les valeurs de z de module moindre que | ^o I •
263. Désignons par R le plus grand module de z pour lequel les modules des termes de la série n'augmentent pas indéfiniment, et soit C la circonférence ayant pour centre l'origine et pour rayon R.
D'après le théorème ci-dessus, la série ^11) converge pour toute position du point z dans l'intérieur du cercle G. Elle diverge pour tous les points extérieurs; car, si on attribue à z une valeur ayant un module supérieur à R, les modules des termes augmenteront indéliniment. — On donne, d'après cela, au cercle G le nom de cercle de convergence de la série. Il sépare la région où la série converge de celle où la série diverge.
Il y a incertitude sur la circonférence G. Toutefois on peut affirmer alors qu'il y aura divergence si, pour le module R, les modules des termes ne tendent pas vers zéro.
d264. La série (il) et la série
a^ + 2«2^ -^ Za^z^ + ... + nanZ"-^ -f ..., (12)
formée par les défnvées des divers termes de (H) ont le même cercle de convergence.
En elFet soient G le cercle de convergence de la série (U) et R son rayon, imaginons un cercle C concentrique avec C et dont le rayon R', moindre que R, peut en différer aussi peu qu'on veut. Enfin attribuons à :; une valeur dont le module ;• soit inférieur à R'. Multiplions les termes de la série
qui est évidemment convergente, par les expressions
dans lesquelles a|, a,, ..., désignent les modules de rtfj, a.,, ... Comme ces multiplicateurs tendent vers zéro et, par suite, n^stent finis, la série résultante sera convergente dans le cercle C et sur sa circonférence. Or cette série est précisémrnt la série des modules des termes de (13) ; donc la série (12) est convergente dans le même cercle que (11).
1265. La fonction f\z) définie par la série (11) a une dérivée pour toute va/eur de z comprise dans le cercle C de ronveryence de cette série,
11 s'ngit de prouver que, si le point z est intérieur au cercle C, le rapport de Taccroissement de/'(5)à h tend vers uni» limite indépendante de la loi suivant laquelle h tend V(M-s zéro, c'est-à-dire quelle que soit la route suivie par le point z -\- h pour venir se confondre avec le point :;.
On a
fiz) — a^ -^ a^z -]- a^z- + ... + a„^" -f ...,
et par suite
f\z -f h) — f{z) =: aji 4- .'. + a,i[nz'^-^h -(- ...) + •.•
Le point z -{- h étant suffisamment voisin du point 2, la série f[z + A) sera encore convergente, quand, à la place
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de S, h, rt,., ..., on mettra leurs modules Z, H, A;,, ... On pourra alors, dans cette s6vni à termes positifs, supprimer les parenthèses et grouper les termes de telle façon qu'on voudra; par exemple, on pourra écrire
riz + h) — f[z) = h[a, + ... + r^a.z^^-' + ...) + h^[z))
d'où Ton déduit, en divisant par h et faisant tendre h vers zéro
\\m' ^ ^ ' '-^^ = a^ + ... + wa^z»- ' ...
Donc la fonction /(:;) a une dérivée/' {z) que Ton obtient on prenant les dérivées des divers termes de la série (H). Cette série est donc ime fonction analylique de z.
Uétiiiilion des fonctions e'% sinz, cos z
Z206. « Les conditions (10) sont les seules qui soient c< imposées aux fonctions imaginaires, et, pourvu qu'ell(»s « soient remplies, la définition reste entièrement arbitraire». « On conçoit cepimdant qu'une fonction imaginaire ne sainte troduira avantageusement dans les calculs que lorsqu'elle « sera réellement la généralisation de la fonction réelle de « même nom, à laquelle elle se réduit quand on suppose « y =0, et qu'elle partagera ses propriétés caractéristiques. i* Cette analogie, regardée a priori comme une condition « essentielle, est la base des définitions que nous allons « donner des fonctions les plus simples • . »
1267. Les fonctions e% sin^, coss, sont représentées lorsque z est réel, par les séries toujours convergentes
"'"^^î-rTTâ + rrTTTTTTs--' (*^)
cos.-=l-j£^ + ^-^£^^. (16)
« J. Bbhira.\d, loco citât o.
Lorsque z est imaginaire, ces séries sont aussi toujours convergentes; on les prend alors pour définition des fonctions ^% sin;:, cos5.
1° L'application du théorème fondamental (n° 265j sur la différentiation des séries entières donne
dz - *+î"^"l .2+ -
c'est-à-dire
dz
= e\ il 4')
et Ton obtient de la même façon
,-^,. d,^\xiz d , cos ^ . ^,
(^""^ dz =^Q^^^ dz ^ — ^^"^- (*^)
Ainsi les formules (14') (15') (16') sont les mêmes, que z soit réel ou imaginaire.
2'' On peut exprimer les fonctions circulaires en fonction des exponentielles. En effet, en changeant dans la relation (8) z en 22, en ayant égard à (9) et (10), on obtient la formule
e^^ = cosz -f- i sin^ ; (17)
puis, en la combinant par addition et soustraction avec celle que Ton trouve en changeant w en — z, on a les formules demandées
cos4r = '- , smx=: ^^ ; (18)
3° La propriété fondamentale
e*.ey = e*+y (19)
de la fonction exponentielle s'étend au cas où x et y sont imaginaires.
En effet, si Ton applique aux deux séries absolument
_ysr5r^
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convergentes
la règle du n° 259, on voit, pour un calcul très simple, que le produit e^. e'-^ s'exprime par une série dont le terme général est
ce qui justifie la formule (19).
4** Les formules fondamentales de la trigonométrie
sin^x + cos*^z = 1, (20)
cos(ir -\- y) = cosûc cosy — sino? siny, (21)
sin {x -^ y) =: sina; cosy + cosa: siny, (22)
s'appliquent aussi lorsque x ety sont imaginaires.
La première (20) s'obtient immédiatement en multipliant membre à membre la relation (17) et celle qu'on en déduit en y changeant 2 en — 5.
Pour obtenir les relations (21) et (22), on multipliera membre à membre les formules
e'* = coso? -|- ï sina7, e^^ = cosy + * sin y,
ce qui donne
CCS («^t? + y) + i sin(u? -^ y) =z (coso? cosy — sinx sin y)
-|- (coSiT sin y + cosy sin a;) i,
et par suite en changeant x en — x et // en — //
cos (x -|- y) — î sin (x -f- y) = (coso? cosy — sin a? sin y)
— (cos a; sin y + cosy sin.r) i.
II suffit maintenant de combiner ces deux relations, par addition et par soustraction, pour obtenir (21) et (22). 5** Enfin on peut facilement mettre les expressions
e^ + 'y, sin (a- + /y), cos (or -f- /y),
CALCUL INFIKITÉSIMAL. 18
SOUS la forme P + Q v/ — i, x el y étant supposés réels. La chose est immédiate pour la première expression, car
on a
^x + iy -- gx ^ ^it/ -- 6*(cos.v -j- î sïny).
Considérons maintenant les deux autres : on a
cos (x -f- yi) = cos a? cos t/i — sin œ sin yi, sin {x -f- yi) = sin a? cos yi -[- cos a; sin yi ;
les formules (18) donnent donc
cos 3/1= j sm3/2 = Y^ — = i
, , ., ei^ 4- e-y , ey — e-y . cos (a? + yi) = cos^ ^ sma? i?
. , , . . ey + e-y . ey — e-y . sm(,r -|- yi) = sma? ^ |-cosa? i.
^68. Les autres fonctions circulaires directes, s'exprimant à l'aide du sinus et du cosinus, sont définies par ces expressions. C'est ainsi que la relation
sin -3'
tanff^ == »
^ cos-s-
qui a été démontrée pour z réel, sert de définition à tgr, quand z est imaginaire.
Logarithmes et fonctions circulaires invei*ses
d'une variable imaginaire
2269. Lorsqu'on a
on (lit que ii est le logarithme (népérien) de z, et Ion écrit
•«=logx (24)
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Si Ton pose
z := r(cosa -f- i sina) = re*'*, (25)
il est aisé de mettre log z sous la forme p -\- qi. En effet, on doit avoir, d'après la relation (23),
re*' = eP^'^^ = eP . e^';
d'où Ton déduit
eP =zr, gr = a 4- 2At, (26)
k étant un nombre entier arbitraire.
Or il existe une seule valeur réelle de p satisfaisant à la première des relations (26); c'est le logarithme népérien arithmétique du module r; nous la désignerons par log r, et nous aurons
log-^ — log' r + i (a + 2A7r). (27)
Ainsi le logarithme d'une quantité imaginaire z a une infinité de valeurs qui ont toutes la même partie réelle log'r, tandis que le coefficient de i est l'argument a de :; augmenté ou diminué d'un multiple entier de 2z.
âTO. On peut vérifier que
d log^ 1
dz z
271. Enfin, de la relation ^" . e^ =e"+% on déduit la propriété fondamentale des logarithmes
log(wi?) = log M + logw.
â7â« Les fonctions inverses
arc sin ^, arc cos z, arc tang z se ramènent aisément aux logarithmes.
En prenant les logarithmes des deux membres de la relation
e^^ = ces X -{- i sin a:,
on obtient
ix =. log(cosa? -f- i sin a?), (28)
si donc on pose
sin a; = z^ cosx = yl — ^^^y ^ = arc sin^,
on trouve
sin 5^ = - log(\/i — jz^ -{- iz).
arc . .,,^
Celte formule montre que, si z est donné, rexprossion
VI — s^ + iz a deux valeurs, à cause du double signe dont le radical est susceptible; de plus, à chacune de ces deux acceptions, correspondent encore une infinité de valeurs de arc sin s, vu Tinfinité des valeurs du logarithme.
Si, dans la formule (28), on pose
cos^.' = z, a'inz =: ^i — y^, x= arc cos^,
on a
arc cos-j' = - log {z -j- i y^l — z'^).
:i74. Si Ton prend les logarithmes des deux nombres Je la relation
2/^ cos œ ~\- i sin x i -\- i tanga?
cos a? — i siii^' i — i tango?
on obtient
1 , 1 + i tanffa:
X = Tr. log . . , — ° —
et, en posant
tanga? = ^, a; = arctang.*^,
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on trouve
1 , i 4- iz î , 1 — iz arc tang . = ^. log ^-^^ = ^ log j^pr; ;
à chaque valeur di» z correspondeat une infinité de valeurs du logarithme, et, par suite, une infinité de déterminations de la fonction inverse arctg z.
Remarquons enfin que, tandis que les fonctions circulaires directes s'expriment au moyen des exponentielles, les fonctions circulaires inverses s'expriment h l'aide des logarithmes. Donc, comme le logarithme est la fonction inverse de Texponentielle, on voit qu'on peut tout ramener aux exponentielles.
'o. Nous devons encore dire un mot sur la définition de II*' lorsque ii et v sont des quantités imaginaires.
Lorsque ii et v sont réels et que u est positif, on a l'identité
On prend cette identité pour définition, quand u et v sont imaginaires.
D'après cela, u"" a une infinité de valeurs, puisqu'il en est ainsi du logarithme. Ces valeurs peuvent ne pas être toutes distinctes. En supposant par exemple que v soit une
fraction réelle irréductible^» on aura
uf = ef == e*f ,
d'où Ton voit qu41 suffit d'attribuer g valeurs entières con-
sécutives à k pour obtenir toutes les valeurs de w^. Ces déterminations sont en général distinctes et ne peuvent s'échanger entre elles que si la variable dont u dépend lui fait acquérir des valeurs égales, infinies ou indéterminées.
Rappel de notions élémentaires
dST6. Si les variables qui figurent dans une équation désignent des grandeurs géométriques, cette équation prend, suivant les cas, diverses significations dont nous allons indiquer les principales, en nous bornant dans ce chapitre au cas de deux variables.
2T7. Coordonnées rectilignes. — Soient x, y, les coordonnées dun point M par rapport à deux axes O^r, Oy; le lieu des points dont les coordonnées satisfont à Téquation
nco. y) = o (1)
est une courbe plane dont cette relation est dite Véquation en coordonnées cartésiennes ou reclilignes. Par exemple
y = mx -}- n
est Téquation d'une droite, et Ton sait que m est le coefficient angulaire de la droite, et n t ordonnée à T origine,
278, Coordonnées polaires. — Soient p et a> le rayon vecteur OM et l'angle a:OM ; le lieu des points dont ces deux
nouvelles coordonnées satisfont à l'équation
est une courbe plane dont cette relation est dite f équation en coordonnées polaires. Par exemple, l'équation
p» = a sin no) (3)
représente
si n 1= 1, un cercle;
si n = — 1, une droite ;
si w z= 2, une lemniscatc ;
si n = — 2, une hyperbole équilatère;
si n = -> une cardioïde ; si n = — -> une parabole.
Les formules (H) du n** 104 permettent, étant connue l'équation d'une courbe en coordonnées cartésiennes, d'obtenir l'équation de la même courbe en coordonnées cartésiennes. Il suffit pour cela de remplacer dans l'équation donnée :r et y par les expressions
a?=pcoS(o, y = psin(o. (4)
Inversement, on passera de l'équation (2) à l'équation cartésienne en posant
p = slx^ + y^ J
cos(o = -> sm(o==- (' ^'
2T9. Coordonnées TANGENTiELLEs. — Soient u et î^ les inverses des segments interceptés par une droite sur les axesOa: et 0//, de manière que
ux -^ vy — 1 = 0 (6)
soit l'équation de cette droite ; w et r pourront être dites les
coordonnées de cette droite et toute relation de la forme
^{ti,v)=o (7)
définit un ensemble de droites dont les coordonnées vérifient cette équation. Nous démontrerons plus loin que ces droites sont toutes tangentes à une môme courbe (C) ; Téquation (7) est dite Téquation tangent ielle de cette courbe.
Dans des cas particuliers, (C) peut se réduire à des points; ainsi Téquation
au -{- bv — 1 = 0 (8)
définit évidemmenl toutes les droites passant par le point M qui a pour coordonnées cartésiennes
L'équation (8) est Véqtiation du point M
Nous donnerons plus loin le moyen de passet de Téquation cartésienne d*une courbe à son équation tangentielle et inversement ^voir n° 358).
âSp. Coordonnées homogènes. — Il est souvent commode do considérer, au lieu des équations (1) et (7), dos équations homogènes. Voici comment on y parvient : posons, soit dans Téquation (1)
soit dans l'équation (7),
ces équations deviennent
el on les nomme respectivement équation cartésienne homogène ou équation tangentielle homogène des courbes correspondantes. Le principal avantage de cette nouvelle conception est d'obtenir tous les points ou toutes les droites d'un plan, même à Tinfini, par des valeurs finies des variables. La seule restriction à laquelle sont soumises ces coordonnées homogènes, c'est de ne pas pouvoir être nulles toutes les trois en même temps.
En coordonnées cartésiennes homogènes, z = o sera une coordonnée d'un point rejeté k l'infini dans la direction
En coordonnées tangentioUes, une droite rejetée h. l'infini aura pour coordonnées U = o, V = o, W n'étant pas nulle.
Il est à peine utile de faire remarquer qu'on pourra toujours revenir de Téquation homogène à l'équation ordinaire, en faisant soit Z = 1 , soit W = 1 .
Exemple, — Exprimer que l'équation
AU» + A'V» -f A"W^ + 2B"UV + 2B'UW + 2BVW = o,
qui est celle des coniques, représente une parabole.
La parabole ayant une tangente à l'infini, il suffit d'écrire que cotte équation est vérifiée lorsqu'on y fait U = o, V ^ o ; la réponse est donc
. Quel que soit le système de coordonnées employé, les deux variables qui définissent la courbe peuvent toujours être considérées comme exprimées en fonction d'un paramètre. Ainsi l'équation (1) sera remplacée par les deux équatioi)s
entre lesquelles il suffirait d'éliminer t pour retrouver Téquation (1). Il est évident qu'on peut toujours prendre pour
paramètre Tune des deux variables; on revient alors au point de vue primitif.
Différentielle de l'arc de courbe^
éàSSt. Nous reviendrons d'abord sur la notion de longueur dans les lignes courbes. Nous n'envisagerons que celles pour lesquelles les deux coordonnées d'un point s'expriment par des fonctions d'un même paramètre, qui admettent des dérivées continues et non nulles en même temps, ou du moins nous n'envisagerons que les portions de courbes, dans lesquelles cette hypothèse peut être faite, c'est-à-dire que nous exclurons les points singuliers.
Soient
les deux équations qui définissent la courbe, t^ et Tq les valeurs du paramètre auxquelles correspondent les points A et B (To > /y). Soient ^j, />, Z^, ..., Z^, /: valeurs intermédiaires entre t^Qi Tq, et soient Aj, Ag, ..., Ajt, les points correspondants; le polygone AA|Ao...AfcB aura pour longueur
i étant un quelconque des nombres /q, /^, ..., Z^. Nous appellerons longueur de Varc AB la limite de L lorsque les côtés du poligone tondent vers zéro. Mais, pour que cette définition soit bonne, il faut démontrer que la longueur définie reste la même, quel que soit le mode d'interpolation des valeurs /j, /o, ..., tu* A cet effet, intercalons dans chacun des intervalles précédents de nouveaux points de division, et soient
e.|, 62 f •••1 *'fc'i
> Voir la note de la page 21.
les valeurs du paramètre correspondant à Tintervalle /,//+i; soient
les points correspondants, et
la longueur du polygone A...A,A\...AVAj+i...B. Il s'agit do prouver que
lim(L' — L) r=o.
Or le théorème des accroissements finis donne
^i + < — (Ci = (^,-4., — ti) f[Ti),
.y;Vi-î//=(VM-^')?'(ô;),
^ii *'fî ^y> ^Vï étant des valeurs du paramètre comprises entre /, et ^, + i. On aura donc
et, comme
^• on pourra aussi écrire
To
Donc
To
Mais les dérivées /' (/) et ^'{t) ont été supposées continues; il en est de môme de leurs carrés. Donc, d'une part, à condition de prendre t^.^ — /, inférieur à un nombre e suffisamment petit, on pourra rendre
^'î(o;)-.cp'Mr;)<a,
$ étant un nombre donné; d'autre part, le dénominateur sera aussi voisin que Ton voudra de la quantité
et par suite, supérieur à un nombre A, plus petit que le minimum de cette quantité, qui n'est pas nulle par hypothèse. On aura donc finalement
L'-L<S(/;+,-<j)J, ou
Donc
lim(I/ - L) = o.
Cela posé, soit une autre division arbitraire de l'intervalle /qTq, et soit U le polygone qui en résulte. Il suffit de supposer que L' contient tous les sommets de L", pour avoir aussi
lim(L'— L'0 = o.
Il en résulte
lim ([/ — L) = o,
ce qui est la proposition annoncée.
!3. On peut 4éduire de là la valeur principale de Tare infiniment petit, c'est-à-dire la différentielle ds de l'arc s. Il suffit pour cela de réduire le polygone L à un côté
AL = y/[r{t + M) - f{t)]^ + {f{C+ M) - ? W]^
et Ton aura, d'après ce qui précède, r e
A* — AL < ;.- A
e tendant vers zéro avec A/. A^ et AL ont donc môme valeur principale; donc, puisque la valeur principale de
f{t -h A/) — /(/) est /' (/) dt, et celle de ç (/ + A/) — 9' {t), ç' {t) dt^ on aura
En particulier, si / = or
ou
ds^ 1= dj:> + r^y', (10)
ce qui s'exprime en disant que Tare et la corde ont môme valeur principale.
^84. Si la courbe présente un point singulier M, soit / la valeur du paramètre qui donne ce point; on définira, d'après ce qui précède, la longueur de Tare [t + s, t^]^ et l'on fera tendre s vers zéro.
1285. On appelle courbes rectifiables celles pour lesquelles la longueur de Tare et les coordonnées s'expriment par des fonctions antérieurement connues d'un même paramètre, et le problème qui consiste à rechercher ces fonctions s'appelle rectification de F arc. Ainsi, au point où nous sommes arrivés (le cet ouvrage, l'ellipse ne peut être rectifiée parce qu'on ne connaît pas de fonction algébrique, trigonométrique ou logarithmique, qui ait pour différentielle la différentielle de l'arc d'ellipse
ds = - \/ —5 r- •
a V a^ — X* On étudiera dans le second volume de Touvrage de non-
velles fonctions, grâce auxquelles la rectification de Tellipse pourra être opérée.
'. Rectification de la cycloïde. — On appelle cycloide la courbe engendrée par un point donné d'une circonférence qui roule sans glisser sur une droite fixe indéfinie qu'on nomme base. On voit facilement que les coordonnées d'un point M en fonction de Tangle t dont aura tourné la circonférence sont données par les formules
\ X ^11 a{t — sin^), f 1/ = a(l — cos^),
dans lesquelles a désigne le rayon du cercle. On suppose
les axes rectangulaires et Ton prend pour axe des' a: la base
de la roulette et pour origine la position du point décrivant
au moment où il est sur {}x.
On en déduit
dx = a[\ — cost) cil,
di/ =z a sin tdt.
Donc
ds^ = 2a?{i — cosO dt'^
= 4^2 sin^l dl^, ds :=z 2a sin - dt.
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on a donc pour l'arc, en intégrant,
s =z — 4a cos â + C.
A Torigine de Tare on a
d'où, on éliminant la constante,
s =: Aa li — CCS - J -= 8a sin^ - •
Pour obtenir la longueur d'une des branches de la cycloïde, il suffit de faire / = 2x, ce qui donne
s = Sa, Tangente et normale en coordonnées reetilignes
1287. Il a été démontré au n° 2 que le coefficient angulaire de la tangente à une courbe plane est égal à la dérivée de l'ordonnée prise par rapport à l'abscisse. L'équation de la tangente en un point {xq^ i/q) de la courbe sera donc
y — yo = ^(^ — ^o).
ou
y — .vo _ ^ — ^0
1288. La normale en un point, c'est-à-dire la perpendiculaire à la tangente au point de contact, aura pour équation, si les coordonnées sont rectangulaires,
ou
[x — Xo) c/a?o + (y — y©) ^y© = o»
et, si les axes de coordonnées sont obliques et font un angle 6, (a? — a?o) [dx^ + dy^ cos 0) + (y — y^ [dy^ -f dx^ ces 6) = o. Exercice. — Démontrer que, dans la chaînette,
la projection de Tordonnée sur la normale est constante.
289. Théorème. — Sur un arc de courbe, il existe en général un point au moins, où la tangente est parallèle à la corde de Parc,
Soient en effet x, y = / [x] ^èX x -\- h^ y -\- k =: f [x -\- h), les coordonnées des extrémités de l'arc; le coefficient angulaire de la corde sera
or si, le long de Tare, on peut appliquer à la fonction f [x)^ le théorème des accroissements finis, on aura
et par suite le coefficient angulaire de la corde pourra s'écrire
c'est-à-dire qu'il sera égal à une des valeurs que prend, en vertu de l'hypothèse sur la continuité de/'(^), la- dérivée f [x] entre les valeurs extrêmes f [x] qï f (x + A).
I200. Exemple. — L'équation de la tangente à la cycloïde au |)oint M s'obtient immédiatement en prenant les valeurs de dx, dy, trouvées à la page précédente
y — ail — cosO = 1 . X — au — sm^ .
^ ^ ^ 1 — cos / ' ^
On voit que cette droite passe par le point
X = aty y =z 2a;
c'est le point P le plus haut de la circonférence roulante qui |)asse par le point M. La tangente est donc MP. En particulier au point 0, la tangente est Oy. La forme de la courbe en résulte immédiatement.
La normale, qui a pour équation
[x — rt (/ — sin t)] {i — CCS t) 4* sin / [y — a (1 — ces t)] = o,
passe au point {x = a/, y = o), où la circonférence touche Taxe des x.
Autres formes des équations de la tangente
291 • Dans le cas où la courbe est donnée par Téquation (1 ) , le théorème relatif aux fonctions implicites (n* 92) permet d'écrire
Téquation de la tangente sera donc
(^ - ^o) rio + (y - yo) n, = o ; (il)
celle de la normale sera
^ — '^0 _ y — .Vo
'^0 fyo
si les coordonnées sont rectangulaires, ou si les coordonnées sont obliques,
L'équation (H) peut s'écrire
Introduisons maintenant les coordonnées homogènes, et soit
l'équation de la courbe donnée. Le point Xq, yo» ^^ ^^ courbe peut être considéré comme ayant pour coordonnées
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homogènes une valeur constante quelconque, Zq pour Z, et pour ses autres coordonnées
de telle sorte que
et l'équation de la tangente peut s'écrire, d après (12) ^Fx +ÏFy -T^Fx -T^F^ =^o;
or le théorème des fonctions homogènes, n"" 184, nous a appris que, en appelant m le degré d'homogénéité de
^oK, + YoF^^ + ZoF^ = mF(Xo, Y^, Z,) = o (13)
le second membre étant nul, parce que le point Xq, Y^, Zy, est sur la courbe.
On tire de là
Zo *o^Z/^o- ^V
et Téquation de la tangente devient
T Fx +7 F; + F,' = o,
ou enfin
XF^ + VF^^ + ZF; = o. (44)
ti9ti. Exemple. — La courbe y =^ x tang - a pour équa-
tiou en coordonnées homogènes Y = X tang-r ; sa tangente
COURBES PLANES 29i
au point Xo, Yq, Zq, aura donc pour équation
X /tang^ - '^^ y \ - Y -h — ^ = 0. I ^« Xocos^gi cos^^
293. Si l'on exprime que la droite précédente (14) passe en un point P donné (a, ^, y), on trouve Téquation
qui exprime que le point de contact d'une tangente issue du point P se trouve sur la courbe
«Fx + PF^ + tF,' = o. (15)
Dans les cas où la courbe donnée est algébrique de degré 7/2, Féquation précédente représente une courbe de degré m — 1, qu'on appelle la première polaire du point P. Elle coupe la courbe donnée en m[m — 1) points, qui sont les points de contact des tangentes menées par P à la courbe donnée, d'où ce théorème :
Les points de contact des tangentes issues d^un point à une courbe algébrique de degré m sont sur une courbe algébrique de degré m — 1 .
Et comme la coordonnée y de P peut être nulle, on voit que
Les points de contact des tangentes menées à une courbe algébrique^ d ordre m^ parallèlement à une direction dotmie, sont sur une courbe algébrique d'ordre m [m — 1).
294. Dans le cas particulier où m = 2, les dérivées qui figurent dans Téquation sont aussi du premier degré ; cette équation représente la polaire, ou la corde de contact des tangentes issues de P à la conique. Le lecteur vérifiera sans peine que, dans ce cas, Téquation de la tangente peut aussi s'écrire
Points singuliers
295. Tout ce qui a été dit dans les n" 291 et suivants suppose essentiellement que la tangente au point M de la courbe soit unique et bien déterminée. Dans ce cas, le point M est dit simple ou ordinaire. Or cela ne saurait être si Ton a en même temps
ou, en employant les coordonnées homogènes,
Fxo(Xo,Yo,Zo) = o, F^^(Xo,Yo,Zo)=o, F^^JX^, Y„Z;)=-o.(18)
Dans ce cas, les équations (H) et (14) deviennent indéterminées, et le point M est dit point singulier. Il faut alors refaire la théorie.
:296. Soit donc
l'équation de la courbe, et supposons que toutes les dérivées partielles, jusqu'à Tordre p — ' 1, soient nulles pour a: = jtq, y = y^, et que celles de Tordre p ne soient pas toutes nulles, comme Texprime le tableau suivant
/*Ki I/o) == Oi
fxo (^0» I/o) = o, /"^o (^01 yo) = o^
/Ici ("^«^ yo) = o, r'^^^^ {x, yo) = o» Cl K» yo) == o,
^4 -V(^o. yo) = o, f^j;-j,i^^ {X,, ,y«), . . . , /<;-j/ {x^, yo) = o ;
alors le point M (xq, ^q) sera dit un point multiple {Tordre p. Cela posé, soit
y - yo — ^(^• — ^o)» (*7)
l'équation d'une sécante passant en M. Ses points de rencontre avec la courbe seront donnés par l'équation précédente et par l'équation (1); en éliminant y, on aura Téqnation aux abscisses
Posons
l'équation précédente devient
ri^'o + h, yQ + k)=o,
Nous supposerons que la fonction remplit les conditions requises pour appliquer le théorème de Taylor, n° 176; en remarquant que toutes les dérivées, jusqu'à Tordre p exclusivement, sont nulles, nous aurons
Ry est le reste de la série et est de degré /> -f 1 au moins par rapport à A et à A:. Remettons XA à la place de A:, dans l'équation précédente, on voit qu'elle donne p racines nulles pour A; donc la droite (17) rencontre la courbe enp points, confondus avec le point M. Après suppression de ces p racines nulles, Téquation (18) devient
~; \f'Ji (.-V yo) + pV1^-\ ('^0. ^o) + . . • 4 ■ ^'r'^W y oïl + a«; = o(i9)
pour que la sécante devienne tangente, il faut qu'un nouveau point de rencontre avec la courbe vienne en M, ou que l'équation (19) ait une nouvelle racine nulle, ce qui donne
ri (^0. I/o) + PV4-\iyo^ ^o) + - + ^V|(^o. I/o) - 0. (20) Cette équation en X est l'équation aux coefficients angulaires
des p tangentes à la courbe au point M, et Ton aurait Téquation de l'ensemble des p tangentes en éliminant X entre cette équation et Téquation (17) ; mais cette manière de parler suppose qu'il y a effectivement p branches de courbe passant en M. Nous aurons à examiner ce point de plus près; mais auparavant et pour n'avoir pas à faire une double étude, nous considérerons le cas particulier où le point M est rejeté à Tinfini.
Théorie des asymptotes
â97. Une courbe (C) est dite asymptote à une courbe (C), si la plus courte distance d'un point M de (G) à (C) tend vers zéro, lorsque M s'éloigne indéfiniment sur (G).
Les courbes étudiées le plus ordinairement comme asymptotes sont la droite, le cercle, la parabole. Nous ne nous occuperons, dans ce paragraphe, que des droites asymptotes, d'oiï Ton peut d'ailleurs, par des transformations connues, passer au cercle et à la parabole. Soit à déterminer une
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asymptote A de la courbe (G) ; par définition, la distance MP de M à A doit tendre vers zéro lorsque M s'éloigne à Tin fini sur la courbe, et l'on peut remarquer que la distance de M à la droite peut être comptée parallèlement à toute direction MQ, qui fait avec A un angle déterminé non nul. Si donc on cherche d'abord les asymptotes parallèles à Oy, on pourra compter la distance MQ parallèlement à Ox, et le problème sera ramené au suivant : chercher s'il existe des quantités finies a telles que, x étant l'abscisse du point M, la différence x — a
tende vers zéro lorsque y devient infinie, ou encore chercher les valeurs finies de x qui rendent y infinie. Au lieu
de rendre y infinie, on rend - nulle, et le problème est'
ramené à un problème d'algèbre bien connu.
Cherchons maintenant les asymptotes non parallèles à Oy ; la distance MQ sera prise ici parallèlement à Oy; si
Y = ca? 4- c/
est Téq nation de Tasymptote inconnue, et si y est lordonnée de M correspondant à la même abscisse que celle du point Q,
il faudra déterminer c et cf par la condition que // — Y ou
// — ex — d tende vers zéro en môme temps que — Dans
zéro, ce qui exige, comme rf est finie, que
les mômes conditions, l'expression ^^ — tend vers
c = lim^- (21)
Cette équation montre que les coefficienis angulaires des a.'iymptotes sont les mêmes qve ceux des droites qui joignent l'origine aux points M rejetés à Pin/ini.
Le coefficient angulaire c étant déterminé, on aura d par la même condition que y — ex — d tende vers zéro, c'està-dire que
d=z\im(y — c,v). (22)
Exemples. — V La courbe
appelée strophoïde^ admet comme asymptote la droite j!^ = — «, parce que x = — a rend y infini.
2° Soit la courbe
Comme asymptote parallèle à Oy, nous trouvons x = — 1 ; pour avoir les autres, calculons^ :
Pour j?=oc , le second membre prend la valeur 3, qui est donc le coefficient angulaire de Tasymptote non parallèle à OuT. L'ordonnée à Torigine se trouvera en cherchant la limite de
3,2r> — 2jt? — 1 .3 5a + 4
La limite est — 5, et Téquation de cette asymptote
3*" Considérons enfin la courbe qui a pour équation
La formule du binôme généralisé (n"" 157) nous donne
6 étant finie lorsque x est infinie. De même
Portons ces valeurs dans l'équation (2i) et simplifions. Il vient
y = a.-i-(=ba')(i + i-.)+5'
6' restant finie lorsque x est infinie. Si x devient infinie par valeurs positives, il faut, dans la parenthèse ambiguë, prendre le signe -+-, ce qui donne
pour première asymptote. Si jt = — oo , il faut prendre le signe — , ce qui donne pour Téquation de la courbe
1 0" et il est évident que
est une seconde asymptote.; car la différence — entre Fordonnée de la courbe et l'ordonnée de l'asymptote tend vers zéro lorsque x devient infinie.
• Il résulte de (a définition que si
y ^^ cj' -{- d
est une asymptote, l'ordonnée de la courbe peut toujours s'écrire
y = cx-{-d + y,
V tendant vers zéro avec -•
300. Nous avons appris à trouver les asymptotes ; mais il faut faire ici la môme remarque que pour les tangentes des points singuliers. L'existence de lasymptote n'entraîne pas
forcément celle d'une branche de courbe correspondante, et il faudra une élude plus approfondie pour savoir s'il y a en réalité une succession de points se rapprochant indéfiniment do Tasymptote, lorsque j^ ou y deviennent infinies. Pour ne pas avoir à y revenir, nous remarquerons que la question se pose ainsi : soit
y — ex — r/ = e et j* = -• (25)
L'équation
qu'on déduit de Téquation (1) en y remplaçant a; et y par leurs valeurs tirées des relations (25), admet-elle pour / et £ des solutions simultanées infiniment petites ?
X =Z OL
sera une asymptote parallèle à Oy.
Ordonnons maintenant l'équation (1) en groupes homo-
gènes de degrés décroissants
?«(a?, y) + ^m-^{x,y) + ... + (po(^î y) = o (27)
9^(j:, y) désignant un polynôme homogène de degré p. En divisant par j'", cette équation devient
et les valeurs Finies de "^^ qui correspondent à x infinie, seront les racines de
Soit c une racine de cette équation ; il reste à trouver la limite de y — ex. Pour cela, on posera
OU
Portant cette valeur dans (28) et ordonnant par rapport aux
puissances ascendantes de -> on trouve
et les valeurs finies de rf, qui correspondent à x infinie, seront obtenues en égalant à zéro le premier des coefficients de cette
équation en -^ qui ne s'annule pas. Dans le cas général, on
du
aura donc, en appelant d la limite de 3,
,1 - —ijSLzllAlA.
300 CHAPITRE XVÏ
ClOâ. Théorème. — Lorsque la tangente au point qui s'éloigne à V infini tend vers une position déterminée^ cette position est Fasymptote,
En effet Téquation de la tangente est
Supposons que le point j:q, ^q, s'éloigne à Finfini et que
-^ ail une limite c ; on a vu n" 193 que ^ a alors la même
limite. Donc la direction limite de la tangente est celle de Tasymptote; quant à son ordonnée à Torigine
elle peut s'écrire, en désignant les dérivées par des lettres accentuées
yp ^"^0^0
jîj) .^ 1^
V xj
et, si elle a une limite, en vertu du même théorème^ Texpression
aura aussi la même limite, qui est bien Tordonnée à l'origine de Tasymptote.
303. Il importe de montrer qu'il peut y avoir des asymptotes qui ne sont pas limites de tangentes. L'exemple de la
courbe y = '■ est classique. Pour jc = 00 , le sinus oscille
entre — 1 et -h 1 , tandis que le dénominateur croît à l'infîni ;
y tend donc vers zéro, et l*axe des j:* est une asymptote vers laquelle tend la courbe en la traversant par des sinuosités de moins en moins amples. Le coefficient angulaire de la tangente
dy
X cosx —
sm^r cos.'T
sina?
dx
tend vers zéro ; mais l'ordonnée à l'origine
y — X -f- =: — cosa? +
â sinâ?
dx X
est indéterminée.
304, Emploi des coordonnées homogènes. — Plusieurs des résultats .précédents se présentent très simplement lorsqu'on emploie les coordonnées homogènes. Nous nous bornerons au cas des courbes algébriques. Dans ce cas, l'équation (27) devient, après substitution des coordonnées homogènes,
Les points à l'infini étant caractérisés par un Z nul, le rapport de leurs deux autres coordonnées sera donné par l'équation
Cette équation s'écrit en mettant en évidence les facteursX , Y
X«YP9;„,(X, Y) = o.
ce qui impose a facteurs X nuls (Y est alors différent de zéro) et g facteurs Y nuls (X est alors différent de zéro). On obtient ainsi a points à l'infini dans une direction parallèle à OY et g points à l'infini sur des parallèles à OX. Il reste m — a — ,3 directions asymptotiques non parallèles aux axes dont les coefficients angulaires sont les racines de
réqaation
Pour avoir les asymptotes correspondantes, nous les considérerons comme limites de tangentes, ce qui est toujours permis dans les courbes algébriques. La tangente en un point ayant pour équation (14)
XF^ + yf;, + zf; = o,
comme on a ici
,_c?5^ cgym-4 I
<rf<pw , y d<fm-.
l'asymptote qui correspond à Zq = o et qui a pour coeffi
Y cient angulaire c = ^^j aura pour équation
An
C'est, sous une autre forme, le résultat déjà obtenu; car si Ton fait Xq = 1, Yq = c, Tordonnée à Forigine de la droite précédente prend précisément la valeur donnée page 299. Quant au coefficient angulaire
^?m (Xq, Yq)
dlf^n (X^,, Yq)
rfYo
il est égal à -^^ en vertu de l'égalité d'Euler relative aux
fonctions homogènes
Si l'équation (90) prenait une forme illusoire, le point à l'infini serait singulier, et on lèverait l'indétermination en employant une méthode calquée sur celle de la page 202.
305. Les résultats, rappelés au paragraphe précédent, sont susceptibles d'un énoncé absolument géométrique, si l'on convient de dire que Z == o caractérise la droite à rinfini. Alors nous venons d'étudier simplement la nature des points de rencontre d'une courbe avec la droite à l'infini et les tangentes en ces points. Ce nouveau point de vue permettra d'assimiler les points à l'infini aux points situés à distance finie, et ces points pourront être classés, comme nous allons le faire pour les autres, en points ordinaires, points d'inflexion, doubles, triples, de rebroussement, etc.
306. On peut aussi démontrer que les formules, utilisées plus haut, aux notations près
reviennent à une simple mise en perspective de U coarbe.
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Soit en effet 0 le point de vue projeté sur un plan horizon-
tal en o et sur le tableau en o\ de manière que
00) = fl,
m un point du plan horizontal projeté à partir de 0 en m\ Les axes étant indiqués sur la figure, on aura
op op pm 0(1)
ou
o'p' op p'm 0(0
ou
pliant,
xx'
= ab.
Pour a = b = i, on retombe bien sur les formules mises au début de ce paragraphe. Ainsi à un point m' correspond' un seul point m, et réciproquement ; mais, si m s'éloigne à
rinfini dans une direction telle que lim^ = c, m' tend vers
un point situé sur o'î/\ qui a pour ordonnée c, et, comme on vérifie sans peine qu'à la tangente d'équation
^ "^dx + ^ ^ dx correspond la tangente d'équation
^ — -^ dx' ^ ^ dx"
il en résulte que Tétude du point à Tinfini et de l'asymptote ou des asymptotes est encore, par cette transformation, ramenée à l'étude d'un point situé à distance finie, les singularités se correspondant.
Étude d'une courbe autour d'un point singulier
307. Nous avons donné (n°* 295 et 296) les conditions analytiques pour qu'un point soit singulier. Voici quelques considérations géométriques qui feront mieux comprendre les définitions données plus haut.
Si toute sécante, qui passe à une distance infiniment petite d'un point M, rencontre la courbe en des points dont un seul soit infiniment voisin de M, le point M est simple. Si la sécante coupe la courbe en des points dont p soient infiniment voisins de M, le point est multiple d'ordre p. Dans ce cas, une sécante passant au point M coupe la courbe en p points, dont les coordonnées coïncident avec celles du point M; c'est ce que nous avons exprimé plus haut en disant que la sécante avait /> points confondus avec le point M (Voir aussi le théorème énoncé à la fin du n** 309 ).
Les dispositions de figures ci-dessous ont reçu les noms suivants
Point double.
Point triple.
M Point d arrêt
Point de rebroussement deuxième espèce.
FiG. 10.
Point de rebroussement de première espèce.
Point saillant.
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En général, en un point multiple d'ordre p se croisent p branches de courbe; mais plusieurs de ces branches ou môme toutes peuvent être imaginaires. L'apparence géométrique ne correspond plus alors au fait analytique; mais, dans la pratique, cela ne peut introduire de confusion. Lorsque toutes les branches, qui passent en un point réel de la courbe, sont imaginaires, le point est dit isolé; on emploie aussi les locutions point double imaginaire, point multiple imaginaire.
Afin de ne pas avoir à revenir sur les points singuliers autres que les points multiples, je traiterai immédiatement trois exemples :
V La courbe y = ^' a un point d'arrêt à lorigine; car, pour X infiniment petit négatif, l'ordonnée // est nulle, tandis que, pour x infiniment petit positif, y est infini. On peut donc dire que la courbe a un point d'arrôt à l'origine pour sa branche qui vient de gauche, et môme un point d'arrêt à l'infini, dans la direction de oy, pour sa branche
Fio. H.
de droite; mais cette dernière désignation a quelque chose de forcé et est peu employée. On emploie plus souvent les mots de point multiple à l'infini, point de rebroussement à l'infini; ces expressions correspondent aux dispositions que présentent les points de même nom, à distance finie, lorsqu'on fait une perspective do la courbe sur un plan parallèle au rayon qui va de l'œil au point M. Au fond, ce sont de pures désignations analytiques.
2^ La courbe qui a pour équation
présente un point saillant à Torigine. Le coefficient angulaire de la tangenfe en 0,
a pour valeur zéro, si x = + zéro, et -f- 1 si .r = — zéro.
Fus. 12.
Les exemples <(ue nous venons de donner se rapportent à des courbes transcendantes.
Les courbes algràriques ne présentent ni point (CarrH ni /joint saillant. — Elles n'ont pas de points d'arrêt parce que Tordounée est une fonction continue de Tabscisse ; elles n'ont pas de points saillants puisque, si Ton élimine fj entre l'équation de la courbe» H Téquation
n + yTy = o,
qui fait connaître le coefficient angulaire y' de la tangente, on obtient une équation algébrique entre x et //, d'où il résulte que ce coefficient angulaire est une fonction continue de l'abscisse.
3** Considérons enfin la courbe représentée par l'équation
y = \ii — .r^
le radical ayant sa valeur arithmétique. C'est une demicirconférence dont le centre est k l'origine et dont le diamètre limite est sur o.r\ les extrémités de ce diamètre pourraient être prises comme points d'arrêt de la courlie. iMais, en réalité, nous n'avons là qu'une portion de la circonférence
et si, pour Taspect géométrique, on a des points d'arrêt, ces points sont évidemment d'une nature tout autre que ceux considérés dans les deux premiers exemples. Dans le premier exemple, la fonction y éprouvait une véritable discontinuité; il en est de même pour la dérivée dans le second exemple.
Dans tout ce qui suivra, nous ne considérerons désormais que des fonctions continues, ou au moins nous ne considérerons les fonctions que dans les intervalles où elles sont continues; plus exactement nous supposerons toujours que ces fonctions peuvent iMre développées en série, dans ces intervalles, par la formule de Taylor.
30B. D'après nos définitions, un point singulier est un point oii la tangente n'a pas une équation unique et bien déterminée. 11 est essentiel d'ajouter que cette définition suppose essentiellement les coordonnées rectilignes. Deux exemples feront mieux comprendre notre pensée.
!*• La courbe
1+2 cos o)
2 sino)
présente un point double. Mais ce point s'obtient par deux valeurs dilTérentes de o, savoir
chacune de ces valeurs donne, cummo Ton sait, une forme bien déterminée pour Téquation de la tangente. Si Ton cherchait Téquation de cette courbe en coordonnées rectilignes, les deux points, provenant de ces valeurs de w, seraient confondus, et pour ce point Ton aurait
f{.r,y) = o, n = o, ri = o.
2"* Le môme incident se présente avec la courbe déterminée par les deux équations
Si l'on donne à t les deux valeurs
les deux coordonnées du point M prennent les valeurs
Lorsque t varie de — oo à + oo , la courbe passe donc deux fois au point dont les coordonnées viennent d'être données; mais les valeurs de dx et de dt/ sont parfaitement déterminées pour /' et pour /* ; les deux tangentes au point double sont donc bien déterminées et indépendamment Tune de l'autre. Formons, au contraire, Téquation en coordonnées rectilignes de la courbe, par Télimination de / entre les équations (31); on trouve
et au point
on a évidemment
En coordonnées reciilignes, l'équation ordinaire de U tangente est indéterminée.
C'est un des problèmes les plus intéressants et les plus importants de l'analyse que celui qui consiste à séparer les branches qui se croisent aux points multiples, ou encore a ramener l'étude des fonctions à sin^^ularités à celle des fonctions sans singularités. Cette étude se rattache à une notion nouvelle relative aux courbes, celle du genn\ dont nous parlerons plus loin.
Le problème que nous traitons ici est plus simple; nous voulions seulement faire observer que la difficulté que nous avions à lever peut souvent tenir au choix des coordonnées et ne pas être inhérente au problème de géométrie, auquel le calcul a été appliqué.
CI09. Une dernière remarque préliminaire sera utile. Nous avons déjà vu que l'étude des branches infinies se ramène à la recherche des solutions infiniment petites d'une certaine équation (26). 11 en est de môme pour les branches des courbes qui passent en un point singulier. L'équation (19) fait connaître les valeurs de A, qui correspondent à chaque valeur de X, et le problème qui se pose est de savoir si, pour des valeurs de X infiniment voisines des racines de l'équation (:Î0), il existe des valeurs infiniment petites de A, et quelle est la nature de ces valeurs. Soit /^- une racine de l'équation (20) ; si Ton pose
on obtient une équation entre s et A, dont il faut, comme pour l'équation (26), trouver les solutions infiniment petites. La méthode que nous allons employer est donc absolument générale et s'applique toutes les fois qu'on a à chercher les solutions infiniment petites d'une équation de la
forme
où le premier membre désigne une série convergente, sans terme constant, ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables. On suppose, de plus, qu'il y a toujours un terme indépendant de x et un terme indépendant dey; sans quoi y OM X serait en facteur et devrait être supprimé. La méthode est fondée sur ce principe que Tégalîté ne peut s'établir qu'entre infiniment petits de même ordre; il s'ensuit évidemment qu'il y aura toujours deux termes, au moins, de chaque ordre, et en particulier de l'ordre moindre. En écrivant cela, et en prenant y comme infiniment petit principal, on obtiendra les valeurs principales de l'infinîment petit x\ mais, comme plusieurs racines différentes x\ x\ x"', peuvent avoir la môme valeur principale Xj, il faudra poser de nouveau
a- = 37^ + Yl,
t; étant un nouvel infiniment petit, dont la valeur principale se déterminera comme ci-dessus.
Nous admettrons comme démontré le théorème suivanl : Soit l'équation
dont le premier membre de la quelle S est une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables; si, pour j:= o, cette équation admet p racines nulles en y, pour x infiniment petit, l'équation admettra p racines infiniment petites en y, développables en séries convergentes suivant les puissances ascendantes de x,
3IO. Pour plus de clarté, je resterai dans les termes du problème posé, n* 296, en simplifiant seulement les notations. Supposons d'abord les axes transportés parallèlement à eux-mêmes, de manière que l'origine se trouve au point ^0» yo» ^^ ^^^ revient à supposer
L équation 17} représente maintenant une droite passant par l'origine
et l'équation (19y aux abscisses de ses points de rencontre avec la courbe pourra s'écrire
tp [\) + a-J/ (Al + x^/ :\) -f ... ~ o. (33)
X étant donnée, à une valeur de jr correspondra par Téquation (32), une seule valeur de y, donc un seul point de rencontre et le nombre des racines réelles de Téquation (33) sera le nombre exact des points réels communs à la sécante et à la courbe.
L'équation (20), aux coefficients angulaires des tangentes, s'écrit ici
elle est, par hypothèse, de degré y>, et l'étude qui nous reste à faire est difl'érente, suivant qu'il s'agit de racines simples ou multiples de ^(X).
31 1. l'' Soit X, une racine réelle simple de cette équation correspondant a la tangente OT; cette racine peut aussi annuler un certain nombre de coefficients des puissances de X ; soit x^g (X) le premier des coefficients qui ne s'annule pas, et soit enfin
e désignant un infiniment petit, et 5,(X) ne s'annulant pas pourX = X,. L'équation (33), réduite à ses termes d'ordre moindre, s'écrira
en effet tous les termes négligés contiennent soit des puissances de jr ou de £ supérieures à celles conservées, soit des produits de puissances moindres de x, par des termes qui
contiennent e en facteur. CVst celle équation qui fait connaître les points de rencontre de la courbe et de la sécante y ^ (X| 4- s) x^ infiniment voisine de OT. Deux cas sont à distinguer : si a est impair, Téquation (35) fait connaître, pour toute valeur de s, une seule valeur réelle de x, et cette valeur change de signe avec s, c est-à-dire lorsque la sécante passe d'un côté à l'autre de la tangente. Si, par exemple, 9i (Xj) et g (X^) sont de signes contraires, s et ^ sont de mêmes signes, et Ton a la disposition de figure ci-dessous
FiG. 13.
Si 9j (Xi) et g (X|) sont de mêmes signes, la courbe est audessous de sa tangente.
Fio. 14.
Soit maintenant a pair. Pour que Téquation (35) donne des racines réelles, il faut que e?i(X^) et ^(X^) soient de signes contraires, ce qui ne pourra arriver que pour un des deux signes possibles de s. Si c'est pour s positif, les sécantes qui, à droite de l'origine, sont au-dessus de la tangente, couperont la courbe en deux points situés de part et d'autre de l'origine, et la branche de courbe présentera la disposi-
:il4
tion suivauie
Fio. 15.
Si les deux valeurs réelles de x correspondent à s négatif, la branche de courbe se présente comme ci-dessous.
Fk;. 16.
Lorsqu'on obtient cette disposition de figure et que la branche de courbe MjOMj est la seule réelle passant en 0, on dit que le point 0 est un point d'inflexion, La courbe traverse sa tangente ; trois points d'intersections de la sécante M.,OM^ avec la courbe sont confondus en un seul 0. Ce point peut d'ailleurs être simple ou multiple.
31 2, 2* Soit maintenant X2 une racine double de l'équation (34). Nous poserons encore
92 (X) n'étant pas divisible par \ — x., = e. Ici l'équation qu'on obtient en prenant dans (33) les termes de degrés moindres est un peu plus compliquée que (35), parce qu'on ignore de quel ordre est x par rapport à e; il faut donc
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conserver, outre les termes conservés dans (35), le terme de degré moindre qui contient s multiplié par une puissance de X, L'équation aux valeurs principales des infiniment petits sera donc
et nécessairement l'on a
sans quoi le terme du milieu n'aurait pas été conservé.
Les termes de Téquation (36) sont infiniment grands, par rapport à ceux de Téquation (33) que nous avons négligés ; mais rien ne prouve qu'ils soient tous les trois d'un môme ordre. Tout ce qu'on sait, c'est qu'il y en a au moins deux de l'ordre moindre, et que, s'il n'y en a que deux, le troisième est d'ordre supérieur et doit ôtre négligé. D'où plusieurs essais à faire pour grouper ces trois termes ; la discussion conduit aux trois hypothèses suivantes :
Première hypothèse : a <C 23- — Le seul groupement possible est celui où le premier et le dernier terme sont de
même ordre [x de Tordre - par rapport à s); l'équation (36)
se réduit à
«S(^i) + ^'''iJ'('») = «^
d'où Ton tire pour x une valeur de la forme
X = (At«)«.
Si a est pair et A négatif, il n'existe de valeurs réelles de X pour aucune valeur de s, c'est-à-dire que, pour aucune sécante passant par 0 et voisine de la tangente de coefficient Xo, il n'existe de point réel ; les a racines et les deux branches correspondantes sont imaginaires. Si a est pair et A positif, pour toute valeur de s, t a deux valeurs réelles égales et de signe contraire, et la branche présente la dispo-
sition ci-dessous
Fin. 17.
Si a est impair, quel que soit le signe de s, on trouve une valeur réelle pour x^ positive si A est positif, négative dans le cas contraire. r4'est le cas du rebroussement de première espèce.
Pio. 18.
Deuxième hypothèse : a > 2g. — Les deux groupements exclus dans Thypothèse contraire deviennent ici les seuls possibles, savoir : premier et deuxième termes de même ordre; Téquation (36) se réduit à
deuxième et troisième termes de même ordre, Téquation se réduit à
tiz{\) + x^-^g[\)^o\ (38)
et chacune de ces équations étant analogue à Téquation (35) fournit une branche avec une des quatre dispositions dessinées figures 13 à 16. La juxtaposition des branches fournies par
ces deux équations conduira à une des sept dispositions que voici
Fir.. lî).
Troisième hypothèse : a = 2g. — Les trois termes sont ici de même ordre, et Téqualion (36) s'écrit en remplaçant a par 2g et divisant par s-
Cette équation peut avoir ses racines soit imaginaires, auquel cas il n'existe aucune branche réelle tangente à OT, soit réelles et distinctes, auquel cas l'équation se décompose en deux de la forme x^ = sB, ce qui conduit, comme dans le cas précédent, à Tune des sept figures 19, soit enfin confondues.
Dans ce dernier cas, Téquation (39) peut s'écrire
/jpP
et il semble qu'il n'y ait plus qu'une seule branche réelle tangente à OT. Mais il importe de remarquer que, jusqu'à présent, nous n'avons considéré que les parties principales des infiniment petits; or deux infiniment petits différents peuvent avoir la même partie principale. La question ne s'était pas posée jusqu'ici, parce que les infiniment petits
s'étaient trouvés distingués par leurs parties principales et que nous avions trouvé dans chaque cas deux branche» différentes correspondant à la racine k^- 'ci, les infiniment petits ne sont pas séparés, et le nouveau problème qui se pose est de savoir s'il existe effectivement deux infiniment petitsayant la même partie principale fournie par Téquation (40). Poor cela, considérant toujours s comme Tinfiniment petit principal, nous poserons
x' étant la partie principale donnée par l'équation (40) et j:^ infiniment petit par rapport à x\ Portons cette valeur de jt dans Téquation (33), où nous remplacerons aussi X par A2 + £ ; nous avons une nouvelle équation entre les infiniment petits x" et s, qu'on traitera comuie l'équation (3â). En général, les deux branches se sépareront dans le cours de cette nouvelle étude ; mais, si l'on était acculé à la troisième hypothèse que nous venons d'étudier et au cas particulier on l'équation (39) a ses racines égales, il faudrait poser
x" étant ta valeur principale de .r\ et ainsi de suite. Les deux infiniment petits finiront toujours par se séparer, à moins q«e la l'onction donnée /(./*, ?/) ne contienne un facteur carré qui correspondrait à une courbe double faisant partie de la courbe étudiée.
11 ne faudrait pas s'empresser de conclure de la réalité de x' donnée par Téquation ( iO) à la réalité d'une branche correspondante pour toute valeur de s; car il reste à trouver x' et peut-être d'autres termes de cet infiniment petit
Soit, par exemple, la courbe
(y — .r)* — 2 (y — ce) a?* -f- ./•* — a?"* — y^ = o. On est conduit en posant
à la première valeur approchée x = s. Soit ensuite
on trouve
et Ton voit que s doit être positif. On a donc deux valeurs pour x\ d où résultent deux points sur toute sécante passant à Torigine au-dessus de la tangente. Les valeurs de x sont
et sont positives toutes les deux. On a un rebroussement de seconde espèce.
ÎI13. 3** 11 faut maintenant considérer les racines multiples de Téquation (34), d'ordre de multiplicité supérieur au deuxième. La marche suivie jusqu'ici devient de plus en plus pénible, parce qu'au lieu d'une équation à trois termes, comme l'équation (36), on aura à grouper les termes d'une équation à jjl + 1 termes, si jj. est le degré de multiplicité de la racine considérée. En pratique, cette équation sera, la plupart du temps, incomplète, et l'on pourra procéder comme précédemment; mais il importe d'avoir une règle générale pour le cas où le groupement des termes offrirait trop de difficultés. Celte règle, qui est due à Newton, est la suivante : soit X' la racine multiple d'ordre ^ de inéquation (Si-), on fait dans l'équation (3:^)
soit encore
%^ -f- A»i*-U'» -f Bsf^ 2^? ^ ... -f Ke/'o;' \- ... + L/;> := o (il}
. l'é(|uation contenant les termes |>rincipaux de l'équation (33). C-qualiiin dans laquelle it s'agit de trouver les groupes de termes du l'ordre miaimum d'infmitudc. On trace dans le plan deux axes rectangulaires, et l'on marque dans ce plan les points qui ont pour coordonnées les deux exposants y el /> de X et de £ dans chaque terme. Comme ni >, — >,', ni x, ne sont plus en facteur dans l'équation (33), l'équation (H < contiendra toujours un terme indépendant de r. et un iiutre de e, c'est-à-dire que, dans le tableau de points précédents, il y en aura toujours un au moins sur 0% et un autre sur Or. Tous les autres sont, bien entendu, dans l'angle tOx. Gela posé, concevons une droite mobile d'abord dirigée suivant Os. et qui s'en détache de manière à pivoter autour de son point A, dans le sens trigonomélrique. ArW^tons-la au moment où elle passe pour la première fois par un des points marqués; dans celte position, elle contient peul-ôtre
plusieurs de ces points : soit B le point le plus à droite. La droite AB laisse au-dessus d'elle tous les points qu'elle ne renferme pas. Faisons, de nouveau, pivoter la droite dans le même sens, mais cette fois autour de B. jusqu'à ce qu'elle rencontre un nouveau point; soitC le point le plus à droite parmi ceux qu'elle contient maintenant. Tous les points qui ne sont pas sur BG sont au dessus. Faiso.is. de nouveau, pivoli'r la droite autour de G, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'i'Mc passe parle point F sur Ojt. Nous avons aiusi
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formé une ligne brisée ABCDEF, que nous appellerons polf/gone de Neivton. Tous les points qui n'en font pas partie sont dans la région de Tangle lOx, qui ne contient pas Torigine.
Nous allons démontrer qu'à chaque côté du polygoiie correspond un groupement acceptable de tennea de réquation (il), et quon aura ainsi tous les groupements ; le coefficient angulaire d'un côté du polygone^ changé de signe^ est égal au degré d'infinitude de a:, par rapport a s, dans le groupement considéré.
Soit en effet m le degré d'iniinitude de .r par rapport à £,
c'est-à-dire sup])osons que -^ ait une limite finie M non
nulle; un terme quelconque do Téquation (41), Kz^x^ sera de Tordre p + mq et, entre les termes de même ordre, on aura les égalités
d'où Ton tire
(),. il LA (.gt \^^ coefficient angulaire de la droite qui joint
y — 9i le point y>, y, au point /)j, y,; donc tous les points représentatifs des termes d'un même ordre m seront sur une même droite de coefficient angulaire — m. De plus, si — m est le coefficient angulaire d\in des côtés du polygone de Newton, tous les autres termes seront infiniment petits d'ordre supérieur. Soit en effet RsV unt el terme; il sera d'ordre s -h m/, et la droite de coefficieût angulaire — m menée par ce point aura pour équation
elle coupe Os au point M', dont l'ordonnée est
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tandis que le côté du polygone qui a pour (équation
6 — p z=z — 'in[x — q)
coupe l'axe Os en un point M ayant pour ordonnée
et situé par construction au-dessous de M'. L'ordre v + ;w/, du terme RsV, est donc plus grand que celui du terme K£'\r'?. On voit en même temps que si, au contraire, on avait laissé des points au-dessous du polygone de Newton, il leur aurait correspondu des termes d'ordre inférieur à ceux conservés. Le théorème est donc démontré.
Il faut maintenant trouver la limite M du rap
port -^, pour le groupement considéré, c'est-à-dire pour la
valeur de m considérée. A chaque point q, /y, situé sur le côlé du polygone de coefficient angulaire — ni^ correspondra un terme dans l'équation : soit
l'onsemble de ces termes ; en y remplaçant jr par Ms'", l'équation (41) se réduit à
KM'' + K,\r'i + ... -f KpM'/? = G, [kl)
après suppression du facteur commun s'' ^ ""'. Dans l'équation (42), les exposants sont rangés en croissant; on peut donc encore diviser par la quantité finie non nulle M', et l'on a enfin Téquation
K + K.M'^i-'' -f ... + KpM'^?-'' = o, (43)
qui donnera, pour M, q^ — q valeurs, en général distinctes, à chacune desquelles correspondra une branche réelle ou
imaginaire tangente à la droite ayant pour coefficient angulaire //.
Remarquons que q^ — q est précisément la projection sur Os, du côté considéré du polygone de Newton ; l'ensemble des équations analogues à Téquation (43) fera donc connaître, en appelant/., Xj, ..., q^^ y, ..., v, les abscisses des différents sommets du polygone,
c'est-à-dire a valeurs de x pour la valeur donnée de s. On verrait de môme qu'à une valeur donnée de x correspondent jjL valeurs de £, c'est-à-dire qu'il correspond f». branches à la racine multiple d'ordre j;.. Chacune de ces branches peut toucher la tangente en plusieurs points confondus.
Ce qui précède suppose que l'équation (43) ait toutes ses racines distinctes. S'il n'en est pas ainsi, on opérera comme au n" 312 sur l'équation (40) : on posera
a: = oj' -|- x\
x' étant infiniment petit par rapport à la valeur principale X = Me"*, qui vient d'être calculée. On substituera cette valeur de X dans l'équation (33) où X aura été remplacé par X' -+- s, et, pour le calcul de ./', on sera ramené à un calcul analogue à celui qui vient d'être effectué.
On réussira donc toujours à séparer les valeurs infiniment petites, si l'équation ne renferme pas un facteur multiple.
Jusqu'à présent nous avons supposé que l'équation (3i
n'avait pas de racines infinies, c'est-à-dire qu'elle était d'un degré égal à l'ordre de multiplicité du point 0, ou encore que la courbe n'avait pas de branche tangente à Oy. Si cet accident se produisait, on lèverait la difficulté par le procédé toujours employé, dans ce cas, en géométrie analytique, qui
consiste à remplacer Téquation
y ■^'kx soit par l'équation
soit de préférence par les équations
qui permettent dans tous les cas d'obtenir une équation on p d'un degré égal à Tordre de multiplicité du point.
.'lie. Dans ce qui précède, nous n'avons pas distingué le réel de Timaginairc, et nous avons donné le moyen de séparer dans tous les cas les racines infiniment petites d'une équation.
Mais il est clair que les racines réelles seules donnent des branches de courbe.
IV\ 7. Exemple. — Soit la courbe ^
1" Disposition à f origine. — Les termes du plus faible degré sont — '^y^^y — 3a:), d'où deux tangentes : Taxe des x.[(i =r o) et la droite OA, représentée par(2y — 3x = o). Pour voir comment la courbe se comporte dans le voisinage de Oj-, coupons par
En égalant à zéro les termes infiniment petits de Tordre moindre, nous obtenons Téquation
d'où la disposition indiquée par la figure 22.
' Lï'liide (le celle courbe a été proposée au concours d'admission à l'École noniialc en lhS»S.
COURBES PLAJSES
infiniment petits à conserver sont ici
3aj3
s )x. Les termes
d'oii la disposition représentée par la figure 23.
2* Branches infinies, — Les termes du plus haut degré étant X {x^ — y^)^, nous trouvons, comme directions asymptotiques Taxe des y, qui est direction simple, et les bissectrices OF et OG, qui sont directions doubles.
Pio. 2-2.
Fio. 23.
Dii^ection asyjuptotique Oy. — Soit x infiniment petit ;
comme y est infiniment grand, nous poserons y = ->» et y'
sera infiniment petit. L^équation entre x et y devient, en se
bornant aux termes d'ordre moindre :
x doit être positif, et il lui correspond deux valeurs pour y', d'où deux valeurs infiniment grandes pour y. On a donc la disposition de la figure 25.
Fio. 24.
Fio. 25.
Direction de la première bissectrice OF. — Posons f/=x e doit être infiniment petit pour que x soit infiniment grand ; donc OF sera l'asymptote elle-même, et nous poserons
X étant infiniment petit : Téquation réduite entre x et s sera
Donc X est négatif, quelle que soit la valeur de s, et l'on a la disposition représentée figure 24.
Direction de la deuxième bissectrice OG. — Après avoir constaté que Tasymptote correspondante est rejelée à Finfini, posons
X étant un infiniment petit.
Le faisceau des droites qui vont de Torigine aux points de rencontre de la courbe avec la droite (A) a pour équation, après suppression du facteur x -\- y,
a; (a? + y] (a? - y)» + 4a:yA (a: — y)» — 4y (2.Î/ — 3a;) X3 (a- + y)« = o.
Une ou plusieurs de ces droites sont très peu inclinées sur la bissectrice; posons donc
L'équation, réduite à ses termes d'ordre moindre, devient
Donc X et s sont de même signe : la droite OP, qui correspond à s positif, rencontre la courbe sur une droile parallèle à la direction asymptotique qui a une ordonnée à
l'origine -> infiniment grande et positive. La droite OP', qui
correspond à s négatif, rencontre la courbe à Tinfini audessous de la bissectrice. D'où la disposition indiquée [fig. 26) (branche parabolique).
La courbe, représentée par la figure 27, s'achèvera aisément au moyen des quelques remarques suivantes : les axes, ni leurs bissectrices ne rencontrent la courbe en des points réels à distance linie ; la droite OA rencontre la courbe au
point dont Tabscisse est x = — ^^' Les branches de courbe
ne peuvent donc, sauf la branche OE, sortir de l'angle où nous les avons amorcées. Nous représentons, en pointillé, les parties de courbe qui raccordent de la manière la plus simple celles qui sont déjà trouvées.
Fio. 26.
Fio. 27.
On peut d'ailleurs étudier complètement cette courbe en la coupant par des droites pivotant autour de Torigine ; mais cette discussion sortirait du cadre que nous nous sommes tracé.
Représentation parabolique de la courbe
à l'origine
318. Toute Tétude que nous venons de -faire des courbes dans le voisinage d'un point singulier est fondée sur ce théorème, que les valeurs de y peuvent, dans ce voisinage, ôtre développées en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et positives de x. Il importe de donner les premiers termesf de ces séries. Pour cela, remarquons que nous avons posé
X, étant une racine de Téquation (34), et que tout l'esprit de la méthode a consisté à trouver la limite du rapport -- = M. On tire de là
et c'est la solution du problème, lorsque les diverses valeurs de xj — A.j* n'ont pas la môme valeur principale. Dans le cas contraire, on pourra poser
c' étant la valeur principale qui vient d'être calculée, et s' une nouvelle inconnue qui se déterminera en fonction de rinfiniment petit .r, comme précédemment. En répétant cette opération autant de fois qu'il sera nécessaire, et sul)stituant £ dans (ii), on obtient finalement la valeur de y sous la forme
y ~ \ix + Ka?« + La:? + ... (46)
les exposants a, Ji, ..., étant positifs et croissants.
Ce calcul peut être traduit par Ténoncé géométrique suivant : « Dans le voisinage d'un point singulier, chaque branche de courbe peut être remplacée par un arc de parabole facile à construire; Téquation de cet arc de parabole est l'équation (46). »
«^19. Ainsi, dans l'exemple du n* 312 his^ on trouve comme valeur principale de s
posant alors, parce que les deux branches ne sont pas encore séparées,
on trouve
d'où enfin les deux branches représentées par l'équation
y = X -\- x^ dt x^ \jx.
3âO. Enfin, dans l'exemple du n° 317, on a trouvé, pour la branche tangente à 0^,
et la parabole auxiliaire a pour équation
Pour la branche tangente à la droite
on a posé
d'où
ce qui donne la parabole
Are, tangente, asymptote et normale en coordonnées polaires
IV^l. Arc. — Pour obtenir la différentielle de l'arc en coordonnées polaires, il suffit de poser
a* r=: p COS<D,
y = ù sinot), d'où
dx = cos(o(fp — p sin<s>(/(i), dy = sin w c/p -}- p ces &> rfo).
Faisant la somme des carrés et ajoutant, on trouve
ds^ = fl?p2 -f p2c/a>^. (47)
3^2. Tangente. — L'équation d'une droite en coordonnées polaires est
- = A sinw + B costo). (48)
Exprimons que cette droite passe par les deux points de la courbe infiniment voisins, qui ont pour coordonnées r, a et r + rfr, a + rfa ; nous avons les conditions
- =r A sin a 4" B ces a, (49)
^ , ^^. = A sin (a + rfx) -f B COS (a + c?a),
-dont la dernière peut être remplacée par celle qu'on en déduit en en retranchant l'équation (49), et divisant par rfa,
r -\- dr r . sin (a -|- <^«) — sin g ^ cosyai + rfa) — ces a
rfa t/a c/a
OU encore
doL
■= A cosa — B sina.
Éliminant A et B entre (48), (49) et (50), nous obtenons Téquation de la tangente au point /*, a :
sino)
sina
cos u>
cosa
cos a — Sina
OU en développant
- =r - COSfco
a) + (;) sin (^ — *)•
• On déduit de lîi la sous-tangente en faisant oi = a + 5» d'où
sous-tang
En faisant p = oc , on aura la valeur (•>, de o), qui définit la direction de la tangente
tang ((o, ~ a) = — -tJy' ="= 7
Appelons V l'angle de la tangente et du rayon vecteur mené au point de contact ; nous aurons
doù
tangV = p
Soit, par exemple, la spU^ale logarithmique ^ qui a
pour équation
La formule (52) donne
laner V == — • ^ m
Donc la spirale logarithmique coupe tous les rayons vecteurs issus du pôle sous un angle constant.
C{^4. Asymptote. — Soit a l'angle polaire qui définit une direction asymptotique, c'est-à-dire Tangle fait avec Taxe polaire 0.r, par le rayon vecteur qui joint le pôle 0 au point rejeté à Tinfini. L'asymptole correspondante peut être considérée comme une tangente dont le point de contact est
rejeté à Tinfini ; Téquation (51) donnera donc immédiate-
ment, en y faisant - = o, Téquation de Tasymptote
i^(J)%in(co-a). (52)
Mais nous avons vu qu'il n'est pas toujours permis de considérer Tasymptote comme limite des positions d'une tangente. Revenons donc à la définition de Tasymptote.
Soit toujours a Tangle polaire définissant la parallèle OH, menée par le pôle h l'asymptote AB. Par définition, la dislance MQ, du point M à AB, doit tendre vers zéro. Menons
par 0 une droite qui fasse avec Ox l'angle a -f- ^; cette droite
coupe Tasymptote en un point C, qu'il suffit de connaître, et
que nous définirons par le segment dirigé OC = d. Puisque MQ tend vers zéro, d sera la limite de la projection du
rayon vecteur OM ou p sur OK, c'est-à-dire qu'on aura
d =r lim p COS ( a -|- - — «0 J
ou
d = limp sin(a> — a), (53)
et pour équation de l'asymptote
- = - sin (d) — a), p (.1
3125. 11 est intéressant de montrer que les formules (52) et (58) conduistint bien au même résultat, en généial. En efl'et, remarquons que si, dans la formule (52), nous faisons
(0 = :c 4- ^1 nous obtenons la valeur de rf, c'est l'inverse de
tout revient donc à démontrer que
limpsin((o-a) = — 7-
Or on peut écrire, puisque - = o,
sin (w — a)
. / V sin (o> — a) (13 — a p sin(co — a) = ^^ ^ — — q —^
et la limite du second membre est bien ( - j -La seule condition pour que cette démonstration soit acceptable est <iuc f-j ait une limite bien déterminée lorsque ti> tend
vers a, cest-à-dire que la tangente ait une position limite. C'est la condition déjà trouvée (n° 302).
CI^O. On pourrait se demander ici ce qu'il advient lorsque l'équation de la courbe
F fp, (a) = o,
dont la dilTérentiation est nécessaire pour obtenir la déri-
vée -T^j donne pourcette dérivée une expression indéterminée.
Mais cette étude, peut-être intéressante comme exercice de géométrie, ne révélerait pas d'autres faits analytiques que ceux auxquels nous a conduits l'étude d'une courbe autour d'un point singulier en coordonnées recti lignes. 11 n'y a donc pas lieu d'insister.
:iâ7. Normale. — L'équation de la normale s'obtient en cherchant la droite passant par le point ;•, a, et qui est perpendiculaire à la tangente. On trouve aisément
- =r - cos (a> — a) H — ; sin (w — a).
Pour avoir la sous-normale^ on fera o = a + ^' ce qui donne
Ainsi, dans la spirale (t Archimède ,
p = aa>,
la sous-normale est constante.
Coordonnées tangentielles
•1^8. La remarque du n° 326 s'applique textuellement à l'équation tangentielle
La dilît^roiitiatiou de celte équalion, qu'amènera nécessairement rinterprétatiou géométrique, conduirai des distinctions dans les propriétés de la courbe représentative ; mais les faits analytiques concernant la fonction ç(m, v) ne seront pas nouveaux. — Je montrerai seulement, par un exemple, combien les mêmes faits analytiques peuvent donner lieu h des interprétations géométriques différentes. En coordonnées cartésiennes, le fait qu'un système de valeurs x^^, t/^ annule simultanément la fonction f{x, y), ainsi que ses dérivées partielles jusqu'à Tordre /> exclusivement, s'est traduit par le langage suivant : En un point singulier, la courbe a/> tangentes distinctes ou confondues, distinctes ou imaginaires. En coordonnées tangentielles, si u^, t\^ annulent simultanément lafonction ^{ff^r) et ses dérivées jusqu'il l'ordre p exclusivement, voici, en admettant que les droites de coordonnées II, V soient les tangentes d'une courbe, quelle sera l'interprétation géométrique : toute tangente singulière est touchée par la courbe (»n p points distincts ou confondus, réels ou imaginaires. Ainsi, tandis qu'un point d'intlexion n'est pas, au point de vue cartésien, un point singulier, la tangente au point d'inflexion, en coordonnées tangentielles, est une tangente singulière. Au contraire, si le point de rebroussement de première espèce est, en coordonnées cartésiennes, un point singulier, la tangente de ce point, en coordonnées tangentielles, est, en général, une tangente ordinaire.
3129. D'ailleurs on verra, dans le chapitre suivant (n° 361), que Téquation tangentielle d'une courbe nVst pas autre chose que l'équation ponctuelle d'une courbe intimement associée à la première et que les propriétés de Tune se déduisent aisément des propriétés de l'autre; en particulier, les faits à apparence un peu paradoxale que nous venons d'énoncer se trouveront expliqués.
COURBES PLANES (suite) : CONTACT, ENVELOPPES
OSCULATION, COURBURE
Définitions
330. On (lit que deux courbes ont en un point un contact du n""* ordre si elles ont, outre ce point, n autres points communs infiniment voisins du premier.
331. Une Courbe d'ordre m est dite osciilatrice en un point à une courbe d'ordre p [p > '>0î lorsqu'elle a avec celle courbe un contact de Tordre le plus grand possible compatible avec le nombre d'arbitraires que son équation renferme.
Ainsi une tangente doit ôtre considérée comme osculatrice il la courbe en un point ordinaire, parce que deux points (infiniment voisins, ici) suffisent à déterminer une droite. Il peut d'ailleurs arriver que le contact de la tangente et de la courbe, au point simple, soit d'ordre supérieur au second : c'est ce qui arrive anx points d^inflexion.
Pour déterminer un cercle, il faut trois points; donc, en un point d'une courbe, il y a toujours un cercle osculateur. Ce cercle a avec la courbe un contact du second ordre. Exceptionnellement ce contact peut être d'ordre plus élevé ; ainsi, au sommet A d'une ellipse, un cercle tangent en A, qui passe par un point B infiniment voisin de A sur Tellipse, passera aussi par le symétrique B' de B par rapport à Taxe;
il aura donc avec rellipse quatre points communs, deux en A, plus B et B' ; le contact sera du troisième ordre.
Par contre, s'il y a inflexion, le cercle osculateur dégénère en ligne droite. La parabole osculatrice, en un point d'une courbe, sera déterminée par quatre points inflniment voisins, c'est-à-dire aura avec la courbe un contact du troisième ordre; l'ellipse osculatrice présentera un contact du quatrième ordre, et ainsi de suite.
8312. L'objet du chapitre actuel est de chercher les conditions analytiques de contact et d'osculation et d'étudier quelques questions se rattachant à ce problème.
Conditions de contact
333« Soit une courbe C
et une seconde courbe C'dont nous supposerons les coordonnées exprimées en fonction d'un paramètre /
Nous allons exprimer que les n -\- i points qui correspondent aux valeurs du paramètre
sont sur la courbe C. Posons
les conditions seront
F('o+'^.^)=F(g+A„(,Fv,o+---+nl!3!-:;i^'"'('o)+ •••=«•
CALCUL INFLNITÉSIMAL. 22
Retranchons la première équation des suivantes et divisons-les respectivement par Aj/q, IJq, ...; puis faisons tendre, dans la seconde, Aj/q vers zéro, de manière qu'elle se réduise à
retranchons alors F'(^()) des n — 2 équations restantes, et
divisons-les respectivement par —|^» — |-^i ...; puis faisons-
tendre A.,/q vers zéro de manière à réduire la première de ces équations à
répétons cette opération jusqu'à épuisement des /i 4- 1 équations; nous aurons finalement les conditions cherchées
Vj,) = o, F'(0-=o, F"{l,)=.o, ..., F^-) (V) = o. (3)
.'534. Si maintenant la courbe C et la courbe C sont données par des équations telles que
En rempla(^unl la seconde par
on rentrera dans le cas précédent. Ici l'on aura et par conséquent les conditions cherchées seront
pn) (j,J = ^.0 (^J
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335. Enfin si les deux courbes sont données par les équations
il faudra d'abord quele point (x^^^ j/q = Y,)) satisfasse aux conditions
/"(•^oi yo) = o» fi (-^01 Yo) = o ;
il faudra ensuite, en considérant x comme la variable indépendante, exprimer que
.jf — Y '
.An) — Y(/»)
y 0 — * 0 • Or on a, en différentiant les équations (6) n fois,
DY
\ t^o;*^ ^^^ c>a;c\y +^ D^^^ ^ ^ c> "" ^' \ Dx'^ ^ "^^ DayDY ^ ^ c^Y^ * ^ ^Y - ^•
Entre les deux premières, on pourra éliminer y^, qui est égale à Y^ ; y' étant donnée par une de ces deux équations, on portera sa valeur dans les deux suivantes, et Ton éliminera entre ces deux équations f/l = YJ. De proche en proche, on obtiendra les conditions cherchées
^xq c^o :^x^ cVo
Remarque. — Tout ce qui précède suppose les dérivées non toutes nulles, c'est-à-dire le point simple sur chacune des courbes.
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336. Théorème. — Si deux courbes ont un contact (f ordre n en un point ordinaire M, on peut trouver detw points N, Nj, infiniment voisins de Mépris fun sur /a première courbe, fautre sur la deuxième, et tels que leur distance soit d'ordre ;i + 1 au moins par rapport à MN.
Soient en effet
les équations des deux courbes; Xq, y^^, les coordonnées du point M de contact; x\ y, celles d'un point N de (C), x,, yj, celles d'un point N, de (G,). On peut toujours supposer les axes choisis de manière que Taxe des t/ fasse un angle fini avec la tangente commune en M. Alors la dislance MN se projette suivant un infiniment petit x — Xq, de môme ordre que MN. Nous choisirons Nj, tel que
iJC — X i •
La distance NNj sera ainsi égale au module de y — y, c'est-à-dire à
I /"te) - rM I •
Or on a, par ia formule de Taylor,
r{x) = rM + {x- X,) r K) + ... + f^^^ r-'K)
+ Alff+V^"'(^,)+- (8) Comme
o.t que les conditions de contact sont
la soustraction des équations (7) et (8) donnera
ce qui démontre le théorème.
Il faut remarquer que le second membre change de signe avec X — x^j, si n est pair. Donc les courbes se traversent au point M si leur contact est d'ordre pair, et ne se traversent pas dans le cas contraire.
337. Réciproquement, si Von peut trouver sur deux courbes, qui ont un point commun ordinaire M, deux points N et Nj, infiniment voisins de M, et tels que leur distance NNj soit d'ordre ?i -[- 1, par rapport à MN, les deux courbes ant un contact d'ordre n. Pour le démontrer, on prendra Taxe des y parallèle à NN^ ; on supposera les équations des courbes sous la forme (4) et (5), et il restera à exprimer que f{x) — /i(j^), c'est-à-dire à cause de (7) et (8),
est du (n + 1)"' ordre par rapport k x — Xq, ce qui exige que
Ce sont bien les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il y ait contact du n"' ordre.
Par exemple, la distance d'un point M' d'une courbe
à la tangente au point M infiniment voisin est infiniment petite du second ordre, si l'on prend comme infiniment petit principal la distance des deux points de la courbe. On peut voir géométriquement que cette distance est, en tout cas, d'ordre supérieur au premier. En effet, soit MT la perpendiculaire abaissée de M', sur la tangente; dans le triangle MM'P, on a
M'P = MM' sin
KÎ^,
et comme le sinus est infiniment petit, le théorème est démontré.
Soit N le point d'intersection de MT et de MT'. Les deux angles en M et M' du triangle NMM' sont en général de même ordre, ainsi que l'angle TNT, qui est égal à leur somme. On verra bientôt que ce dernier angle est généralement du premier ordre; il en est de même de TMM', et M'P est du second ordre.
339. Il est essentiel d'insister sur ce que le point doit être ordinaire sur chacune des courbes. Ainsi, dans le voisinage de l'origine, pour la courbe
la dislance d'un point M de la courbe à la tangente en 0, c'est-à-dire à Taxe des j:, est représentée par l'ordonnée y. L'élément d'arc ds a pour différentielle \Jx- -\-y^ = yjx- -^ x^=z x^ en se bornant à la valeur principale ; or l'équation de la courbe donne
Donc la distance à la'tangente est d'ordre ^ etnon d'ordre 2.
Les démonstrations données au commencement du chapitre ne conviennent plus ici ; la formule de Taylor ne s'applique plus, la dérivée seconde de l'ordonnée étant infinie à Torigine.
ÎI40. Gomme application, cherchons les tangentes aux podaires. On sait qu'on appelle ainsi les courbes, lieux des projections orthogonales d'un point fixe 0 sur les tangentes à une courbe (G). Soient MT, MT', deux tangentes à la courbe (C), M, M', leurs points de contact, P, P', les projections de 0 sur ces tangentes. Il faut trouver la position limite de PP', lorsque M' tend vers M. Mais PP' est évidemment du premier ordre par rapport à MiM'. Soit MP" la parallèle à MT' menée par M, P" son point d'intersection avec OM'; P'P" est du second ordre, d'après ce qui précède, et il en est de même de l'angle P'PP". La position limite de PP" est donc l'a même que celle dePP'; c'est la tangente en P à la circonférence décrite sur OM comme diamètre.
Cercle osculateur
341. Proposons-nous de déterminer le cercle osculateur à une courbe définie par les équations
Soit
l'équation du cercle osculateur; les conditions (3), prises en nombre égal au nombre des inconnues a, g, R, seront ici, en écrivant .r, y, au lieu de/(^o)> ?(^o)» ^^ désignant les dérivées par des lettres accentuées,
(a?-a)a;' + (//-p).v' = o ) (iO) (.r - a) o^^ + (y ~ 8) y" + x^ + y' - o
La seconde de ces équations montre que te centre (a, g) du cercle se trouve sur la normale à la courbe^ en x et y^ et la troisihne^ que ce centre se trompe aussi sur la normale au point infiniment voisin.
On tire des équations (10)
x'y' — yx" \
xy — yx ^
Si X est pris comme variable indépendante, la dernièrt» formule s'écrit
2na
dx
Le centre du cercle osculateur s^appelle aussi centre de courbure; et Ton désigne souvent son rayon sous le nom de rayon de courbure. On verra bientôt la raison de ces dénominations, et nous admettrons provisoirement que les signes des seconds membres dans les formules (12) et (13) sont positifs.
Des développées
342. On appelle développée d'une courbe plane le lieu de ses centres de courbure. Voici quelques exemples importants.
343. Soit à chercher Téquation de la développée de la parabole
Prenons a: comme variable indépendante, et calculons y', y* :
dx '
En portant ces valeurs dans les formules (11), on obtient, pour les coordonnées du centre L de courbure.
En éliminant x^ y, entre ces deux équations et celle de la parabole, on trouve l'équation cherchée
Fio. 31.
Cherchons enfin la développée de la cycloïde
I X t:=^ a {i — sin/),
\ y z=z a{i — COS/),
on a successivement
a(i — cosf), a sin t ; a sîn t, a CCS /.
Portons ces valeurs dans les formules (H); les coordonnées du «entre N de courbure deviennent
se -\- ia sin / = a (^ + sin ^),
y — 2« (i — cos /) = — a{i — cos t).
Posons
flTT,
fJ =
La développée se trouve définie par les équations
X = « (T — sinT), Y = a (1 — cosT);
lîv\
FiG. 34.
c'est donc une cycloïde égale à la cycloïde proposée, et Ton voit aisément que MH = HN.
346. Théorème. — La développée (Tune cotirbe touche toutes les normales de la courbe au centre de courbure corres^ pondant.
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En effet différentioiis la deuxième équation (10) en y considérant x^ y, a, g comme des fonctions de /, et désignons toujours par des lettres accentuées les dérivées par rapport à t. Nous obtenons, en divisant par dty
{co - a) 07" + (y - p) / + {œ' - a') x' +. (y' - p')'/ = o, (i4)
et en retranchant cette équation de la troisième équation (10)
aV + py =: o. (15)
Cette équation exprime que la tangente au point M{x, y) de la courbe, dont Téquation est (n° 287)
Y — V X — or di/ dx
dû "di
est perpendiculaire k la tangente au point a, 3 de la développée, qui a pour équation
Y— p X— g d^ " dx ' dl dt
Comme on a déjà prouvé que le point a, 3 est situé sur la normale au point M, le théorème est démontré.
347. Théorème. — La longueur d'un arc quelconque de la développée d'une courbe plane est égale à la différence des rayons de courbure de la courbe donnée, qui aboutissent aux extrémités de l'arc de la développée.
En effet la combinaison de la deuxième équation (10), avec la dérivée de la première équation (10), fournit l'équation
a'(a;^a) + p'(y-p)=-RR'. (16)
. L'élimination de x' et de g' entre les deux équations (15) et (10), où ces quantités figurent d'une manière homogène,
conduit à l'équation
Élevons les équations ^16) et (17) au carré, ajoutons-les, et tenons compte de la première équation (10) ; il vient
Or soit (j la longueur d'un arc de développée, compté à partir d'une origine arbitraire ; on aura (n** 283)
\dt) ■" \dt) '^[dt) '
ou
Si R' n'e s'annule pas, on peut fixer un signe (qui dépend du sens dans lequel on compte les arcs croissants) et écrire par exemple
— -R' dt
D'où
(X — (j^ zz: R — R^.
Celte dernière égalité démontre le théorème énoncé.
Remarql'k. — Si le rayon de courbure est constant, l'arc de développée est nul et se réduit à un point. La circonférence est donc la seule courbe dont le rayon de courbure soit constant.
îi49. Le théorème précédent explique le nom de développée, donné au lieu des centres de courbure. Enroulons en effet un fil sur la développée, de manière qu'un de ses points soit fixé en C, et tendons-le de manière qu'il se détache
de ia courbe en Gq, par exemple ; il a à ce moment un point en Mq, et sa longueur est
MoC<>-f areC^C,.
Fifl. 3o.
Développons le fil : je dis que son point M^ décrira la courbe proposée. En effet, lorsque son point de contact est en C, on a, d après ce qui précède, et en appelant M le point où le fil tendu coupe la courbe,
MC — MoQ t= arc C„C, — arc CC,, ou
MC + arc CC< = M^Cv, -f- arc CgC^ ;
la longueur totale du fil n'a pas changé.
La courbe lieu de M prend, par rapport à l'autre, le nom de développante. Ce qui précède fournit le moyen mécanique de tracer les développantes d'une courbe quelconque ; géométriquement, ce sont les trajectoires orthogonales des tangentes à cette courbe.
Des enveloppes
;$50. Lorsque, dans l'équation d'une courbe, ligure un paramètre susceptible de recevoir une infinité de valeurs, toutes les courbes obtenues en faisant varier le paramètre
constituent une famille de courbes. Ainsi Inéquation
où X désigne un paramètre variable, représente la famille (les droites qui passent par le point commun aux droites
ax -\- hy -^^ c =: o^ ax -f h'y -|- c' = o. (19)
De même Téquation
y =^ ma- + R yjm^ + 1 , (20)
où m désigne un paramètre variable, représente la famille des tangentes au cercle dont l'équation est
Cela posé, considérons une équation
dont le premier membre soit une fonction bien déterminée des coordonnées cartésiennes x et y, et d'un paramètre variable X.
Pour une valeur pacticulière X de ce paramètre, Téquation (22) représentera une courbe particulière C ; et, si on attribue ensuite au paramètre une autre valeur X + AX, on obtiendra une nouvelle courbe C, dont l'équation est
rix, y, X + AX) = o. (23)
Désignons par m, m\ ..., les points où la seconde courbe coupe la première ; on nomme jwinfs caractéristiqiirs de la courbe c' les positions limites M, M', ..., que prennent les points m^ m\ ..., lorsque X tend vers zéro.
11 est aisé de prouver Texistence des points caractéristiques. En effet, les coordonnées des points m^ m', ..., vérifiant à la fois les équations (22) et (23), satisferont aussi à l'équation
/'(y, a7,A-f AX) -/•(■r,.y, X)
AX
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Si ron fait tendre *AX vers zéro, cette dernière équation deviendra
^li^^ = o, (25)
et les solutions communes aux équations (22) et (25) seront les coordonnées des points caractéristiques M, M', ...
Sur chaque courbe de la famille représentée par l'équation (22), il y a donc un ou plusieurs points caractéristiques,
et Téquation
du lieu de tous ces points s'obtiendra en éliminant le paramètre A entre les relations (22) et (25). On donne à ce lieu le nom A' enveloppe des courbes (22), lesquelles reçoivent la dénomination d'enveloppées.
Il est essentiel de remarquer que ce lieu peut ne pas exister, ce qui arrive si a figure au premier degré dans Téquation (22). Cette équation prend alors la forme
P + XQ = o, ' (22')
P et Q étant deux fonctions données dV et d'y. L'équation (25) se réduit à
et les points caractéristiques sont donnés par les deux équations
Ils sont fixes et non mobiles. On peut encore, si Ion veut, considérer, par extension, l'ensemble de ces points, comme Venrrioppe des courbes de la famille 1^22), ou réserver cette dernière appellation pour le cas d(»s points caractéristiques mobiles.
;^52. xNous donnerons deux exemples d'enveloppes. Considérons d'abord Téquation
qui représente la parabole que décrirait un corps pesant lancé dans le vide, avec une vitesse constante, sous une inclinaison variable dont la tangente trigonométrique est X. L'élimination de ce paramètre entre Téquation précédente
et sa dérivée \ — X - = o, donne pour l'enveloppe une autre
parabole
a?» -|- ^py — pa = o.
Ce problème, résolu par Jean Bernouilli (à la fin du XVI* siècle), est le premier exemple de la détermination de l'enveloppe d'une famille de courbes.
Le second exemple sera traité, par des considérations de géométrie pure.
Le sommet A d*un angle droit parcourt une courbe donnée (A); un des côtés de Tangle droit passe par un point fixe F. Trouver le point caractéristique sur Tautre côté AB, et le lieu de ce point (enveloppe de AB).
Appelons jx le point de rencontre de deux côtés successifs AB, A'B'; il s'agit de trouver la position limite de jx. Le milieu w de F[jl est sur la perpendiculaire élevée au milieu de AF, et sur la perpendiculaire au milieu de AA', puisque AA' est une corde du cercle décrit sur F^jl comme diamètre ; cette dernière perpendiculaire a pour position limite la normale en A à lacourbe (A), lorsque A' tend vers A. La position 0, limite de w, est donc au point p^j 35^ de rencontre de celte normale avec la perpendiculaire au milieu de AF; et la limite M du point ^ s'obtient en prolongeant FO jusqu'à son intersection avec AB. C'est le point caractéristique cherché. Le lieu du point 0 csl une courbe, dont tous les points sont a égale distance de F et de la courbe (A) ; donc le lieu des points caractéristiques M est une courbe, dont tous les points sont équidistants de F, et d'une courbe homothétique de (A) par rapport à F, le rapport d'homothétie étant égal à 2.
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En particuli*^r« si la courbe A est ODe droite oa une circonférence, le lien obtenu est une parabole on nne eoniqne à centre ayant F pour foyer, et Ton Toit. dans ce cas. <pie les droites AB touchent la conique an point M : c'est nne propriété bien connue de la projection du foyer sur les tangentes.
3^3. La proposition que nous venons de Térifier sur un exemple est générale.
V enveloppe '26. e^it tangente à chacune des enreloppées, aux point$ caracténstiques.
En effet, remarquons d'abord que Fx, y est identique à la fonction /'x, y, >.), dans laquelle X est remplacée par sa valeur tirée de 25;, ce que nous indiquerons ainsi
F (^, y s /• X, y, A . il
Cela posé, soit jt,, y^, les coordonnées d'un des points carac. téristiques de ' C; ; la tangente à la courbe • C au [ oint jr,- //,, aura pour équation
x^ x^) ^ h (y — yi i 5- = o. v28j
La tangente à la courbe (26} au même point
ce qui peut s'écrire, en vertu de Tidentité (27) et en désignant par 'A| la valeur prise parX quand on y remplace les coordonnées courantes par x^, y^,
(a, — a: , f^ ^^. « .Vo >. ) ■ Y (^. ./. . ^.) ^h 1
'Y (a;,.;/,, ),) <Y(a;,,_yi. ^i) ^l _ ^
Or, X étant déterminé par Téquation (25), on a identiquement
et Toquation (29) se réduit à
Mais le point x^^ y^, satisfaisant à l'équation (26), X^ est solution commune aux deux équations
c'est-à-dire qu'il a précisément pour valeur celle du paramètre qui détermine la courbe (C). Les deux équations (28) et (30) sont donc identiques, et les courbes (22) et (26), ayant môme tangente au point (.rj, y^), sont tangentes entre elles.
ÎJ54. Lorsque tontes les courbes d'une même famille passent par des points fixes, ces points fixes font partie de Venveloppe. En effet, s'il y a des points fixes communs à toutes les courbes de la famille, les coordonnées de ces points, satisfaisant à l'équation (22), quelle que soit la valeur de X, vérifieront l'équation (26), qui comprend tous les points pour lesquels les équations (22) et (25) ont une racine commune en X.
355. La développée dhine courbe est Venveloppe de ses normales. Supposons, en effet, que les coordonnées x, y d'un point d'une courbe soient exprimées en fonctions d'un paramètre /, et désignons toujours par des lettres accentuées les dérivées par rapport à t. L'équation de la normale au point r, y aura pour équation
L'enveloppe do la normale s'obtiendra en adjoignant à réquation précédente sa dérivée par rapport à i
et l'on retrouve ainsi les deux dernières équations (10). Le point caractéristique de la normale est donc le centre de courbure, et l'enveloppe des normales est la développée. C est, sous une autre forme, la remarque faite au moment où nous avons écrit les équations (10).
356. Il arrive souvent que Téquation de la courbe renferme n paramètres liés par n — 1 conditions. Voici comment, dans ce cas, on trouvera l'enveloppe :
Soit d'abord n = 2; l'équation de la courbe est alors
les paramètres u et r satisfaisant à la condition
On peut concevoir v comme une fonction de w, définie par réquation (32); Téquation (31) ne contient alors que le paramètre ff, et, pour avoir l'enveloppe, il faut à l'équation (31) adjoindre la suivante
ov. ov au '
(Iv Mais -r- est donné par la dérivée de l'équation (32)
(itf ^v du ' ^ ^
' (iv
Eliminons -7- entre les deux dernières équations, il vient
^Jl^h. (33)
L'enveloppe s'obtiendra en éliminant u et ?' entre les équations (31), (32) et (35).
•J57. On opère de même pour n > 2. Soit, par exemple,
/•(a?, y, u, V, îo) = 0,
Téquation de la courbe, les trois paramèlros //, f\ u\ étant liés par les deux conditions
'l (if, V, w) = o,
Considérons toujours u comme le paramètre variable; aux équations précédentes il faudra joindre
dit ' Dt? 5S
!î + "2 „' + ilî «,' ^
du 7^v dw
eu Ov o^c
qui, par Télimination des dérivées v\ ic\ donnent
Dm
dio
ht
da dto
dto
L'enveloppe s'obtiendra en éliminant t/, v, w, entre les équations (36), (37), (38) et (39).
Passage de l'équation carlésienne à l'équation tangentieiie
«{58. Cherchons Tenveloppe de la droite
UX + t?y — 1 = o, ( M))
sachant que
(p(w, t?)=rO. (41)
Léqualion (35), qu'il faut adjoindre aux deux préc^^dentes , est ici
L*élimination de w, t% entre ces trois équations, conduira à Téquation de Tenveloppe
Cette dernière équation est l'équation cartésienne de la courbe dont (41) est Téquation tangentieiie (n° 279).
359. Ce qui précède donne le moyen de passer de l'équation tangentieiie d'une courbe à son équation cartésienne (43). Le problème inverse est aussi aisé à résoudre. Il suffit pour cela d'exprimer que la droite (40), en un de ses points d'intersection avec la courbe (43), est parallèle à la tangente en ce point, dont l'équation est
la condition de parallélisme esl
^m^^^ ^^^^ ^^HHHB ■
If V
Les coordonnées du point de contact satisfont aux équations (40), (43) et (44); en les éliminant, on retrouvera Téquation tangentielle (41).
On remarquera Tanalogie complète entre les deux calculs qui viennent d'être exposés.
On pîut simplifier ce calcul. Posons dans toutes les équations précédentes
Vk
puis effaçons les indices. Remarquons ensuite que, si Ton appelle m le degré d'homogénéité de /(x, y, s), on a identiquement
^n + yfy + ^n = w/*(^, y^ ^).
et par conséquent, si le point est sur la courbe,
T^Py y, ^) = o,
ou
xn + yry^-^n-
Cela posé, lo système des deux équations (43) et (41-) peut être évidemment remplacé par le suivant
Ck^fk^CL. (45)
On verrait de môme que le système des équations (41) et (42) peut être remplacé par
£t = îii = Î-. (46)
360. Cherchons, par exemple, l'équation tangentielle des coniques
/(x,y,z)=A.7?' + Ay + .r^2^2B"a?y + 2B'3'a? -[-2Bj/3' = o, (47)
OU, ce qui revient au m(^me, la condition pour que la droite
ux -\- vy -{- wz =^ o
touche la conique (47).
D'après le paragraphe précédent, il faut éliminer x^ y, s, entre l'équation (48) et les deux suivantes
Aœ + B"j/ 4- B'z B"a? -f A ^ + B^ Wn + By + A"z
Si on égale la valeur commune de ces rapports à — X, et qu'on chasse les dénominateurs, on aura quatre équations homogènes entre lesquelles on éliminera x^ y, z et X; le résultat est
to
Cette équation est du deuxième degré en ?/, v, w.
361 . Nous avons dit, en terminant le chapitre précédent, que Téquation tangentielle d'une courbe est susceptible d'une explication ponctuelle. Nous sommes maintenant en mesure d'éclaircir ce point.
On sait que, si
est l'équation d'une conique (F), la droite
aFi + PF; 4- YFi = o
s'appelle la polaire du point a, g, y» par rapport à la conique. Si cette polaire reste tangente à une courbe donnée (C), son pôle décrit une courbe (C), qu'on appelle la polaire réciproque de (C) par rapport à (F), et réciproquement les tangentes de (C) ont leurs pôles sur (C) ; (C) est l'enveloppe des polaires des points de (C). Cela posé, prenons pour conique (F), le cercle
et soit
© fa?, y) = 0, (51)
Féquation de la courbe (C), dont on veut chercher la polaire réciproque par rapport au cercle.
A cet effet, soit a, g, un point de (C), cVst-à-dire supposons
? (oc, ?) = o. (52)
Sa polaire aura pour équation
a.x; -f py — i — o, (53)
et nous avons à chercher l'enveloppe de cette droite. On sait qu'il faut adjoindre à ces deux équations la suivante
puis éliminer a, g, entre les trois dernières équations. On reconnaît le calcul qu'il a fallu faire pour passer de Téquation tangentielle (41) à l'équation ponctuelle (43). Donc si, dans Téquation (41), on considère te, v comme les coordonnées d'un point, cette équation représentera la polaire réciproque de (43), par rapport au cercle représenté par Téquation (50). Ainsi s'expliquent certains faits à apparence paradoxale, signalés dans le chapitre précédent. A un point multiple muni de /> tangentes, correspond, dans la polaire réciproque, une tangente multiple à/> points de contact. A un point d'inflexion où la tangente a trois points confondus, communs avec (C), correspond une tangente du point de contact (point de rebroussément) de laquelle on peut mener trois tangentes confondues à la polaire réciproque (C), et ainsi de suite.
Concavité et convexité
362. Soit M un point ordinaire d'une courbe, MT la tangente en ce point, M^, Mo, deux points très voisins de M sur
Fio. 37,
la courbe, et situés de part et d'autre de M. Ou dit que la courbe est concaoe vers les y positifs, dans le voisinage de M, lorsque tous les points de Tare M,MMi se trouvent, par
rapport à la tangente, dans la môme région que la parallèle à Oy menée du point M vers les y positifs. Dans le cas contraire, la courbe est concave vers les y négatifs, ou convexe vers les y positifs. Enfin, si des deux arcs MM,, MM^, l'un est au-dessus, Ta itre au-dessous de la tangente, le point M est dit point (Vinflexion .
Il est facile d'exprimer les conditions pour que telle ou telle forme se produise.
Supposons que, dans le voisinage du point M, Tordonnée de la courbe puisse être représentée on fonction de Tabscisse, par une série de Taylor
L'ordonnée de la tangente se tire de l'équation de la tangen te
La courbe sera concave vers les // positifs, si l'on a, de part et d'autre du point M,,
Soit f^{x), la première dérivée de y d'ordre supérieur au premier, qui ne s'annule pas pour x = Xq ; ou aura
Si p est pair, le premier facteur du deuxième membre sera positif, quel que soit le signe de j- — x^y Et comme/'' (.r) est supposée non nulle au point M et coatinue, le signe de
y — Y sera celui de f^^^ (xq), c'est-à-dire qu'on aura, vers les y positifs,
concavité si fP [x^ > o,
convexité si /''''(^o) < ^•
Au contraire, %\p est impair, y — Y change de signe avec X — j^o» ^^ ^^ courbe traverse sa tangente ; le point est un point d'inflexion. Par conséqueat, pour qu'il y ait inflexion, il est nécessaire que
mais l'analyse précédente montre que cette condition n'est pas suffisante.
363. Nous avons supposé, pour la facilité du raisonnement, l'ordonnée exprimée explicitement ^n fonction de l'abscisse. 11 importe de savoir écrire la condition (55), lorsque l'équation de la courbe se présente sous la forme
Il suffît, pour cela, de prendre deux fois de suite la dérivée par rapport h x^ puis d'éliminer y^ entre les deux équations ainsi obtenues, en faisant en même temps y* = o. On trouve
(F;)'-» F> - 2F;F;Fi,, + (Fi)» FJ» .= o. (56)
Telle est la condition nécessaire pour que la courbe traverse sa tangente au point M. Il est essentiel de remarquer que la méthode suivie pour arriver à cette équation a supposé F^ 7^ o, c'est-à-dire la tangente en M non parallèle à Oy. Cette restriction n'avait aucun inconvénient dans l'étude de la concavité vers les y positifs, puisque la question ne se pose pas dans le cas particulier d'une tangenle parallèle à 0//. Mais le problème de l'inflexion subsiste.
Remarquons d'abord que le problème de la concavité vers les abscisses positives se traiterait comme le précédent; ce
n'est qu'un changement de notations. Si maintenant on veut en déduire la recherche des points d'inflexion, on procédera comme ci-dessus, et la symétrie parfaite de Téquation (56), par 1 apport aux lettres x et y, prouve que Ton retombera sur la même équation ; (56) est donc Téquation à laquelle satisfont, dans tous les cas, les coordonnées des points d'inflexion.
De la Hessienne
«i64. Si, dans l'équation (56), on considère x et y comme des coordonnées courantes, elle représente une courbe qui passe par les points d'inflexion. On voit immédiatement qu'elle passe aussi parles points multiples, puisque les coordonnées de ces points annulent VI et F^. Le lecteur vérifiera aisément le théorème suivant : introduisons les coordonnées homogènes et appliquons le théorème d'Euleraux dérivées rendues homogènes de F(.r, y, s), c'est-à-dire remplaçons
(»w - 1) Fi
par
a^Fi» + y^y + ^F^,,
par
a'Fiy+.yFj, + ;ïFJs,
par
^Fi, + yP;, 4- «Fît.
Fi.
Fi.
Fi=
FL
ny
Les points communs à la courbe proposée et à la courbe (56) se trouvent aussi sur la courbe qui a pour équation
Celte courbe s'appelle la Hessienne de la courbe proposée, et le déterminant du premier terme s'appelle le Hessien de la fonction homogène F(x, y, z).
Théorème. — La Hessienne est le lieu des points doubles des premières polaires.
On a vu (n** 293) que la première polaire d'un point a, g, 7, a pour équation
aFi -f- pf; + yFJ = o.
Les coordonnées d'un point double de cette polaire vérifieront, en môme temps que l'équation précédente, les deux suivantes, obtenues en prenant les dérivées par rapport à x et par rapport à y :
aFi2 + pF;^ + rF:j, = o,
En éliminant a, g, y» on trouve bien la Hessienne.
Voici encore deux propriétés de la Hessienne faciles k vérifier en prenant pour axes de coordonnées, dans le premier cas, les tangentes au point double; dans le second, la tangente au point de rebroussement et une droite quelconque passant par ce point :
En un point double de la courbe originaire^ la Hessienne a également un point double^ et les tangentes des deux courbes au point double sont précisément les mêmes.
En tin point de rebroussement de la courbe originaire^ la Hessienne a un point triple^ et deux de ses branches y touchent la tangente de rebroussement, tandis que la troisième a une tangente séparée.
Courbure
365. Nous avons vu, dans les paragraphes précédents, que les singularités d'une courbe ne sont pas les mêmes, suivant qu'on se place au point de vue ponctuel ou au point de vue tangentiel. La notion de courbure que nous avons maintenant à étudier constitue un lien entre les deux points de vue.
Démontrons d'abord que Fangle de deux tangentes infiniment voisines est généralement du même ordre que tare qui unit leurs points de contact.
Soit £ l'angle de deux tangentes, qui font avec ox respectivement les angles V et V + d\ ; on a
et £ s'appelle Vangle de contingence.
cto* . I (dy\*
Or
tangV = £.
On déduit de là en différentiant
1 ,^ dxcPy — dy<Px
cos^ V dx^
ou
,y dxd^y — dyd^x 1
Donc, enfin
dxd'^y — dyd^x
da? -f- dy'^
Soit t la variable indépendante
dx = x'dt^ d'^x =- x'dt'^^ dy = ydt, iC^y — y'dl^\
la formule précédente devient
e = "^y - ^y di. (59)
Or la différentielle de l'arc a pour valeur principale
ds = \/dr^ -f- dy-^ = yjx'^ + y'^ dt. ; 60)
Le théorème est donc démontré.
366. On appelle courbure le rapport des deux infiniment petits précédents, c'est-à-dire le rapport de l'angle de deux tangentes infiniment voisines à la différentielle de 1 arc. Nous désignerons cette quantité qui n'est, en général, ni nulle, ni infinie, par la lettre k.
Si X est prise comme variable indépendante, la formule devient
En comparant la formule (61) et la formule (12), on voit que la courbure est Tinverse du rayon du cercle osculateur ; ainsi se trouvent justifiés les noms de rayon de courbure et de centre de courbure, donnés au rayon et au centre du cercle osculateur. Une remarque est cependant essentielle : le signe de la courbure est parfaitement déterminé, au moins une fois Sxé le signe du radical dans la formule (60), c'està-dire ime fois qu*on a convenu de faire croître les arcs, soit dans le môme sens que la variable indépendante, soit en sens inverse. Au contraire, le signe du rayon de courbure n'a pas élé fixé dans les formules (12) et (13). Nous conviendrons d'appeler expressément rayon de courbure Tinverse de la courbure ; la valeur absolue de ce rayon est le rayon du cercle osculateur.
11 nous reste à montrer que le centre de courbure est du côté concave de la courbe. Les formules (10), qui nous ont servi à le déterminer, s'écrivent en y prenant ./• comme variable indépendante
et la dernière nous montre que // — g et -r^ sont de signes
contrai es. Or nous avons vu (u° 362) que, si t-'o ^st > o,
il y a concavité vers les // positifs, c'est-à-dire que la courbe est au-dessus de sa tangente ; mais y — g étant négatif, le
centre de courbure est plus haut que le poiat de contact , c'est-à-dire également au-dessus de la tangente. Môme con-
clusion si -rH est néeative : le cercle osculateur est du
même côté que la courbe par rapport à la tangente. La définition géométrique rendait cela évident.
(Pu 367. Soit -T% = o : le point est un point d'inflexion. Les
formules (63) montrent que, dans ce cas, y — g et j? — a
sont infinies, pourvu que-^ ne soit ni nulle, ni indéterminée.
Donc, en un point d'inflexion simple, la courbure est nulle et le rayon de courbure infini.
La corrélation que nous avons constatée, entre le point d'inflexion, qui est un point ordinaire à tangente singulière, et le point de rebroussement de première espèce qui est, en général, un point singulier à tangente ordinaire, nous amène à rechercher comment se comporte la courbure en un point de rebroussement.
Pour cela, reportons-nous à Télude que nous avons faite d'une courbe autour d'un point singulier (chapitre xvi, point de rebroussement et formule 45); nous avons vu que, dans ce cas, la courbe peul être assimilée, au voisinage de l'origine, avec la courbe
(// — Xa;)2 = i\la7'^+'",
m étant égal ou supérieur à l'unité et M étant une quantité finie. On pourra donc exprimer les deux coordonnées en fonction d'un paramètre, en posant
Ces deux expressions substituées dans les formules (10) donnent pour la deuxième, en divisant par t et faisant ensuite
/ = o, d'où ar = y = o,
a 4- Xp = o,
et, en tenant compte de cette équation, pour la troisième, divisée par f' :
Mp = 0.
On voit ainsi que le centre de courbure est aussi à l'origine : le rayon de courbure est mil et la courbure infinie en un point de rebroussement de première espèce. Comme, en
un point ordinaire, -j^ et Ç':, ont des valeurs finies, non
nulles, et bien déterminâmes, le rayon de courbure ne peut être nul qu'aux points de rebroussement.
Il en résulte que la développée d'une courbe passe par ses points de rcbroussements de première espèce.
368, Relation entre la colrbire d'une courbe et celle DE LA développée. — Lcs augles de contingence aux deux points correspondants sont évidemment égaux ; on aura donc, en conservant les notations ordinaires et appelant en outre p le rayon de courbure de la développée
ds îï
Gomme | rfu | = | rfR | , nous pourrons écrire
lpl =
ds
Si le rayon de courbure passe par un maximum
dR
ds
donc
le point de la développée est un point de rebroussement de première espèce. C'est ce qu'on peut vérifier sur les exemples que nous avons traités ; aux sommets de Tellipse, de Thype rbole, de la parabole, de la cycloïde, correspondent des points de rebroussement de la développée et, de plus, pour cette dernière courbe, ses points de rebroussements sont bien sur sa développée.
369. Considérons, comme seconde application, la courbe qui a pour équation
Cette courbe, symétrique par rapport à Oj-, offre, à Torigine, un point de rebroussement et, iiTinfini, un point d'inQexion parabolique.
Posons, pour calculer les coordonnées a, 3 du centre de courbure et le rayon R de courbure,
On trouve sans peine
A Torigine, / = o, le rayon de courbure est bien nul ; au point d'inflexion à Tinfini, R = oo , ce qui est conforme aux prévisions.
370. Démontrons maintenant une formule élégante, relative au rayon de courbure et déjà obtenue autrement n** 105.
Appelons a Tangle que fait avec ox la tangente au point M, comptée dans le sens des arcs croissants. L'arc ,<? étant pris pour variable indépendante, et l'élément d'arc ds ayant
pour projection dx^ on a immédiatement
cosa =
sinx
dx ds dy
y^/yf ^
Fio. 38.
d'où, en différentiant,
sm aaa = -r-r ds
cos <xdx = -r~ ds, ds^
Elevons au carré et ajoutons, il vient
Or rfa est précisément Tangle de contingence dont la valeur
ds est, comme on sait, ^5 on a donc finalement
371. Différence entre un arc infiniment petit et sa corde. — Cette question est une application immédiate de la théorie de la courbure.
Si Ton prend Tare pour variable indépendante, la dernière formule du paragraphe 283 devient
1 = a?'2 -|. ys,
d'où en différentianl deux fois de suite
0 = x'x + yy ,
Cette dernière formule peut s'écrire, à cause de (65),
"^ + f^ = - {x'x'" + yY) = k\
Cela posé, la différence l entre Tare As et la corde, dont les extrémités sont aux points x, y et ar+ Aj-, y -\ t^y est
= A* — si^x^ + Ay*.
Or la formule de Taylor donne
Aa? = a?'cfe + s ^"d^ + s a?'"rf«3 ^ ...
Ay = /rf5 + 1 y"^" + \ y^d^^ + ••• ;
d'où, puisque ds = A.s,
Si Ton tient compte des égalités établies au début de ce paragraphe, et si on développe Taccolade suivant la formule du binôme généralisée, il vient, toutes réductions faites, pour valeur principale de 5,
Donc la différence entre un arc infiniment petit et sa corde est un infiniment petit du troisième ordre par rapport à Tare, et son rapport au cube de l'arc est égal au vingt-quatrienie du carré de la courbure.
3742* On démontrerait de même les formules suivantes* : La longueur (Tune tangente comprise entre le point de contact et la tangente infiniment voisine a pour valeur principale
La différence entre les longueurs des deux tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment petite et terminées à leur point de rencontre^ a pour valeur principale
k désignant y.
V angle de la corde et de la tangente a pour valeur principale
c'est la moitié de la valeur principale de Tangle de contingence.
La différence entre cette moitié et Tangle précédent a
pour valeur principale — k'ds'^.
Enfin la différence entre les angles que fait la corde de l'arc avec les tangentes à ses extrémités a pour valeur principale
I k'ds^.
Équation inirinsèque
373. Dans le calcul différentiel et intégral, les courbes interviennent surtout pour faciliter la conception ou
* Voir une note de M. Rouché, qui fait suite au Traité de Géométrie descnptioe d'OuvcER (3" édition).
l'énoncé des propriétés relatives aux fonctions de deux variables. Cependant, tant au point de vue mécanique qu'au point de vue géométrique, Tétude des fonnes de courbes a en soi tant d'intérêt que nous insisterons encore un peu sur ce sujet.
Un des premiers efforts des géomètres consiste h s'affranchir de la sujétion des systèmes spéciaux de coordcmnées, pour concentrer leur attention sur les propriétés qui ne tiennent pas h la situation de la courbe par rapport aux axes de référence. Il est naturel dans cet ordre d'idées, et c'est précisément ce que nous avons fait dans le paragi'aphe précédent, de considérer la longueur de l'arc comme la variable indépendante : si l'on connaît, pour chaque point, la courbure, la courbe pourra être construite. En effet, la connaissance de la courbure entraîne celle de l'angle de contingence. Or, si nous assimilons la courbe à un polygone inscrit de côtés égaux à ds, on pourra, en vertu du théorème démontré n"* 289, considérer le supplément de l'angle de deux côtés consécutifs, comme égal à l'angle de contingence en leur point de rencontre, et le polygone sera entièrement déterminé par la connaissance de ses côtés et de ses angles. On appelle équation iiitrinsèque de la courbe la relation entre le rayon de courbure et l'arc
374. Nous allons vérilîer que cette équation suffit pour déterminer la courbe.
En effet on en tirera d'abord
Puis, a étant langle de la tangente avec ox, nous avons vu que l'angle de contingence avait pour valeur
, ds
, ds Si donc 9 est la fonction déterminée de 5, qui a -^ pour
différentielle, on aura
Les coordonnées ar, // du point M se déduiront des formules (6i-)
ûfcc = ces %ds^ dy =. ^mdds.
Les seconds membres sont connus; on déterminera leurs intégrales X, Y, et Ton aura
y =^ + yo
Supposons, par exemple, que Téquation (66) se réduise à
a étant une. constante. La fonction 9 a pour valeur
lYoix
dx = ces û d$.
dy = sin ^ ds,
X = a sin (5 — j^), Y = — a cos (« — «„), a: — a?„ = fl sin (5 — jj^),
// — .y« = — tf cos(.v — 5o).
L'élimination de .v sV)btienl en ajoutant les deux dernières relations préalablement élevées au carré; le résultat
(^ — ^0)^ + fz/ — y^f — «^
montre que la circonférence est la seule courbe à courbure constante. Nous avions déjà, démontré ce théorème dans la théorie des développées.
Ordre, Classe, Genre des courbes algébriques
Formules de Plûcker
376. On appelle ordre d'une courbe plane le nombre total de ses points d'intersection avec une droite quelconque, ou encore le degré de son équation en coordonnées rectilignes. Ce nombre sera désigné par la lettre n.
On appelle classe d'une courbe plane le nombre total des tangentes que l'on peut mener k la courbe d'un point quelconque, ou encore le degré de son équation tangentielle. Ce nombre sera désigné par la lettre /:.
Nous introduirons encore les notations suivantes
ûf, nombre des points doubles, t^ nombre des tangentes doubles, r, nombre des points de rebroussement, %o^ nombre des points d'inilexion ;
et l'objet de l'étude actuelle est de trouver les relations entre ces différents nombres.
377. Nous commencerons par observer que nous n'avons pas introduit de multiplicités d'ordres supérieurs au second. C'est qu'on peut, à Taide des considérations suivantes,
toujours remplacer un point multiple d'ordre h par un certain nombre de points doubles : bornons -nous, pour faire comprendre la méthode, au point P^^. .jj triple. Il suffit de concevoir trois branches
de courbes passant dans le voisinage d'un même point o; elles déterminent, par leurs intersections mutuelles, trois points doubles. Si on les déforme de manière à les amener à passer en 0, le point triple ainsi
obtenu sera la réunion de trois points doubles. On verrait de môme qu'un point multiple d'ordre h peut ôtre considéré
comme absorbant—^ — - — -^points doubles.
378. Il a été établi (n° 293) que les points de contact des tangentes issues d'un point P à une courbe d'ordre n sont à l'intersection de cette courbe et de la première polaire de P, qui est du degré n — 1 ; ils sont par conséquent en général au nombre de n[n — 1). Il en résulterait Tégalité
si tous les points communs à la courbe et à la polaire de P étaient effectivement des points de contact de tangente issus de P. Mais on a déjà vu que les points doubles étaient aussi sur la première polaire, et, en faisant passer cette polaire dans le voisinage du point double, avant de la faire exactement passer à ce point, on voit qu'un point double absorbe deux intersections de la courbe et de la polaire.
Pour avoir les tangentes effectives issues de P, il faut
71 {fi —' 1 )
donc déjii diminuer V de 2d. Ce raisonnement suppose que la polaire passe au point double sans y avoir, avec la courbe, aucune tangente commune. Il faut donc chercher la tangente de la polaire au point double.
Nous prendrons ce point pour origine, et les deux tangentes au point double pour axes de coordonnées. La courbe a alors pour équation
et la polaire du point P(a, 3) (n° 293)
o = a^ 4" ?^ + termes du 2* degré au moins. La tangente, h l'origine,
ay + fia? zzi o,
forme, avec les axes et la droite OP, un faisceau harmonique. Elle est donc distincte des tangentes au point double. Cette conclusion, à son tour, se trouve en défaut, si les tangentes au point double sont confondues (point de rebroussement) ; alors la tangente à la polaire se confond avec la tangente au point de rebroussement. Soit dans ce cas, ox, la tangente, de rebroussement ; la courbe proposée aura pour équation
et la première polaire
0 = 2py -f- termes du 2* degré au moins.
Multipliant cette dernière équation par y, et la précédente par — 2g, on obtient, en ajoutant membre à membre, une courbe qui a un point triple h l'origine et qui a, avec la polaire, les mêmes points communs que cette dernière avec la courbe proposée. Or, en développant les calculs, on voit aisément que, dans le cas général, cette courbe n'est pas tangente k ox; ses trois branches en o coupent donc la polaire (qui, elle, touche ox) en trois points simples, et le point de rebroussement absorbe trois des points de rencontre de la courbe avec la première. Finalement, il reste pour la classe k d*une courbe d'ordre n
A rrzn (w ~ 1) — 2f/ — 3/-. (69)
•Î70. En considérant la polaire réciproque pour interpréter l'équation tangentielle, comme nous l'avons indiqué n° 361, on obtient immédiatement la formule corrélative
n — k{k — 1) — 2^ — 3îo, (70)
Des considérations analogue spermettent de relier le
/ nombre w des points d'inflexion à l'ordre et au nombre des
points doubles ou de rebroussement. Les points d'inflexion
sont h l'intersection de la courbe et de la hessienne (57) ;
COURBES PLATEES 379
comme cette dernière est du degré 2(n — 2), on aurait
s'il n'y avait pas de points singuliers.
Mais on a vu, n" 364, que les points doubles et de rebroussement de la courbe originaire sont aussi sur la hessienne, et on a donné les tangentes de la hessienne en ces points. 11 en résulte immédiatement deux conséquences : 1"* un point double absorbe six des points communs de la courbe et de la hessienne ; 2° en appliquant un raisonnement analogue à celui que nous venons de faire dans la recherche de la classe et que, pour ce motif, nous nous dispenserons de reproduire, on voit qu'un point de rebroussement absorbe huit des points communs de la courbe et de la hessienne. Finalement la formule cherchée est donc
to = 3n (« — 2) — 6rf — 8r. (71 )
381. En considérant la polaire réciproque, on obtient la dernière formule
;. = sii (A- _ 2) — 6/ — 8 w. (72)
382. Les formules (69), (70), (71) et (72), sont appelées formules de Plucker, du nom de leur inventeur. Elles ne sont pas indépendantes. En ellet, la soustraction permet, appliquée au groupe (69), (71), ou au groupe (70), (72), d'écrire l'équation unique
qui peut remplacer (70) et (72). Il reste donc trois équations distinctes, qui permettrcmt de calculer trois quantités, connaissant les trois aulres. Comme application, cherchons les nombres de Plucker, pour une courbe d'ordre «, sans point double ni rebroussement. Les données sont /?, d == o, ;• == o ;
380 CHAPITRE XVn
et les résultats sont les suivants
k = n{n — 1), îc z= '3n{n — 2),
Les mêmes formules permettent aussi d'expliquer un paradoxe apparen!. Concevons une courbe, en apparence la plu s simple, c'est-à-dire sans singularités; onarf = r = / = M;=o, et les formules donnent les égalités
évidemment incompatibles, sauf si A* = n = 2. Mais il n'y a pas paradoxe, et il se trouve simplement démontré qu'il n'y a aucune ccmrbe d'ordre supérieur au second qui soit dépourvue de singularités.
Nous allons énumérer les diverses espèces de courbes que peut fournir le troisième ordre
Il n'y a jamais de tangente double, ce qui était évident, puisqu'une pareille droite aurait quatre points communs avec la cubique.
Les formules de Pliicker suggèrent une dernière
remarque. Les nombres qui sont dans les premiers membres
étant toujours positifs ou nuls, il en résulte que le nombre
d des points doubles ne peut jamais, en vertu de la for-
. /^^x w n{n — 1) . ^ n{n — 2) . ,, mule (69), dépasser ^» ni même -^^—^ ^j si 1 on se
reporte à la formule (71). Ces deux limites sont trop élevées, et nous allons démontrer que le nombre maximum des points doubles d'une courbe d'ordre n ne peut pas sur-
passer ^ ^- Il peut atteindre ce maximum,
comme on le voit, en prenant, par exemple, une cubique à point double.
En effet, on sait que, pour déterminer une courbe d'ordre n,
il faut se donner ^ ^ ^ points. Cela posé, nous allons,
montrer que, s'il y a plus de ^ -^ points doubles,
soit au moins
la courbe comprend une courbe d'ordre moindre, et par conséquent se décompose. A cet effet, déterminons une courbe d'ordre n — 1, en l'assujettissant à passer par d points doubles et par 2n — 3 autres points, pris sur la courbe proposée, soit en tout par
points. Les deux courbes se couperont en 2n — 3 + 2rf points, parce que les points doubles doivent être comptés pour deux dans l'intersection; cela fait
points communs, c'est-à-dire un de plus que le théorème de Bezont n'en permet à deux courbes d ordre n et n — 1, qui n'ont pas une infinité de points communs. La courbe d'ordre n doit donc se décomposer, ou n'avoir pas plus de
^ ^ ^ points doubles.
384. Genre d'une courbe. — On appelle genre d'une courbe, l'excès du nombre maximum de points doubles que comporte son ordre, sur le nombre de points doubles
qu'elle possède effectivement. Nous désignerons cet excès par la lettre/?.
Son introduction dans les formules de Plucker leur donne un aspect plus symétrique.
385. On appelle courbes unicursales, celles pour lesquelles les deux coordonnées rectilignes peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d'un même paramètre.
Théorème. — Les courbes de genre zéro sont imicursales ou se décomposent.
En effet, par les points doubles de la courbe donnée (C), et par n — 3 autres points«iixes de (C), faisons passer une courbe (C) d'ordre n — 2, ce qui est toujours possible et d'une infinité de manières, puisque Ton n'a fixé que
points de la courbe d'ordre n — 2, c'est-à-dire un de moins qu'il n'est nécessaire pour déterminer la courbe. Les conditions qui expriment qu'une courbe passe par des points donnés étant linéaires par rapport aux coefficients inconnus de cette courbe, on aura
équations linéaires entre
coefficients qui permettront d'exprimer tous ces coefficients en fonctions linéaires d'un seul, et finalement l'équation
de (C) se présentera sous la forme
S 4- aS' = o, (75)
X étant un paramètre arbitraire, et S, S', des fonctions de degré n — 2, au plus.
Les courbes (C) et (C) se coupent en
n — :5 + 2rf = n — 3 + (n — 1) (« — 2) = nin — 2) — 1,
points fixes. Elles ont donc en plus un point commun, et Ton peut profiter de l'indétermination de X pour que ce dernier point commun soit un point quelconque de (C). Cherchons les coordonnées de ce point M. Des opérations, purement algébriques, permettront d'éliminer une des coordonnées, y par exemple, et l'on obtiendra ainsi une équation de degré n{n — 2) en ^; de cette équation, on connaîtra toutes les racines, sauf une, savoir les abscisses x^, Xo, ..., x^^ des points doubles, et celles x[, x'^, ..., x,i_j des points fixes donnés. Donc, en divisant le premier membre de Téquation par
[x — x^Y [x — x.^f ... [x — XdY [x — x[) ... [x — ^li-z)^
il restera une équation du premier degré en .r, qui fera connaître Tabscisse du point M, en fonction rationnelle de a. On aura de même l'ordonnée, ce qui démontre le théorème. On pourrait craindre que le dernier point commun, laissé indéterminé entre (C) et (C), ne fût fixe lui-même; mais, dans ce cas, l'indétermination de X permettrait de faire passer (C) encore par un point de (C). Les deux courbes auraient alors
points communs, et auraient une courbe plane commune; (C) se décomposerait.
386. Réciproqnefhent, toute courbe unicursale a son maximum de points doubles, c'est-à-dire est de genre zéro.
Supposons, en effet, que les coordonnées s'expriment rationnel lenieilt en fonctions d'un paramètre / par les formules
^ - lil^, ,. - M) (76)
dans lesquelles une, au moins, des fonctions 0, 8j, Oj, est de degré /?, et où Ton peut évidemment supposer les fractions irréductibles.
D'abord la courbe est bien de degré /*, car ses points de rencontre avec une droite quelconque
ux -^^ vy '\- io =. o sont donnés par Téquation de degré n
Il ^^{t) + r 62(^)-f-M?e(/) =0.
L'équation de la courbe s'obtiendra en éliminant / entre les deux équations (76); ce sera
F{x,tj) = o, (77)
et l'on sait que, en général, si cette équation résultante est vérifiée par un système de valeurs Xq^ y^^ les équations (76) ont une et une seule racine commune. Donc, à tout point de la courbe (77), correspond une seule valeur de /, en général.
Le contraire pourrait cependant arriver: par exemple, si
abc a' h' c' a' h" c"
les équations
afi + bt + c a'i^ + b't + c
"^ — a"r^ + b^t + c"' -^ "" at^ -f- bH + c"
ne représentent pas une conique, mais une droite parcourue deux fois, et à tout point de la droite correspondent deux valeurs de /, reliées par Tégalilé
(ab" — ba) lyL^ + (ac" — ca") (/, + t^\ + hc' — cb" =z o.
Mais nous allons montrer que, si tous les points d'une courbe peuvent être obtenus par plusieurs valeurs du paramètre /, on peut toujours trouver un nouveau paramètre T, tel que, à tout point de la courbe, corresponde une seule valeur de T (exception faite pour les points multiples).
Si un même point est obtenu par deux valeurs /j et /., du paramètre, on aura les deux conditions
ou
. R^(^n ^1) = Ô2(^,) ^ (^2) - ^M « ih) = 0 \ / ""^
Les deux fonctions R et Rj admettent évidemment le diviseur l^ — ^2 ; mais il peut y avoir un diviseur de degré plus élevé. Soit D(/,, lo)'» ^^ P^^^ grand commun diviseur, ou sorte que
R,(/„0 = D(«pOQ,l^n^2l i' ^ ^
0 et Qj ne peuvent plus s'annuler que pour des systèmes isolés de valeurs de t^ et /.ii ce qui donnera des points doubles avec branches distinctes, puisque les valeurs de /, infiniment voisines de t^ et de (.^, n'annulent plus R et R,. Ordonnons le polynôme D par rapport h A, :
D=:kq + X,q-' + ... + Aa^2*-« + ... -f- A,„.
L'un, au moins, des coefficients A» est de degré m en /, : car, si Ton échange les lettres t^ et Z^, les polynômes R et R, changent de signe, sans changer de valeur absolue, et par
conséquent leur plus grand commun diviseur D reste le même, à un facteur constant près. Soit A» l'un des coefficients de degré m en Z^; les autres coefficients seront de même degré, ou de degré moindre; A sera certainement de degré moindre, parce que D, devant s'annuler pour /o = /,, ne peut pas contenir le terme /'" /'^. Maintenant, si Ton remplace dans D, soit /.,, soit /,, par une quelconque /, des m racines de l'équation
cette équation sera évidemment encore vérifiée, et les deux équations
D(^,^2) = A(/J/? + AU/,)rr*+... + A«(^,)rr«+...+A,„{f^)z=o,
et
D(^/,^2) = A(^,)ri'+A^(^/)rr'+... + Aa(//)rr* + ...+A«,(</)===o
dans les coefficients desquelles nous avons mis en évidence la variable, auront les mômes racines en t.^ ; leurs coefficients seront proportionnels, et l'on aura
A(/,) A (M pour î = 1, 2, ..., m. Si donc on pose
le paramètre T prendra une valeur unique pour les m valeurs /,, /oi •••» ^m c'est-à-dire pour le point de la courbe considérée.
387. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théorème énoncé au numéro précédent et supposer qu'à un point quelconque de la courbe définie par les équa-
lions (76) correspond une seule valeur du paramètre / (exception faite des points multiples que nous allons rechercher). Ces points seront donnés par les solutions communes aux équations (78) : divisons R et R, par t^ — L^^ pour exclure la solution parasite /o = /,, nous obtenons deux nouvelles équations
symétriques en t^ et /^j et de degré n — 1 , par rapport à ces deux lettres.
Posons alors
Gomme les deux équations (81) sont composées avec des termes de la forme
Aap(^^i + ^;^?) = A«p(^^,)P(^rp 4- trh
et que les sommes /f + /J s'expriment, à cause de la formule de récurrence
par des fonctions de degré k en ii^ v, la substitution (82) dans les équations (81) conduira à des équations de degré n — 1, qui auront (n — 1)- groupes de solutions communes. Mais tous ces groupes ne conviendront pas. En effet, pour obtenir les équations (78), nous avons dû multiplier par 6(/j), 6(/9), et si /| et A^ annulent 6(/), le groupe correspondant doit être rejeté. Or il y a de ces groupes autant qu'il y a de combinaisons des n racines de 0(/) deux à deux, savoir
Il restera donc
IN2 n(n^i) fn— \)(n — ^)
groupes de solutions utiles, à chacun desquels correspond un point double. La courbe a donc son maximum de points doubles; elle est de genre zéro.
388. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la courbe n'avait pas d'autres singularités que des points doubles. Nous avons déjà eu l'occasion de dire qu'un point multiple d'ordre k, à tangentes distinctes, peut être consi-
déré comme remplaçant -^^ — ^ points doubles ordinaires,
et qu'un point de rebroussement de première espèce équivalait à trois points doubles dans la diminution de la classe ou du genre. On pourrait aller plus loin; mais nous nous bornerons à énoncer le résultat suivant : toule courbe algébrique, quelle que soit la nature de ses singularités, peut, par une transformation birationnelle, être remplacée, sans que le genre soit altéré, par une courbe algébrique n'ayant que des poin'.s multiples à tangentes séparées*. (On appelle transformations birationnelles celles qui donnent les coordonnées d'un point quelconque de chacune des deux courbes, à l'exception de certains points isolés, en fonctions rationnelles des coordonnées d'un point de l'autre courbe.) Par de pareilles transformations, deux courbas quelconques d'un môme genre peuvent se correspondre point par point. Nous allons en donner deux exemples.
389. Soit d'abord une courbe (C) indécomposable de genre zéro. Par ses points doubles et par n — 4 autres points fixes de (C), faisons passer une courbe (C) d'ordre a — 2;
comme nous avons nxé seulement -^ ^ — 2
' Voir, par exemple, Jordan, Cours d'analyse de l'École Poli/ technique^ deuxième éditioa, t. I, chap. v. La possibilité du problème résuUe de l'étude que nous avons faite d'une courbe autour d'un point singulier, étude dans laquelle nous avons réussi à séparer toutes les branches.
points, il restera deux paramètres arbitraires, et l'équation de la courbe (C) sera de la forme
»!?« (^1 y) + »2?2(-»> y) + ^sî'al^^ y) = «^ (s^)
^,, ço, 93, étant des fonctions déterminées. La courbe (82) a, comme cela résulte du n° 385, 7i{n — 2) — 2 points fixes communs avec (C). Comme (C) et (C) se coupent en n{n — 2) points, il en reste deux seulement, dont les coordonnées dépendent de a^, a^, a^.
Posons
Si ^, y, est un point dominé, X, Y, est déterminé d'une manière univoque par ces formules. Eliminons x, y, entre les équations (83) et celle de (C), c'est-à-dire exprimons que les équations
ont 'au moins une solution commune de plus que celles déjà existantes. Le résultat de l'élimination sera
A tout point M de (85) correspondra, au moins, un nouveau point m{x^ y) de (C), commun aux trois courbes (84); mais les deux premières de ces courbes appartiennent au type (82), et, par conséquent, avaient déjà n(n — 2) — 2 poinls communs avec(C). Elles ont donc, si le point X, Y, est sur la courbe (85), n[n — 2) — 1 points communs avec (C), et elles ne peuvent en avoir davantage, sans quoi la courbe
9, — X(p + X ((pa — Y93) = o,
qui auraitaussi n {n — 2) points communs avec (C), pourrait, par un choix convenable de X, avoir n{n — 2) + 1 points
sur (G), et par conséquent faire partie de (G), qui serait décomposable, ce qui est contre l'hypothèse. Donc, à un point M de (85) correspond un point unique m de (G).
Il est essentiel de remarquer que l'équation (85) est colle d'une conique; il suffit, pour le prouver, de montrer qu'à toute valeur donnée de X correspondent deux valeurs de Y, et réciproquement. Or, si l'on se donne X, la première équation (8i) détermine une courbe du réseau (82), c'est-à-dire une courbe qui coupe (G) en deux points seulement, dont les coordonnées dépendent de X. A chacun de ces points correspondent par (83) une seule valeur de Y, donc en tout deux.
D'ailleurs, une transformation homographique, suivie d'une inversion ^ permet de faire correspondre à une conique un cercle, puis une droite. Il se trouve donc établi que, par une transformation birationnelle, on peut toujours faire correspondre, point par point, une courbe quelconque de genre zéro à une droite.
390. Lorsqu'un procédé quelconque permet de faire correspondre, d'une manière univoque, les points d'une figure aux points d'une autre figure, on dit qu'on a obtenu une représentation conforme de la première sur la seconde. Les résultats acquis dans le paragraphe précédent peuvent donc s'énoncer ainsi : « On peut toujours obtenir d'une manière rationnelle la représentation conforme d'une courbe de genre zéro sur une ligne droite. »
391. Gomme second exemple, nous allons montrer qu'on peut obtenir d'une manière analogue, la représentation d'une forme courbe (G) de genre im^ non décomposable, sur
t La transformation qui permettra de passer d'une conique au cercle sera, par exemple, une perspective conique, quant aux formules d'inversion un peu moins usuelles, les voici, en mettant le pôle sur le cercle,
k est la puissance dinversion, et ces formules sont bien birationnelles.
une cubique sans point double. La méthode étant identique à celle qui vient d*ôlre employée, nous n'insisterons pas sur les détails.
Par les
points doubles et par n — 3 autres points fixes de (G), faisons passer une courbe (C) d'ordre n — 2. Son équation sera de la forme (82)
et elle coupera (C) en
points fixes et en trois autres points dont les coordonnées dépendront de a^, «2» «3- Posons encore
Xr=ÎJ. Y = Î2; (83)
et, entre ces deux équations et
éliminons x, y. Nous obtenons Téquation
A un point m de (C) correspond évidemment un seul point M de cette nouvelle courbe (D. Réciproquement, si X, Y satisfont à Téquation (85), les trois équations (83) et (84) acquièrent une nouvelle solution commune en x, y, ce qui fait en tout
et elles ne peuvent en avoir une de plus, sans quoi la
courbe
?< — X93 + ^(?j — Ycpa) = o
n'aurait plus avec (C) qu'un seul point d'intersection dont les coordonnées dépendraient de a; les coordonnées de ce point s'exprimeraient rationnellement en fonction du paramètre X; la courbe (C) serait de genre zéro, ce qui est contraire à rhypothèse.
Ainsi, à tout point de la courbe F, correspond bien un seul point de (C). D'ailleurs (F) est une cubique. En effet se donner X, c'est prendre pour valeurs des paramètres
x^ = l, aj — o, «3 = X,
et Ton sait que trois seulement des systèmes de valeurs correspondantes de x et de // dépendent de a^, a^» ^3* ^'^^ suite, Y prend au plus trois valeurs différentes pour une valeur donnée à X, et réciproquement : T est donc une cubique. Cette cubique n'a pas de point double, sans quoi elle serait unicursale ; les coordonnées de ses points s'exprimeraient rationnellement en fonction d'un paramètre, et il en serait de même pour (C), ce qui est contre l'hypothèse. Le théorème est donc démontré.
Corollaire. — Projetons la courbe F de manière qu'un de ses points d'inflexion soit à l'infini et que la tangente en ce point soit également rejetée à Finfini ; s = 0 doit donner trois points confondus. L'équation sera donc, en coordonnées homogènes, de la forme
Pj + z[\ = o,
P, étant une fonction linéaire, Po un polygone du second degré. Un changement de coordonnées permettra d'écrire Féquation prc^cédente sous la forme
x^ + P^ = o, et Po contient nécessairement un terme en y'% sans quoi y
s'exprimerait en fonction rationnelle de Tabscissc, et la courbe serait unicursale. P.2 pourra alors se mettre sous la forme
[ajj + hx + c)* + ^^^ + ^^ + /"
a ^ 0. Prenons la droite
ay -f- ^^ -f c = o pour axe des x, Téquation de la cubique devient
?/^ = oa?* -f- p^?* 4" T*^ "h ^•
Une dernière substitution, qui remplacera x parXar + ji., donnera enfin la forme la plus réduite
d'une courbe sur laquelle on puisse obtenir la représentation conforme de toutes les courbes de genre un.
Quelques formules en coordonnées polaii'cs
392. Les formules que nous avons à donner dans ce paragraphe s'obtiennent par de simples changements de variables. Soit
X ■= ^ cos (0, y = p sin o).
On en tire, si w est pris comme variable indépendante,
dx = — p sin<titf(D -f- cos (oc?p,
dy = p coso>t/(i> -j- sincor/p,
d^x =. — p coswrfoj* — 2 sin o3t/(oc^p -|- cosiDrf^p,
d^y = — p sin Ww* 4~ 2 cos oidoidp -f- sin <t)C?^p,
et par suile, comme on l'a déjà- vu, pour la différentielle de l'arc
ds^ =1 rfp2 + fdi
et pour le rayon de courbure (n* 104)
R:^ (p'^+pT . (87)
Si Ton pose p =-? cette formule devient
u'^u + tr)'
et Ton voit que les points d'inflexion s'obtiendront en faisant le rayon de courbure infini, ce qui donne Tdq nation
qu'on peut t^crire
393. Concavité vers le pôle. — Nous allons retrouver ce résultat en cherchant directement la condition pour que la courbe tourne sa concavité vers le pôle, c'est-à-dire pour qu'elle soit située dans le voisinage du point M, entre le pôle et la tangente en M.
Soit MT la tangente au point pq, wq. Si la courbe est
concave vers le pôle, en menant un Im* rayon vecteur, voisin de OM, qui coupe
\m la courbe en M', et la tangente en M",
il sera nécessaire que Ton ait
: OM" — OM' > o.
FiG. 40.
Si p est positif au point M, et par conséquent dans le voisinage, en appelant r le rayon vecteur OM* de la tangente, et p celui OM' de la courbe, l'inégalité précédente s'écrira
si p est négatif en M, il faudra écrire
Pour traiter simultanément ces deux cas, nous emploierons la formule unique qui convient toujours
Étudions donc le signe de la quantité r — p, ou celui de
j qui est le môme.
On a vu, au chapitre précédent (formule 51), que - = -cos((o — u)o) + (^--j sin ((O — u)o) 1
ou ici
il.. /i\' .
= - C08 A(i> + ( — ) sm *^a).
\Po/
De plus, si Téquation de la courbe est on aura, dans le voisinage du point M,
i = /-(coo + Aco) = /-((Oo) + ^< (c«>o) H- ^ r («0 + ÔAo>).
Si Ton remplace cosAo) etsinAo) par leurs développements en série, on voit que la valeur principale de la ditTé-
1 1 rence sera
si la quantité entre crochets nVst pas nulle. Par conséquent, pour que la courbe soit, dans le voisinage du point M, con-
cave vers le pôle, il sera nt'^cessairo et suffisant que Ton ail en ce point
Si
P vp/
la valeur principale de sera de troisième ordre et
P ^ changera de signe avec Aw, il y aura inflexion. Le lecteur
vï^rra lui-môme ce qu'il faudrait dire, si la valeur princi-
COURBES GAUCHES. — SURFACES CONGRU ENCES. — COMPLEXES DE DROITES
Courbes cjauches
ri94. Dans ce chapitre et dans le suivant, nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires, pour toutes les questions qui concernent les angles ou les distances.
Une courbe gauche peut être définie soit comme intersection de deux surfaces dont on donne les équations
soit comme lieu d'un point, dont les cordon nées x, y, z sont données en fonction d'un paramètre t variable, par les formules
L'élimination du paramètre / donnerait les équations de deux surfaces contenant la courbe, et, d'ailleurs, le second mode de représentation comprend le premier, en supposant
Nous pourrons donc, dans ce qui suit, supposer toujours la courbe représentée par les équations (1). En particulier, sauf avis contraire, les diiîérentielles
auront pour valeurs respectives
De même (Px = -—r dfi. (Pu = ... etc.
On appelle ordre d'une courbe gauche le nombre de ses points d'intersection avec un plan quelconque.
Un grand nombre des considérations relatives aux courbes planes s'étend, sans modifications, aux courbes gauches; nous comme^ncerons par les passer en revue.
«195. Différentielle de l'arc. — La longueur d'un arc de courbe se définit exactement comme nous l'avons fait pour le plan ; il n'y a qu'une variable de plus. Il en résulte immédiatement, pour la différentielle de l'arc, la formule
efe2 — rfa?2 + dy^ + dz^. (2)
•^96. Tangente. — La droite qui passe par un point M(.r, ij,z) de la courbe et par un point M'(j; + Aj:, y -h Ay, z + A:;) très voisin, pris sur la môme courbe, a pour équations
X — oc Y — y Z — z
Lorsque M' tend vers M, la sécante a pour position limite la tangente en M, cette dernière droite a donc pour équations
dx dy dz
Ces deux équations peuvent aussi s'écrire
Si la courbe était donnée par les deux équations
F (^1 .Vi ^) = o»
Fi(^% y^ ^) = 0,
il faudrait différentier, pour avoir dx^ rfy, dZy ce qui donnerait
L'élimination de dx, rfy, rfs, enlre ces équations et les équations (3), se fait en remplaçant dans (4) les différentielles, par les valeurs proportionnelles tirées de (3); on trouve ainsi immédiatement
Chacune de ces équations représente un plan, et l'intersection de ces deux plans est la tangente à la courbe. Si
DF ?F
^x ^y liz
la tangente est indéterminée, et le point de la courbe est dit singulier. Nous n'étudierons pas les points singuliers dans les courbes gauches ; le lecteur trouvera sur ce sujet des indications utiles dans le tome I du Traité (t analyse de M. Emile Picard.
397. Les cosinus directeurs de la tangente, c'est-à-dire les cosinus des angles, que fait la tangente avec trois axes rectangulaires, sont proportionnels aux dénominateurs qui
figurent dans les formules (3). On a donc :
cos
a cosp COS Y , V^cos^ oc -{- cos' g -|" ^^^^ Y l> J_
dx dy dz ^dx^ ^ ^y^ ^ ^2 ds
ou, en choisissant pour sens positif, sur la tangente, celui dans lequel croissent les arcs
dx , dy dz
cosa — ---• cosfc:=-j^5 C0SY = — • (0;
ds ^ ds ^ ds
Ces formules pouvaient aussi s'obtenir par des considérations géométriques, comme les formules (64) du chapitre précédent.
398. Plan normal. — On appelle plan normal à une courbe gauche en im point le plan perpendiculaire à la tangente en ce point. Comme, lorsque les axes sont rectangulaires, la perpendiculaire à un plan a ses cosinus directeurs proportionnels aux coefficients de X, Y, Z dans l'équation du plan, on voit que Téquation du plan normal au point M(./\ y, z) est
p = (X — X] dx + (ï -- y^ dy + (Z — z] dz = o. (7)
L'intersection de ce plan et du plan normal infiniment voisin s appelle la droite polaire ; elle est déterminée par Téquation (7) et par Téquation
P + dP = 0, ou encore
rfP = f X — a?) d^x + ( Y — y . d^y + (Z — z] d^z — ds^ = o. (8)
Si ou appelle ;, r,, Z, les angles que fait cette droite avec les axes de coordonnées, on aura
cos 5 cos n cos ;
yd^z — dzd'-y dzd'x — dxd^z dxd'y — dyd'Z
Le lion des droites polaires d'une courbe s'appelle la surface polaire.
CJ90. Courbure. — L'angle de contingence est encore ici l'angle de deux tangentes infini ment voisines, et la courbure^ la limite du rapport de cet angle h l'arc. Calculons ces éléments.
La tangtîiite au point x -+- (/x, y -f- rfy, z -h dz, a pour équations
X — X — dx Y — y — dy Z — z — dz .
dx + d'x ~ dyArdr-y ~" dz -^ dT-z ' ^^
Or, si deux droites ont pour équation
leur angle V s'obtient par la formule
. yj{bc' — cb'Y 4- (ca' — ac')* + [ah' — ba'f
sin V = — ^ ■ ■ - =r'
yji^a^ + ô^ + c') (a'a + ô'« 4- c'=»)
On aura donc, en appliquant la formule précédente aux équations (3) et (10)
. \l{dyd^z — dzd^y)'^ + (dzd^x — dxd^x)^ + [dxd^y ~ dyd^x)^
"" \J[dx'^ + dy^ + dz''\{dx + dhv\^ + [dy + t^3/)a+(ûf^+ rf'-'y^
Si l'on remarque que sinV et V ont la même valeur principale, et qu'au dénominateur d^x est négligeable devant dx, dry devant dy^ d^z devant dz, on trouve pour la courbure
\ _\J[dyd^z-dzd^y?-\-[dzd:^x—dxd^z)''+[dad*y-dyd^x'f ^ds~ yj[dx'*+dy^+dz'^f
CALCUL UtFIIflTÉSIMAL. 26
On retrouve au numérateur des binômes déjà rencontrés (9); nous adopterons, pour désigner ces binômes ou plutôt leurs quotients par rf/^, une notation spéciale. Nous poserons
La courbure s'écrira ainsi
et son inverse, que nous appellerons encore rayon de courhure, aura pour expression
^^i^l±ïl+A, (14)
enfin les équations (9), qui définissent la direction de la droite polaire, deviendront
COSS COSTl cosÇ 1 . „.
Remarquons en passant que la formule (14) est tout à fait Tanalogue de la formule (65) du chapitre xvii, si Ton prend s comme variable indépendante. On a en effet, dans
ce cas
et en différentiant
oo'x' + y' y" + z'z'' = o.
Puis, h cause d'une identité connue, A^ + B> + C>
D'où
W ^F DF
qu'on appelle le plan tangent en M h la surface (S) : c'est le lieu des tangentes h toutes les courbes tracées sur la surface
et qui passent en M.
402. La perpendiculaire à ce plan, au point M, s'appelle la normale; elle a pour équations
40CI. Si Ton prond x ei y comme variables indépendantes, et si l'on pose
la ditrérentiaiion de Tidenlité
F {X, y, z) =: o, fait(» on supposant successivement y et x constants, donne
:)V , ^F DF , c>F
dx OZ 0// ' ' OZ
et IV^quation du plan tangent devient
Z-z = p{X-^x) + q(\-tj), (19)
Les équations de la normale sont dans le même cas
404. Enfin on peut, en introduisant des coordonnées homogènes, obtenir une dernière forme utile. L'équation de la surface peut s'écrire, en multipliant au besoin par une puissance de /,
le premier membre étant une fonction homogène en .r, y, z, l de degré m\ il en résulte, en vertu de Tidentité d'Euler relative aux fonctions homogènes,
^x ' '^ ^y ' ^z ' ^/ Or le plan tangent au point dont les coordonnées sont
X IJ
7' / " ^ pour équation
Vt t ) ^x + Vt /; .\y ^^ Vt / j c^î - °'
OÙ à cause de i'idenlité précëdenle,
Xv+^'? + ^'V-+-'^sf="- (20)
cX vh vZ 01
4l>5. Le plan tangent devient indéterminé, si les trois
^/ ^f ^f dérivées :^» :^» ^ sont nulles au point x, y, s, /. Ce point
vJC Oy vZ
est alors dii point singulier. On peut encore se proposer de trouver le lieu géométrique des tangentes en ce point. La méthode que nous allons employer nous donnera directement Téquation du plan tangent sous la forme (20).
On sait qu'une tangente au point -M est la limite des positions d'une sécante qui passe en ce point, lorsqu'un deuxième point d'intersection de la sécante avec la surface vient se confondre avec le premier, suivant une loi déterminée, d'ailleurs arbitraire. Soient alors x, y, s, t les coordonnées homogènes du point M et X, Y, Z, T celles d'un point courant de la sécante qui passe en M; on sait qu'un autre point M' quelconque de la s^^canle pourra être considéré comme ayant pour coordonnées
et, si ce point est sur la surface, on aura identiquement f[x-\-\\, y + ><Y, ^ + XZ, f-f.XT) = o. Développons cette équation par la formule de Taylor :
Le premier terme est nul par hypothèse ; l'équation précédente, considérée comme déterminant les valeurs de X d'où résulteront les coordonnées x', //, z\ t' des points M' communs à la surface et à la sécante, a une racine nulle en X,
■ * tm
ce qui (Hait facile à prévoir. Pour qu'une seconde racine soit nulle, il sera nécessaire et suffisant que le coefficient de A soit nul ; on retrouve ainsi Téquation (20) du plan tangent. Si ce plan est indéterminé, le point sera singulier. Suj)posons toutes les dérivées partielles nulles jusqu'à Tordre n exclusivement; X" se trouve en facteur; toute sécante qui passe en M coupe la surface en n points confondus avec M; le point M est dit imdtiple d'ordre /t. Pour qu'un nouveau point vienne se confondre avec les précédents, il faut et il suffit que
Celte équation symbolique est celle d'un cône de degré /i contenant toutes les tangentes au point M.
Théorie du contact
40B. Le principe de la théorie est le même que pour les courbes planes. Nous laisserons de côté le contact de deux surfaces.
Deux courbes planes ou gauches, ou une courbe et une surface, ont un contact de z^""" ordre, lorsqu'elles ont en commun ?2 -h 1 points infiniment voisins. Si Iq, /q + -^i^or /q -h Ao/q, ..., /n + -^Ji) définissent n -h 1 points de la courbe gauche (C), il faudra exprimer que les points ainsi définis sont sur la deuxième courbe (C) ou sur la surface (S).
Examinons d*abord le cas de deux courbes (C) et (C), et supposons (C) donnée par les équations [i], (C) par les relations
En remplaçant dans ces équations ./•, //, :; pHr/^(/), /ô(/), /af/) respectivement, on obtient deux équations
et les conditions
se transforment, comme dans la théorie du contact des courbes planes, en
S'il s'agit du contact de la courbe (G) et de la surface (S)
il est évident que la même méthoJe s'appliquera et que les conditions seront
Il résulte de là que, si x,, f/i, z^, sont des valeurs des variables déterminées par une valeur i^ du paramètre, inliniment voisine de Cq, l'expression F(xj, y|, z^) sera inliniment petite d'ordre n + 1, par rapport à l'accroissement de t. On aura en effet identiquement, à cause des relations précédentes,
F('^*.yn^i) = + (^) = *J'(^o + ^0
Il faut remarquer que, si le point est ordinaire sur la courbe gauche, A/ est du m^me ordre que l'arc infiniment petit de cette courbe.
407, Nous démontrerons encore que, par analogie avec le cas des courbes planes, lorsqu'il y a, en un point ordinaire M, contact du n"' ordre entre deux courbes gauches, ou entre une courbe et une surface, on peut trouver sur les deux figures correspondantes deux points N et N,, infini-
ment voisins de M, et tels que leur distance soit d'ordre 71 -+- i au moins par rapport à MN. Nous distinguerons deux cas :
1° Cas de deux courbes (C) et (C,)
Soient Xq^ ?/q, les coordonnées du point M de contact, x, y, z, celles d'un point N de (G), T|, y^, s,, celles d un point Nj de (C,). Nous supposerons que la tangente au point M ne soit pas parallèle au plan zof/ ; MN se projette alors suivant un infiniment petit x — Xq dQ môme ordre. Prenons le point Nj, de manière que
On aura évidemment
NN, ^|y-y, I + \z-z,\
Or on voit, comme au chapitre précédent, n** 336, que
Donc NNi est bien du {n + 1)""' ordre au moins par rapport h X — j-Q ou à MN.
La réciproque se démontre comme pour les courbes planes.
2"* Cas d'une courbe (C) et d'une surface (S), ayant pour équations respeclivement
z=mx,y). (S)
Soient encore Xq, y^î ^o^ ^^^ coordonnées du point M commun aux deux figures; x^ y, z, celles d'un point N de (C); ,r,, y,, 2,, celles d'un point N, de (S). Nous pouvons encore
supposer que la tangente au point M à (C) n'est pas parallèle au plan soy, et, par suite, que MN est de môme ordre que r — .r^^, D'ailleurs les ^»quations de (C) donnent
y — yo = (^ — ^o) r' >« + M^ — ^0^] 1
^ — ^0 = (.T — œ^) (p' [xq + ô^ (a? — .ro)],
d où il résulte que y — i/q et z — Zq sont de Tordre de œ — Xq, si les dérivées /'{xq) et ^'(^o) ^^ ^^^^ P^*' nulles, ce que nous supposerons. Prenons le point N| de manière que
^•| = ^, i/i = y- Alors
Or
= cp (a?) — F [a?, f[œ)] = ^ [x)= ^ [x^ ^ x — x^) et
Par hypothèse, il j; a contact du />"* ordre, c'est-à-dire que
+ (^o) = o, f (oJo) = 0, ..., f «) (a?o) = o.
La différence z — z^ est donc d'ordre /i + 1, au moins par rapport à j: — x^^ ce qui démontre le théorème.
La réciproque est évidemment vraie : si une courbe (C) et une surface (S) ont un point M commun, et s'il existe sur (C) un point N, sur (S) un point N,, tel que NN| soit infiniment petit d'ordre w + 1, par rapport à MN, la courbe et la surface ont un contact du n^* ordre. Il suffit, pour le voir, de prendre oz parallèle à NNj.
408. Ce qui précède suppose, comme dans le contact des courbes planes, que le point M soit un point ordinaire sur (C) et sur (S).
■k -fc
Osculation
409. On dit qu'une courbe ou qu'une surface sont osculatrices avec une courbe gauche donnée lorsqu'elles ont avec cette courbe gauche le contact de Tordre le plus élevé compatible avec le nombre d'arbitraires qui figurent dans leur définition. Comme application de la théorie du contact, nous allons chercher les figures les plus simples osculatrices à la courbe gauche (1).
410. Droite osculatrick ou tangente. — Les équations d'une droite renferment quatre paramètres; on pourra donc l'assujettir à quatre des conditions (23). La droite a pour équations
si elle doit être osculatrice à (C), au point ^, y, z, on aura les conditions suivantes, dans lesquelles x\ y\ z\ désignent toujours les dérivées par rapport à / :
X = az ~\- a,
a)'= az\
On en tire
Ce sont bien les équations de la tangente (3).
Plan osculaieur
Le plan
aX 4- ôY + cZ + rf = o, renfermant dans son équation trois paramètres, pourra être
assujetti à trois conditions (contact du second ordre), savoir
ax -f^ by -\- C2 -f- û? = o,
ax" + by' + cz
L'équation du plan osculateur sera donc
Jt
ou, en désignant par A, B, C, les mômes quantités qu'au n^ 399,
Par définition, le plan osculateur passe par trois points infiniment voisins, ou, ce qui revient au môme, par la tangente et un point infiniment voisin. On peut montrer facilement qu'il est encore le plan mené par une tangente parallèlement à la tangente au point infiniment voisin. En effet la condition pour que le plan
A(X ^ .t;) + B(Y - y) + C(Z - z) = o passe par la tangente
est
kœ' + By' + Cz' = o.
Elle est identiquement vérifiée à cause de la signification de A, B, C. La tangente au point infiniment voisin a pour paramètres directeurs x' + r/x\ y + dy\ z + (1z\ ou X -H .rV/, y' + y'V//, z + zV/, et elle sera parallèle au plan osculateur si
A (x + x'dt) + B [y' + t/'dt) + C (2' -I- z"di) =z o.
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Colle condition, qui se réduit à
\x + B/ + Cz" = G, est encore identiquement vérifiée.
Cercle oscillateur
4 là. Les équations d'une circonférence
(X - ac)^ 4- (Y - p)2 + (Z - r)^ =. R\
contiennent six paramètres; on pourra donc écrire les six premières conditions (20), ce qui établit un contact du second ordre,
(^ - ^)' + (y - pr + (^ - y)' - R'
^•' [x — ol) + y [y — {Jj ■]- z [z — ^) — Q
ax -f- %' -j- c^' =0
ax" + /y.y" + c^-" = o
Les deux dernières montrent que a, b, c ont précisément pour valeurs A, B, C, c'est-à-dire que le plan du cercle osculateur est le plan osculateur; les trois précédentes détermineront a, ^, 7; les deux premières d'entre elles expriment que le point a, jâ, 7, se trouve sur la droite polaire. On peut donc énoncer en passant ce théorème : Le centre du cercle osculateur est à V intersection du plan osculateur et de la droite polaire. Il résulte aussi des formules (15) que la droite polaire est perpendiculaire au plan osculateur : la droite polaire est F axe du cercle osculateur; on rappelle souvent axe de courbure. Calculons maintenant a, g, 7; on tire aisément des éqnalions (20) :
Cy' — B^' "" Ay — Cx ■" Bx' — Ay'
"= ■" X" (Cy' - B^') + y" [Xz' - Cx') + z" (B.V - Ayf
Le dernier membre est égal à
Le centre du cercle osculateur est donc donné par des formules relativement simples, qui se déduisent par permutation de la première
On en déduit
c'est-à-dire la môme valeur que pour le rayon de courbure (14). Le cercle osculateur peut donc encore être appelé cercle de courbure, son rayon, rayon de courbure^ et son centre, centre de courbifre.
Ti*ièdre mobile
41 ii. On appelle normale principale en un point d'une courbe gauche, celle des normales à la courbe qui est située dans le plan osculateur en ce point. La normale principale passe donc au centre de courbure.
Nous pouvons maintenant définir trois droites deux à deux rectangulaires et parfaitement déterminées en chaque point de (C), que nous prendrons comme axes de coordonnées mobiles avec le point de la courbe : Taxe des x sera la tangente à la courbe comptée dans le sens des arcs croissants ; Taxe des y, la normale principale comptée vers le centre de courbure ; Taxe des r, la perpendiculaire aux deux premiers ; cette perpendiculaire est parallèle à la droite polaire et a reçu le nom de hinormale.
Ou définit le sens de cette dernière droite par la condition que le trièdre mobile puisse être amem^ à coïncider avec le trièdre des axes fixes; en d'autres termes, la binormale est orientée par rapport k la tangente et à la normale principale comme Oz Test par rapport h Ox et h Oy.
Nous avons déjà calculé par les formules (6) les angles a, g, Y, de la tangente avec les axes fixes, et par les formules (9), (15), les angles q, r^, ;, de la binormale avec les mêmes axes. On en déduira facilement les angles directeurs X, p., V, de la normale principale [qui d'ailleurs résulteraient aussi des formules (27)], par les formules
CCS X =: ces r\ cos Y — ces C ces p, ces jjL = cos C cos a — cos l cos y,
COSv =: COSÏ COSP — COS T, COS a.
Torsion
414. Il existe, entre les différentielles de ces divers angles, des relations que nous établirons bientôt ; mais il importe de définir d'abord un dernier élément capital dans Tétude des courbes gauches. Nous voulons parler de la torsion ou seconde courbure.
On comprend, en effet, que la courbure ne peut servir à différentier les courbes planes des courbes gauches ; le caractère de ces dernières étant d'avoir, en chaque point, un nouveau plan osculateur, il était naturel d'introduire, comme élément fondamental, l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins, ou mieux le rapport de cet angle à à l'arc infiniment petit correspondant. C'est ce rapport que nous appellerons torsion et que nous désignerons par la lettre t : nous allons la calculer.
Soient (35)
A (X - ^) + B (Y - y) -h C (Z - ;r) = 0, (A+rfA)(X-.'c-^)+(B+rfB)(Y-y-c;y)-{-(C+rfC)(Z-^-rf^)=o,
SURFACES, ETC
les équations de deux plans osculaleurs infiniment voisins. Leur angle ^ sera donne» par la formule
. , {BfiC — CdBy + {Cd\ — AdC)^ + (ArfB — B^^A)^
sin t — , .^j^ J32 ^ c'^) r( A -f ,/A)2 + (B + dBJ' + (C + rfC)^]*
ou comme ^ et sin^i; ont la môme valeur principale
Or
a S (BrfC — CrfB)«
t/A = [y y'' — iry") rf^
Si donc on pose
Itt
tu
Jff
on voit que les binômes qui figurent au numérateur de ^^ seront, au facteur dt près, les mineurs du déterminant adjoint de D; leurs valeurs seront donc, d'après un théorème connu,
BrfC — Cr/B = xT>di, CdA — A^C = tjVdt, AdB — Bd\ = z'DdL
On en déduit
jx'^ + y'" + ^'i») D»rf<»
(A" -j- lî» + C»)» '
ds A» + B« + C»
Remarquons que les équations des deux plans osculateurs infiniment voisins peuvent s'écrire
BrfC — CdB ~ CrfA — ArfC ~ ArfB — BrfA'
OU, d'après ce qui procède,
La tangente en un point est donc Tintersection du plan osculateur en ce point et du plan osculateur infiniment voisin.
415. Les courbes planes ont pour plan osculateur leur plan : leur torsion est donc nulle. Mais sont-ce les seules courbes pour lesquelles on a
Pour répondre à cette question, je supposerai que la variable indépendante soit x :
La condition précédente se réduit donc à
dx^ dx^ dx^ dx^ '
ce qui peut s'écrire :
dx^ dx'^
d^y d^z dx^ dx^
Kn remontant aux fonctions primitives, on trouve
^^e:;Â7^=^^8:,7-. + iogL,
dhj _ d^z , dx' "" dx^ '
puis
dx^^ dx^^''
y = Cz -{- C^x 4" Cj,
Les courbes planes sont donc les seules pour lesquelles la torsion soit nulle en tous les points. Les points d'une courbe gauche pour lesquels la torsion est nulle sont dits points où le plan osrnlatem* est stationnaire. Ils sont les analogues des points d'inflexion dans les courbes planes.
1il6. En général, la distance d un point M' d'une courbe gauche au plan osculateur en un point M infiniment voisin, est un infiniment petit de troisième ordre par rapport à Tare MM'. En efl'et, soient x + Ax, y -4- Ay, :; -\- Az, les coordonnées du point M'; sa distance au plan osculateur, dont l'équation est
A(X - :,) + B(Y - ^) + C (L - z) = o, sera
I AAa? + BA.v + (:Ag I "" y'A^ + B^ + iJ
Or la formule de Taylor donne
A.r =r (Ir 4- ~ d^x 4- - d^.x + ...
Ay = rfy + ...
t^z = ds -\- .., et comme par hypothèse
il reste
\dx -f" ^(^h + tlr/^s: = o,
- _ i I Ad^x + Bdh/ + (>/'^z + ... I "" "" ^ VA-» + B2 + C^
fPa: = x"di\ d^y = y"dt^, d?z = z"'dî^ ; la valeur principale de o est donc
« Va» + w + c» 6 Va» + b» + c:-
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Elle est bien du troisième ordre. Aux points où le plan osculateur est stationnaire, sa distance au point infiniment voisin devient d'ordre supc^rieur au troisième.
Pour les points ordinaires, on peut donner un aspect plus géomcHrique à la dernière formule, en introduisant dans § la courbure et la torsion. Un calcul immt^diat montre que
Cotte distance changeant de signe avec rfs, la courbe traverse le plan osculateur.
Représentalion spliéi*ique
Kelaiions entre les différentielles des cosinus
direeteui*s du triédre mobile
417. Dans ce qui va suivre, nous dt^signerons par a, g, y, X, [JL, V, ;, y;, î, les cosinus des angles, qui étaient jusqu'ici (n** 414) représentés par les mêmes lettres, c'est-à-dire que nous écrirons a au lieu de cos a, et ainsi de suite.
Les formules de Frenet^, que nous allons établir, se démontrent très aisément à Taide de la repi^ésentation sphériqne. Soit o le centre d'une sphère de rayon un; par ce centre menons une parallèle à la tangente MT au point M de (C), et dans le sens choisi comme positif sur la tangente. Cette parallèle percera la sphère en un point m qui est déterminé par la tangente en M et qui la détermine sans arabiguité. Ce point m est la représentation sphériqxie de MT, et le lieu de m s'appelle Y indicatrice sphérique^] les coordonnées de m sont évidemment a, 3, y- La tangente au point M' infiniment voisin sera représentée par le point f?i de coordonnées a + rfa, g -|- rfg, y + ^/y» ^^ sorte qu'on a
^ On donne aussi parfois à ces formules le nom de Serrel, ce géomètre les ayant obtenues, de son côté, peu de temps après Frenet.
2 L'indicatrice sphérique d'une courbe plane est un grand cercle, et récipro quement.
immédiatement pour la courbure
i _ arc mm!
R "" arc mm'
Remarquons, en outre, que la droite mm est à la limite perpendiculaire à om, et qu'elle est dans un plan parallèle à om et à om ^ c'est-à-dire à deux tangentes infiniment voisines : mm' est parallèle au plan osculateur et, par suite, à la normale principale. Ecrivons cela, en prenant pour sens de la normale celui de m. vers m\
d'où
r/a £?S t/y rff .
^^a = X ^ , (l^ ~ '"■ R ' ^^T = ^ Jî • (3^)
Ce sont les premières formules de Frenet.
Représentons maintenant sphériquement les droites polaires en menant o/i, on* parallèles à ces droites ; miî mesurera Tangle de deux droites polaires, et Ton aura
__ nn
MF
De plus le plan onn\ étant parallèle aux deux axes de courbure, est perpendiculaire aux deux plans osculateurs infiniment voisins et, par suite, à leur intersection, c'est-àdire (n° 414, Remarque), à la tangente, et comme nn est perpendiculaire à la droite polaire, ou parallèle au plan osculateur, elle est encore parallèle à la normale principale. Les coordonnées de n étant ^, r^ w, et celles de /i' \ + r/;, r^ H- r/y;, ^ H- fl^g, le parallélisme dont il vient d'être question se traduira par les conditions
f = ^ = l^ = T.rfs. (31)
C'est le second groupe des formules de Frenet, et il en
résulte, pour le signe de t, une détermination précise que n'avait pas fournie la formule (29). Il reste h calculer f/\,
Or le triôdre mobile ayant rorientation convenue, on a
= yn —
= PÎ -
Nous en déduirons les différentielles; il suffit de faire le calcul pour la première
Cette égalité devient, à cause des formules (,%) et (31),
_n '^'^ I I « , ^ ds
(1A ^= Tjv TT- -f- Yi"''^"* — pyvas — ÇfJ'- cT'
ou
= "^^^^ ^Is -h (va - pv) tr/..
Mais on sait que dans le déterminant
chaque élément est égal au mineur correspondant, pris avec son signe; c'est ainsi, par exemple, qu'ont été écrites les équations (32). On aura donc aussi
a =-• ULÎ — V7|, Ç = Pv — YH-i
(32 bis)
ce qui permet dé simplifier la formule (33) et d'écrire délinitivement (en écrivant aussi par analogie les valeurs de
d\L et de rfv)
r/X = (^_ ^ ^ $t) ds
r/|x=^- j^— r,TJ ds r
'' = (- Il - '■) *
Ces équations avec (30) et (31) constituent le groupe complet des formules de Frenet.
418. Ces formules offrent certaines commodités pour le calcul. Proposons-nous, par exemple, de calculer les cosinus directeurs de la normale principale en fonction de
Tare. Comme a ==-7:1 3= / ' ^^^^TT' '^^ formules (30) donnent sous la forme la plus simple
et les formules de changements de variables permettraient d'exprimer X, ;jl, v, en fonction d'une variable quelconque. Mais le calcul que nous venons de faire a une plus haute portt'^e; en effet, nous avons obtenu, en fonction des quantités a, 3, V, X, ji., V, et des courbures, les dérivées premières et secondes des coordonnées d'un point courant de (C), par rapport à Tare s'. En prenant, de nouveau, les dérivées par rapport à .v, dans les équations précédentes, on introduira les dérivées troisièmes des coordonnées, et, dans les premiers membres, les dérivées de a, [a, v; mais ces dernières s'expriment (3i) en fonction des cosinus a, g, 7, ;, yj, ;, et Ton pourra de môme obtenir successivement toutes les dérivées des coordonnées en fonction des cosinus directeurs du trièdre mobile. Par suite, dès qu'on connaîtra la courbure et la torsion en fonction de Tare
et qu'on aura de plus, pour une valeur v,) donnée de 5, les valeurs initiales des coordonnées et des cosinus, x^^, y^, z^,
«0. ?o» Yo» \^ l^. ^^ (J'oû ?oi %. îo)» la- courbe gauche sera déterminée, et les coordonnées d'un point quelconque s'obtiendront, sans intégration, par des séries de Taylor, toiles que
Si on suppose, par exemple, les axes fixes coïncidant à Torigine des arcs avec le trièdre mobile, on aura
X = O, ji r= 1, V = G,
k, etc..
et les développements en séries dont il vient d*ôtre question donneront pour les premiers termes des coordonnées d'un point de la courbe infiniment voisin de Torigine M des coordonnées du trièdre mobile
Dans ces formules. A- et t sont les valeurs de la courbure et de la torsion an point M ; le la valeur au même point de la dérivée de la courbure par rapport à Tare. La dernière de ces formules constitue une nouvelle démonstration de celle donnée au n° 410.
Ces trois formules ont été données, dès 1869, par M. Rouch:'», dans une note placée à la suite du Traita de Geomêtrie descriptive, de Th. Olivier; nous empruntons à la môme note les valeurs principales d'un certain nombre de quantités infiniment petiles, qu'il peut être utile de connaître, et dont rétablissement n'est plus alors qu'un exercice de géométrie analytique.
La distance d'un point à la tangente an point infiniment voisin a pour valeur pjnncipale
Vangle du plan oscnlatevr en un point avec la tangente
au point infiniment voisin a pour va/eiir principale
I I At I ds*.
La plus courte distance des tangentes en deux points infiniment voisins a pour valeur principale
^ I At I fUK
L angle de la tangente en un point et de la trace, sur le plan osculateur en ce point, du plan oscillateur au point infiniment voisin a pour valeur principale
^ lids ;
c'est la moitié de l'angle de contingence.
L'angle et la plus courte distance de deux normales principales infiniment voisines ont pour valeurs principales respectivement
Va» + T>
Le plan osculateur en un point M fait avec le plan mené parla tangente en ce point M et par un point M' infiniment voisin un angle dont la valeur principale est
c'est-à-dire le tiers de Tangle de torsion.
La perpendiculaire commune aux tangentes en deux points infiniment voisins, M et M', fait avec la binormale un angle dont la valeur principale est
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Considérations géométriques
419, Par un point 0, menons des parallèles Om, Om\ Oc, aux tangentes MT, M'T', et à la corde MM', d'une courbe gauche (C). Si le point M est ordinaire, les angles de MT et de M'T avec MM' sont évidommenl de même nature; en d'autres termes, dans le trièdre OfH^n'c, les deux faces
cOm, cOm\ sont des infiniment petits de même ordre ; elles
sont donc aussi du même ordre que 77iOm\ qui est Tangle de contingence de (G); elles sont du premier ordre par rapport à Tare MM'. 11 en résulte que la démonstration donnée n° 338, pour les courbes planes, subsiste, et que, sauf aux points singif/ierSj la distance d'un point d'une courbe à la tangente au point infiniment voisin est du second ordre par rapport à l'arc qui unit les deux points.
Par la tangente en M, menons un plan P quelconque, et soit M'A la perpendiculaire abaissée de M' sur ce plan, M'B la perpendiculaire à la tangente MT. L'angle ABM' n'est pas infiniment petit, et, comme dans le triangle ABM', on a
M'A = M'BsinÀBM',
la distance du point M' au plan P est du deuxième ordre. Il y a exception si le plan P fait avec le plan MBM' un angle infiniment petit, c'est-à-dire si le plan P occupe la position limite du plan MBM' (plan osculateur). La distance du point M' au plan osculateur est donc d'ordre supérieur au second.
Il résulte de la définition de la torsion et de considérations analogues à celles développées au commencement
de ce paragraphe que Tangle ABM' est, en général, du premier ordre, et, par suite, que la distance d'un point au plan osculateur est du troisième ordre en général. Le cercle osculateur, limite d'un cercle qui touche MT
en M et qui passe en M', est dans le plan osculateur. Soit dans le plan de ce dernier cercle, M'C perpendiculaire sur le diamètre qui passe en M, et Rj le rayon du cercle, on a
MM' =r MC X 2R^ ;
d'où, pour valeur principale de la distance de M' à la tangente en M,
MC = B = ,4 ds^' 2R
C'est la formule donnée sans démonstration au n"" 418.
Sphère osciilalriee
420. Considérons une sphère quelconque passant par le cercle oscillateur en M. La dislance M'H du point M' à la circonférence osculatrice est du troisième ordre ; par conséquent la distance de M' k la sphère qui est inférieure, mais, en général, comparable à M'H, est aussi du troisième ordre. 11 y a exception pour une sphère limite de celle qui passe en M' : c'est la sphère osculatrice.
Etablissons son existence par le calcul, et calculons son rayon. Soit
{\-x,Y + (Y - yo)' + (Z - ^o)^ - R^ = o
l'équation de cette sphère; d'après la théorie de l'osculatioh, on doit remplacer X, Y, Z, par les coordonnées x^ y, 2, du point M, puis différentier trois fois. Nous prendrons l'arc .v comme variable indépendante ; on aura
puis
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OU, en employant les notations du n° 417,
{x — x^) a + f> — y^) p + f^ — ^^) Y = o. (36) DiffiTentions de nouveau ; nous obtenons l'équation
que les formules de Frenet (;^0) permettent d^^crire
[x — a?o) X -{- (y — /y^i p. -f (^ _ j^) v + R = o. (37; Différentions uno troisième fois; il vient
parce que
aX -j- P|jL -|- Yv = o.
Remplaçons encore les dérivées de a, jjl, v par leurs valeurs (3i). Nous obtenons enfin Téqualion
ou plus simplement à cause de (36)
Les équations (36), (37), (38) déterminent x^, y^, z^ et (35) donne R^; mais il suffît d'élever au carré les trois premières équations, après avoir isolé les quantités connues dans les seconds membres et de les ajouter membre à membre, pour obtenir, en vertu dos relations bien connues qui lient les cosinus directeurs d'un trièdre trirectangle,
COURBES GAUCHES. — SURFACES, ETC. Atl
Il est à remarquer que les équations (36) et (37) coïncident, aux notations près, avec la deuxième et avec la troisième équation (26). Le centre de la sphère osculatrice se trouve donc sur la droite polaire, et cette sphère contient le cercle osculateur.
421. La formule précédente montre que le rayon de la sphère osculalrice ne peut être égal au rayon de courbure que si
L'annulation du facteur - n'offre pas d'intérêt; elle ne
donne comme courbes réelles que des droites. Au contraire, les courbes définies par Téquation •
méritent d'être étudiées. Dans ce cas
R,, — Ri
le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le centre de courbure, et c'est le seul cas où la coïncidence dos deux centres soit possible.
Cherchons, dans ce cas, le lieu du centre de courbure. En différentiant totalement les équations (:^6) et (37) où Xq, //„, Sq sont maintenant considérées aussi comme des fonctions de s, on trouve, dans tous les cas^
as 'as as
Le centre de la sphère osculatrice décrit donc toujours une courbe dont la tangente, perpendiculaire h la tangente
MT de (C), et à sa normale principale, n'est autre que la droite polaire. Donc, dans les courbes à courbure constante, le lieu du centre de courbure est une courbe (Cq) tangente à toutes les droites polaires, et Ton peut déjà remarquer en passant que, contrairement à ce qui se passe dans les courbes planes, le lieu des centres de courbure de (G) n'est pas tangent ici aux normales principales. Le plan osculateur de (G^l, mené par une droite polaire parallèlement à la droite polaire infiniment voisine, se trouve perpendiculaire à deux plans osculateurs successifs de (G) ou à leur intersection, c'est-àdire à la tangente MT. Gomme, d'autre part, le plan normal de ((^o) n'est autre que le plan osculateur de (G), la droite polaire de (Gq) se confond avec la tangente de (G). Il y a réciprocité complète entre les deux courbes.
Application des lliéories précédentes à. Fliéliee
422. On sait que Thélice est une courbe tracée sur un cylindre et telle que l'ordonnée d un point est proportionnelle à son abscisse curviligne. (On appelle ordonnée d'un point la portion de génératrice du cylindre comprise entre le point et le plan d'une section droite fixé arbitrairement, abscisse curviligne, l'arc de cette section droite, compté depuis une origine donnée jusqu'au pied de l'ordonnée.) Il résulte immédiatement de la définition que la tangente à l'hélice fait un angle constant avec les génémlrices du cylindre. Nous allons, dans ce numéro, retrouver celte propriété et quelques autres, en nous bornant au cas du cylindre de révolution; les équations de l'hélice sont alors
X = a cos <p, y = ^ sin 9, ^ = maçr.
On en tire
dx = — a sinof^^, dt/ z=i a costprZi», dz _— mad:^,
ds = a Jl 4- ;?i^ dzt = r do,
^ ' * cos 9 '
en posant
m = lang ©.
dz Comme -y =m . co^sO = sinO, la tangente à t hélice fait
un angle constant avec taxe dtt cylindre.
D'ailleurs les cosinus directeurs de la tangente auront pour valeurs
a = — sin<p cos 0, 6 = ces «p cos 0, 7 = sin 0,
Les quantités A, B, C (12), qui figurent si fréquemment dans la théorie des courbes gauches, se calculent aisément
A = ma^ sin (p, B = — ma^ coscp, C = a^
On en tire
La courbure (13) et le rayon de courbure auront donc pour expression
cosO
fl3
cos* a
cos^Q
^^ ""cos»0'
le rai/on de courbure de r hélice est constant.
Les cosinus directeurs de la droite polaire peuvent s'écrire immédiatement
î^rsinçpsinO, tj = — sinOcosip, C = cos9.
Cotte droite est perpendiculaire au rayon du cylindre dont les cosinus directeurs sont
cos^, sin^, o.
Donc le plan osculaleur en un point de rhélice, qui est perpendiculaire à la droite polaire, contient le rayon du cylindre, ou encore est perpendiculaire au plan tangent du cylindre; la normale principale de Thélice se confond avec le rayon du cylindre. *
Nous verrons plus loin qu'on appelle lignes géodéûques d'une surface les courbes dont le plan osculateur contient la normale à la surface; Thélice est donc une ligne géodésique du cylindre. Si Ton admet, ce que nous démontrerons, que, sous certaines réserves, une ligne géodésique est le plus court chemin qu'on puisse tracer sur la surface, entre deux points de celte ligne, la propriété, qui vient d'être énoncée, était évidente puisque Thélice, dans le développement du cylindre, devient une ligne droite.
Cherchons enfin la torsion; le déterminant (25), qui figure au numérateur, a pour expression
D = \x" + B.y'" + Hz"' = ma}.
Donc
m cos^ 6 sin h cos Q
La torsion est constante.
4^3. L'hélice est la seule courbe qui ait sa courbure et sa torsion constantes. Nous allons même démontrer que les seules courbes, pour lesquelles le rapport de la courbure à la torsion est constant, sont des hélices tracées sur un cylindre à base quelconque.
Les formules de Frenet (30) et (31) donnent
rfÇ "^ rfïl "" rfC ~ T "" ^*
a étant une constante* On en déduit
a = aÇ -j- A
A, B, C, étant de nouvelles constantes. Multiplions ces trois équations respectivement par a, g, y, et tenons compte des relations connues
*5 + ?■' + ïC = o Nous obtenons l'équation
Aa + Bp + Cy = 1, (41)
qui exprime que la tangente à la courbe fait un angle constant avec la droite
Le théorème est donc démontré; mais nous allons prouver en outre que, si la courbure et la torsion sont constantes, le cylindre, sur lequel est tracée l'hélice, est à base circulaire.
Nous prendrons la direction des génératrices du cylindre pour axe des s(A = o, B == o). L'équation (41) devient
- = T, = -, dou: z = ^ + z,, («)
et la troisième équation (40) donne, pour ;, une valeur constante, qu'jl est inutile de calculer. La dernière équation (30) donne, puisque r/v = o,
c'est-à-dire que la normale principale, pour toute hélice, est perpendiculaire aux génératrices du cylindre. La première formule (32 his) devient alors
et de même on a
p = - xc
Mais les formules (30) donnent encore
as ' (h
de sorte que les équations précédentes peuvent s'écrire
On en déduit sans peine
«f + pf = 0, a» +?«=»»», (43)
.« + p» = pç, arc tangC = -^. m et «0 étant des constantes. La dernière équation donne
a *^"8 RÇ
•et en combinant avec Téquation (43)
a> = m^ cos^^^^, P^ = m^ sin« î^^-
On peut évidemment choisir le signe en extrayant les racines carrées et poser
dx s — Sq . dy . s — s^
ds KÇ ^ ds H^
On en déduit
œ = mRïsin^rr^ + x^, y = — ^R^. ^^^''ÔF^ + ^o*
Ces deux équations, jointes à Téquation (42), définissent une hélice tracée sur le cylindre de révolution, qui a pour
équation
424. Les raisonnements faits dans le paragraphe précédent ont supposé essentiellement les constantes réelles; c'est sous cette réserve que Téquation (41) a pu être considérée comme équivalente à la suivante
Aa 4- Bp + Cy
dont nous avons donné l'interprétation géométrique. Examinons le cas oii Ton aurait
A2 4- B*^ + CJ. = o,
et supposons toujours la courbure ot la torsion constantes. Les formules (40) donnent alors
(a - al)^ 4- (P ^ arO^ + (y - «Ç)'' = o
ou
Prenons
a = V/ - 1 = f , d'où
et, en portant la valeur de ? dans la première équation (34),
Mais
as
d\ = U —r-k ds.
L'équation qui définit a est donc
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Mais, par définilion (n"* 423), on a
a ou en tenant compte de la valeur actuelle de a
Rt = — i.
L'équation en a est donc simplement
Elle donne pour a un polynôme du second degré en .v, et pour X un polynôme du troisième degré. U en serait de même pour y et pour z, et la courbe est une cubique gauche imaginaire (M. Lyon, Thèse sur les courbes à torsion constante).
So. Nous avons envisagé plus haut les courbes à courbure constante. Les courbes à torsion constante ont fait, depuis quelques années, Tobjct d'intéressants travaux dont les auteurs se sont efforcés d'obtenir des courbes algébriques ^
Enveloppes des courbes
426. Lorsque les équations d'une courbe renferment un paramètre variable, en faisant varier ce paramètre, on obtient une famille de courbes, et l'élimination de ce paramètre conduit à l'équation d'une surface contenant toutes ces courbes. 1/ n existe pas en général de courbe tangente à toutes les courbes (rrme même famille ; en d'autres termes,
• Nous venons de parler de la thèse de M. Lyon. M. Fourhé. par une élégante méthode, a donné de nombreuses solutions, en général imaginaires [Annales de V Ecole Normale, 1890, p. 335 >. M. Fabry a déterminé [Annales de l'Ecole Sonnrile, 1892, p. m) un certain nombre de courbes algébriques réelles à torsion constante. On peut encore consulter un mémoire de M. Roenigs dans les Annales de la Faculté de Toulouse (188"î), et une note de M. R. Cosserat [C. /{., 1895, p. 1252). Mais la question est loin d'être élucidée, môme en se bornant aux courbes algébriques.
une famille de courbes n'a pas d'enveloppe. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour les gt^nératrices d'un hyperboloïde. Le contraire peut cependant se produire : ainsi les droites polaires d'une courbe gauche sont tangentes au lieu des centres des sphères osculatrices.
427. Nous chercherons d'abord à quelle condition une famille de droites a une enveloppe (la surface n^lée, lieu de ces droites, est dite alors surface développable).
Soient
.T — Xç^ __ y -— yp __ z — Zç, __
les équations d'une droite. Les quantités o:^,, y^, 5q, a, g, y» dépendent d'un paramètre t et, pour une valeur de / donnée, à chaque valeur de p correspondra un point de oC, y, z de la droite par les équations précédentes. Si l'on considère p comme une fonction de /, il y aura, sur chaque droite, un point déterminé dont le lieu s'obtiendra en éliminant / entre les équations (44) ; ce sera une courbe. Dans le cas où les droites ont une enveloppa, une des courbes qui viennent d'être définies sera tangente à toutes les droites; la tangente en un point x, y, z de cette enveloppe se confondra avec la droite donnée, et les cosinus directeurs de cette tangente qui sont proportionnels à dx^ dy, dz, devront vérifier la
relation
dœ du dz .
Or les équations (4i) donnent x, y, z, et par suite
dx =. dx^ + pû?a + *^P7 dy = dy^ + pr/p + ^dc,, dz = dz^ -f- po^Y -j- Y^^p-
Les égalités précédentes peuvent s'écrire, à cause de (45),
dx^ + ^dx -|- frfp — IdC) a =: o \
dy, + ^d^+{d^^ldù^ = o ; (46)
dz^ + pt/y + (^? ^^0 Y = o )
et elles n'admettent de solutions en p et rfp — Xrf/ que si
cfx
(It. a
Cette condition, nécessaire, est suffisante en général; car on peut alors déterminer p et rfp — Xdt, Nous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion complète des équations linéaires (46).
Si les équations de la droite sont sous la forme plus maniable
X = (XZ -\- Xq \
y = P^ + yo i'
la condition (47) devient
dx^d^ — dxdy^ = o,
et cette condition aurait pu être obtenue directement, en exprimant que la droite (48) a un point commun (aux infiniment petits du second ordre près) avec la droite infiniment voisine. En effet la différentialion des équations (48) donne
zd:i. -j- dx^ =z o, zdp + dt/Q = o,
et la condition pour que ces équations soient compatibles avec les équations (48) s'obtient immédiatement en éliminant z entre les deux dernières. On retrouve ainsi l'équation (49).
428. Vérifions, par exemple, que les droites polaires ont une enveloppe. Pour cela, nous devons d'abord tirer des équations (27) les coordonnées du centre de courbure que je désignerai par x^j Vq^ ^o ^^ '^^^ ^^^ lettres a, g, y ; on trouve, en prenant s comme variable indépendante,
et les équations de la droite polaire sont
C'est la forme (44); la condition (47) peut donc être employée
dx^.
dk,
dyo^
dB,
dz„,
dC,
En développant ce déterminant et se reportant aux formules (28) et suivantes, on trouve Téqualion
dx dxQ j^ di^ dj/Q j^ dz dz^
dsdsdsdsdsds '
qui à cause de (50) s'écrit
2j\ds) '^2jds ds^A^+B^+C^'~'ds\^+B^+C^2jdsds^ ""^^ ^ ^
Mais
On en déduit, en différentiant,
2dx d^x 'ds ds^ Sdx d^x dx ds^
- 2 mr
comme on Ta déjà vu (16). L'égalité (51) est donc une identité.
429. Au contraire, les normales principales dune courbe gauche n^ont pas d'enveloppe. En effet les équations de la
Tir-r
normale étant
la condition (47) s'écrit
or
Ifs "^ ^
ds dz d^
dx fis dk ds
dX ds d}i.
dw
ds '
ds - P'
~ iTy ...
On a donc
dz _
En ajoutant à la seconde colonne la première multipliée
par ^) changeant les signes et mettant t en facteur, on
trouve
P -rj jjL = o.
Mais le déterminant a pour valeur d= 1 ; la condition pour que les normales principales aient une enveloppe est
c'est-à-dire que la courbe doit être plane.
430. On traitera le problème général d'une manière analogue. Définissons par les équations
les courbes d'une famille. Si v reste constant, en faisant varier u, on aura une courbe particulière (C) de la famille, et la tangente en un point de cette courbe aura pour équations
Considérons maintenant u comme une fonction de v\ si on se donne r, on déterminera simultanément une courbe et un point de cette courbe, et le lieu de ce point s'obtiendra en éliminant t\ ce qui donnera une courbe [G). S'il existe une courbe [G) tangente à toutes les courbes (C), on devra pouvoir déterminer k en fonction de v^ de manière que la tangente à (C) se confonde avec la tangente à (C), dont les équations sont
du dv T Dt? <>u dv ^v <)m ^v t^o
Pour que ce soit possible, il faut et il suffit que
t)/* D© ^ t)w ^u iu
IB^— . _^_
-7- a disparu. Le problème n'est donc pas possible en général, puisque les équations (52), jointes aux équations de la courbe, déterminent un certain nombre de points, et non une courbe. Les équations (52) expriment les conditions de possibilité du problème.
En posant
/ (m, t?) = aw 4- a7o, <p (u, î?) — pM + y^^ .f(w, r) — yu + Zq,
et faisant l'hypothèse que a, 3? 'm «2:0, yo» ^o ^^^^^ ^^^ fonctions de V seulement, on obtient les équations d'une famille de droites ; les équations (52) deviennent
a'u + xl^ *M + yi c'w + -a'i
et il suffit d'éliminer u pour retrouver la condition (47).
Il est évident qu'on pourrait aussi, dans le cas général, éliminer u tant dans les données qu'entre les conditions (52) ; nous rencontrerons plus loin ce procédé de calcul. Nous n'y insisterons donc pas pour le moment.
431. Les mômes résultats peuvent être retrouvés par des considérations tout à fait différentes. On sait, en effet, que la plus courte distance 8 de deux droites dont les équations sont
et
Z — Zq
X Xi
a pour valeur, au signe prùs,
Y Yt
v/(ap, - ^oi.Y + iPr, - yPJ--' + (y^4 - ^^^Y
Or, si les deux droites sont deux positions successives des
droites d'une même famille, on aura
Vk =yo + ^Vo = •••
et la valeur principale de 5 sera
dx^
^yo
dz^
da
dy
Cette expression est du premier ordre. Pour qu elle soit d'ordre supérieur au premier, il faut que
dcÛQ
dz
OL
dx
dy
C'est la condition (47). Ainsi la plus courte distance o de deux droites infiniment voisines est, en général, du premier ordre : pour qu'elle soit (Tordre supérieur, il est nécessaire et suffisant que les droites de la famille soient les tangentes dune même courbe. Nous allons montrer que, dans ce cas, comme nous Tavons énonco, n° 418, 3 est, en général, du troisième ordre. Les termes du second ordre sont
le numérateur, étant la dérivée du déterminant qui précède, esl nul, ce qui démontre la proposition.
43â. M. Darboux a étendu le théorème précédent, qui est dû à Bouquet, au cas de deux courbes infiniment voisines d'une même famille; leur plus courte distance est du
premier ordre, à moins qu'elles n'aient une enveloppe, auquel cas cette distance est du troisième ordre au moins.
Enveloppes de surfaces ù un paranièti*e
'itlll. Lorsque Téqualion d'une surface (S) renferme un paramètre variable X, en faisant varier ce paramètre, on obtient une famille de surfaces. Chaque surface coupe la surface infiniment voisine, suivant une courbe qu'on appelle la caracféristiqtfe de la première surface; nous démontrerons que le lieu géométrique de ces caractéristiques est une surface (S), tangente à toutes les surfaces (S), et que les caractéristiques ont elles-mêmes une enveloppe. La surface (2) est dite Yeiiveloppe des surfaces (S), qui sont les eineloppées; Tenveloppe des caractéristiques s'appelle Varete de rebroûssement.
4;»4. Soit
rix, y, z,\)z=,o (33)
Téquation d'une surface (S).
Une surface voisine aura pour équation
/■(^i y, «"» À -|- AX) = o
et son intersection avec (S) sera déterminée par l'équation (53) et par
/ [x, y, z, X + AX) — r(x, .y, z)
AX
En faisant tendre AX vers zéro, on obtient les équations de la caractéristique
T^nx, y. z, X) . (54)
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Le lieu des caractéristiques s'obtiendra en éliminant X entre ces deux équations; nous écrirons le résultat de l'élimination
Aa?,y,^,^)^o (35)
en indiquant par la notation X que X a été remplacé par sa valeur tirée de la seconde équation (5i).
Le plan tangent à l'enveloppée, définie par la valeur X, en un point (xq, y^^ Zç) commun avec l'enveloppe, a pour équation
Le plan tangent à l'enveloppe au môme point a pour équation
,^ _ ^ V r^/^i^n, T/q, ^n, X») y(^o, yp, ^0, Xq) ^-]
+ (y - y.) (f + If ) + ,. - ..) (f + 1 f ) = o. (57,
Or, par hypothèse.
l'équation (57) se réduit donc à
et, comme Xq est égal à X (on le démontrerait exactement comme au n° 354), le plan représenté par l'équation précédente se confond avec le plan tangent à Tenveloppée.
435. Démontrons maintenant l'existence de l'arête de rebroussement. La caractéristique est définie par les équa-
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tions (54), que nous reproduisons
S'il existe sur cette courbe un point qui se déplace tangentiellement à la courbe, il sera possible de déterminer z en fonction de X, de manière que les différentielles prises dans cette dernière hypothèse coïncident avec celles prises en supposant X constant.
Les équations qui donnent ces différentielles s'obtiennent, dans les deux cas, par la différentiation des équations (54), ce qui donne :
1° Si X est constant,
2" Si X est variable,
<)Xt)a?
La première équation (59) coïncide avec la première équation (58), parce que, par hypothèse,
11 est donc nécessaire que la deuxième équation (59) coïncide avec la deuxième équation (58), ce qui exige
Les trois équations
DX
permettent d'exprimer x^ y, z en fonction de X, et par conséquent définissent une courbe tangente à toutes les caractéristiques. C'est Tarête de rebroussement.
436. Les équations (60) sont susceptibles d'une autre interprétation.
L'équation
r{x, y, ir, X -|- AX) =i o
d'une surface infiniment voisine de la surface (S) peut s'écrire, si la formule de Taylor est applicable,
noo. y, ^1 ^) -}- AX ^-f ^' 0 + MAX3 = o.
Cette surface coupe la caractéristique en des points qui, à la limite, se trouvent aussi sur la surface
Les points caractéristiques de cette caractéristique sont donc les points communs à cette caractéristique et à la surface infiniment voisine.
437. Théorème. — Varétc de rebroussement a ^ avec chaque enveloppée^ tin contact du deuxième ordre.
Soit M (.r, y, z) un point de l'arête de rebroussement sur l'enveloppée, qui a pour équation
f[x, y, z, Xo) = o. (61)
Soit Q (x,, tj^, z^) un point de l'arête de rebroussement inûniment voisin de M. 11 suffit (n** 407, 2*) de démontrer que /(jr,,y,, 5,, Xq) est infiniment petit du troisième ordre par rapport à MQ. Or
MQ - yj[x - œ,Y + (y -~ y, y + (i - z,)^
cl comme j:*, y, :; sont des fonctions de X, x — x^^ y — y^i z — 3, sont, en général, du premier ordre par rapport à Aa ; il en est de même de MQ *.
11 ne reste donc plus à démonlrer que f{x^, yj, Sj, /^) est du troisième ordre par rapport à AX. Cela résulte de ce que Ton a identiquement, en posant X^ = Xj -f- AX,
et de ce que, dans cette identité, les trois premiers termes sont nuls en vertu des équations (60).
438. Théorème. — L'arête de rebroussement a, avec chaque caractéristique, un contact du premier ordre. Soient
r[x, y, z, Xo) = o,
les équations d'une caractéristique; x^, y^, 2y, les coordonnées
(»j Posons ? [x, y, z. À) = "-jli^iJLLhJÙ . Le point (a:,, .?/,,'3i) appartenant à
l'arête de rebroussement, on aura, en appelant Xj la valeur du paramétre infiniment voiiîine de ).o :
o — ?(a:i, y,, s,, À.) := 9(x -|- a;, — jr, ..., Xq "{- ^i — Xo)
— ?(•'•, y, 2, Xi) + (a-, — a-) r^ 4- . • h (>.i — ^o) V "•" '^•
ex t'Ao
Le premier terme est nul par hypothèse (61;; 1 équation précédente définit Xj — Xq en fonction des binômes .rj — .r, y^ — y, 2, — 2 ou de MQ.
gj _t ~ -_x est différent de zéro, Xq — X, = AX est d'ordre égal ou supérieur c'Xo t'Xo^ à celui de MQ.
d'un point de cette caractéristique situé sur Tarêle de rebroussement; .r^, y,, z^ un point de l'arête de rebroussement infiniment voisin du premier, c'est-à-dire tel que
A, étant égal à \^ — AX.
Il suffit évidemment de démontrer que ^/ v p fy ^p ^^1
Oaq
est inPiniment petit du second ordre par rapport à AX; or on a idontiquemont
et les d(>ux pn^niers termes du second membre sont nuls, parce que le point x^^ y^ Sj, a, satisfait aux équations (62). Le théorème est donc démontré.
430, Il est clair que lenveloppe des caractéristiques peut, comme toutes les enveloppes, se n^duire à un système de points. Considérons, par exemple, un tore, enveloppe d'une famille do sphères égales dont les centres parcourent une circonférence donnée. Les caractéristiques sont ici les circonférences méridiennes, et Farôte de rebroussement se réduit aux deux points où toutes ces circonférences coupent Taxe du tore.
Surfaces dévcioppabies
140. On appelle surfaces développables les surfaces enveloppes de plans. Dans ce cas, les caractéristiques sont des lignes droites, et Tarôte de rebroussement est une courbe dont toutes ces caractéristiques sont les tangentes, ce qui s accorde avec la définition déjà donnée n° 427.
Nous avons déjà remarqué, en étudiant les courbes gauches, que la plus courte distance de deux tangentes était du troisième ordre par rapport à Tare de courbe qui unit leurs points de contact, et qu'une tangente pouvait être considérée comme intersection de deux plans osculateurs infiniment voisins. 11 se trouve de nouveau démontré ici, comme application des deux théorèmes précédents : 1** que la distance d'un point de la courbe gauche au plan osculateur en un point infiniment voisin est du troisième ordre par rapport î\ Tare, de courbe qui unit les deux points ; 2° que la distance d'un point de la courbe à la tangente au point infiniment voisin est du deuxième ordre.
Dans les applications, le calcul se présentera souvent sous la forme suivante. Soit
z z= px + qy + r,
l'équation d'un plan ; on doit d'abord supposer que les trois coefficients sont fonctions d'un même paramètre, du premier, p, par exemple. On a donc
et l'équation du plan s'écrit alors
px +y^ {p) -f •]; (p
Celles de la caractéristique sont
z =px +y'^ {p) + 'J/ (p) j n =zx + y(p' (p) + f (p) i
et en éliminant p entre ces équations, on aurait l'équation de la développable.
Enfin les équations de l'arête de rebroussement sont
z =px+tjf^ {p) + ^ (p) j
0= yf{p) + r{p) )
^5:41. Les surfaces développables satisfont à une équation aux dérivées partielles qui les caractérise. Considérons en eiïet z comme fonction des deux variables x et //, et posons
L'équation du plan tangent à une surface en un point j\ y, z, étant
comme p et g doivent être fonctions d*un môme paramètre si la surface est développable, on aura en premier lieu
Prenons les dérivées des deux membres de cette équation, successivement par rapport hx oi par rapporta //; nous aurons
d'où, en éliminant ^'{p),
rt — 5'^ = o. (66)
Réciproquement cette dernière équation peut s'écrire
le déterminant fonctionnel de p et de g est donc nul, et par suite
g = ^ ip). (67)
Le terme constant de l'équation du plan tangent est
p^i- gi/ — ^1
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et le déterminant de ce terme et de /j, c'est-à-dire
{rt — s^) y,
est aussi nul. Donc
px-^qy — z~^\f {p). (68)
Cela posé, cherchons de quelle nature est, sur la surface, la courbe le long de laquelle p conserve une valeur constante. L'identité (68) diflFérentiée nous donne la nouvelle identité
xdp + ydq =z y [p) dp,
OU, en tenant compte de (67),
Les points, pour lesquels p est constant, vérifieront par suite les deux identités
pX + p^{p) — Z = •]; (p),
Leur lieu géométrique sera donc une ligne droite, et Ton retrouve bien les équations (6t).
4412. On sait qu'on appelle surface réglée toute surface engendrée par le mouvement d'une droite dont les équations renferment un paramètre mobile. Ainsi les équations (44) définissent une surface réglée dont Téquation s'obtiendra par l'élimination du paramètre / entre les deux équations (44). L'équation (47) exprime la condition pour que cette surface réglée soit développable. Nous allons retrouver cette condition, ou, ce qui revient au même, la condition (49), par une autre considération.
Soient
X — olL — ar^j = o,
Y ~ pZ ~ 3/0 = o»
les équations de la droite dont les coefficients dépendent du paramètre /. Le plan tangent en un point x, y, 2, de cette
droite sera de la forme
X — aZ — a?o 4- >^ (y — PZ — yo) = Oi
et, pour détermiaer X, il suffit d^exprimer qu'il passe par le point X + dx^ y -h dt/, z -\- dz^ pris sur la génératrice infiniment voisine de la première. On trouve ainsi, en désignant toujours les dérivées par des lettres accentuées,
X — g/ — Cm^^ x'z 4- ^0
Y - pz - 2/0 - VTTyl'
et Ton voit que cette équation sera indépendante de 2, c'està-dire que le plan tangent sera le môme tout le long de la génératrice, si
r "" yi '
c'est bien la condition (49).
Lorsque cette condition n'est pas remplie, la surface réglée n'est pas développable; elle est dite gauche. On a alors par hypothèse
Etudions dans ce cas le mouvement du plan tangent, lorsque le point de contact parcourt la génératrice. Supposons pour cela que, pour la valeur du paramètre / considérée, la génératrice coïncide avec Oz
a = o, p = o, a?o = 0, yo = o î
supposons, de plus, que le plan zotj coïncide avec le plan tangent à l'infini, dont Téquation générale serait
X — aZ — Xq a[
Y-pZ-y,-?'' il faut que
l>'équation du plan tangent est maintenant
X xj,
Y - ^'z + yi'
et il suffit de porter sur oz Torigine au point qui a pour z la valeur — ^f finie par hypothèse, pour obtenir la forme définitive
Y — il
Pour s == o, on a Y = o. Supposons les axes rectangulaires : le plan zox, tangent à l'origine, est le plan perpendiculaire au plan tangent à Tinfini; on l'appelle le plan central, et son point de contact est dit le point central de la génératrice. Dans l'équation précédente, le premier membre représente la tangente de Tangle que fait le plan tangent avec le plan central ; elle est proportionnelle à s, c'est-àdire k la distance du point central au point de contact.
Lorsque z varie de — x à -H oo, le 'plan tangent tourne autour de oz comme charnière, toupurs dans le môme sens.
443. On vérifie sans peine que la génératrice infiniment voisine de oz est dans un plan parallèle à t/oz ; la perpendiculaire commune à ces deux génératrices se confond donc avec ox^ et l'on voit que le point central est la limite du pied de la perpendiculaire commune à la génératrice donnée et à la génératrice infiniment voisine. Le plan central est la limite du plan mené par la génératrice et par la perpendiculaire commune. Le lieu des points centraux s'appelle //y/<<? de striction de la surface; on peut observer que ce n'est pas, en général, une trajectoire orthogonale des génératrices.
Figurons la génératrice OG, la génératrice infiniment voisine O'G', et soit 00' leur perpendiculaire commune, OH la parallèle à O'G' menée par 0. Pour avoir le plan tangent en un point M de OG, on peut couper par un plan perpendiculaire à O'G' : il coupe O'G' en M', O'H en P. L'angle du plan tangent avec le plan central OOP est mesuré, aux infiniment petits du second
ordre près, par MMT, et l'on a
tang MMT == ^ = ^iîîi x OM = 1 • OM, ^ FM 00 k
en appelant / Tangle des deux génératrices. Le théorème précédent est donc de nouveau démontré, et Ton voit de plus que la plus courte distance des deux génératrices et leur angle sont des infiniment petits de même ordre. Leur rapport k s'appelle le paramètre de distrihuùon. Ce paramètre est constamment infini dans les cylindres, et constamment nul dans les autres surfaces développables.
Enveloppes de surfaces i^ deux paramètres
Lorsque Téquation d'une surface renferme deux
paramètres
r{pc,y.z,a,h)-=o, (69)
on peut encore trouver une surface S, à laquelle elle demeure tangente, quelles que soient les valeurs prises par a et é, et qu'on appellera encore Venveloppe de la surface variable. Pour y arriver, supposons d'abord
on aura alors une caractéristique définie par l'équation (09) et par
Ouelle que soit la fonction ?(«), les courbes définies par (69) et (70) auront un ou plusieurs points communs définis par les équations
Le lieu de ces points s'obtiendra en éliminant ez, 6, entre ces trois équations. On obtiendra une surface S, qu'on peut supposer représentée par la première équation (71), à condition d'y remplacer a et b par leurs valeurs tirées des deux dernières équations. Le plan tangent à la surface (S) aura pour équation
^^ ""^ l:>œ "^ ^a cV ^ ^b ^J
et cette équation se réduit à
(X-«.)|+(Y-y)|+lZ-.)^=o.
qui est celle du plan tangent à la surface donnée. Le théorème est démontré.
Exemple. — Le plan
ux •-{- vy -{' wz = sfà^u^ -|" bhi^ + cho^ a pour enveloppe Tcilipsoïde
aj2 .iî -2
Pour le voir, il suffit de considérer comme paramètres variables — i — > et d'appliquer la règle précédente.
Théorie des développées
4t46. Nous avons vu que les normales principales d'une courbe gauche n'ont pas d'enveloppe. Mais on peut se pro-
poser d'associer les normales d'une courbe, de manière qu'elles forment une surface développable. Ce problème a une infinité de solutions que nous allons rechercher : les enveloppes des normales s'appellent encore des développées. Nous emploierons une méthode très féconde pour la résolution des problèmes relatifs aux courbes, et dont nous avons déjà dit quelques mots; nous voulons parler du trièdre mobile.
Soient OX, OY, OZ, les axes de coordonnées rectangulaires fixes, X, Y, Z, les coordonnées d'un point P quelconque de l'espace, par rapport à ces axes; soient a, 6, c, les coordonnées d'un point M, de la courbe. Mj-, M;y, Mz, les axes mobiles attachés au point M, savoir, la tangente, la normale principale et la binormale. Soient enfin, x, y, s, les coordonnées du point P par rapport au trièdre mobile.
Les formules connues de la transformation de coordonnées sont, en conservant toujours, pour désigner les cosinus directeurs des axes mobiles, les notations des paragraphes précédents,
z = c + ya? -f- vy -f- U /
Ces formules, jointes à celles de Frenet, renferment toute la théorie des courbes gauches.
447. Si, par exemple, le point M est le point d'une normale dont le déplacement infiniment petit est tangent à la normale, il satisfera aux trois conditions suivantes : 1^ il sera dans le plan des ys, ce qui donne
a? = o ; 2° son déplacement étant perpendiculaire à Ox^ on aura
f/X , - (Vi . (VL .-«V
3"* ce déplacement sera dirigé vers le point M.
Or, des équations (69) on tire, par la différentialioH, trois équations, dont la première sera
d\ = (la + ^^y -f" 5^^^ -f" W^ + ^^^
ou, en remarquant que da = oals et en utilisant les formules de Frenet (31, 34),
d\ z= \dy + \dz + ;a — [kx -f tÇ) y -f- Xt^] ds.
Multiplions cette équation par a, les deux analogues par 3 et Y, puis ajoutons membre k membre. Il vient
ar/X + prfY + yr/Z = (1 — ky) ds,
OU, à cause de (70),
1 — ky = o.
Cette équation montre que le point de la normale, qui décrit la développée, est sur Taxe de courbure. Donc toutes les développées sont sur la surface polaire.
Il reste à exprimer que le déplacement du point P est dirigé vers M; pour cela, je remarque que les projections de ce déplacement sur Oy et sur 0- auront respectivement pour valeurs
Xr/X 4" \^d^ + vr/Z ^ dy -\- zxdSj ld\ -f fid^ + ^dZ = dz ^ yxds.
Ces projections devant être proportionnelles à y et à 5, on a
dy -j- zxds dz — yxds
Celte équation peut s'écrire
ydz — zdy ^—T'x — 2 = 'f^^i
OU
d . arc tang ^ = ids.
Appelons V Tangle de Ja normale considérée avec la normale principale; l'équation précédente devient
d\ = rds.
P#ur une seconde normale faisant un angle V^ avec la normale principale, on aura aussi, si elle enveloppe une courbe,
d\^ = 'zds ; d'où
Donc les normales de la courbe qui enveloppent deux développées différentes font^ entre elles ^ un angle constant.
448. Les développées des courbes gauches jouissent encore d'une propriété analogue à celles des courbes planes. Leur arc est égal à la différence des longueurs des normales qui aboutissent aux extrémités de cet arc. On pourrait donner de ce théorème une démonstration analytique analogue à celle que nous avons donnée pour les courbes planes. Nous préférons faire connaître une méthode géométrique fondée sur un lemme qui est d'un usage fréquent.
449. Soit / = AB un segment de droite qui se déplace suivant une loi donnée ; soit /' = A'B' une deuxième position de ce segment infiniment voisine de la première. Nous allons évaluer la partie principale de la variation du segment. Appelons a Tangle de AB et de A'B'; le théorème des projections appliqué au contour AA'B'B projeté sur AB donne l'égalité
/ = AB = AA' cos A'AB + AB' cos a + B'B cos (ti — B'BA) = AA' cos A'AB -I- r cosa -t- BB' cosB^BA.
QL est infiniment petit. Donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut remplacer cosa par i, et écrire
_ rf/ = r — Z = AA' CCS A'AB + BB' cos B'BA. (74)
C'est la formule cherchée.
450. Appliquons-la au problème des développées. Soit AB une normale à la courbe gauche en A, B son point de contact avec la développée. Le déplacement de A étant normal à AB, cos A'AB est infiniment petit; le déplacement de
B est tangent à AB, donc cos B'BA est infiniment voisin de d= 1. La formule (74) se réduit donc à
dlz^± BB'.
Mais, toujours avec la môme approximation, on peut, si Ton appelle <? Tare de développée, remplacer la corde BB' par la différentielle de Tare r/j, (»t Ton a enfin
Supposons, par exemple, une portion d'arc sur laquelle les arcs croissent en môme temps que les normales. On
aura
dl = (h,
et cette dernière égalité exprime la propriété qu'il s'agissait de démontrer.
451. La notion de développante en résulte. Si Ton fixe un fil en un point d'une courbe gauche (F), et qu'on enroule le fil sur la courbe, puis qu'on déroule le fil en le tendant à chaque instant suivant une tangente, un point quelconque du fil décrira une trajectoire orthogonale des tangentes. Cette trajectoire est dite développante de la courbe (F), et (F) est une développée de cette développante. La démons-
tration résulte encore de la formule (74). Ici, par hypothèse,
cos BBA est infiniment voisin de zéro, dl-= arc BB'; il en
résulte que cos A'AB est infiniment petit, c'est-à-dire que le déplacement de A est normal au fil AB.
!• Les normales qui enveloppent une développée décrivent, comme on sait, une surface développable. Le plan tangent à cette développable est le plan osculateur de la développée; mais la courbe gauche donnée (C) étant évidemment sur la développable, le plan tangent contient la tangente à (C). Cette tangente étant perpendiculaire au plan tangent de la surface polaire, le plan osculateur de la développée est normal à cette surface polaire. Donc les développées sont des géodésiqties (p. 430) de la surface jmlaire.
453. A Tétude des développées se rattache une intéressante question de minimum. Soit ^Tq, yo» ^o» "^ point P de Tespace; sa distance / au point M(j::, y, z) de la courbe gauche sera minimum, si son carré
a une dérivée nulle, par rapport au paramètre t
Mais il faut, de plus, que la dérivée seconde
soit positive.
L'équation (75) exprime que le point M est le pied d'une normale issue de P. Supposons que, M restant fixe, le point P parcourt la normale en M, en partant du point M. Les binômes x — jtq» // — yo? ^ — ^O' commencent* par être très petits, et la dérivée seconde d/"(/) commence par être positive : MP est donc minimum. Puis le point P, s'éloignant
dans la direction de l'axe de courbure, la fonction 6' {/) s annule au moment où le point P est sur Taxe de courbure, ou, ce qui revient au môme, au moment où P est au point de contact C de la normale avec sa développée, à' {i) devient ensuite négative, et MP est un maximum au lieu d'être un minimum.
Mais il est essentiel de remarquer que le minimum, dont il vient d'être question, est un minimum relatif, c'est-à-dire par comparaison avec les chemins voisins. On peut môme démontrer que la distance MP a cessé d'être un minimum absolu, avant que le point M ne soit arrivé au point C. Soit, en effet, une seconde normale M'C touchant la même développée au point C. Il résulte des propriétés de la développée qu'on a
MC = M'C + arc ce ; donc
MC > M'C + corde CC.
Gomment la distance MP a-t-elle donc pu cesser d'être minimum? Cala n'a pu se produire évidemment qu'à un moment où, du point P, on a pu mener à la courbe gauche deux normales égales. Il convient donc, dans ce problème, de faire intervenir en même temps que l'étude des développées celle des points d'où l'on peut mener h la courbe deux normales égales.
454. Un exemple éclaircira ce qui précède. Dans Tellipse, la normale en M rencontre l'axe en H, avant son point de contact C avec la développée. Or le lieu des points du plan d'où l'on peut mener à l'ellipse deux normales égales se compose des deux axes. Donc, lorsque P sera entre M et H, PM sera un minimum absolu; entre H et C, PM n'est plus le chemin le plus court; il n'est minimum que par rapport aux chemins infiniment voisins. Enfin, au-delà de C, PM n'est plus n^inimum par rapport h aucun chemin.
Des congruences
455. Lorsque les équations d'une courbe contiennent deux paramètres
on obtient, en faisant varier ces paramètres, une double infinité de courbes, dont Tenseiiible constitue ce qu'on appelle une congruence de courbes. Par un point de l'espace, il passe, en général, une ou un nombre limité de courbes de la congruence ; elles sont déterminées par les équations (76), où ./*, y, 2, ont reçu des valeurs données.
Mais il peut arriver que, pour certains points, les deux équations (7d) se réduisent à une, ou môme soient entièrement indéterminées; par exemple, dans la congruence des droites qui rencontrent deux courbes données, en un point P quelconque d'une de ces courbes, il y a une infinité de solutions : ce sont les génératrices du cône, de sommet P, qui contient Tautre courbe. Les cercles qui passent par deux points forment une congruence, telle qu'aux deux points il y a indétermination absolue.
Si les courbes de la congruence sont des lignes droites, la congruence est dite rectiligne, et lorsque, par tout point de Tespace, il passe une et une seule droite de la congruence, la congruence rectiligne est dite linéaire,
456. Dans le cas d'une congruence rectiligne et linéaire, en résolvant les équations (?()) par rapport aux deux paramètres, on peut évidemment les mettre sous la forme
P + aQ = o,
et Ton voit que toutes les droites de la congruence linéaire
H appuient sttr devs droites fixes^ savoir
P =: o, Q = o, et
P'=0, Q'irzO.
Il est évident, réciproquement, que toutes les droites qui rencontrent deux droites fixes, non situées dans un même plan, forment une congruence linéaire. On voit immédiatement que, dans tout plan, il existe une et une seule droile de la congruence, celle qui joint les traces des deux droites fixes sur le plan. Nous n'insisterons pas davantage sur les congruences linéaires qui ont été Tobjet d'une étude méthodique, publiée par M. Fouret, à la suite de la traduction de la Géométrie du motiveynent du D"" Schœnflies .
457. Revenons aux congruences rectilignes quelconques. Si Ton établit une relation entre les paramètres a et //, les droites correspondantes décrivent une surface, qu'on appelle une surface de la congruence. Nous allons démontrer que toutes les surfaces de la congruence, qui contiennent une môme droite de la congruence, se touchent en deux points de cette droite.
Soient en effet
X :=2 7.Z -\- Xq I
les équations d'une des droites, a, otq, g, y^, dépendant des paramètres a et />; de plus
L'équation différentielle de la surface engendrée s'obtiendra en différentiant les équations (77)
et en éliminant da. Le plan tangent à la surface s'obtiendra en remplaçant dx^ dy^ dz, par X — x, Y — y, Z — z. On trouve ainsi
X — ji^ — tt(Z — z) Y-y-p(Z-.-)
rfa r/i , "I (f.c„ r/x„ , . .
(fa "^ (fb
_da^ dh^ ^ ^y da ^ db ^ ^^^
Le second membre sera indépendant de 9' (a), si
f/ff "^ rfg ^ </^ "^ £f 6
Cette équation, du second degré en 2, détermine, sur la droite de la congruence, deux points F et F,, où se touchent toutes les surfaces de la congruence. On les appelle points focaux ou foyers de la droite. Les plans tangents en ces points, donnés par Téquation (78), où 2, r, y, sont déterminais par les équations (79) et (77), sont les plans focaux.
458. On retrouve les mômes résultats autrement. Cherchons la condition pour que les droites (77) aient une enveloppe. La formule (49) devient ici
équation du second degré homogène en da^ db^ d'où Ton tirera
On démontrera, dans le second tome, que chacune de ces équations détermine une fonction h de a, satisfaisant à la condition de prendre une valeur donnée pour une valeur
donnée de a, c'est-à-dire de correspondre à une droite donnée. Donc toute droite de la congruence peut, de deux manières différentes, se déplacer de manière à décrire une déveJop- . pable; les surfaces, ainsi obtenues, sont les developpables de la congruence. Elles se groupent en deux familles, suivant qu'on 'part de Tune ou Tautre des équations (81).
Considérons une des développables : son arête de rebroussement touchera la droite génératrice en un point A; je dis que ce point sera un des deux foyers, F ou F,. En effet, on a vu, n** 427, que le z du point A est donné par l'équation
^ da 4- '^ db ^= — -7^=: j -j , 8:^)
et il suffit de remplacer z par cette valeur dans l'équation (^79), pour constater qu'elle se réduit à l'équation (80), qui est vérifiée par hypothèse.
459. D'ailleurs, on peut 1res bien se rendre compte géométriquement de ce qui vient d'être établi. Définissons d'abord la sftrface focale de la congruence : c'est le lieu des foyers, ou encore des arêtes de rebroiissement des développables. 11 y a bien, en apparence, deux nappes de cette surface» focale, correspondant aux deux équations ^81); mais il est évident qu'au point de vue analytique ces deux nappes se réunissent pour former une seule surface.
Cela posé, les droites sont toutes tangentes à ces deux nappes. Considérons une de ces droites D, et déplaçons-la de manière qu'elle reste tangente, en F, à l'arête de^broussement, qui décrit la première nappe S; elle touchera aussi la seconde nappe S^ en F^. Le lieu de F, sur S| sera une certaine courbe non tangente à D; le plan tangent à la développable, le long de D, sera donc confondu avec le plan tangent à Sj en F,.
Une surface S quelconque de la congruence, passant par D, touchera S, en F,, puisque la droite qui engendre S
reste tangente à S|. Toutes les surfaces 2 se toucheront donc en F^; de même en F.
Congruences de normales
460. Les normales à une surface donnée forment une congruence ; car une normale est déterminée par son pied, dont les coordonnées dépendent de deux paramètres.
Les congruences de normales jouissent d'une propriété remarquable : pour chaque normale^ les plans focaux sont perpendiculaires. Soient en effet (n^* 403)
les équations d'une normale. La condition, pour que cette droite engendre une surface développable, est (47)
ou
dx — p — dp
^y — ^ — dq dz i 0
dx -\- pdz dy -\- qdz
dp
dq
ou, comme
dz ■= pdx -\~ qdy^ dp = rdx -{- sdy^ dq = sdx -|- ^c?y, [s(i + p^) —pqr] dx^ + [^(i + p^) — r (i + q^)] dxdy
+ [Pqi — « (i + 9^]] dy^ = o. (84)
Supposons les axes choisis de manière que la normale considérée coïncide avec oz, et le plan tangent à xoy ; on a alors
x = y=zz = o, p = q=:o,
et l'équation (84) se réduit à
sdx'^ -\- {t — r) dxdy — sdy- = o,
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OU en divisant par dx^
Cette équation définit deux directions dans le plan xoy\ ces deux directions sont rectangulaires, et, comme elles forment le rectiligne du dièdre des plans focaux, le théorème est démontré.
461. Nous allons montrer que la propriété précédente caractérise bien les congruences de normales. Pour cela, il faut déterminer à quelles conditions une congruence rectiligne quelconque peut devenir une congruence de normales.
Il faut et il suffit qu'un point de la droite donnée (77) puisse décrire une surface trajectoire orthogonale ; autrement dit qu'on puisse déterminer, en fonction des paramètres arbitraires a et é, les coordonnées d'un point de la droite, de manière que
ddx -f- ^dy -|- yû^^ = o,
ou, en tirant x ^i y des équations (77), que
Effectuons le changement de variables
nous obtenons la nouvelle équation
_ ,rfa-„ + Ky« , (83)
Supposons, pour simplifier l'écriture, que les paramètres indépendants sont précisément Xq et y^; le second membre de (85) ne pourra être une différentielle exacte que si
— * — A. P /OCX
''yo Va* -I- P* + 1 rfa-'o V«* + P* + *
Telle est la condition cherchée. Elle n'est pas vérifiée identiquement, ce qui montre, de nouveau, que des droites remplissant l'espace suivant une loi arbitraire n'ont pas de surface orthogonale. Mais, si Ton a trouvé des fonctions satisfaisant à la condition (86), Téquation [85) déterminera, à une constante près, une fonction p et, par suite, s, et un point de la droite (77) décrivant une surface normale. La condition est donc nécessaire et suflisante. Elle exprime, comme nous allons le vérifier, que les deux plans focaux sont rectangulaires.
D'abord, pour que la droite donnée ait une enveloppe, il faut et il suffit (n" 427) que
rfar^rfp — dy^dx = o, (87)
ou que
rL'-oY i!? . /'ii _ ^Vi£. _ i!l ^ o (88)
(^ela posé, un plan passant par la droite, qui a pour équation
.r — xz — .i'o — l{!/—pz — 2/„) = o (89)
sera focal, s'il contient le point infiniment voisin x -+- dx. y -H rfy, z -h ^/«, ce qui donne la condition
cdx + dx^ — l(zd^ 4- ^^!/o) '- 0, d'où Ton tire
'* ~ :id^ -f- dy^'
ou, en tenant compte de (87),
dx Dans cette équation, y-^ est une racine de (88). Soient
donc X et X' les deux racines de (88) ; les deux plans focaux
correspondants seront perpendiculaires si
1 _f. ir + (a — PX) (a — pV) = O.
L'équation (88) fournit immédiatement les valeurs de XX' et de X + X'; en les portant dans la dernière égalité, on retrouve la condition (86). Il est donc démontré que la propriété des congruences de normales, d'avoir leurs plans focaux rectangulaires, est bien caractéristique.
46^. Considérons la surface focale d'une congruence de normales ; elle se compose de deux nappes S et Sj. Les arêtes de rebroussement d'une des familles de développables de la congruence seront sur la première nappe S; celles de l'autre famille sur la deuxième nappe Sj. Le plan focal au foyer F, situé sur S, se confond avec le plan tangent en Sj, et le second plan focal est le plan tangent en F à S; mais, comme ces deux plans sont rectangulaires, le premier est normal à S, et comme il est le plan osculateur en F de Tarôte de rebroussement tracée sur S, cette arôte est une ligne géodésique de S. Ainsi les arêtes de rebroussement des dt^veloppables (rune congruence de normales sont des /ignés géodésiques de la surface focale.
Réciproquement, supposons tracée sur une surface quelconque une famille de lignes géodésiques. Les tangentes de ces courbes forment une congruence. Je dis que cette congruence est une congruence de normales. En eflFet les plans focaux d'une tangente sont évidemment le plan tangent à la surface et le plan osculateur de la ligne géodésiquo, et ces deux plans sont rectangulaires par définition.
463. Les congruences reclilignes, comme d'ailleurs les congruences quelconques dont nous dirons plus loin quelques mots, ont été l'objet de nombreux travaux exposés dans les remarquables Leçons de M. Darboux sur la géométrie des surfaces, auxquelles nous ne pouvons que renvoyer le lecteur. Nous emprunterons cependant encore à cet auteur la démons-
tration d'un célèbre théorème dû aux efforts combinés de Malus, Dupin, Gergonne et Quételet.
En voici l'énoncé : Si des rayons luminetix sont normaux à une surface, ils ne cessent pas de conserver cette propriété après un nombre (juelconque de réflexions et de réfractions.
Démontrons d'abord un lemme : Soient
les équations d'une droite de la congruence, et i/, r, w ses cosinus directeurs.
En posant dans l'égalité (85),
P = V y/gi + p-i + i, 1 = iovV^ + p'^ + 1,
on voit que le théorème fondamental de cette théorie peut s'énoncer ainsi : « Pour que les droites (90) soient normales à une même surface S, il faut et il suffit que
udx -f- vdi/ -f- tcdz^
soit la différentielle exacte d'une fonction des deux variables dont dépend la congruence. x, y, z sont les coordonnées du pied de la normale sur la surface S. »
Cela posé, sur le rayon incident, portons une longueur MA = 1 et, sur le rayon réfracté, une longueur MB = n, n désignant l'indice fie réfraction. La loi de Descartes consiste en ce que la résultante géométrique MC des deux vecteurs MA et MB est normale à la surface
FiG. 41,
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dirimanie ; en effet, dans le triangle MB(-, on a
BC MB
sinBMC""sinMCB' ou
sin i = n sin r.
Si Ton appelle / la longueur MG, a, g, y» ''' ^» *^» '' » ^' » "' ' les cosinus directeurs de la normale à la surface, du rayon incident et du rayon réfléchi, le théorème des projections appliqué au parallélogramme AMBC donnera
pr , MC = pr . MB -f pr . MA,
c'est-à-dire
Xa =: nti' -f- tt, Xp = nv -j- Vj \y =z mr'-f- te.
Or, pour tout déplacement du point M (^, y, :;) sur la surface dirimante, on a
ce qui peut s'écrire, en éliminant a, p, y ^^ moyen des équations précédentes,
ndœ -\- vdy -f- xodz = — n [udx -|- rWy -f- tcdz).
Si les rayons incidents sont normaux à une surface, il résulte du lemme que le premier membre de cette égalité sera une différentielle exacte; il en sera donc de môme du second, ce qui démontre le théorème.
Le cas de la réflexion s obtient en faisant /« = — 1 .
Congrucnces de courbes
46^, On peut étendre aux congruences de courbes les considérations que nous avons développées relativement aux congruences rectilignes .
Soient
les équations d'une courbe de la congruence. Définissons une surface de la congruence par la relation
Le plan tangent à cette surface en un point x, y, z^ sera défini par Téquation, analogue à (78) :
On peut remarquer en passant que cette équation contient implicitement le théorème suivant : Si Fort considère quatre surfaces quelconques contenant une même courbe de la congruence, le rapport anharmonique des plans tangents à ces surfaces en un point quelconque de la courbe demeure constant quand le point se déplace sur la courbe.
Mais Téquation du plan tangent conduit, au point de vue où nous nous sommes placés, à une conséquence bien plus importante. En effet ce plan tangent devient indépendant de F' [a], et toutes les surfaces de la congruence qui passent par la courbe considérée sont tangentes entre elles aux points de la courbe pour lesquels on a
Dg Dô
ou
Ces points sont dits les points focaux, et le lieu de ces points est la surface focale de la congruence.
465. On retrouve les points focaux en cherchant à assembler les courbes de la congruence, de manière qu'elles aient une enveloppe. En effet le point do contact d'une courbe avec son enveloppe doit satisfaire aux équations de la courbe
/'—<>, <p = o et à ses dérivées par rapport à a
:>a ^ ?6 da ~ ' Da ^ J* da~
L'élimination de -ir conduit de nouveau à Téquation (92).
On voit ainsi que les points focaux sont les points de contact des courbes de la congruence avec leur enveloppe, dans les diflFérents modes de déplacement où ces courbes ont effectivement une enveloppe. Chaque point focal de la courbe décrit une nappe de la surface focale, et l'on voit, par un raisonnement identique à ceux que nous avons déjà faits dans la théorie des enveloppes, que cette surface focale a précisément pour plan tangent le plan tangent commun à toutes les surfaces de la congruence. En etTot, pour avoir ce plan tangent, il faudrait différenlier totalement les équations de la courbe donnée et (92), puis éliminer da et db ; mais il suffit de différentier les deux premières et d'éliminer da. db s'élimine d'elle-même en vertu de (92), et l'on retombe bien sur l'équation (91).
466. Si f{x, y, 5, a, b) est algébrique du degré m, 9 du premier degré, l'équation (92) est de degré m H- 1, et Ton voit que, dans une congruence de courbes planes d'ordre m, il y a en général sur chaque courbe m (w? + i ) points focaux.
Ainsi, dans les congruences rectilignes, il y a deux foyers sur chaque droite, dans les congruences de coniques six points focaux sur chaque conique, dans les congruences de cercles, qui admettent les points cycliques comme points focaux, quatre points focaux sur chaque cercle, etc. Nous donnerons, dans le chapitre suivant, l'extension aux
congrucnces quelconques de la propriété caractéristique des congruences de normales. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet, renvoyant le lecteur à l'ouvrage de M. Darboux, pour Tétude des cas où quelques points focaux sont confondus, ainsi que pour T étude des congruences de cercles.
Des complexes
46T, Nous avons examiné successivement les systèmes de droites qui ne dépendent que d'un paramètre (génératrices d'une surface réglée), ceux qui dépendent de deux paramètres (congruences). Il nous reste à envisager ceux qui dépendent de trois paramètres et qui constituent ce qu'on appelle des complexes. Ici, par un point donné de l'espace, il passe encore une infinité de droites dont le lieu géométrique s'appelle le cône du complexe; le degré de ce cône, lorsqu'il est algébrique, est Vordre du complexe. De même, dans un plan donné, il y a encore une infinité de droites; ces droites enveloppent la courbe du complexe relative au plan. La classe de cette courbe est égale à l'ordre du complexe : en effet, soit P un point du plan ; le nombre des droites du complexe qui passent par ce point et qui sont dans le plan s'obtiendra soit en menant du point des tangentes à la courbe du complexe, soit en coupant par le plan le cône du complexe qui a son sommet au point P.
468. Pour étudier commodément les complexes, il est bon de mettre les équations de la droite sous une forme symétrique, considérée d'abord par Plûcker. Les trois plans
P^ — ry = a' j
passeront par une même droite D, si
aa' + pp' + yy' == 0. (94)
Les équations (93) sont celles de la droite D, et les six constantes a, 3, y^ « » l^^ T ^^^^ dites les coordonnées Pluckéviennes ou, plus simplement, les six coordonnées de la droite. A cause de (94) et parce qu'elles figurent dans toutes ces équations d'une manière homogène, elles se réduisent au fond à quatre, comme cela doit être.
469. Les droites D feront partie d'un complexe, s'il existe entre leurs coordonnées une relation homogène
Pour obtenir une surf ace du complexe^ il faudra joindre à la relation précédente deux nouvelles relations
fi =0, f^ = o.
Si l'équation (95) est algébrique, son degré sera égal à l'ordre du complexe. En effet, soient j*o, ^q^ ^q^ '^^ coordonnées d'un point M quelconque, on voit sans peine que l'équation du cône du complexe, qui a son sommet en M, s'obtient en remplaçant a, g, y? a' •••» parles quantités proportionnelles
L'équation du cône est du même degré que (95), ce qui démontre le théorème.
470. L'équation (95) permet d'établir très simplement une relation homographique entre les points d'une droite D du complexe et des plans passant par cette droite. Soit m un point de D; le cône du complexe qui a son sommet en m contient D, et nous prendrons le* plan P tangent à ce cône le long de D, comme correspondant km. La courbe du complexe située dans (P) touche évidemment D en m. Inversement, dans un plan (P) passant par D, il existe une courbe du complexe touchant D en un point m, et le cône du complexe qui a son sommet en m est évidemment tangent à (P).
le long de D. La correspondance homographique entre (P) et m est donc bien établie. Si Ion considère une origine fixe 0 sur D et si Ton pose om = p, si, d'autre part, on appelle 6 Tangle que fait avec un plan fixe passant par D le plan (P), la relation homographique sera de la forme
p tangO + aç -f ^ tang9 -(- c r= o, ou
(p + d) (tange + a) +c — ab =0, (97)
a, b, c sont des constantes qui dépendent de la position de D. Un cas singulier se présentera si
ab — c = o ;
cette nouvelle relation ajoutée à la relation (95) particularisera la droite et il y aura une congruence de pareilles droites. On les appelle les droites singulières du complexe. Sur ces droites, la relation (97) se réduit à
(p + *) (tango -\- a) = o.
On voit alors que, quel que soit p, Ô est constant; à tous les points d'une droite singulière, sauf au point p = — 6, correspond un plan fixe, qui est un plan singulier. Inversement, h tout plan passant parla droite singulière, sauf au plan singulier, correspond un seul point p = — A : c'est un point singulier. Les coordonnées du point singulier ne dépendent que de deux paramètres ; il y a donc une surface des singularités du complexe, lieu des points singuliers. De même les coefficients du plan singulier ne dépendent que de deux paramètres; ces plans enveloppent donc une nouvelle surface. Mais il se trouve que cette surface coïncide avec la première (Voir, pour la démonstration, la note déjà citée de M. Fouret, au n** 456). Cette surface est une des nappes de la surface focale de la congruence des droites singulières.
On peut encore remarquer que toutes les surfaces du complexe qui contiennent une droite singulière sont tangentes
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entre elles au point singulier de cette droite. Mais nous arrêterons ici ces considérations sur les complexes quelconques, renvoyant, pour plus de détails, à la note de M. Fouret, et nous terminerons par Texposé de quelques propriétés des complexes linéaires.
471. Complexes linéaires. — On appelle ainsi les complexes pour lesquels Téquation (95) est de premier degré :
Aot + Bp -j- Cy + AV + B'p' + CY = o. (98)
Le cône du complexe
A (a? — Xq) -I- ... + A' [zy^ — yz^) + ...'^ o (99)
est ici un plan qu'on appelle \q plan polaire du point.
Une discussion simple montre que ce plan est parfaitement déterminé pour tous les points de l'espace à moins que
AA' + BB' + ce r= 0. (100)
Dans ce cas exceptionnel, il existe une droite singulière, lieu des points dont le plan polaire est indéterminé ; le plan polaire de tout autre point est déterminé par ce point et par la droite singulière et le complexe, qu'on appelle dans c« cas complexe, spécial^ se compose de toutes les droites rencontrant la droite singulière.
Laissant les complexes spéciaux de côté, cherchons, dans les complexes linéaires quelconques, Tenveloppe des droites du complexe situées dans un plan quelconque. Celte enveloppe, étant de classe /??, se réduit à un point qu'on appelle le pôle ou le foyer du plan.
Considérons encore les droites du complexe qui rencontrent une droite L quelconque ne faisant pas partie du complexe. Tout plan passant par L aura un foyer non situé sur L, puisque L ne fait pas partie du complexe ; je dis que le lieu de ces foyers sera une droite L'. En effet soient F et F' deux foyers : un plan tt quelconque passant par FF' aura pour foyer son point /de rencontre avec L; car les droites /F et
/F' font partie du complexe. Mais alors, en joignant / à un point quelconque F'' de FF', on a encore une droite du complexe, et si Ton fait pivoter le plan or autour de FF', la droite fV décrira un plan quelconque passant par L et dont le foyer sera en F". Les deux droites L et L' qui contiennent chacune les foyers des plans passant par l'autre sont dites droites conjuguées.
4Tâ« La théorie des complexes a de nombreuses applir cations en mécanique. Ainsi, dans un système de forces appliquées à un corps solide, les droites de moment nul forment un complexe linéaire; dans le mouvement d'un solide, les droites normales aux trajectoires de tous leurs points font partie d'un complexe linéaire, etc.
Définitions
47i5. Les coordonnées d'un point quelconque d'une surface S dépendent de deux paramètres arbitraires qui peuvent ôtre, si Ton veut, deux de ces coordonnées. Pour plus de symétrie, nous ne fixerons pas, dès l'abord, ces deux paramètres, que nous désignerons par ies lettres u et r, et nous écrirons
Lorsqu'on voudra revenir à la forme ordinaire, il suffira de faire îi=:x, ?? = //; il en résultera que /^ devra être remplacée par .r, et/, par y. Nous poserons, pour abréger,
ces binômes devant se présenter fréquemment dans nos formules.
Si r = C*% les équations (1) définissent une courbe tracée sur la surface (S). Lorsqu'on fait varier r, on a une famille
de courbes. 11 y a, de même, sur la surface S, une famille de courbes a = C**. Ces deux familles découpent sur la surface un réseau (îi, r). Si Ton a en chaque point de la surface
:>u :>v ^ c^tt :>v ^ M ^v ~ ' ^^ ^
le réseau est orthogonal ; les tangentes aux deux courbes en chaque point se coupent à angle droit.
Une courbe quelconque, tracée sur la surface, s'obtiendra en joignant aux équations (1) une nouvelle équation entre n et V ; jr, y, c, deviennent alors fonctions d'un seul paramètre.
Plan tangent et normale
474. Il importe de savoir écrire, avec les notations actuelles, Téquation du plan langent. Pour cela, il suffira d'exprimer que le plan
qui passe déjà au point x, y, z, passe aux deux points infiniment voisins pris sur les courbes (ti) et (w), points qui ont pour coordonnées respectivement
^■+^dv, y + ^<h, ' + ^dv; on a ainsi les conditions
dv OV OV
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d'où, en éliminant /, m, n, et se servant des notations (2), A(X - .r) + B(Y - y) + C(^ - ^) = G. (4)
Les équations de la normale seront
Rappelons que, si j: et y sont prises comme variables indépendantes, les équations ci-dessus sont respectivement , pour le plan tangent,
et pour la normale
Réseaux conjugués
475. Lorsque les génératrices de la surface développable formée par les plans tangents le long d'une courbe n = C** sont les tangentes aux courbes v = C*% et lorsque cela a lieu en chaque point de la surface, le réseau (w, v) est dit conjugué ; on verra plus loin la raison de cette dénomination. Cherchons la condition pour qu*il en soit ainsi.
La caractéristique du plan tangent
A (X - aO + B (Y - y) + C (Z - ^) = G,
lorsque v varie, s'obtient en adjoignant à l'équation précédente sa dérivée, par rapport à v
La somme des trois derniers termes étant nulle identi-
quement, il reste, pour équations de la caractéristique,
^ A(X~aO + B(Y-y) + C(Z-^) = o,
Cette droite doit, par défini tiou, contenir le pointa: -}- -7- rfw,
y -H -^ r/w, s 4- -7-; ^/t;, ce qui donne deux conditions dont la première est identiquement vérifiée ; la seconde est
On vérifiera facilement que cette dernière condition peut s'écrire
Du
ht
du
ih-
DMDe?
DaD<?
DmD(?
Sous cette forme, on voit qu'il y a symétrie entre ?/ et ??, c'est-à-dire que les caractéristiques des plans tangents, le long des courbes v = C^% se trouvent, par la môme condition, tangentes aux courbes ti = G*'. Ce théorème est dû à Dupin.
Les réseaux qui sont en même temps conjugués et orthogonaux ont une importance capitale dans l'étude des surfaces.
476. On sait que, si un déterminant est nul, il existe une môme relation linéaire entre les éléments d'une colonne, quelle que soit la colonne. 11 existe donc, puisque le déterminant (9) est nul, deux fonctioas a et 3 de u et de v telles
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en d'autres termes, si le réseau [u^ v) est conjugué j les trois
coordormées (Tun point de la surface^ exprimées en fonction
de u et de i\ vérifient une même équation linéaire de la forme
^«6 , Dô , ^ DO
DwDt? ^IC ^ ^v
La réciproque est vraie ; car rélimination de a et de ^ entre les trois équations du système précédent donne l'équation (9).
A ce point de vue, la condition pour que le réseau soit en même temps orthogonal s'exprime aingi : la fonction
"^ ^ est aussi solution de la même équation linéaire.
En effet, en substituant, dans l'équation aux dérivées par-
tielles précédente, ' — » et en tenant compte de ce
que X, y, z, vérifient cette équation, on trouve
D.r ^x , Dv Dv ^z ^z
Dw Dv Dw Dv Dm Di? '
c'est bien Téquation (3) qui exprime Torthogonalité des tangentes aux courbes u = C'% v = C*.
Élément d'arc d'une courbe tracée sur la surface (S)
477. La distance de deux points infiniment voisins pris sur la surface s'obtient par la formule
dans laquelle il suffit de remplacer .r, y, z, par leurs valeurs tirées de (1). On obtient ainsi, en posant avec Gauss,
^x i^œ , ^y ^v ^z ^z \ eu iv iu ov ou vu I
rfs» = Eclu^ -f- 2Fdu(lv + Grfo*.
On peut obtenir une autre expression de ds^ par des considérations géométriques : soient MN, MP, deux courbes (w) et (v) se coupant en M sous Tangle a. Soient encore MM'=Arfi/, MM" = Cdv, les éléments d'arcs des courbes (u) et (v), M'M' = rf.s, un élément de courbe quelconque infiniment voisin de M. On peut, aux infiniment petits du troisième ordre près, assimiler le triangle MM'M" à un triangle rectiligne et écrire
Fio. 42.
ou
MM"' = MM'* 4- MM''' — 2MM' . MM" cos a,
ds^ = A^du^ 4- Chlv^ — 2AC cos a dudv. (11')
C'est, avec d'autres notations, la formule (H); du rappro-
ri
' chement des formules (il) et (11), on déduit immédiatement*
A« = E, C» :r^ G, cosx = — -iL, (12l
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qui montre bien que Tangle a est droit lorsque la condition d*orthogonalité du réseau (u, r) est remplie.
Courbure des courbes tracées sur les surfaees : Théorèmes de Meusnier et d'Eufer
478. Dans ce paragraphe et dans les deux suivants, nous étudierons la courbure des courbes tracées sur les surfaces.
Soit M un point quelconque d'une lijçne I. tracée sur la surface (S); tout plan passant en M coupe la surface suivant une section qui est dite normale ou oblique selon que ce plan contient, ou non, la normale en M à (S . Un premier théorème, dû à Meusnier, ram^^ne Tétude de la courbure de Là celle de la section normale qui a même tangente que L au point M.
Nous partirons de la formule, donnée dans le chapitre précédent (n" 418),
dans laquelle D représente la distance d'un point M' à la tangente au point M infiniment voisin sur la courbe ; ds = MM'. On en tire pour le rayon do courbure p
Il en résulte immédiatement qu'une courbe quelconque a la môme courbure que la section faite dans la surface par
1 II importe de ne pas confondre les A et C actuels avec les lettres A. B, G, définies au n* 473 ; ces dernières sont telles que
A^ -f B2 i C« = EG — F*.
son plan osculateur puisque ce plan est déterminé par la tangente en M et par le point M'.
Pour continuer, nous particulariserons les axes, et nous prendrons pour plan des j:, y, le plan tangent en M, pour axe des z, la normale en M. En supposant que ^ et y sont les variables indépendantes, et que z peut se développer en série suivant la formule de Maclaurin, Téquation de la surface se présentera sous la forme ^
z := I («a;2 + ^.hxy + cy2) + R [x, y), (13)
R(j7, y) contenant des termes qui seront, au moins, du troisième degré en j: et y. Abaissons du point M'^la perpendiculaire MT, sur la tangente en M, et la perpendiculaire Mm' = z sur le plan langent en M ; ces deux droites font entre elles langle y égal à Tangle du plan osculateur de la courbe avec le plan de la section normale, qui contient la même tangente MT. On a d'une part
MM'" = ,r'^ + y^ + 2"-^ ou x^ + y^
en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au second. D'autre part
MT
1 iax'^ -f ^bxy 4- gy^).
eos Y 2 cos y
11 en résulte pour p la valeur
P — ^ax'i + Vxy + cy') ^^^'^'
Mais ni est à une distance de P infiniment petite du second ordre, et la direction Mm' se confond avec celle de la
< 11 résulte de ces hypothèses que la théorie exposée dans ce numéro, pas plus d'ailleurs que les résultats obtenus jusqu'au n* 296, ne s'appliqueront aux surfaces qui ne remplissent pas les conditions énoncées, telles, par exemple, que
ou
3 = {.r-i-f .y2)/'(.Zy
laiigeule MT, à la limite, c'est-à-dire que, si Ton appelle 5 Tangle de MT avec oj:, on aura
3/ = 0? tang (p ; d'où
a cos'* <p -|- s6 sm ^ ces ^ + c sin* <p
Appelons pQ le rayon de courbure de la section normale qui correspond à y = o, on aura
^® a cos^ çp -f- 26 sin ^ cos «p + c sin^ cp et
p = PoCosY. (15)
Donc, le centre de courbure en un point que/conçue (Tune courbe tracée sur la surface s'obtient en projetant^ sur son plan osculateia\ le centre de courbure de la section normale qui a la niênie tangente au point considéré.
On peut encore dire : Si l'on fait pivoter un plan autour d'une tangente à la surface^ le lieu des cercles de courbure des sections faites par le plan dans la surface est une sphère qui a pour grand cercle le cercle de courbure de la section normale.
Ou encore : Si l'on fait pivoter un plan autour d'une tangente à la surface, les axes de courbure des sections faites par ce plan dans la surface vont rencontrer la normale à la surface en un même points qui est le centre de courbure de la section normale.
Ces divers énoncés sont des formes différentes du théorème de Meusnier.
479. Le théorème d'Euler permet enfin de ramener Tétude des courbures des sections normales à celle des courbures de deux d'entre elles.
Remarquons d'abord que la formule (14) peut être simplifiée par uu changement d'axes. Si l'on fait tourner les axes ojc, oy, dans leur plan, d'un angle a, et si Ton pose
on pourra toujours déterminer a de manière que la nouvelle expression de p^ ne contienne plus de terme en sin ^ cos ^, et se présente sous la forme
P^'^Acos-^-H-Csin^tj;* ^^^^
Il suffira pour cela de poser
tangf t% = 5
ce qui détermine pour Tangle a deux directions perpendiculaires entre elles.
Cela posé, écrivons
^^ "= A + (C-A)8in2^;' (^'^^
Lorsque ^ varie de o à tu, la variation de po est facile à suivre : deux plans symétriques, par rapport aux plans de coordonnées, donnent la même valeur pour pQ-, il y aura un maximum et un minimum entre lesquels, ou en dehors desquels, suivant les cas, seront comprises toutes les valeurs de Po-
Si A et C sont de même signe, pQ variera entre le maximum et le minimum, R et R,, qu'on atteindra, pour «^ = o
et pour ^ = -^
et le rayon de courbure ne deviendra jamais infini. La surface est dans le voisinage du point M tout entière du m^me côté de son plan tangent.
Si A et G sont de signes contraires, pj variera du maximum jusqu'à — 00, et de -+- oo jusqu'au minimum ; le maximum et le minimum seront d'ailleurs toujours donnés par les formules (18); Le rayon de courbure sera infini, et la section normale présentera un point d'inQexion au point M,
pour les valeurs de <]; données par Téquaiion
tang .| = ± y/-| zzz =h y/- ^, (19)
ce qui donne deux directions symétriques, par rapport aux axes. Ces deux directions sont les tangentes à la section de la surface par son plan tangent; en effet, après le changement de coordonnées que nous avons effectué dans le plan des jry, Téquation (13) de la surface (S) est devenue
AX^ + CY-^) + R'(X,Y
R'(X, Y) étant une série dans laquelle les termes sont au moins du troisième degré en X et Y;, si Ton y fait z = o, on obtient Téquation de la section par le plan tangent, qui a pour tangentes à Torigiue les deux droites
AX^ + CY'^ = o.
Ce sont bien les droites définies par Téquation (19).
Dans le cas actuel, toutes les sections normales, comprises dans deux angles opposés par le sommet formés par les droites précédentes, tournent leur courbure, dans le voisinage de M, d'un même côté, par exemple, vers les z positifs ; les sections normales comprises dans les deux autres angles tournent leur courbure vers les z négatifs, et la surface traverse son plan tangent. On dit, dans ce cas, qu*elle est à co7(r bures opposées.
Dans tous les cas, les rayons de courbure maximum et minimum sont dits rayons de courbure principaux de la surface, les sections normales qui les donnent, sections principales^ et, en introduisant ces rayons de courbure principaux dans la formule (16), elle prend la forme élégante
1 _cosM/ sinH
:~ — "~"d~ + "iT"' (2t))
qui est due à Euler.
Nous signalerons deux cas particuliers : 1"* A = C ou
Dans ce cas po = ï^ constamment, le point M prend le nom à^ ombilic.
2"* AC = o. Dans ce cas, il n'y a plus qu'un maximum (ou un minimum) et qu'un rayon de courbure infini, qui est maximum (ou minimum). Le point de la surfaci' osl dit point parabolique,
480. La connaissance des cenlres de courbure principaux permet d'élucider un problème de maximum, dont il a déjà été parlé.
Soit P un point de la normale Mz à la surface (S); cherchons le point ./•, y, z, de la surface, le plus rapproché ou le plus éloigné de P. Si Z désigne le segment MP, on aura, les coordonnées ayant toujours M pour origine,
T = MP^ r=i a?-* +• y' + (Z — z\\
et, pour que T spit un minimum, il est nécessaire que ses dérivées, par rapporta x et y, soient nulles
ou, en négligeant z infiniment petit devant Z,
y — qL= o.
Comme p q\ q sont nuls à l'origine, il en résulte .r = o,
Il faut, de plus, que Ton ait
(Ti.,> - t;«t;. < o.
Si Ton suppose les tangentes aux sections principales prises pour axes des x et des y, 5 = o à l'origine, et Tinégalité précédente s'écrit
— (l — rZi (4 — t7.) < o.
OU encore en introduisant les rayons de courbure qui sont donnés par les formules
où r et / ont leurs valeurs à Torigine des coordonnées
Deux cas sont donc à considérer :
V La surface est convexe en M
RR^ > o.
La condition précédente exprime que le point P ne doit pas être compris entre les centres de courbure principaux. Ainsi si Ton suppose le point P partant de M vers les centres de courbure principaux, sa distance au point M sera d'abord minimum, parmi toutes les distances aux points infiniment voisins de IVt; lorsque P se trouve entre les deux centres de courbure principaux, MP est plus grand que certaines distances voisines, et plus petit que d'autres ; en d'autres termes, la sphère de centre P et de rayon PM traverse la surface (S) en M, qui est un point double de Tintersection. Enfin, lorsque le point P a dépassé le second centre de courbure principal, PiM est maximum parmi les droites qui vont de P aux points voisins de M. Sur la portion de normale située de l'autre côté du point M, par rapport aux centres de courbure, PM est minimum en valeur absolue.
2* La surface est à courbures opposées
RR< < o.
Les résultats sont renversés, et la distance MP n'est un minimum que si P est compris entre les centres de courbure principaux.
481. Il résulte du paragraphe précédent un moyen de déterminer les rayons de courbure principaux, les axes de coordonnées étant quelconques (nous les supposerons seulement rectangulaires) .
Soient z, y, z, les coordonnées du point M, et X, Y, Z, celles du point P
MP' = T = (X — a:)2 -f. (Y — vY + (Z — 2^, Pour qu*il y ait maximum, il faut que
ce qui exprime que P est sur la normale en M ; il faut de plus que l'on ait
(Ti^)2 - T^TJ2 < o, (22)
et Téquation aux centres de courbure principaux sera, à cause de Tinvariance évidente du binôme précédent,
Or
-Ti =_pgr— 5(Z — ^),
Donc l'équation, qui donne les Z des centres de courbure principaux, sera
(Ti^)^ - Ti^TJ^ =--= (s^ - ri) (Z - zy \
- [2;.^. - ^ (1 + P') - ni + q')] (7^ ~ ^) • (24)
Si l'oQ tient compte des équations (21), l'on a
ou
T MP
Véquation aux rayons de courbure principaux s'écrira donc
(«2 _ ri) MP^ + [(1 +p2, ^ ^- (l + ^2) ;. __ 2p^^] yjij^p^j^ qm?
Nous donnerons plus loin une seconde méthode pour former cette équation. Mais nous remarquerons immédiatement que, si le point est parabolique, on doit avoir .s-2 — ri = o. Cette équation, jointe à celle de la surface, donne la ligne des points paraboliques.
4HI2. II est possible de déterminer les directions principales en s'appuyant sur ce qui précède. En effet, la sphère de centre P et de rayon PM coupe la surface, avons-nous dit, suivant une courbe qui a, en M, un point double à tangentes distinctes, réelles ou imaginaires. Ces tangentes s'obtiendraient de la manière suivante : écrivons T(j:, y) la fonction que nous avons jusqu'à présent désignée par la lettre T, et développons-la par la formule de Taylor
T/> + h,y+/i) =:T{x, y) + hTJ, -f- AT;
+ l (/^'Tiï+ 2MT;^ + k^l'y^) -h ...
S'il y a maximum ou minimum, T^ = o, T^ = o, et la différence ^{x -H A, y + k) — (T./, y) a le signe de
saut pour les deux directions obtenues, en égalant à zéro
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cette dernière parenthèse. Ce sont les directions suivant lesquelles il faut s'éloigner dans le plan tangent pour que la distance MP ne soit ni maximum, ni minimum, par rapport aux distances voisines. Ces directions sont, en général, distinctes; mais si Féquation (23) est vérifiée, c'est-à-dire si le point P est en un des centres de courbure principaux, ces directions se confondent avec une des tangentes aux sections principales. La parenthèse qui vient d'être considérée étant un carré parfait, on a dans ce cas
hT^. + /.t;,, = o, c'est-à-dire
[1 -|- p^ — r (Z — ^)j fil- -{-[pq — s ÇA — z)] dy = o.
En tirant Z — :; de cette équation, et portant dans Féquation (24), on aura une équation homogène du second degré en dx^ dy, qui donnera dans le plan tangent les directions principales. On trouve ainsi, après suppression du facteur (1 +;>^) !i—pqr,
[{1 + p2) 5 _ pqr] dx" -f- 1(1 + p2) ^ — ^1 + q^) r] d^dy
Indicatrice
41)3. Des considérations ingénieuses, dues k Dupin, permettent de synthétiser les résultats précédents et d'en présenter de nouveaux sous une forme simple. Coupons la surface par un plan parallèle au plan tangent en M et infiniment voisin de ce plan. La section s'obtiendra en faisant z = A dans Féquation (13); on trouve ainsi, en négligeant les termes du troisième ordre,
h=\\ax^ ^ ^bxy + cy^). (27 )
Cette courbe est une conique; rapportons-la à ses axes en faisant tourner les axes do coordonnées de 1 angle a, déjà défini plus haut par la formule (n* 477)
tang2a = —
a — c L^équation devient
h = AX^ + CY^,
les coefficients ayant les mômes valeurs que dans les paragraphes précédents. La conique homothéiîque de la précédente, située dans le plan tangent en M, et qui a pour équation
AX« 4- CY
s'appelle V indicatrice de Dupin, On voit déjà que ses axes coïncident avec les tangentes des sections principales et qu'elle sera une ellipse dans le cas d'une surface convexe, une hyperbole dans le cas d'une surface à courbures opposées. L'indicatrice devient un cercle aux ombilics; elle dégénère en deux droites parallèles, symétriques par rapport au point M, pour un point parabolique.
Le signe ambigu, qui figure dans le premier membre, permet de s'arranger de manière à avoir toujours une courbe réelle, si la surface est réelle, c'est-à-dire si la surface admet, dans le voisinage du point M, des sections réelles. On peut, par exemple, convenir de toujours donner au premier membre le signe de A. Soit A positif; nous écrirons donc .
1 z= AX2 + CY=. (28)
Prenons maintenant des coordonnées polaires, le pôle étant en M, et Taxe polaire confondu avec MX. Il faut poser
X = X cosv|/, Y = X sin ']/,
ce qui donne, pour le rayon vecteur X,
X*rzr
A cos^'l + C sin*'|
En rapprochant cette équation de Téquation (16), on voit que les rayons de courbure des sections normales sont proportionnels aux carrés des diamètres déterminés par les traces de leurs plans dans l'indicatrice. La variation de ces rayons de courbure en résulte immédiatement. Dans le cas de Tellipse, le rayon de courbure maximum est celui de la section tangente au grand axe de Tindicatrice; le rayon minimum correspond au petit axe. Si l'indicatrice est une hyperbole, il faut, pour les sections normales qui ne rencontreraient pas cette courbe, la remplacer par Thyperbole conjuguée.
484. La propriété précédente de l'indicatrice peut être établie par les considérations géométriques très simples qui suivent. Soit MN la normale en M à (S), MM'A une section
FiG. 43.
normale, MM'N le cercle qui a pour limite le cercle osculateur, M'H la perpendiculaire à MN menée par le point M' infiniment voisin de M. M'H est un rayon de Tindicatrice. Or, dans le cercle MM'H, on a
On en tire
M'H' = MH X HM = A (2p — A)
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OU, aux infiniment petits du premier ordre près,
Le rayon de courbure pQ est donc proportionnel à M'H-. 485* Soient deux sections normales correspondant à deux
directions rectangulaires ^ ci f^ -i- ^5 les diamètres X et X' de
rindicatrice, ou les rayons de courbure de p^ et p^ de ces sections, vérifieront la relation
X* + X'»-p„ + pi-'^ + '--H + R,"
On appelle courbure moyenne A'wnc surface en un point, la demi-somme de ses courbures principales. L'égalité précédente peut donc s'énoncer ainsi : La demi-somme des courbures de^ deux sections normales dont les plans soîit perpendiculaires entre eux est constante et égale à la courbure moyenne de la surface au point considéré.
Posons
il résulte do Téquation (25) que la courbure moyenne a pour expression, en fonction d> et d y,
480. Théorème. — Les tangentes en un point à deux courbes d'un réseau conjugué sont deux diamètres conjugués de rindicatrice de Dupin,
Pour le démontrer, supposons toujours l'origine des coordonnées en M, et prenons pour axes obliques des coordonnées dans le plan des :r, g les tangentes à deux courbes d'un réseau conjugué, Taxe des z restant quelconque. On a, au
point M,
L'équation du plan tangent en un point {x, y, z) iniiniment voisin de M, qui serait en général
Z -^ Z =: {p +dp) {\ ^ X) +{q + dq) (Y - y) ,
se réduit ici, si Ion prend le point sur la courbe tangente à oy [x = o, s = o), k
en tenant compte de ce que
dp = rx -|- «y, dq = SX -\- ty.
Par définition des réseaux conjugués et à cause de notre
choix des axes, ce plan doit contenir ox, ce qui exige qu'on
ait, au point IVl,
sy= o,
et comme y n est pas nul,
or cette condition exprimée dans Téquation (13)
^==\{ax^ + ^bxy+ cy») + ...
conduit h
L'indicatrice a alors pour équation
c'est bien la forme que prend l'équation d'une conique rapportée à deux diamètres conjugués.
Ce théorème a reçu le nom de théorème défi tangentes con-
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jitguées; il a une importance capitale dans VArt du irait, car il permet de construire les tangentes aux courbes d'ombre ou de perspective, c'est-à-dire à la ligne de contact L d'une surface (S) et du cône ayant pour sommet le point lumineux ou le point de vue. Ce cône est la surface développable circonscrile k la surface (S) suivant la courbe L; la tangente à la courbe L en un quelconque M de ses points est donc le diamètre conjugué du rayon lumineux ou du rayon visuel correspondant par rapport à Tindicatrice au point M de la surface (S).
486 bis. Voici une autre proposition qui trouve aussi s(m application en Géométrie descriptive, et dont le théorème des tangentes conjuguées est une conséquence immédiate.
Lorsqiir deux surfaces (S) et (S, j se louchent en un point M, leur ligne d'intersection L a pour tangentes en ce point les diantf'tres communs aux indvatrices des deux surfaces.
En effet, soit MZ la normale commune en M, M' un point de L infiniment voisin de M et P la projection de M' sur le' plan tangent en M. Le plar ZMP donne dans les deux surfaces deux sections normales dont les rayons de courbure différent Tun et Tautre infiniment peu de
mm
A la limite, lorsque M' tend vers M, MP devient la tangente inconnue MT, et Ton voit que les sections par le plan normal ZMT ont la môme* courbure au point M, La droite MT rencontre donc les deux indicatrices aux mêmes points; cette tangente est donc un diamètre commun aux deux indicatrices. Comme il y a deux diamètres communs, on voit que la ligne d'intersection L a un point double au point M.
En particulier, si Tune (S) des surfaces est développable, son indicatrice consiste en deux droites parallèles symétriques par rapport au point M, et tangentes à Tindicalrice
de Taulre surface (S^). Les diamètres communs aux deux indicatrices se confondent donc avec la corde de contact, et Ton tombe sur le théorème des tangentes conjuguées qui se trouve ainsi démontré géométriquement.
Enfin, dans lo cas plus particulier encore où Tune (S) des deux surfaces est un plan P, son indicatrice est la droite à l'infini et par suite le.K tangentes à la ligne (Tintersection de la surface (S|) et de son plan langent P sont les asymptotes de r indicatrice de la surface (Sj). Ce résultat a déjà été trouvé sous une autre forme, à la page 488.
Des lignes de courbure
4HT. On appelle ligne de courbure d'une surface une ligne le long de laquelle les normales à la surface forment une surface déveîoppable. Cette définition a besoin d'être expliquée : les normales à une surface forment une congruence et, en général, comme Ton sait, la plus courte de deux droites d'une congruence est du premier ordce par rapport aux paramètres variables [ii et v). Dans le cas spécial que nous examinons ici, les surfaces de la congruence prennent, d'après M. Mannheim, le nom de normalies, et ici, comme dans les congruences rectilignes quelconques, il y a deux manières de grouper les droites de la congruence, de manière à avoir des surfaces développables. Les lignes de courbure sont les traces sur la surface (S) des normalies développables cl, lorsque nous disons, que le lolig d'une ligne de courbure deux normales se rencontrent, nous voulons simplement dire que la plus courte distance de ces droites est d'ordre supérieur au premier.
488. Formons l'équation dilTérentielle des lignes de courbure. Soient
les équations de la normale dont le pied sur (S) a pour coor-
données r, y, z ; soient
X — j' — dr -|- [p -|-- clp) (Z — z — dz) = o / Y — y — rfy + (7 + rfç) (Z — ^ — <f^) = o i
les équations de la normale au point infiniment voisin. Pour que ces deux droites se rencontrent, aux inTiniment petits du second ordre près, il faut et il suffit que
dx + pdz _ dy + qdz ^^
dii dq
Cette équation, développée après qu'on a remplacé dp^ dq^ dz par leurs valeurs en fonction de dx et de e/y, s'écrit
:(i -f i)2) s — pqr\ dr^ + 1(1 + p^) / — (1 + p^) r] dxdy
+ [W^ - (i + ^*) *J dy^ = o. (3i)
L'équation (30) ou l'équation (31) donnent la solution du problème. Elles définissent les deux directions du plan tangent, suivant lesquelles il faut se déplacer pour obtenir des normalics développables. L'identité de cette équation et de l'équation (26) nous montre que :
Les lignes de courbure se coupent à angle droit ; elles sont tangentes aux sections principales. En d'autres termes, elles forment sur la surface un réseau conjugué orthogonal, et c'est évidemment le seul.
l^a démonslration directe de ce théorème est d'ailleurs des plus simples: il suffit de prendre les axes particuliers qui nous ont déjà servi, savoir la normale au point M pour axe des z et les axes de l'indicatrice pour axes des jr et des //. On a alors à l'origine
el ré(|uation (31) devient
(/ — r) d.rdy z=z o, ce qui donne bien pour directions des laîïgente; aux n":nes
(lo oourburo
(iv = 0, dî/ = o,
c>st-à-dire les deux axes de coordonnées. 489. Aux ombilics
et Téquation des lignes de courbure est indéterminée. Cela ne veut pas dire que toute ligne qui passe en un ombilic est une ligne de courbure, mais seulement qu'il y a, en un tel point, plus de deux lignes de courbure. II peut n'y en avoir que trois, comme Ta démontré * M. Darboux.
Le fait que Téquation des lignes de courbure est indéterminée aux ombilics permet de former aisément deux équations qui, jointes à celle de la surface, détermineront les ombilics; ces points sont donc en nombre limité. Il suffit pour les trouver d^annuler les trois coefficiçuts des différentielles dans Téquation (31 ). On trouve ainsi trois équations qui se réduisent à deux
490. Posons encore la question de savoir s'il existe des surfaces dont tous les points soient des ombilics, ou, ce qui revient au même, dont toutes les lignes soient lignes de courbure. Il faut pour cela que les équations (32) soient identiquement vérifiées. Voici comment Serret, dans son Cours de calcul différenliel^ a obtenu Téquation de la surface : les cosinus directeurs A, B, C de la normale en un point sont donnés par les formules
et les équations (32) expriment que
' Leçons générales sur la théorie des surfaces^ t. IV, note vu.
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Donc A ne dépend que de 3:, B de y et, comme leurs dérivées sont égales, elles ne peuvent avoir qu'une valeur cons-
tante -• On a ainsi a
On en déduit
Or
Donc
V«^ — (^- — a^o)* — (y — yo)' et enfin
^ — ^0 = Vrt* — (a? — .r^^)^ — (y -^ y^^'-
Cette dernière équation, rendue rationnelle,
(07 - o^o)* + (y - yo)--* + (^ - ^u)' -= ^\
est Téquation générale des sphères. La sphère (et comme c^s particulier, le plan) est donc la seule surface dont toutes les lignes sont lignes de courbure.
4t91, Les lignes de courbure étant tangentes aux sections principales, l'équation (31) est, comme nous Tavons déjà dif , celle qui fait connaître les directions des tangentes aux sections principales. Mais il importe de remarquer que le rayon de courbure d'une ligne de courbure ne coïncide nullement avec la normale à la surface. Ainsi, dans les surfaces de révolution, les lignes de courbure en un point M sont le méridien et le parallèle, vu que les normalies ayant ces lignes pour directrices sont respectivement un plan et un cône; or lo centre d'une parallèle n'est pas situé sur la normale MN a la surface.
Ajoutons qu'en un point M d'une surface de révolution, les plans des sections principales sont le plan m ^ridien et le plan mené par la normale MN et la tangente au parallèle. Par suite le centre de courbure du méridien est Tun des centres de courbure principaux; quant k lautre, il doit, d après le théorème de Meusnier, se projeter sur le plan du parallèle au centre m5me de ce cercle; c'est donc le point où la normale MN rencontre Taxe de la surface de révolution.
492. Vu riniportance des lignes de courbure, nous allons écrire leur équation différentielle avec des coordonnées curvilignes w, V quelconques.
Conservant les notations des paragraphes 4.73 et 474, nous aurons pour équation de deux normales inliniment voisines
A ~ B ~ C ~ ' X — x — (Ij" Y — y — dy Z — s — ds «, _i_ /&
A + d\ ~ B + rfB ~ C -t- rfC ~ ■*"
S'il existe un point X, Y, Z commun aux deux normales, on obtiendra, en égalant les valeurs de ces coordonnées tirées des deux groupes d'équations précédents, les égalités
dy + erfB + Bd^ = o , (33)
dz 4- ^dC + CrfO =r o )
qui, par Félimination de 6 et de rfo, donnent la condition cherchée
djc d:\ A
dy dn B
ds dC C
11 suffira de remplacer d.r par ^r du + — dt\ dk par T—du + — di\ etc., pour avoir Téqualion du second d^gré
en rfw, rfv, dont Tinlt^gration fera connaître les lignes de courbure cherchées. Cette équation se décomposera en deux
du ^ . , ■âi = f^ («. ")'
Chacune de ces équations donnera par intégration, comme on le verra dans le second volume, une équation telle que
Ffw, î?, X) = o,
X étant un paramètre variable, et cette équation, jointe aux équations (1), définira une famille de lignes de courbure tracées sur (S).
4,92. Equation aux rayons de courbures principaux. — Soit R l'un de ces deux rayons. On a
R ::= V'(X — ic)^ + ( Y — yf + (Z — z^^ = 0 v^A*^ + B* + G*, or les équations (33) développées peuvent s'écrire
Eliminons entre ces équations du, (h\ rf6 et remplaçons 9 par sa valeur ^.^ ^ ^^ ^ > nous obtenons l'équation du
yjk^ + B' + C^
second degré
^jc R ;)A
^«* VA^+B^+C^^w'
^y . R ^B Dy R ^^B
^«"^Va^+bh^^w' ^ v/am^bh^'^'
7}z R PC
^w VA*+B'+C*^w '
Pour retrouver Téquation (25) il suffira dans cette équation de faire
r^- o, OU
ov ov
On trouve ainsi
Rr
\/i + p' + q' Pi
c'est Téquation (25).
Rs
Rt
493. Comme première application, nous chercherons les lignes de courbure des surfaces de révolution. Nous supposerons que Taxe de la surface ait été pris pour axe des z\ son équation sera alors
Le plan tangent en un point ayant pour équation
on aura
A — 2a', (/A = 2rf,r,
dZy
B - 2y, C dB = 2f/y, dC =
«p" (z) dz.
t donc ici
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l>* «i^^cond facl'»ur é^alé h zéro i]onn<* Ips mérîdii^D:
y — <li- = o ;
le troisième, d'où Ton lire :; = C, correspond aux parallèles. Enfin de
on déduit
i z +z^ = Cz + C ; et l'équation de la surface de révolution
représente une sphère sur laquelle les lignes de courbure sont indéterminées; on retrouve ainsi un résultat démontré d'une manière générale, n° 490.
404. Comme seconde application, nous chercherons encore les lignes de courbure des surfaces développables ,
Une telle surface s'obtient par IVlimination du paramètre m entre les deux équations (n* 427 1
:r = az -{- X / /..«.
dans lesquelles a, a, b, 3 désignent des fonctions de w; soient a\ ol\ b\ g', leurs dérivéi»s par rapport à w ; on a de plus, par hypothèse, entre ces quantités, la relation
fl'p'--6V = o. (39)
En posant -s = i\ on aura
Dr
Dw Dv
B = — (a'j + a'), C = {ba' — a*') ^ -f- *a' — a?'.
Mais de l'équation (39), on lire
A étant une fonction de u ;
D'où
A = 6'(-ar -{- X), B := — a (;r + X), C = {ba' — aô') (z -f /)
V = c», T* = — ^ ^ -^ =: ba — ab .
ov cv ov
« Si Ton porte ces valeurs dans Téquation (34), on verra que le coefficient de dv-, c'est-à-dire le déterminant,
fl, b'{Z'{-l), b'
1 , iba' — ab') {z + X), ba' — ab'
a deux colonnes proportionnelles; il est donc nul, et l'équation (34) développée est de la forme
Mc/w^ + "Sdudv = o ;
on aperçoit immédiatement une solution
du = 0,
ce sont les génératrices rectilignes de la surface développable. La seconde famille de lignes de courbure serait donnée par l'intégration de l'équation
Mdu -\- Nc/i; — o,
qui ne peut pas être effectuée en général
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495, On peut enfin, par les mêmes formules, trouver les lignes de courbure de F ellipsoïde.
A cet effet nous poserons
^, ^ ,, iîLzJi^ , (,4)
avec
/•(Ç) = (5-«)(5-W(?-yV
Ces valeurs de x, y, z vërilieront bien l'équation de l'ellipsoïde, à cause des identit<% connues
+ 7Z ZTTL T{ + 77 Iw:^ HÂ == «'
Il sera alors facile de calculer — » 7-» -^> etc. : on trouvera
ainsi pour les lignes de courbure, par un calcul un peu long,
mais sans difficulté, une équation de la forme
Mdudv =: 0,
dans laquelle M est une quantité essentiellement différente de zéro.
Les lignes de courbure auront donc pour équations, soit
soit
Leurs projections sur les plans Je coordonnées, obtenues en éliminant le paramètre variable {v ou u) entre deux des équations (41), seront des coniques ayant pour axe respectivement ceux des ellipses principales de Tellipsoïde.
4fl6. Ce résultat est susceptible d'une intéressante interprétation géométrique ; pour Texposer rapidement, nous remplacerons dans Tellipsoïde a^, ô^, c- par a — u\ ^ — u\ Y — v. L'ellipsoïde a ainsi pour équation
et les formules (41) contiennent ?/, r, tv symétriquement. Les coordonnées de la ligne de courbure i/ = C** vérifieront donc aussi Téquation
k>SI 4/2 •9' 2
c'est-à-dire que cette ligne de courbure sera l'intersection de l'ellipsoïde donné et de la quadrîque homofocale
On sait que l'équation
représente une famille de quadriques dimt les sections principales ont les mômes foyers; suivant que X est inférieur, supérieur aux quantités a, g, y, ou compris entre les extrêmes, l'équation représentera un ellipsoïde réel, un ellipsoïde imaginaire, ou un des deux hyperbr)l()ïdes.
Restant dans le dr)maine réel, nous voyons que les lignes de courbure d'un système sur l'ellipsoïde proviennent de l'iiilerseotion de cette surface avec les hyperboloïdes homo-
focaux à une nappe ; le second système des lignes de courbure proviendra des hyperboloïdes à deux nappes.
Chacune de ces surfaces est coupc^e orthogonalement par les autres, c'est-à-dire qu'en chaque point de rinlerseclion on a
i\r \c "•" ;)j7 cV "^ î>- cV "" '
ou
la
M) (a - te) "*" (P - u) (p - ic) + (r - u) (y — t^) - ""'
en effet celte dernière équation- résulte de la soustraction des équations (42) et (43).
L'équation (44) est du troisième degré en X, c'est-à-dire que, par chaque point de l'espace, il passe trois des quadriques de la famille. Voilà donc des surfaces telles que, par chaque point de l'espace, il en passe trois; ces surfaces se coupent orthogonalement et forment ce qu'on appelle un si/sihne triplement orthogonal. Leurs intersections mutueik's sont lignes de courbure sur les surfaces auxquelles elles appartiennent. C'est un cas particulier d'un célèbre théorème, <lii à Dupin, et que nous allons établir.
Tliéorèine de Ihipiii siii* les systèmes triplement ortiiogona
407. Trois familles de surfaces, (leif.r à deux orthogonales^ se coupent mutitellement suivant leurs lignes de courbure.
Les familles de surfaces dépendent chacune d'un paramètre qui reste constant sur une surface déterminée; soient u, r\ u\ ces paramètres. Nous supposerons que les équations des trois surfaces aient été résolues par rapport à j", y, z^ de sorte que les coordonnées d'un point de l'espace s'expriment par des formuh^s de la forme
y ^-r^[u,i\io),
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Si n)y par exemple, reste constante, ces formules expriment h's coordonnâmes d*un point de la surface (î^); si deux paramètres li, t\ restent constants, elles représentent la courbe d'intersection des surfaces (w) et (f); sur cette courbe, to seule varie.
Tne fois posés ces préliminaires, qui s'appliquent à toute représentation de l'espace en fonction de trois paramètres, c'est-à-dire à tout système de coordonnées, venons au théorème de Dupin.
Si les plans tanfj^ents aux trois surfaces qui se croisent en un point forment un trièdre trirectangle, il en sera évidemment de même des tangentes aux intersections mutuelles de ces surfaces prises deux h deiix. On aura donc les conditions
et deux autres analogues; nous écrirons, par une abréviation
facile à saisir,
yi <V tVr
Dérivons chacune de ces équations par rapport à la variable qui n'y entre pas; nous obtiendrons trois équations, telles que
> V ^ ^T" + 7 ^ ^ V :== o. ^-J oucfr cv — J eu cvcic
Additionnant ces trois équations, et retranchant chacune de la somme, nous trouvons
-ii^ CV 01(010 i
Eliminons t~ ' r ' f~' Par exemple, enire la dernière équa-
tion du système (46) et les deux dernières équations du système (45); nous trouvons
ht
hi^v
t>ie<>r
Cette condition exprime (n" 475) que les surfaces (u) et (w) dc^coupent sur la surface [ir) un réseau conjugué; or ce réseau est déjà orthogonal en verlu des hypothèses ; c'est donc le réseau des lignes de courbure.
M. Darboux a complété ainsi le théorème de Dupin : lorsquon a deux familles de surfaees se coupant mutuellement à angle droite et suivant des ligues de courbure communes^ il existe nécessairement une troisième famille f/e surfaces qui forme arec les deux premières un système triple orthogonal.
La démonstration résulte immédiatement du théorème suivant, que nous nous bornerons à énoncer, et qui généralise un théorème, démontré au n" 460, sur les congruences rectilignes :
Les surfaces d'une congruence quelconque^ qui sont assujetties à contenir une courbe de cette congruence^ et à admettre en un de ses points M la tangente MT comme direction principale, forment deux sénés distinctes et sont tangentes à deux plans différents passant par la droite MT ; réciproquement, toute surface de la congruence, tangente en M à un de ces deux plans, satisfait à la condition proposée, Paur que les courbes de la congruence admettent des surfaces trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux plans précédents soient toujours rectangulaires.
498. CoROLLAUiE. — Jm transforniation par rayons vecteurs réciproques conserve les lignes de courbure. — En effet
compI(^tons un système triplement orthogonal qui comprenne la surface (S), en adjoignant à ces surfaces les surfaces parallèles; ce qui fait une première famille, el les normalies diWeloppables le long des lignes de courbure, ce qui constitue les deux autres familles. Dans Tinversion, ce système se transforme en un autre système triplement orthogonal, et les intersections mutuelles des surfaces restent lignes de courbure, en vertu du théorème de Dupin.
Formules d'Olinde Rodriyues
499, Ces formules résultent immédiatement des égalités (33). Supposons, en effet, que, dans les équations de la normale, A, B, C, au lieu de représenter des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale, désignent ces cosinus eux-mêmes, c'est-à-dire que
Aa + B» -t- C» = 1, ou
Ae^A -f BdB + CdC = o ;
on a alors (n° 492)
De plus, en multipliant les équations (33) respectivemeni par A, B, C et ajoutant, on trouve
parce que, à cause de la perpendicuterit ' de la normale et do l'élément dxy dy^ dz, on a
kdx 4- Bdy -}- Cdz = o.
Donc, en excluant les surfaces imaginaires qui satisferont
à la condition
A3 + B^ -f C» =:: o, on Irouve
d^ = dK =: o,
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et les formules (33) se réduisent à
dy 4- R^B -^o |. (47)
dz -h Rdi: = o ) ,
Ce sont les formules d'Olinde Rodrigues. Elles supposent qu'on a fix<^ un sens sur la normale et que R est positif ou n(^gatif.
On peut donner de ces formules la démonstration intuitive qui suit. Soit MM' un arc infiniment petit d'une ligne de courbure; les normales à la surface aux points M et M' se coupent (n** 487) en un point 0 qui est le centre de courbure de la section normale en M, el Ton a sensiblement MO = MO = R.
Si A, B, C désignent les cosinus directeurs de la normale MO, et A + ^/A,. B + f/B, C + r/C, ceux de MO, on aura, en projetant le contour fermé OMM'O sur les trois axes
pr. OM + pp. MM' + pr. MO ^- o ;
par exemple sur Ox
OM X A -f €/a7 + M'O (A + dk) ^ o, ou
— R X A -}- c/.r + R (A + dk) == o, ou enfin
dx -f- RrfA r=: O.
Ijgnes de €*oui*biii*o eominiiiies à deux surfaces
r>00. Les formules d'O. Rodrigues fou missent une démonstralion aisée d'un beau théorème de Joachimstahl : Deux surfaces qui ont nue ligne de courbure commune se coupent en tous les points de cette ligne suivant le même angle.
Soit un élément ds de la ligne commune, dont les projections sur les axes sont dx, dy, dz\ appelons R et R, les rayons de courbure principaux correspondants dans les deux
surfaces, el A. B, C, A|, B^, Cp leurs cosinus directeurs. On aura par les formules d'O. Rodrigues
(fx + RrfA = G, dy ^ Rr/B = o, dz -\- Rfi^C = o,
r/.r 4" R<c?A, = 0, dy + R,rfB^ = o, dz + R|C?C, == o;
multiplions les égalitt^s de la première ligne respectivement * [Kir RjAi, RiBi, RjCi, membre h membre, celles de la seconde par RA, RB, RC, et ajoutons. Si Ton remarque que la perpendicularité des rayons de courbure aux lignes de courbure entraîne les égaliti^s
A//.r -f- B|^Av -f- ^-{dz -= t>, \d.r + Hdy^ Cdz = o,
on trouve
\d\^ + BdB^ + CcfC, + A^rfA + B,^/A + C^dC = o,
ou
c?(AA, + BB, +CC,) =0.
Donc
A A, + BB,.+ CC
c'est-à-dire que les normales aux deux surfaces font enjre elles un angle constant.
501. O throrème résulte immédiatement de la théorie des développées. Nous avons en effet démontré (n° i47) que les normales d'une courbe L qui enveloppent deux développées différentes se coupent sur L, suivant un angle constant; cette propriété s'applique évidemment aux. normales considérées dans le paragraphe précédent, qui, en vertu môme de leur définition, enveloppent nue développée de L.
Réciproquement, si deux surfaces (S) et (S') se coiipenê suivant un angle constant le long d^une courheY^^ et si cette courbe est ligne de courbure pour (S), elle est aussi ligne de courbure pour ^S'). En effet, par hypothèse, les normales de (S) enveloppent une développée de L; les nonnales de (S') le long de L, faisant un angle constant avec les précédentes,
enveloppent aussi une dt^veloppée de L, et, puisqu'elles forment une développable, L est une ligne de courbun*
de (S').
50;2. Par exemple, si un plan ou une sphère coupent une surface suivant un angle constant, rintersection est une ligne de courbure de cette surface. Car toutes les courbes tracées sur un plan ou sur une sphère scmt dos lignes de courbure du plan ou de la sphère.
Surfaces-enveloppes de splic^res. Cyelides
•o03. Parmi les surfaces à lignes de courbure phmes, nous considérerons en particulier celles (S) pour lesquelles un des systèmes de lignes de courbure est formc^ de circonféi*ences. Dans ce cas, les normales h la surface le long d'une des lignes de courbure circulaires vont rencontrer Taxe de cette circonférence en un même point 0, et la sphère qui passe par la circonférence et qui a pour centre 0 touche la surface (S) le long de cette circonférence. (S) est donc une enveloppe de sphères.
Réciproquement toute enveloppe de sphères à tin paramètre a un système de lignes de courbure circulaires. En effet la caractéristique d'une de c^»s sphères est évidemment une circonférence; les normales à la surface le long de cette circonférence sont les rayons de la sphère et, par suite, font un angle constant avec le plan de la circonférence, et comme celle-ci est ligne de courbure sur la sphère, elle est aussi ligne de courbure sur la surface-enveloppe.
*>01. Dupin a appelé et/c/ides les surfaces dont les lignes de courbure sont circulaires dans les deux systèmes. D'après ce qui précède, ces surfaces sont de deux manières enveloppes de sphères; leurs normales rencontrent deux courbes, auxquelles se réduisent les deux nappes de la surface des centres de courbure.
En un point d'une de ces courbes, centre d'une sphère enveloppée, les normales qui y passent forment un cône de révolution ; ces normales rencontrent la deuxième courbe, qui est ainsi située sur un cône de révolution et, de même, sur une infinité de cônes de révolution ayant leurs sommets sur l'autre courbe. On reconnaît le système de deux coniques focales, dont chacune est le lieu des sommets des cônes de révolution qui passent par l'autre. Les génératrices de ces cônes c<mstituent la congnience des normales à une famille de cyclides parallèles.
On peut ici faire une application du théorème que nous avons démontré (n° 461) relativement aux congruences de normales. Les deux plans focaux sont en effet les plans tangents aux deux développables réduites aux cônes, dont les sommets S et S^ sont sur les coniques focales; or c'est une propriété bien connue de ces coniques que Taxe du cône de révolution de sommet S^est précisément tangent à la conique qui renferme ce sommet. Le plan tangent au cône S^ passe donc par l'axe du cône S et est perpendiculaire au second plan tangent. Les droites SS^ sont donc bien normales à une surface. •
505. Considérons trois sphères qui ont leurs centres sur la première ccmique; une sphère quelconque de la seconde série touche les trois premières aux points où sa caractéristique touche les caractéristiques de ces trois sphères. La cyclide peut d(mc être considérée comme l'enveloppe d'une sphère tangente à trois sphères données.
Soient C, C, C les centres de ces trois sphères; faisons de la figure une transformation par rayons vecteurs réciproques, en prenant le pôle d'inversion sur la circonférence qui passe part', C', iV\ Les trois sphères transformées auront leurs centres en ligne droite; la surface nouvelle sera l'enveloppe d'une sphère langente aux trois sphères précédentes,* elle admettra évidenunent la ligne des centres CC'Cy comme axe de symétrie. La caractéristique de la sphère enveloppée sera une circonférence F dont les points de contact avec les sphères fixes sont dans le plan de l'axe, et la surface-enve-
loppe sera un tore engendré par la révolution de F autour de l'axe. Dans cette transformation , les plans des lignes de courbures circulaires se transformeront en sphères : mais, comme les angles se conservent dans l'inversion, ces sphères couperont le tore suivant un angle constant le long d'une circonférence transformée, et celte circonférence sera encore une ligne de courbure du tore. Il était d'ailleurs évident que les lignes de courbure du tore étaient, d'une part, les parallèles, d'autre part les circonférences méridiennes. Les cyclifies de Dupin sont donc /es inverses du tore (Mannheim).
506. Il est à remarquer que, dans le tore, les sphères qui ont pour caractéristiques les circonférences méridiennes sont toutes égales. Le tore est donc une surface-canal : on appelle ainsi l'enveloppe d'une sphère de rayon constant dont le centre décrit une courbe quelconque. Il est évident que, dans ce cas, la caractéristique de la sphère enveloppée est un grand cercle normal au lieu des centres.
RepréseiilaUon spliérique de^Gauss
o07. Nous allons maintenant étudier l'important mode de correspondance des surfaces dû à Gauss et connu sous le nom de représentation sphérique.
Fixons sur la normale en M à la surface (S) un sens, et par le centre 0 d'une sphère de rayon égal à l'unité, menons une parallèle à cette normale dans le sens fixé. Cette parallèle perce la sphère en un point m qu'on appelle Vimage sphérique ou la représentation sphérique du point M.
Si Itî point M parcourt une ligne sur (S), son image m parcourt sur la sphère une ligne, image de la première. Les plans tangents aux points correspondants étant évidemment parallèles, les tangentes conjuguées des tangentes à une ligne et à son image sont parallèles; en d'autres termes, l'image (/) d'une ligne (L) fait avec (L) un angle complémentaire de celui que (L) fait avec sa conjuguée.
Par exemple à la tangente d'une ligne asymptoHqtie (ligne tangente à une asymptote d'une indicatrice) correspond une droite perpendiculaire. Nous utiliserons plus loin cette propriété.
A une tangente principale correspond sur la sphère un(» tangente parallèle. Les formules d'O. Rodrigues ne font qu'exprimer cette propriété : en elîet les coordonnées du point m sont évidemment les cosinus directeurs de la normale en M. Exprimons que les déplacements de M et de m sont parallèles; nous obtenons les conditions
dx dy dz
dK^d^" ÎC'
qui ne sont autres que les équations (47), dont on a éliminé R.
^08. La représentation sphérique (Tune ligne de courbure plane L est une circonférence ; car les normales à la surface le long de L font un angle constant avec le plan de L (n" 502), et les parallèles à ces normales menées, par le centre de la sphère sont les génératrices d'un cône de révolution qui coupe la sphère suivant une circonférence.
Réciproquement, si la représentation sphérique d'une ligne, de courbure L est une circonférence, la ligne de courbure est plane ; en effet les tangentes de L, étant parallèles à celleîj de la représentation sphérique, sont parallèles à un plan, et L est une courbe plane.
Lignes asymptotiques
509. On appelle lignes asymptotiques d'une surface celles qui ont en chaque point pour tangente une des asymptotes de l'indicatrice. Le paragraphe précédent permet d'obtenir immédiatement leur équation différentielle; en effet, exprimons qu'elles sont, en chaque point, perpendiculaires à leur image. Nous obtenons l'équation cherchée
dxdk + dyd^ + dzdC = o, (48)
clans laquelle il n'y a plus qu'à remplacer dx par.
eu ' Or di/ par
^du + ^ dv, etc.
Dans le cas particulier où les variables indépendantes sont ?/ = :r et r = y, l'équation précédente devient
dpdx -f- dqdy = o, (49) ■
ou
rdx^ + 2sdxffi/ -\~ Idy^ = o. (oO)
510. Une remarque importante s'impose ici : l'équation (48) subsiste même si A, B, C désignent non plus les cosinus directeurs de la normale, mais simplement des quantités proportionnelles. En effet il faut, dans cette hypothèse, écrire au lieu de dk
^/ Qy ■ . 4- Aa. . ,
^/A-+B^ + C2 VA> + B^ + C^ vA^ + B=»+C>
mais les termes, qui se trouvent ainsi ajoutés dans l'équation (48), disparaissent, parce que l'on a évidemment
\dx -f- B^y -f- Cdz --=: o.
511. Théorème. — Le plan oscillateur d'une ligne asynip" totique en iin point est tangent à la surface en ce point. Le plan tangent à la surface a pour équation
Nous devons exprimer qu'il contient, outre le point. r, y, z;
les points x -\- dx, y + rfy, z + dz^ et x -\- dx -^-^ d^x^
y -h dy -\--d^y, z -\- dz -\-'-d^z, ce qui donne les condi-
tions
Adx + Bdy + Cdz = o (51)
et
\dKv + nd^f/ -j- Cd^z = o.
L^équation (51) est identiquement vérifiée; elle exprime que la normale est perpendiculaire à la tangente. En la dîfférentiant et en retranchant (48) du résultat, on trouve Téquation (52). Le théorème est donc vérifié;
On voit, de plus, que Téquation (52) est équivalente à Téquation (48); elle peut donc, au môme titre que cette dernière, être prise pour équation des lignes asymptotiques. Elle peut encore s'écrire
du
ou en remplaçant les différentielles secondes par leurs valeurs
^u^v bu^v
bubv
bx
du
du
du^ + 2
bu
bu
bz bu
dudv
bx
dr
bx bv
bv
bz bv
Dt?> ;)»î»
bv^
^x h^ 'bu ^u
bz bu
dv^ = 0.
dr
bz • bv
512. Il est intéressant de remarquer que cette équation prend la Torme simple
Mdu\ + Pdv^ = o,
lorsque le réseau (//, v) est conjugué (U). Ce résultat s*explique aisément dans le cas particulier où Ton a pris pour axes des x
et des rj les tangentes à deux courbes du réseau conjugué. L'équation s'écrit alors
ci elle exprime que les tangentes asympiotiques coïncidenl avec les diagonales du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués de Tindicatrice.
513. Dans le cas des lignes asymptotiques, le théorème de Meusnier se trouve en défaut. En effet, Téquation (15), qui donne le rayon de courbure d'une courbe dont le plan osculateur fait avec la normale l'angle y, est
p = Po cosv.
Mais ici v = ^? cos y = o et pq = oo, puisque la section
normale a pour trace, sur le plan tangent, une asymptote de l'indicatrice. Le lecteur pourra voir dans le tome II des Leçons sur la Géométrie des sur/aces, de M. Darboix, page 397, comment il faut procéder dans ce cas.
514. Pour la section de (S) par son plan langent, comme pour la ligne asymptotique, la formule de Meusnier devient illusoire; mais il existe entre les rayons de courbure de ces deux courbes une curieuse relation due à M. Beltrami. et que nous nous bornerons à faire connaître sans démonstration : Ifi raf/on de courbure de la section plane est égal à trois fois la moitié du rayon de courbure de la ligne asymptotique.
Nous donnerons enfin un dernier résultat relatif aux lignes asympiotiques; si l'on appelle tq la torsion de la ligne, R et R' les deux rayons de courbures principaux de (S), on a
t, = V-rr'.;m. (54}
' Darboux. Leçons, etc., loco citalo.
51 5. Comme application, nous chercherons les lignes asymptotiques des surfaces réglées. Soient
les équations de la génératrice dans lesquelles a, 6, a^, ..., sont des fonctions de la variable t\
dx = adu -f- {a'u -f- ô ') c?r, rfy := a^du -f- (rtjw + ^0 ^^»
C?^ =: ÛjO^W -|- (rtjU + ôj) dv.
Les différentielles secondes rf^x, ûPy, rf's, ne renfermeront pas de termes en du'^; donc, dans l'équation (52), dv sera en facteur, et un système de lignes asymptotiques aura pour équation v = C**. Ce sont donc les génératrices recti lignes de la surface.
Pour le second système, on aura à intégrer une équation de la forme
IJ - a''* + pu + r, (56)
a, g, Y étant des fonctions connues de r; cette équation ne peut pas s'intégrer en général. Nous aurons à en reparler dans le second volume (équation de Riccati); mais, pour ne pas avoir à revenir sur les lignes asymptotiques, nous donnerons immédiatement, sans démonstration, la forme générale de la solution de cette équation
IC -\- m ,„_
"=;ïcTâ5 (•-'^)
dans cette formule, /, w, /*, A, sont dx?s fonctions de r à déterminer et ne dépendant que de a, g, y; c est une constante .susceptible de recevoir des valeurs arbitraires. Si Ton remplace u par sa valeur dans les équations (55), on a, en fonction de r, les équations des asymptotiques du second sys-
52i CHAPITRE XIX
lèiiip. Donnons à C quatre valeurs. C,. CL. C3, C4. il en n^sulfera quatre lignes asyuiptotiques: pour une valeur déteriuini'*e de r. les romiules 55' donneninl le point de rene«»nlre de la génératrice correspondante avec ces as^-niptotiques. On aura par exemple
et deux autres formules analogues pour y^ et z^: de même X.., y.,- ^'2^ -^3' --• Or, on voit facilement que
*^j """" •J' 3 J^j JC^ ^J ^3 '% ""^ 1 •
et, comme r a disparu dans le second membre, il en résulte que les quatres asymptotiques considérées coupc^nt une génératrice rectiligne en quatre points, dont le rapport anharmonique reste constant, lorsque la génératrice décrit la surface réglée.
Courbure géodésîque : lign<^s géodésiques
0IB. 11 nous reste à définir une dernière catégorie de courbes tracées sur les surfaces : ce sont les lignes géodesiques. Quelques considérations préliminaires sont utiles. Nous avons vu que, pour toutes les courbes F de la surface qui louchent, au même point M, une même droite MT, Taxe de courbure coupe la normale en un même point 0; nous apf)elIerons ce point le centre de courbure normale de la courbe F, et nous appellerons centre de courbure géodêsique ou centre de courbure tangentieUr le point 0|, où Faxe de courbure de cette c(Mirbe rencontre le plan langent en M. Ce point 0, coïncide avec le centre de courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent, en vertu du théorème de Meusuier; car cette projection est la section normale du cylindre projetant.
Le rayon de courbure g/'oilésique a pour valeur absolue MOj, et son inverse est la courbure géodêsiffue.
517. Nous ne préciserons pas davantage le signe de ce rayon de courbure, parce que nous nous bornerons au cas où ce rayon est infini, el nous appellerons lignes géodésiques celles dont le rayon de courbure géodésique est infini, ou, ce qui revient au môme, à cause de la définition du centre de courbure géodésique, celles dont le plan osculaleur est normal à la surface. Ces courbes doivent leur importance en géométrie à ce que, sauf des restrictions analogues à celles qu'on rencontre dans tous les problèmes de minimum, elles sont les plus courts chemins entre deux quelconques de leurs points. C'est ainsi que, sur la sphère, les grands cercles, dont le plan est effectivement normal à la sphère, sont les plus courts chemins entre les deux quelconques de leurs points, pourvu que le chemin soit compté sur le plus petit des deux arcs de grand cercle limités par ces points.
Soit AB la ligne la plus courte parmi colles que Ton peut tracer sur une surface entre les points A et B, et M^cM' un arc infiniment petit pris à volonté sur AB. Désignons, en outre, par MT la tangente en M à la ligne AB, par MZ la normale k la surface au point M, et enfin par M^M' l'arc appartenant à la section faite dans la surface par le plan ZMM'. Par hypothèse, on a Tînégalité
Ma\r - Mp\r < o,
qu'on peut écrire, en appelant c la corde MM',
MaM^ — r MpM^ — r
La limite du premier membre, lorsque, M restant fixe,
M' tend vers M, sera donc négative ou nulle, de sorte qu'on
aura & la limite
:24p2 24pî ' ^'
p et f< étant les rayons de courbure, en M, de la ligne AB et de la section par le plan normal ZMT. D'ailleurs, si 0 est
Tïingle du plan osculateur k la ligne AB. au point M, et du plan ZMT, on a, d'après le théorème de Meusnier, p = p^ cos6. L*inégalité ppéciîdente devient alors
— ^-7 — i |: o, cos' h '
et comme le premifi* membre ne saurait être négatif, on aura 0 = o. Ainsi la ligne minima AB a, en chacun de ses points, son plan osculateur normal à la surface; c'est donc une ligne géodésique.
On rencontre aussi ces courbes en mécanique; ce sont les trajectoires d'un point assujetti à se mouvoir sur une surface sans être soumis à aucune force extérieure. En effet, dans ce cas, le plan osculateur de la siu'face, qui contient toujoui*s la résultante des forces, contient la seule force appliquée au point, savoir la réaction normale de la surface.
518. Cherchons, par exemple, les lignes géodésiques du cylindre de révolution. Soient
. X =nl{ COS ^,
y z=r R sin /,
les coordonnées d'un point M de la courbe rapportées à trois axes rectangulaires, dont oz coïncidant avec Taxe du cylindre. Le plan osculateur en un point
X — Rcos/
- R sin /
— R sin /
R cos /
— R cos l
- R sin (
Rcp" it)
doit avoir sa trace sur xoi/ parallèle au rayon qui va de l'origine à la projection de M ; on a ainsi la condition
*"(0 = o; d'où
OU plus simplement, en prenant un nouveau plan convenable dos xy parallèle à l'ancien,
Les équations de la géodesique sont donc
i .c = R CCS/, y = R sin ^ ' :z - Rht.
On reconnaît les équations d'une hélice tracée sur le cylindre, et Ton sait en effet que les hélices, provenant de . l'enroulement de droites sur le cylindre, sont bien les plus courts chemins tracés sur le cylindre entre deux quelconques de leurs points. Il est facile ici de préciser les restriclions dont nous avons parlé dans la définition (n" 517) ; il faut que Tare d'hélice soit inférieur à une spire ; s'il était égal à une spire, le plus court chemin d'une de ses extrémités à l'autre serait évidemment la génératrice du cylindre qui joint ces deux points; s'il était supérieur à une spire, il y aurait une autre hélice passant par ses extrémités et qui serait le chemin minimum.
519. On vérifierait, de même, que les hélices tracées sur des cylindres quelconques sont les géodésiques de ces cylindres.
520. L'exemple des cylindres nous permet encore de faire connaître une particularité qui achèvera de donner à ces courbes intéressantes leur véritable physionomie. Entre <leux points du cylindre, quelque voisins qu'ils soient, il y a toujours une infinité de géodésiques, dont une seule, bien entendu, en général, est plus court chemin entre les deux points. En effet, si ; et r; sont l'ordonnée et l'abscisse curviligne du premier point M, celles du second. M', seront, à volonté, ;' et r/, ou ;' + 2kT.R et r;', /' étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. Si on déroule le
cylindre sur un plan, au point M correspondra uu point m, et les diverses valeurs de /: feront correspondre a M' une infinité de points m\ m\, /n'.,, ... l.es droites mm\ mm\, mifi^s ..., donneront toutes les hélices passant par M el par M', lorsqu'on enronlera, de nouveau, le plan sur le cylindre.
r>âl. L'équation des c/êodêsiques s'écrit immédiatement en exprimant que la normale principale à la courbe, dont nous avons donné les cosinus directeurs (n® 418), coïncide avec la normale à la surface, dont les équations ont été écrites au n" 474. On trouve ainsi
df?- ds^ ds* .^
ce qu'on peut écrire, en appelant p la valeur commune de ces rapports,
Multiplions les deux membres de ces équations respectivement par ~î -^î -,^» et ajoutons membre à membre; il vient
du' d^x . dy dh/ . dz d^z . , , .i^j ■ /-j n
Le second membre est nul en vertu de Téquation de la surface, comme nous Tavons souvent observé (51), et le premier
parce qu'il esl la demi-dérivée rf^C'T:) +(7/^) +(7r) '
qui a pour valeur l'unité. Les équations (G) se réduisent donc à une seule, si Ton tient compte de Téquation de la surface, ce qui était à prévoir.
Il faut remarquer que les numérateurs des équations (G) sont écrits en supposant que Tare de la ligne géoJésique est pris pour variable indépendante. On s'affranchira de cette restriction en écrivant de préférence
j dx j dy j dz a . "T et . — p a . -7-
d,s as as ..,
et maintenant la variable indépendante peut être prise arbitrairement.
Nous retrouverons bientôt Téquation des géodésiques sous une forme très symétrique et très condensée, comme application d'une méthode extrêmement féconde, qu'il nous reste à faire connaître.
La méthode que nous allons indiquer est due à Gauss, qui Ta fait connaître dans son célèbre Mémoire : Disquisitiones générales circa mperficies curvas ; elle a été illustrée par les travaux de nombreux géomètres, parmi lesquels il nous suffira de citer Bonnet, Bour, Godazzi^ Laguerre, Ribaucour et M. Darboux. Avec les indications qui suivent, le lecteur reconstituera aisément tous les calculs.
Soient OZ, la normale à la surface, OX et OY les tangentes aux courbes v = G^* et u = 0\ Nous appellerons a:, y, z, les coordonnées d'un point M, par rapport à ce trièdre T, mobile. Si Ton donne aux variables indépendantes w et t; des accroissements infiniment petits, le trièdre T devient un trièdre analogue T', d'origine 0'; M devient M', et nous appellerons les coordonnées de ce nouveau point, par rapport au trièdre T', x + dx, y + rfy, z + rfs, et par rapport au trièdre T, a: + r/X, y + r/Y, z + rfZ. Les axes sont supposés rectangulaires, et, par suite (n° 477, form. Il et 12), Télément d'arc a pour expression
c&« = k'^du^ + C«dw^
OU
Cela posé, le théorème des projections permet d'écrire projection OM' = projection 00' -(- projection O'M',
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et, si Ton remarque que la projection de O'M' peut être remplacée par la somme des projections de ses projections sur O'X', O'Y' et OT, on établira, sans peine, les formules, qui ne sont vraies qu'au second ordre près,
dX d\
Mu + ^a: + p^
Cdv -\- dy -\- '(X
dz -|- ay
ry )
au [;
a, p, Y» désignent les cosinus infiniment petits définis par le tableau suivant
OX
ox
OY
OZ
Ces cosinus infiniment petits sont de la forme
a = pdu -\-p^dv \
p = qdu -f Çidv V (59)
y = rdu -\- r^dv ;
En portant ces valeurs dans les formules \5S), et remarquant que
dûc = r^ du -|- r— dv, du = ....
on aura finalement des équations telles que
dX = Mdu +Ndfi?, rfY = Wdu + Kdv, dZ = M" du + Wdv,
Si le point M est fixe, les six coefficients de du et de dv doivent être nuls, ce qui donne des équations de la forme
^^^=pz-rx, ^^ = -C+p,z-r,x }. [GO)
^ = qx-py, ^ = qrv-p,y
En exprimant que les deux valeurs de . , tirées de ces
équations sont égales entre elles, ainsi que celles de 7-4-
®t de . , > et en observant que les conditions obtenues diiav ^
doivent avoir lieu, quel que soit le point fixe M, on obtient
enfin les équations de Codazzi, qui sont fondamentales dans
celle théorie
Dr, Dï' Dm Dt?
îPi + vf - ^ = o
M. Darboiix, auquel on doit les notations symétriques dont nous venons de nous servir, a observé que les quantités/y, y, r, sont les composantes de la rotation que subit le Irièdre T, lorsqu'on fait varier u seulement, que />j, yj, r^, sont les rotations correspondant à la variation de r, et il a tiré de ce point de vue cinématique les plus heureuses conséquences, qui sont développées dans son traité déjà si souvent cité. Nous nous bornerons à deux exemples, pour faire comprendre la fécondité de la méthode.
oâ3. S'il existe sur oz un point a" = o, y = o et :; = p, qui se déplace tangentiellement à oz^ on aura pour ce point
ou
c^X = G, cTi '•= o,
Adu + p {qdu -{- q^dv) = o, Cdv — p [pdu + P\dv) =z o.
L'élimination de p conduira à Téquation différentielle des lignes de courbure
Apdu^ + Cq^dv^ + {Cq + AjJ,) dudv = o,
f/ji et celle de y- à Téquation aux rayons de courbure princi-
(tv
paux
p'(lf-|)-p('^^'-^î) + ^^ = °-
Prenons maintenant un point M, dans le plan XOY(z = o); exprimons qup son déplacement a lieu dans ce plan [dz = o). Le lieu des points qui jouissent de cette propriété, c'est-à-dire la caractéristique du plan tangent XOY, sera la tangente conjuguée de 00'; en exprimant que sa direction coïncide avec 00, on aura Téquation des lignes asymptotiques. On trouve ainsi pour la caractéristique
{pdti -{-7>|rtr) y — {qdti -|- q^dv) a? = o,
et pour Téquation des asymptotiques
(/du -\- q^dv Cdv
pdu -f- p^rfr i\dii
525. Revenons aux lignes géodésiques. Pour cela, appelons iù Fangle que la tangente à la courbe 00' fait axec OX, et utilisons les formules de Frenet, ainsi que la représentation sphériquc (n* 417). Le point représentatif de la tangente aura pour coordonnées, si Ton prend des axes parallèles à OX, OY, OZ, menés par le centre de la sphère
COSo), siiKo, 0,
et son déplacement, auquel on peut appliquer les formules (58), dans lesquelles on n'a qu'à supprimer les termes kdu et Cdv, qui proviennent du déplacement de l'origine, sera parallèle à la normale principale de la courbe; si la courbe est géodésique, on aura pour ce point
rfX = 0 et rfY = o, c'est-à-dire
— sin (o c?(i) — [rdu -{- r^dv) sin w = o, coso) di3i -|- {fdu -(- r^dv) cosco = o,
en tenant compte des équations (59) ; ces deux équations se réduisent à l'équation unique
diû -[- rdu -^ r^dv z=z o, (63)
qui est l'équation différentielle des lignes géodésiques. Il
, 7v 1 Arfw Cdv
n y a plus qu à y remplacer cos w par —7 — » sm u) par ~~j~^
1 rfA et d'après les formules de Codazzi (61), r par — F "T"* '"t P^*"
-r-f-^ pour avoir une équation ofi n'entrent plus que les
coefficients de ds'^.
On obtient ainsi Féquation, que nous écrirons avec les notations de Gauss (form. 10, n"* 477),
2(EG — F2) (dud-^v — dvd^u) := ^E ^ -|- F ^ — 2E ^^ rfu»
+ f 3F ^ + G^^ -2F ^ -2E ^^ du^dv • V ov ou eu ou/
\ ùv ou vu Ou/
^G . r^ DG ^^ c^F ,,,, ^E^
du dv^
\ Dtt <)v c)o t)v/
On peut signaler, par exemple, les lignes de longueur nulle {ds^ = o)s comme vérifiant Téquation (63); mais ces lignes imaginaires n'ont pas d'intérêt ici.
Comme deuxième application, supposons que u soit l'arc de géodésique qui fait en M, avecune droite donnée, l'angle t' ; les deux coordonnées d'un point quelconque de la surface seront l'arc tt et l'angle r, analogues à des coordonnées polaires, et l'on aura
ds^ = du^ + 2Fdudv + GdvK
Mais, puisque v = G*® est une géodésique, et que E = 1, l'équation (63') se réduit à
ou
F ne dépend que de v, et comme ce coefficient est évidemment nul pour u = Oj on a
Oa obtient donc la forme très remarquable qui suit
ds^ = dv? + Grfu^
Surfaces applicables
5â6. Nous avons vu (n* 477) que l'élément d arc d'une surface, sur laquelle est tracé un réseau (w, v), est donné par la formule
r'> ds^ = ErfM» + "lYdndv + G/fv«. (64)
Si les coordonnées des points M et m de deux surfaces peuvent s'exprimer en fonction des mêmes paramètres w et v, de manière que les ds*- des deux surfaces soient donnés par la formule unique (6i), les deux surfaces seront dites applicables Tune sur Tautre. Pour justifler cette définition, prenons sur la première surface trois points infiniment voisins M, M', M", et sur la deuxième surface les trois points m, m', m\ qui correspondent respectivement aux mêmes valeurs de II et de v\ les deux triangles MM'M^ et mm'm" pourront être amenés à coïncidence, puisque, en vertu de l'égalité des ds^^ ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun.
527. Donnons immédiatement un exemple. La surface de vis à filet carré, dont l'axe est 02, a pour équations
a? = w cost?, y =z u sint?,
z = av.
a étant une constante. Son ds^ sera donc
ds^ = dx^ + dy^ 4- dz^ = du^ + {a^ + u«) dv^.
Considérons maintenant Valysséide ou caténoïdey c'est-àidire laTurface engendrée par la révolution d'une chaînette
autour de sa base. Nous prendrons cette base pour axe des 2, et Taxe de la chaînette pour axe des x ; si r désigne la distance d'un point de la méridienne à oz, IVquation de la méridienne sera dans son plan
Ml
Pour avoir les coordonnées d'un point de la surface, en fonction de deux paramètres r et v, il suffit d'adjoindre à l'équation précédente les équations
.r — r cosr,
y — r sin r,
On en tire
ds^
et il suffit de poser
dr^,
pour que l'élément linéaire prenne la forme
c'est-à-dire la môme forme que dans la surface de vis à filet carré. Donc la surface de vis à filet carré est applicable sur la cdténoide. Les courbes r = C** sont sur la première les génératrices rectilignes, sur la seconde les méridiens qui sont des chaînetles; de même, les hélices de la première correspondent aux parallèles de la seconde.
Le théorème précédent est un cas particulier d'un théorème plus général, dû à Bour {Journal de P Ecole Polytechnique^ XXXIX* Cahier, p. 82) : Les hèlicoides sont applicables sur des surfaces de révolution.
>• Signalons, en passant, une importante propriété de la caténoïde. On a vu (n* 491) que les rayons de courbure principaux d'une surface de révolution sont celui de la
méridienne et la longueur de la normale limitée à Taxe. Or il est facile de voir que, dans la chaînette, la normale, ainsi définie, est égale et de sens contraire au rayon de courbure, et nous démontrerons, dans le second volume, celte propriété caractéristique. Donc, dans la caténoïde, les deux rayons de courbure principaux sont, en chaque point, égaux et de signes contraires. On appelle surfaces minima^ celles pour lesquelles les rayons de courbure principaux sont, en chaque point, égaux et de signes contraires. La caténoïde est donc la seule surface niinima de révolution.
►. Plusieurs remarques se présentent à propos de l'exemple qui vient d'être traité. On voit d'abord que le ds'^ de la caténoïde ne s'est pas présenté immédiatement sous la môme forme que celui de Thélicoïde, et qu'il a fallu effectuer un changement de variables ; ici le changement a été très simple. Mais il peut y avoir des cas où le changement à effectuer est plus compliqué et, malgré les nombreux travaux des géomètres sur l'application des surfaces, le problème général, qui est désigné sous le nom de déformation des surfaces, est loin d'être résolu. Nous donnerons plus loin (n** 531) une condition nécessaire pour qu'une surface puisse êlre appliquée sur une autre, et nous traiterons en particulier le cas des surfaces applicables sur un plan, qui sont les surfaces développables. Nous devons faire observer que le problème de la déformation est soumis à toutes sortes de restrictions : le lecteur, que ces questions intéressent, consultera avec fruit les Levons sur la Théorie des surfaces^ de M. Darboux (livre I, chap. vm et passim),
530. Quoi qu'il en soit, et quelques variées, en apparence, que soient les surfaces qui ont un même rfs^, il est bon de se rendre compte que ces surfaces sont au fond bien déterminées par le ds-. En effet, si l'on donne
ds^ =z Edii^ + '^Fdudv -f- Gdv^,
les trois éq uations
m + iïï + iïï = '■
iïï + ® ' + ar = '^^
définiront, à des fonctions arbitraires près, introduites par l'intégration, les trois inconnues x^ y, z, en fonction de u et de V.
531. Démontrons maintenant le théorème fondamental de Gauss : Toutes les surfaces applicables sur une même surface ont même courbure totale. On appelle courbure totale d'une surface, en un point, le produit des inverses des deux rayons de courbure prijiicipaux.
En effet l'équation (62) donne pour la courbure totale (Notations de M. Darboux) :
RR' "■ AC
Or les formules de Codazzi (61) montrent que r et r, dépendent seulement des coefficients de l'élément linéaire. Donc toutes les surfaces, qui ont même ds-, ont bien même courbure totale.
Avec les notations de Gauss, si l'on pose
' 2 GVEG — F2 ' 2eVEG— F»
la courbure totale est donnée par l'équation
-^ V^EG ^ F» + i^4.^ + -^ = o, (66)
l'angle a étant défini par l'équation (12).
Pour F = o, on retrouve, aux notations près, l'équation (65).
On peut encore signaler la forme remarquablement simple que prend l'équation (65), si Ton adopte pour coordonnées une famille de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales (n** 525 in fine) : on a, en effet, dans ce cas, en écrivant C^ au lieu de C dans le ds^
RR
W '^VyJ "*"W
^y 7iz
^xdy 'dx^z
7>y^ ^y Tiz
py Dy
'dz 'èz'^x ^z'by 'bz'^
Le déterminant qui figure dans le second membre est un hessien (n** 364); il s'annule si la courbure totale est nulle, c'est-à-dire aux points paraboliques. Ces points sont donc, sur les surfaces, et, à ce point de vue, les analogues des points d'inflexion dans les courbes planes.
Nous verrons d ailleurs, dans le deuxième volume, que lanalogie est plus complète et qu'à certains égards on peut considérer la courbure totale comme Tanalogue de la courbure d'une courbe plane.
o32« Cherchons le ds- de quelques surfaces simples. Surfaces de révolution. — Nous prendrons Taxe de la surface comme axe des z^ et nous poserons
r* ^ 0?* -f" y'- L'équation de la surface sera
et si Ton pose
X := r cos r, y = r ain
l'élément d'arc aura pour expression
ou, en introduisant une variable ?/ telle que
« =fdr Mi + n.
ds^ = du^ + (D (m) dv^ ; ; 70")
ti est lare de méridien compté à partir d'un certain parallèle; car, pour r = C*% on h, ds = du; o {ti) est le carn» du rayon r du parallèle qui passe au point de coordonnées i/, r. On peut encore donner au ds- précédent une forme difTérente en posant
r du
on trouve ainsi, parce que g{u) devient une fonction F(W|) de z/j,
rfj» = F {u^) [du^ + dv^).
C'est un cas particulier d'une classe de surfaces, dites isoihennes ou isomélriques, pour lesquelles on a
5;i3. On reconnaît dans la formule (70) une forme de rf^* signalée au n° 525, et cela devait être, puisque les méridiens sont évidemment des lignes géodésiques et que nous avons choisi les mômes coordonnées sur la surface qu'au n" 525.
L'équation (63') des lignes géodésiques peut d'ailleurs être complètement intégrée dans le cas des surfaces de révolution. Prenons, en etfet, la forme (70), c'est-à-dire faisons dans Téquation (OB')
prenons de plus u comme variable indépendante, et écrivons
dv dv suivant la coutume v et r* au lieu de -r» T-h' H vient
dît du-
ro" + 2/1;' + rV'i?'3 — o. (71)
Cette équation, ainsi qu'on le démontrera dans le second volume, a pour intégrale (en désignant par a et 6 deux constantes arbitraires)
/ adu V = I ,
J r yV- — a
Cela posé, considérons sur la géodésique, qui correspond à des valeurs données a et 6, des constantes arbitraires, un arc infiniment petit MN faisant avec le méridien du point M l'angle o). On a évidemment
rdv tango. = -^,
et Ton en déduit immédiatement, en tenant compte de l'expression de v (72),
rsinu) = a.
Cette forme de Téquation des géodésiques des surfaces de révolution est due à Clairaut; elle est des plus utiles pour leur discussion. On en conclut, par exemple, qu'une géodésique correspondant à la valeur a peut arriver à toucher le parallèle de rayon a, mais ne peut pas rencontrer un parallèle de rayon moindre.
534. Surfaces réglées. — Elles sont définies par les ■ équations
a, et bi étant des fonctions d'un paramètre v. On en déduit un ds^ de la forme
ds^ = {a} +al+ al) du^ + Ddudv + (Aw^ + %Bu + C) dv^.
Nous poserons
et D = o, ce qui revient h dire que u sera la longueur de génératrice comptée à partir d'une trajectoire orthogonale, tout le réseau (w, v) étant d'ailleurs orthogonal. On obtiendra ainsi, comme forme réduite du r//, des surfaces réglées
ds^ = du^ + (Aw^ + 2Bt* + C) dv^.
Surfaces développables
535. Dans le cas des surfaces développables, nous avons vu qu'on a de plus
a[ Oj aj^
donc le coefficient de dv*^ est un carré parfait, et l'on aura, dans le cas des surfaces développables, en remplaçant v par une fonction de v, choisie do manière à réduire à l'unité le coefficient de w^,
ds^ = du^ -f- [u — a)* dv^^
au lieu de
cfea = du^ + [{u — (x)2 + pa] dv^,
qui correspond aux surfaces réglées non développables; a et g sont des fonctions de v.
Nous allons montrer que les surfaces développables sont applicables sur un plan. Elles satisfont bien à la condition qui résulte du théorème de Gauss(n** 531) d'avoir leur courbure totale nulle; mais cette condition n'est pas suffisante.
Ecrivons
ds^ = [du + i {u — a) dv] [du — i [u — a) dv]^
= e'*' [du -{- i(u— a) dv] X e"'»' [du — i (m — a) dv].
Les deux facteurs sont maintenant des différentielles exactes, et Ton pourra poser, en appelant d{x H- iy) et d{x — l'y) ces différentielles,
a? -f- îy = tee'*' — il ae'*'rft;,
I X — iy = î<6 "'** -f- M ae~'*'rfi? ;
nous avons ainsi réussi à exprimer, en fonctions de u et de u, les deux coordonnées d'un point du plan, et ces coordonnées vérifient bien la condition
ds^ = dx^ + <^y^»
ce qui démontre le théorème. Au reste les formules précédentes peuvent s'écrire
X =r U cos t? 4" / a sin vdv,
y z=z u smv — lacosvdv;
et Ton voit que les courbes v = C* seront des droites dans le plan, comme sur la surface développable.
5:i6. La r(5ciproque de ce théorème a été établie par 0. Bonnet {Annali di Matematica, 2" série, t. Vil, p. 61) : Toiile surface applicable sur un plan est Penveloppe d'un plan mobile.
Soit, en effet, une surface applicable sur un plan, c'est-àdiro telle que
en désignant par j;, y, z les coordonnées d'un point de la surface, et par w, v celles d'un point du plan prises pour variables indépendantes. On a alors
('^)*+(rrr+©"=E©'='. -
c>/t ^1? hc ()r "^ hi ^v ^ t>u Dy '
m + ar + (1)' = s (s)" = '•
En différentiant ces trois équations successivement, par rapport h u et k v, on trouve, après quelques simplifications faciles,
2j 5IJ^ 5^. "■ ^' 2j 57^ hi ~" ^^ 2j c>i?2 :)/< — ^'
11 en résulte
cV2.y
c^/fâ
hc^
t)îr^t? t^u<)v C^«Dv
le jacobien des deux fonctions 7-» ^? est donc nul, ainsi que celui des fonctions -^ et r~' t*t ces trois fonctions sont fonc-
tions d'une d'entre elles; de même ^» ^' r^» dépendent de
Tune d'elles, et comme ces six fonctions sont reliées par la relation
elles ne dépendent que d'une d'entre elles. Enfin les identités
permettent d'exprimer jj et q en fonction de la môme quantité, c'est-à-dire de les considérer comme dépendant l'une de l'autre. La surface est donc développai) le (n** 441).
Caries géographiques
5ÎI7. Le problème, qui consiste à représenter une surface sur une autre, et en particulier sur le plan, a été l'objet d'importants travaux de la part de Lambert, Euler, Lagrange, Gauss. Une carte géographique est une représentation sur un plan. Voici quels seraient les termes du problème.
Supposons les coordonnées x, y, 2, d'un point M, d'une surface (S), exprimées en fonction de deux paramètres u et t\ de telle sorte qu'on ait
ds^ --: E du + ^Vdudc + Gdv^,
et soit M' un point infiniment voisin de M sur la surface;
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soit (le même 7n[\, Y) un point du plan, m' un point infiniment voisin. Il s'agirait d'exprimerX, Y en fonction de u et de t% c'est-à-dire de faire correspondre les points de manière qu'on eût constamment
MM' -.rz mm' ou
cls^ = dX^' + dT\
Celte condition ne pouvant être réalisée que si la surface (S) est développable (n° 536), Lambert Ta remplacée par la suivante
MM' =z X . 7nm' ou
A étant en fonction de u et de v, qui assure la similitude des triangles infiniment petits, ou, ce qui revient au même, la conservation des angles.
Nous ne parlerons pas des autres modes, par exemple du système de Babinet, qui réalise la conservation des aires infiniment petites, et nous nous bornerons h deux systèmes de caries; nous supposerons, de plus, que la surface à représenter est sphérique.
r>38. Cartes de Mercator. — Si Ton prend, pour représenter un point de la sphère, des coordonnées polaires {^b longitude, 0 colatilude)
X = R sinO cos|, y =z R sine sin}, z = R cosô,
le ds'^ sera
ds^ = R2 (sin«e<^^a + db^).
On peut l'écrire
Il suffira donc de poser
Y = L tang^, pour le ramener à la forme
On obtient ainsi le système de Mercator, dans lequel les droites équidistantes parallèles à 0// représentent des méridiens faisant entre eux des angles égaux, tandis que les parallèles de la sphère, qui correspondent à des variations égales en latitude, sont représentées par des droites parallèles à Ox, dont la distance à Ox croit à Tinfini, lorsque la latitude tend vers 90°.
539. Projections stéréographiques. — Soit (E) le plan de Téquateur, Z le pôle nord, V le pôle sud que nous prendrons pour point de vue, M un point de la sphère, m sa projection stéréographique, c'est-à-dire la trace sur (E) du rayon visuel VM. Nous rapporterons la sphère au même système de coordonnées polaires que dans le numéro précédent : soit donc
ZOM = 0,
mOX = <]/,
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nous prendrons comme axes de coordonnées dans le plan de Téquateur deux axes rectangulaires. Cela posé, on voit
que OVm =5 et que, dans le triangle rectangle VO?n,
Ont = R tang -•
Donc les coordonnées de m dans le plan XOY seront
X — R tang- cos^ Y = R tang- sin^,
On tire de là pour le ds'^ dans le plan
ds^= ^^ (sin^ Orf^« + rfô*-»), cos^-
et il suflit de le comparer k celui de la sphère donné au commencement du paragraphe précédent pour voir que ces deux ds- sont bien proportionnels. Les angles sont donc conservés par la projection stércographique, ce qui est connu. Le rap|)()rt de deux éléments correspondants
2 COS^^r
est égal à 5 si la colatitude est nulle, c'est-à-dire pour les parties de la carte voisine du pôle. Il est égal à ?/n, pour e =^» dans le voisinage de Téquateur.
540. Nous observerons en terminant que la carte d'une surface sur un plan avec conservation des angles est toujours possible, tandis que Tapplication qui conserve les angles et les proportions dans toute la carte n'est possible, comme on Ta vu (n"* 535), que pour les surfaces développables. Ce théorème sera démontré dans le second volume.
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