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PRÉFACE
Cet ouvrage comprendra deux volumes, le premier relatif au Calcul différentiel^ Tautre concernant le Calcul vntègraL Toutefois, suivant l'exemple de Cournot, nous n'avons pas hésité à donner, dès le début, la notion de l'intégrale et à Tutiliser lorsque cet emploi nous a paru rendre les démonstrations plus claires et plus concises. Nous avons au contraire rejeté dans la seconde partie l'étude de certains développements en séries ou en produits infinis pour les rapprocher des théories où l'on en fait usage.
Le fait d'appartenir à V Encyclopédie Industrielle indique dans quel esprit ce Traité a été conçu. Nous n'avons jamais oublié que nous nous adressions surtout aux Ingénieurs, pour lesquels l'analyse infinitésimale est un instrument indispensable, et en général aux personnes qui étudient les mathématiques en vue de leurs applications; c'est pour ces lecteurs que nous avons cru devoir reprendre brièvement certaines théories élémentaires, telles que les notions fondamentales sur les dérivées, la recherche des tangentes et celle des asymptotes, qui figurent aujourd'hui dans tous les cours de mathématiques spéciales. Nous pensons d'ailleurs n'avoir rien
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omii^ de ce qui est nécessaire aux jeunes Ingénieurs, soit pour leurs rettln^rclies techniques, soit pour Toblention des grades universitaires.
Nous ne sommes pas des partisans exclusifs des mé- Ihodcs analytiques on de solutions géométriques. L'analyse et la géomélrie sont deux instruments qui doivent se porter un mutuel secours, et entre lesquels le choix doit varier suivant les circonstances. Tel résultat que la géométrie rend intuitif exigerait de longs développements analyliques, tandis que certains problèmes dont la solution ne demande que deux lignes de calcul seraient fort difficiles à résoudre géométriquement. D'autres fois, et c'est ce qui arrivera assez fréquemment dans cet ouvrage, une pro|iûsitiDn sr*ra jugée assez importante pour mériter une démonstration de chaque sorte.
lînfin, pour quchjues théorèmes un peu trop ardus et purement spéculatifs, nous nous sommes bornés h les énon(^er en renvoyant pour la démonstration aux savants ouvrages de MM, Hermite, Jordan, Picard, Darboux... Mais nous n'avons ()as abusé des renvois de ce genre, car le lecteur frau(;ais ne se complaît guère aux assertions dont îl doit cliorcher ailleurs la preuve.
au lieu de : ^' (a:), lire : f (x
39, 13, au lieu de : f (c), lire : f (c).
46, 1, en remontant, au lieu de : -» lire : -•
49, 10, en remontant, lire : « lorsque u est positif, le rap-
port — est égal ...
83, 8, en remontant, au lieu de : t — r— — t—j lire:
92, 1, du n*, au lieu de : m»», lire : Un.
93, Dans le déterminant intervertir l'ordre des deux lignes horizontales.
94, ligne 7, en remontant, au lieu de: 3 t-t— u'-, lire : 3 < J . «'>•
° OTCIU' ^.r^u'i
93, 7, cru lieu de : J, lire : K.
97, 4, au lieu de : J, lire: K.
100, Première ligne du déterminant J,aM lieu de : ^» lire : -^ •
OXn Oxn
103, Dans Téquation (21), au lieu de : -r^y lire: ^•
OX^ VXi
104, ligne 6, au lieu de : r^» lire : ^
et au lieu de : r — lire : r-^ • Ox.2 0x2
104, ligne 11, au lieu de : « x^ par », 2t/*e ; « x^ par ». 103, 7, en remontant, devant le dernier 2, au lieu de: ' , lire: — ,
119, Dans la première équation (43), au lieu de « ady », /tre : a dy. 123, ligne 6, en remontant, au lieu de : « T », Ztrc ; « P ».
127, 11, en remontant, au lieu de : r-» lire : r-.
ùv vu
133, 7, au lieu de : <i e », ^tre ; « Ci ».
134, 10, en remontant, au lieu de : « ces »; lire : « ses ». 137, 8, au lieu de : « d'Alembert », lire : « Dalembert ». 141, 3, en remontant, au lieu de : ?^;, + 4, lire : W;, + 4. 233, 16, au lieu de : {y — y^Y, lire : [y — y^Y^.
273, 3, au lieu de : r-^» lire : r^ •
290, 1, après quelconque, etfacer la virgule.
338, 12, en remontant, et!acer le n" 5.
^tf ERRATUM
390, Dans la dernière ligne du texte, au lieu de : d'une forme, lire :
conforme d'une.
i3i, ligne o, au lieu de : p'^, lire : fir^. i98, 9, en remontant, au lieu de : « disons, que », lire : « dirons
que ».
498, 8, en remontant, au lieu de : voulons, lire : voudrons.
546, au lieu de : X étant en fonttion de u et de v, lire : (X étant
fonction de u et de v).
CHAPITRE PREMIER OBJET DE L'ANALYSE INFLNITÉSLMALE
Définition et R61e des infiniment pelils
1 . On nomme infiniment petit toute quantité variable ayant pour limite zéro.
VAnalijse infinitésimale^ créée vers la fin du xvii" siècle par Lcibnitz et Newton, a pour objet l'emploi des infiniment petits pour révaluation des quantités finies.
Les infiniment petits peuvent intervenir de deux manières: la grandeur à évaluer peut, en effet, se présenter soit comme la limite du rapport de deux infiniment petits, soit comme la limite d'une somme dlnfiniment petits dont le nombre croît indéfiniment. De là, la division de l'analyse infinitésimale en deux branches : le calcul différentiel et le calcul intégral.
Problème des tangentes; origine du c^tileul différentiel
S, C'est le problème des tangentes qui a donné naissance au calcul difTérentiel.
Considérons une courbe plane [figA) dont Téquation en coordonnées rectilignes est y =/(.r). Prenons sur cette courbe deux points M et M' correspondant respectivement aux abs-
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cîsses xetx + h, La tangente au point M est, par définition, la limite des positions que prend la sécante MM'S lorsque, M restant fixe, M' vient, en restant sur la courbe, se con-
FlG. 1
fondre avec le point M. Or, d'après la théorie analytique de la ligne droite, le coefficient angulaire de la sécante MM' s'obtient en divisant la différence f [x -\- h) — f {x\ des ordonnées des points M' et M par la différence h de leurs abscisses. Par suite, le coefficient angulaire de la tangente MT est égal à la limite du rapport :
[ce
A-h)--nx)
lorsque h tend vers zéro.
Ainsi, dans ce problème, le nombre cherché se présente comme la limite du rapport de deux différences infiniment petites.
On appelle dérivée d'une fonction f [x) la limite du rapport (1), c'est-à-dire du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement correspondant de la variable x^ lorsque ce dernier accroissement (positif ou négatif) tend vers zéro. De là cette proposition : le coefficient angulaire de la tangente à une courbe plane est égal à la dérivée de l'ordonnée considérée comme fonction de Vabscisse,
Problème des quadratures; Origine du calcul intégral
3. C'est \q problème des quadratures qui adonné naissance au calcul intégral.
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Proposons-nous d'évaluer Taire du trapèze mixtiligne aAM{i. compris entre un arc AM de courbe plane rapportée à des axes rectangulaires, les deux ordonnées extrêmes aA, \lM et l'axe des X. Nous supposerons, d'ailleurs, pour plus de simplicité, que l'ordonnée de la courbe PQ reste positive et croissante depuis aA jusqu'à [jlM.
Décomposons la base ajji. en parties a3,3Y,.»...T;ix, égales ou
inégales; désignons par ./\j, j-,, .r.,, Jr^ les abscisses des
points a, g, Y, {/., et par yQ, y,, y.,» !/v- ^^s ordonnées
correspondantes.
En menant par Fextrémité de chaque ordonnée une parallèle à OX jusqu'à sa rencontre avec l'ordonnée précédente et
Fio, 2
avec l'ordonnée suivante, on forme une suite de rectangles inscrits aAAog, h»BB^7, r^llIL,;jL dont les aires ont une somme
s = {x^— a?o) 2/0 + (^2 — ^i) yi + ••• + (^11 -- ^\^-i)yv-'i
inférieure à Taire T du trapèze curviligne considéré, et une
suite de rectangles circonscrits aB,B3, t^Cfi-;^ t;M,M[jl dont
les aires ont une somme
S = (a?< — ^o) !/i -f- (^2 — ^<) l/'i + ••• + (^|i — ^ii-i) yii supérieure à T. On a donc
Mais si Ton désigne par S le plus grand des intervalles
;/', — cTq, ./., — ./•, ^|i-J^|j.-4, on voit que la différence S — v
tend vers zéro avec s, puisqu'elle est moindre que
c'esl-à-dire que
^{H — yo:-
Par suite Taire T est la limite vers laquelle tend la somme v» lorsque chacun des intervalles j-, — j^q, .^o — .r^,...,r^ — ,r^^^ tend vers zéro.
Ainsi, dans le problème des aires, la grandeur à évaluer se présente comme la limite d'une somme d'infiniment petits dont le nombre croît indéfiniment.
Telle esl, traduite dans le langage mathématique actuel, la méthode suivie par les géomètres de Tantiquité pour la résolution du problème des quadratures, en sorte qu'on peut dire avec Leibnitz (lettre à Wallis, 29 décembre 1698) que le calcul intégral remonte jusqu'à Archimède.
Corrélation eiili*e le calcul diifcrcntiel et le calcul intégral ; objet de chacun d'eux
4. Les géomètres du xvn* siècle se sont placés, pour résoudre le môme problème, à un point de vue tout différent. Au lieu de calculer directement la somme s et d'en
déduire sa limite, ils ont ramené la recherche de Taire à celle d'une fonction ayant une dérivée donnée. Voici comment :
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Soil ff Taire du trapèze niixliligne aAM,x compris entre un arc AM de courbe plane, Taxe des x, une ordonnée fixe aA et Tordonnée Mp, = f{x) qui correspond à une abscisse variable 0[JL = j-.
(7 est une fonction de x\ et, dès qu'on a possédé la notion de la dérivée, on a été naturellement conduit à chercher la dérivée de cette fonction a.
Or, quand x varie de pi/, j varie d'une quantité égale à Taire du trapèze mixtiligne [^.MMV-', lequel, si •;.•/ est assez petit, se trouve compris entre les rectangles ;j.M1;a', '^KM'/ obtenus en menant MI et M'K parallèles à OX. Mais ces deux reclangles ont respectivement pour mesure les produits
Ma. ixjjl', MV. ul;/.
* Le rapport
est donc compris entre Mjx et M'/ et, par suite, sa limite est MjjL lorsque ;j.p/ tend vers zéro.
Donc Vairr du trapèze mixtiliyne aAM;i. a pour dérivée rordonnée M;;. = / [x) qui correspond à Vahscisse variable Oy. = ,r.
La question des quadratures se trouve ramenée de la sorte à la recherche d'une fonction ayant pour dérivée /^.r), c'est-àilire au problème analytique inverse de celui auquel conduit le problème des tangentes.
o. Le passage d'une fonction à sa dérivée et le retour de la dérivée à la fonction primitive ont constitué, dès le début, Tunique objet du calcul différentiel et du calcul intégral. Mais bientôt des généralisations se sont offertes. D'abord, la dérivée d'une fonction étant une fonction de la môme variable, on peut calculer la dérivée de cette dérivée, ou dérivée du second ordre ^ puis prendre la dérivée de celle-ci qu'on nomme dérivée du troisième ordre et ainsi de suite. D'autre part, si Ton considère une fonction de plusieurs variables x^ y, ;;, on peut chercher la dérivée de cette fonction en ne faisant varier que x et traitant y et - comme
des coDstantes : oo obtient ainsi ce qu'on appelle la Airiri^ parti^U^ par rapport à j*. et il existe de même une dérivée par rapport à chacune des autres variables y et :;. Enfin ces dérivées partielles, étant à leur tour des fonctions de ^. y. S- donneront chacune des »U ririez ^tttrii^ll^^ «in s^rond orfire et ainsi de suite.
Grâce à ces considératiun>. nou< pouvions maintenant préciser l'objet du calcul différentiel et celui du calcul intégral.
Le calcul différentiel comprend l'ensemble des règles relatives an calcul des dérivées des divers ordres des fonctions explicites ou implicites d'une ou de plusieurs variables indépendantes.
Le calcul intégral comprend l'ensemble de^ méthodes propres à déterminer des fonctions d'après des équations où ces fonctions sont engagées avec leurs dérivées des divers ordres et les variables indépendantes.
Ajoutons que le calcul intégral a donné naissance à un grand nombre de fonctions nouvelles, dont Tétude a étendu singulièrement le domaine de l'analyse. Sous ce rapport, le calcul infinitésimal est la continuation de Talgèbre, et on pourrait, non sans raison, aujourd'hui mieux qu a l'époque de Lagrange, lui attribuer la dénomination de théorie des fonctions.
Nous compléterons cette introduction en exposant les propriétés fondamentales des infiniment petits.
Infiniment petits des divers ordres
6. Lorsque plusieurs inOniment petits figurent dans une môme question, on choisit l'un d'eux a pour terme de comparaison, et on lui donne le nom d'infiniment petit principal ; alors, si un autre infiniment petit }, est tel que son rapport à la ;*■• puissance de a ait une limite k déterminée (*) et diffé-
('} Observons ici, une f<MS pour toutes, que Vin/ini n'est pas une quantité déterminée, sans quoi on pourrait l'augnienter, ce qui serait contradictoire. Quand on dit qu*une grandeur devient infinie, on entend par là qu'elle prend successivement des valeurs de plus en plus grandes, de manière à surpasser toute quantité donnée si grande qu'elle soit.
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rente de zéro, on dit que 3 est du /i"* ordre et que sa valeur^ principale est AV ; on peut écrire d'après cela
e étant infiniment petit.
Voici quelques exemples :
1* On sait, par la Trigonométrie, que les rapports
sin cr i^x
ont Tunilé pour limite; et il résulte de la formule
1 — cosa? __ x^
que
1 — coa X
a pour limite 5'
Donc, si X est pris pour infiniment petit principal, sin a: et tgjc sont des infiniment petits du premier ordre ayant l'un et l'autre x pour valeur principale, tandis que 1 — cos x est du
\ second ordre et a pour valeur principale - j:^.
2* La relation bien connue, /' = /cos(i) entre la longueur / d'un segment recliligne et la longueur /' de sa projection sur une droite faisant un angle (o avec ce segment, donne :
/ — ^ = / (1 — cos (d).
La différence / — /' est donc un infiniment petit du second
ordre, lorsque Tangle o) est un infiniment petit du premier o rdre, / étant fini. Elle s'abaisse au troisième ordre si / est, comme w, infiniment petit du premier ordre ;
3* Si Ton désigne par /'(a:) la dérivée d'une fonction /(j-), on peut écrire, d'après la définition même de la dérivée,
OU
6 tendant vers zéro avec h. Si donc on prend h pour infiniment petit principal et si, pour la valeur considérée de .r, /' [x) est déterminée et différente de zéro, Taccroissement / (.r+A) — f[x) de la fonction sera un infiniment petit de premier ordre ayant h f[x) pour valeur principale. Ainsi, Faccroisscment d'une fonction est, en général, un infiniment petit du même ordre que l'accroissement de la variable: il y a exception pour les valeurs de xqui rendent la dérivée nulle ou infinie.
7. Uemarquons qu'il existe des infiniment petits n'ayant pas d'ordre déterminé. Par exemple, l'expression
y =: X sin ~
tend vers zéro en même temps que j-, puisque le facteur sin - reste compris entre — 4 et + 4 ; mais c'est un infini-
mentpetit dont l'ordienepeut être assigné, puisque le rapport
- = sin - ne tend pas vers une limite déterminée lorsque
X tend vers zéro.
Le produit de deux infiniment petits
p = kr- (1 + e). p' = A'c:«' (i + t')
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dont l'un est dordrc /i, Taulre d'ordre n\ peut s'écrire
y; désignant un infiniment petit. Ce produit est donc un infiniment petit d'ordre n-\-ii\ et sa valeur principale est égale au produit des valeurs principales des facteurs.
O. Si deux infiniment petits
P = Ax« (i + e), fi' = AV (i + e')
sont du môme ordre, leur rapport
a une limite -y- déterminée et difl'érente de zéro.
Réciproquement, si le rapport de deux infiniment petits g et g' a une limite A*, déterminée et différente de zéro, les infiniment petits sont du même ordre ; car les relations
dans lesquelles s et s, sont des infiniment petits, donnent
qui est de laforme A'V(lH-e'), s' désignant un infiniment petit et k une quantité kk^ déterminée et différente de zéro. ' En particulier, si deux infiniment petits ont la même valeur principale, leur rapport a pour limite Tunité et réciproquement. Il suffit de faire dans la proportion directe qui précède k =k\ et, dans la réciproque, A^=l.
Quand deux infiniment petits ont la même valeur principale, on dit, pour abréger le langage, qu'ils sont équivalents.
Principes relatifs ù. la substitution des infiniment petits
lO. On n'altèrr pas la limite du rapport de deux infiniment petits en substituant à chacun d'eux un infiniment petit équivalent.
En d'autres termes, si les infinioient petits a et a , 3 et J' satisfont aux conditions
lim*' = i, Um|=<, (i)
on aura
lim p = lim ^- (5)
En effet, les conditions (4) peuvent être mises sous la forme
£ et y; désignant des infiniment petits. On en déduit la relation
ÎL — ï i + 6 ^'"'P'i+V
qui, à la limite, se réduit à (5).
11. On n altère pas la limite d'une somme de quantités positives infiniment petites dont le nombre croît indéfiniment^ quand on remplace chacune d'elles par un infiniment petit équivalent .
En d'autres termes, soient a,, x^,... a,„ des infiniment petits positifs dont la somme a une limite finie ,v lorsque leur nombre croît indéfiniment. Si g,, g^i--- 3m désignent d'autres infiniment petits satisfaisant aux conditions
lim^=l, lim Sa = 1,... lim^=l, (6)
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on aura
lim (p, + p, + ... M = s, (7)
En effet, on peut donner aux conditions (6) la forme
Pi = *I (1 + «l). P2 = «2 (i + eo), ... p.. = *m (1 + £m),
ej,£2... 6m désignant des infiniment petits. On en déduit
Pi +Pi + ---+?«* = (^i4-*a+'-- + */«)+(»!«< 4- «2«2+--- +*/««//.)•
La première parenthèse du second membre ayant pour limite s^ il suffit de prouver que la seconde parenthèse a pour limite zéro. Or, si Ton désigne par s la plus grande des valeurs absolues de s,, s^,... s„„ on voit que la somme
est inférieure au produit
dont les deux facteurs ont Tun pour limite .ç, Tautre pour limite zéro. Cette somme est donc nulle à la limite.
12. Les deux théorèmes qui précèdent peuvent être énoncés de la manière suivante .
Quand on cherche la limite du rapport de deux infiniment petits ou la limite d'une soynme d'infiniment petits positifs dont le nombre croît indéfiniment^ on peut^ dans chaque terme du rapport ou de la somme ^ ne conserver que les parties infiniment petites de V ordre le moins élevé.
Par exemple, si Ton propose de trouver la limite du rapport •
sina? -|- 5 sin^a? -[- 7 sin^a?
lorsque x tend vers zéro, on peut remplacer ce rapport
par
ce qui montre immédiatement que la limite cherchée est -•
Ces propositions sont d'un usage très fréquent, vu (n°4)lamanière dont les infiniment petits interviennent dans l'évaluation de grandeurs déterminées. L'avantage considérable qu'elles offrent tient à ce qu'elles permettent de supprimer dans les infiniment petits considérés la partie qui rendrait leur comparaison ou leur sommation difficiles.
Uéfliiilioii do la ooiiliiiuilô
13. Une fonction y = f [x) nest bien définie dans un intervalle donné {a, b) que si à chaque valeur de j- comprise entre a et b correspond une valeur dfUerminév de y et une seule.
Lorsque la relation qui unit y à .r laisse à y la faculté de prendre plusieurs valeurs pour chaque valeur de x appartenant à un intervalle donné, la définition de la fonction, dans cet intervalle, doit Mre complétée par l'adjonction d'autres conditions propres à lever toute ambiguïté. Nous reviendrons sur ce sujet. Mais il doit être entendu d'ores et déjà que, lorsque nous parlerons d'une fonction, il s'agira toujours d'une fonction bien définie dans un intervalle indiqué.
Observons, en outre, que jusqu'à nouvel ordre il ne sera question que de fonctions réelles de variables réelles.
On dit qu'une fonction / (.r) est continue pour x =^c lorsque f {c -^ h) a pour limite / (c) de quelque manière que h tende vers zéro; ou, en termes plus précis, on dit qu'une fonction / {x) est continue pour x = c, si, à tout nombre positifs aussi petit qu'on veut, correspond un nombre positif r, tel que l'inégalité
1^1 <yï
14 CHAPITRE n
entraîne
Iric + ZO -/•(£?;! <S (i)
Une fonction est dite continue dans un intervalle quand elle est continue pour toute valeur de x comprise dans cet intervalle.
Toute fonction non continue est dite discontinue,
La relation fondamentale
qui résulte immédiatement (n* 6, 3°) de la définition de la dérivée, montre qu'une fonction f [x] est continue pour toute valeur de la variable x pour laquelle la dérivée f (x) est déterminée.
Pi*opriélé fondamentale des fonctions continues
15. Si une fonction f [x) est continue dans tin intervalle (<2, b) et si f [a) et f {b) ont des signes contraires^ il existe^ entre a et ô, au moins une valeur c de x qui annule la fonction f [x),
En effet, posons- {a-\-b) = iù. Si /(w) est nul, le théorème
est démontré. Si / (w) est différent de zéro, nous désignerons par (flj b^) celui des deux intervalles égaux (a, w) (w, b) pour lequel / (a,) et /^ (i,) ont des signes opposés.
En raisonnant sur («,, b^) comme on vient de le faire sur («, b), puis continuant de la sorte, on formera, si on ne rencontre aucun nombre annulant / (jr), une suite d'inter-
(^) Conformément à un usage généralement adopté de nos jours, nous emploierons la notation | a \ pour désigner la valeur absolue d'une quantité quelconque a. Cette valeur absolue reçoit souvent le nom de module.
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vallcs
tels que chacun soit la moitié du précédent et que la fonction / (j:) prenne à ses extrémités des valeurs de signes contraires.
Les quantités â;, «|... rt?,,,.... étant inférieures à i et formant une suite croissante, tendront vers une limite c comprise entre a et b. Les quantités è, i,,...i„ étant supérieures à « et formant une suite décroissante, tendront à leur tour vers une limite ; et cette limite ne sera autre que c, puisque la différence
bn-'a„= - {a — b)
tend vers zéro quand n croît indéfiniment.
Or, puisque / [x) est continue dans Tintervalle («, è), la différence
doit avoir pour limite zéro, pour n = oo ; et, comme cette différence a ses deux termes de signes contraires, on aura à la limite
2/* (c) — O ou f (c) =: O,
ce qui démontre la proposition énoncée.
On peut ajouter que, .s7" la fonction f[.r^ est constamment croissante ou constamment décroissante depuis x =^ a jusquà X = b^ il n'existe entre ces limites qu'une seule valeur de X propre à vérifier V équation f [x) = o. Car, si / [x) croît sans cesse, par exemple, dans Tintervalle (a, b) et s'annule pour une valeur c comprise dans cet intervalle, / [x) sera négatif tant que x n'aura pas atteint la valeur c^ puis il deviendra et restera positif dès que x aura franchi cette valeur.
16. D'après le n"* 15 une fonction continue ne peut changer de signe sans s'annuler. Mais (il importe de l'obser-
ver) une fonction continue peut s'annuler sans changer de signe : témoin la fonction continue j--, qui s'annule pour a: = o en restant toujours positive.
17. Voici enfin une conséquence immédiate de la proposition qui fait Tobjet du n"* 15.
Si xino fonction ç [x) est continue dans tin intervalle (//, />), il existe dans cet intervalle ait moins une valeur c de x pour laquelle ^ [x) acquiert une valeur donnée quelconque k comprise entre g (a) et 9 [h).
En effet la fonction / (.r) = 9 (x) — A* est continue dans l'intervalle (a, h), et les deux nombres f{a) et / {h) sont de signes contraires; donc il existe entre a et h au moins une valeur c telle que/ (r) = 0 ou que o [c) =^ /•.
D'ailleurs, à toute valeur /i de 9 (./) comprise entre 9 {a) et 9 (b) répondra une valeur unique de x, si 9 {x) est constamment croissante ou constamment décroissante dans Tintervalle {a, h).
FoiKHioiis î 11 verses
Itt. Soit y = 9 [x) une fonction bien définie et continue dans un intervalle («, b) ; désignons 9 [a) par a et 9 [b) par '^, Nous savons, d'après le n'* 17, qu'à chaque valeur de y comprise entre a et g correspond au moins une valeur de .r comprise entre a et b^ et qu'il n'en correspond qu'une si la variation de // ne change pas de sens lorsque x croît de a à b, (^est à cette condition que x pourra être considérée comme une fonction bien définie de y dans l'intervalle considéré.
On donne à la fonction x= à [y] ainsi définie le nom de fonction inverse de y ^^9 [x),
19. Cette fonction inverse est continue lorsque y varie entre a et 3. En effet, soient x^ et .r^ + h deux valeurs prises dans Tintervalle [a^ i), h étant aussi petit qu'on le voudra en valeur absolue. Désignons par y^ et y^ + k les valeurs
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correspondantes de y. A toute valeur de y comprise entre Vq^^ îh + ^ répondra (n" 18) une valeur de x unique et comprise entre Xq et Xq + A, c'est-à-dire une valeur aussi voisine de Xq que l'on voudra; ce qui démontre la continuité dex=^ (y).
Révision sommaire des ioueCions élémentaires
20^ Les premières fonctions que Ton étudie dans les éléments d'algèbre sont les fondions entières et les fractions rationnelles. Le type des premières est
y = Aa?"» + B:p'« ' -F ... -f Hr + K,
où A, B, ... K sont des constantes et m un nombre entier et positif; le type des deuxièmes est
f [x] et ç {x) étant des fonctions entières.
On démontre en algèbre élémentaire que la somme algébrique et le produit de plusieurs fonctions continues sont eux-mêmes continus, tandis que le rapport de deux fonctions continues cesse d'être continu pour les valeurs de x qui annulent le diviseur. Il suit de là que les fonctions entières sont continues pour toute valeur de x qI que les fractions rationnelles sont continues pour toutes les valeurs de x qui n'anîiulent pas le dénominateur,
SI. Après les fonctions entières et les fractions rationnelles, on rencontre \9. fonction exponentielle a' et son inverse la fonction logarithmique.
On démontre que si a est un nombre positif, à" est bien définie et continue pour toute valeur de x positive ou négative.
CALCUL INPLMTÉSniAL. 2
Supposons « > 1 ; alors Texponentielle y = a^ croît de o à 4- 00 lorsque x croît de — oo à+ oo , en prenant la valeur 1 lorsque la variable x passe par zéro. Cette fonction élant continue et croissante, la fonction inverse est bien définie et continue (n*' 18 et 19) pour toutes les valeurs positives de y ; on lui donne le nom de logarithme de y dans le système dont la base est a et Ton écrit :
X = log y.
Dès que la base est choisie (parmi les nombres supérieurs à 1), le logarithme x de tout nombre positifycst fixé; il est positif ou négatif suivant que y est supérieur ou inférieur à 1. D'ailleurs, dans tout système, le logarithme de la base est égal à Tunité et le logarithme deTunité est égal à zéro ; on a, en effet, «* = a et a^ = i.
Nous n'avons pas à revenir ici sur les propriétés des exponentielles et des logarithmes que nous supposons bien connues du lecteur. Nous rappellerons seulement que, pour passer d'un système de logarithmes à un autre, il faut diviser les logarithmes primitifs parle logarithme primitif de la nouvelle base.
2.2. Dans les calculs numériques, on emploie les logarithmes dont la base est le nombre 10, base de notre système de numération; on y trouve l'avantage de pouvoir, à simple vue, écrire la partie entière ou caractéristique du logarithme d'un nombre décimal donué quelconque (voir l'Algèbre). Ces logarithmes sont dits logarithmes vulgaires.
En analyse, on emploie au contraire presque exclusivement le système considéré d'abord par Neper, l'inventeur des logarithmes; la base du système népérien est la limite vers laquelle tend l'expression
«« = i + î+ï72+ï:I:3 + - + ï:2:3:ïï^ (»)
lorsque le nombre entier et positif m croît indéfiniment.
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Il est fort aisé d'ailleurs de prouver Texistence de cette limite.
Désignons par \f. un nombre entier et positif moindre que m ; on aura
Et comme la somme entre parenthèses est égale à -^ on peut écrire
^it < e,n < e^+ Y^
Il suit de là que, si, laissant jjl fixe, on fail croître m indéfiniment, p,n croît sans cesse en restant inférieur à une quantité fixe; il a donc une limite déterminée (*).
En désignant, suivant un usage adopté depuis Euler, cette limite par la lettre <», on a les inégalités
qui, ayant lieu pour toule valeur entière et positive de [;., permettent de calculer e avec telle approximation qu'on voudra.
Par exemple en faisant i^ = 1, on voit que e est compris entre 2 et 3.
Voici la valeur de e avec 13 décimales exactes :
(*) Nous invoquons ici, comme au n* l'j, ua axiome dont on fait un fréquent usage en Analyse.
Lorsqu'une grandeur crott sans cesse (ou du moins ne décroit jamais) et reste inférieure à une quantité fixe, elle a une limite égale on inférfeurc à «ette quantité.
De même; lorsqu'une grandeur décroit sans cesse (ou du moins ne croit jamais) et reste supérieure à cette quantité fixe, elle a une limite égale ou supérieure à cette quantité.
Si Ton se bornait à calculer les 9 premiers chiffres décimaux, le retour fortuit des quatre chiffres 1, 8, 2, 8 dans le même ordre pourrait faire croire que e s'exprime par une fraction périodique. Ce serait là une fausse induction; In noînbre e est incommeiuurable. En effet, s'il était égal à une
fraction — à termes entiers, on aurait, en vertu des inéffa-
lités (9) :
d'où, en multipliant par 1, 2, 3..., y,
ce qui est absurde, puisqu'un nombre entier ne saurait être compris entre deux nombres dont l'un est entier et dont la différence est moindre que l'unité.
C'est Lambert qui, en 1761, a établi le premier l'incommensurabilité du nombre e\ en 1874, M. Hermite, dans son beau Mémoire sur la fonction expouentielle^ a fait voir que e était un nombre transcendant^ c'est-à-dire non susceptible d'être racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels.
Dorénavant, pour éviter toute confusion, nous désignerons les logarithmes népériens par le symbole log et les logarithmes vulgaires par le symbole Log; on aura donc, d'après la règle citée ci-dessus (n** 21)
\^^ =Log«= T— ^ = 0,43429ii8...
log y ® log 10
ât). Lorsque m est commensurable, d'ailleurs positif ou négatif, on sait, d'après l'algèbre, que ^•"' a une valeur /;o.v/tive unique pour chaque \d\(i\xv positive de .r.
On a donc alors, en vertu des propriétés des logarithmes
log a*** = m log .V
et par suite
Celte égalité, démontrée ainsi pour m commensurable, est prise pour définition lorsque m est incommensurable ; elle montre que si m est positif, .r*" est croissante et continue dans tout intervalle limité par deux nombres positifs. En effet, en premier lieu, quand a: croît dans Tintervalle considéré, log j: croît; par suite, il en est de même de m log x puisque m est positif, et enfin de Texponentielle ^"''"^ ', c'est-à-dire de x"*. En second lieu, lorsque x varie d'une manière continue dans Tintervalle susdit, il en est de même de logo: (n** 21) et, par suite, aussi de Texponentielle e""' ^"^ ', c'est-à-dire de a:"*.
I2i. Il nous reste à parler des fonctions élémentaires fournies par la trigonométrie.
Soit A un point fixe pris sur une circonférence de rayon 1, M un point quelconque de cette courbe et P la projection de M sur le diamètre OA; PM = sin X et OP = cos x sont des fonctions bien définies de Tare AM = x (*). Elles sont d'ailleurs continues; car, lorsque l'arc AM varie d'une quantité MM' aussi petite qu'on veut, les variations correspondantes Fig. \.
IM'jMI du sinus et du cosinus sont moindres en valeur absolue que la corde MM', laquelle tend vers zéro en même temps que l'arc MM'.
Les formules fondamentales :
sin a? , ^
Ig ap = sec X =
cos X cos X
OOSiT . 1
coiffer = -: coseca? — ^^ — »
" sm X smo?
{}) La longueur d'un arc de courbe a été définie en géométrie: c'est la limite vers laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée inscrite dans cet arc, lorsque les côtés de celte ligne brisée tendent vers zéro ; on a démontré, d'ailleurs, que cette limite existe et ne dépend pas de la loi suivant laquelle les côtés de la ligne brisée tendent vers zéro. Enfin, on a déduit de là que le rapport d'un arc à sa corde a pour limite Tunité lorsque cet arc tend vers zéro. (Voir le Traité de Géométrie de MM. Uouché et De Comberousse).
montrent que tg x et sec x sont continues, sauf pour les valeurs de x qui annulent cos.r, et que cotg^ et coséc x sont continues excepté pour les valeurs qui annulent sin y.
Les six fonctions sin .r, cos j-, tg jr, cotg r, séc x^ coséc Xy portent le nom de fonctions circulâmes directes. L'étude de leurs propriétés constitue Tobjet principal de la trigonométrie que nous supposons connue des lecteurs.
Nous devons cependant ajouter quelques mots sur les fonctions circulaires inverses,
La fonction x =siny étant continue et croissante lorsque
la variable indépendante y croît de — ^ à ^? l'inversion est
permise (n" 18); et si Ton désigne par yj Tare compris
entre — 5 ^^ 5 dont le sinus est égal à x, y^ est une fonction
bien définie et continue de x lorsque cette variable reste comprise entre — 1 et +1. Cette fonction //, ne représente qu'une branche de la fonction ambiguë y qui serait astreinte uniquement à satisfaire à la relation x = sin y et que Ton désigne habituellement par arc %mx ; on a, en effet, par la trigonométrie,
arc sina? = Atc + t — ^f !/{>
k étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. A chacune des valeurs en nombre infini de l'entier k répond une détermination spéciale de arc siuj-, laquelle reste bien définie et continue en môme temps que y, lorsque x varie de — 1 à + 1 .
Des raisonnements analogues conduisent aux conclusions suivantes :
L'arc compris entre 0 et t dont le cosinus est égal à x est une fonction bien définie et continue de x, lorsque cette variable reste comprise entre + 1 et — 1 ; en désignant cette fonction par y^, on a
arc cosa? = SAtc ± y^^
et, à chaque valeur entière positive ou négative de k
répondent deux déterminations de arc cos x qui sont bien délinies et continues, en même temps que y,, c'est-à-dire lorsque x est compris entre — 1 et + 1 .
L'arc compris entre — ô ®'' 5 ^^'^^ '^ tangente est égale
à X est une fonction bien définie et continue pour toute valeur déterminée de x. En désignant cette fonction par y,, on a
arc tgo? = Att + y^
et à chaque valeur positive ou négative de l'entier k répond une détermination de arc tg x qui est bien définie et continue en même temps que y,, c'est-à dire j)our toutes les valeurs déterminées de X.
Pour éviter des redites fastidieuses, nous laisserons au lecteur le soin de fixer lui-même d'une manière analogue le sens des fonctions inverses.
arc séc œ^ arc coséc a?, arc cotg x^
qui sont d'ailleurs peu usitées.
Fouction de Fonctions
25. Lorsque plusieurs variables y, s:, w, x sont telles que chacune d'elles soit une fonction bien définie de la suivante, la première y est évidemment une fonction bien déterminée de la dernière x ; on lui donne le nom de fonction de fonctions.
Telle est, par exemple, la fonction
y = sin (a?*), qui est définie par les relations
V = sin M, w = 0?'
Il est aisé de voir que si les fonctions
y = f[z), ^ = t(«)» uz=^{œ) (H)
sont continues^ y est une fonction continue de x.
En effet, désignons par Xq une valeur déterminée parmi celles que peut prendre la variable indépendante a:, et par Wq, Zq, ^q, les valeurs de z^A^ ti et de y qui lui correspondent envertu des relations (11). Lorsque x tend vers Xq, u tend vers Wq puisque ^ {x) est continue; par suite z tend vers Zq puisque ç (m) est aussi continue, et enfin y tend vers ^q, en vertu de la continuité de / {z),
26. Il résulte de là que si u désigne une fonction continue dex, les fonctions sini/, cos ti^ arc sin «/, arc cosi/ sont des fonctions continues de la variable x ; il en est de môme pour a" si a est positif, et aussi pour log w et w^'= ^»iog« gj ^^ ^j ^ sont des fonctions continues de x et si de plus u est positive; la fonction ii'' contient d'ailleurs comme cas particulier t<"*, m étant une constante quelconque.
FoKiotion de plusieurs variables
i57. Soient j-, y,... plusieurs variables indépendantes qui peuvent prendre, la première toutes les valeurs comprises dans un intervalle («, a'J, la seconde toutes les valeurs appartenant à un intervalle (i, è'),... L'ensemble de ces intervalles constitue ce qu'on nomme le champ dar.s lequel se meuvent les variables x^y, ...
Une fonction u = f(x, y, ...) de plusieurs variables indépendantes est bien définie dans un certain champ, si, àchaque système de valeurs de j-, y, ... comprises dans ce champ, répond une valeur déterminée de u et une seule.
Une telle fonction est dite continue pour x = x^^ y = yo, ... si /(a-, y,...) a pour limite / {xq, yo ...) de quelque manière que j-, y, ... tendent vers Xq^ y^ ... ou, en termes
plus précis, lorsque à tout nombre positif donné e aussi petit qu'il soit répondent des nombres positifs a, 3, ... tels que les inégalités
la; -«?J < a | y _ y J < p,...
entraînent
l/'(«>yv..) — /'(^o'yo»--)l < «»
Les propositions énoncées dans le dernier alinéa du n** 20 subsistent quel que soit le nombre des variables indépendantes. Ainsi, les fonctions de plusieurs variables qu'on obtient en exécutant sur ces variables et sur des constantes des additions, soustractions, multiplications ou divisions, sont continues pour tout système de valeurs des variables qui n'annule pas le dénominateur.
Fonction composée
Considérons une fonction bien définie
de plusieurs variables w, r, tt\ et supposons que les quantités w, r, w soient elles mômes des fonctions bien définies d'une variable indépendante x, La fonction lù est dite alors une fonction composée de x par l'intermédiaire des fonctions î/, r, w de cette variable.
Désignons para^Q une valeur déterminée quelconque parmi celles que la variable indépendante x peut prendre ; soient
t/o,roî*^o^^s valeurs correspondantesdew,r, 10, eto)o==/(wQ,t;o,î^'o) la valeur que prend alors w. 11 est clair que si x tend vers
zéro, w, V, w tendent vers Wq, Vq? ^'oî puisque w, t', w sont des
fonctions continues de x\ par suite w tend alors vers wq
puisque / est par hypothèse une fonction continue de w, v, u'.
Donc : Une fonction composée w =/(«, r, w) est une fonc-
tion continue de la variable indépendante x, si f est une fonction continue des fonctions intermédiaires te, r, w?, et si ces fonctions intermédiaires sont à leur tour des fonctions continues de X.
Nous avons déjà rencontré plusieurs cas particuliers de ce théorème, et notamment le cas des fonctions ia\ */".
Remarquons que si les fonctions intermédiaires ?/, r, w se réduisent à une seule m, la fonction composée o) devient simplement une fonction de fonction.
Enfin, au lieu de supposer que les fonctions intermédiaires w, V, w ne dépendent que d'une seule variable x^ on peut concevoir que ?/, r, w soient des fonctions de plusieurs variables indépendantes j-, y, ... On aura alors une fonction composée de plusieurs variables indépendantes ,q[ii sera d'ailleurs une fonction continue de ces variables si t/, r, w sont des fonctions continues de jr, // ..., et si /est à son tour une fonction continue de r, Uy te,
29. Lorsque Téquation qui lie une fonction y k une ou à plusieurs variables indépendantes est résolue par rapport à y, on dit que y est une fonction explicite. Sinon, on dit qu'elle est implicite; il ne sera question jusqu'au chapitre vu que de fonctions explicites.
Difjrcssion sur le nombre e
30. Le nombre e jouit d'une propriété qu'il est indispensable de connaître : c'est la limite vers laquelle tend l'expression
lorsque m croît indéfiniment.
Supposons d'abord ?n entier et positif.
La formule du binôme donne :
'^"=' + î+rl+îi3+- +
on posant, pour simplifier récriture
w (m — Ij... fm — n+i) m — i m — 2 m — n+i
Un = — ^ :: = > '..■
m'* mm m
OU
//„ est donc de la forme
a, 3, ... A étant des nombres positifs inférieurs à 1.
Or, on sait, par Talgèbre élémentaire (*), que la valeur d'un tel produit est comprise entre 1 et
l-(x + p+...+X) Comme on a ici
il vient
el, en divisant par 1. 2. ... /*,
Dès lors, en faisant successivement n = 2, 3, ... wi, ajou-
(») La preuve est d'ailleurs fort aisée : on a d'abord
pais, en multipliant par 1 — y
(1 - a) (l - p)(l - y) > 1 -(« + i?) - Y + Y (« + ,î)> 1 -(« -f p -f t) et ainsi de suite.
tant et augmentant de 2 chacun des résultats, on a
On voit par là que la valeur de l'expression (12) est comprise entre deux quantités qui tendent Tune et l'autre vers e quand wi croît indéfiniment, d'où l'on conclut que celte expression a pour limite e.
Le théorème subsiste lorsque m, tout en restant positif, n'est plus astreint à ne prendre que des valeurs entières.
En effet, attribuons à ?)* une valeur positive quelconque, et soit \i.-h 1 l'entier immédiatement supérieur à cette valeur. L'expression (12) sera moindre que
et plus grande que
Or, quand ?n croît indéfiniment, il en est de même de l'entier jjl ; chacune des expressions (13) et (14) étant alors le produit d'un nombre qui tend vers e par un facteur qui tend vers 1, aura pour limite e ; et, par suite, il en sera de même pour l'expression (12) dont la valeur reste toujours comprise entre celles de (13) et de (14).
L'expression (12) tend aussi vers e, lorsque ?n est négatif et qu'il grandit indéfiniment en valeur absolue.
Kn effet, soit
|JL désignant un nombre positif, on aura
('+a"=(<-?iîr"=(^r'
OU
Or, lorsque la valeur absolue de m croît indéfiniment, \). devient infini, et l'expression précédente, produit de deux facteurs, dont Tun tend vei's e et Tautre vers 1, a pour limite e.
IM. Si Ton pose — =a, a tendra vers zéro lorsque m
croîtra indéfiniment, et le théorème qui précède prendra ce nouvel énoncé :
L'expressi(m (l + a)« tend vers e, lorsque a tend vers zéro.
Plus généralement, Yejrpressioa (1+a) ^ a pour limite e^^ si, lorsque ol tend vers zéro^ le produit a^ a pour limite p.
Cela résulte du théorème précédent et de ridentité
il»?
(1 + aiP = [(1 + a)i]
Par exemple, l'expression (1 +sin./) ''"•'^' a pour limite e, lorsque x tend vers zéro; car, sinj? tend alors vers zéro et le produit sinr. cotg./-, qui est égal à cos.r, a pour limite l'unité.
Premiers exemples île déi'îvées
3*^. La dérivée d'une fonction /(j), c'est-à-dire {n° 2) la limite du rapport
lorsque h tend vers zéro, est en général une quantité déterminée, indépendante de la manière dont h tend vers zéro. Elle dépend de la valeur attribuée à x; c'est une fonction de cette variable, que Ton désigne par la notation
c'est-à-dire en plaçant un accent sur le symbole / qui désigne la fonction.
La dérivée a été introduite dans la science par Newton, sous la dénomination aujourd'hui abandonnée de fluxion; c'est à Lagrange que l'on doit le nom de dérivée^ ainsi que la notation (2).
Voici quelques exemples simples
1* Soit proposé de calculer la dérivée de a;", l'exposant m étant supposé entier et positif.
La formule du binôme
donne :
La dérivée de jr"' est donc égale à la limite du second membre, lorsque h tend vers zéro, c'est-à-dire à
wo?'"-*. (3)
2** Cherchons la dérivée d'une somme. Soit la somme
F (X) = V, (x) + V,{œ) + ... + F„ {œ) = SF^ {x). On a ici
F(a; + h)- F{x) yi F;, (> + h)^ V, Ix) h -^ Zj h
et à la limite, lorsque h tend vers zéro,
Donc la dérivée d'une somme est égale à la somme des dérivées.
La démonstration suppose que chacune des fonctions F|(j7), ¥o{x)..., ¥„{x) qui composent la somme F (y) ait une dérivée déterminée pour la valeur de x que Ton considère. Mais le théorème le suppose aussi ; son énoncé serait vide de sens dans le cas contraire ; il est donc inutile de l'alourdir en y introduisant cette restriction.
3* La dérivée d'une constante C est nulle, puisque le numérateur du rapport (1) est alors égal à zéro quel que soit h.
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Il suit de là que la dérivée de C + 9 (./ ) est 9' {x) ; en d'autres termes, hs constantes additives disparaissent dans la dérivation.
Au contraire, les facteurs constants subsistent; en d'autres termes, la dérivée de C9 {x) est C9' (./•) ; car ici la constante C se trouve facteur commun dans les deux termes / (.r -f- A) ci f{x) du numérateur du rapport (1);
4** Enfin il résulte de ces observations et de la règle relative à la dérivée d'une somme, que la dérivée d'un polynôme entier
Aa;"« + Bo;"*-* +■ Ca?"'-» + ... + lia; + K est
mAa;"* -* + [m - 1) Bx'" - « + (m — 2) Co?'" -^ + ... + H
On voit qu'on l'obtient en multipliant chaque terme par l'exposant de x et diminuant cet exposant d'une unité.
Cas d'exception
l\\. Le rapport (1), lorsque h tend vers zéro, peut, pour certaines valeurs de ./•, devenir infini, ou ne tendre vers aucune limite, ou enfin admettre des limites différentes suivant que A tend vers zéro par des valeurs positives ou par des valeurs négatives. On dit alors que la fonction / {x) n'a pas de dérivée déterminée pour ces valeurs exceptionnelles de r. Voici des exemples de ces divers cas :
V Soit proposé de trouver la dérivée de / {x) = yx — 2 pour X =2^ V désignant ici la racine cubique arithmétique. On a alors
f^^ + h) = Ml fi^i) = o,
et le rapport (i) a pour expression :
Ce rapport croît donc indéfiniment lorsque h tend vers zéro.
2* Soit à trouver la dérivée de
F fa?) = a? sin — »
pour X = 0,
On a ici
FW = Asin|, F(o) =0.
et le rapport (1) a pour expression
Bill r»
qui, lorsque h tend vers zéro, oscille entre — 1 et -f- 1 sans tendre vers aucune limite.
3° Soit, enfin, proposé de trouver la dérivée de
f e^-^ pour j
On a
1 + eh
et le rapport (i) a pour expression
1 + fii
Or, ce rapport a pour limite zéro lorsque h tend vers zéro par des valeurs positives, et il a pour limite 1 lorsque h tend vers zéro par des valeurs négatives. La fonction proposée n'a donc pas de dérivée déterminée pour ar = 2.
CALCUL nCPINITiaillAL. 3
35. On a signalé, dans ces derniers temps, des fonctions continues dont la dérivée n'est déterminée pour aucune des valeurs de la variable comprises dans un intervalle fini. Mais ce sont là des fonctions anormales qui ne jouent aucun rôle dans les applications et dont il ne saurait être question dans cet ouvrage. Nous ne considérerons que des fonctions ayant une dérivée déterminée, sauf pour certaines valeurs isolées de la variable.
Mais avant d'étudier les règles de la dérivation, nous devons faire connaître quelques propriétés des dérivées qui offrent un grand intérêt.
Principe de KoUe
36. Si F[x) s'mmule pour x = a et pour x = b^ et si sa dérivée F'[x) est déterminée pour toute valeur de x comprise dans rintervalle [a, A), il existe^ dans cet intervalle^ au moins une valeur de x pour laquelle la dérivée F[x) est égale à zéro.
En effet, V{x) admet certainement dans Tintervalle (a, b) des valeurs différentes de zéro ; car, si elle était constamment nulle dans cet intervalle, il en serait de même de sa dérivée, et le théorème serait démontré.
Supposons, par exemple, que F (./•) admette des valeurs positives dans Tintcrvalle (a, b), et considérons la plus grande F (c) de ces valeurs positives; la quantité c, qui, d'après sa définition, appartient à Fintervalle («, ô), ne saurait être ni a ni A, car F [c) est positif, tandis que F {a) et F [b) sont nuls. Donc, si Ton désigne par h un nombre positif tel que c — h et c -f-/i appartiennent à Tintervalle («, ô), les différences F (c — h) — F (c), F(c + A) — F {c) seront négatives et par suite les rapports
seront, le premier positif, l'autre négatif. Mais, puisque la fonction ¥[x) admet pour x = c une dérivée déterminée, les
deux rapports en question doivent tendre vers une limite commune lorsque h tend vers zéro. D'ailleurs, Le premier, qui est positif, ne peut tendre que vers une limite positive ou nulle, et le second, qui est négatif, ne peut avoir qu'une limite négative ou nulle ; donc cette limite commune est nulle et Ton a F' [c) = o.
Cette proposition attribuée à Rolle est d'une grande utilité en analyse, notamment dans la théorie des équations.
Théorème des accroisscniciits liais
37. Si F{x) et ç(x) ont des dérivées déterminées dans Viniervalle («, A), et si <^*{x) ne s'annule pas dans cet intervalle^ on aura
Vib) ~ Via] ^ F7£) .
c étant un nombre convenablement choisi entre a et b. En effet, la fonction
•s'annule évidemment pour ^ = a et pour j:^ô. D'ailleurs, pour toute valeur de x située dans Tintervalle («, b), elle a une dérivée déterminée, car on a
Donc, d'après le théorème de Rolle, cette dérivée s'annule pour une certaine valeur c Aq x comprise entre a et A ; de là résulte la relation
«,, . F [b] — Yia) , . .
et par suite la relation (4), que Ton déduit de la précédente en divisant par la quantité ^' [c] qui, par hypothèse, n'est pas nulle.
38. On écrit souvent cette formule d'autre façon. On peut toujours poser :
j, a = a?, b z= X + h et c = x + ^h ;
l> A étant ici un nombre fini d'ailleurs positif ou négatif, et ^
I- un certain nombre, inconnu, mais compris entre 0 et 1 ; la
P formule (4) devient ainsi
Fix-^-h) — V jx) _ ¥'{x + bh)
B * ix + h) — <p [x] f^' [X -}- 6/;) ^ '
Dans le cas particulier où 9 (./•) =: x, on a
F (x + h) — F (x) — hF' [x + bh), (0)
relation fondamentale à laquelle on donne le nom de formule des accroissements finis ; on voit qu'elle suppose F [x] conl tinuc, mais non F' [x), qui n'est astreinte qu'à avoir des
valeurs déterminées entre .r et j:+ //.
C;oiisiM|iioiice i*<4ative st deux fouetious avaui la niéiiie ilérîvée
39. On a vu que si une fcmction est constante dans un certain intervalle, sa dérivée est nulle dans le môme intervalle.
La réciproque est vraie et résulte immédiatement de la formule (6).
En effet, soient x et .r + A deux valeurs quelconques comprises entre a et b, et supposons F' (,r) constamment nulle % dans l'intervalle (rt, b) ; le second membre de la relation (6) sera nul, et par suite on aura :
ce qui prouve que la fonction F [x) a la même valeur pour deux valeurs quelconques de x choisies à volonté dans Fin-
tervalle («, b). Ainsi, lorsque la dérivée F' [x) dhtne fonction est constamment ntdle dans un intervalle («r, é), la fonction est constante dans le même intervalle,
40. Il suit de là que si deux fonctions f [x) et 9 [x) ont des dérivées respectivement égales pour toutes les valeurs de X comprises dans un intervalle {a, b), leur différence reste constante dans cet intervalle.
En effet, en posant 'l {x) = f {x) — ^ (,/•), on a
or, par hypothèse, 'V [x] est nulle pour toutes les valeurs lie X comprises entre a et b ; donc 6 [x] est constante dans rintervalllî [a^ b).
On énonce plus rapidement ce théorème en disant que deux fonctions^ qui ont la même dérivée^ ne peuvent différer que par une constante,
W. On entend par fonction primitive (n'' 5) d'une fonciicn/ {x) une fonction assujettie seulement à admettre f {x pour dérivée.
Soit F (./•) une fonction primitive de / (x). L'expression
où C désigne une constante quelconque, sera encore (n** 33, 3*) une fonction primitive de / [x]. Réciproquement, toute fonction primitive de / (r), ne pouvant différer de F [x] que par une cpnstante (n* 40), résultera de (7) par un choix convenable de la constante C.
Veut-on, par exemple, la fonction primitive qui prend la valeur A pour x = a? on choisira C de telle sorte qu'on ait
F (a) -t- C =. A, ce qui donne
C = A — F (a), et par suite
pour la fonction primitive demandée.
En particulier,
sera celle des fonctions primitives qui s'annule pour x=a.
42. Ainsi, en revenant au problème des quadratures et désignant par a Tabscisse Oa de l'ordonnée fixe aA (n* 4), comme Taire du trapèze mixtiiigne aAMjjL s'annule pour a; === a, on obtiendra l'expression de Taire de ce trapèze en cherchant une fonction primitive F [s) (n'importe laquelle) de la fonction / (.r) qui exprime Tordonnée courante |jlM do la courbe PQ, puis retranchant de F (.r) sa valeur F [a) pour X =^ a.
Fonction croissante on décroissante
43. On dit qu'une fonction f (x) est croissante dans un intervalle donné (.r^, X) si, pour tout système de deux valeurs a et * prises dans cet intervalle, l'inégalité
entraine
Si, au contraire, Tinégalité (9) entraîne
la fonction est dite décroissante dans l'intervalle considéré.
Pour qu\ine fonction continue f[x) soit croissaïUe dans un intervalle (>q, X) il faut et il suffit que sa dérivée soit constamment positive dans cet intervalle^ sauf pour une ou plusieurs valeurs isolées de x qui annulent cette dérivée,
La condition est nécessaire : En effet, puisque la fonction
est croissante dans l'intervalle {xq, X), le rapport
fit) -fia) b — a
est positif. Donc, sa limite lorsque, a restant fixe, b tend vers a, c'est-à-dire /' («), est positive ou nulle. Ainsi pour toute valeur a comprise entre jtq et X, la dérivée /' {x) est positive ou nulle. D'ailleurs, elle ne saurait être nulle pour un intervalle fini, compris entre Xq et X, si petit qu'il soit, vu que la fonction serait constante dans cet intervalle, tandis qu'on la suppose croissante.
Pour prouver que la condition est suffisante, nous distinguerons deux cas :
1* Supposons/' {x) constamment positive dans l'intervalle (^Q, X). Pour tout système de valeurs a ai b comprises entre Xq et X, on aura, par le théorème des accroissements finis,
c étant une valeur comprise entre « et 6 ; mais /' {c) est positif ; donc l'inégalité (9) entraîne l'inégalité (10) et par suite / [x) est croissante dans l'intervalle (j-q, X) ;
2** Supposons que /*' [x) soit positif dans l'intervalle [x^y X) sauf pour un nombre fini de valeurs qui annulent cette dérivée. Considérons un intervalle [a^ b) compris entre x^ et X et soient
a7|, a?2, a?3 ... Xk
les valeurs de x comprises entre « et i qui annulent /' (^), ces valeurs étant supposées rangées par ordre de grandeur croissante. On aura par le théorème des accroissements finis
c étant un nombre compris entre a et j:,, mais qui n'est ni a, ni x^ ; f {c) ne sera pas nul puisque, entre a ei x^^ il n'y a aucune valeur de x qui annule /' {x) ; donc /' (c) sera
positif et comme x, — a Test aussi, on aura
f{x,)—f[a)>o\ on démontrerait de môme les inégalités
fW-f{^k)>o,
d'où Ion tire par addition
ce qui prouve que / [x) est croissante dans Tintervalle (jt^, Xj» puisque a et A sont choisies à volonté dans cet intervalle.
On démontrerait d'une manière analogue la proposition suivante :
Pour qu'une fonction conihiue f {x) soit décroissante dans un inten:alle (^q, X), il faut et il suffit que sa dérivée soit constamment négative dans cet intervalle^ sauf pour une ou plusieurs valeurs isolées de x qui annulent cette dérivée.
Voici des exemples simples
!• Soit V (r) = ax + 6 ; on a F' {x) = a. Si donc a est positif, F [x) est toujours croissante, et si a est négatif, F(-'") est toujours décroissante; 2« Soit
V [x) = ax'^ + ôa? -f- c ; on a
F' [x) = 2aa? + ^•
Cette dérivée s'annule donc pour x = — — • Si a est positif, F' [x) est négative pour les valeurs d.e x moindres que — "n" ^^ positive pour les valeurs de x qui surpassent cette valeur ; donc le trinôme ax^ + to + c décroît dans l'intervalle l — oo , — — j et croît dans rintervàlle
( — p-j + 00 j>en sorte qu'il est minimum pour x = — — •
Lorsque a est négatif, c'est Tinverse qui a lieu ; F' [x) est positive pour ^ < — r-> et négative pour x > — «-' le trinôme croît dans rintervalle ( — oc, — — j et décroît dans
l'intervalle ( — — , -f- x V? il est maximum pour x = — — •
3" Soit
F [x) = ax^ -{- bx^'-^- ex + (l\ on a
F' [x) r^r 3^.r^ + UX + C.
Si b- — \iac est négatifs le trinôme du second degré F'(./') est, d'après un théorème connu, toujours de môme signe que son premier terme ; F(.r) est donc toujours croissante, si a est positif, ou toujours décroissante si a est négatif.
Si b- — 3rtc est positifs le trinôme F' (,/) s'annule pour lieux valeurs réelles de x ; désignons ces deux valeurs par 7. et 3, et soit a < 3, F' [x) est alors de même signe que son premier terme, sauf pour les valeurs de x comprises entre a et g. Donc, en considérant les intervalles,
(-oc, a), (a, p), (p, +x),
on voit que, si a est positif, F [x) croît dans les intervalles extrêmes et décroît dans Tintervalle moyen, tandis que, si a est négatif, F (j^) croît dans l'intervalle moyen et décroît dans les intervalles extrêmes. Dans le premier cas, a répond à un maximum et g à un minimum ; dans le sectmd cas, a répond à un minimum et 3 à un maximum.
D<M*ivées des foii<*tioiis simples
45- Nous donnons le nom de fonctions simples aux trois fondions : x"" {m élant entier et positif), logj:* (frétant positif) et t>inT.
Quand on connaîtra les dérivées de ces trois fonctions, les règles de dérivation des fonctions de fonction, des fonctions inverses et des fonctions composées permettront de calculer les dérivées de toutes les fonctions susceptibles d'être exprimées explicitement par les signes usités en Algèbre et en Trigonométrie.
La dérivée ./•'", m étant entier et positif, est déjà connue (u* 33); elle est égale à fnx''"'.
Il ne reste donc qu'à chercher la dérivée de logj: et celle de sin,/\
La dérivée de logx est la limite du rapport
log (x + h) — ]ogx h
lorsque! h tend vers zéro. Or, en posant h = xr, on peut mettre le rapport sous la forme
^Iog(l4-a)==ilog(1+a)^; (1)
et, comme Je second facteur du secondmem bre tend vers log c, c'est-à-dire vei's Tunité, lorsqu'on fait tendre h et par suite a vers zéro, on voit que la dérivée de log x est
Cette dérivée serait
Log g
si le logarithipe considéré n'était pas népérien; car alors le second facteur du deuxième membre de la relation (1) aurait pour limite Log<?.
La dérivée de sinj- est la limite du rapport
sin {x -^ h) — sin x h
lorsque h tend vers zéro.
Or, la formule
sin {x + h) — sin a: = 2 sin- cos ix +5)" (2)
permet de donner au rapport précédent la forme . h
Mais, lorsque h tend vers zéro, le premier facteur tend vers l'unité et le second vers cos a:; la dérivée de sinx est donc cosx.
Dérivées des fonctions de fonctions
48. Suivant un usage généralement adopté, nous indiquerons désormais Taccroissement (positif ou négatif) d'une quantité en plaçant la lettre A devant le symbole qui représente cette quantité. Ainsi Taccroissement de la variable j-, que nous avons jusqu'ici désigné par A, sera désigné par A^*, et raccroissement correspondant
de la fonction t/—-f(^.r^ sera représenté par A/ (x) ou Ay.
Celte notation très expressive permet d'éviter la confusion, surtout dans le cas où Ton a à considérer les accroissements de plusieurs quantités.
19. Cela posé, considérons une fonclion de fonction définie par les relations
Attribuons à la variable indépendante j; un accroissement Ax\ Il prendra dès lors un accroissement lu, auquel répondra il son tour un accroissement A// delà fonction y. D'ailleurs, quand A.r tend vers zéro, lu tend lui-môme vers zéro et par suite aussi Ay. Si donc, dans Tidentité
Ay _ Ay Am Ad? au àx
on passe à la limite pour àx = o, et si, comme nous le supposons, les fonctions f{u) et © {x) ont des dérivées déter-
minées, le second membre deviendra
f {u) . fj/ ix),
et par suite la fonction y aura une dérivée déterminée et donnée par la formule
Donc : la dérivée (Viine fonction de fonction est égale au produit des dérivées des fonctionf^ dont elle est formée. Exemples : Si ti désigne une fonction de .r, on a
[u"^)' = mii"^''\ H (m étant entier et positif)
(sin u)' == cos w. u
(log m)' = -• m' (w étant positif).
5>0. La démonstration précédente suppose que \u ne soit pas nul pour toutes les valeurs de j* comprises entre 0 et un nombre s aussi petit qu'on veut. Mais, dans ce cas, A?/ est nul dans le même intervalle et Ton a simultanément
y = o, cp' {x) = o,
de sorte que la relation (i) est encore vérifiée et que le théorème subsiste.
5>l. Nous n'avons considéré que le cas d'une fonction intermédiaire u\ s'il y en avait plusieurs n^ r, ii\ en d'autres termes si la fonction y était définie par les relations
y = F (m), Uz=:f (t?), î> = (p (to), 10 = «1 [x),
on partirait de l'identité
\œ Am Ay At/? Aa?
d'oii, à la limite pour Aj:- = o, résulterait la relation
y' = F' (m), r (t?). 9' (îc). \' (.r)
qui s'énonce, en langage ordinaire, comme au n* 50. Exemple : Soit proposé de trouver la dérivée de
on a ICI
Donc
y = log ^sin> 1^ (5)
ce y = logu ; « = V*, i> = sin t<?, \o = -• (6)
y' = J-ât?. cosî^?. |; (7)
— -• 2 sm -• cos - - ; (8)
,x 6 6 xi
sm
et enfin
y' = |cotgf. (9)
Dans la pratique, on se dispense d'introduire w, v, xl\ c'està-dire d'écrire les expressions (6) et (7). On obtient immédiatement la relation (8) en disant :
La dérivée de y est égale à la dérivée de log ( sin^ - j
qui est -r-y- multipliée par la dérivée de sin ^ 51 qui est sin 2c %j
oc X oc
2 sin - multipliée par la dérivée de sin -» qui est cos 5
multipliée par la dérivée de 5 qui est ^.
Dérivée d'une fonction inverse
52, Soit y^fix) une fonction et j* = 5 (y) la fonction inverse. \x et \y étant des accroissements correspondants, qui tendent simultanément vers zéro, on a indentiquement
Ay " Ay'
Si donc la fonction directe y = /* (x) a une dérivée déter-
A.r minée /*' [x) et différente de zéro, le rapport — aura pour
limite 777— v ' en d'autres termes, la fonction inverse j:: = 9 [y)
aura une dérivée déterminée
Ainsi : la dérivée iViuie fonction inverse est égale à la valeur réciproque de la dérivée de la fonction directe,
Exemple
1" Soit y = arc sin.r la fonction inverse do x = siny. Quelle que soit celle des déterminations de // que Ton considère (n* 24), on aura ,d'apros la règle précédente,
cosy y/i _ sin'V \'i — x^
le radical devant être pris avec le signe de cosy; par exemple, il aura le signe +, s'il s'agit de Tare yj compris
entre — ^ et ^ dont le sinus eslx. Pour toute autre détermination y = At: + ( — 1)* y,, on aura y' =^[ — 1)* y\\
2* Soit ?/ = a' dont la fonction inverse est x = j-^-^- •^ loga
On a successivement
y M ' [vwt] u~ V ~ [tôt) « ^ t> ' ?o ' f Dérivée d'une puissance
55, Le cas précédent contient celui d'une puissance y = w** dont Texposant est entier et positif. On a alors
d'où
^ :=ni —i
y' = Wîtt'"-'u',
formule déjà trouvée (n* 49).
Cette formule s'étend au cas où l'exposant m est quelconque, Il étant alors supposé positif. On a, en effet, dans cette hypothèse (n*25),
d'où Ton déduit, par le théorème des fonctions de fonctions
Par exemple, pour m = -i on a
y = wl =r v^,
yju
Donc : la dérivée cViin radical du second degré s'obtient en divisant la dérivée de la quantité sous le radical par le double du radical.
Dérivée d'un qtio lient; '
Soit le quotient
On suppose que v soit différent de zéro pour la valeur considérée de la variable x dont u et v dépendent. On peut alors chasser le dénominateur et écrire
d'où (n» 54)
u u y et enfin
\insi : la dérivée logarithmique d^un quotient est égale à la dérivée logarithmique du dividende moins la dérivée logarithmique du diviseur.
On peut dire encore, en écrivant la formule précédente sous la forme
vu! — uv'
La dérivée d'une fraction s'obtient en divisant par le carré du dénominateur le produit du dénominateur par la dérivée du numérateur moins le produit du numérateur par la dérivée du dénominateur.
Signalons enfin le cas où « = 1 ; on a alors
et
En particulier, la dérivée de - est — -j*
Dérivée d'un déterminant (*)
Soit le déterminant
te, z
dont les éléments «, r, i/% 5 sont des fonctions d'une môme variable x. Le déterminant considéré ici est du second ordre, mais le raisonnement et la conclusion s'appliquent à un déterminant d'ordre quelconque.
On a
F [x + Aa?)
OU, en vertu d'une propriété élémentaire des déterminants.
Au, Iv
F (a? + Aa? = ' + K
et par suite
F(a? + Aa?) — F(a?) = Aa?
11^ ùiV
ic, A^
AîP, A- [
Au
Aa?
Ao
Aff Ar Ao; àx
Air
Aj^
Aî£ A£
Ax A:r
Aa?
Lorsque A a: tend vers zéro, les deux premiers termes du second membre tendent respectivement vers
îo\ z
tandis que le troisième terme tend vers zéro, puisqu'il est le produit de deux facteurs dont l'un a une limite
ti . V
finie
tr,
et dont l'autre tend vers zéro.
(•) Nous supposons connue du lecteur la théorie élémentaire des dôtcnninants qui se trouve aujourd'hui dans tous les Traités d'algèbre.
On a donc finalement :
d'où cette règle :
La dérivée (Vun déterminant est égale à la somme des déterminants que Von obtient en remplaçant successivement chaque ligne verticale [ou horizontale) par une autre formée avec les dérivées des termes de cette même ligne.
Dérivées des fonctions circulaires
î>8. Nous savons déjà que la dérivée de sin x est cos x, La dérivée de cos x s'obtiendrait par un calcul analogue. Mais le théor?îme des fonctions de fonction la donne immédiatement. On a, en effet :
cosa? = sin(- — xy Sa dérivée esi donc égale à cos(^ — x\ multiplié par la
dérivée de 5 — x qui est — 1.
On a donc
(cos œ)' =
— sino?.
Les dérivées de
sina?
tff a? = >
^ cosa?
sec a? = — cosa:
s'obtiennent par la règle de dérivation d'un quotient. On a ainsi :
, ., cos X. cos X — sin a? ( — sin x) sin^a?-}"COS^^ i
® ^ cos^ X cos* X cos^a?
, . ,, ( — sin a?) sin a?
(séc x)' = — i 5 — ^ = — z —
^ ' cos^a; cos-'a?
On en déduit, k Taide du théorème des fonctions de fonction,
(cotg.)' = [tg (!-«)]' =--!-- = -
(coséca;)' = séc (5 — œ) = jz ^ =
sin^âp
cos X sin^a?
59, Quant aux dérivées des fonctions circulaires inverses, on les obtient par la règle de différentiation des fonctions inversos. C'est ainsi que nous avons trouvé (n" 65) pour la dérivée de y = arc sin a:.
le radical devant avoir le signe de cos y.
Soit y = arc cos x^ on a d'abord a: = cos y, puis en différentiant par rapport à x et ayant égard au théorème des fonctions de fonction
1 = — siny, y\ d'où
siny v^l — 0?'^
le radical devant être pris avec le signe de siny. Soit encore y = arc tg a- ; on aura successivement
X = iÇry 1 = -— yS
^^' cos* y
d'où
On trouve de même : pour y = arc cotg j:-,
et pour y = arc séc x^
le radical devant être pris avec le signe de tg y. Enfin pour y = arc coséc x, on a
le radical devant être pris avec le signe de cotg y.
Il est à remarquer que, comme log x^ les fondions circulaires inverses ont des dérivées algébriques.
Expression de raccroisseineiil d'une fonction de plusieurs variables
60. Le théorème des fonctions de fonction, les règles relatives à la dérivation d'une somme, d'un produit, d'un quotient, d'une puissance, ne sont que des cas particuliers de la règle de dérivation des fonctions composées. Mais, avant d'exposer cette règle, il convient d'étendre à une fonction de plusieurs variables la formule fondamentale (3) du n* 6.
A cet effet, une définition nouvelle est nécessaire.
Soit îi = /(,r, y, :;) une fonction de plusieurs variables Xy y^ z. On peut prendre la dérivée de u en considérant x comme seule variable et traitant // et z comme des constantes. On donne alors à Texpression ainsi obtenue le nom de dérivée partielle de le par rapport à x et on la désigne par
n (^, Vi -).
Il y a de môme une dérivée partielle par rapport à y, et une dérivée partielle par rapport à 2 ; on les désigne respectivement par f\j (t, y, z) et/', (j-, y, z).
Par exemple, soit
r=kœ^ + By^+ C^* + 2Da?y4-H On a
n = 2Aa? + 2Dy, fy = 2By + iDx, fL = 2Cr.
Désormais, quand nous parlerons d'une fonction de plusieurs variables, il sera toujours sous-entendu que cette fonction est bien définie et continue, et qu'elle admet des dérivées partielles continues au moins dans un certain champ. Nos raisonnements ne s'étendront qu'à un champ assez restreint pour que ces conditions soient remplies.
61, Cela posé, voici la formule que nous avons en vue : Si Von désigne respectivement par Aa:, Ay, Az, les accroissements donnés à plusieurs variables x, y, ;:, et par Aw l'accroissement correspondant d'un fonction u := f {x^ y, z,) de ces variables^ on a :
Aw = /i {x, y, z) ticc + /•; [x, y, z) tiy + n [œ, y, z) \z
où OL^ g. Y, désignent des quantités qui tendent vers zéro en même temps que Aj^, Ay, Az.
En effet, on a
Aw = r{œ + A:r, y + Ay, z + Lz) ^ f [x, y, z) OU
Aw=: [r{x + ùix, y+Ay,^ + A-^) — /^ (^, y + Ay, ^ + A^)] + l/(^% y + Ay, ^ + A^) ^r[x,y,z + A^)] + [f (^, y, 3' + A^) — /• [x, y, z)l
et, en appliquant à chaque crochet le théorème des accroissements finis (n* 36),
Am = Aa? /i (a? + ^Ao?, y + Ay, -8' + ^*) + Ayr;(a?,y-|-XAy, z + A^) + tkz fi (07, y,z + |xA^),
oîi ô, X, [A désignent des nombres compris entre 0 et 1.
Posons actuellement
/î {x + 6Aa?, y + Ay, ^ + ^s) — /"i {x, yyZ)=^9L
r'y (^, y + ^^y, ^ + A^) — /; (^, y, ^) = P, /i' (^» y, -2- + kA^) — fL (^, y, -s-) = r ;
a, g, Y tendront vers zéro en même temps que Aj-, Ay, Aw. Il suffit dès lors d'ajouter ces égalités, après les avoir respectivement multipliées par Aa-, Ay, As, pour obtenir la formule (12).
Dérivée d'une fonction composée
€»â. II est aisé maintenant de trouver la dérivée d'une fonction composée
c'est-à-dire d'une fonction de plusieurs variables m, v, n\ qui sont à leur tour des fonctions d'une môme variable indépendante X.
Lorsque x prend l'accroissement Ax, les fonctions composantes M, r, w prennent respectivement les accroissements Aw, Av, At£?, et l'accroissement correspondant Aw de la fonction composée est, d'après le numéro précédent, donné par la formule
Ao) = fi («, V, w) Au + tl (w> ^> w') Ar -f- fi, (m, v, î<?) Am?
où a, 3, Y> désignent des quantités qui tendent vers zéro lorsqu'on fait tendre vers zéro Aa: et, par suite, Aw, Ar, Aïo. Nous supposons d'ailleurs, il est presque superflu de le répéter, que la fonction o) admette des dérivées partielles continues et que w, i\ w admettent des dérivées ordinaires w', v\ w' déterminées. Alors, si on divise les deux membres
Par exemple, soit
/• = Aa?» + By2 4- Cz* 4- 2Dxy 4- H On a
n = 2Aa? + 2Dy, r; = 2By + ^Dx, fl = 2C r.
Désormais, quand nous parlerons d'une fonction de plusieurs variables, il sera toujours sous-entendu que cette fonction est bien définie et continue, et qu'elle admet des dérivées partielles continues au moins dans un certain champ. Nos raisonnements ne s'étendront qu'à un champ assez restreint pour que ces conditions soient remplies.
61, Cela posé, voici la formule que nous avons en vue :
Si l'on désigne respectivement par Aa:, Ay, Az, les accrois-
sements donnés à plusieurs variables x^ y, z^ et par Am
r accroissement correspondant d'un fonction u^=f[x^ y, z,)
de ces variables^ on a :
Am = ri, {x, y, z) àx + /•; (/», y, z) Ay + /;' (a?, y, z) ^z ^. + aAo? + pAy + Y^^» * ^ ^
où a, P, Yï désignent des quantités qui tendent vers zéro en même temps que t^x^ Ay, AjS.
En effet, on a
Am = r[œ + Aaî, y + Ay, z + A^) —/*(«?, y, z) ou
Am = [f{x + Aa?, y-f- Ay, z + A^) — /* (a?, y -f Ay, z + A^)] + \f[x, y + Ay, ;r + A;?) - /-(a?, y, ^ + A^)] + 1/ (^t yi 3- + A^) — /* (a?, y, ^)],
et, en appliquant à chaque crochet le théorème des accroissements finis (n** 36),
Am = Aa? /% (a? + ^^^i y + ^y» ^ + A^») + ^y T'y {x,y ^-kLy, z + b.z)
+ A^ A' (^, y, -2- + îJ^A^), où ô, X, |i. désignent des nombres compris entre 0 et 1.
Posons actuellement
/i {œ + OAa?, y + Ay, ^ + Az) — /^ (a:, y,z)z=^o^ t'y (^. 3/ + ^^y, -^ + A^) — /; te, y, ^) = p,
/"= (^» 3/1 '2' + f*A^) — fi K y» ^) = Y ;
a, g, Y tendront vers zéro en même temps que At, Ay, A>3. Il suffit dès lors d'ajouter ces égalités, après les avoir respectivement multipliées par A^, Ay, As, pour obtenir la formule (12).
Dérivée d'une fonction composée
€»S. Il est aisé maintenant de trouver la dérivée d'une fonction composée
0) = /*(w, t?, to),
c'est-à-dire d'une fonction de plusieurs variables w, t?, te, qui sont à leur tour des fonctions d'une môme variable indépendante X.
Lorsque x prend l'accroissement Ix^ les fonctions composantes w, r, w prennent respectivement les accroissements Aw, Ar, Au;, et l'accroissement correspondant Aw de la fonction composée est, d'après le numéro précédent, donné par la formule
A<i> = /*i (m, î?, lo) ùiu -f- fi (m, V, w) Ar + fw (w» v, w?) Am? 4- aAw -f- pAî? + yAm?,
oîi a, 3? ï» désignent des quantités qui tendent vers zéro lorsqu'on fait tendre vers zéro Aa: et, par suite, Aw, Av, Aw;. Nous supposons d'ailleurs, il est presque superflu de le répéter, que la fonction u admette des dérivées partielles continues et que i/, i\ w admettent des dérivées ordinaires u\ v\ w' déterminées. Alors, si on divise les deux membres
de la relation précédente par Ax, on a
Â5 "■ '«• Aa? "^ ^*" Aa? "^ '^^ àx ^ Ao? ^ '^ Aa? ^ ^ Aa?
d'où, à la limite, lorsque Ax tend vers zéro,
i^' = rn'^' + n'V+r:,-w' (i3)
Donc : la dérivée (Tune fonction composée est égale à la somme des produits obtenus en multipliant ses dérivées par^ tielles par rapport aux fonctions composantes par les dérivées de ces composantes. Tel est le théorème des fonctions composées.
Examinons quelques cas particuliers
1** Soit ù) = Aw + Bu + dw, A, B, C étant des constantes. Les dérivées partielles de w par rapport à ?/, r, w sont respectivement A, B, C ; on a donc
<o' = Am' + Bi?' 4- Cw ;
c'est le théorème sur la dérivée d'une somme. 2° Soit
(0 = uvw ;
les dérivées partielles de o) par rapport à //, r, ic sont respectivement viL\ uw^ uv; on a donc
0)' == vtou' + uio.v -j- uvw\ ou
c'est le théorème relatif à la dérivée d'un produit
u 3* Soito) =-=«<?;"* ;lesdérivécs partielles de (0 par rapport
à t< et & t? sont respectivement- et — uv~^; on a donc
, u ,3 vu — uv
c'est le théorème relatif à la dérivée d'un quotient;
4° Dans le cas où il n'y a qu'tme fonction composante, c'est-à-dire lorsqu'on a
0> =/*(«), u étant une fonction de x, la formule (13) se réduit à
o)' = /' [u),u ; c'est le théorème des fonctions de fonction.
Usage du tliéorèinc des fonctions composées
G4. Le théorème des fonctions composées permet de ramener le calcul de la dérivée de toute fonction explicite d'une seule variable indépendante au calcul des dérivées des fonctions simples. Voici comment:
Toute fonction explicite o> de la variable indépendante x résulte d'un nombre limité d'opérations effectuées successivement sur cette variable. S'il n'y a qu'une opération, on est en présence d'une fonction élémentaire; on peut donc trouver sa dérivée. S'il y a plusieurs opérations, la dernière devra être effectuée sur une ou plusieurs fonctions t/, t\ lo.,, déjà formées, et Ton aura:
(o =/ {n, r, te, ...)
Le théorème des fonctions composées ramènera alors la dérivation de w à celle des fonctions w, i», u»,... et à celle
(les fonctions qui résultent de /(w, t% tr,...) quand on y regarde tour à tour toutes les fonctions composantes sauf une comme des constantes. Si les fonctions t/, r, tr,... ne résultent pas d'une seule opération effectuée su la variable x, on traitera chacune d^elles comme nous venons de l'indiquer pour 0), et ainsi de suite jusqu*à ce qu'on tombe sur des fonctions élémentaires.
Oo. Quelques exercices sont indispensables pour apprendre à calculer les dérivées avec rapidité et sans hésitation. Aussi croyons-nous devoir traiter un certain nombre d'exemples :
!• Soit y = m", u et v étant deux fonctions de x dont la première est supposée positive ; on a
log y = I? log w, d'où
et enfin
y' =u''-* [vu -\- ux>' log m).
L'application du théorème des fonctions composées conduirait au même résultat. En effet, les dérivées partielles de w" par rapport à m et à u étant respectivement rw"* et lC log 2/, on a
y m 'OUy-^U* + tt*'logM.Î?'.
Dans' le cas particulier où m = r = jr, on a :
(,ci7^)' = or»^ (1 + loga?).
Soit
y = log 2 + -^ + V^ + ^^ + ^n*
On a
[h , y . , h 4- "iic
^ -f- a? + Va -f- ôa? -f- x^ -\-x-\'\la-\-bx-{'C^
3*Soil
<4a -\- bx ■\- ex
On a
vMO^D' ^'^'
ou, réductions faites.
y' = * j«LEiL.
Définition
6G. A la notion de la dérivée se rattache immédiatement celle de la différentielle, dont la conception est due à Leibnitz. Reprenons la relation fondamentale
Ay = y'^x 4" tAa? (1)
de la page 8. C'est à la première partie y'Axdu second membre qu'on donne le nom de différentielle. Ainsi, par définition, la différentielle d'une fonction y z= f [x) est le produit de la dérivée de la fonction par l'accroissement arbitraire de la variable indépendante x.
On représente cette différentielle par la lettre cl que Ton place devant le symbole qui désigne la fonction. On a donc
dy = y'^x ou df{x) = f [x) Aa:.
Cett6k définition, appliquée au cas oii la fonction f [x) se réduit à la variable indépendante elle-même, donne
dx = ^x, (2)
puisque la dérivée de x est égale à l'unité. On peut donc
écrire
d'où l'on déduit
dy = y'dx, (3)
Ainsi, en résumé :
La différentielle de la variable indépendante n^ est autre que r accroissement arbitraire de cette variable,
La différentielle d'une fonction est le produit de la dérivée de la fonction par la différentielle de la variable indépendante,
La dérivée d'une fonction est égale au quotient de la différentielle de la fonction par la différentielle de la variable indépendante.
Ajoutons encore, d'après la formule (1), que, «' Von suppose Vaccroissement Ix de la variable infiniment petite et si^ pour la valeur de x considérée la fonction a une dérivée déterminée et différente de zéro^ la différentielle dy de la fonction est la valeur principale y'\x de Vaccroissement infiniment petit Ay de cette fonction.
Tnicrprétalion géométrique de la différentielle
G7. La différentielle dy est susceptible d'une interprétation géométrique fort simple.
Soit C la courbe qui a pour abscisses les valeurs de la variable indépendante x et pour ordonnées les valeurs correspondantes de la fonction y = f {x). Désignons respectivement par I et N les points où l'ordonnée P'M' voisine de PM rencontre la tangente MT au point M [x^ y) et la parallèle à OX menée par M. On a d'abord
do? = PP' = MN, puis
attendu que chaque membre représente le coefficient angu-> laire de la tangente. On déduit de là NI = y'dx = dy. Donc : la différentielle dy est égale à Vaccroissenient
IN = PI — PM
de r ordonnée de la tangente.
On voit de plus que n
IM'= NM' — NI = Ay — £/y = lAo?
Lors donc que PP' est infiniment petit, si la tangente MT n'est parallèle à aucun des axes coordonnés, NI est un infiniment petit du môme ordre et IM' un infiniment petit d'un ordre supérieur.
Différentielle d'une fonction de fonction
68. Considérons une fonction de fonction définie par les relations
On a, comme nous Tavons vu,
Introduisons la notation différentielle; cette relation s'écrira
du ., f .du,
mais,^ et -r- étant les quotients des différentielles de y et de
u par la différentielle dx de la variable indépendante, on peut supprimer le dénominateur * commun dx et écrire
simplement
dyz=f[u)du. (6)
Il résulte de là que, si l'on a y = f[u), on a toujours dy = f\ii) du, que u soit ou non la variable indépendante.
Ainsi, tandis que la dérivée y' a deux expressions différentes,
suivant que u est ou non indépendante, la différentielle dy conserve toujours la môme forme
dy = f(u) du.
On voit par là que Temploi de la différentielle est plus avantageux, au moins en théorie, que celui de la dérivée. On ne doit pas oublier toutefois que, dans la pratique, quand on calcule dy, il faut, si u n'est pas la variable indépendante, c'est-à-dire si Ton a «/ == 9(0-), remplacer du par sa valeur (p'(x) d^-
Ainsi, soit
y =z log sin x ; on aura
j * j • cosa? ,
dy = -, — d. sina? =: -: dx =. colRxdx.
sma? sinoj ^
69. Les avantages de l'emploi des différentielles apparaîtront de plus en plus clairement à mesure que nous avancerons dans l'étude du calcul infinitésimal. Il nous paraît cependant utile d'insister ici encore un peu sur ce sujet.
Si y est une fonction de x, on a, en désignant cette fonction par 9(x),
dy = Y [x) dx ;
les différentielles dx et dy sont arbitraires, leur rapport seul est déterminé, et rien n'oblige à considérer x plutôt que
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y comme étant la variable indépendante ; Temploi des dérivées exige au contraire qu'on fasse un choix.
Plus généralement, considérons autant de variables qu'on voudra, j-, y, 3, w, liées de telle sorte qu'on puisse les regarder comme des fonctions de Tune quelconque d'entre elles. Supposons qu'on regarde y, >s, w, comme des fonctions de x^ on aura
dy =: ydx^ dz =z z'dx^ du = u'dœ^
dy dz du
Si l'on veut alors prendre r-, par exemple, pour la variable indépendante, on pourra, sans nouveau calcul, obtenir les dérivées de ^, y, u^ par rapport à z\ il suffira de diviser par dz^ ce qui donnera :
d^ J. dy %£_ du u*
dz z' dz z' dz z'
Tableau des diiïéreul telles des fonctions usuelles
70, Voici le tableau des différentielles des fonctions dont nous avons calculé les dérivées dans le chapitre précédent :
d [a -{- bu-\- cv) = hdu + <?^^
d (uvîo) du , dv . dw , /«A v^u — udv
uvto u V ÎO \v J v'
du
d (m'") = mu'^-^du, d (y/w)
âV'w
dlogu = — ) d.{a")=z a^loga^
d (sin u) = cos iidu. d icos n) = — sinudu, d (tsfw) = — r— >
o?(arcsinM) = -p=^-(/(arccosw)= ? d[arcigu)= . ^;
V 1 — ii'^ ' sji — u^ * "T ^^
f7, 6, c sont des constantes; ?/, r, w sont des variables indépendantes ou dépendantes ; enfin, danslesdeux premières expressions de la dernière ligne, le radical a, pour la première, le signe de cos ii et, dans la seconde, le signe de sin w.
Différentielle totale d'une fonction de plusieui*s variables indépendantes
71. D'après la formule (12) du chapitre précédent, Taccroissement de la fonction u de plusieurs variables x, y, z^ se compose de deux parties que nous avons écrites sur deux lignes différentes pour les bien distinguer Tune de l'autre.
Supposons que les variables x, y^ z soient indépendantes.
Par analogie avec ce qui a été dit pour les fonctions d'une seule variable, on donne à la partie de \ti qui est sur la première ligne le nom de différentielle totale de la fonction u et on la désigne par du. On a donc, par définition,
du = fx (a?, y, z) Aa? + fy (07, y, z) Ay + ^ (^, y, ^) A^ (7)
On voit, en outre, que, si i^x. A//, As sont infiniment petits du premier ordre et si les dérivées partielles /'/, //, // ne sont pas nulles simultanément, Taccroissement A« de la fonction sera aussi un infiniment petit du premier ordre, dont la valeur principale sera la différentielle totale du de cette fonction.
On peut d'ailleurs constater, en divisant Tune par l'autre les expressions de ^ii et de du^ que, si les dérivées partielles /,', //, // ne sont pas toutes nulles, le rapport
Au . aAa? -f- PAy -}- yA^-
rftt ~ + at^x + /^Ay -f- flt^z
a pour limite Tunité lorsque A:c, Ay, Az tendent vers zéro.
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du moins tant que les rapports des accroissements Aar, Ay, Az à Tun d'eux restent arbitraires.
La relation (7), appliquée successivement au cas où la fonction se réduit tour à tour kx^ y ou z, donne
dx = Aa?, dy = Ay, dz i= A-a-,
On peut donc écrire, au lieu de (7),
du=zf'^ (a?, y,z)dx'{- f'y {x, y, z) dy + fl [x, y, z) dz. (8)
Mais, d'après la définition de la différentielle d'une fonction d'une seule variable (n*' 66), les termes du second membre de la relation (8) sont les diflférentielles respectives de ti considérée tour à tour comme une fonction de la seule variable x y oxx z; on donne à ces expressions
fx i^, y, -) cLv, fy'[x, y, z) dy, fz,[x, y, z) dz
le nom de différentielles partielles de u parrapportà x, y, z, et la relation (8) s'énonce de la manière suivante :
La différentielle totale d*une fonction de plusieurs variables indépendantes est égale à la somme des différentielles partielles de cette fonction.
7ii. Un grand nombre d'analystes écrivent la formule (8) sous la forme
. du . . du , . du du = -y dx -j- -y- dy -f- y dz , dx ^ dy ^ ^ dz
Toutefois cette notation peut entraîner de graves confusions, les divers du qui figurent dans cette formule ayant des significations différentes. Pour éviter toute erreur, quelques géomètres, à l'imitation d'Euler et de Laplace, écrivent
les parenthèses indiquant que
idu\ (du\ /du\
^d^r tej' tej'
/du
représentent simplement les dérivées partielles par rapport k X, h j/ et k z. Mais, on ne saurait le dissimuler, Temploi des parenthèses est un embarras. Aujourd'hui on préfère, à l'exemple de Jacobi, supprimer les parenthèses en employant une autre forme de d lorsqu'il s'agit de dérivées partielles. C'est cette dernière notation que nous adopterons ; nous désignerons donc les dérivées partielles de ti par rapport k x, k 1/ et k z par. les symboles :
t^a ^u "bu
bx by ^z
Les différentielles partielles correspondantes seront, dès lors, représentées par
-<Jx, ^rl!^, jzdz,
et la différentielle totale par Ainsi, soit u = x?ifz\ on aura
et enfm
du = x^y [Syzdps + ^zdy + xydz).
Propriétés de la différentielle totale
73. Voici deux propriétés de la différentielle totale qui sont la généralisation des propositions des n*' 39 et 40.
Si une fonction u de plusieurs variables indépendantes Xj y, s, se réduit à une constante pour les valeurs de ces variables comprises respectivement entre certaines limites, la différentielle totale du est nulle entre ces limites; et, réciproquement, si la différentielle totale du est constamment nulle, la fonction est constante.
En effet, comme dx, dy^ dz sont arbitraires, la condition du = 0 entraîne
c)m 'bu Dm
et réciproquement. Or (n** 39) les conditions précédentes expriment : la première que u est indépendant de t, la seconde que // eA indépendant de y, et la troisième que u est indépendant de 2.
Voici une application
Trouver la courbe dont les normales passent par un même point.
Prenons ce point pour origine, et soient x e^i y les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque de la ligne cherchée. Le coefficient angulaire de la tangeûte étant
dy celui de la normale est
dx
dx dy'
et réquation de la normale est
Pour qu'elle passe par Torigine, il faut et il suffit qu'on
ait
dx
^ dy
ou
oodx + ydy — o,
c'est-à-dire
et, par conséquent, d'après le théorème ci-dessus, x^^y^ = 0\
Les courbes demandées sont donc des cercles ayant pour centre le point de concours des normales.
75. En appliquant le théorème précédent à la différence Il — t? de deux fonctions ti et v de plusieurs variables indépendantes x^ y, :;, ..., on obtient la proposition suivante, qui est la généralisation de celle du n"* 40 :
Si pour les valeurs des variables indépendantes x^ y, z^ comprises respectivement entre certaines limite^ ^ deux fonctions u et V ne diffèrent que par une constante^ les différentielles totales du et dv sont égales; et, réciproquement, si les différentielles totales du et dv sont égales, les fonctiom u et v ne diffèrent que par une constante.
Différentielle d'une fonction composée
76. Nous avons vu (page 58) que, si m, v, w sont des fonctions d'une même variable indépendante x, la dérivée par
rapport à ar de la fonction composée d) = f[ii^ t\ tv) a pour expression
ce qui, avec nos nouvelles notations, peut s'écrire
rfo) <^» du^ _L ^ ËE. _i_ ^ ^^
dx t^M dœ 'bv dx "bw dx
Si donc on multiplie par dx^ on a, pour la différentielle de la fonction composée,
rf<o = ^r5?rfM + ^rf., + ^rf,.. (10)
Le second membre a la forme d'une différentielle totale (n** 72) ; toutefois ici du^ dv^dic ne sont pas des différentielles de variables indépendantes, c'est-à-dire des quantités arbitraires, mais au contraire des différentielles de fonctions d'une même variable.
77. La formule (10) subsiste dans le cas oîi w, t;, w sont des fonctions de plusieurs variables indépendantes x, y ; alors du, dt\ dw représentent les différentielles totales de ces fonctions u, t\ tv, de a: et de y. La démonstration n'offre aucune difficulté. En effet, w étant en définitive une fonction des variables indépendantes x et y, on a
D'autre part
c*a) ^u) }^7i ^^Tioy 2v . Do) bw i^X ^M ^X 'èv 'bx "blO ^X
tjo) c^ ^ _l "^^^ ^^ '^^•^ ^^^
^1/ "du "by * ^v ^y ho ^y
En portant ces valeurs dans la relation (11), on obtient :
Do) (lu , , t^w . \
expression qui n'est autre que (10), puisque les parenthèses représentent respectivement les diflFérentielles totales rf//, di\ dtr.
Ce dernier théorème est très important ; il en résulte que les règles de différentiation d'une somme ^ d'un produit^ d'un quotient et des puissances de foîi étions d'une seule variable sont applicables au cas des fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Principe de la superposition des petites variations
78. Nous avons vu (n® 74) que, si Aj:, A;y, As, ..., sont des variations infiniment petites du premier ordre, Taccroissement lu de la fonction u=f [x^ y, s, ...) est, en négligeant les quantités d'ordres supérieurs au premier, donné par la formule
Donc, si une fonction dépend de quantités qui éprouvent des variations très petites^ la variation totale de la fonction est sensiblement égale à la soînme algébrique des variations que cette fonction aurait subies, si chacune des quantités dont elle dépend eût varié seule.
« Le principe de la superposition des petits mouvements », dit Cournot dans sou Traité des Fonctions^ « qui joue un rôle
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« si important dans rexplication des phénomènes physiques, « n'est lui-môme qu'une conséquence du principe que Ton « vient d'énoncer et qu'on pourrait appeler le principe de la « superposition des petites variations. Ce principe fait com- « prendre comment un nombre borné d'expériences fournit « les moyens de calculer les variations d'une quantité qui « dépend de plusieurs autres, suivant une loi inconnue, « pourvu que les variations de ces dernières quantités soient « renfermées dans des limites étroites. Car il suffira, à la « rigueur, d'observer les valeurs de Aw pour autant de sys- « tèmes de valeurs de Aj:, A/y, A^,...., qu'il y a de dérivées « partielles à déterminer numériquement dans l'équation (12), « et ensuite cette équation donuera \u en fonction linéaire « de Ax, A//, A:;, ..., pour des valeurs très petites, mais d'ail- (( leurs quelconques, de ces variations. L'art des observations « consiste à observer dans des circonstances qui permettent « de déterminer ces coefficients inconnus avec la plus grande « précision; la théorie des chances fournit à ce sujet des « indications que nous n'avons pas à développer ici. »
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER
Dérivées et différentielles des divers ordres d'une fonction d'une seule variable
79. La dérivée ij onf'{x) d'une fonction de x est en général une fonction de cette variable ; elle admet donc elle-même une dérivée qu'on nomme dérivée seconde et que l'on^représentc par y" ou f" {x). La dérivée de cette dérivée seconde prend le nom de dérivée troisième et est représentée par tj"' OMf^x)^ et ainsi de suite.
On nomme différentielle seconde d'une fonction y = /(j:) la différentielle de sa différentielle première dij = ydx^ à condition de considérer, dans le calcul de cette nouvelle différentielle, le facteur dx comme constant, c'est-à-dire comme indépendant de x. Dans cette hypothèse la dérivée de ydx est y'dx^ et, par suite, en désignant par d'y la différentielle seconde, on a
d^y = {y"dx) dx = y'dx^.
En prenant de même la différentielle de rf'y, dx étant toujours considéré comme constant, on a la différentielle troisième qu'on représente par d^y et qui a pour expression :
â^y = [y"dx^) dx == y"(^\ et ainsi de suite.
On déduit de là
d'où Ton voit qu'en définissant les différentielles successives comme nous venons de le faire, Tanalogie avec la différentielle première se trouve conservée : de même que la dérivée première y' est égale au quotient de la différentielle première dij par la première puissance de la différentielle dx de la variable indépendante, la dérivée /i'"'"° , y ^"\ est égale au quotient de la différentielle /i'^*"*, rf"y, par la puissance w'""' de la différentielle dx de la variable indépendante.
Application aux fonctions élcmentaires
Voici
les dérivées successives
de
quelques
fonctions
usuelles :
1» Soit
z=. af^ ;
on aura :
dx~'^'' ' dx'
Si m est entier et positif, la dérivée m'*'"^ est constante et égale à If 2, 3, ..., m, et les dérivées suivantes sont nulles. 2* Soit
y = logo:; on a
dy i . dhf . 2
c?a? a: ' dx^ ' '
3» Soit
on a:
En particulier
dx» - ^ • 4' Soit
y = sin (a? + a),
a étant une constante.
On a
-^ = cos (a? + a) = sin (a) + * + 1)
rfo?
En particulier, pour a = o et a = ^> on a :
c?" sin 0? . / , w\ c?" cos x / , ^^X
-^^=sm(^a; + n^j, __ =, cos (^o. + n -^ j •
5° Soit enfin
y = arc igoG; on a
•-p- = cos^ y = cos y, cos t/ dx
-T-^ = — 2 cosy siny ^ = — sin 2y cos^ y
-r-^ = — (2 cos^y cos2y — 2 cos y sin y sin2y) cos' y = — 2 cos 3y cos^ y
On en conclut, par induction,
^ = {— i)"-»!. 2... (n — 1) cos" y sin n (^ ■- y)
sauf à vérifier la généralité de cette loi en prouvant, ce qui /ie présente aucune difficulté, que, si la formule est vraie pour la y*'^""' dérivée, elle subsiste pour la dérivée d'ordre
Al -4- 1.
Dériv<'^os$ partielles des divers ordres d'une fonction de plusieui*s variables
Les dérivées partielles
yu hi u
d'une fonction u = / (.r, y, ;;) de plusieurs variables sont elles-mêmes des fonctions de ces variables, et on peut prendre successivement les dérivées partielles de chacune d'elles par rapport h jc^ h y ou k z. On obtient ainsi les dérivées partiellps du second ordre de la fonction //, tandis qu'on réserve le nom de dérivées partielles du premier ordre aux quantités ci- dessus.
En prenant la dérivée par rapport à x, à y ou k z des dérivées partielles du second ordre, on obtient les dérivées partielles du troisième ordre; et ainsi de suite.
Si />?est le nombre des variables j, y,:;, ...,qui entrent dans la fonction ?/, on obtient un nombre de dérivées partielles égal à m pour le premier ordre, à m- pour le second ordre, à ?n" pour le ;i'^'"*' ordre.
Mais les dérivées partielles ainsi obtenues pour un même ordre supérieur à 1 ne sont pas toutes distinctes. Cela résulte du théorème suivant.
82. On peut^ sans changer la valeur d'une dérivée partiellc d^ordre quelconque^ intervertir Vordre des dérivations^ à condition que la fonction et les dérivées partielles jusqu'à l'ordre indiqué soient continues.
Il suffit évidemment de démontrer la possibilité d'interver-
tir Tordre de deux dérivations successives ; le théorème général en résultera par un raisonnement analogue à celui qu'on emploie en arithmétique dans le théorème relatif à Tordre des facteurs d'un produit.
Soit donc h une fonction de plusieurs variables et
les dérivées partielles de u par rapport à deux quelconques X et 1/ des variables dont elle dépend ; pour plus de rapidité, nous omettons dans les parenthèses qui accompagnent les signes /', , /'y les variables autres que x et y, vu qu'elles restent constantes dans la question.
Il s'agit de prouver que, si Ton prend la dérivée par rapport à y de la première des expressions (l)etla dérivée par rapport à j:* de la seconde, les deux résultats obtenus, que nous désignerons respectiveiAent par
sont les mêmes.
A cet effet, considérons l'expression
où J-Q, ^Q, A, k sont des quantités déterminées. Si Ton pose
/ (^» .Vo + ^) — /* (^1 2/o) = ? i^^)^ on aura
et, par suite, en vertu du théorème des accroissements finis,
Mais on a
?' (^) = /i (^. ^0 + A) — fx (^, ^o) ;
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et, par suite, d'après le théorème déjà cité,
f (^) = ^rix (.r, yo + ^A) (0 < e, < 1),
en sorte que
U = hkn. <>o + «^. yo + ^^)- (2)
Le même raisonnement, en échangeant les rôles des lettres X et y, conduirait à
On a donc, en comparant les relations (2) et (3),
ru (a?o + OA, .Vo + «1^) = ny (^0 + ^^» yo + >^**)i et, par suite, à la limite, lorsque A et k tendent vers zéro,
rtx ('^1 y) = fxy [oOy y).
83. Cela posé, revenons aux dérivées partielles des divers ordres d'une fonction u de plusieurs variables, et considérons d'abord le cas où ces variables ne sont qu'au nombre de deux, X et y.
La dérivée partielle —-? quand on prendra successivement
sa dérivée par rapport à j: et sa dérivée par rapport à y, donnera deux dérivées parliolies du second ordre que nou s désignerons respectivement par
L'autre dérivée partielle du premier ordre — » quand on
prendra successivement sa dérivée par rapport à y et sa dérivée par rapport à x, donnera, à son tour, deux dérivées partielles du second ordre, que nous désignerons respecti-
vement par
Mais, d'après le théorème ci-dessus, on a
Il n'y a donc que trois dérivées partielles du second ordre distinctes
Elles ont pour expression générale
a et g étant des entiers positifs ou nuls dont la somme est égale à 2.
L'expression générale des dérivées partielles de Tordre n d'une fonction ii d'un nombre quelconque de . variables X, y, ..., /est
a, g, ...., 0 étant des entiers positifs ou nuls ayant pour somme n. L'exposant, dont la différentielle d'une variable quelconque est affectée, dans le dénominateur de ce symbole, indique le nombre des dérivations relatives à cette variable. Par exemple, la notation
représente le résultat obtenu en prenant deux fois de suite la dérivée par rapport à z, puis une fois la dérivée par rapport à y, enfin deux fois la dérivée par rapport à x,
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Voici, pour ne rien laisser à désirer sous le rapport de la clarté, le tableau de ces opérations successives, en supposant
On a
CZ vZ*
Différentielles partielles et différentielles totales des ordres supérieurs des fonctions de plu<sieui*s variables indépendantes.
84. Considérons d'abord une fonction tt de deux variables indépendantes j: et y ; chacune des différentielles partielles du premier ordre
r- oo?, r- dy
donnera deux différentielles partielles du second ordre quand on la différentiera successivement par rapport à x et à y. Dans ces différentiations les différentielles dx et dy des variables indépendantes, qui, comme on sait, sont arbitraires, seront supposées constantes. D'après cela, en différentiant
r— ax ox
par rapport à x, on aura
I -— rr dœ\ dx ou —^ da^y
et, en diiTérentiant par rapport à y, on aura
( ^TT- wo? ) ai/ ou r-r- dxdv.
L'autre différentielle partielle du premier ordre
donnerait les différentielles partielles du second ordre
et, comme
on a finalement les trois différentielles ])artielles du second ordre distinctes
Le type général des différentielles partielles d'ordre n d'une fonction u d'un nombre quelconque de variables indépendantes x, y, ...., / est
^'^ dœ^dy?.,.dl\
n désignant la somme «+ g + .... -|-ô.
85. Enfin il y a lieu aussi de distinguer des\diff'érentielles totales des divers ordres.
te étant une fonction de plusieurs variables indépendantes, la différentielle totale du définie au n* 72 prend le nom de différentielle totale du premier ordre. On nomme différent tielle totale du second ordre^ et on représente par (Pu la dif-
férentielle totale de r/?/, c'est-à-dire la somme des différentielles partielles de du. De même, on nomme différentielle totale du troisième ordre et Ton représente par dhi la différentielle totale de d-u ; et ainsi de suite.
Nous allons calculer ces différentielles successives.
Pour avoir la différentielle totale d'une fonction u de plusieurs variables x^ y, z^ il faut, d'après la définition môme de celte différentielle, prendre les dérivées partielles de cette fonction par rapport à x, y, z, multiplier respectivement ces dérivées par dx, dij^ dz, puis ajouter. En appliquant cette règle à la différentielle totale du premier ordre
du = ^£dx + ^dy-{.^£dz (4)
on a
a.u=^4^da, + ^-^dy + l^dz; (3)
or, les variables x, y, z étant indépendantes, dx, dy, dz sont constantes, en sorte qu'on a
-±^dx = {^~,dx^^dy^^^d.yx\
D [du] ^ ( D*W - , î^^w . , ^'^u . \ , \
-^ dz = ( 7-T- dx + r-rr- dy -{- -^--^dz) dz\
dz \^x^z ' ^y^z ^ • ?z* / /
d'où, par addition,
c^a;^^/ +2 ;^ rf^^/^ + 2^ dydz
On peut écrire symboliquement
dru = ( ~ c/o? + c- ^y + r" dz] \ox ^ oy '^ ^ l>z )
à condition de remplacer 7>u- par ^'^u aux numérateurs des divers termes du carré effectué.
En général on peut écrire symboliquement
pourvu qu'après avoir développé la n'*"' puissance on remplace au numérateur de chaque terme ^ti'' par ^"t/.
Pour le prouver, il suffit de montrer que, si la loi est vraie pour d^tij elle subsiste pour d'^^^tt,
A cet effet, prenons dans rf'*w un terme quelconque
OÙ y9 + y + r = n. La partie de rf"+*w provenant du terme T sera
^^^ + ^dy + ^^dz', (9)
or
clT i)'»+*u
T^ ^ = K . ' ,^ " ,. dxP^'dy^dz'-
^x ^^xP^^i^y^yz ^
dT ,, ^'»+*w
La partie (9) peut donc s'écrire symboliquement
et, comme on peut en dire autant pour chaque terme de rf"w, on voit que le calcul direct de d'^^^ii conduira à écrire les mêmes termes que la multiplication symbolique de rf"w par
■r- dx + :r' dy + r- dz.
ex ^ oy ^ ^ oz
Si donc d"u s'écrit symboliquement comme l'indique la formule (8), (f'^^u aura pour expression symbolique
Calcul des différentielles et des dérivées des divei*s ordres d'une fonction composée
Lorsque, dans
les variables x^ y, z ne sont plus indépendantes, mais sont elles-mêmes des fonctions d'une ou de plusieurs variables, la fonction u est dite composée, et nous savons (n° 77) que sa différentielle totale du premier ordre est encore donnée par la formule (4), absolument comme si jt, y, ;; étaient indépendantes.
Ainsi la formule (4) subsiste ; mais il n'en est plus de même de la formule (7). C'est qu'ici rfx, dy, dz ne sont plus des constantes, et dans le calcul des quantités
l{du) ^du) ^ [du)
qui figurent dans la formule (5), il faut considérer chaque
terme de
, du j i du , , ^w , du = T- dx +T— du 4- :r- dz ox <^y ^z
comme un produit de deux facteurs qui sont riin et Vautre variables. Ainsi il faudra ajouter respectivement aux seconds membres des relations (6) les quantités
y^dh=, ^<Py, y^d^Z,
et, par suite, au second membre de (7), la somme de ces quantités. On aura ainsi
la première partie du second membre est sous forme symbolique.
Lemêmeprocédéconduiraitaux expressions de rf'^w, dhi^ ..., mais les formules qu'on obtient sont peu utiles à cause de leur complication.
Ce qui importe en pratique, c'est le calcul des dérivées partielles des divers ordres
'^xPT^^'f.,,
de la fonction composée (10) par rapport aux variables indépendantes a, g, ... , dont a;, y, z sont des fonctions données. Le problème est ramené de la sorte au cas des fonctions d'une seule variable : en effet on dérivera d'abord j} fois de suite l'expression (10) par rapport à a, puis on dérivera le résultat
^ q fois de suite par rapport à g, ce qui donnera— —^5 et
ainsi de suite.
87, Lorsque dans la fonction composée (10) les fonctions composantes y, ?/, z sont des fonctions linéaires de la variable ou des variables indépendantes a, g, ..., c'est-à-dire sont de la forme
Aa+B ou Aoc + B{J-|-C,
les différentielles premières dx, dy^ dz sont des constantes; et, par suite, les différentielles d'ordre supérieur.
d^ooy 6}y^ d^Zy <Px^ ...,
sont nulles ; par suite d'^ti est donnée par la formule (8); en d'autres termes, les différentielles totales de tout ordre de la
fonction composée (10) s'expriment dans ce cas simple comme si X, y, z étaient des variables indépendantes.
Formule de I^eibnitz
88. Il est un autre cas, fort usuel d'ailleurs, où la différentielle totale d'ordre n d'une fonction composée est susceptible d'une expression simple. C'est celui où cette fonction est le produit de fonctions w, r, ..., s, d'une ou plusieurs variables indépendantes.
Considérons d'abord le produit de deux facteurs u et t\ On a successivement
d{uv)= vdu -[- udv d^ {uv) = d [vdu) + d [udv)
= vd^u + 2dudv + {cP^) w cP (ut?) = d (vd^u) + 2rf {dudv) + d [ud^v)
= vd^u + Mvd^u + 3 d^vdu + (d^v) u;
on en conclut, par induction,
d^ {uv) = vd^u + Cldvd^-*u + ... (il)
... + C'^d^'vd^-^'u + ... + {d'^v) M,
formule attribuée à Leibnitz, et dans laquelle Cj désigne le nombre des combinaisons de n objets k à k.
89. Pour achever la démonstration de la formule (11), il suffit de prouver qu'en la supposant vraie pour l'ordre n elle subsiste pour l'ordre n -+- i.
A cet effet on ditférentie la formule (11), ce qui donne
d»+* (wv) = m"+«w + ... + (C*-* -|-CÎ)rf*i;£/"+«-*+ ... + (c?«+<t?) u; et, comme on a évidemment
C*— 1 , r>k f^k n + Cn — v^n+ 1»
il vient,
if«+« [uv] = r^«<-< M + ... + C*+ic?^W+*-'*« + ... + (rf«+*i?)w,
expression qui n'est autre que (H), dans laquelle on a changé n en n + 1.
On donne souvent à la formule (11) la forme symbolique
d^{uv) = {du +dv)^. (12)
Voici comment il faut l'entendre : après avoir développé le second membre d'après la règle du binôme de Newton, on mettra en facteur dans le premier terme {dvY et dans le dernier {diiY ; puis on remplacera les puissances (rfw)* et {dvf respectivement par les différentielles d^ii^ dh\ lorsque k n'est pas nul, et par ti et i\ si k est nul. 11 est clair qu'on tombera ainsi sur la formule (11).
Considérons maintenant un produit
u) = uv,,. tes •
d'un nombre quelconque de facteurs ; on aura encore symboliquement
rf^o) = [du + rft? + ... + dîo + dsY ; (13)
en d'autres termes, pour obtenir rf^w, on devra : 1* développer le second membre comme une puissance ; 2* introduire ensuite en facteur dans chaque terme la puissance zéro de celles des différentielles rfw, dv^ ..., ds qui ne figurent pas dans ce terme ; 3"* remplacer les puissances
[duY, [dvY, ..., ichY
par les différentielles
si k diffère de zéro, et par
si A' est nul.
Pour démontrer la formule (13), il suffit maintenant de faire voir que, si cette formule est vraie dans le cas de m — 1 facteurs, elle subsiste lorsque ces facteurs sont au nombre de m, A cet effet, désignons par y le produit des m — 1 facteurs ?/, r, ..., w\ on aura symboliquement par hypothèse
cfo) = c?'» {y, S) = (dy + ds)".
Or à un terme quelconque Akdy^ds^'^^ du développement de ce binôme correspond dans d^tù le terme kkd^yd^'-^s^ c'est-à-dire d'une façon symbolique
kk{du + ^«^ + ... + diofds"-^.
En raisonnant de même sur les autres termes et ajoutant, on tombe sur la relation symbolique (13).
Dérivées successives d'une fonction de ionclion
Nous terminerons ce chapitre par la recherche de
d^if
T-~> y étant une fonction de fonction de x définie par les
équations
Des relations (1) on déduit par différentiations successives :
rfa,»=/"H?'(«)+/"w-?"(«).
»■• Afl/^
On voit par là que -r^ est de la forme
S = 1^ 9' («) + ri < («) + - + îir« ^'"' W'- (^)
les coeffÎQients Aj, Ao, ..., A,, dépendent de f[x) et de ses dérivées, mais restent les mômes, quelle que soit la fonction ?(w).
On déterminera donc ces coefficients on faisant sur cette fonction 9(1/) des hypothèses particulières. En appliquant successivement la relation (2) aux cas oii les valeurs attribuées à ç(î/) sont les puissances, ti^ 21^^ ..., w", on obtient, pour déterminer A,, Ao, ..., A,„ les équations linéaires :
dx**
Nous laissons au lecteur le soin d^achcvor ce calcul qui n'offre ni intérêt, ni difficulté.
Définition des fonctions implicites
91. Lorsque ?n -\- n variables x^,.,x„,, ?/,...?/", sont liées par n équations
non résolues par rapport à //,, ... it„, on dit que t/,, ..., w„ sont (les fonctions implicites de ôCj, ..., x„^.
Mais sous quelles conditions ces fonctions w,, .... ?/„ sontelles bien définies et ont-elles des dérivées déterminées? La réponse à cette question exige quelques explications.
On dit que plusieurs variables indépendantes x, y, z ri'slent situées dans un champ (C) déterminé par les intervalles (a, a), (g, g'), (y, y'), lorsque les valeurs que peuvent [ïrendre ces variables sont tous les systèmes de valeurs toiles qu'on ait
OL < 0? < a', .B < y < P', T < -s^ < y'i
Cela posé, considérons les fonctions /j, ..., /„, qui consti- [iient les premiers membres des équations (1); soit (C) un champ dans lequel ces fonctions soient bien définies et con-
tinues, ainsi que leurs dérivées partielles, par rapport h
St ^, = «j, ..., ^„» =««,?/, = 6|, ..., w„ = *„ ^si un .V//.Vtème de valeurs comprises dans le champ (C) et propre à vérifier les équations (l) sans annuler le déterminant
Dm.
tV ^xw//» un système unique de n fonctions,
(pfl(a;^... a?,;,'!,
., A„ quand
satisfaisant aux conditions suivantes :
V Elles prennent respectivement les valeurs b^y on attribue à a\, ..., x^, les valeurs «,, ..., o,„ ;
2" Zi7//».v sont bien définies ^ continues et possèdent des dé rivées déterminées dans un certain champ (C) comprenant ^P .-.1 ^ini ^^ ^/rt/'.s' lequel K r^v/^? différent de zéro ;
3* iPo^//* /o?// système de valeurs de j., , . . . , x^n renfermées dans le chc^mp (C), les fonctions /,, ...,/„ deviennent identiquement nulles, lorsqu'on ij remplace Wj, ..., u,^ respectivement par <p,, ..., ç„.
Ce sont les fonctions 9,, ..., ç,i définies de la sorte, qui constituent les /onc//o/j.v implicites «j, ..., w,^.
Il était indispensable, pour préciser la définition des fonctions implicites, d'énoncer le théorème qui précède. Quant à sa démonstration, elle n'offrirait aucune utilité à nos lecteurs, et, comme elle est assez délicate, nous renverrons les personnes désireuses de la connaître au Cours d'Analyse de M. Jordan. Ces considérations purement théoriques nous éloigneraient de notre but qui est surtout d'apprendre à calculer les différentielles et les dérivées des fonctions implicites.
On pourrait aborder de suite le cas général, mais il nous paraît préférable de commencer par les cas simples (pii sont les plus usuels.
Différentiation des fonctions implicites d'une variable indépendante
9SU Soit u= (f{a:) la fonction implicite définie, sous les conditions indiquées ci-dessus, par une équation
Ici le déterminant K se réduit à ^ et, par suite, cette dernière quantité est supposée différente de zéro dans un certain champ.
Cela posé, dans f{x^u) on suppose w remplacé par ^(j:), f{Xy îi) sera une fonction composée ; et, comme cette fonction composée est égale à zéro, c'est-à-dire conserve une valeur constante dans le champ considéré, ses dérivées successives devront rester nulles dans le môme champ. On a donc, en appliquant la règle de dérivation des fonctions composées :
Puisque ^ n'est pas nul, la première de ces équations
donnera pour la dérivée première !/ une valeur déterminée; on portera cette valeur de li dans la seconde équation qui, pour la même raison, donnera une valeur déterminée pour u\ et ainsi de suite.
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93. Considérons, en second lieu, le cas où Ton donne n équations entre n + 1 variables, dont une seule reste dès lors indépendante; et, pour fixer les idées sans nuire à la généralité de la méthode, prenons le système
fk {^y Wn Wî) = o, /i (^, w^, Wî) = 0, (2)
en vertu duquel w, et w-j sont des fonctions implicites de la variable x. On suppose d'ailleurs le déterminant J différent de zéro dans un certain champ.
Puisque «j et ih sont des fonctions de x, les expressions /j (or, ?/,, W2), f^ (^î *'iî ^^2) ^^^^ ^^s fonctions composées de cette variable, et, comme ces fonctions composées sont nulles, c'est-à-dire conservent une valeur constante dans le champ considéré, leurs dérivées par rapport à x devront rester nulles dans ce champ. On a donc, en appliquant la règle de dérivation des fonctions composées
^ + > ^i + A wi = o 1
(Si+^âi;»'+^â;"i+'>|â;"«+^"."+^»i')
M^ ' OU
K n'étant pas nul, le système linéaire (3) donnera pour les inconnues u\ et î/'o ^^s valeurs déterminées ; en portant ces valeurs dans (4), on aura un système linéaire par rapport à u\ et î/o ^^ 9^^^ ayant pour déterminant K, déterminera ces inconnues ; et ainsi de suite.
Diifféi*eiiliation des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes
94. Considérons maintenant le cas général, c'est-à-dire le cas relatif aux équations (1) ; et, pour fixer les idées, supposons m = 3 et n = 2. Les équations données sont alors :
Elles définissent un système de fonctions implicites v^ et w.,, le déterminant
Dm, Duj
?^, ^ c)m, Dm,
étant supposé différent de zéro.
Les fonctions /, et /o sont des fonctions composées des variables indépendantes j?,, j*.,, x.y Ces fonctions composées ayant une valeur constante (qui est ici zéro), leurs différentielles totales des divers ordres sont aussi nulles. On aura donc les relations
Cf/, r=z O, rf/2 = O
d% = o, rf'A = o
Développons ces équations et, pour abréger Técriturc, désignons par /Tune quelconque des expressions/, et /!, ; l'équation (if = 0 développée est
el, pour avoir le système (G) développé, il suffira d'affecter successivement dans (8) la lettre / des indices 1 et 2. On
obtient ainsi un système de deux équations linéaires par rapport aux inconnues rfw,, du;^^ et qui détermineront ces différentielles totales, puisque le déterminant de ces équations est précisément le déterminant J qui, par hypothèse, est différent de zéro. Ces valeurs seront de la forme
du^ = B^flte^ + Bjrfj?j + Bgdbj, j ^^
ce qui donnera pour les dérivées partielles du premier ordre de Uy et de u.^ les expressions
Passons maintenant au second ordre.
En différentiant la relation (8) et n'oubliant pas que rfoTj, rfx2, dx^ sont constants, on a Téquation:
dans laquelle, pour plus de clarté, nous avons placé sur une même horizontale tous les termes fournis par la différentiation d'un môme terme de (8), sans opérer aucune réduction. On déduira de là le système (7) développé, en affectant successivement la lettre / des indices 1 et 2 et remplaçant duy et duy par leurs valeurs (9). On obtiendra de cette façon un système de deux équations linéaires par rap-
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port aux deux inconnues ûPm,, cPuy, et qui, puisque K est différent de zéro, déterminera ces deux différentielles totales du second ordre. Les valeurs tirées de ces deux équations «eront de la forme
rf«w, = C^dx} + C^dxl + C^dxl
C^dœ^dœ^ + ^C-^dx^dx^ + "iC^dx^dx
d^u^ = D^dx] + Djc/ajJ + ly^dxl
+ "SD^dx^dx^ + "iD^dx^dx^ + 'ï'D^dx^dx^,
et l'on aura enfin, pour les dérivées partielles du second ordre,
^iHa-^D ^^-D ^~D -^^^-D ^^-D -^^-D
On continuerait de même pour les ordres suivants.
9o. On peut procéder un peu autrement:
Tandis que nous avons {n° 94) calculé directement les différentielles totales pour en déduire les dérivées partielles, on peut commencer par calculer séparément les dérivées partielles ; ce calcul s'effectuera, d'ailleurs, par la règle relative aux fonctions implicites d'une seule variable.
Nous allons appliquer ce procédé au cas fort usuel d'une fonction implicite z de deux variables indépendantes x et y. On donne alors l'équation unique
et le déterminant K se réduit à ^ qu'on suppose différent de
zéro.
Il est d'usage de représenter, dans le cas qui nous occupe, les dérivées partielles :
Iz Iz l^ 2jL ^ll
respectivement par les lettres
Cela posé, pour obtenir^ et y, on différentiera Téquation donnée (11) deux fois de suite en considérant la première fois y, la seconde fois .r, comme constantes.
On aura ainsi (n* 92) :
d'où
Pour avoir r, .<?, t, on différentiera les équations (13), ou mieux les équations (12), chacune deux fois, en regardant d'abord y, puis x comme constantes ; cela ne fournira en réalité que trois équations
attendu que la diiïérentiation par rapport à y de la première des équations (12) donne le même résultat que la différentiation de la seconde par rapport à x. Ces trois équations (14) donnent, après qu'on y a remplacé p et g par leurs valeurs (13),
\?*>/ ~ DyD* Dy D;r 3^» \<>yj ?y» V^*/ |
Exemple : soit Téquation
entre les variables indépendantes a: et y et la fonction z. On a ici
^ybz
Dy ~ 6«
d'où Ton déduit, en portant ces valeurs dans les formules (13)
et (15) :
c^xy c^ [x^ — g')
Déteriniiiaiils fonctionnels
97. On nomme déterminant fonctionnel d'un système de n fonctions
w» = A (a?,, ..., Xn) de n variables indépendantes x,, ..., x.,, le déterminant
iOI
formé avec les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions. C'est Jacobi qui Ta introduit dans l'analyse et qui en a fait connaître les principales propriétés.
Voici la plus importante :
Pour que les fonctions î/jv-m ?'« ^^ soient pas indépendantes^ il faut et il suffit que leurdéterminant fonctionnel i soit identiquement nul^ quelles que soient les valeurs de j:,, ..., x^.
Pour fixer les idées, nous prendrons n = 3. Les fonctions considérées seront alors
et leur déterminant fonctionnel
Cela posé, si u^^ u^^ 113 ne sont pas indépendantes, il existera entre elles une relation que Ton peut supposer résolue par rapport à l'une de ces quantités, à m, par exemple ; on aura donc :
et l'on en déduira, en différentiant successivement par rapport à Xj, j:.2,a:3, les équations
do?, Du, Da?! ' Dttj <)a7|
i)W3 Da?, ^9 du.
()cp du..
darj du, da?3 ""^ duj da:.
qui, par rélimination de r^ et de r-^ » donnent
Ainsi la condition énoncée est nécessaire. Il reste à montrer qu'elle est suffisante.
Soit donc J = o, et supposons d'abord que tous les premiers mineurs (obtenus par la suppression simultanée d'une ligne et d'une colonne) ne soient pas nuls ; soit, par exemple,
Les deux dernières équations (16) «a = A (^'n ^2» «^b)
détermineront X2 et .r^ comme fonctions implicites de x^^ u^ et W3 (n* 91), et en différentiant par rapport à x^ chacune des équations (18), on aura les relations
qui, puisque Jj n'est pas nul, détermineront les dérivées partielles
C^Xo
Mais, si dans la première équation (16) on remplace les fonctions x.2 et JTg parleurs valeurs en x^, tu^ Wg,
on aura
etf par suite,
tl, =4/(07,, Mj, tt,),
Cela posé, rélimination de -^et de '—^ entre Téquation (21)
^Xi
et les deux équations (19) donne
Do?,
Dr,
^. lu ^x^ Da?,
c'est-à-dire
Gomme J est nul sans que Jj le soit, il faut que r^ soit
vXà
nul, c'est-à-dire que x^ ne figure pas au second membre de Téquation (20), laquelle se réduit à
Ut=^ (m,, U3)
et montre que ?/,, 1/2, W3 ne sont pas indépendantes.
Examinons maintenant le cas où tous les premiers mineurs de J sont nuls.
Les éléments de ce déterminant J ne pouvant être tous nuls, sans quoi les fonctions se réduiraient toutes à des constantes, nous pourrons supposer, par exemple, que
Do?, est différent de zéro.
La dernière des équations (16)
déterminera ^3 comme fonction implicite de x^^ x^^ u^\ et, en différentiant cette dernière équation successivement par rapport à ^r^ et à ^2, on aura les relations
qui, puisque r^ n'est pas nul, déterminent les dérivées partielles ^, ,^.
Mais, si dans la première des équations (16)
on remplace x^ par sa valeur en fonction de x,, x^^ ti^^ on aura
et, par suite,
Cela posé, si Ton porte dans ces deux équations les valeurs
^x ^x de r-^y ^ tirées des équations (22), on obtient
et ^^ = c»a?3 î)a7,
et, comme les seconds membres sont nuls sans que r^
ox%
DF DF le soit, il faut que ~ et -— soient nuls, c*est-à-dire que la
cXt ^^2
Da?3 ^x^
relation (13) se réduise à
Nous sommes parti de la première des équations (13) ; en partant de la seconde et raisonnant de même, on verrait qu'on a aussi
Les fonctions t/^, t/^, t/3, ne sont donc pas indépendantes.
La démonstration est instructive en ce qu'elle donne les conditions pour qu'il y ait une, deux... relations entre les fonctions W|, ..., w„.
Exemple : soient les fonctions
W| = a?, + 2a?, + ojj
Leur déterminant fonctionnel est
2a?j — a?3, 0?, + 2a?3, — a?, + 4», — ia?3
En le développant par rapport à la dernière ligne, on obtient l'expression
4(2073 — a?3) — 2(a?, + 2a?3) + 2 (- x^+Aœ^ — Ax^),
qui est identiquement nulle ; donc les fonctions proposées ne sont pas indépendantes. En outre, il est bien évident que le mineur résultant de la suppression de la dernière ligne et de la dernière colonne est différent de zéro ; donc il n'existe qu'une relation entre m^, w^, 2^3.
Il est aisé de constater que cette relation est :
ttj — «1 = 4^3.
Division de la question. — Lemme préliminaire
99. On a souvent besoin, dans le cours d'une recherche, de remplacer les variables primitives par d'autres ayant avec elles des relations données qu'on nomme formules de transformation.
Pour procéder du simple au composé, nous distinguerons quatre cas, suivant qu'il y a une ou plusieurs variables indépendantes, et selon que le changement ne porte que sur cette variable ou sur les variables, ou qu'il atteint aussi la fonction.
100. Avant de traiter ces quatre cas, nous résoudrons la question préliminaire que voici :
y étant une fonction d'une variable indépendante x, on demande d'exprimer les dérivées successives y\ y', y'", ..., de y par rapport à x en fonction des différentielles de x et de y considérées coînme fonctions d'une même variable indépendante quelconque non spécifiée.
On sait d'abord que la dérivée première y est égale au quotient de dy par dx.
En appliquant dès lors à la fraction
la règle de différenliation d'un quotient, on obtient
dy ou y'^dx = ^^^-5 ^,
d'où
_ dxd^y — dyd^œ ,^.
La même règle appliquée à cette nouvelle fraction donne , * », dx^ (dœd^y — dyd^œ) — Sdx^d^œ (dœd^y — dyd}œ)
d'où
„ dx [dxd^y — dyd^x) — ^d^x {dxd^y — dyd^x) .
et ainsi de suite.
On voit que y'"^ s'exprime en fonction de dx^ d^x^ ..., d"x^ dy, dhj, ..., rf'7/.
Premier problème :
changement de la variable indépendante
lOl. Soit V une expression renfermant une variable indépendante j-, une fonction y de cette variable et les dérivées successives y\ y\ y^"K Que devient Vexpt^ession V quand on substitue à la variable indépendante x une autre variable indépendante /, liée à x et à y par une relation dormée ?
On commencera par transformer, à l'aide des formules (1), (2), (3), ..., l'expression V en une autre Vj, où la variable indépendante ne sera pas désignée. V^ contiendra x, y et leurs différentielles successives, et il restera à chasser de cette expression x et ses différentielles; on y parviendra en tirant X, dx, dPx^ ..., de la relation donnée et des équations qui résultent de la différentiation de cette relation de transforma-
lion; on aura soin, dans ces difFérentîations successives, de considérer / comme la variable indépendante, c'est-à-dire de supposer dt constant.
Si la formule de transformation a la forme simple
on aura
dœ=r [t) dt, d^œ = f\t) dl\
Si la formule de transformation a la forme générale (j, (œ, y, /) = o, on aura, pour calculer dx^ cPx^ ...,les équations
etc.
Exemple. — Que devient l'équation '^f
(i;- œ^) y" - xy + n^y = o, g^ (4)
quand on substitue à la variable indépendante a: la variable / liée à X par la relation \.4.o . "*
œ =z cost. (5)
Les formules (1) et (2) permettent de mettre (4) sous la forme
OÙ la variable indépendante n'est pas désignée.
D'autre part, la formule de transformation (5) donne
dx =1 —sintdt, d^œ = — costdt*; (7)
en portant les valeurs (5) et (7) dans (6), on obtient, réductions faites,
^ + nV=o (8)
pour la transformée demandée.
Deuxième problème : eliaiigement de la variable indépendante et de la fonction
I03. Soil V ufif* expression con tenais t une variable indépendante .r, nne fonction ij de cette variable et ses dérivées successives ij\ y\ y"\ ... Que devient V expression V quand on substitue à x et à y deux nouvelles variables u et fv liées aux prejnières par deux relations
(p(ar, y, w, «o) = o, ^ ix, y, m, w) = o, (9)
où u désigne la nouvelle variable indépendante^ et iv la nou^ velle fonction .
On commencera par transformer, à l'aide des formules (1 ), (2), (3), ..., l'expression Ven une autre V, où la variable indépendante n'est pas désignée. Cette expression V, contiendra
œ, y, dx, dy, d'^x, d^y, d^x, d^y, ...
et il restera à calculer ces quantités à Taide des relations (9) et des équations que l'on en déduit par différeotiations successives, en ayant soin de considérer dans ces différentiations u comme la variable indépendante, c'est-à-dire de supposer du constant.
Exemple. — Quelle est la transformée de Texpression
Ra - (1 + y^f (*^^
lorsqu'à la variable indépendante a: et à la fonction y on substitue les variables p et 0 liées à x et y par les relations
a?:=pcosô, y = psinô, (11)
où 6 désigne la nouvelle variable indépendante.
Les formules (1) et (2) permettent de mettre l'expression (10) sous la forme
1 [dxd^y — dyd^xY ,.ç.
Or la première diflférentiation des relations (12) donne
dw = dpcos^ — p sinÔGÎÔ / ,^.
dy = c^p sin 6 + p cos ôrfô ; ( ^ ^
puis on a par une seconde différentiation (où dh est constant)
d^œ =z d^p cos 6 — 2dp sinôrfô — p cos ôoîô* 1 . . d'^y = o?*p sinO + 2û?p cosOû?0 — psinOrfô*. j ^ ^
La substitution des valeurs (13) et (14) dans (12) donne pour la transformée cherchée
Nous verrons plus tard que l'expression (10) est celle du rayon de courbure d'une courbe plane en coordonnées rectilignes rectangulaires. On sait, d'ailleurs, que les formules (11)
sont celles qui lient les coordonnées rectangulaires a: et y
aux coordonnées polaires p et 6; l'expression (15) est donc
celle du rayon de courbure en coordonnées polaires.
Il y a souvent avantage à introduire, dans les formules
relatives aux coordonnées polaires, l'inverse /•= -du rayon
vecteur au lieu du rayon vecteur lui-même.
Pour avoir la transformée de la formule (15) dans cette
hypothèse, il suffit de substituer dans celte formule les
valeurs
— i £(e___i^ c/^p _ 1 d^r 2 /dry ^ r d^~' r^ db' ofO» ~ H e/ô^ +r» \rfô7 '
ce qui donne
ST
105. 11 arrive parfois que les relations de transformation contiennent des différentielles. Voici un exemple de ce cas.
Considérons la formule (10) ou plutôt la transformée (12) dans laquelle la variable indépendante n'est pas spécifiée, et supposons qu'on choisisse cette variable indépendante s telle que Ton ait :
dx^ + dy^ = ds^. (17)
La dilférentiation de cette relation donne (en observant que, s étant la variable indépendante, on a d-s = o)
dœd^x -\- dyd^y = o.
On a d'après cela
{dxd'^y — dyd^xf^ = {dxd^y — dyd^x)^ + {dxd^x+ dyd^y)^ = {dx^ + dy^) [[d^x)^ + [d^yY] = ds^ [[d^xY + [d^y)^],
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et, par suite, en vertu de (12),
formule élégante et souvent utile.
106. Nous terminerons ce qui est relatif au second problème par la question suivante qui en est un cas particulier important :
Les deux variables x et y étant des fonctions bien déterminées Vune de Vautre^ exprimer les dérivées de y par rapport à x en fonction des dérivées de x par rapport à y.
Les formules (1), (2), (3),.,., résolvent la question ; il suffit d'y faire dy constant, c'est-à-dire d'y = o, cPy = o^ ... ; on obtient ainsi
^•__L_, „«_ ËVL, , dydy^- W) ,^^.
Ti*oisièine piM>bIëinc : changement des variables indépendantes
Soit
une expression contenant deux variables indépendantes x et y, une fonction z de ces variables et les dérivées partielles des divers ordres de cette fonction. On demande ce que devient l'expression V lorsque^ aux variables indépendantes X et y^ on en substitue deux autres u et v liées aux premières par deux relations données
Ces deux formules de transformation donnant a: et y en fonction de u et de r, il ne s'agit en somme que d'exprimer les dérivées partfelles de z par rapport à j: et à y en fonction des dérivées partielles de z par rapport à m et à r.
Cherchons d'abord les dérivées du premier ordre
^, h Considérons à cet effet les éffalités
dj2^ z=^:r- du 4- r- dv \
et les relations
hAdx + ^-^dy + ^^dui-^dv = o ] ox * cy "^ ^ ^u ' t>y f
ex ' Ou I
que Ton obtient en différentiant totalement les formules de transformation (21). Eu éliminant dz^ du et (/rentre les quatre relations (22) et (23), on tombera sur une égalité
Adx + Udy = o, (24)
dont le premier membre est linéaire et homogène par rapport à dx eidt/ et qui devra être une identité, puisque les variables x etf/ sont indépendantes. Cette identité équivaut donc aux deux équations A = o, B = 0, qui, étant linéaires
par rapport à^? ^» donneront sans difficulté les expressions
de ces dérivées en fonction de r" et 7^- Pour trouver les dérivées du socond ordre
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on différenliera totalement chacune des relations (23) en considérant dans cette opération dx et dy comme constants. Entre les deux relations ainsi obtenues
+ 2 "P^ dxdy + 2 ^ dxdu + 2 ^ dœdv+% ^ (/y rfw + 2 ^ rfyrft; + 2 J^< dudv 4-^ d^u + ^ d^v =zo i
et les égalités
dU = '^,du* + ^l^^dudo^'^,dv* (26)
on éliminera rf'5, d-u, ^'t^etTon remplacera en outre rfw et rfw par leurs valeurs tirées des équations (23). On tombera de la sorte sur une égalité
Pdœ^ + "iSdxdy + Qdy^ = o
homogène et du second degré par rapport à dx et à dy, et qui, devant être identique, équivaudra aux trois équations P = o,S^= o, Q =^o; ces équations sont d'ailleurs linéaires par rapport à
Daj^' ^x^y dy^^
elles donneront donc sans difficulté les expressions de ces dérivées partielles en fonction des dérivées partielles de z par rapport à w et à t;.
On continuerait de mime pour les dérivées du troisième ordre, ..., etc.
Nous avons supposé qu'il n'y avait que deux variables
indépendantes; mais le procédé s'applique évidemment au cas
où le nombre n des variables indépendantes est quelconque;
les formules de transformation doivent alors être au nombre
de n.
1 09. Remarquons encore que la méthode resterait la même si la fonctions; figurait dans les formules de transformation qui seraient de la forme
<p<(^, yi «, ^^ ^) = o, ^i{x, y, w, r, ^) = o;
il faudrait alors ajouter respectivement dans les relations (23) les termes
e t dans les relations (24) les termes qui proviennent de la difTérentiation de ceuxrlà.
1 lO. Exemple.— On demandeceque deviennent les expressions
lorsqu'au lieu de x ety on prend pour variables indépendantes les quantités p et 6 liées aux premières par les formules
0? = f cos ô, y = p sin 8. (29)
La dififérentiation de ces deux relations donne
dx = rfp. ces 6 — p sin ôd
dy = rfp. sin Ô + p cos 6(f0 ( ^
que l'on peut écrire, en résolvant par rapport à rfp et e/6,
dû = cos hdx + sin Orfy
û?ô = — - sin 6 cte + - ces ôrfy. ^ '
En substituant ces valeurs dans Tégalité
— dx + ^ dy = ^ ap + Trai, on obtient l'identité
d'où Ton tire, en annulant les coefficients de dx et de dy,
r- = cosô Y — " sinO-T- J
r- =SinO-r- +- COSÔrr-
On déduit de là immédiatement, pour la transformée de l'expression V,
Pour transformer l'expression V, il faut calculer les dérivées du second ordre —r,» -r^r
A cet effet on différentiera les relations (30) ou (ce qui est équivalent et plus simple) les relations (31) en laissant, bien entendu, dx et dy constants. On trouve ainsi immédiatement les valeurs
qui portées, en môme temps que les valeurs (31), dans l'égalité
^, dx^ + 2~ dxdy + ~i dy'
donnent l'identité
\Jœ^ ^p^ ^ p Vî^pDO p ^e / Vp <^ô' P ^p/
. ^aP'^ . 5.^*^ sin20/D2;r 1 ^^\ o^/l^*^ , 1 2)^\
+ c?a?dy I I = 0.
En égalant à zéro séparément les coefficients de dx-, dy^ et de dxdy^ on a trois équations qui donnent respectivement
les valeurs des trois dérivées partielles^,» ^5 — ^« Les deux premières nous importent seules puisque *^
ne figure pas dans l'expression V^ ; c'est pourquoi nous n'avons pas calculé le coefficient de dxdy dans Tidentité cidessus. Pour avoir V|, il suffit d'ajouter les deux relations que Ton obtient en égalant à zéro les coefficients de dx- et de dy'^, ce qui donne finalement
__^ _1_^ 1 ^f ' " t>a +pa;>02 ^p ^p'
111. Par un calcul semblable, mais un peu plus long, on trouverait que les expressions
deviennent respectivement
Dp» "•" p» 5.j,« "•" f^sin»^ cVj2 ' p Dp + p» D-f'
et
lorsqu'on pose
X ■=! 0 e\n^ cosO. y = p sinif' sin9, * =: p cos'},
c'est-à-dire lorsqu'aux variables indépendantes a:, y, s (coordonnées rectangulaires d'un point de l'espace) on substitue les variables p, w, 6 (coordonnées polaires du même point).
Les expressions (33) et (34) jouent un rôle important en analyse : on leur donne, d'après Lamé, les noms de paramètres différentiels du premier et du second ordre de la fonction H.
Ces paramètres jouissent de cette propriété remarquable que leur forme n'est pa^s altérée par une substitution orthogonale ; en d'autres termes, les expressions (33) et (34) deviennent respectivement
lorsqu'au lieu de u?, y, z on prend pour variables indépendantes trois autres variables w, y, w liées aux premières par les formules
œ := au -\- hv -^ cic \
y = au + b'v -f- o'w \ ^39)
dans lesquelles a, b, r, à, b\ c\ a\ b\ c" désignent des constantes choisies de telle sorte que l'on ait identiquement
condition qui entraîne évidemment les relations
«2 + a» + a"' = 1, ô«-fô'2+ô"» = l, c>+c'>+c"> = l . ., ahJ^a:h'^ci'V = o, ôc+yc'+6V=o, ca+cV+cV=:o. ^ ^
Pour démontrer cette propriété des paramètres différentiels, il suffit d'appliquer la théorie du changement des variables indépendantes (n** 124).
A cet effet, mettez d'abord les formules de transforma-
lion (39) sous la forme
u =z ax -]- ay -\- a"z \
v = bx + h' y + ¥2 I w =: ex -\- cy -{- d'z ; )
il suffit pour cela d'ajouter les équations (39) multipliées respectivement d'abord par a, b, r, puis par a\ b\ c\ enfin par a\ b\ c", et de tenir compte des conditions (41).
Cela fait, différentions une première fois les relations (4r2), ce qui donne pour rfw, di\ div les valeurs
du = adx -f- ddy -f- ol'dz dv = bdx + h'dy -f h"dz dw =. cdx + c'f 'y + eV^,
qui, portées dans
rfH
^- dx + -r- du -\- xr- d;a! ■= ^^ du -\- T— rfe 4- T— dw,
donnent Tidentité
dx
+ dz et, par suite,
Dy
Oy
DH DH , ^ DH , DM
t)y OU * OV ' OlC
OZ JM ' Ov OlO
En faisant la somme des carrés et tenant compte des rela-
tions (41), on trouve pour le paramètre différentiel du premier ordre la valeur (37).
Actuellement, différentions les relations (43) en considérant dx^ dy^ dz comme constants; on obtient ainsi
û?3w = o, d^v = o^ d^io =0f en sorte que, dans la relation
-4- 2 T-r- dudv + 2 r-r;- dvJio + 2 r--r- dtcdx ' oûèv ovcw oioooc
+ T— d^u 4- TT- dH + T-d^io,
les trois derniers termes disparaissent ; si Ton porte dans cette équation les valeurs (43) de du^ dv, du\ on tombe sur l'identité
+ ''y'Lv~ 5i^~ ^~ 5;^" 3^«
ovow OWOUJ
-f- c/a:c?î/ [ ] + dydz [ ] -f- dzdx [ ] = o /
De là résultent six équations qu'on obtient en égalant à zéro chacune des parenthèses précédentes; les trois dernières sont inutiles pour notre objet, c'est pourquoi nous ne les
avons pas calculées ; les trois premières donnent respectivement les expressions de
ç^ ^fH ^
et il suffit d'ajouter ces trois expressions en ayant égard aux relations (41) pour obtenir l'expression (38) du paramètre différentiel du second ordre.
Quatrième problème : eliangemeiit des variables indépendantes et de la fonction
lia. On demandf* ce que devient ^expression
lorsque^ aux [variables indépendantes x et y et à la fonction 2, on substitue deux nouvelles variables indépendantes u et V et une nouvelle fonction u\ étant données trois relations
?i (^» Vy ^1 ^^ ^^ «^) = o» ?2 (^» y^ ^7 ^1 »^ «^) = o» ^2in
entre les trois iiouvelles variables u, r, u\ et les variables primitives x, y, z.
La marche à suivre est analogue à celle du cas précédent.
Pour que le lecteur saisisse mieux la ressemblance et la différence, nous conserverons autant que possible la rédaction du n* 107, en n'y introduisant que les modifications nécessaires et donnant aux équations correspondantes les mêmes numéros accentués.
Les formules de transformations (21') donnant Xy y, 5, en
fonction de w, r, w% il ne s'agil, en somme, que d'exprimer les dérivées partielles de z par rapport à ^ et y en fonction des dérivées partielles de w par rapport à i/ et à r.
Cherchons d'abord les dérivées du premier ordre
vZ vZ
Considérons, à cet effet, les égalités
dw—^du-\-'^dv (2^)
et les relations
^rfa;+ =0
que Ton obtient eu différentiant totalement les formules de transformation (21'). En éliminant dz^ du\ du, dv entre les cinq relations ^22'), (22') et (23), on tombera sur une égalité
Adx + Bdy (24')
dont le premier membre est linéaire et homogène par rapport à (U et df/ et qui devra être une identité puisque les variables x et y sont indépendantes. Cette identité équivaut donc aux deux équations A = o, B ^o, qui, étant linéaires
par rapport à ^j ~-> donneront sans difficulté les expressions
de ces dérivées en fonction do -— et de^--
^î( Dr
Pour trouver les dérivées du second ordre r-^,' c~T~' r^»
on différentierd totalement chacune dos relations (23') en
considérant dans cette opération cfxei rfy comme constants. Entre les trois relations ainsi obtenues
Dx.'+ =°
ha.
Sa;* ^
et les égalités
rf.„ = ^rf^i + 2 |!f d« rf» + ^ d,« (26')
on éliminera dh^ d*u, d'v^ dhi\ et Ton remplacera, en outre, dw^ du, dv^ dz par leurs valeurs tirées des équations (22") et (23'). On tombera de la sorte sur une égalité
Tdœ^ + ^Sdœdy + qdy^ = o,
homogène et du second degré par rapport k dx et h d// et qui, devant être une identité, équivaudra aux trois équations
Ces équations sont d'ailleurs linéaires par rapport à
elles donneront donc sans difficulté les expressions de ces dérivées partielles en fonction des dérivées partielles de ic par rapport à m et à r.
On continuerait de môme pour les dérivées d'ordre supérieur au second.
Exemple. — Que devient l'expression
^^^ ^2_2' Ts^z
a^ ;lJ + 9«iJ_£ + ôai4, (47)
lorsqu'aux variables indépendantes x et y et à la fonction :; on substitue les variables indépendantes h et v et lafonctionto définies par les relations
u = axy V = ùi/y 10 = ax -\' bv + cz^ (48)
a, è, 6- étant des constantes données?
On a
du = adXy dv = bdj/^
dio = adx + bdy + cdz = (a -{- c \-\ dx + (ô + c 5^ )^/y, et, par suite, la relation
dw =: —- du -\- -r-dv
On ' co
devient
(a + c g) d.'+[b + c I) di/=a'^dx^b'^dy;
cette équation se décompose dans les deux suivantes
a + c^ = ar-9 b 4- c r- = ô r— (50)
' ox ou ' oy ov
Différentions totalement la première, il viendra
C ac- =: a dr—1 ox ou
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c'est-à-dire
équation qui se décompose dans les deux suivantes
On trouverait de môme en partant de la seconde équation (50)
On a donc pour la transformée de l'expression (47) Autre méthode
114. La solution que nous venons de donner, pour les questions relatives aux changements de variables, est fondée sur la considération des différentielles totales. C'est en général la meilleure marche à suivre. 11 est cependant avantageux parfois d'employer un autre procédé fondé sur la considération des dérivées partielles et qui, vu l'importance pratique des problèmes en question, ne doit pas être passée sous silence. Nous allons expliquer brièvement cette autre méthode en nous bornant au cas général oîi l'on change à la fois les variables indépendantes et la fonction ; nous conserverons d'ailleurs les notations du n° 112.
::, étant une fonction de a? et de y qui dépendent ellesmêmes de II et de v, est une fonction composée de ces nouvelles variables ; on a donc, d'après la règle de dérivation
des fonctions composées,
On en déduit ensuite, en différentiant successivement par rapport à ?/ et à v et observant que ^ et ^ dépendent de jr et de y qui sont à leur tour des fonctions de u et de r,
<)^.ff D^^ i)cr ^ ^^z /^œ *!^ 1^ ^ ^\ 1^ ^^ ^ ^
Les équations (A) et (B) sont linéaires par rapport aux inconnues
nnerc
>nt ces quantités lorsqu
on y aura rempi
Tu'
il*
par leurs valeurs en fonction de
cV'
valeurs que Ton tire des équations obtenues en différentiant successivement par rapport à w et à i; lès équations de transformation (21), et allant jusqu'aux dérivées du second ordre inclusivement, c'est-à-dire jusqu'aux dérivées de même ordre que les dérivées les plus hautes qui figurent dans l'expression (20').
Appliquons cette méthode à l'exemple du n* U3.
Les formules de transformation sont ici
elles donnent, par différentiation,
?»z 1 ?'tr ?»» ~ c ?»»
En portant ces valeurs dans (A) et (B), on obtient immédiatement les valeurs
^z a» ^w l!^^z ah ^w ^z b^ D*îr
d'où résulte, pour la transformée de l'expression (47), la valeur déjà trouvée au numéro précédent.
Transformation de Legendre
115. Nous terminerons ce chapitre par quelques mots sur une transformation due à Legendre; cette transformation, qui trouve son emploi dans le calcul intégral, va d'ailleurs nous offrir une nouvelle application des principes précédents.
Désignons, suivant un usage reçu, respectivement, par
fÎAll
lieu
es
d'une fonction ;; de deux variables indépendantes x et y.
La transformation de Legendre consiste à prendre pour nouvelles variables indépendantes y; et q et pour nouvelle fonction
Il s'agit de calculer les dérivées r, v, /, en fonction des dérivées
Or on a
^10 'bw ^ho 'è^ic 'b^ic M^.
dz = pdx -{- qdy (54) |
dp = rdx + sdy (^^) j
dq =z sdx + tdy] (56) '
et I
dw =2 xdp + i/dq -f- P^x + qdy — dz, i
qui, à cause do (51), se réduit à
dw = xdp + 1/dq ;
on voit par là que
hc ^w ,„,,
-— =x, --- = y, loi]
dp ' *>q ^ ^ '
D'ailleurs, en résolvant (55) et (56) par rapport à dx et rfy,
on a
dx = i dp r do^
Tt — s^ ' rt — s^ ^
dy =1-^ — 1 dp + -=; ; dq,
^ ri, — 5^ ^ ' rt — <* ^'
ce qui donne
"bx t ^x ?y — 5 ^ r
Dp rt — s^ ^q Dp rt — s^ 'bq rt — s^
OU, en vertu de (57),
T^ho
t D^MJ
D»io
D/3* r^ — s* bp^q rt — s^ Dg' rt — *^ '
on en déduit
et enfin,
DH^ D^ _ /D»K?y _ 1
Dp* DpDç Dgr* Dp' D^r* \^p^q/
CALCUL INPlKITéSIMAL.
Définitions
116. On donne le nom de série à toute suite illimitée de quantités se succédant suivant une loi déterminée, mais d'ailleurs quelconque.
Une série
W|, u^, ..., «„, est dite convergente lorsque la somme
S„ = w^ + n^ + ... + Un
de ses n premiers termes tend vers une limite déterminée, et par conséquent finie , à mesure que le nombre n croît indéfiniment. Cette limite S est dite \di somme de la série, et Texpression S — S„, que l'on désigne habituellement par R„, reçoit le nom de reste.
On appelle série divergente toute série qui n'est pas convergente.
117é Comme premier exemple de série, nous citerons la progression géométrique
a, aq, aq\ ..., aq^, ... (1)
Elle est convergente lorsque la raison q est, en valeur
absolue, inférieure à Tunité; car la formule connue
montre que, dans cette hypothèse, S^ a pour limite
puisque q" tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
Dans tout autre cas, la progression est une série divergente. En effet, si q est, en valeur absolue, supérieur à 1, la formule (2) montre que S„ croît indéfiniment avec n. Il en est de môme pour y = + 1, car tous les termes de la série sont alors égaux à a, et Ton a S„ = an. Enfin pour q = — 1 la série devient
et S,„ étant égal à zéro ou à a suivant que n est pair ou impair, n*a pas de limite déterminée; il y a donc encore divergence.
1 18. Comme second exemple, nous considérerons la série
à laquelle on donne le nom de série harmonique.
En groupant les termes, à partir du troisième, de la manière suivante :
on voit que chaque groupe a une valeur plus grande que -- Donc, quand n croît indéfiniment, S„, renfermant la quan-
iîté - autant de fois qu*on veut, finit par surpasser toute limite ; la série tiarmonique est donc divergente.
IIO. Pour quun" série soit convergente^ il faut que le terme général m„ tende vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
En effet, S étant la somme d'une série convergente, S„ el S„ 4- , ont Tune et lautre pour limite S, et par suite leur différence, c'est-à-dire w„, a pour limite zéro.
Mais la condition n'est pas suffisante^ témoin la série harmonique 2) qui est divergente n** US-, bien que son
terme général - tende %'crs zéro quand n croit indéfiniment .
Caractère général de convergence
1d20. Pour qu'une série soif convergente, il faut et il suffit que, pour toute valeur entière et positive de p, la différence S„_|.p — S„ tende vers zéro quand n croit indéfiniment,
1* La condition est nécessaire; car, si S désigne la somme d'une série convergente, S„ el S„^p ont Tune et l'autre pour limite S lorsque n croît indéfiniment, et par suite leur différence a pour limite zéro ;
2" La condition est suffisante.
En effet, par hypothèse, à tout nombre s positif et aussi petit qu'on veut répond un nombre entier et positif v tel que Ton ait, pour toutes les valeurs entières positives de /),
OU
cela revient à dire qu'on a
pour toutes les valeurs de n supérieures à v.
Cela posé, attribuons successivement à s des valour?^ ;,, ca, £3, ..., indéfiniment décroissantes, et soient r|, r.n r^^ ._, les valeurs correspondantes de r.
Désignons en outre par A^ la plus grande des quantiti'^s
et par B^^ la plus petite des quantités
On aura, d'après (4), pour toutes les valeurs de yisiïiu'iiouii's à la fois à Vj, i\„ ..., v^^
et pour démontrer que S„ a pourn infini, une limitf^ (li'lnminée, il suffit de montrer que, lorsque/»; croît indtUiii i mm l^ Afc et B^ tendent vers une même limite.
Or, lorsque A: augmente, A^t ne décroît pas et resto supérieur à Bj, tandis que B,, ne croît pas et reste supérit^ur h A| : Afc et B/t ont donc chacun une limite déterminé*'. i^L cen deux limites sont égales, puisqu'on a
Ba- — A;fc < (S., + Ij,) — (S,, — e,.) < 26,,
et que s^ tend vers zéro lorsque A augmente indéfi ni mm L.
121. L'importance de ce théorème, au point de vin' tln'arique, ne doit pas faire illusion sur sa portée praliqiH' : s H intervient utilement dans la démonstration de certaines |hopositions, il est d'un emploi peu commode pour rrnfhtinïiitrc la convergence ou la divergence d'une série donmo, Pnur atteindre ce dernier but, le procédé le plus fécond ci vn^ïste, sans contredit, dans la comparaison delà série propn-rr avec des séries dont on connaît la convergence ou la diviigein e. De cette comparaison résultent diverses règles dont nous nous bornerons à indiquer les plus usuelles ; d'aillenr^i, jnR-
qu'au n* 136, il ne sera question que des séries dont tous les termes sont positifs.
Premières notions sur les séries dont tous les termes sont positifs
1I22. Pour démontrer qu'une série à ternies positifs est convergente^ il suffit de prouver que la somme S» des n premiers termes reste^ à partir d'une certaine valeur de n, inférieure à un nombre fixe. Car S„, croissant avec n et restant moindre qu'un nombre fixe, a une limite déterminée.
123. Il résulte de là (\ii\ine série U à termes positifs est convergente si ses termes sont moiiidres respectivement que ceux d'une autre série U' à termes positifs et convergente. En effet, la somme S„ des n premiers termes de la série U est alors moindre que la somme S„' des n premiers termes de la série U', et, par suite, moindre que la somme S de cette dernière série.
De même, une série U à termes positifs est divergente^ si ces termes sont respectivement plus grands que ceux d'une autre série U' à termes positifs et divergents, car S„, croit indéfiniment avec n, puisqu'elle reste supérieure à S^', qui, par hypothèse, croît au-delà de toute limite.
Voici quelques applications de ces principes.
La série
OÙ a désigne un nombre positif quelconque, est convergente si a est plus grand que 1, et divergente si a est égal ou inférieur à 1.
En efifet :
Soit d'abord a > 1, et posons
la série
proposée deviendra
mais on a évidemment
Mî<2.
ga-l
les termes de la série (6) sont donc respectivement moindres que ceux d'une progression dont la raison
est inférieure à 1, puisque, a étant > 1, 2*~* est plus grand que lunité. Il y a donc convergence (n<* 123).
Dans le cas où a = 1, la série (5) n'est autre que la série harmonique dont on a démontré la divergence aun"^ 118.
Soit enfin a < 1 ; on a alors
par suite, les termes de la série (5) étant supérieurs aux termes correspondants de la série harmonique, il y a encore divergence (n° 123).
La série
21og2 31og3 4log4' *' nlogn'
est divergente.
En effet, si Ton pose
' "~21og2 ^^""3 1og3"*"41og4'
5 logo ^ *" ^8log8
* 9 1og9^ ■■ ^16 1ogl6' la série proposée deviendra
mais on a évidemment
» ' 4 log 4 "^ 2 2 log 2' 4 1 1 ,
"» ■^81og8-^3'21og2'
"* '^161ogl6'^4 21og2 '
Les termes de la série (8) sont donc respectivement plus grands que ceux de la série harmonique multipliés par le
facteur ^-j — s î •! y a donc divergence (n* 123).
1 26. Une série à ternies positif s est divergente si mi^ tend^ pourn = 00, vers uneli?nite X plus grande que zé?'o. En effet, q désignant un nombre fixe pris à volonté entre 0 et a, on
aura, à parlird'uncertainrang,/ï?/„>y,d'oùw„>'-^> les termes
de la série seront donc plus grands que ceux de la série
harmonique multipliés par le facteur-; il y a donc divergence (n** 123).
Règles de d'Alembei*! et de Cauehy
127. Une série à termes positifs ?/,, Uo, ..., u,^^ ..., est convergente si le rapport
d\m terme au précédent tend^ lorsque n croit indéfiniment^ vers une limite X inférieure à Viinité ; elle est divergente^ si le rapport (9) a une limite X plus grande que Cunifé,
En effet, désignons par q un nombre fixe pris à volonté entre 1 et X.
Si X est plus petit que 1, le rapport (9) sera, à partir d'un certain rang /i, aussi voisin de X qu'on voudra et par suite inférieur h, q. On aura donc
''« + < < q ' MiM
'^;i + 3 < q . Ww + 2 < Q^ • ^n.
Par suite, à partir d'un certain rang, les termes de la série considérée seront inférieurs aux termes corres-
pondants de la progression géométrique décroissante
il y aura donc convergence (n" 1 17 et 123) (*).
Si X est plus grand que 1, le rapport (9) sera, à partir d'un certain rang, supérieur à y, et comme q est plus grand que 1 ; les termes iront donc en augmentant, et il y aura divergence, puisque le terme général ne tendra pas vers zéro.
La' règle précédente, attribuée à Dalembert, n'apprend
rien dans le cas où le rapport (9) a pour limite Tunité. La
série peut être alors soit convergente, soit divergente. Par
exemple, si Ton considère la série dont le terme général est
- et celle dont le terme général est — » on sait (n" 12i) \ae la
première est divergente et que la seconde est convergente; et, pourtant, dans les deux cas, le rapport (9) a Tunité pour limite.
Il importe toutefois de remarquer que, si le rapport (9) tend vers 1 en restant à partir d'un certain rang supérieur à 1, la série est divergente ; car les termes finissent par aller toujours en croissant.
128. Une série à termes positifs W|, Wo, ..., w«, •-., est convergente si l'expression
y/^ (iO)
tend^ lorsque n croît indéfiniment^ vers une limite X inférieure à l'unité. Elle est divergente si ce rapport a une limite plus grande que l'unité.
En effet, soit q un nombre pris à volonté entre 1 et X.
Si X est moindre que 1, l'expression (10) sera, à partir d'un
(n On voit que notre énoncé est plus restrictif que la démonstration; le raisonnement ne suppose pas en effet que le rapport (9) ait une limite; il ne lui impose que la condition de Gnir par reste inférieur à un nombre flxe moindre que l'unité. Mais l'extension qu'on peut ainsi donner à l'énoncé, et qui mérite d'être signalée au point de vue théorique, n'a en réalité aucune importance pratique.
certain rang, inférieure à y ; on aura donc
et il y aura convergence, puisque les termes seront, à partir d'un certain rang, inférieurs à ceux de la progression géométrique décroissante y, ^2» ^3 •••i 9n» •••
Si X est plus grand que 1, Fexprcssion (10) sera, à partir d'un certain rang supérieure k g \ on aura donc Un > <^", et par suite la série sera divergente, puisque, g étant supérieur à 1, son terme général w„ croîtra au lieu de tendre vers zéro.
Cette règle, attribuée à Cauchy, laisse comme celle de Dalembert un cas douteux, c'est celui où l'expression (10) a pour limite l'unité; toutefois on peut affirmer qu'il y a divergence, lorsque l'expression (10) tend vers 1 en restant à partir d'un certain rang supérieure à 1 .
Exemples
V Soit la série
X x^ od^ . a?'*
r 2' j + "" iT' "*'
où X rcpréseate un nombre positif. On a
Un W + i
et par suite
lim * == X ;
la série est donc convergente si j: est > 1, et divergente si a: est < 1. On sait d'ailleurs qu'elle est encore divergente pour a:= 1, puisqu'elle se réduit alors à la série harmonique.
2° Soit la série
Le rapport -^^ a ici pour valeur alternativemenl 2 et -;
tffi c
il n'a donc pas de limite déterminée, et la règle de Dalembert n'est pas applicable. Mais, pour Vu„^ on trouve
2^ = - SI « est impair, et
y/- = — ^1 sm est pair;
on a donc bien vw„ = -^ et, par suite, en vertu de la règle de Cauchy, la série est convergente.
130. L'exemple qui précède montre que l'expression su„ peut avoir, pour n = oc , une limite déterminée, sans qu'il
en soit de même du rapport —^^'
lin
Mais la réciproque n'est pas vraie. Si le rapport — ^±1
lift
a une limite déterminée X, pour « = oo , l'expression \'U^ aura aussi une limite déterminée, et cette limite sera précisément égale à X.
En effet, d'après l'hypothèse, le raport -^^ reste, à partir
d'une certaine valeur de n, compris entre X — s et X + -, e étant un nombre positif aussi petit qu'on veut. On peut môme supposer cette valeur de n égale à l'unité (cela revient à supprimer en tête de la série un nombre fini de termes). On aura donc
d'où en multipliant
ou
ce qui montre que ^u^ a pour limite X, puisque y^f, tend vers Tunité.
Règle de Kuminer
131. La règle de Dalembert n'est qu'un cas très particulier d'une proposition due à Kummer et fertile en conséquences relativement à la convergence des séries. Voici cette proposition :
Soit a,, une fonction posiliie de n. La série à termes positifs ï/j, w,, ..., Un. ..., est convergente^ si l'expression
a„^^ — au + ^ (li)
a. pour ;i= X , une limite positive X. Elle est divergente^ si
r expression (li) a une limite négative et si, de plus, la série
çui a pour terme général — est divergente.
En effet, soit q un nombre choisi à volonté entre o et X> L'expression (11) sera, à partir d'une certaine, valeur jt> de n, supérieure à q, et l'on aura
on en déduit par addition
S« — Sp < - [apUp — a„M„),
et a fortiori
S, < Sp + - apUp.
La somme S„ reste donc, quand n croît indéfiniment, inférieure à une quantité fixe positive, et par suite (n" 123) la série est convergente.
Pour démontrer la seconde partie du théorème, il suffit d'observer que, si Texpression (H) a une limite négative, cette expression restera négative à partir d'une certaine valeur p de n, en sorte qu'on aura
QpUp < ^ip+,t<px, < ... < «„w„;
d'où Ton déduit
u„ > apUp . -;-• «Il
Les termes de la série considérée sont donc, à partir d'un certain rang, supérieurs à ceux de la série
et comme cette série est supposée divergente, la série proposée Tost aussi.
ICIIi. Le théorème de Kummer fournit une infinité de règles particulières, suivant le choix que Ton fait de la fonction positive «„. Nous nous bornerons à citer les plus intéressantes : ce sont celles où Ton prend pour a„ Tune des quantités
1, n, nlogn;
dans chacun de ces cas, la série qui a pour terme général •—
est évidemment divergente, comme l'exige d'ailleurs la seconde partie de la règle de Kummer.
1* Pourû„= 1, Texpression (11) se réduit à
Ji2-^\,
Or, dire que cette expression a une limite positive ou négative équivaut à dire que le rapport '' ^ ' a une limite infé-
rieure ou supérieure à lunité; on retombe donc sur la règle de Dalembert.
2" Pour a^ = m, Texprossion devient
n-^-ln+i), (12)
et Ton tombe sur une règle due à Duhamel. 3" Pour rt„ = n log /è, l'expression (11) devient
n logn . (-i^) - (n + 1) ]c)g(n + 1), ( et l'on retrouve ainsi une règle due à M. Bertrand.
l<è€|lc de l«aiiï!»s
llili. Nous avons déjà fait observer que l'on ne pouvait rien affirmer sur la convergence ou la divergence d'une série
à termes positifs, lorsque le rapport " ^ * avait Tunité pour
Un
limite (sans finir par rester toujours supérieur à cette limite).
Gauss à donné pour lever ce doute une règle très simple, relative au cas où le rapport en question s'exprime par une fraction rationnelle de n. Ce cas, fréquent dans la pratique, est moins particulier qu'on serait tenté de le croire au
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premier abord, si Ton oubliait de remarquer qu'il n est nullement question ici des valeurs de u^ et de tin ^u mais seulement de leur rapport.
Puisque le rapport a pour hypothèse l'unité pour limite, le numérateur et le dénominateur de la fraction rationnelle qui l'exprime doivent être des polynômes ayant môme degré et même premier terme ; et dès lors, en divisant haut et bas par le coefficient de ce premier terme, on voit que le rapport considéré doit être de la forme
n^+ an^'^ + 6w^-g +
u^ — n^ + An>-^ +Bn^-2-f ...
Cela posé, voici l'énoncé du théorème de Gauss : Pour qu'une série telle que le rapport iVun terme au précédent ait la forme (14) soit convergente^ il faut et il su^t que la différence A — a soit plus grande que l'unité.
1^4. On peut mettre la relation (14) sous la forme Uu . , A — a . H
H étant une fonction de n qui reste finie lorsque n croît indéfiniment, et substituer à la règle de Gauss la suivante qui est un peu plus générale :
Si l'on a
h désignant un nombre et H une fonction de n qui reste finie, la série à termes positif s W|, ..., w„ ..., est convergente lorsque h est supérieur à i et divergente lorsque h est égal ou inférieur à 1.
La démonstration est une simple application des règles du numéro précédent.
En effet, d'abord, eu égard à la formule (15), l'expression (12, n" 132) devient
d'où Ton voit que cette expression a pour limite h — 1, et par suite (n* 133), que la série est convergente pour A >► 1 et divergente pour A < 1.
Supposons maintenant A = 1, auquel cas l'expression (15) devient
Un . , 1 . H
et par suite l'expression (13, n"* 132) se réduit à
cette expression ayant pour limite — 1, la série proposée est divergente (n** 133).
Exemples
1° Soit la série
On a ici
Un n + 1
cette expression comparée à (14) donne a — -lî A = 1,
et par suite A — a = .^; la série est donc divergente (n^ 133j. 2" Soit la série dont le terme général est
on a
ji,_ _ (2n + 4)(2n + D) _ ^' + j "" "^' ^ u.:r (2n + 3)^ -,. + :,,+ ?'
cette expression, comparée à (14), donne
et par suite A — a = -\ la série proposée est donc convergente (n^ 133).
Série alternée
136. Quand les termes d'une série sont alternativement positifs et négatifs, on dit que la série est alternée.
Une seine alternée est convergente si, à partir cViin certain raîig, chaque terme est inférieur en valeur absolue à celui qui le précède, et si le terme général ^/„ tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
En effet, faisons abstraction des termes qui précèdent le premier terme positif à partir duquel la loi se manifeste, et mettons les signes en évidence ; la série considérée sera alors représentée par
w< — «^2-1-^3 — ^4 + ••• ±w„qpM;, + | d=... î^, ^2, ..., étant des quantités positives, telles que Ton ait
et
W( > Wa > ^3 ••• > w„ > w„ + , < . limM„=:o pour n = oo.
Les relations évidentes
oii les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les signes inférieurs, montrent que les différences S„^i — S„, S„+i — S„_i ont des signes contraires, puisque t^„ + j et
{h„ — iin + i) sont, par hypothèse, posilives. En d antres termes, les sommes successives Sj, So, ..,, S,,, ,., sont telles que chacune d'elles est comprise entre les deux qui la précèdent immédiatement.
Représentons ces sommes par des longueurs
OA^, OA,, ..., OA
portées sur une même droite, à partir d*iin niÉ^me point 0 et dans le même sens OX. (Nous laissons au lecteur le soin de faire la figure.) D'après ce qui vient d'être dit, An tomhera entre 0 et A|, A^ tombera entro A^ et A,^ A. entre A.> et A3 ... et ainsi de suite. Les sommes de rang pair ,S.> = OA2, S/^ = OA,^ ... iront donc en crnissant et resteront moindres que Tune quelconque des sommes de rang impair; elles auront donc une limite L. De môme les sommes do rang impair S| = OAj, S.^ = OAj ... iront en décroissant et resteront supérieures à Tune quelconque des sommes de jang pair; elles auront donc aussi une limite L\ Enfin les limites L et L' seront égales en vertu de la relation {itî), puisque par hypothèse u„yi tend vers zéro. La série proposée est donc convergente et a pour somme la valeur commune S de L et de L'.
Ïtl7. Il résulte de cette démonstration (jue toute 5r>mme de rang pair est une valeur approchée de S pur défaut, landis que toute s )mme de rang impair est une valeur tle S approchée par excès; d'ailleurs Terreur commise est toujours moindre que la valeur absolue du premiei- terme m'gligé, puisque Taddition de ce terme (pris avec sou signe) clîange le sens de Tapproximation.
I sa. Exemple :
V La série harmonique alternée
est convergente; elle remplit en effet toutes les conditions énoncées au n* 136.
2*» La série alternée
est au contraire divergente ; les valeurs absolues de ses termes vont, il est vrai, en décroissant ; mais le ternie général n'a pas zéro pour limite.
Séries dont les termes ont des signes quelconcjues
139. Pour qtiune série soit convergente^ il suffit que les modules de ses termes forment une série convergente.
En effet, désignons respectivement par S„ et S'„ la somme des n premiers termes dans la série proposée et dans la série des modules ; soient en outre P„ et — Q„ la somme des termes positifs et celle des termes négatifs contenue dans S„. On aura
(17) S, =:P„-Q, et S^ = P„ + Q,, (18)
Puisque la série des modules est convergente, S'„ tend vers une limite L, quand n croît indéfiniment; et la relation (18) montre que P,» et Q„, qui sont positifs et ne peuvent varier qu'en croissant lorsque n croît, restent Tun et l'autre inférieurs à L. Donc P„ et Q„ ont des limites déterminées P et Q, par suite, en vertu de la relation (17), S„ a pour limite P — Q, ce qui prouve la convergence de la série proposée.
La condition précédente est suffisante, mais elle n'est pas nécessaire. Par exemple, la série harmonique alternée est convergente (n*» 138, 1°), tandis que la série des modules, qui n'est autre que la série harmonique ordinaire, est divergente (n° 118).
On est ainsi conduit à diviser les séries convergentes en
m.pMi^iJJi. :-^'
deux classes : celles qu'on nomme absolument converfjentes et pour lesquelles la série des modules est cooverg^ento, et celles qu'on morxïme semi-convergentes et pour lesquelles la série des modules est divergente.
140. Le simple rapprochement du numéro qui pr<5cède et du no 123 montre qu'w/ie série est absolument convergente siy à partir cTun certain rang^ les modules de ses termes sont respectivement moindres que les modules des termes rfune autre série absolument convergente.
Il résulte de là que, si une série
Up Wj, ..., Un,
est absolument convergente, il en est de 7nhne de lu série
oti rtj, flo' ""> ^n> ••• désignent des quaîitiiés ayant des signes quelconques mais des modules inférieurs à un nombre positif donné A. En efifet, on a
I ClnUn I < A ! M;, I ,
et, par suite, les modules des termes de la seconde série sont inférieurs aux modules des termes de lu deuxième multipliés par A.
Si une série
M,, Wj, ... M„, ... (19)
est absohmient convergente, elle reste conn^rg^nte et ronsprve sa somme S, lorsqti'on modifie arbitrairement tordre des termes.
En elFet, par hypothèse, la série des modules
est convergente ; par suite la somme
qui est le reste R„ de la série des modules, tend vers zéro quand n croît indéfiniment, et il en est a fortiori de môme de la somme ^
h/a I + i up I , ... + I .0. I , (22)
formée par un certain nombre de termes de (21).
Cela posé, soit S„' la somme des n premiers termes de la série qui résulte de la proposée (19) par le changement de Tordre des termes. Quelque grand que soit /i, on peut prendre n assez grand pour que SV contienne tous les termes de
La différence SV — S„ ne contiendra donc que des termes
dont Tindice est supérieur à n\ la valeur absolue | SV — S„ j de cette différence est donc moindre que la somme (22); elle tend donc vers zéro quand n^ et par suite n\ croissent indéfiniment. Mais alors S„ tend vers S; donc enfin S'„ a pour limite S.
142. Lorsqu'une série est semi-convergente, on ne saurait changer Tordre des termes sans courir le risque d'altérer la somme de la série ou même de lui faire perdre sa convergence. C'est Dirichlet qui a le premier attiré l'attention sur ces faits, que deux exemples suffiront à mettre en évidence.
Soit la série
1 1 1 i i que Ton sait (n°* 138 et 118) être convergente.
^^""Wlip^p"
Considérons la série
('-î-î)+(|-5-|) + (|-ro-f.)+-.(-i
que l'on déduit de la précédente en faisant suivre d'abord le premier terme positif des deux premiers termes négatifs, puis le second terme positif du troisième et du qualrièmc termes négatifs, et ainsi de suite.
Nous allons montrer que la série (24) est convergente, mais que sa somme est égale à la moitié de la somme S de la série primitive (23).
En effet, en réduisant à un seul terme les deux premiers termes de chaque trinôme entre parenthèses, la série (2i) devient
ou
c'est-à-dire la série primitive (23), dont on a multiplié chaque terme par - •
C'est là un exemple du cas où le changement d'ordre des termes altère la somme sans faire perdre à la série sa convergence.
Pour avoir un exemple du cas où le changement d ordre des termes rend la série divergente, nous considérerons la série semi-convergente (n°' 124 et 136) :
En disposant ses termes de la manière suivante:
0 ■^va'vi) ^ (v5"^v7~;^)"^(v9"''vri~^)'^""
on forme une nouvelle série dont le terme général
V4n — 3 V4n— 1 V^n est plus grand que la quantité positive
4= + 4= — 4= ou A — JL\ 4
et a fortiori plus grand que le terme général - de la série
harmonique ■ la nouvelle série est donc divergente. Addition et multiplication des séries
Si les séries
w,, Ma, ..., w«,
»4, î?j, ..M ^ni
sont convergentes et ont respectivement pour sommes u et v, la série
formée en ajoutant les précédentes terme à terme^ est convergente et a pour somme u-\-v.
En effet, en désignant respectivement par U^, V^ et S„ la somme des n premiers termes dans chacune des trois séries considérées, on a
et, par suite, lorsque n croit indéfiniment lim Su = M + î?
Si les deux séries
Mo» «*n •-. W/n ... (25)
Vq, Vi, ..., t?„, ... (26)
sonê convergentes et ont pour sommes respectives u et v ; si de plus Vune d'elles au moins [la première par exemple) est absolument convergente^ la série
Wq, m?o ..., î^«. ..., (^7)
qui a pour terme général
X0„ = ttoV« + W4Î?«-4 + ... + w„t?^, (28)
est convergente et a pour somme le produit uv.
En effet, désignons respectivement par Un, V„, W„ la somme des (n + 1) premiers termes dans chacune des trois séries considérées. La ditîérence
développée et ordonnée suivant les indices de la lettre w, a pour expression
5=tto(w«+< + ... + Va«) +M/.+ 1 (t?o+ ... +^n-i) + ^4 (î?« + 4 + ... + »2/.-4) + «/, + * (t?o + •.. + ^n-2)
+ M«-a(r„ + ^ -hî?« + a) +î"'a«-i (^o + ^i) -4-M„-| . t?„+| + W2«- Co-
nçus avons placé les divers termes sur deux colonnes dont Tune contient les termes en i/^, w^, ..., Uj^_i et l'autre les termes en ?/„+,, ..., Uin] le terme en ?/„ a disparu. On a, d'après cela, en considérant les modules
\^<\»o\'\^nU+-+^2n\ +|w„ + J.|Oo+--+^n-J j
Mais, puisque la série (25) est absolument convergente et que la série (2(^) est convergente, on peut assigner deux nombres fixes positifs A et B, tels que Ton ait
D'ailleurs, en vertu du principe général de convergence (n* 120), on peut prendre n assez grand pour qu'on ait, quel que soit jd, les inégalités
\u,^, |4-|„^.^| + ... +|tt«,p| <e, (33)
|î?/. + 4+V/,^a + ... + Va4.p|<6, (34)
€ étant une quantité positive aussi petite qu'on voudra. On aura donc, en vertu de (34) et de (32),
IM < EJluo 14- ... + !"«-. I j + Bii«„H I + ... + l«a«l et a fortioH^ à cause de (31) et de (33),
I 8 I < At + Be ou (A +B) c;
d'où Ton voit, puisque A+ B est fixe, que | 3 | peut devenir moindre que toute quantité donnée. En d'autres termes, l'expression
tend vers zéro, quand n croit indéfiniment, et l'on verrait, par un raisonnement analogue, qu'il en est de même de l'expression
Donc enfin, puisque U„ et U„ + i ont pour limite « et que Vn et Vn + i ont pour limite v, W^,» et Wj,» ^i tendent l'un et l'autre vers uv^ lorsque n croît indéfiniment.
Ce théorème est dû à Gauchy ; mais cet illustre géomètre supposait que les deux séries (25) et (26) étaient absolument convergentes ; c'est M. Mertens qui a montré qu'il suffisait que Tune de ces deux séries fût absolument convergente, Tautre pouvant être simplement convergente.
LES SÉRIES NUMÉRIQUES i5&
Remarque
146. La théorie de la convergence des séries fournit uq moyen souvent commode pour démontrer qu'une expression ç (/?) a pour limite zéro, lorsque le nombre entier et positif n croît indéfiniment.
Il suffit, en effet, d'après le n**119, de prouver par un moyen quelconque la convergence de la série dont le terme général est 9 (n).
Voici deux exemples utiles :
1** L'expression
où a: a une valeur déterminée et où n désigne un en lier positif, a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment. En effet, la série dont l'expression (35) est le terme général est
convergente, vu que le rapport - d'un terme quelconque
au précédent tend, pour n =ioo, vers zéro, c'est-à-dire vers une quantité moindre que 1 en valeur absolue . 2"* Considérons l'expression
dans laquelle ]), désigne un nombre fixe quelconque, n un entier positif, et x une quantité donnée moindre en valeur absolue que l'unité. Cette expression a pour limite zt^ro, quand n croît indéfiniment. En effet, la série dont l'expression (36) est le terme général est convergente, vu que h*
rapport x d'un terme au précédent tend, pour n = a>,
vers — X, c'est-à-dire a une limite moindre en valeur absolue que l'unité.
Formule de Taylor
147. C'est en 1717, dans Touvrage intitulé Melhodus incremeiitonim, que Taylor a fait connaître la formule célèbre
sans se préoccuper d^ailleurs des conditions propres à rendre son emploi légitime.
Un siècle devait s'écouler avant qu'il fût question d'évaluer la différence
R = r{x) - r {a) --f^r («) ... -ii^.7(t-V''""-''^ ^*^
entre f{x) et la somme des n premiers termes de la série de Taylor, c'est-à-dire de la série qui constitue le second membre de la relation (1).
Nous allons faire connaître les principales formes que ce reste R est susceptible de recevoir.
Soient a et x deux nombres donnés quelconques et /(s) une fonction astreinte à rester continue ainsi que ses n — 1 premières dérivées lorsque la variable z est renfermée dans l'intervalle (û, x) ; la dérivée suivante /'' (z) peut devenir discontinue dans cet intervalle : il suffit qu'elle soit déterminée.
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Posons
/> étant Tun quelconque des nombres 1,2 w. Larecherrlie
du nombre R est ainsi ramenée à celle du nombre P, If^tjtnH, en vertu des égalités (2) et (3), se trouve alors défini piir la relation
Aaj)-/(fl)-^r(«)— — ^^EîJïr ^"'"^""^ = P{x- a)': (i) Gela posé, considérons la fonction
dont la dérivée, suppression faite des termes qui se détruisent deux à deux, se réduit à Texpression très simple
La fonction îp(j:) s'annule, en vertu de (4), pour % ■= tt\ elle s'annule aussi évidemment pour z^=x. Donc, d^iprètii le théorème de Rolle, sa dérivée <p'(:;) s'annule pour uni' valeur de z comprise entre a et x et que Ton peut, par cons^iquent, représenter par a + 0(a: — a), ô désignant \\n nombre inconnu, mais convenablement choisi entre o vX \ . Cette condition s'exprime, en vertu de (6), par laformulo
^ = -{x-aY'P ^|;i.^y /'[^+ 0 {x-d)\ +Pp.
d'où Ton déduit en résolvant par rapport à P et portant dans (3)
148. Cette expression, du reste, qui renferme un nombre p arhitraîrement choisi dans la suite 1, 2, ..., w, n'est pas très usuelle. On lui préfère, dans la pratique, tantôt Tune, tantôt Tautre des deux suivantes :
que Ton déduit de (7) en particularisant le nombre p.
La première (8) est due à Lagrange ; on l'obtient en prenant
tandis que la seconde (9), due à Cauchy, résulte de Thypoihèse
H est presque superflu d'observer que la quantité inconnue désignée par 6 n'a pas la même valeur dans les formules (7), (8), (9), toutefois elle est toujours comprise entre 0 et 1 (*).
En résolvant l'équation (2) par rapport *àf[x), on a
/•(ar) = /(a)+^r(«) + .-.+^|^Er^V'-"(a) + R-(iO)
Cette formule, dans laquelle R représente l'une des expressions (8) et (9) est une généralisation du théorème des accroissements finis.
Il résulte de la formule (10) que V emploi de la formule (1)
('} La formule (7) est la plus récente ; elle a été trouvée en 1858 par Edouard Roche à Taide du Calcul intégral. On nous permettra de rappeler que nous avons donné dès la même époque la démonstration simple qui précède el f|ui est applicable aux diverses formes du reste. Voir le Cours d'analyse de M. Ilermite ; le Traité de calcul différentiel et intégral de M. Bertrand ; le Cours d'analyse de Sturm revu par M. de Saint-Germain; V Algèbre de Briot; etc.
n'est légitime que si le reste R tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment,
150. Souvent on pose x ;= a + A ; la formule (10) prend alors la forme fort usitée
/•(a + A) = A«)+ f (/•'«) + ..- + ^;j^^r"'-"(a) + R (11). et dans laquelle R désigne l'une des" expressions
R=^''(n_yrV--"^(a + 6A), (12)
Formule de Madaurin
151. Pour a = 0, la formule (10' devient /-(a:)=/-(o)+f/'(o) + ... + (;^^/^''-^Uo) + R, (13) R devant y être remplacé par Tune des deux expressions
R=_/x«)(6a;) (Lagrange), (14)
R=^-^(ÏTriïr^/""(M (Cauchy), (15)
Si R tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, on tombe sur la formule
,qui porte le nom de formule de Maclaurin et qui donne le développement de f[x) en série convergente et ordonnée suivant les puissances entières et positives de x.
Nous allons chercher, par cette méthode, les développements des fonctions élémentaires ^, sinar, cosx, log (1 + j*).
Développement de e^
1512. Les dérivées successives de e^ sont égales à ^; elles prennent donc toute la valeur 1 pour a: = o, et par suite la formule de Maclaurin, complétée par le reste de Lagrange (15), devient ici
'^-^+f + ri + --- + 1.2.!7n'-l) + î£-n^-' (*«)
X ayant une valeur déterminée quelconque. Le premier facteur
du reste tend vers zéro (n° 146) quand n croît indéfiniment ; le second facteur e^' est fini, puisqu'il est compris entre 1 et e'. Donc le reste R est nul pour n = oo , et Ton a pour le développement de e' en série convergente
Si / (,r) = sinj:, et ç [x] ==cosj:, on a ïn
r«) (a.) = sin (^ + î|), :p'«) {x) = ces (x + ^)>
et par suite
/^«) (^o) = sm ~7 <p^'*J (o) = cos ^'
La formule (14), quand on adopte pour le reste la forme due à Lagrange, donne donc
s.n^= --3-, -l--,-...+-,sm- + ^-^j^pjyy8m(^6..+ ^- . j, (21 )
Dans chacune de ces formules, le reste esl moindre on valeur absolue que
il tend donc vers zéro (n"" 146), quand n croil imléfinimciit, pour toute valeur déterminée de x, et i*on a, jïur saiW, pour les développements de sin j:- et de cosr, les séries convergentes
X X' , X" ,-rt
sin.rz=-_^ + g^- ... (23,
Remarques
155. On peut affirmer que la formule de Taylor (1) est applicable toutes les fois que la fonction considérée/' (5)
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est telle que toutes ses dérivées successives soient continues dans l'intervalle (a, x) et restent, dans cet intervalle, moindres en valeur absolue qu'un nombre positif donné quelconque A. En effet, le reste (8) est alors moindre que
(x — af
ni
et par suite (n° 146) tend vers zéro quand n croit indéfiniment. La même observation a lieu pour la formule de Maclaurin (17).
Nous aurions pu, en profitant de cette proposition, quiest évidemment applicable à e'^ sins, cos2, éviter le calcul du reste pour établir les formules (19), (23) et (24). Mais il ne faudrait pas se faire illusion sur la portée de la susdite proposition ; elle ne trouve guerre d'application en dehors des trois fonctions précédentes, et d'ailleurs, môme dans ce cas, la connaissance du reste est utile pour un grand nombre de
recherches.
1 56. On doit bien se garder de croire que les formules (1) j
et (17) de Taylor et de Maclaurin soient applicables dès que i
les seconds membres sont des séries convergentes. Ces I
séries pourraient avoir une somme autre que/(.r). Si Ion se reporte, en effet, aux formules (10) et (li), on voit que R dépend à la fois de x et de n, et il peut se faire que, pour n infini, ce reste ait une limite F(x), différente de zéro; alors les séries en question ont évidemment pour somme non plus / (.r), mais la différence f {x) — F (.r).
Ainsi l'exactitude des formules (1) et (17) ne peut être établie que par la considération du terme complémentaire R. Toutefois, comme ce reste R ne peut ôtre nul sans que les séries de Taylor et de Maclaurin soient convergentes (vu qu'une série divergente ne représente aucune fonction), il y a tout intérêt à chercher d'abord entre quelles limites ces séries sont convergentes afin de n'avoir à discuter ce reste que pour les valeurs de x comprise entre ces limites. C'est de la sorte que nous procéderons dans les exemples suivants.
Développement de (1 + x)'"
157. Lorsque Texposant m est un nombre enli» t »! positif, le développement de (1 -(- x)"" se compose liin nombre de termes limité; c'est la formule du binâmr i[iu« Ton démontre en algèbre élémentaire.
Nous laisserons ici m quelconque, et nous supposerons in outre a: > — 1 ; la fonction
aura de la sorte un sens bien net, vu que à chaque viiliin' de X répondra alors pour /(j?) une seule valeur réélit* ('l positive.
En prenant les dérivées successives de (1 +^)'", on Iri^nvr sans aucune difficulté
/•»'«) (x) = w (w — 1) ... {;ûi — n + 1) (i -f .7-)'«-",
et par suite,
/•(«) (o) = m (m — 1) ... (m — n + 1). La formule (14) devient donc ici
le reste R ayant pour expression, si Ton adopte la Un^m^^ due à Cauchy,
Or, si Ton considère la série
on voit que le rapport d'un terme au procèdent a pour expression
et par suite a pour limite — x lorsque n croit indéfiniment; la série (27) est donc divergente si x est, en valeur absolue, supérieure à 1, et il suffit d'étudier le reste (26) dans l'intervalle ( — 1, -f- 1) ; nous exclurons même les valeurs extrêmes — 1 et + 1, nous réservant d'étudier plus tard le cas oixx = ±i 1 .
Le reste (26) est un produit de trois facteurs : Dans notre hypothèse | .r | < l, le premier facteur a pour limite zéro (n° 14(V, le second a une valeur absolue au plus é^ale à 1, et le dernier est inférieur au nombre fixe (l -]-«>'')'""*• L.^ reste tend donc vers zéro, et Ton a pour toute valeur de j: comprise entre — 1 et + 1
Considérons la fonction
fix) — logfi + *'^).
qui (n° 21) prend une valeur réelle unique pour chaque
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valeur de x supérieure à — 1. Ou a
r ix) := (i + XY\ fin) (^) ^ (_ !)«-! (,, - i) ! (i 4- x)-\
el par suite
La formule (14) devient alors
le reste R ayant pour expression
si l'on adopte la forme due à Cauchy.
La série
est divergente pour toute valeur de x dont le module esL supérieur à 1, car le rapport
d'un terme au précédent tend vers — x lorsque a croit indéfiniment; elle est d'ailleurs divergente pour x = — 1, puisqu'elle se réduit alors à la série harmonique. II suffit donc d'étudier le reste dans Tintervalle
Or, pour ^ = 1, l'expression (30) est indéterminée; mais
le reste de Lagrange
tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, parce que It* second facteur reste fini, tandis que le premier tend vers zéro.
Pour x compris entre — 1 et 1, le reste (30) est le produit de trois facteurs dont les deux premiers ne peuvent, en valeur absolue, surpasser l'unité, tandis que le dernier tend vers zéro, quand n croit indéfiniment.
Le reste R tend donc vers zéro dans l'hypothèse (31), et Ton a alors
log(l+a,)=f-f + !*_... (32)
160. Au lieu de la formule unique (32), où x varie entre — 1 et 1, on peut ne faire varier x que de 0 à 1 et joindre à la formule (32) la suivante :
-log(l-a;) =2 + | + Y+- (^3)
Les restes peuvent alors recevoir des formules plus simples.
En efifet, on peut, dans notre hypothèse, appliquer à la . série (32) le théorème relatif aux séries alternées. Le reste est donc moindre en valeur absolue que le premier terme négligé, et l'on a, 6 étant compris entre 0 et 1,
log(l+^)=f-f+f+...H-(-l)»-'f;; + (-i)''-'v- (34)
En second lieu, la somme des termes qui dans la série (313) suivent le [n — 1)*"* est moindre que
et l'on a, 8' étant compris entre 0 et 1,
-iog(i-.) = i+T+T+...+^ + e'-^ (35)
On en conclut en particulier pour n
log{i + co) = 0?— eÇ (36)
formules souvent utiles, où x. 6, 6' sont compris entre U el 1 . Formules pour le calcul des logarithme**
162. Soient p et q deux nombres positifs quelconques ; p étant le plus grand des deux, si Ton pose
X sera compris entre 0 et 1, et Ton aura
On en déduit
logp — log</ = log (1 -f. a?) - log (i — co). ou, en vertu de (32) et (33),
logl. - log, = 2 p + f + ï + ... + £^ -f -I (39)
Cette formule, très convergente dès que x est notablement inférieure à 1, permet de calculer le logarithme \\v p connaissant celui de q.
L'erreur commise, lorsqu'on se borne aux K premiers termes de la série, est évidemment inférieure à
OU à
et enfin à
(2K + 1) (i — x^) On peut donc écrire
T+I+ |+-+feri+(2K+f)(i-.^)]' f-*^)
e étant compris entre 0 et 1 et j: ayant la signification indiquée par la formule (38).
Par exemple, pour jo =;.N + A, y = N et K = 1, il vient
log,N + ^)-logN = ^^(i+^-^^^^). (41)
163. Tout ce qui précède se rapporte aux logarithmes népériens. Pour passer aux logarithmes vulgaires, il suffit (n° 22) de multiplier les logarithmes népériens par le nombre
loglO
dont on trouve la valeur de la manière suivante : La formule (40) où Ton fait p = \0, y = 8, et par suite
a: = -1 donne
La même formule où Ton fait /> == 2, y = 1 , et par- suite
X =- donne»
On a donc
i = logl0 = 6(i + 3-i-. + ^+...)
En calculant chaque terme du second membre avec 28 décimales, puis divisant 1 par la somme ainsi obtenue, on a, avec 25 décimales exactes,
M = 7-^. = 0,43429 44819 03251 82765 11289. log 10
Remarque sur l'emploi des tables de logaritlimies
104. Soit n + h unjQombre positif dont la partie entière n est comprise en lOOOO et l()0<)00; on trouve, dans la table supposée à 7 décimales, le logarithme de n ainsi que la différence tabulaire
a = log {n -\- i) — logn.
Cela étant, quand on veut calculer log {n -+- h) ou, ce qui revient au môme, la différence
B = log {n + h) — logw,
on prend pour valeur approchée de cette différence la quantité $1 fournie par la proportion
Il est facile de voir que Terreur o — c^ ainsi commise est moindre que le quart d'une unité du huitième ordre décimal.
En effet, Texpression
ev
et par suite, puisque M est (n** 163) moindre que ^» et que h
est inférieur à 1,
Nous avons supposé que les logarithmes fournis par la table étaient exacts; en réalité, ils sont entachés d'une erreur en plus ou en moins qui peut atteindre une demiunité du septième ordre décimai, et de ce fait seul résulte sur la valeur de log (m -h A) une erreur qui peut s'élever à une unité de cet ordre (voir Ylntroduction aiix Tables de Schrôn, n** li). Cette erreur étant notablement supérieure à celle que nous venons de calculer et qui provient de la proportion (42), l'emploi de cette proportion se trouve pleinement justifié.
Développeineni de arctgj:
165. Comme dernière application de la formule de Maclaurin, cherchons le développement de
y = arc i^x.
Nous entendons par là Tare compris entre — ^ et '^^ dont
la tangente est égale à x.
Si Ton pose
on a (n*» 80)
/^«) [x] = (— 1)'* -^ (n — 1) ! sin^w sinnw.
Mais, par hypothèse, quand x est nul, y Test aussi et, par suite, M est égal à - ; on a donc
/^«)(o) = (— !)"-< (w— 1)! sinn|, c'est-à-dire
si n est pair, et
si n est impair.
La formule (13) devient donc ici
Le terme complémentaire a d'ailleurs pour expression R = ( — 1)" '* — sin^Mi 9Ïi\ nu^^
OÙ Wj est Tare compris entre — TJ ®t ^' satisfaisant à la relation
colgM^ -^ Oa?,
dans laquelle 6 est compris entre 0 et 1.
Il suit de là que, si x est, en valeur absolue, inférieur ou égal à 1, R tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
Par suite on a pour le développement de arclg./- en série convergente
arclgor =--- + - -y+... .,44,
Celte série est d'ailleurs divergente jiour | j: | > 1 ; car le rapport d'un terme au précédent a pour limiter-, qui, dans ce cas, est supérieur à 1.
Calcul de z
166. En partant du développement de arctgj', on parvient à une formule qui permet de calculer rapidement le rapport r de la circonférence au diamètre.
Désignons par p Tare dont la tangente est égale à -' on
aura successivement
L'arc 4y; est donc un peu plus grand que ^ et, si l'on appelle q la différence de ces deux nombres, on a
120 , ~ 239 ÏÏ9 + ^
De là résulte la relation
- = 4 arclK g - arclg ^,
c'est-à-dire, en appliquant la formule. (44),
c'est la relation que nous avions en vue. Il suffît par exemple de calculer 11 termes de la première série et 3 termes de la seconde pour obtenir, pour le nombre r, la valeur
approchée avec quinze décimales exactes.
Méthode d'approximation de \e\vton
167. La formule de Taylor trouve une application intéressante dans la méthode indiquée par Newton, puis complétée par Fourier, pour trouver des valeurs de plus en plus rapprochées d'une racine d*une équation donnée algébrique ou transcendante.
Supposons que, par des substitutions convenablement dirigées, on soit parvenu à séparer une racine x^ de Téquation f (x) = 0, c'est-à-dire à trouver deux nombres a el ^ comprenant cette racine inconnue x^^ et n'en compreniuit aucune autre.
Nous supposerons en outre les nombres a et g assez rapprochés pour que la dérivée seconde f" {x) conserve un signe constant dans l'intervalle (a, ^^); alors, comme /(a) et f (3) sont de signes contraires, Tun des nombres (a, g) n^ndra le produit /(.r) /"'(x) positif, tandis que l'autre rendra ce produit négatif.
Cela posé, la méthode d'approximation dont il s'agit consiste dans la proposition suivante :
Si ton désigne par a celai des deux nombres 7. et ^ qui
rend f (x) et f [x) de même signe ^ la quantité '
sera comprise entre a et Xq.
En effet on a
o==n^,)==na+a^o-a)=r{a)+'^r{a)+^'^^ (47)
X étant un nombre inconnu compris entre a et Xq, D'ailleurs /'(a) est différent de zéro, sans quoi la relation précédente deviendrait
ce qui ne peut être, puisque, d'après nos hypothèses, les deux termes du second membre ont le même signe. On peut donc diviser par /'(a) Téquation (47) et la mettre sous la forme
On déduit de (46) et de (48)
(•'^0 - «.) («. - «) - %^ r wri") ;
le produit
{Xq — a^) {a^ — a) •
est donc positif, et par suite les quantités
a, a^, Xq
sont rangées par ordre de grandeur (croissante ou décroissante), ce qui démontre le théorème énoncé.
168. Ce théorème permet de passer d'une valeur approchée a à une autre a^ plus approchée que la première et dans le môme sens qu'elle.
[*our rappliquer, on commencera par chercher une limite supérieure de la valeur absolue \ Xq — «^ | de Terreur que Ton commet en prenant a^ pour nouvelle valeur approchée.
A cet effet, désignons par M la plus grande valeur absolue de fi-r) dans l'intervalle (a, 3)» ^1 posons
on aura d'abord évidemment par la formule (48)
Mais la même formule (48) donne aussi
et par suite, eu égard à (i9),
Le second membre de cette inégalité paraît compliqué ; mais il n'est pas nécessaire de le calculer exactement, il
suffit de déterminer la puissance de rr qui lui est immédiatement supérieure.
Soit — cette puissance et k la valeur par défaut à moins
de — du quotient
Si a est par défaut, la quantité — ^rW sera positive, et l'on aura a, = « -f- A- + g ; si a est par excès, la quantité — Tii sei'a négative, et l'on aura «, = a — k — s. On
prendra donc pour nouvelle valeur approchée a ± A-, en adoptant le signe + ou le signe — suivant que a est par défaut ou par excès.
Prenons l'exemple choisi par Newton lui-môme ; il s'agit de l'équation
qui, d'après le théorème de Descartes, ne peut avoir qu'une racine positive et qui en a effectivement une puisque le dernier terme est négatif. Proposons-nous d'évaluer cette racine.
On a
/ (x) == œ^ _ 2ôe — 5,
r{x) = Qx;
on voit immédiatement que /(2) est négative et / (2, 1) positive : d'ailleurs f (x) est positive pour toute valeur positive de X, Nous aurons donc ici, d'après les notations que nous avons adoptées,
a=:2, fi =^2,1, a=^2,i 0,061
et par suite le second membre de l'inégalité (50) sera moindre que
11 faut donc évaluer le quotient
par défaut à moins d'un dix millième et retrancher de 2,1 le nombre 0,0054 ainsi obtenu ; cela donne, pour la racine cherchée, la valeur 2,0946 approchée à moins d'un dix millième par excès.
Terminons ce sujet par une remarque importante
/(ûj) et f{a) ayant le môme signe, il en sera de même de /(«,) et de /"(ai); on peut donc appliquer à la valeur approchée a^ la règle de Newlon-Fourrier, ce qui donne une nouvelle valeur approchée «2? ®t ainsi de suite.
On obtient ainsi, par Inapplication répétée de la règle en question, une suite indéfinie de valeurs
de plus en plus approchées de la racine vTq et approchées toujours dans le même sens.
Mais pourra-t-on de la sorte approcher autant qu'on voudra de la racine j:^)? En d'autres termes, la suite (51) a-t-elle pour limite x^l La réponse est affirmative.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que a soit par défaut; les nombres (51) vont en croissant et restent inférieurs à Xq; ils ont donc une limite X. D'ailleurs on a
Or, d'une part, le premier membre tend vers X — X, c'està-dire vers zéro, quand n croit indéfiniment. D'autre part, f[a^ ne peut être infini, puisque, ["[x] ne changeant pas de signe dans l'intervalle (a, g), f [x) varie dans le môme sens
entre/' (a) et /'(&).
On a donc
lim / («;,) =: (),
c'est-à-dire
Le nombre X est donc une racine de l'équation proposée, et, comme il est compris entre a et g et que l'équation n'a qu'une racine Xq dans cet intervalle, on doit avoir
Convergence des produits d'une infinité de facteurs
La formule
log{i + .)=.-{j^^, (52)
OÙ X est compris entre — 1 et H- 1, trouve une application intéressante dans la recherche des conditions de convergence des produits d'un nombre infini de facteurs. On dit qu'un tel produit
est convergent si le produit
tend vers une limite déterminée P différente de zéro, lorsque n croît indéfiniment.
Pour que le produit (53) soit convergent y il faut que ses fadeurs tendent vers l'unité quand leur rang augmente indéfiniment. On a en effet :
et, par suite, lim 2/„ = 1, puisque les deux termes de la fraction précédente ont l'un et Tautre P pour limite. On est ainsi conduit à poser
W/i = i + ««, c'est-à-dire à considérer seulement les produits de la forme
Ceci posé, voici un théorème fondamental : Le produit (54) converge vers une limite différente de zéro^ si les deux séries
sont l'une et l'autre convergentes ; il a au contraire zéro p offr limite si la série (55) est convergente et la série (56) divergente.
En effet, si Ton pose
on a :
l0gP„ = l0g(l + «,) + l0g(i H- «,) -f- ... + l0g(i + a„),
OU, en vertu de la formule (52),
logP„ = (a, +«, + ... + «0 (57)
2 1(1 + ô,a,)'^ ^ (i + e,,,)2 ^ - ^- (1 + e,,,)aj
Or, les quantités 1 -h ô^a^, 1 -+- 02a2, ..., 1 + e„a„, étant positives et ayant Tunité pour limite, la série dont les n premiers termes forment le crochet qui figure au second membre de (57) est (n** 123) convergente ou divergente en même temps que la série (56).
Donc, en premier lieu, si, la série (55) étant convergente, la série (56) Test aussi, les deux parties dont se compose log Pn auront l'une et Taulre une limite finie, et par suite P„ aura une limite finie et différente de zéro.
En second lieu, si la série (55) étant convergente, la série (56) est divergente des deux parties dont se compose logP„, la première aura une limite finie et la seconde tendra vers — 00 . Log P„ aura donc — x pour limite, et par suite P^ aura pour limite^ zéro.
171. Le second cas de Ténoncé précédent ne peut pas se présenter lorsque a^, a^, ..., a,,, ..., sont tous de même signe. En d'autres termes, dans cette hypothèse, si la série (55) est convergente, la série (56) Test aussi, puisque, dès que les quantités a deviennent moindres que 1 en valeur absolue, la seconde série a ses termes respectivement inférieurs aux termes correspondants de la première.
De là ce théorème : Les produits
oîï les quantités a^a,, ..., a„ ..., sont toutes positives^ convergent vers une limite différente de zéro^ si la série
est convergente,
1 7â. Exemples :
l*" Le produit
où a est compris entre — 1 et + 1, converge vers une limite différente de zéro, car les deux séries
sont convergentes.
2" Le produit
a pour limite zéro, car les seconds membres des binômes forment une série convergente
mais leurs carrés forment la série harmonique, qui est divergente.
173. Les propositions précédentes servent le plus souvent à ramener la recherche de la convergence d'un produit à la recherche de la convergence d'une série. Mai.s, parfois, on peut au contraire rattacher la recherche do la convergence d'une série à celle d'un produit. Par exemples soit le produit :
on a
Le produit considéré a donc zéro pour limite ; par suite, lît série formée par les seconds termes des facteurs binômes iic saurait (n* 171) être convergente. C'est ce qui a lieu en ellot, puisque cette série est la série harmonique.
Dernières remarques sur la formule de Taylui'
174. Lorsque /'*~*(j:) n'est pas nul, on peut prendre h assez petit pour que le terme
yn^\)\
de la formule de Taylor l'emporte en valeur absolue sur h* reste correspondant
En effet, puisque (n** 147) /" {x + eA) est finie, il suilil, pour satisfaire à l'inégalité
de prendre h inférieur à la valeur absolue de la quanlité
w/'*-^ ix)
qui, dans noire hypothèse, est finie et différente de zéro.
Posons
r (-r) = y et
les quantités
seront les différentielles successives
dy, d^y, ..., d^'-^y
de y. Si, de plus, on représente par d*'y Texpression Ay* (n + ôA), qui est la valeur de la différentielle ri^^ dey correspondant à la valeur ^ + OA de la variable, la formule de Taylor devient
Si Ton suppose A = dx infiniment petit du premier ordre, dy-» d^y-» •••» ^"~*y» ^'V/ seront en général des infiniment petits ayant pour ordres respectifs 1, 2, ...,/? ^- 1, n. Quand on s'arrête dans le développement de Ay à un certain terme, on a une valeur approchée de l'accroissement infiniment petit de Ja fonction, et Terreur commise correspondante est un infiniment petit d'un ordre supérieur à celui du dernier terme conservé.
FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
Formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables
176. Soit/ (X, Y) une fonction de deux variables indépendantes dont les dérivées partielles, jusqu'à Tordre n inclusivement, sont continues tant que X reste compris dans un certain intervalle (A, A') et que Y reste compris dEins un intervalle (B, B).
X eix -\- h étant deux nombres pris à volonté entre A el A', et y et y + A- deux nombres choisis arbitrairement entre B et B', on se propose de développer
suivant les puissances entières positives et croissantes de h et de A*.
L'expression précédente est la valeur que prend, pour / = 1, la fonction de / définie par les relations
9(0=/-(a, p), a = a?-f-/^^ \i = ij + k(. (2)
On obtiendra donc le développement cherché en appli-
quant à ç (/) la formule de Maclaurin
puis, faisant / = 1, ce qui donne
e étant compris entre 0 et 1.
Il reste à calculer 9^'"^(/).
On y parvient en appliquant la règle de différentiation de la fonction composée ç(a, g), lorsque les fonctions composantes a et p sont, comme ici, des fonctions linéaires de t. On sait que cette règle se traduit (n° 87) par la formule symbolique
qui, en vertu des relations
doL z= hdt, d^ = kdt, devient
On en déduit
ICn)
OÙ t/ et V désignent respectivement a: + GA et y + 6A\
Il suffit alors de porter ces valeurs dans (3) pour obtenir la formule
qui est celle de Taylor étendue au cas de deux variables.
177. L'extension au cas d'un nombre quelconque de variables n'offre aucune difficulté ni pour le raisonnement, ni pour la composition de la formule.
On donne le nom de reste au dernier terme du second membre; si ce reste tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment, le second membre de la formule (5) devient une série indéfinie qui est convergente et qui a pour somme
Il importe d'observer que cela a toujours lieu lorsque aucune des dérivées de la fonction f[x, y) ne devient infinie quand on y remplace x par a: + OA et y par y + 0A\ Alors, en effet, on peut assigner un nombre X qui l'emporte en valeur absolue sur la valeur de toutes les dérivées qui figurent dans l'expression du reste; par suite, ce reste était moindre en
valeur absolue que ; — X'*(A 4- kY, tend vers zéro
lorsque n croît indéfiniment.
Aiitro f firme de la formule de Taylor I7B, X et f/ (^tanldes variables indépendantes, on a
L'I symboliqui^DK^nt si donc on pose
\r=ra: -j-h,t/ + M) — ri^, yi.
et si Ton désigne par tf'*f ce qui devient la différentielle ftf quand on y remplace J" j^ar .r -\- Hh et y par t/ -+- ûk^ ia formule i5) devient
Elle a la même forme qiu^ dans le sens d'une seule variable (n^ 175 1.
Si h = dx, k =r dfj sont des infiniment petits du premier ordre^ cliaque terme du second membre est en générai infiniment petit par rapport a celui qui le précède, et si l'on s'arrfile an [n — 1)'"* terme, le reste, c*est-à'dire Terreur commise, est nn îiinnimenl petit d'ordre n.
1 70. Dans le cas d'une seule variable, la formule de Taylor (n" li?) n'exige la continuité que des n — i premières dérivées et n'impose h la dérivée /i"" (celte qui figure dans le reste) (jue la condition d'r'ti'c déterminée. Mais, dans le cas de plusieurs va ri a Ij les, c'est-à-dire dans le cas de la formule (r>j, la Cf^itinuito des dérivées de Tordre n est néccssaiix% puisque cette foi-mule est fondée sur la dilïéreutiation des fonctions composées.
Extension de la formule de Maclaurin au cas de plusieurs variables
180. Pour étendre la formule de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables, il suffit de faire x = o ety = q dans la formule (5), puis d'y remplacer respectivement les lettres h et k par x et y.
On obtient de la sorte
Le reste, lorsqu'on s'arrête au n"" terme inclusivement, est ce qui devient l'expression
D'Yl ^' + - + ^4}
lorsqu'on remplace, dan^ les dérivées qui y figurent^ x et y respectivement par ^x et 6y, 0 désignant un nombre conve* nablement choisi entre 0 et 1.
Fonctions homogènes
181. On dit qu'une fonction f{x^ y, z) de plusieurs variables est homogène et du degré 7?i, lorsque, chaque variable étant multipliée par une indéterminée /, la fonction se trouve multipliée par /"'; en d'autres termes, lorsqu'on a, quel que soit /,
f[tœ,ty,tz) = V-f[x,y, z), (9)
Par exemple:
Aa;» + 2Bxy + Cy», "! ~" ^ , -^-P- sin ^
-r :fn-yi ^3 — y3 X -}- y x
sont des fonctions homogènes, dont les degrés sont respec-
tivement égaux à 2, — 2, -•
On voit immédiatement que :
V La somme algébrique de plusieurs fonctions homogènes, de degré /w, est une fonction homogène du même degré;
2^ Le produit de plusieurs fonctions homogènes est une fonction homogène dont le degré est égal à la somme des degrés des fonctions proposées;
3* La puissance d'indice quelconque jjl d'une fonction homogène de degré m est une fonction homogène dont le degré est /«[x.
1 8à2. Si, dans l'identité (9\ on fait / =-> on obtient
fi^.y^^)
K''ti)='(l';)^ "<"
doïic une fonction homogène de degré m, divisée par la puissance m de l'une des variables, ne dépend plus que des rapports des autres variables à la première.
La réciproque est vraie; si Ton multiplie par a:"* une fonction quelconque du rapport -^ "'^ le produit
^ \x xj
est une fonction homogène du degré m des variables x, y, z. Car, si l'on change, dans l'expression précédente, x en U, // en /y, on obtient
Oa peut donc prendre la relation (10), au lieu de (9) , pour définir les fonctions homogènes.
Cela posé, voici deux propriétés très importantes de ces fonctions.
183. Les dérivées partielles du pre?7îier ordre d'une fonction homogène de degré m sont des fonctions homogènes de degré m — 1.
En efifet, si Ton différentie par rapport à x les deux membres de Tidentité (9), et si, d'après une notation déjà employée plusieurs fois, on désigne par f^ (a, g, y) les valeurs que prend pour, x= %yy = 3, 2 = 7, la dernière partielle f^ (.r, ?/, 2), on a
/-; (IX, ly, iz^ '-^ ^ t"'n '>, y. ^);
• d{tx) ^ j mais \ = t ; donc
n [ix, ty, tz) r= ^«'- y; [x, y, z).
C'est la traduction algébrique de Ténoncé.
Oa déduit de là, immédiatement, que les dérivées partielles du second ordre sont des fonctions homogènes de degré m — 2, ... et, eu général, que les dérivées partielles d'ordre k sont des fonctions homogènes du degré m — k,
184. Le produit dune fonction homogène par son degré est égal à la somme des produits que ton obtient en multipliant chaque dérivée partielle du premier ordre par la variable correspondante ; eu d'autres termes, ou a
^/ÏK y y ^) + yfy (^, y. ^) + ^n (^, y, -) =mf[x, y, z), (il)
On obtient cette relation, en faisant / = 1, dans l'égalité xn{tx,ty,tz)^yri,[ix,ty,lz)^zn[lx,ty,iz)=r^^ (12)
qu'on obtient en différenciant l'identité (57) par rapport à /.
T'^^^mr^m^m
Cette proposition, due à Euier, est d'un emploi très fréquent; on lui donne le nom de théorème des fondions homogènes.
La réciproque est vraie : toute fonction qui satisfait à Téquation (H) est une fonction homogène d'ordre m.
En effet, en remplaçant dans Fidentité (H), a:, y, z par /JT, /y, /2, on a
^^r/x (^^, (y> tz) +- yfly (to, ty, tz) + zrU [tx, ty, tz) = ^ /"(Z^, iy, tz) ,
qui, si Ton pose
r{tco,ty,tz)=z^[l), (13)
devient
•^=- ou -log,p(0 = 5-^logi'-,
et par suite
log9(/) = logr' + logC,
G étant une constante.
On déduit de là, en faisant /= 1,
et par suite
c'est-à-dire, d après (13),
r[tx,ty,tz) ^t"r[x,y,z].
Ce qu'il fallait démontrer.
185. Appliquons le théorème précédent successivement à chacune des dérivées partielles du premier ordre /i, /"y, /^
qui sont des fonctions homogènes de degré m — 1 ; on aura
^n^ + yny-^?nz = (m - 1) /«i, ^Ocy + yf'y^ + zriz == (m ~ I) r,, ^n-^ + vnz + -Y=2 = (m - i) /-
d où, en ajoutant, après avoir multiplié respectivement par ar, y, js,
Le premier membre peut s'écrire symboliquement
[^n + vn + znr",
le second devient, d'après la relation d'Euler (11), [m — {)rmf{x, y, z)\
on a donc
(^/; + yf'y + zfl)^ = m{m- 1) /•;
et, en continuant de la sorte, on trouverait de proche eu proche
i^/i + yfy + ^fzf^ - ^n{m - 1) (m - S)/",
On peut obtenir toutes ces identités d'un seul coup et presque sans calcul, à Taide de la formule de Taylor relative aux fonctions de plusieurs variables.
Que Ton pose, en effet, dans l'identité (9) qui sert à définir la fonction homogène, l'indéterminée / par 1 + a, a étant un nombre arbitraire compris entre 0 et 1, on aura
f{cc -I- Qur, y -f ay, ^ + a^) = (1 + a)'Y(a7, y, z].
Puisque a est compris entre 0 et 1, le second membre
sera (n** 157) développable en série convergente ordonnée, suivant les surfaces entières positives et croissantes de a; et il suffit d'égaler le coefficient de a* dans ce développement
^/ nF- 1^1 I wi(m — 1) ... (m — ^ 4- 1) i , 1
r{x, y, .^) 1^1 4- ~ a -f ... -h — — ■rr^zTk — * + -}
au coefficient de J" dans le développement du premier membre par la formule de Taylor
pour obtenir l'identité (14) qui, pour A==l, se réduit à ridentité d'Euler (11).
Généralisation de la formule d'approximation de \^ewton
186. La formule de Taylor, relative au cas de deux variables, permet de généraliser la méthode d approximation de Newton (n** 167).
Soit (jtq, yo) un système de valeurs de a: et de y satisfaisant à deux équations données
on connaît une valeur approchée a de XqqI une valeur approchée 6 de yoî on demande de trouver des valeurs plus approchées de deux inconnues x^^ y^- En. posant
Xç, — a-{- h. yç^ = b -{- /f, (15)
on aura
c'est-à-dire, en développant par la formule de Taylor et s'arrMant au second terme,
les restes R et p ne contenant que des puissances ou des produits de h et de X: d'un degré supérieur au premier.
Si a et 6 sont suffisamment approchés, h et k seront assf^z petits pour qu'on puisse négliger les restes R et p, et prendre pour nouvelles valeurs approchées les quantités
a,=a'{-h, b,=hJ^h,, (i6)
Aj et Aj étant données par la résolution des équations linéaires
En opérant sur a^ et é^, comme on Ta fait sur a et A, on obtiendra de nouvelles valeurs approchées a^ et A.„ et ainsi de suite.
Itt7. Voici un exemple numérique : Soient les équations
a-2 -{-xy — 2j/*- — i\x + 51^ — 313 = o. (19)
A Taide d'un croquis fail rapidement et à une échelle convenable, sur papier quadrillé, on voit que Tun des poiiils d'intersection des deux hyperboles représentées par les équations (18) et (19) a sensiblement pour abscisse 10,5 et pour ordonnée 5,25. On aura donc ici, en conservant les notations
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du numéro précédent
1 4- 2IA^ — AU, = o,
2 + 20,25;^^ +. AO,U, = o, et par suite
En prenant ces nouvelles valeurs a^ et 6j pour point de départ, on aura les corrections h[ et k[ correspondantes en résolvant les équations
ce qui donne
^; = — 0,000453, kl = 0,000195,
et par suite
a^=z a^ + kl — 10,426547 ..., b^ = b, -\- kl = 5,237195 ...
avec six décimales exactes. On peut le vérifier à Taide des équations à une seule inconnue qu'on obtient en éliminant tour à tour y ou x entre les équations proposées (18) et (19).
Définition de la vraie valeur d'une forme indéterminée
188. Une expression analytique qui, pour une certaine valeur a de la variable »r, se présente sous Tune des foniu^s indéterminées
% ^/ 0.00, x-oc, 0«, i*',
peut tendre vers une certaine limite ou devenir infinie, lorsque oo tend vers a. On convient alors de donner à celte valeur limite finie ou infinie le nom de vraie valeur pour jc = a de l'expression considérée.
Par exemple, on démontre en trigonométrie que Texpression
sina?
qui, pour x = o, se présente sous la former- tend vers 1
lorsque x tend vers zéro ; sa vraie valeur pour x -^^ o est donc égale à Tunité.
Nous allons faire connaître quelques règles qui permettent d'obtenir simplement, dans un grand nombre de cas, les vraies valeurs des formes indéterminées.
Forme -
189. Soient /(^) et (^{x) deux fonctions qui ont, dans un certain intervalle, des dérivées déterminées, et qui s'annulent simultanément pour une valeur a appartenant à cet intervalle. Le rapport
se présente sous la forme - pourj* =a, et il s*agit de trouver
sa vraie valeur.
Or, puisque f{a) et 9 (a) sont nuls, le rapport (1) peut s'écrire :
il est par suite égal (n** 37) à
cp'(c)'
r étant un nombre compris entre a et x. Donc, comme v lend vers a en même temps que a-, si le rapport des dérivées
lend ve?'s une limite, h' rapport (1) tend vers la inême limite, et, si le rapport (2) croit indéfiniment, il en sera de même du rapport (1).
VwT ce théorème, connu sous le nom de Règle de rUospital, on est ramené à examiner comment se comporte le rapport {^î) lorsque x tend vers a.
Si les dérivées f {x) et(p'(jr) ne s^annulent pas simultané-
ment pour j: = a, la valeur finie ou infinie de leur rapport pour a: = « sera la vraie valeur du rapport (1).
Si les dérivées /*' (a?) et o{x) s'annulent à la fois pour X •= Uy on sera, par la règle même de THospital, ramené à voir comment se comporte le rapport
CM
des dérivées secondes lorsque x tend vers a.
En continuant de la sorte, on verra que, si les fonctions f{x) et (^{x) s'annulent ainsi que leurs n — 1 premières dérivées, et si le rapport
/^^'^) ix) . (p<"^ [x)
des dérivées n"** tend vers une limite ou devient infini lorsque x tend vers a, le rapport (1) tendra vers la même limite ou deviendra infini pourx = a.
lOO. La formule de Taylor conduirait d'ailleurs immédiatement à cette conclusion. En effet, puisque les fonctions f[x) et ç (x) s'annulent ainsi que leurs n — 1 premières dérivées pour x = a, on a
^f"' = i^hr^ ?"" (''>
c et c' étant Tun et l'autre compris entre zéro et a. On en déduit l'égalité
d'oii résultent les conclusions ci-dossus, puisque, quand x tend vers «, il en est de même de c et de c\
Exemples
1® Soit à trouver la vraie valeur de
loff(i+^)-^^
pour X = o. Le rapport des dérivées
2^ 2(1 + aï)
a pour limite — - ; c'est la vraie valeur demandée.
2* Soit à trouver la vraie valeur, pour j: = o, de l'expression
X sino?
Le rapport des dérivées premières
sino? -\- œ ces a?
se présente sous la forme -; il faut avoir recours au rapport des dérivées secondes
2cosa? — X sino?'
il tend vers 1 , lorsq^ue x tend vers zéro ; donc l'expression proposée a pour vraie valeur 1, pour x = o.
192. Dans .ce qui précède, nous avons supposé que la valeur a de x qui annule les deux fonctions f{x) et f (x) était finie ; mais la règle de l'Hospital s'applique encore au cas ou a est infini.
Pour le voir il suffit de poser x = — Le rapport (1)
devient
il se présente sous la forme ^ pour xi = o, et en lui appliquant la règle de THospital on obtient successivement
en sorte que, dans ce cas encore, la limite du rapport des deux fonctions est égale à ]a limite du rapport de leurs dérivées .
Forme ^
193. La forme ^ donne lieu à une règle identique à celle du n* 189 pour les -•
Soient f{x) et ^{x) deux fonctions qui deviennent simultanément infinies j lorsque la variable x tend vers une certaine valeur a. Si le rapport (2) des dérivées tend vers une limite déterminée ou devient infini, lorsque x tend vers a, le rapport (1) des deux fonctions tend vers la même limite ou devient aussi infini.
Pour démontrer ce théorème, nous distinguerons deux cas, suivant que a est fini ou infini :
Va est infini. — Désignons par a un nombre fixe assez grand pour que,' x restant supérieur à a, le rapport (2) des dérivées diffère aussi peu qu'on voudra de sa limite /. On
aura (n* 37), c étant compris entre a et x :
f{x)-- fia) ^ r (c)^
Mais, lorsque j: croit indéfiniment, le second facteur du second membre a pour limite 1, puisque /(oc ) et 9(00 ) sont infinis. On f eut donc prendre x assez grand pour que le second membre difTère de / aussi peu qu'on voudra. Donc le premier membre, c*est-à-dire le rapport (1), a aussi pour limite /.
On voit de même que, si le rapport (2), au lieu de tendre vers une limite déterminée /, devenait infini, il en serait de même du rapport (i ).
2"* a est fini, — En posant j: = a + ~> on a
lim —^ = lim , ,
et Ton tombe sur le cas précédent. On est donc autorisé à prendre le rapport des dérivées, c'est-à-dire à chercher la limite pour ?/ = 00 de
c'est-à-dire la limite du rapport S) s pour x = a.
I94* Exemple. — L'expression
log(a? — a) se présente sous la forme ^ pour x et a. Sa vraie valeur est
Remarques divei^ses
195. Les réciproques des deux théorèmes précédents ne sont pas vraies; en d'autres termes, si le rapport (1) des deux fonctions, qui deviennent simultanément nulles ou infinies pour a: = «, tend vers une limite, on ne peut pas affirmer que le rapport (2) des dérivées tende vers la même limite.
Par exemple, le rapport
sinx œ — sina? x
a: 4- sin.>(? . , sina?
a pour limite 1 pour x = oo , tandis que le rapport des dérivées
i — ces .y ^x
1 + cos a? "~ ^"^ 2
ne tend vers aucune limite déterminée, lorsque x croît indéfiniment.
196. Soit a une quantité finie; si /'{x) devient infini pour X = a, il en est en général de même pour sa dérivée. On s'en rend compte aisément. En effet, la courbe y = /(j:) admet, dans ce cas, une asymptote x === «, parallèle à Taxe
des y ; mais la tangente à cette branche de courbe tend vers l'asymptote quand l'abscisse du point de contact tend versa; le coefficient angulaire f [x) de cette tangente devient donc infini pour x = a.
Si f{x) est nul pour x = oo , il en est de même en général de sa dérivée. En effet la courbe y = f{x) admet alors Taxe des x pour asymptote, et, comme la tangente à cette branche de courbe tend en général vers cette aymptote quand Tabscisse du point de contact croît indéfiniment, le coefficient angulaire /' {x) de cette tangente devient nul pour j? = oo .
Il résulte de ces deux observations que les règles données aux numéros 192 et 193 ne font en réalité que substituer un problème à un autre du même genre. Mais ces règles ne perdent pas pour cela leur utilité, vu que le nouveau problème peut offrir des difficultés moins grandes que le premier.
Forme 0 . oo
Soit le produit
de deux fonctions, dont la première s'annule et dont la seconde devient infinie pour une certaine valeur de x. On mettra le produit sous Tune des deux formes
et l'on sera ramené de la sorte à la recherche de la vraie valeur de deux expressions, qui, pour la valeur d'x considérée, se présentent sous Tune des deux formes -> ^.
lOtt. Exemple. — Soit à trouver la vraie valeur pour 07 =^ 00 de Texprossion x^e'''^'', dans laquelle ^9 et g désignent
des nombres positifs et qui se présente sous la forme ooxo. En posant x^ = w, on ramène l'expression proposée à la suivante :
qu'on peut écrire encore
ue p '
ef
et qui, pour ?/ = x , se présente sous la forme ^. En pn* nant le rapport des dérivées
.1 eP
on trouve
lim x^'e-'f-^ =r o.
En faisant dans cette formule x=^ log/, puis ^= 7» nu obtient les deux suivantes
lim 'i^SjO! ^ ^^ x\m z^ii^o^z)p = o, fil
qui sont parfois utiles.
Forme 00 — 00
Pour trouver la vraie valeur de la différence
de deux fonctions qui deviennent simultanément inliiiu^si
pour une valeur particulière a de la variable, on écrit ceite différence y sous la forme
»<4ii-'}
f (x) Si le rapport ^-^» qui est le premier terme de la parenthèse
et qui se présente sous la forme ^, ne tend pas vers 1
lorsque x tend vers a, lepxression y deviendra infinie. Si le
f (x) rapport '-y-^' tend vers 1, y prendra pour .r = o la forme
00 . o, que Ton traitera comme nous Tavons dit au n* 196. âCM>. lîlxEMPLE. — Trouver la vraie valeur de la différence
pour X = 00 .
Ici le rapport
tend vers 1 , quand x croît indéfiniment. L'expression
s'offre donc sous la forme x . o, pour x = oo ^ et il s'agit de trouver sa vraie valeur, ou, ce qui revient au même, en
posant - = u, de trouver la valeur pour w = o de Texpres-
sion
qui se présente sous la forme jr- L'application de la règle de
L^Hospital, si Ton observe que la dérivée du radical esl
donne pour la vraie valeur demandée la moyenne aritliniéliquo
^« +^2 + '" + an
n des quantités a,, a^, ..., «„.
Formes 0^ 1"^, oo**
aoi. Suivant qu'on a
ou
ou
/-(a) =00, (p (rt) =: o,
l'expression
dans laquelle f{x) est supposée positive, se présente, pour x = a, respectivement sous la forme
Pour trouver alors sa vraie valeur, on cherche la valoru' dt' son logarithme, sauf à remonter ensuite du logarithme ;ni nombre correspondant.
Or le logarithme de (3) est le produit
<»t dans chacun des trois cas ci-dessus ce produit se prés(^ntr
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SOUS la forme 0,00 . On sera ainsi ramené au problème du vT 196.
Voici quelques exemples ;
1"* Soit y = x% Texpression dont on demande la vraie valeur lorsque x Ifud vers zéro par des valeurs positives.
On a
iogy ^ m logâj :^ 4^*
et comme le rapport des dérivées est égal à — .l\ log// tend vers zéro, et, par suite, t/ tend vers L
2° Soit y ^^ (1 -f- ^xV- qui, pour j^=: o,se présente sotis la forme 1*, On a
ut comme ie rapport des dérivées est égal à 7— — * logy tend vers a, et par suite y tend vers ^'".
3*^ Soit y = (i H — j rexpression qui se présente pour X = 0 sous la forme x^ Un a
et comme le rapport des dérivées est égal à 7' l"gy
tend vers zéro, et par suite y tend vers i.
lifll^. Si, pour X ^= (t., l'expression
y - «^ où tt et V sont des fonctions de ^, se présente sous la
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forme 1*, tandis que Texpression
admet une limite déterminée A, la vraie valeur de y sera p*- En effet, on peut écrire
d'où, pour X = a,
lim . y = e""* = e*.
Voici deux exemples:
!• Soit
fx^ + 6^ + ^Y
qui, pour x = - oo , prend la forme 1*. Comme
a pour limite 4 pour or = oo , la vraie valeur do // est f''^. 2° Soit
y = (a? + sino: + coso?)*^®*"»^,
qui, pour x== o, revêt la forme 1*.
Comme
z =:cotanga?(a? + sina? + cosa? — 1) =cosa? -^ + 1 ~ lang]^ a pour limite 2 pour x = o, la vraie valeur de // est e^.
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Emploi des séries
I203. Le développement en séries constitue un procédé très souvent fort commode pour la résolution du cas d'indétermination. Voici quelques exemples :
1" Soit proposé de trouver la vraie valeur de l'expression
y=«^[log(n-i)-l].
pour 71 = ce .
Cette expression se présente sous la forme x . o. Mais on a, pour Al > 1,
(ît par suite
La vraie valeur de // est donc — -•
2** Trouver la vraie valeur de l'expression
X — sinu' pour X = o.
On peut écrire, en posant .r — sin.r = ?/,
on en remplaçant e" par son développement en série
La vraie valeur de y pour j: = oo est donc 1.
3** Soit encore à trouver la vraie valeur de Texpression
y = Va?*^ — 5a? + 6 — \ix^ — x,
pour x = X .
On développera les radicaux par la formule du binôme relative à Texposant - »
OÙ a est supposé plus petit que 1 en valeur absolue. Or cette quantité a est pour le premier radical
5^7—6 et pour le second
Comme il faut faire tendre x vers Too , on peut toujours supposer x assez grand pour que chacune des deux quanti- Ic^s précédentes soit moindre que 1 en valeur absolue. La formule du binôme est donc applicable, et Ton a
yjx'^ — lùx-\-^^=zx i/l
2 8a' Ifu--' \x^ — X =aT\/l — 0? — - — -— — 7-— 5 — ... 1
d'où
ce qui montre que la vraie valeur de y est — 2.
4° Cherchons enfin la vraie valeur, pour »r = o, dr
CALCIL INFINÎTÉSIM \L. 14
l'expression
_lof?(i 4-œA-x^) + log.(l-a? + a?^)
qui se présente alors sous la forme ^'
On peut récrire
ces a? . 1 —. — ) \sina7/
X y log(i +x* +x*)
Comme les deux j-remiers facteurs tendent Tun et Tautre vers 1, lorsque tend, vers zéro, la vraie valeur de y sera la même que celle du troisième facteur, lequel devient, par le développement en série du logarithme,
l[ool±x^ (y^ + x^Y -]
et par suite a Tunité pour limite.
La règle de L'Hospital, appliquée sans modification à la forme primitive de y, eût exigé deux diflTérentiations successives et donné lieu à un calcul beaucoup moins simple que celui que nous venons de faire.
Vraies valeurs des l'onctions de plusieurs variables I204. Lorsque le rapport
de deux fonctions de plusieurs variables se présente sous la forme r- pour un système de valeurs a, h des variables x, y, la vraie valeur de ce rapport est généralement indélermi-
née ; elle dépend de la loi suivant laquelle j: et y tendent respectivement vers a e\ b.
En effet, si Ton pose
X = a -\- pi, 1/ — ff -}- qt, (6)
p et f/ désignant des constantes arbitraires, le rapport h devient une fonction
:^{a+pl,b + qt) ^'^
lie la variable unique /, qui, pour /, = 6, se présente sous la forme —
L'application de la règle de L'Hos[)ital donne alors
lim M = — r r-, (8)
Ja ,0m
valeur que la présence des arbitraires /> et y rend indéterminée. Toutefois, si les dérivées partielles des fonctions/" et ^ sont proportionnelles,/) et q disparaissent, et Ton a
lim U = T- = r-> 0)
Sx :^h
qui est en général déterminée.
Si les dérivées partielles
sont toutes nulles, le second membre de (8) se présente à
son tour sous la forme-; une nouvelle application de la règle de^L'Hospital donne alors
lim M =
n^^ M 9nn A/1 _|_ ^2 ^
. lOi
valeur que la présence de p et q rend indéterminée, à moins que les dérivées partielles du second ordre des fonctions/ et 9 soient proportionnelles, et ainsi de suite.
Il va sans dire qu'au lieu d'appliquer la règle de L'Hospital pour trouver la vraie valeur de (7) pour / = o, on peut (n" 203) avoir recours aux développements en séries et à des transformations que suggère l'habitude du calcul.
:î05. Exemples :
1" Soit l'expression
losx -f- loffy œ -\- oy — b
qui se présente sous la forme -? pour .r = y = i.
(il)
On a
yj
X il/
et par î
5uite
h cause de
La fo
rmu
e (7) donne
alors pour
la limili' de
'expros-
sion
dont l'indétermination est manifeste.
2** Soit l'expression
tanpfo? tang.v — i
qui, pour oC = y = ^> se présente sous la forme - • On a ici
^ tan^y ^ tango; ^
et, à cause de a = b = j \
-^ =^ mC*,
Les fonctions /"et 9 ayant leurs dérivées partielles proportionnelles, la formule (9) donne
3* Soit l'expression
qui, pour a; = y = 1, se présente sous la forme -• On a ici
3a;— 2 ^'^ *^' 3y-2^' 3a; ""^^'^ *^ '^' 3y " '' d'où, à cause de a = A = 1,
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et enfin, d'après la formule (8),
lim u — = — S' {^^^
4** Soit enfin Texpression
qui, pour x = t/ = 0, se présente sous la forme -•
l/emploi de la règle de I/Hospital exigerait ici deux applications successives, vu que les dérivées partielles du premier ordre sont toutes nulles pour x = y = o. Mais en posant x = pt, y = pt^ on a, suppression faite du facteur commun C-,
lim . =: ie^, (18,
p' -f Çr2 V •
fjui met tout de suite en évidence l'indétermination.
:206. Nous terminerons par une remarque importante : Ce serait une erreur de croire que, pour trouver la
vraie valeur du rapport (5), qui se présente sous la forme -r
pour X = a i}i y ^= />, on a le droit de faire successivement j^^=a, puis // = i, ou bien y = b, puis x =a. W faut introduire ces valeurs simultanément, sans quoi on risquerait de fiiire disparaître une indétermination qui existe réellement.
(In exemple suffira pour metlre ce point hors de doute.
Heprenons l'expression (11). En faisant d'abord x = \^ ^r^Kpression devient
3 [y - 1)' qui» pour y = 1, se présente sous la forme =r et a, d'après la
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règle de L'Hospilal, pour valeur -• Si, au contraire, on faîl
d'abord y = 1, on tombe sur Texpression
qui, d'après la règle de L^Hoipital, a pour valeur i, La c<>ntradiction est flagrante; bien plus, aucune des deux valeurs
trouvées - et 1 ne convient, l'expression (11) étant réellement indéterminée pour x = {/ = i.
CHAPITRE Xm MAXIMA ET MINIMA
Cas d'une fonction explicite d'une seule variable indépendante
éÀ07. On dit qu'une fonction ç (x) est maxiimmi pour une valeur a de la variable x^ lorsqu'on peut trouver un nombre positif £ tel que la différence
soit négative pour toutes les valeurs de h comprises entre — £ et s.
Lorsque, dans les mêmes conditions, la diflférence (1) est posinve^ on dit que la fonction est ?ninwwm pour x = a,
208. D'après ces définitions, si ©(a) est maximum, 9(0:) croît dans l'intervalle {a — s, «). puis décroît dans l'intervalle (a, a-he); tandis que, si ç(a) est minimum, <f{x) décroît dans le premier intervalle et croît dans le second.
Donc (n*"* 43 et 44) la dérivée o {x) passe du positif au négatifs lorsque x atteint en croissant y puis dépasse la valeur a qui rend 9 [x) maximum; elle passe ^ au contraire^ du négatif au jwsitif lorsque x atteint ^ puis dépasse la valeur «, qui rend 9 [x) miniimmi.
Les réciproques sont vraies : Si la dérivée passe du positif au négatif, la fonction, croissant d'abord, puis diminuant, passe jjar un maximum; et, si la dérivée passe du négatif
ait positifs la fonction, décroissant d'abord, puis augmentant, passe par un minimum.
â09. Nous supposerons dans ce qui suit que la dérivée f'(jr) est continue* dans le voisinage do a. La dérivée ne peut alors changer de signe qu'en s'annulant, et les propositions démontrées au numéro précédent conduisant à la règle suivante
Pour qu'une fonction ^[x) soit maximum (ou minimum) pour X =1 a, il faut et il suffit que sa dérivée 9' [x) s annule pour cette valeur de x, en passant du signe -+- au signe — (ou du signe — au signe +), lorsque r atteint et dépasse a.
Cette règle exige Tétude des variations de signe de la dérivée dans le voisinage de chaque racine réelle de a de l'équation <^'{x) = 0. Cette discussion n'est pas toujours aisée; aussi trouve-t-on souvent avantageux de substituer au critérium précédent une autre règle exigeant seulement la connaissance du signe que prend, pour x = a, la première des dérivées <^'{a), ©"(j:)..., qui ne s'annule pas pour cette valeur de x.
â'IO. Avant d'indiquer cette seconde règle, nous devons faire une remarque importante.
Si une fonction f[x) est continue, mais différente de zéro^ pour X = a, f{x) conserve un signe constant dans le voisinage de a.
En effet, soit s un nombre positif, et x une valeur quelconque appartenant à Tintervalle («• — s, a -+ s). En vertu de la continuité, on peut prendre s assez petit pour que Ton ait
u étant aussi petit qu'on voudra en valeur absolue. En particulier, comme f[a) n'est pas nul, on peut prendre s tel que I u I soit inférieur à | f[a) \ . C'est donc f{a) qui donne son signe au second membre de (2), et par suite au premier
^ Les cas de discontinuité ne comportent pas de solution générale ; on doit les traiter directement dans chaque question particulière.
membre ; f{x) a donc le signe de f[a) dans Tintervalle considéré.
211. Cela posé, soit a une racine réelle de Téquation (p'(ar) = 0, et supposons que <p(a:) et ses dérivées successives soient continues dans un intervalle {a — h^ a-\- A), comprenant la valeur a ; enfin soit p Tordre de la première des dérivées successives qui ne s'annule pas pour x = a, de telle sorte qu'on ait :
(p (a) = o, ^' (a) — o, ^^f'-*> [a] = o, oP{a)^o.
Dans ces conditions, la formule de Taylor donne
(p (a + A) - ^ (a) r-_- ^-|^ cpc/') {a + 0^), (3)
où 6 est compris entre 0 et 1. D'ailleurs, puisque ^^^^{x) est continu et différent de zéro pour x = a, on pourra (n**210) restreindre h de façon que ^^^^{x) conserve dans l'intervalle considéré le signe de f(a). D'après cela, et en vertu de la formule (3), si p est impair, la différence ^{a -\- h) — f{a) changera de signe avec A, et il n'y aura ni maximum ni minimum. Au contraire, si p est pair, la même différence conservera le signe do <^^{a). Donc (n° 207) il y aura maximum ou minimum suivant que ce signe est — ou -h.
De là cette règle :
Pour quune fonction f{x) soit maxiinnm on minimum pour j- = a, il faut et il suffit que la première des dérivées de 9(^), qui ne s'annule pas pmr x = a, soit d'ordre pair. Alors il y a maximum ou minimum., suivant que cette dérivée d'ordre pair est négative ou positive pour x = a.
Exemples
221^. Soit proposé de trom^ei' les inaxvna et les minittm. de la fonction
:jf[x) = {x ~. a^) {x — a^\ ... {x — a„), (4]
où a,, a.„ ..., a„, désignent n quantités distinctes et rangées par ordre de grandeur croissante.
En vertu du théorème de Rolle, chacun des intervalles :
renferme au moins une racine réelle de Véq\xB,\\on<f' {x)==^u, et il n'en contient qu'une, puisque le nombre des intervalles est égal au degré de cette équation. En désignant par a^ a-u ..., a„_^, les racines de ^'(j^) = o supposées rangées por ordre de grandeur croissante, on aura
Cela posé, faisons croître x d'une manière continue île — 00 à + 00 .
Si n est impair, <^'{x)^ d'abord positif, change de signp chaque fois que x atteint et dépasse Tune des quantités jp a.2, ..., ^n-i ; donc f{x) est maximum pour x =-^ a,, minimum pour X = a.,, maximum pour x = a.^, ..., enfin minimum pour X = Xj_|.
Si 71 est pair, (^' (x), d'abord négatif, change de signe chaqn*^ fois que a: passe par l'une des quantités a,, x,, ..., a„_^. Donr f{x) est maximum pour x = a^, minimum pour x = a^, maximum pour x = a3, ..., enfin maximum pour x = 0L„_y.
m 3. Trouver les nidxima et minima d'une fonction ai/anf pour dérivée
OÙ p est un nombre entier positif, et /(.r) et F {x) deux polynômes entiers ne s'annulant pas pour x ^= a\ quelles sont les conditions pour que 9 (a) soit un maximum ou un minimum, ou ni Tun ni l'autre?
Si p est pair, comme f[x) et F (x) ne changent pas de signe pour j? = a, la dérivée f^' [x] ne change pas non plus; il n'y a donc ni maximum ni minimum.
Si p est impair, [x — ay passe du négatif au positif pour x = a\ donc ^{x) est minimum ou maximum, suivant que
ria)
est positif ou négatif.
On voit que la règle du n*" 209 est d'une application facile, lorsque la dérivée ^' {x) est le quotient de deux polynômes entiers.
Trouver le minimum de jf^ x étant positif
La fonction étant minimum pour la môme valeur de j: que son logarithme, nous poserons
(p(.r) = logo?'^ = X loga?, (6)
d'où il résulte
^'{x) = 1 -f- logJ7.
Cette dérivée s'annule pour logx = — 1, c'est-à-dire pour
x=— Bailleurs ^"{x) = - étant égale à <?, c'est-à-dire
positive pour x = -? on voit par la règle n° 211 que x" est
minimum pour cette môme valeur de x.
Trouver le yninimum de P expression
^ [x) iin e* -f- c'-* -\- 2 cos jp. (7)
Sa dérivée
cp»(a;) z= e^ — e-^ — .2sina7
s'annule pour x = o\ mais cette valeur x = o annule aussi les dérivées
cp" [a-) ■= e' -j- e-^ — 2 coso?, et
<p'"(a') =ze^ — e-^-{-2 sin.r,
tandis qu'elle rend la dérivée quatrième
:p"- (x) = e^ + e-^ + 2 coso;
positive et égale à 4. Donc (n** 2H) o{x) = 4 est un minimum de 9 [x).
Il est aisé de voir d'ailleurs que j- = o est la seule racine réelle de ^' (x) rr= o; on effet, si on remplace, dans ^' {x), f'% e~' et sinx par leurs développements
$inx= 1-1.'2.3+-'
on obtient l'expression
^' (-''^ = ''"■' • (îTiTâ + 1 . l... 7 + 1 . t... H + •••)'
dans laquelle le facteur entre parenthèses est constamnn-nl positif; ^ ix) ne s'annule donc que pour .r = o; or, comuie alors cette dérivée passe du négatif au positif, on retrou^ e, par Tapplication de la règle du n° 209, les conclusions que nous a données, dans Talinéa précédent, l'application de la règle du n° 2H.
2i 1 0. Deux milieux étant séparés par un plan horizontal \\ la Inmiore se meut dans le premier milieu avec une vite.\s*' constante u, et dans le second milieu avec une vitesse cott^tantf r. On demande quelle route la lumière doit suivre pour
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atler^ dans le (emps le plus courte (Vtui point A du premier milieu à tin point B du second.
Soient A' et B' les projections des points A et B sur le plan P. Le chemin demandé, qui se compose de deux portions do droite, est situé dans le plan vertical AA'B'B; en effet, soit G un point situé sur le plan P en dehors de la droite A'B', et L la projection de G sur A'B', on aura AL < AG et BL <; BG, en sorte que la lumière mettra moins de temps à suivre le chemin ALB qu'à décrire le chemin AGB.
Tout revient donc à chercher sur AA' le point H, tel que le chemin AHB soit parcouru dans le temps minimum.
Désignons par IX la verticale du point H, et posons AA' = a, BB' = A, A B' = d, AUX = /, BHl = /•.
Fio. 6.
Le temps à rendre minimum a pour expression
u cos/ V cosr'
/ et /• étant liés par la relation
d =.a tangî -f- b langr.
Donc, en égalant h zéro la dérivée par rapport à i de l'expression (8), et désignant par / la dérivée de r par
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rapport à i, on aura Téquation
a sine , ô sinr , ...
u cos^ 2 î? cos^r
à laquelle il faut adjoindre celle qui provient de la différentiation de la relation (9)
CL . h
-+'::7n^- r =0. (Il)
cos^ i ' cos^ r
L'éliminalion de / entre (10) et (11) donne immédiatement
smi «
sinr V
pour la condition du minimum.
Remarque importante
âl7. Souvent la variable jr, au lieu de pouvoir prendre toutes les valeurs possibles, est astreinte à rester inférieure ou supérieure à certaines limites. Alors, a désignant l'une quelconque de ces valeurs extrêmes, ç{a) peut être un maximum ou un minimum, sans que a soit une racine de Téquation dérivée ^'(x) = o.
Considérons, par exemple, le cercle x^ -h y- = R- et un point A (rt, o) différent de l'origine. La distance AM d'un point quelconque M (x, y) du cercle au point A devient maximum pour j: = R et minimum pour x = — R; et, cependant, aucune de ces valeurs extrêmes de x n'annule l'équation dérivée, puisque la dérivée de l'expression
ÂM'^ = Ra + «2 _ .7^ ,.
se réduit à — 2a.
Pour avoir un exemple plus complet, reprenons la ques-
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tion précédente, en remplaçant le cercle x'^ 4- y - = R^ par la parabole y- — 2px = 0. On a alors
AM^ = (ar — a)2 4. y-^ = (.,• — a^ + 2/).r,
et Téquation dérivée se réduit à
dont la racine unique a — p doit Otre rejetée, si a est inférieur kp, puisque la variable x est astreinte à rester positive. Si a est supérieur à /?, la racine a — /; est l'abscisse commune à deux points M, et M^, de la parabole, symétriques par rapport h Taxe ox. (^omme la dérivée seconde est positive, AM, et AMo sont des minima de la distance AM. Mais cette distance AM possède encore évidemment un maximum ou un minimum ; c'est la distance AO du point A au sommet 0, laquelle est un maximum ou un minimum, suivant que le point A est intérieur ou extérieur à la parabole. Or la règle du n° 209 laisse échapper cette solution, puisque la dérivée ne s'annule pas pour x = o.
mu. Il est aisé de trouver la raison de la singularité dont nous venons d'indiquer deux exemples.
La définition du n"* 207 et les raisonnements qui ont conduit à la règle 209 supposent que, si 9(2) est un maximtim, la différence ^(a + A) — 9(2) est négative, quel que soit le signe de la quantité très petite h. Or Taccroissement h a un signe déterminé pour x ~— a, puisque a est une limite inférieure ou supérieure de la variable x. Les raisonnements fondés sur ce que le signe de A est arbitraire ne subsistent donc plus.
iil9. La singularité dont il s'agit ne saurait se présenter si, au lieu de Tabscisse x du. point M, on choisit une variable u susceptible de prendre toutes les valeurs possibles, car alors la théorie exposée aux n" 209, 210, 'Jli, est applicable. En posant x^:^'l(t() et désignant par V la
foaction ^(z) donl on cherche les maxima et les minima, on a
^ = cp'(xM.f (t/), (13)
et la présence du facteur 4;' (w) montre que -3- peut s'annuler
sans que <p'(a:) s'annule.
Dans le premier exemple du n** 217^ si Ton pose
a? = R cosu, on a
©' (œ) =i — %a, 'Y {u) = —R sin w,
et par suite
-r- = 2aK sinu.
du
En égalant cette dérivée à zéro, on obtient les valeurs y = o, î/ = T7, qui répondent respectivement au minimum et au maximum de AM.
Dans le second exemple (cas de la parabole), si Ton pose
on a
^' {X) = 2 (.r — a + p), y (u) = Apu,
et par suite
_ =:8p(.i' — rt-fp);!.
En égalant cette dérivée à zéro, on obtient les valeurs
relatives aux maxima et aux minima de la distance AM.
Les considérations et les exemples qui précèdent sufGsent pour montrer la nécessité de tenir compte, dans les questions de maximum et de minimum, du choix de la variable indépendante.
CALCUL llfFimTÉSIMAL. IS
Cas d'une fonction explicite de m variables liées par m — 1 équations
ââO. On peut, sans altérer ]a généralité de la méthode, prendre m = 3. Le problème est donc le suivant : trouver les maxima et les minima de la fonction
les variables x^ y, z, étant astreintes à vérifier les conditions
fi (•». y, ^) = o, (13)
Les deux équations de condition (15) et (16) définissent y et z en fonction de a:, de sorte que V est une fonction composée de la seule variable indépendante œ^ dont il faut égaler la dérivée à zéro.
On obtient ainsi la relation
à laquelle il faut joindre les deux suivantes
^œ ^ ^y dx ^ 'bœ dx ^ '
qui résultent de la différentiation des équations de conditions. L'élimination -ir et de -7^ entre les trois équations
ax ax ^
(17), (18) et (19), donnera la relation
iy
lu
Jy
^ia
qui, conjointement avec (15) et (16), fora connaître les valeurs de X, y, s, propres à rendre V maximum ou minimum.
221. La résolution des équations (15), (16), (20), est souvent facilitée par l'adjonction de deux nouvelles inconnues Xj et Xq, et par suite de deux nouvelles équations. Voici comment :
Soit (x, ?/, z) une solution des systèmes (15), (16), (20). Le déterminant (20) ne change pas lorsqu'on ajoute aux éléments de la première ligne ceux de la seconde ligne multrpliés par Xj et ceux de la troisième par X2. Dès lors, si on détermine Xj et Xo par les équations que Ton obtient en égalant à zéro deux des éléments de la première ligne du déterminant A ainsi transformé, la condition A = o entraînera l'annulation du troisième élément de cette ligne, et Ton aura trois équations
ta:+''t+'^i^ = '^
i!£4.X iî^4.1 il-o
qui, conjointement avec (15) et (16), détermineront les cinq inconnues x, y, z, X, et Xo.
Les relations (21), (22), (23), sont faciles à retenir : il suffit de remarquer que lettrs premiers membres sont les dérivées partielles par rapport à x, y, z, de Vexpression
dans laquelle X, et k^ >^ont 'regardées comme des constantes. Pour établir la distinction entre les maxima et les miniraa, il faudrait avoir recours au signe de la dérivée seconde. Le calcul de cotte dérivée n'offre pas de difficulté théorique, mais il est parfois pénible ; on s'en dispense le plus communément, car la nature de la question permet, en général, de reconnaître a priori s'il s'agit d'un maximum ou d'un minimum.
2122. Nous allons appliquer la théorie précédente à la recherche des axes de la section de l'ellipsoïde
g + ^+fI-l = o. (23)
par un plan
ouc -i- fky + -^z = o, (26)
passant par Vorigine^ c^est-à-dire par le centre.
Les longueurs des axes en question sont le maximum et le minimum de la distance qui sépare le centre d'un point quelconque de la surface. Il s'agit donc de trouver le maximum et le minimum de la fonction
les variables x, y, 2, devant satisfaire aux deux équations de conditions (25) et (26).
A cet effet formons, conformément aux prescriptions du n° 221, l'expression
^> + y^ + ^^ + X,(^-fg + f^-l)+2X,(x.r + py + y^),(28}
et égalons ses dérivées partielles à zéro. Nous aurons les équations
qui, conjointement avec (25) et (26), déterminent les mulUplicateurs Xj, Xo, ainsi que les coordonnées x^ y, z, dun sommet quelconque de la section.
Pour obtenir les longueurs des axes, il faudra éliminer X, jr, s, X|, Xov entre les équations (25), (26), (27) ei (29), (30), (31). On y parvient aisément comme il suit :
D'abord, en ajoutant les trois dernières équations respectivement multipliées par r, y, 2, et ayant égard aux trois premières, on a X^ == — v. Puis, en portant cette valeur de X^ dans (29), (30), (31), résolvant par rapport à or, y, z, et enfin substituant les valeurs ainsi trouvées dans la relation (26), on obtient Téquation en v
qui donne les carrés des longueurs des deux axes de la section.
Misixiina et minima des fonctions de plusieurs varialiles indépendantes
22d2:i. On dit qu'une fonction 9 {x, y, ...) de n variables est maximum pour les valeurs «, A, ... attribuées respectivement à x^ y, ..., si Ton peut trouver un nombre positif t assez petit pour que la différence ç (x, y, ...) — o [a, b, ..-) soit négative pour toutes les valeurs de a: — a, y — //, ... comprises entre — s et + s.
Il y a minimum lorsque la différence ci-dessus est/tosllive dans les mômes conditions.
Nous supposerons, dans la suite de ce chapitre, que la fonction 9 {x, y, ...) et ses dérivées partielles jusqu'à Tordre dont on aura besoin soient continues. Les cas de discontinuité ne comportent pas de solution générale ; ils devront être étudiés à part dans chaque question.
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Posons
x = a-\-xt, y = b + pt,
d'où
,f{x,y, ...) = <f{a-^oit,b-\-^t, .
et par suite
F(0 = «9iK y, ...) + Pf'{x, y, ...) + ..., (35)
Cela posé, si 9(0:, y, ...) est maximum ou minimum pour a: = a, y = A, ..., F(/) sera maximum ou minimum pour ^ = o. Donc, d'après la théorie des maxima et minima relative aux fonctions d'une seule variable, on doit avoir F' (0) = 0, c'est-à-dire
acpi {a, h, ...) + pçp;(a, h, ...) = o,
relation qui, devant avoir lieu quelles que soient a, g, ..., se décompose en les suivantes
çpi {a, b, ...) — o, <p; [a, b, ...) = o ... (37)
On voit de la sorte que les systèmes de valeurs propres à rendre ©(a:, y, ...) maximum ou minimum ne doivent être cherchés que parmi ceux qui annulent les dérivées partielles du premier ordre de 9 (jr, y, ...).
(a, 6, ...), étant un tel système, il y aura maximum ou minimum, suivant que la dérivée seconde F'' [0) sera négative ou positive pour toutes les valeurs de a, g, ..., différentes de zéro. Or, d'après la formule (4), F"(o) a pour expression
aV- («. ^ •••) + PVJi. («. ^^ •••) -h •.. + M^xy [a, à, ...) + ...
C'est une fonction entière et homogène du second degré des variables a, g, ... que nous désignerons par V. On est donc ramené à ce problème d'algèbre : trouver les conditions pour
que la fonction V conserve un signe conslanL le r^i^mt! + par exemple.
Ordonnée par rapport à a, la fonction V prend la Inirinî
V =Aa2 + 2Pa-f-Q;
elle se réduit à Aa^, lorsque les autres variables 3, ..., rimil nulles ; on doit donc avoir en premier lieu
D'autre part, si Ton pose
V, 3= AQ - P
on obtient la relation
AV==(Aa + P)2 + V,.
L'expression entre parenthèses s'annule pour
quelles que soient g, ... ; il faut donc que V, ^uii L[iii??Lnmment positive.
Ainsi les condi lions pour que V soit constahuu(*ni posi/ir^ sont que Ion ait X> o et que Vj soit constafinni^tit pftstnrr.
Or V^ est, comme V, une fonction entier*' linmogèiie oL du second degré, mais ne renfermant que n — 1 variabli3s. En appliquant à V^ le raisonnement sur V, on vuiL que les conditions pour que Vj reste positive consisttMil ^^n ce qu'unis certaine quantité déterminée k^ soit posith«' A i|u'LiiiL' certaine fonction Vj entière homogène du si^'ooml ib'yrL^ an — 2 variables reste positive.
En continuant de la sorte, on trouvera les tt conditions nécessaires et suffisantes
pour que V reste toujours positive.
iSâ4« Si I*OD considère en particulier le cas de deux variables x et y, on a
V = ci, (a, h] a> + 2^iy (û, *) aô + ^l, [a, h) p^
Les conditions pour que V reste positive sont, d'après cela,
?i-c(a, ^) > o et cp;x(a, *) ?5v («1 ^^) — (?xy(ûi ^))'j > 0. lesquelles entraînent d'ailleurs évidemment
Pour passer du maximum au minimum, on changerait le sens des inégalités.
Sâ5« Nous avons supposé que les dérivées partielles du second ordre de la fonction ç (j:, y, ...) n'étaient pas toutes nulles simultanément pour x = a, y = ô, ... ; sinon il faudrait que les dérivées troisièmes fussent nulles et qu'une certaine fonction entière homogène du quatrième degré conservât un signe constant.
On continuerait de la sorte; mais les calculs qu'exige wtte discussion deviendraient bien vile inextricables.
âS6. Au lieu de dire que les dérivées partielles
s'annulent toutes pour les valeurs a, é, c, ..., qui rendent une fonction ^(j^, y, 2, ...) maximum ou minimum, il équivaut évidemment de dire que la différentielle totale
^x cy ^ ^ ùz
s'annule, quels que soient rfr, </y, rfz, ...
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2227. D'après la théorie qui précède, les valeurs des variables relatives au maximum ou au minimum d'une fonction doivent annuler les dérivées partielles de celte fonction, à moins que ces dérivées soient discontinues. Mais il peut se faire, comme Ta remarqué M. Bertrand, que les dérivées partielles d'ttne fonction cessent d'être déterminées pour certaines valeurs des variables, et que ces valeura. rendent en même temps la fonction maximum ou minimum.
Voici l'exemple môme que M. Bertrand a choisi pour justifier son assertion :
Trouver dons le plan d\in triangle ABC un point M dont la somme des distances aux trois sommets soit u)i miniminn.
Soient (>, y), (x^, y^), (jto, yo)> (-^3» y^)^ '^s coordonnées des points M, A, B, C, par rapport à des axes rectangulaires quelconques; l'expression à rendre minimum est
et il faut égaler à zéro sa dérivée par rapport à x, et sa dérivée par rapport à y, ce qui donne
y—Vk , .y -.Va _, .V— Va
sl[x—œ,Y-\'[y—y,\^ Vf.r— a?.,)«+f.?/-y,)''* s!(x-x^;'+{y - y^)
Kn désignant par aj, x„ a^ les inclinaisons de MA, MB, MC, sur Taxe de x, on remplace les équations (39) par les suivantes
cosx, + cosaj + cosaa = o, sina, + sin a, -}" sina, — o, (40)
d'où l'on déduit, en isolant cosa^ et sinaget ajoutant la somme des carrés
cos(a, — «j) = — ^; ^41)
on trouverait pareillement
ces . xj — aj) = ^ -. ces [3t3 — X, j == — -
Les angles AMB, BMC, CMA, sont donc tous les trois égaux à 120'', et le point cherché est celui d*où Ton voit, sous un angle de 120**, chacun des côtés du triangle ABC.
11 importe de remarquer que le point d'où Ton voit chacun des côtés du triangle ABC, sous un angle de 120'', cesse d'exister lorsque Tun des angles de ce triangle surpasse ^20^ Alors les équations (39) sont incompatibles, quoiqu'il résulte de la nature de la question que le minimum existe encore. Pour trouver la solution qui convient à ce cas, remarquons
que les dérivées partielles (89) se présentent sous la forme -•>
si l'on prend pour le point cherché Tun des sommets A, B, C, c'est-à-dire, si on remplace, dans ces dérivées, les coordonnées courantes par celles de l'un des points A, B, C. C'est donc l'un do ces sommets qui résout la question; et, comme la somme des distances se réduit alors à la somme de deux côtés du triangle, le point cherché sera le sommet de Tangle obtus.
Généralisation du n' 2âO
228. Soit 9 (x, y, :;, ...) une fonction de m + n variables liées par n équations.
de sorte qu'il reste m variables indépendantes.
Pour rendre la fonction ç maximum ou minimum, on devra poser d^ = o, c'est-à-dire
^rf^ + ^îrfy-|-^-2rfz+... = 0, (43)
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puis joindre à cette équation les n suivantes
— dx+ — dyJ^—dz + ...=o
qui résultent de la différentiation du système (42).
Après avoir éliminé n différentielles, dx, ^/y, rfs, ...» entre les [n-\-\) relations (43) et (44), on égalera à zéro les coefficients des m différentielles restées arbitraires, cH Ton obtiendra de la sorte m équations, qui, jointes aux n équations (42), détermineront les systèmes de valeurs de x^ y, 2, ..., propres à rendre la fonction o maximum ou minimum.
Pour exécuter avec élégance Télimination dont nous venons de parler, nous ajouterons uTéquation (43) les équations (44), respectivement multipliées par les facteurs indc*lerminés Aj, Xo, A3, ..., X,,, V^^ ''^^ choisira de manière h faire disparaître n dilférentielles; mais, comme on devra ensuite, d'après ce qui a été dit dans Talinéa précédent, égaler à zéro les coefficionts des m différentielles restantes, on voit qu'en définitive les coefficients de toutes les différentielles devront être égalés à zéro. Les équations ainsi formées^
sont au nombre de m + /î. En leur adjoignant les n rela-
lions (42), on aura m + 2n équations pour déterminer les m -+- 2/1 quantités, X^, ..., X„, et x, y, z, ...
De là résulte la règle suivante : Pour obtenir les maxitna et les minima dune fonction ^ de m. -\- n variables^ liées entre elles par n relations /^ = Oj, ...,/« = o, on annulera les dérivées partielles^ par rapport aux m + n variables^ de la fonction
9 + ^ifi + ^2/a + ••• + ^«A^
où fon regardera Xj, Xo, ..., X„, conune des constantes. On obtiendra de la sorte m + n équations, qui y jointes aux n équations de liaison /'^ = o, /^ = o, ...,/„ = o, donneront les quantités X^, ..., X„, ainsi que les valeurs des m +n variables, x. y, 5, ..., correspondent aux maxinmou minima de ^,
12^9. Supposons, pour prendre un exemple, qu'il s'agisse de trouver le minimum de la fonction
les trois variables .r, y, z, étant liées par la relation
ax 4- by -\- cz = k, (46)
où a, ô, c, k sont des constantes données.
D'après la règle du numéro précédent, on est conduit à égaler à zéro les différentielles partielles par rapport à j:, y, s, de l'expression
aj2 + y3 4. ^2 + 2X(rt.r + by + cz -^ k).
On obtient de la sorte les trois équations
a? + rtX = o, y + èX = o, -3: -[- cÂ = o, (47)
qui, conjointement avec (46), détermineront ./•, y, 5, après qu'on aura éliminé X.
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On déduit des équations (47) les égalités
z _ y £ gnc 4- ^y -h c^ _ A .
d'où résultent, pour les valeurs de x, y, z relatives au minimum de <p,
ak hk ck ,
^-a« + ôa + c«' ^"a^ + b^ + c''^ ^-a^^b^ + c^ ^ '
et, par suite, pour la valeur minimum de 9,
D'ailleurs Tinterprétation géométrique montre immédiatement qu'il s*agit ici d'un minimum; 9 représente en eflol le carré de la distance de Torigine à un point (r, y, z) dn plan ax -{- hy -\- cz = k.
.\laxiina et miniina des fonctions implicites
230. Soit y une fonction liée à une variable x par uiil» équation
non résolue par rapport à y. Pour trouver les maxima et 1rs minima de y, on différentiera l'équation (49), ce qui donne la relation
laquelle se réduit à
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pour les valeurs de x qui rendent y maximum ou minimum.
On cherchera donc les divers couples [x^^ yj, (x.2, yg), (^3, y3), ..• de solutions communes aux équations (49) et (5d), et c'est parmi les termes de la suite x^, arg, X3, ... que se trouveront les valeurs de x relatives aux maxima et aux minima de y.
Pour reconnaître si une solution des équations (49) et (51) répond véritablement à un maximum ou à un minimum, il faut considérer la dérivée seconde. En différentiant l'équation (50), on obtient la relation
laquelle, par l'introduction de la condition y' = o, se réduit à d'oîi
Il y aura maximum ou minimum suivant que la solution considérée rendra le second membre de (53) négatif ou positif.
Si-r^ est nul, il faut recourir aux dérivées d'ordre supérieur.
Considérons, comme exemple, la fonction implicite y définie par Téquation
fix, y) = x' +y'- kxy = o. (54)
On a ici
Le système formé par Téquation (54) et par Téquation x^ — y = o ont pour solutions communes x = ± y/3, y= ±v/27; d'ailleurs la dérivée seconde, c'est-à-dire le second membre de la relation (53), est négative pour x = -+-)j3 et positive pour x = — >/3; il y a donc maximum dans le premier cas et minimum dans le second.
231 • Supposons maintenant que Ton ait m + 1 variables liées par m relations, par exemple quatre variables ar, y, z,w, liées par trois équations
X étant choisie pour variable indépendante, y, z et « seront des fonctions de x. Considérons Tune quelconque de ces fonctions, li par exemple. Pour trouver les valeurs de x qui répondent aux maxima ou aux mininia de ?/, on différentie les relations (56), en traitant y, z, w comme des fonctions de x et tenant compte de la condition
ce qui donne
du dx
ox ^y dx ^z dx ^x ^y dx 1>z dx Doj ' Dy dx ^^ ^z dx
On élimine ^^ -j-t et Ton obtient une équation qui, de
concert avec les relations (56), détermine .r, y, 2, u.
En différentiant de nouveau les relations (56), on
dru obtiendra -7-2 ; on y substituera les valeurs trouvées pour x.
y, z, u, et, suivant que le résultat obtenu sera positif ou négatif, u sera un maximum ou un minimum.
Observons d'ailleurs que Télimination de^et de -^ pourra
se faire par la méthode des multiplicateurs. A cet effet, on ajoutera les équations (57) multipliées respectivement par 1, X et ji., et on choisira les multiplicateurs X et ji., de telle sorte que
dans le résultat les coefficients de -f^ et de -r soient nuls.
ax dx
^3â. Considérons enfin le cas d'une fonction implicite de plusieurs variables indépendantes.
Soient, par exemple, trois relations
entre deux variables indépendantes, jr, y, et trois fonctions. 2, ?/, r de ces variables; il s'agit de trouver les raaxiraa ou minima de Tune do ces fonctions, de v par exemple. On doit avoir
r- ::::- O, — zn O,
et par suite la différentielle totale de r, c'est-à-dire
doit (>tre nulle.
En différentiant les équations (58) et ayant égard à la condition dv = o, on aura les relations
^^. + |.rfy + g^. + grf„ = o . (59)
MAXIMA ET MINIMA ±\i
dans lesquelles dx, dy sont constantes, tandis que dz et du sont les différentielles totales de u et de i\ considérées commr des fonctions d'j? et d'y.
L'élimination de dz et de du entre les équations (59j donnera une relation de la forme
Pc/a? + Çldy = o,
qui, puisque dx et dy sont indépendantes entre elles, se décompose dans les deux suivantes
Les équations (58) et (60) donneront les valeurs demandées de or, y, z, ?/, v.
Pour la distinction entre le maximum et le minimum, il faudra avoir recours au signe de la différentielle totale du second ordre dh\
Méthode de Fermât
233. Nous ne saurions clore ce chapitre sans faîro connaître brièvement la première méthode générale, pour la recherche des maxima et des minima. Cette méthode, due à Fermât, est fondée sur Tobscrvation suivante :
Quand une fonction continue ^{x) passe par un maximum ou un minimum, elle prend, un peu avant et un peu après cet état critique, les mômes valeurs avec ou sans symétrie. La considération de la courbe représentée par Téquationy = 9 [x) rend intuitif ce principe, d'où découle la règle suivante :
Pour c/iercher dans quelles circonstances une grandettr variable devient maximum ou minimum^ on exprimera que cette grandeur^ considérée dans deux états infiniment voisins, a la même valeur. Légalité qui en résulte, prise à la limite oii les deux états se confondent, fera connaître une propricfé caractéristique du maximum ou du minimum.
Cette règle a son importance propre, à côté de la théorie
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analytique (n*»209 et 211), qu'elle remplace parfois avec avantage, surtout dans les questions géométriques. Voici quelques exemples :
V Etant données deux droites Oxet Oy, et deux points A et B su?' Ox, trouver le point M de Oy, tel que l'angle AMB soit maximum.
Soit M' un point de Oy infiniment voisin du point cherché M. L'égalité des angles AMB, AM'B, exige que le quadrilatère ABM'M soit inscriptible. A la limite, quand M' se confond avec M, la droite Oy devient tangente au cercle ABM ; la recherche du point M revient donc à trouver le point de contact d'un cercle passant par deux points donnés A et B, et tangent à une droite donnée Oy; en d'autres termes, la distance OM est moyenne proportionnelle entre OA et OB.
On reconnaît en effet, a posteriori, que tout point de Oy, autre que le point de contact M, étant hors du cercle, est le sommet d'un angle moindre que AMB.
2° Par un point A, pris dans le plan d\in angle yox, mener une sécante ABC, telle que le produit AB . AC soit minimum.
Soit ABC une sécante infiniment voisine de la sécanli» cherchée; le quadrilatère BB'CC est inscriptible, puisqu'on a AB. AC = AB'. AC. A la limite, le cercle qui passe par les quatre sommets devient tangent en B et C aux côtés de l'angle yox\ la corde de contact BC doit donc cMre perpendiculaire sur la bissectrice de l'angle yox.
\otions pr<^ liminaires
â3'4. Ce (•ha|)itre a pour objot l'étude des séries dont les termes sont des fonctions d'une même variable.
Mais, pour ne pas entraver Texposition de cette théorie, nous allons d'abord dire quelques mots sur la notion dinlétjrale définie.
Reportons-nous au n** 3 et considérons le trapèze aAMjji, qui est compris entre un arc AB de la courbe 1/ = f [.i]. Taxe des .r et les ordonnées aA, ji.M, correspondant aux abscisse!^ jCq et X; nous avons démontré que Taire de ce trapèze est In limite de la somme
{^K — -''o) Vo + G^'a — -^'i) i/i + ••. (^ - ^V-i^S/pi-p '1) lorsque, x^ et X n;stant fixes, chacun des intervalles •^1 — oc„. .''2 — •'*,, .-. X — j?pL-i
tend vers zéro.
On représente cette limite de somme par la notation
f}u)dx,
que Ton nomme somme de .v^ à X, ou intégrale définie dr la dilféren lielle f(.r)dx.
Si» J^^^j restant constant, X est variable, l'intégrale (2) devient une fonction de X, qui (n® 4) a pour dérivée /(X), c'est-àdire est une fonction pnnntivp de /(X).
Or, si ç (X) désigne une fonction primitive quelconque de (X), 0 (X) — 9 [x^ sera celle des fonctions primitives de (X), qui s'annule pour X = Xq, et comme l'expression (2) représente cette môme primitive, on a la formule
/ f {x\ dj' =z o (X) — o (.4
qui est fondamentale.
Observons enfin que la lettre x, qui figure au premier membre de la formule précédente, peut être remplacée par toute autre lettre.
Convergence» uniforme
1235. Considérons une série
Un\OC},
dont les termes sont des fonctions déterminées d'une variable X, et supposons que celte série soit convergente, lorsque x prend une valeur quelconque comprise dans un intervalle (//, f)), fini ou infini. 11 résulte de la définition môme de la convergence que Ton peut trouver un nombre positif N tel que, pour ?i ^ N, on ait
I Rn(^\i I < e.
s étant une quantité arbitraire donnée à l'avance, et R«1J^) désignant le reste
Un + ^{x) + ïf/n-aW + •••
correspondant au rang u.
Le nombre N dépend en général de s et de la valeur x choisie dans l'intervalle («, b). Lorsque N ne dépend que de £, c'est-à-dire est le même pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle [a, A), on dit que la série est uniformément convergente dans cet intervalle.
Les séries uniformément convergentes sont particulièrement intéressantes. Voici pourquoi :
Si la série (4) est uniformément convergente dans un intervalle (fl, é), la somme
représente la fonction f[x) définie par la série avec une approximation dont la limite supérieure e est la même pour toutes les valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, h) ; on peut donc, par l'étude de la somme Sy, reconnaître aisément, du moins avec une certaine approximation, la marche de f[x).
Les choses vont moins simplement lorsque la série (4) est convergente dans Tintervalle («, b) sans l'être uniformément. Pour avoir alors /(x) avec une même approximation, il faut, suivant les cas, c'est-à-dire suivant la valeur de x, employer un nombre de termes tantôt assez petit, tantôt fort considérable.
236. Il est en général difficile de reconnaître si une série donnée est ou non uniformément convergente; car, ce n'est que dans des cas exceptionnels que Ton peut trouver soit l'expression de R„ [x)^ soit une limite supérieure de la valeur absolue de ce reste.
Toutefois la remarque suivante permet souvent de décider la question.
Une série à termes variables est uniformément convergente dans un intervalle donnée si ses termes sont moindres en valeur absolue que les termes correspondants d' une série à termes positifs convergente et numérique, c'est-à-dire dont les termes ne renferment pas la variable x. En effet, en désignant par
lî^ el p„ les restes correspondants des deux séries, on a
Mats, puisque la série de comparaison est numérique et convergente, on peut, £ étant donné, déterminer un nombre N indépendant de x, de façon que Ton ait p„ < s et « fortiori,
1237. Voici des applications de cette règle : V Soit la série
a| sinpjo:, a^ sin Pg-n •••' (^.i
ou ^j, ^2, ..., désignent des quantités quelconques, tandis que a,, ao, ..., sont des quantités positives formant une série convergente. La série (5) est uniformément convergente dans tiri intervalle quelconque, car ses termes sont respectivement iu rérieurs (ou égaux) en valeur absolue aux termes corres- [) uiidants de la série a,, a^, ...
t"" Considérons la série exponentielle
'• ^' ïi' TTlTâ' ••• ^®'
IMIe est uniformément convergente dans tout intervalle fini; ctir, si Ton désigne parX la plus grande des valeurs absolues 411e peut prendre la variable x, les termes de la série (2) soiU respectivement moindres que ceux de la série conver-
i^ente
Mais la série (6) n'est pas uniformément convergente
dans Tintervalle ( — 00 , + 00 ). En effet, si x est > 0, on
x^ H U„ > - — .; et quelque valeur que Ton fixe pour n,
la quantité 7—^ prend, lorsque j: croît, des valeurs aussi
grandes qu'on veut et par suite peut surpasser toute valeu r donnée s.
Propriétés des séries uniformément convercjeiites J
2238. Si les termes d'une série w,, w.,, ..., son/ drs fonc- à
tions continues dune variable x datis tin intervalle [a, b)^ et 1 si la série est uniformément convergente dans le même intervalle^ la somme de la série est une fonction/ {x) confinue rfan^^
r intervalle [a y b). 1
En effet, écrivons '
Par hypothèse, on peut choisir n assez grand pour qu'on Jj
ait
X étant quelconque dans l'intervalle (a, b) et = étant une
quantité assignée à lavance et aussi petite qu on voudra. I
On aura dès lors, quelles que soient les valeurs de -r et \
de X dans l'intervalle considéré, *
/ta:')-A^)=(^i+wi+...+w,;)-(W|+W2+..-+^^«)-hR^-H. C^)
et
Mais la fonction u,^ + Wo -+-... + w»» somme d'un nombre limité de termes continus, est continue; donc on peut prendre x assez rapproché de x pour que ladifTércuce des parenthèses qui figurent au second membre de (7) soit moindre en valeur absolue que s; on a donc, pour x assez voisin de x,
ce qui prouve la continuité de f[x).
239. a et g élant deux nombres compris dans l'intervalle (a, i), on a évidemment
I f(x) dœ z= I u^dœ -f / u^dx +••. + / Undoc + / H„ [x] dx.
Mais, /r étant déterminé comme dans Talinéa précédent, et sj désignant un nombre aussi petit qu'on veut, on a
Donc la série
f R„{œ)dx\<t,{^^oL).
u^dx -\- 1 u^dx +
est convergente et a pour somme / f{x) dx.
Ainsi on aura rintégrale de la série en intégrant chaque terme entre les deux mêmes limites et faisant la somme des intégrales obtenues de la sorte.
â40. La règle relative à la dérivation de f[x) est moins simple. En supposant que les fonctions i/j, u^^ ..., «/„, ..., aient des dérivées continues, la série de ces dérivées
du. du^ dun . ;J^^
n'étant pas nécessairement convergente, ne saurait toujours représenter la dérivée de/(.r). Mais, si la série (8) des dérivées est uniformément convergente dans un intervalle (a, i), on peut affirmer que celte série (8) représente, dans cet intervalle, la dérivée de la fonction f{x).
En effet, posons, en supposant la série (4) uniformément convergente,
. . du. du^ . . diin .
on aura, on intégrant (n° 239) entre les limites a et .v , lit désignant par X„ la valeur que prend ftni-^) pour x = 2
J :^(.c)dx= (U, — >^)'+ («2—^2) + ••• + {^n — X«) + ...
Mais, puisque les séries w^, ii.y, ..., u„, ... et A|, X^, ...,X„> ... sont absolument convergentes, on peut remplacer le deuxième membre par
d'où ^{x) =f'[j')^ puisque les X sont des constantes. Séries entières. — Théorèmes d'Abel
241. Les séries de fonctions les plus importantes sou les séries entières^ c'est-à-dire les séries de la forme
Uj,, W^a?, U^X^, ..., UnX"*, ..., (9)
où X désigne un« variable quelconque et n^^ ?q, u^, ..., "n? ■-» des coeflicients constants. Nous désignerons par «q, a^^ a,^^ ..., a„, ..., les modules, c'est-à-dire les valetirs absolues de ces coefficients.
Abel a donné, relativement aux séries entières, deux propositions qui jouent, en analyse, un rôle très important.
Voici le premier théorème d'Abel :
Si pour une valeur de la variable x, dont le module est r\ les modules des termes d'une série entière (9) sont inférieurs à un nombre positif et fini M, la série sera convergente ptun* toute valeur de x dont le module est moindre que r ,
En eflTet, attribuons à x une valeur dont le module r soit moindre que r', et multiplions respectivement par If^s nombres
«01 ««^', ^2^^ ••• (lô)
les teptties de la série convergente (progression indélinimenl décroissante)
Comme, par hypothèse, les nombres (10) sont tous inférieurs à M, nous obtiendrons de la sorte (n° 140) une nouvtdle série convergente
or, cette série n'est autre que la série (9), dans laquelle on remplace chaquî terme par sa valeur absolue. Donc la série (8) est absolument convergente pour toute valeur de x dont \\\ module r est inférieur à /.
242. F^'hypothèse qui figure dans la proposition précédente consiste en ce que les nombres (10) sont tous inférieurs à un nombre M fini et positif, c'est-à-dire en ce que l'on a pour cette valeur de n
anr" < M ;
or cotte hypothèse est toujours réalisée, si la série (9) est ronvergente, puisque «;»/" est la valeur absolue du terme général et que dans toute série convergente le terme général tend vers zéro.
Nous pouvons donc dopner, du théorème précédent, le nouvel énoncé :
Si une série entière (9) est convergente pour une valeur (te X ayant pour module p, elle est convergente pour toute valeur de x ayant un module inférieur à p.
243* 11 résulte de là que 67* une série entière (9) est divergente pour une valeur x^ de la variable .r, elle est divergente pour toute valeur Xo ayant un module supérieur à celui de x^.
En etfet, si la série était convergente pour x = x,, elle
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serait (n" 242) convergente pour la valeurs: = x,, dont le module est inférieur à ^.,-
d244. Imaginons qu'on fasse varier x de telle sorte que son module p aille en croissant et que les modules correspondants des divers termes de la série restent finis. Les valeurs de p ont en général une limite L, et alors (n** 241) la série (9) est convergente pour toute valeur de x ayant un module inférieur à L. On donne à ce nombre positif L le nom de rayon de convergence.
Ce rayon peut d'ailleurs être nul ou infini ; dans le premier cas, la série n'est jamais convergente; dans le second cas, la série n'est jamais divergente.
La série
offre un exemple du cas où le rayon de convergence L n'est ni nul ni infini ; car le terme général tend vers zéro ou vers l'infini, suivant que la valeur absolue de x est inférieure ou supérieure à 1. Le rayon de convergence L est ici égal h l'unité. La série est d ailleurs convergente pour x = — 1 t^t divergente pour j: = 1.
I^a série
a son rayon de convergence infini ; elle converge pour toutes les valeurs de x.
Enfin la série
a son rayon de convergence nul; elle diverge pour toute valeur de x (autre que zéro).
^45. A bel a donné, sur les séries entières, un second théorème plus complet que le premier :
252 CHAPlTItE XIV
Si tfne ^én'e entière i* e^t convergente pour un*' raie tir X de la ranaàle je, elle e^^t unifortnémenf convergente fâour toutes le^ valeurs de j: satisfahant aux uiégalitès^
La iléiBuni^ti'HtiDii est fondée sur 1^ temnie suivant : Soi**iit n quanti lés quelconques, w,, Wy^ .-., u*, et ti mul-
tiplicatfiirs pit^ilifs ej, ^,, ..., e„, tels que chacun d'eux soit
au plij> l'^gnl au prt^c^dent.
Si l'in* di'*sigiui par = l'expression
et par x pi S la pUit^ petili^ i*l la plus fp:^nde des sommes
5, — M,, -STj if^ + ^13, ... Jï,, = ^f, ^^ ^1^ -j- ,., n^,
on aura
En eiïet, on peut i^crire
et par suite
" = ^\^\ + £2(*2 — *i) + ■" + ^n[^n — J/i^O' OU
i: = (t( — Ej) s, -|- (ej — E3J .Ç^ + ... -f^ E^S„.
Or, par hypothèse, les coenîcients de s^, s^^ ---, -!?„, s^orU
positifs ou nuls. Si donc, h la place de s^, a\i a„, on met
successivement .s- ou S, on aura d'aimrd une limite inft^rieure t^s^ puis une limite supérieure e^S de X^ ce qui démontre les inégalités (14).
Ce lemme établi, ariivons ati théorème d'AbeL
La série
ao + n,\ + a.,\' + ,.- + ^.X« + „. (iS)
étant supposée convergente d'après Ténoncé, on pourra prendre n assez graad pour que chacune des somnn^s
alx« + ^,,,X«^',
soit inférieure en valeur absolue à s.
Le nombre n étant ainsi déterminé, attribuons, dans la série (9), à la variable une valeur x comprise eatrc zéro et X et pouvant d*ailleurs être égale à l'une ou Tautre de ces limites; la somme S des termes qui, dans lu série i9), suivent le /r% peut s'écrire
«nX'^dy +a„,,X«^* (Ip* + ... + ««..X" ^' (ly '
les quantités
Ixj' Uj '-Ixj '
étant toutes positives et telles que chacune d'elles est inférieure ou égale à la précédente.
Dès lors, en vertu du lemme, la somme S est en valeur
absolue, inférieure ^ £ ( y ) ' ^^ a fortiori à s. Donc, il rxiste
un nombre n, valable pour toute valeur de .r comprise entre o et X inclusivement, et tel que le reste R^ [x] de la série (9) soit en valeur absolue inférieur à e; ce qui prouve le second théorème d'Abel.
^46. En combinant ce théorème avec la proposition du n* 238, on voit que, si une série entière (9) est convergente pour une valeur X de la variable x^ la somme de la série est une fonction o (x) continue dans Tintervalle (o^ X), y compris les limites de cet intervalle. Si donc x tend verti X par dos valeurs inférieures en valeur absolue à | X | , ta liniît»^ de ?W est?;X).
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Par exemple, soit l'égalité
qui a été établie (n** 159) pour x compris entre zéro et un ;
1 1 la série convergente 1 — ô + ô* -• a pour somme log 2.
Application au développement de (1 -h xV
247. Nous avons vu, au n"* 157, que, pour toute valeur comprise entre — 1 et -[- 1, (1 + j:)"' est la somme de la série
Si X tend vers 1, (1 + xj" tend vers 2'". Par suite, d'après le n° 246, pour x= i, la série (16) représentera 2"*, quand elle sera convergente. On est donc conduit à chercher dans quel cas cette série est convergente.
Le rapport d'un terme au précédent a pour expression
si donc on a m + 1 ^ o, les ternies ne sauraient décroître indéfiniment, et la série est divergente.
Supposons, d'après cela, m > — l. Pour n assez grand, la valeur absolue du rapport (17) sera
et nous aurons une série alternée dans laquelle le rapport
d'un terme au précédent est < 1 en valeur absolue ; en sorte que, pour prouver la convergence, il suffira de faire voir J
que le terme général tend vers zéro.
A cet effet, considérons simultanément la série
Uo, u , a,,
c'est-à-dire
et par suite
V II
puisque R est évidemment positif.
On déduit de là sans difficulté
or, si laissant n fixe, on fait croître y> indéfiniment, V„+,, terni vers zéro. Donc, en vertu de l'inégalité précédente, U;,^^ tend aussi vers zéro.
Ainsi la série (16) est convergente et représente 2'", quand //* est supérieur à — 1.
On démontrerait, par un raisonnement analogue, que la série (10) converge pour x = — 1, quand /// est positif; sa somme est alors égale à zéro.
formée par les valeurs absolues des divers termes et la |
série ^
dont le terme général V^ = —^^^' Nous aurons, par la formule de Maclaurin bornée au second terme,
Intégration et différentiation des séries entières
^48. Soit L le rayon de convergence de la série entière
f[x) = aj> + a^x + a.^x^ + ... + ««^'* + ••• (*Sj
Dans tout intervalle (a, g) compris entre ( — L, L), a et g étant distincts de — L et de L, la série est uniformément convergente, et le théorème du n* 239 est applicable. En particulier, si Ton choisit pour (a, 3) Tintervalle (o, x)^ X étant inférieur à L en valeur absolue, on a la formule
â49. Considérons maintenant la série
a^ + 2a.^a? + ... + nanX''-'^ + ... (20)
formée par les dérivées des termes de la série entière (18). Soit X un nombre dont le module est compris entre | x \ et L, L étant le rayon de convergence de la série (18). Supposons en outre X de même signe que x, la série
* + Kl) + Kff + - +"(!)"" + ••• ('*)
est convergente, puisque le rapport d'un terme au précé-
dent a pour limite y, qui est moindre que 1.
D'ailleurs cette série (21) a tous ses termes positifs, et si on les multiplie respectivement par les nombres
on tombe sur la série (20) ; donc, pour prouver la couver-
gence de cette série (20), il suffit de montrer que les multiplicateurs (22) restent finis. Or, cela résulte immédia-
tement de ce que ««X'*"* est le produit du nombre fixe y
par a„X,., qui est le terme général d'une série convergente. . La série (20) est donc absolument convergeote dans l'intervalle ( — L, L), et, par suite, uniformément convergente dans tout intervalle (a, 3) compris dans le précédent (a et g étant distincts de — L et de L).
Donc (n° 240) la série (18) représente la dérivée /'(.z).
Ainsi, îi ne série entière définit, dans V intervalle ( — L, L). L étant le rayon de convergence, une fonction continue et ayant pour dérivée la série formée par les dérivées de ses divers ternies,
^oO. Il importe de remarquer que, le rayon de convergence L, de la série donnée, est aussi le rayon de convergence des séries qu'on en déduit par intégration ou par différentiation. En effet, soit Lj le rayon de convergence de la série intégrale ; L^ ne peut être inférieur à L, d'après ce qui précède, et si L^ était > L, la série donnée, qui résulterait par dérivation de cette série intégrale, serait convergente dans un intervalle (— L,, L,) plus étendu que son intervalle ( — L, L) de convergence.
Séries de puissances de deux variables indépendantes
•251. Les séries examinées jusqu'à présent définissaient des fonctions d'une seule variable. Il est aussi facile d'obtenir des fonctions définies par des séries contenant deux ou un plus grand nombre de variables. Nous n'examinerons que celles qui sont ordonnées par rapport aux puissances ascendantes de deux variables, et nous ne démontrerons, à leur sujet, que deux théorèmes.
Soit
S = Sûap^yP
une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x et de // ; soit encore, en désignant les modules par des grandes lettres
S, = SA«pX«YP
la série des modules. Nous allons prouver que la première est convergente, si la seconde Test.
Remarquons d'abord que, si la seconde série est convergente, le terme général devra tendre vers zéro. Supposons qu'il en soit ainsi pour un système de valeurs X=Xi, Y = Yj, non nulles dos variables, et soit ;• la plus petite des deux quantités X^, Y,. Le terme général devant tendre vers zéro, on aura a fortiori
lim Aa|ijr"rP = o,
pour a = X , 3 = oc . 11 existera donc un nombre M tel que Ton ait pour tous les termes
Aarir» + P < M, Cela posé, nous allons montrer que non seulement la série S,
mais encore les diverses séries —» —î —-::»..., obtenues en
prenant les dérivées de chaque terme de S sont convergentes pour les valeurs de j^ et île y, dont les modules sont inférieurs ou égaux à une quantité quelconque p inférieure
t)S à ;♦. Considérons, par exemple, ^
ox
Lo module d'une somme étant au plus égal à la somme
des modules, on aura
^SaA.pX«-Y?<2;^pP*^P"-
Cotte dernière série est le produit des deux séries convergentes
MS ■^—- et S ^ ;
elle est donc elle-même convergente.
Théorème du clian(|einent de variables
1253. Supposons que, dans la série précédente S, on remplace x et y par de nouvelles variables ainsi définies
ce = SÔ^gMTu^,
.supposons ces deux dernières séries convergentes pour
supposons enfin
Nous allons démontrer que la fonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables, sera donnée par une série
S = S^^gMÏlîS,
qui est convergente tant que ?/ et v restent inférieurs k un nombre donné non nul.
Tout le théorème consiste en ce que Ton peut intervertir, après substitution, Tordre des termes, et l'on sait que c'est possible dans les séries absolument convergentes. Consi-
dérons donc la série des valeurs absolues
LAap [SB^sUTY^]» [SC^ôUTVfijP. (23)
Par hypothèse, il existe des nombres. M, N, P, tels que Ton ait
On a donc
SB,8UTrV« < N 2 ySt'
SCysUTfV' < P
Supposons que, ^ étant un nombre donné inférieur à X, on ait
U < |i, V < (x; les inégalités précédentes entraînent
SB^sU-rV» <
Déterminons maintenant [a, de manière que les seconds
membres soient inférieurs à r, ce qui exig^ que Ton ait
.<>['-vÇfJ .
Choisissons pour \l la plus grande des valeurs satisfaisant à ces deux inégalités ; nous pourrons affirmer que les deux séries SB^ôUyV« et SCy^UW^ prennent des valeurs S^ et &^ inférieures à r. La série (23) sera inférieure à
ce qui assure la convergence absolue de la série
et, par conséquent, démontre le théorème.
S54. Au lieu d'une série, supposons que S soit un des polynômes a: + y, x — y, xy, La démonstration précédente s'applique. L'addition, la soustraction, la mulHpIication de séries qui sont convergentes, tant que les variables restent inférieures à un nombre donné, conduisent à des séries de même nature.
Déliniiions relatives aux expressions imaginaires
:âr»5. Il n'a été question, dans les chapitres précédents, que des fonctions réelles de variables réelles. Il s'agit maintenant d'étendre notre analyse au cas des fonctions d'une variable imaginaire.
\hiis il importe de rappeler d abord les propriétés fondamentales concernant les quantités imaginaires, c'est-à-dire tes quantités de la forme
a + bi,
a et f) désignant des nombres positifs ou négatifs, et t le î^ymbole v^ — 1.
ihï peut toujours trouver un nombre positif r et un angle a, tels qu'on ait
a -\- bi = r(cosa + i sinx). (1)
Il suffit, en effet, de prendre
a cos a = > sm a =:
Hi.hMBI
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Lo nombre positif/* est dit le modulv^ et l'angle a osl dit Varginnent de la quantité imaginaire a -jr bi.
Des formules précédentes résultent aisément les résultats suivants :
1** Le module /• est parfaitement déterminé, tandis que Tarf^ument a admet une infinité de valeurs formant une progression arithmétique dont la raison est 2::;
2*" [*our qu'une quantité imaginaire soit nulle, il faut el il suffit que son module soit nul.
8" Pour que deux expressions imaginaires soient é;<ales, il faut et il suffit que leurs modules soient égaux et que leurs arguments diflerent d'un multiple de 2x.
Obs(»rvons enfin que les quantités positives ou négatives peuvent être considérées comme des expressions imagiiiaireîs dont le module est égal à leur valeur absolue, et dont l'argument est un multiple pair ou impair de z. C'est ce qui explique pourquoi nous avons souvent employé déjà h^ mol module pour désigner la valeur absolue d'une quantité réelle.
Module d'un produit ou d'une somme
2i250. En multipliant Tune par l'autre deux expressions imaginaires
r^ fcosa, + « sinx|), r2(cosa2 + * sinxj), (ii
on obtient sans difficulté l'expression imaginaire
r^r./i;os{:L^ + a.J + i sin(a, + a^)], {3}
dont le module est égal au produit des modules des facteurs el dont l'argument est la somnie des arguments.
La proposition s'étend d'ailleurs au produit de m facteurs; il faut toujours midtiplier les modules et ajouter les nrgnments.
En particulier, si Ton suppose les m facteurs égaux entre
• iionii.
eux et ayant chacun pour module l'unité, on obtient une fortmrle célèbre
(cosa -|- i sina)'" = coswx -f- * sinma, (4)
qui a reçu le nom de formule de Moivre.
Elln donne immédiatement les valeurs de cosma et de sîfw/ra, en fonction de sina et de cosa: en effet, en combinant par addition et par soustraction la relation (4) et celle qu'on en déduit en changeant a en — a, on obtient
2 cosma = (cosa + i sina)"* + (cosa — isina)'" )^ ,^^ 2i sin mx = (cos a + i sin a)"* — (cos a — i sin a)'" S
iîr»7. Pour qtfvn produit de plusieurs facteurs soit nul, i/ faut et il suffit que fufi des facteurs soit nul.
Ce théorème, démontré dans les éléments pour les facteurs réels, s'étend aux facteurs imaginaires. Cela résulte immédiatement du n° 255, 2\ et du n° 256.
:2r>8. Deux axes rectangulaires Ox et Oy étant tracés dans un plan, on représente une quantité imaginaire quelconque u + bi par le point M du plan, ayant a pour abscisse et b pour ordonnée. La distance OM de l'origine 0 au point M est égale au module de l'expression imaginaire, et l'angle XOM est Targument.
Ce mode de représentation imaginé, par Gauchy*, permet souvent de simplifier les énoncés et môme les démonstra-
' Par exemple, si A et B sont les points représentatifs de
deux quantités imaginaires, on voit de suite, en complétant le parallélogramme AOBG, que l'on a
I OC < OA + AC ou OC < OA + OB,
c^est-k-dire que le module de la somme est moindre que la somme des modules. Ce théorème subsiste quel que soit le nombre des termes de la somme.
' Caiichy donne au point représentatif M d'une expression imaginaire le nom é'fjffixe de cette expression.
Séries ik termes imaginaires
1259. Lorsque deux séries u^, Wo, W3, ..., ifn -m ^I 'V r.», ..., i'„, ..., à termes réels, sont convergentes ef ont respectivement pour sommes U et V, on dit que la s(!"ni!
n^ + zr,, it.^ + iv.^, ..., m„ + lo,,, ... (H
est convergente et a pour somme U + ?'V.
La série (6) est dite au contraire divergente si les d* iix séries (5) ne convergent pas Tune et l'autre.
11 est à peine besoin d'observer que, si la série (G) est criftvf^rgente^ son terme général doit tendre vers zêro^ lorsqnt* h croit indéfiniment^ puisque n^ et i\ tendent vers zéro.
Une série (6) est convergente lorsque les modules de sf*s termes forment une série convergente.
En elfet, soient r„ le module et a„ l'argument du terme général, on aura
Ha = r„ cos x„ et v„ ■= r„ sin 7.^ ;
lin et V,, sont donc moindres en valeur absolue que ;•„, iM puisque la série 7'|, r^, ..., /•„, ..., est par hypothèse convi rgente, les séries ?/,, u.,^ ..., et i>,, r.,, ... sont convergentes et par suite aussi la série (6). Cette série étant d'aillt iirs absolument convergente, on montre, comme, dans le cas ih^s quantités réelles, qu'on peut changer l'ordre des termes sans altérer ni la convergence ni la somme.
Enfin le théorème de Cauchy sur la multiplication -io deux séries subsiste pour les séries à termes imaginains. En effet, observons d'abord que le théorème, ayant i'*lo démontré au n° 144 pour des séries à termes réels, est ex^nl pour les deux séries
fl(,, a^^ ..., «;,, ... / .^.
formées par les modules des termes des séries proposées i\ termes imaginaires (6).
Or si Ton pose
«/i = "o + ^U + ••• + "«-f *« == ^0 + ^1 + .•• + f^-n < = '^«-f- «^< + ••• + '<ï«-|î on a
En prenant alors les modules des Jeux membrcî?, *^! observant que le module d'une somme esl nu plus égal à la soiuûïe des modules, on voit que le module jx de \i** — ^l *-*^t égal ou inférieur à
a^h,^^^ -|- ... -{- «,,-/>, + ,,, -|- û,^ .^K,^, c'est-à-dire à
Mais, quand /t croît indéliniment, la limite de cette expression est nulle; donc ;j. a aussi pour limite /éro; en dVulres termes, la limite de.v^; est égale au produit des lîniitrsde v„,.>;. Ces préliminaires étant établis, nous pouvons pîisst^r h la définition des fonctions d'une variable imaginaire*
Déliiiîtion d^iiiie fonction «latine vnrialile imaginaire
200. « Lorsqu'une fonction ^{z^'' est donnée pour toub^s « les valeurs réelles de la variable dont elle dépend, elle « n'acquiert pour cela aucun sens lorsqu'on y remplace z « par ime expression imaginaire j- + t/i. L'expression « oix-\-f/i) ne peut donc s'introduire dans les calculs ou dans « les raisonnements, sans une défini lion précise, qui. pour « toutes les valeurs réelles de x et de y» en fasse connaitre « la partie réelle et la partie imaginaire en permeUaid
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« d*écrire
? (Jtr + yi) = P + Qî'i
« P et Q étant deux fonctions réelles connues de x et de y. « Il ne faut pas croire cependant que toute expression
« P + Q«, où P et Q sont des fonctions des variables
« réelles a: et y, soit une fonction de x -\- yi. Pour la con-
« sidérer comme telle, on exige une condition sans laquelle
« disparaîtrait toute analogie entre les fonctions imaginaires
« et les fonctions réelles ; il ne suffit pas que l'expression
« P + Qî soit déterminée lorsqu'on se donne x et //; il
« faut encore qu'elle ait une dérivée déterminée. Si Ton
« voulait s'affranchir de cette condition, la théorie des fonc-
« lions imaginaires serait simplement celle des fonctions
« réelles de deux variables, et leur étude spéciale n'offri-
« rait aucun intérêts»
261- Cherchons donc la condition que doivent remplir P et Q pour que l'expression P + Qi ait une dérivée unique. Nous supposons d'ailleurs que P et Q soient des fonctions continues et aient des dérivées partielles continues.
Le rapport
P (a? + Aa?, y + Ay) — P {x, y) + t [ Q (a: + A./-, y + A.y) — Q ix, y)]
Aa? + i\y
peut être rais sous la forme
Lorsque ^x et Ay tendent vers zéro, il en est de même de 6, s', Ti, r/, et si l'on désigne par i* la limite du rapport
-T^> on aura pour la limite du rapport (7)
* J. Bebthakd, Traité de Calcul différentiel et intégral.
On voit que cette limite dépend de |x. L'expression P -h Qi a donc, pour chaque valeur de la variable x + yi, une infinité de dérivées qui diffèrent suivant la manière dont dx + idy tend vers zéro. Pour que la dérivée soit unique, c'est-à-dire pour que le rapport (8) soit indépendant de |x, il faut et il suffit, d'après un théorème connu d'algèbre élémentaire, que, dans (8), le rapport des quantités qui ne contiennent pas jx soit égal au rapport des coefficients de ^; on aura donc la relation
ùx 4j£ ^y oy
qui équivaut aux deux suivantes
Telles sont les conditions pour que P + Qi ait, pour chaque point, c'est-à-dire pour chaque système de valeurs de X et de y, une dérivée unique. On dit alors que l'expression P + Qi est une fonction analytique de t + yi\ en outre la dérivée est représentée par l'un quelconque des deux membres de l'égalité (9).
Séries eiitièi*cs d'une variable imaginaire
I262. Les séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes d'une variable z jouent un rôle" très important en analyse. Nous avons étudié ces séries (n* 241)
dans le cas où les coefficients a^, a^, ..., et la variable 2 sont réels. Nous allons maintenant généraliser les résultats obtenus, en supposant que les coefficients ûTq, a,, ..., et la variable z soient imaginaires.
Et d'abord le premier théorème d'Abel subsiste. Voici son énoncé :
Si pour une valeur Zq de z on a, quel que soit n,
M étant un nombre fixe, la série (H) sera convergente poffr toute valeur de z ayant u?i module moindre que celui dr z^.
La démonstration donnée au n^ 245 reste la môme; il n'y a qu'à remplacer les mots valeur absolue par module.
On peut aussi, comme nous l'avons fait à rendroiL iilô, déduire de Ténoncé ci-dessus le suivant, qui n'en diffèn^ pas au fond :
Si la série (H) est convergente pour z = Zq, elle est nlfstflument convergente pour toutes les valeurs de z de mndff/f moindre que \ Zq \ .
263. Désignons par R le plus grand module de z [mmii' lequel les modules des termes de la série n'augmentent [ms indéfiniment, et soit C la circonférence ayant pour mitii' l'origine et pour rayon R.
D'après le théorème ci-dessus, la série ;H) converge [lonr toute position du point :; dans l'intérieur du cercle C. l'^lli' diverge pour tous les points extérieurs; car, si on ail ri lui o à z une valeur ayant un module supérieur à R, les mtululrs des termes augmenteront indéHniment. — On donne, d'^ipjrs cela, au cercle C le nom de cercle de convergence de la sltîc. Il sépare la région où la série converge de celle oîi la ^i'^vu' diverge.
Il y a incertitude sur la circonférence C. Toutefois nu peut affirmer alors qu'il y aura divergence si, pour lo module R, les modules des termes ne tendent pas vers /t'iiï.
126 i. La série (H) et la série
a, + ^a,,z 4- 3^32:2 + ... 4- nanz^-' + ..., \,\l
formée par les dérivées des divers termes de (11) ont If- m*' me cercle de convergence.
En olFet soient C le cercle de convergence de la série (H) et R son rayon. Imaginons un cercle C concentrique avec C eï dont le rayon R', moindre que R, peut en dilîérer aussi p(»u qu'on veut. Enfin attribuons à z une valeur dont le mo- <lule r soit inférieur à R'. Multiplions les termes de la série
l+2^,4-3(^.y + ...-H«(|^)''"+..., (13) qui est évidemment convergente, par les expressions
dans lesquelles aj, a^, ..., désignent les modules de «j, «,, ... Gomme ces multiplicateurs tendent vers zéro et, par suite, n»stenL Unis, la série résultante sera convergente dans le cercle C et sur sa circonférence. Or cette série est précisément la série des modules des termes de (13) ; donc la série (12) est convergente dans le môme cercle que (11).
1265. La fonction f[z) définie par la série (11) a une dérivée pour toute valeur de z comprise dans le cercle C de convergence de cette série.
Il s'agit de prouver que, si le point z est intérieur au cercle G, le rapport de l'accroissement de/(:î)à h tend vers une limite indépendante de la loi suivant laquelle h tend vers zéro, c'est-à-dire quelle que soit la route suivie par le point z -\- h pour venir se confondre avec le point z.
On a
f[Z) = ^0 + «I- + ^2^'" + ••• + ^nZ"" + "">
fi,-{^h) = a, + a,{z + h)i^a,(z + k)^^,.,-\-aA^ + hr + -^
et par suite
fiz + h)-^r{z) = a^h -f. ... + a,{nz^-'h + ...^ + ...
Le point z -\- h étant suffisamment voisin du point z, la série f{z -\- h) sera encore convergente, quand, à la place
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de :;, A, a,,, ..., on mettra leurs modules Z, H, A„» .,, On pourra alors, dans cette série à termes positifs, supprimer les parenthèses et grouper les termes de telle fèn^on quoii voudra; par exemple, on pourra écrire
f{z + h) - r[z) = h{a, + ... + na„z--^ + ...) + /^>(c);
d'où Ton déduit, en divisant par h et faisant tendre A vers zéro
lim^'^ + ^^-^^^) = .. + ...+na„.-'...
Donc la fonction fiz) a une dérivée/' (z) que Ton ohlient en prenant les dérivées des divers termes de la séih* ;ilj. Cette série est donc ime fonction analytique de z.
Déliiiilion des ïonc«iions e% sin^, co^^
;206. « Les conditions (10) sont les seules qui soient « imposées aux fonctions imaginaires, et, pourvu qu'cll**?^ « soient remplies, la délinition reste entièremeni arliitrairj*, « On conçoit cependant qu'une fonction imaginaire ne sainte troduira avantageusement dans les calculs que lorsqu'elle « sera réellement la généralisation de la fonction léflli^ de « môme nom, à laquelle elle se réduit quand on suppose « y =0, et qu'elle partagera ses propriétés caractéiisliques;. « Celte analogii», regardée a priori comme» une eondîlion « essentielle, est la basiî des définitions que nous allons « donner des fonctions les plus simples '. »
1267* I^es fonctions e'^ s\nz, cosc, sont représentées lorsque z est réel, par les séries toujours convergentes
ces z -= { —
' J. Bbktram), loco citalo.
Lorsque z est imaginaire, ces séries sont aussi toujours convergentes ; on les prend alors pour définition des fonctions e*, sins, C0S2.
1° L'application du théorème fondamental (n** 265) sur la différentiation des séries entières donne
dz ^1^1.2^
c'est-à-dire
et Ion obtient de la même façon
(15') — ^— =cos^, ^^^ = — sinz, (!6)
Ainsi les formules (14') (15') (16') sont les mômes, que : soit réel ou imaginaire.
2° On peut exprimer les fonctions circulaires en fonction des exponentielles. En effet, en changeant dans la relation 8z en iz, en ayant égard à (9) et (10), on obtient la formule
puis, en la combinant par addition et soustraction avec celle que Ton trouve en changeant z en — r, on a les formules demandées
cos^-^ '- , sm^ = ^T ; (18)
3° La propriété fondamentale
e^.ey = e^+y (19)
de la fonction exponentielle s'étend au cas où j- et y sont imaginaires.
En effet, si Ton applique aux deux séries absolument
convergentes
ev
VxJL.
la règle du n*" 259, on voit, pour un calcul très simple, que le produit ^. e^ s'exprime par une série dont le terme gém'^ral est
ce qui justifie la formule (19).
4*" Les formules fondamentales de la trigonométrie
sin^z -f" cos^^ = 1, . (20)
cos(a? -\- y) =1 ces a; cosy — sinâ? sini/, (21)
sin [x -\- y) :=! sina? cosy + coso^ siny, (22)
s'appliquent aussi lorsque ^ et y sont imaginaires.
La première (20) s'obtient immédiatement en multipliant membre à membre la relation (17) et celle qu'on en déiiuîl en y changeant z en — z.
Pour obtenir les relations (21), et (22), on multipliât li membre à membre les formules
e'« = coso? -j- 2 sinic, e^^ = cosy -f- 2 sin^,
ce qui donne
cos (^ -\- y] + i sin {jo -^ y) =z (coso? cos/y — sin jc sin y)
+ (cos a- sin y + cos.v sinj;^ t,
et par suite en changeant x en — .r et y en — y
cos [x -f- y) — i sin {x -|- y) = (cos a? cos^ — sin a: sin y;
— (cos a- sin y + cosy sin.ï j /.
Il suffit maintenant de combiner ces deux relations, par addition et par soustraction, pour obtenir (21) et (22). 5° Enfin on peut facilement mettre les expressions
Qjc-i iy^ sin (a* + iy), cos(a7 -|- ^y)i
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SOUS la forme P + Q \J^^i, x ei y étant supposés réels. La chose est immédiate pour la première expression, car
on a
gx^iy — gx _ e'y = e^{cost/ -f- ' siny).
Considérons maintenant les deux autres : on a
cosf.r -f- yi) = coso? cos yi — sina? sin !//, sin (a? -f- 3/0 = ^^^ -^ ^^^ yi + cos x sin yi ;
les formules (18) donnent
cosyi= ^3 » smye = rr = i
donc
et/ -L. e-y . e^ — e-y . cos(a7 + yi) = cosx ^ smœ e^
eu 4- e-y , e^' — e-y . sin (.77 + yi) ■= sm^' ^ |-cosa? ■ i.
1268. Les autres fonctions circulaires directes, s'expriniant à Taide du sinus et du cosinus, sont définies par ces expressions. C*est ainsi que la relation
sin^-
tanflr-2' = »
^ cos^
qui a été démontrée pour z réel, sert de définition à tg-, quand z est imaginaire.
I^ogarithmes et fonctions circulaires inverses d'une variable imaginaire
1269. Lorsqu'on a
on <lit que u est le logarithme (népérien) de 2, et Ton écrit
i( = log^ (24)
Si Ton pose
z = r{cos% 4- i sina) = re*^ (25)
il est aisé de mettre log z sous la forme p -\- qi. En effet, on doit avoir, d'après la relation (23),
?'e*' = et* * ''' = eP . é^^ ;
d'où Ton déduit
eP = r, 5^ = a + 2At, (26)
k étant un nombre entier arbitraire.
Or il existe une seule valeur réelle de p satisfaisant à la première des relations (26); c'est le logarithme népérien arithmétique du module r; nous la désignerons par log'r, et nous aurons
log^ =. log'r + i(a + 2Â7c). (27)
Ainsi le logarithme d'une quantité imaginaire z a une infinité de valeurs qui ont toutes la môme partie réelle log'r, tandis que le coefficient de / est l'argument a de :î augmenté au diminué d'un multiple entier de 2t..
On peut vérifier que
d \o^z __ 1 dz z
271. Enfin, de la relation e« . e"" =<?"+^ on déduit la propriété fondamentale des logarithmes
log (mi?) = log M -f- log P.
â7â. Les fonctions inverses
arc sin ^, arc cos z^ arc tang z se ramènent aisément aux logarithmes.
y 276 CHAPITRE XV
I En prenant les logarithmes des deux membres de la rela-
I tion
[; e'-' = cos.r -|- ^ sinx,
f' on obtient
^ ix = log(co9^ -|- * sina?), . (28)
I si donc on pose
sina' = z, eos.r = \{ — z-, a? — arc sin<î,
{: on trouve
^ arc sin^ r= - loof(v4 — z'^ + i^)-
r Cette formule montre que, si z est donne, rexprosslon
VI — z^ -\- iz a deux valeurs, à cause du double signe dont le radical est susceptible; de plus, à chacune de ces deux acceptions, correspondent encore une infinité de valeurs de arc sin2, vu Tinfinité des valeurs du logarithme.
«273* Si, dans la formule (28), on pose
cos.r = z, ainz = \/l — .r'-*, a- = arc cos^,
on a
arc ces .g- = t log [z -|- i \i — ^^).
iîTi. Si Ton prend les logarithmes des deux nombres de la relation
2,^ coso- -f i sina7 1 -|- ^ tango?
coso? — i sin./' *~ 1 — i langa*
on obtient
1 , i 4- i tango* X =: — log .—^—7- — ^ —
et, en posant
tango? ^^ ^, 07 — arctang^.
on trouve
1 , i 4- iz i , 1 — iz arc tang . = ^. log j— ^ = ^ \ogj-^^ ;
à chaque valeur de z correspondeut une infinité de valeurs du logarithme, et, par suite, une infinité de déterminations de la fonction inverse arctg z.
Remarquons enfin que, tandis que les fonctions circulaires directes s'expriment au moyen des exponentielles, les fonctions circulaires inverses s'expriment à Taide des logarithmes. Donc, comme le logarithme est la fonction inverse de Vexponentielle, on voit qu'on peut tout ramener aux exponentielles.
275. Nous devons encore dire un mot sur la définition de 11*' lorsque ii et v sont des quantités imaginaires.
Lorsque h et v sont réels et que u est positif, on a l'identité
On prend cette identité pour définition, quand ?/ et v sont imaginaires.
D'après cela, u'' a une i/ifinité de valeurs, puisqu'il en est ainsi du logarithme. Ces valeurs peuvent ne pas être toutes distinctes. En supposant par exemple que v soit une
fraction réelle irréductible ^î on aura
d'où Ton voit qu'il suffit d'attribuer q valeurs entières con-
sécutives à k pour obtenir toutes les valeurs de u'f. Ces déterminations sont en général distinctes et ne peuvent s'échanger entre elles que si la variable dont n dépend lui fait acquérir des valeurs égales, infinies ou indéterminées.
CHAPITRE XVI COURBES PLANES
Rappel de notions élémentaires
1276. Si les variables qui figurent dans une équation désignent des grandeurs géométriques, cette équation prend, suivant les cas, diverses significations dont nous allons indiquer les principales, en nous bornant dans ce chapitre au cas de deux variables.
iî77. Coordonnées rectilignes. — Soient x, y, les coordonnées d'un point M par rapport à deux axes Oj:*, Oy; le lieu des points dont les coordonnées satisfont à Téquation
est une courbe plane dont cette relation est dite Véqualion en coordonnées cartésiennes ou rectilignes. Par exemple
est Téquation d'une droite, et Ton sait que m est le coefficient angulaire de la droite, et n Fordonnée à torigine.
^78. Coordonnées polaires. — Soient p et «d le rayon vecteur OM et Tangle jcOM ; le lieu des points dont ces deux
nouvelles coordonnées satisfont à Téquation
est une courbe plane dont cette relation est dite réquatmn en coordonnées polaires. Par exemple, Téquation
p'* = a sin «CD (3)
représente
si n = 1 , un cercle ;
si w = — 1, une droite ;
si n = 2, une lemniscatc ;
si n = — 2, une hyperbole équilatère ;
si n =z -'i une cardioïde ;
si w = — -> une parabole.
Les formules(U) du n° 104 permettent, étant connut» Téqnïttion d'une courbe en coordonnées cartésionnes, d'obtenir l'équation de la même courbe en coordonnées -oartérjionDt.^s> h pC%% Il suffit pour cela de remplacer dans Téquation donnée j- cl y par les expressions
a? = p cosw, y = P sinco. (4)
Inversement, on passera de Téquation (2) à Téquatiou cartésienne en posant
- yja^^ + y^ \
ï, sina> = ^ /' ^^)
COS(i) = -> sma) = - (
279. Coordonnées TANGENTiELLEs. — Soient h et r les inverses des segments interceptés par une droite sur les axes Ojt et 0//, de manière que
>/.r -}- ry — 1 = o (6)
soit l'équation de cette droite ; u et v pourront être dites b*s
coordonnées de cette droite et toute relation de la forme
gp(M, V) =z O (7)
définit un ensemble de droites dont les coordonnées vérifient cette équation. Nous démontrerons plus loin que ces droites sont toutes tangentes à une môme courbe (C) ; l'équation (7) est dite Téquation tangenlielle de cette courbe.
Dans des cas particuliers, (C) peut se réduire à des points; ainsi l'équation
ati + bv — { = o (8)
définit évidemment toutes les droites passant par le point M qui a pour coordonnées cartésiennes
L'équation (8) est Y équation du point M
Nous donnerons plus loin le moyen de passer de l'équation cartésienne d'une courbe à son équation tangentielle et inversement (voir n° 358).
â80. Coordonnées homogènes. — 11 est souvent commode de considérer, au lieu des équations (1) et (7), des équations homogènes. Voici comment on y parvient : posons, soit dans ré(iualion (l)
soit dans l'équation (7),
"ces équations deviennent
el on les nomme respectivement équation cartésienne homogène ou équation tangentielle homogène des courbes correspondantes. Le principal avantage de cette nouvelle conception est d'obtenir tous les points ou toutes les droites d'un plan, même à Tinfini, par des valeurs finies des variables. La seule restriction à laquelle sont soumises ces co^Wo/mé'V.ç homogènes, c'est de ne pas pouvoir être nulles toutes les trois en même temps.
En coordonnées cartésiennes homogènes, 3 = 0 sera une coordonnée d'un point rejeté à l'infini dans la direction
En coordonnées tangentielles, une droite rejetée k l'infini aura pour coordonnées U = o, V = 0, W n'étant pas nulle.
Il est à peine utile de faire remarquer qu'on pourra toujours revenir de Téquation homogène à l'équation ordinaire, en faisant soit Z = 1, soit \V = 1.
Exemple, — Exprimer que l'équation
AU^ -f \'\^ 4- A'W + iB UV + 2B'U\V -f 2BVW = o,
qui est celle des coniques, représente une parabole.
La parabole ayant une tangente à l'infini, il suffit d'écrire que celte équation est vérifiée lorsqu'on y fait U = 0, V = o ; la réponse est donc
2281. Quel que soit le système de coordonnées employé, les deux variables qui définissent la courbe peuvent toujours être considérées comme exprimées en fonction d'un paramètre. Ainsi l'équation (1) sera remplacée par les deux équations
»între lesquelles il suffirait d'éliminer l pour retrouver l'équation (1). Il est évident qu'on peut toujours prendre pour
paramètre Tune des deux variables; on revient alors au point de vue primitif.
Différentielle de l'are de eourbe*
282. Nous reviendrons d'abord sur la notion de longueur dans les lignes courbes. Nous n'envisagerons que celles pour lesquelles les deux coordonnées d'un point s'expriment par des fonctions d'un même paramètre, qui admettent des dérivées continues et non nulles en même temps, ou du moins nous n'envisagerons que les portions de c-ourbes, dans lesquelles cette hypothèse peut être faite, c'est-à-dire que nous exclurons les points singuliers.
Soient
.Vr-tt{/) i
les deux équations qui définissent la courbe, /^ et Tq les valeurs du paramètre auxquelles correspondent les points A et B (To > ^o). Soient /,, /.>» ^3» •••» ^fc» '*' valeurs intermédiaires entre ^Qct Tq, et soient A,, A2, ..., A^, les points correspondants; le polygone AAiA.,...AaB aura pour longueur
i étant un quelconque des nombres i^^, /,, ..., /*. Nous appellerons longueur de Varc AB la limite de L lorsque les côtés du poligone tendent vers zéro. Mais, pour que celte définition soit bonne, il faut démontrer que la longueur définie reste la mênie, quel que soit le mode d'interpolation des valeurs /,, /o, ..., /^. A cet effet, intercalons dans chacun des intervalles précédents de nouveaux points de division, et soient
f I et fi
*n *2» •••» *'Jci
I Voir la note de la page 21.
les valeurs du paramètre correspondant à Tintervalle /,/,vi; soient
A^, Aj, ..., Aj^.,
les points correspondants, et
la longueur du polygone A...A/A'^...AVA, + i...B. Il s'agit do prouver que
lim(L'~L) =0.
Or le théorème dos accroissements finis donne
AV+, — ^i = (^-^1 — ti) rw,
t., •:'<, 0/, Oy, étant des valeurs du paramètre comprises entre /,• et /,+i. On aura donc
To ta
et, comme
on pourra aussi écrire
Donc
To
Mais les dérivées /"(/) et ^'{t) ont été supposées continues; il en est de môme de leurs carrés. Donc, d'une part, à con dition de prendre /,^i — /, inférieur à un nombre ê suffisamment petit, on pourra rendre
a étant un nombre donné; d'autre part, le dénominateur sera aussi voisin que Ton voudra de la quantité
et par suite, supérieur à un nombre A, plus petit que le minimum de cette quantité, qui n'est pas nulle par hypothèse. On aura donc finalement
ou
L'-L< J(To~0- Donc
lim (W - L) =*o.
Cela posé, soit une autre division arbitraire de l'intervalle /qTq, et soit L* le polygone qui en résulte. Il suffit de supposer que V contient tous les sommets de L*, pour avoir aussi
lim{L' — L") = o.
11 en résulte
lim (L" — L) = o,
ce qui est la proposition annoncée.
é28«l* On peut déduire de là la valeur principale de l'arc infiniment petit, c'est-à-dire la différentielle ds de l'arc s, 11 suffit pour cela de réduire le polygone L à un côté
AL = M [fit + ù.t) - r{i)]'^ + W(t+ ^t^ - <p(/;]^
et l'on aura, d'après ce qui précède,
A^ — AL < -r A/,
c tendant vers zéro avec \L j\s et AL ont donc même valeur principale; donc, puisque la valeur principale de /■(/ H- A/) — /(^) esl/"(/) rf/, et celle de çf/ + A^ — ?'(/), 9' (i) dt^ on aura
En particulier, si / = j:
., = rf.y/l + (gy.
ou
ds^ zzz rù-* + cly^, (10)
ce qui s'exprime en disant que Tare et la corde ont môme valeur principale.
^84. Si la courbe présente un point singulier M, soit / la valeur du paramètre qui donne ce point; on définira, d'après ce qui précède, la longueur de l'arc (/ + s, /y), et Von fera tendre s vers zéro.
2285. On appelle courbes rectifiables celles pour lesquelles la longueur de l'arc et les coordonnées s'expriment par des fonctions antérieurement connues d'un même paramètre, et le problème qui consiste à rechercher ces fonctions s'appelle rectification de tare. Ainsi, au point où nous sommes arrivés (le cet ouvrage, l'ellipse ne peut être rectifiée parce qu'on ne connaît- pas de fonction algébrique, trigonométrique ou logarithmique, qui ait pour diiïérentielle la différentielle de Tare d'ellipse
^ a\ a} — œ'^ On étudiera dans le secpnd volume de l'ouvrage de nou-
velles fonctions, grâce auxquelles la rectification de rdlipse pourra être opérée.
â86. Rectification de la cycloïde. — On appelle cyclolde la courbe engendrée par un point donné d*une circonférence qui roule sans glisser sur une droite fixe indéfinie qu on nomme base. On voit facilement que les coordonnées d'un point M en fonction de l'angle t dont aura tourné la circonférence sont données par les formules
\ œ =1 a[t — sin/), ] y = a(i — cos^),
dans lesquelles a désigne le rayon du cercle. On suppose les axes rectangulaires et Ton prend pour axe des x la base de la roulette et pour origine la position du point décrivant au moment où il est sur O^r.
On en déduit
dx =z a{\ — cosO dt, dy =z a sin tdl.
Donc
ds^ = 2^2(1 — cos t)df^
= \a^ sin^ idl\
ds =z 2a sin - dt.
.zîn
on a donc pour l'arc, en intégrant.
s = — 4a ces ^ + C.
A Torigine de lare on a
d'où, on éliminant la constante,
=z Aa(i — ces -\z=zSa sin'
Pour obtenir la longueur d'une des branches de la cycloiVk*! il suffit de faire / = 2^, ce qui donne
Tanqeiile et normale en coordonnées rectilif|ties
:287. 11 a été démontré au n** 2 que le coefficient ungulaire de la tangente à une courbe plane est égal à la (li'i[vt''0 de l'ordonnée prise par rapport à Tabscisse. L'équatiiui do la tangente en un point (x,^, //o) de la courbe sera donc
ou
y — .vo _ ^ — ^0
I2Utt. La normale en un point, c'est-à-dire la perpemlirulaire à la tangente au point de contact, aura pour équation, si les coordonnées sont rectangulaires,
ou
(^ — ''o) ^^0 4- (y — yo) ^^0 = o»
et, si les axes de coordonnées sont obliques et font un an^^lr^, [ce — a?o) {dx^ + dy^^ cos6) + (V — ^o) WVo 4" ^''o cos 6) — u. Exercice. — Démontrer que, dans la chaînette,
la projeclion de lordonnée sur la normale est coiistanle.
tilM. Théorème. — Sur un arc de courbe^ il existe en général un point au moins^ oi) la tangente est paraVèle à la torde de Carc.
Soient en effet x, // = / [x) et .r -+- A, y -h /• = / [x -f- h». les coordonnées des extrémités de lare; le coefficient angulaire de la corde sera
or si, le long de Tare, on peut appliquer à la fonction / [S , le théorème des accroissements finis, on aura
et par suite le coefficient angulaire de la corde pourra sVcriro
c'est-à-dire qu'il sera égal à uae des valeurs que prend, en vertu de l'hypothèse sur la continuité de/"(.r), la dérivée /' (x) entre les valeurs extrêmes f (x) et/' (x + h).
•290. Exemple. — L'équation de la tangente à la cycloïde au point M s'obtient immédiatement en prenant les valeurs de dx, dt/, trouvées à la page précédente
/i j\ sin/ r fi • .
y — a il — cos t) = \x — ail — sni / .- : .
^ ^ '^ i — cos r ^
On voit que cette droite passe par le point
œ = al, y =1 2a ;
c'est le point V le plus haut de la circonférence roulante qui |)asse par le point iM. La tangente est donc MP. Kn particulier au point 0, la tangente est Oy. La forme de la courbe en résulte immédiatement.
La normale, qui a pour équation
[x — a{t — sin /)] (i — ces t) + sin / [y — a{i — ces /)] = o,
passe au point {œ = «/, y = o), où la circonférence touche Taxe des x.
Autres formes des équations de la tangente
29 1 • Dans le cas où la courbe est donnée par Téquation (1 ) , le théorème relatif aux fonctions implicites (n* 92) permet d'écrire
Téquation de la tangente sera donc
{^ - ^o) rio + (y - yo) no = ^ » W
celle de la normale, sera
0 _ .y — .Vo
' ^0 'yo
si les coordonnées sont rectangulaires, ou si les coordonnées sont obliques,
'^' — '^•■. _ y - .Vn
L'équation (il) peut s'écrire
^/ïo + y^o - ^o/"iô - y^r'y, = o. (H)
Introduisons maintenant les coordonnées homogènes, et soit
Téquation de la courbe donnée. Le point x^, y^, de la courbe peut être considéré comme ayant pour coordonnées
homogènes une valeur constante quelconque, Zq pour Z, el pour ses autres coordonnées
de telle sorte que
\ Yo=yoZo^
et Téquation de la tangente peut s'écrire, d'après (12)
or le théorème des fonctions homogènes, n* 184, nous a appris que, en appelant m le degré d'homogénéité de
^oK, + YoF;^ + ZoF,; = mF (Xo, Y^, ZJ = o (13)
le second membre étant nul, parce que le point X^, Y^, Z^,, est sur la courbe.
On tire de là
et Téquation de la tangente devient
ou rnfin
iK+2^<.+n = -^
xF:;, + yf;, + zf^ = o.
ims. Exemple. — La courbe y =-x tang - a pour équa-
IJou en coordonnées homogènes Y = X tang ^ ; sa tangente
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au point Xq, Y^, Z^, aura donc pour équation
x/tang|^-— ^^\--Y+— 4- = o.
â93. Si Ton exprime que la droite précédente (14) passe en un point P donné (a, g, y), on trouve Téquation
qui exprime que le point de contact d'une tangente issue du point P se trouve sur la courbe
«Fx + PF^ + Y^z = o. (15)
Dans les cas où la courbe donnée est algébrique de degré m, Téquation précédente représente une courbe de degré m — 1, qu'on appelle la première polaire du point P. Elle coupe la courbe donnée en f)i{m — 1) points, qui sont les points de contact des tangentes menées par P à la courbe donnée, d*oii ce théorème :
Les points de contact des tangentes issues d^un point à une courbe algébrique de degré m sont sur une courbe cUgêbrique de degré m — 1 .
Et comme la coordonnée 7 de P peut être nulle, on voit que
Les points de contact des tangentes menées à une courbe algébrique^ d ordre m, parallèlement à une direction donnée, sont sur une courbe algébrique d ordre m (m — 1).
294. Dans le cas particulier où m = 2, les dérivées qui figurent dans Téquation sont aussi du premier degré ; cette équation représente la polaire, ou la corde de contact des tangentes issues de P à la conique. Le lecteur vérifiera sans peine que, dans ce cas, Téquation de la tangente peut aussi s'écrire
\K + y.f; + 'A,vi = o. (16)
Points singuliei^
295. Tout ce qui a été dit dans les n°' 291 et suivants suppose essentiellement que la tangente au point M de la courbe soit unique et bien déterminée. Dans ce cas, le point M est dit simple ou ordinaire. Or cela ne saurait être si Ton a en même temps
ou, en employant les coordonnées homogènes,
Fx,{Xo,Yo,Zo)z=.o, F;^(Xo,Yo,Zo):=o, F^^(Xo, Y„/ZJ = o.(18)
Dans ce cas, les équations (11) et (14) deviennent indéterminées, et le point M est dit point singulier. Il faut alors refaire la théorie.
Soit donc
Téquation de la courbe, et supposons que toutes les dérivées partielles, jusqu'à Tordre/? — 1, soient nulles poura: = jtq, y = y^, et que celles de Tordre p ne soient pas toutes nulles, comme l'exprime le tableau suivant
/"xo («?oi yo) = o. fvo (^01 yo) = o^
r;'/iV(^o. yo) = o, f^^-j^ [X,, y,\ ..., /;^-JK«?o. yo) = <>;
alors le point M (.rQ, y^) sera dit un joom/ multiple d'ordre p. Cela posé, soit
y - yo — À(./r — x^), (17)
l'équation d'une sécante passant en M. Ses points «le rencontre avec la courbe seront donnés par l'équation pr^rt'dente et par Téquatiôn (1); ea éliminant y, on aura réqu^lion aux abscisses
/"[•^S-Vo + ^G^ — ^o)] = û.
Posons
l'équation précédente devient
r{^Q + h, yo + k)=z o.
Nous supposerons que la fonction remplit les condilinns requises pour appliquer le théorème de Taylor, n" 170; en remarqu^ant que toutes les dérivées, jusqu'à Tordre p quUisivement, sont nulles, nous aurons
Rp est le reste de la série et est de degré jo -+ 1 au moins par rapport à A et à k. Remettons XA à la place de A\ «Ihii^ l'équation précédente, on voit qu'elle donne p racines nulles pour A; donc la droite (17) rencontre la courbo m /t points, confondus avec le point M. Après suppression de ces p racines nulles, l'équation (18) devient
ri 74 (^'-0^ yo) + p>4-',, (^0. 3/0) + . . . -i • ^Yjf V«, I/o). +h\y. = - 1 '^+
pour que la sécante devienne tangente, il faut qu'un nom < au point de rencontre avec la courbe vienne ofi M, ou qm* l'équation (19) ait une nouvelle racine nulle, ce qui dniinr-
r|(^o. yo) + pVi?-«J.yo. ^0) + ... + ^Y|(.ro>yo) -^- :^'i-
Cette équation en X est l'équation aux coefficients angulïiircs
des p tangentes à la courbe au point M, et Ton aurait l'équation de l'ensemble des p tangentes en éliminant X entre cette équation et Téquation (17); mais celte manière de parler suppose qu'il y a eflectivemenl p branches de courbe passant en M. Nous aurons à examiner ce point de plus près; mais auparavant et pour n'avoir pas à faire une double étude, nous considérerons le cas particulier où le point M est rejeté à l'infini.
Théorie des asymptotes
297. Une courbe (C) est dite asymptote à une courbe (C), si la plus courte distance d'un point M de (C) à (C) tend vers zéro, lorsque M s'éloigne indéfiniment sur (C).
Les courbes étudiées le plus ordinairement comme asymptotes sont la droite, le cercle, la parabole. Nous ne nous occuperons, dans ce paragraphe, que des droites asymptotes, d'où Ton peut d'ailleurs, par des transformations connues, passer au cercle et à la parabole. Soit à déterminer une
Fkj. 8.
asymptote A de la courbe (C); par définition, la distance MP de M à A doit tendre vers zéro lorsque M s'éloigne à l'infini sur la courbe, et Ton peut remarquer que la distance de M à la droite peut être comptée parallèlement à toute direction MQ, qui fait avec A un angle déterminé non nul. Si donc on cherche d'abord les asymptotes parallèles à Oy, on pourra compter la distance MQ parallèlement à Ox, et le problème sera ramené au suivant : chercher s'il existe des quantités finies a telles que, x étant Tabscisse du point M, la différence .r — a
tende vers zéro lorsque y devient infinie, ou encore chercher les valeurs finies de x qui rendent y infinie. Au lieu
de rendre y infinie, on rend - nulle, et le problème est
ramené à un problème d'algèbre bien connu.
Cherchons maintenant les asymptotes non parallèles à Oy ; la distance MQ sera prise ici parallèlement à Oy ; si
Y = car + c/
est l'équation de Tasymptote inconnue, et si y est lordonnée de M correspondantà la même abscisse que celle du point Q, il faudra déterminer c et d par la condition que // — Y ou
y — ex — d tende vers zéro en môme temps que — Dans
les mêmes conditions, l'expression '^ — tend vers
zéro, ce qui exige, comme rf est finie, que
e=lim^; (21)
Cette équation montre que les coefficients angulaires des asymptotes sont les mêmes que ceux des droites qui joignent Porigine aux points M rejetés à P infini.
Le coefficient angulaire c étant déterminé, on aura d par la même condition que y — ex — d tende vers zéro, c'està-dire que
rf= limfy — ex). (22)
:298. ExEMPi.Es. — 1** La courbe
appelée strophoTde, admet comme asymptote la droite x= — a, parce que x = — a rend // infini.
2° Soit la courbe
Comme asymptote parallèle à Oy, nous trouvons jr = — t : pour avoir les autres, calculons ^ :
Pour j- = oc , le second membre prend la valeur 3, qui est donc le coefficient angulaire de Tasymptote non parallèle à 0^'. L'ordonnée à Torigine se trouvera en cherchant la limite de
3a?» — 2a? — 1 ., 5ar + 1
La limite est — 5, et l'équation de cette asymptote
3*" Considérons enfin la courbe qui a pour équation
y zrr v^a?» — '6x^ — 1 — \lx^ + X + 1. (24)
La formule du binôme généralisé (n'' 157) nous donne
8 étant finie lorsque x est infinie. De même
Portons ces valeurs dans l'équation (24) et simplifions. Il vient
6' restant finie lorsque x est infinie. Si x devient infinie par valeurs positives, il faut, dans la parenthèse ambiguë, prendre le signe +, ce qui donne
pour première asymptote. Si j: = — oo , il faut prendre le signe — , ce qui donne pour Téquation de la courbe
et il est évident que
est une seconde asymptote ; car la différence - entre lor-
donnée de la courbe et l'ordonnée de l'asymptote tend vers zéro lorsque x devient infinie.
résulte de la définition que si
est une asymptote, l'ordonnée de la courbe peut toujours s'écrire
y = co? + rf+ V,
V tendant vers zéro avec -•
300. Nous avons appris à trouver les asymptotes; mais il faut faire ici la môme remarque que pour les tangentes des points singuliers. L'existence de l'asymptote n'entraîne pas
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forcémeDt celle d^ane branche de coarbe correspondante, et il faudra une étude plus approfondie pour savoir s'il y a en réalité une succession de points se rapprochant indéfiniment de Tasymptote, lorsque x ou y deviennent infinies. Pour ne pas avoir à y revenir, nous remarquerons que la question se pose ainsi : soit
y — ex — d r=: l et •^" = 7' i^)
L'équation
/•(i,f + rf+e) = o, (26)
qu'on déduit de l'équation (1) en y remplaçant x et y par leurs valeurs tirées des relations (25), admet-elle pour t etî des solutions simultanées infiniment petites ?
Cas dks courbes algébriques. — Si Téquation
est algébrique, on peut l'ordonner par rapport aux puissances
ascendantes de -
sous cette forme, on voit que les valeurs finies de x qui rendent y infinie sont racines de Téquation
rp (^) = o.
Soit a une racine de cette équation; la droite
sera une asymptote parallèle à Oy.
Ordonnonis maintenant Téquation (1) en groupes homo-
gènes de degrés décroissants
9p(a:, y) désignant un polynôme homogène de degré />. En divisant par x"", cette équation devient
et les valeurs finies de *^' qui correspondent à x infinie, seront les racines de
Soit c une racine de cette équation; il reste à trouver la Haute de y — ex. Pour cela, on posera
t/ — ex ^Z, ou
or 0?
Portant cette valeur dans (28) et ordonnant par rapport aux
puissances ascendantes de -> on trouve
et les valeurs finies de rf, qui correspondent à x inlinie, seront obtenues en égalant à zéro le premier des coefficients de cette
équation en-? qui ne s annule pas. Dans le cas général, on
aura donc, en appelant d la limite de 3,
30â. Théorèmk. — Lorsque la tangente au point qui s'éloigne à rinfini tend vers une position déterminée^ cette position est rasymptote.
En effet Téquation de la tangente est
Supposons que le point x^^ y^, s'éloigne à Tinfini et que
-t^ ail une limite c; on a vu n® 193 que '^ a alors la même dx,, ^ x^
limite. Donc la direction limite de la tangente est celle de
Tasymptote ; quant à son ordonnée à Torigine
elle peut s'écrire, en désignant les dérivées par des lettres accentuées
xl \ xj
et, si elle a une limite, en vertu du même théorème, l'expression
^ = y.^cx.
aura aussi la môme limite, qui est bien l'ordonnée à rorigine de Tasymptote.
303. Il importe de montrer qu'il peut y avoir des asymptotes qui ne sont pas limites de tangentes. L'exemple de la
sin X courbe y = — — est classique. Pour j:r = oo , le sinus oscille
entre — 1 et + 1 , tandis que le dénominateur croit à rinfini ;
y tend donc vers zéro, et l*axe des x est une asymptote ver*ï laquelle tend la courbe en la traversant par des sinuosilô^ de moins en moins amples. Le coefficient angulaire de Li tangente
dy x coSvC — sina: cos.t sin.r
dx »/'* X x^
tend vers zéro ; mais l'ordonnée à Torigine dxi , 2 sin â?
est indéterminée.
304. Emploi des coordonnéks noMOGèNEs. — Plusieurs des résultats précédents se présentent très simplement lorsqu'on emploie les coordonnées homogènes. Nous nou^ bornerons au cas des courbes algébriques. Dans ce cas, Téquation (27) devient, après substitution des coordonnéfs homogènes,
X, Y) 4- Zç>.,>, (X, Yj + ZV-2 (X, Y) + ... - o
Les points à Tinfini étant caractérisés par un Z nul, h' rapport de leurs deux autres coordonnées sera donné pur Téquation
Cette équation s'écrit en mettant en évidence les facteurs X , Y
XnVi(X, Y) = o,
ce qui impose a facteurs X nuls (Y est alors différent <l<^ zéro) et 3 facteurs Y nuls (X est alors différent de zéro). Un obtient ainsi a points à l'infini dans une direction parallMe à OY et g points à l'infini sur des parallèles à OX. Il reslo m — a — ;3 directions asymptotiqucs non parallèles aux axes dont les coefficients angulaires sont les racines J<*
réqoation
Pour avoir les asymptotes correspondantes, nous les considérerons comme limites de tangentes^ ce qui est toujours permis dans les courbes algébriques. La tangente en un point ayant pour équation (14)
comme on a ici
Fi = 9«_^ -f 2Z ^«-a -f ...,
lasymptote qui correspond à Zq = o et qui a pour coeffi-
cient angulaire c = «r? aura pour équation
^ rfy.„ (X,, Y,) ^ ^ d^^ {\, Y,) ^ ^^^^^ ^^^^ y^^ ^ ^ j3(,.
C'est, sous une autre forme, le résultat déj^à obtenu; car si Ton fait X^ = 1, Yo = c, Tordonnée à Torigine de la droite précédente prend précisément la valeur Jonnée page 299. Quant au coefficient angulaire
rfX„
drf„
rfYo
il est égal à ^^ en vertu de Tégalité d'Euler relative aux
fonctions homogènes
Si réquation (30) prenait une forme illusoire, le point à l'infini serait singulier, et on lèverait l'indétermination en employant une méthode calquée sur celle de la page 292.
305. Les résultats, rappelés au paragraphe précédent, sont susceptibles d'un énoncé absolument géométrique, si Ton convient de dire que Z = o caractérise la droite à rinfini. Alors nous venons d'étudier simplement la nature des points de rencontre d'une courbe avec la droite à l'infini et les tangentes en ces points. Ce nouveau point de vue permettra d'assimiler les points à Tinfini aux points situés h distance finie, et ces points pourront être classés, comme nous allons le faire pour les autres, en points ordinaires, points d'inflexion, doubles, triples, de rebroussement, etc.
306. On peut aussi démontrer que les formules, utilisées plus haut, aux notations près
reviennent à une simple mise en perspective de la courbe.
FiG. 9.
Soit en efl'et 0 le point de vue projeté sur un plan horizon-
tal en o et sur le tableau en o\ de manière qtie
m un point du plan horizontal projeté à partir de 0 en m\ Les axes étant indiqués sur la figure, on aura
op op » .y
-^ = -^ ou y = a -
pm 0(1) "^ X
o'p op , .y'
D'où, en multipliant,
= ab.
Pour a == 6 =;= 1, on retombe bien sur les formules mises au début de ce paragraphe. Ainsi à un point rn correspond un seul point m, et réciproquement; mais, si m s'éloigne à
rinfini dans une direction telle que lim^==c, m tend vers
un point situé sur oy\ qui a pour ordonnée c, et, comme on vérifie sans peine qu'à la tangente d'équation
^"'^ dx^^ ^ dx correspond la tangente d'équation
dx ' '^ dx
il en résulte que Tétude du point à l'infini et de l'asymptote ou des asymptotes est encore, par cette transformation, ramenée à l'étude d'un point situé à distance finie, les singularités se correspondant.
Étude d'une courbe aulour d'un point singulier
:107. Nous avons donné (n*' 295 et 296) les conditions analytiques pour qu'un point soit singulier. Voici quelques considérations géométriques qui feront mieux comprendre les définitions données plus haut.
Si toute sécante, qui passe à une distance infiniment petite d'un point M, rencontre la courbe en des points dont un seul soit infiniment voisin de M, le point M est simple. Si la sécante coupe la courbe en des points dont p soient infiniment voisins de M, le point est multiple d'ordre p. Dans ce cas, une sécante passant au point M coupe la courbe en p points, dont les coordonnées coïncident avec celles du point M; c'est ce que nous avons exprimé plus haut en disant que la sécante avait jo points confondus avec le point M (Voir aussi le théorème énoncé à la fin du n° 309 ).
Les dispositions de figures ci-dessous ont reçu les noms suivants
M Point d arrêt
Point double.
Poiat de rebroussement de première espèce.
Point de rebroussement deuxième espèce.
FiG. 10.
CALCUL IXriSITifeSLHAL.
Point saillant.
ao6
En général, en un point multiple d'ordre p se croisent p branches de courbe; mais plusieurs de ces branches ou même toutes peuvent être imaginaires. L'apparence géométrique ne correspond plus alors au fait analytique; mais, dans la pratique, cela ne peut introduire de confusion. Lorsque toutes les branches, qui passent en un point réel de la courbe, sont imaginaires, le point est dit isolé; on emploie aussi les locutions point double imaginaire, point multiple imaginaire.
Afin de ne pas avoir à revenir sur les points singuliers
autres que les points multiples, je traiterai immédiatement
trois exemples :
V La courbe y = ^' a un point d'arrêt à Torigine; car, pour X infiniment petit négatif, l'ordonnée y est nulle, tandis que, pour x infiniment petit positif, y est infini. On peut donc dire que la courbe a un point d'arrêt à l'origine pour sa branche qui vient de gauche, et même un point d'arrêt à l'infini, dans la direction de oy, pour sa branche
Fio. 11.
de droite; mais cctlc dernière désignation a quelque chose de forcé et est peu employée. On emploie plus souvent les mots de point multiple à l'infini, point de rebroussement à l'infini; ces expressions correspondent aux dispositions que présentent les points de même nom, à distance finie, lorsqu'on fait une perspective de la courbe sur un plan parallèle au rayon qui va de l'œil au point M. Au fond, ce sont de pures désignations analytiques.
2® La courbe qui a pour équation
3ri7
présente un point saillant à Torigine. Le coefficient angulaire de la tangente en 0,
i +e^ a pour valeur zéro, si x = -[-zéro, et -h 1 si .r = — zéro.
FiG. 12.
Les exemples (juo nous venons de donner se rapportent à des courbes transcendantes.
Les courbes algébriques ne jjrésentent ni point (Carrét ni point saillant, — Filles n'ont pas de points d'arrêt parce que l'ordonnée est une fonction continue de Tabscisse ; elli*s n'ont 4)as do points saillants puisque, si Ton élimine // enlj<* Téquation de la conrho et Téqualion
n + yTy = o,
qui fait connaître le coefficient angulaire f/ de la tangente, on obtient une équation algébrique entre x et //, d'où il résulte que ce coefficient angulaire est une fonction continue de Tabscisse.
3" Considérons enfin la courbe représentée par l'équation
le radical ayant sa valeur arithmétique. C'est une demicirconférence dont le centre est h l'orig^ine et dont le diamètre limite est sur o,r\ les extrémités de ce diamètre pourraient (>tre prises comme points d'arrêt de la courbe. Mais, en réalité, nous n'avons là qu'une portion de la circonférence
et si, pour l'aspect géométrique, on a des points d'arrêt, ces points sont évidemment d'une nature tout autre que ceux considérés dans les deux premiers exemples. Dans le premier exemple, la fonction y éprouvait une véritable discontinuité; il en est de mt^me pour la dérivée dans le second exemple.
Dans tout ce qui suivra, nous ne considérerons désormais que des fonctions continues, ou au moins nous ne considérerons les fonctions que dans les intervalles où elles sont continues ; plus exactement nous supposerons toujours que ces fonctions peuvent être développées en série, dans ces intervalles, par la formule de Taylor.
308. D'après nos définitions, un point singulier est un point où la tangente n'a pas une équation unique et bien déterminée. 11 est essentiel d'ajouter que cette définition suppose essentiellement les coordonnées rectilignes. Deux exemples feront mieux comprendre notre pensée. V La courbe
__ 14-^ cQs fa) ^ "" 1 — 2sino)
présente un point double. Mais ce point s'obtient par deux valeurs différentes de <•), savoir
0)==- et ^ = -[^'
chacune de ces valeurs donne, comme Ton sait, une forme bien déterminée pour Téquation de la tangente. Si Ton cherchait Téquation de cette courbe en coordonnées rectilignes, les deux points, provenant de ces valeurs de w, seraient confondus, et pour ce point Ton aurait
r{a',y) = o, n = o, ry = o,
2° Le môme incident se présente avec la courbe déterminée par les deux équations
x-ii-^ J
Si Ton donne h t les deux valeurs
les deux coordonnées du point M prennent les valeurs
Lorsque / varie de — oo à H- oo , la courbe passe donc deux fois au point dont les coordonnées viennent d'être données; mais les valeurs do dx et de rfy sont parfaitement déterminées pour /' et pour t" \ les deux tangentes au point double sont donc bien déterminées et indépendamment Tune de Tautre. Formons, au contraire, Téquation en coordonnées rectilignes de la courbe, par l'élimination de /entre les équations (31); on trouve
r [x, y) = xV + 2a. (y -j- 2) ^ (1/ H- 2)2 = o,
et au point
on a évidemment
En coordonnées rectilignes, l'équation ordinaire de la tangente est indéterminée .
Cest un des problèmes les plus intéressants et les plus importants de l'analyse que celui qui consiste à séparer les branches qui se croisent aux points multiples, ou encore à ramener Tétude des fonctions à singularités à colle des fonctions sans singularités. Cette étude se rattache à une notion nouvelle relative aux courbes, celle du genre, dont nous parlerons plus loin.
Le problème que nous traitons ici est plus simple; nous voulions seulement faire observer que la difficulté que nous avions à lever peut souvent tenir au choix des coordonnées et ne pas être inhérente au problème de géométrie, auquel le calcul a été appliqué.
309. Une dernière remarque préliminaire sera utile. Nous avons déjà vu que Tétude des branches infinies se ramène à la recherche des solutions infiniment petites d'une certaine équation (26). Il en est de môme pour les branches des courbes qui passent en un point singulier. L'équation (19) fait connaître les valeurs de A, qui correspondent à chaque valeur de X, et le problème qui se pose est de savoir si, pour des valeurs de X infiniment voisines des racines de Téquation (20), il existe des valeurs infiniment petites de h, et quelle est la nature de ces valeurs. Soit X, une racine de l'équation (20) ; si Ton pose
on obtient une équation entre s et A, dont il faut, comme pour l'équation (26), trouver les solutions infiniment petites. La méthode que nous allons employer est donc absolument générale et s'applique toutes les fois qu'on a à chercher les solutions infiniment petites d'une équation de la
forme
où le premier membre désigne une série convergente, sans terme constant, ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables. On suppose, de plus, qu'il y a toujours un terme indépendant de x et un terme indépendant de y ; sans quoi y ou X serait en facteur et devrait être supprimé. La méthode est fondée sur ce principe que l'égalité ne peut s'établir qu'entre infiniment petits de même ordre; il s'ensuit évidemment qu'il y aura toujours deux termes, au moins, de chaque ordre, et en particulier de l'ordre moindre. En écrivant cela, et en prenant y comme infîniment petit principal, on obtiendra les valeurs principales de l'infiniment petit x\ mais, comme plusieurs racines différentes x\ x\ x\ peuvent avoir la môme valeur principale x^^ il faudra poser de nouveau
^ = 07^ 4- YJ,
Yî étant un nouvel infiniment petit, dont la valeur principale se déterminera comme ci-dessus.
Nous admettrons comme démontré le théorème suivant : Soit l'équation
SAflef,a?«yP = o,
dont le premier membre de la quelle S est une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables; si, pour a:= o, cette équation admet p racines nulles en y, pour x infiniment petit, l'équation admettra p racines infiniment petites en y, développables en séries convergentes suivant les puissances ascendantes de x,
310. Pour plus de clarté, je resterai dans les termes du problème posé, n" 296, en simplifiant seulement les notations. Supposons d'abord les axes transportés parallèlement à eux-mêmes, de manière que l'origine se trouve au point ^0» yo» ^® 9^^ revient à supposer
«0 = ^^ yo = ^-
L'équation (17) représente maintenant une droite passant par l'origine
et Téquation (19) aux abscisses de ses points de rencontre avec la courbe pourra s'écrire
X étant donnée, à une valeur de x correspondra par l'équation (32), une seule valeur de y, donc un seul point de rencontre et le nombre des racines réelles de réquation (33) sera le nombre exact des points réels communs à la sécante et à la courbe.
L'équation (20), aux coefficients angulaires des tangentes, s'écrit ici
(p(X)=io; (34)
elle est, par hypothèse, de degré y^, et l'étude qui nous reste à faire est différente, suivant qu'il s'agit de racines simples ou multiples de ^(X).
31 1. V Soit X, une racine réelle simple de cette équation correspondant à la tangente OT; cette racine peut aussi annuler un certain nombre de coefficients des puissances de X ; soit x^g (X) le premier des coefficients qui ne s'annule pas, et soit enfin
X — X^ = e, q> (Xj = eo^ (X),
£ désignant un infiniment petit, et Ç| (X) ne s'annulant pas pour X = X|. L'équation (33), réduite à ses termes d'ordre moindre, s'écrira
6çp^(X,)-f ^*^(XJ--=o; (35)
en effet tous les termes négligés contiennent soit des puissances de a: ou de c supérieures à celles conservées, soit des produits de puissances moindres de x^ par des termes qui
contiennent s en facteur. C'est celte équation qui fait connaître les points de rencontre de la courbe et de la sécante y = (X, + s) X, infiniment voisine de OT. Deux cas sont à distinguer : si a est impair, Téquation (35) fait connaître^ pour toute valeur de s, une seule valeur réelle de x^ et cette valeur change de signe avec e, c'est-à-dire lorsque la sécante passe d'un côté à Tautre de la tangente. Si, par exemple^ ?i (^m) ^^ 9K^\) s^^* d^ signes contraires, s et a: sont de mômes signes, et Ton a la disposition de figure ci-dessous
Fio. 13.
Si ?i(X,) et jr(/M) sont de mômes signes, la courbe est audessous de sa tangente.
Fio. 14.
Soit maintenant a pair. Pour que Téquation (35) donne des racines réelles, il faut que e<pi(Xi) et g{\i^ soient de signes contraires, ce qui ne pourra arriver que pour un des deux signes possibles de e. Si c'est pour £ positif, les sécantes qui, à droite de Torigine, sont au-dessus de la tangente, couperont la courbe en deux points situés de part et d'autre de Torigine, et la branche de courbe présentera la disposi-
tion suivauto
Fio. 15.
Si les deux valeurs réelles de jt correspondent à £ négatif, la branche de courbe se présente comme ci-dessous.
Fui. 16.
Lorsqu'on obtient cette disposition de figure et que la branche de courbe M,OMo est la seule réelle passant en 0, on dit que le point 0 est un pôini d^ inflexion, La courbe traverse sa tangente ; trois points d'intersections de la sécante MoOM^ avec la courbe sont confondus en un seul 0. Ce point peut d'ailleurs être simple ou multiple.
312* 2"* Soit maintenant X2 une racine double de Téquation (34). Nous poserons encore
A = Xa 4-
? (X) = s»cp, (X),
ç.2(>v) n étant pas divisible par X — A2 = £- Ici l'équalioD qu'on obtient en prenant dans (33) les termes de degrés moindres est un peu plus compliquée que (35), parce qu'on ignore de quel ordre est x par rapport à s ; il faut donc
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conserver, outre les termes conservés dans (35), le lermi* de degré moindre qui contient s multiplié par une puîssanct* de X, L'équation aux valeurs principales des infinimenl peliU sera donc
« et nécessairement Ton a
sans quoi le terme du milieu n aurait pas été conservé.
Les termes de Téquation (36) sont infiniment grands, |)ar rapport à ceux de l'équation (33) que nous avons np^tîg(^s; mais rien ne prouve qu'ils soient tous les trois d'un même ordre. Tout ce qu'on sait, c'est qu'il y en a au moins diuix de Tordre moindre, et que, s'il n'y en a que deux, le troisit-me est d'ordre supérieur et doit être négligé. D'où ptusitMirs essais à faire pour grouper ces trois termes; la discus^^îon conduit aux trois hypothèses suivantes :
Première hypothèse : a < 2g. — Le seul groupement possible est celui où le premier et le dernier terme noiit de
même ordre [x de l'ordre - par rapport à s); Téqualion (3(î)
se réduit à
*S(^a) + ^-V ('li— o,
d'où l'on tire pour x une valeur de la forme
X =z (Ac»)«.
Si a est pair et A négatif, il n'existe de valeurs réelles Je j^ pour aucune valeur de s, c'est-à-dire que, pour aucune sécante passant par 0 et voisine de la tangente de coeflicient Xo, il n'existe de point réel ; les a racines et les deux branches correspondantes sont imaginaires. Si a est pair et A positif, pour toute valeur de s, j- a deux valeurs réelles égales et de signe contraire, et la branche présente la dispo-
sition ci-dessous
Fio. 17.
Si a est impair, quel que soit le signe de s, on trouve une valeur réelle pour j, positive si A est positif, négative dans le cas contraire. C'est le cas du rebroussement de première espèce.
Fio. 18.
Deuxième hypothèse : a > 23- — Les deux groupements exclus dans Thypothèse contraire deviennent ici les seuls possibles, savoir : premier et deuxième termes de même ordre ; l'équation (36) se réduit à
deuxième et troisième, termes de raèm'e ordre, l'équation se réduit à
eTT (X2) + x^-^g [\) = o ; (38)
et chacune de ces équations étant analogue à Téquation [X)] fournit une branche avec une des quatre dispositions dessinées figures 13 à 16. La juxtaposition des branches fournies par
ces deux équations conduira à une des sept dispositions que
VOICI
Vu:. 19.
Troisième hypothhe : a -- 2^. — Les trois termes sont ici de môme ordre, et Téqualion (36) s'écrit en remplaçant a par 2g et divisant par s-
^aW + Y'TlX.j+^-^y^M^o.
Cette équation peut avoir ses racines soit imaginaires, auquel cas il n'existe aucune branche réelle tangente à OT, soit réelles et distinctes, auquel cas Téquation se décompose en deux de la forme x'^ = sB, ce qui conduit, comme dans le cas précédent, à Tune des sept figures 19, soit enfin confondues.
Dans ce dernier cas, l'équation (39) peut s'écrire
rx^
et il semble qu'il n'y ait plus qu'une seule branche réelle tangente à OT. Mais il importe de remarquer que, jusqu'à présent, nous n'avons considéré que les parties principales des infiniment petits; or deux infiniment petits différents peuvent avoir la même partie principale. La question ne s'était pas posée jusqu'ici, parce que les infiniment petits
s'étaient trouvés distingués par leurs parties principales et que nous avions trouvé dans chaque cas deux branches dit férontes correspondant à la racine X^. Ici, les infiniment petits ne sont pas séparés, et le nouveau problème qui se pose est de savoir s'il existe effectivement deux ioliniment petits ayant la même partie principale fournie par Téquation (40). Pour cola, considérant toujours e comme Tinfiniment petit principal, nous poserons
X étant lu partie principale donnée par Téquation (40) et j inliniracnt petit par rapport à x\ Portons cette valeur de j dans l'équation (33), où nous remplaceions aussi X parX^-f-^; nous avons une nouvelle équation entre les infiniment petits x' et s, qu'on traitera comme Téquation (33). En générales deux branches se sépareront dans le cour» de cette nouvelle étude ; mais, si Ton était acculé à la troisième hypothèse que nous venons d'étudier et au cas particulier où Téquation (39' a ses racines égales, il faudrait poser
x" étant la valeur principale do x\ et ainsi de suite. Les deux infiniment petits finiront toujours par se séparer, à moins que la fonction donnée f{x, y) ne contienne un facteur carré qui correspondrait à une courbe double faisant partie de la courbe étudiée.
11 no faudrait pas s'empresser de conclure de la réalité de X donnée par l'équation (40) à la réalité d'une branche correspondante pour toute valeur de s; car il reste à trouver x' et peut-être d'autres termes de cet infiniment petit
Soit, par exemple, la courbe
[y — xY — 2 (^ — x) x^ -[' x^ — x^ — y« = o. On est conduit en posant
>=3 (t + fi) a?
à la première valeur approchée x == s. Soit ensuite
su :=■ x' *\- x" \
on trouve
et Ton voit que e doit fttre positif. On a donc deux valeurs pour x\ d où résultent deux points sur toute sécante passant à Toriginc auKlessus de la tangente. Les valeurs de x sont
et sont positives toutes les deux. On a un rebroussement do seconde espèce.
Ci 13. 3** Il faut maintenant considérer les racines multiples de l'équation (3i), d'ordre de multiplicité supérieur au deuxième. La marche suivie jusqu'ici devient de plus en plus pénible, parce qu'au lieu d'une équation à trois termes, comme l'équation (30), on aura à grouper les termo^ d'une équation à [jl + i termes, si ;j. est le degré de multiplicité de la racine considérée. En pratique, cette équation sera, la plupart du temps, incomplète, et l'on pourra procéder comme précédemment; mais il importe d'avoir unr règle générale pour le cas où le groupement des termes offrirait trop de diflicultés. (^elte règle, qui est due à Newton, est la suivante : soit X' la racine multiple d'ordre |a d<* l'équation (3't), on fait dans Téqualion (33)
soit encore
et* + Ail^-'o;* -{- BcS^ *^a;? -f- ... -f Ki/'o?' f ... + L.r> - o (41
IV^qualion contenant les termes principaux de Téquation (33). ^q liai ion dans laquelle il s'agit de trouver les groupes de termes de Tordre minimum d'infinitude. On trace dans le plan deux axes rectangulaires, et Ton marque dans c-e plan les points qui ont pour coordonnées les deux exposants g et /i dr* X et de £ dans chaque terme. Comme ni a — \\ ni j, ne sont plus on facteur dans Téquation (33), réqualion(Ui conllefidra toujours un terme indépendant de x, et un nglrc de £, c'est-à-dire que, dans le tableau de points précédents, il y en aura toujours un au moins sur Os et un autre sur 0,/". Tous les autres sont, bien entendu, dans Tangle zOi. Cola posé, concevons une droite mobile d'abord dirigée Buivant Oe, et qui s'en détache de manière à pivoter autour de son point A, dans le sens trigonométrique. Arrôtoiis-la an nitmient où elle passe pour la première fois par un des points marqués; dans cette position, elle contient peut-être
Fio. 21.
plusieurs de ces points : soit B le point le plus à droite. La droite AB laisse au-dessus d'elle tous les points qu'elle ne renferme pas. Faisons, do nouveau, pivoter la droite dans le même sens, mais cette fois autour de B, jusqu'à ce qu'elle rencontre un nouveau point; soitC le point le plus à droite parmi ceux qu'elle contient maintenant. Tous les points qui no sont pas sur BC sont au dessus. Faiso.is, de nouveau, pivoter la droite autour de C, et ainsi de suite jusqu'à ce qLi*e!le passe par le point F sur 0^. Nous avons ainsi
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formé une ligne brisée ABCDEF, que nous appellerons polygone de Newton. Tous les points qui n'en font pas partie sont dans la région de langle zOx, qui ne contient pas Torigine.
Nous allons démontrer qu'à chaque côté du polygone correspond un groupement acceptable de termes de l'équation (41), et qu'on aura ainsi tous les groupements ; le coefficient angulaire d'un côté du polygone^ changé de signe, est égal au degré d^infinitude de x, par rapport a s, dans le groupement considéré.
Soit en effet m le degré d'infinitude de x par rapport à £,
c'est-à-dire supposons que -;;; ait une limite finie M non
nulle; un terme quelconque do Téquation (41), Kz^x^ sera de Tordre p + mq et, entre les termes de même ordre, on aura les égalités
d'où Ton tire
qi — q q% — q
Or '- ^ est le coefficient angulaire de la droite qui joint
le point ^;, y, au point /jj, y,; donc tous les points représentatifs des termes d'un même ordre m seront sur une même droite do coefficient angulaire — m. De plus, si — m est le coefficient angulaire d'un des côtés du polygone de Newton, tous les autres termes seront infiniment petits d'ordre supérieur. Soit en effet RsV unt el terme; il sera d'ordre s H- mt^ et la droite de coefficient angulaire — m menée par ce point aura pour équation
elle coupe Os au point M', dont l'ordonnée est
s -\- mi,
CALCUL INFINITÉSIMAL. Si
tandis que le côté du polygone qui a pour équation
e — p r= — m [rc — q) coupe l'axe Ot en un point M ayant pour ordonnée
et situé par construction au-dessous de M'. L'ordre .s- + nd, du terme Rs'./', est donc plus grand que celui du lermo Ks'*./'?. On voit en même temps que si, au contraire, on avait laissé des points au-dessous du polygone de Newton, il leur aurait correspondu des termes d'ordre inférieur à ceux conservés. Le théorème est donc démontré.
3111. Il faut maintenant trouver la limite M du rap-
port — pour le groupement considéré, c'est-à-dire pour la
valeur de m considérée. A chaque point q, /y, situé sur le côlé du polygone de coefficient angulaire — m, correspondra un terme dans l'équation : soit
Ke'V^v + K^tP^afi^ + ■•• + ^^tf'^ccf^
l'ensenihle de ces termes ; en y remplaçant x par Ms"', l'équation (41) se réduit à
KM'' + K,M''i + ... + KpM''? = o, (4^.
après suppression du facteur commun e''^'"^ Dans l'équation (42), les exposants sont rangés en croissant; on peut donc encore diviser par la quantité finie non nulle M% et l'on a enfin l'équation
K + K.M'^'i -^ + ... + KpM''?-'^ = o, (43)
qui donnera, pour M, yp — q valeurs, en général dislinctes, à chacune desquelles correspondra une branche réelle ou
imaginaire tangente à la droite ayant pour coefficient angulaire X'.
Remarquons que q^ — q est précisément la projection sur Os, du côté considéré du polygone de Newton ; l'ensemble des équations analogues à Téquation (43) fera donc connaître, en appelant)., X^, ..., q^, q, ..., v, les abscisses des différents sommets du polygone,
X — X^ + >^ — Xa -f ... + (7p — (jr + ... + V — o,
c'est-à-dire X valeurs de x pour la valeur donnée do s. On verrait de même qu'à une valeur donnée de x correspondent jjL valeurs de s, c'est-à-dire qu'il correspond jx branches à la racine multiple d'ordre \)., Chacune de ces branches peut toucher la tangente en plusieurs points confondus.
Ce qui précède suppose que Téquation (43) ait toutes ses racines distinctes. S'il n'en est pas ainsi, on opérera comme au n" 312 sur l'équation (40) : on posera
x' étant infiniment petit par rapport à la valeur principale X = Me"*, qui vient d'être calculée. On substituera cette valeur de X dans Téquation (33) où X aura été remplacé par X-f- s, et, pour le calcul de x\ on sera ramené à un calcul analogue à celui qui vient d'être effectué.
On réussira donc toujours à séparer les valeurs infiniment petites, si l'équation ne renferme pas un facteur multiple.
31o. Jusqu'à présent nous avons supposé que l'équation (34)
n'avait pas de racines infinies, c'est-à-dire qu'elle était d'un degré égal à l'ordre de multiplicité du point 0, ou encore que la courbe n'avait pas de branche tangente à Oy. Si cet accident se produisait, on lèverait la difficulté par le procédé toujours employé, dans ce cas, en géométrie analytique, qui
consiste à remplacer l'équation
soit par l'équation
x = vy,
soit de préférence par les équations
qui permettent dans tous les cas d'obtenir une équation en p d'un degré égal à Tordre de multiplicité du point.
:I16. Dans ce qui précède, nous n'avons pas distingué le réel de l'imaginaire, et nous avons donné le moyen de séparer dans tous les cas les racines infiniment petites d'une équation.
Mais il est clair que les racines réelles seules donnent des branches de courbe.
Exemple. — Soit la courbe
ce [x^ - yy 4- Axy{x — yY - 4y (2y — 3a?) = o.
V Disposition à /'origine. — Les termes du plus faible degré sont — 4y (2y — 3a:*), d'où deux tangentes : l'axe des X (y = o) ol la droite OA, représentée par {2y — 3x = o). Pour voir comment la courbe se comporte dans le voisinage de Ox^ coupons par
y = tx.
En égalant à zéro les termes infiniment petits de Tordre moindre, nous obtenons Téquation
d où la disposition indiquée par la figure 22.
I LVUide de cetlc courbe a été proposée au concours d'admission à l'École Tï^rmnte en 1888.
jTan^'^n/eOA. — Nous poserons y =(5+ ijx. Les termes infiniment petits à conserver sont ici
d'où la disposition représentée par la figure 23.
2" Branches infinies. — Les termes du plus haut degré étant X {x^ — y'^f, nous trouvons, comme directions asymptotiques Taxe des y, qui est direction simple, et les bissectrices OF et OG, qui sont directions doubles.
Fio. 22. Fio. 23.
Direction asymptotique Oy. — Soit x infiniment petit ; comme y est infiniment grand, nous poserons y = ->» et y'
sera infiniment petit. L'équation entre x et y' devient, en se bornant aux termes d'ordre moindre :
X doit être positif, et il lui correspond deux valeurs pour y\ d'où deux valeurs infiniment grandes pour y. On a donc la disposition de la figure 25.
Fio. 24. Fio. 25.
Direction de la première bissectrice OF. — Posons y=x-|-E, e doit être infiniment petit pour que x soit infiniment grand ; donc OF sera l'asymptote elle-même, et nous poserons
X étant infinimeut petit : Téquation réduite entre x et s sera
Donc X est négatif, quelle que soit la valeur de =, el Ton a la disposition représentée figure 24.
Direction de la deuxième bissectrice OG. — Après avoir constaté que Tasymptote correspondante est rejetée à finfini, posons
X étant un infiniment petit.
Le faisceau des droites qui vont de Torigine aux points de rencontre de la courbe avec la droite (A) a pour équation, après suppression du facteur x -+- y,
^ (^ + y] {^ — yy -f ^xy\ [œ — y)^ — 4y (2^ — 3a;) X* {x + y)» = o.
Une ou plusieurs de ces droites sont très peu inclinées sur la bissectrice; posons donc
i/ = (- ^ + 0 ^■ L'équation, réduite à ses termes d'ordre moindre, devient
Donc X et £ sont de même signe : la droite OP, qui correspond à £ positif, rencontre la courbe sur une droite parallèle à la direction asymptotique qui a une ordonnée à
l'origine r-? infiniment grande et positive. La droite OP', q«i
correspond à s négatif, rencontre la courbe h Tin fini audessous de la bissectrice. D'où la disposition indiquée {fig, 26) (branche parabolique).
La courbe, représentée par la figure 27, s'achèvera aisénient au moyen dés quelques remarques suivantes : les axes, ni leurs bissectrices ne rencontrent la courbe en des points réels à dislance finie; la droite OA rencontre la courbe au
point dont Tabscisse est x =
Les branches de courbe
ne peuvent donc, sauf la branche OE, sortir de l'angle où nous les avons amorcées. Nous représentons, en pointillé, les parties de courbe qui raccordent de la manière la plus simple celles qui sont déjà trouvées.
On peut d ailleurs étudier complètement cette courbe en la coupant par des droites pivotant autour de Torigine ; mais cette discussion sortirait du cadre que nous nous sommes tracé.
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Kepi*ésenlation parabolique de la courbe à l'origine
318. Toute Tétude que nous venons de faire des courbes dans le voisinage d'un point singulier est fondée sur ce théorème, que les valeurs de y peuvent, dans ce voisinage, être développées en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et positives de x. Il importe de donner les premiers termes de ces séries. Pour cela, remarquons que nous avons posé
\i étant une racine de l'équation (34), et que tout Tesprit de la méthode a consisté à trouver la limite du rapport -^ = M.
On tire de là
et c'est la solution du problème, lorsque les diverses valeurs de y — \iX n'ont pas la môme valeur principale. Dans le cas contraire, on pourra poser
g' étant la valeur principale qui vient d'être calculée, et s' une nouvelle inconnue qui se déterminera en fonction de rinfmiment petit x, comme précédemment. En répétant cette opération autant de fois qu'il sera nécessaire, et substituant £ dans (44-), on obtient finalement la valeur de // sous la forme
y = A,x + Kx* + Lx? -f ... (46)
les exposants a, g, ..., étant positifs et croissants.
Ce calcul peut être traduit par Ténoncé géométrique suivant : « Dans le voisinage d'un point singulier, chaque^ branche de courbe peut être remplacée par un arc de parabole facile à construire; Téquation de cet arc de (>arabolf est Téquation (46). »
319. Ainsi, dans Texemple du n* 312 fns, on trouve comme valeur principale de s
posant alors, parce que les deux branches ne sont pas encore séparées,
y = X -\- œ'^ -{- t'x^ on trouve
d'où enfin les deux branches représentées par roquatiou
y =: X '\- x'^ ± x'^ sjx,
3âO. Enfin, dans l'exemple du n° 317, on a trouvé, pour la branche tangente à 0.r,
x^ et la parabole auxiliaire a pour équation
Pour la branche tangente à la droite
on a posé d'où
ce qui donne la parabole
1^ Are, tangente, asymplole et normale
I en coordonnées polaires
tf
l 3:21. Arc. — Pour obtenir la différentielle de Tare en
't coordonnées polaires, il suffit de poser
l' .r = p cosu),
I ^ y = p sinw,
» d'où
\ dx = coswc/p — p sincocfu),
dy = sin w r/p -|- p cos w rfco.
Faisant la somme des carrés et ajoutant, on trouve
ds^ = r/p2 +• p'^cD». (47)
li^t^. Tangente. — L'équation d'une droite en coordonf^ nées polaires est
- 1= A sino) -[- B cos CD. (48)
Exprimons que cette droite passe par les deux points delà courbe infiniment voisins, qui ont pour coordonnées r, a et r -+- df\ a + (h ; nous avons les conditions
- = x\ sin a + B cos a, (49^
. , = A sin (a + rfa) -}- B cos (a + ^«)ï
dont la dernière peut être remplacée par celle qu'on en déduit en en retranchant l'équation (49), et divisant par r/a,
r -^ dr r _ . sin (g + <^«) — sino -^ cos (il + d^) — cos a dx d(x d(x
OU encore
doL
A cos a — B sin a.
Éliminant A et B entre (48), (49) et (50), nous nl>t)Minn.s l'équation de la tangente au point /*, % :
sincD
sina
cos (I)
cos a
cos a — sina
OU en développant
- = - cos((o — a) + ^-j sin(a> — a). i5J)
On déduit de là la sous-tangente en faisant o) = a -h r/ *' *^f'
sous-tang \rj
En faisant p = oc , on aura la valeur cd, de o), qui d^linît lu direction de la tangente
tang(a>, — a)==: — -q- \r)
Appelons V Tangle de la tangente et du rayoîi vreleiit* mené au point de contact ; nous aurons
d*où
tangV = -;-
[Vd\
3^3. Soit, par exemple, Is, spira/e logarith7nîyut\ (jui \\
pour équation
La formule
donne
tang V ~
Donc la spirale logarithmique coupe tous les rayons vecl<'urs issus du pôle sous un angle constant.
:i^4. Asymptote. — Soit a Tangle polaire qui définit une direction asymptotique, c'est-à-dire Tangle fait avec Taxe polaire Ox^ par le rayon vecteur qui joint le pôle 0 au point rojeté à l'infini. L'asymptote correspondante peut être considérée comme une tangente dont le point de contact est rejeté à Tinfini ; Téquation (51) donnera donc immédiate-
ment, en y faisant ^ = o, Téquation de l'asymptote
i=(i)%in(c.-a). (32)
Mais nous avons vu qu'il n'est pas toujours permis de considérer l'asymptote comme limite des positions d'une tangente. Revenons donc à la définition de l'asymptote.
Soit toujours a l'angle polaire définissant la parallèle OH, menée par le pôle à l'asymptote AB. Par définition, la distance MQ, du point M à AB, doit tendre vers zéro. Menons
par 0 une droite qui fasse avec Ox l'angle a + ^; cette droite
COURBES PLANES àH2
coupe Tasymptote en un point C, qu'il suffit de connaîtrtî, i-t
que nous définirons par le segment dirigé OC = d. Puisque MQ tend vers zéro, d sera la limite de la projection ^lu
rayon vecteur OM ou p sur OK, c'est-à-dire qu'on aura
d = lim p cos ( a -|- - — co J»
d =z limp sin(to — a), (5ii,i
et pour équation de Tasymptote
7 = - sm (a> — a).
325. 11 est intéressant de montrer que les formules {'ri) et (Ki) conduisent bien au même résultat, en général, En effet, remarquons que si, dans la formule (52), nous faisons
o> = a -h^' nous obtenons la valeur de rf, c'est l'inverse ilo
(-) ; tout revient donc à démontrer que
limpsin((o — a) = Jïy"
Or on peut écrire, puisque -= o.
sin (u> — g) p sin ((D — a) = •
. sin(o) — a) a> — a
et la limite du second membre est bien ( - j -La seule cnndition pour que cette démonstration soit acceptable i -il que l-j ait une limite bien déterminée lorsque œ («ihI
vers a, c'est-à-dire que la tangente dit une position liraile. C'est la condition déjà trouvée (n^ 302).
3120. On pourrait se demander ici ce qu'il advient lorsque Téquation de la courbe
dont la dilFérentiation est nécessaire pour obtenir la déri-
vée -y^ donne pour cette dérivée une expression indéterminée.
Mais cette étude, peut-être intéressante comme exercice de géométrie, ne révélerait pas d'autres faits analytiques que ceux auxquels nous a conduits l'étude d'une courbe autour d'un point singulier en coordonnées rectilignes. Il n'y a donc pas lieu d'insister.
:i:i7. Normale. — L'équation de la normale s'obtient en cherchant la droite passant par le point /•, a, et qui est perpendiculaire à la tangente. On trouve aisément
- = - cos ((O — a) H — , sin (o) — a).
Pour avoir la sous-normale, on fera w := a + ^» ce qui donne
Ainsi, dans la spirale d' Archimhle ,
p := aco,
la sous-normale est constante.
Coordonnées tangentielles
•i28. La remarque du n° 326 s'applique textuellement à l'équation tangentielle
La (liirérentialion de cette équation, qu'amènera nécessai* rement Tinlerprétation géométrique, conduira à des distinctions dans les propriétés de la courbe représentalive ; mais les faits analytiques concernant la fonction ©(m, v) ne seront pas nouveaux. — Je montrerai seulement, par un exemple, combien les mômes faits analytiqiies peuvent donner lien h des interprétations géométriques dilîérentes. En coordonnées cartésiennes, le fait qu'un système de valeurs Xq, y^^ annule simultanément la fonction f[Xy y), ainsi que ses? dérivées partielles jusqu'à Tordre /> exclusivement, s'est traduit par le langage suivant : En un point singulier, la courba* a^ tangentes distinctes ou confondues, distinctes ou imaginaires. En coordonnées tangentielles, si /^oî^o^^^*^^*'^^^^'"^^^'" tanément la fonction 9 (?^,r) et ses dérivées jusqu'à l'ordre /^ exclusivement, voici, en admettant que les droites de coordonnées u^ V soient les tangentes d'une courbe, quelle sera l'interprétation géométrique : toute tangente singulière est touchée par la courbe en p points distincts ou confondus, réels ou imaginaires. Ainsi, taudis qu'un point d'inllexion n'est pas, au point de vue cartésien, un point singulier, la tangente au point d'intlexion, en coordonnées tangentielles, est une tangente singulière. Au contraire, si le point de rebroussement de première espèce est, en coordonnées cartésiennes, un point singulier, la tangente de ce point, en coordonnées tangentielles, est, en général, une tangente ordinaire.
:3^5>. D'ailleurs on verra, dans le chapitre suivant (n" 3Gi j^ que l'équation tangentielle d'une courbe n'est pas autre chose que l'équation ponctuelle d'une courbe intimement associée k la première et que les |)ropriétés de l'une se déduisent aisément des propriétés de l'autre; en particulier, les faits îi apparence un peu paradoxale que nous venons d'énoncer se trouveront expliqués.
COURBES PLANES {suite) : CONTACT, ENVELOPPES OSCULATION, COURBURE
Définitions
:^30. On dit que deux courbes ont en un point un coniact dt( n"® or(l7*e si elles ont, outre ce point, /i autres points communs infiniment voisins du premier.
3;n. Une courbe d'ordre m est dite oscttlatrice en un point h une courbe d'ordre p [p > w/), lorsqu'elle a avec cette courbe un contact de Tordre le plus grand possible compatible avec le nombre d'arbitraires que son équation renferme.
Ainsi une tangente doit être considérée comme osciilatrice h la courbe en un point ordinaire, parce que deux points (infiniment voisins, ici) suffisent à déterminer une droite. Il peut d'ailleurs arriver que le contact de la tangeute et de la courbe, au point simple, soit d'ordre supérieur au second : c'est ce qui arrive aux points (/'inflexion.
Pour déterminer un cercle, il faut trois points; donc, en un point d'une courbe, il y a toujours un cercle osculateur. Ce cercle a avec la courbe un contact du second ordre. Exceptionnellement ce contact peut être d'ordre plus élevé ; ainsi, au sommet A d'une ellipse, un cercle tangent en A, qui passe par un point B infiniment voisin de A sur l'ellipse, passera aussi par le symétrique B' de B par rapport à Taxe;
il aura donc avec Tellipse quatre points communs, deux en A, plus B et B' ; le contact sera du troisième ordre.
Par contre, s'il y a inflexion, le cercle osculateur dégénère en ligne droite. La parabole osculatrice, en un point d'une courbe, sera déterminée par quatre points infiniment voisins, c'ost-à-dire aura avec la courbe un contact du troisième ordre; Tellipse osculatrice présentera un contact du quatrième ordre, et ainsi de suite.
33â« L'objel du chapitre actuel est de chercher les conditions analytiques de contact et d'oscillation et d'étudier quelques questions se rattachant à ce problème.
Conditions de cfoniael
33«^. Soit une courbe C
et une seconde courbe C dont nous supposerons les coordonnées exprimées en fonction d'un paramètre /
Nous allons exprimer que les a -h 1 points qui correspondent aux valeurs du paramètre
sont sur la courbe C. Posons
les conditions seront
F(/o+A,g^F(V) + A,/oF'(0 + ... + f7|f|^
F(^o + A,0 = F(0+A,^oF'(0 + ... + J7|^
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Retranchons la première (^^quation îles suivantes et divisons-les respectivement par lyl^J, X,Iq, ...; puis faîi^aiis tendre, dans la seconde, \^i^^ vers zéro, de manière qu'elle se r(^duise à
retranchons alors F'(/,i} des n — 2 équations restantes, et
divisons-les respectivement par -^^ —^5 ,..; puis raisons
tendre lJ^y vers zéro de manière k réduire la première de ces équations à
répétons cette opération jusqua épuisement des n -h 1 équations; nous aurorts finalement les conditions cherchées
Fig = o, F'(g.-o. FM^,) = û, ..„ F-M'o) = o-(3)
•i31i. Si maintenant la courbe C et la courbe C sont données par des équations telles que
Jl/ - /i {al (^)
En rempla(^ant la seconde ])ar
on rentrera dans le cas [ïrécédent. Ici lou aura et par conséquent les oniidi lions cherchées seront
:<«I5. Entîn si les deux courbes sont données par les équations
AU-,Y)=o (' W
il faudra d'abord quele point (j:^,, y^ == Y,,) satisfasse aux cond liions
/'(^o»yo) = o, /"iG^oi Yo) =o;
il faudra ensuite, en considérant jc comme la variable indé* pendante, exprimer que
yo — ^0
-/«) — \in)
yo — * 0 • Or on a, en dilTérenliant les équations (6) n fois,
! cV^ ^ ^^ Da?DY ^ r^Y-* ^ ^ c^Y ~ •
Entre les deux premières, on pourra éliminer y^» q^' ^'st égale à Y^ ; j/' étant donnée par une de ces deux équations ^ on portera sa valeur dans les deux suivantes, et l'on éliminera entre ceâ doux équations yJJ = YjJ. De proche en proche, on obtiendra les conditions cherchées
Remarque. — Tout ce qui précède suppose les dérivées non toutes nulles, c'est-à-dire le point simple sur chacune des courbes.
3.I6. TaÉORÈME. — Si deitx courbes ont un contact d'ordre n en un point ordinaire M, on peut trouver deux points N, Nj, infiniment voisins de M,/)m Fun sur la première courbe^ l'autre sur la deuxième^ et tels que leur distance soit d'ordre n + 1 a?/ moins par rapport à MN.
Soient en effet
les équations des deux courbes; x^^ y^, les coordonnées du point M de contact; x, y, celles d'un point N de (C), j:,, y|, celles d'un point Nj de (C,). On peut toujours supposer les axes choisis de manière que Taxe des y fasse un angle fini avec la tangente commune en M. Alors la distance MN se projette suivant un infiniment petit x — Xç^^ de môme ordre que MN. Nous choisirons N,, tel que
La distance NNj sera ainsi égale au module de y — yi, c'est-à-dire à
Or on a, par la formule de Taylor,
f[x) = rM + (0? - X,) r «) + ... +.^7^^ r^u^o)
+i':^2iff+V^-^^w+... (8)
Comme
0? = Xi
et que les conditions de contact sont
su
la soustraction des équations (7) et (8) donnera
ce qui démontre le théorème.
II faut remarquer que le second membre change de sigin^ avec X — Xq, si n est pair. Donc les courbes se traversent air point M si leur contact est d ordre pair, et ne se traverse» t pas dans le cas contraire.
ÎI37. Réciproquement, si l'on peut trouver sur dc/f.r courbes, qui ont un point commun ordinaire M, deux poitUs N et N,, infiniment voisins de M, et tels que leur distanvf^ NN, soit d'ordre n -h 1, par rapport à MN, les deux courbrs mit un contact d'ordre n. Pour le démontrer, on prenrlnt Taxe des y parallèle à P^N^ ; on supposera les équations des courbes sous la forme (4) et (5), et il restera à exprimer qii4^ f{x) — /i(^), c'est-à-dire à cause de (7) et (8),
est du (n + 1)"* ordre par rapport a. x — 0:^, ce qui exige que
fi") {X,) = /•;»' K).
Ce sont bien les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il y ait contact du n"* ordre.
•338. Par exemple, la distance d*un point M' d'une courbe à la tangente au point M infiniment voisin est infiniment petite du second ordre, si Ton "^j^r>-T prend comme infiniment petit principal la FiG 30 distance des deux points de la courbe.
On peut voir géométriquement que cette distance est, en tout cas, d'ordre supérieur au premier. En effet, soit M'P la perpendiculaire abaissée de M', sur la tangente; dans le triangle MM'P, on a
M'P = MM'sinM^,
et comme le sinus est infiniment petit, le théorème est démontré.
Soit N le point d'intersection de MT et de MT'. I^es deux angles en M et M' du triangle NMM' sont en général de môme ordre, ainsi que langle TNT', qui est égal à leur somme. On verra bientôt que ce dernier angle est généralement du premier ordre; il en est de même de TMM', et M'P est du second ordre.
339. il est essentiel d'insister sur ce que le point doit être ordinaire sur chacune des courbes. Ainsi, dans le voisinage de Torigine, pour la.courbe
la dislance d'un point M de la courbe à la tangente en G, c'est-à-dire à Taxe des x^ est représentée par l'ordonnée y. L'élément d'arc ds a pour différentielle sjx*- -+-y^ = \/x- + a:^ = x, en se bornant à la valeur principale ; or l'équation de la courbe
donne
Donc la distance à la tangente est d'ordre ■- etnon d'ordre 2.
Les démonstrations données au commencement du chapitre ne conviennent plus ici ; la formule de Taylor ne s'applique plus, la dérivée seconde de l'ordonnée étant infinie à Torigine.
:I40. Comme application, cherchons les tangentes aux podaires. On sait qu'on appelle ainsi les courbes, lieux des projections orthogonales d*un point fixe 0 sur les tangentes à une courbe (C). Soient MT, MT, deux tangentes à la courbe (C), M, M', leurs points de contact, P, P', les projections de 0 sur ces tangentes. Il faut trouver la position limite de PP', lorsque M' tend vers M. Mais PP' est évidemment du premier ordre par rapport à MM'. Soit MP" la parallèle à M'P' menée par M, P" son point d'intersection avec OM'; P'P" est du second ordre, d'après ce qui précède, et il en est de môme de l'angle P'PP". La position limite d«i PP" est donc la môme que celle de PP'; c'est la tangente en P à la circonférence décrite sur OM comme diamètre.
Cercle oseulateur
341. Proposons-nous de déterminer le cercle osculateur à une courbe définie par les équations
Soit
l'équation du cercle osculateur; les conditions (3), prises en nombre égal au nombre des inconnues a, p, R, seront ici, en écrivant x^ y, au lieu de /(/o)» ? Wi ^^ désignant les dérivées par des lettres accentuées,
(07 — a)a;' + (// — p)./ = o (iO)
La seconde de ces équations montre que le centre (a, ^) du cercle se trouve sur la normale à la [courbe^ en x et y, et la troisième, que ce centre se trouve aussi sur la nornuUe au point infiniment voisin.
On tire des équations (10)
, x'^ + y"' ^ ' co'y" — y'x" 1
[xy — yos)^
xy — yx
Si X est pris comme variable indépendante, la dernière
formule s'écrit
Le centre du cercle osculateur s'appelle aussi ce^itre de courbure; et Ton désigne souvent son rayon sous le nom de rayon de courbure. On verra bientôt la raison de ces dénominations, et nous admettrons provisoirement que les signes des seconds membres dans les formules (12) et (13) sont positifs.
I>es déi'eloppées
342. On appelle développée d'une courbe plane le lieu de ses centres de courbure. Voici quelques exemples importants.
343. Soit à chercher Téquation de la développée de la parabole
Prenons X comme variable indépendante, et calculons ?/,?/ :
dx
En portant ces valeurs dans les formules (H), on obtient, pour les coordonnées du centre L de courbure,
Eu éliminant .r, y, entre ces deux équations et celle de la parabole, on trouve Téquation cherchée
Fio. 31.
Cherchons enfin la développée de la cychnde
j X = a (t — sin/), / y = a (l — cos^^
on a successivement
I X = a{\ ^ cos/),
I y = fl sin t ;
\ x" -=. a sin i,
] y" =z a cos /.
Portons ces valeurs dans les formules (H); les cooidonnées du centre N de courbure deviennent
a = a? 4" ^^ sin ^ =: rt (/ + sin i),
p = y — 2fl (1 — cos ^) = — flr (1 — cos t).
Posons
^ zrr T + TT,
La développée se trouve définie par les équations
X = rt (T — sinT), Y = fl (l — cosT) ;
FiG. 3i.
c'est donc une cycloïde égale à la cycloïde proposée, et Von voit aisément que MH = HN.
346. Théorème. — La développée (fune courbe tovcfu' lotîtes les normales de la courbe au centre de courbure correspondant.
En effet différenlioiis la deuxième équation (10) en y considérant ar, y, a, g comme des fonctions de /, et désignons toujours par des lettres accentuées les dérivées par rapport à /. Nous obtenons, en divisant par dt^
et en retranchant cette équation de la troisième équation (10)
aV + py :=0. (15)
Cette équation exprime que la tangente au point M(a:, y) de la courbe, dont l'équation est (n** 287)
JL
dj/ dx
dt 'di
est perpendiculaire à la tangente au point a, g de la développée, qui a pour équation
Y-p Xd^ "" d^ dt dt
Comme on a déjà prouvé que le point a, 3 est situé sur la normale au point M, le théorème est démontré.
•147. Théorème. — Im longueur d*un arc quelconque de la développée d'une courbe plane est égale à la différence des rayons de courbure de la courbe donnée, qui aboutissent aux extrémités de l'arc de la développée.
En effet la combinaison de la deuxième équation (10), avec la dérivée de la première équation (10), fournit Téquation
a'(a;~a) + p'(y-p) = -RR'. (i6)
L'élimination de x et de y entre les deux équations (15) et (10), où ces quantités figurent d'une manière homogène,
conduit à l'équation
Elevons les équations [16) et (17) au carré, ajoutons-los, et tenons compte de la première équation (10); il vienl
Or soit (7 la longueur d'un arc de développée, compte^ h partir d'une origine arbitraire; on aura (n° 283)
Si R' ne s'annule pas, on peut iixer un signe (qui (U^jm ii<! du ?ens dans lequel on compte les arcs croissants) et érrin* par exemple
D'où
^ - ^0 = R - Ro-
Cette dernière égalité démontre le théorème énoncé.
Remarquk. — Si le rayon de courbure est constant, lare ^ïv développée est nul et se réduit à un point. La circonfrmit*' est donc la seule courbe dont le rayon de courbun suit constant.
•^49. Le théorème précédent explique le nom de dilvoloppée, donné au lieu des centres de courbure. Enroufoiis en effet un fil sur la développée, de manière qu'un de ses points soit fixé en C, et tendons-le de manière qu'il se détachn
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de la courbe en Co, par exemple ; il a k ce moment un point en Mq, et sa longueur est
MoCo + arc C^jCp
Fio. 35.
Développons le fil : je dis que son point M^^ décrira la courbe proposée. En effet, lorsque son point de contact est en C, on a, d'après ce qui précède, et en appelant M le point où le fil tendu coupe la courbe,
MCI — MqCq = arc C„C^ — arc CC, , ou
MC + arc CC^ = M^Co -f- arc CoC, ;
la longueur totale du fil n'a pas changé.
La courbe lieu de M prend, par rapport à Tautre, le nom de développante. Ce qui précède fournit le moyen mécanique de tracer les développantes d'une courbe quelconque; géométriquement, ce sont les trajectoires orthogonales des tangentes à cette courbe.
Des enveloppes
350. Lorsque, dans l'équation d'une courbe, figure un paramètre susceptible de recevoir une infinité de valeurs, toutes les courbes obtenues en faisant varier le paramètre
COURBES PLANES 3.;t
constituent une famille de courbes. Ainsi réquatioii
(i^ -\- ^*y -\' c -^^ A [ax "|- b'y + c') = o, iH
où X désigne un paranu'^lre variable, représente la 1;iiiiillr (les droites qui passent par le point commun aux dnïîh^s
ax -{- hy -{- c = o, ax + b'y -|- c' = o. l\l
De môme Téquation
y =1 mx + R \lm^ + 1 , im)
où m désigne un paramètre variable, représente la In mit le des tangentes au cercle dont Téquation est
.y* + y-« =3 R2. ,2lj
:I5I. Cela posé, considérons une équation
t\x, y, X) = o, '±li
dont le premier membre soit une fonction bien détt^namèp des coordonnées cartésiennes x et y, et d'un paninieli'e variable X.
Pour une valeur particulière X de ce paramètre, 1 éqnaliim (22) représentera une courbe particulière G; et, si on ;illi'îbue ensuite au paramètre une autre valeur X + \h. nn obtiendra une nouvelle courbe C, dont Téquation esl
f\x, y, X + AX) = o. -i-'ï
Désignons par /;?, m\ ..., les points où la seconde (iHirlucoupe la première; on nomme points caractéristiqnr^ Av \i\ courbe e' les positions limites M, M', ..., que prennent 1rs points tn, m\ ..., lorsque X tend vers zéro.
Il est aisé de prouver Texistence des points caractéristiques. En effet, les coordonnées des points m^ m', ..., vériliîiiit h \\\ fois les équations (22) et (2i3), satisferont aussi à riHinaHnii
/•(.y, a?, A 4- AX) — f[x, y, X) ^ ^^^
AX
Si Ton fait tendre AX vers zéro, cette dernière équation deviendra
et les solutions communes aux équations (22) et (25'i seront les coordonnées des points caractéristiques M, M', ...
Sur chaque courbe de la famille représentée par Téquation (22), il y a donc un ou plusieurs points caractéristiques, et Téqualion
du lieu de tous ces points s'obtiendra en éliminant le paramétre X entre les relations (22) et (25). On donne à ce lieu le nom d'enve/oppe des courbes (22), lesquelles reçoivent la dénomination A^ enveloppées.
Il est essentiel de remarquer que ce lieu peut ne pas exister, ce qui arrive si X figure au premier degré dans l'équation (22). Cette équation prend alors la forme
P + XQ = o, i22'i
P et Q étant deux fonctions données A'x et d'y. L'équation (25) se réduit à
et les points caractéristiques sont donnés par les deux équations
Ils sont fixes et non mobiles. On peut encore, si Ton veut, considérer, par extension, Tensemblede ces points, comme V enveloppe des courbes de la famille (22'), ou réserver celte dernière appellation pour le cas des points caractéristiques mobiles.
:t52. Nous donnerons deux exemples d'enveloppes. Considérons d'abord l'équation
^ "^ — if
qui représente la parabole que décrirait un corps pesant lancé dans le vide, avec une vitesse constante, sous une inclinaison variable dont la tangente trigonométrique est X. L't^limination de ce paramètre entre Téquation précédente
et sa dérivée 1 — X -- = o, donne pour Tenveloppe une autre
parabole
a?^ -|- ^py — ^a = o.
Ce problème, résolu par Jean Bernouilli (à la fin du xvi'' siècle), est le premier exemple de la détermination de Tenveloppe d'une famille de courbes.
Le second exemple sera traité par des considérations de géométrie pure.
Le sommet A d'un angle droit parcourt une courbe donnée (A); un des côtés de Tangle droit passe par un point fixe F. Trouver le point caractéristique sur Tautre côté AB, et le lieu de ce point (enveloppe de AB).
Appelons |jl le point de rencontre de deux côtés successifs AB, A'B'; il s'agit de trouver la position limite de [jl. Le milieu w de F{j. est sur la perpendiculaire élevée au milieu de AF, et sur la perpendiculaire au milieu de A A', puisque A A' est une corde du cercle décrit sur F|jl comme diamètre ; cette dernière perpendiculaire a pour position limite la normale en A à lacourbe (A), lorsque A' tend vers A. La position 0, limite de w, est donc au point pi^.. 30. de rencontre de cette normale avec la perpendiculaire au milieu de AF; et la limite M du point ;jl s'obtient en prolongeant FO jusqu'à son intersection avec AB. C'est le point caractéristique cherché. Le lieu du point 0 est une courbe, dont tous les points sont à égale distance de F et de la courbe (A) ; donc le lieu des points caractéristiques M est une courbe, dont tous les points sont équidistants de F, et d'une courbe homothétique de (A) par rapport à F, le rapport d'homothétie étant égal à 2.
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En particulier, si la courbe (A) est une droite ou une circonférence, le lieu obtenu est une parabole ou une conique à centre ayant F pour foyer, et Ton voit, dans ce cas, que les droites AB touchent la conique au point M : c'est une propriété bien connue de la projection du foyer sur les tangentes.
353. La proposition que nous venons de vérifier sur un exemple est générale.
Venveloppe (26) est tangente à chacune des enveloppées, aux points caractéristiques.
En effet, remarquons d'abord que P{x^ y) est identique à la fonction f{xy y, X), dans laquelle X est remplacée par sa valeur tirée de (25j, ce que nous indiquerons ainsi
Cela posé, soit .r^, y^, les coordonnées d'un des points carac, téristiques de (C) ; la tangente à la courbe (C) au [oint j-,y,, aura pour équation
La tangente à la courbe (26) au même point
ce qui peut s'écrire, en vertu de l'identité (27) et en désignant par /T) la valeur prise par X quand on y remplace les coordonnées courantes par x,, y,,
Or, A étant déterminé par Téquation (25), on a identiquement
et Inéquation (29) se réduit à
Mais le point j^^, y,, satisfaisant à l'équation (26), X| est solu- ^'
tien commune aux deux équations ^.
c'est-à-dire qu'il a précisément pour valeur celle du para- * !
mètre qui détermine la courbe (C). Les deux équations (28) j
et (30) sont donc identiques, et les courbes (22) et (26), ayant même tangente au point (r,, y,), sont tangentes entre elles.
•lo4. Lorsque toutes les courbes d'une nif^me famille passent par des points fixes, ces points fixes font partie de Venveloppe. En effet, s'il y a des points fixes communs à toutes les courbes de la famille, les coordonnées de ces points, satisfaisant à Téquation (22), quelle que soit la valeur de a, vérifieront Téquation (26), qui comprend tous les points pour lesquels les cHiuations (22) et (25) ont une racine commune en a.
3o5. La développée d'une courbe est Venveloppe de ses normales. Supposons, en effet, que les coordonnées x, tj d'un point d'une courbe soient exprimées en fonctions d'un paramètre /, et désignons toujours par des lettres accentuées les dérivées par rapport à /. L'équation de la normale au point x^ y aura pour équation
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L'enveloppe de la normale s'obtiendra en adjoignant à Téquation précédente sa dérivée par rapport à /
et Ton retrouve ainsi les deux dernières équations (10). Le point caractéristique de la normale est donc le centre de courbure, et l'enveloppe des normales est la développée. C'est, sous une autre forme, la remarqué faite au moment où nous avons écrit les équations (10).
356. 11 arrive souvent que l'équation de la courbe renferme n paramètres liés par n — 1 conditions. Voici comment, dans ce cas, on trouvera Tenveloppe :
Soit d'abord 71 = 2; l'équation de la courbe est alors
r{x, i/j II, v) = 0, (31)
les paramètres u et r satisfaisant à la condition
cp (?<, v) = o. (32t
On peut concevoir v comme une fonction de w, définie par Téquation (82); l'équation (31) ne contient alors que le paramètre ?/, et, pour avoir l'enveloppe, il faut à Téquation (81) adjoindre la suivante
ou ov du Mais -7- est donné par la dérivée de l'équation (82)
t)o ^. <)o dv ^n i^v du
+ TI = o. (34)
' (iv
Eliminons -^ entre les deux dernières équations, il vient
cV^c^^ (35)
L'enveloppe s'obtiendra en éliminant ti et v lu ho les équations (31), (32) et (35).
:I57. On opère de môme pour /i > 2. Soit, par t^xfoiple,
/'(a?, y, w, V, to) = o, m)
Téquation de la courbe, les trois paramMres ?/, t\ ff\ iMaiit lies par les deux conditions
çp {l(^ V, w) -=6
(Ht)
Considérons toujours u comme le paramètre \iij'iîil([o; aux équations précédentes il faudra joindre
Oo c'©
qui, par l'élimination des dérivées v\ w\ donnent
ht
L'enveloppe s'obtiendra en éliminant m, v, w, ciitic lus équations (36), (37), (38) et (39).
Passage de l'équation carlésieniie à l'équation tangentieiie
Cherchons Tonveloppe de la droite
tue + f.y — i = o, ( U))
sachant que
* [tf^ v) — o. iAl)
L'équation (35), qu'il faut adjoindre aux deux précf^dentes, est ici
L*6limination de </, t% entre ces trois équations, conduira à Téquation de Tenveloppe
Cette dernière équation est Téquation cartésienne de la courbe dont (41) est Téquation tangentieiie (n° 279).
359. Ce qui précède donne le moyen de passer de Téquation tangentieiie d'une courbe à son équation cartésienne (43). Le problème inverse est aussi aisé à résoudre. Il suffit pour cela d'exprimer que la droite (40), en un de ses points d'intersection avec la courbe (43), est parallèle à la tangente en ce point, dont l'équation est
la condition de parallélisme est
Les coordonnées du point de contact satisfont aux équations (40), (43) et (44); en les éliminant, on retrouTem l'équation tangentielle (41).
On remarquera l'analogie complète entre les deux calculs qui viennent d'être exposés.
On pmt simplifier ce calcul. Posons dans toutes les équations précédentes
puis effaçons les indices. Remarquons ensuite que, si Ton appelle m le degré d'homogénéité de f{x, y, 2), on a identiquement
^n + yfy + zn = mr{x, y, z), et par conséquent, si le point est sur la courbe,
xn + yry = -zn^
ou
Cela posé, le système des deux équations (4îi) et (il 1 \\\'y\\ être évidemment remplacé par le suivant
tk-fl-fl.
On verrait de môme que le système des équations \ il 1 et (42) peut être remplacé par
î^60. Cherchons, par exemple, Téquation tangentirdlt^ diis coniques
/'(a?,y.^)=Ai?î + Ay + .W-f2B"a7y + 2B';ra?-|-2By3'=o. S'
OU, ce qui revient au même, la condition pour que la droite
ux -^ vt/ -\- tc2; ^1 o (48)
touche la conique (47).
D'après le paragraphe précédent, il faut éliminer x, y, s, entre l'équation (48) et les deux suivantes
Ace -f B"y + Wz Wx + A y + B^ B n + By + ^"z
Si on égale la valeur commune de ces rapports à —X, et qu'on chasse les dénominateurs, on aura quatre équations homogènes entre lesquelles on éliminera ^r, y, z et X;le résultat est
to
to
Cette équation est du deuxième degré en w, r, iv.
361 . Nous avons dit, en terminant le chapitre précédent, que l'équation tangentielle d'une courbe est susceptible d'une explication ponctuelle. Nous sommes maintenant en mesure d'éclaircir ce point.
On sait que, si
est l'équation d'une conique (F), la droite .
aFi + PF; 4- yFi = o
s'appelle la polaire du point a, 3? Y» P^r rapport k la conique. Si cette polaire reste tangente à une courbe donnée (C), son pôle dé>erit une courbe (C), qu'on appelle la polaire réciproque de (C) par rapport à (F), et réciproquement les tangentes de (C) ont leurs pôles sur (C) ; (C) est l'enveloppe des polaires des points de (C). Cela posé, prenons pour conique (F), le cercle
TT
et soit
l'équation de la courbe (C), dont on veut chercher la polaire réciproque par rapport au cercle.
A cet effet, soit a, g, un point de (C), cVst-à-dire supposons
Sa polaire aura pour équation
a.r + py — 1 — 0, (53)
et nous avons à chercher Tcnveloppe de cette droite. On sait qu'il faut adjoindre à ces deux équations la suivante
puis éliminer a, jâ, entre les trois dernières équations. On reconnaît le calcul qu'il a fallu faire pour passer de l'équation tangentielle (41) à l'équation ponctuelle (43). Donc si, dans l'équation (41), on considère ii, v comme les coordonnées d'un point, cette équation représentera la polaire réciproque de (43), par rapport au cercle représenté par Téquation (50). Ainsi s'expliquent certains faits à apparence paradoxale, signalés dans le chapitre précédent. A un point multiple muni de /? tangentes, correspond, dans la polaire réciproque, une tangente multiple à^ points de contact. A un point d'inflexion où la tangente a trois points confondus, communs avec (C), correspond une tangente du point de contact (point de rebroussement) de laquelle on peut mener trois tangentes confondues à la polaire réciproque (C), et ainsi de suite.
Concavité et convexité
362. Soit M un point ordinaire d'une courbe, MT la tangente en ce point, Mj, Mo, deux points très voisins de M sur
la courbe, et situés de part et d'autre de M. Ou dit que la courbe est concaoe vers les y positifs, dans le voisinage de M, lorsque tous les points de Tare M^MMj se trouvent, par
rapport à la tangente, dans la même région que la parallèle à Oy menée du point M vers les y positifs. Dans le cas contraire, la courbe est concave vers les y négatifs, ou convexe vers les y positifs. Enfin, si des deux arcs MM,, MM.,, Tun est au-dessus, l'autre au-dessous de la tangente, le point M est dit Pj^ 3^ point (V inflexion.
Il est facile d'exprimer les conditions pour que telle ou telle forme se produise.
Supposons que, dans le voisinage du point M, l'ordonnée de la courbe puisse être représentée en fonction de l'abscisse, par une série de Taylor
//=rw+(^-a7o)r(^o)+... + ïÇ^/^^'4^ù+M
L'ordonnée de la tangente se tire de Téquation de la tangente
La courbe sera concave vers les y positifs, si l'on a, de part et d'autre du point Mj,
Soit p*[x), la première dérivée de y d'ordre supérieur au premier, qui ne s'annule pas pour x= x^\ ou aura
Si p est pair, le premier facteur du deuxième membre sera positif, quel que soit le signe de j: — x^, El comme /^'fji est supposée non nulle au point M et continue, le signe de
y — Y sera celui de /^^^ [x^^ c'est-à-dire qu'on aura, vers les y positifs,
concavité si fP [x^ > o,
convexité si p^*^ {x^ < o.
Au contraire, si/? est impair, y — Y change de signe avec X — ^Tq, et la courbe traverse sa tangente ; le point est un point (Vinflexion, Par conséquent, pour qu'il y ait inflexion, il est nécessaire que
rK)--=o; (55)
mais l'analyse précédente montre que cette condition n*est pas suffisante.
36.<. Nous avons supposé, pour la facilité du raisonnement, l'ordonnée exprimée explicitement en fonction de l'abscisse. Il importe de savoir écrire la condition (55), lorsque l'équation de la courbe se présente sous la forme
Il suffit, pour cela, de prendre deux fois de suite la dérivée par rapport à a:, puis d'éliminer y^ entre les deux équations ainsi obtenues, en faisant en même temps y" = o. On trouve
(f;)'^ f;2 - 2F;f;fjj, + (F;)^ f_j. .= o. (56)
Telle est la condition nécessaire pour que la courbe traverse sa tangente au point M. Il est essentiel de remarquer que la méthode suivie pour arriver à cette équation a supposé F^ 7^ o, c'est-à-dire la tangente en M non parallèle à 0//. Cette restriction n'avait aucun inconvénient dans l'étude de la concavité vers les y positifs, puisque la question ne se pose pas dans le cas particulier d'une tangente parallèle à 0//. Mais le problème de l'inflexion subsiste.
Remarquons d'abord que le problème de la concavité vers les abscisses positives se traiterait comme le précédent; ce
n'est qu'un changement de nolalions. Si maintenant on veut en déduire la recherche des points d'jDÛL'xion, on jirocf^dera comme ci-dessus, et la symétrie parfaite de Téqualioa (56), par I apport aux lettres s et y, prouve^jue lou relonib^^ra sur la même équation; (56) est doue l'équatioE à laqu^dle .satisfont, dans tous les cas, lescoonionnées des points d'iutloxion.
De la lle^^sieiuie
:<04. Si, dans l'équation (56), on considère x et y comme des coordonnées courantes^ elle représente une courbe qui passe par les points d'iullexion. On voit inimédiatemeDt qu'elle passe aussi parles points multiples, puisque les coordonnées de ces points annulent F^ et F^. Le lecteur v^TJfiera aisément le théorème suivant : introduisons les coordonnées homogènes et appliquons le théorème d*Euleraux dériv<îes rendues homogènes de 1^'(./, y, z]^ c'ef*t-a-dire remplaçons
xn- + yY%, + .-f;„
^'Fi. + ^F;, + ^Ft..
Les points communs à la courbe /tropost^f f/ à la cmtrhei^) se f routent aussi sur la courbe gui a pour èquatiQu
Celte courbe s'appelle la Hessieiine de la courbe proposée, et le déterminant du premier terme s'appelle le Ht$,sien de la fonction homogène F(./\ ?/, r).
Théorème. — La Hessienne est le lieu des points doubler des premières polaires.
On a vu (n'* 293) que la première polaire tl'un point ï, g, 7, a pour équation
aFi-j-pK; + TF,' = o.
{m - 1) Fi
par
{m-i)Fi
par
jiar
Fi.
FL
Les coordonnées d'un point double de celle polairi* vérifieront, en même temps que Téquation précédente, les deux suivantes, obtenues en prenant les dérivées par rapport à x et par rapport à y:
aFi. + pFl, + yF;, = 0, «F^x+pFf,, + yS;, =0.
En éliminant a, g, y, on trouve bien la Hessiennc.
Voici encore deux propriétés de la Hessienne faciles à vérifier en prenant pour axes de coordonnées, dans le premier cas, les tangenles au point double; dans le second, la tangente au point de rebroussement et une droite quelconque passant par ce point :
En un point double de la courbe originaire^ la Hessienne a également un point double^ et les tangentes des deux courbes au point double sont précisément les mêmes.
En un point de rebroussement de la courbe originaire ^ la Hessienne a un point triple, et deux de ses branches y touchent la tangente de rebroussement^ tandis que la troisième a une tangente séparée.
Courbure
;I05. Nous avons vu, dans les paragraphes précédents, que les singularités d'une courbe ne sont pas les mômes, suivant qu'on se place au point de vue ponctuel ou au poinl de vue tangentiel. La notion de courbure que nous avons maintenant à étudier constitue un lien entre les d(»ux points de vue.
Démontrons d'abord que t angle de deux tangentes infiniment voisines est généralement du même ordre que Parc qui unit leurs points de contact.
Soit £ Tangle de deux tangentes, qui font avec ox respectivement les angles V et V + ^A'; on a
e = d\, et £ s'appelle ïangle de contingence.
Or
ta„gV = ^.
On déduit de là en différentiant
1 ,^r dxQpy — dt/dPx
Tv ^V =: ^ , a " »
cos* V cbr
ou
Donc, enfin
dxd^y — dy(Px
^ ~ dx^ '\- dy^
Soit / la variable indépendante
dx =z xdt, d'^x = af'dt'^^ dy z=z y'dt. nhj -= xfdi^\
la formule précédente devionl
^nL^^JU^di. (59)
x^ + y^ Or la différentielle de l'arc a pour valeur principale
r/s = sjdx^ + dy'' — \!x^ -j- y"^ dl. W
Le théorème est donc démontré.
Ci60. On appelle cotirbuf^e le rapport des deux infiniment petits précédents, c'est-à-dire le rapport de l'angle de deux tangentes infiniment voisines à la différentielle de l'arc. Nous désignerons cette quantité qui n'est, en général, ni nulle, ni infinie, par la lettre k,
Si X ost prise comme variable indépendante, la formule devient
['+fê)T
En comparant la formule (61) et la formule (12), on voit que la courbure est l'inverse du rayon du cercle osculateur ; ainsi se trouvent justifiés les noms de rayon de courbure et de centre de courbure, donnés au rayon et au centre du cercle osculateur. Une remarque est cependant essentielle : le signe de la courbure est parfaitement déterminé, au moins une fois fixé le signe du radicîd dans la formule (60), c'està-dire une fois qu'on a convenu de faire croître les arcs, soit dans le même sens que la variable indépendante, soit en sens inverse. Au contraire, le signe du rayon de courbure n'a pas été fixé dans les formules (12) et (13). Nous conviendrons d'appeler expressément rayon de courbure Tinverse de la courbure ; la valeur absolue de ce rayon est le rayon du cercle Osculateur. ^
Il nous reste à montrer que le centre de courbure est du côté concave de la courbe. Les formules (10), qui nous ont servi à le déterminer, s'écrivent en y prenant ./* comme variable indépendante
d-y et la dernière nous montre que y — J et ^-^ sont de signes
contrai es. Or nous avons vu (n" 362) que, si y*^ est > o,
il y a concavité vers les y positifs, c'est-à-dire que la courbe est au-dessus de sa tangente ; mais y — g étant négatif, le
tr
centre de courbure est plus haut que le poiat de contact, 1^ c'est-à-dire également au-dessus de la tangente. Môme con-
& clusion si -r^ est négative : le cercle osculateur est du
m^me côté que la courbe par rapport à la tangente. La définition giSométrique rendait cela évident.
C<67. Soit -7-^ = 0 : le point est un point d inQexion. Los
formules (63) montrent que, dans ce cas, y — 3 et j*— j
sont infinies, pourvu que-r^nesoit ni nulle,ni indétermimv.
Donc, en un poiut d'inflexion simple, la courbure est nulle et le rayon de courbure infini.
La corrélation que nous avons constatée, entre le point d'inflexion, qui est un point ordinaire à tangente singulière, et le point de rebroussoment de première espèce qui est. en général, un point singulier à tangente ordinaire, nous amène h rechercher comment se comporte la courbure en un point de rebroussoment.
Pour cela, reportons-nous a Télude que nous avons fait»' d'une courbe autour d'un point singulier (chapitre xvi, point de rebroussement et formule i-5); nous avons vu que, dans ce cas, la courbe peut être assimilée, au voisinage de l'origine, avec la courbe
(// — Ix)^ ^ M.r2T/«^
m étant égal ou supérieur à l'unité et M étant une quanlilé finie. On pourra (h)nc exprimer les deux coordonnées en fonction d'un paramètre, en posant
Ces deux expressions substituées dans les formules .i<' donncnl pour la deuxième, en divisant par / et faisant ensuite
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/ = O, d'où X = y = o^
a + Xp = o,
et, en tenant compte de cette équation, pour la troisième, divisée par f*' :
Mp = 0.
On voit ainsi que le centre de courbure est aussi ii Torigine : le rayon de courbure est mil et la courbure infinie en un point de rebroussement de première espèce. Comme, eu
un point ordinaire, -7^ et t^, ont des valeurs finies, non
nulles, et bien déterminées, le rayon de courbure ne peut être nul qu'aux points de rebroussement.
Il en résulte que la développée d'une courbe passe par ses points de rcbroussements de première espèce.
368. Relation entre la coiRnuRE d'dnb courbe et celle DE LA DÉVELOPPÉE. — Lcs auglcs de contingence aux deux points correspondants sont évidemment égaux ; on aura donc^ en conservant les notations ordinaires et appelant en outre p le rayon de courbure de la développée
de
Comme | rfa | = | rfR | , nous pourrons écrire
Pl =
ds
Si le rayon de courbure passe par un maximum
donc
rfR
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le point de la développée est un point de rcbroussement de première espèce. C'est ce qu'on peut vérifier sur les exemples que nous avons traités ; aux sommets de lellipse, de l'hyperbole, de la parabole, de la cycloïde, correspondent des points de rebroussement de la développée et, de plus, pour cette dernière courbe, ses points de rebroussements sont bien sur sa développée.
369. Considérons, comme seconde application, la courbe qui a pour équation
Cette courbe, symétrique par rapport à Ox, offre, à l'origine, un point de rebroussement et, àTinfini, un point d'inflexion parabolique.
Posons, pour calculer les coordonnées a, 3 du centre de courbure et le rayon R de courbure,
On trouve sans peine
A l'origine, / == o, le rayon de courbure est bien nul; au point d'inflexion à l'infini, R = oo , ce qui est conforme aux prévisions.
370. Démontrons maintenant une formule élégante, relative au rayon de courbure et déjà obtenue autrement n* llO.
Appelons a l'angle que fait avec ox la tangente au point M, comptée dans le sens des arcs croissants. L'arc s étant pris pour variable indépendante, et l'élément d'arc ds ayant
pour projection cte, on a immédialement
dx
cosa =
siiix
ds dy ds
^ri ^
d'où, en diflférentiant,
Fio. 38.
■ 8in aaa = -tt ds ds^
ces aaa = -~ as.
ds*
Élevons au carré et ajoutons, il vient
Or doL est précisément Fangle de contingence dont la valeur est, comme on sait, ttî on a donc finalement
371 . Différence entre un arc infiniment petit et sa corde. — Cette question est une application immédiate de la théorie de la courbure.
Si Ton prend l'arc pour variable indépendante, la dernière formule du paragraphe 283 devient
d'où en dîfférentiant deux fois de suite
0 = œ'x' + yY,
0 = a/'* + jf^ -{- x'x*^ + yy'".
Cette dernière formule peut s'écrire, à cause de (65),
Cela posé, la différence S entre l'arc A^ et la corde, dont les extrémités sont aux points x, y et a: + A.r, y ■+ Ay est
8 = A* — VAa?> + Ay«.
Or la formule de Taylor donne
Ay = y'rf^ + I yV^> +^y*cfe3 + .
d'où, puisque ds = A.9,
Si l'on tient compte des égalités établies au début de ce paragraphe, et si on développe l'accolade suivant la formule du binôme généralisée, il vient, toutes réductions faites, pour valeur principale de 8,
Donc la différence entre un arc infiniment petit et sa corde est un infiniment petit du troisième ordre par rapport à Tare, et son rapport au cube de l'arc est égal au vingt-quatrième du carré de la courbure.
372. On démontrerait de même les formules suivantes' : La longueur (Tune tangente comprise entre le point de contact et la tangente infiniment voisiîie a pour valeur principale
La différence entre les longueurs des deux tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment petit, et terminées à leur point de rencontre, a pour valeur principale
k' désignant -y.
L'angle de la corde et de la tangente a pour valeur principale
-kds]
c'est la moitié de la valeur principale de Tangle de contingence.
La différence entre cette moitié et Tangle précédent a
pour valeur principale — k'ds^.
Enfin la différence entre les angles que fait la corde de Tare avec les tangentes à ses extrémités a pour valeur principale
Équation intrinsèque
373. Dans le calcul différentiel et intégral, les courbes interviennent surtout pour faciliter la conception ou
^ Voir une note de M. Rouché, qui fait suite au Traité de Géomélrie descriptive d'OLïviER (3* édition).
renoncé des propriétés relatives aux fonctions de deux variables. Cependant, tant au point de vue mécanique qu'au point de vue géométrique, Télude des formes de courbes a en soi tant d'intérêt que nous insisterons encore un peu sur ce sujet.
Un des premiers efforts des géomètres consiste à s'affranchir de la sujétion des systèmes spéciaux de coordonnées, pour concentrer leur attention sur les propriétés qui ne tiennent pas à la situation de la courbe par rapport aux axes de référence. 11 est naturel dans cet ordre d'idées, et c'est précisément ce que nous avons fait dans le paragi-aphe précédent, de considérer la longueur de Tare comme la variable indépendante : si Ton connaît, pour chaque point, la courbure, la courbe pourra être construite. En effet, la connaissance de la courbure entraîne celle de langle de contingence. Or, si nous assimilons la courbe à un polygone inscrit de côtés égaux à ds, on pourra, en vertu du théorème démontré n** 289, considérer le supplément de l'angle de deux côtés consécutifs, comme égal à Tangle de contingence en leur point de rencontre, et le polygone sera entièrement déterminé par la connaissance de ses côtés et de ses angles. On ai)pelle éqvation intrinsèque de la courbe la relation entre le rayon de courbure et l'arc
C<74[. Nous allons vérifier que cette équation suffit pour déterminer la courbe.
En effet on en tirera d'abord
Puis, a étant l'angle de la tangente avec ox^ nous avons vu que l'angle de contingence avait pour valeur
cU = j^.
ds Si donc ç est la fonction déterminée de s, qui a ô" pour
différentielle, on aura
Les coordonnées ar, y du point M se déduiront des formules (6i)
dx = ces xrf^, dy = sinoLds.
Les seconds membres sont connus; on déterminera leurs intégrales X, Y, et Ton aura
375. Supposons, par exemple, que l'équation (66) se réduise h
a étant une constante. La fonction ç a pour valeur
D'où
dx = ces ^ ds.
dy = sin ^ ds,
X = a sin (5 — *j,), Y =^ — a cos (5 — 5j,) , X — x^^ = a sin (s — ^q),
// — ,Vo = — ^ ^^s i-^' — *o) •
L'élimination de .v s'obtient en ajoutant les deux dernières relations préalablement élevées au carré ; le résultat
montre que la circonférence est la seule courbe à ôourbure constante. Nous avions déjà démontré ce théorème dans la théorie des développées.
Ordre, Classe, Genre des courbes algébriques Formules de Plûcker
376. On appelle ordre d'une courbe plane le nombre total de ses points d'intersection avec une droite quelconque, ou encore le degré de son équation en coordonnées rectilignes. Go nombre sera désigné par la lettre n.
On appelle classe d'une courbe plane le nombre total des tangentes que Ton peut mener à la courbe d'un poiiil quelconque, ou encore le degré de son équation tangentielle. Ce nombre sera désigné par la lettre k.
Nous introduirons encore les notations suivantes
d^ nombre des points doubles, i, nombre des tangentes doubles, r, nombre des points de rebroussement, ?<?, nombre des points d'inflexion ;
et l'objet de l'étude actuelle est de trouver les relations entre ces différents nombres.
377. Nous commencerons par observer que nous n'avons pas introduit de multiplicités d'ordres supérieurs au second. C'est qu'on peut, à Taide des considérations' suivantes,
toujours remplacer un point multiple d'ordre h par un certain nombre de points doubles : bornons -nous, pour faire comprendre la méthode, au point triple. H suffît de concevoir trois branches de courbes passant dans le voisinage d'un même point o\ elles déterminent, par leurs intersections mutuelles, trois points doubles. Si on les déforme de manière à les amener à passer en 0, le point triple ainsi
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obtenu sera la réunion de trois points doubles. On verrai I de môme qu'un point multiple d ordre h peut ôlre considéiv
comme absorbant — ^ — ^ points doubles.
378. Il a été établi (n° 293) que les points de contarl des tangentes issues d'un point P à une courbe d'ordre a sont à l'intersection de cette courbe et de la première polaire de P, qui est du degré n — 1; ils sont par conséqiuMit en général au nombre de ;i(n — 1). 11 en résulterait l'égaliU'^
si tous les points communs à la courbe et à la polaire de I* étaient effectivement des points de contact de tangente issus de P. Mais on a déjà vu que les points doubles étaient aussi sur la première polaire, et, en faisant passer cette polaîri^ dans le voisinage du point double, avant de la faire exact* ment passer à ce point, on voit qu'un point double absorba' deux intersections de la courbe et de la polaire.
Pour avoir les tangentes effectives issues de P, il faut
donc déjà diminuer — — '- de 2iL Ce raisonnement suppose que la polaire passe au point double sans y avoir, avec la courbe, aucune tangente commune. 11 faut donc chercher la tangente de la polaire au point double.
Nous prendrons ce point pour origine, et les deux tangentes au point double pour axes de coordonnées. Lacourbf^ a alors pour équation
et la polaire du point P(a, ?) (n'^ 293)
o = a/y + P^ + termes du 2® degré au moins.
La tangente, à l'origine,
a// + pa; = o,
forme, avec les axes et la droite OP, un faisceau harmonique. Elle est donc distincte des tangentes au point double. Cette conclusion, à son tour, se trouve en défaut, si les tangentes au point double sont. confondues (point de rebroussement) ; alors la tangente à la polaire se confond avec la taDgenle au point de rebroussement. Soit dans ce cas, ox, la tangente, de rebroussement; la courbe proposée aura pour équation
Cp3(a.,y
et la première polaire
0 = 2p?/ -f- termes du 2" degré au moins.
Multipliant cette dernière équation par y, et la précédente par — 23, on obtient, en ajoutant membre îi membre, une courbe qui a un point triple à rorigine et qui a, avec la polaire, les mômes points communs que cette dernière avec la courbe proposée. Or, en développant les calculs, on voit aisément que, dans le cas général, cette courbe n'est pas tangente à ox\ ses trois branches en o coupent donc la polaire (qui, elle, touche ox) en trois points simples, et le point de rebroussement absorbe trois des points de rencontre de la courbe avec la première. Finalement, il reste pour la classe k d'une courbe d'ordre //
U70. En considérant la polaire réciproque pour interpréter l'équation tangentielle, comme nous l'avons indiqué n*" 361, on obtient immédiatement la formule corrélative
380. Des considérations analogue spermettent de relier le nombre w des points d'inflexion à l'ordre et au nombre des points doubles ou de rebroussement. Les points d'inflexion sont h l'intersection de la courbe et de la hessienne (57);
comme cette dernière est du degré 2{n — 2), on aurait
ic = 3n{n — 2),
s'il n'y avait pas de points singuliers.
Mais on a vu, n" 364, que les points doubles et de rebroussement de la courbe originaire sont aussi sur la hessienne, et on a donné les tangentes de la hessienne en ces points. 11 en résulte immédiatement deux conséquences : 1° un point double absorbe six des points communs de la courbe et de la hessienne ; 2^ en appliquant un raisonnement analogue k celui que nous venons de faire dans la recherche de la classe et que, pour ce motif, nous nous dispenserons de reproduire, on voit qu'un point de rebroussement absorbe huit des points communs de la courbe et de la hessienne. Finalement la formule cherchée est donc
10 =z= 3n (w — 2) — 6rf — 8/-. (71 )
381. En considérant la polaire réciproque, on obtient la dernière formule
38:i. Les formules (69), (70), (71) et (72), sont appelées formules de Pliicker, du nom de leur inventeur. Elles ne sont pas indépendantes. En ellet, la soustraction permet, appliquée au groupe (69), (71), ou au groupe (70), (72), d'écrire Téquation unique
qui peut remplacer (70) et (72). Il reste donc trois équations distinctes, qui permettront de calculer trois quantités, connaissant les trois autres. Comme application, cherchons les nombres de Plûcker, pour une courbe d'ordre /*, sans point double ni rebroussement. Les données sont n, rf = o, r = o ;
et les résultats sont les suivants
A :^n(n — 1), te = lin (n — 2),
Les mômes formules permettent aussi d'expliquer un paradoxe apparent. Concevons une courbe, en apparence la plu s simple, c'est-à-dire sans singularités; ona û^=r = /=iy = o, et les formules donnent les égalités
évidemment incompatibles, sauf si k = n = 2. Mais il n'y a pas paradoxe, et il se trouve simplement démontré qu'il n'y a aucune courbe d'ordre supérieur au second qui soit dépourvue de singularités.
Nous allons énumérer les diverses espèces de courbes que peut fournir le troisième ordre
d r k te t
Il n'y a jamais de tangente double, ce qui était évident, puisqu'une pareille droite aurait quatre points communs avec la cubique.
383. Les formules de Pliicker suggèrent une dernière remarque. Lci nombres qui sont dans les premiers membres étant toujours positifs ou nuls, il en résulte que le nombre d des points doubles ne peut jamais, en vertu de la for-
I fni^\ I. 'K^ — 1) • ^ ^(w — 2) . ,, mule (69), dépasser -^ — ^» ni même ^ ^ h si 1 on se
reporte à la formule (71). Ces deux limites sont trop élevées, et nous allons démontrer que le nombre maximum des points doubles d'une courbe d'ordre n ne peut pas sur-
passer ^ ^ ^' Il peut atlemdre ce maximum,
comme on le voit, en prenant, par exemple, une cubique à point double.
En eflet, on sait que, pour déterminer une courbe d'ordre n,
il faut se donner ^ ^ points. Cela posé, nous allons,
montrer que, s'il va plus de ^ -^ ^ points doubles,
soit au moins
la courbe comprend une courbe d'ordre moindre, et par conséquent se décompose. A cet effet, déterminons une courbe d'ordre n — 1, en l'assujettissant à passer par d points doubles et par 2n — 3 autres points, pris sur la courbe proposée, soit en tout par
points. Les deux courbes se couperont en 2n — 3H-2rf points, parce que les points doubles doivent être comptés pour deux dans l'intersection ; cela fait
points communs, c'est-à-dire un de plus que le théorème de Bezont n'en permet à deux courbes d'ordre n et n — 1, qui n'ont pas ime infinité de points communs. La courbe d'ordre n doit donc se décomposer, ou n'avoir pas plus de
^ — — — ^ ^ points doubles.
384. Genre d'une courbe. — On appelle genre d'une courbe, l'excès du nombre maximum de points doubles que comporte son ordre, sur le nombre de points doubles
qu'elle possède effectivement. Nous désignerons cet excès par la lettre jo.
Son introduction dans les formules de Pliicker leur donne un aspect plus symétrique.
385. On appelle courbes nnicursales, celles pour lesquelles les deux coordonnées rectilignes peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d'un môme paramètre.
Théorème. — Les courbes de genre zéro sont unicursales ou se décomposent.
En effet, par les points doubles de la courbe donnée (C), et par n — 3 autres points fixes de (C), faisons passer une courbe (C) d'ordre n — 2, ce qui est toujours possible et d'une infmilé de manières, puisque Ton n'a fixé que
points de la courbe d'ordre ;i — 2, c'est-à-dire un de moins qu'il n'est nécessaire pour déterminer la courbe. Les conditions qui expriment qu'une courbe passe par des points donnés étant linéaires par rapport aux coefficients inconnus de cette courbe, on aura
équations linéaires entre
coefficients qui permettront d'exprimer tous ces coefficients en fonctions linéaires d'un seul, et finalement Téqualion
de (C) se présentera sous la forme
S 4- XS' = o, (75)
X étant un paramètre arbitraire, et S, S', des fonctions de degré n — 2, au plus.
Les courbes (C) et (C) se coupent en
n — 3 -}- 2rf = n — 3 + (n — l) (w — 2) = n{n — 2) — 1,
points fixes. Elles ont donc en plus un point commun, et Ton peut profiter de Findélermination de X pour que ce dernier point commun soit un point quelconque de (C). Cherchons les coordonnées de ce point M. Des opérations, purement algébriques, permettront d'éliminer une des coordonnées, y par exemple, et Ton obtiendra ainsi une équation de degré n (n — 2) en x; de cette équation, on connaîtra toutes les racines, sauf une, savoir les abscisses x^, x.^^ ..., Xrf, des points doubles, et celles x[, x'^, ..., x'^^ des points fixes donnés. Donc, en divisant le premier membre de l'équation par
[x—'X^f {X — X.^f ... [x — XdY [X—X[) ... [X— a?;;_3),
il restera une équation du premier degré en x, qui fera connaître Tabscisse du point M, en fonction rationnelle de a. On aura de môme l'ordonnée, ce qui démontre le théorème. On pourrait craindre que le dernier point commun, laissé indéterminé entre (C) et (C), ne fût fixe lui-môme; mais, dans ce cas, Tindétermination de X permettrait de faire passer (C) encore par un point de (C). Les deux courbes auraient alors
points communs, et auraient une courbe plane commune; (C) se décomposerait.
J386. Réciproqvement, toute courbe unicursale a son maximum de points doubles, c'est-à-dire est de genre zéro.
Supposons, en effet, que les coordonnées s'expriment rationnellement en fonctions d'un paramètre t par les formules
dans lesquelles une, au moins, des fonctions 6, 6,, 60, est de degré w, et oii Ton peut évidemment supposer les fractions irréductibles.
D'abord la courbe est bien de degré /<, car ses points de rencontre avec une droite quelconque
ua? -|~ t?^ + to = o sont donnés par l'équation de degré n
L'équation de la courbe s'obtiendra en éliminant / entre les deui équations. (76); ce sera
et l'on sait que, en général, si cette équation résultante est vérifiée par un système de valeurs Zq, y^, les équations (76) ont une et une seule racine commune. Donc, à tout point de la courbe (77), correspond une seule valeur de /, en général.
Le contraire pourrait cependant arriver: par exemple, si
les équations
a^t^ j^ Vi -I- c' àTi^ 4- b"i -f c'
ne représentent pas une conique, mais une droite parcourue deux fois, et à tout point de la droite correspondent deux valeurs de t, reliées par Tégalilé
(«y' _ ba') t^t.^ + [an" — ca') (/, + L^) + hc" — ch" = o.
Mais nous allons montrer que, si tous les points d'une courbe peuvent être obtenus par plusieurs valeurs du paramètre /, on peut toujours trouver un nouveau paramètre T, tel que, à tout point de la courbe, corresponde une seule valeur de T (exception faite pour les points multiples).
Si un môme point est obtenu par deux valeurs /, et L, du paramètre, on aura les deux conditions
Les deux fonctions R et Rj admettent évidemment le diviseur /j — /o; mais il peut y avoir un diviseur de degré plus élevé. Soit D(/,, to), le plus grand commun diviseur, ou sorte que
Q et Q, ne peuvent plus s'annuler que pour des systèmes isolés de valeurs de t^ et A,, ce qui donnera des points doubles avec branches distinctes, puisque les valeurs de /, infiniment voisines de ^, et de /.,, n'annulent plus R et R,. Ordonnons le polynôme D par rapport à A, :
L'un, au moins, des coefficients A, est de degré m en t^ : car, si Ton échange les lettres /| et /.,» '^s polynômes R et R, changent de signe, sans changer de valeur absolue, et par
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conséquent leur plus grand commun diviseur D reste le même, h un facteur constant près. Soit A^ Tun des coefficients de degré m en /j; les autres coefficients seront de même degré, ou de degré moindre; A sera certainement de degré moindre, parce que D, devant s'annuler pour U^i^, ne peut pas contenir le terme t"' /'^. Maintenant, si Ton remplace dans D, soit ^,, soit t^, par une quelconque /, des m racines de Téquation
cette équation sera évidemment encore vérifiée, et les deux équations
D(^;,g=:A(/,)^y+A,(^)/r*+...+A«(f,vr*+-..+A,„(//)=o,
et
dans les coefficients desquelles nous avons mis en évidence la variable, auront les mêmes racines en L2 » leurs coefficients seront proportionnels, et Ton aura
A«(/,) Aa(/,)
A(^) "" A(/,) pour i = 1, 2, ..., m. Si donc on pose
le paramètre T prendra une valeur unique pour les m valeurs /j, /g, ..., /«, c'est-à-dire pour le point de la courbe considérée.
387. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théorème énoncé au numéro précédent et supposer qu'à un point quelconque de la courbe définie par les équa-
lions (76) correspond une seule valeur du paramètre / (exception faite des points multiples que nous allons rechercher). Ces points seront donnés par les solutions communes aux équations (78) : divisons R et R, par /, — tç^, pour exclure la solution parasite L, = t^^ nous obtenons deux nouvelles équations
symétriques en /, et t<^, et de degré n — 1 , par rapport à ces deux lettres.
Posons alors
Comme les deux équations (81) sont composées avec des termes de la forme
et que les sommes /f H- /i s'expriment, à cause de la formule de récurrence
par des fonctions de degré k en u, v, la substitution (82) dans les équations (81) conduira à des équations de degré n — 1, qui auront (/i — 1 )* groupes de solutions communes. Mais tous ces groupes ne conviendront pas. En effet, pour obtenir les équations (78), nous avons dû multiplier par 6(/|), 0(^2)1 6^ si /| el /o annulent 0(/), le groupe correspondant doit être rejeté. Or il y a de ces groupes autant qu'il y a de combinaisons des n racines de 0(/) deux à deux, savoir
Il restera donc
FI n — 1. n — \ n — 5'
groupes de solutions ulile<, à chacun desquels correspond un p«:>int double. La courbe a donc son maximum de points doubles: elle est de frenre zéro.
3S8. !>an> tout ce «]ui préct*de. nous avons supposé que la iourbe n'avait pas d'autres singularités que des points d«»ubb*s. Nous avons d^jà eu Tiiccasion de dire qu'un point uuihipb* dordn* l\ h tang^'utes distinctes, peut être considéré comme remplaçant points doubles ordinaires,
et qu'un |M»int de rebnjkus*»emenl de première espèce équivalait à ln»is [H»iut> d«»ubb'>> «lans la diminution de la classe ou du genre. On p«>urrail aller plus loin; mais nous nous K^rnenai»- à éu«»ncer le résultat suivant : toute courbe algébrique, quelle que soit la nature «le ses singularités, peul, par un»* transf.»rmation biralii>nn»*lle. être remplacée, sans que le g^ure s*>it altéré, par une courbe algébrique n'ayant que des iM'iu'-i multlpU^s à tangentes séparées*. On appelle tran>formati«ms bîrationn^Iles celles qui donnent les coordonnées d un p«>iat quelLV»nque de chacune des deux courbes, à re\oi*ption de certains jv«»iats is*»lés. en fonctions rationne II •:*> des ctx^rdoiiut^e- d un point d»^ l'autre courbe. i Par de pareiU«^*> traus forma tiens, deux ci>urbes quelconques d'un m<?uie goure peuvent se cr»rresp«»nJre point par point. Nous allons en donner deux exemples.
Citt^. S4.ût d'abord uue courbe C indécomposable de ç*'nre zt^m. Pur st^s points doubU'S et par /i — 4 autres points tiv^ de C . fiiisons pu>s«T une courbe C d'ordre n — 2;
comme nous avons av.» seu:ement r :i
' V >ir. p.ir e\eii ù'?. J«»h>v.>, '.'w^w frtriifUf dt* CE'^Ae Polytechniquf, J'Mivit^iiic -fàitiou, t. L oQip. V. Li p«i.>si!)iiite au pn:>bIetDe résulte de rél««le t|ije ri.'iK ivorK fîiite lunti coiirot» iiifuir d iin point sui«^Uer. étude dans l.t'iuoi.e :iou5 Avv^us rvasc>i i *<?|Mr»fr t^»uIe^^ le» brinrhe**
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points, il restera deux paramètres arbitraires, et l'équation de la courbe (C) sera de la forme
9,, 92» ?3» étant des fonctions déterminées. La courbe (82) a, comme cela résulte du n* 385, n(n — 2) — 2 points fixes communs avec (C). Comme (C) et (C) se coupent en n{H — 2) points, il en reste deux seulement, dont les coordonnées dépendent do a,, a^, x,.
Posons
X = ÎJ, Y=2î. (83)
Si X, y, est un point donné, X, Y, est déterminé d'uno manière univoque par ces formules. Eliminons jt, y, entre les équations (83) et celle de (C), c'est-à-dire exprimons que les équations
f[co,y)=zo \
ont au moins une solution commune de plus que celles déjà existantes. Le résultat de Télimination sera
A tout point M de (85) correspondra, au moins, un nouveau point m[x, y) de (C), commun aux trois courbes (84); mais les deux premières de ces courbes appartiennent au type (82), et, par conséquent, avaient déjà 7i(n — 2) — 2 points communs avec(G). Elles ont donc, si le point X, Y, est sur la courbe (85), n[n — 2) — 1 points communs avec (C), et elles ne peuvent en avoir davantage, sans quoi la courbe
qui aurait aussi n [n — 2) points communs avec (C), pourrait, par un choix convenable de a, avoir n {n — 2) -+- 1 points
sur (Cj, et par conséquent faire partie de (C), qui serait décomposable, ce qui est contre l'hypothèse. Donc, à un point M de (85) correspond un point unique m de (C).
Il est essentiel de remarquer que Téquation (85) est celle d'une conique; il suffit, pour h; prouver, de montrer qua toute valeur donnée de X correspondent deux valeurs de Y, et réciproquement. Or, si Ion se donne X, la première équation (8i) détermine une courbe du réseau (82), c'est-à-dire une courbe qui coupe (C) en deux points seulement, dont les coordonnées dépendent de X. A chacun de ces points correspondent par (83) une seule valeur de Y, donc en tout deux.
D'ailleurs, une transformation homographique, suivie d'une inversion *, permet de faire correspondre à une conique un cercle, puis une droite. Il se trouve donc établi que, par une transformation birationnelle, on peut toujours faire correspondre, point par point, une courbe quelconque de genre zéro à une droite.
390. Lorsqu'un procédé quelconque permet de faire correspondre, d'une manière univoque, les points d'une figure aux points d'une autre figure, on dit qu'on a obtenu une représentation conforme de la première sur la seconde. Les résultats acquis dans le paragraphe précédent peuvent donc s'énoncer ainsi : « On peut toujours obtenir d'une manière rationnelle la représentation conforme d'une courbe de genre zéro sur une ligne droite. »
391. Comme second exemple, nous allons montrer qu'on peut obtenir d'une manière analogue, la représentation d'une forme courbe (C) de genre un, non décomposable, sur
1 La transformation qui permettra de passer d'une conique au cercle sera, par exemple, une perspective conique, quant aux formules dMnversion un peu moins usuelles, les voici, en mettant le pAle sur le cercle,
£ n k jc^ 4- y^
k est la puissance d'inversion, et ces formules sont bien biratîonnelles.
une cubique sans point double. La métho le étant identique à celle qui vient d'ôlre employée, nous n'insisterons pas sur les détails.
Par les
points doubles et par n — 3 autres points fixes de (C), faisons passer une courbe (C) d'ordre n — 2. Son équation sera de la forme (82)
a4?i (^1 y) + «aTa (^» P) + «sTs (^» P) = o^ (^2) et elle coupera (C) en
points fixes et en trois autres points dont les coordonnées dépendront de a^, a^, ag. Posons encore
et, entre ces deux équations et
f(x, tj) = o, (84)
éliminons x, y. Nous obtenons Téqualion
A un point m de (C) correspond évidemment un seul point M de cette nouvelle courbe (F). Réciproquement, si X, Y satisfont à Féquation (85), les trois équations (83) et (84) acquièrent une nouvelle solution commune en x, y, ce qui fait en tout
et elles ne peuvent en avoir une de plus, sans quoi la
courbe
n'aurait plus avec (C) qu'un seul point d'intersection dont les coordonnées dépendraient de X; les coordonnées de ce point s'exprimeraient rationnellement en Tonction du paramètre X; la courbe (C) serait de genre zéro, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Ainsi, à tout point de la courbe l\ correspond bien un seul point de (C). D'ailleurs (F) est une cubique. En effet se donner X, c'est prendre pour valeurs des paramètres
a, = 1, ta -- o, «3 = X,
et l^on sait que trois seulement des systèmes de valeurs correspondantes de j:: et de y dépendent de a^, ao, «3. Par suite, Y prend au plus trois valeurs différentes pour une valeur donnée à X, et réciproquement : T est donc une cubique. Cette cubique n'a pas de point double, sans quoi elle serait unicursale; les coordonnées de ses points s'exprimeraient rationnellement en fonction d'un paramètre, et il en serait de môme pour (C), ce qui est contre l'hypolhèse. Le théorème est donc démontré.
Corollaire. — Projetons la courbe F de manière qu'un de ses points d'inflexion soit à l'infini et que la tangente en ce point soit également rojetée à Finfini; z =0 doit donner trois points confondus. L'équation sera donc, en coordonnées homogènes, de la forme
P-î + zP, = 0,
Pj étant une fonction linéaire, Po un polygone du second degré. Un changement de coordonnées permettra d'écrire l'équation précédente sous la forme
œ^ + P2 = o, et Po contient nécessairement un terme en y^, sans quoi y
s'exprimerait en fonction rationnelle de l'abscisse, H lu courbe serait unicursale. P2 pourra alors se mettre sous la forme
[ai/ + bx + cY + dx^ -\- ex + f
a ^ 0. Prenons la droite
ay •\- bx -{ c = o pour axe des x, Téquation de la cubique devient
1/3 = oo?» -f- pa?2 + yo: + s.
Une dernière substitution, qui remplacera x parXj: -h \^^ donnera enfin la forme la plus réduite
y^ z= Ax^ — g^ — ^3 (8iVi
d'une courbe sur laquelle on puisse obtenir la représentai ron conforme de toutes les courbes de genre un.
Quelques formules en cooi*données polaires
392. Les formules que nous avons à donner dans ce |mragraphe s'obtiennent parde simples changements de variâmes. Soit
X = p cosco, y r= p sinu).
On en tire, si w est pris comme variable indépendautL\
dx =z — p sincjc^o) -f- cosWp,
dy = p coswrfu) -f- sinwr/p,
<Px =1 — p cos(i)rfoj* — 2 sinwrfwefp -f- coswrf^p,
d^y = — p sincoefu)^ + ^ coswrfw/ip -f- sinuxi^p,
et par suile, comme on l'a déjà vu, pour la différentiel Ir ilr l'arc
ds^ =: 4* + pVa>a
39i CHAPITRE XVn
et pour le rayon de courbure (n* 104)
R (p'+pT . (87)
Si Ton pose p =-» cette formule devient
et Ton voit que les points d'inflexion s'obtiendront en faisant le rayon de courbure infini, ce qui donne l'équation
qu'on peut écrire
393. Concavité vers le pôle. — Nous allons retrouver ce résultat en cherchant directement la condition pour que la courbe tourne sa concavité vers le pôle, c'est-à-dire pour qu'elle soit située dans le voisinage du point M, entre le pôle et la tangente en M.
Soit MT la tangente au point po, wq. Si la courbe est concave vers le pôle, en menant un rayon vecteur, voisin de OM, qui coupe la courbe en M', et la tangente en M", il sera nécessaire que Ton ait
OM' — OM' > o.
FiG. 40.
Si p est positif au point M, et par conséquent dans le voisinage, en appelant r le rayon vecteur OM' de la tangente, et p celui OM' de la courbe, l'inégalité précédente s'écrira
si p est négatif en M, il faudra écrire
Pour traiter simuUanément ces deux cas, nous emploierons la formule unique qui convient toujours
Etudions donc le signe de la quantité r — p, ou celui de
) qui est le môme.
P ^ On a vu, au chapitre précédent (formule 51), que
r p ^ "^ ' \Po/
ou ICI
+ay
- = - COS Ao> + I — ) sin A<o.
De plus, si l'équation de la courbe est
P on aura, dans le voisinage du point M,
^ = /"K + Au.) = /-(«o) -h Aa,/-(a,o) -f ^* /'(a,, + eAo,).
Si l'on remplace cos Au et sin Au par leurs développements en série, on voit que la valeur principale de la diffé-
1 1 renée sera
^'[rKi + A"*)].
si la quantité entre crochets nest pas nulle. Par conséquent, pour que la courbe soit, dans le voisinage du point M, con-
cave vers le pôle, il sera nécessaire et suffisant que Ton ail en ce point
HJ+C)']>»-
Si
la valeur principale de sera de troisième ordre et
changera de signe avec Aw, il y aura inflexion. Le lecteur
verra lui-môme ce qu'il faudrait dire, si la valeur princi-
1 t pale de était d'ordre supérieur au troisième.
COURBES GAUCHES. — SURFACES CONGRUENCES. — COMPLEXES DE DROITES
Courbes gauches
CI94. Dans ce chapitre et dans le suivant, nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires, pour toutes les questions qui concernent les angles bu les distances.
Une courbe gauche peut être définie soit comme intersection de deux surfaces dont on donne les équations
soit comme lieu d'un point, dont les cordonnées jr, y, z sont données en fonction d'un paramètre t variable, par les formules
x=zr,[i). y = rAi)^ ^ = /"3(0- (il
L'élimination du paramètre / donnerait les équations de deux surfaces contenant la courbe, et, d'ailleurs, le second mode de représentation comprend le premier, en supposant
Nous pourrons donc, dans ce qui suit, supposer toujours la courbe représentée par les équations (1). En particulier, sauf avis contraire, les différentielles
r/x, dy^ dz
auront pour valeurs respectives
De même d^x = —r dfi, (Py = ... etc.
On appelle ordre d'une courbe gauche le nombre de ses points d'intersection avec un plan quelconque.
Un grand nombre des considérations relatives aux courbes planes s'étend, sans modifications, aux courbes gauches; nous commencerons par les passer en revue.
:I95. Différentielle de l'arc. — La longueur d un arc de courbe se définit exactement comme nous l'avons fait pour le plan ; il n'y a qu'une variable de plus. 11 en résulte immédiatement, pour la différentielle de l'arc, la formule
ds^ z= dx^- + dy^ -f. dz^. (2)
396. Tangente. — La droite qui passe par un poial M (j:, y, 3) de la courbe et par un point M'{j; + Aj:, y-t- Ay, z 4- A:ï) très voisin, pris sur la môme courbe, a pour équations
X — X Y — y Z — 2 \x Ày A^
Lorsque M' tend vers M, la sécante a pour position limite la tangente en M, cette dernière droite a donc pour équations
dœ dy dz
Ces deux équations peuvent aussi s'écrire
Si la courbe était donnée par les deux équations
il faudrait différentier, pour avoir rfx, rfy, rfs, ce qui donnerait
DF , DF yp \
L'élimination de dx^ dy^ dz^ entre ces équations et les équations (3), se fait en remplaçant dans (4) les différentielles, par les valeurs proportionnelles tirées de (3); on trouve ainsi immédiatement
Chacune de ces équations représente un plan, et Tintersection de ces deux plans est la tangente à la courbe. Si
DF
DF
iz
la tangente est indéterminée, et le point de la courbe est dit singulier. Nous n'étudierons pas les points singuliers dans les courbes gauches ; le lecteur trouvera sur ce sujet des indications utiles dans le tome I du Traité (Tafmlyse de M. Emile Picard.
397. Les cosinus directeurs de la tangente, c'est-à-dire les cosinus des angles, que fait la tangente avec trois axes rectangulaires, sont proportionnels aux dénominateurs qui
figurent dans les formules (3). On a donc :
cosa _ cosp _ COSY V^cos^ g -f~ cos^ ^ + cos^ T |_ JL
dx "" di/ ^ dz V^* + dy^ + dz^ ^'
ou, en choisissant pour sens positif, sur la tangente, celui dans lequel croissent les arcs
d.v , dy
cosa ~ -T" cosfe =1 -f )
ds • as
^ ds
Ces formules pouvaient aussi s obtenir par des considérations géométriques, comme les formules (64) du chapitre précédent.
398. Plan normal. — On appelle plan normal à une courbe gauche en un point le plan perpendiculaire à la tangente en ce point. Comme, lorsque les axes sont rectangulaires, la perpendiculaire à un plan a ses cosinus directeurs proportionnels aux coeflicients de X, Y, Z dans Téqualion du plan, on voit que Téquation du plan normal au point M {j\ y s z) est
P = (X — x\ dv + (Y — y\ dy + (Z — z\ dz = o. (7)
L'intersection de ce plan et du plan normal infiniment voisin s appelle la droite polaire ; elle est déterminée par Téquation (7) et par Téquation
P + efP = o, ou encore
a?p == (X — x) dKv 4- (Y — y) d^y -f (Z — z) d}z -- ds^ = o. (8i
Si on appelle ;, r,, î, les angles que fait cette droite avec les ax(»s de coordonnées, on aura
cos l
cos;
'yd^^ — dzd'-y dzdKv — dxd^z dxd-y — . dyd'Z
■ W,»Ui
Le Heu des droites polaires d'une courbe s'appelle la surface polaire.
:I99. CooRBL'RE. — Vangle de contingence est encore ici Tangle de deux tangentes infiniment voisines, et la courbure^ la limite du rapport de cet angle à Tare. Calculons ces éléments.
La tangente au point x H- r/x, y -+- rfy, z -+- dz, a pour équations
X — X — dx _Y — y — di/ Z — z — dz , .
dx + d^œ "" dy + d^y ~~ dz + d^z ' ^^
Or, si deux droites ont pour équation
leur angle V s'obtient par la formule
. \J(bc —cby +-(ca' — ac)^ + (ab' ^ baV
y/(a^ + b'i + c») (rt'a ^ ô-i _|_ e'2)
On aura donc, en appliquant la. formule précédente aux équations (3) et (10)
. y _ yJidyi^z -^dzd^yf + {dzd^x — dxd^x)^ + {djcd^y -^dyd'^x)^ ~ yj(dx^ + dy^ + dz'')[{dx + d\xY + [dy + d^yf +(c/^+ cf^^
Si Ton remarque que sinV et V ont la môme valeur principale, et qu'au dénominateur d-x est négligeable devant dx^ d-y devant dy^ d-z devant dz, on trouve pour la courbure
^ V >J{dyd^z-'dzd^y)'+[dzd^x-dxd}z)'+[dxd*y-dyrpœY ~'ds~ \[dx'+dy^-\'dz^Y
CALCUL INFINIT^-SIMAL. 26
On retrouve au numérateur des binômes déjà rencontrés (9); nous adopterons, pour désigner ces binômes ou plutôt leurs quotients par dt^^ une notation spéciale. Nous poserons
A = yz" -^ zY, B = z'cx? — x'z\ C == xf — y'af, (12)
La courbure s'écrira ainsi
A = iAiiBi+jÇ!^, (13)
et son inverse, que nous appellerons encore rayon de courhure, aura pour expression
enfin les équations (9), qui définissent la direction de la droite polaire, deviendront
COSÇ COSTl cosÇ i ,,-,
Remarquons en passant que la formule (14) est tout à fait l'analogue de la formule (65) du chapitre xvn, si l'on prend .v comme variable indépendante. On a en effet, dans ce cas
et en différentiant
Puis, à cause d'une identité connue,
= (a;'» + y'» + z'^) Ix"* + y"» -I- ^"*) — {m'a:" + i/i/' + *V)' = x"* + y"» + z"K
D'où
4CM>. Différence entre un arc infiniment petit et sa corde, — Le calcul fait au n^ 371 pourrait être reproduit ici textuellement; il n'y aurait qu'à écrire une variable de plus. Le résultat est donc le même :
0 = ^ k^ds^. (17)
Du plan tangent et de la normale à une surface
DF ;>F DF
qu'on appelle le plan tangent en M h la surface (S) : c'est le lieu des tangentes h toutes les courbes tracées sur la surfac^^ et qui passent en M.
40d2. La perpendiculaire à ce plan, au point M, s'appelle la no7*male; elle a pour équations
40«l. Si Ton prend ar et y comme variables indépendantes, et si Ton pose
^ ex ^ oy
la différentiation de l'identité
faite en supposant successivement y et x constants, donne
OX OZ 01/ ' ^ t»^
et Téquation du plan tangent devient
Les équations de la normale sont dans le môme cas
404. Enfin on peut, en introduisant des coordonnées homogènes, obtenir une dernière forme utile. L'équation de la surface peut s'écrire, en multipliant au besoin par une puissance de t,
le premier membre étant une fonction homogène en x, y, z, t de degré m\ il en résulte, en vertu de Kidentité d'Euler relative aux fonctions homogènes,
C^X ' 01/ ' oz ^ ot
Or le plan tangent au point dont les coordonnées sont -> -^î - a pour équation
OÙ à cause de l'identité précédente,
X^ + Y^^ + Z^-hT,^=o. (20)
1^0o. Le plan tangent devient indéterminé, si les trois
dérivées ^* ^^ ^ sont nulles au point j:, y, z, t. Ce point ox oy cz
est alors dity;o//f/ singulier. On peut encore se proposer de trouver le lieu géométrique des tangentes en ce point. La méthode que nous allons employer nous donnera directement Féquation du plan tangent sous la forme (20).
On sait qu'une tangente au point M est la limite des positions d'une sécante qui passe en ce point, lorsqu'un deuxième point d'intersection de la sécante avec la surface vient se confondre avec le premier, suivant une loi déterminée, d'ailleurs arbitraire. Soient alors x, tj^ z, t les coordonnées homogènes du point M et X, Y, Z, T celles d'un point courant de la sécante qui passe i^n M; on sait qu'un autre point M' quelconque de la sécante pourra ôtre considéré comme ayant pour coordonnées
et, si ce point est sur la surface, on aura identiquement f[x + \\, y + XY, ^ + V/., ^-fXT) = o. Développons cette équation par la formule de Taylor :
+ ^:^('x^ + YÏ+zï+Tïr+ .., = „.
Le premier terme est nul par hypothèse; l'équation précédente, considérée comme déterminant les valeurs de X d'où résulteront les coordonnées x\ //, z\ f des points M' communs à la surface et à la sécante, a une racine nulle en X,
ce qui tHait facile à prévoir. Pour qu'une seconde racine soit nulle, il sera nécessaire et suffisant que le coefficient de X soit nul; on retrouve ainsi Téquation (20) du plan tangent. Si ce plan est indéterminé, le point sera singulier. Supposons toutes les dérivées partielles nulles jusqu'à Tordre // exclusivement; a" se trouve en facteur; tonte sécante qui passe en M coupe la surface en n points confondus avec M; le point M est dit multiple dordn n. Pour qu'un nouveau point vienne se confondre avec les précédents, il faut et il suffit que
(]elte équation symbolique est celle d'un cône de degré h contenant toutes les tangentes au point M.
Tliéorie du contact
406. Le principe de la théorie est le môme que pour les courbes planes. Nous laisserons de côté le contact de deux surfaces.
Deux courbes planes ou gauches, ou une courbe et une surface, ont un contact de /i""" ordre, lorsqu'elles ont en commun n -\- \ points infiniment voisins. Si /q, /q H- A,/q» /f) + A.^/q, ..., /n + -^uA) définissent n -f- 1 points de la courbe gauche (G), il faudra exprimer que les points ainsi définis sont sur la deuxième courbe (C) ou sur la surface (Si.
Examinons d'abord le cas de deux courbes (G) et (C), et supposons (G) donnée par les (équations (1), (G) par les relations
En remplaçant dans ces équations .r, y, z par/|(/), f:t[t\ f\^[t) respectivement, on obtient deux équations
et les conditions
+ (0 = 0, 'hM = o,
se transforment, comme dans la théorie du contact des courbes planes, en
S'il s'agit du contact de la courbe (G) et de la surface (S)
il est évident que la même méthode s'appliquera et que les conditions seront
•HO = o, f(0 = o, ..., •^(«^(g^o.
11 résulte de la que, si x^, y,, 2,, sont des valeurs des variables déterminées par une valeur i^ du paramètre, infiniment voisine de t^, l'expression F (2:^, y,, z^) sera inliniment petite d'ordre n + 1, par rapport h l'accroissement de /. On aura en effet identiquement, h cause des relations précédentes,
11 faut remarquer que, si le point est ordinaire sur la courbe gauche, li est du môme ordre que l'arc infiniment petit de cette courbe.
407. Nous démontrerons encore que, par analogie avec le cas des courbes planes, lorsqu'il y a, en un point ordinaire M, contact du n™" ordre entre deux courbes gauches, ou entre une courbe et une surface, on peut trouver sur les deux figures correspondantes deux points N et Nj, infini-
ment voisins de M, et tels que leur distance soit d'ordre n + 1 au moins par rapport à MN. Nous distinguerons deux cas :
1^ Cas de deux courbes (C) et (C,)
yzzzfix), 2 = f^[x), (C)
y=zf\[x), z = ^^{x), (C,)
Soient j^q, yo? ^^^ coordonnées du point M de contact, x, y, :;, celles d'un point N de (C), x^, y^, s^, celles d'un point N^ de (C,). Nous supposerons que la tangente au point M ne soit pas parallèle au plan zoy\ MN se projette alors suivant un infiniment petit x — a^o de même ordre. Prenons le point Nj, de manière que
Xy z= X,
On aura évidemment
Or on voit, comme au chapitre précédent, n*» 336, que
y^y^=f(^x)^r{cC,)=^^;-^^^
Donc NNj est bien du [n -\~ 1)"** ordre au moins par rapport à a: — .Tq ou à MN.
La réciproque se démontre comme pour les courber planes.
2° Cas d'une courbe (C) et d'une surface (S), ayant pour équations respectivement
Soient encore Xq, y^, z^, les coordonnées du point M commun aux deux figures; x, y, z, celles d'un point N de (C); a:,, y,, 5j, celles d'un point Nj de (S). Nous pouvons encore
supposer que la tangente au point M à (C) n'est pas parallèle au plan zoy^ et, par suite, que MN est de mémo ordre que X — x^y D'ailleurs les équations de (G) donnent
d'où il résulte que y — y^ et z — * z^ sont de Tordre de X — Xq, si les dérivées f\x^ et ^'(^o) ^^^ ^^^^ P^^ nulles, ce que nous supposerons. Prenons le point N| de manière que
Alors Or
^ — -^1 = •«' — F («?4, Vk) = ? m - F [x, y)
= <p (a?) — F [X, f[x)] =r .} (jf) = .Ka?o + a? — a?J et
^;K+5irF,)===.H^o)+(^-^o)'fK)+... + |5^
Par hypothèse, il y a contact du //•"" ordre, c'est-à-dire que
La différence 2 — z^ est donc d'ordre /« + 1, au moins par rapport k x — Xq^ ce qui démontre le théorème.
La réciproque est évidemment vraie : si une courhe (G) et une surface (S) ont un point M commun, et s'il existe sur (C) un point N, sur (S) un point Nj, tel que NN, soit inliniment petit d'ordre a< + 1, par rapport à MN, la courbe et la surface ont un contact du z^"*' ordre. Il suffit, pour le voir, de prendre oz parallèle à NNj.
408. Ge qui précède suppose, comme dans le contact des courbes planes, que le point M soit un point ordinaire sur
(C) et sur (S).
Osculation
409. On dit qu'une courbe ou qu'une surface sont osculatrices avec une courbe gauche donnée lorsqu'elles ont avec cette courbe gauche le contact de l'ordre le plus élevé compatible avec le nombre d'arbitraires qui figurent dans leur définition. Comme application de la théorie du contact, nous allons chercher les figures les plus simples osculatrices à la courbe gauche (1).
41 0. Droite osculatrice od tangente. — Les équations d'une * droite renferment quatre paramètres; on pourra donc l'assujettir à quatre des conditions (23). La droite a pour équations
\ = as -{- CL, Y = ô^ + P;
si elle doit être osculatrice à (C), au point x, y, 5, on aura les conditions suivantes, dans lesquelles x\ y\ z\ désignent toujours les dérivées par rapport à t :
œ zzz az -\' a,
x'^= az\
On en tire
Ce sont bien les équations de la tangente (3). Plan oscillateur
Le plan
aX 4- ÔY + cZ + rf = o, renfermant dans son équation trois paramètres, pourra être
assujetti à trois conditions (contact du second ordre), savoir ax -\- by -\' cz -|- rf = o, ax" + V' + cz" = 0.
L'équation du pian osculateur sera donc
ou, en désignant par A, B, C, les mômes quantités qu'au n« 399,
Par définition, le plan osculateur passe par trois points infiniment voisins, ou, ce qui revient au môme, par la tangente et un point infiniment voisin. On peut montrer facilement qu'il est encore le plan mené par une tangente parallèlement à la tangente au point infiniment voisin. En effet la condition pour que le plan
passe par la tangente
est
A^ + By + Cz' = o.
Elle est identiquement vérifiée à cause de la signification de A, B, G. La tangente au point infiniment voisin a pour paramètres directeurs x' -+- dx\ y + (hj\ z + dz\ ou X H- ./V/, y' + //V/, z' + zdt^ et elle sera parallèle au plan osculateur si
A [x' + x"dt) + B (?/ + y'dt) + C ( j' -f- z'dC) = o.
(]<*lle condition, qui se réduit à
Ao?" + B/ + Cz" = 0, est encore identiquement vériliée.
Cercle oscillateur
Les équations d'une circonférence
contiennent six paramètres; on pourra donc écrire les six premières conditions (20), ce qui établit un contact du second ordre,
i-^ - xj' + (y - py + (^ - r)' = R'
a (a? — at) + 6 (y — p) + c (z — y) =: o '"'"''
«07' 4" ^,V -\- cz' =0
«a?" + hy" + c j'' = o
Ltîs deux dernières montrent que a, A, c ont précisément pour valeurs A, B, C, c'est-à-dire que le plan du cercle osculateur est le plan osculateur; les trois précédentes détermineront a, ?, y; les deux premières d'entre elles expriment que le point a, jâ, 7, se trouve sur la droite polaire. On peut donc énoncer en passant ce théorème : Le centre du cercle osculateur est à V intersection du plan osculateur et de la droite polaire. 11 résulte aussi des formules (15) que la droite polaire est perpendiculaire au plan osculateur : la droite polaire est Vaxe du cercle osculateur; on rappelle souvent axe de courbure. Calculons maintenant a, g, y; on tire aisément des équations (26) :
x — PL ^ y —P __ ^ — ï Cy — ï^z' \z' — Co;' Wr — \y
— x" {Cy' — Bz') + y" (A^' — C^') + z" (B;c-' — A/f
■vr- ■
Le dernier membre est égal à
Le centre du cercle osculateur est donc donné par des formules relativement simples, qui se déduisent par permutation de la première
On en déduit
^ ~ A2 + B2-f-Ca '
c'est-à-dire la même valeur que pour le rayon de courbure (14). Le cercle osculateur peut donc encore être appelé cercle de courbure, son rayon, rayon de courburCy et son centre, centre de cotn^bure.
Ti4ëdre mobile
413. On appelle normale principale en un point d'une courbe gauche, celle des normales à la courbe qui est située dans le plan osculateur en ce point. La normale principale passe donc au centre de courbure.
Nous pouvons maintenant définir trois droites deux à deux rectangulaires et parfaitement déterminées en chaque point de (G), que nous prendrons comme axes de coordonnées mobiles avec le point de la courbe : Taxe des x sera la tangente à la courbe comptée dans le sens des arcs croissants ; Taxe des y, la normale principale comptée vers le centre de courbure ; Taxe des z, la perpendiculaire aux deux premiers; cette perpendiculaire est parallèle à la droite polaire et a reçu le nom de binormale.
On défmil le sens de cette dernière droite par la condition que le trièdre mobile puisse être amené à coïncider avecle trièdre des axes fixes; en d'autres termes, la binormale est orientée par rapport h la tangente et à la normale principale comme 0;; Test par rapport à Oa: et à Oy.
Nous avons déjà calculé par les formules (6) les angles a. 3, Y, de la tangente avec les axes fixes, et par les formules (9), (15), les angles 5, r^, ï, de la binormale avec les nu^mes axes. On en déduira facilement les angles directeurs X, pt, V, de la normale principale [qui d'ailleurs résulteraient aussi des formules (27)], par les formules
COS X r= ces t| cos y — cos C cos p, cos jjL = cos ; cos a — cos l cos y, C08V = cosÇ cosp — cost, cos a.
Tot*sion
414. 11 existe, entre les différentielles de ces divers angles, des relations que nous établirons bientôt; mais il importe de définir d'abord un dernier élément capital dans IVtude des courbes gauches. Nous voulons parler de la torsion ou seconde courbure.
On comprend, en effet, que la courbure ne peut servir à différentier les courbes planes des courbes gauches ; le caractère de ces dernières étant d'avoir, en chaque point, un nouveau plan osculateur, il était naturel d'introduire, comme élément fondamental, l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins, ou mieux le rapport de cet angle 6 à l'arc infiniment petit correspondant. C'est ce rapport que nous appellerons torsion et que nous désignerons par la lettre - : nous allons la calculer.
Soient (25)
A (X -^) + B (Y - y) + C (Z ^ z) = o, (A+rfA)(X-.î7-c^a7)+(B+^B)(Y-y-rfy)-f(C+rfC)(Z-^-rf^)=o,
les équations de deux plans osculateurs infiniment voisins. Leur angle '| sera donno par la formule
. _ (BtfC — CdB)^ + [CdX — AdCy 4- (ArfB — BrfA)^ 8»n ? — (Aa+ B» + C^) [(A + d\y + (B + r/B)'^ + (C + dC)^]
ou comme ^b et sin^J; ont la môme valeur principale
r Or
dK = {y'z'"
- z'y'") dt.
Si donc on pose
on voit que les binômes qui figurent au numérateur de tj;^ seront, au facteur dt près, les mineurs du déterminant adjoint de D; leurs valeurs seront donc, d'après un théorème connu,
BrfC — Cf/B == œ'Xydi, Cdk — AdC = y'Ddt, ArfB — Bd\ = z'Ddl.
On en déduit
.2 ^ i^l±jl±jlL^lÊL
rfs "* A2 + B^ + C2
Remarquons que les équations des deux plans osculateurs infiniment voisins peuvent s'écrire
BdC — CdB ~ Cd\ — AdC ~ AdB — BrfA'
OU, d'après ce qui précède,
La tangente en un point est donc l'intersection du plan osculateur en ce point et du plan osculateur infiniment voisin.
415. Les courbes planes ont pour plan osculateur leur plan : leur torsion est donc nulle. Mais sont-ce les seules courbes pour lesquelles on a
Pour répondre à cette question, je supposerai que la variable indépendante soit x :
La condition précédente se réduit donc à
(l}y (P2 (Py (Vz
dx^ dx^ dx^ dx^ '
ce qui peut s'écrire :
dh/ d^z
dx^ dx^
d^ ~ d^z dx^ dx^
En remontant aux fonctions primitives, on trouve
d^y _ p d^z , dx^ ~~ dx^'
puis
y = C^ 4- C^x + Cj
Les courbes pianos sont donc les seules pour lesquelles la torsion soit nulle en tous les points. Les points d'une courbe gauche pour lesquels la torsion est nulle sont dits points où le plan osculateur est siationnaire . Ils sont les analogues des points d'inflexion dans les courbes planes.
4IO. En gént5ral, la distance d un point M' d'une courbe gauche au plan osculateur en un point M infiniment voisin, est un infiniment petit de troisième ordre par rapport à Tare MM'. En effet, soient x + \x^ y -4- Ay, :; -h Az, les coordonnées du point M'; sa distance au plan osculateur, dont l'équation est
A(X - ^) + B(Y ^ ^) + C (Z - ^) = o, sera
. _ I AAa? + BA.v + (:Ag I """" v'A» + B-* + C^
Or la formule de Taylor donne
Aic =z dx -{- -z d}x 4- ç. à?x -\- ...
Ay := dy + ...
Lz = dz + ...
et comme par hypothèse
\dx -f- Bc?^ + Cdz = o, Ad^x + Bd^y + Cd^z = o,
il reste
^ i I Ad^x + Bdh/ + Cd^z + ... I
Mais
d^x = x'"di\ d?ij = y"'dt^, d?z = z'"dfi :
la valeur principale de 5 est donc
• ^ 1 |Aa;;" + B.v- + C^'"| .^^, -1 |D1 ^^,
6 VA» + B" -I- C» 6 y/A* -f B» + C^
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Elle est bien du troisième ordre. Aux points où le plan osculateur est stationnaire, sa distance au point infiniment voisin devient d'ordre supc^rieur au troisième.
Pour les points or.dinaires, on peut donner un aspect plus géométrique à la dernière formule, en introduisant dans 5 la courbure et la torsion. Un calcul immédiat montre que
Cette distance changeant de signe avec ds^ la courbe traverse le plan osculateur.
Keprcsenlalion spliérique
Relations enlise les différentielles des cosinus
directeurs du trièdre mobile
417. Dans ce qui va suivre, nous désignerons par a, g, v, X, [JL, V, ç, y;, Ç, les cosinus des angles, qui étaient jusqu'ici (n*" 414) représentés par les mêmes lettres, c'est-à-dire que nous écrirons a au lieu de cos a, et ainsi de suite.
Les formules de Frenet*, que nous allons établir, se démontrent très aisément à l'aide de la représentation sphériqiie. Soit o le centre d'une sphère de rayon un; par ce centre menons une parallèle à la tangente MT au point M de (G), et dans le sens choisi comme positif sur la tangente. Cette parallèle percera la sphère en un point m qui est déterminé par la tangente en M et qui la détermine sans ambiguïté. Ce point m est la réprésentation sphérique de MT, et le lieu de m s'appelle Vindicatrice sphérique- ; les coordonnées de m sont évidemment a, ?, y- ^-^ tangente au point M' infiniment voisin sera représentée par le point m' de coordonnées a + c^a, 0 + rfg, y + ^t» de sorte qu'on a
ï On donne aussi parfois à ces formules le nom de Serret, ce géomètre les ayant obtenues, de son côté, peu de temps après Frenet.
2 L'indicatrice sphérique d'une courbe plane est un grand cercle, et récipro quement.
immt'diatement pour la courbure
1 __ arc mm
R "" "^ ■" arc M\r
Remarquons, en outre, que la droite inm' est à la limite perpendiculaire à om, et qu'elle est dans un plan parallèle à Oin et a om\ c'est-à-dire à deux tangentes infiniment voisines : mni est parallèle au plan osculateur et, par suite, à la normale principale. Ecrivons cela, en prenant pour sens de la normale celui de m vers m\
ch rfS r/y fh^
T ~ [x" "~ "^ ~ R ' d'où
r/x = X^, r/^=:ix-j^» (f^ = ^^' (30)
Ce sont les premières formules de Frenet.
Représentons maintenant sphi^riquement les droites polaires en menant o/î, on^ parallèles à ces droites; un mesurera Tangle de deux droites polaires, et l'on aura
__ nn
De plus le plan onn\ étant parallèle aux deux axes de courbure, est perpendiculaire aux deux plans osculateurs infiniment voisins et, par suite, à leur intersection, c'est-àdire (n** 414, Remarque), à la tangente, et comme nn' est perpendiculaire à la droite polaire, ou parallèle au plan osculateur, elle est encore parallèle à la normale principale. Les coordonnées de n étant ?, y;, r, et celles de n ; + f/;, y; -+- (Ir^, :; -h ^/?, le parallélisme dont il vient d'èlre question se traduira par les conditions
f = *3 = iLi=,,.rf,. (3,)
C'est le second groupe des formules de Frenet, et il en
résulte, pour lo signe de t, une délerminatioii précise que n'avait pas fournie la formule (29). Il reste à calculer r/)..
Or le trièdre mobile avant l'orientation convenue, on a
|x z= aï — vÇ ;.
V =3 p; — aiQ \
Nous en déduirons les différentielles; il suffit de faire 1<^ calcul pour la premières
Cette égalité devient, h cause des formules (30) et (31),
(I\ r:= T,v ^ + fiLxds — p^'^ds — îp- fT
ou
d\ = '^'^ ^^ rf5 -j- (vu. — pv) Trf5.
Mais on sait que dans le déterminant a p Y
ut.
chaque élément est égal au mineur correspondant, pris avec son signe; c'est ainsi, par exemple, qu'ont été écrites les équations (32). On aura donc aussi
a =- itX
VT^i
Ç = Pv — YP-'
(32 bis)
ce qui permet de simplifier la formule (33) et d'écrire définitivement (en écrivant aussi par analogie les valeurs de d\i. et de rfv)
dX
dlL
ds ds
Ces équations avec (30) et (31) constituent le groupe complet des fonmiles de Frenet.
ititt. Ces formules offrent certaines commodités pour le calcul. Proposons-nous, par exemple, de calculer les cosinus directeurs de la normale principale en fonction de
Tare. Comme a = nr» ?=-/' ï = t:' ^^^ formules (30) donnent sous la forme la pins simple
et les formules de changements de variables permettraient d'exprimer a, ;jl, v, en fonction d'une variable quelconque. Mais le calcul que nous venons de faire a une plus haute portée; en effet, nous avons obtenu, en fonction des quantités a, g, Y, X, [;., V, et des courbures, les dérivées premières et secondes des coordonnées d'un point courant de (C), par rapport a Tare x. En prenant, de nouveau, les dérivées par rapport à v, dans les équations précédentes, on introduira les dérivées troisièmes des coordonnées, et, dans les premiers membres, les dérivées de X, jji, v; mais ces dernières s'expriment (3i) en fonction des cosinus a, g, y, ;, y;, ;, et Ton pourra de même obtenir successivement toutes les dérivées des coordonnées en fonction des cosinus directeurs du triédre mobile. Par suite, dès qu'on connaîtra la courbure et la torsion en fonction de Tare
et qu'on aura de plus, pour une valeur Vq donnée de 5, les valeurs initiales des coordonnées et des cosinus, .r^„ y^,, Zç,^ ao> ?o» 7oi H^ H^ ^•'o (d'<^ù ;o. %» ïo)» 'a courbe gauche sera déterminée, et les coordonnées d'un point quelconque s'obtiendront, sans intégration, par des séries de Taylor, telles que
. = ., + is - s,! (-)^ + L—ii- ^_j + ...
Si on suppose, par exemple, les axes fixes coïncidant à Torigine des arcs avec le trièdre mobile^ on aura
A = 0^ jl=l, v=0,
et les développements en séries dont il vient d'être question donneront pour les premiers termes des coordonnées d'un point de la courbe infiniment voisin de Torigine M des coordonnées du trièdre mobile
Dans ces formules, /* et t sont les valeurs de la courbure et de la torsion au point M; // la valeur au même point de la dérivée de la courbure par rapport h Tare. La dernière de ces formules constitue une nouvelle démonstration de celle donnée au n° il6.
Ces trois formules ont été données, dès 1869, par M. Roiichr», dans une note placée à la suite du Traite de Géométrie descriptive, de Th. Olivier; nous empruntons à la même note les valeurs principales d'un certain nombre de quantités infiniment petites, qu'il peut être utile de connaître, et dont rétablissement n'est plus alors qu'un exercice de géométrie analytique.
IjU distance d'un point à la tangente au point infiniment voisin a pour valeur principale
0 = i kds^.
Uangle du plan osculateur en un point avec la tangente
au point infiainient voisin a pour valeur principale
I I AT I ds\
La plus courte distance des tangentes en deux points infiniment voisins a pour valeur principale
V angle de la tangente en un point et de la trace, sur le plan osculateur en ce points du plan osculateur au point infiniment voisin a pour valeur principale
\iid^;
c'est la moitié de langle de contingence.
L'angle et la plus courte distance de deux normales principales infiniment voisines ont pour valeurs principales respectivement
fis >Jk^ + t2, -zds
Le plan oscillateur en un point M fait avec le plan mené parla tangente en ce point M et par un point M' infiniment voisin un angle dont la valeur principale est
\.ds,
c'est-à-dire le tiers de l'angle de torsion.
La perpendiculaire com?nune aux tangentes en deux points infiniment voi^sins, M et M', fait avec la binormale un angle dont la valeur principale est
424 CHAPITRE XVIIl
Considéi*ations gcoinéti*iques
419. Par un point 0, menons des parallèles (>«, Om\ Oc, aux tangentes MT, MT', et à la corde MM', d'une courbe gauche (G). Si le point M est ordinaire, les angles de MT et de MT' avec MM' sont évidemment de môme nature; en d'autres termes, dans le trièdre Omm'c, les deux faces
cO/n, cOm\ sont des infiniment petits de même ordre; elles
sont donc aussi du môme ordre que mOm', qui est Tangle de contingence de (G) ; elles sont du premier ordre par rapport à Tare MM'. 11 en résulte que la démonstration donnée n" 338, pour les courbes planes, subsiste, et que, sauf aux points singuliers^ la distance d'un point d'une courbe à la tangente au point infiniinent voisin est du second ordre par rapport à F arc qui unit les deux points.
Par la tangente en M, menons un plan P quelconque, et soit M'A la perpendiculaire abaissée de M' sur ce plan, M'B la perpeîidiculaire à la tangente MT. L'angle ABM' n'est pas infiniment petit, et, comme dans le triangle ABM', on a
M'A = M'Bsin;\BM',
la distance du point M' au plan P est du deuxième ordre. Il y a exception si le plan P fait avec le plan MBM' un angle infiniment petit, c'est-à-dire si le plan P occupe la position limite du plan MBM' (plan osculateur). La distance du point M' au plan osculateur est donc d'ordre supérieur au second.
Il résulte de la définition de la torsion et de considérations analogues à celles développées au commencement
de ce paragraphe que l'angle ABM' est, en général, du premier ordre, et, par suite, que la distance d'un point au plan osculateur est du troisième ordre en général. Le cercle osculateur, limite d'un cercle qui touche MT
en M et qui passe en M', est dans le plan osculateur. Soit dans le plan de ce dernier cercle, M'C perpendiculaire sur le diamètre qui passe en M, et Rj le rayon du cercle, on a
MM'^ =: MC X 2R
d'où, pour valeur principale de la distance de M' h la tangente en M, ^
C'est la formule donnée sans démonstration au n° 418. Sphère osculatrice
420. Considérons une sphère quelconque passant par le cercle osculateur en M. La dislance M'H du point M' à la circonférence osculatrice est du troisième ordre; par conséquent la distance de M' k la sphère qui est inférieure, mais, en général, comparable à M'H, est aussi du troisième ordre. 11 y a exception pour une sphère limite de celle qui passe en M' : c'est la sphère osculatrice.
Etablissons son existence par le calcul, et calculons son rayon. Soit
(X - ^o)' + (Y - .Vo)^ + (Z - ^o)' - R^ = o
l'équation de cette sphère; d'après la théorie de l'osculation, on doit remplacer X, Y, Z, par les coordonnées .r, y, z, du point M, puis différentier trois fois. Nous prendrons l'arc s comme variable indépendante ; on aura
(X - x,)^ + {t/~ y,)^ + (^ - z,)^ - R? = o, (35) puis
OU, en employant les notations du n** 417,
{x — x,,) a + (y — I/o) P + ^3' — -s'o) r = o. (36) Dîfférentions de nouveau ; nous obtenons l'équation
que les formules de Frenet (30) permettent d'écrire
{x — ojo) X -f [y — j/o) if.+ {z — ^q) V + R = o. (37) Différentious une troisième fois; il vient
(•^ ~ ^o) T^ + Cv - yo) i: + ^^- ^o) ,i: + ^ = û'
parce que
*X + pfX + yv := o.
Remplaçons encore les dérivées de X, [jl, v par leurs valeurs (3i). Nous obtenons enfin Téqualion
ou plus simplement à cause de (36)
Les équations (36), (37), (^38) déterminent x^, y^, z^ et (35) donne R^ ; mais il suffit d'élever au carré les. trois premières équations, après avoir isolé les quantités connues dans les seconds membres et de les ajouter membre à membre, pour obtenir, en vertu des relations bien connues qui lient les cosinus directeurs d'un trièdre trirectangle.
Il est à remarquer <jiie les équations (36) et (37) coïirridiML aux notations près, avec la deuxième et avec la tmisirrruéquation (26). Le centre de la sphère osculatrice se Injuv*' donc sur la droite polaire, et cette sphère contieni Ir << rdr osculaleur.
421. La formule précédente montre que le rayon d^* hi sphère osculatrice ne peut être égal au rayon de c-uirliii'i^ que si
1 /V/RV
L'annulalion du facteur - n'offre pas d'intérêt; v\U- uv
donne comme courbes réelles que des droites. Au coiiti;iirLS les courbes définies par Téquation
r/K méritent d'être étudi<'es. Dans ce cas
le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le et ntii Av courbure, et c'est le seul cas où la coïncidence dr> tliiiv centres soit possible.
Cherchons, dans ce cas, le lieu du centre de courbui i- Ku différentiant totalement les équations (36) et (37) où*/,j, Vn* -o sont maintenant considérées aussi comme des fonction- h* >, on trouve, (fans tous les cas^
Le centre de la sphère osculatrice décrit donc fniipnirune courbe dont la tangente, perpendiculaire k la la*i|^i'jitL'
MT de (C), et à sa normale principale, n'est aufre que la droite polaire. Donc, dans les courbes à courbure constante, le lieu du centre de courbure est une courbe (Cq) tangente à toutes les droites polaires, et Ton peut déjà remarquer en passant que, contrairement à ce qui se passe dans les courbes planes, le lieu des contres de courbure de (C) n'est pas tangent ici aux normales principales. Le plan osculateur de iQ/-, mené par une droite polaire parallèlement à la droite polaire infiniment voisine, se trouve perpendiculaire à deux plans osculateurs successifs de (G) ou à leur intersection, c'est-àdire à la tangente MT. Gomme, d'autre part, le plan normal de (Gy) n'est autre que le plan osculateur de (G), la droite polaire de (Q,) se confond avec la tangente de (G). Il y a réciprocité complète entre les deux courbes.
Application des théories précédentes à l'hélice
42)2. On sait que Thélice est une courbe tracée sur un cylindre et telle que l'ordonnée d'un point est proportionnelle à son abscisse curviligne. (On appelle ordonnée d'un point la portion de génératrice du cylindre comprise entre le point et le plan d'une section droite fixé arbitrairement, abscisse curviligne. Tare do cette section droite, compté depuis une origine donnée jusqu'au pied de l'ordonnée. ) 11 résulte immédiatement de la définition que la tangente à l'hélice fait un angle constant avec les génératrices du cylindre. Nous allons, dans ce numéro, retrouver cette propriété et quelques autres, en nous bornant au cas du cylindre de révolution; les équations de Thélice sont alors
jc z= a cos 9, ^ = <ï sino, z = ma^.
On en tire
dx = — a sin ^dv^ dy =z a co^od-d^ dz =. madz,^
COS
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en posant
m. = tang 0,
Comme -j =^m . cosO = sinO, la tangente à F hélice fait
un angle constant avec taxe du cylindre.
D'ailleurs les cosinus directeurs de la tangente auront pour valeurs
a = — sin^cosG, ft = cos<p cosô, y = S"*^-
Les quantités A, B, G (12), qui figurent si fréquemment dans la théorie des courbes gauches, se calculent aisément
A = ma^ sin<p, B = — yna'^ cos(p, C = a^
On en tire
La courbure (13) et le rayon de courbure auront donc pour expression
le rat/on de courbure de f hélice est constant.
Les cosinus directeurs de la droite polaire peuvent s'écrire immédiatement
$ ::= sin cp sin 0, tj = — sin 0 ces ^, C = cos ô.
Cette droite est perpendiculaire au rayon du cylindre dont les cosinus directeurs sont
coscp, sin^, o.
cosô
fl3
cos^ a
cos^Q a
Donc le plan osculateur en un point de Thélice, qui est perpendiculaire à la droite polaire, contient le rayon du cylindre, ou encore est perpendiculaire au plan tangent du cylindre; la normale principale de l'hélice se confond avec le rayon du cylindre.
Nous verrons plus loin qu'on appelle lignes fféodesiynes dune surface les courbes dont le plan osculateur contient la normale à la surface; Thélice est donc une ligne géodésique du cylindre. Si l'on admet, ce que nous démontrerons,' que, sous certaines réserves, une ligne géodésique est le plus court chemin qu'on puisse tracer sur la surface, entre deux points de cette ligne, la propriété, qui vient d'être énoncée, était évidente puisque Thélice, dans le développement du cylindre, devient une^ ligne droite.
Cherchons enfin la torsion; le déterminant (25), qui figure au numérateur, a pour expression
D = Aœ"' + B.y' ' + iW" = ma^.
Donc
m cos^ 0 sin^ cos©
La torsion est constante.
423. L'hélice est la seule courbe qui ait sa courbure et sa torsion constantes. Nous allons même démontrer que les seules courbes, pour lesquelles le rapport de la courbure à la torsion est constant, sont des hélices tracées sur un cylindre à base quelconque.
Les formules de Frenet (30) et (31) donnent
Cil" d-fi~ di:~ T '" ^*
a étant une constante. On en déduit
OL = al -{- A I
p = avi+B , (40)
A, B, C, étant de nouvelles constantes. Multiplions ces irriis* équations respectivement par a, g, y^ ^^ tenons complo dos relations connues
»^+ ?^ + ï*= i a5 + p-^ + YÎ = G
Nous obtenons Téquation
Aa + Bp + CY = i, («1
qui exprime que la tangente à la courbe fait un angle constant avec la droite
or ^ £
Le théorème est donc démontré; mais nous allons prouvi^r en outre que, si la courbure et la torsion sont constaiilcsi, le cylindre, sur lequel est tracée Thélice, est à base ci rrnlaire.
Nous prendrons la direction des génératrices du cyliiulrn pour axe des z{k = o^ B = o). L'équation (41) devient
et la troisième équation (40) donne, pour ;, une valeur constante, qu'il est inutile de calculer. La dernière équation -jm donne, puisque r/v = o,
c'est-à-dire que la normale principale, pour toute hélice, est perpendiculaire aux génératrices du cylindre. La jtn'* mière formule (82 fns) devient alors
a = [xî,
et de môme on a
p = - xç.
Mats les formules iV» donnent encore
^ ^=: il -; — u. = n — î
ih ' ffx
de sorte que les êqualions prêcé«lenles peuvent s'écrire
On en J^'-vluit >an> jK-iiu'
,:iî_s$ = o. x»-fS»=i«», (43i
Ht ^l S étant lies c»>n>tante>. La dernière étjaatioQ donne
et ea eaiibiuaut ;tvei' rê^^aati^'n io
Mtt t*^ut évi.Jeaiciieat ch:isîr le si^e en extrayant les imctués ciirTve> **t ^^.>ser
Ou
eu déviu
jr ^
^ /tcx^ >!::
i = -f- ^= « >-rî
ir;
V = — «TiR , Cv.:fcS — »r^ 1" >♦-
«ne ïlf 1 ce trjL^ee sar le cyLLa'!-^ de ^^vt>l.Ifei>n. qui a pour
équation
{x - x,)^ + (y - y,f = mmK^. '
^^124. Les raisonnements faits dans le paragraphe précédent ont supposé essentiellement les constantes réelles; c'est sous cette réserve que Téquation (41) a pu être considérée comme équivalente à la suivante
Aa + B^ + Cy i
VA^ -I- B2 + C2 v'A* + B* + C2
dont nous avons donné Tinterprétation géométrique. Examinons le cas où Ton aurait
et supposons toujours la courbure ot la torsion constantes. Les formules (40) donnent alors
(a - a\)^ -t- (p - a7i)2 + (j -- «Ç)' = « OU
Prenons
d'où
a = il + A,
et, en portant la valeur de ; dans la première équation (34),
Mais
as (Is^ L'équation qui définit a est donc
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Mais, par définition (n** 423), on a
a OU en tenant compte de la valeur actuelle de a
Rt = — t.
L'équation en a est donc simplement
Elle donne pour a un polynôme du second degré en ^, et pour X un polynôme du troisième degré. Il en serait de même pour y et pour ;;, et la courbe est une citbique gauche imaginaire (M. Lyon, Thèse sur les courbes à torsion constante).
4r25. Nous avons envisagé plus haut les courbes à courbure constante. Les courbes à torsion constante ont fait, depuis quelques années, Tobjet d'intéressants travaux dont les auteurs se sont efforcés d'obtenir des courbes algébriques*.
Enveloppes des courbes
426. Lorsque les équations d'une courbe renferment un paramètre variable, en faisant varier ce paramètre, on obtient une famille de courbes^ et l'élimination de ce paramètre conduit à l'équation d'une surface contenant toutes ces courbes. // n existe pas en général de courbe tangente à tontes les courbes tCune mvme famille ; en d'autres termes,
' Nous venons de parler de la thèse de M. Lyon. M. Fourhé. par une élégante méthode, a donné de nombreuses solutions, en général imaginaires {Annales de r Ecole Normale, 1890, p. 33o). M. Fabry a déterminé {Annales de l'Ecole Sormale, 1892, p. 177) un certain nombre de courbes algébriques réelles à torsion constante. On peut encore consulter un mémoire de M. Koenigs dans les Annales de la Facullé de Toulouse (1887), et une note de M. E. Cosserat (C. W., 1895, p. 1232). Mais la question est loin d'être élucidée, même en se bornant aux courbes algébriques.
une famille de courbes n'a pas d'enveloppe. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour les génératrices d'un hyperboloïde. Le contraire peut cependant se produire : ainsi les droites polaires d'une courbe gauche sont tangentes au lieu des centres des sphères osculatrices.
427. Nous chercherons d abord à quelle condition une famille de droites a une enveloppe (la surface réglée, lieu de ces droites, est dite alors surface développable).
Soient
les équations d'une droite. Les quantités x^^, y^, z^^, a, g, y, dépendent d'un paramètre t et, pour une valeur de t donnée, à chaque valeur de p correspondra un point de x, y, z de la droite par les équations précédentes. Si Ton considère p comme une fonction de /, il y aura, sur chaque droite, un point déterminé dont le lieu s'obtiendra en éliminant t entre les équations (44) ; ce sera une courbe. Dans le cas où les droites ont une enveloppa, une des courbes qui viennent d'être définies sera tangente à toutes les droites; la tangente en un point x, y, z de cette enveloppe se confondra avec la droite donnée, et les cosinus directeurs de cette tangente qui sont proportionnels à dx^ dy, dz, devront vérifier la relation
dx _d]i _dz _
Or les équations (4t) donnent x, y, 2, et par suite
dx = dœ^ + pda. + *c?p, dy = dy^ + pdp + p(fç., dz = dzQ 4" pdy 4" Y^P-
Les égalités précédentes peuvent s'écrire, à cause de (45),
dx^ + prfa -f- (^? — ^dl) a = O \ dyo+9dp+{d?-lrn)^=:o ; (46)
dz^ + p^Y + (^? '^^0 Y = o /
et elles n'admettent de solutions en p et rfp — \dt que si
dt
Cette condition, nécessaire, est suffisante en gémirai; car on peut alors déterminer p et rfp — \dt. Nous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion complète des équations linéaires (46).
Si les [équations de la droite sont sous la forme plus maniable
X =^ dZ -\- Xq
y = ^^ + Vo
la condition (47) devient
dx^d^ — doidy^ = o, (49)
et cette condition aurait pu être obtenue directement, en exprimant que la droite (48) a un point commun (aux infiniment petits du second ordre près) avec la droite infiniment voisine. En effet la difi'érentiation des équations (48) donne
zdi. -f- dxQ = o, zd^ + d^Q = o,
et la condition pour que ces équations soient compatibles avec les équations (48) s'obtient immédiatement en éliminant :; entre les deux dernières. On retrouve ainsi l'équation (49).
428. Vérifions, par exemple, que les droites polaires ont une enveloppe. Pour cela, nous devons d'abord tirer des équations (27) les coordonnées du centre de courbure que je désignerai par ar^j, ^q, 2q au lieu des lettres a, g, y ; on trouve, en prenant s comme variable indépendante,
et les équations de la droite polaire sont
^ — a?o _ y — yn _ iJZLlù.
C'est la forme (44); la condition (47) peut donc être employée
dx^.
dA,
dy^.
dB,
dz„,
dC,
En développant ce déterminant et se reportant aux for* mules (28) et suivantes, on trouve l'équation
dx dojg d^ dy^ , dz dzj^
ds ds ds ds ds ds '
qui à cause de (50) s'écrit 2j\ds) '^2jdsds^A^+B^+C^^ds\^+B^+C^2jdsds^ ^''' ^ ^
Mais
On en déduit, en différentiant,
2dœ dPœ ds ds^ "■ ^'
comme on Ta déjà vu (16). L'égalité (51) est donc une identité.
4S9. Au contraire, les no?*mal€S principales dune courhf^ gauche n'ont pas d'enveloppe. En effet les équations de la
n«>ni]al<> ëtant
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X — -rV-yZ-
la Coud tt ion 47 s'écrit
or
Um
On a Jonc
If
En ajoutant à la 5ecoûde colonne la première multipliée par — ? changeant Ivs signes et mettant i en facteur, on trouve
Mais le di^ terminant a pour valeur ±: 1 ; la condition pour que les normales principales aient une enveloppe est
c'est-à-dire que la courbe doit être plane.
430. On traitera le problème général d'une manière analogue. Définissons par les équations
les courbes d'une famille. Si v reste constant, en faisant varier u^ on aura une courbe particulière (C) de la familiis et la tangente en un point de cette courbe aura gour équalioiis
Considérons maintenant u comme une fonction de r\ s\ on se donne v^ on déterminera simultanément une cour ho et un point de cette courbe, et le lieu de ce point s'obticndrii en éliminant v, ce qui donnera une courbe (C). S'il exisl^a une courbe (C) tangente à toutes les courbes (C), on devra pouvoir déterminer n en fonction de v, de manière qui' la tangente à (C) se confonde avec la tangente à (C), dont les équations sont
du (Iv i^v ^u dv <>v
^ ^ _i_ ii
Pour que ce soit possible, il faut et il suffit que
Do
ht
Dw Dt?
-7- a disparu. Le problème n'est donc pas possible en gémirai, puisque les équations (52), jointes aux équations dv la courbe, déterminent un certain nombre de points, et non nnc courbe. Les équations (52) expriment les conditions de possibilité du problème.
En posant
/ (m, v) = au + a7o, ? (w, v) = pw + yoi •Kw, t?) = YM + ir„,
et faisant Thypothèse que a, 3» ^^ ^o» ^o» ^o s^^* ^^^ fonctions de V seulement, on obtient les équations d'une famille de droites ; les équations (52) deviennent
au + a?i f/u + yi &u + ^i'
et il suffit d'éliminer u pour retrouver la condition (47).
Il est évident qu'on pourrait aussi, dans le cas général, éliminer w tant dans les données qu'entre les conditions (52) ; nous rencontrerons plus loin ce procédé de calcul. Nous n'y insisterons donc pas pour le moment.
431. Les mômes résultats peuvent être retrouvés par des considérations tout à fait différentes. On sait, en efiFet, que la plus courte distance $ de deux droites dont les équations sont
et
. _ y-yi _ £.
Pi
a pour valeur, au signe près,
Yi
Xf x^
Or, si les deux droites sont deux positions successives des
droites d'une même famille, on aura
y^ = .Vo + ^^0 = —
Yi = ï + ^Y = Y + ^^Y +2 ^^2Y + g ^3Y +
et la valeur principale de 5 sera
dXf,
^'yo
rf^o
rfa
rfp
rZï
Cette expression est du premier ordre. Pour qii elle soit d'ordre supérieur au premier, il faut que
6te„
fiy»
.dz
dx
rfp
C'est la condition (47). Ainsi la plies courte dislance l rh deux droites infiniment voisines est, en général, du premier ordre : pour quelle soit (Tordre supérieur, il est nécessaire et suffisant que les droites de la famille soient les tangentes d'une même courbe. Nous allons montrer que, dans ce cas, comme nous Tavons énoncé, n° 418, 8 est, en générai, du troisième ordre. Les termes du second ordre sont
ll^jd^d^y^ + dy^d^^ — d^d'z,, — dz,,d^^) ^ V^S (ar/p — prfa)2 '
le numérateur, étant la dérivée du déterminant qui précède, est nul, ce qui démontre la proposition.
432. M. Darboux a étendu le théorème précï^dent, qui est dû à Bouquet, au cas de deux courbes infini meut voisines d'une môme famille; leur plus courte distance est du
premier ordre, à moins qu'elles n'aient une enveloppe, auquel cas cette distance est du troisième ordre au moins.
Enveloppes de .surfaces à un paramétre
4:i:i. Lorsque Téquation d'une surface (S) renferme un paramètre variable X, en faisant varier ce paramètre, on obtient une famille de surfaces. Chaque surface coupe la surface infiniment voisine, suivant une courbe qu'on appelle la caractéristique de la première surface; nous démontrerons que le lieu géométrique de ces caractéristiques est une surface (2), tangente à toutes les surfaces (S), et que les caractéristiques ont elles-mêmes une enveloppe. La surface (2) est dite Xenveloppe des surfaces (S), qui sont les enveloppées; Tenveloppe des caractéristiques s'appelle Varête de rebroussement,
Soit
flx, y, ^, X) = o (53)
Téquation d'une surface (S).
Une surface voisine aura pour équation
f[x, y, z, A -f AX) = o
et son intersection avec (S) sera déterminée par Téquation (53) et par
/ [x, y, 3-, X + AX) -- f(x, y, z)
Kx ^ = ^-
En faisant tendre AX vers zéro, on obtient les équations de la caractéristique
f[x, y,z,k) = o \ m^,y.zA)_^ • (54]
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Le lieu des caractéristiques s'obtiendra en éliminant X entre ces deux équations ; nous écrirons le résultat de Télimination
en indiquant par la notation X que X a été remplacé par sa valeur tirée de la seconde équation (54).
Le plan tangent à Tenveloppée, définie par la valeur X, en un point (a^o, ^q, Sq) commun avec l'enveloppe, a pour équation
(---o)^^^^^«i^+(y-y.)|-fc (---0)3^ = 0.(56)
Le plan tangent à l'enveloppe au même point a pour équation
U_j^\ Prixç,, v«, z^, I«) , y(a^o, y», ;»«, Xq) dx 1 Or, par hypothèse,
l'équation (57) se réduit donc à
et, comme Xq est égal à X (on le démontrerait exactement comme au n** 354), le plan représenté par Téquation précédente se confond avec le plan tangent à l'enveloppée.
435. Démontrons maintenant Texistcnce de Tarôte de rebroussement. La caractéristique est définie par les équa-
lions (54), que nous reproduisons
S'il existe sur cette courbe un point qui se déplace tangentiellement à la courbe, il sera possible de déterminer s en fonction de X, de manière que les différentielles prises dans cette dernière hypothèse coïncident avec celles prises en supposant a constant.
Les équations qui donnent ces différentielles s'obtiennent, dans les deux cas, par la différentiation des équations (54), ce qui donne :
1° Si X est constant,
^x ^ ^y ^^ cV .
?V c^V DV ' ^ ^
2* Si X est variable.
La première équation (59) coïncide avec la première équation (58), parce que, par hypothèse,
Il est donc nécessaire que la deuxième équation (59) coïncide avec la deuxième équation (58), ce qui exige
Les trois équations
DX
permettent d'exprimer x^ y, z en fonction de X, et par conséquent définissent une courbe tangente à toutes les caractéristiques. C'est larête de rebroussement.
436. Les équations (60) sont susceptibles d'une autre interprétation.
L'équation
f[x, y, ^, X -f AX) =r o
d'une surface infiniment voisine de la surface (S) peut s'écrire, si la formule de Taylor est applicable,
nx, y, ^, X) + AX 1+ ^' g + MAX3 = o.
Cette surface coupe la caractéristique en des points qui, à la limite, se trouvent aussi sur la surface
Les points caractéristiques de cette caractéristique sont donc les points communs à celte caractéristique et à la surface infiniment voisine.
437. Théorème. — Varéte de rebroussement a^ avec chaque enveloppée^ un contact du deuxième ordre.
Soit M (x, y, z) un point de l'arête de rebroussement sur l'enveloppée, qui a pour équation
Soit Q (x^, yj, ^i) un point de l'arôte de rebrousseraent infiniment voisin de M. Il suffit (n° 407, 2°) de démontrer que /(jr,,y,, z^^ \q) est infiniment petit du troisième ordre par rapport à MQ. Or
MQ = y/ia^'-œ.Y + (y ~ y^)'' + (* - ^,i^
et comme x^ y, z sont des fonctions de X, x — ^ii Jf — Vi» z — -, sont, en gt^néral, du premier ordre par rapport à AX ; il en est de même de MQ^
Il ne reste donc plus à démontrer que /(x,, y,, Sj, />^) est du troisième ordre par rapport à AX. Cela résulte de ce que Ton a identiquement, en posant \^ = X, -f- AX,
et de ce que, dans cette identité, les trois premiers termes sont nuis en vertu dels équations (60).
4;i8. Théorèmk. — IJanUe de rehroussement a, avec chaque caractéristique, un contact du premier ordre. Soient
TT
les équations d'une caractéristique; j-^, ^q, Sq, les coordonnées
(i) Posons ç (a-, y, s, X) == . M W' "^ 7. Lç point (a,, yi, Zi) appartenant à
Taréte de rehroussement, on aura, en appelant X] la valeur du paramètre infiniment Yoi.une de Xo :
o — 9(a:i.y,, Zj, X^) =9(2" -|- a:, —a;, ..., Xq + X, — Xq)
= ?(^, y, z. h) + (^i - ^) ^ + .■• H (Xi - ).o) sf + ï^-
Le premier terme est nul par hypothèse (61;; Téquation précédente définit Xj — Xq en fonction des binômes ^j — J^i y\ — y» «i — 2 ou de MQ.
Si -r^ =r —-L est différent de zéro, Xo — Xi = AX est d'ordre égal ou supérieur
à celui de MQ.
d'un point de cette caractéristique situé sur Tarète de rebroiissement; x^, y^ z^ un point de Tarète de rebroussera en t indniment voisin du premier, c'est-à-dire tel que
X, étant égal à Xq — AX.
n suffit évidemment de démontrer que ^^ ^ ^' (^^ *"!' ^^^J
est infiniment petit du second ordre par rapport à AX; or on a identiquement
MAa
et les deux pn^niers termps du second membre sont nuls, parce que le point ./-j, y^, :îi, X, satisfait aux équations (02). Le théorème est donc démontré.
489. Il est clair que Tenveloppe des caractéristiques |M^ut, comme toutes les enveloppes, se ri^duire à un système de points. Considérons, par exemple, un tore, enveloppe d'une famille de sphères égales dont les centres parcourent une circonférence donnée. Les caractéristiques sont Ici les tirconférences méridiennes, et l'arôte de rebroussement se réduit aux deux points où toutes ces circonférences coupent Taxe du tore.
Surfaces développables
440. On appelle surfaces développables les surfaces enveloppes de plans. Dans ce cas, les caractéristiques sont do?i lignes droites, et Tarôte de rebroussement est une courbe dont toutes ces caractéristiques sont les tangentes, ce qui s'accorde avec la définition déjà donnée n° 427.
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Nous avons déjà remarqué, en étudiant les courbes gauches, que la plus courte distance .de deux tangentes était du troisième ordre par rapport à Tare de courbe qui unit leurs points de contact, et qu'une tangente pouvait être considérée comme intersection de deux plans osculateurs infiniment voisins. Il se trouve de nouveau démontré ici, comme application des deux théorèmes précédents : 1° que la distance d'un point de la courbe gauche au plan osculateur en un point infiniment voisin est du troisième ordre par rapport à Tare de courbe qui unit les deux points ; 2° que la distance d'un point de la courbe à la tangente au point infiniment voisin est du deuxième ordre.
Dans les applications, le calcul se présentera souvent sous la forme suivante. Soit
z = px + qi/+ r,
l'équation d un plan; on doit d abord supposer que les trois coefficients sont fonctions d'un même paramètre, du premier, />, par exemple. On a donc
et l'équation du plan s'écrit alors
z=px+y<^{p)'\-'^{p), (63)
Celles de la caractéristique sont
z = px + yf (p) + ^ ip) l o = x + yf (p) + f (p) j
et en éliminant p entre ces équations, on aurait l'équation de la développable.
Enfin les équations de l'arête de rebroussement sont
z =zpx + y<^ (p) + ^ (p) \
0= X +y^' {p) + f ip) . (65)
m. Les surfaces développables satisfont à une équation aux dérivées partielles qui les caractérise. Considérons en elîet z comme fonction des deux variables x et y, et posons
L'équation du plan tangent à une surface en un point r, y, 5, étant
comme p et q doivent être fonctions d'un môme paramètre si la surface est développable, on aura en premier lieu
Prenons les dérivées des deux membres de cette érpiiition, successivement par rapport à x et par rapport à //; tums aurons
t = HO (p -,
d'où, en éliminant 9'(/>),
rt — 5^ = 0. (66)
Réciproquement cette dernière é(|uation peut s'écrire
^x ^1/ ^.r Dy '
le déterminant fonctionnel de p et de ç est donc nul, et [)ar suite
Le terme constant de l'équation du plan tangent est
px-{^qi/ -^ z,
et le déterminant de ce terme et de p, c'est-à-dire
{ri — 5*) y, est aussi nul. Donc
px-\- qy — z^^]^ [p). (68)
Cela posé, cherchons de quelle nature est, sur la surface, la courbe le long de laquelle p conserve une valeur constante. L'identité (68) diflFérentiée nous donne la nouvelle identité
œdp + ydq = \' (p) dp,
OU, en tenant compte de (67),
^ + yf(p) = 'K(rt. '
Les points, pour lesquels p est constant, vérifieront par suite les deux identités
px + y<^ (p) — z = •} {p), ^ + !/9'{p) =f(p).
Leur lieu géométrique sera donc une ligne droite, et Ton retrouve bien les équations (64).
4412. On sait qu'on appelle surface réglée toute surface engendrée par le mouvement d'une droite dont les équations renferment un paramètre mobile. Ainsi les équations (44) définissent une surface réglée dont l'équation s'obtiendra par l'élimination du paramètre / entre les deux équations (44). L'équation (47) exprime la condition pour que cette surface réglée soit développable. Nous allons retrouver cette condition, ou, ce qui revient au môme, la condition (49), par une autre considération.
Soient
X — aZ — 37^ = 0,
Y - pZ - yo = 0,
les équations de la droite dont les coefficients dépendent du paramètre /. Le plan tangent en un point a:, y, z, de cette
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droite sera de la forme
X — aZ — a^o 4- ^ (y — PZ — Vq) = Ot
et, pour détermiaer X, il suffit d'exprimer qu'il passe par le point a: + ^x, y-\-dij, z + dz^ pris sur la génératiice infiniment voisine de la première. On trouve ainsi, en àH\gnant toujours les dérivées par des lettres accentuées,
X — gZ — .^'ft ^'s + ^0
et Ton voit que cette équation sera indépendante de s, c\^stà-dire que le plan tangent sera le môme tout le long iIl^ b génératrice, si
c'est bien la condition (49).
Lorsque cette condition n'est pas remplie, la surface réglée n'est pas développable; elle est dite gauche, Dn a alors par hypothèse
Étudions dans ce cas le mouvement du plan tangeal, lorsque le point de contact parcourt la génératrice. Supposons pour cela que, pour la valeur du paramètre / considérée, la génératrice coïncide avec Os
a = o, p = o, a?y = o, yo = o ;
supposolis, de plus, que le plan zoy coïncide avec le [ïlari tangent à l'infini, dont l'équation générale serait
X — aZ — Xq a[
Y-ftZ-.v«-f/' il faut que
L'équation du plan tangent est maintenant
452 CHAPITRE XVIIl
et il suffit (Je porter sur oz rorigine au point qui a pour z
u' la valeur — ^^ finie par hypothèse, pour obtenir la forme
définitive
Pour z = o, on a Y = o. Supposons les axes rectangulaires : le plan zoxy tangent à l'origine, est le plan perpendiculaire au plan tangent à Tinfini; on Tappelle le plan central, et son point de contact est dit le point central de la génératrice. Dans l'équation précédente, le premier membre représente la tangente de l'angle que fait le plan tangent avec le plan central ; elle est proportionnelle à 2, c'est-àdire à la dislance du point central au point de contact.
Lorsque s varie do — 00 à + 00, le 'plan tangent tourne autour de oz comme charnière, toujours dans le même sens.
443. On vérifie sans peine que la génératrice infiniment voisine de oz est dans un plan parallèle à yoz ; la perpendiculaire commune à ces deux génératrices se confond donc avec ox^ et l'on voit que le point central est la limite du pied de la perpendiculaire commune à la génératrice donnée et à la génératrice infiniment voisine. Le plan central est la limite du plan mené par la génératrice et par la perpendiculaire commune. Le lieu des points centraux s'appelle /ly/i^ de striction de la surface; on peut observer que ce n'est pas, en général, une trajectoire orthogonale des génératrices.
Figurons la génératrice OG, la génératrice infiniment voisine O'G', et soit 00' leur perpendiculaire commune, OH la parallèle à O'G' menée par 0. Pour avoir le plan tangent en un point M de OG, on peut couper par un plan perpendiculaire à O'G' : il coupe OG' en M', OH en P. L'angle du plan tangent avec le plan central 0 OP est mesuré, aux infiniment petits du second
ordre près, par MM'P, et l'on a
rn^CTî^ PM sin i x^.- 1 ^^^. tang MM P = 77777 = — r X OM = -r • OM, ® PM 00 k
en appelant / Tangle des deux génératrices. Le théorème' précédent est donc de nouveau démontré, et Ton voit ^d' plus que la plus courte distance des deux génératrices ri leur angle sont des infiniment petits de même ordre. Leur rapport k s'appelle le paramhtre de distribution. Ce païamètre est constamment infini dans les cylindres, et cont^tamment nul dans les autres surfaces développables.
Enveloppes de surfaces à deux paranièii*es
444. Lorsque Téquation d'une surface renferme deux paramètres
f{jc, y, z, a, b] = o, (69 1
on peut encore trouver une surface S, à laquelle ellr demeure tangente, quelles que soient les valeurs prises par a et ô, et qu'on appellera encore Venveloppe de la surfut;*^ variable. Pour y arriver, supposons d'abord
on aura alors une caractéristique définie par l'équation (Ul^ et par
Quelle que soit la fonction ^(a), les courbes définies par (69) et (70) auront un ou plusieurs points communs définie par les équations
Le lieu de ces points s'obtiendra en éliminant a, A, entre cps trois étjuations. On obtiendra une surface S, qu'on peut supposer représentée par la première équation (71), à condition d'y remplacer « et A par leurs valeurs tirées des deux dernières équations. Le plan tangent à la surface (S) aura pour équation
^z "^ cV cV "^ c>6 :)^
et cette équation se réduit à
qui e!?t celle du plan tangent à la surface donnée. Le théorème' est démontré.
i4o. Exemple. — Le plan
iiju -\- vy -\- wz z= yja^u^ + ^^^^ + ^^^^"^ a pour enveloppe Tellipsoïde
x^ l^ z^ "^ + t2 + "â — ^=o• Pour le voir, il suffit de considérer comme paramètres
li V
variables — » — > et d'appliquer la règle précédente.
Théorie des développées
4'il>. Nous avons vu que les normales principales d'une courbe gauche n'ont pas d'enveloppe. Mais on peut se pro-
poser (1 associer les normales d'une courbe, de manirn^ qu'elles forment une surface développable. Ce problème u une infinité de solutions que nous allons rechercher : les enveloppes des normales s'appellent encore des déveU^j^pèes. Nous emploierons une méthode très féconde pour Va résolution des problèmes relatifs aux courbes, et dont nous avons déjà dit quelques mots; nous voulons parier du trièilre mobile.
Soient OX, OY, OZ, les axes de coordonnées rectangulaires fixes, X, Y, Z, les coordonnées d'un point P quelconque de Tespace, par rapport à ces axes; soient a, i, t, les coordonnées d'un point M, de la courbe, M.r, My, fth, les axes mobiles attachés au point M, savoir, la tangente, la normale principale et la binormale. Soient enfin, x, tj, -, les coordonnées du point P par rapport au trièdre mobile.
Les formules connues de la transformation de coordonnées sont, en conservant toujours, pour désigner les cosinuH directeurs des axes mobiles, les notations des paragraphes précédents,
\ =z a -\- (XX -\- \y -\- \z i
Z r= c + Y.r + vy + ^5^ ;
Ces formules, jointes à celles de Frenet, renferment toule la théorie des courbes gauches.
117. Si, par exemple, le point M est le point d'une normale dont le déplacement infiniment petit est tangent à la normale, il satisfera aux trois conditions suivantes : 1' il sera dans le plan des t/z, ce qui donne
X =z o\ 2° son déplacement étant perpendiculaire à Ox, on aura
3° ce déplacement sera dirigé vers le point M.
Or, des équations (69) on tire, parla différentialion, trois équations, dont la première sera
d\ = (fa + Idy -f Idz -f- i/dk + zd"^,
ou, en remarquant que da = arf.y et en utilisant les formules de Frenet (31, 34),
dX = \dy + \dz + ' x — {^i -f- tÇ) y +- Xt^] ds.
Multiplions cette équation par a, les deux analogues par 3 et Y, puis ajoutons membre à membre. Il vient
ar/X + pc/Y + yrfZ = (1 •
— ky) ds,
OU, à cause de (70),
i — ky = o.
Cette équation montre que le point de la normale, qui décrit la développée, est sur Taxe de courbure. Donc toutes les développées sont sur la surface polaire.
Il reste à exprimer que le déplacement du [point P est dirigé vers M ; pour cela, je remarque que les projections de ce déplacement sur Oy et sur 0^ auront respectivemeni pour valeurs
Xf/X + {/r/Y + yfdZ = dy -\- z-cds, IdX + r^d\ + ^dZ = d^ — yxds.
Ces projections devant être proportionnelles à y et à s, on a
dy -\- Z'zds dz — yxds
Cette équation peut s'écrire
ydz — zdy .
(f . arc tan^ ^ = xrf*.
Appelons V Tangle de la normale considérée avec la normale principale; Téquaiion précédente devient
Pour une seconde normale faisant un angle V| avec la normale principale, on aura aussi, si elle enveloppe une courlis
d\^ =z i(h ; d'où
Donc les iiontiales de la courbe qui enveloppent deut développées différentes font, entre elles ^ un angle cofistatf/^
44U. Les développées des courbes gauches jouisses l encore d'une propriété analogue à celles des courbes plaiiis. Leur arc est égal à la différence des longueurs des normales qui aboutissent aux extrémités de cet arc. On pourrait donner de ce théorème une démonstration analytique analogue H celle que nous avons donnée pour les courbes plane-. Nous préférons faire connaître une méthode géométrique fondée sur un lemme qui est d'un usage fréquent.
449. Soit / =: AB un segment de droite qui se déplace suivant une loi donnée ; soit /' = A'B' une deuxième posi* tion de ce segment infiniment voisine de la première. Nous^ allons évaluer la partie principale de la variation du serment. Appelons a l'angle de AB et de A'B'; le théorème d*'s projections appliqué au contour AA'B'B projeté sur AB donne Tégalité
/ = AB = AA' cos iVAB + AB' cos a + B'B cos (tt — B'BA = AA' cosA'AB + /' cos a + BB' cos B'BA.
a est infiniment petit. Donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut remplacer cosa par 1, et écrire
^dl = l' — l= AA' ces A'AB + BB' cosB'BA. (74)
C'est la formule cherchée.
450. Appliquons-la au problème des développées. Soit AB une normale à la courbe gauche en A, B son point de contact avec la développée. Le déplacement de A étant normal à AB, cos A'AB est infiniment petit; le déplacement de
B est tangent à AB, donc cos B'BA est infiniment voisin de ± l, La formule (74) se réduit donc à
dl =^ db BB'.
Mais, toujours avec la môme approximation, on peut, si Ton appelle c; lare de développée, remplacer la corde BB' par la différentielle de Tare cftj, et Ton a enfin
Supposons, par exemple, une portion d'arc sur laquelle les arcs croissent en môme temps que les normales. On aura
(Il = f/<T,
et cette dernière égalité exprime la propriété qu'il s'agissait de démontrer.
451. La notion de développante en résulte. Si Ton fixe un fil en un point d'une courbe gauche (F), et qu'on enroule le fil sur la courbe, puis qu'on déroule le fil en le tendant à chaque instant suivant une tangente, un point quelconque du fil décrira une trajectoire orthogonale des tangentes. Cette trajectoire ^st dite développante de la courbe (F), et (F) est une développée de cette développante. La démons-
tration résulte encore de la formule (74). Ici, par hypothèse,
cos B'BA est infiniment voisin de zéro, rf/= arc BB'; il en
résulte que cos A'AB est infiniment petit, c'est-à-dire que le déplacement de A est normal au fil AB.
45â. Les normales qui enveloppent une développée décrivent, comme on sait, une surface développable. Le plan tangent à cette développable est le plan osculateur de la développée; mais la courbe gauche donnée (C) étant évidemment sur la développable, le plan tangent contient la tangente à (C). Cette tangente étant perpendiculaire au plan tangent de la surface polaire, le plan osculateur de la développée est normal à cette surface polaire. Donc /es développées sont (les géodésiques (p. 430) de la surface polaire,
453. A Tétude des développées se rattache une intéressante question de minimum. Soit x^, y^, Zq, un point P de l'espace; sa distance / au point M (>, IJ-» ^) de la courbe gauche sera minimum, si son carré
a une dérivée nulle, par rapport au paramètre t
Mais il faut-, de plus, que la dérivée seconde
soit positive.
L'équation (75) exprime que le point M est le pied d'une normale issue de P. Supposons que, M restant fixe, le point P parcourt la normale en M, en partant du point M. Les binômes x — ^Tq, y — y^^ z — Zq, commencent par être très petits, et la dérivée seconde •y'(/) commence par être positive : MP est donc minimum. Puis le point P, s'éloignant
dans la direction de Taxe de courbure, la fonction 'i/' ■;/) s'annule au moment où le point P est sur Taxe de courbure, ou, ce qui revient au m(^me, au moment où P est au point de contact G de la normale avec sa développée. 'y(/) devient ensuite négative, et MP est un maximum au lieu d'être un minimum.
Mais il est essentiel de remarquer que le minimum, dont il vient d'être question, est un minimum relatif, c'est-à-dire par comparaison avec les chemins voisins. On peut même démontrer que .la distance MP a cessé d'être un minimum absolu, avant que le point M ne soit arrivé au point C. Soit, en effet, une seconde normale M'C touchant la même développée au point C. 11 résulte des propriétés de la développée qu'on a
MC = M'C + arcC'C; donc
MC > M'C -f corde C'C.
Comment la distance MP a-t-elle donc pu cesser d'être minimum? Cala n'a pu se produire évidemment qu'à un moment où, du point P, on a pu mener à la courbe gauche deux normales égales. 11 convient donc, dans ce problème, de faire intervenir en même temps que Tétude des développées celle des points d'où l'on peut mener à la courbe deux normales égales.
454. Un exemple éclaircira ce qui précède. Dans Tellipse, la normale en M rencontre l'axe en H, avant son point de contact C avec la développée. Or le lieu des points du plan d'où l'on peut mener à l'ellipse deux normales égales se compose des deux axes. Donc, lorsque P sera entre M et H, PM sera un minimum absolu ; entre H et C, PM n'est plus le chemin le plus court; il n'est minimum que par rapport aux chemins infiniment voisins. Enfin, au-delà de C, PM n'est plus minimum par rapport à aucun chemin.
Des <*ongi*ueiices
455. Lorsque les équations d'une courbe contiennent deux paramètres
on obtient, en faisant varier ces paramètres, une double infinité de courbes, dont l'ensemble constitue ce qu'on appelle une congriience de courbes. Par un point de Tespace, il passe, en général, une ou un nombre limité de courbes de la congruence; elles sont déterminées par les équations (76), où d\ y, 2, ont reçu des valeurs données.
Mais il peut arriver que, pour certains points, les deux équations (76) se réduisent à une, ou même soient entièrement indéterminées; par exemple, dans la congruence des droites qui rencontrent deux courbes données, en un point P quelconque d'une de ces courbes, il y a une infinité de solutions : ce sont les génératrices du cône, de sommet P, qui contient l'autre courbe. Les cercles qui passent par deux points forment une congruence, telle qu'aux deux points il y a indétermination absolue.
Si les courbes de la congruence sont des lignes droites, la congruence est dite rectiligne^ et lorsque, par tout point de l'espace, il passe une et une seule droite de la congruence, la congruence rectiligne est dite linéaire,
450. Dans le cas d'une congruence rectiligne et linéaire, en résolvant les équations (7()) par rapport aux deux paramètres, on peut évidemment les mettre sous la forme
P + aQ = o,
P'+ôQ':=0,
et Ton voit que toutes les droites de la congruence linéaire
s'apptdcnt sur devx droites fixes, savoir
et
Il est évident, réciproquement, que toutes les droites qui rencontrent deux droites fixes, non situées dans un même plan, forment une congruence linéaire. On voit immédiatement que, dans tout plan, il existe une et une seule droile de la congruence, celle qui joint les traces des deux droites fixes sur le plan. Nous n'insisterons pas davantage sur les congruences linéaires qui ont été Tobjet d'une étude méthodique, publiée par M. Fouret, à la suite de la traduction de la Géométrie du mouvement du D" Sciiœnflies .
457. Revenons aux congruences rectilignes quelconques. Si Ton établit une relation entre les paramètres a et A, les droites correspondantes décrivent une surface, qu'on appelle une surface de la congruence. Nous allons démontrer que toutes les surfaces de la congruence, qui contiennent une même droite de la congruence, se touchent en deux points de cette droite.
Soient en effet
,r = cLZ + cCq \ y^P -{-Va \
les équations d'une des droites, a, Aq, g, y^, dépendant des paramètres a et />; de plus
L'équation différentielle de la surface engendrée s'obtiendra en différentiant les équations (77)
dû) = <xdz + 2
l+|fw]
da +
dy = ^dz-^z
da-^
da, da.
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et en éliminant da. Le plan tangent à la surface s'obtiondm en remplaçant dx, dt/, dz, par X — j-, Y — y, Z — z. On trouve ainsi
\ — x-<tC/. — z)
dx . dvL , , .H , dxa , dXf. , , . da ^ db ' ^ ' ' da db ^ ^ '
[£+l»-wJ+t+^»'w
Le second membre sera indépendant de <?'(«), si
dj. dx,, ' da^ da
dx . dx„ ' db'^ db
" da^ da
' db ^ db
Cette équation, du second degré en 5, détermine, sur l;i droite de la congruence, deux points F et Fj, où se touchent toutes les surfaces de la congruence. On les appelle poinfs focaux ou foyers de la droite. Les plans tangents en a^^ points, donnés par Téquation (78), où z, .r, y, sont déterminés par les équations (79) et (77), sont les plans focaux,
458. On retrouve les mêmes résultats autrement. Ch*M'chons la condition pour que les droites (77) aient une envi loppe. La formule (49) devient ici
équation du second degré homogène en </a, db^ d'où Ton
tirera
db ,, db
da da
On démontrera, dans le second tome, que chacune de n ^ équations détermine une fonction b de a, satisfaisant à l;i condition de prendre une valeur donnée pour une valeur
s'apjmipnt sur (leur droites fixes, savoir
QzzrrO,
et
Fz=0, Q'=rO.
Il est évident, réciproquement, que toutes les droites qui rencontrent deux droites lixes, non situées dans un même plan, forment une congruence linéaire. On voit immédiatement que, dans tout plan, il existe une et une seule droite de la congruence, celle qui joint les traces des deux droites fixes sur le plan. Nous n'insisterons pas davantage sur les congruences linéaires qui ont été l'objet d'une étude méthodique, publiée par M. Fouret, à la suite de la traduction de la Géométrie du mouvement du D*^ Sciiœnflies .
457. Revenons aux congruences rectilignes quelconques. Si Ton établit une relation entre les paramètres a et A, les droites correspondantes décrivent une surface, qu'on appelle une surface de la congruence. Nous allons démontrer que toutes les surfaces de la congruence, qui contiennent une même droite de la congruence, se touchent en deux points de cette droite.
Soient en effet
.z^ =: air + cCq \ y = P^ + Vo )
les équations d'une des droites, a, Xq, g, y^, dépendant des paramètres a et />; de plus
L'équation différentielle de la surface engendrée s'obtiendra en différentiant les équations (77)
dx =
(xdz + z
d<x , db , . ~
da +
da.
dy =
pdz-^z
da ^ db^ ^ '
da +
da.
et en éliminant da. Le plan tangent à la surface s'obliemtra ,
en remplaçant dx, //y, dz, par X — j-, Y — y, Z — 5. On
trouve ainsi !
Le second membre sera indépendant de ?'(a), si
cil ^, dx^ ^ ^' i_ ^^0 ^ da'^ da ^ db'^ dh
^ da'^ da dl'^ db
Cette équation, du second degré en :;, détermine, sur la droite de la congruence, deux points F et Fj, où se touchent toutes les surfaces de la congruence. On les appelle poinf^ focaux ou fo{/prs de la droite. Les plans tangents en Ci*s points, donnés par Téquation (78), où 5, x, y, sont déterminés par les équations (79) et (77), sont les p/ans focaux.
^58. On retrouve les mêmes résultats autrement. Cherchons la condition pour que les droites (77) aient une enveloppe. La formule (49) devient ici
équation du second degré homogène en //a, db^ d'où Ton tirera
On démontrera, dans le second tome, que chacune de ces équations détermine une fonction h de a, satisfaisant à hi condition de prendre une valeur donnée pour une valeur
donnée de a, c'est-à-dire de correspondre à une droite donnée. Donc toute droite de la congruence peut, de deux manières différentes, se déplacer de manière a décrire une développable ; les surfaces, ainsi obtenues, sont les di*veloppables de la congruence. Elles se groupent en deux familles, suivant qu'on part de Tune ou Tautre des équations (81).
Considérons une des développables : son arête de rebroiissement touchera la droite génératrice en un point A; je dis que ce point sera un des deux foyers, F ou F,. En effet, on a vu, n** 427, que le z du point A est donné par Téquation
dx (ioL , , d% ,,
-7- ^m 4- -77 clo da ' db
et il suffit de remplacer z par cette valeur dans l'équation ';79), pour constater qu'elle se réduit à l'équation (80), qui est vérifiée par hypothèse.
159. D'ailleurs, on peut très bien se rendre compte géométriquement de ce qui vient d'être établi. Définisson> d'abord la surface focale de la congruence : c'est le lieu de> foyers, ou encore des arêtes de rebroussement des développables. 11 y a bien, en apparence, deux nappes de celte surface focale, correspondant aux deux équations \^81); mais il est évident qu'au point de vue analytique ces deux nappes se réunissent pour former une seule surface.
Gela posé, les droites sont toutes tangentes à ces deux nappes. Considérons une de ces droites D, et déplaç^ons-la de manière qu'elle reste tangente, en F, h l'arête de rebroussement, qui décrit la première nappe S; elle touchera aussi la seconde nappe S^ en F^. Le lieu de F| sur Sj sera une certaine courbe non tangente à D; le plan tangent à la développable, le long de D, sera donc confondu avec le plan tangent à S^ en F^.
Une surface 2 quelconque de la congruence, passant par D, touchera S^ en F^, puisque la droite qui engendre 2l
reste tangente à S^. Toutes les surfaces 2 se toucheront doue en F^; de même en F.
Congruences de normales
460. Les normales à une surface donnée forment une congruence ; car une normale est déterminée par son pied, dont les coordonnées dépendent de deux paramètres.
Les congruences de normales jouissent d'une propriété remarquable : pour chaque normale^ les plans focaux sont pprpendiculaires. Soient en effet (n° 403)
les équations d'une normale. La condition, pour que cetti' droite engendre une surface développable, est (47)
ou
ou, comme
dx
dy
dz
dx -\- pdz dp
-dp -dq
dy -\- qdz
dz r= pdx -(- qdy^ dp 1= rdx -f- sdy^ dq = sdx -f- idy^ [s{i + p^) -pqr] dx^ + [t[i + p') - r(l + q^)] dxdy
+ {M^ — ^(i + 9')] dy'' = o. (84)
Supposons les axes choisis de manière que la normale considérée coïncide avec oz^ et le plan tangent à xoy ; on a alors
x — y = z = o, p=zq=o,
et Téquation (84) se réduit à
sdx' -\- [l — r) dxdy — sdy- = o,
OU en divisant par dx^
Cette équation définit deux directions dans le plan xoy\ ces deux directions sont rectangulaires, et, comme elles forment le rectiligne du dièdre des plans focaux, le théorème est démontré.
461. Nous allons montrer que la propriété précédente caractérise bien les congruences de normales. Pour cela, il faut déterminer à quelles conditions une congruence rectiligne quelconque peut devenir une congruence de normales.
Il faut et il suffit qu'un point de la droite donnée (77) puisse décrire une surface trajectoire orthogonale ; autrement dit qu'on puisse déterminer, en fonction des paramètres arbitraires a et é, les coordonnées d'un point de la droite, de manière que
oidx + ^dy -|- -^dz = o,
OU, en tirant x et y des équations (77), que
(0,2 ^p^+ i)clz + z [oidx + prfp) + ac/ojo -f- ^y^ = o.
Effectuons le changement de variables
nous obtenons la nouvelle équation
_ arf^o + P<Vo , (85)
Supposons, pour simplifier l'écriture, que les paramètres indépendants sont précisément Xq et y^; le second membre de (85) ne pourra être une diirérentielle exacte que si
Telle est la condition cherchée. Elle n'est pas vériliée identiquement, ce qui montre, de nouveau, que des droites remplissant l'espace suivant une loi arbitraire n'ont pas de surface orthogonale. Mais, si Ton a trouvé des fonctions satisfaisant à la condition (86), Téquatiôn (85j déterminera, à une constante près, une fonction p et, par suite, 3, et un point de la droite (77) décrivant une surface normale. La condition est donc nécessaire et suffisante. Elle exprime, comme nous allons le vérifier, que les deux plans focaux sont rectangulaires.
D'abord, pour que la droite donnée ait une enveloppe, il faut et il suffit (n° 427) que
dx^jcl^ — dy^d-L = o, (87)
OU que
delà posé, un plan passant par la droite, qui a pour équation
./• — xy — .Vq — X (.y — f.z — y„) = o (89)
sera focal, s'il contient le point infiniment voisin x + dx. y + rfy, z + dz^ ce qui donne la condition
zdy. + dj\, — \\zd^ + dy^ - o,
d'oii l'on tire
'^ - zd} -f- dy^
ou, en tenant compte de (87),
Dans cette équation, y-^' est une racine de (8S). Soient donc X ef >/ les deux racines d ^ (8S); lf*s deux plans focaux
correspondants seront perpendiculaires si
1 + ir + (a — PX) (a — pV) = 0.
L'équation (88) fournit immédiatement les valeurs de a// et de A + >/ ; en les portant dans la dernière égalité, on retrouve la condition (86). Il est donc démontré que la propriété des congruences de normales, d'avoir leurs plans focaux rectangulaires, est bien caractéristique.
46â2. Considérons la surface focale d'une congruence de normales ; elle se compose de deux nappes S et S^. Les arêtes de rebroussement d'une des familles de développablos de la congruence seront sur la première nappe S ; celles de l'autre famille sur la deuxième nappe Sj. Le plan focal au foyer F, situé sur S, se confond avec le plan tangent en S,, et le second plan focal est le plan tangent en F à S ; mais, comme ces deux plans sont rectangulaires, le premier est normal H S, et comme il est le plan osculatcur en F de TartMe de rebroussement tracée sur S, cette arOte est une ligne géodésique de S. Ainsi les arêtes de rebroussement des développables (F une congimence de normales son/ des lignes géodésiques de la surface focale.
Réciproquement, supposons tracée sur une surface quelconque une famille de lignes géodésiques. Les taqgentos de ces courbes forment une congruence. Je dis que cette congruence est une congruence de normales. En effet les plans focaux d'une tangente sont évidemment le plan tangent à la surface et le plan osculateur de la ligne géodésique, et ces deux plans sont rectangulaires par définition.
463. Les congruences reclilignes, comme d'ailleurs les congruences quelconques dont nous dirons plus loin quelques mots, ont été l'objet de nombreux travaux exposés dans les remarquables Leçons de M. Darboux sur la géométrie des surfaces, auxquelles nous ne pouvons que renvoyer le lecteur. Nous emprunterons cependant encore à cet auteur la démons-
SURFACES, ETC
tration d*un célèbre théorème dû aux efforts combinés de Malus, Dupin, Gergonne et Quételet.
En voici l'énoncé : Si des rayons lumineux sont normaux à une surface^ ils ne cessent pas de conserver cette propriété après nn nombre qitelconqne de réflexions et de réfractions.
Démontrons d*abord un lemme : Soient
les équations d'une droite de la congruence, et iiy r, w ses cosinus directeurs.
En posant dans Tégalité (85),
X OLZ^
p =.- V Va^ + ft^ + 1,
on voit que le théorème fondamental de cette théorie peut s'énoncer ainsi : « Pour que les droites (90) soient normales à une môme surface S, il faut et il suffit que
udx + vdy -f- tcdz^
soit la différentielle exacte d'une fonction des doux variables dont dépend la congruence. x, y, :; sont les coordonnées du pied de la normale sur la surface S. »
Cela posé, sur le rayon incident, portons une longueur MA = 1 et, sur le rayon réfracté, une longueur MB = n, n désignant l'indice de réfraction. La loi de Descartes consiste en ce que la résultante géométrique MC des deux vecteurs MA et MB est normale îi la surface
dirimante ; en effet, dans le triangle MBC, on a
BC MB
sinBMC'sinMCB' ou
sin i = n sin r.
Si l'on appelle / la longueur MG, a, g, y, w, t\ w, u\ v\ ir\ les cosinus directeurs de la normale à la surface, du rayon incident et du rayon réfléchi, le théorème des projections appliqué au parallélogramme AMBG donnera
pr . MC = pr . MB -f pr . MA,
c'est-à-dire
Xa = nu' -f" **»
Xp = nv + V, Xy = mr'-f- w.
Or, pour tout déplacement du point M (x, y, z) sur la surface dirimante, on a
oidx -f- pf/y + Y^^ = o,
ce qui peut s'écrire, en éliminant a, 3» Y au moyen des équations précédentes,
udœ -(- ^cly -{- lodz = — n [udx -f- v'dy -|- w'dz).
Si les rayons incidents sont normaux à une surface, il résulte du lemme que le premier membre de cette égalité sera une différentielle exacte; il en sera donc de même du second, ce qui démontre le théorème.
Le cas de la réflexion s'obtient en faisant /i = — 1 .
Congruences de courbes
464. On peut étendre aux congruences de courbes les considérations que nous avons développées relativement aux congruences rectilignes.
Soient
les équations d'une courbe de la congruence. Définissons une surface de la congruence par la relation
Le plan tangent à cette surface en un point x, y^ z^ sera défini par Téquation, analogue à (78) :
^x ^ ^y '^ ^ ^z TSa ^ ^b ^ '
On peut remarquer en passant que cette équation contient implicitement le théorème suivant : Si ton considère quatre surfaces quelconques contenant une même courbe de la congruence, le rapport anharmonique des plans tangents à ces surfaces en un point quelconque de la courbe demeure constant quand le point se déplace sur la courbe.
Mais Téquation du plan tangent conduit, au point de vue où nous nous sommes placés, à une conséquence bien plus importante. En eilet ce plan tangent devient indépendant de F' (a), et toutes les surfaces de la congruence qui passent par la courbe considérée sont tangentes entre elles aux points de la courbe pour lesquels on a
()® D® "Sa 36 ou
oa cb ob oa
Ces points sont dits les points focaux, et le lieu de ces points est la surface focale de la congruence.
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465. On retrouve les points focaux en cherchant à assembler les courbes de la congruence, de manière qu'elles aient une enveloppe. En effet le point de contact d'une courbe avec son enveloppe doit satisfaire aux équations de la courbe
et à ses dérivées par rapport à a
M ^ ^h da " ' c>a ^ ^b da ~
L'élimination de -^ conduit de nouveau à Téquation (92).
On voit ainsi que les points focaux sont les points de contact des courbes de la congruence avec leur enveloppe, dans les différents modes de déplacement où ces courbes ont effectivement une enveloppe. Chaque point focal de la courbe décrit une nappe de la surface focale, et Ton voit, par un raisonnement identique à ceux que nous avons déjà faits dans la théorie des enveloppes, que cette surface focale a précisément pour plan tangent le plan tangent commun à toutes les surfaces de la congruence. En effet, pour avoir ce plan tangent, il faudrait différentier totalement les équations de la courbe donnée et (92), puis éliminer da et db ; mais il suffit de différentier les deux premières et d'éliminer da, db s'élimine d'elle-même en vertu de (92), et Ton retombe bien sur l'équation (91).
466. Si f{x, y, z, a, b) est algébrique du degré m, 9 du premier degré, l'équation (92) est de degré m + 1, et Ton voit que, dans une congruence de courbes planes d'ordre m, il y a en général sur chaque courbe 711 [m + i ) points focaux.
Ainsi, dans les congrucnces rectilignes, il y a deux foyers sur chaque droite, dans les congruences de coniques six points focaux sur chaque conique, dans les congruences de cercles, qui admettent les points cycliques comme points focaux, quatre points focaux sur chaque cercle, etc.
Nous donnerons, dans le chapitre suivant, l'extension aux
congruences quelconques de la propriété caractéristique des congruences de normales. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet, renvoyant le lecteur à l'ouvrage de M. Darboux, pour r étude des cas où quelques points focaux sont confondus, ainsi que pour l'étude des congruences de cercles.
Des complexes
467. Nous avons examiné successivement les systèmes de droites qui ne dépendent que d'un paramètre (génératrices d'une surface réglée), ceux qui dépendent de deux paramètres (congruences). 11 nous reste à envisager ceux qui dépendent de trois paramètres et qui constituent ce qu'on appelle des complexes. Ici, par un point donné de l'espace, il passe encore une infinité de droites dont le lieu géométrique s'appelle le cône du complexe; le degré de ce cône, lorsqu'il est algébrique, est Y ordre du complexe. De même, dans un plan donné, il y a encore une infinité de droites ; ces droites enveloppent la courbe du complexe relative au plan. La classe de cette courbe est égale à l'ordre du complexe : en effet, soit P un point du plan ; le nombre des droites du complexe qui passent par ce point et qui sont dans le plan s'obtiendra soit en menant du point des tangentes à la courbe du complexe, soit en coupant par le plan le cône du complexe qui a son sommet au point P.
468. Pour étudier commodément les complexes, il est bon de mettre les équations de la droite sous une forme symétrique, considérée d'abord par Pliicker. Les trois plans
p — vy — a' \
YA- — az = p' (93)
ay— pa- = / )
passeront par une même droite D, si
«a + pr + ïy' = o. (94)
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Les équations (93) sont celles de la droite D, et les six constantes a, g, y, a', 3', y' sont dites les coordonnées Plûckériennes ou, plus simplement, les six coordonnées de la droite. A cause de (94) et parce qu'elles figurent dans toutes ces équations d'une manière homogène, elles se réduisent au fond à quatre, comme cela doit être.
469. Les droites D feront partie d'un complexe, s'il existe entre leurs coordonnées une relation homogène
r{cL, |i, Y, a, b', y') = o. (95)
Pour obtenir une surface du complexe^ il faudra joindre à la relation précédente deux nouvelles relations
fi =0, /i = o.
Si l'équation (95) est algébrique, son degré sera égal à l'ordre du complexe. En effet, soient j:'o,yoî ^O' '^-^ coordonnées d'un point M quelconque, on voit sans peine que l'équation du cône du complexe, qui a son sommet en M, s'obtient en remplaçant a, g, y, a ..., par les quantités proportionnelles X — x^ ...
/•(d? — Uy, y — t/jj, z — Zç^, zy^ — yz^, -^Wo — -^-j^^, ^^0^ — ^0-^0 = 0. (96;
L'équation du cône est du môme degré que (95), ce qui démontre le théorème.
470. L'équation (95) permet d'établir très simplement une relation homographique entre les points d'une droite D du complexe et des plans passant par cette droite. Soit m un point de D; le cône du complexe qui a son sommet en m contient D, et nous prendrons lo plan P tangent à ce cône le long de D, comme correspondant k/?i. La courbe du complexe située dans (P) touche évidemment D en m. Inversement, dans un plan (P) passant par D, il existe une courbe du complexe touchant D en un point m, et le cône du complexe qui a son sommet en m est évidemment tangent à (P),
le long de D. La correspondance homographiqiie entre (P) et m est donc bien établie. Si Ton considère une origine fixe o sur D et si Ton pose om = p, si, d'autre part, on appelle 6 Tangle que fait avec un plan fixe passant par D le plan (P), la relation homographique sera de la forme
p tangO ~\- ao -{- b tang 9 -[- c =: o, ou
(p + b) (lange + a) + c — rt^> = o, (97)
ez, A, c sont des constantes qui dépendent de la position de D. Un cas singulier se présentera si
ab — c = o ,
cette nouvelle relation ajoutée à la relation (95) particularisera la droite et il y aura une congruence de pareilles droites. On les appelle les droites singulières du complexe. Sur ces droites, la relation (97) se réduit à
(p + b) (tango -\. a) = o.
On voit alors que, quel que soit p, 8 est constant; à tous les points d'une droite singulière, sauf au point p = — A, correspond un plan fixe, qui est un plan singulier. Inversement, à tout plan passant parla droite singulière, sauf au plan singulier, correspond un seul point p = — A : c'est un point singulier. Les coordonnées du point singulier ne dépendent que de deux paramètres ; il y a donc une surface des singularités du complexe, lieu des points singuliers. De même les coefficients du plan singulier ne dépendent que de deux paramètres; ces plans enveloppent donc une nouvelle surface. Mais il se trouve que cette surface coïncide avec la première (Voir, pour la démonstration, la note déjà citée de M. Fouret, au n° 456). Cette surface est une des nappes de la surface focale de la congruence des droites singulières.
On peut encore remarquer que toutes les surfaces du complexe qui contiennent une droite singulière sont tangentes
entre elles au point singulier de celte droite. Mais nous arrêterons ici ces considérations sur les complexes quelconques, renvoyant, pour plus de détails, à la note de M. Fouret, et nous terminerons par Texposé de quelques propriétés des complexes linéaires.
471. Complexes linéaires. — On appelle ainsi les complexes pour lesquels Téquation (95) est de premier degré :
Aqc + Bp + Cy + AV + B'p' + Cy = o. (98)
Le cône du complexe
A (^ - a^,) + ... + A' {zy, - yz,) + ... = o (99)
est ici un plan qu'on appelle le pian polaire du point.
Une discussion simple montre que ce plan est parfaitement déterminé pour tous les points de l'espace à moins que
AA' + BB' + ce r= o. (100)
Dans ce cas exceptionnel, il existe une droite singulière, lieu des points dont le plan polaire est indéterminé ; le plan polaire de tout autre point est déterminé par ce point et par la droite singulière et le complexe, qu'on appelle dans ce cas complexe spécial, se compose de toutes les droites rencontrant la droite singulière.
Laissant les complexes spéciaux de côté, cherchons, dans les complexes linéaires quelconques, Tenveloppe des droites du complexe situées dans un plan quelconque. Cette enveloppe, étant de classe w, se réduit h un point qu'on appelle le pôle ou le foyer du plan.
Considérons encore les droites du complexe qui rencontrent une droite L quelconque ne faisant pas partie du complexe. Tout plan passant par L aura un foyer non situé sur L, puisque L ne fait pas partie du complexe ; je dis que le lieu de ces foyers sera une droite L'. En effet soient F et F' deux foyers : un plan rr quelconque passant par FF' aura pour foyer son point /de rencontre avec L; car les droites /F et
/F' font partie du complexe. Mais alors, en joignant / à un point quelconque F' de FF', on a encore une droite du complexe, et si Ton fait pivoter le plan tj autour de FF', la droite /F* décrira un plan quelconque passant par L et dont le foyer sera en F". Les deux droites L et L' qui contiennent chacune les foyers des plans passant par l'autre sont dites droites conjuguées.
^72. La théorie des complexes a de nombreuses applications en mécanique. Ainsi, dans un système de forces appliquées à un corps solide, les droites de moment nul forment un complexe linéaire; dans le mouvement d'un solide, les droites normales aux trajectoires de tous leurs points font partie d'un complexe linéaire, etc.
Définitions
47C{. Les coordonnées d'un point quelconque d'une surface S di'^pendent de deux paramètres arbitraires qui peuvent ôtre, si l'on veul, deux de ces coordonnées. Pour plus de symétrie, nous ne fixerons pas, dès Tabord, ces deux paramètres, que nous désignerons par ies lettres u et r, et nous écrirons
Lorsqu'on voudra revenir à la forme ordinaire, il suffira de faire ri:=x, r = //; il en résultera que /j devra être remplacée par ./*, et /!, par y. Nous poserons, pour abréger,
Du Dl?
^u Dy
5ÏÏ Dr?
B _ izj :vi __ i/jL lo -- 1:1 in _ ::! xr. , (.)\
ces binômes devant se présenter fréquemment dans nos formules.
Si v = 0\ les équations (i) définissent une courbe tracée sur la surface (^S). Lorsqu'on fait varier v, on a une famille
de courbes. Il y a, de môme, sur la surface S, une famille de courbes tt = O^. Ces deux familles découpent sur la surface un réseau («, v). Si Ton a en chaque point de la surface
c\i Dl? ^ c^U c>r ^ 1>U c>t? "~ ' ^^
le réseau est orthogonal ; les tangentes aux deux courbes i^n chaque point se coupent à angle droit.
Une courbe quelconque, tracée sur la surface, s'obtiemira en joignant aux équations (1) une nouvelle équation entn* a et v\ j-, y, 3, deviennent alors fonctions d'un seul paramètre.
Plan taii€|eiii et normale
474. Il importe de savoir écrire, avec les notations actuelles, Téquation du plan langent. Pour cela, il suflha d'exprimer que le plan
qui passe déjà au point,/*, y, z, passe aux deux points u\\\niment voisins pris sur les courbes (//) et (f), points qui (Oit pour coordonnées respectivement
Dp
on a ainsi les conditions
, ^x . ^y . '^z ou ' en ' ou
d'où, en éliminant /, m, n, et se servant des notations (2), A (X — ,/•) + B (Y — y) 4- C (^ — z) = o. (4)
Les équations de la normale seront
Rappelons que, si j:: et y sont prises comme variables indépendantes, les équations ci-dessus sont respectivement, pour le plan tangent,
Z~;r:=p(X~.r)+(?(Y-y), (Bj
et pour la normale
Réseaux conjugués
475. Lorsque les génératrices de la surface développable formée par les plans tangents le long d'une courbe u ^= C** sont les tangentes aux courbes t' = C% et lorsque cela a lieu en chaque point de la surface, le réseau (t/, v) est dit conjugué ; on verra plus loin la raison de cette dénomination. Cherchons la condition pour qu'il en soit ainsi.
La caractéristique du plan tangent
lorsque v varie, s'obtient en adjoignant à Téquation précédente sa dérivée, par rapport à v
X--,X')t-+IY— t/)T- + (Z — j)^ Ar-— B;^ — Cr
La somme des trois derniers termes étant nulle identi-
quement, il reste, pour équations de la caractéristique,
Dî?
dx
Cette droite doit, par définition, contenir le point x-\--jr du,
y -^-f- du^ 2 _(_ — di\ ce qui donne deux conditions dont la première est identiquement vérifiée; la seconde est
On vérifiera facilement que cette dernière condition peut s'écrire
Du
'M Dv
Sous cette forme, on voit qu'il y a symétrie entre u et t\ c'est-à-dire que les caractéristiques des plans tangents, le long des courbes v = C^% se trouvent, par la même condition, tangentes aux courbes u = 0\ Ce théorème est dû à Dupin.
Les réseaux qui sont en même temps conjugués et orthogonaux ont une importance capitale dans Tétude des surfaces.
476. On sait que, si un déterminant est nul, il existe une môme relation linéaire entre les éléments d'une colonne, quelle que soit la colonne. Il existe donc, puisque le déterminant (9) est nul, deux fonctions a et g de u et de v telles
que
en d'autres termes, si le réseau (m, v) est conjugué^ les trois coordonnées cT un point de la surface, exprimées en fonction de H et de i\ vérifient une inême équation linéaire -de la forme
5i^ + ^^ + Pc\;~^-
La réciproque est vraie ; car rélimiDation de a et de g entre les trois équations du système précédent donne Téquation (9).
A ce point de vue, la condition pour que le réseau soit on même temps orthogonal s'exprime ainsi : la fonction
JL
est aussi solution de la même équation linéaire. En effet, en substituant, dans Téquation aux dérivées par-
tiellcs précédente, *^ > et en tenant compte de ce
que cT, y, 5, vérifient cette équation, on trouve
c'est bien Téquation (3) qui exprime Torthogonalité des tangentes aux courbes u = C**, v = C**.
Élément d'arc d'une courbe tracée sur la surface (S)
477. La distance de deux points infiniment voisins pris sur la surface s'obtient par la formule
ds^ = dx^ + dy^ + dz^,
dans laquelle il suffit de remplacer x^ y^ s, par leurs valeurs tirées de (1). On obtient ainsi, en posant avec Gauss,
OU ov eu ov * ôuou l ^ ^
ds^ = Edti^ +. 2Fdudv + Gdv^. (11)
On peut obtenir une autre expression de ds^ par des considérations géométriques : soient MN, MP, deux courbes {u) et {v) se coupant en M sous l'angle a. Soient encore MM'=Aûfw, MM" = Cdvy les éléments d'arcs des courbes {u) et [v), M'M* = rf.s, un élément de courbe quelconque infiniment voisin de M. On peut, aux infiniment pj^ ^^
petits du troisième ordre près, assimiler le triangle MM'M" à un triangle rectiligne et écrire
WW' = MM'' + MW' — 2MM' . MM'' cos a, ou
ds^ =z A^du^ + C^dv^ — 2AC cos a dudv, (il') .
C'est, avec d'autres notations, la formule (11); du rappro- j
chement des formules (11) et (H), on déduit iraiiiédiatement*
A^ 1= E, C2 r:^ G, cosa = — -I^o (12i
V/EG
qui montre bien que Tangle a est droit lorsque la condition d'orthogonalité du réseau (/^ r) est remplie.
Courbure des courbes tracées sur les sui*faces : Théorèmes de .Meusnier et d'Euler
4711. Dans ce paragraphe et dans les deux suivants, nous étudierons la courbure des courbes tracées sur les surfaces.
Soit M un point quelconque d'une ligne L tracée sur la surface (S); tout plan passant en M coupe la surface suivant une section qui est dite normale ou oblif/ne selon que ce plan contient, ou non, la normale en M à (S . Un premier théorème, dû à Meusnier, ramène Télude de la courbure de L à celle de la section normale qui a même tangente ([ue L au point M.
Nous partirons de la formule, donnée dans le chapitre précédent (n° 418),
dans laquelle t> représente la distance d'un point M' à la tangente au point M infiniment voisin sur la courbe ; ds = MM'. On en tire pour le rayon de courbure p
MM
Il en résulte immédiatement qu'une courbe quelconque a la môme courbure que la section faite dans la surface par
^ Il importe de ne pas confondre les A et G actuels avec les lettres A, B, C. définies au n° 473 ; ces dernières sont telles que
Aï -f B2 4- C^ =: EG — F».
son plan osculateur puisque ce plan est déterminé par la tangente en M et par le point M'.
Pour continuer, nous particulariserons les axes, et nous prendrons pour plan des x, y, le plan tangent en M, pour axe des Zy la normale en M. En supposant que x et y sont les variables indépendantes, et que z peut se développer en série suivant la formule de Maclaurin, Téquation de la surface se présentera sous la forme ^
z r= 1 [a.v^ + ^-Ihxy + cy^) + R (^, y), (13)
R(j:', {/) contenant des termes qui seront, au moins, du troisième degré en -x et y. Abaissons du point M' la perpendiculaire M'P, sur la tangente en M, et la perpendiculaire MW = z sur le plan langent en M ; ces deux droites font entre elles l'angle y égal à l'angle du plan osculateur de la courbe avec le plan de la section normale, qui contient la même tangente MT. On a d'une part
MM'^ = x^ + y^ -f z'^ ou .x-2 + y^
en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au second. D'autre part
fosy 2 cosy
II. en résulte pour p la valeur
.2 4. yl
[a.r^ H- tU-y + cy') ^'^^^'
Mais m est à une distance de P infiniment petite du second ordre, et la direction Mm' se confond avec celle de la
' Il résulte de ces hypothèses que la théorie exposée dans ce numéro, pas plus d'ailleurs que les résultats obtenus jusqu'au n* 296, ne s'appliqueront aux surfaces qui ne remplissent pas les conditions énoncées, telles, par exemple, que
z = ar3 4 tj^, ou
tangente MT, à la limite, c est-à-dire que, si Ton appelle 9 Tangle de MT avec or, on aura
y = a7tang(p; d'où
^ a cos^ <f -\- 21) sui cp cos f -\- c sin* (p '
Appelons po le rayon de courbure de la section normale qui correspond à y = o» on aura
^® a cos^ <p -f- 26 sin (p cos 9 + c sin* <p ^ '
et
p = PoCOSY. (15)
Donc, le centre de courbure en un point que/conque d'une courbe tracée sur la surface s'obtient en projetant^ sur son plan osculateiu\ le centre de courbure de la section normale qui a la même tangente au point considéré.
On peut encore dire : Si Von fait pivoter un plan autour d'une tangente à la surface^ le lieu des cercles de courbure des sections faites par le plan dans la surface est une sphère qui a pour grand cercle le cercle de courbure de la section normale.
Ou encore : Si Von fait pivoter un plan autour d'une tangente à la surface y les axes de courbure des sections faites par ce plan dans la surface vont rencontrer la normale à la surface en un même points qui est le centre de courbure de la section normale.
Ces divers énoncés sont des formes différentes du tli»5orème de Meusnier.
479. Le théorème d'Euler permet enfin de ramener Tétude des courbures des sections normales à celle des courbures de deux d'entre elles.
Remarquons d'abord que la formule (14) peut être simplifiée par un changement d'axes. Si Ton fait tourner les axes ox, og^ dans leur plan, d'un angle a, et si Ton pose
cp — 'i; + a,
mi
on pourra toujours déterminer a de manière que la nouvelle expression de po ^^ contienne plus de terme en sin ^^ cos j^, et se présente sous la forme
P® Acos2| + C sin^^^* Il suffira pour cela de poser
tang 2a = —
ce qui détermine pour Tangle a deux directions perpendiculaires entre elles.
Cela posé, écrivons
Po =
A + (C — A) sin^ ^
Lorsque ^ varie de o à x, la variation de pq est facil*^ h suivre : deux plans symétriques, par rapport aux plans de coordonnées, donnent la môme valeur pour po; il y aura un maximum et un minimum entre lesquels, ou en delinrs desquels, suivant les cas, seront comprises toutes les valeurs de Po-
Si A et C sont de môme signe, p^ variera entre le maximum et le minimum, R et Rj, qu'on atteindra, pour ^ ^^ o
et pour '{/ = 5
et le rayon de courbure ne deviendra jamais infini. La f*urface est dans le voisinage du point M tout entière du m'^iu^i côté de son plan tangent.
Si A et C sont de signes contraires, p,) variera du maximum jusqu'à — 00, et de + oo jusqu'au minimum; leraaïimum et le minimum seront d'ailleurs toujours donnés |Kir les formules (18). Le rayon de courbure sera infini, el la section normale présentera un point d'inflexion au poinl M,
pour les valeurs de «^ données par Téqualion
laiig
ce qui donne deux directions symétriques, par rapport aux axes. Ces doux directions sont les tangentes à la seclion de la surface par son plan tangent; en effet, après le changement de coordonnées que nous avons effectué dans le plan des .ry, l'équation (13) de la surface (S) est devenue
AX* + CY^) + R'(X,Y
R'(X, Y) étant une série dans laquelle les termes sont au moins du troisième degré en X et Y'; si Ton y fait s = o, on obtient Téqualion de la section par le plan tangent, qui a pour tangentes à Torigine les deux droites
AX« + CY'^ = o.
Ce sont bien les droites définies par Téquation (19).
Dans le cas actuel, toutes les sections normales, comprises dans deux angles opposés par le sommet formés par les droites précédentes, tournent leur courbure, dans le voisinage de M, d'un même côté, par exemple, vers les z positifs ; les sections normales comprises dans les deux autres angles tournent leur courbure vers les z négatifs, et la surface traverse sou plan tangent. On dit, dans ce cas, qu elle est à courbures opposées.
Dans tous les cas, les rayons de courbure maximum et minimum sont dits rayons de courbure principaux de la surface, les sections normales qui les donnent, sections principales^ et, en introduisant ces rayons de courbure principaux dans la formule (!(>), elle prend la forme élégante
qui est due à Euler.
Nous signalerons deux cas particuliers : 1" A = C ou R = R,.
Dans ce cas po = R constamment, le point M prend le nom A^ombilic,
2° AC = o. Dans ce cas, il n'y a plus qu'un maximum (ou un minimum) et qu'un rayon de courbure infini, qui est maximum (ou minimum). Le point de la surfaci' osl dit point parabolique.
480. La connaissance des centres de courbure principaux permet d'élucider im problème de maximum, dont il a déjà été parlé.
Soit P un point de la normale M-s ù la surface (S); cherchons le point ./•, y, ;;, de la surface, le plus rapproché ou le plus éloigné de P. Si Z désigne le segment MP, on aura, les coordonnées ayant toujours M pour origine,
T = NÏP* ==:. x^ 4- .v^ + iZ — zY,
et, pour que T soit un minimum, il est nécessaire que ses dérivées, par rapport à ./■ et y, soient nulles
wi t; = y — ^ (Z — ^) = o,
ou, en négligeant z infiniment petit devant Z,
X — pZ = o, y^qZ — O.
Comme p et ç sont nuls à Torigine, il en résulte j:* = o,
Il faut, de plus, que l'on ait
(Ti,/)' - Ti.T;. < o.
Si Ton suppose les tangentes aux sections principales prises pour axes des x et des y, s = o à l'origine, et l'inégalité précédente s'écrit
— ^1 — rZ) (i — /Z) < o.
OU encore en introduisant les rayons de courbure qui sont donnés par les formules
où r et / ont leurs valeurs à l'origine des coordonnées (R — i;)fR, -z) ^
Deux cas sont donc à considérer :
1^ La surface est convexe en M
RR^ > o.
La condition précédente exprime que le point P ne doit pas être compris entre les centres de courbure principaux. Ainsi si Ion suppose le point P parlant de M vers les centres de courbure principaux, sa distance au point M sera d'abord minimum, parmi toutes les distances aux points infiniment voisins de M ; lorsque P se trouve entre les deux centres de courbure principaux, MP est plus grand que certaines distances voisines, et plus petit que d'autres ; en d'autres termes, la sphère de centre P et de rayon PM traverse la surface (S) en M, qui est un point double de Tintersection. Enfin, lorsque le point P a dépassé le second centre de courbure principal, PM est maximum parmi les droites qui vont de P aux points voisins de M. Sur la portion de normale située de l'autre côté du point M, par rapport aux centres de courbure, PM est minimum en valeur absolue.
2° La surface est à courbures opposées
RR^ < o.
Les résultats sont renversés, et la distance MP n'est un minimum que si P est compris entre les centres de courbufe principaux.
481. Il résulte du paragraphe précédent un moyen do déterminer les rayons de courbure principaux, les axes de coordonnées étant quelconques (nous les supposerons seulement rectangulaires).
Soient j:, y, 5, les coordonnées du point M, et X, Y, Z, celles du point P
MP'^ = T = (X - xf + (Y -y)^ + (Z - z)\ Pour qu'il y ait maximum, il faut que
co qui exprime que P est sur la normale en M ; il faut de plus que Ton ait
(Ti,y - t;.tj, < 0, (22)
et l'équation aux centres de courbure principaux sera, à cause de Tinvariance évidente du binôme précédent,
Or
(t;^)*^ - t;.tj. = o. (23)
Donc l'équation, qui donne les Z des centres de courbure principaux, sera
(T;^)* - Ti.T;. = (s* - rt) iZ - z)^ .
- [2pqs - / (l 4- p') -r[l+ q*)] (Z - z) . (24)
Si l'on tient compte des équations (21), Ton a
OU
MP
L'équation aux rayons de courbure principaux s'écrira donc
(^2 - rt) MP' + [(1 +p2, ^ ^ (I ^ ç2) r — ^pqs] yJi+p^ + q^^W
Nous donnerons plus loin une seconde méthode pour former cette équation. Mais nous remarquerons immédiatement que, si le point est parabolique, on doit avoir si- — /•/ =: 0. Cette équation, jointe à celle de la surface, donne la ligne des points paraboliques.
4BI2, Il est possible de déterminer les directions principales en s'appuyant sur ce qui précède. En effet, la sphère de centre P et de rayon PM coupe la surface, avons-nous dit, suivant une courbe qui a, en M, un point double à tangentes distinctes, réelles ou imaginaires. Ces tangentes s'obtiendraient de la manière suivante : écrivons T(cr, y) la fonction que nous avons jusqu'à présent désignée par la lettre T, et développons-la par la formule de Taylor
Tix + A, y 4- /.•) = T(.r, y) + /iT; -h AT;
+ l (^*-T>+ âAATly + A'T;.) -h ...
S'il y a maximum ou minimum, T^ = o, T^ ^= o, et la différence l{x-\- h, y + k) — (T^, y) a le signe de
I (An^i. r 2A/iT;^ + A'-'TW,
saut pour les deux directions obtenues, en égalant à zéro
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cette dernière parenthèse. Ce sont les directions suivanl lesquelles il faut s^éloigner dans le plan tangent pour qu*' la distance MP ne soit ni maximum, ni minimum, par rapport aux distances voisines. Ces directions sont, en général, distinctes; mais si l'équation (23) est vérifiée, cVst-à-din^ si le point P est en un des centres de courbure principaux, ces directions se confondent avec une des tangentes aux sections principales. La parenthèse qui vient d'être considérée étant un carré parfait, on a dans ce cas
hJ^: + at;^ = o, c'est-à-dire
[i + p2 _ ^(Z — ^)] (Iv + [pq^s (Z — z)] dy = O.
En tirant Z — 2 de cette équation, et portant dans Téquation (24), on aura une équation homogène du second degrr* en ûtr, dy, qui donnera dans le plan tangent les directions principales. On trouve ainsi, après suppression du facteur (1 + p^) s—pqr,
[(i + P') « - IW] dx^ + ^[{'\-p^)i^i\ + q^) r] dxdy
+ [pqf' - (1 + q^) A ^y' = o. (26)
Indicatrice
4B3. Des considérations ingénieuses, dues ji Dupin,per* mettent de synthétiser les résultats précédents et d*en pr«'senter de nouveaux sous une forme simple. Coupons la surface par un plan parallèle au plan tangent en M et infiniment voisin de ce plan. La section s'obtiendra en faisant z = h dans Téquation (13); on trouve ainsi, en négligeant les termes du troisième ordre,
h=:^[ax* -^ ^bxy -f- cy2). (-27)
Celte courbe est une conique; rapportons-la à ses axes en faisant tourner les axes de coordonnées de langle a, déjà défini plus haut par la formule (n'' 477)
lang2a =
a — c L'équation devient
h = Ax^ + cy\
les coefficients ayant les mômes valeurs que dans les paragraphes précédents. La conique homothétique de la précédente, située dans le plan tangent en M, et qui a pour équation
Zh 1 =rr AX« -I- CY2,
s'appelle V indicatrice de Dupin, On voit déjà que ses axes coïncident avec les tangentes des sections principales et qu'elle sera une ellipse dans le cas d'une surface convexe, une hyperbole dans le cas d'une surface à courbures opposées. L'indicatrice devient un cercle aux ombilics; elle dégénère en deux droites parallèles, symétriques par rapport au point M, pour un point parabolique.
Le signe ambigu, qui figure dans le premier membre, permet de s'arranger de manière à avoir toujours une courbe réelle, si la surface est réelle, c'est-à-dire si la surface admet, dans le voisinage du point M, des sections réelles. On peut, par exemple, convenir de toujours donner au premier membre le signe de A. Soit A positif; nous écrirons donc
X := X COS
Y :=z X sin ^/,
ce qui donne, pour le rayon vecteur X,
A cos* t + ^ sin' •]/
En rapprochant cette équation de l'équation (16), on voit que les rayons de courbure des sections normales sont proportionnels aux carrés des diamètres déterminés par les traces de leurs plans dans Tindicatrice. La variation de ces rayons de courbure en résulte immédiatement. Dans le cas de l'ellipse, le rayon de courbure maximum est celui de la section tangente au grand axe de l'indicatrice; le rayon minimum correspond au petit axe. Si l'indicatrice est une hyperbole, il faut, pour les sections normales qui ne rencontreraient pas cette courbe, la remplacer par l'hyperbole conjuguée.
484, La propriété précédente de l'indicatrice peut être établie par les considérations géométriques très simples qui suivent. Soit MN la normale en M à (S), MM'A une section
normale, MM'N le cercle qui a pour limite le cercle osculateur, M'H la perpendiculaire à MN menée par le point M' infiniment voisin de M. M'H est un rayon de l'indicatrice. Or, dans le cercle MM'H, on a
M'H^ = MH X HM = A (2p — h).
On en tire
OU, aux infiniment petits du premier ordre près,
NTH-
Le rayon de courbure pQ est donc proportionnel à M'H *.
Soient deux sections normales correspondant à deux
directions rectangulaires 'J; et '^ 4- ^' les diamètres X et a' de
Tindicatrice, ou les rayons de courbure de p^ et p^ de ces sections, vérifieront la relation
On appelle courbure moi/fifuw d'une surface en un point, la demi-somme de ses courbures principales. L'égalité précédente peut donc s'énoncer ainsi : La demi-somme des courbures de detw sections normales dont les plans soîU perpendiculaires entre eux est constante et égale à la courbure moyenne de la surface au point considéré.
Posons
il résulte do IVquation (25) que la courbure moyenne a pour expression, en fonction d\r et d'y,
M. DM
486. TuÉORÈMR. — Les tangentes en un point à deux courbes d'un réseau conjugué sont deux diamètres conjugués de r indicatrice de Du pin.
Pour le démontrer, supposons toujours l'origine des coordonnées en M, et prenons pour axes obliques des coordonnées dans le plan des x^ y les tangentes à deux courbes d'un réseau conjugué, l'axe des :; restant quelconque. On a, au
point M,
L'équation du plan tangent en un point {x, y, z) infiniment voisin de M, qui serait en général
Z ^ z = {p +dp) {X ^ X) + {q + dq) {Y -• y),
se réduit ici, si Ton pre,nd le point sur la courbe tangente à oy [x=zOy z = o), à
Z = sy\ + ty\,
en tenant compte de ce que
dp = rx-\- sy, dq = SX -{- ty.
Par définition des réseaux conjugués et à cause de notre choix des axes, ce plan doit contenir ox^ ce qui exige qu'on ait, au point M,
sy==:o,
et comme y n est pas nul,
or cette condition exprimée dans l'équation (13)
conduit à
L'indicatrice a alors pour équation
i=\[ax^+cy^y.
c'est bien la forme que prend l'équation d'une conique rapportée à deux diamètres conjugués.
Ce théorème a reçu le nom de théorème des tangentes con-
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jvgiiées; il a une importance capitale dans VArt du traii^ car il permet de construire les tangentes aux courbes d'ombre ou de perspective, c'est-à-dire à la ligne de contact L d'une surface (S) et du cône ayant pour sommet le point lumineux ou le point de vue. Ce cône est la surface développable circonscrite à la surface (S) suivant la courbe L; la tangente à la courbe L en un quelconque M de ses points est donc le diamètre conjugué du rayon lumineux ou du rayon visuel correspondant par rapport à l'indicatrice au point M de la surface (S).
486 bh. Voici une autre proposition qui trouve aussi son application en Géométrie descriptive, et dont le Ihéor«>me des tangentes conjuguées est une conséquence immédiate.
Lorsqifff deux surfaces (S) et (SJ se touchent en un point M, leur ligne d'intersection L a pour tangentes en ce point les diamètres communs aux indicatrices des deux surfaces.
En effet, soit MZ la normale commune en M, M' un point de L infiniment voisin de M et P la projection de M' sur le plan tangent en M. Le plan ZMP donne dans les deux surfaces deux sections normales dont les rayons de courbure diffèrent Tun et Tautre infiniment peu de
MM
A la limite, lorsque M' tend vers M,MP devient la tangente inconnue MT, et Ton voit que les sections par le plan normal ZMT ont la môme courbure au point M. La droite MT rencontre donc les deux indicatrices aux mêmes points; cette tangente est donc un diamètre commun aux deux indicatrices. Comme il y a deux diamètres communs, on voit que la ligne d'intersection L a un point double au point M.
En particulier, si Tune (S) des surfaces est développable, son indicatrice consiste en deux droites parallèles symétriques par rapport au point M, et tangentes à Findicatrice
de l'autre surface (S^). Les diamètres communs aux deux indicatrices se confondent donc avec la corde de contact, et Ton tombe sur le théorème des tangentes conjuguées qui se trouve ainsi démontré géométriquement.
Enfin, dans le cas plus particulier encore où Tune (S) des deux surfaces est un plan P, son indicatrice est la droite à rinPini et par suite le^^ tangentes à la ligne d'intersection de la surface (S|) et de son plan tangent P sont les asymptotes de rindiratricf* de la surface (Sj). Ce résultat a déjà été trouvé sous une autre forme, à la page 488.
Iles lignes de eourbure
^87, On appelle ligne de courbure d'une surface une ligne le long de laquelle les normales à la surface forment une surface développable. Cette définition a besoin d'être expliquée : les normales à une surface forment une C(mgruencc et, en général, comme Ton sait, la plus courte de deux •droites d'une congruenco est du premier ordre par rapport aux paramètres variables [u et v). Dans le cas spécial que nous examinons ici, les surfaces de la congruence prennent, d'après M. Mannheim, le nom de normalies, et ici, comme dans les congruences rectilignes quelconques, il y a deux manières de grouper les droites do la congruence, de manière à avoir des surfaces développables. Les lignes de courbure sont les traces sur la surface (S) des normalies développables et, lorsque nous disons, que le long d'une ligne de courbure deux normales se rencontrent, nous voulons simplement dire que la plus courte distance de ces droites est d'ordre supérieur au premier.
488. Formons l'équation différentielle des lignes de courbure. Soient
les équations de la normale dont le pied sur (S) a pour coor-
données j-, //, z ; soient
X — .r — (le 4- in + dp) {7.-^Z'-'dz)=zo | Y — y — c?y + (7 + ^7) (Z — -2- — rfz) = o y
les équations de la normale au point infiniment voisin. Pour que ces deux droites se rencontrent, aux infiniment petits du second ordre près, il faut et il suffit que
(/.y -[- j,fi^ _^ dy + qdz ,^
dp dq
Cette équation, développée après qu'on a remplacé dp^ dq^ dz par leurs valeurs en fonction de dx et de dy, sVcrit
'(i + P^) s — pqr] d,v^ + [i\ + p^) / — (1 + p^) r] drdy
+ [pqt - (i + q') s] dy^ ^ o. (31j
L'équation (30) ou l'équation (31) donnent la solution du problème. Elles définissent les deux directions du plan tanf^ent, suivant lesquelles il faut se déplacer pour obtenir des normalies développables. L'identité de celte équation et de l'équation (2(5) nous niontre que :
Les lignes de courbure se coupent à angle droit ; elles sont tangentes aux sections principales. En d'autres ternies, elles forment sur la surface un réseau conjugué orthogonal, et c'est évidemment le seul.
La démonstration directe de ce théorème est d'ailleurs des plus simples; il suffit de prendre les axes particuliers qui nous ont déjà servi, savoir la normale au point M pour axe des z et l(»s axes de l'indicatrice pour axes des x et des y. On a alors à l'origine
)) = o, q zz^ o, s = o,
et l'équation (31) devient
(/ — r) drdy =z o, ce qui donne bien |)our directions des tangentes aux ligne>
(lo courburo
i*'ost-à-dire les deux axes de coordonnées. 489. Aux ombilics
el l'équation des lignes de courbure est indéterminée. Cela ne veut pas dire que toute ligne qui passe en un ombilic est une ligne de courbure, mais seulement qu'il y a, en un tel point, plus de deux lignes de courbure. Il peut n'y en avoir que trois, comme l'a démontré* M. Darboux.
Le fait que Téquation des lignes de courbure est indéterminée aux ombilics permet de former aisément deux équations qui, jointes k celle de la surface, détermineront les ombilics; ces points sont donc en nombre limité. Il suflit pour les trouver d'annuler les trois coefficients des différentielles dans l'équation (31). On trouve ainsi trois équations qui se réduisent à deux
4»0, Posons encore la question de savoir s'il existe des surfaces dont tous les points soient des ombilics, ou, ce qui revient au même, dont toutes les lignes soient lignes de courbure. Il faut pour cela que les équations (32) soient identiquement vérifiées. Voici comment Serret, dans son Cours de calcul différentiel, a obtenu l'équation de la surface : les cosinus directeurs A, B, C de la normale en un point sont donnés par les formules
VI + P" + ?' VI +y + q' VI +i>* + q''
et les <5qualioi)s (32) expriuienl quo
Dy "~ °' ?j- ~ °' :>■•• ~ Dy * ' leçons générales sur la théorie des surfaces, t. IV, note vu.
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Donc A ne d(*pond que de j:, B de y et, comme leurs dérivées sont égales, elleij ne peuvent avoir qu'une valeur cons-
tante -• On a ainsi a
On en déduit
Or
Donc
A li
yja^ — [x — x^Y — (y — yo)* et enfin
- — -»« = v^^' — (a? — x^Y — [y — yo'*- Cette dernière équation, rendue rationnelle,
est l'équation générale des sphères. La sphère (et comme cas particulier, le plan) est donc la seule surface dont toutes les lignes sont lignes de courbure.
40I. Les lignes de courbure étant tangentes aux sections principales, Téquation (31) est, comme nous l'avons déjà, di!, celle qui fait connaître les directions des tangentes aux seclions principales. Mais il importe de remarquer que le rayon de courbure d'une ligne de courbure ne coïncide nullement avec la normale à la surface. Ainsi, dans les surfaces de révolution, les lignes de courbure en un point M sont le méridien el le paralU'^le, vu que les normalies ayant ces lignes pour directrices sont respectivement un plan et un cône: or le cenln^ d'une parallèle n'est pas situé sur la normale MX a la >urface.
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Ajoutons quVa un point M d'une surface de révolution, les plans des sections principales sont le plan m 'ridien ot le plan mené par la normale MN et la tangente au parallèle . Par suite le centre de courbure du méridien est Tun des centres de courbure principaux; quant h laulre, il doit, d après le théorème de Meusnier, se projeter sur le plan du parallèle au centre mMne de ce cercle ; c'est donc le point où la normale MN rencontre Taxe de la surface de révolution.
492. Vu Timportance des lignes de courbure, nous allons écrire leur équation différentielle avec des coordonnées curvilignes w, V quelconques.
Conservant les notations des paragraphes 473 et 474, nous aurons pour équation de deux normales infiniment voisines
X — g- — (f'V __ Y — y — dy _ Z -- s -- dz _ , , ,. A + ^A ^" B + ^H - C+.rfC -^■t-^^''-
S'il existe un point X, Y, Z commun aux deux normatles, on obtiendra, en égalant les valeurs de ces coordonnées tirées des deux groupes d'équations précédents, les égalités
dx ^- bd\ + Ar/e — o .
dy + 6/fB + B^/0 = o , (33)
dz + Of/C + Cdf} = o 1
qui, par Télimination de 0 et de rf6, donnent la condition cherchée
du- d\ A
di/ dB B = o. (34)
dz dC C
Il suffira de remplacer d.r par ^ ^'' + ^ (à\ d\ par — - du -+- "— dv, etc., pour avoir l'équation du second degré
du cV
en f/w, di\ dont Tinlégration fera connaître les lignes de courbure cherchées. Cette équation se décomposera en deux
du ^ ,
du
dv
Chacune de ces équations donnera par intégration, comme on le verra dans le second volume, une équation telle que
Ff«^ r, X) = o,
X étant un paramètre variable, et cette équation, jointe aux équations (1), délinira une famille de lignes de courbure tracées sur (S).
40I2. Equation aux rayons de coukbuhes principaux. — Soit R Tun de ces deux rayons. On a
R z= V(X - xf + (Y - yY + (Z - ,r^ = H VA^ + B* + C», or les équations (33) développées peuvent s'écrire
Eliminons entre ces équations du^ di\ d^ et remplaçons 6
par sa valeur —== =1 nous obtenons Téqualion du
second degré
^£ ___R___^ cU- R :)A ^
^u y^A'-'+B^+C^^^ ^^ VA^+B^+C» ^"^^
Tiz R ;)C cV R ^C
<^w VA^+B^+C^^w' :>i?"^v'A*+B2+C«^»'
Pour retrouver Téquation (25) il suffira dans cette équation de faire
JA
DA
On trouve ainsi
Vi+^,» + ç»
Vi+y-h
c'est l'équation (25).
493. Comme première application, nous chercherons les lignes de courbure des surfaces de révolution. Nous supposerons que l'axe de la surface ait été pris pour axe des z\ son équation sera alors
Le plan tangent en un point ayant pour équation
(X ~ X) ^Ix + (Y - y) 2j/ - (Z - z) (p'(z) = o, on aura
d\ =: 2e/,r, r/B = 2^y, r/C = — 9'' (^) e/^. L'équation (34) est donc ici
dx, 2j;, Mx
dy, 2y, My
dz, -o'(.i, -<p"(;r)./^
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Le second facteur égalé à zéro donne les méridiens
y — Ce = o ;
le troisième, d'où Ton tire z ^-- C\ correspond aux parallèles. Enfin de
,on déduit
et Téquation de la surface de révolution
représente une sphère sur laquelle les lignes de courbure sont indéterminées; on retrouve ainsi un résultat démontré d'une manière générale, n" 490.
4f>4. Comme seconde application, nous chercherons (»ncore les lignes de courbure des surfaces développâmes .
Une telle surface s'obtient par rélimination du paramotn» u entre les deux équations (n° 427)
y = àz + p r (^'
dans lesquelles a, a, 6, 3 désignent des fonctions de w; soient a\ oi\ b\ 3 , leurji dérivéï^s par rapport à t/ ; on a de plus, par hypothèse, entn» ces quantités, la relation
En posant z = v, on aura
-- — a'z + a', rf- = h'z ou eu
Dy ^
A = 6'^ + p', B = — {a'z + a'), C = {ba' — a6') ^ -f 6a' - a^'. Mais de IVquation (39), on tire
"k étant une fonction de u ;
Doù
A = b'iz +. X), B = ^a'{z + X), C = {ba' — ^lô') r^ 4- /)
?V dC OV
Si Ton porte ces valeurs dans l'équation (34), on verra que le coefficient de r/t>-, c'est-à-dire le déterminant,
i , [ba' — aô') (^ + a), ba' — a^^'
a deux colonnes proportionnelles ; il est donc nul, et Téquation (34) développée est de la forme
Vidii^ -^"^dudv = o;
on aperçoit immédiatement une solution
rfw nr o,
ce sont les génératrices rectilignes de la surface développable. La seconde famille de lignes de courbure serait donnée par l'intégration de l'équation
qui ne peut pas être ellVctuée en général.
495. On peut enfin, par les mêmes formules, trouver les lignes c/e courbure de f ellipsoïde.
A cet effet nous poserons
avec
Ces valeurs de j:, y, 2 véri lieront bien l't^quation de Tellipsoïde, à cause des identités connues
: + 7^ — zrn^ — r; + t. — zrr. — r\ = ^^
, + TE — ±7^ — 3 + 7:: — ifrT — ^ = « •
Il sera alors facile de calculer 7-» ^> ^> etc. ; on trouvera
^u Dv T^u
ainsi pour les lignes de courbure, par un calcul un peu long,
mais sans difficulté, une équation de la forme
}Adicdv ^^ 0,
dans laquelle M est une quantité essentiellement différente de zéro.
Les lignes de courbure auront donc pour équations, soit
u = C^% soit
Leurs projections sur les plans de coordonn(^es, obtenues en éliminant le paramètre variable [v ou ?/) entre deux des équations (41), seront des coniques ayant pour axe respeclivement ceux des ellipses principales de Tellipsoïde.
^96. Ce résultat est susceptible d'une intéressante interprétation géométrique ; pour Texposer rapidement, nous remplacerons dans l'ellipsoïde a-, ffi, c^ par a — ^^, Ji — u\ Y — w. L'ellipsoïde a ainsi pour équation
et les formules (41) contiennent n, t\ w symétriquement. Les coordonnées de la ligne de courbure i/ =^ C vérifieront donc aussi l'équation
c'est-à-dire que celle ligne de courbure sera l'intersection de l'ellipsoïde donné et de la quadrique homofocale
On sait que l'équation
représente une famille de quadriques dont les sections principales ont les mômes foyers; suivant que À est inférieur, supérieur aux quantités a, g, y, ou compris entre les extrêmes, l'équation représentera un ellipsoïde réel, un ellipsoïde imaginaire, ou un des deux hyperboloïdes.
Restant dans le domaine riM^I, nous voyons que les lignes de courbure dun système sur l'ellipsoïde proviennent de l'intersection de celte surface avec les hyperboloïdes homo-
focaux à une nappe ; le second système des lignes de courbure proviendra des hyperboloïdes à deux nappes.
Chacune de ces surfaces est coupée orthogonalenient par les autres, c/esl-îi-dire quVn chaque point de rinterseclion on a
ou
(oc - a) (a - tr; "^ (p — u) (p — xc) "^ (y — «) (y — «?) - '
en effet cette dernière équation résulte de la soustraction des équations (42) et (43).
L'équation (44) est du troisième degré en a, c'est-k-dire que, par chaque point de l'espace, il passe trois des quadriques de la famille. Voilà donc des surfaces telles que, par chaque point de l'espace, il en passe trois; ces surfaces .se coupent orthogonalement et forment ce qu'on appelle un synthne triplement orthogonaL Leurs intersections mutuelles sont lignes de courbure sur les surfaces auxquelles elles appartiennent. C'est un cas particulier d'un célèbre théorème, dii à Dui>in, et que nous allons établir.
Théorème de Dupin H\iv les systènies triplement orthogonaux
407. Trois familles de surfaces, deux à deux orthogonales^ se coupent mutuellement suivant leurs lignes de courbure.
Les familles de surfaces dépendent chacune d'un paramètre qui reste constant sur une surface déterminée; soient u^ i\ it\ ces paramètres. Nous supposerons que les équations des trois surfaces aient été résolues par rapport à:r, y, js, de sorle que les coordonnées d'un point de l'espace s'expriment par des formules de la forme
; .r=r^(M,r, to),
y rrr/'2(w,r, W?),
Si «/', par exemple, reste constante, ces formules expriment les coordonnâmes d'un point de la surface (w); si deux paramètres II, V, restent constants, elles représentent la courbe d'intersection des surfaces (u) et (v) ; sur celte courbé, w seule varie.
Une fois posés ces preîliminaires, qui s'appliquent à toute représentation de l'espace en fonction de trois paramètres, c'est-à-dire à tout système de coordonnées, venons au théorème de Dupin.
Si les plans tangents aux trois surfaces qui se croisent en un point forment un trièdre trirectangle, il en sera évidemment de même des tangentes aux intersections mutuelles de ces surfaces prises deux à deux. On aura donc les conditions
et deux autres analogues ; nous (crirons, par une abréviation facile à saisir,
V ^•'" *^'" ^ ii-\
Dérivons chacune de ces équations par rapport a la variable qui n'y entre pas; nous obtiendrons trois équations, telles que
Yi ^^z' ^ _i V ^'*' ^^''
Additionnant ces trois équations, et retranchant chacune de la somme, nous trouvons
Eliminons 7- ? ^^"> f^» par exemple, entre la dernière éqna- ^w ^w ^w ' ' ^
tion du système (46) et les deux dernières équations du système (45); nous trouvons
Du
hl
Dp
Dz
Dmi>C
Cette condition exprime (n° 475) que les surfaces (m) et (v) découpent sur la surface [u)) un réseau conjugué; or ce réseau est déjà orthogonal en vertu des hypothèses ; c'est donc le réseau des lignes de courbure.
M. Darboux a complété ainsi le théorème de Dupin : lorsqu'on a deux familles de surfaees se coupant mutuellement à angle droit, et suivant des lignes de courbure cornmunes^ il curiste nécessairement une troisième famille de surfaces qui forme ar.ec tes deux premières un système triple orthogonal,
La démonstration résulte immédiatement du théorème suivant, que nous nous bornerons à énoncer, et qui généralise un théorème, démontré au n* 460, sur les congruences rectilignes :
Les surfaces d'une congruence quelconque^ qui sont assujetties à contenir une courbe de cette congruence^ et à admettre en un de ses points M la tangente MT comme direction principale, forment deux séries distinctes et so?it tangentes à deux plans différents passant par la droite MT; réciproquement^ toute surface de la congruence, tangente en M à un de ces deux plans, satisfait à la condition proposée. Pour que les courbes de la congmience admettent des surfaces trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux plans précédents soient toujours rectangulaires.
40II. GonoLï.AiHE. — La transformation par rayons vecteurs réciproques conserve les lignes de courbure, — En effet
complotons un système triplement orthogonal qui comprenne la surface (S), en adjoignant h ces surfaces les surfaces parallèles; ce qui fait une première famille, el les normalies développables le long des lignes de courbure, ce qui constitue les deux autres familles. Dans Tinversion, ce système se transforme en un autre système triplement orthogonal, et les intersections mutuelles des surfaces restent lignes de courbure, en vertu du théorème de Dupin.
Formules d'Olinde Rodi*igues
499. Ces formules résultent imm(?diatement des égalitt^s (33). Supposons, en effet, que, dans les i^quations de la normale, A, B, C, au lieu de représenter des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale, désignent ces cosinus eux-mêmes, c'est-à-dire que
\i +B« + CJ = 1, ou
ArfA-f-BrfB +CdC = o;
on a alors (n° 492)
De plus, en multipliant les équations (33) respectivement par A, B, C et ajoutant, on irouve
(A* +B^ + CJ) d-i =: o,
parce que,-à cause de la perpendicularit '• de la normale et de l'élément dxy dy^ rf^, on a
kdx -\- Bc/y -|- Cdz =. o.
Donc, en excluant les surfaces imaginaires qui satisferont à la condition
Aa + B« -f. C2 r o, on trouve
et les formules (33) se réduisent à
dx + RrfA = o \
rfy + Rf^Br:^o |. (47)
dz + RrfC ^ 0 )
Ce sont les formules d'Olinde Rodrigues. Elles supposent qu'on a fixé un sens sur la normale et que R est positif ou nf^gatif.
On peut donner de ces formules la démonstration intuitive qui suit. Soit MM' un arc infiniment petit d'une ligne de courbure ; les normales à la surface aux points M et M' se coupent (n° 487) en un point 0 qui est le centre de courbure de la section normale en M, et Ton a sensiblement MO = M'O = R.
Si A, B, C désignent les cosinus directeurs de la normale MO, ot A + ^A, B + </B, C + ilC, ceux de M'O, on aura, en projetant le contour fermé OMM'O sur les trois axes
pr. OM + pr. MM' + pr. M'O = o ;
par exemple sur Ox
OM X A 4- ^a? + M'O (A + rfA) =. o, ou
— R X A -t- ^o; + R (A + rfA) = o, ou enfin
dx + RrfA =r o.
Lignes de eoui*bure eominiiiies à deux surfaces
oOO. Les formules d'O. Rodrigues fournissent une démonstration aisée d'un beau théorème de Joachimstahl : Deux surfaces qui ont une ligne de courbure commune se coupent en tous les points de cette ligne suivant le même angle.
Soit un élément ds de la ligne commune, dont les projections sur les axes sont dx, dy, dz\ appelons R et R| les rayons de courbure principaux correspondants dans les doux
surfaces, eî A, B, C, Ap Bj, Cj, leurs cosinus directeurs. On aura par les formules d'O. Rodrigues
dx + RrfA = 0, dy + RrfB ^ o, ds '\- RrfC = o,
dx 4- R«c£A^ = 0, dy-\- R,rfB^ = o, dz + R,c?C, = o;
multiplions les (égalités de la première ligne respectivement par RjAj, RiBj, RjCj, membre \\ membre, celles de la seconde par RA, RB, RC, et ajoutons. Si Ton remarque que la perpendicularité des rayons de courbure aux lignes de courbure entraîne les égalitt's
A,fAr -|- B/'.y -f- (-1^^ -- o, i\dx + Y^dy-^Cdz =r o, on trouve
Ac/A, + BrfB, + C(/C, + A^rfA + B,f/A + C,rfC = o,
ou
c?(AA, + BB, +CC,) = o.
Donc
A A, + BB, + ce, = C»%
c'est-à-dire que les normales aux deux surfaces Amt entre elles un angle constant.
r>01« Ce thporème résulte immédiatement de la théorie des développées. Nous avons en elTet démontré (n** 447) que les normales d'une courbe I^ qui enveloppent deux développées différentes se coupent sur L, suivant un angle constant ; cette propriété s'applique évidemment aux normales considérées dans le paragraphe précédent, qui, en vertu même de leur définition, enveloppent une développée de L.
Réciproquement, si deux surfaces (S) et (S') se coupent suivant U7i angle constant le long d'une courbe L, et si cette courbe est ligne de courbure pour (S), elle est aussi ligne de courbure pour (S'). En ellet, par hypothèse, les normales de (S) enveloppent une développée de L; les normales de (S') le long de L, faisant un angle constant avec les précédentes,
onvi^loppont aussi une dt^veloppée de L, et, puisqu>lli>s forment une développable, L est une ligne de courbure
de (S').
50^. I^ir exemple, si un plan ou une sphère coupeni une surface suivant un angle constant, rintersection est une ligne.de courbure de cette surface. Car tontes les courbes tracées sur un plan ou sur une sphère sont des lignes dt* courbure du plan ou de la sphère.
Surfaces*envel6ppe8 de sphèi*es. Cyt^lidcs
503. Parmi les surfaces à lignes de courbure planes, nous considérerons en particulier celles (S) pour lesquelles un des systèmes de lignes de courbure est formé de circonférences. Dans ce cas, les normales à la surface le long d'une des Iignes.de courbure circulaires vont rencontrer Taxe de cette circonférence en un même point 0, et la sphère qui passe par la circonférence et qui a pour centre 0 louche la surface (S) le long de- cette ciiTonférence. (S) est donc une enveloppe de sphères.
Réciproquement toute enveloppe de sphères à un paramètre a un système de lignes de courbure circulaires. En effet la caractéristique d'une de ces sphères est évidemment une circonférence ; les normales à la surface le long de cette circonférence sont les rayons de la sphère et, par suite, font un angle constant avec le plan de la circonférence, et comme celle-ci est ligne de courbure sur la sphère, elle est aussi ligne de courbure sur la surface-enveloppe.
504. Dupin a appelé cyclides les surfaces dont les lignes de courbure sont circulaires dans les deux systèmes. D'après ce qui précède, ces surfaces sont de deux manières enveloppes de sphères ; leurs normales rencontrent deux courbes, auxquelles se réduisent les deux nappes de la surface des centres de courbure.
En un point d'une de ces courbes, centre d'une sphère enveloppée, les normales qui y passent forment un cône de révolution; ces normales rencontrent la deuxième courbe, qui est ainsi située sur un cône de révolution et, de môme, sur une infinité de cônes de révolution ayant leurs sommets sur l'autre courbe. On reconnaît le système de deux coniques focales, dont chacune est le lieu des sommets des cônes de révolution qui passent par l'autre. Les génératrices de ces cônes constituent la congruence des normales à une famille de cyclides parallèles.
On peut ici faire une application du théorème que nous avons démontré (n° 461) relativement aux congruences de normales. Les deux plans focaux sont en eflFet les plans tangents aux deux développables réduites aux cônes, dont les sommets S et S^ sont sur les coniques focales; or c'est une propriété bien ccmnue de ces coniques que Taxe du cône de révolution de sonnnet S est précisément tangent à la conique qui renferme ce sommet . Le plan tangent au cône Sj passe donc par l'axe du cône S et est perpendiculaire au second plan tangent. Les droites SS| sont donc bien normales à une surface.
50o. Considérons trois sphères qui ont leurs centres sur la première conique; une sphère quelconque de la seconde série touche les trois premières aux points où sa caractéristique touche les caractéristiques de ces trois sphères. La cyclide peut donc être considérée comme l'enveloppe d'une sphère tangente à trois sphères données.
Soient C, C, C" les centres de ces trois sphères; faisons de la figure une transformation par rayons vecteurs réciproques, en prenant le pôle d'inversion sur la circonférence qui passe par('., C', iV\ Les trois sphères transformées auront leurs centres en ligne droite; la surface nouvelle sera l'envehippe d'une sphère tangente aux trois sphères précédentes, elle admettra évidemment la ligne des centres CC'(7' comme axe de symétrie. La caractéristique de la sphère enveloppée sera une circonférence F dont les points de contact avec les sphères fixes s(mt dans le plan de l'axe, et la surface-enve-
loppe sera un tore engendré par la révolution de F autour de l'axe. Dans cette transformation, les plans des lignes d<> courbures circulaires se transformeront en sphères: mais, comme les angles se conservent dans l'inversion, ces sphères couperont le tore suivant un angle constant le long d'une circonférence transformée, et cette circonférence sera encore une ligne de courbure du tore. Il était d'ailleurs évident que les lignes de courbure du tore étaient, d'une part, les parallèles, d'autre part les circonférences méridiennes. Les cyclide^ de Dupin sont donc les inverses du tore (Mannheim i.
506. Il est à remarquer que, dans le tore, les sphères qui ont pour caractéristiques les circonférences méridiennes sont toutes égales. Le tore est donc une uf r face-canal : on appelle ainsi l'enveloppe d'une sphère de rayon constant dont le centre décrit une courbe quelconque. Il est évident que, dans ce cas, la caractéristique de la sphère enveloppée est un grand cercle normal au lieu des centres.
Kepi'éseiitaiion spliérique de Gauss
507. Nous allons maintenant étudier l'important mode de correspondance des surfaces dû à Gauss et connu sous le nom de représentation sphérique.
Fixons sur la normale en M à la surface (S) un sons, et par le centre 0 d'une sphère de rayon égal à l'unité, menons une parallèle à cette normale dans le sens lixé. Cette parallèle perce la sphère en un point m qu'on appelle Virnage sphérique ou la représentation sphérique du point M.
Si le point M parcourt une ligne sur (S), son image m parcourt sur la sphère une ligne, image de la première. Les plans tangents aux points correspondants étant évidemment parallèles, les tangentes conjuguées des tangentes à une ligne et à son image sont parallèles; en d'autres termes, Fimagt* (/) d'une ligne ( L) fait avec (L) un angle complémentaire de celui que (L) fait avec sa conjuguée.
Par exemple à la tangente d'une ligne asytnptotique (ligne tangente à une asymptote d'une indicatrice) correspond une droite perpendiculaire. Nous utiliserons plus loin cette propriété.
A une tangente principale correspond sur la sphère une tangente parallèle. Les formules d'O. Rodrigues ne font qu'exprimer cette propriété : en effet les coordonnées du point m sont évidemment les cosinus directeurs de la normale en M. Exprimons que les déplacements de M et de m sont parallèles; nous obtenons les conditions
dx dy dz
dX"'dB'^ dC.'
qui ne sont autres que les équations (47}, dont on a éliminé R.
508. La représentation sphériqne (F une ligne de courbure plane L est une circonférence ; car les normales à la surface le long de L font un angle constant avec le plan de L (n** 502), et les parallèles à ces normales menées par le centre de la sphère sont les génératrices d'un cône de révolution qui coupe la sphère suivant une circonférence.
Réciproquement, si la représentation sphérique d'une ligne de courbure L est une circonférence, la ligne de courbure est plane ; en effet les tangentes de L, étant parallèles à celles de la représentation sphérique, sont parallèles à un plan, et L est une courbe plane.
Ligaes asymptotiques
509. On appelle lignes asymptotiques d'une surface celles qui ont en chaque point pour tangente une des asymptotes de Tindicatrice. Le paragraphe précédent permet d'obtenir immédiatement leur équation différentielle; eu effet, exprimons qu'elles sont, en chaque point, perpendiculaires à leur image. Nous obtenons l'équation cherchée
d.vdX + dydB + dzdC = o, (48)
dans laquelle il n*y a plus qu*à remplacer dx par
ilff par
Dans le cas particulier où les variables indépendantes sont î/ = T et r = //, l'équation précédente devient
dpdx -}- dqdy = o, (49)
ou
rdx^ + ^dxf^y -f- /û^y* = o. (50)
51 0. Une remarque importante s'impose ici : Téquation (48) subsiste même si A, B, C désignent non plus les cosinus directeurs de la normale, mais simplement des quantités proportionnelles. En effet il faut, dans c^tte hypothèse, écrire au lieu de dk
ou ■ + Aa.
y/A- + B*^ + (:« \/A« -I- B^ + C« V A-* + IP + C«
mais les termes, qui se trouvent ainsi ajoutés dans l'équation (48), disparaissent, parce que Ton a évidemment
\(U + Wdy + Cdz z=: G.
r>I 1 . Théorème. — Le plan oscillateur d'une ligne a^ymptotique en nn point est tangent à la surface en ce point. Le plan tangent à la surface a pour équation
Nous devons exprimer qu'il contient, outre le point .r, y, ;;,
les points x + dx^ y + dy^ z '\- dz, et jc + dx + - d-x^
y + dy -\-- d^-y, z + dz-^-- d^z, ce qui donne les condi-
tions
Adx + Bdy + Crfs = o (51)
et
Ar/«./- + BdV -|- ÇA^z = o.
L'équation (51) est identiquement vérifiée; elle exprime que la normale est perpendiculaire à la tangente. En la différentiant et en retranchant (48) du résultat, on trouve IVquation (52). Le théorème est donc vérifié.
On voit, de plus, que l'équation (52) est équivalente h Téquation (48); elle peut donc, au nièuie litre que celle dernière, être prise pour équation des lignes asymptotiques. Elle peut encore s'écrire
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512. Il est intéressant de remarquer que cette équation prend la forme simple
lorsque le réseau (//, v) est conjugué (})). Ce résultat s'explique aisément dans le cas particulier où Ton a pris pour axes des x
et (les y les tangentes \\ deux courbes du réseau conjugué. L'équation s'écrit alors
et elle exprime que les tangentes asymptotiques coïncident avec les diagonales du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués de rindicatrice.
513. Dans le cas des lignes asymptotiques, le théorème de Meusnier se trouve en défaut. En effet, Téquation (15), qui donne le rayon de courbure d'une courbe dont le plan osculateur fait avec la normale Tangle Yi est
p = p^, ces Y-
Mais ici y = ^' ^^^ y = o et po = ^^ puisque la section
normale a pour trace, sur le plan tangent, une asymptote de rindicatrice. Le lecteur pourra voir dans le tome II des Leçons sur la Géométrie des surfaces^ de M. Darboux, page 397, comment il faut procéder dans ce cas.
514. Pour la section de (S) par son plan tangent, comme pour la ligne asymptotique, la formule de Meusnier devient illusoire; mais il existe entre les rayons de courbure de ces deux courbes une curieuse relation due à M. Beltraaii, et que nous nous bornerons à faire connaître sans démonstration : le rat/on de courbure de la section plane est égal à trois fois la moitié du rayon de courbure de la ligne asymptotique.
Nous donnerons enfin un dernier résultat relatif aux lignes asymptotiques; si Ton appelle tq la torsion de la ligne, R et R' les deux rayons de courbures principaux de (S), on a
T, = V-RR
' Darboux. Leçons, etc., loco citalo.
515. Comme application, nous chercherons les lignes asymptotiques des surfaces réglées. Soient
X =z ati -^ b j
y=za,u + b^ , (55)
les équations de la génératrice dans lesquelles ri, i, a,, ..., sont des fonctions de la variable i\
dx = adu -j- (^ '" 4" ^') ^^1 dy =z a^du -[- («i^ + b{) do, dz = a^du •+" (^i^ 4" ^i) ^^•
Les différentielles secondes d*Xy d^y^ d^z, ne renfermeront pas de termes en dti'^; donc, dans Téquation (52), dv sera en facteur, et un système de lignes asymptotiques aura pour équation t = C**. Ce sont donc les génératrices rectilîgnes de la surface.
Pour le second système, on aura à intégrer une équation de la forme
^ :- a^u^ + pu + y, (56)
a, ^y Y étant des fondions connues de v ; cette équation no peut pas s'intégrer en général. Nous aurons à en reparler dans le second volume (équation de Riccati); mais, pour ne pas avoir à revenir sur les lignes asymptotiques, nous donnerons immédiatement, sans démonstration, la forme générale de la solution de celte équation
nC -|- ^ ^
dans cette formule, /, m, /f. A, sont des fonctions de r à déterminer et ne dépondant que de a, g, y; c est une constante susceptible de recevoir des valeurs arbitraires. Si Ton remplace u par sa valeur dans lès équations (55), on a, en fonction de r, les équations des asymptotiques du second sys-
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lèiue. Donnons h C quatre valeurs, Cj, G,, C3, C^^, il en résultera quatre lignes asyniptotiques; pour une valeur déterminée de t;, les formules (55) donneront le point de rencontre de la génératrice correspondante avec ces asyniptotiques. On aura par exemple
et deux autres formules analogues pour y^ et z^; de môme Xo, //o, 50, 0:3, ... Or, on voit facilement que
et, comme v a disparu dans le second membre, il en résulte que les quatres asyniptotiques considérées coupent une génératrice recliligne en quatre points, dont le rapport anharmonique reste constant, lorsque la génératrice décrit la surface réglée.
Courbure géodésique : lignes géodésiques
51 0. 11 nous reste à définir une dernière catégorie de courbes tracées sur les surfaces : ce so7it les lignes géodesiques. Quelques considérations préliminaires sont utiles. Nous avons vu que, pour toutes les courbes F de la surface qui touchent, au même point M, une môme droite MT, Taxe de courbure coupe la normale en un môme point 0; nous appellerons ce point le centre de courbure normale de la courbe F, et nous appellerons centre de courbure géodésiqup ou centre de courbure tangentielle le point Oj, où Taxe de courbure de cette courbe rencontre le plan tangent en M. Ce point 0, coïncide avec le centre^ de courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent, en vertu du théorème de Meusnier; car écrite projection est la section normale du cylindre projetant.
Le rayon de courbure yêodésique a pour valeur absolue MOj, et son inverse est la courbure géodésic/ue.
517. Nous ne préciserons pas davantage le signe de ce rayon de courbure, parce que nous nous bornerons au cas où ce rayon est infini, e! nous appellerons lignes géodésiques celles dont le rayon de courbure géodésique est infini, ou, ce qui revient au môme, à cause de la définition du centre de courbure géodc^sique, celles dont le plan osculateur est normal à la surface. Ces courbes doivent leur importance en géométrie à ce que, sauf des restrictions analogues à celles qu'on rencontre dans tous les problèmes de minimum, elles sont les plus courts chemins entre deux quelconques de leurs points. C'est ainsi que, sur la sphère, les grands cercles, dont le plan est effectivement normal à la sphère, sont les plus courts chemins entre les deux quelconques de leurs, points, pourvu que le chemin soit compté sur le plus petit des deux arcs de grand cercle limités i>ar ces points.
Soit AB la ligne la plus courte parmi c^41es que Ton peut tracer sur une surface entre les points A et B, et MaM' un arc infiniment petit pris à volonté sur AB. Désignons, en outre, par MT la tangente en M à la ligne AB, par MZ la normale à la surface au point M, et enfin par MgM' Tare appartenant à la section faite dans la surface par le plan ZMM'. Par hypothèse, on a Tinégalité
MaM' — MpM' < o,
qu'on peut écrire, en appelant c la corde MM\
MaM' — r MSM' — c ^
La limite du premier membre, lorsque, M restant fixe, M' tend vers M, sera donc négative ou nulle, de sorte qu'on aura à la limite
p et p, étant les rayons de courbure, en M, de la ligne AB et de la section par le plan normal ZMT. D'ailleurs, si 0 est
Tangle du plan osculateur à la ligne AB, au point M, et du plan ZMT, on a, d'aprt^s le théorème de Meusnier, p = p^ cosO. L'inégalité pi'écédenie devient alors
et comme le premier membre ne saurait être négatif, on aura 6 = 0. Ainsi la ligne minima AB a, en chacun de ses points, son plan osculateur normal à la surface ; c'est donc une ligne géodésique.
On rencontre aussi ces courbes en mécanique; ce sont les trajectoires dun point assujetti à se mouvoir sur une surface sans être soumis h aucune force extérieure. En effet, dans ce cas, le plan osculateur de la surface, qui contient toujours la résultante des forces, contient la seule force appliquée au point, saroir la réaction normale de la surface.
518. Cherchons, par exemple, les lignes géodésiques du cylindre de révolution. Soient
1 a; =^ R ces ^ . 1/ := li sin t,
[ ^ = Rtp (0,
les coordonnées d'un point M de la courbe rapportées à trois axes rectangulaires, dont oz coïncidant avec Taxe du cylindre. Le plan osculateur en un point
X — R cos /
Y — R sin t
— Rsin/
R cos/
— R cos t
— R sin/
Ro" (t)
doit avoir sa trace sur xoy parallèle au rayon qui va de Torigine à la projection de M ; on a ainsi la condition
d'où
op (t) z=ht+^,
OU plus simplement, en prenant un nouveau plan convenable dos xy parallèle à raneien,
9 \C) = ht.
Les équations de la gi^odosique sont donc
1 a- =: R ces/, y = R sin /,
On reconnaît les équations d'une ht^lice trac<% sur le cylindre, et Ton sait en effet que les hélices, provenant de Tenroulement de droites sur le cylindre, sont bien les plus courts chemins tracés sur le cylindre entre deux quelconques de leurs points. 11 est facile ici de préciser les restrictions dont nous avons parlé dans la définition (n* 517) ; il faut que Tare d'hélice soit inférieur à une spire ; s'il était égal à une spire, le plus court chemin d'une de ses extrémités à l'autre serait évidemment la génératrice du cylindre qui joint ces deux points; s'il était supérieur à une spire, il y aurait une autre hélice passant par ses extrémités et qui s«»rait le chemin minimum.
519. On vérifierait, de même, que les hélices tracées sur des cylindres quelconques sont les géodésiques de ces cylindres.
5.20. L'exemple des cylindres nous permet encore de faire connaître une particularité qui achèvera de donner à ces courbes intéressantes leur véritable physionomie. Entre deux points du cylindre, quelque voisins qu'ils soient, il y a toujours une infinité de géodésiques, dont une seule, bien entendu, en général, est plus court chemin entre les deux points. En efl'et, si ; et tj sont l'ordonnée et l'abscisse curviligne du premier point M, celles du second. M', seront, à volonté, ;' et r;', ou ;' -+- 2/i7:R et r;', / étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. Si on déroule le
cPx
rf».y d^z
cU^
ds* ds*
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cylindre sur un plan, au point M correspondra un point i«, et les diverses valeurs de k feront correspondre à M' une infinité de points m\ m\, w'o, ... Les droites mm\ nitv\. mm'çt, ..., donneront toutes les hélices passant par M et par M', lorsqu'on enroulera, de nouveau, le plan sur le cylindre.
rSdîl. L'équation f/es gvodêsiques s'écrit immédiatement en exprimant que la normale principale à la courbe, dont nous avons donné les cosinus directeurs (n"" 418), coïncide avec la normale à la surface, dont les équations ont été écrites au n° 47i. On trouve ainsi
ce qu On peut écrire, en appelant p la valeur commune de ces rapports,
rf%r d^y d^z
Multiplicms les deux membres de ces équations respectivement par -.-) -t^" -,-» et ajoutons membre à membre ; il vient
dr d'^x , dy dhi . dz d^z . , , r». . i-. ,
-d-sd?-^ds-di + -ds^^ -:plArfx + B<£y + Cd.).
Le second membre est nul en vertu de l'équation de la surface, comme nous l'avons souvent observé (51), et le premier
parce qu'il est la demi-dérivée de(^j H"(;/t) + (x) '
qui a pour valeur Tunité. Les équations (G) se réduisent donc à une seule, si Ton tient compte de Téqualion de la surface, ce qui était a prévoir.
Il faut remarquer que les numérateurs des équations (G) sont écrits en supposant que Tare de la ligne géodésique est pris pour variable indépendante. On s'affranchira de cette restriction en écrivant de préférence
j cjx ^ ^ , dz ' ds ' ds ' ds ,,,
et maintenant la variable indépendante peut être prise arbitrairement.
Nous retrouverons bientôt IVquation des géodésiques sous une forme très symétrique et très condensée, comme application d'une méthode extrêmement féconde, qu*il nous reste à faire connaître.
5^^. La méthode que nous allons indiquer est due à Gauss, qui Ta fait connaître dans son célèbre Mémoire : DisquUitiones générales circa superficies curvas ; elle a été illustrée par les travaux de nombreux géomètres, parmi lesquels il nous suffira de citer Bonnet, Bour, Codazzi, Laguerre, Ribaucour et M. Darboux. Avec les indications qui suivent, le lecteur reconstituera aisément tous l(»s calculs.
Soient OZ, la normale à la surface, OX et OY les tangentes aux courbes v = C*° et ?/ = G**. Nous appellerons X, y, 5, les coordonnées d'un point M, par rapport à ce trièdre T, mobile. Si Ton donne aux variables indépendantes w et r des accroissements infiniment petits, le trièdre T devient un trièdre analogue T, d'origine 0'; M devient M', et nous appellerons les coordonnées de ce nouveau point, par rapport au trièdre T', x + dx, y H- dij, z -^ dz, et par rapport au trièdre T, x + flX, ly-^-cfï, s -f- rfZ. Les axes sont supposés rectangulaires, et, par suite (n° 477, form. 11 et 12), l'élément d'arc a pour expression
ds^ = A^du^ 4- CMy»,
ou
ds^ = Edu^ + Gdv^.
Cela posé, le théorème des projections permet d'écrire
projection OM' = projection 00' + projection O'M',
FiG. 44.
et, si Ton remarque que la projection de CM' peut être remplacée par la somme des projections de ses projections sur O'X', C'Y' et O'Z', on établira, sans peine, les formules, qui ne sont vraies qu'au second ordre près,
dX
«A = Adu -\- dœ -\' ^z — yy \
dY = Cdv + dy -\- '(X — OLZ J;
d7j = dz '\- tiy — pa? 5
a, p, V, désignent les cosinus infiniment petits définis par le tableau suivant
ox
OY
OZ
Ces cosinus infiniment petits sont de la forme
a = pdu -^ p^dv \
p = qdu + qidv |. (59)
Y = rdu -\- r^dv ]
En portant ces valeurs dans les formules ^58), et remarquant que
dx = T— du -f- T~ ^ï^î dy z=i . . . ,
on aura finalement des équations telles que
d\ = ^\du +Nrfi?, <n z= Wdu + N'rfr, rfZ = Wdu + Wdv.
Si le point M est fixe, les six coefficients de (ùt et de dv doivent être nuls, ce qui donne des équations de la forme
^^ = pz — rx, ^ = _C+i>,3--r,;r ,.(60)
^^ = qx-py, y^=<ux-p,y
En exprimant que les deux valeurs de . tirées de ces
équations sont égales entre elles, ainsi que celles do 7~5"
cP-z et de , . ) et en observant que les conditions obtenues
doivent avoir lieu, quel que soit le point fixe M, on obtient enfin les équations de Codazzi, qui sont fondamentales dans
cette théorie
C c>»' '■' ~ A iu
Pit
Ag< + Cp = 0
rp
M. Darboux, auquel on doit los notations symétriques dont nous venons de nous servir, a observé que les quantités p, q^ r, sont les composantes de la rotation que subit le trièdre T, lorsqu'on fait varier n seulement, que /},, ^j, r^, sont les rotations correspondant à la variation de r, et il a tiré de ce point de vue cinématique les plus heureuses conséquences, qui sont développées dans son traité déjà si souvent cito. Nous nous bornerons à deux exemples, pour faire comprendre la fécondité de la méthode.
o2'{. S'il existe sur oz un point j: = 0, y = o et 2 = p, qui se déplace tangentiellement à os, on aura pour ce point
f/X = o, d\ — o, ou
\dii + p {qdu -j- q^dv) z= o, Cdv — p [pdu -\- Pydv) = o.
L'iUimination de p conduira à l'équation différentielle des lignes de courbure
Apdir- + Cq^dv^ + {Cq + Ai)<) dudv = o,
et celle de ^ à Téqualion aux rayons de courbure principaux
524. Prenons maintenant un point M, dans le |)lan X0Y(5 = o); exprimons que son déplacement a lieu dans ce plan {dz = o). Le lieu des points qui jouissent de cette propriété, c'est-à-dire la caractéristique du plan tangent XOY, sera la tangente conjuguée de 00'; en exprimant que sa direction coïncide avec 00, on aura l'équation des lignes asymptotiqucs. On trouve ainsi pour la caractéristique
(prfî/ -j- Pidr) y — [qdu -[- <?<û?i') a? = o,
et pour Téquation des asymptotiqucs
([du -\- q^dv C(/r
luhi Ar y^dv» Kdxi
5I25. Revenons aux lignes géodésiques. Pour cela, appelons (I) Tangle que la tangente à la courbe 00' fait axec OX, et utilisons les formules de Frenet, ainsi que la représentation sphérique (n° il7). Le point représentatif de la tan- . gcntc aura pour coordonnées, si Ton prend des axes parallèles à OX, OY, OZ, menés par le centre de la sphère
cos(t), sinct), 0,
et son déplacement, auquel on peut appliquer les formules (58), dans lesquelles on n'a qu'à supprimer les termes kdu et G^/i% qui proviennent du déplacement de l'origine, sera parallèle à la normale principale de la courbe ; si la courbe est géodésique, on aura pour ce point
rfX = o et rfY = o,
c'est-à-dire
— sin 0) cf (O — (rdu -}- r^dv) sin to = o, cos(D diû + [rdu + r^dx>) coscd = o,
en tenant compte des équations (59); ces deux équations se réduisent à l'équation unique
dm + rdu '\- r^dv=. o^ (63)
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qui est Féquation différenliclle des lignes géodésiques. Il
kdti . Cdv
n y a plus qu à y remplacer cos w par --j~» sm u) par -^-j
1 rfA et d'après les formules de Codazzi (61), r par — ç ^' r^ par
— -7-î pour avoir une équation oii n'entrent plus que les
coefficients de ds^.
On obtient ainsi Téquation, que nous écrirons avec les notations de Gauss (form. 10, n** 477),
2(EG - F^) [dudH ~ chd^u) ::= (e ^ -t- F ^ - 2E f ) rf««
+ (3Ff + G^;f^^2F^^2E^)rfu»rf.
' V Di? ' ou eu ou/
— ( 3F ^; — h K T~ — 21^ ^;^ 2G T- ) rfu c?p*
\ ou ov ov ovj
On peut signaler, par exemple, les lignes de longueur nulle (rf5^==o), comme vérifiant Téquation (63); mais ces lignes imaginaires n'ont pas d'intérêt ici.
Gomme deuxième application, supposons que u soit l'arc de géodésique qui fait en M, avecuue droite donnée, l'angle v ; les deux coordonnées d'un point quelconque de la surface seront Tare // et l'angle r, analogues à des coordonnées polaires, et Ton aura
ds" := du^ + 2Fc£wrfi? 4- GdvK
Mais, puisque v = C** est une géodésique, et que E = 1, l'équation (63') se réduit à
ou
F ne dépend que de v, et comme ce coefficient est évidemment nul pour w = o, on a
Oa obtient donc la forme très remarquable qui suit ds^ = du} + Grft?^
Surfaces applicables
5âO, Nous avons vu (n* 477) que Télément d'arc d'une surface, sur laquelle est tracé un réseau [u, v), est donné par la formule
ds^ = Edu^ + ^IFdxidv -\-Gdv^, (64)
Si les coordonnées des points M et m de deux surfaces peuvent s'exprimer en fonction des mômes paramètres 2/ et v, de manière que les ds'^ des deux surfaces soient donnés par la formule unique (6i), les deux surfaces seront dites applicables Tune sur Tautre. Pour justifier cette définition, prenons sur la première surface trois points infiniment voisins M, M', M", et sur la deuxième surface les trois points m, m'y m\ qui correspondent respectivement aux mêmes valeurs de u et de t? ; les deux triangles MM'M* et mmm" pourront être amenés à coïncidence, puisque, en vertu de l'égalité des ds^y ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun.
527. Donnons immédiatement un exemple. La surface de vis à filet carré, dont l'axe est oz, a pour équations
07 = « COSÎ?,
y = Il sin t?, z = av,
a étant une constante. Son ds^ sera donc
ds^ = dx^ + dy^ 4- dz^ = dxi^ + (a> + w») dv^.
Considérons maintenant Valysséide ou caténoïde, c'est-àdire la surface engendrée par la révolution d'une chaînette
autour de sa base. Nous prondrons cette base pour axe des 5, et Taxe de la chaînette pour axe des x ; si r désigne la distance d'un point de la mi^ridienne à 05, IVquation de la méridienne sera dans son plan
i^our avoir les coordonnées d'un point de la surface, en fonction de deux paramètres r et v, il suffit d'adjoindre à Téquation précédente les équations
j- = r cos r, y = r sint?, On on tire
r^ — a^ et il suffit de poser
ri zz: «2 -f- u'-
pour que l'élément linéaire prenne la forme
c'est-à-dire la même forme que dans la surface de vis à filet carré. Donc la surface de vis à filet carré est applicable sur la caténoïde. Les courbes r = C'*' sont sur la première les génératrices rectilignes, sur la seconde les méridiens qui sont des chaînct!es; de même, les hélices de la première correspondent aux parallèles de la seconde.
Le théorème précédent est un cas particulier d'un théorème plus général, dû à Bour [Journal de F Ecole Polytechnique^ XXXIX' Cahier, p. 82) : Les hélicoïdes sont applicables sur des surfaces de révolution.
5d28. Signalons, en passant, une importante propriété de la caténoïde. On a vu (n* 491) que les rayons de courbure principaux d'une surface de révolution sont celui de la
méridienne el la longueur de la normale limitée à Taxe. Or il est facile de voir que, dans la chaînette, la normale, ainsi définie, est égale et de sens contraire au rayon de courbure, et nous démontrerons, dans le second volume, cette propriété caractéristique. Donc, dans la caténoïde, les deux rayons de courbure principaux sont, en chaque point, égaux et de signes contraires. On appelle surfaces minima^ celles pour lesquelles les rayons de courbure principaux sont, en chaque point, égaux et de signes contraires. La caténoïde est donc la seule surface minima de révolution,
529. Plusieurs remarques se présentent à propos de l'exemple qui vient d'être traité. On voit d'abord que le rfv^ de la caténoïde ne s'est pas présenté immédiatement sous la môme forme que celui de Thélicoïde, et qu'il a fallu effectuer un changement de variables ; ici le changement a été très simple. Mais il peut y avoir des cas où le changement h effectuer est plus compliqué et, malgré les nombreux travaux des géomètres sur l'application des surfaces, le problème général, qui est désigné sous le nom de déformation des surfaces, est loin d'être résolu. Nous donnerons plus loin (n^ 531) une condition nécessaire pour qu'une surface puisse être appliquée sur une autre, et nous traiterons en particulier le cas des surfaces applicables sur un plan, qui sont les surfaces développables. Nous devons faire observer que le problème de la déformation est soumis h toutes sortes de restrictions : le lecteur, que ces questions intéressent, consultera avec fruit les Leçons sur la Théorie des surfaces^ de M. Darboux (livre I, chap. vm et passim),
530. Quoi qu'il en soit, et quelques variées, en apparence, que soient les surfaces qui ont un même rfs^, il est bon de se rendre compte que ces surfaces sont au fond bien déterminées par le ds'^. En effet, si l'on donne
ds^ = Ec/u« + ^l¥dudv + Grfu*,
les trois équations
(r:)'+gy+©'=o-
définiront, à des fonctions arbitraires près, introduites par l'intégration, les trois inconnues x, y, z, en fonction de u et de V,
531. Démontrons maintenant le théorème fondamental de Gauss : Toutes les surfaces applicables sur une même surface ont même courbure totale. On appelle courbure totale d'une surface, en un point, le produit des inverses des deux rayons de courbure principaux.
En effet Téquation (62) donne pour la courbure totale (Notations de M. Darboux) :
1 Dp "bu
IIR' ~ AC
Or les formules de Godazzi (61) montrent que r et r, dépendent seulement des coefficients de l'élément linéaire. Donc toutes les surfaces, qui ont même rf.s-, ont bien même courbure totale.
Avec les notations de Gauss, si Ton pose
T.- 1 Dr Dw ^. 1 Dm Di?
' 2 Gv/EG — F« ' 2ev/EG— F»
la courbure totale est donnée par l'équation
l'angle a étant défini par l'équation (12).
Pour F = o, on retrouve, aux notations près, Téquation (65).
On peut encore signaler la forme remarquablement simple que prend Féquation (65), si Ton adopte pour coordonnées une famille de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales (n** 525 m fine) : on a, en effet, dans ce cas, en écrivant C^ au lieu de C dans le ds^
Enfin, si les variables indépendantes sont les coordonnées X et y, et si Ton adopte les notations du n** 485, on obtient la courbure totale sous la forme d'un déterminant fonc-* tionnel
Soit
_! D(LM) ri — s^
RR'~ ^[œ,y) - [i ^ p^ ^ q^y
Téquation de la surface; un calcul facile montre qu'on peut encore écrire
RR
W '^Vy) "'"W
ex
iY
DY
ôY
^x ôa:*
^xdy
Y 3Y ^y 'by'bx
DY
ir iv
DY
7)zhy
Le déterminant qui figure dans le second membre est un hessien (n^ 364); il s'annule si la courbure totale est nulle, c'est-à-dire aux points paraboliques. Ces points sont donc, sur les surfaces, et, à ce point de vue, les analogues des points d'inflexion dans les courbes planes.
Nous verrons d'ailleurs, dans le deuxième volume, que Tanalogie est plus complète et qu'à certains égards on peut considérer la courbure totale comme l'analogue de la courbure d'une courbe plane.
532. Cherchons le du- de quelques surfaces simples. Surfaces de révolution, — Nous prendrons Taxe de la surface comme axe des 5, et nous poserons
L'équation de la surface sera
et si Ton pose
Félément d'arc aura pour expression
ds^ = dr^ (1 + f'^) 4-r2éfy^ ou, en introduisant une variable ti telle que
u =fclr VlTT^.
ds^ z=du^ +^ (m) dv^ ; (70)
u est Tare de méridien compté à partir d'un certain parallèle ; car, pour v = 0\ on vl ds = du ; 9 (t/) est le carré du rayon r du parallèle qui passe au point de coordonnées u, t\ On peut encore donner au ds- précédent une forme différente en posant
r du u. = / ■ ;
on trouve ainsi, parce que (p(w) devient une fonction F(u^) de u^y
ds^ = F (u^) {du^ + dv^).
C'est un cas particulier d'une classe de surfaces, dites ?>oihennes ou isométriques^ pour lesquelles on a
(h^ = '{.(«, v){du^ + r/r»).
oCiS. On reconnaît dans la formule (70) une forme de rf.s^ signalée au n° 525, et cela devait être, puisque les méridiens sont évidemment des lignes géodésiques et que nous avons choisi les mômes coordonnées sur la surface qu'au Tï" 525.
L'équation (63') des lignes géodésiques peut d'ailleurs être complètement intégrée dans le cas des surfaces de r»'volution. Prenons, on effet, la forme (70), c'est-à-dire faisons dans l'équation (03)
prenons de plus u comme variable indépendante, et écrivons
dv (/r^ suivant la coutume v et v" au lieu de -r-? -tt/ Il vient
dit di(-
rv" + 2r y' + rVî?'^ ,^ o. (71)
Cette équation, ainsi qu'on le démontrera dans le second volume, a pour intégrale (en désignant par « et 6 deux constantes arbitraires)
/adn — ===
Cela posé, considérons sur la géodésique, qui correspond à des valeurs données a et b, des constantes arbitraires, un arc infiniment petit MN faisant avec le méridien du point M Tangle w. On a évidemment
rdvf langu, = — ,
et Ton en déduit immédiatement, en tenant compte de l'expression de v (72),
rsinco = a.
(]ette forme de Téquation des géodésiques des surfaces de nWolution est due à Claîraut; elle est des plus utiles pour leur discussion. On en conclut, par exemple, qu'une géodésique correspondant h la valeur a peut arriver à toucher le parallèle de rayon a, mais ne peut pas rencontrer un parallèle de rayon moindre.
5;i4, Surfaces rég/(^es, — Elles sont définies par les équations
^ ce r= a^u + 6^,
a, et f)i étant des fonctions d'un paramètre v. On en déduit un ds^ de la forme
ds^ = («î + al+ al) du^ + Ddudv + [ku^ + 2Bu + C) dv^. Nous poserons
et D = 0, ce qui revient à dire que u sera la longueur de génératrice comptée h partir d'une trajectoire orthogonale, tout le réseau (?/, v) étant d'ailleurs orthogonal. On obtiendra ainsi, comme forme réduite du ds\ des surfaces réglées
ds^ =1 du^ + (Xii^ + 2Bm + C) rfoV
Surfaces développables
535. Dans le cas des surfaces développables, nous avons vu qu'on a de plus
donc le coefficient de dv^ est un carré parfait, et Ton aura, dans le cas des surfaces développables, en remplaçant v par une fonction de v, choisie de manière à réduire à l'unité le coefficient de w^,
rfs» = rfw» + (u — a)3 dv^, au lieu de
ds^ = diC^ + [(w — a)a + p«] r/t-î,
qui correspond aux surfaces réglées non développables ; a et g sont des fonctions de v.
Nous allons montrer que les surfaces développables sont applicables sur un plan. Elles satisfont bien à la condition qui résulte du théorème de Gauss{n'* 531) d'avoir leur courbure totale nulle ; mais cette condition n'est pas suffisante.
Ecrivons
ds^ = [du + i {u — a) dv] [du — i {u — a) o?r],
= c'»' [du -f. i (w — a) dv] X e*'*' [du — i [u — a) dv].
Les deux facteurs sont maintenant des différentielles exactes, et Ton pourra poser, en appelant rf{a: H- ly) et d{x — iy) ces différentielles,
l œ -^ ty = Me'*' — t /ae^«'rft?,
I X — iy = ue-i*" -f- 1 joLC-^^'dv ;
nous avons ainsi réussi à exprimer, en fonctions de u et de i\ les deux coordonnées d'un point du plan, et ces coordonnées vérifient bien la condition
ds^ = dx^ + dy^y
ce qui démontre le théorème. Au reste les formules précédentes peuvent s'écrire
on = u cos t? + / a sin vdvy
y =z u sinr — Ixcosvdv;
et roîi voit que les courbes v = €*• seront des droites dans le plan, comme sur la surface développable.
5:i6. La réciproque de ce théorème a été établie par 0. Bonnet {Ammli di Matematica^ 2* série, t. Vil, p. 61) : Toute surface applicable sur un plan est l'enveloppe d'un plan mobile.
Soit, en effet, une surface applicable sur un plan, c'est-àdire telle que
dœ^ -h dy^ + dz^ = ds^ = dv^ + dv^,
en désignant par ./-, y, z les coordonnées d'un point de la surface, et par w, v celles d'un point du plan prises pour variables indépendantes. On a alors
(iT+gr+(i)'=E (!)■='■
En différentiant ces trois équations successivement, par rapport h u et à i\ on trouve, après quelques simplifications faciles,
2j hûv :>u ~~
2j Dm* Dt? "~ ^'
Il en résulte
le iacobien des deux fonctions 7-» ^> esl donc nul, ainsi que
celui des fonctions -^ et r^» et ces trois fonctions sont fonc-
tions d'une d'entre elles; de même — » ^> ^» dépendent de
Dr Dr Dr *^
Tune d'elles, et comme ces six fonctions sont reliées par la
relation
SD^ tVr D« Dt? "^ ^^
elles ne dépendent que d'une d'entre elles. Enfin les identités
^z Do? , Dv
5ï; = ^^ 57. + *? ïïï'
D^ D,r Dy
permettent d'exprimer p et 7 en fonction de la môme quantité, c'est-à-dire de les considérer comme dépendant l'une de l'autre. La surface est donc développable (n" 441).
Caries géographiques
5C17. Le problème, qui consiste à représenter une surface sur une autre, et en particulier sur le plan, a été l'objet d'importants travaux de la part de Lambert, Euler, Lagrange, (iuuss. Une carte géographique est une représentation sur un plan. Voici quels seraient les termes du problème.
Supposons les coordonnées x, y, 2, d'un point M, d'une surface (S), exprimées en fonction de deux paramètres n et r, de telle sorte qu'on ait
ds^ — E du + ^Vdudc + Gdv\
et soit M' un point infiniment voisin de M sur la surface;
soit de même m(X, Y) un point du plan, m un point infiniment voisin. 11 s'agirait d'exprimerX, Y en fonction de w et de r, c'est-à-dire de faire correspondre les points de manière qu'on eût constamment
MM' ^ mm' ou
Celte condition ne pouvant être réalisée que si la surface (S) est développable (n' 536), Lambert Ta remplacée parla suivante
MM' =z X . mn^ ou
X (Hant en fonction de n et de u, qui assure la similitude des triangles infiniment petits, ou, ce qui revient au même, la conservation des angles.
Nous ne parlerons pas des autres modes, par exemple du système de Babinet, qui réalise la conservation des aires infiniment petites, et nous nous bornerons à deux systèmes de cartes; nous supposerons, de plus, que la surface à représenter est sphérique.
53». Cartes de Mercator. — Si Ton prend, pour représenter un point de la sphère, des coordonnées polaires (4» longitude, 6 colatitude)
07 = R sin6 cos'l, y =: R sinG sin']/, z = R cos6,
le dii^ sera
ds^ — R2 (sin« ôrf'}2 + rfe»).
On peut récrire
11 suffira donc de poser
Y 1= L tang-,
pour le ramener à la forme
On obtient ainsi le système de Mercator, dans lequel les droites équidistantes parallèles à Oy représentent des méridiens faisant entre eux des angles égaux, tandis que les parallèles de la sphère, qui correspondent à des variations égales en latitude, sont représentées par dos droites parallèles à Ox, dont la distance h Os croît k l'infini, lorsque la latitude tend vers 90°.
539. Projections stéréouraphiques. — Soit (E) le plan de Téquateur, Z le pôle nord, V le pôle sud que nous pn^ndrons pour point de vue, M un point de la sphère, />/ sa projection stéréofrraphique, c'est-à-dire la trace sur (R) du rayon visuel VM. Nous rapporterons la sphère au môme système de coordonnées polaires que dans le numéro précédent : soit donc
ZOM = 0, t7iOX = i!/.
Fio. 45.
nous prendrons comme axes de coordonnées dans le plan de Téquateur deux axes rectangulaires. Cela posé, on voit
que OVm =5 et que, dans le triangle rectangle VO/w,
Om = R lang 5z
Donc les coordonnées de m dans le plan XOY seront
X =r R tang- cos'} Y = R tang- sin^,
On tire de là pour le ds^ dans le plan
cos^^
et il suflit de le comparer à celui de la sphère donné au commencement du paragraphe précédent pour voir que ces deux rf.s- sont bien proportionnels. Les angles sont donc conservés par la projection stéréographique, co qui est connu. Le rapport de deux éléments correspondants
aCOS^rr
\ est égal à r si la colatitude est nulle, c'est-à-dire pour les
parties de la carte voisine du pôle. Il est égal à un^ pour
6 = ^? dans le voisinage de Téquateur.
540. Nous observerons en terminant que la carte d'une surface sur un plan avec conservation des angles est toujours possible, tandis que l'application qui conserve les angles et les proportions dans toute la carte n'est possible, comme on Ta vu (n** 535), que pour les surfaces développables. Ce théorème sera démontré dans le second volume.
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