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Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
DES
L'Auteur et l'Éditeur de cet Ouvrage se r&orrent le droit de le traduire ou de le faire traduire en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu des Lois, Décrets et Traités internationaux, toutes contrefaçons, soit «du texte, soit des gravures, ou toutes traductions faites au mépris de leurs droits.
Le dép<^t légal de cet Ouvrage (Appendice) a été fait à Paris dans le cours de 1876, et toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans les divers Etats avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires.
Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci-dessous, la griffe de TÉditcur, sera réputé contrefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre, conformément à la loi, les fabricants et les débitants de oes exemplaires.
IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS
Quoi de» Ansiislins, bb.
Par m. LABBi AOUST, A'=-
lUtodt ds l'AcaJfniig Ponllllcilg dt 1i Belielon nlbsLiqu: Hgmbre de r\cadtel* P«fili5alfl da Arad«; PrtiJdcDt ds ]'Aad«nig de! Science», Leitru el Arli de HukIUbj Agrffé dal'UDiienlld; Uur^l du «nKonra do SocKUi niulei [mMiille d'irgcnt. niUiUle d'oi); l>ralUteiir d'AMljK et d'AlUOnOoiic â li FkiIU dea 5ci<DC« de Mineille, elc, etc.
CHAPITRE PREMIER. — Des polygones gauches
§ L — Sjrstème d'équations naturelles,
N** Ptf es
Détermination du polygone gauche 1 23
Équations élémentaires. — Déviation . — Flexion 2 2{
Construction du polygone d'après ses équations naturelles 3 q6
Rectification du polygone. — Droite rectifiante. — Polygone . sphé-
rique rectifiant 4 aS
Cercle passant par trois sommets consécutifs 5 3i
§ II. — Sjrstème mixte d'équations.
Définition du système 6 3a
Expressions de la déviation 7 33
Expressions de la flexion 8 34
' Normale principale , 9 34
Angles de la droite rectifiante avec trois axes mobiles ; avec trois
axes fixes 10 35
Sphère passant par quatre sommets consécutifs il S'j
S III. — Sjrstème d*équations fixant les coordonnées d'un sommet.
Définition de ce système 12 4^
Question inverse 13 4^
Détermination du plan de Tangle du polygone 14 4>'
Expressions de Tanglc du polygone 15 4^
Tl TABLE DES 1IATIÈEE9.
îl* Pcset
Expressions nouyelles de la flexion 16 ^2
Continuation 17 44
Polygone des centres du cercle passant par trois points consécutifs. 18 45 Polygone des centres de la sphère passant par quatre points consécutifs , 19 45
§ IV. — applications.
Du polygone hélicoïdal . . 20 4^
Angles des côtés avec le» trois axes Hxes» — Angle de deux côtés
consécutifs. , * . . * 21 Ifi
Binormale 22 49
Angle de deux plans consécutifs. 23 5o
Normale principale 24 5i
Droite rectifiante 25 5a
Cercle passant par trois sommets consécutifs 26 53
Sphère passant par qustre sommets consécutifs 27 53
Construction du polygone d'après ses équation» élémentaires 28 54
Remarque 29 56
CHAPITRE IL — Des courbes gauchis
S I. — Premier système, — Équations élémentaires»
Déffnitions 30 57
Des équations élémentaires d'une courbe 31 58
Nature géométrique de ces équations 32 Sg
Caractéristique plane, — Ses propriétés 33 60
Rectification et quadrature de la courbe 34 61
Coordonnées rectangles do la caractéristique plane 35 61
Caractéristique sphérique. — Ses propriétés 36 62
Plan rectifiant. — Droite rectifiante. — Troisième courbure 37 63
Usages de l'équation de la caractéristique sphérique 38 65
Pk-opriétés procédant des deux caractéristiques : Rayons de deuxième
et de troisième courbure. Forme de la courbe 39 66
S II. — Systèmes mixtes, — Intégrales premières.
Définition du système. -^ Angle de contingence 40 68
Rayon de courbure 41 68
Flexion de la cmirbe 42 6g
Rayon de flexion 43 71
Droite rectifiante^ — Angle de troisième courbure 44 71
§ ni. — Système cartésien.
Équations cartésiennes de la courbe. — Tangente ; angle de continence. .... ' 4S 7^
TABLB DBS NATIËRBS. Vil
N** Page»
Direnes expressions de l'angle de flexion 46 78
Transformation des formules 47 74
S IV. — applications.
De l'hélice 48 75
GIAPITRE m. — Passage des équations ÉLéiiBrtTAiBES aux goordonnébs
DU POINT
§ I. — Déplacement angulaire d^une droite,
De la courbure inclinée 49 79
Trièdre trirectangle dérivant du déplacement d'une droite Or 50 80
Trièdre relatif au déplacement de O v 51 81
Trièdre relatif au déplacement de Oj». — Relations entre ces déplacements 52 83
Démonstration analytique de ces relations 53 85
Angles des arêtes des divers trièdres avec une direction fixe 54 86
Du rapport spéciGque angulaire 55 87
Relations générales relatives aux trièdres successifs. . . 56 88
Calcul des déplacements angulaires des arêtes des trièdres 57 89
Trièdre différentiel. — Trièdre intégi al 58 90
Lois du mouvement des arêtes d'un trièdre différentiel quelconque. 59 91
Transformation des équations précédentes. 60 93
Lois du mouvement d'un trièdre intégral quelconque 61 95
Transformation des formules 62 95
Relations entre le rapport spécifique et l'angle d'une arête et d'une
droite fixe 63 97
Équation résolvante. — Premières formes 64 98
Applications. — Le rapport spécifique est constant 65 101
Mouvement du trièdre intégral du premier et du second ordre 66 io4
S II. — Déduction des coordonnées du point.
Théorèmes généraux 67 107
Intégrales de l'équation résolvante 68 108
Valeur nulle du rapport spécifique. — Premier trièdre intégral 69 1 10
Deuxième trièdre intégral 70 113
Troisième trièdre intégral 71 ii3
Trièdre intégral de l'ordre /i 72 1 14
Deuxième forme de l'équation résolvante 73 1 15
Troisième forme 74 117
Angles des axes mobiles avec une directrice fixe déduits du rapport
spécifique. : . , 75 1 20
Abaissement de l'équation résolvante 76 121
Transformation de l'équation résolvante. . 77 l'ii
Tlil TABLE DBS lATlftBBS.
C III. — Classification des courbes.
Conséquences des principes précédents. — Principes de classiflcttion. 78 la^ Application de ces principes 79 126
Nature de ces surfaces et de ces courbes
État de la question. — Surface S^. — Théorème 1 81 i3o
Surface S^. — Théorème II 82 i3î
Surface S^.— Théorème III 83 i3a
Surfaces enveloppes des faces du premier trièdre dérivé 84 i33
Angles de courbure et de flexion des arêtes de rebroassement 85 i33
Des surfaces gauches 2^, Z^, 2.. — Théorèmes lY et Y.. • 86 i35
Des courbes d'intersection de la surface S. avec les surfaces 2^, 2^.
— Théorèmes Yl, YII et YIII 87 187
Conditions pour que la surface 2^ soit développable. — Théorème IX. 88 i39
§ II. — Des lignes et des surfaces relatives à une courbe gauche.
État de la question 89 i4 <
Intersections des surfaces S et 2 90 i43
Équations de la tangente, de la binormale, de la normale principale. 91 i44
Équations des surfaces polaire, osculatrice, rectifiante 92 146
TABLE DBS MATIÈRES. IX
€ II. — applications.
Pbobléhb I. — On donne le rapport spéciGque an^Iaire de la courbe
C|, et l'angle du plan osculateur et du plan tangent 99 i56
Cas particuliers 100 167
PftOBL&iiB II. — On donne le rapport spéciHque angulaire de la courbe C, et l'angle de la tangente de la courbe C, avec la normale principale de la courbe C 101 1 58
Problème III. — On donne les deux angles définis dans les problèmes I et II 102 169
Cas particuliers 103 i6î
Problème IV. — On donne le rapport spécifique de la courbe G| et l'angle défini dans le problème II. — Problème V 104 i63
Problème VI. — On donne Tangle défini au problème II et le rapport des rayons de courbure et de flexion. 105 i65
Problème VII. ' — On donne Tangle défini au problème II et le rapport du rayon géodésique de la courbe C^^ à son rayon de flexion. 106 167
Problème Vin. — Trouver la courbe dont le lieu des centres de
courbure est une courbe donnée 107 170
Remarques sur les problèmes précédents 108 17a
§ m. — yiréte de rebroussement.
Équations différentielles 109 178
Angles de contingence et de flexion 110 174
Sphère osctdatrice 111 175
Angles de deux rayons infiniment voisins 112 177
S IV. — Applications,
Conditions pour que les lieux des centres des cercles osculateurs et des sphères osculatrices se confondent 113 178
Problème X. — On donne les équations élémentaires de la spirale conique, trouver le lieu des centres de courbure des sphères osculatrices 1 14 180
Problème XI. — Intégrales de la courbe dont le lieu des centres des sphères osculatrices est une courbe donnée 115 184
CHAPITRE VI. — Des courbes tracées sur la surface osculatrice
§ I. — Des développantes*
Problème I. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe,
trouver les équations élémentaires de la développante 116 186
Applications 1 17 190
Problème II. — Différentielles premières. — Problème III. — Intégrales 118 192
Applications 119 igS
TAHLB DES HàTIÈRBS.
§ II. — Des dêveloppantet successives.
M** PlffM
Équations fondamentales 120 194
PaOBLÊME ly. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe, trouver les équations élémentaires des développantes suc-
cessÎTes 121 igS
Peobléhb y. — Intégrales de la développante seconde 122 ig6
PaoBLÊHB VI. X- Généralisation du problème précédent 123 198
S III. — lÀeu des centres de courbure des courbes dont la surface polaire est
oscuîatriee de la courbe donnée.
Coordonnées du lieu 124 199
Angle des axes mobiles 125 aoo
Bayon de courbure et de flexion 126 903
DES NORMALES PRINCIPALES
§ I. — De la ligne de striction.
Équations différentielles relatives à l'arc. — Point central 131 3 10
Procédé analytique 132 3f 3
Trièdre des axes mobiles 133 3i4
Rayon de courbure 134 3i5
Nouvelle méthode. — Nouvelles expressions 135 3 16
Rayon de flexion 136 317
§ II. — Applications.
Problèmb I. — Courbe dont la ligne de striction de la surface réglée, lieu des normales principales de cette courbe, a pour caractéristique sphérique une courbe donnée et coupe les normales principales sous angle constant 137 318
PaoBLÊHE II. — Courbe de la classe des hélices satisfaisant aux conditions du problème précédent 138 330
Problème III. — On donne les mêmes conditions que dans le problème I; et la ligne de striction coupe les normales principales BOUS angle variable donné 139 33i
TàBLB DBS MATIÈRES. Xf
N** PâgM PaoBLÊMB lY. — Mêmes conditions qu'au problème I, à l'exception de la première qui est remplacée par la première équation élémentaire de la ligne de striction 140 399
CHAPITRE IX. — Des développées
Notice historique 141 995
§ I. — Des développées du premier ordre»
Théorèmes 142 997
PaOBLÈHB I. — Équations élémentaires de la déreloppée 143 93o
pROBLtME II. — Équations différentielles du premier ordre 144 933
PaOBLÊME III. — Intégrales 145 933
§ II. — Des développées successives.
Problème IV. — Équations élémentaires de la développée seconde. . 146 935
Problème V. — Intégrales premières 147 937
Problême YI. — Intégrales générales 148 937
ProblAme VIL — Équations élémentaires de la développée d'un
ordre quelconque. . .\ 149 938
Problême VIII. — Intégrales premières de la développée d'un ordre
quelconque 150 a4o
Problème IX. — Intégrales de cette développée 151 940
§ ni. — ^applications. — Développées des courbes planes.
Équations élémentaires de la développée du premier ordre 152 949
Cas particuliers : Spirale, cycloide, chaînette 153 943
Équations élémentaires de la développée du deuxième ordre. — Intégrales 154 945
Cas particuliers 155 947
CHAPITRE X. — Des développantes obliques sous angle constant
§ I. — Développantes obliques du premier ordre.
État de la question. — Trièdre des axes mobiles. , 156 948
Problème I. — Équations élémentaires de la développante oblique. . 157 949
XII TABLE DBS MÀTIÈRBS.
N** PaK«
Rayon de courbure et de flexion 158 sSi
Problême II. — Intégrales des développantes obliques 159 3S2
§ II. — Développantes obliques d'un ordre quelconque.
PaOBLÂME m. — Équations élémentaires 160 a53
Pboblëhb IV. — Intégrales 161 a57
$ III. — Applications.
Développantes obliques des hélices 162 358
Cas particulier. — Spirale conique 163 269
CHAPITRE XI. — Des roulettes et des podairbs
§ I. — Des roulettes.
Conditions du problème 164 a6i
Axe instantané de rotation 165 a63
Cas particuliers 166 366
Équations de la tangente 167 366
Conséquences des formules précédentes. ... 168 367
DiflTérentielle de l'arc 169 369
Rectification de la roulette 170 370
§ II. — Des podaires.
De la podaire d'une courbe non plane 171 373
Des podaires homothétiques 172 378
Courbure de la roulette 173 376
§ III. — Applications.
Roulette engendrée par une hélice 174 376
Interprétation 175 378
CHAPITRE XII. — Du roulement d'un plan sur une surface
développable.
§ I. — Des trajectoires produites par le roulement d^ un plan.
Principes , 176 279
Pboblême I. — Trajectoire d'un point situé dans le plan roulant.. . 177 381
TABLI BBg MATIfiRBS. XIII
M"* PavM
PaoBLftn II. — Trtgeetotre d'un point situé hors du plan roulant.. . 178 385
Pboblême III. — Trajectoire d'un point mobile dans le plan roulant. 179 386
PaoBLÈMB lY. — Question inrerse 180 390
Problème Y. — Trajectoire d'un point mobile hors du plan roulant, 181 39a
Problème Y1. — Trajectoire du point de contact d'une tangente, etc. 182 394
Problème YII. — Généralisation 183 394
§ II. — Des surfaces engendrées.
Problème YIII. — Surface engendrée par une courbe 184 395
Applications 185 397
Seconde solution du problème YIII 186 398
Problème IX. — Surface enveloppe d'un plan lié au plan roulant. . 187 3oo
Problème X. — Surface enveloppe d'une surface liée au plan roulant. 188 3o3
CHAPITRE XIII. — Enyeloppb d'un plan mobile
État de la question 189 3o5
J I. — Mouvements particuliers.
Problème 1. — Le plan passe par la tangente et forme un angle
constant avec le plan osculateur 190 3o5
Coordonnées de l'arête de rebroussement. — Équations élémentaires. 191 3o8
Problème II. — Le plan passe par la binormale et forme un angle
constant avec le plan rectifiant 192 309
Intersection des surfaces 2. . S, 193 3i2
Intersection de la génératrice de la surface S, avec le plan osculateur de la courbe C 194 3i4
Problème 111. — Le plan passe par la normale principale et forme
un angle constant avec la tangente 195 3i8
Intersection des surfaces S, , Z. 196 3 ig
Intersection des surfaces S^ , S. 197 33i
Problème 1Y. — Question inverse du problème 111 198 333
Application 199 333
S II. — Mouvement général.
Problême Y. — Le plan fait des angles quelconques avec les axes
mobiles. — Problème YI. — Relations angulaires 200 335
Problême YII. — Intersection des surfaces S_ , S. SOI 327
Arête de rebroussement de la surface S. 202 3a&
XIV TABLB DBS IIATIÈHBS.
CINQUIÈME SECTION
DfiTBRHINATION DB LA COCEBB PAR DEUX DB SES PROPRIÉTÉS.
CHAPITRE XIV. — DÉTERMINATION d'une COURBE SITUÉE SUR UNE SURFACE DONNÉE PAR LA DEUXIÈME ÉQUATION ÉLÉMENTAIRE.
N** Pftgei
PnoBLÊMB I. — Résolution générale de la question 203 33 1
Application à la sphère 204 333
Application à Tellipsolde 205 334
Problème II. — Détermination des coordonnées de la courbe 206 335
Deuxième méthode 207 336
Application 208 337
Problèxb m. — On donne la surfaoe et la première équation élémentaire 209 339
CHAPITRE XV. — Trajectoires d'une tangente mobile
§ I. — Propriétés générales.
Relations angulaires. — Relations linéaires - 210 34 1
Pboblêmb I. — Mouvement relatif de deux trièdrcs mobiles. — Équations résolvantes 2i 1 343
Pboblêmb II. — Inverse du précédent 212 345
§ II. — AppUctuions.
Pboblèmb III. — Lieu des extrémités des tangentes égales 213 347
Pkoblêiib IV. — La sous-normale est constante, lieu des intersections. 214 349 Problême V. — Les tangentes varient d'après une loi donnée, lieu
des extrémités 215 35o
Pbobléme VI. — Développantes obliques sous angles variables 216 353
Paoblëme VII. — Étant données les équations naturelles d'une courbe Cl, on suppose que cette courbe est tracée sur la surface osculatrice d'une seconde courbe G; on donne l'angle du plan osculateur de C| et du plan tangent à la surface : déterminer la courbe C. . . . 217 353 PBOBifÈME VIII. — On donne les mêmes conditions que dans le problème Vil, l'angle des deux tangentes est donné, au lieu de l'angle
du plan tangent et du plan osculateur 218 354
Problème IX. — Mêmes conditions qu'au problème VII; au lieu de la
dernière condition, on donne l'angle (/o,, t) '• 219 355
Remarques 220 356
Problème X. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe C, trouver les courbes tracées sur sa surface osculatrice, telles que Tangle de contingence géodcsique de ces courbes soit donné 221 357
TàBLI DBS HATIÈftIS. XV
N~ PavM pROBLËMS XI. — Faire passer par une courbe C,, connue par ses équations naturelles, une surface développable telle, qu'après son développement sur un plan, la courbe C) se transforme en une
courbe donnée 222 358
Problème XII. — Mêmes données, mais la courbe G| se transforme en lîgriedroite 223 36o
§ III. — Nouvelles conditions,
PaoBLÊHE XIII. — Faire passer par une courbe une surface développable dont Tarète de rebroussement soit située sur une surface
donnée 224 362
Problème XIV. — La surface donnée est un6 spbère; un ellipsoide. . 225 364 Problème XV. — La surface donnée est un cylindre circulaire, elliptique ; un cône elliptique 226 365
DONNÉE
§ I. — Courbes dont les normales principales sont parallèles.
Problème I. — Déterminer les formes générales de ces courbes en
termes finis '. 227 368
Théorèmes....'. 228 369
Relations linéaires 229 371
;ii est prise pour fonction arbitraire 230 371
't, est prise pour arbitraire 231 • 373
r^ est prise pour arbitraire 232 375
§ II. -— Courbes dont les trièdres mobiles sont réciproques. Problème II. — Formes générales de ces courbes en termes finis... 233 376
§ III. — Courbes qui ont même normale principale. Problème III. — Formes générales de ces courbes. — Théorèmes. . 234 378
§ IV. — Courbes parallèles. Problème IV. — Formes générales de ces courbes en termes finis. . . 235 383
§ V. — Courbes dont les axes mobiles sont conjugttés d'après la loi des déve~
loppaiites et des développées.
Problème V. — Intégrales générales de ces courbes quand la courbe G est connue 236 384
Question inverse 237 385
Problème VI. — Intégrales des courbes conjuguées par les axes mobiles, comme la développante oblique et la développée, quand la courbe G est connue 238 387
Question inverse. — La courbe G^ est donnée 239 389
XVI TABLB DBS MATlfttBS.
CHAPITRE PREMIER. — Des coordonnâes curvilignes quelconques
Définitions. — État de la question 241 3g5
Notations 242 896
Données du problème 243 397
Des paramétrée diflërcntiels du premier ordre 244 397
Composantes obliques d'une longueur 245 Sgg
Angle de deux droites 246 4^0
Angles des arcs et des normales avec les trois axes 247 4^°
Solution analytique 248 4^3
De la courbure propre et de la courbure inclinée d'une li^e coordonnée 249 4o3
Des composantes d'une courbure inclinée 250 4^4
Relations entre les composantes obliques et les projections d'une
courbure. • 251 4^^
Variation des cosinus des angles coordonnés en fonction des courbures : 252 408
Variation des mêmes cosinus en fonctions des projections des arcs
de contingence inclinée 253 4^9
Variation totale des mêmes cosinus 254 4 '^
Variation des angles coordonnés 255 4 > ^
Angle de contingence géodésique en fonction des variations des arcs. 256 4^ '
Continuation 257 ^ïS
Variation des arcs coordonnés 258 4 '4
Relations entre les composantes des courbures inclinées 259 4^^
Expression des courbures inclinées 260 4*^
Remarques sur les formules précédentes 261 4'^
Variation de l'angle de contingence géodésique 262 ^iq
TABLE DBS HATlftBBS. XVII
CHAPITRE II. — Des équations aux diffébenges partielles
DBS courbures.
§ I. — Des liaisons entre les variations des courbures»
N"- PagM
Variation de l'angle d'une direction variable avec une direction fixe. 263 4^^
De la double variation de Tangle (v, x) 264 4^3
Des relations entre les variations des arcs de contingence inclinée
suivant une direction quelconque. 265 4^3
Transformation des équations précédentes 266 4^4
Deuxième transformation 267 4^^
Des relations qui existent entre les variations des courbures inclinées. 268 4^7 Des liaisons entre les variations des projections des courbures inclinées 269 4^7
Des facteurs binômes 270 4^
Expression résultante des facteurs binômes 261 4^^
Extension des formules précédentes 272 4^^
§ II. — Solution du problème des coordonnées curvilignes.
Première solution 273 433
Deuxième solution 274 4^^
Du rôle des facteurs binômes 275 4^^
Calcul des facteurs binômes 276 4^7
Troisième solution 277 4^7
Composition des équations précédentes 278 4^9
Remarque 279 44<>
Relations entre les variations des composantes de la flexion d'une
surface 280 44i
Nouvelle solution du problème 281 44^
CHAPITRE III. — Des paramètres différentiels
§ I. — Calcul direct.
Systèmes de révolution, — Méthode géniale. — Système biangulaire. 282 44*'^ Système bicirculaire. ~ Système sphéro-conique. — Système polaire. 283 447 Systèmes cylindriques, — Méthode générale. — Système polaire cylindrique 284
§ 11. — Calcul par transformation.
Première méthode. — Deuxième méthode 285 449
Double direction de la normale à une surface 286 4^'
Systèmes elliptiques, — Système triplement elliptique 287 45a
Système elliptique cylindrique. — Elliptique de révolution 288 4^4
Système parabolique 289 455
Systèmes coniques, — Système sphéroconiquc homofocal 290 456
XVlIf TABLB DES BATlfiBES.
N** Paires
Système sphëro4)îcoaiquG 291 44?
Système biconique tan(jentiel 29^ 4^9
Système des développantes. ^ Application à l'ellipsoïde 293 4^1
§ III. — Éléments des lignes coordonnées en fonction des paramètres
différentiels.
Expressions des volumes et des aires 294 4^^
Expression des courbures propres et des courbures inclinées 295 4^4
CHAPITRE IV. — Éléments d'une trajectoire quelconque
Introduction 4^
§ I. — Formules générales.
Équations de la trajectoire 296 4^^
De l'élément d'arc 297 467
Variation d'une fonction de point 298 4^
De la courbure de la trajectoire et de ses composantes orthogonales. 299 47^
Des composantes obliques de cette courbure 300 47*
Nouvelles expressions de ces composantes obliques 301 47^
Des projections obliques de l'arc de contingence 302 473
Du plan de courbure 303 474
De la courbure inclinée de la trajectoire suivant une direction donnée. 304 47^
Deuxième courbure de la trajectoire 305 47^
Formules de transformation 306 479
CHAPITRE V. — Du contact des ugi^es et des surfaces
§ I. — Du contact des courbes entre elles.
Définition. — Conditions analytiques du contact 307 4^^
Des courbes osculatrices 308 4^7
PBOBLftME I 309 488
§ II. — Contact des courbes et des surfaces.
Définitions et conditions analytiques du contact 310 49^
PaoBLÈME II 311 492
TABLE DBS SATIÈRRS. XIX
De TcUipsoide osciilatoiir 312 494
Problème III. — De l'ellipso osculatrîce . 313 ^96
Problème IV. — Coordonnées du centre de Tellipsoide osculatenr :
Première solotion 314 f^g/S
Problème V. — Deuxième solution 315 498
SOUS DIVERSES CONDITIONS
S I. — Trajectoires des lignes coordonnées.
Problème I. — Les composantes obliques du déplacement sont entre elles dans un rapport constant. — Système birectiliçne de révolution •. . 316 5oo
Système bicirculaire de révolution 317 5o2
Trajectoires sous angles donnés d*un système orthogonal 318 5o4
Trajectoires sous angles donnés d'un système quelconque 319 5oo
§ II. — Trajectoires orthogonales d'u/te surface coordonnée.
Kquations difTérentielles : Première solution; deuxième solution... 320 5o8 Problème II. — Un angle se meut sur une courbe, trajectoire orthogonale des positions du plan de l'angle 321 5io
§ III. — Trajectoires conjuguées d'une surface coordonnée.
Définition. — Équations difTérentielles 322 5i3
Problème III. — Un angle se meut par cette condition qu'un point d'un de ses côtés décrive une courbe donnée, trajectoires conjuguées suivant un ellipsoïde des positions du plan de cet angle. . . 323 5 14
S IV. — Trajectoires conjuguées d'une série de courbes.
Équations différentielles des trajectoires conjuguées 324 517
Les courbes de la première série sont des droites 325 5i8
Trajectoires conjuguées des tangentes d'une courbe.. . 326 Sso
Application à l'hélice 327 621
§ V. — Trajectoires quelconques des surfaces coordonnées.
Définition. — Équations différentielles 328 523
Problème IV. — Trouver les courbes bissectrices de deux séries de sphères à centres fixes 329 524
CHAPITRE VII. — Trajectoires d'une série de surfaces
§ ï. — Trajectoires orthogonales d'une surface donnée; système quelconque.
Problème I. — Trajectoires orthogonales d'une série de surfaces données 330 626
XX TABLB DBS MATIÈRES.
N- PatM
Problème II. ^- Les surfaces sont une série de sphères ayant une intersection commune. — Première solution 331 5a8
Deuxième solution 332 53o
Problème III. — Les surfaces sont une série d'ellijMoldes ayant une
intersection commune. — Problème IV 333 53i
Problème V. — Les surfaces sont une série de plans ayant même
intersection 334 534
Surfaces rapportées à des coordonnées polaires 335 537
§ II. — Trajectoires conjuguées d'une série de surfaces.
Équations difîercntielles. — Applications 336 54o
Applications. — Suite 337 54a
§ III. — Trajectoires de plusieurs séries de surfaces données.
Angles de l'élément de la trajectoire avec la normale à la surface.. 338 543 Équations difiërentielles des courbes bissectrices. — Applications.. 339 544
UNE SÉRIE DE SURFACES
S I. — Des surfaces orthogonales d'une série de surfaces.
Problème I. — Connaissant les trajectoires orthogonales d'une série de surfaces, trouver toutes les surfaces coupant orthogonal ement la même série 340 547
Applications. — Surfaces cylindriques; coniques 341 548
Surfaces de révolution. — Surfaces coupant orthogonalement une série d'ellipsoïdes homothétiques et concentriques 342 53o
Surfaces orthogonales d'une série d'ellipsoïdes homothétiques ayant une intersection commune 343 55i
Surfaces orthogonales d'une des trois séries d'un système triplement orthogonal. — Applications 344 55i
Surfaces orthogonales des surfaces dss séries (a). — Applications. . . 345 553
Méthode directe pour déterminer les surfaces orthogonales 346 556
S II. — Des surfaces bissectrices de deux surfaces données.
Équations aux difierences partielles 347 558
Surfaces bissectrices de deux séries de sphères à centres fixes 348 559
S m. — Des surfaces conjuguées d'une série de surfaces données.
Conditions analytiques 349 56i
Applications 350 563
DES
L'analyse des courbes dans l'espace peut être faite de deux manières. La première consiste à rapporter la courbe à trois surfaces coordonnées. Un point quelconque de la courbe est déterminé par l'iniersection des trois surfaces» et les coordonnées du point sont les paramètres de ces surfaces; on a alors, d'après la définition de la courbe, trois équations entre ces trois paramètres et une variable indépendante qui donnent la position d'un point quelconque. Il faut ensuite déduire de ces équations les équations de la tangente, ce que l'on fait en différentiant les trois premières; une nouvelle diiférentiation donne la déviation de la courbe en intensité et en direction, et enfin une troisième différentiation donne la Qexion de la courbe et sa direction. On a donc, pour déterminer les éléments de la courbe, douze équations; mais ces éléments n'y entrent pas seuls, car, outre les coordonnées des trois lignes coordonnées, on y a introduit forcément les arcs élémentaires de ces lignes, leurs déviations et leurs Qexions ou plutôt les expressions de ces éléments.
Il résulte de là un inconvénientgrave, qui consiste en ce que, à mesure que l'étude de la courbe devient plus profonde, les expressions des éléments deviennent plus compliquées, et qu'ils sont en quelque sorte immergés dans un milieu d'auxiliaires d'autant plus profondément qu'ils touchent à la nature
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de la courbe d'une manière plus intime. Accompagnés, comme ils le sont, de ce cortège de quantités étrangères, ils sont plus dirOciles à reconnaître et quelquefois impossibles à manier. Ce sont ce» difficultés, qui cachent ce que l'on a le plus d'intérêt à connaître, qui ont arrêté et qui arrêtent encore les progrès de l'analyse des courbes.
Il est vrai qu'il y a un avantage marchant à côté de cet inconvénient et offrant une certaine compensation. Comme l'apparition d'un élément de la courbe dans les équations différentielles entraîne la présence des éléments correspondants des lignes coordonnées, si l'on parvient à mettre en évidence ces éléments, on obtient des lois géométriques et analytiques d'après lesquelles les éléments de la courbe sont liés avec les éléments des lignes coordonnées. Ces lois, outre qu'elles enrichissent la géométrie des courbes de théorèmes nouveaux, dévoilent aussi des procédés d'intégration qui seraient peut-être restés cachés.
La seconde méthode, que nous avons déjà suivie dans nos deux livres, est diamétralement opposée à celle que nous venons d'exposer; elle repose sur ce principe que, dans l'étude d'une courbe gauche, il faut exclure tous les éléments étrangers à cette courbe, et ne conserver que ceux qui lui appartiennent. Quels sont les éléments constitutifs de la courbe? Pour répondre à cette question, nous pouvons la considérer comme un polygone d'une infinité de côtés; alors il y a trois sortes d'éléments :
I** Les côtés;
QiP Les angles de deux côtés contigus;
3" Les dièdres que les plans de deux angles consécutifs forment entre eux. «
Si ces trois sortes d'éléments sont connues, le polygone est constructible, mais la position du polygone construit reste indéterminée.
Supposons que, d'après la définition de la courbe, on con-
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naisse les trois lois qui donnent chacune de ces trois sortes d'éléments; on aura trois équations donnant, la première, l'arc de la courbe; la deuxième, l'angle de déviation; la troi* sième, l'angle de flexion. Ces trois équations sont les trois équations élémentaires de la courbe ou bien encore ses trois équfkiïons. naturelles y et elles détermineront la forme de la courbe et non sa position dans l'espace. Or il n'est pas né* cessaire de connaître la position absolue d'une courbe dans l'espace pour en étudier les propriétés intrinsèques; on peut donc fonder sur ces trois équations une analyse qui sera purement relative i la nature de la courbe». sans Indiquer de quelle manière elle est située dans l'espace.
Avant d'aller plus avant, il convient de dire que les trois équations élémentaires de la courbe peuvent être réduites à deux lorsque l'on prend pour variable indépendante l'angle qui représente la somme des angles de déviation, depuis une tangente initiale jusqu'à celle menée par le point que l'on considère. Cet angle a une existence réelle, puisqu'il représente l'angle des deux tangentes après le développement de la surface osculatrice de la courbe sur un plan. Ce choix judicieux de la variable indépendante fait disparaître la deuxième des équations élémentaires de la courbe dont le nombre sera ainsi réduit à deux :
La première, donnant le rapport différentiel de l'arc à la déviation en fonction ^ie la déviation totale, auquel nous donnons le nom de rapport spécifique linéaire,
La seconde, donnant le rapport de la flexion à la déviation en fonction de la déviation totale, auquel nous donnons le nom de rapport spécifique angulaire.
Il faut maintenant dire en peu de mots quels sont les avan* tages et les inconvénients de l'analyse fondée sur les équations élémentaires de la courbe.
Le premier avantage consiste en ce que les deux équations élémentaires de la courbe, telles que nous venons de les dé*
finir, donnent directement les éléments de la courbe et qu'elles ne sont ni surchargées, ni accompagnées d'aucune de ces quantités étrangères à la courbe, qui portent le nom d*auxiliairesy mais qui, en réalité, n'ont qu'une existence parasite.
Le deuxième est que toute l'économie intérieure de la courbe dérive de ces deux équations. L'une, celle qui donne le rapport spécifique linéaire, fournit d'emblée le rayon du cercle, passant par trois points infiniment voisins, appelé cercle osculateur, et est l'expresson de la différentielle de l'arc; conséquemment la longueur de cet arc ne dépend que d'une simple quadrature; l'autre, celle qui donne l'expression du rapport spécifique angulaire, fournît directement la tangente trigonométrique de l'angle que la droite rectifiante fait avec la tangente, angle dont le rôle est important dans la théorie des courbes, et fournit indirectement par sa combinaison avec la première équation les rayons de deuxième et de troisième courbure.
Le troisième avantage consiste en ce que toutes les courbes qui résultent de la courbe donnée, introduites avec tant de bonheur par Monge dans la géométrie de la courbe, sont aussi déterminées sans effort par leurs équations naturelles qui ont la plus intime connexité avec les équations élémentaires de la courbe. Ces lignes sont les lieux des centres des cercles osculateurs, des sphères osculatrices, les développées, les développantes, etc.; et cette connexité est telle que les inté* gralesdescourbess'obtiennentpresquedirectement, parce que> dans celte analyse, les intégrations qu'il faudrait faire pour déterminer dans l'espace la position de la ligne donnée fixent aussi dans l'espace la position des lignes dont il s'agit.
Le quatrième avantage consiste dans une classification naturelle des courbes gauches, d'après leurs équations élémentaires, classification qui n'a jamais été faite par les géomètres, parce qu'ils ont pris une route inverse de celle qu'il fallait prendre, et qui n'a été qu'imparfaitement indiquée par le D' Hoppe, par suite du point de vue trop restreint où il s'est placé.
Il serait beaucoup trop long d'énumérer les autres avantages de cette analyse, qui permet de traiter les questions les
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plus dirQcileSy ces avantages devant être mis en évidence par Je livre que nous publions; mais il convient» pour être juste, de montrer l'inconvénient résultant de cette méthode.
Le seul inconvénient auquel soit soumise cette analyse résulte de rimperfëction du Calcul inlégraL Lorsque l'on veut passer des équations élémentaires d'une courbe à ses coordonnées» ce passage ne peut s'accomplir que par l'intégration d'une équation dijSerentielle qui n'est pas intégrable dans sa généralité; si elle l'était» la science des courbes serait une science toute faite. Cet inconvénient» inhérent à la nature de la question, ne peut être ni éludé» ni complètement surmonté ; il pourra seulement être amoindri par la découverte de nouvelles méthodes d'inlégralion.
C'est l'exposition de cette double analyse qui fait le double objet de l'Ouvrage que nous publions sur l'analyse des courbes dans l'espace» pour faire suite à ceux que nous avons déjà publiés sur l'analyse des courbes planes et des courbes tracées sur une surface quelconque. Cet Ouvrage est partagé en deux Livres : le premier» relatif à l'analyse des courbes d'après leurs équations naturelles; le second» à l'analyse des courbes d'après leurs coordonnées.
La première de ces analyses ayant à nos yeux la prééminence sur la seconde» et étant en quelque sorte nouvelle» est celle à laquelle nous avons consacré nos plus grands efforts» et aussi celle oii nos recherches nous paraissent le plus fructueuses.
Après avoir défini les équations élémentaires de la courbe et montré comment elles donnent tous les éléments» ce qui revient à montrer comment elles déterminent la forme de la courbe» nous abordons le problème principal de cette théorie» consistant à déterminer la position absolue de la courbe; pour cela» nous étudions avec soin le mouvement d'une droite dans l'espace. Ce mouvement est double : c'est un mouvement de translation d'un de ses points et de rotation autour de ce, point.
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Ce dernier mouvement donne naissance au mouvement angulaire d'un trièdre dont les arêtes sont : i^' la droite donnée; oP la droite menée du point, perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de la droite donnée ; 3<» la droite menée du même point parallèlement a l'arc de cercle qui mesure l'angle de ces positions. Le mouvement de ce trièdre est caractérisé par le rapport des déplacements angulaires de la deuxième et de la première arête, que nous appelons rapport spécifique du mouvement angulaire du trièdre; de sorte que, lorsque le mouvement du trièdre est connu, le rapport spé* ciQque est aussi connu, et réciproquement on peut déduire de la valeur du rapport spécifique le mouvement des arêtes du trièdre.
Comme le mouvement de la première arête détermine le mouvement des deux autres, cette arête est dite fondamenrtaie. Si l'on prend pour arête fondamentale la deuxième arête, on trouve le même trièdre avec inversion réciproque des deux premières arêtes et conservation de la troisième; mais si l'on prend pour arête fondamentale la troisième arête du premier trièdre, on obtient un trièdre distinct du premier, qui lui est lié par celle loi que les positions de ses arêtes s'obtiennent par simple voie de différentiation du rapport spécifique du premier trièdre, ou d'une fonction de ce rapport. Nous exprimons ce genre de liaison en disant que ce nouveau trièdre est le trièdre dérivé du premier. D'après cela, on aura le trièdre dérivé du deuxième ordre du premier trièdre en cherchant le trièdre dérivé du deuxième, et ainsi de suite. Que si, partant toujours du premier trièdre, on procède d'une manière inverse, en cherchant le trièdre dont celui-ci est le trièdre dérivé, on aura le trièdre intégral du premier ordre du premier trièdre, parce que son mouvement ne dépend que ' de simples quadratures effectuées sur le rapport spécifique du trièdre donné ou sur des fonctions connues de ce rapport; en opérant de la même manière sur le trièdre intégral, on obtiendra le trièdre intégral du deuxième ordre du trièdre donné, et ainsi de suite.
D'après ce que nous venons de dire, on voit que le mouvement d'un trièdre résultant du déplacement angulaire d'une
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droite produit une série infinie de trièdres* la partie descendante de la série donnant les trièdres dérivés et la partie ascendante donnant successivement un trièdre incégral d'un ordre de plus en plus élevé.
Il convient de donner un nom à une série de trièdres for* méed*après le mode quenous venons d'indiquer : nous rappellerons série généalogique.
Les lois que régissent les trièdres d'une série géinéalogique sont donc les suivantes :
i"* Le mouvement d'une seule arête d'un seul trièdre de la série détermine le mouvement de tous les trièdres de la série.
2® Si le mouvement de cette arête est donné, le mouvement des divers trièdres de la série s'obtient par de simples différentiations ou de simples, quadratures effectuées sur le rapport spécifique angulaire du premier trièdre ou sur une fonction de ce rapport spécifique, et par conséquent aussi le rapport spécifique angulaire de chacun de ces trièdres s'obtient par le même genre d'opérations.
3^ Les divers rapports spécifiques des trièdres de la série sont tous distincts les uns des aulres, et la connaissance de l'un deux détermine toute la série des rapports spécifiques de ces trièdres.
Ces lois ont une importance incontestable. En effet supposons que l'on veuille déterminer le mouvement d'un trièdre de la séried'aprés la valeur spécifique de ce trièdre. La liaison qui existe entre ce rapport et le cosinus de l'angle d'une des arêtes avec une direction fixe est exprimée par une équation différentielle linéaire du troisième ordre. C'est, cette équation qui est Y équation résolvante de la question; son intégration donne d'une manière immédiate le cosinus cherché, et l'on obtient par de simples quadratures le mouvement de tous les trièdres de la série. Or l'iniégration de l'équation résolvante n'est pas possible d'une manière générale; elle ne peut s'ef-
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fectuer que lorsque le rapport spécifique est exprimé par certaines fonctions; mais les lois que nous venons d'é* noncer multiplient à l'infini le nombre des cas où l'intégrale générale de cette équation peut s'obtenir par de simples quadratures. En effet supposons connue l'intégrale générale de l'équation pour une valeur donnée du rapport spécifique. D'après les lois précédentes, on obtiendra à la fois, par de simples quadratures, et la valeur du rapport spécifique d'un trièdre quelconque et la valeur du cosinus d'une de ses arêtes avec une direction fixe; la valeur de ce cosinus sera donc l'intégrale générale de l'équation différentielle relative au rapport spécifique du même trièdre.
Donc l'intégration de l'équation résolvante relative à un seul des trièdres de la série donnera les intégrales des équations résolvantes relatives à chacun des trièdres de la série.
Admettons que l'on sache intégrer l'équation différentielle du troisième ordre pour deux valeurs distinctes du rapport spécifique angulaire : si ces valeurs n'appartiennent pas à deux trièdres de la même série, elles donneront chacune les intégrales de tous les trièdres de deux séries distinctes; si ces valeurs appartiennent à deux trièdres de la même série, les intégrales successives, produites par l'une de ces valeurs, ne feront que reproduire les intégrales relatives à l'autre valeur.
Ces considérations s'appliquent avec avantage a la théorie des courbes. Supposons, en effet, que la droite introduite au n"IV, et dont le mouvement est connu, coïncide avec la tangente d'une courbe gauche, elle produira par son mouvement un trièdre trireciangle dont le mouvement sera'connu, et dont le rapport spécifique angulaire ne sera autre chose que le rap* port du déplacement angulaire de la binormale au déplacement angulaire de la tangente, c'est-à-dire le rapport de l'angle de flexion de la courbe à l'angle de déviation; l'expression de ce rapport est donnée par la seconde équation élémentaire de la courbe. Pour passer de ce rapport au cosinus de l'angle de
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la tangente avec une directrice fixe, il faudra intégrer une équation différentielle résolvante; et, si Ton sait l'intégrer, on aura résolu le même problème pour toutes les courbes dont les rapports spécifiques angulaires sont les mêmes que les rapports spécifiques des trièdres en nombre infini de la série.
C'est donc par séries généalogiques qu'il faut grouper les courbes, parce qu'il y a une filiation de trièdres qui entrain' la filiation des courbes; une classification de courbes ne peu% avoir de bases solides que tout autant qu'elle est fondée à la fois et sur le nombre infini de séries généalogiques et sur la filiation des trièdres dans la même série. Les courbes sont donc classées par séries d'après leur seconde équation élémentaire, le caractère de la série étant représenté par la plus simple de toutes les valeurs du rapport spécifique dans la série.
Dans une même série, les valeurs du rapport spécifique angulaire sont en nombre infini. Or chacune des valeurs de ce rapport produit une infinité de courbes, comme il est facile de s'en rendre compte, en ayant égard à la première équation élémentaire, qui peut prendre toutes les formes possibles lorsque la forme de la seconde reste invariable: toutes ces courbes qui ont ce caractère commun, provenant de l'identité du rapport spécifique angulaire, forment un genre naturel.
Dans un même genre, supposons que la forme de l'équation élémentaire, laquelle donne l'expression du rapport spécifique linéaire de la courbe, reste la même par suite de l'identité de la fonction qui exprime ce rapport, mais qu'elle varie par suite de la variation des constantes qui entrent sous le signe fonctionnel; à chaque constante considérée comme pouvant prendre une série de valeurs correspondra une famille de courbes. On aura donc, dans le même genre, diverses familles qui auront ce caractère commun, d'avoir même rapport spécifique angulaire et identité de forme du rapport spécifique linéaire.
Ici trouvent leur place toutes les observations que nous avons faites sur les variations du rapport spécifique linéaire dans notre Analyse des courbes tracées sur une surface, p. 28.
Il résulte de ce que nous venons de dire que le problème
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si difficile de la classification des courbes peut être résolu d'après leurs équations éléroenuires, et que la solution complète de ce problème appartient intégralement à l'analyse dont il s'agit.
Cette manière de considérer les courbes prend une nouvelle importance lorsque Ton veut traiter le problème dont nous avons déjà parlé, qui consiste à passer des équations élémentaires d'une courbe aux coordonnées d'un de ses points. Ce problème, intimement lié au précédent, pourrait sans doute être éludéy puisque la discussion des équations élémentaires de la courbe en ferait connaître la forme; mais il serait trèsutile de le résoudre, et d'ailleurs il se présente dans cette analyse. L'analyse doit donc en chercher la solution.
On voit d'abord toute la difficulté de la question, qui doit dépendre d'une équation différentielle du cinquième ordre, puisqu'il faut déterminer les trois coordonnées du point et la direction de la tangente en ce point, ce qui donne six quantités qui se réduisent à cinq, par suite de la relation qui existe entre les cosinus des angles de la tangente avec les trois axes. Mais les conditions qui précèdent prouvent que la difficulté peut être notablement amoindrie par la division de la question en deux autres plus simples. En effet, d'après ce que nous avons dit, la direction de la tangente ne dépend que de la seconde des deux équations élémentaires, et nullement de la première; l'équation différentielle qui exprime cette dépendance n'est que du second ordre. On commencera donc par déterminer cette direction, qui sera donnée par le cosinus de l'angle de cette tangente avec l'un des trois axes, ce qui exigera l'intégration de l'équation différentielle dont il s'agit. On passera ensuite à la recherche des coordonnées du point; comme le cosinus de l'angle que la touchante à la courbe fait avec une direction fixe est égal au rapport du déplacement infiniment petit du point suivant cette direction au déplacement réel, et que ce dernier déplacement est donné par la première équation élémentaire, on voit que cette nouvelle question se
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sépare en irois autres distinctes, et que trois quadratures don* neront les coordonnées du point.
Ainsi le problème qui nous occupe ne dépend que d'une équation différentielle du second ordre et de trois quadratures.
II est vrai que la difficulté du problème n'est pas entièrement enlevée» à cause de l'équation résolvante qui ne peut être intégrée d'une manière générale; mais la découverte de nouveaux cas d'intégration de cette équation sera un perfectionnement, et elle doit être l'objet des recherches des géomètres.
Des efforts ont été tentés dans ce but par le D' Hoppe, qui, par une analyse ingénieuse, a montré que l'équation résolvante, tout en conservant son ordre, peut prendre la forme linéaire. Cette belle transformation et les propriétés remarquables des intégrales, qui en sont la conséquence, doivent appeler à nouveau l'attention des analystes, en leur ouvrant un champ étendu d'exploration.
Nos efforts personnels sur la même question ont eu pour résultat de constater l'existence de ces séries d'intégrales dont nous avons parlé, de donner leur forme par de simples quadratures et de marquer les caractères auxquels on peut reconnaître leur filiation. La conséquence de ce travail est double: la première consiste à dispenser de l'intégration directe de l'équation résolvante, dès que l'une des intégrales de la série a été obtenue, de sorte que, si Tintégratlon de l'équation a été faite dans le cas où le rapport spécifique angulaire est le plus simple, on n'a plus à intégrer cette équation pour les autres valeurs de ce rapport relatif à la même série, quelque compliquées qu'elles soient, et l'on obtient les intégrales sans avoir même besoin de calculer l'équation résolvante; la seconde conséquence consiste à guider l'analyste dans la recherche des nouveaux cas d'intégration; car, s'il intègre directement cette équation pour des valeurs du rapport spécifique appartenant à une même série, c'est une peine perdue, et la question n'est nullement avancée. Il ne doit considérer que les équations résolvantes relatives à des valeurs spécifiques appartenant à des séries différentes: sous ces conditions, la
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découverte d'un cas nouveau d'intégration entraîne la découverte d'une série infinie d'autres cas d'intégration ; sans ces conditions^ la découverte du second cas n'est que factice, puisqu'elle donne d'une manière laborieuse des intégrales qui sont forcément fournies par de simples quadratures, que l'évolution de la série aurait fatalement mises en évidence.
Ces considérations nous éclairent en même temps sur l'influence du rapport spécifique angulaire, dans la théorie des courbes, sur sa prééminence relativement au rapport spécifique linéaire et sur le véritable rôle de chacun d'eux. En considérant le trièdre trirectangle dont l'aréte fondamentale est la tangente à la courbe lorsque l'on passe par tous ses points consécutifs, on voit que ce trièdre prend un double mouvement, mouvement de translation de son sommet, mouvement de rotation de ses arêtes; c'est ce double mouvement qui manifeste la vie de la courbe : le premier, sa vie extérieure, le second, sa vie intérieure; l'un, la partie visible, l'autre, la partie invisible. Or c'est cette partie intime qui se rapporte au rapport spécifique angulaire, tandis que la première des deux n'est réellement accusée que par le rapport linéaire, quoiqu'elle procède de l'un et de l'autre.
Le mouvement du trièdre dont il s'agit n'accuse pas seulement les affections propres de la courbe, il dévoile aussi l'existence de certaines surfaces concomitantes de la courbe, qui sont : les unes, des surfaces développables, enveloppes des faces du trièdre; les autres, des surfaces réglées gauches, produites par le mouvement de ses arêtes. Ces surfaces, par suite de leur origine, sont intimement liées avec la courbe, et leur considération ne contribue pas peu à faire connaître leur économie géométrique; les premières sont caractéri» sées par leurs arêtes de rebroussement, et les secondes par leurs lignes de striction. Les équations naturelles de ces courbes s'obtiennent, sans difficulté aucune, d'après les équations élémentaires de la courbe proposée.
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Il y a pluSy on est naUirellemenl conduit à étudier les diverses courbes qui peuvent être tracées sur ces surfaces , parce que ces courbes jouissent de propriétés particulières, et c'est toujours avec la marne facilité que s'accomplit ce travail lorsque l'on fait usage de leurs équations naturelles. C'est ainsi que nous étudions les courbes tracées sur la surface polaire de la courbe gauche, sur sa surface osculatrice et sur sa surface rectifiante, et les courbes tracées sur la surface gauche, lieu des normales principales. Il serait beaucoup trop long d'énumérer les problèmes qui se présentent dans cet ordre d'idées, et que l'on parvient à résoudre complètement; qu'il nous suffise de signaler :
i^ Le problème des développantes dont nous donnons les intégrales non-seulement dans «le cas où ces développantes sont du premier ordre et orthogonales, mais aussi dans le cas où elles sont d'un ordre quelconque et obliques.
2° Le problème des développées qui, depuis Monge, a occupé les géomètres; nous donnons aussi les intégrales de ces courbes lorsque l'ordre de ces développées est quelconque*
3^ Le problème des roulettes, qui n'a été résolu complètement que dans deux cas : celui où elles sont planes et celui où elles sont sphériques. Ce problème, lorsqu'on ne se contente pas d'obtenir les coordonnées du point, mais qu'on le traite à fond, a une grande importance, parce qu'il fournit un des plus puissants moyens d'intégration des équations différentielles et des équations aux différences partielles que possède la Géométrie; des questions nombreuses et intéressantes sont traitées par cette méthode.
4"" Le problème des podaires, qui est intimement lié au problème précédent et qui nous fournit le moyen de généraliser le théorème de Steiner.
5"* Le problème relatif à l'enveloppe d'un plan mobile dans le cas général, avec des applications aux cas les plus intéressants. Les relations de ce problème avec celui des roulettes sont mises en relief, et il en résulte une méthode facile pour traiter les questions relatives aux trajectoires d'un point mobile situé dans un plan également mobile.
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Ce qui établit d'une manière évidente la primauté de l'analyse des équations naturelles sur l'analyse des coordonnées, c'est la différence des procédés des deux analyses dans la résolution des questions élevées, dans lesquelles il s'agit de déterminer une courbe d'après deux de ses propriétés ou d'après ses relations avec d'autres courbes données.
Voici comment procède la seconde : elle donne les équations flnies de' la courbe cherchée exprimées par ses coordonnées comme si elles étaient- connues. Pour établir les relations indiquées par le problème, elle soumet ces équations à des différentiations successives et à une série d'évolutions après lesquelles elle parvient à exprimer les conditions du problème; puis elle opère des éliminaiions, des transformations, par lesquelles il faut se débarrasser successivement des coordonnées de la courbe, et, si l'on parvient à donner à l'équation finale une forme simple et à abaisser son ordre de différentiation , cela tient à l'introduction des variables auxiliaires. Ce jeu de formules, cette savante marche d'équa* tions peut être propre à mettre en relief le génie analytique du calculateur; mais, quand on y regarde de près, ces varia* blés auxiliaires, qui semblent choisies d'inspiration, ne sont que les éléments eux-mêmes de la courbe cherchée, et l'équation résolvante obtenue par un long travail et qui paratt, de prime abord, le triomphe d'une tactique spéciale, n'est autre chose qu'une combinaison évidente des équations élémentaires de la courbe.
La première analyse procède d'une manière toute diffé* rente : elle écrit d'emblée les équations élémentaires des courbes du problème; les conditions de l'énoncé y sont à l'instant exprimées et l'équation résolvante s'obtient sans travail et sans effort sous sa forme la plus simple. Trois problèmes importants résolus par nous au moyen de cette analyse et déjà traités par de très-habiles géomètres, suivant la méthode des
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coordonnées, sont des exemples frappants de rinfériorité de Jeor procédé et de la supériorité de leur talent.
Ces problèmes ont pour but de trouver : i*^ les intégrales des courbes dont le lieu des centres des cercles osculateurs est une courbe donnée; 2^ les intégrales des courbes dont le lieu des centres des sphères osculatrices est une courbe donnée; 3** les intégrales des courbes dont la développante sous angle variable est une courbe donnée.
Ce que nous venons de dire nous conduit à examiner s'il est facile d'établir, directement et d'une manière rapide, les équations élémentaires des courbes d'un problème de Tordre dont il s'agit; car, si l'établissement de ces équations deman^ dait un travail pénible, les avantages qu^nous venons de faire ressortir n'auraient aucune réalité.
Il y a deux sortes d'équations élémentaires : les unes sont relatives à la détermination des éléments linéaires; les autres, à la détermination des éléments angulaires des diverses courbes du problème.
Les premières sont données intuitivement par le principe des projections, appliqué a un certain polygone provenant du déplacement de la figure, ces projections étant faites suivant trois directions rectangulaires qui sont les directions des arêtes d'un des trièdres mobiles.
Le principe de la courbure inclinée, introduit par nous depuis i85o dans l'analyse des courbes, donne non moins simplement les secondes. Il faut avouer que ces équations sont plus difficiles à obtenir, parce qu'elles supposent un triple déplacement de la figure. Dans l'analyse des coordonnées, elles exigent de longs calculs; mais, comme elles ont une importance majeure, parce qu'elles expriment le mouvement simultané des trièdres mobiles propres aux diverses courbes de la question, ces calculs sont indispensables. C'est pour avoir négligé de calculer ces équations que certains géomètres n'ont vu qu'imparfaitement les propriétés fondamentales des courbes
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mises en jeu par la question à résoudre» et que les intégrales de ces courbes sont restées voilées. Or le principe de la courbure inclinée se prête admirablement à cette recherche; qu'elle soit faite par la Géométrie ou par rAnalyse, il donne immédiatement les relations angulaires. Aussi nous faisons de ce principe un usage incessant dans les divers problèmes que nous avons résolus, et nous appelons l'attention de nos lecteurs sur sa simplicité et sa fécondité.
Lorsque ces deux ordres d'équations sont obtenus, l'équation résolvante s'ensuit, et leur discussion directe donne tout ce qui regarde les propriétésdes courbes cherchées, leur forme et la position des unes par rapport aux autres; de sorte qu'il ne reste plus qu'à déterminer la position absolue d'une seule d'entre elles pour avoir les coordonnées de toutes en termes finis, ce qui exige l'intégration de l'équation résolvante. Or un des plus précieux avantages de l'Analyse dont il s'agit est que, lorsque cette équation est intégrable, ses intégrales s'obtiennent directement sans avoir recours au Calcul intégral, comme on le verra, dans le cours de notre Ouvrage, par des exemples nombreux et variés.
Le deuxième Livre de notre Ouvrage est, comme nous l'avons dit, consacré à l'analyse des courbes d'après leurs coordonnées. Dès les premiers pas que l'on a faits dans cette analyse, fondée par Clairaut et tant perfectionnée par Monge, on a eu recours au système de coordonnées rectilignes, qui se présente comme le plus simple de tous et auquel le principe des projections est facilement applicable ; mais cette simplicité provient des éléments des lignes coordonnées qui sont nuls lorsque ces lignes sont droites : ces éléments sont les déviations et les flexions des lignes coordonnées. Or l'évanouissement de ces éléments exerce une influence fâcheuse sur les équations à un autre point de vue; il oblitère la forme régulière des unes par suite des termes qui s'annulent et entraîne la disparition complète des autres. Il nous a paru utile d'éta-
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blir la théorie des courbes dans un système quelconque de coordonnées curvilignes, afin que les lois géométriques qui régissent les divers éléments de la courbe et les éléments correspondants des lignes correspondantes soient mises en évidence. Ces lois sont véritablement remarquables et correspondent à des théorèmes de Géométrie qu'il est utile» sinon indispensable, de connaître, aujourd'hui que les recherches de Physique mathématique ont vulgarisé l'usage des coordonnées curvilignes. Au point de vue analytique, elles offrent des formules de transformation dont on peut faire un fréquent usage.
Pour arriver à établir ces équations dans toute leur généralité, il est indispensable d'exposer avec quelques développe ments les principes des coordonnées curvilignes; nous les avons puisés dans notre Théorie des coordonnées curvilignes quelconques; ils sont relatifs aux variations des arcs coordonnés et aux variations de courbure propres et des courbures inclinées des lignes coordonnées, ainsi qu'aux relations qui existent entre ces variations. C'est au moyen de ces principes que nous donnons trois solutions successives du problème des coordonnées curvilignes.
Les paramètres différentiels jouent un rôle important dans l'analyse des courbes, faite d'après cette méthode, puisque tous les éléments d'une courbe sont exprimables au moyen de ces paramètres; nous donnons deux moyens de les calculer, l'un direct, l'autre résultant d'un changement de coordonnées.
Cela fait, nous exposons les lois qui régissent la tangente, Tare, la déviation, la flexion de la courbe en liant ces éléments avec les éléments correspondants des lignes coordonnées. Les calculs, par suite de la généralité du point de vue où nous nous sommes placé, sont très-complexes; mais la symétrie des formules, d'une part, et, de l'autre, l'introduction constante de la courbure inclinée, qui est un puissant moyen de condensation, nous permettent de simplifier ces calculs et de les présenter sous une forme régulière.
L'ensemble de toutes ces recherches forme un corps de doctrine complet sur cette matière et, nous osons le dire, nouveau.
Mais il ne suffisait pas d'établir los formules générales sous la forme commandée par cette Analyse, il fallait encore montrer le parti que Ton pouvait en tirer : c'est ce que nous avons fait dans de nombreuses et intéressantes applications.
Elles sont relatives aux principales questions sur la théorie des courbes en tant qu'elles sont liées avec les courbes d'un système coordonné. Elles contiennent :
I® La théorie complète du contact des courbes et des surfaces dans un système quelconque de lignes coordonnées;
2* La théorie des trajectoires des lignes coordonnées d'un système sous diverses conditions, ainsi que des surfaces de ce système ;
3® La théorie des courbes conjuguées d'une série de surfaces par cette condition que la tangente à la courbe et le plan tangent à la surface soient, au point d'intersection, parallèles à un diamètre et au plan diamétral conjugué d'un ellipsoïde donné;
4"* Entln la théorie des surfaces orthogonales et des surfaces coupant deux ou plusieurs séries de surfaces données sous des conditions données.
La résolution des divers problèmes que nous avons abordés familiarisera le lecteur avec l'analyse des coordonnées, et montrera dans quel cas il faut de préférence recourir à elle.
Un avantage que nous avons cherché à mettre en relief est celui qui résulte du choix du système coordonné, parce que les intégrales des courbes cherchées se déduisent directement de tel système et restent tout à fait voilées dans tout autre.
Le livre que nous publions est à la fois un livre de recher^ ches et un livre didactique; îl ne peut donc pas ressembler à ces travaux où l'auteur énonce les résultats qui sont suscep* tibles d'une forme séduisante, passant sous silence les autres
ot surtout, cachant avec soin la route qu'il a suivie. La curiosité du lecteur est piquée jusqu'à ce que cette route soit découverte : alors il éprouve une espèce de désappointement et réduit à des proportions bien amoindries Timportance des résultats obtenus. Notre but principal est d'instruire et non d*exciler la surprise; en livrant le fruit de nos recherches, nous livrons encore avec plus de satisfaction le secret de nos procédés, persuadé que nous sommes que les méthodes exposées par nous seront, entre les mains de ceux qui voudront s*en servir, un instrument des plus précieux pour obtenir des résultats bien plus remarquables que ceux par nous obtenus.
En écrivant ce livre, qui a exigé tant et de si profondes investigations, nous avons compris qu*il nous serait impossible de lui donner la perfection qu*il devrait avoir, celle qu'il aurait acquise s'il eût été écrit par un de nos géomètres de l'école française qui illustre encore notre siècle, disciples de Monge ou émules de Lagrange. Cette pensée nous aurait complètement découragé si le souvenir de l'accueil qu'ils ont accordé aux deux livres qui ont précédé celui-ci ne se fût présenté à nous pour nous encourager et nous fortifier.
Puissent-ils accueillir avec la même faveur l'Ouvrage que nous publions aujourd'hui ! S'ils l'honorent de leurs suffrages, ce sera une preuve qu'il est digne des géomètres de tous les pays, et ce sera la plus belle, la plus élevée des récompenses que nous puissions obtenir.
Marseille, iq avril 1S75.
DES POLYGONES GAUCHES
§ L — Dbs polygones gauches et de leurs équations.
1. Détermination et un polygone gauche. — Un polygone gauche est celui dans lequel trois côtés consécutifs quelconques ne se trouvent pas dans un même plan. Supposons qu'un mobile parcoure successivement les différents côtés d'un polygone gauche» fermé ou non, ce mobile donne les directions des côtés du polygone. Or ce polygone sera déterminé de grandeur, si l'on connaît : i" les longueurs des côtés; 2<* les angles que deux côtés consécutifs quelconques forment entre eux; 3*" les dièdres que les deux plans de deux angles consé^ cuiifs forment entre eux; il sera de plus déterminé de posi* tion, si deux côtés consécutifs sont donnés de position. La connaissance des côtés et des angles de deux côtés consécutifs quelconques ne suffit pas pour déterminer la forme du polygone, puisqu'un côté formant un angle donné avec le côté contigu décrira autour de celui-ci, supposé fixe, une surface conique et reste, par conséquent, indéterminé; mais il est déterminé lorsque le dièdre du plan de ces deux côtés et d'un plan fixe est connu. Ce mode de détermination d'un polygone gauche est le plus propre à faire connaître sa nature, puisqu'il suppose la connaissance des trois sortes d'éléments qui 1c
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ZTn^T/T^'' '"«'*' ^^ ''«"^ *=«'«« consécutifs, dièdres des plans de deux angles consécutifs.
Dos^îion 'îf r ^'"""^ P'"' ^''^ déterminé de grandeur et de
rannort r. *''"''°"' *"" '^^ ^'^'^'^^^^ <>" de ses côtés par naît Z «1 h"'' "°*»'-'*°°»é« rectillgnes; mais on ne con-
frois .nn^ .. î/"''"'"""' ^"« ■'«» P"^^'*"^ » connaître les trois sortes d'éléments inhérents à sa nature.
2. Équations élémentaires du polygone. - Soient A.. A.. A,,..., A,{Jig. 1) les sommets d'un polygone; /., /.,/.,. ...
FIg. I.
l^, les longueurs de ces côtés; si l'on représente par*, la somme de ces côtes, on aura la relation
SI dans cette équation on donne à « toutes les valeurs entières, depuis .jusqu'à n, on obtiendra n équations. lesquelles ajoutées membre a membre, donneront la relation suivante '
dans laquelle le signe 2 indique une somme qui s'étend à toutes les valeurs que prend la quantité placée sous ce si«i.» lorsqu'on donne à k toutes les valeurs, depuis zéro jusqu'à
Soient Ae,. Ae,. Ae„ . . . , Ae^, les angles que les côtés forment
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conséculivement entre eux. Si Ton remarque que Ton a l'équation
on déduira 9 en raisonnant comme nous venons de le faire, l'équation
(2') e»=:e, -+-\ Ae*;
ainsi e» est la somme des angles du polygone augmentée de la constante e».
Soit, enfin, A6)«.i le dièdre que les plans des deux angles A6„, A6„.i forment entre eux; on aura la relaiion
( 3) . Aû)»_, = w» — a)«-„
et conséquemment on tombe sur la relation correspondante
(3') û)„ = &), -h \ Au)*,
de sorte que a>n est la somme des dièdres que les plans des angles du polygone forment consécutivement entre eux.
Pour mettre de la précision dans le langage, nous appellerons déplacements finis les longueurs telles que A^*; déviations finies les angles tels que Lzh\ flexions finies les dièdres tels que A&)*. D'après cela, les équations (1'), (2'), (3') montrent que les différences, telles que *« — s,» €« — £«, ou — w., représentent, la première, la somme des déplacements finis; la deuxième, la somme des déviations finies; la troisième^ la somme des flexions finies.
Si le polygone est déterminé, la loi des variations des déplacements, des déviations et des flexions est connue, de sorte que, si l'on représente par t^ une variable subissant des variations finies A/ constantes et telles que Ton ait
on a les trois relations suivantes, dans lesquelles /, 9, ^
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sont des fonctions connues
et réciproquement, si ces trots équations sont connues, la forme du polygone est déterminée. Il en sera de même de sa position si l'on se donne le plan de Tangle A£« et dans ce plan la position du côté /,. C'est pour cela que nous appelons ces équations les équations du polygone; et, comme elles font connaître directement et sans auxiliaires les trois sortes d'éléments qui le composent, nous les appelons équations étémentaires du polygone.
Si le polygone est tel que lesTarialîonsd'unde sesélémenu» restent constantes, on prendra cet élément pour yariable, h laquelle seront rapportées les variations des deux autres éléments; alors les équations élémentaires du polygone se réduiront à deux. Ainsi, si la déviation Aci reste toujours la même, on posera /»., = Ci, et les équations élémentaires du polygone seront
3. Construction du polygone diaprés ses équations éiémentaires. •— Il convient de montrer comment on peut construire le polygone au moyen de ses équations élémentaires (4)- Ces équations font connaître successivement tous les côtés Ait, Ail, Al], . . . , Ai«.i ; tous les angles A£«, Aei, Ae^, . . . , Aei^i ; tous les dièdres Ao)*, Aa>,, Acih»—, A&)»-|. Cela étant, on se donnera le plan de l'angle Ae«, et dans ce plan la position de Ai«; l'angle Ae* déterminera la position du côté Ai|. Suivant Ai. on mènera un plan formant avec le plan donné et dans le sens déterminé par la troisième des équations (4 ) un dièdre égal à Ag^,. Dans ce plan, on mènera de l'extrémité du côté Ai. une longueur égale à Ais et formant avec Aii un angle égal à Aei. Suivant Ai» on mènera un plan formant avec le plan de l'angle Aci un dièdre égal à A6d,. Dans ce plan, on mènera de l'extrémité du côté Ai, une longaeor égale à Ai. et formant avec Ait un angle égal
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à àUf et ainsi de suite; on arrivera, de proche en proche» jusqu'à la détermination du côté A«m.i, ce qui donne la construction complète du polygone.
Cette construction peut être modiûée de la manière suivante : on construira^ par la connaissance des côtés et des angles, un polygone plan ayant ses côtés et ses angles égaux, chacun à chacun, aux côtés et aux angles du polygone gauche, ce qui se fera en ne faisant usage que des deux premières équations (4)- Cela fait, on fera tourner toute la figure moins le côté A^t autour du côté A«i pris pour axe et dans un sens convenable, d'un angle égal à Aui; on fera tourner la nouvelle figure moins les deux côtés As», A5, autour du côté àst pris pour axe d'un angle égal à A(t)i; on^obtiendra ainsi une troisième figure, on la fera tourner moins les trois côtés Ai«, Aii, Ass autour du côté Ajs pris pour axe d'un angle égal à Aeo», et ainsi de suite. De cette manière, lorsqu'on aura opéré sur l'avant-dernier côté Ai».*, on aura transformé le polygone plan en polygone gauche. Ce mode de construction fait dépendre le polygone gauche : i** d'un polygone plan ayant ses côtés et ses angles égaux aux côtés et aux angles du polygone gauche; 2? de la loi des flexions.
On peut aussi faire dépendre cette construction d'un polygone sphérique et de la loi des déplacements. En effet, considérons les deux dernières équations (4); elles font connaître les angles et les dièdres du polygone gauche. Sur une sphère d'un rayon égal à i, construisons, en suivant le procédé indiqué, un polygone sphérique dont les côtés soient Ae*, Aci,' Aes,. .., 'Ae»jii et dont les angles soient A&)«, Acji, Acos,..., A<o»^, et joignons les extrémités et les sommets de ce polygone au centre; ces divers rayons font successivement entre eux les mêmes angles que les côtés du polygone, et les plans de deux de ces angles successifs font le même dièdre que les plans des angles correspondants du polygone. Cela posé, prenons un plan parallèle au plan des deux premiers rayons et dans ce plan menons un côté égal à A5« et parallèle au premier rayon; de l'extrémité de ce côté menons une longueur parallèle au deuxième rayon et égal à A«i ; de l'extrémité de ce deuxième côté menons une longueur parallèle au troisième
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rayon et égale à àst, et ainsi de suite. Opérons de même jusqu'à ce que nous arrivions au côté A^a^i. Nous aurons alors construit le polygone gauche» d'après ses équations (4)-
De ce qui précède, nous concluons la proposition suivante, qui a une grande importance :
Théorème. — Un polygone gauche est complètement déterminé de forme par ses équations élémentaires, mais non dt^ position.
h. Rectification du polygone. — On appelle ainsi l'opération qui consiste à transformer le polygone gauche en polygone plan, et le périmètre de ce polygone en ligne droite. D'après ce que nous venons de voir, deux rotations Qnies doivent être effectuées en chaque sommet; l'une autour du second côté pour amener dans le plan de l'angle correspondant à ce sommet le plan de Tangle qui suit; l'autre autour de la normale au sommet aux deux côtés de l'angle pour amener le deuxième côté dans la direction du premier. Si l'angle dont il s'agit est l'angle Ae.-, la première rotation a été effectuée autour du côté A5/^.i et est égale au dièdre Aca/, et la deuxième autour de la normale au sommet de l'angle et est égale à Ac/.
Droite rectifiante. — Hais il se présente ici cette question, s'il ne serait pas possible d'obtenir la rectification du polygone au moyen d'une seule rotation finie effectuée autour d'un axe en chaque sommet. Considérons l'angle Ae/4.1 et l'angle qui le précède Ae/. Ces deux angles ont un côté commun As^^i et ITnclinaison de leurs plans Ao; est la même que l'angle des deux perpendiculaires n<>i, /i/ à ces plans, menées par le sommet de l'angle Ae/. Menons suivant A^/4.1 un plan également incliné sur chacune de ces normales, et suivant ni un plan partageant l'angle Ae/ en deux parties égales; ces deux plans se couperont suivant une droite pi passant par le sommet de l'angle ; il y a donc, issues du sommet de l'angle Ae„ cinq droites : le prolongement du côté A5/, le côté A^i^.!, la normale n,- une parallèle à la normale ni+x et la droite pi. Si nous décrivons [fig. 2) du sommet de l'angle Ae,> pris comme centre, une sphère avec un rayon égal à l'unité, nous appellerons T, T', N, N', P les traces de ces cinq droites sur la surface sphé-
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rique. D'après ce qui précède, T' est le pôle de Tare NNS et N le pôle de Tare TT'. Dans le triangle sphérique NPT' le côté
Fig. 2.
NT' égale 90 degrés; l'angle T'NP est tt — iAe,; l'angle NT'P est y Aûdi-; la résolution de ce triangle sphérique et de son supplémentaire donne les équations
sinNPT
sin(P,r)_sin(P,N) sin|A£j sin|A(Oi-
^ I — cos^ 7 Au cos' y A&) I-
ce qui déterminera la position de la droite pt et la rotation qu'il faut effectuer autour de cette droite pour amener simultanément N' surN et T' sur T. Cette rotation NPN'est égale au double de l'angle dont le cosinus est cosy A6,cosy Ao),-.
Ainsi, bien qu'il s'agisse de rotations finies ayant lieu autour de deux axes, on peut les composer en une seule ayant une valeur déterminée, et s'effectuant autour d'un axe déterminé. Les lois qui régissent cette composition sont données par les formules précédentes, qui n'ont rien de compliqué et qui conduisent immédiatement aux théorèmes de Poinsot sur la
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rotation des corps lorsqu'on passe «ux inOniment petits. Nous arrivons donc à cette proposition :
Théorème. — // existe une droite rectifiante de tout po- Ixgone gauche, dont les sinus des inclinaisons par rapport au côté de Vangle du polygone et par rapport à la normale au sommet sont dans le même rapport que les sinus de la demidéviation et de la demi-flexion.
Cosinus des angles que la droite rectifiante fait avec les trois droites rectangulaires OT, ON» OR. — - Dans le plan de l'angle TOT, et dans le sens de cet angle, menons du point O le rayon OR perpendiculaire à OT; les trois droites OT, ON, OR sont les trois arêtes d'un trièdre trirectangle; nous allons rapporter la direction de la droite OP à ces trois arêtes et ca^ culer les cosinus des angles de cette droite avec les trois arêtes. Or les sinus des deux premiers de ces angles sont connus par les formules (5); on en déduit immédiatement les cosinus de ces deux angles; quant au cosinus du troisième angle, il se déduit des deux premiers par le théorème de la somme des carrés des cosinus.
On a donc, en introduisant l'auxiliaire yi par la condition
;in>3==i/i —
sin>3==\/ I — ces' — cos* — >
les trois expressions suivantes :
cos sm —
Ae,- . Aw,
_,. . cos — sm
COS(T, P
. Ae,- . Ao), sin — sm —
cos(R, P) =
smv) Si du point O on mène une parallèle Oc à la corde TT', ei
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une parallèle Oy à la corde NN% le triangle lyc qui est rec* tangle en I donne
cos(y, c) = cos — cos — > sin(y, c) = sinrj;
Tauxillaire 27) a donc une signification.
Polygone sphérique rectifiant. — Supposons construit, comme on Ta indiqué au numéro précédent, le polygone sphérique dont les côtés sont les déviations du polygone gauche, et les angles, les flexions de ce polygone; supposons également construit le polygone sphérique polaire, c'est-à-dire tel que les sommets soient les pôles des côtés du premier polygone sphérique, il est évident que le premier sera aussi le polygone polaire du deuxième. Si l'on joint par des arcs de cercle les milieux de chaque côté du premier avec le sommet correspondant du deuxième qui est le pôle de ce côté et les milieux de chaque côté du deuxième avec le sommet correspondant du premier qui est le pôle de ce côté, les intersections des arcs correspondants chacun à chacun donneront une série de points qui seront les sommets d'un polygone sphérique que l'on peut appeler polygone rectifiant, en ce sens que si l'on joint le centre de la sphère aux différents sommets de ce polygone, on aura les directions de la série des droites rectifiantes du polygone gauche.
6. Cercle passant par trois sommets consécutifs. — Soient ku A<+i, A/H-3 [fig* 3) les trois sommets consécutifs du poly-
Fîg. 3.
gone. Si l'on remarque que le diamètre du cercle circonscrit à ce triangle est le rapport d'un côté au sinus de l'angle opposé, on trouve, en évaluant A/A/+3 en fonction des données
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qui sont //, li -h A// et Ad l'expression suivante du rayon ft,- :
^ ^ sin'yAei sin'Ae/
La direction de ce rayon par rapport aux deux côtés /i et /,+i est donnée par les deux formules
(R') 2C0s(R,,/,) = ^^, :,cos(Ki,li^,)='-^^*
Si Ton passe aux inflniment petits, on trouve le rayon du cercle osculateur et sa direction.
Si l'on appelle a, l'apothème relatif au côté /<*, on a la relation
§ IL — Deuxiëmb système d'équations.
6. Deuxième système d'équations. — Le polygone sera déterminé de forme d'une seconde manière si l'on connaît les côtés en longueur et direction» et de plus il sera déterminé de position si l'on connatt seulement la position d'un côté. Ceci revient à dire que Ton donne la première des équations (4)9 qui exprime la loi de la variation du périmètre du polygone, et les angles que chaque côté fait avec trois axes flxes que nous supposons rectangulaires, de sorte que Ton a aussi les trois équations
(/) cos(/,,^)=//'^(//), cos(/,,r)=/;['^(/,), COS{li, z)=f['\t,),
dans lesquelles i prend toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à n.
Si l'on se donne les coordonnées d'un sommet, par exemple du point A», on mènera de ce point une longueur /« ayant la direction donnée par les trois cosinus qui se rapportent à /« ; de l'extrémité du côté /« on mènera une ligne ayant la direction marquée par les cosinus qui se rapportent à A, et sur cette ligne, à partir de ce point, une longueur égale à /t donnée
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par la première équation (4)» et ainsi de suite. En opérant de même on arrivera jusqu'au dernier côté /« du polygone.
Dans ce système d'équations, une seule fait connaître directement une espèce d'éléments du polygone, c'est la première des équations (4) élémentaires; les autres équations ne font pas connaître directement les deux autres espèces d'éléments du polygone, qui sont les déviations finies et les flexions finies. Ce n'est que par une suite de déductions qu'on arrive à In connaissance de ces éléments. Au point de vue géomé-trique, la construction du polygone met en évidence ces deux sortes d'éléments, et l'Analyse, de son côté, donne les formules qui en fournissent les expressions explicites.
7. Déviations. — Considérons, en eflTct, le sommet de l'angle A6|-; les deux côtés de cet angle sont //prolongé et d+i. Or, si du sommet de cet angle et dans son plan, avec un rayon égal à l'unité, on décrit un arc de cercle qui mesure l'angle Ae/ et que l'on trace la corde c« de cet arc, on obtient un triangle isoscèle, de sorte que, si l'on projette le périmètre de ce triangle successivement sur les trois axes, on obtient trois équations semblables à la suivante, et qui s'en déduisent en y changeant successivement x en 7 et en z :
cos(//, ar)4-2sin7Ae,cos(Ci,ji;) — cos(//+i, a:)=o, (3) {•)
de laquelle on déduit le type suivant :
(6) 2sinj A€,cos(c/, a:) = Acos(/,-, x), (3)
Ces trois équations font connaître les trois angles que les trois axes coordonnés font avec la perpendiculaire au plan normal du plan de l'angle Ac/ et bissecteur de cet angle, et de plus l'angle Ae/, puisque, si Ton élève au carré et qu'on ajoute, on trouve l'équation qui donne la loi des angles du polygone
(7 ) 4 sin I Ae, = S [A cos(/ô x)]\
dans laquelle la lettre S indique la somme des trois quantités que l'on obtient, en faisant dans l'expression entre crochets
(*) Le cbiffire 3 entre parenthèses ( ), placé à la droite de réquation, indique rcxistcnce de ces trois équations; cette notation sera conservée dans la suite.
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successivement x égal à x^ y^ z. Cette notation sera aussi conservée dans la suite.
8. Flexions. — • Les flexions du polygone s'obtiennent avec non moins de facilité. Soit ii« la normale au plan de Tangle Ae,-, menée par son sommet; projetons Faire du triangle isoscèle que nous venons de considérer sur les trois plans coordon* nés, en fixant comme il convient le sens de la normale n«- ; on a les trois équations contenues dans le type suivant :
l sînA6,cos(n/, a?)
I = cos(/ô/)Acos(/j, z) — cos{/;, z)àcos{lifX), (3)
Ces formules font connattre les cosinus des angles que les trois axes coordonnés font avec la normale ni au plan de l'angle A£/. Donc, si l'on raisonne comme on vient de le faire, pour trouver la déviation, il faudra mener du pied de la normale ni une parallèle à la normale suivante /ii+i, et l'on aura un angle Aon, qui sera la mesure de la flexion, et qui donnera, en appelant y/ la corde correspondant à cet angle, le;^ trois équations contenues dans le type suivant :
(9) 2sinyA&)iC0s(y,-, ar)= Acos(ni,a:), (3)
Ces trois équations font connaître les angles que les trois axes coordonnés font avec la perpendiculaire au plan bissecteur des plans des deux angles As,-, A£/+i, et de plus l'angle Ao,qui est donné par l'équation
(10) 4sin4^r = S[Acos(ni, j:)]*.
9. Normale principale. — Considérons l'angle Ae/ dont les deux côtés sont /,• prolongé et /,+i ; la normale au premier côté, menée par le sommet et située dans le plan de l'angle, est la normale principale. Pour obtenir les cosinus des angles que cette normale fait avec les trois axes coordonnés, menons par le sommet de l'angle Asi (Jig. 3) une longueur Â/4.1B égale è l'unité, parallèle à la corde Ci qui sous-tend l'arc Ae/, et une normale principale r»-, et projetons la première longueur sur cette normale. Si nous considérons le triangle cBA,>i formé par la longueur dont il s'agit et sa projection, et que nous pro-
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jetions son périmètre sur les trois axes coordonnés, nous aurons les trois équations dans le type suivant :
(12) cosyA£iCOs(rô j:) = cos(Ci, j;)-i- sinjAe/COs(//» j:);
et, si Ton a égard aux équations (6), on obtient la formule suivante :
(12') sin Afi,' cos(ri, j;) = A cos(4> ^) H- a sinH Ac,cos(//, a:) ;
ppur la normale r[ au côté suivant dans le même plan* on ob tt^nt de la même manière la formule
(iii") sinA£,cos(rJ,a?) = Acos(//,ar)— 2sin'jAe/C0S(/|.f.i,;r)y
et, en ajoutant membre à membre les équations (12' ) et (12''), on tombe sur l'équation suivante :
sinAei[cos(r/,x)-hcos(r5, ar)] = 2A cos(4, ;r)cos"-îA€<;
ces différentes formules donnent les cosinus des angles d'un côté quelconque du polygone avec les trois axes coordonnés.
10, Jongles de la droite rectifiante opec les trois axes, — Cette droite p^ est l'intersection (k) des deux plans bissecteurs : le premier de l'angle Ae<, et perpendiculaire au plan de cet angle ; le second de l'angle A&)^ dès deux binormales n/, tti^tf et perpendiculaire au plan de cet angle. Or la corde ct, qui sous-tend l'arc As^, est perpendiculaire au premier plan, et la corde y<, qui sous-tend l'arc Aci)«-, est perpendiculaire au second plan;' donc l'intersection des deux plans est perpendiculaire commune des deux cordes c<-, yt. On a donc cette proposition :
La droite rectifiante pi est perpendiculaire commune des deux cordes d et yt qui sous-tendent : la première, rare Aci de deux côtés consécutifs du polygone^ et la seconde, Varc Aa)^ de deux binormales consécutives.
Angle de ces deux cordes c?,-, y^. — Multiplions membre a membre les équations (6) par les équations (9), chacune par chacune, et ajoutons : nous obtenons l'équation résultante
4sin|Ae< sinj A(»jCOs(c<', y,) = SA cos(/i,â?) A cos(n/, x)\
mais, d'une autre part, le triangle \cy est rectangle en 1 {fig. 2),
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01 étant rîntersection des deux plans tOf, nOn'; on a donc la condition
(y) cos(c,-, yt) = cos|Ae/cos{ Aw,,
et, par suite» Téquation précédente devient
sin Ae,sinA&),==SAcos(/i, x)âk cos(ii<'y x).
Angles de la droite rectifiante ax^ecles trois axes, — Si d'un point 0 i*on mène deux droites parallèles à ct et y,-, égales à Tunité, et qu'on joigne les extrémités par une droite, on a un triangle dont les cosinus des angles que les côtés parallèles à Ci et à // font avec les axes des x, y, z sont connus, et, si Ton applique à l'aire de ce triangle et à ses projections sur les trois plans coordonnés le raisonnement que nous venons de faire dans le numéro qui précède» on trouvera les trois équations contenues dans le type suivant :
is\n(Ci,yi)cos{pi,x)
(il)/
I = cos(c?ô y) cos(y,-, -8) — cos{c/, z) cos{y,-, y). (3)
Or, si l'on a égard aux équations (G) et (9), cette équation devient
2»sîn(c,-, y,) sinjAe/sinyAw/Cosfpi, x)
= A cos(/i, j) A cos(»/, z) — A cos(/£, z)A cos(iif, j).
Angles de la droite rectifiante avec les axes mobiles. — A cause de l'importance de la question, nous allons calculer analytiquement les angles que la droite pt fait avec les trois axes mobiles /,-, t/» n. Représentons par X) le facteur de cos(pi, x)f cos(p<> x), cos(ph z) dans les premiers membres des équations précédentes , multiplions ces trois équations chacune par chacun des facteurs cos(/i, x)^ cos(/jy y), cos(/o z) et ajoutons; on obtiendra' l'équation suivante :
V cos [pi, li)
= S cos(ii/, z ) [cos(/ô x) A cos(//,7) — cos(/„ /) A cos(/„ x)], et, en ayant égard aux valeurs des cosinus des angles que n/ fait
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avec chacun des axes x^ y^ 2, données par les équations (8), on trouvera
'OQ0s{pu //) = sinAeScos(n,-, ^)Acos(n„ x).
Or réquation
Scos'(/irf, ar)=:i,
dont on prend la différence, donne la relation
Scos(n,> a?)Acos(/itf, ^) = — 2sln'iAGi>«;
on trouve donc, réductions faites,
-, cos4-Aeisin^A(it)j
cos(pj, li) = • ='
V I — cos' y Ae/ cos* 7 Aw^
En procédant de la même manière, on trouvera
, , cosiA(k)<sin-rAei
cos(p.-, nO = - \ , . V '^
V I — cos' Y Awf coi' i Ae/
enfin, en remarquant que les trois axes mobiles /<, n/, n sont rectangulaires, et que, par suite, la somme des carrés des cosinus des angles que la droite p« fait avec les trois axes est l'unité, on trouvera
, . sinYA&)/sin^Aei
cos(p/, ri)= , ' ' ^ *
V I — cos* 7 Ae,- cos' 7 Aw,
li. Sphère circonscrite au tétraèdre dont les sommets sont en quatre points consécutifs du polygone. — Par le milieu des côtés //, /j+i, /j+a menons [fig*^) des plans perpendiculaires à ces côtés, et soit Q D; l'intersection du premier et du deuxième; C/H.iD/4.1 l'intersection du deuxième et du troisième; le point D/ commun à ces deux intersections est le centre de la sphère qui passe par les quatre sommets consécutifs. Soient Bi C,-, B/+i C,- les intersections du plan de l'angle Ae, avec les deux premiers plans normaux; B,viCi+i, B/^aC,.«., les intersections du plan de l'angle Aez+i avec le deuxième et le troisième plan normal. Comme les intersections D^d et Di+iCi+i sont perpendiculaires, la première au plan de
LIVRE I. — SECTION I. — CHAPITRE I
Tangle Ae,> et la deuxième au plan de l'angle ^Zi^t; ces deux droites font entre elles l'angle A&)i, lequel est aussi égal à
Fig. 4.
1*angleCiB,-».iC,>M Appelons B|C/iii et Bf^,Ci>CiDiaj, L^; comme
les angles du triangle Bi^^tCiMi sont Ag»ô - — sAo^ô — ^ ^^<* on aura les relations
Cl- M( = a\ tang A&)jy
n M — ^/ cosaA&);
cos Awi
n M" ,cosaA&n
cosAot)/
Or le triangle DiM/Gi^.t donne les relations
D.M. "~ D/C.-i-CiMi
= sinA(ii)i-;
donc, si Ton a égard aux valeurs précédentes des divers seg-
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mentSy et que Ton réduise, on trouve l'expression suivante deL/ :
- a,+, — ai cos Ab),- o/^, — <i{ , .
L,== r—r = . . H a,' tang^Ao)/,
sinAo)/ sinAcjt °'
avec la condition
afi = ai cos Ae/ h sin Ae,-;
conséquemment, en représentant par A/ le rayon delà sphère, on obtient, en joignant les points Di et Ai par une droite, la relation suivante :
dans laquelle R/ représente le rayon du cercle qui passe par trois sommets consécutifs (n® 5).
Si le polygone est équilatéral, la valeur de ht devient
sin Aû)i ° '
Si le polygone est de plus équiangle, tous les apothèmes sont égaux, et la formule précédente devient
L<=:a<tang|A&)/.
Dans ce dernier cas
a/=: RjCOS j Ae/;
on a donc
L«- = Rj cos 7 Ae.- tang ~ A&)/;
et conséquemment
Jl? = R?( I 4- COS* Ae/ tang* \ Aw/).
Seconde expression. -- Si Ton remarque que le quadrilatère plan C/B/^i C/^i D/ est inscriptible, on a
DP Ci Ci-h
sinAci)/
et conséquemment
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avec la relation
C,Ci-|.i = aj' -h fljV» — 2aî at^x sin Ao>,,
§ III. ~ Troisième système d'équations.
12. Troisième système d'équations, — Supposons connues (es positions des divers sommets du polygone par rapport à trois axes coordonnés; le polygone sera complètement déterminé, puisqu'il suffira de joindre par des lignes droites un sommet quelconque du polygone avec le suivant. Il résulte de ces données que l'on doit avoir trois relations qui font connaître les trois coordonnées; d'un sommet quelconque. Soient ces relations
(i3) Xi=f,[ti), rt=f,(ti), Zi=f,[ti).
dans lesquelles i prend toutes les valeurs entières, depuis i jusqu'à n.
De ces équations il est facile de déduire les longueurs des côtés, ainsi que les angles qu'ils font avec les axes coordonnés. Si nous supposons ces axes rectangulaires, on a les trois équations contenues dans le type suivant :
(/') ^ == cos{li. X), (3)
et la relation
au moyen desquelles on connaîtra les côtés en longueur et en direction; par conséquent on retrouve le système d'équations que nous venons d'étudier et desquelles on déduira tous les éléments du polygone.
13. Question inverse. — Dans celte question, il s'agit de déduire des équations ( /') et de la première des équations (4 }, qui forment le deuxième système d'équations, les équations du troisième système (i3).
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Considérons la première des équations (/); on peut récrire sous la forme
laquelle est équivalente à l'équation
Si dans cette équation on donne à i toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à n — i, on aura une séîie d'équations dont la somme donnera l'équation suivante et les deux équations qui en résultent :
dans lesquelles x^y y.^ z» sont les coordonnées du premier sommet Ao, qui sont tout à fait arbitraires, et qui par conséquent permettent de placer le polygone déterminé de forme dans une infinité de positions dans lesquelles les mêmes côtés restent parallèles; la position du polygone n'est déterminée que lorsque l'on fixe les coordonnées x^, y^, z^ du premier sommet.
14. Plan de V angle d'un polygone. — Considérons (Jig* 3) deux côtés consécutifs du polygone A et li+tf et Ae^ l'angle extérieur de ces deux côtés; le plan de l'angle Aïki+iAi+t est le plan qu'il faut déterminer; prolongeons Ai-Âj+i d'une quantité égale A/4.1 M et joignons les deux points M et A/+3; on aura un triangle dont le double de l'aire, V<> aura pour expression le produit des deux côtés àsi, àsi+t par le sinus de l'angle Ad ; on aura donc la relation
Vi- = A^i- Asi+i sin Ae,-.
Cela posé, les projections des côtés A^+i M, A<.,.i Az+s sur les trois axes sont
Ax„ ' Aji, Azi, \xi -h A' Xi, Aji -f- A'ri, Az, -h A^z,; de sorte que, si Ton appelle X., Y/, Zt les projections du
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double de l'aire, Yt, sur les trois plans coordonnés perpendiculaires aux axes des x, des jr et des z, on a les trois équations contenues dans le type suivant :
( 1 4 ) Xi = ^Xi A» Zi — Azi A>7. .
Maintenant, si Ton appelle nt la direction de la normale au plan du triangle compté dans le sens où un spectateur devrait se placer suivant la normale pour voir la déviation s'effeciuer de gauche à droite, on aura les trois équations suivantes :
i tr^ / V Ar/ A*J5/— Az,A'>*i ,«,
(i5) cos /!/, x) = -. - V. — — a7-t-^a-» (3)
^ ' \ ' ' A5/(A5, -i- A**i)sinAe/ ^ '
qui feront connatlre la direction de la normale définie comme nous venons de le faire.
15. Angle du polygone. — Si l'on élève au carré les trois équations précédentes et qu'on ajoute, on obtient l'équation
Deuxième méthode. — Abaissons une perpendiculaire MN du point H sur Ai.Ht Ai^^; on a les relations
MN = MA.-4., — NAf+, , MN = A*.- sin Ac.-,
MAi+, =(A»x.-)»-+-(A«/i)»-f-(A»2.f, NAi+a = A,+, Ai4-, — A,+i N = A*i- -f- A'*/ — A^/COsAc/.
Si l'on substitue les valeurs trouvées dans la première relation, on obtient successivement les équations suivantes :
4Ai?sin' j Ae.cos»^Ae, = S(A'j:i)'— (2A5;sin»iAe, -h A*5.)% 4A5/sin4Ae, + 4A5,A»5.sin4Ae/ = S{A>jrO'— (A'^i)'
et finalement
4A5,- A5,+, s;n4 Ae;= S(A*:r,)> — ( A'5,)».
16. Flexion. — Considérons deux triangles consécutifs y V,, yVj+i analogues à celui que nous venons de définir. D'un point 0 menons deux droites OA, OA' proportionnelles aux
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aires Y/, V,.».i et parallèles aux normales N,-, N|>, aux plan^ de ces triangles, et achevons le triangle OA V de ces perpendiculaires; Faire du triangle ainsi formée sera représentée par fW,-; d'après cela, on aura la relation
W, = V,-V,.+,sinAM/.
Si Ton représente par dG,-, ^t, %i les projections du double de l'aire de ce triangle sur les trois plans coordonnés des ^z, des zx, des xXf et par X la direction de la normale au plan de ce triangle comptée dans le sens où un spectateur devrait se placer suivant cette normale pour voir la flexion s'effectuer de gauche à droite, on aura les trois équations
Or les projections sur les trois axes des côtés du triangle proportionnels à V,-, V,-+i sont proportionnelles à Xi, Y,-, Z,-; X,>.i, Y/+I, Zi+i ; on aura donc les trois équations
;x;^ = Y, AZf — Z, AY/, et conséquemment on a les trois cosinus
...t cvr ^ Y,AZ,^Z,AY,
Vf ( V,- 4- A V,- ) SI n Aû>i avec la relation
s{Yi^Zi-Zi^YiY
sin'AGi>j =
V.(V.--f-AV
Or, si dans l'expression de %,■ on remplace AZ«- et AY,- par leurs valeurs tirées des équations (i4) du n^ 14, on trouve la relation
Xi =? Axi+x {Yi A»/,- + Zi âL*Zi -t- X,- à*Xi)
— A'^i ( X/ A^,+, + Zi Azi^i -h Yi Aj,+, ) ;
et, comme le second facteur du dernier terme est identiquement nul, un aura
X^i = Aar.+, (Xi à'Xi -h Zi A'Zi -H Y," A»j.).
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Conséquemment on obtient l'expression suivante du cosinus de l'angle {Sf^if x) :
COS(«/V»|, X) = -T -T T T ; T ; T : T
^ A5<4.i A^i A5,^.i A5i+3 sm Aci sin Ae/+t sin A6>r laquelle donne la relation suivante :
avec l'expression du sinus de A(d<
(Aw) sinAû)i = -r — T— . . A • A
àsi DJi+i asi^i sin Aei sm Ad-^i
La première de ces équations est une conséquence des considérations exposées au n® k^ et peut se démontrer directement. On a donc celte proposition :
La perpendiculaire au plan de deux directions voisines de la binormale est parallèle au côté du polygone et de direction opposée.
17, Deuxième expression de la flexion. — Du point A abaissons une perpendiculaire AN sur OA'; nous avons la relation
or
NA=V.sinAû>, AA' = AX.- -h AY.- -+- AZ.- , A' N = V. -t- AV. - V, cos Ack),.
Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation précédente, on a successivement
V?sin>Aû), = (AX/)»-+- (AY,-)»-h (AZ,)»- (a V,- sin^ Ao,.- -+- Ay,)%
4V/sin»i Au),- -^ 4V,- AV.sin^Aw/ = S(AX,)'- (AV,)%
• 4V/V^. sinHAa)/ = S{AX,)»- (AV,)«;
or
V, = A^i A*i+i sin Ae, ;
donc
4 A^, ( A5n_, )* A^i+i sin Ae, sin Ae.+i sin* ~ Aw,
= S(AX,)»— [A( Aj, A5,4.. sin Ae.)]'.
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18. Polygone des centres du cercle passant par trois points consécutifs. — Soient x,-, y,-, Z/ les coordonnées du centre du cercle passant par les trois points A,-, Ai+i, Ai+a; en projetant successivement sur les trois axes coordonnés le triangle dont les côtés de l'angle droit sont 7 A«i* et la perpendiculaire abaissée du centre sur le côté Ai,-, on aura les trois équations contenues dans le type suivant :
Xi -4- -^ Ao:,- — X,- = Ui cos( r,-, x)\ (3)
et en ayant égard aux valeurs des cosinus des angles que r„ normale principale, fait avec les trois axes, valeurs données par les formules (la'), on obtient les équations suivantes :
Xi H- I Aa?,- — X,-
= ^ÎH^ t^ cos(//, j?) -h 2 sinHAe,cos(//, x% (3)
dans lesquelles il faut substituer la valeur de Ui donnée par
la formule
combinée avec la formule (R) du n** 5.
19, Polygone du centre des sphères passant par quatre sommets consécutifs. — Soient a,, (3,-, y,- les coordonnées du centre de la sphère passant parles quatre points A,-, A,-^,^ AiH.]> A,+8. En projetant successivement sur les trois axes le périmètre du triangle DjB<'C,* {Jig. i)» en appelant X/ la longueur D,B|-, on aura les trois équations
Jl,iCOs(JU,-, a;)= L,cos(/ic, a;)-+- a£jcos(r,-, x); (3)
ces équations font connaître la longueur Jl,- et les angles qu'elle fait avec les trois arcs coordonnés. On aura donc aussi les trois équations
^PiH-tAx, — a,= X,cos(«''»i, x)j (3)
lesquelles feront connaître les coordonnées du centre de la sphère.
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L*ana]yse conduirait également aux coordonnées du centre. En effet ce point est l'intersection de trois plans normaux menés du milieu de trois côtés consécutifs; il est donc donné par trois équations dont la première est l'équation du plan normal au milieu de //, la deuxième une combinaison de cette équation et de l'équalion du plan normal mené au milieu de li^i^ et la troisième une combinaison des premières équa* tions et de l'équation qui se rapporte au plan normal mené du milieu de /,+i; on a donc, en posant, pour abréger»
les trois équations suivantes :
aci AX| ■+■ (3/ A/-,- -H y,- àZi = M, ai A* Xi 4- P; Ay ,• -f- yi A' z,- = AM , oci^'Xi -h P/ A* r,' ■+■ yiA*Zi = A»M,
qui donnent les coordonnées du centre de la sphère passant par quatre sommets consécutifs, et dans lesquelles il n'entre que les différences des coordonnées.
L'analyse donnerait également les coordonnées du centre du cercle passant par trois sommets consécutifs; il n'y aurait» en représentant par a,, P/, yi ces coordonnées, qu'à remplacer la dernière par l'équation
(«i - Xi)\i -h ((3i — r*)Yi -h {yi - Zi)Zi=o,
qui représente un plan passant par trois sommets consécutifs.
§ IV. — Application.
20. Du polygone hélicoïdal. — Soit un prisme régulier dont la base a un nombre n de côtés; on plie un pian contenant une droite sur ce prisme, celte droite se transforme en un polygone hélicoïdal. Proposons-nous d'étudier ce polygone d'après les équations de ses sommets.
Équations des sommets* — Si l'on pose
ti = > A^ = — y
DES POLYGONES GAUGHB8. 4?
les équations des sommets da polygone sont, en représentant par a le rayon du cylindre circonscrit,
* . ^ Ji h ^
xi-=ia costi, Vi = a sm /,-, z,- = i - = — /,-.
, Les différences premières sont
A^,- = — - aa sm ( /,• h 1 sin — >
. /, AA , M Aj,= aacosi //H | sln — >
Les différences deuxièmes sont
A':c, = —4^cos(//-h A/) sin* — ?
Ayi = -- 4«sm( //H jsin» — »
Les différences troisièmes sont
A» j:, = 8a sin ( /,• H j sm* — »
A'^;= — 8acos(/,H jsm» — >
Les binômes X„ Y/, Z,- sont
X,= i*^ sin(/, 4- AOsin» ~ A/,
TT 2
Y, = - 4*? cos ( /, -h Ar )sin« — A/,
„ Q , A/ . ,A/ Z, = 8a* cos — sm* — •
Les différences premières donnent, en représentant par X
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une auxiliaire.
. At 2asin —
Or, sî l'on pose tangv = y » on a
asin — \/ an sm —
ncosv smv ^nsinsv
On conclut de celte équation que le rapport de A^ à A/ est constant.
21. Cosinus des angles des côtés avec les trois axes rectangulaires. — On obtient les formules
cos{ /,-, x) =: — aa sin U,- h )
V sin —
/"AV sin —
cos
(^*,r)= 2acosf^-+- —\ ^.y
cos(/,-, ^)= — V— = -— r- ;
on déduit de ces cosinus leurs différences
sin' — Acos(//, x) = — 4«cos(/,-i- AO — T-^?
. ,A/ sin' —
A cos( ti, j) = — 4 « sin (^1 -{- ùkt) — r-^ ,
LxSi
A cos( ^,-, z ) = o.
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On a par conséquent les équations
sin' — sitïj^ti cos (Ciyx) =— 2a cos (/,-+- At) —^ — 5
• A^ sin' —
sîn|A6,cos(<?;,7) = — 2asin(^,4- A/) — — , cos(c,', z) =0;
et, en élevant au carré et en ajoutant, où trouve
2asin' — sin i Ae/ =. 7
ei, par conséquent,
(e) sln7Ae, = sin — sinv;.
donc
cos(c?,-, a:)= — cos{ti -f- A/),
cos(c/, 7) = — sin(ri -t- A/), cos(c/, z) = 0.
La formule (e) prouve que tous les angles du polygone sont égaux. On voit de plus par la 'dernière des équations précédentes que la corde c,- est perpendiculaire à l'axe des z.
22. Binormale. — Les équations (8) du n^ 8 donnent les formules suivantes :
cos — ■ cos(/i|', x) = — T— sin (/,-+- A/),
2 fl IJiSi
Ae, , X A /. A V
cos — cos(/i„r)= r— cos(/*-|- AO,
Ae/ , , as'inAl
cos — cos(n/, z)
2 ^ " ' âiSi
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Soit fi une auxiliaire, telle que
on a
iang^ungv=— ^5
cos —
les formules précédentes donnent
A L i/— , H-a»sin'A/ Ae,- /* , . V /i' cosv
cos — = --r— sln~' a = ^ = -: — ,
cos(ni> ar)= sin/x si n (/<•-+- A/), cos{n,-, j) = — sin/x cos(/f -h A/), cos{ntf 2)= cosfx.
Les différences premières de ces équations sont
Acos(iii, x) = 2Sin|xcos( /iH isln — >
Acos(/iô /) = 2sinfxsm ( ^i-h - — Ism — »
Acos(n,-, 2)=:o.
La valeur constante de cos(ii/, z) montre que le plan d*un angle quelconque a toujours la 'même inclinaison sur le plan des xy.
sinjAû),cos{y,-, a:) = sin|xsin — cos (/,-+- ^^^^U
23. Angle de deux plans consécutifs. — Les formules (9) du n® 8 deviennent
.Au), , , . . M , (^ 3AA sm — cos(yf, /) = smftsin -- sln(/,H J»
cos (y,, jï) = 0.
Ces formules montrent que la corde y, de l'angle Ac».- est constamment perpendiculaire aux arêtes latérales du prisme.
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Si Ton élève ces équations au carré ei qu'on les ajoute» on obtient la relation
.^ Asin —
(w) sin7A()i>i=:sin/xsin — =
l/~ -f-a*sin»A/
Ceue équation, qui donne l'angle de deux plans consécutifs du polygone hélicoïdal, montre que cet angle reste constant quel que soit le côté que Ton considère du polygone.
Si Ton a égard a celte dernière valeur, on obtient les cosinus des angles que la corde yt fait avec les trois axes fixes
cos(y,', x) = cos I /,' H 1 9
cos(y/, j^) = sln f/,H- — U
cos(yi, z) = o;
et Ton voit que cette ligne parallèle au plan des xy fait avec la projection du côté sur le même plan un angle constant
égal a
2^. Normale principale. -— Les équations (12) du n*" 9 donnent immédiatement
COS 7 Acf COS (ri, ;p) = — cos(^-f- A/) — 't^ sin» — sin (/,-+- — j»
4rt' A/ / A/\ ros|A£iCOs(r/,7-) = — sin{/,-t- A/)-f- ^ sîn' — cos (/, H j»
cost Ae/ cos( r,-, z) = — r-j sin^ —
Ces formules montrent que la normale principale r, fait un angle constant avec Taxe des z. On vérifie ces équations en élevant au carré chacune d'elles, et en les ajoutant membre à
membre, on retrouve la valeur de cos — ^•
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S5. Droite rectifiante. — Si l'on fait usage de la formule (y) du n^ IO9 on irouve, en ayant égard aux valeurs précédentes,
cos{c,> y,) = — cos — > s\n[Ci, y,) = sin — •
Donc l'angle des deux cordes c^ et y,- est constant et supplé*
mentaire de — •
Si- Si l'on cherche les angles que la droite rectifiante pi fait avec les trois axes fixes, on obtient, au moyen des équations (i i) du n"* 10, les résultats suivants :
COS(/l,-, a7) = 0, C0S(;?|,/) = O, COS(/?f, J5) = --I.
Ainsi la droite rectifiante est parallèle à l'axe des Zy ce que l'on sait déjà par le mode de génération du polygone hélicoïdal.
Si l'on cherche les angles que la droite rectifiante pi fait avec les axes mobiles 0/,-, On^, Or,-, on obtient les résultats suivants :
cos(po ni)=: — COS/X,
cos(/»„/,) = -^,
, . 2asinix . ,A^
cos(p.,r,) = -— ^-^sin'-. •
26. Cercle passant par trois sommets consécutifs. — Si Ton se reporte à la formule (R) du n? 5, on obtient, après quelques réductions faciles, •
sinv
Coordonnées du centre. — Considérons le triangle formé par le rayon B, la perpendiculaire abaissée du centre sur le côté Asi-et ce demi-côté; la longueur de cette perpendiculaire est
V sin'y 4
a cos —
siny Si Ton appelle x„ y,, z, les coordonnées du centre, on aura
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les trois équalions
zacos — sinij.
Xi — ^ Ax,- — Xf = :
sinsy
X cos(^-t-A/)-hsln»vsin — sln(/,H ) U
At .
2acos — sinp
yi — i A/, — y, = ;
X fsin {/,• 4- A/) — sin'v sîn --^ sin [ // + -^ j I
2acos — sinjtx
Z, — j A^, — Zf = r-^
sin2y
X ( - sin2vsin — 1 = - sin/^slnA/.
Si dans ces formules on remplace xt, 7*/, zt et leurs dirférences par leurs valeurs tirées du n® 20, et qu'on développe suivant les sinus et cosinus de /;, on trouvera pour x/, y^ et Z/ des valeurs de même forme que les valeurs de Xi, Xh ^i» et conséquemment le polygone formé par les centres des cercles passant par trois sommets consécutifs du polygone hélicoïdal est un second polygone hélicoïdal de même espèce que le polygone proposé. Ce second polygone est tracé sur un prisme régulier dont les arêtes latérales sont perpendiculaires au plan des xy.
27. Sphère passant par quatre sommets consécutifs. — Les formules du n^ 11 donnent
, ,At . , .At
a' cos* — sm*a sm* —
- 2 *^ 2 Li =
sin'v / A^
i/ I — sin!fxsin' —
I ~ sin'a sin* —
I — sin'asin^ — ' 2
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L/ ayant une valeur conslante, on voit que le polygone dont les sommets sont les centres des sphères passant par quatre sommets consécutifs est Hé avec le polygone, lieu des centres des cercles passant par trois sommets consécutifs, par cette condition que les sommets du second s'obtiennent en prolongeant les côtés du premier d'une longueur constante L.. Cette longueur devient de plus en plus petite à mesure que le nombre des côtés d'une spire d'un polygone proposé augmente, de sorte qu'il y a une coïncidence absolue entre ces deux polygones lorsque le polygone proposé se transforme en hélice.
Les question^ que nous venons de traiter donnent la solution complète du problème suivant :
Problème. — Étant données les équations des sommets du polygone hélicoïdal^ trouver les équations élémentaires ainsi que tous les éléments de ce polygone.
28. Problème. — Étant données les équations élémentaires d'un polygone suivantes :
^Sj sinjAei ^ sinjAci)!- p
sin — * *
dans lesquelles les quantités A, B, C sont constantes, construire le polygone»
Ces équations montrent que tous les côtés du polygone sont égaux, qu'il en est de même des angles et des inclinaisons des plans de deux angles consécutifs; on peut donc, d'après les méthodes données au n"* 3, construire le polygone, que l'on reconnaît ainsi être un polygone régulier hélicoïdal; mais on peut aussi pratiquer la construction suivante.
Supposons que A^=: — ; comme les quantités A, B, C sont
des constantes, il sufOra d'égaler ces quantités aux valeurs des premiers membres, fournies par les équations (5), (s), (gi)), des n"' 20 et suivants; on obtient ainsi les trois relations
:A, smy=:B, sin//. = L.
smv
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On déduit des deux premières Téquation
AB
laquelle fait connaître le rayon a du cylindre circulaire droit circonscrit au prisme hélicoïdal. Si l'on a égard aux équations de condition
^an . A/ h
langv = —tr sm — > tangu = ; — r- ?
on trouve» par la multiplication et la division de ces deux équations, les deux relations suivantes :
2 BC /i' y I — c*
A/ TT
La première fait connaître — > et par conséquent -> c'està-dire le nombre de côtés du polygone hélicoïdal d'une spire, et par conséquent aussi la longueur de la projection d'un côté quelconque de ce polygone sur le plan de la section droite du cylindre circonscrit.
La deuxième fait connaître la hauteur- du pas du polygone
hélicoïdal. On a donc tous les éléments nécessaires à la détermination du polygone. On en déduit la construction suivante :
Construction. — Construisez un prisme régulier de n côtés, tel que a soit le rayon du cercle circonscrit à la base; sur un plan tracez deux lignes indéfinies L, M, telles que la seconde soit inclinée sur la première d'un angle a donné par l'équa--
tion tanga = ; enroulez ce plan sur le prisme, de telle
2a sm n
sorte que la droite L reste constamment perpendiculaire aux arêtes du prisme, la droite M se transformera en polygone hélicoïdal, qui sera le polygone donné par les équations élémentaires données.
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29. Remarque. — L'étude que nous venons de faire des polygones gauches a dans notre pensée un double but : le premier consiste de faire connaître l'analyse à laquelle on peut les soumettre; cette analyse est régulière et entièrement fondée sur le calcul des différences finies, et les formules auxquelles on arrive sontsymétriques, quoique chargées d'un grand nombre de termes; le second consiste à préparer le lecteur à l'étude des courbes non planes par la nécessité où l'on est de considérer la courbe comme un polygone d'un nombre infini de côtés lorsque l'on veut soumettre la courbe à l'Analyse infinitésimale. Alors on passe du premier cas au second, en supposant les côtés infiniment petits et leur nombre infiniment grand dans les formules déjà calculées. Mais, comme cette supposition prive les formules d'un certain nombre de termes, il n'est ni utile ni nécessaire de calculer ces formules compliquées pour y introduire l'hypothèse infinitésimale; on calcule directement les équations simples qui se rapportent au polygone d'un nombre infini de côtés en faisant usage du Calcul infinitésimal. C'est ce que nous allons faire dans le Chapitre suivant, à la lecture duquel le Chapitre que nous venons de finir servira d'initiation.
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DES COURBES GAUCHES
§ I. — Premier système d'équations. — Équations élémentaires
DE LA courbe.
30. Définitions. — Une courbe gauche peut êlre considérée connine un polygone gauche d'une infinité de côtés. Si Ton suppose un mobile parcourant la circonférence de la courbe» la direction que suit le mobile, quand il parcourt un côté infiniment petit, donne la direction de la tangente ou de rélément linéaire de la courbe.
Le plan de deux éléments constitutifs s'appelle plan osculaieurde la courbe; c'est le plan qui passe par trois points infiniment voisins.
L'angle que deux éléments infiniment voisins font entre eux est V angle de contingence de la courbe.
L'angle que deux plans osculateurs infiniment voisins font entre eux est Vangle de flexion ou de torsion de la courbe.
Pour déterminer la tangente à la courbe, il suffit de connaître les angles que la partie positive de la tangente fait avec les trois directions positives de trois axes coordonnés.
On détermine l'angle de contingence de la courbe de la manière suivante : du. sommet de l'angle et dans son plan, on décrit avec un rayon égal à l'unité un arc de cercle; la grandeur et la direction de cet arc infiniment petit, compté en allant de la première tangente à la seconde, donnent la grandeur et la direction de l'angle de contingence.
On regarde comme étant la partie positive de la normale à un plan osculateur celle suivant laquelle un spectateur étant placé voit l'arc de contingence aller de gauche à droite ou
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bien de droite à gauche. Une fois ce choix fait, il faut rester Odèle à rhypothèse que l'on a faite.
L'angle de flexion se détermine par la grandeur et la direction de l'arc de cercle infiniment petit, décrit du sommet de l'angle de deux normales positives à deux plans osculateurs infiniment voisins avec un rayon égal à l'unité.
31. Des équations élémentaires d'une courbe. — Revenons maintenant au n** 2. Si le polygone considéré devient infinitésimal, les formules (4) de ce numéro deviennent
Elles expriment les rapports différentiels de l'élément de l'arc de courbe, de la déviation et de la flexion à la variation du paramètre /, qui fixe la position d'un point sur la courbe. Ce sont les équations élémentaires de la courbe, parce qu'elles font connaître directement et sans intermédiaire les trois éléments : arc, déviation^ flexion. Quand les trois fonctions /, 9 et ^ seront données, la forme de la courbe sera déterminée, et, pour que sa position le soit, il suffira de se donner un point de cette courbe et la direction de la tangente en ce point.
Si, au lieu de prendre la variable / pour variable indépendante, on prend l'angle e résultant de l'intégration de la deuxième des équations [4]
(2) e-e.= r?(/)rff,
les équations élémentaires de la courbe se réduisent à deux, qui sont
la première donnant le rapport de l'élément de l'arc de courbe à la déviation, et la seconde le rapport de la flexion a la déviation, c'est sous celte dernière forme que ces équations seront le plus souvent employées.
La définition, qui sera la traduction géométrique des équa-
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lions élémentaires d'une courbe, sera appelée définition élémentaire de cette courbe, et elle aura cet avantage sur les autres définitions de la même courbe, qu'elle n'introduira aucun élément étranger. Ainsi l'hélice est la courbe dont les rapports de Tare et de la flexion a la déviation sont constants. Le but de l'analyse consistera à déduire les différentes propriétés de la courbe des deux équations élémentaires.
32. Nature géométrique des équations élémentaires, — i^ Si nous concevons que l'on rabatte successivement, sur un plan osculateur initial, la série des plans osculateurs en faisant tourner successivement chacun d'eux aulour de l'intersection commune de ce plan avec le plan infiniment voisin, pendant cette opération, les flexions seules seront détruites; mais la longueur des éléments linéaires et les déviations ne seront pas changées, et la courbe sera transformée en courbe plane. Or, dans cette courbe plane, la somme des déviations représente l'angle des deux tangentes extrêmes, de sorte que, si et représente l'angle que la tangente initiale fait avec un axe fixe situé dans le plan de la courbe, par exemple Taxe des x^ e sera l'angle de la tangente finale avec le même axe. D'après cela, les deux premières équations [4]i ou bien la première équation [4']» sont les équations élémentaires de cette courbe plane, que, pour cette raison, nous appelons caractéristique plane de la courbe gauche.
a*" Concevons que, par le centre d'une sphère dont le rayon est l'unité, on mène une série de rayons parallèles à la suite des tangentes de la courbe gauche donnée, les extrémités de CQS rayons formeront une courbe sphérique telle, que l'élément d'arc de cette courbe sera, en grandeur et en direction, la déviation de la courbe non plane ; l'ensemble des rayons formera une surface conique telle, que l'angle de deux plans tangents infiniment voisins sera Tangle de flexion de la courbe donnée, et, comme cet angle est le même que l'angle de deux arcs de grands cercles infiniment voisins tangents à la courbe sphérique, l'angle de flexion de la courbe donnée n'est autre chose que l'angle de déviation ou de contingence géodésiques de la courbe sphérique; les deux dernières équations [4]> d'à-
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près les principes que nous avons posés dans noire Analyse infinitésimale des courbes situées sur une surface^ sont donc les équations élémentaires de la courbe sphérique, puisqu'elles font connaître pour chacun de ses points Télénuent d'arc et l'élément de contingence géodésique de cette courbe. On arrive donc à cette proposition :
Théorème. — La courbe sphérique^ lieu des extrémités des rayons parallèles aux tangentes de la courbe gauche^ est telle que son arc élémentaire et son angle de contingence géodésique égalent, le premier la déviation de la courbe gauche^ et le second l'angle de flexion de cette courbe.
C'est à cause de cette propriété que nous appellerons la courbe sphérique caractéristique sphérique, et nous verrons que celte courbe donne la détermination de l'une des deux questions du problème des courbes gauches, la plus difficile et la plus importante.
Si l'on développe le cône dont il vient d'être question sur le plan tangent initial, chacune des rotations autour des génératrices successives qu'entraîne ce développement est égale à l'angle de flexion de la courbe gauche correspondant à cette génératrice, et l'angle compris entre la génératrice initiale et la génératrice finale après le développement sera e — Co, de telle sorte que, si s^est l'angle de la première génératrice avec un axe fixe situé dans ce plan, l'angle e sera l'angle de la seconde avec le même axe.
33. Propriétés de la caractéristique plane. — Examinons tout ce qui résulte de la connaissance des équations élémentaires de cette caractéristique.
Cercle osculaieur. — C'est le cercle qui passe par trois points infiniment voisins de la courbe gauche. So\eni{Jîg. 5) A, Al, Ai ces trois points; par le point Ai menons le diamètre du cercle Ai D, prolongeons la corde AAi d'une quantité A, A' qui lui soit égale, et décrivons, *du point Ai comme centre, un arc de cercle A'I compris entre les deux côtés Ai A' et A, A,; tirons les cordes AD, AsD; les angles A' Ai As et ADA, sont égaux comme ayant les côtés perpendiculaires. D'après cela, l'arc
DBS G0UEB£8 6AUGHB8. 6l
de cercle AÂt As égale AiD.Ae, et comme l'arc A Ai Ai a la même limite que ^s-h{às 4- A'5), arc de courbe correspon-
dant, en appelant p le rayon du cercle limite, on a la formule
Normale principale. — D'une autre part» il est facile de voir que les trois lignes AD, Ai D, As D ont la même limite que l'arc de cercle A'I, c'est-à-dire la normale à la courbe située dans le plan osculateur, normale qu'on appelle normale principale.
Nous serions arrivé aux mêmes conclusions en partant de l'équation (R) du n** 5 et en passant à la limite.
Comme la courbure de ce cercle mesure la courbure de la courbe, on rappelle aussi cercle de courbure. De là résulte la proposition suivante :
I® V équation élémentaire de la caractéristique plane donne le rayon de courbure de la courbe gauche donnée.
3Jt. Rectification de la courbe. — Intégrons les équations [4] et [4'] entre limites, nous aurons les trois équations suivantes :
[i]s^s,=Sf{t)dt, B^u=M^)dt, ^^r^.=f^(t)dt, ou encore
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on voit que les deux premières équations [i]» ou la pre* mière [i'], sont les intégrales de l'équation élémentaire de la caractéristique plane. De là résulte que :
a^ La rectification de la courbe gauche est donnée par l'intégration de l'équation de la caractéristique plane.
Quadratures. — Supposons qu'à partir du point de contact on porte sur chaque tangente à la courbe gauche une longueur variant d'une tangente à Tautre, d'après une loi indépendante de la flexion de la courbe. Appelons u cette longueur; l'aire A, balayée par la longueurs qui est une fonction de 6, aura pour expression entre limites
or cette aire est celle qui aurait été balayée par la même longueur u de la tangente à la caractéristique plane comptée à partir du point de contact.
35. Coordonnées rectangles de la caractéristique. — Rapportons maintenant un point quelconque de cette caractéristique plane à deux axes orthogonaux OX, OY situés dans son plan, et soient X, Y les coordonnées de ce point par rapport à ces axes. Si l'on remarque que ^X et ^Y sont les projections de l'arc ds sur les axes, et que la tangente en ce point fait avec l'axe des X un angle e, on aura les deux équations
dX d\
—j- =:cose, — T- = sin6.
ds ds
Si l'on a égard à la première équation [4']» qui donne la valeur
ds de ^9 on aura, en intégrant entre limites, les deux équations
Ti'—\9=l /,(e)coserfc, Y--Yo=/ /(e)sinerf€,
qui sont les équations de la caractéristique plane en coordonnées rectangulaires.
36. Propriétés de la caractéristique sphérique. — La caractéristique sphérique donne, de son côté, d'autres éléments non moins importants de la courbe gauche donnée.
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Binormale. — C'est la normale au plan osculateur» et elle est appelée binormale, parce que, si Ton mène en un point d'une courbe gauche une normale à la tangente, il y en a une inûnitéy mais il n'y en a qu'une seule qui soit normale à deux directions infiniment voisines de la tangente. La caractéristique sphérique donne la direction de la binormale; considérons^ en effet, deux points infiniment voisins r, Ti de cette caractéristique; si l'on élève par le centre O de la sphère une normale au plan O, t, ti, de manière que l'arc qui va de t en ti soit vu de gauche à droite par un spectateur placé suivant cette normale, on aura la direction positive de la binormale. Il suffira donc de prendre le pôle de l'arc du grand cercle tangent en T à la courbe sphérique, et ce pôle v sera l'extrémité de la direction Ov.
Direction du rayon du cercle osculateurà la courbe donnée. — Ce rayon, ayant à la limite la même direction que l'arc de cercle compris entre deux directions infiniment voisines de la tangente à la courbe donnée, a la direction de l'arc tti de la courbe sphérique, c'est-à-dire la direction de la tangente à cette courbe.
Angle de troisième courbure. — C'est l'angle de deux directions positives infiniment voisines du rayon de courbure de la courbe donnée, et par conséquent l'angle de contingence de la courbe sphérique.
37. Plan rectifiant. — C'est le plan de la tangente et de la binormale à la courbe donnée.
Droite rectifiante. — C'est l'intersection de deux plans rectifiants infiniment voisins. En effet, si l'on se reporte au n"" 4, on voit que la droite OP et l'intersection des deux plans NOT, NiOTi se confondent à la limite. 11 résulte de là que la droite rectifiante de la courbe donnée est en un point la droite menée par ce point perpendiculairement à deux directions infiniment voisines du rayon de courbure. Cette droite n'est donc autre chose que la binormale de la caractéristique sphérique.
Proposons-nous de calculer les angles que la droite rectifiante fait avec la tangente et la binormale de la courbe
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donnée. Appelons m la droite rectifiante; si Ton se porte au n® k et qu'on passe à la limite, on aura, en faisant usage des deux dernières équations,
,^, sînfcj, t) sinfcT, v)_ i
de d(ù ^c((ù' 4- de' '
nous avons donc la position de Taxe de rotation qui doit amener par une seule rotation un élément linéaire de la courbe gauche dans la direction de l'élément linéaire infiniment voisin.
La grandeur de cette rotation est donnée par Tangle zrnzt qui, d'après la valeur du sinus de NPT' (numéro cité], devient
égal à v/c^a)'+ e/e' lorsqu'on passe à la limite; si l'on appelle cet angle dn, on a la relation
(6) rf8'==rfa)»-^-rfe^
Calcul de l* angle de troisième courbure. — Le même calcul peut être fait au moyen de la caractéristique sphérique; en effet, considérons un troisième point t2 de cette courbe, joignons par des droites les points r, Ti ainsi que Ti, Ti; soit prolongé le côté TTi jusqu'en a {/tg. 6); projetons le côté TiT, sur
Fig. 6.
le plan tangent à la sphère mené suivant rti et sur le plan normal mené suivant le même élément; soient TiC, ttfr ces projections; les angles de ces deux plans avec le plan osculateur tti ts sont complémentaires et les mêmtes que Or et Ov font avec Om, puisque ces droites sont respectivement per-
DBS COURBES GAUCHES. 65
pendiculaires à ces plans; on a donc les deux équations ar, b = aTiT2Sin(cj, t), «Ti c = aTiT2C0S(cj, t).
Or l'angle or, c est rfw; l'angle ar,6 esl l'angle de deux perpendiculaires aux deux positions infiniment voisines Or, Or., perpendiculaires situées dans le mènne plan; cet angle est donc égal à de, de sorte que, si l'on appelle rfe, l'angle de contingence de la courbe sphérique, on a les deux équations
de . , . dM
— = sin(cj, t), -— -r- = cos(cy, r),
desquelles on conclut que dsi est égal à dn, comme d'ailleurs on le voit directement d'après la définition de ces angles.
38. Usages de l'équation de la caractéristique sphériqne. — Représentons par H l'angle que la direction Oxs de la droite rectifiante fait avec la direction de la tangente; les deux équations précédentes donnent, en ayant égard à la deuxième des équations [4']»
(7) COtH= — 4*,(e), rf«=:rf€v/l4-[^.(£j]*.
Donc le second membre de l'équation de la caractéristique sphérique est égal» au signe près, à la cotangente trigonométrique de l'angle que la droite rectifiante de la courbe donnée fait avec la tangente à cette courbe.
D'une autre part» si Ton construit la surface dévetoppable, lieu des positions successives de la tangente à la caractéristique sphérique, et qu'on développe cette surface sur un plan, l'élément d'arc de et l'angle de contingence dn ne sont pas altérés par ce développement, et la seconde des deux équations précédentes sera l'équation élémentaire de cette, courbe plane. Dans cette courbe, la somme des déviations dn sera l'angle compris entre deux tangentes extrêmes, de sorte que, si la tangente initiale fait avec un axe fixe l'angle »o> » représentera Tangle de la tangente firtale avec le même axe, et Ton aura l'équation
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qui donnera la valeur de cet angle en fonclion de l'arc s; cette équation donne aussi la rectification de la caractéristique sphérique; il suffit de la résoudre par rapporta e.
On aurait également pu obtenir la rectification de celte courbe en intégrant la deuxième des équations [4']*
39. Propriétés résultant de la combinaison de deux caractéristiqnes. — Certains éléments de la courbe gauche donnée dépendent à la fois des deux caractéristiques.
Rayon de flexion. — Si l'on construit une longueur donnée par le rapport de l'arc ds à la flexion dtùy et qu'on porte cette ligne» à partir du point de la courbe, dans la direction de l'arc de cercle qui mesure l'angle de deux binormales infiniment voisines, on a le rayon de flexion de la courbe, qu'on appelle aussi rayon de deuxième courbure, SI l'on appelle v ce rayon, en divisant l'une par l'autre les deux équations élémentaires [4'] de la courbe, on obtient
On déduit de là que le rapport des deux seconds membres des équations de la caractéristique plane et de la caractéristique sphérique est le rayon de flexion de la courbe gauche donnée.
On reconnaît que les directions des rayons de première et de deuxième courbure sont les mêmes, parce que, si l'on se porte à la courbe sphérique, les arcs rr' et vv' ont, à la limite, des directions parallèles entre elles et à la normale principale de la courbe donnée.
Soitp le rayon de première courbure de la courbe donnée; en combinant Téquation précédente avec la première des équations ( 7 ), on trouve
- = — tangll,
relation qui lie les deux rayons de première et de deuxième courbure avec l'angle H de la droite rectifiante et de la tangente à la courbe donnée.
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Hayon de troisième courbure. — Si Ton conslruil ane longueur égale au rapport de l'arc ds à Tangle dn de troisième courbure, et qu'on porte cette ligne à partir du point de la courbe dans la direction de l'arc de cercle qui mesure l'angle de deux directions infiniment voisines du rayon de courbure, on a le rayon de troisième courbure; si Ton appelle Si ce rayon, on a, par suite des équations (7),
on déduit aussi des équations (5) les deux relations suivantes :
- = -s.nH. -=_-cosH.
desquelles on tire la relation
II I
qui montre que les rayons de trois courbures sont entre eux comme les trois hauteurs d'un triangle rectangle. .
La direction du rayon SI est perpendiculaire à la droite rectifiante et située dans le plan rectifiant. Cela résulte de la caractéristique sphérique.
Forme de in courbe. — La courbe est donnée de forme , mais non de position, par les équations élémentaires, — En effet, si Ton considère les équations [4']> les différentielles ds^dt, dtù sont données en chaque point en fonction de t par ces équations; ces différentielles peuvent être considérées comme donnant le côté d'un polygone infinitésimal, Tangle de deux côtés consécutifs, le dièdre des plans contenant deux angles consécutifs; donc, si l'on se reporte à la démonstration donnée au n° 3, on voit que ces trois éléments déterminent la forme du polygone. Il est vrai que la construction de ce polygone sera seulement approximative, parce que les différences finies et les différentielles ne peuvent pas être rigoureusement les mêmes; mais l'erreur commise sera d'autant moindre que la valeur de A/ sera plus petite. »
68 LIYRK 1. — SECTION I. — CHAPITRE 11.
§ II. — Deuxième système d'équations. Intègràies premières.
kO. Deuxième système d'équations, — Dans ce syslème, la courbe gauche est déterminée par la caractéristique plane dont réquation est
ids) %=m,
et parles cosinus des angles que la tangente fait avec les trois axes, cosinus qui sont connus en fonction de ^ de sorte que Ton a les trois équations contenues dans le type suivant :
(lO) COS(t, d?) = T„ (3)
T,, Tj, Ti étant des fonctions de ty et il s'agit de déterminer tout ce qui concerne la courbe gauche donnée.
Angle de contingence. — Si Ton passe à la limite, I.es équations (6) du n® 7 donnent les trois équations contenues dans le type suivant :
(il) rfecos(p, 0?) = (/cos(t, ^) = c/r„ (3)
desquelles on déduit, en élevant au carré et en ajoutant, la relation suivante :
[di) rfe»=S[rfcos(T, ^)p=:rf/»S^^y^
cette équation est la deuxième des équations élémentaires de la courbe.
41. Rajron de courbure. — Si Ton divise les équations (i i) par réquation ( ds), on aura les trois équations renfermées dans le type suivant :
/ rN cosfp, j:) du f^.
et aussi
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lesquelles font connaître le rayon de courbure et les angles que ce rayon fait avec les trois axes.
Jngles de la binormale avec les trois axes. — Si l'on passe à la limite, les équations (8) du n® 8 fournissent les trois suivantes :
(12) rfecos(v, ;r)= Tj rfr, — T, rfr,,
lesquelles donnent les angles de la binormale avec les trois axes, et, de plus, une nouvelle expression de l'angle de contingence provenant de ce que, si l'on élève ces trois équations au carré et qu'on ajoute membre à membre, on trouve l'équation
et conséquemment
ds*
—- = S(Tr dr, — T, rftr)'.
42. Flexion de la courbe. — Nous avons déjà vu (39) que les directions de deux arcs de cercle qui mesurent, l'un l'angle de contingence, l'autre l'angle de flexion, sont les mêmes; d'après cela, si l'on passe à la limite, les équations (9) du n"" 8 deviennent
(i3) d(ùCOs[pf x) = dcos(Vf x). (3)
Si l'on divise ces équations respectivement par les équations (i 1), on obtient les trois relations suivantes :
, , , rfw rfcos{v, ^) Trdzs — udrr ,^.
de dcosiZfX) dz^
l'une de ces trois équations fait connaître le rapport-^» ce
qui est la troisième équation élémentaire de la courbe gauche. On peut aussi élever au carré les équations (i3) et ajouter; en obtient ainsi
(rfw)' rfû>'=S[dcos(v, x)y=z 2-S(zrd'T,^T^d'zyy.
LIVRE 1. — SECTION I. — CHAPITRE II
On peut obtenir une troisième expression de ia flexion résultant du théorème suivant :
Théorème. — La perpendiculaire au plan de deux positions infiniment voisines de la binormale est de même direction que la tangente à la courbe ou de direction opposée.
Soient deux positions v, v' inflniment voisines de la binormale v; menons d'un point deux parallèles à ces directions, égales à Tunité, et achevons le triangle; la perpendiculaire au plan de ce triangle est parallèle à la tangente à la courbe, puisque les deux binormales v et v' sont perpendiculaires Tune et l'autre à la seconde position de la tangente t; de là résulte que la perpendiculaire en question est, à la limite, parallèle à la tangente r. On voit que la direction de cette perpendiculaire est la même que la tangente t pour un spectateur qui, placé suivant cette tangente, voit le mouvement de la binormale s'effectuer de gauche à droite et de direction opposée, lorsque le spectateur placé suivant cette tangente voit le mouvement s'effectuer de droite à gauche.
Ce théorème posé, l'aire du triangle considéré est \d(ù; et, si Ton projette cette aire sur les trois plans coordonnés, on aura les trois équations suivantes :
— rfa)COs(T, J3) = cos{v,a:)rfcos(v,r) — cos(v,j)rfcos(v, j;). (3)
Si l'on remplace dans ces équations les différentielles des cosinus des angles que v fait avec les trois axes, par leurs valeurs tirées des équations (12), on obtient les équations
— rferfa)r,=:COS(v,J?)(T,rf='T,— T,d'T,) — C0S(v,7)(r^rf'Tx — Ts(/=T^),
que Ton peut écrire sous la forme suivante :
— cferfwT, =:t,[cos(v, x)d'^rx -+- cos(v, j)rf*T^ -h cos(v, Z)d^Zt]
— ^/tï[t,cos(v, ^) -f- T;..C0S(V,7) +T, cos(v, z)];
et, comme la seconde ligne est nulle parce que l'angle des deux directions v et t est droit, on tombe sur l'équation suivante :
(rffi, dùi) dedfji ^ S[cos(v, x)d^Zx]f
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de laquelle on déduit
Sari
qui est la nouvelle formule de la flexion que nous nous proposions d'établir.
43. Kafon de flexion. — Pour obtenir le rayon de flexion au moyen des données de la question, il surfit de diviser l'une des trois expressions de la flexion que nous venons de trouver par l'équation (ds); on obtient ainsi l'une des trois expressions suivantes, en représentant les dérivées par rapport à / d'une variable par cette variable accentuée
/( < ) Sri'
44. Droite rectifiante. — Cette droite étant perpendiculaire à deux positions infîniment voisines du rayon de courbure, on obtient, en raisonnant comme précédemment (41), les trois équations suivantes, en représentant par is la direction de cette droite,
rf»cos(tïT, z)=cos(p, ^)rfcos(p,y; — cos(p,7)rfcos(p, :r;. (3)
Or, si l'on a égard aux équations (i i), un obtient les trois nouvelles équations
(l4) rf«COS(cJ, 2)= — ((/T,rf»T, — dXjd^Xx)y (3)
qui font connaître les angles que la direction js fait avec les trois axes.
Angle de troisième courbure. — On déduit des équations ( i4)9 dont on fait la somme, après élévation au carré, Téquation suivante :
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on en déduit l'expression de la troisième courbure de la Cjourbe donnée
Nous démontrerons plus loin des expressions plus simples de ces deux éléments.
§ m. — Troisième systèmb d'équations.
kS. Équations cartésiennes de ta courbe^ -^ On donne les coordonnées x, jr, z d'un point quelconque de la courbe en fonction d'une variable t, et il s'agit d'exprimer, au moyen de ces coordonnées et de leurs différentielles, tous les éléments de cette courbe. Nous supposerons le système rectangulaire et les coordonnées données par les équations
Tangente. — Le déplacement effectué sur la courbe étant ds, les projections de ce déplacement sur les trois axes seront dx, djTj dz; on aura donc les trois équations :
dx dy dz
cos(r, x)= ^» (iOs{T,x)='±y cos(t,js)= -^y
qui font connaître par leurs cosinus les angles que la direction du déplacement infiniment petit ds fait avec les trois axes.
Différentielle de l'arc. — ■ Des équations précédentes on déduit l'équation
[ds] ds^=dx^-\- dj^-hdz^,
• qui donne l'expression de la différentielle de l'arc.
Angle de contingence. — 11 suffît de porter les valeurs des cosinus (r, x)y (t, j), (r, 2) tirées des équations précédentes da/^s les équailons (11); on aura les trois équations
dx
[ll'J rf£COS(p, ^) = rf jj
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et conséquemmcni
dxV
angles de la binormaie avec les trois axes. — Si l'on se porte aux Tormules (i 5] du n^ 14 et qu'on passe à la limite, oa aura les trois équations
rfr rf'x — dx d}Y Z , , , cos(v,^)= ^^,^^ -a^- (3)
auxquelles il faut joindre la relation résultante
[rfe]' ds'dt'^^^^dyd'z — dzd'yY,
qui est une nouvelle expression de l'angle de Contingence»
Deuxième expression de V angle de contingence. — Si l'on» se porte aux formules du n*" 15 et qu'on passe à la limite» oni obtient l'équation
[dzY ds'de,''=S(d'xy^{d's)K
46. Rayon de courbure, — Les équations [ii'] divisées, par ds donnent les équations suivantes :
les équations [rfe], [rfs]', {di^ donnent les trois expressions suivantes de la courbure :
(?) ?^^[dsWi\'
ds^
— j- =:zS{dxd^y^ djrd^x)\
'^ ds*
y = S{d^xy^{d^s}\
Les équations [i i'] donnent la direction du rayon de courbure et les trois suivantes son intensité.
Flexion en fonction des coordonnées, — Si l'on se porte
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au n'' 16 ei qu*on passe à la limite, on obtient l'expression sui-
vante :
Deuxième expression de la flexion. — De même, si Ton passe à la limite, l'équation finale du n^ 17 donne
•• ^ ds*dB^
Rayon de deuxième courbure. — On déduit de ces deux
équations les expressions suivantes du rayon de deuxième
courbure : ^
• ^_ ^S\drx
v~^ ds' '
v' ^ ds'
47. Transformation des formules, — Les formules relatives au rayon de courbure sont susceptibles d'une transformation qu'il est utile de connaître.
Remarquons que, la direction de p étant perpendiculaire aux deux directions t et v, en posant toujours
X^zdrd'z — dzdy, (3)
on a l'équation
, , . Ydz-Zdr decos{p,x)=z ^-^ — ^.
Or nous avons trouvé (45) l'équation
-=Wë)T-[''(S)]'*K£)T-
que l'on peut écrire sous la forme suivante :
dî^(d^-£\('Os{p, x)^ (^/-|^jcos(p, v)4- yf-f^y^^ip^ -•)'
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Si Ton effectue les différentiations et qu'on pose, pour
abréger,
Ydz — Zdy^z^, (3)
on trouve successivement, en remarquant que le facteur de d*s s'annule,
,, „ , . i dsd^x — dxd'sX j ^X^d^x
de=^co^{?,x\\^ -^^ jjj = s-^^,
et conséquemment on obtient la formule
§ IV. — A IMPLICATIONS.
4-8. De l'hélice, — L'hélice est la transformée d'une droile située dans un plan après l'enroulement du plan sur un cy lindre. Si le cylindre est circulaire, l'hélice est dite à bcLse dpculaire.
Équation de la courbe. — D'après cette définition, si a est le rayon.du cercle, et que l'on prenne les axes coordonné!» cartésiens, tels que l'axe des z soit l'axe du cylindre circulaire, l'axe des x situé dans un plan perpendiculaire passe par le point d'intersection de ce plan et de la courbe, et l'axe des j* la partie positive de la droite perpendiculaire au plan des deux, autres; en représentant par t l'angle que la projection du< rayon vecteur fait avec l'axe des x, et par m la tangente trigonoméirique de l'angle / que la touchante à la courbe fait avec le plan des xy^ les coordonnées d'un point quelconque de la
courbe sont données par les équations
jT^rflCOS/, y = as\ïit, z = amt.
Différentielles :
dx =^ — as'intdi, djr =^ acostdi^ dz z= amdt; d^x =^ — a cos t dt^, d^y ^-^ — a sin / rf/^ d}z ~-o\ t d^x -z a sin t dl^, d^y n- — a cos / dt^, d^z =^ o.
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Binômes X, Y, Z :
X = a*m s\ïïtdt\ Y = — a^mcostdt\ Z = adP; dX = a^mcostdt*^ rfY= a^msintdl*, rfZ = o.
Tangente :
cos(T,ar) = — sin/cosi, cos(t, j)=costcosi, cos(T,a) = sini. Différentielle de l'arc :
ds = ; dt,
COS
Binormale :
cos(v, a:) = sin/sîn/, cos{v,7)=: — cosisini, cos(v, «) = cosi. Normale principale :
cos(p, x):= — costy cos{p,xJ=z — sin /, cos(p, 2)=o.
Jngles de contingence et de flexion :
dt . rfw . .
---—cos^, -j- = sini.
dt dt
Rayons de première, de deuxième et de troisième courbure :
I cos^i I cosisini 1 cosi
pat' a él a
Coordonnées oc, ^, y du centre de la sphère osculatrice et du centre de courbure. — Ces deux centres coïncident :
«= — alang*isin/, (3 = — a langui cos/, y ==rtlang/./.
Équations élémentaires :
ds a dt . d(ù . .
-7; = .j -r:=cosi, -Tr=::sini.
dt cosi dt dt
Droite rectifiante. — La direction de cette droite coïncide
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avec Taxe du cylindre; cela résulte des équations
, , . dt sin(iïT, z)=^-T. =cosi,
cos(cy, v)= — -^' = — sini, cos(Gy, p) = o;
cotH = — tangf.
Ces formules diverses ont été calculées directement au moyen des équations de la courbe; mais on peut aussi les déduire des équations du polygone hélicoïdal qui ont été données dans le Chapitre I (20); il suffira de passer à la limite en posant A/ nul.
Il serait facile de montrer que toute l'économie de Thélice est la conséquence des formules que nous venons de calculer. Nous laissons au lecteur le soin de faire cette déduction, qui servira de contrôle à l'étude que nous avons déjà faite du polygone hélicoïdal dans le Chapitre P'.
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DU POINT
La question qui va nous occuper consiste à déduire des équations élémentaires d'une courbe les coordonnées d'un point quelconque de cette courbe.
Cette question, lorsqu'il s'agit de courbes planes, peut être complètement résolue en ce sens, que l'on obtient les coor- <lonnées du point de la courbe au moyen de simples quadratures; mais il n'en est pas de même des courbes non planes. Le problème dans sa généralité est au-dessus des forces de l'Analyse, parce que Ton se trouve en présence d'une équation (lifTérentielle qu'on ne sait pas intégrer et qu'on n'est parvenu à intégrer que dans deux ou trois cas. Cependant cette question doit être abordée lorsque l'on veut pénétrer dans les entrailles mêmes du sujet. C'est la solution de cette question qui donnerait la vraie théorie des courbes et la seule classification rationnelle à laquelle on puisse les soumettre. Les auteurs qui ont écrit sur les courbes, ayant posé la question en sens inverse, ne se sont nullement préoccupés de la solution; il n'y a, à notre connaissance, que M. Serret et le D' Hoppe qui aient posé directement la question et qui nous aient laissé des recheiches importantes sur cette matière, digne des efforts des plus grands analystes. Les idées que nous avions sur la vraie théorie des courbes, et qui ont été la base des recherches que nous avons publiées depuis un quart de siècle, nous plaçaient directement en présence du problème dont il s'agit. Ce sont les résultats de ces géomètres et ceux que nous avons obtenus nous-mème que nous allons exposer dans le présent Chapitre, que nous partagerons en deux parties, la
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première relative au mouvement angulaire d'une droite, la seconde relative aux applications de ce mouvement à la théorie des courbes. Cette exposition esi basée sur une méthode nouvelle et à nous personnelle.
§ I. — Des déplacements angulaires d*unb droite.
Avant d'étudier les courbes en elles-mêmes, il importe d'étudier les angles infîniment petits que font entre elles les positions successives d'une droite, et de fixer les variations angulaires d'autres droites intimement liées avec la première. Celte étude fait connaître les lois qui règlent ces variations et qu'il est indispensable de^connaltre.
49. Principe des courbures inclinées, — Courbure inclinée d'une ligne suivant une direction quelconque. Pour rester (idèle à nos conventions, si une ligne v se déplace d'après une loi connue, de telle sorte qu'un de ses points parcoure un arc 5, nous appelons courbure inclinée de Tare s suivant la direction v le rapport du déplacement angulaire inflniment petit de la ligne v au chemin infiniment petit parcouru par le point sur Tare ds^ et nous représentons cette courbure par
L'arc de cercle décrit d'un point de la droite comme
centre avec un rayon égal à l'unité, entre la première position de la droite et une parallèle menée de ce point à la seconde position de cette droite, est appelé arc de contingence inclinée de la ligne s suivant la direction v et représenté par le symbole 5v.A. Cet arc de cercle représente en grandeur et en direction la courbure inclinée.
Cette conception est tout à fait générale et s'applique sans exception à loutei les courbures que les géomètres introduisent dans le calcul, ainsi qu'à toutes les grandeurs de l'ordre (les courbures qu'ils considèrent, et la courbure Inclinée les comprend toutes comme cas particuliers, comme nous le prouverons successivement.
Farialions d*un angle. — Soient deux droites v, fz, formant entre elles un angle (v, a) variable, et dont le sommet par-
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court l'arc infiniment petit dk; on a, par rapport aux (rois coordonnées rectilignes or, r» z, la relation
cos(v, /:a) = 2 cos(v, x) cos(/x, x)t
le signe Z se rapportant aux trois axes coordonnés; si Ton prend la variation suivant le déplacement (fk, on aura, en introduisant les courbures inclinées et en restant fidèle aux conventions établies, la relation fondamentale
rfcos(v, fji) __ rosffjt, ^,x) cos(v, JÇ^^x)
SoitTT la normale au plan parallèle aux deux directions v et fx. Si, conformément à notre usage, on représente par les mêmes lettres de l'alphabet romain affectées de l'indice (tt) les projections des deux courbures sur le plan des deux droites dans leur position primitive, l'équation précédente pourra s'écrire sous la forme suivante :
iiy d{v.{j.)_ I
Les formules (X), (A)' se démontrent avec non moins de facilité parla Géométrie; car, si du sommet de l'angle on mène des parallèles aux positions des deux côtés après leur déplacement, qu'on projette l'angle ainsi obienu sur le plan des deux côtés avant leur déplacement et que du sommetde l'angle, avec un rayon égal à Tunité, on décrive dans ce plan une circonférence de cercle, on voit directement que la variation de l'angle des deux droites est égale à la somme des projections des déviations des côtés sur le plan des deux droites; ce qui n'est autre chose que le principe exprimé par l'équation ( X /, que l'on peut aussi énoncer de la manière suivante :
Thêorèihb. — La variation d*un angle est la somme des projections, sur le plan de cet angle, des arcs de contingence inclinés de la ligne décrite par le somme t^ suivant chacun des deux côtés de l'angle.
50. Trièdre trirectangle dérivant du déplacement angulaire d'une droite. — Soit (Jig. 7) une droite dont un point déter^
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miné parcourt une courbe donnée, la direction de cette droite variant d'après une loi donnée. Marquons, à partir du point 0, où la droite dans une de ses positions coupe la courbe, la position positive de cette droite; supposons que du même
point 0 une sphère soit décrite d*un rayon égal à l'unité, et soit r le point où sa surface coupe la partie positive de la droite; soit r' l'extrémité du rayon de cette sphère parallèle n la direction positive de la ligne infiniment voisine; l'arc de grand cercle qui va de r en t' est connu en grandeur et en direction. Soit Op un rayon parallèle à cette direction, qui à la limite est la même que celle de la corde rr'; si nous élevons un rayon Ov perpendiculaire au plan tOt' du côté où le déplacement de Or est vu de gauche à droite par un spectateur placé suivant la direction Ov, cette direction sera prise positivement et la position opposée négativement. Les trois rayons positifs Or, Op, Ov forment un trièdre trîrectangulaire : la considération de ce trièdre est d'une grande utilité.
Trièdre Irirectangle infiniment voisin, — Soit Ot" un rayon parallèle à une troisième position de la droite; les deux rayons Ot', Ot^ donnent naissance à un second trièdre trirectangle dont les arêtes sont Or', Op', Ov'. Ce trièdre est formé d'après la même loi que le précédent? les trois arcs (r, r^), (v, v'), (p, p') jouissent des propriétés suivantes :
I*» Les arcs (t, t'), (v, v'), formés par les positions infiniment
82 LIVRB I. — SKCTIOlf 1. -- CHAPITRE III.
voisines des rayons Or, Ov, ont la même direction ou des directions opposées.
En effet, le point z' est éloigné d'un quadrant des points v, v'9 p'; d'ailleurs Op' est perpendiculaire sur Ov'; donc, à la limite» l'arc (y, v') sera parallèle à Op', et par conséquent à Op. Mais Op est à la limite parallèle à l'arc (t, r'); donc ces deux arcs sont parallèles entre eux et à la direction Op: l'arc (v, v') sera pris positivement s'il a la même direction que Op. et négativement s'il a la direction contraire.
2? Les trois arcs (r, t'), (v, y'), (p, p') sont, en grandeur, les trois côtés d^un triangle rectangle dont (p, p') est V hypoténuse»
Les trois points t, z', p sont situés sur un arc de grand cercle ; les trois points v, v\ p' sont aussi situés sur un arc de grand cercle qui coupe en / le premier orthogonalement; or, dans le triangle rectangle infîniment petit pp'i, l'arc (i, p') est égal à l'arc (v, v'), puisque les points v, v' sont les pôles des deux grands cercles (p, t'), (p'>t') qui forment entre eux l'angle mesuré par (i, p'); on a aussi l'arc (i, p) égal à l'arc (t, t') par une raison semblable. Donc, si un irièdpe trirectangle est formé, d'après la loi précédente, dans une seconde position de ce trièdre, les déplacements angulaires infiniment petits sont entre eux comme les trois côtés d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est (p, p') et les deux côtés de l'angle droit sont l'un ( I, p) perpendiculaire à l'arc ( v, v') et l'autre (i, p') perpendiculaire à l'arc ( T, r'). On a donc la relation
Nous appelons les arêtes Ot, Ov, Op du trièdre considéré la première, la deuxième, la troisième arête du trièdre, et première, deuxième et troisième face les faces opposées à ce^ arêtes.
51. Trièdre relatif au déplacement angulaire de Ov. Le trièdre trirectangle déterminé par deux positions infiniment voisines du rayon Ov est tel que, la première arête étant Ov, l'arête perpendiculaire au plan de ces positions sera Or', et
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l'arête délerminéo par la direction de l'arc (v, v' ) sera Op' ; de là il résulte que ce trièdre se confondra à la limite avec le trîèdre produit par deux positions infiniment voisines de Or, trièdre que nous venons de considérer dans le numéro qui précède. De là on déduit les propositions suivantes :
1° Si deux trièdres sont tels que le premier résulte du déplacement d'une direction Or, et le second du déplacement de la perpendiculaire Ov à deux positions infiniment voisines de la direction Or, ces deux trièdres sont tels, que la première arête du premier coïncide avec la deuxième arête du second, et réciproquement, et leurs troisièmes arêtes sont communes»
2*» Le déplacement de la première arête du premier trièdre est le même que le déplacement de la deuxième arête du second, et réciproquement, et les déplacements des troisièmes arêtes sont les mêmes.
Nous appellerons ces deux Wihàves conjugués.
52. Trièdre résultant des déplacements de Op. — Construisons le trièdre trirectangle relatif aux dispositions Op, Op', infiniment voisines ; soient Oxs, OX la deuxième et la troisième arête de ce triangle. Tune perpendiculaire au plan Opp% Tautre parallèle à l'arc (p, p'j; les propriétés de ce trièdre sont les suivantes :
I** La première face 'kOm du trièdre pts'k et la troisième face tOv du trièdre tvp sont dans un même plan.
En effet. Oc? est l'intersection des deux grands cercles vOr, y'Or' dont p et p' sont les pôles. D'une autre part, la direction de l'arc (p, p') est perpendiculaire au rayon Op ; donc le rayon OX parallèle à cette direction ne peut se trouver que dans le plan vOt perpendiculaire à Op. Donc :
2*> L'angle que l'arête Ow fait avec l'arête Ov a pour sinus le rapport de l'arc (v, v') à l'arc {p,p'), et pour cosinus le rapport de l'arc {z,r') à l'arc {p, p').
En effet, les deux droites Oxa, Ov sont perpendiculaires chacune à chacune aux deux faces pOp', pOi; donc l'angle dièdre formé par ces deux faces a pour mesure l'angle isrOv.
LIVRE I. — SECTION I. — CHAPITRE III
Or le triangle inflnUésimal ipp' donne les deux relations (n<^50)
de là on déduit les équations suivantes:
sin(Gy, V) = )— -7 =- cos(A, v),
cos(©, v) =: Tr--zi{ = sin(X, v);
et par conséquent
(t t') sin(cj, t)= 7T-ir) = — cos(^»t),
cos(ci, t) = — r n = sin(X, t).
3** Le déplacement angulaire de la ligne Ocj est la différentielle de l'arc (t, cr).
Si Ton considère le déplacement inflniment petit de Ocj et^ que Ton construise le triangle trirectangle résultant de ce déplacement, ses arêtes seront, d'après le numéro précédent, Ow, Op, OX; la ligne Oc/ sera placée dans ce trièdre par rapport à Oc7, comme la ligne Ov' par rapport à Ov dans le trièdre (v, T, p); donc l'arc (w,nj') est la différentielle des deux arcs {xs'f T*), (ïïj, t), parce que, Tangle des deux arcs (cj, v'), (w, v) étant infiniment petit, les arcs (g/, t' ) et (isj', r) diffèrent d'un infiniment petit supérieur au premier. On aura donc les deux équations
(3) (cj. xs') = d arc sin = r^^'
(4) (X,V)'={tii,i55')>H-(p,p')\
11 résulte de ce que nous veifons de dire que, les déplacements angulaires (t, t'), (v, v') étant déterminés en grandeur et en direction, les déplacements de toutes les arêtes des trièdres successifs sont déterminés en grandeur et en direction, et que les positions de ces arêtes par rapport aux arêtes du premier trièdre sont également déterminées.
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53. Démonstration analytique, — Le principe de la courbure inclinée permet de démontrer directement les théorèmes précédents. En effet» si l'on prend les variations des deux cosinus cos(p, t)> cos(py v)» comme ces deux cosinus sont nuls, on aura ( n^" 49 )
rfC0S(p, T) = (p, p')COS(À, T)-h(T, T')C0S(p,p')=rO, rfC0S(p,v) = (p, p')COS(X,v)-H(v, v')COS(p,p')=:0,
et par conséquent
cos(X,t) = - ^~-^=-sin(cj,T),
cos(X, y) = ^)-i—l =- sin(cj, v),
vP> P }
Or les directions p, X, e forment un trièdre trirectangle; par conséquent, la somme des carrés des cosinus des angles que ces trois directions forment avec la direction r ou la direc* A tlon V étant égale à Tunité, on a
cos (d, t) = — , ' ,, = sin ( X, T ), cos (w, v) = -, — ~ = sin ( X, v).
IP>P) . (P>P
Si l'on prend la variation de ces deux cosinus, on aura
rfcos(cy, r) = — sin(TiT, T)rf(nT,T)
= {js, Gj') cos(X, t) -h (t, t') cos(tît, p) = — (bj, Tîj')sin(cj, t),
et conséquemment
rf(?ïj,r) = (cj, cj ).
De même
c/cos(gt, v) = — sln(cy,v)rf(^,v)
= (cy, w') cos(X, v)-h(v, v')cos(bj, p) = — • (gt, gj' ) sin (cj, v)
et par suite
rf(Gj, v) = (©,©'); ]
ce qu'il fallait démontrer.
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5^. Angle* des arêtes des dipers trièdres ai^ec la direction fixe. — Soient Qx^ Oy^ Oz trofs rayons de notre sphère» parallèles aux trois axes coordonnés orthogonaux auxquels la courbe directrice de la droite mobile est rapportée ; puisque cette courbe est connue et que, de plus, le mouvement angulaire de la droite mobile est donné» il résulte que Ton connaît en fonction d'un seul paramètre les coordonnées de la courbe et les cosinus des angles que la droite mobile fait avec les trois axes.
1^ Projetons le périmètre du triangle tOt' sur chacun de ces trois axes; on aura les trois équations contenues dans le type suivant :
(6) (t, t')cos(p, a:) = rfcos(t, or). (3)
Si Ton projette de même sur chacun des trois plans coordonnés l'aire du même triangle, on obtient les trois équations contenues dans le type suivant :
(6') (T,T')cos(v,a?)=cos(T,/)rfcos(T,z) — cos(T,j)rfcos(T,jr). (3)
Les trois premières formules font connaître l'angle (t, t') et les directions de Op par rapport aux trois axes; les trois secondes donnent les trois directions de Ov par rapport aux mêmes axes.
2** Projetons le périmètre du triangle vOv" sur les mêmes axes successivement; on obtiendra les trois équations contenues dans le type suivant :
(9) (v, v')COs(p,ar) = rfcos(y, a:). (3)
3« Projetons le périmètre du triangle pOp' sur la direction Oor; on obtient la relation triple
(il) (p, p')cos(X, ^) = rfcos(p, x).
D'un autre côté, supposons qu'un mobile parcoure le périmètre du triangle infinitésimal ipp' et projetons ce périmètre sur la direction Ox^ nous obtiendrons l'équation
(10) (p, p') cos(X, j:) -4- (t, r') cos(t, x) h- (v, v') C03(v, ^) = o;
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la comparaison de ces deux relaiions donne la suivanle :
(12) rfcos(p, x) — — (t, t')cos(t, x) — {v, v')cos(v, x). 4? Puisque Oiij est dans le plan vOr, on aura l'équation cos(cy, ar) = cos(ïij, v) cos(v, :r)-i-cos(iij,T)coslT,a:), et, en ayant égard aux formules du n^ 53, on aura
(8) (p, p')cos(iïT, a?) = (T, t')cos(v, j;)— (v, v')cos(t, a?).
Les formules (6)9(9) ^^ ('^) ^^^ une grande' importance, parce qu'elles permettent d'exprimer : i*" les cosinus des angles que p fait avec un axe Oxe, et les variations de ces cosinus en fonction des déplacements angulaires (t, t'), (v, v') et des cosinus des angles que t et v font avec la même direction ; 2° les variations des cosinus des angles que t et v font avec i'axe fixe en fonction des mêmes quantités*
55. Du rapport spécifique. — Le rapport différentiel des deux angles (v, v'), (r, t') joue un rôle très-important dans la théorie des courbes, ainsi que dans le mouvement d'une droite. ^ Nous l'appelons, dans le premier cas, rapport spécifique de la courbe pour des raisons que nous verrons plus tard, et, dans le second cas, rapport spécifique du mouvement de la droite, parce que ce simple rapport détermine le mouvement angulaire de cette droite; si l'on divise l'équation (9) par l'équation (5), on obtient la relation
(5) (v, y') _ rfcos(v, x)
(t, t') "^ rfcos(T, a:)'
I>e là on obtient la proposition suivante :
Le rapport spécifique du mouvement angulaire d*une droite est égal au rapport des variations des cosinus des angles des directions Ov^ Ot avec une direction fixe quelconque.
Pour abréger, représentons les déplacements
par
de, rfo), ^ rfe', rfo)', rfe", ... ;
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puisque le mouvement de la droite est défini , si ( est la variable qui règle le mouvement de la droite, les rapports des différentielles de, dtù à la différentielle dt sont connus en fonction de ^; on a donc les deux équations
(7) dt = ff(t)dty d(ù=^[t)dt\
et, si l'on représente par e, o) deux variables telles, que l'on ait
e =^fdt -+- Co, w z=ijdiù -+■ Gi)t,
dans lesquelles e«, a)« sont deux constantes arbitraires, on connaîtra e et o) en fonction de /, et l'élimination de cette va-
riable donnera a> en fonction de e, et, par conséquent, --r- en
fonction de e. On peut donc admettre que le rapport spécifique est connu ea fonction de c; il résulte aussi de là que
Ton connaît ie rapport de ^ en fonction de &).
d%' Enfin» par suite de l'équation (O'Ttj ^st exprimé en fonction de t par la relation
rfe' = rf/v/[9(0?-^-[+(0]S
de sorte que, si Ton représente par e' une variable donnée par
l'équation t
e' - e; =/de',
dans laquelle s'^ est une constante arbitraire, on connaîtra ç' en fonction de /, et par conséquent les rapports différentiels -r7> •:?-/ en fonction de e'.
di* dt
56. Relations entre 4es déplacements des arêtes des divers trièdres successifs. — Appelons H l'angle fini que l'arête Oxn fait avec l'arête Ot; les équations (2/ donnent les relations
(2') slnH=^, cosH = -^), {d€fy=ds^-hd(ù'; il résulte de là que, si l'on pose les relations
//p' rlr\'
(2»)sinH' = ^, cosH' = -^, (rfe';'^ (rfe')'-4-(rfw')S
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l'équation (3) donnera
(3') dn = d(ù\
Donc les angles H et o' qui résultent de l'intégration de cette équation ne peuvent différer que par une constante; on a donc la signification de l'angle on' introduit dans le numéro précédent. De là résulte aussi que Ton a la relation
( def y = de' -4- rfw* 4- rfH'.
En continuant de la même manière, on obtiendra la signification de l'angle cù" par suite de la relation
(3*^) . dW = d(ù%
et de plus la relation
et ainsi de suite.
Ces équations montrent qu'il suffit que deux rapports différentiels T-> -jj soient connus en fonction de ^ pour que Ton
puisse calculer en fonction de la même variable les rapports de tous les déplacements angulaires à dt*
57. Calcul des déplacements angulaires des arêtes des triè^frfli.— Supposons que l'on veuille calculer tous les déplacements des arêtes des trièdres qui suivent le trièdre primitif.
En faisant usage des équations (7) et des équations (2') et (3'), on aura
dt' = ((^^-h^^ydty
dc.' = darc(tang = |) = !î!|;^
de ces deux équations on déduit les deux suivantes :
if)
et ainsi de suite.
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Si Ton veut, au contraire, calculer les déplacements des arêtes des trièdres trirectangles qui précèdent le trièdre pri* initify on opérera de la manière suivante :
Soient Je^i, c/gj^, les déplacements des deux premières arêtes du trièdre qui précède le trièdre primitif; on aura, en affectant de l'indice —i les quantités déjà définies relatives i ce trièdre» les relations suivantes :
rfH_. = ^J; dt, H_, =r/^ dt ;
et conséquemment les équations
<7)- -^ = (psin(/4;rf/), -^ = - orH)s{/4/rf/).
On trouvera de même
rfH^, = — ? cos(/4; dt). H- . r= ^y<p dt cosij^ dt).
%^ = - (p sin(/+ rf/) sin[/9 rf/cos(/^ rfOL ^ = -(psin(/^rfOcos[/(prf'cos(/^rf/)],
et ainsi de suite.
De ces formules on déduit les relations suivantes :
e^i=f(f dt sin(/4^ dt), w-, = — /^ dt cos(J^ dt), €-, = -/(p dt sin (/+ rfO sin [/(p dt cos(/+ dt)], û)_ï = — /9 rfr sin(/ij^ dt)cos[f(^ dt cos (/ij; dt)],
dans lesquelles les constantes arbitraires sont contenues sous le signe/.
58. Trièdre différentiel, trièdre intégral. — Étant donné un trièdre dont les arêtes sont r, v, p, nous appelons trièdre différentiel de ce trièdre, ou bien trièdre dérivé, le trièdre dont l'arête principale est la dernière arête du trièdre proposé, et nous représentons par les mêmes lettres marquées d'un accent les arêtes du nouveau trièdre; par les mêmes lettres affectées d'un double accent, les arêtes du trièdre différentiel
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de ce dernier, et ainsi de suite ; d'après ces noiaiions, p ou r' sont identiques, p' ou r^ sont aussi identiques. De même nous représentons tous les éléments du trièdre différentiel par les mêmes lettres qui représentent les mêmes éléments du trièdre proposé, affectées d'un, de deux, de trois accents, suivant qu'il s'agit du trièdre différentiel du premier, du deuxième ou du troisième ordre. Nous représenterons, pour abréger, par t„ Tj, t, les cosinus des angles qif une arête r fait avec les trois axes, c'est-à-dire parla lettre qui représente l'arête, cette lettre étant affectée de l'accent qui se rapporte à l'axe. D'après cela, le sens de cette notation sera déterminé; ainsi l'on aura
et ainsi de suite.
De même, nous appelons trièdre intégral du premier ordre du trièdre proposé (r, v, p) le trièdre dont ce dernier est le trièdre différentiel ; trièdre intégral du second ordre du trièdre proposé celui dont le trièdre du premier ordre est le trièdre différentiel; nous représentons tous les éléments de ces divers trièdres par les mêmes lettres qui représentent les éléments du même nom dans le trièdre proposé, affectées des indices — i, — 2, — 3,. . ., suivant qu'il s'agit du trièdre intégral du premier, du deuxième ou du troisième ordre. D'aprèscela on aura le sens bien déterminé des relations suivantes :
rf«., = rfe, rfH-, = rfw, T*-i = p*u-„ T, = px-i
59. Peoblèhb 1. — Connaissant la loi du mouvement de l'aré te fondamentale r du trièdre des axes mobiles, trouver la loi du mouvement des arêtes des trièdres successifs quelconques.
Les formules fondamentales sont (6), (g), (ri), (8), qui donnent les suivantes :
(16) rfe'T* = — (Uzs ■— d(ùv,, dt'v\ = — duiZx 4- rfe v*. La première des équations (i5) donne les équations sui-
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vantes par la différentiation :
- d d rfr,
d de'
du
de'
de'
de'
rfr.
de
dx 1 •
Or, comme les variables e, e'» e",. . ., e<") s'expriment de proche en proche en fonction de la variable indépendante au moyen des formules (7')» (7'') données dans le n** 57, il en résulte que le mouvement des arêtes r des trièdres dérivés est déterminé.
Le mouvement des arêtes p des mêmes trièdres en résulte» parce que la troisième arête d'un trièdre est la première arête du trièdre dérivé suivant, ce que l'on exprime par l'équation
Enfin les arêtes v des mêmes trièdres sont aussi déterminées par suite de la relation suivante :
mais il est plus simple de déterminer le mouvement de ces arêtes v en s'appuyant sur la deuxième des formules (i6). En effet, on déduit de cette formule les suivantes :
dz' v^ — rfe V, = — dû) T,,
rfe(") vjr^ - rfe(»-0 vi"-'î = - d«(— ) TÎT"'^;
et> en ajoutant membre à membre, on trouve l'équation suivante :
( 20 ) rfe<»> v^"*^ - de V, = - y dû>(0 -6]} ,
qui donne le mouvement d'une arête quelconque v.
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60. Transformation des équations précédentes» — Si l'on développe les différentiations indiquées dans les seconds membres des formules (17), {19), (18), on obtiendra ri^\ v^"^,
p^") exprimées linéairement par rapport à t«, v« et p«; il suffira de faire usage des équations (16) pour éliminer les dérivées d'ordre supérieur de ts et de v« à mesure qu'elles se produisent.
On peut aussi obtenir ces formules en opérant par l'une ou l'autre des méthodes suivantes.
Première méthode. — Écrivons les équations (i5) et (16) sous la forme
|p', = — T.sinH -f-v,cosH, v^ = TxCOsH -h v«sinH,
On déduit de ces formules les suivantes :
p; = — T,sin H' -h v, cosH', T,cosH'^-v;sinH^
ety par la substitution des valeurs de t^, v^, tirées des équations précédentes, elles deviennent
p^ = — p, sinH' 4- T,cosH' sinH -h v.cosH' sinH, v^z= p,cosH'-+- TxSin H' cosH ^- VxSinH'sinH;
et ainsi de suite, en opérant sur celles-ci comme sur les précédentes.
Deuxième méthode. — Elle consiste à opérer, par rapport aux axes mobiles t', v', p', comme on vient d'opérer sur les axes fixes. Les formules pourront s'écrire alors sous la forme suivante, / étant une direction quelconque : «^
( cos(/, t) = cos(/, i/')cosH — cos(/, p')sinH, (16*') I cos(/, v) =cos(/, v')sinH — cos(/, p')cosH, ( cos(/, p) = cos(/, t').
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Or, si Ton fait sucrossivemeni / égal à v", p", on aura
cos(v", t) = sinH' cosH, cos(p'', 7)= cosH'cosH, cos(v", v) = sinH' sinH, cosfp", v)= cosH'sînH, cos(v", p) = cosH', cos( p", p ) = — sin H'.
Si, dans les mêmes formules, on fait successivement / égal à v**, p*' et que Ton ait égard aux valeurs qu'on vient de trouver, on aura successivement
cos(v*', t)=: cos(Av')cosH — cos(v*',p') sinH, cos(v*', t) = sinH^'sînH'cosH — cosH'^sinH, cos(v^ v) =: sinH" sinH' slnH -h cosH^'cosH, cos{v''', p)=:sinH"cosH';
cos(p'% 7) = cos(p^v')cosH — oosfp^p')sinH, i cos(p^ T) = cosH''sinH'cosHH-sinH*'sinH, cos(p'", v) = cosH"sinH' sinH — sinH" cos H, cos(p*', p^ — cosH"cosH',
et ainsi de suite.
Or on a la formule
v^'') = T*cos[v(">, t]-h VxCOs[vf">, v]-f-p,cos[v("^ p].
On connaîtra donc finalement les coefficients de Zx, y« et p« dans cette formule; par conséquent, on aura la valeur de v^") et, en raisonnant de la même manière, on trouvera les valeurs
De la résolution de ce problème résulte la proposition suivante :
ThAorèmb. — Si le rapport sphérique --^ est donné en fonction d'une variable, et que l'on connaisse en fonction de la même variable le cosinus de l'angle que l'arête fondamentale du trièdre (t, v, p)fait avec une droite fixe, les cosinus des
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angles de cette droite avec toutes les arêtes de ce trièdre et des trièdres différentiels peuvent être obtenus en fonction de la même variable.
61. Problème II. — Connaissant la loi du mouvement de l'arête z du trièdre des axes mobiles, trouver la loi du mouvement des arêtes d*un trièdre intégral d* un ordre quelconque.
Écrivons les équations (6) et (9) sous la forme suivante :
(21) dzs-i =■ Zg rfe-i , rfv^, = T, rfw-i ;
de la première on déduit successivement par Tintégration les formules suivantes :
(22) I T,-2=/rfe_,/T,rfe_.,
lesquelles déterminent le mouvement des arêtes t d'un trièdre intégral quelconque, pourvu que Ton fasse usage des formules (7,U,.
De même, de la seconde on déduira successivement par l'intégration les formules suivantes :
/ Vx-t =fzMd(ù^i,
Enfin, si Ton remarque que Ton a la relation générale on aura les formules suivantes :
( 24 ) p«-i = T*, ps-2 = T,-i , . . . , p* -n-i =: Tx-n y
et, par conséquent, la loi du mouvement d'une arête d'un trièdre intégral d'un ordre quelconque est déterminée.
62. Transformation des équations précédentes. — Les formules précédentes dépendent d'une série d'intégrations suc*
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cessives qu'il faut effectuer; or on peut affranchir ces formules de toutes ces intégrations par l*.une des deux méthodes suivantes.
Première méthode. — Considérons la première des équations (22]; si l'on élimine t« de cette équation au moyen de réquation (12), on aura, enayant égard aux relations (2'), (2^^), réquation suivante :
r^, = —fdps sin H-, — /v, sin H-, rfH_, .
Or, si l'on intègre par parties chacune des deux intégrales du second membre, on obtient
r,-i = — px sin H-, -^ v, cosH_, -+-/cosH_, (p, rfw — rfv,) .
Si Ton opère de la même manière sur la première des équationsy on trouvera la relation
V,-, = p, cosH-, -h Vm sin H«, H-/sinIL., (p, rfw — rfv*).
Or, comme les deux intégrales du second membre sont nulles par suite de l'équation (9), on a les deux équations suivantes :
, ^, I T,-, = — p,sinH_, + VxCOsH-,,
I Vx-i = pxCosIL, -f- Vx sin H_i.
Ainsi Ts-i et v«.i sont indépendants de tout signe intégral. On trouvera de la même manière
Zs-7 = — Pz-i sin H_, H- Vx_, cosH.s, Vx-i = p«-i cosH-, -h Vx-i sin H_3.
Si l'on élimine p,_, au moyen des formules (24) et Vx-i au moyen des formules (25), on obtient les deux formules suivantes :
(T,_a=— -T,sinH_,-+-pxC0sH_2C0sH_,-h y,cosH_îSinH_,, 1 v,_2= TxCosH_,-i- px sin H-a cosH-, -f- Vx sin H-aSinH-,.
Au moyen de ces deux formules et des précédentes, on obtiendra, en opérant de la même manière, les valeurs de Tx-s, Vx-3, et ainsi de suite. On obtient donc des formules qui don-
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nent le mouvement des arêtes d'un ordre intégral quelconque,
indépendantes de tout signe d'intégration; et il n*y a d'autres
intégrations à effectuer que celles qui résultent du calcul des
angles en H (57), calcul qui est commun aux deux procédés.
Deuxième méthode. — Cette deuxième méthode consiste à
calculer directement les formules (sS); or, si l'on remarque
que les formules (i6') du n^ 60 peuvent s'écrire sous la forme
suivante :
p, = y,_, cosH_, — T,-i sin H-.,-,
Vx = V,-, sin H-, -h- T,-i cosH-,,
et qu'on résolve ces deux équations par rapport à Vx-i, t«-i comme inconnues, on tombe sur les équations (aS), de sorte que le mouvement d'une arête quelconque d'un trièdre inté* gral peut être calculé sans aucune intégration, comme cela ressort d'ailleurs de la nature des équations. On déduit de ce qui précède la proposition suivante :
THiORftHB. — Si le rapport spécifique -r- est donné enfoac-
tion d'une variable^ et que Von connaisse en fonction de la même variable l'expression la plus générale du cosinus de l'angle que l'arête fondamentale du trièdre (t, v, p) fait avec une droite fixe^ les cosinus des angles de cette droite avec toutes les arêtes de ce trièdre et d'un trièdre intégral quelconque peuvent être obtenus en fonction de la même variable sans autres quadratures que celles relatives aux angles H,
Corollaire. — La même proposition a lieu lorsque, le rap*
port -7- étant donné en fonction d'une variable^ on eonnatt
en fonction de la même variable l'expression la plus génércde du cosinus de r angle qu'une arête quelconque du trièdre (t, V, p)fait avec une droite fixe.
63. Relations qui lient le rapport spécifique avec les cosinus des angles de Or, Ov, Op avec une direction fixe. — Nous représentons toujours les cosinus des angles que les directions Ot, Ov, Op font avec une direction fixe 0^ par t,, v,,
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p«; si Ton prend dî pour différentielle constante» les (6), (g), (il) s'écrivent sous la forme suivante :
équations
Idr.
i de - P"
1 rfv, rf<<)
dt "" de P"
lie- ''
dù^
auxquelles il faut joindre l'équation
(ft) TÎ-4-viH-pi = I.
Les équations (a) forment un système d'équations différentielles linéaires du premier ordre entre les variables t„ v,, p, et la variable indépendante e définie dans les numéros précé-
dents, de sorte qu'il suffit de connaître le rapport spécifique -7-
en fonction de e pour déterminer par l'intégration de ces équations les angles de la droite mobile avec une direction fixe 0^ quelconque en fonction de la variable e. On pourrait conserver la variable indépendante t; mais alors il faudrait connaître les variations de, d(ù en fonction de cette variable.
64. Équations résolvantes. — Supposons connu le rapport spécifique -t- en fonction de e, et proposons-nous de chercher une équation différentielle en e et t«.
Si Ton différentie deux fois la première des équations (a) et qu'on élimine les variations p« et v« au fur et à mesure qu'elles s'introduisent, au moyen des deux dernières équations du système (a)^ on trouve les trois équations suivantes :
/ dxx
dzx rf*'^* __ rf<>>' d fdu\\
IT'^ldF ""^ rf? P* "■ Jt\dï) """ Si Ton porte les valeurs de p» et de v. données, par les deux
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premières équations dans Téqualion (6), on obllent réquation du second ordre
rf»T, ^ _^'.>. / , d^
Si, au contraire, on élimine les mêmes variables entre les trois équations du système, on obtient l'équation du troisième ordre linéaire suivante, dans laquelle nous posons, pour abré-
ger, le rapport spécifique -j- = 9, et sa dérivée égale à 9',
^ . de 9 rfe* ^ ^ ' ae 9
L'une de ces deux équations étant intégrée, on connaîtra Xx en fonction de e, et les équations (a/ feront connaître Vx et p, ep fonction de la même variable.
a^ Il est facile de voir que les équations différentielles entre v« et a», prise pour variable indépendante, sont de même forme que les deux précédentes, parce que les équations (a) sont symétriques en Tx et di^ d'une part, et v» et (/&), de l'autre.
Donc, si l'on représente par t{^ le rapport de dz à dtù exprimé en fonction de &>, et par t{/' la dérivée de ^ par rapport à u, on alira les deux équations
s** Pour obtenir l'équation différentielle qui donne p«, nous poserons, afin d'éviter toute confusion, ^u égale dix et nous prendrons pour variable indépendante l'angle e,; par suite des équations (2'), les équations (a) prendront la forme suivante :
dv («/ { j^=-prCosH,
-jLf : _: — -Zx SinH -4- Vx cosH.
dix
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Si Ton différentie deux fois là troisième des équations (a)*' par rapport à tx, et qu'on élimine les varialions de r<r et v« au fur et à mesure qu'elles s'introduisent, et qu'on représente par H' et H^ les dérivées premiè|^ et seconde de H par rapport à ei, on aura les deux nouvelles :
j^-+-p,= (-v.sinH-T,cosH}H',
r^-^-jf =(- v.cosB -HT,sinH)H'*~ (v.sinH-f r^cosH)H\
Si l'on porte les valeurs de u et de v, tirées du système contenant la troisième des équations {a)", et la première des d!3ux précédentes dans la relation (6), on obtient l'équation
qui eât du second ordre et d*un degré supérieur au premier. SI l'on porte les mêmes valeurs dans la .deuxième des équations [a)" y on obtient l'équation du troisième ordre linéaire suivante :
11 est facile de voir que les formes des équations (e)^ {e)\ (eY ne sont pas distinctes; car, si dans l'équation (e) on remplace la fonction 9 par sa valeur -j- ou bien — ^^9 on tombera
sur une équation identique à l'équation [ef. Cette égalité de forme de ces trois équations résulte évidemment de la nature môme de la question.
Changement de variable indépendante, — Si l'on prend une variable indépendante quelconque / et qu'on représente, pour abréger, les dérivées successives d'une variable par rapport à ^ par la lettre qui représente cette variable, affectée de un, de deux, de trois accents, etc., et que l'on pose
di &>' dt
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on aura l'équation différentielle suivante :
qui se rapporte à une variable indépendante quelconque.
65. Application de$ formules précédentes.^ Pboblèmb I. — ^ Le rapport des déplacements dtù, dt des deux arêtes v et r étant constant f déterminer^e mouvement des trois arêtes du trièdre Orvp.
Si Ton fait usage de la formule (c)^, elle devient dans le cas présent
donc l'intégrale, en représentant par A et « les constantes d'intégration, prend la forme
p, r= A COSffii -f- a).
Si l'on représente par m le rapport de dt» à <fe, on a» par suite de la première équation (a) et de l'équation (9), les deux équations
dzx A , , dvx A m ,
— = ■ — - cos(e. -ha), -r~-= cos(e. H- a).
«6» ^i -h m* "fi, ^i -^ m'
Si l'on intègre ces deux équations, en représentant par B et C deux nouvelles constantes, on obtient
Tx=B .sin(g, -4-(x), Vx = C ., sin(ei-hg);
mais, comme la somme des carrés des cosinus est l'unité, on reconnaît que les constantes A, B, C sont liées entre elles par les deux relations
A'+ B'-h C'= r, B -f- Cm = o, ce qui permet d'exprimer deux de ces constantes en fonction
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de la troisième; on a donc les trois cosinus
p, = Acos(e,-t- a).
mVÏ--Â^ A s / . N
Ts— : Sin(£,-f- 5t),
^i — A» Km . , .
"^qui donnent à chaque instant les positions des arêtes r» v, p. Chacune de ces arêtes trace sur4a sphère O une ligne sphérique dont les équations sont faciles à obtenir.
i"" Si Ton met les équations en p,, p^ et p. sous la forme suivante :
p,=i cosrt cose.H- cos6 sirui»
Py=cosfl,cos£,-f- cosfrisiiie,,
p,= cosaiCOsei-+- cosftjsins,,
on reconnaît que les angles a, a,, as» by fri, bt se rapportent à deux droites rectangulaires passant par le centre de la sphère et que la courbe n*est autre chose que le grand cercle don le plan contient ces deux droites;
a"* Que les valeurs de t«, t^, t. sont données par les équations contenues dans le type
T,= cosccosH — sinII(cosasinei — cosftcose,), (3)
dans laquelle les angles c, c,, d déterminent une droite menée par le centre perpendiculairement aux deux précédentes, et que la courbe sphérique est Tintersection de la sphère avec la sphère dont l'équation est
(x— cosccosH)'-+- {y— cosc.cosH j*
-h (i — cosc,cosH)^=sin'H,
et que par conséquent celte courbe est un petit cercle;
3*^ Que les valeurs de Vxy Vjy v, sont données par les équations contenues dans le lype suivant :
v, = sinHcosc -^ cosH{cosasins, — cos6cose,), (3)
PA88AGB DBS «QDATIONS fiLÉMBNTAlKBS AUX GOORDONMfiES, ETC. lo3
et que la courbe décrite par v sur la surface sphérique est riniersection de la sphère donnée et de la sphère dont l'équation est
(x— coscsinH)'-i-(/ — costfiSinH)'
(j8 — cosc,sînH)*=cos*H.
On peut donc ( fig. 8) se faire une représentation exacte du mou-
Fig. 8. '
vement des arêtes p, r, v du trièdre trirectangle, en assimilant : I® l'arête p à la ligne des équinoxes dont les extrémités décrivent le cercle de Técliptique; n** Tarête t à la ligne des pôles de l'équateur, dont les extrémités décrivent deux petits cercles autour des pôles de Técliptique; S"* Taréte v à la ligne des pôles du plan des deux premières droites, dont les extrémités décrivent les deux petits cercles polaires des petits cercles décrits par les pôles de Téquateur. Les plans de ces cinq cercles sont parallèles et partagent la surface sphérique en cinq zones.
Si Ton fait coïncider avec les axes j?, x> ^ ^^^ trois droites rectang:ulaires formant avec les trois axes coordonnés les angles a, Ciy Oifby 6|, 69, c. Cl, Cu les équations précédentes deviendront
Px — cose,,
sinHsine,,
cosH sine,,
Pr sine,,
sinHcossi,
cosHcoss,,
cosH,
sînH,
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66. PftOBLfeMB IL — Trouver h mouvement des arêtes du trièdre trirectangle lorsque la dérivée -7— est une quantité conslante n.
L'équation donnée
du
fournit par l'intégration, /i» étant une nouvelle constante, l'équation
H = nei -h /!.;
on a donc les deux relations
de , d(ù , -
-^ = sin(iie, -4- «à), -T- = — cos(ii€, -4-n«).
Dans le cas actuel, l'équation (e)" devient
si l'on pose, pour abréger, /r'= i-f-n', l'Intégrale de cetie équation sera
/ I cos6 , , cosc , pjt:= i/ I— -r- cosa r— sin^E, H — jT— COS/f£,.
Cette équation renferme deux équations semblables, l'une donnant pj et l'autre p., et les constantes ont été déterminées par la condition que la somme des carrés de ces cosinus soit l'unité, ce qui donne trois droites rectangulaires fixes , la première faisant avec les trois axes les angles a, ^i, «2, la deuxième les angles 6, 61, 62» la troisième les angles c, c,, c,. I* On reconnatt que la courbe décrite par l'extrémité de p est l'intersection de la sphère 0 de rayon i avec la sphère dont l'équation est
(^^-.y/i^i. cosaj +(^7- y/i-^,cos«.J et par conséquent Taréle p décrit une surface conique.
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2** Pour connatlre le mouvement de Taréie r, nous ferons coïncider les droites dont nous venons de parler avec l'axe des z^ Taxe des x, l'axe des/.
Les équations qui donnent p,, p^, p» seront
sinArei cosA'e.
ps= J^ » pr= J, » Pi
or on a
dzt = psdt= — T sinAre, sin(ne, + n^^dsu
rfTj = — T-cosAreiSln ne, + nt)de
rfr,=:i/i — r-j sin(n6, H- n.)dtx.
Si l'on intègre ces équations et qu'on détermine les constantes par la condition que la somme des carrés des cosinus est l'unité, on trouve les trois équations suivantes, après quelques réductions faciles :
T,= sin(/ie, -+-/it)cosA-£, — t cos(/ie,-+- »•) sin/re,, Tr=:sin(n£iH-/i«) sin/re, + t cos(/ïe, -+- /i«)cos/r£i,
D'après cela, les équations de la courbe sphérique décrite par l'extrémité de r seront
/ T-r-: /f TT — /i«— arccos=: Ar3\
x = ^i — /l'z'cosi A" I
. ( 1 ti — rit — arc cos = /iz\ -4-/i3Sin(Ar u
, Tz-L . /, TT — /lo— arc cos== kz\
y =z ^li — /i»2' Sin I AT j
/, TT — /!,— arccos = A-^X — /izcoslAr ]•
y* Pour connaître le mouvement de Tarèle v, on remarquera
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que Ton a les trois équations
rfv, = — j cosAte, cos(/tEi -h n«)(fei.
dvt=— i/ "*— p cos(n6, H- /i«)</e,;
dont les intégrales sont
v, = — cos(/ie,4- /i«)cosA*e,— 7;sin(fie,-H n^) sin/ie.,
Vy=— cos{/ie,H- Ho) sin/ie, -h T:sfn(/ie, -h »,) cosAc.,
v,=: — T sin (ne, -h n#).
D'apfès cela, la courbe sphérique décrite par les extrémités de V est de même espèce que la précédente et polaire de celle-ci.
D'après la forme des dérivées de t«, t^, Ti, on reconnaît que la courbe sphérique que décrit l'extrémité de r est une hélice cylindrique coupant sous angle constant les génératrices du cylindre qui projette la courbe sur le plan des xjTf et qu'il en est de même de la courbe sphérique décrite par Texlrémité de v.
Cette double condition caractérise entièrement ces deux courbes; car il suffit de dire qu'elles sont l'une et l'autre sphériques et de la classe des hélices, pour qu'elles soient entièrement caractérisées. La première condition donne, dat étant l'élément de la première courbe,
d(Ti = sin (n El -h n«)^ei,
et la seconde
doit
-j— = const.
ae,
Or dU = rfû), = nde^, on a donc
dcùi
ae.
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dt^ est l'angle de contingence de la courbe décrite par t> dtAi est son angle de flexion. Les rayons de première courbure et de seconde courbure sont donnés par les équations
A sin(ne,-i- n.) v nsin(/tei + n«)
§ U. — DiftDCCTION DES COORDONN^BS D*UIf POINT DB LA COURBE.
Nous allons maintenant appliquer les théorèmes qui précèdent à la détermination analytique des coordonnées d'un point <)uelconque de la courbe, au moyen des équations élémentaires de cette courbe. Cette recherche importante, qui est le fond du problème de la théorie des courbes, ne peut pas conduire à une solution générale, à cause des difficultés d'intégration; mais elle fournit quelques résultats qui jettent un grand jour sur la véritable théorie des courbes. Ces résultats sont, d'une part, une classiGcation rationnelle des courbes et, de l'autre, une série d'intégrales obtenues géométriquement.
67. La recherche des coordonnées du point de la courbe au , moyen de ses deux équations élémentaires ne peut dépendre d^une équation différentielle supérieure au cinquième ordre. — En effet, la courbe est déterminée de forme au moyen de SCS deux équations élémentaires, mais non de position (n** 39). Or cette position n'est déterminée que lorsque l'on connaît les trois coordonnées d'un point et les angles que la tangente * en ce point fait avec les trois axes fixes; mais, comme les cosinus des angles sont liés entre eux par cette condition, que la somme de l^urs carrés égale l'unité, lorsque deux de ces cosinus sont connus, le troisième l'est également; il y a donc cinq constantes arbitraires, et, par suite, l'équation résolvante ne peut pas être d'un degré supérieur au cinquième.
Les variables se séparent et l'équation résolvante est ramenée au second ordre. — Supposons que l'équation élémentaire de la caractéristique sphérique soit donnée, la connaissance de cette équation sufOt, d'après le n** 64, pour déterminer le cosi-
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nus deTangleque la tangenie à la courbe feU avec un axe fixe. Taxe des x; mais ce cosinus dépend de rinlégration deTéqua* lion difTéreniielle en r« (n** 64). On a donc celle proposilion :
THfiORftMB I. — Le rapport spécifique angulaire de la courbff suffit pour déterminer la direction de la tangente au moyen d'une équation différentielle du second ordre.
La détermination des coordonnées du point dépend encore du rapport spécifique linéaire; et lorsque l'équation résolvante est intégrée^ ces coordonnées s'obtiennent par de simples quadratures. — En effel, après i'iniégralion de Téquation résolvanle, t« esl connu en foncUon de la variable e el de deux consumes arbitraires. Or soil/(e) ie rapporl spécifique linéaire donné de la courbe
on a les relalions
dx=^,f{z)dt; (3)
donc les inlégrales soni
dans lesquelles :r«, /«, z, sont les iruis constantes arbitraires. De ce qui précède on déduit les propositions suivantes :
THÉOHftMB II. — La détermination des coordonnées d'un point quelconque de la courbe au moyen de ses deux équafions élémentaires dépend d'une équation différentielle du second ordre et de trois quadratures*
Théorème III. — Si^ pour une valeur du rapport spécifique angulaire^ l* équation résolvante relative à ce rapport est inté-grable^ les coordonnées de toutes les courbes qui admettront ce même rapport spécifique angulaire s'ot>tiendront par de simples quadratures, quelle que soit leur caractéristique plane,
68. Intégrales de l'équation résolvante. — Nous allons maintenant énoncer quelques théorèmes relatifs à l'intégration d|& réquation résolvante.
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Théorème IV. — Si l'équation résohcmte est intégrable pour une valeur particulière du rapport spécifique, cette équation est encore intégrable lorsque ce rapport spécifique est égala la valeur de ce rapport relatif au trièdre dérivé ou au trièdre intégral de celui qui appartient au rapport spécifique donné,
et l'intégrale ne dépend que des quadratures.
En effet, si Ton se reporie aux n^ 56 et 57» on yoîI que, lorsque d^, di sont connus en fonction de la variable indépendante» les valeurs de ^c>> et de dt du trfèdre dérivé ou du trièdre intégral sont calculables en fonction de la même variable indépendante» soit par de simples difrérentiations» soit par de simples quadratures; et, si l'on se reporte aux n** 59 et suivants, on voit encore que» lorsque le cosinus t»» relatif au trièdre propre à une courbe» est connu en fonction de la même variable indépendante» les valeurs de ce cosinus relatives au trièdre dérivé ou au trièdre intégral sont aussi calculables en fonction de la même variable indépendante. Or» puisque Ton suppose que Téquation résolvante est intégrable pour la valeur du rapport spécifique angulaire que Ton considère» l'expression la plus générale de t« est connue en fonction de la
même variable qui donne le rapport -r-^ mais, d'après ce que
nous venons de dire» les valeurs de ce rapport et de t.» pour le trièdre dérivé ou le trièdre intégral» sont aussi connues en fonction d'une même variable. Donc les valeurs de t« sont les intégrales de l'équation résolvante pour Tune ou l'autre valeur
du rapport -j- • Donc
On déduit, de ce qui vient d'être dit» la proposition suivante :
Théorème V. — Si V équation résolvante est intégrable lorsque le rapport spécifique est égal à une certaine fonction de la variable indépendante, cette équation est encore intégrable lorsque le rapport spécifique est égal à la valeur de ce rapport pour un trièdre différentiel d'un ordre quelconque ou pour un trièdre intégral d'un ordre quelconque, et l'intégrale ne dépend que de simples quadratures. *
LIVRE I. •— SECTION I. — CHAPITRE III
Considérons comme connu en fonction d'une variai)le t le rapport -T-^ on connaît (n*** 53 el suiv.), par cela même, en fonction de la même variable, la partie descendante de la série des rapports spécifiques -p-» --pp > • • • > -j-f^^ et la partie ascendante de la série des rapports spécifiques ^-^' ? tt— ^' • • • » -T-^« Or, par hypothèse, on connaît r,, qui est Tintégrale
"€— Il
générale de l'équation résolvante pour la valeur ^; donc on
connaîtra la série descendante des cosinus t^, r'».-., ri") el la série ascendante des cosinus t«.i, Tx.>,. . ., t».^, qui sont les intégrales générales de l'équation résolvante pour les valeurs correspondantes du rapport spécifique. .On a donc aussi cette proposition :
TafiORÈMS VI. — Si deux valeurs du rapport spécifique -r-
n' appartiennent pas à la même série de trièdres différentiels^ les intégrales de l'équation résolvante relatives à ces deux valeurs produisent chacune une série infinie d*intégrales des équations résolvantes de la série, et, si elles appartiennent à la même série, elles produisent l'une et l'autre les intégrales de la même série,
69. applications. — Problèste III. — Étant donnée la valeur nulle du rapport spécifique angulaire, trouver les intégrales de la série des équations résolvantes relatives à la série des rapports spécifiques des trièdres dérivés et des trièdres d'inté^ gration.
Dans le cas où ^ est nul, l'équation résolvante (c)(64) devient
~de -^- = ^'
dont rintégrale, en représentant par A, a deux constantes
arbitraires, est
Tx = Acos(g -f- a);
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par une délerminalion convenable des constantes, on a
T, n= cose, Tj.= sine, t, = o; px = — sine, p^=c05e, p, = o;
Vg zzr O, Vy = G, V, = O. •
Trièdres différentiels, — Des équations précédentes on tire les relations (56)
cosH = T-, =0, sînH= -7-7 = 1, rfH = rfû)'=:o.
dt de
Ainsi le rapport spécifique -yV ^^ premier trièdre différentiel est nul; donc 11 en sera de même de tous les trièdres différentiels successifs.
Trièdres d'intégration. Premier trièdre intégral, — Si Ton remarque que Ton a les équations
sinBL, = --7^» — cosH-, =:-^j rfH_, :=rf(i), as de
comme d(ù est nul, on voit que l'angle H^i est constant; donc,
si Ton pose
. sinH-, = a, — cosH«, = p,
a et (3 étant des constantes, on a les équations suivantes :
rfe_i = a rfe, rf»_i = 6 dt, , ""' = — •
^ ae-i a
Si Ton intègre ces équations, on aura, par une détermination convenable des constantes, les relations
e_i = ae, a)_, = (3e.
D'après ces valeurs, l'équation résolvante (e), n'^âi, relative
à la valeur - du rapport spécifique, prend la forme
de a' de Les théorèmes que nous avons démontrés dans le numéro
Deuxième trièdre intégral. — On a les équations
-7 — ::= sm H_2, -7 — = — - cosH_„
~ cotH_a = -7^— ^> </H-î = rf<k}_, ;
donc, si l'on a égard aux valeurs de rfw_,, A-., déjà trouvées,
on obtient, en représentant par ^« la constante arbitraire,
l'expression
et, conséquemment, les deux relations différentielles c/e-2 = asin ((3e -f- (3o)rfe, ûf&>_a = — acos(p6 4- ^„) de;
lesquelles étant intégrées donnent, par une détermination convenable des constantes, les deux équations
e_,==— ^ cos((3£ -h (3.)t/e, tk)«, =— ^ sin(pe -+- p,).
On déduit la relation suivante :
-a -2 jjs
qui est l'équation élémentaire de la courbe.
La valeur du rapport -r^ se déduit des équations précède— a
dentés,
^=-cot(p£ + p.).
Au moyen de ces deux expressions, on calcule sans difO* culte la forme de l'équation différentielle résolvante relative
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au cas actuel. En effety si l'on a recours àTéqualion (T«r (6^)> on obtient
_.- [ap cotg(pe -H p.) - ^^J r;_.
[.-H3p.cot.(Pe-^p.)-^pfA_]c;_,
H- pa» lang( (3e -h (3.) Tx-2 = o.
L'intégrale de cette équation» d'après le théorème du n^ 66, est donnée par la première des formules suivantes, que l'on obtient au moyen des équations (sS)
r,-2 = — cose sin((3g + (3o) H- Psiaecos(pe + p.), v,_,= cosecos((3e -4- (3p) -4- (3sinesin((3e + p,), p,_î= a sine.
71. Troisième trièdre intégral. — Pour abréger, nous poserons
{ étant une nouvelle variable. Si l'on opère comme nous venons de le faire dans les deux numéros précédents, on trou* vera
de-i „.^rr ^"-3 n
-j — = smH.s, - — = — cosH-,,
dcù^i
rfe-3
= — cot H-^, rfH-8 = (/ci)-.2.
et conséquemment, en représentant par y une constante arbitraire,
BLs = û)-» 4- y = — • g sini -t- y,
rfe_3 = m sin t sin (y — m sin i ) rf/, rfû>_8= — 'w sin I cos(y — m sin ï) di.
Au moyen de ces expressions, on calculerait sans difficulté l'équation résolvante dont l'intégrale est donnée immédiate-
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ment par les formules (a5)
r,_, =— a sin — —■ cos (y — m sin /)
(cos — J-^ cos/ -f- (3 sin — —-•sinij cos(y — msini),
,_,= asin — -^ cos(y — msini)
(cos — ^^ COS! -f- psîn — J-î sinij sin(y — msini),
p,-s=— COS — ^-^slni -f-psm — ~- cosi.
• En poursuivant de proche en proche, on obtiendra successivement, de la même manière, les intégrales des équations résolvantes successives, sans inlroduire d'autre signe intégral que celui qui provient du calcul des H successives, qui ne dépendront jamais que de simples quadratures; conséquemment, la forme analytique de ces quantités angulaires est connue. Il en sera donc de môme des intégrales de toutes les équations résolvantes successives.
Ces conclusions vont être mises en évidence dans le numéro suivant*
72. Trièdre intégral de l* ordre ». — On a les équations suivantes :
'''-" =sinH-„, ^^^-cosH-., rfH^ = rfa)
Or on a en fonction de la variable e les quantités relatives à Tordre intégral (/i — i) ; donc on connaît en fonction de cette variable dz-^x^ dcù^n^x ; conséquemment la dernière des équations précédentes donnera
et les deux premières donneront rfe_. = rfe-.-n sin (/rfa)_H,+. ), rfw— = — ds^^^x cos(/rfû)-*+, ).
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Donc les formules (sS) donneront
T,_ = — p._«^., sinf/rfa)_+,) H- v,-,^.i cos{/rf&)-..+,), qui est Tintégrale générale de l'équation différentielle résol-
vante relative à la valeur actuelle de
rfe-«
73. Diverses formes de l'équation résonante, — L'équation résolvante prend des formes diverses^ suivant que Ton met en jeu diverses variables; comme il est utile de connaître ces formes, qui permettent de découvrir d^scas nouveaux d'Intégration de l'équation résolvante, nous allons, au lieu d'opérer par voie de transformation, calculer directement ces formes intéressantes par la résolution des deux problèmes suivants :
Problème VI. — Étant donnée l'équation naturelle -j- = i];, (e)
d'une courbe sphérique, trouver l'équation différentielle de la courbe.
Équation différentielle de la caractéristique sphérique. — Supposons [Jig. g) que Ton détermine un point r d'une courbe
sphérique par sa distance rà un point flxe P, comptée sur Tare de grand cercle passant par ces deux points^ et par l'angle 9
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que ce cercle fait avec un grand cercle donné de position et passant par le point P. La question à résoudre est la suivante :
Étant donnée l'équation naturelle de la courbe sphérique — =^j;, (e), trouver l'équation de la courbe entre la deux
coordonnées r et 6.
Considérons un point infiniment voisin t, de la courbe sphérique et les arcs de grand cercle r, r-h dr qui mesurent la distance du pôle P à ces deux points. Soient tB l'arc de petit cercle décrit du point P comme pôle; di la projection de l'angle de contingence de cet arc sur le plan tangent. On aura
di==d9cosr;
mais, d'une autre part, on a
n jn • disiïir
cosr
Or, si Ton mène des arcs de grand cercle tangents aux trois sommets du triangle inOnitésimai tBti, on forme un pentagone dont les côtés seront des arcs de grand cercle; or la somme des angles de ce pentagone est égale à autant de fois deux angles droits qu'il y a de côtés moins deux plus l'aire. Donc, si l'on représente par ^ l'angle de r et de la tangente à la courbe, et qu'on remarque que l'aire est un infiniment petit du second ordre, on aura la relation
(a) rfw = rfp 4- rfi ;
mais, d'une autre part, on a les deux relations
//9\ /a ^'^ • /a s\n rdi
(S) cosô = -T-ï smô= -, f
^^' ^ de ^ cosrde
desquelles on tire
^ I fir^ smr y dt*
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Substituant ces deux expressions dans l'équation (a) et ayant égard à l'équation de la caractéristique, on obtient
, . d [dr\ rosr/ dr^\ , , ,. / dr^
L'intégrale de cette équation fera connaître r en fonction de e; la première des équations (|3) donnera Tangle (3 en fonction de ty et la deuxième di en fonction de la même variable;
Ai
donc réquation rf9= fera connaître l'angle coordonné B
cosr °
en fonction de la variable e. On a donc les deux coordonnées
r et d en fonction d'une seule variable : ce qui est la solution
complète de la question qui est subordonnée à l'intégration
de l'équation (y).
74, Troisième forme de l'équation résolvante. — Si l'on projette tous les points d'une courbe quelconque sur un plan, l'ensemble des lignes projetantes formera une surface cylindrique. Or si l'on développe cette surface sur un plan tangent, la courbe donnée et la section droite du cylindre se cbangeront la première en une courbe plane et la seconde en ligne droite. Réciproquement, si cette courbe plane est connue, ainsi que la section droite du cylindre, la courbe à double courbure sera déterminée.
ProblIuib VII. — Étant connue V équation élémentaire de la
section droite d'un cylindre -j- =i<^(e) par rapport à Vaxe
dsx des X, l'équation élémentaire --r^ z= f{ei) d'une courbe cy^
lindrique après le développement du cylindre^ par rapport à la ligne droite^ transformée de la section droite, trouver les équations élémentaires de la courbe cylindrique à double
courbure
Le trièdre dont le sommet est en A {fig. lo), etqui est formé par deux éléments consécutifs de la courbe da et par la ligne
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projetante AB du point A sur le plan des xy^ donne la relation
cosrf£ = sin^,sln(«,-h dcx) -+- cose, cos(tfi-i- rfe,)cosrfe.
Si l'on remplace sin(ei + de^) et cos(ei -f- dcx) par leurs valeurs et qu'on développe les lignes trlgonométriques infiniment
Fig. 10.
petites, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on a, réductions faites.
rfe'=: rf^'cos'^1 -+- de\.
Soient p, r, r. les rayons de courbure des courbes o-, s et ^ i,
on aura
ds dsi d(T
dci
dt
Or, par la nature de la question, on a les deux relations [2] ds=: dacosci, dff^^dSii
donc, si Ton divise l'équation [i] par ^aS on obtiendra la relation
ds} de*, dé^
Kl
rfa» ds*.
ds*
cos^e,
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et conséquemment
Si dans Téqualion
ds=z dsiCOSCi
on remplace ds et dsx par leurs valeurs, on trouve la relation
<f{e)de =/(«i ) cose, dei ; donc e est une fonction de ex ; on peut donc écrire
e = F{ex).
dt Or réquation [i^] donne ^ en fonction de e, ; donc ce rapport
est aussi connu en fonction de e.
Jngle{Vf z) du plan osculateur avec le plan de la section droite.— Si l'on projette le triangle dont la surface est d<r*sindt sur le plan de la section droite, on a le triangle dont la surface est ds*sïtïde;ûonc on a la relation
cos ( V, s) dc^de = rfi' de
et conséquemment, en ayant égard aux équations [2],
cos(v, ^) = -7- COS'tf,.
jfngles des axes mobiles r, p, v avec les trois €uces, — On a directement
T, = coset cos«, Tj = costfi sine, r, = sine ;
on en déduit
cosfp,^;) singt cose cos'gi sine
cosfp, r) sin^i sine cos*e, cose
P rx r
cosfp, z) coseï , X coseirfe,
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et finalement
cosfv, j:) sine cosV, sineicose
cosfv, x) _ cose cos'e, sine, sine
cosfv, z) cos^e, cos'e,Je
p r rfg
Jngle de flexion. — L'angle de flexion dtù est donné par la formule (5j du n'^Si
J ( J cos'e.)
, Jcosfv»^)
cos(p, Z) rfe,
Équations élémentaires. — De ce qui précède, il résulte que les équations élémentaires de la courbe sont les équations [i], [i] et [3]. C. Q. F. D.
Problème VIII. — Connaissant l'équation élémentaire
de la caractéristique sphérique -r-» trouver les angles de la tangente avec les trois axes.
Posons pour abréger -j- = e', --p- = e', , ^ = w', et nous
prendrons dg pour accroissement constant. Nous avons les deux équations [i] et [3] qui donnent immédiatement le systèiçe suivant :
e'^ -\- e'^cos'e,= i,
'—{e'cos'ei — (k>'(e,cose,)=.o de
Si l'on élimine e' entre ces deux équations, on obtient la nouvelle forme de l'équation résolvante (y)
(e) -7- (cose, v^i — «',^j— w'e', cose, = o.
ut
Cette équation est du second ordre. Si l'on parvient à Tinlé-
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grer, on obtient e, en fonction de e» et» en ayant égard à la première des équations (<z)y on obtient e en fonction de la même variable, ce qui est la solution complète du problème, puisque les valeurs de Tx» t^, x» sont alors déterminées par les valeurs données au numéro précédent.
76. Abaissement de l'équation résolvante. — Les efforts de l'Analyse devant tendre vers l'intégration de l'équation résolvante, le D^ Hoppe a fait connaître, dans le Journal de Crelle, deux transformations d'une grande élégance, qui ramènent réquation résolvante à la forme linéaire du second ordre : la solution du problème qui précède nous a conduit à une autre forme d'une grande simplicité.
Remarquons que la première des équations (a) peut être remplacée par le système suivant, dans lequel m et n sont des fonctions arbitraires de e assujetties à cette seule condition que la somme de leurs carrés égale l'unité :
m€^, cosci-H n^'cos'^i = -=: (i-f- y^— I sin^i), né^ cosci — me'cos*^! = -r= (i -— \l—i sine,),
puisque, en élevant au carré et en faisant la somme, on retombe sur l'équation (a).
Si Ton différentie les deux équations précédentes et qu'on
remplace suivant l'usage ^— i par i, on trouve, en représentant par m\ n' les dérivées de m, n par rapport à e,
(m'-H w'n)e,cose,-h n'e'cos^c-hm ^(«^,cose,)=: --=e,cosei,
(n' — û.>'/n)e'cosei — /nVcosV-hn -r(e' cose,)= =é?' cose,.
Si l'on multiplie la première par n et la deuxième par — m et que l'on ajoute, on obtient l'équation suivante :
nm' — mn^ -^ w'= -T=(n — m),
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Si maintenant l'on pose
■- = lang<p,
OÙ obtient l'équation suivante :
(ç') -^ -H -7= (sinç — COS9) -+-«' = o,
que l'on peut aussi écrire sous la forme suivante :
Telle est la forme finale de l'équation résolvante que nous voulions établir. Cette équation est du premier ordre par rapport à la variable. Si l'on parvient à l'intégrer, on aura m et n en fonction de e. Soient ^ïït et <P'^ ces fonctions ; ajoutons les deux premières équations du présent numéro, après y avoir remplacé m et n par leurs valeurs ^ et X ; nous aurons l'équation suivante :
^ (sine,) -+• ■-= (Oit — X)sine, -+- -= (ait-h X)=: o.
Cette équation, étant linéaire par rapport à sinei, s'intègre immédiatement et fait connaître e, en fonction de e. Soit Ci cette fonction; si l'on fait la différence des deux premières équations du numéro, en ayant égard aux valeurs de m, n, e, on a l'équation
e'= 4= (^ ^- 3TI) -5^ -4- -4 (X - OR/) — î— , y'a ^ ' cos*e, ^2 cos'e,
qui s'intègre par de simples quadratures. On a donc, comme précédemment, les valeurs de t<, tr, Ts en fonction de e.
77. Transformation de V équation résolvante» — Considérons l'équation (9') et exprimons sin^p, cos<p et l'unité, facteur de ca', en fonction de sin7<p, cos^cp.
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Nous aurons l'équation suivante, après avoir divisé par acos'yç :
( H-i(-L-..')u.ng49-i(^-«') = o.
qui représente l'équation d'Euler par rapport à la fonction tang|(p. Cette nouvelle forme prouve que, si l'on a une solution particulière de l'équation précédente, on pourra obtenir l'intégrale générale de cette équation.
L'équation précédente peut aussi s'écrire sous forme linéaire, mais elle passe au second ordre; il suffira de poser
z étant une nouvelle variable dont z' est la dérivée par rapport à s; on trouve alors la transformée suivante :
, . (Pz / fsi" i \ dz I /i ,A
qui est une équation linéaire du second ordre. Nous somme& arrivé à plusieurs autres transformations semblables, sur lesquelles nous croyons inutile d'insister, parce qu'elles n'a-^^ vancent pas la question, quelque curieuses qu'elles soient en elles-mêmes, et le seul progrès que nous ayons à signaler consiste foncièrement dans les théorèmes nouveaux que nous avons donnés aux n"^* 67 et 68, lesquels, s'ils ne donnent pas l'intégrale générale de l'équation résolvante, donnent une infinité d'intégrales générales relatives à des séries infinies de-
valeurs particulières du rapport spécifique angulaire --j-'
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§ III. — Classification des courbes.
78. Conséquences des principes précédemment établis. — Fixons notre attention sur quelques faits importants qui résultent de rétude que nous venons de faire.
I. Toute courba gauche possède deux caractères essentiels Qt n'en possède que deux : l'un provenant de la nature
du rapport spécifique linéaire j-» et l'autre de la nature
du rapport spécifique angulaire -j-* En effet la forme de la
courbe est complètement déterminée par ce double caractère.
II. Le caractère provenant du rapport spécifique angulaire pénètre plus avant dans la nature de la courbe que le caractère provenant du rapport spécifique linéaire. Cela résulte : 1® de ce que le premier caractère détermine à lui seul la direction de la tangente de la binormale et de la normale principale que le second caractère n'est pas apte à déterminer; a"* de ce que le second caractère n'intervient que dans la dé* termination du point de la courbe; 3® de ce qu'il y intervient pour une plus faible part que celle due au premier caractère, la question de la détermination du point ne pouvant être résolue et ramenée aux quadratures qu'après la détermination de la tangente au moyen de cosinus de l'angle de cette tangente avec une direction fixe.
Le premier caractère a donc quelque chose de plus intime, et le second quelque chose de plus superficiel. Le caractère provenant du rapport spécifique angulaire doit donc primer le caractère provenant du rapport spécifique angulaire dans la classification des courbes.
III. Principes de classification. — Étant donnée une courbe par ses deux équations naturelles, on doit concevoir que la fonction qui donne le rapport spécifique linéaire contienne une ou plusieurs constantes; le rapport spécifique angulaire ne changeant pas, on peut donner à ces diverses constantes différentes valeurs numériques. Â chaque valeur correspond une courbe particulière, et l'ensemble de ces
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valeurs donnant un ensemble de courbes, ces courbes sont liées entre elles par la nature de la fonction qui représente le rapport spécifique linéaire, laquelle reste invariable de forme malgré toutes les valeurs particulières attribuées aux constantes; ces courbes forment donc une famille. On a donc cette proposition :
Le rapport spécifique angulaire restant le méme^ chaque forme de fonction du rapport spécifique linéaire détermine une famille de courbes, et dans chaque forme de fonction les valeurs attribuées aux paramètres déterminent une courbe individuelle correspondante,
IV. Si l'on considère une valeur déterminée du rapport spécifique angulaire et la série de fonctions qui représentent le rapport spécifique linéaire, on a un ensemble de familles de courbes qui ont toutes un caractère commun se rapportant à la valeur déterminée du rapport spécifique angulaire. Nous en concluons cette proposition :
L'ensemble des familles de courbes ayant même rapport spécifique angulaire forme une classe donnée par la valeur de ce rapport.
y. Si, parmi toutes les fonctions qui peuvent représenter le rapport spécifique angulaire, on considère seulement celles que Ton obtient lorsque, donnant pour ce rapport une fonction déterminée, on choisit celles qui se rapportent à la série des trièdres différentiels du trièdre donné par cette fonction, et aussi celles qui se rapportent à la série des trièdres prlmi* tifs d*un ordre quelconque de ce même trièdre, on obtient une série infinie de classes qui ont un caractère commun donné par la loi qui régit les trièdres dérivés et primitifs du trièdre donné. Cette dépendance de rapports spécifiques angulaires sera exprimée par nous par le mot généalogie, et la série des classes correspondantes sera appelée série généalogique de classes. On a donc cette proposition :
La série de classes appartenant à une même généalogie est infinie et se trouve tout à fait déterminée lorsqu'une des classes de la série généalogique est déterminée.
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79. Application de ces principes. — La classe des courbes la plus simple est celle qui correspond è la valeur nulle du rapport spécifique angulaire. Dans ce cas, l'angle de flexion est nuU et Ton a la classe des courbes planes.
La classe la plus simple après la précédente est celle qui correspond à la valeur constante du rapport spéciflque angu* laire; dans ce cas» on reconnaît, en se reportant aux formules du n^ 65, qu'il y a une direction fixe avec laquelle la tangente fait un angle constant; par conséquent» en menante des différents points de la courbe des droites parallèles à cette direction, on aura une surface cylindrique telle, que la tangente coupe ses génératrices sous angle constant; la courbe est donc une bélice. Cette seconde est la classe des hélices.
Si Ton considère la classe qui correspond à la valeur du rapport spécifique angulaire donné par l'équation en termes finis du n® 70.
à cause de la forme de cette équation, on pourra appeler cette troisième classe classe des cjrclides, ou bien, comme il sera toujours facile de trouver une propriété géométrique relative à la tangente, on pourra définir cette classe par cette propriété, et ainsi de suite.
Après avoir défini les classes, il faudra aussi définir les séries généalogiques des classes. La seule série généalogique que nous ayons étudiée est celle qui contient la valeur nulle du rapport spécifique angulaire, et qui a été l'objet de nos recherches dans les n^ 69 et suivants. Cette série, qui est la plus simple de toutes, a un caractère qui lui est propre, et qui consiste en ce que, au lieu d'être infinie dans les deux sens, dans l'ordre différentiel et dans l'ordre intégral, elle est limitée dans un sens par la valeur nulle du rapport spécifique angulaire, mais elle est illimitée dans le sens des trièdres d'intégration. Ainsi, en partant de la classe des courbes planes et en s'élevant dans l'ordre intégral, on trouve successivement la classe des hélices, celle des cyclides^ etc., ce qui établit une dépendance forcée entre ces classes; au contraire, en des-
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cendant dans Tordre différentiel, on trouve constamment la même classe, la classe des courbes planes. Ces faits correspondent è des circonstances intéressantes au point de vue géométrique, et que nous signalerons dans notre théorie des développées successives des courbes planes.
L'étude des courbes à ce point de vue nouveau est a peine ébauché; et, quoiqu'il ait été fait de belles recherches sur ce sujet, c'est a peine si deux ou trois cas d'intégrabilité résolvante avaient été signalés, et encore ces cas ont entre eux ce lien inaperçu d'après lequel ils dérivent l'un de l'autre par la loi de généalogie, de sorte que, lorsqu'une intégrale a été trouvée pour un de ces cas, on en déduit facilement les intégrales relatives aux autres cas par de simples quadratures, ce qui, d'une part, limite la portée de ces cas nouveaux d'intégration, et ce qui prouve, d'une autre part, que l'existence des séries généalogiques d'intégrales n'a pas été constatée.
Dès que l'existence des séries généalogiques est prouvée, on voit alors que les classes d'une même série ont entre elles une parenté, qu'il y a une filiation de classes. Ainsi la classe des courbes planes produit la classe des hélices, la classe des hélices produit la classe des cyclides, etc.
On est également sûr qu'une classe appartenant à une série généalogique ne peut pas appartenir à une autre série généalogique, toutes les classes de deux séries généalogiques distinctes étant forcément distinctes, comme cela résulte des théo^ rèmes que nous avons démontrés au n"" 67; il résulte de là que Ton pourrait définir une série généalogique de classes par la classe la plus simple contenue dans cette série.
ÉTCDE GÉNÉRALE DE CES SURFACES ET DE CES COURBES
80. Prélude. — L'élude approfondie d'une courbe gauche donnée conduit à considérer des surfaces et des courbes intimement liées avec la courbe gauche, dont les propriétés sont en quelque sorte manifestées par les propriétés de ces surfaces et de ces courbes. Or toutes ces surfaces et toutes ces courbes résultent du mouvement d'un trièdre trirectangle dont l'arête principale serait la tangente à lacourbe, en supposant que la tangente à la courbe entraîne dans son mouvement le trièdre auquel elle donne naissance, le sommet 0 de ce trièdre étant constamment le point de contact de la tangente avec la courbe. Chacune des arêtes Or, Op, Ov du trièdre engendre une surface réglée qu'il est utile de considérer, et chacune des faces du trièdre enveloppe aussi une surface développable qu'il est non moins utile de faire intervenir. Les courbes d'intersection de chacune des premières surfaces avec chacune des secondes jouent aussi un rôle important ; il en est de même des lignes de striction de celles des surfaces qui sont simplement réglées, comme aussi des lignes de rebroussement de celles qui sontdéveloppables. Or toutes ces surfaces et toutes ces courbes qui ont des définitions spéciales et qui peuvent être considérées isolément ont entre elles un lien commun qui est
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le trièdretrireciangle qui leur donne naissance, et elles gagnent à êlre étudiées sous l'influence de celte idée d'ensemble qui dévoile leur parenté, parenté qui se traduit par des relations facilement exprimables quand on fait intervenir leur véritable principe de génération, qui est le mouvement du trièdre dont il s'agit. Et même, comme la coïncidence de l'arête fondamentale du trièdre trirectangle avec la tangente à la courbe est une restriction qui modiOe quelquefois la nature des surfaces qui dérivent du mouvement des trois arêtes, ou oblitère les propriétés géométriques dans leur généralité, nous étudierons, dans un premier paragraphe, les surfaces engendrées par les arêtes ou enveloppées par les faces d'un trièdre dont l'arête principale ne serait pas la tangente à la courbe, mais une droite mobile quelconque. Celte généralité ne nuira d'ailleurs en aucune manière à la simplicité des résultats.
§ !• — Des surfaces et des courbes résultant du MOUVEMBinr
d'un trièdre.
81. État de la question, — Supposons que la droite mobile, dont un point 0 décrit une courbe donnée, entraîne avec elle un trièdre trirectangle ayant constamment son sommet au point décrivant, une de ses arêtes Or constamment en coïncidence avec cette droite, et la seconde arête 0 v constamment perpendiculaire à deux directionsinfinimentvoisines de la droite mobile, de manière que le mouvement relatif de la droite mobile s'effectue, pour un spectateur placé suivant Ov de gauche à droite; la direction de la troisième arête Op sera déterminée et sera comptée suivant ce mouvement. En cet état, si une sphère ayant son centre constamment en 0 se meut parallèlement a elle-même, chacune des arêtes engendrera dans l'espace une surface qui généralement sera gauche, et chaque face perpendiculaire à Tune de ces arêtes enveloppera une surface développable. Nous représenterons les trois premières par 2„ 2,, 2j, et les trois secondes par S„ Sv, Sp. De plus, chacune de ces arêtes tracera sur la sphère une courbe sphérique, et chaque face enveloppera sur cette sphère une courbe sphérique.
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De la surface S„ enveloppe de la face 0 vp, perpendiculaire à l'arête principale. — Si nous considérons le plan Ovp dans une de ses positions et dans sa position infiniment voisine O'v'p', leur intersection G, sera la génératrice die la surface engendrée S^. Si nous prenons une troisième position 0"v"p", infiniment voisine de la précédente, leur intersection G', sera une seconde position de la génératrice : ces deux
droites se couperont généralement, puisqu'elles sont situées dans un même plan 0' v'p'; de là résulte cette proposition :
La surface S, est engendrée par une ligne droite dont deux positions infiniment voisines se rencontrent^ et est par conséquent une surface développable.
De plus, comme le plan O'v'p' contient deux positions infiniment voisines de la génératrice, ce plan est à la limite tan» gent à la. surface, et le point d'intersection de ces deux positions de la génératrice est un point de l'arête de rebroussement. Si Ton considère une troisième position G^ de la génératrice, elle rencontre G!, et ainsi de suite; la série des points d'intersection des génératrices infiniment voisines se rencontrant successivement est l'arête de rebroussement de la surface Sx. Chaque génératrice ayant deux points sur cette arête est tangente à cette courbe. Chaque plan O'v'p' contenant deux positions infiniment voisines Gx, G!, de la génératrice contient deux tangentes infiniment voisines de l'arête de rebroussement et est un plan osculateur de cette arête.
Enfin le plan Opv osculateur de l'arête est perpendiculaire à Or; l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins est l'angle (t, t') de deux positions infiniment voisines de Ot; de . plus, l'intersection Gx est perpendiculaire au plan parallèle aux deux positions de Ot; donc elle est parallèle à l'arête Ov du trièdre mobile; donc l'angle de deux génératrices infiniment voisines est le même que l'angle de deux positions infiniment voisines de l'arête Ovdu trièdre. Il résulte de là la proposition suivante :
TufiORfeME I. — La caractéristique sphérique de Varéte de rebroussement de la surface ^^^ enveloppe de la face du trièdre
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perpendiculaire à Varéteprincipcde Or, est la courbe sphérique décrite par la deuxième arête Ov du trièdre.
De là résulte que les angles de première, de deuxième et de troisième courbure de l'arête sont (v, v'), (t, r'), (p, p').
82. De la surface Sy enveloppe de la face Opr. — Si Ton raisonne comme on vient de le faire au numéro précédent, on verra que la surface Sy, enveloppe des positions successives de la face Opr, est telle que son plan tangent est perpendiculaire à l'arête Ov du trièdre, et que la génératrice de cette surface développable est parallèle à l'arête Ot du même trièdre; on en tire cette conclusion : que la surface Sy, enveloppe de la face perpendiculaire à Tarête Ov, est telle que l'angle de contingence et l'angle de flexion de son arête de rebroussement sont l'angle de deux positions infiniment voisines de Or et l'angle de deux positions infiniment voisines de Ov, et que son angle de ^troisième courbure est l'angle de deux positions infiniment voisines de la troisième arête Op.
On a de plus le théorème suivant :
TafiORfeMB IL — La caractéristique sphérique de l'arête de rebroussement de la surface Sy est la même que la courbe sphérique décrite par V arête principale Or du trièdre f
83. De la surface S^, enveloppe de la troisième face du trièdre, — En raisonnant comme précédemment, on voit que le plan tangent à celte surface est vOt perpendiculaire à l'arête Op du trièdre et que la génératrice de la surface est l'intersection de deux positions infiniment voisines de ce plan, c'està-dire la ligne rectifiante, perpendiculaire au plan pOp' (37) et par conséquent parallèle à Ogj; donc, si l'on se reporte au n®52, et qu'on remarque que le trièdre dont les arêtes sont Op, Ogj, OX est le premier trièdre dérivé du trièdre primitif, on obtient le théorème suivant :
TflfiORÈME III. — La caractéristique sphérique de l'arête de rebroussement de la surface Sp, enveloppe de la face perpendiculaire à Op, est la courbe sphérique décrite par la deuxième arête Om du trièdre dérivé du premier ordre.
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Les angles de première, de deuxième et de troisième courbure de l'arêie de rebroussement de la surface S» sont donc
rfarclang=-|^^-j, (p,p'), y/(p,p7H- |^darctang= |-^|^,j]'.
On peut condenser en un seul les trois théorèmes précédents :
La caractéristique sphérique de l'arête de rebroussement d'une surface, enveloppe d 'un plan mobile, est la courbe décrite sur la sphère par la deuxième arête d'un trièdre trirectangle dont l'arête principale serait la perpendiculaire au plan.
84. Des surfaces enveloppes des faces du premier trièdre dérivé, — Le premier trièdre dérivé de celui qui a Or pour arèle principale esl le dernier trièdre que nous venons de considérer et dont les arêtes sont Op, Ocj, OX. Si, pour éviter toute confusion d'accents, nous représentons ces arêtes respectivement par Oti, Ov,, Op„ en raisonnant comme nous venons de le faire, nous obtiendrons trois surfaces St^» Sy,, S^^, enveloppes des faces de ce trièdre, et rien ne sera plus facile, en se reportant au n"" 81, que d'avoir les caractéristiques sphériques des arêtes de rebroussement de ces surfaces.
Des surfaces enveloppes des faces du premier trièdre intégral, — De même, si l'on représente par Ot_i, Ov_,, Op-i les trois arêtes du trièdre intégral du premier ordre, on obtiendra trois surfaces S-_,, Sv_,, Sj_,, enveloppes des faces de ce trièdre, et il sera encore facile, en se reportant au n®81, d'avoir les caractéristiques sphériques des arêtes de rebroussement de ces surfaces.
85. Tableau des angles de première^ de deuxième et de troisième courbure des arêtes de rebroussement de ces diverses surfaces.
Soient
rfe, rfû), dM les déplacements angulaires du trièdre primitif; rfg,, d(ùx, rf«, les déplacements angulaires du trièdre dérivé; rfe_,, rfo)-,, rf«_i les déplacements angulaires du trièdre intégral du premier ordre.
l34 L!¥BB I. — SECTION II, — CHAPITRE IV.
Si Ton pose les équations (52)
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et que Ton remarque rideniîlé des angles dv, rfe,; de, rf»_,, on aura le tableau suivant:
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Comme la troisième face de chaque triedre est dans le même plan que la première face du trièdre suivant, il en résulte que les surfaces Sp_, el S, sont les mêmes, qu'il en est de même des surfaces Sp et S,,. Il y a donc pour chaque trièdre les deux premières surfaces conjuguées entre elles, de telle sorte que Tangle de coniingence de Tarête de rebroussement de Tune égale l'angle de flexion de Tarête de rebroussement de l'auire surface. La troisième surface est la même que la première sur face du trièdre suivant.
On calculerait de la même manière les angles de première^
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de deuxième, de troisième courbure des arêtes de rebroussement des surfaces enveloppes des faces des trièdres dérivés du deuxième ordre et des ordres suivants, et de chaque trièdre intégral du deuxième ordre et des ordres suivants, de sorte que les caractéristiques sphériques des arêtes de rebroussement des surfaces de la série descendante et de la série ascendante sont, ou du moins peuvent être déterminées.
Des surfaces gauches 2„ 2v
1^ La surface 2, esl le lieu des positions de la droite mobile elle-même; l'angle de deux génératrices inQniment voisines de cette surface est donc (r, r'); la plus courte distance de ces deux génératrices devant être à la fois perpendiculaire sur ces deux génératrices est donc parallèle à Ov.
2^ La surface 2v est le lieu des positions de la droite mobile Ov; l'angle de deux génératrices infiniment voisines est donc (v, )/) et la plus courte distance de ces deux génératrices est parallèle à Ot.
3^ La surface 2^ est le lieu des positions Op; l'angle des deux génératrices infiniment voisines est donc (p, p') et leur plus courte distance est parallèle à Om.
Des courbes d'intersection de la surface 2^ et des surfaces
Dt, dy, &p.
TflfioRÈHE IV. — La surface gauche 2^ coupe chacune des surfaces développables S,, Sv, de telle sorte que la génératrice Op de la première soit perpendiculaire sur la génératrice de la seconde et sur la génératrice de la troisième aux points d'intersection.
En effet, si du point 0 {fig» n) de la courbe directrice on abaisse une perpendiculaire sur la génératrice correspondant à ce point de la surface Sx, cette perpendiculaire est située dans le plan tangent vOp à cette surface, et de plus perpendiculaire a Ov, puisque la génératrice de S, est parallèle à Ov (81); donc elle coïncide avec Op. Donc la surface 2^ est le lieu des perpendiculaires abaissées des divers points de la courbe directrice sur les génératrices de S, situées dans les plans tangents menés des divers points de la courbe.
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De même» si du point 0 de la courbe directrice on abaisse une perpendiculaire sur la génératrice correspondant à ce
Fig. II.
point de la surface Sv, cette droite est située dans le plan rOp tangent à la surface (82) et de plus est perpendiculaire à Or, qui est parallèle à la génératrice de cette surface; donc elle coïncide avec Op. Donc la surface 2^ est encore le lieu des perpendiculaires abaissées des divers points de la courbe directrice sur les génératrices de la surface &, situées dans les plans tangents menés par ces divers poinls de la courbe. Donc :
Théorème V. — La surface 2^ et la surface S^ ne peuvent avoir un point commun situé sur deux génératrices correspondantes.
En effet (fig. 12), le plan tangent mené du point 0 à la surface Sp est vOt, qui touche cette surface suivant une génératrice Gp; or la génératrice de la surface 2^ est Tarête Op; donc généralement le point 0 ne se trouvera pas sur la génératrice G, : cela ne peut arriver d'une manière générale qu'après l'intro-
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duction de cette condition que le point 0 coïncide avec l'intersection de Or et de Gp.
87. Des courbes d'intersection de la surface S^ et des surfaces 2x, 2v.
THfiORftHB VI.— La surface S^ rencontre les surfaces Ixf 2* en leurs lignes de striction,
I* Si l'on détermine sur chaque génératrice d'une surface réglée le pied de la perpendiculaire commune à cette génératrice et à la génératrice infiniment voisine, le lieu des pieds de ces perpendiculaires est la ligne de slriclion.
t2"Si du point 0 de la courbe directrice on mène un plan tangent à la surface S^, ce plan vOt (83) touchera la surface Sf suivant une de ses génératrices 6^ qui est parallèle à Ow; et, comme Ogj fait un certain angle variable avec Or, Ov, qui sont les génératrices correspondantes des surfaces S,, Sv, ces génératrices rencontreront la génératrice G^ de Sp.
3"*. Soient {fig. 12) A et B les points où les côtés de l'angle droit tOv rencontrent la génératrice G^, À'B' les points où
Fig. la.
les côtés de l'angle droit r'O'v', dans une position infiniment voisine, rencontrent la génératrice G^ , la surface S^ étant développable, le quadrilatère AA'BB' est situé dans le plan tangent t'O'v' à la surface S^. Donc, si du point A on abaisse
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une perpendiculaire sur la génératrice A'O'de la surface 2-e, elle restera située dans le plan tangent r'O'v' et sera à la limite parallèle à Ov, qui est la direction de la plus courte distance des deux génératrices infiniment voisines (86); il en résulte que cette perpendiculaire n'est autre chose que cette plus courte distance. Donc le point A est un point de la ligne de striction de la surface Z, et, par une raison semblable, le point B est un point de la ligne de la surface X. Donc :
Thêobèmb VII. — Les surfaces 2, et S^ont les génératrices parallèles; il en est de même des surfaces 2v, S,,
En effet, la génératrice de la surface 2, (fig. ii) est parallèle à Ov (82), la génératrice de la surface 2^ est parallèle à Ot. Donc :
Théorème VIII. — Les surfaces 2^, S, ne se rencontrent pas suivant les génératrices correspondantes; ces génératrices non situées dans un même plan ont des directions perpendiculaires^ et pour plus courte distance un segment de Op. // en sera de même des surfaces 2v, Sv
En effet, les génératrices de 2,, S, [fig. ii) sont Ot et une parallèle à Ov qui rencontre Tune et l'autre Op; il en est de même des génératrices des surfaces 2v, Sy qui sont Ov, et une parallèle à Ot, et qui rencontrent Tune et Tautre Op.
Il résulte de ces théorèmes que le système des courbes d'intersection des surfaces S„ Sy, Sp avec les surfaces 2„ 2v, 2p suivant les génératrices correspondantes est égal à quatre : deux résultant de Tiniersection de 2^ avec les surfaces Sa, Sy, et deux autres résultant de l'intersection de S^ avec les surfaces 2.e, 2v. La distance des génératrices correspondantes de Sx, Sy se compte sur la génératrice de 2^; les lignes de striction des surfaces 2,, 2v sont leurs intersections avec la surfece S^.
Pour avoir la ligne de striction de 2^, il faudra recourir à la série des surfaces 2,,, 2y,, 2p, et à la série des surfaces S,,, Sy,, Sp, et Ton reconnaîtra que Tintersection de 2,, avec Sp,, donne la ligne de striction de 2x,. On a donc la proposition suivante :
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La surface S\ coupe la surface 2^ suivant ta ligne de striction»
88. Condition pour que la surface 2, soit développable, — Pour que la surface 2, soil développable, il faut que deux positions infiniment voisines de la droite mobile, telles que Or, O't' ijig. i3), se renconirenl. Or la droite Ov est perpendicu*
Fig. i3.
laire au plan de ces deux droites, et, par suite, à la corde 00'; donc, lorsqu'on passera à la limite, la droite Ov sera perpendiculaire à la tangente à la courbe directrice.
Réciproquement, si Ov est perpendiculaire à la tangente à la courbe au point 0, les deux droites Or, O't' se rencontreront. En effet, Ov est perpendiculaire aux trois droites passant par le point 0 : la tangente, la position Ot et la parallèle 01 menée par ce point à O't', puisque, par définilion, Ov est perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de Ot; donc ces trois droites sont situées dans le même plan, donc les droites 00', Ot, O't' sont aussi dans le même plan, et, par conséquent, à la limite, les droites Ot et O't' se rencontrent. De là on tire ce théorème :
TRfiORÈMB IX. — Pour que la surface 2, soit développable, il faut et il suffit que la droite 0 v, perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de la droite mobile Ot, soit aussi perpendiculaire à r élément de courbe décrite par le point O.
Lorsque les diverses positions de la droite Ov remplissant ces conditions seront connues, il sera facile d'obtenir celles de la droite mobile; il suffira de mener par le point 0 la droite Ov et une parallèle à la position infiniment voisine de cette droite, et ensuite de mener par le point 0 une perpendiculaire Ot au plan de ces deux droites, ou bien encore de mener par les points 0, 0' infiniment voisins de la courbe
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deux plans perpendiculaires aux deux directions de Ov, et par le point 0 une parallèle à l'intersection.
Applications du théorème précédent, — i® Si les positions de la droite Ov sont celles de la binormale à la courbe, la face perpendiculaire rOp est le plan osculateur, et Tinterseclion de deux plans osculateurs infiniment voisins est la tangente à laf courbe, de sorte que la surface 2, coïncide avec Sv et est l'enveloppe des plans osculateurs de la courbe, laquelle coïncide avec l'arête de rebroussement de la surface.
2** Si les positions de Ov sont celles du rayon de courbure, la surface 2t sera la surface rectifiante de la courbe.
S'' Si les positions de Ov sont les normales à une surface qui contient la courbe, la surface 2, est l'enveloppe du plan tangent à la surface mené par les différents points de la courbe.
4° Si les positions de Ov perpendiculaires aux tangentes correspondantes' de la courbe forment elles-mêmes une surface développable, les positions de Ot formeront une surface développable qui coupera la première orthogonalement. De là résulte ce théorème connu, que si deux surfaces se coupent orthogonalement suivant une ligne de courbure de l'une des deux surfaces, cette intersection sera aussi une ligne de courbure de l'autre surface.
Démonstration analytique. — A cause de l'importance de la proposition énoncée au commencement de ce numéro, nous allons l'établir encore par voie analytique.
Soient les équations cartésiennes de la droite Or
a, p, y les cosinus des angles de la droite avec les trois axes, et x' —x,y'—yy z' — z les projections de la longueur p comptée à partir du point (a;, j, z) situé sur la courbe. Pour le point infiniment voisin de la courbe, on a les trois équations
rfa: H- prfa-f- arfp == o. (3)
Si l'on élimine p, (/p entre ces équations^ on trouve la condition
dx(yd^ — ^dy) -h dyiady — ydoc) -h dz(pda — ad(3) — o,
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que l'on peut écrire sous, la forme suivante :
dxcos[v, ar)-+- dycos(v,x) -+- dz cos{v, 2) = o,
qui exprime la condition que la direction de la droite Ov perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de la droite Or soit aussi perpendiculaire à la tangente à la courbe directrice.
§ IL — Des lignes et des surfaces qui se rapportent
A UNE COURBE GAUCHE
89. État de la question. — L'étude d'une courbe conduit, comme nous l'avons déjà vu, à considérer des surfaces et des lignes qui font connaître plus intimement la nature de cette courbe; or toutes ces surfaces et lignes auxiliaires s'Introduisent nécessairement par la considération du trièdre trirectangle que nous venons d'étudier d'une manière générale. Il suffit d'admettre, et nous admettrons dans tout ce qui va suivre, que la droite principale Ot du trièdre coïncide avec la tangente à la courbe donnée.
Plans et droites. — Plan normal. — La face du trièdre per pendiculaire à Or est le plan normal.
Binormale. — L'arête Ov qui est perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de la tangente est la binormale.
Plan osculateur. -^ La face perpendiculaire à Ov, passant par deux positions infiniment voisines de la tangente, est le plan osculateur.
Normale principale. — L'arête Op, qui est située dans le plan osculateur et est perpendiculaire à la tangente Or, est la normale principale et donne la direction du rayon du cercle osculateur.
Plan rectifiant. — La face perpendiculaire à Op, qui contient la tangente Or et est perpendiculaire au plan osculateur, est le plan rectifiant.
Droite rectifiante. — La ligne Ogt, intersection de deux plans rectifiants infiniment voisins tOv, t'O'vS et par conséquent perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de Op (52), est la droite rectifiante.
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Angles de première y de deuxième ^ de troisième courbure, — L'angle de deux positions infiniment voisines de la tangente est dz\ Tangie de deux positions inQniment voisines de la binormale ou bien l'angle de flexion est (/w; l'angle de deux positions infiniment voisines de la normale principale, ou bien l'angle de troisième courbure est d\i.
Surfaces courbes. — Surface polaire. — Le lieu des intersections successives de la face vOp perpendiculaire à la tangente est la surface St, développable dont la génératrice est parallèle à Ov; elle est donc le lieu des intersections successives du plan normal à la courbe donnée appelée surface polaire par Monge.
Surface osculatrice. — La surface Sv est la surface lieu des intersections successives du plan osculateur à la courbe; cette surface est appelée, pour cette raison, surface osculatrice de la courbe. Sa génératrice est Or tangente à la courbe.
Surface rectifiante. — La surface S^ est la surface lieu des intersections successives du plan rectifiant; elle est appelée, pour cette raison, surface rectifiante; elle a pour génératrice la ligne rectifiante Oe.
La surface 2, est le lieu des positions de la tangente Or à la courbe; elle cesse d'être gauche parce que, d'après le théorème IX (88), l'arête Ov est perpendiculaire à la courbe donnée; elle devient développable, et les deux surfaces 2, et Sy se confondent entre elles.
La surface 2v est la surface gauche lieu des positions successives de la binormale.
La surface 2^ est la surface gauche lieu des positions successives de la normale principale.
90. Intersections des surfaces S e^ 2. — Les courbes d'intersection des surfaces S et des surfaces 2 deviennent l'objet d'une étude facile, par suite de l'introduction du trièdre trirectangle.
Intersections de la surface 2^ et des surfaces S, et S». — D'après le théorème IV (86), la surface 2^, lieu des positions du rayon de courbure, coupe la surface Sx, surface polaire, et la surface Sv, surface osculatrice, de manière que chaque génératrice Op de 2p est à la fois perpendiculaire sur la généra-
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trice correspondante de S, et sur la génératrice correspondante de Sv qui est tangente à son arête de rebroussement. Or la dernière courbe n'est autre chose que la courbe donnée ou, pour parler plus exactement, il y a superposition de ces deux courbes.
Lieu des centres de courbure. — La courbe d'intersection de 2p avec S, est le lieu des centres de courbure de la courbe donnée, puisque le centre du cercle osculateur est le point d'intersection du plan osculateur et de deux plans normaux infiniment voisins. Or la génératrice de S, n'est autre chose que l'intersection de ces deux plans normaux.
Axe polaire. — On voit que l'intersection de deux plans normaux Infiniment voisins est perpendiculaire au'plan oscu* lateur, et que chaque point de cette intersection est à égale distance de trois points infiniment voisins de la courbe qui détermine les deux tangentes auxquelles se rapportent les deux plans normaux, de sorte que, si cette intersection est l'axe d'un cône qui a pour base le cercle osculateur et dont le sommet se trouve en un point quelconque de Taxe, on pourra décrire le cercle osculateur en prenant ce sommet comme pôle. L'axe polaire ou le lieu des pôles du cercle osculateur n'est donc autre chose que la génératrice de la surface St, et cette surface se présente maintenant comme étant le lieu des axes polaires de la courbe, ce qui justifie la dénomination de surface polaire que lui a donnée Monge.
Intersection de la surface Sp et des surfaces 2,, 2v. — D'après le théorème VI (87), la surface rectifiante Sp coupe la surface osculatrice 2, suivant sa ligne de striction. Or, comme dans le cas actuel la surface 2,, qui n'est pas distincte de Sy, est une surface développable ayant la courbe donnée pour arête de rebroussement, il en résulte que la ligne de striction n'est pas distincte de cette arête de rebroussement, conclusion évidente par elle-même. D'une autre part, la surface S^ coupe aussi la surface 2v, lieu des binormales, suivant sa ligne de striction, et, comme cette intersection n'est autre chose que ecourbe donnée, on arrive à cette proposition :
La courbe donnée est la ligne de striction de la surface lieu des binormales.
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Intersection des surfaces 2^, Sp. — D'après le théorème V (86), les surfaces 2p et Sp ne peuvent se rencontrer suivant deux génératrices correspondantes, à moins que le point 0 ne se trouve constamment sur la génératrice de la surface S^. Or c'est ce qui arrive dans le cas actuel ; de là résulte que la surface rectifiante Sp rencontre, suivant la courbe proposée, la surface 2^ lieu des rayons de courbure.
§ III. — Équations des lignes et des surfaces déjà considérées.
Nous allons maintenant écrire les équations cartésiennes des surfaces et des lignes que nous venons de considérer. Si Ton se reporte aux équations cartésiennes de la courbe donnée^ qui ont été posées au n° 45, et qu'on adopte les notations et hypothèses de ce numéro, on obtiendra sans difficulté les équations dont il s'agit.
91. Équations de la tangente. — x, y, z étant les coordonnées du point de contact, et x\ y\ z* les coordonnées d'un point quelconque de cette tangente, x — od sera la projection sur l'axe des x de la distance de ces deux points; on aura donc les équations
^ ' dx djr dz
Plan normal. — Si x\ y, z' sont les coordonnées courantes, l'angle que fait la tangente avec la distance du point {x^jr^ z) à un point quelconque du plan sera un angle droit; on aura donc l'équation
(N) (^ — x')dx -+■(/ — j')dy -f- (z — 3')rfz = o.
Binormale. — Les cosinus des angles de la binormale avec les trois axes sont proportionnels aux binômes X, Y, Z (45}; les équations de la binormale seront donc, x', y, z* étant encore les coordonnées courantes,
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Plan osculateur. — Si j/, y\ z' sont les coordonnées courantes, l'équation de ce plan sera
(0) S (j? — x') [dyd}z — dz d'x) = ^'
Normale principale. — Ses équations seront (46)
Plan rectifiant. — Son équation sera donc
ou bien, si l'on fait usage de l'équation du n® 47, qui donne
cos(p, jr),
(R') S{x — x')(Ydz-'Zdx)-=o.
Coordonnées du centre de courbure. — Soient a, |3, y les coordonnées du centre de courbure; on aura, en faisant usage des équations [i i'] du n"" 46,
d /dx\ d I dy\ d I dz^ ^
ds
ld£\ £ dr\ d_(dz\ \ds) ds\ds) ds\ds)
Axe polaire. — Cet axe est la droite menée par le centre de courbure perpendiculairement au plan osculateur; il a donc pour équations, x', y\ z' étant les coordonnées courantes,
,d(dx\ , ,àldr\
GO
d& \ lU !
Cet axe est aussi l'intersection de deux plans normaux infi* niment voisins; il a donc pour équations
Î^(x — x')dx =Of ?>[x-x')d'x = --ds\
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Droite rectifiante, — C'est la droite menée par un point de la courbe perpendiculairement à deux positions infiniment voisines du rayon de courbure; les équations de cette droite sont (44)
^ cos(bj, a:) """ cos(ct,7'}'~" cos(gj, z) ~~
92. Surface polaire. — Si, dans les équations précédentes (Gt)', on remplace x^ /, z et leurs dérivées par leurs va« leurs en fonction de / tirées des équations de la courbe, on aura les deux équations de la surface entre les variables x^ 7, z et / : il convient de les laisser sous cette forme ; mais, si Ton voulait représenter cette surface par une équation unique entre x^ /, z^ il suffirait d'éliminer t entre ces équations.
Surface osculairice. >- D'après ce que nous venons de dire, les équations de la surface osculatrice sont les équations (t), dans lesquelles x, y^ z et leurs dérivées sont remplacées par les coordonnées de la courbe en fonction de /•
Surface rectifiante. — De même les équations de la surface rectifiante sont les équations (G^), dans lesquelles les coordonnées du point de la courbe sont remplacées, ainsi que leurs dérivées, par leurs valeurs en fonction de /.
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DES COURBES TRACÉES SUR LA SURFACE POLAIRE
Deux courbes principales appartiennent è la surface polaire : la première est l'arête de rebroussement qui détermine complètement cette surface; la seconde est le lieu des centres de courbure de la courbe gauche donnée.
§ I. — Du LIEU DES CBNTBBS DE GOUBBURE.
93. Différentielles de la courbe, — Il ne suffit pas d'avoir des équations (i^) (91) en termes finis de ce lieu^ il importe aussi d'avoir la différentielle de l'arc et sa direction, les rayons de courbure première et seconde » car ce sont ces équations qui font connaître les propriétés de la courbe : ce sont les mêmes équations qu'il faut calculer dans les questions inverses. Or, lorsqu'il s'agit de déterminer une courbe par les équations relatives à ses éléments, on reconnaît que ces équations sont de deux sortes : les unes sont linéaires par rapport à l'élément de l'arc et en font connaître la grandeur et la direction; les autres sont angulaires et se rapportent aux angles de contingence et de flexion de la courbe. On peut suivre, dans cette détermination, une marche géométrique uniforftie, consistant à déterminer l'élément d'arc et sa direction par le principe des projections et à déterminer les angles de contingence et de flexion, soit par la résolution d'un trièdre rectangle, soit par l'application du principe des courbures inclinées. C'est cette marche qu^nous allons exposer^ à cause de sa généralité*
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Solution géométrique. — Équations relatives à l'arc. — La courbe dont il s'agit est l'iniersection des surfaces 2f et S,. Soient (^^.i4)
Fie- >i.
OH la dislance du point 0 pris sur la courbe à la génératrice
HP de la surface S^, disunce représentée par p; 0' H' la distance iniinimeni voisine ; OO l'élément ds de la (COurbe;
UH' l'élément </s, de la ligne d'intersection des surfaces £,, S,.
Si l'on projette le périmètre du quadrilatère OC^MM' successivement sur les directions Ot, Ov, Op; si l'on remarque que les directions de PH, P'H' sont celles de Ov, Ov* dans la Qgure sphérique (7] {50), que par suite Or est perpendiculaire au plan des deux génératrices, et que les angles (p, dt), (v, ds) sont droits, on aura les équations suivantes :
i dt,Cf>s{z, ds,)~ds~- pds, (*,) I ds,cos{p,ds,j = dp,
\ ds, cos(v, ds,] =; — pdio.
D'après ce que nous venons de dire, la direction Ot est perpendiculaire sur ds,; donc cos(z, ds,] est nul. Le second membre de la première équation est donc nul; donc les
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angles (v, (/fi ), —(p^dsi) sont complémentaires Tun deTautre; on a donc les équations suivantes :
ds P=de.'
[stY ^ tang(p,rf5,)= -^ =r — cotfv, rff.j,
d<ù ds] =z p^ d(ù^ -h dp\
qui se déduisent des équations précédentes, la deuxième par la division des deux dernières (5,) et'la troisième en faisant la somme des carrés de ces mêmes équations.
La première des équations («.y prouve que la distance OM d'un point de la courbe à l'axe polaire est le rayon de courbure, ce que nous savions déjà; la deuxième donne la direction de l'élément dsi par rapport à deux droites rectangulaires menées par le point M, parallèlement à Op et à Ov; la troisième fait connaître la différentielle de cet arc.
Angle de contingence. — Soient [fig* i
Of'W une troisième position de p;
M'' P' la position correspondante de la génératrice de la surface polaire; M'6 le prolongement de MM' ; M'c sa projection sur le plan tangent à la surface.
L'angle blA'V est extérieur au triangle MM'P; donc il a pour
valeur
TT H- rfw — (v, dsx).
Or M' 6, M'c, M'a forment un trièdre rectangle suivant M'o; de ce trièdre on connaît les deux faces qui comprennent le dièdre droit. £n effet, l'angle cM'fr est égal au produit de l'angle dt des deux plans tangents à la surface polaire par le sinus de l'angle (v, dst); Tangie àW c est la différence des deux angles aM'P', cM'F. Le premier ne diffère de l'angle 6M'P' que par les infiniment petits d'ordre supérieur, et le second est égal à tt — (v, rf*,) — rf(v, rf*,); l'angle aM'fc est
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l'angle de contingence det de la courbe dsi. Si Ton considère le triangle sphérique infinitésimal bac, formé sur la sphère, dont le centre est en M^ Tare ba est la direction du rayon de courbure pi de la courbe dsi. Or cette dernière direction sera connue si l'on connatt l'angle que l'arc ab fait avec sa projection ca sur le plan tangent, et, de plus, l'angle que cette projection fait avec la génératrice M' F, c'est-à-dire avec la direction Ov. Cela posé, on a
baz=zdzx, 6c=r rf6Sin(v, rf*t), ca=: — don — d{v, rf*,}, angle {bac) = {z, p.) =:(v,,t);
donc la résolution du triangle bac donne les relations suivantes ;
/ . , , d(ù -+-d(v, dsA . .
i sin(T, p.) = ^^ ^ = cos(v., t),
|cos(t, p,)=— ~dt~ =— sin(v,,t),
desquelles on déduit les deux suivantes :
Idz\ — rfe'sin*(v, d$^) -h [rfw -f-rf(v, rfs,)]*, , . d(ù -h d{v, dsx) ^. ,
tang(7>Pi)— -j — . / , V — "~cot(T, V.). ^^ '^ ' aesin(v, a*,) ^ '
Ces formules font donc connaître l'angle de contingence dti et sa direction par rapport aux directions t., v., p..
95. Angle de flexion. — Par le point M [fig> i5) menons la normale principale Mpi de la courbe dsx, la binormale Mvi et ta parallèle Mv\ à la binormale infiniment voisine, ainsi que deux parallèles Mt, Mt' aux deux directions infiniment voisines de la tangente à la courbe ds\ les quatre droites Mp., Mvi, HV|, Mt sont dans un même plan, puisqu'elles sont toutes perpendiculaires à l'élément MM'; on a donc la relation
V,v', =r v', t'— ViT-{- (t, T')COS{T'rVi).
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Or, si Ton remarque que Ov est perpendiculaire au plan tMt' et que l'élément dsi est perpendiculaire au plan v.Mv,,
Fig. i5.
le dièdre r'rk est égal à l'angle (v„ ds^), et l'équation précédente devient, en représentant par dcùi l'angle de flexion de ds,,
doit = rf(v,, r) — rfecos(v, rf*, ),
que l'on peut écrire aussi sous la forme suivante, parce que les angles — (v,, r), (pi, r) sont complémentaires :
(wi) rfwi =— </(pi, r) ~rfecos(v, rf5,).
Dans le second membre de cette équation il n'y a rien d'inconnu, parce que l'angle (t, pi) esl donné parla deuxième des équations (e,/, et l'angle (v, ^5,) par la deuxième des équations (5,)'.
96. Rayon de première courbure. — Si l'on divise la première des équations (ei)' par la dernière des équations [sy)' et
qu'on représente -^ > ^ par p', p", on aura la courbure de
la courbe ds^. Or, si l'on remarque que l'on a les deux relations
sin'(v.A.) = ^,. rf(v.rf..) = ^^p.rf(^,)
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les équalions(e,)' donnent les deux suivantes :
.pVJ
tang(r.
Si Ton prend d(ù pour différentielle constante, la première formule montre que le rayon de courbure de la courbe dst est donné en fonction explicite (des rayons de première et de deuxième courbure de la courbe ds et des dérivées première et seconde de p par rapport à dcù, et la seconde que la direction de ce rayon dépend des mêmes quantités.
Si Ton pose -, = Uy les équations précédentes deviennent
du
tang(T, p.) r=
Les équations (pi) peuvent s'écrire sous la forme sui- . vante :
et, si Ton représente par =r la courbure de la courbe ds développée sur le plan tangent à la surface polaire, on a
vRsin'(v, dsx)
tang(T,p.)=:
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97. Rayon de deuxième courbure. — Si l'on divise les deux membres de l'équation (a).) par (/s,, on aura» en représentant part'ile rayon de deuxième courbure de la courbe cb|, et en ayant égard à la secopde des équations (pi), les deux relations
dtù v's'»
d(ù I vo'
lesquelles montrent que le rayon de deuxième courbure de la courbe dsi est une fonction explicite des rayons de première et de deuxième courbure de la courbe donnée, des dérivées première, seconde et troisième de p par rapport à J&>, et de la dérivée première de v par rapport à la même variable.
P _ pressions prendront la forme suivante :
Si l'on pose ^ == m, comme précédemment, ces deux ex-
£ _ 1 r rf(T. pi) t. 1 ^
rf(T, p.) p'^«' _rf_ I d(ù I
i-' . / . du\
98. Solution analytique. — Soient a:,, j„ z, les coordon nées du centre de courbure; on a les équations
Xi — X:=p COS (p, X). ( 3 )
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Les différentielles de ces équations donnent les trois relations suivantes (54) :
cos(T,,a:) = ^cos(p,jr)— ^COs(v,x); (3)
de ces équations on déduit les suivantes, en y représentant le supplément de l'angle (ti, v) par h :
COS{ti,T) = 0,
COS(Ti,v)=: • =^~C0SA,
cos(ti,p)= - •■ rn sinA.
Nota» — T est perpendiculaire au plan tangent de la surface polaire; (pi,t) est Tangle du rayon de courbure avec la normale à cette surface : c'est le complément de l'angle négatif du plan osculateur de la courbe dsx avec le plan tangent (94).
Si l'on différentie chacun de ces trois cosinus, en s'appuyant sur le principe de la courbure inclinée (49), on trouve
rfeiCos(pi, t) -t-rfecos(p, Ti) = o,
rfCOS(Ti, v) = rfCiCOS(pi, v)-4- rfwCOS(p, Ti), rfC0S(Ti,p) =ûfeiCOS(p, p,)-4- rf» COS(A, Ti).
Si l'on a égard aux valeurs fournfes par les équations (c), on obtient les relations suivantes:
dt\ = sin' A de -f- {dh — rfw )», cos(p„ t) = — sinA -^»
[cy '^cos(p„v)— smA — -, >
dh — rfw
cos(pi, p)— cosA
Or, si l'on remarque que la direction Ovi est perpendiculaire aux deux directions Oti, Opi, dont les cosinus des angles
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avec les trois axes Or, Op, Ov sont connus, on obtiendra sans difBculté les formules suivantes :
, , dh — rfû)
cos(v„ t)= — ^ ,
de
(c)" \ cos(v,, v) =sin'A-7-9
cos(v,, p)= cosAsinA ^•
Les seconds membres ont présenté une ambiguïté de signes qui a disparu par Tapplication des convenlions posées au n* 50. Si Ton introduit l'angle auxiliaire — <p, complémentaire de l'angle (pi, r), on voit que <p est l'angle (vit) du plan osculateur et du plan tangent, et l'on a
s'inhde
Enfin, si l'on différentie cos(y,,T), on aura la relation
— sin(v„T)rf(v.,T)=::(v.,v',)cos(p„T)-+-(T,r')cos(v„p);
or les équations (c), {c)\ (cy donnent immédiatement l'égalité
cos(vi, p) = cos(pi, t) cos(ri, v).
En ayant égard à cette relation, l'équation différentielle précé* dente devient
rf(v.,r) = (v.,v',)4-(T,T')cos(T„v).
D'après cela, toute l'économie géométrique de la courbe est donnée par les équations suivantes :
(i) rfsiCOsA — prfw=:o,
(2) dsiSinh — dp = o,
(y) { (3) dstcoscp — rfA -f- (/&) = o,
(4) rfcisinç — rfesinA = o,
(5) dû>, — - rf<p — rfecosA = o.
En faisant usage de ces formules, on retombera sur celles que nous avons trouvées par la Géométrie, et l'on remarquera que, dans l'un ou l'autre^cas, le premier effet d'une vraie mé-
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ihode est de débarrasser la question de tout système coordonné, pour ne mettre en relief que les éléments des courbes.
§ II. — Applications.
Problème I. — Étant donné le rapport spécifique an
gulaire --^ =r ^j^, (e,) du lieu des centres de courbure Ci d'une
courbe C et l'angle 9 que le plan osculateur de la courbe Ci fait avec le plan tangent correspondant de la surface polaire^ déterminer les équations naturelles des deux courbes C 6/ Ci, ainsi que les éléments de ces deux courbes.
D'après les données de la question, on a les deux équations
si Ton se reporte aux équations (y) du numéro précédent et qu'on divise Téquation (5) par l'équation (4)i on obtient la relation
sin[7r,(€,)j
laquelle fait connaître Tangle A. D'après cela, l'équation (4) donne après intégration, u étant une constante arbitraire,
(3') e-c,= ri|l^rfe..
^ J Sixïh
L'équation (3) donne de même, en représentant par &i« la constante arbitraire et en écrivant abréviativement les symboles fonctionnels,
cot= . ,~"r\n — /^'êi COsTîTilei)]sin[7r,(ei)] j '^ l v /j
Si l'on combine les équations (1) et (2) et qu'on élimine d(a du résultat au moyen de l'équation (3), on obtient l'équation différentielle
dp s\r\ h dh , j
^ — tangAcosQae,,
0 cosA D T
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dont Tintégrale, en représentant par pt la constante arbitraire, prend la forme
(5') pcosAr=p,c«»/<-'}'^'"\
ds Ondéduity en remplaçant p par ^) l'équation suivante :
(1i Sm© ;/-, h-dt,
-T- =1 2p, — - ' eV ^, -4-1 ;
rfe, ^ smaA
or cette équation dépend seulemeni des quadratures, et Ton obtient par intégration, et en représentant par j» la conslanie arbitraire, l'équation suivante :
(6') 5-#o-=2po/rf£.4^rev<-*; '/.
Les différentielles des équations (3'), (4') et (6') sont les trois équations élémentaires de la courbe C, et les équations (3'], (4')> (5'), (6') donnent tous les éléments de cette courbe, son rayon de courbure, son rayon de flexion et déplus la rectification de la courbe.
Nous avons déjà une équation élémentaire de la courbe Ci, qui est la première des équations (i^; pour obtenir l'autre équation élémentaire, on fera usage de l'équation (i) du n'^QS, qui donne
(7') ds,= -gf-^irfarccot= .'^'V"^,''\. — cos[7r.(e0] rfg. i g'-^^^''*'; ^' ' cos'A( sm[7r,(£,)J l v j j
on a donc aussi en fonction d'une seule variable tous les éléments et les deux équations naturelles de la courbe Ci, ce qui donne la solution complète du problème.
100. Cas particulier. — Supposons que l'angle <p du plan osculateur de la courbe Ci avec la surface polaire de la courbe C soit constant.
La formule (2') devient
(a") tangyi=-^,
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de laquelle on déduit les deux relations
sinA = ^-^^1 cos A = -:=r-lA
les équations (3') et (4' ) deviennent
(3") e-e^=/rfe.\/f.'-^sin»(p,
, *„. sino
(4 ) w--a)«=: — El cosç -i-arctang= -tt^\
les équations (5') et (6') prennent la forme plus simple
Enfin réquation (7') devient
a*» = ^ ^A dtxTC tang = —^ — coscp de, 1 e « ./ f . cos'A\ ° 4^1 /
101. Problème II. — Étant donné le rapport spécifique angulaire d'une courbe C, et V angle que la tangente à la ligne lieu des centres de courbure fait avec la normale principale de la courbe C, au point correspondant, déterminer les équations naturelles des deux courbes Q et Ci.
Les données de la question sont
(i') ~r- = 4' (e)> cos(t,, p) = sinA= sin[cj(£)].
En combinant les équations (3) et (4) du n"" 98> par voie de division» on trouve
^ * ^ sin[cj(e)J '
d'après cela» l'équation (4) donne
(3') dt,= £fev^sinHcj(£)]-f- \xsi - v^'j'.
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et de même Téquation (5) donne
# /#v j j sinrz«j(e)] r / \t j
(4') rf», = rfarciang= — /_ ,> -Hcos[CT(6)]rfe.
B*unc autre part, les équations (i) et ( 2 ) du n^ 98 donnent, par voie de division, la relation suivante. :
-^ = vp'(e)rfeiang[Gj{e)],
dont l'intégrale, en représentant par p« la constante arbitraire, est
or, si Ton remplace dans cette équation p par sa valeur -7-» on aura
{6') ds = p. rfe e/Vrf'U«,[-(.)],
Enfin, si Ton portoila valeur de p dans la première équation (i) du n° 98, on aura l'équation
^' cos[iîj{ejJ
Les équations (3'), (4'), ( Y) sont les équations élémentaires de la courbe Ci lieu des centres de courbure de la courbe C; la première des équations (i') et l'équation (6') sont les équa* tions élémentaires de la courbe C, et comme, dans toutes ces équations, les variables sont séparées, on obtiendra par de simples quadratures tous!les éléments des deux courbes C et Ci, tels que rayons de première et de deuxième courbure, rectifications des deux courbes et positions relatives des arêtes des trièdres des angles mobiles de ces deux courbes.
L'examen du cas où l'angle h est constant donne lieu à des simplifications analogues à celles que nous avons trouvées dans le cas précédent.
102. Problème IlL — Une courbe C et la courbe Ci, lieu des centres de courbure de la première, sont telles que l'angle
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que la tangente à la courbe Ci fait avec la normale principale de la courbe C varie d'après une loi donnée , et que l* inclinaison du plan osculateur de la courbe d sur le plan tangent correspondant de la surface polaire de la courbe C varie aussi d'après une loi donnée : déterminer les deux courbes C e^ Ci.
i^ Supposons que A et 9 soient des fonctions de ei déterminées paries deux équations
(i') /i = ci,{e,), 9 = 7r,(ei);
l'équation (4) du n** 98 donne
, ,, de sinfTT.fe,)]
dîi sin[cj,(e,)]
et l'équation (3) donne
(3') rfû) = rfTîj,(€,) — rfg, cos[7r,(6,)];
or les équations (i) et (2), combinées par voie de division, donnent y quand on a égard à l'équation (3^), la relation suivante :
— = tang [g7, ( e, ) j rfcj, ( 6, ) -- rfe, cos [tt, ( £• )] j .
Cette dernière étant intégrée donne, en représentant par pt la constante arbitraire, la forme suivante :
fi') p == J^ =.e-/«>»[»i(S)]t»"«[»t(S)]A.,
^^^ ^ cos[Tîj.(e.j]
ds et, en y remplaçant p par sa valeur -r*? et en éliminant dt au
moyen de l'équation (2'), on obtient Téquation
41 ^ 2p^Sin[7r^)] ^_/.o.[..(..)]t.n,KCS)J^. .
aei sin[2cy,(ei)]
Les équations (2'), (3') et (5') sont les équations élémentaires de la courbe C, et, comme elles donnent par de simples quadratures les éléments de cette courbe, Jout ce qui intéresse la courbe C est déterminé.
Passons maintenant à la détermination de la courbe C. La
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dernière des équations {y) du n** 98» combinée avec l'cqualion (2'), donne la relation
(6') rfû), = rf7r,(e,) H- cot[ro,(6i)]sin[7:,(e,)]Je„
qui est Téquation naturelle sphérique de la courbe C,. L'équation (i) du n'' 98 donne la relation
(-/ ) ds, = J' , ni^gy«(g' ) - dZi cos[7:,(e,)]| e-/^'.'«*f'^i(s)^«"«t-.C'.>J,
C0S*[gj,(£,)J < * ' L V /j)
qui est l'équation élémentaire de la courbe C..
a"* Supposons maintenant que h et f $ont des fonctions de t, de telle sorte que Ton ait
L'équation (4) du n*" 98 donne la relation
rfe. _sin[gy(£)J ^^ rfe ~ sin[7r(6)]*
L'équation (3) donne la relation
(3") rfw = rfGj(e)--cot[7r(e)]sin[cT(e)]rf£.
Les équations (i) et (2) du n" 98, combinées avec cette dernière, donnent
-f = tang[w(e)] } ete(6) — cot[7r(£)] sin[!ST(e)]rf6 J , dont l'intégrale est
'^ ' •^ COS [©(£)] '
et, en remplaçant p par sa valeur ^9 on obtient l'équation sul-
±= eî^_.-/
dt COS [?&(£)]
Si maintenant on fait usage de l'équation (5) du n" 98, on trouve
(6'') rfû), = rf7r(€)4-rfecos[cT(E)];
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et l'équation (i)du même numéro donnera
7') d'^=-^^^f^\àn,(€)-coiiK{t)-]sm[Mt)]dz\e J -'-w •"■
Les équations (7''), (2"), (6*) sont les équations élémentaires de la courbe Ct» exprimées en fonction de Ja variable indépendante e, et les équations (5") et (3*') les équations élémentaires de la courbe C, réduites à deux à cause de la variable indépendante e, qui est un des trois éléments de cette • courbe.
Il résulte de cette double analyse que» dans les deux cas^ le problème est entièrement résolu et que^tous les éléments des deux courbes ne dépendent que de simples quadratures.
103. Cas particulier. — Supposons que les deux angles h et (p sont constants; les équations (5) et (4) du n"* 98 donnent réquation résultante
(6**) -7-' = sin9C0tA;
réquation (3'') devient
(3*^) -j-rrr — COtCpSmA.
Ces équations prouvent que les courbes C et Ci appartiennent l'une et l'autre à la classe des hélices, puisque les deux rapports spécifiques angulaires de cescourbes sont constants.
D'une autre part, on déduit les deux équations linéaires élémentaires suivantes des deux courbes :
de,- P'coiA^ ' dl~^'^
lesquelles prouvent que chacune de ces courbes est une spirale conique.
Ces conclusions sont évidentes et auraient pu être établies directement par des considérations géométriques, comme conséquences des données du problème.
La détermination des éléments des deux courbes ne pré-
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sente d'ailleurs aucune difficullé: il en est de même de leur rectification.
104. Pboblème IV. — Déterminer une courbe C par la condition que la tangente au lieu d de ses centres de courbure forme avec la normale principale de la courbe C un angle variant d'après une loi donnée ^ et que le rapport spécifique angulaire de la courbe Ci soit aussi donné*
On a les deux équations
(i) d(ùi — ^\(ït)dtt, A = iij,(£,).
Les équations (4) et (5) du n<» 98, combinées entre elles, donnent la relation suivante :
(2') j^-vj;',(£.)-hcot[cj,(6.)]sin(p = o,
qui est l'équation résolvante de la question; elle rentre dans la forme des équations résolvantes étudiées au n® 76 et donne lieu à des transformations semblables. Soit $(ei) ou simple* ment $ l'intégrale de cette équation : l'équation (4) donne la relation
.^,. dt sinr»(e.)1
dti ~" siii[TiJ,(e,)]'
etréquation (3) fournit la relation suivante :
^^'^ ^|=nT'.(e.)-cos[<J)(€.)].
desquelles on déduit, en représentant par £«, a)« deux con siantes arbitraires,
. J sin[cj(e,)j
(4'') w •— '^>«~ cy,(e,)— /cos[4>(€,)]rfe,.
Les équations (i) et (a) du n** 98 donnent Téquaiion résultante
(5') -?=:lang[ci.(6,)][Tn'.(£.)^/£.-~^os<I>^/£,];
II
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l'intégration de cette équation donne, en représentant par p« la constante arbitraire,
^ ^ P-"cos[nj.(e.)]
et, en remplaçant p par sa valeur -^9 on trouve
dti sinsra,
Les équations (6'), (3'), (4') sont les trois équations élémentaires de la courbe C.
La première des équations (y) du n^" 98 donne
( 7' ) ^ = 7^ (^'. - cos<I>) «-/»•»»•. -*"«..
a&i COb CDi
qui est Téquation élémentaire plane de la courbe Ci, son équation élémentaire sphérique étant une des données de la question.
Si l'angle h est constant, les derniers calculs se simplifient, et Ton trouv.e, en posant tangA = /ii, les deux relations suivantes, 5o étant une nouvelle constante :
et conséquemment
sinA , .
^ cos'A '
La courbe C est donc, dans le cas de h constant, une spirale conique, c'est-à-dire une courbe coupant sous angle constant les génératrices d'un cône.
Une analyse tout à fait semblable permettra de résoudre la question suivante :
Problème V. — Déterminer une courbe C par la condi^ lion que son rapport spécifique angulaire soit une fonction donnée de e et que l'angle que le plan osculateur du lieu Ci des centres de courbure forme avec le plan langent de la sur-
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face polaire de la courbe C soit une fonction donnée de la même variable,
105. Problème VI. — Déterminer une courbe C par la con^ dition que l'angle de la tangente au lieu Ci de ses centres de courbe avec la normale principale de la courbe C soit constant, et que le rayon de courbure de la section normale à la surface polaire de C suivant cette tangente soit dans un rap^ port constant avec le rayon de flexion de la courbe Ci,
Les conditions du problème sont données par les deux équations, n étant une constante,
(i') A = const., rfw, = /isin9(/e,.
Les équations (4) et (5) du n** 98 donnent Téquaiion résultante
(a') 4^ = {n-'C0lh)dt,.'
^ sincï» '
Si Ton pose k égal k n-— coiA et qu'on représente par a une constante arbitraire» on trouve par intégration
(a") tang|ç = ac**t,
d'où l'on déduit
é?*\ t — a^e^'i s»n? = r-;;^^ cos9;p= r-iir
L'équation (4) donne la relation
(3') aesin/inr
et l'équation (3) la relation
Ces deux équations s'intègrent, et Ton trouve, en représentant par £«, 0)0 deux constantes arbitraires,
[y) (e— 6«)sin/i=: T arc(lang = a^»i),
( 4") /»AOJ - CO,) z= lOg l—^J-1.
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Ces dernières peuvent s'écrire sous la forme suivante . (3*') a€*'. = tangr-(e-e,)sinAl,
L'élimination de £■ entre ces deux équations donne la relation
suivante :
sin/f[(e— £,)sin/i]=rr2e-'(— *'.\
qui est Téquation élémentaire sphérique en termes finis de la courbe C, exprimée par ses deux variables naturelles, et qui forme une classe intéressante de courbes.
£nfin les équations (i) et (a) du n^'OS donnent l'équation résultante
(5') ^ -? = lang//rfw.
Si l'on pose tangA égale à m et qu'on intègre, on trouvera l'équation suivante :
que l'on peut écrire sous la forme
Si maintenant on remplace p par sa valeur -r ) on trouve
' dix sinA
L'équation (a) du n"" 98 donne, en représentant par «(i) la constante d'intégration,
{7' ) [s, — 5(,)] si» A — p --- p.e— .
On a donc toute l'économie analytique des courbes C et Ci. Les équations (6'), (3'), (4'] sont les trois équations élémentaires de la courbe C en fonction de la variable e.. Les équations élémentaires de la courbe Ci, au nombre de deux, sont, d'une part, l'équation (7') et, d'autre part, la seconde des
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équations (i'), dans laquelle on aura remplacé sinf par sa valeur en fonclion de e, et qui alors devient
(8') ^ = 2n(a-e-^ -+- aa**.)-.
«Cl
Si l'on compare la seconde équation (i') avecTéquation (4} du n"* 98, on obtient la relation
-T- = /ismyi, de
laquelle montre que l'angle de contingence de la courbe C et l'angle de flexion de la courbe Ci sont dans un rapport constant.
106. Prorlèhe VII. — La prentière condition du problème précédent étant conservée^ la seconde condition est que le rayon de courbure géodésique de la courbe C, par rapport à la surface polaire de la courbe C soit dans un rapport constant avec le rayon de flexion de la même courbe Ci : déterminer les deux courbes C e/Ci,
Les conditions du problème sont
(l') /l = COnSt., {/(k)|=r-, /iCOS(prf€i.
Les équations (4) et (5) du n'^OS donnent l'équation résultante
{2') rf(p = dtt[ncos(p — cotAsincp).
Si l'on pose, pour abréger, — -r — tanga et k*=z n^-^ cot' A, cette équation s^écrit sous la forme suivante :
' sin(o — a)
et si l'on représente par a une constante arbitraire, on tonibo sur l'intégrale
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de laquelle on déduit les deux suivantes :
sin(9 — a)= ; — -j—f cos(o — a) =: ; — ;Tr •
De ces deux équations on tire
smœ^sina , — .- -f-cosa ; — -.--»
COS<P=: COSa ; nr- — Sma ' ;t-'
Si Ton porte ces valeurs dans l'équation (4 ) et dans l'équation (3) du n^ 98, on trouve les deux suivantes :
.^, dt sina i — «*e~''**i cosa 2ae'~**«
rrr»
(4') -— =::— cosa ; ;r- ■+- SlUa ;t-.
Si Ton se reporte au problème précédent, on voit que ces deux équations sont intégrables et, en représentant par eo et &>• deux constantes arbitraires, on trouve
/0//V I /r(eo — e)sinA = — sinalogi — '- -h ae-^A (3 ) < \a I
[ -¥- 2 cosa arc ( lang = a«-**i).
A (ûJo — w) = cosalogf — '- H-a-*'«j
2 sin aarc ( tang = flc-*'i).
On déduit de ces. deux équations les deux suivantes :
k aer^'i = tang- [(w,— &))sina + (e,— e)sinAcosa].
Si l'on élimine ei entre ces deux équations on trouve, réductions faites,
sinA'[(oi)« — (k))sina -h (£•— e) sin A cosa]
— 2éî~^t(**o -w) *^o»«--(c,— i) siu Asina]
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qui est réquation élémentaire sphérique en termes finis de la courbe C, exprimée par ses deux variables naturelles et qui forme une généralisation de la classe de courbes que nous avons trouvée dans le problème précédent.
Les équations (i) et (2) du n^ 98 donnent Téqualion résultante
(5') -^ = iziïf^h d(ù.
Si l'on représente tangA par m et par p» une constante arbitraire, on trouve
et comme ay s'exprime en fonction de e. au moyen de l'équation (4^^), on pourra exprimer le rayon de courbure p explicitement au moyen de cette variable. On aura donc, en ayant
égard à Téquation (3'), -;- en fonction de c,.
On a donc ainsi les trois équations élémentaires de la
. ri . . , ds dt d(t>
courbe C, qui donneront les rapports y» ;7~' ;7" exprimes
explicitement en fonction de la variable ei.
D'une autre part, la seconde des équations (i'), lorsque l'on élimine 9, donne
et l'équation (2) du n"* 98 donnera, comme au numéro précédenty l'équation
( 7' ) 1*1 — ■»(!)] sin A = p. e— ,
de sorte que, si l'on porte dans cette dernière la valeur de (o tirée de l'équation (4^) du présent numéro, on a les deux équations (7') et (8'), qui sont les équations élémentaires de la courbe Cl.
Si l'on compare l'équation ( 3) du n" 98 avec la seconde des équations (i'), on obtient la relation suivante :
rfo), = — ndoi,
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laquelle prouve que les angles de flexion des deux courbes C et Cl sont proportionnels.
107. Problème VIII. — Trouver la courbe C dont le lieu Ci des centres de courbure est une courbe donnée par ses équa^ tions cartésiennes.
Ce problème difflcile a été posé et traité [Journal de Liouville, t. XVIII) par M. Serrel qui, au moyen d'une analyse trèsélégante, est arrivé à l'équalion résolvante du troisième ordre dont l'intégration est nécessaire pour obtenir, sans nouvelle intégration, les coordonnées du point de la courbe C; nous abordons avec plaisir le même problème, afin de montrer que notre système d'équations naturelles (y) du n® 98 conduit directement à une équation résolvante du troisième ordre distincte, et que les coordonnées du point de la courbe C s'obtiennent aussi sans autre intégration que celle de l'équation résolvante.
Les coordonnées de la courbe Ci sont ^1, /i, 2|, connues en fonction d'une variable que je suppose être la variable e.; d'après cela, on connaît les deux équations naturelles de la courbe Ci,
Le système des deux équations (i) et (3) du n^ 98 donne l'équation résultante
_ /(£,)COlA
dh
•j cos 9
dii ^
et le système des équations (4) et (5) donne l'équation
sincD
(3') langA —
Si Ton élimine p entre l'équation (2') et l'équation (2) du n® 98, on trouve la relation
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Les deux équations simultanées (3') et (4') entre les deux variables cp et A font connaître l'une ou l'autre de ces variables; si l'on élimine h entre ces deux équations, on trouve, en
portant les valeurs de sinA, cosA et de -7- tirées de la première dans la seconde et en écrivant abréviativement les symboles fonctionnels, l'équation suivante :
/ /sîncp
qui est l'équation résolvante du troisième ordre dont l'intégrale fait connaître l'angle (p du plan osculateur de la courbe donnée Ci avec le plan tangent à la surface polaire de la courbe C. Soit $ l'intégrale de cette équation, l'équation (3) fera connaître A, complément de l'angle de la tangente de la courbe Ci avec la normale principale de la courbe C; l'équation (2') fera connaître le rayon de courbure en fonction de £1; les équations (c), (c'), (c") du n° 98 donneront en fonction de la même variable les angles que chacune des arêtes du trièdre mobile Oti v, pi, relatif à la courbe Ci, font avec chacune des arêtes du trièdre mobile ÛTvp. Or on a
cos(p, x)— cos{p, T, ) cos(t„ x) h- cos(p, V, ) cos{v„ x) )
-4-cos(p, p,)cos(p,,:r), j
et, comme les équations de la courbe C| font connaître les angles que la tangente Ti, la binormale Vi et la normale principale Pi font avec les trois axes, il en résulte que l'on connaît cos(p, x) en fonction de £1 ; on a donc les trois équations de la courbe C
X — x^ y— Y* z— Zi
cos(p,d;) COSilp,^; cos^p, 3)
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dans lesquelles tout est exprimé en fonction de la variable indépendante ei*
108. Remarques sur les problèmes précédents. — Supposons que, dans le dernier problème que nous venons de résoudre, la courbe Ct n'eût été connue que par ses équations naturelies (i), nous serions arrivé par le même calcul à notre équation résolvante ( 3), et nous aurions déterminé tout ce qui regarde les éléments des deux courbes, ainsi que les positions relatives des éléments de ces deux courbes, par la même analyse, puisque les équations (y), (c), (c)\ (c)" du n*» 98 sont Indépendantes des coordonnées du point de chacune des deux courbes; et même le premier effet du calcul, lorsque les coordonnées du point de la courbe Ci sont connues, est de débarrasser la question de ces auxiliaires parasites, pour ne la faire dépendre que des éléments des deux courbes, quelle que soit d'ailleurs la marche que Ton suive pour obtenir l'équation résolvante. C'est le fait qui s'est présenté dans tous les problèmes que nous venons de traiter : aucune des coordonnées du point n'est entrée dans nos calculs, et nous avons déterminé sans difflculié la forme des deux courbes et leurs positions relatives, par suite des équations (c), (c/, {cf du n«98.
Si, outre la forme des courbes, on avait voulu avoir leurs positions absolues dans l'espace, il aurait fallu faire la détermination des angles que la tangente, la binormale et la normale principale font avec trois axes fixes, ce qui aurait exigé la solution de la question que nous avons traitée dans le Chapitre III, laquelle dépend de l'intégration d'une équation linéaire du second ordre, et ensuite on aurait déterminé les coordonnées du point par de simples quadratures.
Mais le fait qu'il ne faut point négliger, et dont la démonstration découle de toute cette analyse, est que, deux courbes C et Cl se trouvant associées entre elles, il n'est nécessaire de faire la détermination des coordonnées du point que pour l'une des deux courbes, la connaissance des coordonnées du point correspondant de l'autre courbe s'obtenant sans intégrations nouvelles.
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Ainsi, en résumant, la question vous donne-t-elle les coordonnées d'une courbe, les coordonnées de l'autre courbe s'obtiendront sans autres intégrations que celles qui sont nécessaires pour passer des éléments d'une courbe a l'autre d'après celui des problèmes traités. La question vous donnet-elle seulement les éléments de Tune des deux courbes ou généralement deux conditions élémentaires, il faut, outre les intégrations précédentes, aborder, pour l'une des deux courbes seulement, le passage des équations élémentaires de cette courbe aux coordonnées du point.
Ces propositions forment autant de théorèmes d'une grande importance qui doivent guider constamment l'analyste et l'avertir d'éviter toute intégration inutile. C'est même sur ces considérations qu'est foncièrement fondée la méthode abréviative d'intégration des équations d'une certaine espèce sur lesquelles plusieurs géomètres ont fait des calculs ingénieux et d'une haute généralité.
§ III. — Arête de rbbroussemert.
109. jCaractéristique sphérique. — Si l'on se reporte au n^ 81, on voit que la tangente, la binormale et la normale principale de l'arête de rebroussement de la surface polaire sont parallèles à la binormale, à la tangente, à la normale principale de la courbe gauche donnée chacune à chacune; de là résulte cette proposition :
Les caractéristiques sphériques de la courbe proposée et de l'arête de rebroussement de la surface polaire sont deux courbes sphériques polaires l'une d^ l'autre.
Ce théorème montre que, lorsque l'une des deux courbes est donnée, l'autre est aussi connue.
Différentielles premières. — Soient da la différentielle (Jig. i4) de l'arc de l'arête de rebroussepient de la surface S,; L et D les distances d'un point P de cette courbe au point correspondant Ode la courbe donnée et à son centre de courbure H; P', 0', M' les positions infiniment voisines de ces
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ipois poinis. Si Ton projette le périmètre du triangle MM'P sur les deux directions Ov, Op rectangulaires, on obtiendra, en ayant égard aux équations («, ), les relations suivantes :
(dd) — -rfo-^rfL -f-prfo), Ldu=dp;
on déduit de ces deux équations la formule suivante :
qui fait connaître la différentielle de l'arc de courbe^.
110. Angles de contingence et de flexion. — Si Ton repré sente ces deux angles par c/eC)» d(ù^^\ on a les relations sui vantes :
(i) dt^')^d(ùy d(à('^=Lde.
Il résulte du théorème énoncé plus haut la. proposition suivante, due à Fourier :
L* angle de contingence de la courbe est égal à l * angle de flexion de l'arête de rebroussement et l'angle de flexion de la courbe est égal à l'angle de contingence de V arête.
Relation entre les rayons de première et de deuxième courbure de deux courbes. — Représentons par p<'J et vO les rayons de courbure et de flexion de Tarète de rebroussement; di* visons les deux équations précédentes l'une par l'autre et introduisons les rayons de première et de deuxième courbure des deux courbes; on obtient la relation suivante :
d*oii Ton tire la proposition suivante :
Les rayons de courbure et de flexion de la courbe et de rareté de rebroussement sont inversement proportionnels.
Rayon de première courbure. — Si Ton divise par don les deux membres de Tequation (rfo-)', on aura l'équation
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qui donne le rayon de première courbure de Tarête exprimé linéairement en fonction du rayon de première courbure de la courbe donnée et de sa dérivée deuxième par rapport à d(ù.
Rayon de deuxième courbure. — Si Ton combine les deux équations précédentes, on obtient la relation
qui fait connaître le rayon de deuxième courbure de l'arête.
Coordonnées d'un point quelconque. — Soient ^<'^ jri^\ z(^^ les coordonnées d'un point quelconque de l'arête de rebroussement. Si l'on projette successivement sur les trois axes coordonnés le périmètre du triangle dont les côtés sont D, p, L, on obtient les trois équations contenues dans le type suivant :
(orC)) j7(0 — ^ = pcos(p, x) — ^ cos(v, j;). (3)
Ces coordonnées font connaître la position du point en fonction d'une seule variable.
111. Sphère osculatrice; centre de la sphère, — La sphère osculatrice en un point d'une courbe est celle qui passe par quatre points infiniment voisins a, b, c, d de cette courbe. Il résulte de cette définition que le centre de celte sphère est situé sur l'arête de rebroussement de la surface polaire. En effet, l'axe polaire d'une courbe est le lieu des points qui sont à égale distance de trois points a, b^ c infiniment voisins de cette courbe (90); or, comme deux axes infiniment voisins se rencontrent sur l'arête de rebroussement de la surface polaire et que le second axe est à égaie distance des trois points infiniment voisins 6, c, d, il en résulte que le point d'intersection de ces deux axes est à égale distance des quatre points infiniment voisins a, 6, c, d de la courbe, et, par conséquent, le centre d'une sphère qui passe par ces quatre points. Les équations (ar('>) sont donc les équations des coordonnées du centre de la sphère osculatrice.
Rayon de la sphère. — Le rayon de la sphère est donc la distance D d'un point de la courbe donnée au point correspon-
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danl de Tarêle de rebroussemenl. Pour déterminer ce rayon et sa direciion, on a les trois équations suivantes :
Dcos(D, a:)=:«pcos(p, a:) j2-cos(v, x);
de ces équations on déduit l'expression dti rayon D
Direction du rayon, — Des équations précédentes on déduit les cosinus des angles que le rayon D fait avec les trois axes Or, Op, Ov
(a) cos(D,t) = o, cos(D,p) = ^5 cos(D,v) = —
Ddoy
La première expression montre, ce que nous savions déjà, que {Jig. 16) le rayon OP de la sphère osculatrice est dans le
Fîg. 16.
plan OMP perpendiculaire à la tangente à la courbe, et les deux dernières montrent que ce rayon est tel que la médiane MI du triangle OMP est perpendiculaire à la tangente MM^ du lieu des centres de courbure de la courbe, puisque, si Ton compare aux formules (a) les formules («1), n* 93, on trouve
cos(v, rf5,) = — •cos(D, p), cos(p, rf*,) = — cos(D,v).
Cette relation remarquable permet de construire le rayon de la sphère osculatrice quand on connaît la tangente du lieu des centres de courbure, et réciproquement. Il résulte de là
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que, si Ton projette le rayon D de la sphère osculatrice sur la tangente, et le rayon p de courbure sur cette même tangenle, la première projection est le double de la seconde. On peut aussi énoncer la proposition suivante :
Le rayon de courbure forme avec la tangente, au lieu des centres de courbure^ le même angle que le rayon de la sphère osculatrice forme avec la tangente à l* arête de rebroussement .
Différentielle du rayon de la sphère osculatrice. — Si Ton différenlie l'expression (D/, on trouve, en ayant égard aux formules [p(*>] et (a),
112. Angle de deux rayons de la sphère osculatrice infini^ ment voisins. — D'un même point 0 menons deux parall€|les à deux rayons infiniment voisins D* D' de la sphère osculatrice, et soit a l'arc de cercle d'un rayon égal à l'unité qui mesure cet angle (D, D'). Si l'on différentie les trois équations (a) en s'appuyant sur le principe des courbures inclinées, on a les trois équations
(D,D')cos{a,T)-~£^, {a}' JiD,D')cos(a,p) = -gÇ,
(D,D')COS(a,v)r::::~^rfa,,
desquelles on déduit la relation suivante :
ainsi que les cosinus que la direction de l'arc a fait avec les axes mobiles Or, Ov, Op.
Si l'on s'appuie sur ce théorème que la somme des carrés des cosinus d'une direction avec trois axes rectangulaires égale l'unité, on obtient les trois nouvelles équations qui donnent les angles que la normale n à deux directions inii-
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niment voisines de D fait avec les trois axes mobiles. Ces équations sont
On déduit de la comparaison des équations (a) et (a)' les relations suivantes :
de
COS(fl, r)=:— rjg-jjry COS(D, p),
rfD cos(D.p)
cos(a, p) = —
cos(a, v) = —
(1),D') 1) cos»(D,p)rfD
D(D,D' )cos(D,v) et de la comparaison des équations (a), (a)', (a)" les relations
, , cos(a,v)
COS(/l,T — TîT— ;'
cos (D,p)
cos{n, v) -^ cos(D, p) cos(a, 7), cos(n,p)= cos(D, v)cos(a,T).
Les formules établies dans le numéro présent et celui qui précède donnent tous les éléments de la courbe sphérique obtenue sur la surface d'une sphère immobile par la série des layons parallèles aux rayons de la sphère osculatrice.
§ IV. — Applications.
113. Problème IX. — Trouver les conditions pour que le lieu des centres de courbure Ci de la courbe C et le lieu Ci des centres des sphères osculatrices se confondent,
La condition nécessaire et suffisante pour que ces deux lieux se confondent en une seule et même courbe est que la
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dislance L de deux poinis correspondants de ces deux courbes soit nulle; or, d'après les équations {da) du n** 109, on a
par conséquent, on doit avoir p — const. Ainsi le rayon de courbure de la courbe C doit avoir une valeur constante pour un point quelconque de cette courbe.
Soit a la valeur constante de ce rayon; Téquation (d(TY donne la condition
laquelle montre que le rayon de courbure de la courbe C, a aussi une valeur constante et égale à la valeur a du rayon de courbure de la courbe C; mais, de ce que les rayons de courbure des deux courbes C et C, seraient égaux, il ne s'ensuit vrait pas que les deux courbes C et C, coïncident. En effet, s! l'on introduit cette condition dans l'équation (rfc)' du n® 109, on trouve
laquelle étant ^intégrée donne, p» et &>• étant deux constantes,
et l'on voit alors que la distance L du centre de courbure et du centre de la sphère osculatrice n'est pas nulle, mais constante; et il est facile de voir, a posteriori, que, si dans le cas de p constant les deux courbes C3 et Ci ont même courbure, il n'en est pas de même lorsque les deux courbes C et C* ont pour valeur commune de leur rayon de courbure la valeur donnée par l'équation (2). En effet, si l'on se reporte aux équations (7) du n** 98, on trouve que les deux rayons pf'^ etp, sont généralement différents et qu'il faut déterminer complètement la courbe C sous une certaine condition pour que ces deux rayons soient égaux.
Cherchons cette nouvelle condition; la première équa-
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lion (i) du n* 98 donne, dans Thypothèse de p égal à p., la
condilion
rfw ,
--- = cos/t,
et les équations (i) et ( 2) donnent l'équation résultante
Ukugh =
L'équation (3) donne la relation
coscp =— cosA (i-f- sin'A); enOn l'équation (4) donne la condition
dû) sinsA
di
2 sin9
laquelle détermine complètement la courbe C» puisqu'elle exprime la valeur du rapport spécifique angulaire de cette courbe.
114. Problème X. — Étant connues les équations élémentaires de la spirale conique, trouver les équations élémentaires du lieu des centres des sphères osculalrices.
Définition de la spirale conique. — Nous définissons cette
Rg. 17. #
courbe la ligne qui coupe sous un angle constant les génératrices d'un Q&ne circulaire (fig. 17).
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Équations élémentaires. — Considérons deux points M, M' inQniment voisins de la courbe, correspondant aux deux positions OM, OM' de la génératrice du cône. Soit la projection N du point M sur OM' : en apj^elant a Tangle de la tangente MT et de la génératrice OM, ds Télénient de courbe, r la projection OM de OMi sur le plan des xjr mené perpendiculairement à Taxe du cône en son sommet, 0 Tangle que cette projection fait avec une droite fixe dans ce plan prise pour axe des x; soit I l'angle de la génératrice et de Taxe Oz du cône et y l'angle de la tangente et de l'axe. On a les équations suivantes résultant du triangle infinitésimal MM'N :
dr (i) rd9= dss\nay rfr= cosasini rf*, — = cotasin/rfS,
la dernière résultant des deux autres.
Remarquons que la tangente forme avec la parallèle à l'axe un angle constant, puisque ces deux droites forment avec la génératrice un trièdre rectangle suivant cette génératrice, et, comme les angles / et a sont constants, il en est de même de Tangle y opposé au dièdre droit; on conclut de là que la spirale conique est de la classe des hélices, puisqu'elle coupe aussi sous angle constant les génératrices du cylindre formé par les droites qui projettent les points de la. courbe sur le plan des xy. Cette considération nous permet (79) d'écrire l'équation élémentaire de la caractéristique sphérique, laquelle est, en désignant par n une constante,
mais cette équation se démontre directement comme il suit. Si nous considérons l'angle de de deux tangentes infiniment voisinas, on aura, en projetant cet angle sur le plan des x^t la relation
(2) di-zs\nyd9.
La binormale étant perpendiculaire au plan de cet angle forme à la limite avec le plan des xy un angle égal à y ; donc, si l'on
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projette Tangle c/oi de deux binormales infiniment voisines sur le plan des xy^ on aura aussi
(3) &ji=icosy (10.
Si l'on intègre la troisième des équations (i), et qu'on représente cotasini par m, on aura, par une détermination convenable de la constante arbitraire,
et la première des équations (1) devient
ds f^^
dQ sina**
les équations (4)9 (2) et (3) sont donc les équations élémentaires de la spirale conique. Si Ton élimine d, on trouvera les deux équations suivantes, a étant une constante :
Équations élémentaires du lieu des sphères osculatrices. — L'équation (rfo-)' (109) et les équations (1) du n» 110 donnent les suivantes :
Par conséquent le lieu des centres des sphères osculatrices est encore une spirale conique.
Coordonnées cartésiennes. — Ces coordonnées sont données par les dernières équations du n° 110. Les coordonnées d'un point quelconque de la spirale résultent directement de l'équation (7) «
X- : er^QOsOy y=^e"^s\nB, z = cotiV
Les cosinus des angles de la tangente r avec les trois axes s'obtiennent géométriquement de la manière suivante : si Ton appelle a' l'angle de la projection de la tangente sur le plan
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des XX avec la projeciion r du rayon vecteur, on a directement
cos(r, ^) — siny cos(a'-+- (5),
cos( T, y) = sin y sin ( a -h <? ),
cos(T, z)-z cosy.
Les cosinus des angles de la binormale avec les trois axes se calculent de même; en effet, la binormale se projette sur le plan des^rj, sur la direction delà projection de la tangente, puisque ces deux droites font avec ce plan des angles complémentaires; il en résulte les équations
cos(v, x)=. cosy cos{a' 4- 0), cos(v, y) ^ cosy sin(a'-i- ô), cos(v, a) -_- — siny.
On en déduit, d'après le théorème de la somme des carrés des cosinus/les équations suivantes :
cos(p, ^rjr^-
•sin(a'H-0),
cosfp, 7) —
cos(a'-t-0),
cos(p, z) —
on aura donc, pour les coordonnées x^^\ y<^\ jsCî du lieu des centres de la sphère osculatrice, en s'appuyant sur les relations qui lient les angles a, a', y, i, les trois équations
arC)
col*ac"*cos6.
cot*ae"*sinô,
2sin'y ^,
C0S2Ï sin*a "
Il est facile de déterminer le cône sur lequel cette spirale est tracée. En effet ce cône a son sommet à l'origine des coordonnées, le même axe que le cône donné, et son angle au sommet étant 2/' est déterminé par la relation
. ., asiny^ 2
COtl'rr —f^—— . . , /'
C0S2istn'a cosaisin'a
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HS. Problème XI. — Intégrales de la courbe dont le lieu des centres des sphères osculatrices est une courbe donnée.
Il y a deux cas à considérer, celui où la courbe donnée est connue par ses équations naturelles et celui où cette courbe est donnée par ses coordonnées.
Dans le premier cas, les rapports spécifiques sont déterminés en fonction de e^*^ par les équations
Par suite des équations (i) (110), on peut poser e(') = Gt), &)(*} = e, l'équation (p<*>) du même numéro est donc une équation différentielle du second ordre, linéaire entre les deux variables p et o). Si l'on représente par a et i les constantes arbitraires, on trouve l'intégrale suivante :
(a) P = -j- =sinw(/n-/p('>cos6i>rfw)-+-cosû.>(6— /pC^sincorfû));
d'une autre part, la deuxième des équations (i) donne
Les équations (2) et (3) sont donc les équations naturelles des courbes dont le lieu des centres des sphères osculatrices est la courbe donnée par les équations (i). Pour passer aux coordonnées cartésiennes, il faudrait déterminer la direction de la binormale au moyen du rapport spécifique (3), ce qui exiger rait l'Intégration d'une équation de second ordre, et, ensuite, on passerait aux coordonnées du point par de simples quadratures.
Dans le second cas, soient x<*\ y<^\ z^'^ les coordonnées du point de la courbe donnée, que nous supposons données en fonction de e(*^ et par conséquent en fonction de 6), les théorèmes que nous avons démontrés au n"* 108 ont encore ici leur application, et, lorsque l'on aura calculé l'intégrale (2}, comme dans le premier cas, il n'y aura aucune nouvelle intégration à effectuer. Le calcul lui-même met cette assertion en
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évidence. En effel, si l'on différentie l'équation (2), on irouve
= cosû)(a-f-/pf'JcosMrfck>) — sîn&)(6 — /p(')sinwrfw);
on a donc, par suite des équations (xO) du n® 110, les coordonnées X, X, z des courbes cherchées données par les trois équations contenues dans le type suivant :
jr=rxO)-f-[coso.>cos(T(*^\r)— sin(k)COs(p('^:r)](a-f-/p(*)coswrf&j) — [cos(i>cos(pf'>,ar)-f-sina)COs(T^'\j:)](6 — /pf'^sinwrfo)).
On a donc les intégrales de toutes les courbes, telles que les centres des sphères qui leur sont osculatrices sont situés sur une courbe donnée.
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DES COURBES TRACÉES SUR LA SURFACE OSCULATRICE
Nous avons déjà défini la surface osculatrice et dit (92) de quelle manière on peut en avoir les équations. Elle contient entre autres deux sortes de courbes intimement liées avec la courbe gauche donnée : i° les développantes de cette courbe; 2*^ les lieux des centres de courbure de toutes les courbes qui ont pour surface polaire la surface osculatrice de la courbe donnée. Nous allons nous occuper successivement de ces deux sortes de courbes.
§ 1. — Db9 développantes.
116. Définition. — SI l'on suppose un fil fixé par une de ses extrémités en un point de la courbe donnée et enroulé sur cette courbe, et qu'on déroule ce fil de manière qu'il reste tendu» la seconde extrémité du fil décrira une courbe qui est la développante de la courbe donnée, et réciproquement la deuxième courbe est la développée de la première.
Il est évident : i^ que, pendant le développement du fil, la partie développée se confond avec la tangente à la courbe, et que par conséquent elle engendre la surface osculatrice; 2« que chaque point de la courbe donnée est le centre d'un cercle tangent à la développante, et que le rayon de ce cercle touche la développée; S'' que chaque point du fil décrira unedéveloppante. Cela posé, nous allons résoudre la question sui van te :
Problème I. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe C, trouver les équations élémentaires d'une quel' conque de ses développantes.
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Relations linéaires. — Nous employons, pour représenter les éléments de la courbe et les éléments de même nom de la léveloppante, les mêmes lettres, celles qui se rapportent à la seconde courbe, étant accentuées. De ce que la longueur du fil enroulé s, augmentée de la longueur du fil libre, est constante, en représentant par T la partie libre et par s Tare enveloppé et a une constante, on a l'équation
(i) s -hJ =:^a;
mais on a les deux équations suivantes (Jîg. i8) :
ds-hdT^ ds' cos(t, ds'), Trfe = ds* sin (r, ds' j;
Fig. 18.
donc, par suite de l'équation (1) différentiée, on a
(r,rf*')=?,
et conséquemment la développante coupe à angles droits les génératrices de la surface osculatrice de la courbe donnée. Les équations différenlielles de la développante sont donc
^^^ I Tdt-ds'=n.
La première fait connaître T en fonction de la variable indépendante; la seconde donne l'arc de la développante.
Relations angulaires. — Si l'on remarque que la tangente à la développante a constamment même direction que le rayon
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de courbure de la développée ou une direction opposée» suivant qu'il s*agii de Tune ou de l'autre des deux nappes de la surface osculatrice» on voit que ( 58 ) /e trièdre des axes mobiles de la développante est constamment le dérivé du trièdre des axes mobiles de la développée.
Cette proposition importante fournit: i^ les relations suivantes :
costt'jr) = o, cos(t',p) = i, cos(r',v) = o,
(a) J ^^s(P'^) = '^^' cos(p,p')==o, cos(p',v) — - ^,
cos(v',t) = - ^, cos(v',p) — o, cos(v,v)=^»
desquelles ou déduit les formules
dz tangH = r-» de'^=:d&^'h dùi*;
tangH' = — —5 dH=:d(ù\
qui» conjointement avec les équations linéaires déjà trouvées, donnent toute la théorie de la développante; ^^ cette même proposition montre que» si l'on connaît les coordonnées de la courbe, on trouvera sans intégration les cosinus des angles de la développante, et que les coordonnées de cette développante ne dépendent que d'une simple quadrature.
La seconde des équations (5) donne la première équation élémentaire de la courbe
ds'=Tde, et l'on déduit des équations {a) les deux suivantes :
sinU cosH
Ces trois équations font connaître les variations ds', di', d(ù' en fonction de la variable indépendante : ce sont donc les trois équations élémentaires de la courbe.
Supposons que les équations élémentaires de la courbe
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soient mises sous ]a forme suivante :
et qu'il faille calculer les rapports
On a successivement
^* =1 i = Tsinll =: (a - 5) sinH = (a - «) —-^ .
flï' di' ' ^ '^i-f.(hj
par conséquent, les deux équations élémentaires de la courbe sont
, a—-f(pdè ,, de
Rayons de première et de deuxième courbure. — On a successivement l'équation
-7-, = T -7-7 =TsinH=: -7- — »
rf*' ^^ de ^ ^sinHsinH^^ I_ tLlL+Jl! - _ Tiiljtl)
Sa/ rfo/ "" cosH' y'i^^La rfvj; rfï];
Rectification, — Elle est donnée par les équations suivantes :
ds* =i{a — j)rfe, s'^ s\ =f{a — s)de.
Quadrature. — On obtient évidemment, en représentant par li' l'aire balayée par T, et par u\ une constante arbitraire,
du' .-= j T^ rfg, a' - m', =^f(a- s ydt.
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117. Applications, — Étant donné le rapport spécifique angulaire d'une courbe y trouver le rapport spécifique angulaire de la développante. — Cas particuliers,
1° Soil 4» = consi. On déduit
de là on conclut celle proposition : la développante d'une hélice quelconque est une courbe plane, 2" Soit 6 =^ me, m étant constante; on déduit
Or la première équation donne, en remarquant que l'on peut
poser&/=:H,
me rrz — coiH;
on a donc
dù^
de
- z= msin^w',
qui estle rapport spécifique angulairede la développante. Si Ton intègre cette équation, on trouvera l'équation naturelle sphérique de la développante en termes Onis
. , , , cotw' , . , , 2m le'— ej— --■; -f- logtangio.)',
en représentant par t\ la constante arbitraire. 3*» Soit 4» = tangme; on déduit
d^'zrrmcosme,
et conséquemment on a
de' I
de cosme
Si Ton intègre cette équation, on trouve, en représentant par e', la constante arbitraire,
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dont la seconde donne l'équation naturelle sphérique de la développante en termes finis; on en déduit la valeur du rapport spécifique angulaire de celte courbe
rfr./ _ 2me ^ '^
Il est également facile d'exprimer l'angle t' en fonction de s; on trouve
m{i'—i.)= log cot I 7 - — )
4" Soit d'—^tangme, a étant une constante; on trouve, d'une part,
drW am ros m e
(cos^me -f- a^sWmzY
d'une autre part, on a
^= ^i-f-a^tang'me.
Cette dernière équation étant intégrée donne la relation
e'— e. = arcsm = Ji— a'sinme
H log(atangme -h \Ji-\- aUang'me);
et conséquemment, en éliminant e, on trouve la nouvelle relation
, , i/ 1 — «* / . i/ 1 — fl^ \ CL ^ w'
£0— € = arc ( sin = ) logtang— •
5° Soit ^:=e"\ On trouve l'équation naturelle spécifique
rfw' _ — mcotct)^
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laquelle éiani intégrée donne une relation en termes finis» entre e' et «',
on déduit de ces équations les deux suivantes :
colw'= — e"% m{t''-e\) = ^i-^ <?*"'-+- log(e-""— v^i -4- «-'•*),
qui donnent les valeurs des angles (ù' et e' en fonction de e.
Problème [I. — Connaissant l'arc d'une courbe ds et les angles que cet arc fait avec les trois axes fixes ^ trouver l'arc de courbe dsi de la développante et les angles faits avec les mêmes axes.
On a les équations
_ , t/r, ds dT
,, . rfros(T,^) , , , • </cos(T,r) cos(T',a:)= ^ » (cost',7)== rf^ '
cos(t', z) = -^ 9 ds'= 1 de.
Ces équations sont la solution de la question proposée.
Problème III. — Étant données les coordonnées cartésiennes d'une courbe C, trouver les coordonnées cartésiennes et la développante.
Solution analytique. — On a» d'après ce qui précède, rf^^è' d'où x'=fTdT,=:Tz.-fT,dT; or le terme — fzsdl =f7, -^ de = x; on a donc
x' — x = Tzx'
Ce problème et le précédent servent de vérification et de confirmation au théorème II du n"* 116.
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Solution géométrique. — Si Ton projette ]a distance T de deux points correspondants de la courbe et de la développante sur les axes coordonnés, on a les trois équations
x'-^x^Ttx (3).
119. Jpplications. — Appliquons ces formules à quelques exemples.
Développante de la spirale conique. — Si l'on se reporte au n<* 114, réquation (4) de ce numéro donne, a étant une constante arbitraire,
cosasini'
et, en ayant égard aux valeurs des cosinus des angles que la tangente r fait avec les trois axes, valeurs données dans le même numéro, on trouve les trois équations
x'=ier^co^B H : — : siny cos(a'-4- 0),
cosasini '
f=: e**sin0 H -. — -.siny sin (a' -h 6),
•^ cosasin; '
2'= coti 6"* H -. — ; cosy.
cosasmi '
Développante de V hélice circulaire. — Si Ton se reporte au n"* 48, on trouve, en représentant par a« une constante, l'expression
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§ IL — Des béyeloppantes successives.
120. Définition, — On appelle développante du second ordre d'une courbe G la développante de la développante de cette courbe; développante du troisième ordre la développante de la développante du deuxième ordre; en général, développante du n**"^ ordre la développante de la développante de Tordre n— I.
Notation. — Nous représentons les éléments de même nom des diverses développantes par les mêmes lettres, affectées d'un accent qui marque Tordre de la développante.
Problème I. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe, trouver les équations élémentaires de la développante du deuxième ordre.
Rayons de courbure et de flexion des développantes successives, — I. Si Ton se reporte au n* 116, on a successivement
T^^^frde'-^fde'fTde^J^fTde, T" = - /T" r/e" = -/ de"f de'/T de
^ ~ J .^lIsiiiH'J iTïïÏÏ*^^^^'
~ J sinHsinH'sinir J siÏÏH^ÎûîpJ siTilï-^^^^'
et ainsi de suite.
IL D'autre part, p étant connu, c'est en fonction de p qu'il faut exprimer p', p'',.. . ; on obtient ainsi
p' = TsinH =— sinH/pf/e,
p''=T'sinH' = — sinH'/p'^e'=sinH'/rfe'sinH/prfe
= sinH'/rfe/prfe,
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= -s\ïiWJdz'fdzfpdz,
=r s\ï\Wfdt'"s\nWfdz'fdzfpdz = sin H'"/ dz"fdi'fdtfp de,
et ainsi de suite.
"^^^"^ di^-di^^"^''
-''==^'-^==--^f9'de'=^Jde^s\nEfpde
dt'
.«'=ï" Jj; =- ^/P'^s" =- ^^fde'sinWfdefpdc
dt" = — jgF,fde\fdeJ pde,
et ainsi de suite.
121. Problème IV. — Les équations élémentaires d'une courbe étant données, trouver les équations élémentaires des développantes successives.
On déduit facilemeni des formules du n*> 116 les quatre ordres suivants d*équations
TT ^« .Ti/ rfcosH --,, sinHfl^cosH'
cotH =^ ,- î colH' = — j — 9 cot H'' — 1
de de ai
rfcosH''
colH'^^sinAsinH'
de
D'après ces formules, cotH étant donné en fonction de e, on calculera successivement en fonction de la même vais.
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. riable les sinus et les cosinus des angles H', E", H*', .... Or on a
w, de ,„ de -^ de
^■"sinH' "'^ "sinHsinH'' ^^ ""sinHsinH'sinH'^' "
On connaîtra donc les rapports des éléments rfs', rfe", de", . . ., de^*^ à de en fonction de la variable e. Le troisième ordre des équations est
rfa)'=rfH, d(ù''=dn\ dr^"=dR\..., rfck)C-)=rfH(— ).
Ces formules feront connattre, en fonction de la variable e, les rapports de d(ù'y Jco'% . . ., Ju^") à de. Enfin on a ce quatrième ordre d'équations ^
ds'=Tde, d!^=Tde'y dsr=T''de\ ds'^ =T"' de" , d^ = —defds, ds''=dé Jdejds, ds''=-' de" f de' fdefd$,
ds( '^) = rfe'* / de' f de' fdef ds,
et ces équations font connaître les éléments ds, ds', ds^^..^ en fonction de e.
On a donc les trois équations élémentaires des développantes successives.
122. Problème V. — Étant donné l'élément d'arc d'une courbe en grandeur et en direction, trouver Vêlement d'arCf en grandeur et en direction, de la développante seconde, ainsi que les coordonnées de la courbe.
i^ On a les équations, a' étant une constante,
, . ^'x ds' , dV
on déduit de la seconde
w d du f^.
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et le numéro précédent donne l'équation
(3) . ds''=dt'fdtfds.
Ces dernières formules font connaître la solution de la pre* mière partie du problème, s** Si Ton remarque que l'on a la relation
dx^'
on obtient Téquation
si Ton intègre cette équation en renfermant la constante arbitraire SOUS le signe /, on trouve la formule
(5) .•'=/rf^-^^'=/T'rf^%
laquelle condense en un seul terme l'expression de la coordonnée x",
HaiSy conformément au théorème que nous avons démontré n^ 116, l'intégration n'est ici qu'apparente, parce que» si Ton Intègre par parties, on trouve
ih
fii "■''■
Or, si l'on a égard à la valeur de dT donnée par les formules I du n® 120, cette formule devient
le n® 118 donne
on a donc les équations renfermées dans le type suivant
(6) ^"_^:=T'^+Tt„ (3)
qui donnent les coordonnées de la seconde développante» sans
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autres intégrations que celles qui sont nécessaires pour déterminer T et T'.
123. Problème yi, — Généralisation du problème précédent* — La grandeur et la direction de l'arc de la n**^ développante sont données par les formules suivantes :
I, , d d d dzx
e/£(«— > (Ui"--^) uç! (il rf5<-) = ( — i)- cfe(«-)/(/£(«-'^ . . .fdz'fdzfds.
Les coordonnées de la n*^* développante sont données par les formules
(2 ) ^(«)=/ïf"-)rf^ _^... jf_f^'. (3)
lesquelles font connaître chacune de ces coordonnées au moyen d'une seule intégrale. Cette condensation d'une série de termes en un seul est digne de remarque.
Pour obtenir les valeurs de ces coordonnées, indépendamment de tout signe intégral, on opérera comme dans le numéro précédent.
Considérons la valeur de dx'^j en ayant égard à la valeur de
rf5"(116),
ds^^T'di^ on trouve
x'"=rTd4-, ~ = T' 4i ^'+/T'r/'^'.
•^ de de de de "^ de
Or, si l'on a égard à l'équation (5) du numéro précédent, on trouve
^ -^ de' de ^"^ '
en ajoutant cette équation à l'équation (6) du même numéro, membre à membre, on obtient l'équation
(3) ..«_.. = T"^^' + T'^' + ïr„ (3)
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et généralement
dt de, de
Cette dernière formule peut aussi être établie par la Géométrie; car, si Ton projette sur Taxe des x la ligne brisée formée par les longueurs T, T^ . • ., T('*~~'^ laquelle commence au point pris sur la courbe donnée qui ^x^y, z pour coordonnées et flnit au point correspondant de la nf^^ développante» on trouve d'emblée
' ' MX
et, si l'on a égard aux valeurs de t,, t^,. . ., ^x"'^* on tombe sur la formule (2/.
§ IIL — Lieu des centres de courbure de courbes dont la surface
POLAIRE EST OSGULATRICE DE LA COURBE DONNÉE
124-. Coordonnées du lieu. — Soit L la distance d'un point de la courbe donnée ds au point correspondant du lieu cherché, pi le rayon de courbure de ce lieu c?*i, p('^ le rayon de courbure d'une des courbes dont la surface polaire est osculatrice de la courbe donnée; d'après les équations [da) du n*» 109, on aura [fig. 18) les deux équations
(4) & H- rfL 1:=: pC) rfe, Lrfe = — rfpC).
Si l'on élimine p(') entre ces deux équations, on a l'équation différentielle du second ordre
rf'L . rfp _
de^ de ~~
Cette équation, étant intégrée, fait connaître L. Si l'on représente par a et 6 les deux constantes d'intégration, on obtient la valeur suivante de L :
L==:asinÊ+ fccose — sine/psine(/e — cose/pcoserfe.
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de sorte que Ton a les équations cartésiennes du lieu cherché
Xi— ar = L(cosT, x), (3)
Différentielle de l'arc. — Si l'on différentie cette équation, on obtient la relation suivante :
d5jCos(Ti,^) — ds cos{t9 x) == L(/ecos(p»ar) -4-rfLcos(T,x).
Si Ton multiplie les trois équations contenues dans ce type respectivement par cos(t, ar), cos(t, /), cos(t, js) et qu'on ajoute, on obtiendra une première équation ; et si l'on opère de même par rapport aux cosinus que les deux autres axes mobiles p et v font avec les trois axes fixes, on obtiendra deux nouvelles équations, de sorte que l'on a le système d'équations suivantes:
IdSi cos(ti, t) = d* -f- rfL, rf5,cos(Ti, p) = Lde, dsiCOs{Ziy v) = o.
La dernière de ces trois équations montre que la tangente à la courbe ds^ est perpendiculaire à la direction de la binormale de la courbe ds et que, par conséquent, cette tangente fait des angles complémentaires avec les directions r et p.
On déduit les équations suivantes :
dLV . . 0 dL
ds] (g dLy , , û
cos(ti,v) = o,
p dL
L'^Ldl
cos(ti,t) =
Lde
vZ-a-ra)'
cos(t„p) =
125. Angles des axes mobiles. — On se propose de calculer les angles que les trois axes mobiles de la nouvelle courbe font avec les axes mobiles de la courbe donnée. Or, si l'on
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prend les variations des trois derniers cosinus, en appliquant le principe des courbures inclinées (49), on trouve les co« sinus des angles que Taxe pi fait avec les axes r, p, v, ei, en appliquant le théorème des carrés des cosinus, on trouve les cosinus des angles que l'axe vi fait avec les mêmes axes. Ces six nouvelles formules sont
COS(Pi,t)=: — Sin(T„T)
(ce)' /cos(p„p)=' cos(t„t)
dz-\- dJTx^x) dix
C0S(p„v)=: — COS(t„p) —5
COS(v„T) = Sin»(T„T) ^-J («r { C0S(v„p)==C0S{T„T)sin(Ti,T)2^î
cos(v.. V) =
Si maintenant on prend la variation de cos(vi, v), en appliquant le principe des courbures inclinées et en ayant égard aux formules que nous venons d'écrire, on a la nouvelle formule
d(àx cos(pi, v) -4- d(ù cos(p, Vi) =— sin(v„ v) ^(vi, v) ;
or on a les relations [fig, ig)
sin (v, vi) = sin f p„ v — ^ j = — cos( v, p, ), cos(p, V, ) = — cos(p„ v) cos(t, t, ) ;
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donc, si Ton pose (r, Ti) égal à a et (y, Vi ) égal à (p, on a une formule qui, ajoutée à celles que nous venons de calculer, forme le système suivant d'équations :
(i) — rfwi-i- é/9 -h rfwcosa — o,
(2) rfe, cosç — rf(e -f- a) = 0,
(3) {/e, sm(jp — rfû)sina--o,
(4) dsx cosa — (ds-^-dL. — o,
(5) rfj, sina — Lrfe ==^ o,
qui renferment toute l'économie géométrique de la courbe cherchée et sont surtout d'une grande utilité pour la résolution des questions inverses. On aurait pu les obtenir en éliminant p des formules (y) du n" 98, au moyen des formules (âfo*) du n° 109, et en observant que, dans le cas présent [fig^ 18), les arcs et les tangentes de la courbe ds sont comptés en sens contraire.
Arcs de contingence et de torsion. — En posant -r- égal
à L', ces arcs sont donnés par les formules
rf£Î = rfw'sin'a-f [rf(e -1- a)]',
d(ùx = f/9 H- d(ù cosa, (w.) { d{e-hoc)
COtQ = -3 : •
126. Rayon de courbure, — Si l'on différeniie la deuxième des équations précédentes, on trouve la variation de a
aa= —
Si Ton porte cette valeur dans la première et qu'on élimine sina au moyen de la deuxième, on obtient l'expression sui-
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vante de la courbure :
rfwT /p-hL'\n
pî
or, si l'on remarque (fig. 20) que Içs trois axes v, v„ pi sont
Fig. 20.
dans un même plan, puisqu'ils sont tous les trois perpendiculaires à T, on a les relations
w X . / \ • rfe-+-rf(Ti,T) rfe-4-rfa
cot(v„v)=:— tang(p„v) = cot9 2= - ' ' —
(lui sin ( Tt, T ) dta sin a ^
d'après cela on a la formule
pH-L'
— tang{p„v) =
= cot9.
laquelle fait connaître la direction du rayon 4e courbure pi.
Rayon de flexion, — De même, si Ton différentie la dernière des équations trouvées, on obtient celle-ci :
do
de rfwT
O'-l-O-lr)]-
(fr.,r ,o4-L'\»"l'
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qui, portée dans l'expression suivante de la flexion -9 résul tante de l'équation (i),
L I \ do d(ù
fait connaître cette courbure en fonction de p, de L et de appartenant à la courbe donnée;
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Nous avons défini (92) cette surface et dit de quelle manière on peut en avoir les équations ; nous allons maintenant étudier les courbes qui la caractérisent. *
§ I. — Ar£TE DE RBBROUSSBMENT.
127. Étude de cette courbe. Méthode géométrique. Relations angulaires. — La droite rectifiante est Tintersection de deux plans rectifiants infiniment voisins, et, comme ils sont perpendiculaires chacune à chaque normale principale^ il en résulte que cette intersection est perpendiculaire à deux normales principales infiniment voisines; donc la tangente de Tarète de rebroussement est la direction de Ow dans notre fig. 7> n"* 52. De là résulte que la première arête du trièdre des axes mobiles est Oiît, que la deuxième est Op> et que la troisième est OX. On a donc cette double proposition :
I. L'arête de rebroussement de la surface rectifiante d'une courbe et la développante de cette courbe ont les trièdres des axes mobiles réciproques.
II. Si les coordonnées d'un point de la courbe sont connues en fonction d'une variable, les coordonnées d'un point de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante sont également connues en fonction de la même variable y au moyen de simples quadratures et réciproquement.
Il résulte de la première proposition que, si Ton se reporte aux formules du n*" 52 et à \2ifig. 7, et qu'on représente les éléments de même, nom de la courbe donnée et de Tarête de
ao6
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rebroussement de sa surface reclifianie par les mêmes lettres, celles qui se rapportent à la seconde étant affectées de l'indice p, on aura les équations suivantes :
cos(Tp,T)= cosH= — -1-1 cos(Tp,v)=sinH= -j-i cos(Tf,p)
rf«
du
cos(pp,t)= — sinH = — ^rcos(pp,v) = cosH=— ^, cos(pp.p)
C0S(Vp,T)=O, cos(vp,v) = o, COS(Vp,p)
On voit immédiatement que Tangle de deux positions infiniment voisines de la droite rectifiante est dR, et que Tangle de deux plans rectifiants est dn; on a donc aussi les relations
(b) dSf = rfH, rfwp = rf».
128. Relations linéaires. — Soit L^ la distance d'un point O de la courbe ds ^u point de rencontre L de deux droites rectifiantes infiniment voisines.
Le périmètre du triangle infinitésimal OO'L {fig.^i)^ projeté
Fig. ai.
successivement sur les deux directions Oct^ OX, donne les équations suivantes :
(Lp) dLp — dip = rf«cosH, LfdE = ^dssinïL;
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ié sorte que Ton a les deux relations
,/rf5sin»H\
(h) L,— ^sinH, JH- sinH^H -"" sinHdH '
La première fait connaître la distance d'un point de la courbe au point correspondant de Tarête de rebroussement, et la seconde fait connaître Télément de Tare de cette arête.
Équations élémentaires. — Soient les équations élémentaires de la courbe ds,
tj\ ds ^. . do) , , ,
Si l'on a égard aux équations (6) du numéro précédent, on trouve
rfep=:£/arc(cot = — 4^) = — -'-t:'
Si l'on opère sur la seconde des équations (L^)' du présent numéro, on trouve sans difficulté l'équation
ds,_ fi-f-^-^)^rf //\
Ces trois équations sont les équations élémentaires de l'arête de rebroussement.
129. Méthode analytique. — Les équations de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante, si L^ était connue» seraient dans le système cartésien
(i) X — Xp = LpCOS(cy,ar) (3);
si l'on différentie ces équations, on trouve
(2) ds cos (t, x) — dSf cos (?3, x) = L^d cos (gt, x) -f- Lp cos (cj, x).
Or, si l'on rapporte les deux directions Ojh, Ox aux trois axes mobiles Ot, Ov, Op et qu'on remarque que Ow et Op sont perpendiculaires l'un à l'autre, et en s'appuyant sur les
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valeurs de cos(in,T)> cos(iîj, v) données aux n"^ 53 et 96> on trouvera la valeur suivante de cos(tst, x) :
cos(cy, ar)= cosHcos(r, iP)-f- sinHcos(v, or);
donc la différentielle est Jcos [m^x] = dH cos(X, x)
= — rfH[§inHcos(T, j:) — cosH cos (v, j?).
Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (2], et qu'on identifie les coefficients de cos(r9^), cos(v, x), on obtient les deux équations suivantes : ^
L (rfLp — rf5p)cosH— LprfHsinH = rf*, ^ ' I (rfLp— rf5p) sinH-f-LprfHcosH = o,
qui forment un système équivalent au système (Lp) du n^ i28« Les équations angulaires [a] du n"" 128 s'obtiennent aussi analytiquement. En effet, les équations de la première ligne résultent des données de la question : si l'on prend la variation de ces équations en appliquant le principe des courbures inclinées (49)» on trouvera d'emblée les équations de la se^ conde ligne, et, en appliquant le théorème des trois cosinus, on trouvera les équations de la troisième ligne.
130. Nouvelle forme des équations élémentaires. — On peut se proposer d'obtenir ces équations en prenant pour variable indépendante une variable quelconque / : on trouvera ainsi
rferf'w — rfwrf'e
rfw* H- do
{ dt,) dt,=^d arc ^tang = ^ j =
, . ds^__ (rfe»-f-rf6)')^ ./ dsdO \
l^^^ dt^" de[d(^dH — d&d'(ù) \d(ùdH- dtd^tùj*
Hayons de courbure et de flexion. — On déduit sans difficulté des formules [L^]' du n"* 128 et des formules (6) du n® 127 les expressions suivantes de ces deux rayons ;
_ rf(LgSinH) _ rf(LySinH) _ rf(LpSinH)
Pf sinHrfH ' ''^"" 8inHrf« "" rfe "
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Équations cartésiennes. — li suffit de remplacer , dans les^ équations (i) du numéro précédent, cos(c9, ^] par sa valeur donnée dans le même numéro^ on trouve
ar — a:j = Lp[cosHcos(T,a:) -h sinHsin (v, jc)] (3).
Propriétés d'une courbe par rapport à sa surface rectifiante. — Une développante de la courbe donnée ds a ses tangentes parallèles aux rayons de courbure correspondants de cette courbe et par conséquent perpendiculaires aux plans rectifiants de cette même courbe; donc la surface rectifiante a son plan tangent perpendiculaire à la tangente de Tare de la développante; de là on conclut cette proposition :
I. La surface rectifiante d'une courbe est la surface polaire d'une quelconque des développantes de la courbe.
De plus le plan osculateur de la courbe ds est perpendiculaire au plan rectifiant qui est le plan tangent de la surface rectifiante. Or la courbe géodésique d'une surface est la courbe dont le plan osculateur est perpendiculaire au plan tangent de la surface; on en conclut:
II. Une courbe est^ par rapport à sa surface rectifiante^ une ligne géodésique.
Applications. — Appliquons les théorèmes précédents à la spirale conique et à Thélice circulaire. Comme ces deux courbes appartiennent Tune et l'autre à la classe des hélices, on reconnaît que la surface rectifiante pour ces deux courbes est la surface cylindrique que l'on obtient en menant, des divers points de la courbe, des parallèles à Taxe du cône donné s'il s'agit de la spirale conique, et à l'axe de l'hélice circulaire s'il s'agit de cette seconde courbe.
PRINCIPALES
Objet du Chapitre. — Le lieu des normales principales d'une courbe donnée esi une surface gauche sur laquelle se trouvent trois courbes ayant entre elles des relations intimes : i^ la courbe donnée ; 2? le lieu des centres de courbure de cette courbe ; 3^ la ligne de striction de la surface gauche. Nous avons déjà étudié les deux premières, il nous reste à étudier la troisième courbe.
§ I. — De la LIGNE DE STRICTION.
131, Définition,— Si Ton détermine, sur chaque génératrice rectiligne d'une surface réglée gauche, le pied de la perpendiculaire commune à cette génératrice et à la génératrice infiniment voisine, le lieu des pieds de cette perpendiculaire est la ligne de striction de la surface.
Relations linéaires des éléments, — Soient Drf {fig* 22) la perpendiculaire commune à deux génératrices OM, O'M' et Wd' la perpendiculaire commune infiniment voisine ; DD' est la différentielle ds de l'arc de la ligne de striction. Soient : OE égale et parallèle à De/; / la projection du point £ sur la génératrice O'M' ; posons OD égale à r et projetons le périmètre du quadrilatère infinitésimal ODD'O' successivement sur les directions des trois axes rectangulaires Op, 01, Ors; si Ton remarque que dD a la direction de Om et que lE, située audessous du plan 00' D% a celle de OX, on aura les trois rela-
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tions suivantes:
rf^i cos ( p, dsi ) = rfr,
^-. cos(X9^i) = </5COs(X, 6b) -^ rdvy
\ dSiCOS{w,€lSt)=::d$COS{mf€U).
Or Tangle {l,dsi) ne diffère d'un angle droit que d'un infiniment petit; donc les deux angles — (p, dst), (xa, dsx) sont com-
Fîff. w.
plémentaires ; d'après cela, on a les trois nouvelles équations, en représentant par — A l'angle (p, rf*,),
ds , - . -„ rfs' pt.» r=z -r sinH = psin'H=pT-; -r-:= -r- >
( dst y { rf*; = rfr» H- r» cot'H rf«%
dr
cotA =
rcoiRdn
D'après ce qui^ précède, on voit que l'expression de la plus courte distance A, entre deux génératrices infiniment voisines, est donnée par la relation
ùk=:dscosE.
Cette expression peut s'obieoir directement par cette con-
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sidéralion que la plus courte distance de deux droites est la projection de la distance de d'eux points quelconques de ces deux droites sur leur perpendiculaire commune, et par conséquent la projection de ds sur la direction de Ocu.
Point central. — Le point D pied de la perpendiculaire commune à la normale principale et à la normale principale infiniment voisine est le point central de cette génératrice. Or, si Ton remarque que le rayon de courbure de la courbe donnée est p, la distance du point D au centre de courbure H de la courbe ds sera MD, et Ton aura
MD = p — p sin'H = p cos'H
et par conséquent
MD _ cos»H _ rf&)' _ p»
DO"" sin'H"" rfe» ""v»'
Le point central divise le rayon de courbure de la courbe donnée proportionnellement aux carrés des rayons de courbure et de flexion de cette courbe.
132. Procédé analytique. — Pour avoir le point où la plus courte distance A de deux normales principales infiniment voisines rencontre la seconde normale principale, il suffit de faire passer un plan par la première et la plus courte distance : ce plan déterminera, par son intersection avec la seconde, le point cherché. Or l'équation de ce plan, en représentant par ^19 y\f ^t les coordonnées de la ligne de strictioA, donne
( b) S {xi — x) cos(X, x) = o.
Les équations de la normale principale étant
Xi — X Yt — y «I — z
cos(p, x) ■"" cos( p, r ) ~ cos(p,z )
les équations de la normale principale infiniment voisine seront
(xt — x) ^cos'(p, z)
=(Zi-'Z)dcos{p,x)-\'ds[cos{T,x)cos{p,z)-'Cos(p,x)cos(T,z)], {y^ — y)dco3{p,z)
r=(z,— z)rfcosfp,/)-i-rf5[cos(r,:r)cos(p,«)— cos(p,;r)cos{T,a)].
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Or, si Ton substitue les valeurs de («i— x), (j^, — ^-) tirées de ces équations dans Téquation du plan, on aura Téquation résultante
(zi — z) Scos(A, x] (/cos(p, x] 4- ds I cos (X, x) [cos (t, x) cos (p, z) — cos (p, x) cos (t, z)] -h cos(X, j)[cos{t, x) cos{p, ;ï) — cos(p, r) cos(t, «)]t = o
ou bien, après réduction,
(c) rf»(2,— z) -f-&cos(X,T)cos(p, z) = o. (3)
Les trois équations (c) donnent les coordonnées Xi, ^i, Zi du point cherché ; ce sont donc les équations du point central.
Si Ton élève au carré ces trois équations et qu'on ajoute, on obtient la valeur de r déjà trouvée.
Équations différentielles. — Si nous écrivons les équations précédentes sous la forme
Xt—x _ 7i— .r _ Zi — z __
cos(p,ar) "~ cos(p,^) "" cos(p,-8) "*"
et qu'on différentie la première, on aura les trois équations contenues dans le type suivant :
dst cos {t,x)-=ds cos (t,x)-hdr cos (p, x) -¥■ rdn cos (X, x). (3)
Si l'on multiplie respectivement ces trois équations, d'abord par le cosinus de l'angle que p fait avec les trois axes fixes, qu'on ajoute et qu'ensuite on opère de même par rapport aux cosinus des angles que X et gt font avec les mêmes axes, on aura les trois équations suivantes, en remarquant [que les angles (t, p), (p, X) (n** 52 et suiv.) sont droits :
I£biCOs(p, dSi) =dr, dsiCOslTi, dsi) = rf5C0s(X,T) 4- rrfy, dsiCOs{mfdst] = df cos(tDf, t).
Ces équations coïncident avec celles que nous avons déjà trouvées.
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133. Trièdre des axes mobiles. — Soient Oti, Opt, Ovi les trois axes mobiles du lieu ; on a posé l'angle (riyp) égal à —A; les équations [dëx] font connaître les angles que Ott fait avec les trois axes mobiles de la courbe ds. Or^ si Ton prend les variations des cosinus de ces trois angles en appliquant le principe des courbures inclinées, on obtiendra les cosinus des angles que la direction Op« fait avec les mêmes axes mobiles; enOn, en remarquant que la somme des carrés des cosinus des angles que Tun des axes mobiles de la courbe ds^ fait avec les trois axes mobiles de la courbe ds est l'unité, on aura les cosinus des angles que Ov» fait avec les mêmes axes mobiles ; de sorte que, si l'on remarque (52) que la variation angulaire de Oiu est dYL et que les arêtes Op, Oisj, OX coïncident avec les arêtes Or', Oy', Op' du trièdre dérivé du trièdre (Orvp), on aura les neuf équations suivantes, formant trois groupes ternaires :
\ cos{ti,t') = cosA,
cos(p„t'):
. , dh dii
cos(v„t')
cos(t„p') cos(p„p')
=:sin/i^^
cos/i
dH
di
-sin/i i;
= -7- cosA -h
COS(v.,p')=:;.-
EL
dix dh
dêr
du . ,
-7- sm/i, dii
cos(t,,v') = sinA,
COS(p„v'):
. dh cosA -j-y dit
cos(v„v') =
— cosA( -T-cosA
A ces équations il faut joindre les trois suivantes, prove* nant, la première de la somme des carrés des équations du deuxième groupe, la deuxième de la division l'une par l'autre
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de cos(vi,p') par cos(pi, p'), ei la troisième de la variation de cos(v„p'):
rf€Î = dA»-h (rf» cosA -♦- rfH slnA)%
rfû),= rf(pi, p') — cosA rfH -f- sin A rf».
Ces trois formules font connaître, les deux premières Tare de contingence en grandeur et en direction , et la troisième Tangle de flexion de la courbe cherchée.
Rayon de courbure. — Première méthode. — Posons
pour abréger, -,- = r' et -r- =H'; si l'on prend laWariation
de la troislème?équation {ds^y du n^ 131, on trouve
„ _ r» cot^H ,/ r^ \ ~^'^-r'»4-r^col'H [rcoiHj'
de sorte que, si Ton divise par ds] les deux membres de la première des équations {dti), on obtient l'expression suivante du rajon de courbure :
I r» cot'H
r'cot'H)*
xfr'col'H ^(-^W^P^,'"^(r'+ rH'coiH)'} L rfH\rcoiH/ r^cot'H ^ 'J
D'une autre part, si l'on remarque que, d'après les for-
Fiç. 33.
mules (a) (a* groupe), les trois axes Op', Op„ Ov, {Jig. 23)
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sont dans un môme plan perpendiculaire à Or, il en résulte que Op'y dont la direction est connue» fait des angles complémentaires avec les axes Op,> Ovi, et conséquemment on a
(0 sin(p„p') = cos(v.,p')=^-,
de sorte que, pour connattre la directioil du rayon de courbure piy il sufQt de mener par le point 0 de la courbe un plan perpendiculaire à la tangente et dans ce plan, après avoir mené du point 0 une parallèle Op' au rayon de courbure de la courbe donnée ds^. de mener une ligne qui forme avec cette
direction un angle dont le sinus est -r-* Ainsi la formule
fait connattre la direction du rayon de courbure de la courbe cherchée ; mais il est mieux de construire cette direction par l'expression de la tangente du même angle
r'cot'H^f— ^"i
^ \ . / /v a«\rcotH/ 2 tang p.,p' = ^^ '- -*
(r'4-H'rcolH)(r"-f-Hcot»H)'
r roi H Si l'on pose ; — = c-', cette dernière formule devient
dv
(2)' tang(p„ p') = ■ j y
et l'on trouve pour la courbure l'expression suivante :
r'cot'H _ dy^ (y -4- H')'
135. Rayon de courbure. — Deuxième méthode. — Si l'oB remarque que l'on a identiquement
,, dcoili . • col A . , ■
dn=i -r» cos /i = -. > smA =
n-cot*A V'H-cot'/i ^/i + cot^A
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Qt que la valeur de dst peut prendre la valeur suivante :
la première formule (</e,), divisée par ds\f donne
j^ _ rfgf _ _{d^[[^)^ coi' A (rfHcoiA-4"rfH)' cor A pî "" c/*î "" (1-4- côl^'A/ r'^rfw» "^ (T-t- col'A)* r"rf»»'
et conséquemment on a la relation
La troisième des équations (t&i/ donne
coxh =
rcotH
Posons coih = v= -; nous aurons les deux formes sui-
vantes :
r*cot*H , w'»-h(n-ii»)(H'a-i-i)'
zzz m' -^ — 9
PÎ (! + «')'
que Ton peut écrire comme il suit :
cos'Hcot'Ap» v'»+(i-i-i'*)(H'4-(/) r'^ p* . ,„
i + cot'H PÎ (iH-v')» r» pî
136. Rayon de flexion, — Si Ton divise les deux membres de réquation (d(ùt) par dsi^ en ayant [égard aux valeurs de dsx et des sinus et cosinus de A fournis par les équations {dsx), on aura l'équation suivante :
i_ I rrf(p.p') i^H^— rcotHI
t., ""^^a^.^acot»HL ^^ Vr'Hhr^^côÏÏH J '
Or» sf l'on différentie l'équation (2)1 on trouve l'expression sut-
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vante de la variation de (pt, p') :
, r r*cot«H -j- û
,, ,, (r'-f-H'rcotH)» r'»-f-r»cot«H):T-| -;— r=7 .»w >, ^ .,a
^ (r'-f-H'rcotH)>(r"H-r«coi«H)H-(r»coUH^— ^-jj)
et, en portant cette variation dans l'équation (t.,), on obtient la valeur du rayon de deuxième courbure de la courbe ds^ en fonction de ret de H, appartenant à la courbe proposée, on, ce qui est la même chose» en fonction des rayons de courbure et de flexion de cette courbe.
Remarque /. — Le plan tangent à la surface réglée au point D est OD J. La normale à ce plan a la direction OX {fig. 22): donc l'angle Xpi ou bien ( p', p,) est l'angle que le rayon de courbure Pi fait avec la normale à ce plan ; c'est le complément de l'angle que le plan osculateur de dsi fait avec le plan tangeni à la surface réglée.
Remarque II. ■— Les formules précédentes peuvent aussi se démontrer géométriquement ( voir notre Mémoire sur le Mouvement d'une droite).
§ IL — Applications.
137* PnoBLfiMB L — Trouver la courbe telle que la ligne de striction de la surface réglée^ lieu des normales principales de cette courbe^ ait pour équation élémentaire sphériqiie une courbe donnée et coupe sous un angle constant les normales principales de cette courbe.
Si Ton conserve la notation précédente et qu'on pose
les équations du problème sont
dsx sinA — rcotH(/u = 0, dsi cosA — rfr = o, (1) { rfsi COS9 — cosAA — sinArfH = o,
dix sin cf — dh = o, df,h — rf<p -+- cosArfH — sin/i rf« = o,
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dans lesquelles A est constant et ^-^ est une fonction de Si.
La quatrième équation donne f = o; donc le plan osculaleur de la ligne de striction est perpendiculaire au plan tangent de la surface, lieu des normales principales de la courbe cherchée ; donc cette ligne de striction est une ligne géodesique de la surface réglée.
La troisième et la cinquième équation deviennent
, , ( </e, r= cosAcf» + sInAJHy
( d(ùx=^— siDA£/H + cosAcfH.
Sî J'en représente par €19 ui les intégrales de dz^^ dcùi comprenant chacune la constante arbitraire de l'intégration, on obtient les deux systèmes d'équations
( e, =H sinA 4- »cosA, H = e, sinA H- u, cosA, ( 6>, =: H cosA — v sin Ay v = et cos A — <ùi sin A.
D'une autre part, les deux premières équations (1} donnent
la suivante :
dr (3) — = cotAcotHrf»;
si l'on représente par a une constante d'intégration, on a
(4; cos A (5, —#(,))= r = aC««**/***C«.«««A+-.w«*)(«>»AA,-riaAA.J^
Or nous avons déjà trouvé la relation (n^ 131 )
ds = . -„ de ; on aura donc
ds /2^cotA/eot(t, sinA^-M, co«A)(coaA(/tj — •inkdn^)
3e sin'(ei sinA + GJiCOsA)
ce qui est l'expression du rayon de courbure de la courbe cherchée.
On a aussi
(fc) ~~ sinHcosH"" sin?.(eiSinA + cj, cosA)
|ui est l'expression du rayon de flexion de la même courbe.
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Pour avoir les trois équations élémentaires de cette courbe, remarquons que l'on a
de = sinH J», Jo) = — cosH </«;
conséquemmenty les trois équations élémentaires sont
dt = s\n{ei sinA + (i)iCOsA)(cfei cosA— cfuiSinA), </a>=:(— </ei cos/i + J&)iSinA)cos(eiSinAH-&)iCOsA),
sinH
= :— ; :— r-- r-; ( rfc, COS A — </&>, Sin A ).
sin(eiSinA-ha)i cosA)
Dans toutes ces équations, (Oi est une fonction connue de ei, qui est prise pour variable indépendante.
138. PROBLftHB II. — Trouver la courbe de la classe des hélices qui satisfait à la seconde condition du problème précédent.
I! suffit d'admettre que l'équation élémentaire sphérique de la courbe est -^ = m,, m, étant une constante égale a tanga^
alors les équations (2)' donnent
„ - . . . , sin(A-f-a)
H = et(sinA 4-m, cosA) = ei ^ =i!xe„
^ , , cosa
, , ... cos(A-ha)
« = e, ( COS A — m sin A ) = Cl =: vti ;
^ ' cosa
avec les conditions
a»-4-v»= — —» fi=: tang(AH-a), '^ COS' a V
on trouve l'équation différentielle
dr (3)' — = V cot A cotfxf I rfci,
et, en représentant par a. la consume d'intégration, on a successivement
logr = - cot A loge, 4- loga,fx,
V . . colh
•» ootA
X étant une constante; on a donc
( 4 )' cos A (*, — *(,) ) = r= a, /xe%
sinHcosH sin2|jLe,
qui donnent les expressions des rayons de courbure et de flexion de la courbe.
Pour avoir les équations élémentaires» remarquons que de = vsin/tAei dst^ d^= — vdti cosfxei ; d'où, en renfermant les constantes arbitraires dans e, &>, considérées comme intégrales de de et de dtù^ on a les relations
|!xç = — vcos/AEi, fjiû3 = — ysinjuisty G>'-f-e'=-j>
tf j = . „ (/» = . ^ rfe,. sinH smfxsi
Des deux premières on déduit la troisième, qui montre que la courbe élémentaire sphérique est de l'ordre des cycliques.
139. Problème III. — Les mêmes choses sont posées que dans le problème I ; la ligne de striction coupe les normales principales sous un angle variable.
A la condition que -^ est donné, il faut ajouter que 9 est
une fonction de d.
La quatrième des équations (i) du n** 137 donne
(i)' /i=/rfeisincp;
d'après cela, la troisième et la cinquième des mêmes équations (i) donnent les deux suivantes, dans lesquelles les seconds membres sont des fonctions de Ci:
, . ( rf«cosA-hrfHsinA = £/eiCOS9,
( d\i sinA — JHcosA = rfo), — rfç,
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desquelles il faut déduire dv et dEL en fonction de la même variable ; or on a
/ rf»=:cosAcos9rfe, -+- sinh{d(,h — rf<p), 1 rfH=sinAcos(pc?ei — cosA(rfû), — rf<p), H = cosA/cosçrf£, H-sinA («, — ç), H = sin A/cos(p dti — cos A (w, — <p ).
D'après cela, réquation(3} du n^'lST donne successivement
dr
— = cotA cot [sin A/cos(p rfei — cosA((k)i ~ ç)]
X [cosAcosçrfe, +sinA(âf&)i — rf?)], /XM i cosA(5, — *.)=: r
On obtient pareillement les rayons de courbure et de flexion en fonction de la variable ei par les formules
^®') f'^sin^H' *=-iûriS'
et les équations élémentaires de la courbe ds par les trois formules
(6)' rfe = sinHrf», rf» = ~cosHA, d$= "t-t^ dn, ^ ' smH
dans lesquelles il n'y a qu'à substituer les valeurs de H^ », r, qui ont déjà été calculées.
l&O. Problème IV. — Les mêmes choses que dans le problème I sont données, mais la seconde condition est remplacée par la première équation élémentaire de la ligne de striction.
La quatrième équation (i) du n*» ISTdonne^en prenant e, pour variable indépendante et en posant h'= j-y k''= ^-^
(2)' sîn9 = A', cos© = v^i -— A'', rf<p.=
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et, par suite, les équations (a)' du problème précédent donnent
= cos
\de, v^i-/i'V
/;:7- = sinAv^i — A'» — cos/il ^-^ -=-. — \.
\de, \^£/e, ^,_A'V
Représentons -p, —î-, — ' par r', tti et «j;,; la deuxième des équations (i) du n*" 137 donne
cosA=:— , sinA = —
TTi TT,
on en déduit, par la différentiation,
et conséquemment on trouve
de
TT
_jir^.\/'--^"-<$)
TTi
v'ttÎ — r"
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Enfin on a, par la troisième des équations {dSi^ du n^ 131, en ayant égard aux équations (4)% ies valeurs suivantes :
(6/ cotH = ^^^ÎHE!, sin»H:= ' ^'' ...,-
desquelles on déduit successivement
rfH rf /\/^î— '•"
Donc
dans laquelle il n'y a plus qu'à substituer les valeurs
dH_ dH ckt dzi trouvées ci-dessus.
Telle sera l'équation différentielle résolvante entre les variables r et Et; cette équation étant intégrée» on aura r en fonction de ei. Si Ton porte cette valeur dans les équations (4)' et (2)', on aura A et 9 en fonction de la même variable.
Ensuite les équations (5/ feront connaître v et H par de simples quadratures, et finalement les équations (6/ du numéro précédent donneront les rapports de ds^ de, dcù k dti en fonction de Ci ; on aura donc les équations élémentaires de la courbe ds\ ce qu'il fallait démontrer.
DES DÉVELOPPÉES
141. Notice historique, — État de la question. — Le problème des développées des courbes est une question des plus intéressantes de la Géométrie. De grands géomètres ne Tont pas jugée indigne de leurs recherches, parce qu'elle se rattache de la manière la plus intime à la théorie des courbes.
Monge» dans un Mémoire présenté, en 1771 (M» à l'Académie desScienceSySignale, comme un perfectionnement d'unegrande importance, a d'avoir démontré, le premier, qu'une courbe plane ou à double courbure a une infinité de développées et d'avoir donné la manière de trouver les équations de telle de ces courbes qu'on voudra ». Or sa manière de trouver les équations des développées consiste à poser trois équations différentielles que non-seulement il n'intègre pas, mais dont il ne prend pas la peine de donner l'équation résolvante. Quand on calcule cette équation d'après sa méthode, on tombe sur l'équation complète d'Ëuler, ce qui rend cette méthode d'une application impossible, tant que l'on n'a pas montré que cette équation peut s'intégrer.
Lancret a repris cette question dans les Mémoires de l'Instilut {Savants étrangers, 1. 1 et II) et démontré que l'on peut
(*) Mémoires de l^Acadéinle (Savants étrangers)^ t. X.
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obtenir les équations des développées en termes finis sans passer par Téquation d'Euler et en n'ayant à effectuer que de simples quadratures. Ce travail est certainement un des plus beaux qui aient été faits sur cette matière, et les géomètres qui, longtemps après lui, ont traité le même problème en le faisant dépendre soit d'une équation d'Euler încomplètp, soit d'une équation linéaire du premier ordre, n'ont pas fait avancer la question, quelle que soit d'ailleurs la finesse des aperçus dont ils se sont servis pour arriver à l'équation résolvante. Cependant, il ne faut pas le méconnaître, le calcul de Lancret est compliqué» parce qu'il dépend de l'équation d'un plan touchant la courbe donnée et formant un angle donné avec le plan osculateur, ce qui le conduit à des éliminations embarrassées.
M. Molins, en 1844» est parvenu à donner les équations des développées en termes finis au moyen d'un calcul facile ; mais ces équations sont sous forme implicite, par rapport aux coordonnées des développées.
H. Serret, en 1866, a donné ces mêmes équations sous forme explicite et par un procédé aussi facile qu'ingénieux.
Nous allons traiter cette question au moyen de la méthode exposée au Chapitre III, n^ 61 ; cette méthode conduit directementaux expressions explicites et générales des coordonnées des développées, non-seulement du premier ordre, mais d'un ordre quelconque, ce qui n'avait pas encore été fait par les géomètres, et ces coordonnées, quel que soit l'ordre de la développée, ne dépendent que de simples quadratures. En effet, d'après le problème II du n® 61, lorsqu'on connaît la loi du mouvement de l'arête principale Ot du trièdre des axes mobiles, la loi du mouvement d'un trièdre intégral, d'ordre quelconque, ne dépend que de simples quadratures. Or, d'après le théorème énoncé au n* 116, le trièdre des axes mobiles d'une développée est le trièdre intégral du trièdre propre à la courbe donnée ; de là résulte que, si l'on connaît les équations d'une courbe en termes finis, la méthode conduit par de simples quadratures aux équations d'une développée d'ordre quelconque. Cette marche n'est, à proprement parler, qu'une conséquence et une application des théorèmes démontrés au Chapitre III.
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Nous pourrions immédiatement poser les équaiions des développées en nous servant des fornriules données dans le problème des développantes, puisque ces formules, renfermante la fois les éléments des développées et des développantes, sont également propres à la résolution de ces deux questions, inverses Tune de Tautre; mais, à cause de l'importance de cette théorie, nous allons l'exposer par des considérations géométriques directes.
§ I. — Des développées premières.
142. Théorèmes sur les développées. — La théorie des développées est basée sur les propositions suivantes, qui résultent de la définition que nous avons donnée de ces courbes au n« 116.
Théorème I. — Le trièdre des axes mobiles de la développante est le trièdre dérivé du trièdre des axes mobiles de la développée.
Pour démontrer [Jig. i^ei^g. *4) celte proposition, il suffit d'établir que la normale principale de la développée est parallèle à la tangente correspondante de la développante. En effet, un point infiniment voisin du point de contact du fil et un point de ce fil placé à une distance finie de ce point de contact décrivent des arcs infiniment petits parallèles. Or, à la limite, la direction du premier arc est celle de la normale principale de la développée» et la direction du second est celle de la tangente correspondante de la développante. Donc, etc.
Théorème II. — La surface rectifiante de la développée est la surface polaire de la développante.
En effet, chaque point de la développée est Tintersection de deux normales infiniment voisines de la développante ; donc il est situé à Tintersection de deux plans normaux infiniment voisins à cette courbe et par conséquent sur la génératrice de la surface polaire de la développante. Or, d'après le théorème précédent, cette génératrice est perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de la normale principale de
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la développée : donc celle génératrice n'esi pas dlsUnclede la droite rectifiante de cette courbe. Donc, etc.
COROLiAiiB 1. — La binomtale de la développée en située dans le plan normal correspondant de la développante.
En effet, le plan normal de la développante est perpendiculaire{I)à la normale principale de la développée: donc il contient à la fois la ungenle et la binormale de la développée.
CoKOLLAiRS II. — Le plan osculateur de la développée est perpendiculaire au plan langent de la surface polaire de la développante.
En effet, ce plan osculateur contient la normale principale qui est perpendiculaire au plan normal de la développante [théorème II).
CoROLLiias m. — Lorsqu'on développe la surface polaire de la développante sur un de ses plans tangents, la développée se transforme enligne <//Y>ife (théorème II).
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Théorèhe III. — Varc de la développée est la différence des tangentes Ti, T« menées aux extrémités de cet arc jusqu'à la rencontre de la développante.
En effet» si l'on enroule un fil d'une longueur Ti sur cet arc, après avoir fixé l'une des extrémités du fil à une extrémité de l'arc, dans la première position le 01 déroulé est T*, et dans la seconde la partie enroulée est S et la partie déroulée est Te; et comme, pendant l'enroulement, la longueur du fil T. n'a pas changé, il en résulte que l'on a la relation
(T.) T. = ±S-hT.,
qui établit le théorème énoncé.
THftoRfeMB IV. — // existe une infinité de développées d*une courbe.
Par un point pris sur la développante menez une normale : elle touchera la surface polaire de cette courbe ; par un point infiniment voisin menez une seconde normale qui rencontre la première: l'intersection de ces deux droites est située sur rintersection des plans normaux à la développante en ces deux points. Continuez cette construction, et l'ensemble des normales forme une surface développable dont l'arête de rebroussement est une développée de la courbe. Comme la première normale est tout à fait arbitraire, il en résulte qu'il y a une infinité de développées de la courbe et que toutes les développées sont situées sur la surface polaire de cette courbe. Or II est évident que chacune des courbes ainsi obtenues est une développée de la courbe donnée, puisque les deux conditions contenues dans la définition de la développée sont satisfaites.
Théorème Y. ~- L'angle sous lequel se coupent les tangentes à deux développées en des points situés sur une même génératrice est constant f quelle que soit cette génératrice.
Il est d'abord évident [fig. i4 et 24) que les tangentes à deux développées en des points situés sur la même génératrice se rencontrent sur la développante, puisque ce sont les positions des fils situés dans le même plan tangent à la surface
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polaire. Cela posé, soienl A, A% A",. . .,A('> les angles des tangentes successives de la première développée avec les génératrices correspondantes ; on aura la suite des égalités
k'=k + d(ùy M'=iM-^d(ù'y A*'=A'^-f-dû)^...,
A('').-r^A("-')-j-rfca(«-«),
et, en faisant la somme, on trouve
A(-) - A = idû).
Si Ai, k\f A'I,. . ., A^ll^ sont les angles des tangentes successives de la seconde développée avec les génératrices correspondantes, on trouvera de même
et conséquemment
cette égalité établit le théorème énoncé.
CoROLLAïKB. — Le développement de la surface polaire sur un plan tangent n'altère pas V angle formé par les tangentes à deux développées en deux points situés sur une même gênératrice.
Distance de deux points correspondants de la développante et de la développée. — Soit T cette distance, d'après ce qui précède, Tangle qu'elle fait avec l'axe polaire est At-h/rfw, et, comme sa projection sur le rayon de courbure est égale à ce rayon, on a
(p) p = ïsin(A+/rfw).
Différentielle de l'arc. — Le théorème III donne la différentielle de l'arc égale à c/T ; on a donc la relation
{ds) dS^^ — d
sin(A»-i-ydw)
li|i.3. Problème I. — Etant données les équations élémentaires d'une courbe, trouver les équations élémentaires de sa développée.
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Représentons les éléments de même nom de la courbe et de sa développée par les mêmes lettres, les lettres qui se rapportent à la développée élan l affectées de Tindice — i. D'après les conditions du problème, ds^ de, dtùy divisées par la différentielle de la variable t qui fixe la position du point, sont connues en fonction de /; cela posé, d'après le théorème I du n"* 14.2, le trièdre des axes mobiles de la courbe est le trièdre dérivé du trièdre des axes mobiles de la développée; donc les équations (9)' et (3) du n<» 56 donnent les relations suivantes:
l sinH-, = -j^> cosH^i = r^j rfe' = rf€i,-+-rfc»jl„
\ de de
/ tangH-, =. — -^ — 'j rfH_, = rfw;
la dernière de ces équations étant intégrée donne, en représentant par &)• la constante d'intégration,
H-, = &)o+/ûf(<i>;
par suite, les deux premières équations donneront
(e_i) rffi-i = de sin (&>« -hfdoi),
(w_i) c/a)_i = — decos{(ù9-hfd(>i],
D*une autre part on a, en vertu du théorème III du n^ 142, et en vertu de l'équation (ds) du même numéro, les équations successives
( rfj-, z=z — dT=z — d -r-, — . ^ . >
V \ sin [(ôo-^jdcù)
\ûfesinH_,/ V^^-\/
Ces trois dernières équations sont les équations élémentaires de la développée.
Rayons de première et de deuxième courbure. — Si l'on divise les membres des équations (5-,) successives précé-
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dénies par rfg«.„ on aura les équations suivantes :
p _,^^ rfT _ d f p 1
\ de sin H-, \ rfe sin H-., ) "^ rfe-. V rfe-, / *
Si Ton développe les différentiations, on obtient la relation suivante :
p.= i_ / dp p>cosH^.\
sinH»» \rfe_, t^sin^H-,/
On obtiendra, en opérant de la même manière, les équations suivantes que donnent les expressions du rayon de torsion de la développée
/ \ J dcù^t d(ù^t "~ de cos (a)«-f-/rfw) [_sin («.-f-y^/o») J
rfecosH», VdesinH^J "" dtù^, \de^J'
Si l'on développe les diflférentiations, on aura la nouvelle relation
(...)' ^^-. = — ^ (^ - Pl£??lziV
cosH-, Vrfe^. ï.sin»H_,/
qui est évidente par elle-même par suite de la quatrième des équations (H.,).
Supposons maintenant que la variable indépendante soit e, et que les équations élémentaires de la courbe donnée soient
ds ^. d(û , , ,
on a, d'une part, la relation
fe='-=-ffik:[/'<')-/(')+c)lfe].
dans laquelle
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d'une autre part, on a aussi la relation
-^^=— cotH-, =— cot[ck). -f-/vKe)rfe];
telles sont les équations naturelles de la développée.
1&4. Problème II. — Connaissant les équations différen-tielles du premier ordre d'une courbe qui font connut tre les cosinus des angles de la tangente^ et la différentielle de l'arc en fonction de la variable indépendante, trouver les équations différentielles du même ordre et de même forme de la développée.
Puisque les cosinus r«y Tj, Ts sont connus en Tonction de la variable t, les angles de courbure et de torsion dt, d<ù sont connus en fonction de la même variable par suite des équations (6) et (9) du n"" &k; or les équations (ai) dq n"" 61 donnent les trois équations contenues dans le type suivant :
rfr*-! = T, de sin ( m, -4- y dw ) ,
ety par suite, l'intégration de ces équations, en. comprenant la constante sous le signe /, donne les trois équations suivantes :
T,-, =fzsdtsio (û)o-f-/rf«). (3)
La différentielle de l'arc de la développée est donnée par la relation
"'"^ L^esin («•4-/rfû>)j'
Cette dernière équation Torme, avec les trois précédentes, la solution complète du problème proposé.
IJhS. Problème III. — Étant données les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe en fonction de la variable indépendante t, calculer les coordonnées du point correspondant de la développée.
Première solution. — Elle se déduit de la propriété énoncée des trièdres des axes mobiles des deux courbes. En effet, si l'on intègre les équations différentielles du problème précé-
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dent, on trouve les trois équations suivantes, en comprenant la constante sous le signe intégrai :
jp^i = f ds^xf Ts de sin((Ù9 -^fdtù). (3)
ces équations font connaître les trois coordonnées d'un point quelconque de la développée, en fonction de la variable indépendante, et elles ont cela de remarquable, qu'elles donnent l'expression complète de chaque coordonnée, au moyen d'une seule intégrale double, en laquelle se trouvent condensés tous les termes du second membre.
Réduction de l'intégrale double, — Si l'on veut mettre ces termes en évidence, on intégrera par parties l'intégrale double du second membre, et l'on obtiendra
J'rf5_,/T,rfesin(&).-h/rfci)) = r-Tj — /r,rfesinH-, -t-/T,prf€,
sin u,..i
Or, si l'on remarque que la dernière intégrale est égale à or, on a les équations
sîn
^jj-/T,rf£sinH_., (3)
qui font connaître leis coordonnées d'un point quelconque de la développée, au moyen d'une simple intégrale.
Si, de plus, on remarque que, par suite des formules (12) du n"* 5^, on a
/Txrfesin(û).4-/rfw)=— /v,rfwsin{(«)o-l-/rfw)— /rfpxSin(6>,-f-/(iû)),
l'intégration par parties donnera la forme suivante au second membre :
cos(wfl -hfdcù) Vx — fcos((ùt 'hfd(ù)dvj
— p, sin (û), -^ fd(ù) -\-fpxCOs{(ôo -\- fdtù) rfw,
et, comme les intégrales se détruisent en vertu de la deuxième des équations (21)* du n° 61, on obtient les équations
[x) x^y — x = — p[y,cot(û)o-h/rf&)) — p,]; (3)
telles sont les formules que nous voulions établir.
Seconde méthode. — Projetons la distance T sur les trois axes mobiles de la courbe proposée ; nous aurons les équa-
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lions suivantes *
jc_, — X r-i — r z_, — z
Or, si l'on remarque que les cosinus des angles que T fait avec ïes trois axes mobiles Or, Ov, Op sont
o, — cosH-,, sin H_,, on aura
cos (t-i, jr) = — cosH-, cos (v, x) -H sin H-, cos [{tyx);
et conséquemment, en ayant égard à la valeur de T,. on a Ies> trois équations contenues dans le type suivant :
X-i — :f = p ( — y, COtH_, -4- p
ou bien
— j:-i '-»-a: = p[vxCOt (yrfw — w») — p,], (3)
qui concorde avec celle que nous venons de trouver.
§ If. — Des développées successives.
. 1<^6. Définition et notation. — On appelle développée du second ordre d'une courbe la développée de la développée de cette courbe ; développée du troisième ordre, la développée de la développée du second ordre, et en général développée du n**^ ordre d'une courbe la développée de la développée d'ordre » — i .
Nous représentons les éléments de même nom de ces différentes courbes par les mêmes lettres affectées de l'indice inférieur qui marque l'ordre de la développée, cet indice étant affecté du signe — .
Problème IV. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe y trouver les équations élémentaires de la développée du deuxième ordre.
On a les équations
. „• rfe-, „ rfw_j -, de^-i
sinH_j=:-7 — » cosH_2^ — -j — > tangli-i:=— -T — a < ae_, ae_i ow-,
dH_, i_rfo)_,, dîLy^::-^ dit -^ duilf
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On tire de là, en ayant égard aux équations trouvées au n« 141,
( H ) H-, = £2., -+-/rfa)^, = £2-, -/cosH-.. rfe,
£2.1 étant la constante arbitraire. On obtient, par suite, les deux équations suivantes :
i di-i= rffi_iSin(i2_,-f-/cosH-,rfe), I rfw-i=— rfe-, cos(û-, — /cosH_, rfe),
qui sont les équations de la caractéristique sphérique de la seconde développée.
D'une autre part> on a les relations
. V . \ae^i sinH-a/
""^ rfe-a"" lde-2 \dëlt ) J ,
Or, comme cfe^i, (fe-a sont données en fonction de e par les relations précédentes, on a Téquation de la caractéristique plane de la seconde développée.
Rayons de courbure et de flexion. — On a les équations
ds^2= — dT-i, rfe-2= sinH-, sinH-.a^e, dû)_a = — cosH_a sin H-, de,
ety en divisant la première par la seconde, on trouve
(p p_, = -7 — = — -7-u — 7-0 — -r ou bien -i— =p-î,
^^' ^ ac-a sinH-iSinIL,a£ pp-i de ^
et conséquemment
(p) P-'--7inH:TiîïïHir'
d d ds , . de Je_a </e_i
cosH-aSinH...
Ces deux équations permettent donc d'exprimer les rayons
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de courbure el de torsion de la développée deuxième en fonction de sa variable indépendante.
147. Problème V. — Étant données les mêmes conditions que dans le problème 11^ trouver la direction de la tangente et la longueur de l'élément de la développée deuxième.
On a réquation (t) Tx-»=/T,_,rfe_i sinH-,.
Or, si l'on a égard aux valeurs de dz^^y H.» trouvées dans le problème IV et à la valeur de t>-i trouvée dans le problème \\y on obtient les équations suivantes :
(t)' Ts^i^^Jdz sinH.i sinH_,/rfe sinH_,Tx, (3)
dans lesquelles il faut remplacer H-i, H-s par les valeurs précédemment trouvées (143> 146) ; on obtient ainsi les trois équations contenues dans le type suivant :
T*_,=:/rfesin[î2_i— /rfecos(î2»H-/rfû))] )
Xsin(û.-4-/rf'!k))/rfeT,sin(i2o-+-/rfw), i ^ '
auxquelles il faut joindre Téquatlon
d ds
ds^t = d
rfe_ï c/e-i
148. Problème VI. — Étant données les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe^ calculer les coordonnées du point correspondant de la développée deuxième.
Première solution. -— Si Ton remplace, dans Téquation (t)' du n° 147, T;r-2 par sa valeur -7-^ et que Ton intègre, on obtient les trois équations contenues dans le type suivant :
x^2=:fds-,fde sinH-i sinH-j/rfe sinH^it,, (3)
qui font connaître les coordonnées de la courbe cherchée en fonction de la variable indépendante.
Ces équations ont une forme remarquable en ce que les
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coordonnées de la développée seconde sont exprimées, chacune par une intégrale triple, dans laquelle se trouvent condensés tous les termes du second membre. Deuxième solution. — On a les équations
^-1 — a: = p ( — V, cotH-, 4- px),
a?-j — x^, = p-, ( — v,_, cot H_7 -f- p,_. ) ;
si on les ajoute membre à membre, on obtient l'équation résultante
a?_,-- ar = p_,(— V,-, COtH-j-h T,) 4-p( — v,COtH-, -hp,).
Or, si Ton se rapporte à la figure sphérique (7 ) du n"" 50, on a
v,_, = V, sin H_i + px cosH-, ;
en ayant égard à cette valeur et en ordonnant, on trouve la formule suivante:
^-ï — :f = r,p-, — v,(p cotH_i -i-p-., cotH-aSinH^, ) -f-p,(p — p-i cosBL, cotH-,).
1&9. Problème VII. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe ds, trouver les équations élémentaires d'une développée d'un ordre quelconque,
i^ On a les équations
"6—11 «^TT aE—n-fr-i „'^TS «6—1 . «*
n = sinH-.„, -3 — r- — smH_„+,, ..., --7~-~smH-, ;
/*€-«+! az-H-^^ . at
on en déduit
(£-/,) --T^ = sinHL, sinHLs. . .sinH^a.
ae
D*une autre part, on a aussi les équations
( H-,) rfp[-« = rfM-Hi4'„ dll^„+y = rfcû-„+„ . . . , rfHL, = d(ù ;
on intégrera ces équations, et Ton obtiendra les valeurs de
DBS
C0SH
— cosH-,
on en déduit
:^— rncH .
sinH .. <sinT
-«îir
(il
3* On a les formules suivantes :
ds-n = -— rfT_„.Hi , ds-„^i = -— rfT_„+„ . . . , ds^i = — rfT ;
P— »-f-l rr» P-i»-«-l
sinU^n binB^A+i sinU-,
On déduit de ces équations f \ j , \ jI d d d ds \
\dt-n til-H^x dz^n-t-i "£_, /
Les équations (e-»)» (o)-»)» (s^n) sont les équations élémentaires de la développée de Tordre n.
Rayons de courbure et de flexion, — On trouvera, par un calcul analogue à celui du n* 146, les relations suivantes :
dl^n^x
P_„ — ^^ ^. ^^ ^^ ^, ^ H-n^-i . . . sin H_i '
rfT-,,^,
"*" dz cos H_« sin H_«>h-i • • • s»in U _,
que l'on peut écrire sous la forme suivante :
d d d ds
^~""~ ' sinU-MsinU-n+i.. .sinU^i^
d d d ds
di dt^n dz—n-^i dz^i
"^ ^ cosU-„ sinU^N-hi- • •sinH-,
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auxquelles il faut joindre la rclaiion suivante :
P-,^-i P-m^i. . .p rfT^iH-l
150. PROBLfeME VIII. — Étant données les mêmes conditions que dans le problème II ^ trouver la direction de la tangente et la longueur de Vêlement de la développée de l'ordre n.
On a l'équation
(tx) t,_« =/t,_«+i rfe_«+i sinH.„.
Si dans cette équation on fait successivement n égal à ly a,. . ., 71, on aura une série d'équations desquelles on déduira, par voie d'élimination, l'équation suivante :
T,-«=/rfesinH_|...sinH-_„/c?esinH_i.. .sinH_,H-i/cfeT, sinH_,. (3)
Les trois équations contenues dans ce type donnent la direction de la tangente de la développée de l'ordre n; et, en y joignant l'équation (s^) du numéro précédent, on a la solution complète de la question.
151. Problème IX. — Étant données les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe^ calculer les coordonnées du point correspondant de la développée de Vordre n.
Si, dans l'équation (tx)' du numéro précédent, on remplace
dx— Tx-R par sa valeur-^ — -^ on déduit l'intégrale multiple
as—n
x^ =fds^fdt-nfdi-n^x, . ./T,rfe-„ (3)
qui donne la valeur de la coordonnée x...
Les équations contenues dans ce type ont cela de remarquable, que les trois coordonnées de la développée de l'ordre n sont exprimées chacune au moyen d'une intégrale multiple de l'ordre n + 1, dans laquelle sont condensés tous les termes du second membre.
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Réduction de l'intégrale multiple. — L'équation (r«) du numéro précédent donne
Si l'on intègre par parties et que Ton élimine ds^ku moyen de l'équation
ds^=^d(4^^\
\sinU_„/ on trouvera
____Pz2±L.^ H. r P"^"^' dr f31
sinll-n J sinU-n ^
Or le dernier terme, en ayant égard à l'équation (t«) (ISO), devient /r,_n+i rf^-n+i, ou bien a:«„+, d'après l'équation [x^]; on a donc l'équation triple
Si dans cette équation on fait successivement n égal a I, 2y..., n, on obtiendra a équations, lesquelles, ajoutées membre à membre, donneront l'équation finale
le signe 2 s' étendant à toutes les valeurs de n, depuis i jusqu'à n.
Or les cosinus tels que Tx-„ s'expriment, indépendamment detoutsigne*intégral, d'après le théorème final du n'>62; il n'y aura donc d'autres intégrations à effectuer que celles qui dépendent des angles H^„ H^3, ... ; or ce calcul ne dépend qne de simples quadratures. On a donc le théorème suivant, qui n'est qu'un cas particulier de celui que nous dénK>ntreron9 plus loin.
Théobèmb. — Si l'on connaît les coordonnées d'une courbe, les coordonnées correspondantes de la développée de l* ordre n s'obtiennent sans autres quadratures que celles qui dépenddent des angles EL,, H.a, . . ., H.», qui sont les intégrales des flexions.
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§ III. — Applications.
Développées des courbes planes. — Les développées d'une courbe plane sont en nombre inOni et sont toutes des courbes gauches, à l'exception d'une seule, qui est la développée principale de 1& courbe, parce que cette développée est la seule dont l'angle de torsion est nul ; nous nous proposons de donner, en termes finis, les équations des développées successives des courbes planes.
152. Équations élémentaires de la développée du premier ordre. — Puisque la courbe donnée est plane, on a les deux
équations
rfû) HZ o, ds = pdey p = 7r(e).
La dernière des équations (H-i) (1^3) prouve que H^i est constant. On a donc, en posant sinH.. = a, — cosH., = p,
qui sont les équations élémentaires des développées.
On voit que, conformément au n® 69, le rapport spécifique angulaire est constant; on a donc cette proposition :
Théorème. — Les développées des courbes planes appartient' nent à la classe des hélices.
Coordonnées du point. — Reportons-nous aux formules qui sont à la fin du n*" 145 ; si l'on rapporte la courbe plane à des axes rectangulaires situés dans son plan, et qu'on appelle c l'angle que la tangente fait avec l'axe des x, on aura
T, = cose, r/ = sine, t« = o,
Px=— -sine; p^ = cose; p,= o.
Les formules citées donneront les coordonnées d'un point
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quelconque de la développée qui seront
ds d} s
x^y = fcoseds — y. sine =— - /sine -j—^ •^ dt -^ de
r . j ds ^ d^s
y^x =jsintas -f- -j- cose=7 cose -r— >
ds „ z-x = -T" colH-,.
de
On trouverait directement ces formules par la Géométrie, en cherchant les équations de la courbe qui coupe sous angle constant les génératrices du cylindre dont la directrice serait la développée plane de la courbe donnée.
Ces formules donnent toutes les développées d'une courbe plane quelconque au moyen de l'équation élémentaire de la courbe proposée, et ne dépendent que de simples quadratures.
153. Cas particuliers : i'* Spirale logarithmique. — L'équation élémentaire de la spirale logarithmique est, a et /x étant
des constantes,
ds
-j- z= ae^ ; de
d'après cela, les équations élémentaires de la développée sont
rfw-i TT f aue^^de atxe * t/c_,
- — -=— cotH-,, rf*_, == ^ = ^ — "
ae-i a a}
La développée est donc une spirale logarithmique conique. Les coordonnées d'un point quelconque sont
x-t = afe^*^ cose de — ae^^ sin e, j_i = afev* sine c/e + aei**cose, z_i =«««*' cotH-,.
Si Ton effectue les intégrations, on trouve, après avoir posé p. = cot I,
x^i = — ae^[sine ~ sini cos(i — e)],
7_, = aei"[sine — sinisin(i — e)],
z-, = ae*"cotH_,.
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1^ Cycloïde. — L'équation élémentaire de la cyclolde est
ds
-j- ==2acose,
at
a étant le diamètre du cerde générateur. Les coordonnées de la développée seront
x^x = aa/cos'erfe— aacosesins, j_, = 2a/cosesine(/e + 2acos'e, z_, = aa cotH.1 cose.
Si l'on effecloe les intégrations, on troare
x^ = ae — a cos c sine»
z^x = aacatH^, cost.
3"* Chaînette. — L'équation élémentaire de la chaînette est
ds a
de sin'e*
Les coordonnées de la développée seront
/cos£ , a
sin'e sm
/dt a COI sme sm'
cose a colH_,
sio*e
Si l'on effectue les intégrations» on trouve
sine
e a cose
'^ ° 2 sm'e
cot H_,
X^i =rflï — r-T — •
sin'e On trouvera, de la même manière» les développées des
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courbes dont réqaation naturelle est
ds a
de sin"e
Nous ne poursuivrons pas plus loin ces applications, qui ne présentent aucune difficulté.
154. Équations élémentaires des développées du second ordre. — Portons-nous aux formules (e) et (5) du n* 146, remarquons que Ton peut poser
on aura les formules suivantes :
rfe-» = ade sin (3e, — rfo)-» = ade cosjSe,
*"'""" ^Lasin^erfe \^/J ~"~ S? [sin^edt'}'
qui sont les équations élémentaires des développées secondes. On voit que le rapport spécifique angulaire est donné par l'équation
- — = — cotpe.
Or, si Ton intègre les valeurs de (/gi).s> de^t, on trouve, par une détermination convenable des constantes,
e-.j = — jj cos (3e, &)_, = — -^ sin pe.
En conséquence, le rapport spécifique angulaire est donné
d(ù-.7 OL ~
ds-i
Or, si Ton élève au carré les deux équations qui précèdent cette dernière et qu'on ajoute, on trouve la relation suivante»
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qui est Tintégrale de celle que nous venons d'écrire:
û)i,-4- el,= g5 = lang*H-,.
Cette relation établit, conformément au n*^ 70, cette nouvelle proposition :
Théorème II. — Les développées du second ordre d'une courbe plane sont des courbes de la clause des cyclides.
Coordonnées du point. — Si Ton fait usage des formules du n"* 151y on trouve les formules suivantes :
smH_i sinH_î ^ '
.Or, si Ton se reporte aux formules (aS) du n^ 62, on obtient successivement, en appliquant les valeurs de t«, v«, p, calculées au n^ 152, les expressions suivantes :
T«_i = a sin e, t^-i =: — a cos e, t,-i = — p, v,_i = (3 sine, Vy^i = — ? cose, v,-i = a, p»-i = r,; p^«, = T^; p,_, = t,;
T,_a = — COS i sin 13e H- p sin e cos Pe, T;._a = — sine sin pe — p cos e cos Pe, T,-, =:acosPe.
D'après cela, les formules [x^^] donneront les suivantes: jr-.,=/pcos6rfe— p sine 4- -^A- (— cosen- psinecotpe),
OL'dt
y^^=zfp sinec/e -4- p cose ^ (sine -4- pcosecotpe),
J8-2 = ^ p 4- cos pe,
a ^ adt ^
qui se rapportent à une courbe plane quelconque.
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ISS. Cas particuliers. — i® Spirale logarithmique. — On a
dp p = ae^, --j- = afie^;
cohséquemment on obtient, en posant /ui=cotiy les équations ic-a = — ae"*' sine-4- -^(cose — (Ssinecoipe)— sinicos(i--e) u
X-2= «^H cose— -^(sine-+-pcosecotpe) — sinisin(i — e) U J8_a = ae^'l £ — - " cos6e ) •
Nous avons déjà trouvé que les développées premières de la spirale logarithmique étaientx des spirales logarithmiques coniques; les équations que nous venons d'écrire sont donc les développées premières de ces dernières courbes.
2® Cycloïde, — On a les deux relations
dp
p=iiaG0SZy -TT =— 2asins;
conséquemment on obtient les équations suivantes :
a:_, == ae -i-a I — —i I smecose psin'ecotpe,
2a . aaÔ . «
r_, = acos'eH r sin'e 4- • — ;- sine cose col Se,
ar cr
aa(3 na , ^
z_2 = — - cose H sme cospe.
oc a
On trouvera, de la même manière, les développées secondes de la chaînette.
Dans ces formules, les constantes d'intégration sont implicitement renfermées dans les premiers membres, qui représentent une différence de coordonnées dont Tune est fixe et l'autre variable.
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CHAPITRE X
DES DÉVELOPPANTES OBUQUES SOUS ANGLE CONSTANT.
§ L — Des détbloppantes obliques du pbbhibh oedbb.
156. État de la question. ~ Celte question a été traitée analytiquement par plusieurs géomètres qui se sont attachés principalement à montrer de quelle manière on peut, dans le système des coordonnées cartésiennes, obtenir l'équation résolvante, et ont montré qu'elle est de forme linéaire, de sorte que les coordonnées rectilignes de la développante s'obtiennent après l'intégration de cette équation. Dans notre méthode des équations élémentaires, celte équation se trouve intuitivement, et, si nous n'avions d'autre objet quededéler* miner les coordonnées de la développante, cette question serait traitée en quelques lignes ; mais, lorsque l'on veut pénétrer dans la nature du problème, il se présente des recherches difflciles et intéressantes qui sont l'objet du présent Chapitre.
La développante oblique d'une courbe est la courbe qui coupe les tangentes de la courbe donnée sous un angle constant.
La question consiste ii déterminer la seconde de ces courbes lorsque l'on connatt la première.
Détermination du trièdre des axes mobiles, — Nous conservons la notation usitée pour représenter les éléments de la courbe donnée et nous représentons par les mêmes lettres affectées de l'indice i les éléments de même nom de la courbe cherchée. Déterminons les angles que les axes mobiles t., Vt, pi du trièdre de la développante oblique forment avec les axes
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mobiles t, v,p de la courbe donnée. On a en premier liea^en appelant a l'angle (r,» r),
(a) cos(Ti,T) = cosa, cos(Ti»p)=:sina, cos(ti,v)=o.
Si l'on prend la variation de ces trois cosinus en appliquant le principe des courbes inclinées [4^9], on trouve les trois relations
i cos(pi,t) = — T- sina, cos(pi,p) = — cosa, I cos(p„v)=— ^sîna,
desquelles on déduit les suivantes :
/ / \ dfù , ^ f . d(ù .
l cos(Vi,t) = -—-¥- sin'a, cos(v„p) = ^sinacosa,
fcos(v,,v)= -j-j de! = rfe'-hrfw*sin*«;
ces équations font connaître la dépendance des axes mobiles de la courbe cherchée par rapport aux axes mobiles de la courbe donnée.
157. Probl^vb I. — Étant données les équations élémentaires de la courbe, trouver les équations élémentaires de la développante oblique.
Soit ^ (Jig. 24) la longueur de la tangente de la ligne donnée comprise entre deux points correspondants 0, Oi des deux courbes ; si Ton considère le triangle infinitésimal formé par deux positions de la tangente, on a les relations
, , , l dst cosa = ds -{- df,
[dsi) I , . ,
{ dsi sin a = ^ae,
desquelles on déduit les deux équations suivantes :
df ds
(d..Y \li-'^''^^Ts = '''
ds] = J^dt'-h (ds -Jr dJ^)\
La première de ces deux équations étant linéaire s'iDlègre immédiatement et, si l'on pose pour abréger cota = R, on
obtient, ^t étant la constante arbitraire, (/) ^= e-tO -/?«-"' rfe î
conséquemmeDl la deuxième des équations {dt,] donne
' ' de sina\ ^ J^ de J
qui est la première équation élémentaire de la courbe, et qui en donne la rectification.
La dernière des équations (a)' est la deuxième équation élémenuire de la courbe.
Pour obtenir la troisième équation élémenialre, il surOt de différenlier l'une des trois équations (a)", la dernière par exemple ; on obtient (6),) (/«, cos(p„i')-t-rf(acos(w„p) =— sin(v„v) d{v„v).
Or les trois rayons Ov, Ov„ Of>i, étant perpendiculaires i
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Oi, Ti» sont dans un même plan; on a
sîn ( v„ v) = sin ( p., V — ^ j = — cos (pt, v) :
donc, en remarquant que cos(vi, p) = sin(v,y v ) cosa, on a la formule
(wi)' d(ôt = d(ùCOSa — -j — r— rf(-r-M
^ ^ ausma \dsj
laquelle fait connaître le rapport de dtai à dz en fonction de e. Si l'on intègre Téquation (a)i ), on trouve la relation suivante, par une détermination convenable de la constante :
(ùi= (v,, v) -f- G)COSa.
Rayon de courbure. — On déduit des formules précédentes les équations suivantes :
4^cos(p,,t) J^de
^ sin*a smaati
desquelles on tire la construction suivante du rayon de courbure : a Menez le plan normal de la courbe dsx au point Oi et son intersection OiN avec le plan tangent de la surface osculatrice de la courbe donnée ; prenez le point 1, dont la seconde projection sur ^ par rapport à ON est la longueur 4^, et projetez le point I en R| sur la normale principale de dsi ; le point R| est le centre de courbure de dsi» x»
Rayon de torsion. — Si Ton divise l'équation (g)i)' par la deuxième des équations (^5,), on trouve
, . i 1 d(ù . i dzi d (dz \
Or on trouve, d'après la seconde des équations (^^i),
p.sina = ^^5
si l'on différentie cette dernière équation, on obtient l'équation suivante :
dt de dti '^dz\d€i)
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Si l'on a égard à la première des équations [dstY, cette dernière relation prend la forme
de sorte que l'équation (v,), par réiiminalion de la variatioa de -T-9 prend la forme suivante :
I rfw cosasina dtx rfp, sina d^
laquelle fait connaître — en fonction de la variable indépen-
dan te.
On a aussi, par suite de Télimination de di^^ la formule suivante :
I sinacosa rfw i rfpi d^
Rectification. — Si Ton intègre Téquation (dsi)" du n* 157, on obtient l'équation
sina5,=/e"'rfe(^— /pc-«rfe),
qui donne l'expression de l'arc s^ en fonction de e.
SiTon pose /l = (vi, v] + -f toute l'économie géométrique
des développantes obliques est donnée par le système des équations suivantes :
( (i) rf*, sina = ^rfe;
(2) rf*iC0sa= rff-f-rf^;
(X) {(3) rfst sin A = rfe ;
(4) rfeiCOsA = — rfwsina;
(5) dû), = rf/« -h rfû) cos a.
159. PaoBLftMB II. — Étant donné en grandeur et en direction par rapport à trois axes fixes Vêlement ds d'une courbe, calculer en grandeur et en direction Vêlement dst de la développante oblique et déterminer les coordonnées de la courbe.
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i<* La première partie de la queslioa est résolue par réqi lion (dsx)''dun»157.
3"^ Il s'agit de déterminer les cosinus des angles que la tangente ti fait arec les axes fixes. Or on a
( cos(ti,x) = cos(ti,t) cos(t,jf)
\ -h cas(Ti,v) cos{v> x) -h cos(ti,p) eos(p»4p] ;
sj Ton a égard aux formules (a], cette équation devient
(tuY C0s(ti, a:) = cosacos(T,jrr) -f-sîna •T-cos(T,ar); (3)
on a donc les valeurs du cosinus des angles que Télément dsi fait avec les trois axes. On en déduit facilement les angles que les arêtes Ov„ Opt du trièdre des axes mobiles font avec les mêmes axes.
3<* Si Ton remplace dans celle équation cos(ri9 x) par a
valeur -^j on obtient par intégration
[Xi) Xi = cosafTsdSi-hs\na j --j^ dsi;
si Ton intègre le dernier terme par parties, on aura, en ayant égard à la seconde des équations (^i]» le résultat suivant:
Xi = cosafzxdst -f- T,^ -~/T,rf^,
et, en modifiant cette dernière par suite de la première des équations (dst)^ on obtient finalement l'équation
Cette équation a une signification géométrique évidente et aurait pu être établie directement.
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160. Définitions, — Notations. ~ La développante obBque de la développante oblique d'une courbe est appelée déue-
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loppante oblique du second ordre de cette courbe ; la développante oblique de la développante oblique seconde est appelée développante oblique du troisième ordre, et ainsi de suite. Pour représenter les éléments d'une développante quelconque, on se sert des mêmes lettres affectées de l'indice inférieur qui marque Tordre de cette développante. Pour plus de généralité, nous admettrons que Tangle d'inclinaison réciproque des deux tangentes aux deux courbes consécutives ne reste pas le même quand on passe d'une courbe à l'autre. Ainsi ai sera différent de a, et ainsi de suite.
Problème III. — Étant données les mêmes conditions que dans le problème I, trouver les équations élémentaires des développantes obliques d'un ordre quelconque.
Si Ton élève d'une unité les indices des équations (X) du n^l^Sy on aura les équations qui se rapportent à la développante oblique seconde; d'après cela, si Ton divise l'équation (4) par réquation (3), on aura
cot/ii= — -y— sinai ; dix
s! Ton a égard à l'équation (5], on aura la relation
- dh -h d(ù cos a .
col /Il = — -j sm a, ;
si l'on élimine d(ù au moyen de l'équation (4)» on aura finalement la série des équations suivantes :
cotAi= sina, ( — -T h cos A cota j>
. . /sinArfcosA, , ^ \
cotyi2=smajJ -1 h cos/ij cotai U
- , fsinhsinhtdcoshi , \
cotAs=sinaâ I -r hcosyiaCOtaa j?
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Ob trouvera' de même les séries des équations suivantes:
, de sinh
j dzs dt
ae,= -7— T- = -r
[dz) l sinAi sinAsinAi
, dii dt
* sinAa sinAsinAiSinAz
^ ' '""J sinA* ^"""J sinAsinAi' '~"J sinAsinAiSinA,'
ainsi que la série d'équations
/ rfû), =z dh -¥- Jw cos a, d(û2= dkt -h dh cos ai -h rfw cos a cos ai, d(ùs=: dhi -h rfA| cosaa H- (/A cosaa cos ai
/j \ / -T- rfo) cos «j cos ai cos a,
rf(k)4 = rfAs -h rfAî cos as 4- rfAi cos as cos a^ dh cos as cos as cos ai dùi cos as cosaa cos ai cos a.
Ces équations s'intègrent directement et Ton a, par une détermination convenable des constantes,
oùi = h -1- û> cos a,
6>2= Ai -h A cosa -!- 0) cosa cosai,
w.,= Aa4- AiCOsaa-h Aa COS as COS ai -h 6) cosa» COS ai cosa,
û)4 = As -f- As cos as -4- A| cos as cos a^ A cos as cos as cos ai (ù cos as cos as cos ai cosa.
et ainsi de suite.
Ces dernières équations prouvent qu'il existe des relations
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linéaires entre les angles &i d'an ordre quelconque et les angles A.
Enfin on déduit de la première équation (X) du n"* 158 la série d'équations suivantes :
, , . ds^s\nax=zJ^xdti,
j dSiS\nai=^deif^
p, sina =:^sinA, psSÎnai = ^sinAi, psSina2==4^sinAsy
et ainsi de suite.
Joignons à ces équations la série suivante d'équations :
^ = C-. •. ( s^o) + y p^ ^-.. t. rfg^ )^ jÇj= c«. s (^«) 4- /p, c^.s rfe, ) .
Si maintenant oh représente» pour abréger, par a, a^ Ot,.,. les sinus des angles a, ai, as,. . ., on aura les équations suivantes :
aax Ct dsi = e««'t Je j[ a«, 4^(J^ -h a 4^f ^/ ^t s— i s rfe , (*)' ^ +/e*i'i-*«««rf£,/tf"*—»«irfe/pc--«*rfe],
et ainsi de suite. Il est facile de saisir la loi de forœàtioa de toutes ces équations.
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On a donc les équations élémentaires des développantes obliques successives sous les angles a, a,, a,,..., a„_,. Ces équations sont les équations (de), les équations [dcù], et les équations [ds]' du présent numéro, puisque les angles A, /tt, A,, A3, . . ., /i„_, sont connus en fonction de s par suite des équations [h).
Rayons de courbure et de flexion,— &\ dans les équations [ds]' on remplace les éléments dti en dehors des accolades par leurs valeurs tirées des équations [dt] et que l'on divise par Tangle de contingence correspondant à l'arc, on aura les rayons de courbure des développantes obliques d'un ordre quelconque. Ces opérations reviennent à remplacer dans les équations (dis)': dans le premier membre dsi par p,- et dans le second membre en dehors des accolades r/£i- par sin/t/. Ainsi modifiées, les formules donnent les expressions explicites des rayons de courbure.
Les rayons de flexion s'obtiennent en divisant les équations [d(ù) par les équations [ds) chacune par chacune, en ayant égard aux équations (3) et (4) du groupe (X) du n*> 168.
161 . Problème IV. — Les mêmes conditions étant données telles que dans le problème Ily calculer en grandeur et en direction les éléments ds^^ ds^y.., des développantes successives et déterminer les coordonnées de ces courbes.
i^ On satisfait à la première demande du problème par les équations [ds) du numéro précédent.
2® Si Ton se reporte au n^ 159, l'équation (t,«]' donnera les équations suivantes :
T2,= Ti, cosa, H- -j— sina,,
T3t= T:,cosaîH- -7— smaj,
Si l'on a égard à l'équation (r,,)' du n° 159 et aux formules (de), on trouvera la formule suivante :
T,,^= T^cosflCi cosa H — j^ (cosai sina -+- sina, cosasin/i)
— r^ sina. sina sin/i, c/ê'
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qui fait connattre le cosinus zu en fonction de e; en continuant de la même manière, on déterminera la direction de la tangente de la développante oblique troisième, et ainsi de suite.
S"" Si Ton se reporte au n^ 159, on aura successivement» d'après les équations (^i)', les relations
Xt—X — T,^,
^m — <2?«— 1 — T(ii— i)«^(ji~i),
et, en les ajoutant membre à membre, on trouve l'équation résultante
laquelle donne les coordonnées d'une développante quelconque en fonction de e.
Il est évident que l'on aurait pu obtenir directement, par la Géométrie, les trois équations contenues dans le type (xn) ; il aurait suffi de projeter sur les trois axes coordonnés la ligne polygonale formée par les longueurs ^, ^i, 4j,. . •> ^—i*
§ IIL — Applications.
162. Développantes obliques des hélices, — L'équation élémentaire sphérique de ces courbes est, en représentant par m
une constante,
on déduit de cette équation
cotA = — msina.
Cette relation prouve que A est aussi constant; donc l'angle des deux plans osculateurs de la courbe donnée et de sa développante oblique est constant.
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On a ensuite les équations suivantes» d'après les formules (^e) et (d(ù] (160):
dtizzz—, — J-» e = eiSinA;
d(ùi=: d(ù cosas 6>i = o)cosa;
de ces équations on déduit la valeur du rapport spécifique angulaire de la développante oblique
d(ùi d(ù . . dwx mcosa
= -T- cosasin/iy
dix de 4£t ^1— m'sin'a'
Donc:
I ® La développante oblique d'une hélice est encore une hélice.
2<* Les développantes obliques d'un ordre quelconque d'une hélice sont des hélices.
On aura les coordonnées de la développante première en faisant usage des formules [xi)' (159). On trouvera ainsi, en conservant à H sa signification» les équations suivantes :
j;, — sinH/coserf<*= sinHcosge*(^. — /pe-"*rfe), ^, -f- sinH/sînerf* = — sînH sine«"*(4^« — /pc-^rfe), Zt-^cosHfds = — cosHe"(^. — /pe— dfi).
Ces formules se rapportent aux développantes obliques, sous l'angle constant oc, des hélices d'une espèce quelconque. Si l'on détermine l'espèce dont il s'agit» il faudra se donner la première équation élémentaire de l'hélice. Cette équation est
ds , .
TT étant une fonction quelconque» et alors il n'y aura qu'à remplacer dans les équations précédentes ds et p par leurs valeurs et à effectuer les quadratures indiquées.
163. Cas particulier. — Spirale conique. — La première équation élémentaire de cette courbe est p = â^% a ei [jl étant des constantes. Dans ce cas on a
^=e»'(4^.— cr/<?(«^'')W/£)=^.e" Z^ ^'*
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On déduit de celte expression la première équation élémentaire de la développante oblique, en remontant aux formules (ds) du n*" 160,
dt^ sinaV"^ /x — n /
Les coordonnées d'un point quelconque de cette développante sont
-r-îT= ;(acose4- Sine H-cose! ^.e*' «•" u
. ■' = : (a sine — cose) — sinel i^e** €«" j»
smH i-^y}^^ ' \^ fi — n J
cosH fx \^ [i — n )
et, si l'on pose /x = coti, ces équations s'écrivent sous la forme suivante:
-^^ = a€i*»cos(i— e) 4- cose( i^t^*' ^— c"*' ) »
sinH ^ ' \^ f/.— n /
i^ = -f-ae>"sin(i — e)— sinef^'.e-' ^«n»
inH ^ ' \^ fz — » /
sin
cos
Telles sont les équations de la développante oblique de la spirale logarithmique conique.
DES ROULETTES ET DES PODAIRES
Les géomètres les plus éminents ont exercé leur sagacité sur le problème des roulettes, soit à cause de son utilité pratique, soit à cause des relations remarquables auxquelles il conduit. Ils ont examiné principalement deux cas : celui des roulettes planes et celui des roulettes sphérîques. Or ce problème peut être traité dans toute sa généralité; il sufOt de le poser de la manière suivante : a Une courbe quelconque f/ roule sans glissement sur une courbe C, de telle sorte qu'au point de contact les plans osculateurs des deux courbes coïncident ; un point A% lié invariablement avec la courbe C, engendre une courbe D qui est appelée roulette; nature de cette courbe. i> On pourrait introduire dans ce problème la condition ' que les plans osculatjeurs des deux courbes font entre eux un angle variable, comme cela a été fait par quelques géomètres ; mais l'introduction de cette condition, qui serait sans utilité pratique, sans difficultés nouvelles, présenterait une complication que nous voulons éviter.
§ I. — Des roulettes.
164. Conditions du problème. — Considérons les trois éléments consécutifs a! b\ b' c\ e' d' de la courbe G et les trois
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éléments correspondants ab, bc, cd de la courbe C, éléments que Ton peut supposer égaux entre eux. Dans une première position, les éléments a' &', /xfrsoni en coïncidence, ainsi que les plans. osculateurs û'6'c', abc. Soient r', v', p' ; t, v, p les tangentes, les binormales et les rayons de courbure des deux courbes C et C. Faisons tourner la première courbe autour de la bînormale v du point 6, de manière à amener la coïncidence de l'élément b'c' avec l'élément bcy et ensuite autour de l'élément bc^ de manière à produire la coïncidence du plan osculateur b' &d' avec le plan bcd. Les sommets c' et c sont mis en coïncidence ; en opérant de même par rapport aux éléments (fd' et cdy on obtiendra la coïncidence des sommets d' et d^ et ainsi de suite. Ainsi le roulement tel que nous l'avons déQni est produit par deux rotations : la première autour de la binormale à la courbe C, et la seconde autour de la tangente à cette courbe, au même point.
Équations de la roulette. — Soient les deux courbes G et Cf rapportées l'une et l'autre à des axes rectangulaires : les premiers fixes, et les secomds mobiles avec la courbe C, invariablement liés avec elle et ayant leur origine au point A'. Soient Xy y^ z les coordonnées du point de contact de la première, par rapport aux axes fixes, et ^, j', z' les coordonnées du même point,, en tant qu'appartenant à la seconde courbe, par rapport aux axes mobiles; soient </e, (/&), ^fv ; i/eS d(ù\ dn' les angles de première, deuxième et troisième courbure des deux courbes. Les conditions du problème exigent que les deux courbes aient au point de contact les tangentes, les binormales et les rayons de courbure dirigés dans le même sens ou dans des sens opposés. D'après cela, si l'on représente par a, (3, y les coordonnées du point décrivant A', par rapport aux axes fixes, par i^ la distance de ce point au point de contact, on aura, pour chacun des trois axes fixes, une équation semblable à la suivante, qui se rapporte à l'axe des x\
j a=j7-hr'[cos(r', t) cos(t, x) j
^ " cos{r',v)cos(y, :p)-hcos(r',p)cos(p, ^)]. j
Or, par rapport aux axes mobiles, r' et les cosinus des angles
DES ROULBTT£S ET DBS PODAIKBS. 263
(r'jt), ('•', p), ('•',v) sont des fonctions d'une seule variable que l'on peut supposer être l'arc / de la courbe €'; de mêmey x et les cosinus des angles (r,^), (v, :r], (p, ^) sont des fonctions d'une seule variable que l'on peut supposer être Tare 5 de la courbe C; mais on a cette condition que ds et ds' sont égaux ; il en résulte que les deux arcs 5 et s^ ne diffèrent que par une constante. Donc les seconds membres des trois équations (i) sont des fonctions d'une seule variable; ce sont donc les équations de la roulette par rapport aux axes fixes.
165. Axe instantané de rotation. — Les deux rotations qui produisent le roulement tel que nous l'avons défini ont lieu, l'une autour de la binormale, et l'autre autour de la tangente au point de contact; or, à cause de la position relative des deux courbes, ces deux rotations ont pour expression, la première, de±de! ; la seconde, daydidco. Si on les compose en une seule, la rotation résultante que nous appelons dû aura lieu autour d'un axe P situé dans le plan rectifiant vr, passera par le point de contact des deux courbes et partagera l'angle (v, t], de telle sorte que le rapport des cosinus des angles qu'il forme avec la binormale v et la tangente r sera le rapport de de±de' à da^àzdcy' ; et cette rotation sera donnée par l'équation
(1) [dQY={de±:de'Y-{^[dcôdzd(^'Y.
Lieu des positions successives de l'axe instantané. — Ce lieu sera généralement une surface réglée gauche. En effet, d'après ce que nous venons de dire, l'axe instantané P est situé dans le plan rectifiant de la courbe C et forme avec la binormale un angle dont la tangente est égale au rapport de dcùzhdûn' à dB±de'; or deux pians rectifiants infiniment voisins ne peuvent se rencontrer que suivant une droite située dans le premier plan et formant avec la binormale un angle dont la tangente est le rapport de dtû' à de. Cette intersection, qui est la droite rectifiante de la courbe C, sera donc généralement distincte de l'axe instantané. Donc cet axe engendrera une surface réglée gauche.
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De là résulte la condition : pour que cette surface soit développable, il faut et il suffit que Taxe instantané P coïncide, en chaque point de contact des deux courbes, avec la droite rectifiante de la courbe C ; ce qui entraîne la proportionnalité des angles de première et de deuxième courbure des diîux lignes C et C
dtù d(à
Cette condition revient à dire que les droites rectifiante» des deux lignes coïncident en chaque point. On arriverait par le calcul à la même condition» en exprimant que la plus courte distance entre deux positions infiniment voisines de Taxe instantané de rotation est nulle.
Lorsque cette condition est remplie, le roulement des deux courbes, tel que nous l'avons défini,' est ramené au roulement simple d'une surface développable sur une autre surface développable. Ces deux surfaces sont alors les surfaces rectifiantes des deux courbes C et C, et elles sont telles qu'après leur développement sur un plan leurs aréiBs de rebroussement sont transformées en courbes planes égales, et les courbes C et C en lignes droites D et D' ayant des positions identiques par rapport aux transformées des arêtes de rebroussement.
De là résulte que, réciproquement, si deux courbes planes £, £' sont égales, et que dans le plan de la première on mène une droite D, dans le plan de la seconde une droite D', identiquement situées, chacune par rapport à la courbe correspondante, si l'on infléchit d'après deux lois différentes les deux plans suivant les tangentes aux courbes £ et £', on formera deux surfaces développables différentes, qui auront cette propriété de pouvoir rouler l'une sur l'autre suivant leurs génératrices. Les deux courbes proposées £ et E' se transformeront en arêtes de rebroussement de ces surfaces, ces deux arêtes ayani, en des points correspondants, les mêmes angles de contingence ; les deux droites D et D' se transformeront en deux courbes C et C par rapport auxquelles les deux surfaces développables seront des surfaces rectifiantes^ et ces deux courbes seront telles qu'en deux points correspondants
DES ROULBTTBS ET DES PODAIRB^. 265
les angles que leurs droites rectifiantes formeront avec les binormales seront égaux, ce qui revient à dire qu'en ces points les angles de contingence et de flexion des deux courbes seront proportionnels. Par conséquent, si l'on fait rouler Ih courbe C sur la courbe C, de telle sorte qu'en chaque point de contact les plans osculateurs des deux courbes coïncident» l'axe instantané de rotation ne sera pas distinct en ce point de la droite reciifîanie de la courbe C ou de la courbe C. Dans ce cas, ce mode de roulement pourra donc être remplacé par le roulement de la surface développable qui contient C sur celle qui contient C.
Les lois de déformation d'après lesquelles les deux plans peuvent être infléchis suivant les tangentes aux courbes E et E' qu'ils contiennent étant arbitraires, on peut choisir cette loi que, pour deux tangentes correspondantes, les flexions des deux plans soient entre elles dans un rapport constant m. Les deux surfaces développables formées par cette série de flexions étant les surfaces rectifiantes des courbes C et C, il en résulte que les flexions dont nous venons de parler sont les angles des deux plans rectifiants infiniment voisins pour chacune des deux surfaces ; or ces angles sont respectivement égaux aux angles de deux rayons de courbure infiniment voisins des deux courbes C et C en des points correspondants, puisque les rayons de courbure sont normaux aux plans rectifiants ; on aura donc, pour les deux courbes C et C, en leur point de contact, cette série de rapports égaux :
de dff^ rf«
Donc on peut toujours avoir deux courbes C et C\ telles que, lorsquonfera rouler V une sur Vautre, de telle sorte qu'en chaque point de contact les plans osculateurs coïncident, leurs angles de première et de deuxième courbure seront en tous les points de contact des deux courbes dans des rapports égaux et invariables.
L'analyse permettrait de trouver sans difficulté les équations de deux courbes jouissant d'une pareille proprîélé. Il n'y au-
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rait qu'à exprimer analyUquement le mode de déformation dont nous venons de parler.
166. Cas particuliers. — - II convient de signaler deux cas particuliers dans lesquels les conditions dont nous venons de parler sont satisfaites.
Le premier a lieu lorsque Tune des deux courbes, C par exemple, est une ligne droite et que Ton fait rouler une courbe quelconque C^ sur cette droite/de telle sorte que le plan oscu. lateur de la première coïncide en chaque point de contact avec le plan dans lequel on suppose que la droite C est située ou que, réciproquement, on fait rouler la droite sur la courbe sous les mêmes conditions. En effet, pour chaque point de la courbe et de la droite, les angles de contingence et de flexion de celle-ci étant nuls, il en résulte que les rapports des angles de première et de deuxième courbure des deux lignes sont constamment nuls. Donc, lorsqu'on fait rouler une courbe C sur une droite C, ou une droite C sur une courbe C, de telle ^orte qu'en chaque point de contact des deux lignes le plan osculateur de la courbe coïncide avec le plan dans lequel la droite est supposée située, on peut transformer ce roulement complexe en un roulement simple d'une surface développable sur un plan.
Le second cas a lieu lorsque les deux courbes C et C sont symétriques par rapport à un plan et que l'on fait rouler la courbe C sur la courbe C, de telle sorte qu'en chaque point de contact deis deux courbes leurs plans osculateurs coïncident. 11 est évident, en effet, qu'en chaque point de contact des deux courbes, les angles de première et de deuxième courbure de la première sont dans un rapport constant, égal à l'unité, avec les angles de première et de deuxième courbure de la seconde. On pourra donc aussi, dans ce nouveau cas, transformer le roulement complexe de la courbe C sur la courbe C en roulement simple d'une surface développable symétrique et symétriquement située par rapport au plan de contact commun.
167. Équations de la tangente à la roulette. — Remarquons que la tangente à la roulette engendrée par le point A' inva-
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riablement lié à la courbe G pendant le roulement de cette courbe sur la courbe C^ d'après le mode indiqué, est perpendiculaire au plan du rayon vecteur r' et de l'axe instantané P;: or cet axe fait avec les droites r, v, p des angles dont les cosinus sont
i/(ù ± do/' dt ± rfe'
dil ' dil
Si l'on fait usage des formules qui donnent les cosinus des angles d'une normale au plan de deux droites, lorsque l'on connaît les cosinus des angles de chacune de ces droites avec trois axes rectangulaires r, v, p, on aura les expressions sui-
vantes :
, , . di±di' cosfp, r')
cos(r.rfa)= _^^-^-i^,
,ox » I j \ d(ù±:doi' cos(p, K)
^ ' \ dii 810(1*,/^)
, , . dwdzdfù' cosfv, r'] di±dt' cosfr, r') cos(p.rf«r)= _jp--^_^p-^ ______
On aurait obtenu les mêmes expressions par la différentia-
tton de la première des équations (i). En effet, le premier
da, membre de cette différentielle sera -r-y c'est-à-dire le cosinus
de l'angle que la tangente fait avec l'axe des Xy et le second membre sera la somme des produits des cosinus des angles [z^dd], [vydd), (p, dcr) par les cosinus des angles correspondants {z,x), {v,x), (PfX).
De ce qui précède on déduit cette règle générale: Pour construire le plan normal de la roulette^ faites passer un plan par l'axe instantané du mouvement et le point décrivant A' ; pour mener la tangente à la roulette, menez une normale à ce plan, au point A'.
168. Conséquences des formules précédentes» — Énumérons quelques conséquences des propriétés de la tangente.
i^ La tangente à la roulette est parallèle au plan de la droite p et d'une droite L menée dans le plan r> perpendi-
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culairement à Taxe instantané P; en effet, les trois droites P, L, p forment un système orthogonal de coordonnées ; or la tangetite à la roulette est dans un plan perpendiculaire à l'axe P; donc elle est parallèle au plan des droites L et p. De plus, comme elle est perpendiculaire au plan Pr', ceite tangente et la projection du rayon veîfeteur r' sur le plan Lp ont des directions perpendiculaires Tune à l'autre. La tangente fait donc avec la droite L un angle égal à l'angle que la projection de r' sur le plan Lp fait avec p ou son angle supplémentaire. La direction de la tangente est donc déterminée par rapport aux trois droites orthogonales P, L, p.
'}P Si la courbe C roule sur une droite C, de telle sorte qu'en chaque point de contact le plan osculateur de C coïncide avec le plan dans lequel on suppose que la droite C est située, l'axe instantané de rotation ne différant pas alors de la droite rectifiante de la courbe C% droite que nous représenterons par xsfy si l'on mène par le point de contact des deux lignes une perpendiculaire V aux directions p' et zât', les formules (3) deviendront les suivantes :
^ i 1 \ ( » i\ cos p', r'
cos T, aq-Ui^cos(CT> vM . , , ,v> ^ ' ^ ' sm(cï ,r )
(3)' / cos(v,^/(7)=-cos(i0%r')^^?^;^^J^
sin(V, r')
cos p, dfj] = . ,_, ,\'
On conclut de là que la tangente à la roulette est parallèle au plan p'X' et qu'elle fait avec V un angle égal à celui que la projection de r' sur le plan p'X' fait avec la direction p' ou un angle supplémentaire.
3"* Si la courbe C roule, d'après le mode indiqué, successivement sur deux courbes C et Ci, et que ces courbes soient telles que leurs angles de contingence et de flexion soient avec les angles de contingence et de flexion de la courbe roulante C, en chaque point de contact, dans des rapports constants m et m., de telle sorte qu'en représentant par dèt^ do^i
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ces angles relatifs à la courbe Ci on ait les proporlions
, , . dt dû) dît rf&)i
les tangentes aux deux roulettes en des points correspondant au même arc de courbe roulante feront les mêmes angles avec les trois directions t', v', p en ces points. Cela résulte de ceque, d'après les proportions précédentes Jes axes inslantanés des deux roulettes se confondent avec la droile rectifiante de la courbe C (165) et, par conséquent, font en ces points le même angle avec la binormale.
169, Différentielle de l'arc de roulette. — En élevant au carré les différentielles des équations (i), on trouverait l'expression de cette différentielle ; mais on peut l'obtenir directement par Tun ou l'autre des deux procédés suivants :
Premier procédé. — Pendant le roulement de la courbe C autour de la courbe C, le point A' est porté en A', par l'effet de la rotation de =h dt' autour de la binormale au point de contact des deux courbes, et ensuite porté de A', en A', par l'effet de la rotation dtù =b dcù' autour de la tangente commune aux deux courbes ; l'arc de roulette est donc A' A,. Or celte ligne est le troisième côté d'un triangle dont le premier et le second côté sont A!k\, A\ k\ ; on aura donc
A' A', =A'A; -+-A',A', -.2A'A',xA'.A',cos(A'A',A',).
Or on a
A'A', = r'(rfe±rf€')sin(v,r'), ^
A;A' = r'(rfû)±:rfû)')sîn(T, r')/
si l'on remarque que les éléments A'A\f A\ k\ sont perpendiculaires, le premier au plan de v et de r^, le second au plan de T et de r', l'angle A' A', A', est égal à l'angle dièdre des deux plans; or, dans le trièdre formé par les trois droites v, r, r', on a
cos(t, v) = cos(v, r') cos(t, r') — sin(v, /-') sin[T, r') cos(t, r', v). Le cosinus de l'angle (r, v) étant nul, cette relation donne la
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valeur du cosinus du dièdre des deux plans vr', rr' en fonction des angles que r^ fait avec les deux droites v et r. £n substituant ces différentes valeurs dans la première équation du présent numéro, on aura l'expression de l'élément do- de la roulette
d(T'= r^*[{de±dt' )»sin'(v, r') -f- (rfwzfcrfw')» sin»(T, r" )
— 2(rfe=hrfe')(rfû)±rfû)')cos(v,r')cos(T, K)].
Deuxième procédé. — Les deux rotations de la courbe C peuvent être composées en une seule autour de Taxe instantané P ; le point A' décrit alors autour de cet axe un arc correspondant à l'angle dià^ qui est la résultante des deux rotations di±dt\ d(ù^d(ù'\ on a donc aussi l'expression suivante :
(5)' rfej» = /'sin«(P,r')[(rfedzrfe')»-l-(rf«=hrf«')»],
laquelle, lorsqu'on y remplace sin ( P» r' ] par sa valeur, revient à celle que nous avons précédemment écrite.
170. Rectification de la roulette. — Considérons les deux arcs de roulettes engendrées par le point A', invariablement lié avec une courbe C, pendant que le même arc de celte courbe roule d'abord sur une courbe C et ensuite sur une courbe C, de telle sorte qu'en chaque point de contact les plans osculateurs de la courbe mobile et de la courbe fixe coïncident ; admettons que les courbes C et Ci ont été choisies de telle sorte que les angles de contingence et de flexion de ces courbes soient avec les angles de contingence et de flexion de la courbe C dans les rapports constants m ou mt, suivant qu'il s'agit de la courbe C ou de la courbe C|. Si l'on représente par rfo-, d<jx les arcs des roulettes correspondantes et par P,?, les axes instantanés, on aura, d'après la formule (5) et en ayant égard aux conditions (4), les deux relations suivantes:
rf(T=:;^(mdbi)rf«sin(P, r'), rf(y,z= /^(m.ztijAsintP, /).
Or, d'après les proportions (4), les axes instantanés coïncident pour chaque roulette avec la ligne rectiOante js' de la
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courbe C; on aura donc le rapport
d<T mdzi rf(7i m.zti
Ce rapport ayant lieu pour tous les éléments des deux rou* leltes, il en résulte que, si Ton représente par or, o-i les arcs de roulette correspondant au même arc de roulement de la courbe mobile C, on aura Téquation
(7i niiZSZi
On en déduit les deux théorèmes suivants :
!*• Si l'on fait rouler successivement une courbe C sur deux courbes C, Ci» de telle sorte qu'en chaque point de contact les plans osculateurs de la courbe mobile et de la courbe fixe coXn^ cident ; si les deux courbes fixes C et Ci sont telles, qu'en chaque point de leur contact avec la courbe C les angles de contingence et de flexion soient avec les angles de contingence et de flexion de la courbe C dans des rapports constants /it, mx (m étant relatif à la courbe C et mi à la courbe Ci, les arcs des roulettes engendrées par un point Af invariablement lié avec la courbe C, pendant le roulement de la même portion d'arc de C sur les courbes C et Ci, sont entre eux dans le rapport de m±i à mi±i.
Si la courbe Ci est une droite et la courbe C une courbe symétrique de la courbe C et symétriquement placée par rapport à la courbe roulante, on a le théorème :
2** Si deux courbes C et C sont symétriques et sjrmétriquement placées par rapport au plan rectifiant commun, et qu'on fasse rouler successivement la courbe C sur la courbe C et sur une tangente à la courbe C, ce roulement s'effectuant de telle sorte que les plans osculateurs de la courbe fixe et de la courbe mobile coïncident en chaque point de contact, les arcs des roulettes engendrées par un point k! invariablement lié avec la courbe Ç/ pendant le roulement de la même portion d'arc de G sur C et sur la tangente seront entre eux dans le rapport de •?. à i.
LIVRE I. — SECTION IV. — CHAPITRE XI
§ II. — Des podaires.
171. De la podàire d*une courbe non plane, — Supposons la courbe C fixe, et du point A' que nous avons considéré abaissons des perpendiculaires sur les divers plans rectifiants de ^ette courbe ; le lieu des pieds de ces perpendiculaires est une courbe à double courbure, que nous appellerons, par ex* tension, podaire de la courbe C\ par rapport au point A'.
Appelons R' la distance du point A' au plan rectifiant de la courbe G : si Ton considère deux positions infiniment voisines de R% et qu'on appelle da' Tare de podaire déterminé par ces deux positions, on a les deux équations suivantes :
(7) rfR' = rf(j'cos(p',rf(/), R'rf«' = rf(7'sin(p',rfa'), desquelles on déduit les deux suivantes :
(8) Ja'^=rfR"-hR'»rf8", iL^ = tang(p',rfc7',.
Or on a
R'= r' cos(p', r'j = a:'cos(p', x']-hf cos(p',/) -H s' cos fp', z') ;
la différentiation de cette équation donne
rfR' = r'cos(V,r')rf«'.
Si Ton porte ces valeurs de R' et de dW dans les équa tions (7) et (8), on trouve les deux systèmes suivants :
t \r t I j_/v <'Os(X', r'I . / / . /x cos(p', r')
(8)' rf(7' = r'rf«'sin(Bi'.r'), iang(p'. Jcr-) = ^^^jl^^j.
De ces formules on déduit la construction de la tangente à la podaire; car, si Ton projette r' sur le plan p'X' et qu'on représente par p' la projection, on a
cos(p', r') = sin (©', p' ) cosfp', p' ; ;
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et en ayant égard à cette relation, les formules (7)' donnent
l'équation
sin(p',rf(7')=:cos(/?',p');
or, comme Tare dtj' est parallèle au plan p'V, on en conclut que l'angle que d(/ fait avec la ligne rectifiante V et l'angle que la projection de r sur le plan de p'X' fait avec ç> sont égaux ou supplémentaires. De là la construction suivante de la tangente :
Du point k" projection de A' sur le plan rectifiant de la courbe C menez une parallèle xss à la plus courte distance de deux rayons de courbure de cette courbe infiniment voi-sins et une perpendiculaire V au plan de R' et de xs/i projetez sur X' le point considéré sur la courbe, soit M' cette projec^ tion; par les trois points A', A*', M' faites passer un cercle , et menez la tangente à ce cercle au point A"; cette droite sera la tangente de la podaire.
Si l'on compare les résultats que nous venons d'obtenir à ceux que nous avons déjà trouvés dans le n^ 8, on obtient le théorème suivant:
Si l'on fait rouler un arc de Qourbe C sur une droite, d'àprès les conditions indiquées, et que cette courbe C entraîne avec elle sa podaire par rapport à un point A\ les tangentes de cette podaire et de la roulette engendrée par le point A', en des points correspondants, sont perpendiculaires à la droite rectifiante o' de la courbe C, et les angles qu'elles font avec la droite 7/ perpendiculaire au plan xs/p' sont égaux ou supplémentaires.
172. Des podaires ho mot hé tiques. — Si l'on prolonge les rayons vecteurs R' de la podaire dans le rapport constant de mzhi à l'unité, on aura une courbe II'' semblable à la podaire, semblablement placée, située sur la même surface conique, et telle que, pour le même rayon vecteur, les tangentes seront parallèles. La courbe n^ ne sera pas distincte de la podaire de la courbe C que l'on aurait obtenue en prolongeant les rayons vecteurs, tels que i^ de la courbe C menés du même point A' dans le rapport constant de (m=bi) à l'unité. Il est évident que, si Ton appelle R' le rayon vecteur de la courbe W^
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issu du point A\ et dtf la différentielle de l*arc de cette courbe, on aura les deux relations
et de plus les mêmes relations angulaires que dans le numéro précédent.
De là résultent les théorèmes suivants :
I** Si l'on fait rouler^ d'après le mode indiqué, un même arc de courbe C sur la courbe C, et que ces deux courbes soient telles qu'en chaque point de contact leurs angles de contingence et de flexion soient dans un rapport constant m ; si la courbe C entraîne auec elle lapodaire homothétique IL" donnée par le prolongement des rayons vecteurs menés du point A\ dans le rapport de [mzhi) à l'unité, la tangente de la roulette engendrée par le point A' et la tangente à la po^ daire homothétique W, en deux points correspondants y soni perpendiculaires à la droite rectifiante m' et les angles qu'elles forment avec ï! à la fois perpendiculaires au rayon de courbure p' et à la droite rectifiante js^ de C sont égaux ou supplémentaires.
a* On fait rouler un arc de courbe C sur une courbe C, d'après le mode indiqué, et ces courbes sont telles qu'en chaque point de contact les angles de contingence et de flexion de la seconde sont dans un rapport constant m avec les angles de contingence et de flexion de la première; l'arc de roulette engendrée par un point A.', invariablement lié avec la courbe C% est égal à l'arc de courbe lieu des extrémités des droites menées du point A% perpendiculairement aux plans rectifiants, aux divers points de la même portion de courbe C! , supposée fixe, ces droites étant dans le rapport constant (m ± i ) avec les distances correspondantes du point A! aux plans rectifiants.
3** On fait rouler une portion d'arc de courbe C sur une courbe symétrique C, de telle sorte que leurs plans osculateurs coïncident en chaque point de contact; l'arc de roulette engendrée par un point A% invariablement lié à la courbe G', est égal à l'arc de courbe lieu des extrémités des droites menées du point A', perpendiculairement aux plans rectifiants aux
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divers points de la même portion d*arc de courbe C, supposée fixe^ ces droites étant doubles des distances correspondantes du même point Af aux plans rectifiants.
4^ On fait rouler un arc de courbe C sur une droite C, de telle sorte qu'en chaque point de contact le plan osculateur de la courbe G coïncide avec le plan dans lequel la droite C est supposée située ^ l'arc de roulette engendrée par un point k', invariablement lié avec la courbe C, est égal à l'arc de courbe lieu des pieds des perpendiculaires aux plans rectifiants, aux divers points de la courbe C\
Ce dernier théorème est une nouvelle forme du théorème de M. Mannheim sur régatité des arcs de roulette et de podaire d'une surface développable roulant sur un plan. Il contienty comme cas particulier, le théorème de Steiner sur Tégalité des arcs de roulette et de podaire d'une courbe plane roulant sur une droite.
Courbure de la roulette, — Soient
V et v' les rayons de seconde courbure des deux courbes C et C ;
a le rayon de courbure de la roulette engendrée par A';
dE son angle de contingence;
A la distance du point de contact des deux courbes C et C à l'intersection de deux plans normaux de la roulette» infiniment voisins.
Le plan Vr' étant le plan normal de la roulette, on a
rf(T~^rfE, dscos[ds, dff] — ArfE,
^ = A-4-r'cos(^, r'); on en déduit
(9) 57 = -^cos[ds,d(i)--= -^ icos(rf5,rf(y);
or, si l'on divise l'équation (5)' par ds^ on obtient
En égalant ces deux expressions du rapport de da à ds, on
276 LIVtB I. — SECTION IV. — CRAPITMB XI.
obtient la relation suivante,qui est aussi simple qu'expressive-
(.0) /Lr' A J ^ ^
= si„,P,.)[(^-^)V(l.iy}
qui ne laisse rien à désirer du côté de la généralité. On y retrouve sans transformation les relations analogues des roulettes planes et sphériques» relations qui ne sont que des cas particuliers de cette équation.
Cette dernière équation pourrait aussi s'écrire sous la forme suivante :
[I cosfa, r')"]' ,, . . X -p-h ^-^ ij cos»(rf^,rfcr)
(.0)' j ^^=tiysin'(v,r')4-(i±:iysin'(r,r')
--2(^ii=jj(^=t:i-jCOS(v,r')cos{T,r'),
qui se déduit sans difûculté de l'équation (5).
§ III. — Applications.
ilk. Roulette engendrée par une hélice roulant sur une autre hélice. — Supposons que l'on fasse rouler, sous les conditions posées, une hélice sur une autre hélice et cherchons la roulette engendrée par un point de l'axe de la seconde.
Les équations (i) du n*" 164 peuvent s'écrire sous la forme suivante :
(i)' a = x-+-x' cos(a:', x) -h/ cos{y,x)-hz' cos{z', x). ( 3)
On a les neuf conditions contenues dans le type suivant:
cos(a?%a?) = cos(a:,T)cos(T, a?') 1
-f-cos(j:, v)cos(v, a:')-i-cos(a:, p) cos(p,^). j
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Les équations des hélices c et c' sont (48)
(c) a; = acos/, j^ = asin/, z = amt;
(c') x'=2a'cosfy y=a'sïnl\ z'=a!m't'.
.D*après cela, en faisant usage des formules du n*" 48, on trouve les expressions
cos(a;',a:)= cos(i'— i) sinf sin/' + cosfcos/% cos[x'yy') = — cos(i'— i)sin/'cosf -f- cos^sin^ cos(^, 2)— sin [i'—i] sin/';
cosl/jo:) =— cos(i' — i)sin/cosf'-4-cos/cos/', (rf) ( cos(/',7)= cos(i' — «)cos/cos/'-+-sin/sin/', cosi/, ^) =— sin(i' — i)cos/';
cos(z%a7) =— sin(j' — «)sin/, cos(-5', ^)= sîn(i'— 1 j COS/9
\ cos(z', a)=: cos(i'— /).
En portant ces valeurs dans les équations (i)% on obtient les équations suivantes de la roulette :
a = (a -f- a') cos/ — [a'm' sin(r— *) sin/] /', p=r (a-f.a')sin/-h[a'm'sin(/'— i)cos/]/', y = ami -h afm'V cos( 1'— /].
Or on a
TT
cos/ ^ cosi'
comme ces deux arcs sont égaux, on obtient la relation
/' a cosi'
t cos* af
en posant ^ pour représenter le rapport constant de z' à /. Donc les équations de la roulette sont
0L=:[a±a!] cos / — [a' mfk sin ( i' qp * ) sin / ] /, (a) \ P=(a±:a')sin/-t-[a'masin(i'qii)cos/]/, y— [am-f- a'/»'Xcos(i'=+i i)\t.
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Interprétation. — D'après le n® 48, les équations de
la tangente à rhélice, dont A est le rayon de sa base et I
Tangle que cette tangente fait avec le plan des xy, sont, SI
étant sa longueur arbitraire et X, Y, Z les coordonnées de son
extrémité,
X = Acos/ — ^coslsîn^
Y = Asin« -t-^cosIcos^
Z = AM/ -+-asinl.
Pour avoir les traces de cette tangente sur le plan horizontal, il faut faire Z nul, ce qui donne
cosl
Donc cette trace décrit la développante du cercle, de sorte que, si Ton conçoit le point dont la projection sur le plan horizontal décrit la développante du cercle et dont la hauteur au-dessus de ce plan est proportionnelle à Tare de cercle décrit par le centre de courbure correspondant de cette développante, les équations de la courbe décrite par ce point, ou plus généralement d'une courbe semblable, seront, K et N étant constants,
X' = A cos / -f- KA ^ sin ^
Y'== A sinr — KA/ cosr,
Si Ton identifie ces équations avec les équations («SK), chacune à chacune, on a
A = {a±a'), K^_«^'»'>sin(.-'.pi)^ ^ ' a±a
N = a/n-i- a'm'Xcos(«'=pi).
De là on conclut que la courbe (^] n'est autre chose que la courbe que nous venons de définir.
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DIJ ROULEMENT D'UN PLAN SUR UNE SURFACE DÉVELOPPABLE
Lorsque Ton fait rouler un plan sur une surface dévetoppable, les points et les courbes liés avec ce plan détermineni des courbes et des surfaces qui appartiennent à la Géométrie des courbes gauches et jettent un grand jour sur leur analyse. Au point de vue géométrique, on obtient des théorèmes intéressants et, sous le rapport analytique, on trouve, sans calcul, les intégrales des équations différentielles des courbes produites par le mouvement. Nous allons poser quelques principes intuitifs relatifs au roulement du pian, qui nous seront d'une grande utilité dans les recherches relatives aux courbes et serviront à établir directement leurs intégrales. La question qui est l'objet du présent Chapitre n'est foncièrement qu'un corollaire du problème des roulettes résolu dans le Chapitre précédent ; mais, à cause de son importance, nous préférons la traiter par des considérations directes.
176. Principes. — Imaginons un plan P roulant sans glissement sur une surface développable S :
i^ Un point quelconque de ce plan engendrera une courbe C. dont la surface développable S sera la surface polaire.
2" Une droite L perpendiculaire à ce plan et invariable- * ment liée avec lui engendrera une surface développable qui sera la surface osculatrice de la courbe Ci engendrée par le pied de cette perpendiculaire.
3^ Tout point de l'espace invariablement lié avec le plan mobile engendrera une courbe D, que l'on obtient en prenant une longueur constante sur les tangentes à la courbe Ci.
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4"* Nous donnons ailleurs l'équation de cette courbe dans l'étude des courbes produites par le roulement d'un plan.
5^ Le plan normal à cette courbe Di s'obtient en faisant passer un plan par le point décrivant et la ligne de contact du plan roulant et de la surface développable S.
6" Une sphère quia son centre en un point du plan roulant est enveloppée par une surface canal dont la courbe moyenne est la courbe Ci décrite par le centre de la sphère.
7® Une' sphère qui a son centre en un point quelconque, solidairement lié avec le plan, enveloppe une surface canal dont la courbe directrice est la courbe Di (S"*] décrite par le centre de la sphère.
8° Une droite Li» située dans le plan roulant, engendre une surface développable 2i dont l'arête de rebroussement est située sur la surface S. Cette arête de rebroussement est la développée de la courbe engendrée par un point quelconque de la droite Li.
g"* Si diverses droites Li, L^, L3 situées dans le plan roulant ont un point commun a, les diverses arêtes de rebroussement des surfaces 2., 2t, 2» engendrées par ces droites sont les diverses développées de la courbe Ci engendrée par le point a*
io<> Si par les diverses droites Li, L,, L» on mène des plans Pi, P3, Ps perpendiculaires au plan roulant» soit la droite A l'intersection commune, tous ces plans envelopperont les surfaces correspondanies 2i, I2, Z» engendrées par les droites L|, L,y L3; ils ne feront que glisser sur ces surfaces sans roulement. Cela résulte de ce que la ligne de contact sera pour chacun d'eux la même droite, par exemple pour Pi, la ligne Lt; la droite commune A enveloppera sans roulement la courbe Ci, engendrée par le point a.
II** Soit un plan Qi mené par la droite Li et formant un angle constant avec le plan roulant. Ce plan passera par les tangentes successives de la développée de la courbe Ci, enve^ loppe de L| (9) et, de plus, formera un angle constant avec le rayon de courbure de cette développée et avec sa binormale. L'enveloppe de ce plan sera une surface développable ai passant par la développée de Ci et coupant sous angle constant la surface développable S.
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12^ Soit maintenant une droite L ayant une position quelconque et solidairement liée avec le plan roulant ; faisons passer deux plans Q„ Q, suivant cette droite. Ces deux plans envelopperont (11) deux surfaces développables coupant Tune et l'autre la surface donnée suivant deux angles constants, et la surface décrite par la droite L pourra être considérée comme décrite par l'intersection de deux plans tangents correspondants des surfaces o-i et Cs.
i3** Revenons au n° 11 et menons par chaque génératrice de contact du plan roulant P avec la surface donnée S un plan R. perpendiculaire sur le plan Qt, nous aurons la génératrice de la surface Ci enveloppée par Qi ; de sorte que, si l'on répète la même construction dans les différentes positions du plan P, on aura la série des génératrices qui forment la surface o-,; et, pour avoir les équations de cette surface, il n'y a qu'à chercher les équations de la droite d'intersection de ce plan R. avec le plan Q.. Cela fournit un moyen d'avoir géométriquement les équations de cette surface.
14" Considérons une surface U liée avec le plan roulant ; si des divers points de la génératrice de contact du plan P avec la surface S on abaisse des perpendiculaires à la surface U, on aura la courbe suivant laquelle la surface U est touchée par sa surface enveloppe o-, et, si l'on répète la même construction pour les diverses positions du plan roulant P, on aura la série des courbes de contact de U et de son enveloppe, et cette série de courbes de contact donnera la surface enveloppe (T.
§ I. -< Des courbes engendrées par le rodlbsbnt d'un plan.
Nous allons étudier les courbes produites par un point solidairement lié avec un plan qui roule sans glissement sur une surface développable.
177. Problème I. — Un plan roule sans glissement sur une surface développable; courbe engendrée par un point du plan.
Remarquons que, si l'on développait la surface sur le plan,
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l'arête de rebroussement C se iransrormerait, par suiie de ce développâinent, en une courbe C,, et ces deux courbes seraient telles que les arcs correspondants seraient égaux et que les angles de contingence en des points correspondants le seraient aussi ; nous appelons la seconde développée par plan de b première.
Cela posé, soient (^g. 25) di^ l'arête de rebroussement, O le
point fixe dans le plan mobile ; abaissons de ce point sur la génératrice de contact une perpendiculaire (.
Dans toutes les positions du plan, le pied de cette perpendiculaire engendrera, dans le plan mobile, la podaire du point O par rapport à la courbe C, développée par plan de do".
Soient:
ds l'élément de celte podatre ; a l'angle sous lequel elle coupe la génératrice ; q la disunce du point d'intersection au point de contact correspondant de cette génératrice avec la courbe dtj; de son angle de contingence; dt' l'angle de contingence de d<j'.
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Si Ton projette le périmètre des quadrilatères Infinitésimaux formés par deux positions infiniment voisines de la génératrice et de la perpendiculaire, sur la tangente et sur une direction perpendiculaire» on a les équations
i dscosa = d{q -h (/]j Asina = rf/, ( ds sin<x== q de', — tfscosa = ^rfc';
et, si l'on fait la somme des angles de ces quadrilatères, on a
la relation
rfe = -— rfe' -+- rfa.
En égalant entre elles les valeurs des deux sinus et des deux cosinus, on a les deux équations différentielles simultanées
, , dq ^ d& dt
On en déduit les deux équations résolvantes suivantes: ,ox rf'7 rfV du , rf(T'
Comme -j-y est connu en fonction de z\ on a (115) les exdt '
pressions suivantes :
/ = a sin e' -f- 6 cose' — sin e'/^ sin s'A' — cose'/o-'cose'rfs', g = acose —6 sine' — o^— cos£'/a''sine'rf8'+ sine'/o^cose'rfc',
que nous pouvons aussi écrire sous la forme suivante, en re<* présentant par p' le rayon de courbure de la courbe da'y
/ == a sine'4- ft cose' -h sin e'/p' cose dt' 4- cose'/p'sine'Je', q = a cose'— b sine'— cose'/p'cose'rfe' — sine'/p'sine'rfe',
dans lesquelles a et 6 sont les constantes d*intégration.
La seconde de ces équations est l'équation de la podaire dans le plan mobile par rapport à la courbe C'^ (système tan* gentiel).
La première équation est Téquation de la podaire dans le plan mobile par rapport au pôle 0 et à l'axe fixe OX, puisque
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l'angle MOX que t fait avec OX ne diffère de e' qae par une constante.
Pour avoir Téquation de cette courbe en coordonnées rectanglesy il suffit de projeter OM sur les deux axes.
Équations de la roulette. — Le calcul que nous venons de faire nous conduit immédiatement aux équations cartésiennes de la roulette. Soient» en effet, a/^ j'y z' les coordonnées du point N et x^y^ z les coordonnées du point 0, par rapport à trois axes fixes dans l'espace ; si l'on remarque que les directions de NM, OM sont celles de la tangente r' et de la normale principale p', en projetant les côtés de Tangle droit NMO sur ces trois axes, on aura les trois équations
x — x'=^qç.os[T'yx) — /cos(p', a;), (3)
qui seront les équations de la roulette lorsqu'on y aura remplacé xf y q ex, t par leurs valeurs en fonction de e'.
Différentielle de l'arc. — Cette différentielle dl s'obtient en multipliant / par l'angle don' de deux positions infiniment voisines du pian roulant ; on a donc
dl = tdcù\
La direction de cet élément dl s'obtient par la direction de la normale au plan tangent de la surface développable : c'est donc la direction de v'. On obtient donc le plan normal de la roulette en faisant passer un plan par le point décrivant et la génératrice de contact du plan et de la développable.
Transformée gauche de la podaire. — C'est la courbe que les pieds des perpendiculaires t marquent sur la surface développable; les équations cartésiennes de cette courbe sont, en représentant par x", y, z'' les coordonnées d'un point, et en représentant toujours par q la distance MN,
x' — x^ __' y —f _ z'-^z' __ cos(r', x] ~^ cos(r',/) ~~ cos(t', -s) "~ ^*
dans lesquelles il faut exprimer x\fy z\ q et les cosinus en fonction de e'.
Méthode des roulettes. — La méthode que nous avons expo-
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sée dans le Chapitre précédent peut être suivie pour la résolution du problème.
Développons la surface osculatrice de la courbe C sur le plan roulant; cette courbe se transforme, d*après ce qui a été dit, en une courbe plane C,, dont Télément d*arc et l'angle de contingence n'auront pas changé et seront les mêmes fonctions de e' ; rapportons cette courbe plane C^ à deux axes passant le point 0, OX, OY. Soient X',» Y', les coordonnées de cette courbe par rapport à ces axes, on aura
X'. =/cose'rf(T', Y', =fsïnt'd(/.
Si maintenant on fait rouler sans glissement la courbe Ci sur la courbe C, de telle sorte que pendant ce roulement les plans rectifiants des deux courbes soient constamment en coïncidence, on obtiendra le même mouvement que si Ton faisait rouler le plan osculaieur de la courbe plane C^ sur le plan osculateur de la courbe C, après avoir mis en contact» à l'origine du mouvement, deux points correspondants de ces deux courbes. Si x, jr, z sont les coordonnées du point 0 par rapport à trois axes fixes auxquels la courbe G est rapportée, on aura, en appelant R la distance de ce point au point de contact des deux courbes G et C,, les trois équations suivantes :
a:=::c'-4-R[cos(R,T')cos(T',J?)-+-cos(R,p')cos(p',ar)], (3)
et, comme tout est connu en fonction de t' dans le second membre, on a les trois équations de la roulette.
178. Problème II. — Vn plan roule sans glissement sur une surface développable : courbe engendrée par un point solidairement lié au plan.
Nous conservons la notation et les hypothèses précédentes et nous supposons que le point décrivant est un point Oi pris sur la perpendiculaire au plan menée par le point 0, de sorte que 00, = r. Si l'on représente par X„ Y„ Z, les coordonnées du point Oi par rapport aux axes fixes dans l'espace, on a les trois équations
X, — a?'=i/cos(T',^) — /cos(p',x) H-rcos(v', x). *(3)
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Différentielle de tare. — Si l'on différeniie Téquaiion précédente, on obtient
rfX,=r [dd'-^dq -f- tde) cos(r', x]
-4-/rfû)'(cosv', x)— [dt — rrfu)'— çe/e')cos(p', x)^
que l'on peut modifier de la manière suivante, au moyen des
équations (i) (177) :
rfX,= frfa)'cos(v', x) 4- rd(ù* cos(p', x] ;
on a donc, en représentant par {/2i la différentielle de l*arc, la relation
on a aussi les équations
cos(t', rf2,) = o, oos(v', rf2,)= -j^ï cos(p', rf2i)= «v "^
qui font connaître la direction de l'élément r/2i delà roulelie, par rapport aux axes du trièdre mobile.
179. Problème III. •— Un plan roule sans glissement sur une surface développable : courbe engendrée par un point qui se meut dans ce plan d'après une loi donnée*
État de la question. — Nous conservons les notations et les hypothèses précédentes et nous représentons par dv" l'élément de la courbe (7 décrite dans le plan mobile par le point 0 [Jig. 26); les droites OM, O.M» sont perpendiculaires aux génératrices correspondantes; (2 est l'angle MOOi.
Équations différentielles. — Ces équations, qu'on obtient par le système de projections connu, sont
l dscos<x=^d[q-\- (t'), ds s\na = dt -hrfff^cosjS, 1 dss\na = qde!, — rfjcosa — /rfe'-h</a''sînp,
avec les relations angulaires
d'où l'on tire Je =— de' 4- rfa, da ^ de -f- d^ ~ rfe", rfp =:rfe'4- de".
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Première solution, — Si Ton représente par X', Y', X,, Yi les coordonnées du point N de l'arête et du point 0 de la
Fig. a6.
courbe décrite par rapport aux axes AX, A Y, on a
X'=:/rf«r' cose'. Y' ^fdtr' sin €',
qui représentent les équations de la courbe C',, de sorte que la distance 0M = t est
(X, — /rf(y'cos£') sine' - (Y, --fds' sine) cose' = t.
d'une autre part, Téquation de la droite OM est
(X.-X)dX'+(Y,-Y)rfï':=:o,
et l'expression de la perpendiculaire g, abaissée du point X',Y' sur cette droite OM, est
( X, —/rf(7' cose' ) cose' -f- (Y, —/rf(y' sine') sine' = ç ;
Or la correspondance des deux points appartenant l'un à la courbe da' et l'autre à la courbe rfo^ exige que les cordonnées de ces points soient fonctions d'une même variable /'. On aura donc
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conséquemmcnt
Mainienant il sufQt de projeter les deux côtés de l'angle NHO sur les axes fixes, et l'on a
X, — ar' = ç cos(t', j:) — /cos(p', x)j (3)
et de remplacer dans ces équations ar', y, z\ t et g, ainsi que les cosinus, par leurs valeurs en fonction de e'.
Deuxième solution. — On tire des équations (i)' les deux équations suivantes:
auxquelles il faut joindre les conditions
on en déduit
d'q . d fdcr^ . ^ da'X dts^ ^
dP[w^'''^rdF''''^^dF
dH ^ d fdff" ^\ dtr" . ^ rf(r'
Or, par la nature de la question, o^ est donné en fonction de e'; on obtiendra donc les valeurs de q et de ^ par l'intégration de ces équations.
Si, pour abréger, on pose les troisièmes termes de ces équations égaux à ^1 et à ^, on aura les expressions suivantes de / et de 9 :
/ = a sine' -h 6 cose — sine'/^ cose'rfe'-f- cose'/^ sinc'rfe'; ç 3= a cose'— b sine'— sine'/^, cose'rfe'-f- cose'/^» sine'^/e'.
Ces expressions sont identiques à celles que nous avons trouvées par la première méthode, qui a l'avantage de donner d'emblée les intégrales des équations différentielles (a)\
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Équations de la trajectoire dans l'espace. — Pour avoir le Heu des points 0 dans Tespace» représentons par â:,^^,, Zi les coordonnées de ce point par, rapport à trois axes fixes; on aura les trois équations
^, — a:' = çcos(t', x) — /cos(p', x), (3)
qui sont les équations de la roulette Ci.
Tangente à la trajectoire. — Si l'on différenlie l'équation précédente, on trouve sans difficulté
rfa?,= (rf<T'H- dq H- tde') cos(t',x)
td(ù' cos{v'^ a:) — (dt — qde') cos(p',ar).
Or, si l'on a égard aux équations (i)' du présent numéro, on trouve
rf^,z=— rfc7'"sinj3cos(T',ir)-hrrfM'cos(v',a:)-f-rfo'*cos(3cos(p',a?);
d'après cela, on a
ds] = d(/'^ -i- t d(ù" ;
si nous représentons par Ti la tangente à cette trajectoire, on a les équations
, ,, rf(T"sinô , ,, td(ù'
COS(t„t')=: 3^— ^' COS(t„v')=-^*
^"^^ ^ , „ rf(y''cos3
COs(T.,p)=— ^j— ,
et aussi les équations suivantes, par suite des équations (i)':
( dsi cos{ri, 7') = ds cosa -h t de', &, cos(t,,v') = /rfw', \ rf5, cos(t,,p') = rf^sina— rf/.
On obtient facilement les mêmes formules par des considérations géométriques, soit OiO^(^g'. 27) un déplacement du point Oi sur la trajectoire fixe. Ce déplacement est l'effet d'une rotation OiO du plan mobile autour de la génératrice de contact et du déplacement 00' effectué sur la courbe plane C; le premier a pour expression tdtù' et s'accomplit dans le sens
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Ov^; le second a pour expression d(T^ et s*accomp1it dans la direction de cet élément. Or les projections de rfo-" sur Op'
Fig. 27.
et sur Or' sont d(/' cos^, Jo-^sin^. Les trois équations qu'on obtient sont donc
, , . tdcù' , , . //o""cosS
COS(v',T.) = -^ï COS(p', T,) = 2 ^'
cos(r',t.)= -^'
180. Problème IV. — Un plan roule sans glissement sur une surface développable et rencontre une courbe Ci dans V espace : trouver dans le plan mobile la courbe plane ^ lieu des points d'intersection.
Première solution. — On connaît (Jig, 16) les coordonnées de la courbe Ci et ^Sj', z' de la courbe C en fonction de la variable indépendante : on connaît donc les coordonnées :ri, ji» 2, de l'intersection 0 du plan osculateur de la courbe C avec la courbe Ci. On abaissera de ce point 0 une perpendiculaire t sur la génératrice de contact MN, laquelle sera donnée par la deuxième des équations (a) (179)
On en déduira la valeur de q donnée par la troisième équa-
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Uon (a)' combinée avec la deuxième équation (i)'
rf*, cos(t,,p') h- di
^= dt' '
Cela fait, on projettera sur les deux axes AX, AY situés dans le plan osculateur de la courbe C les côtés de Tangle droit OMN et, en représentant par X,, Y, et X', Y' les coordonnées du point 0 et du point N par rapport à ces axes, on aura
(i) X, — X'=:/sin6'— gcose'. Y,— Y'=:rcose'-^ g sine',
dans lesquelles tout est connu en fonction de e', à l'exception de Xi et de Y|. On a donc les coordonnées du point 0 dans le plan mobile en fonction de e'.
Deuxième solution. — Si l'on combine les équations (a) avec les équations (i)'du n° 179, on a le double système suivant, dans lequel les premiers membres du premier système sont connus en fonction de e', par suite des données de la question :
dsx cos(ti,t') = rf(g -f-o-'l H- tdç!=— da" s\n^^
rf5iC0S(Ti, v') = td(ù'^
rf*, cos(ti,p') = qdt'— dt = rf<T"cosp.
La première et la dernière de ces équations font connaître dd" et p en fonction de e'; on aura donc par rapport aux axes mobiles, dont l'un serait la génératrice NM et l'autre une perpendiculaire à cet axe menée par N, les deux équa* lions suivantes, données par le second système :
^ dq . ^dd" rf(7' dt ^d(T''
desquelles on tirera la valeur de 9 et de / par l'intégration d'une équation résolvante de la forme des équations (a) du n° 177, et l'on retombera sur les valeurs de Xi, Yi en faisant usage, comme précédemment, des équations (i).
Le même calcul donne les .courbes podaires gauche et plane du point mobile 0 par rapport à la courbe C. La courbe po-
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daîre gauche siiuée sur la surface développable osculatrice de la courbe G est donnée par les équations
X — ar' r — r' z — z'
cos(T'.:r:'J cos(T',y) cos(t', -s') ^' ou bien les équations
X — Xt r — Vt z — Zi
cos(p',ar) cos(p', /) cos(p',2)
La podaire plane située dans le plan tangent à celte surface est donnée par l'un ou l'autre des deux systèmes suivants:
,- — — . — ,- == a ou bien : — p- = ;- — /.
cose' sine ^ sine cose
181. Problème V. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème III, trajectoire d'un point I dont le mouvement relatif au plan mobile et à une normale Jixe à ce plan est connu.
Coordonnées du point, — Nous conservons les mêmes notations et hypothèses que dans le problème III et nous supposons [Jig> 26) que le point décrivant I se projette successivement sur les positions du point 0, de telle sorte que la courbe C décrite de ce mouvement relatif se projette sur la courbe (7. Soit 01 représenté par r qui est une fonction connue de e'; on voit immédiatement que les équations cartésiennes de la trajectoire €« dans l'espace sont, en représentant par x^y j2> Zi les coordonnées du point par rapport à trois axes fixes,
[Xi] x^—x' — q cos(T',a:) — f cos(p', j;) -+-rcos(v',x), (3)
dans lesquelles il faut substituer les valeurs de x'y 9, ty r et des cosinus en fonction de e'.
Tangente. — Si l'on différentie l'équation (^,), on trouve, parle procédé déjà employé, Téquation
dx^=i [df/'^dq-h tde')cos(z\x)
(/rf«a'-+-rfr)cos(v', :r) — (A — qde' — rrfw') cos(p', a:),
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de laquelle on déduit les suivanies:
I ds^ cos (t„ t' ) = rfo"' -+- rfj H- tdi'y (a) < rf5îC0s(T„ v') — tdu'-^dr,
\ dsi cos ( Tj, p' ) — — dt -h q de' -+- rdtù' ,
Or, si Ton représente par da^ Tare de la courbe relative G" qui se projette sur rfo-'', élément correspondant de la courbe (7, et qu'on représente par X Tangle des deux éléments correspondants de ces courbes, on a les deux équations
dtj" = d<j^ cosX, dr = da^ sin À ;
de plus, en raisonnant comme on l'a fait au n** 179, les relations (a) deviennent
l dsj cos(Tt, r') = — d^" sin ^ = — da^ sin (3 cosX, (a)' I rf5,cos(Tï,v') — td(ù'-\-dr=: / rfw' -f- rfo-" sinX,
\ d5,cos(Tï, p') =rf(T''cos(3-t-rflfa)'=rf(7^cospcosX-f-rrfw',
desquelles on déduit
(rf^,) rf5;= (rfcr*')^ + (<» -H r') </&)'« -h 2^/5*' Jût*' (rsin X-f- r cos> cosp).
Ces équations font connaître l'élément ds^ de la trajectoire en grandeur et en direction. Elles sont d'une application facile aux questions inverses, qui présentent toujours un grand intérêt au point de vue du Calcul intégral.
Ainsi, par exemple, si la courbe da' est donnée, ainsi que les angles (ta, t'), (t», v'), (ta, p'), en fonction de la variable indépendante, en représentant les cosinus de ces angles par T, N, R, on déduit des équations (a), en divisant la première et la troisième par la deuxième, les deux équations suivantes :
d<a' rfw' N
Vrfw' N/ ' N</(a'
dt dr R
dt' R
une des trois quantités /, 9, r reste indéterminée; si l'on se
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donne cette arbiiraire, on aura à intégrer un système d'équa* lions différentielles linéaires du prennier ordre.
182. Problème VI. — Les mêmes conditions étant données que dans le problème III, trouver la trajectoire engendrée par le point de contact d'une droite tangente à la courbe C et perpendiculaire à la génératrice de contact du plan roulant sur la surface osculatrice de la courbe C\
Ce problème est un cas particulier du problème III, puisqu'il suffit de supposer dans ce dernier problème que le point se meut sur la courbe C" par cette condition que Tangle p de cette courbe avec la perpendiculaire à la génératrice de contact soit nul.
La correspondance des points de contact N et 0 est exprimée par la condition
d*après cela, si Ton fait usage de la première méthode exposée au n° 179» les valeurs des coordonnées du point 0 seront
X" =/rfc7^ sin e', Y" =/rf(7" cose',
et le problème s'achèvera comme au numéro cité.
Si Ton fait usage de la seconde méthode, il faudra introduire dans les équations (i)' du n"* 179 la condition de correspondance, p nul, et Ton tombera sur le système des deux équations
dq ^ , dt „
il sufBra donc de faire dans les intégrales (4)' du n° 179
183. Problème VII. — Les mêmes conditions étant conservées que dans le problème précédent, trouver la trajectoire engendrée par le point de contact d'une droite tangente à la courbe G" et formant un angle y avec la génératrice de contact du plan roulant et de la surface osculatrice de la courbe C.
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Ce problème [Jig. 26) est encore un cas pariiculier du problème 111, ei la loi de correspondance est
de sorte que» si Ton Tait usage de la première méthode (179), on aura
yj'^fda^cos [y - e'), Y^^/e/a^sin (y - i']\
telles seront les valeurs dont il faudra faire usage dans les expressions de / et q.
Si Ton fait usage de la seconde méthode, il faudra introduire dans les équations (ij' du n'^lTO la condition angulaire précédente, ce qui donnera les mêmes équations (2)', avec la seule différence qu'il faudra y poser
sin p = — cosy, cos^ = sin y.
Si Ton veut obtenir la courbe décrite par le point P d'intersection de la tangente et de la génératrice, lequel point est le sommet de l'angle y, on aura la relation
NP = NM - MP = g H- / ^-^^ \
^ smy
et, par conséquent, les équations de la courbe seront, en repré-* sentant par ai, (3i,yi les trois coordonnées du point décrivant P,
a, — x'=[q 4-/coty)cos(T', ar). (3)
Dans ce problème, l'angle y est constant ou variable d'après une loi donnée.
§ II. — Des surfaces engendrées.
184. Problème Vlll. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème HT, surface engendrée par une courbe Ci solidairement liée avec le plan roulant.
Soient (Jig. 25) OX, OY, OZ les axes mobiles avec le plan, les deux premiers situés dans ce plan et le troisième lui étant
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perpendiculaire; soient les équations de la courbe Ci par rapport à ces axes,
i' étant la variable indépendante. Abaissons du point (X,, Y„ o ) une perpendiculaire t sur la génératrice de contact du plan roulant avec la surface osculatrice de la courbe C; on aura, comme au n"* 179,
I ç = (X, -X')cose'-+.(Y. -Y'jsine',
(2) ) r=:r(Y,-~Y')cose'-(X.-X')sine', (x'=/rf(j'cos£', Y'=rfcr'sine';
puis on projettera la ligne brisée Z| iq sur les axes fixes Ot^, Oaj> O32 dans l'espace, de sorte que, si Xx^ yxy Zx sont les coordonnées d'un point de la courbe Ci par rapporta ces axes, on aura les trois équations
Xx — :c'=gcos(T', Jc) — /cos(p', x) -\-lx cos (v',^). (3)
Or, si l'on a égard aux valeurs précédentes de 9, /, X', Y', en remarquant que
( cos (T',a:)cos£'-f- cos (p',^) sine'=cos(X,, jt),
\ cos(t', x) sine' — cos(p',j7) cos€'=cos(Y,,7),
on aura les trois équations suivantes :
l a;,-a;'=(Xi-X')cos(X„ar) *^ ^ ■ (Y.-Y')cos(Yi,^) + Z.cos(Zi,^), (3)
qui seront les équations de la surface cherchée; les seconds membres sont des fonctions des deux variables t' et e', la variable f n'entrant que dans les expressions de Xi, Y|, Z|.
Lorsque, e' a une valeur fixe, ces équations donnent les équations de la courbe Ci dans la position correspondante cette valeur.
Lorsque, e' restant variable, t' a une valeur déterminée, on a la courbe engendrée par le point fixe dans les coordonnées mobiles X|, Y|, Z| correspondant à cette valeur.
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Il y a donc deux systèmes naturels de courbes tracées sur la surface, donnés par les équations
( 3 ) e' = const., /' = <)onst.
CcLs où la courbe génératrice est située dans le plan roulant. — Dans ce cas, la coordonnée Z, est nulle, et les équations de la surface engendrée sont
(S.)' x.-:r'=(X,-X')cos(X.,af)4-(Y.-Y')cos(Y.,^). (3)
Les surfaces engendrées représentent alors cette classe intéressante de surfaces dont les lignes de courbure de la première série sont planes. En effet, dans le cas qui nous occupe, les équations (3) représentent les deux séries de lignes de courbure, et par hypothèse la courbe e'= const. est toujours située dans le plan roulant. [Analyse infinitésimale des courbes situées sur une surface quelconque ^ page 157.]
Intersection de la surface engendrée avec la surface oscu* latrice de la courbe C. — Pour avoir cette intersection, il est évident qu'il suffit de donner à X, et Yi, dans Téquation (S,)', les valeurs qui conviennent à l'intersection de la courbe Ci avec la génératrice de contact; or, pour cette génératrice, la distance t donnée par la deuxième des équations (2) du nu* méro précédent devant être nulle, on a les conditions
(X. = F(/'), Y.==F.(/'), ^'^^ \ Yicose'— X,sine'=Y'cose'-X'sine'.
Elles feront connaître t' en fonction de e', et, si l'on porte cette valeur dans les équations (S^,), on aura les équations de la courbe d'intersection dont il s'agit.
185. Applications. — Supposons que la courbe donnée C, soit une droite située d'une manière quelconque; si l'on suppose que l'origine des coordonnées des axes mobiles soit à l'intersection de cette droite aveC|le plan roulant, on aura les équations de cette droite
^ ^ cosa cosp cosy '
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dans lesquelles a, (3, y sont les angles qu'elle fait avec les trois axes. Si l'on a égard aux conditions (2) (184), on trouvera
ixx—x'^z ^[cosacos(X^^) 4- cos(3cos(Y„^) cosy cos(Z„ a:]] i \ — cos(X„a:)/rfc7'cose'— cos(Y,, JTJ/c/cr'sine', J
que Ton peut écrire de la manière suivante :
, .,, I ^i—^'=''cos(r,a7) — cos(X„x)/J(r'cos€' I ^'^ \ -cos(YMx)/rf(j'sine'. i ^ '
Ces équations représentent la surface engendrée par la ligne droite (i)'.
i^ Si cosy est égal à l'unité, on a les équations de la surface osculatrice de la courbe engendrée par l'origine des coordonnées 0.
2** Si cosy est nul, on a les équations de la surface développable qui a pour arête de rebroussement la développée de la roulette engendrée par le point 0.
Dans ce dernier cas, il y a lieu de chercher les équations de cette développée, qui sont l'intersection des deux surfaces (S,)" et (S).
Équations de V intersection des surfaces (Si)'' et (S). — Les équations (P) donnent
, cose'/rfor'sinfi' — sine'/rfo-'cose' t
sin (a -j- e) sni (a -i- s),
et, en portant cette val/sur dans les équations (S, )'', on aura les relations
:r, 1= rrf<7'cose'-4- -?^ -•— , — cos(X,,^)/rf<7'cose' f ,,. ' ^ sin(a-f- e') \ ' u ' (3)
— cos (Y,, x) f dd' s\x\i' y )
qui sont les équations de la développée. Il serait facile de démontrer l'identité de ces équations avec celles que nous avons trouvées (145).
186. Seconde solution du problème FUI. — Soit [fig* 28) un système d'axes coordonnés mobiles, dont l'origine est constamment au point de contact N du plan roulant avec la
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courbe C, dont Taxe des x coïncide avec la tangente à cette courbe. Taxe desj avec la direction de la normale principale, et Taxe des z avec la binormale; soient tracés et pris pour axes fixes dans le plan roulant les axes qui se rap*
Fig. 28.
portent à la position du point N en No à Torigine du mou^ vement. Si Ton représente par ?y, 5G, % les coordonnées du point Oi de la courbe d par rapport aux axes mobiles, lorsque le point de coniact de la génératrice est en N, et toujours par X', Y'; Xi, Yi les coordonnées de ce point de contact et du point 0 projection du point 0, sur le pian roulant par rapport aux axes dont l'origine est en No; en appelant ^ l'angle de la tangente à C en N avec Taxe Noo; et z" l'angle que la projection de la tangente sur le plan roulant à la courbe Ci fait avec le même axe, on aura
X'~ / rfo-'cose', Y' — / ^(7sine;
rfo'"cose".
rf(T"sine".
Or, si des points correspondants N et 0 on mène dans le plan
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mobile des parallèles aux axes qui se rapporlent au poini N,, on forme un quadrilatère OANB, qui donne immédiatement les deux relations
JT^OBcose'-BNsine', ^ = 0B sine'-hBNeose',
et conséquemment on a, en remarquant que %> est une fonction de la variable e*^, les trois équations suivantes :
g- =^ (Y. - Y') rose'- (X, - X') sine', 5C; = ( Y, - Y') sine' -h (X, - X') cose'.
Maintenant, si Ton projette la ligne brisée formée par ces coordonnées sur trois axes fixes dans l'espace, on obtient les équations
(:c, — x') =^cos (r', 4:) -+- JJcos (p', ;r) -h 3t (v', ^), (3)
et, en remplaçant X-^ Jf, 5d par leurs valeurs, on tombe sur les équations suivantes :
a:, — ^'— (X, — X') [cose' cos (r', x) -f- sin£'cos(p', x)] (S.) \ -+- (Y, -Y') [sine' cos (t', a:) -cose' cos (p', a:)]
^cos (v', ^) ;
ces équations ne diffèrent pas de celles que nous avons précédemment trouvées, lorsque Ton a égard aux relations (a) du n*^ 18i. Bans le cas actuel, les deux variables indépendantes sont e' et e'^ et la seconde variable n'entre dans ces équations que par les coordonnées Xi, Yi, %.
187. Problème IX. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème III, trouver la surface enveloppe d'un plan (Q) solidairement lié avec le plan tournant.
Soient (Jtg. 29) 0|X', OiY', 0, Z' des axes coordonnés mobiles avec le plan roulant, les deux premiers dans ce plan et le troisième perpendiculaire; les équations de la tangente TT' sont, X, Y étant les coordonnées courantes,
(1) Ycose'-Xsine'=Y'cose'-X'sin€'=/,
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/ étant toujours la perpendiculaire abaissée du point 0| sur la génératrice de contact TTi; Tenveloppe cherchée est la surface
engendrée par la trace du plan donné (Q), dont l'équation est
(a) z — X (r cos/ — :r sini) = 0,
avec le plan (Y) qui lui est perpendiculaire et mené suivant la génératrice TT,. Ces trois plans forment, en se coupant, un trièdre dont les arêtes sont MTi, MN, MM'; il s'agit de connaître les cosinus des angles de Taréte MM' avec les axes mobiles de la courbe donnée C, qui sont t', p', v'. Si Ton représente par i Tangle de la trace 0,N avec Taxe des X', par C l'angle que le plan donné (Q) fait avec le plan roulant (P), et par D l'angle des deux plans (P) et (V), les données sont les angles / etC, et Ton a l'angle T,MN égal à (i-f-s'). Cela posé, le triangle T,M'N donne les Squations
sînC _ sinD __ i
sinM'MÏ, '" sinNMM' ~ sin(i-f-6')'
cosT. MM' cosM'MN = cos (1 -f- e' ) ; or les premières donnent
(a) cosT,MM'r=V'i~sin^Csin»(/-+-e'");
donc la dernière fournira la suivante :
cosM'MN^r
cosfï -h e')
^i— sin^Csin' (i
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La question est maintenant ramenée à connaître les cosinus des angles que 1*arête MM' fait avec MT,, qui a la direction de t'; avec MJ, qui a la direction de p'; avec ML, qui a la direction de v'. On a les relations
cosM'MI = sînM'MT, = sinCsin [i -h e'),
iMi n tansT.MM'
coslMJ=3CosD r= : r;
laiig («-+-€ )
si Ton remplace dans cette dernière le numérateur par sa valeur tirée des équations précédentes, on a
sinC ros (/ -4- e')
cosD =
V^i — sin=Csin*(i -f- e')
or le trièdre dont les trois arêtes sont MM', MI, MJ étant rectangle suivant Tarcte MI, on a
sin'Cccs(/-f-£')sin;/-i-e')
((3) cosM'MJ=:cosJMlcosIMM' =
v'i— sln'C"sin'(i-+-e')
Maintenant, suivant ML et MM', faisons passer un plan qui intercepte Tare M'A, complément de l'angle M'ML; le triangle M'ATi donne
sinM'ML r= sinD sinM'MT, = sinD sinC sin (/ + e'),
on aura donc la troisième équation
, , ».,»-» sinCcosCsin (/ -h €') (y cosM'ML= - ■ ^ '-x
les formules [oc), (^j, [y) donnent les cosinus des angles cherchés.
Il s'agit enfin de connaître la distance du point M au point de contact T; la perpendiculaire TB abaissée du point T sur la trace MN a pour expression, djaprès Téquation (2),
TB = Y'cosi-X'sini; on a donc f^s „,,, Y'cos/ — X'sini
^ ' sin(n- g')
Prenons maintenant une longueur quelconque DTl h partir du
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point M el dans la direction MM', et projetons le périnoètre de l'angle dont les côtés sont 3ÏL et MT sur trois axes fixes dans l'espace Ox, O7, Oz; soient x,Xf ^ ïes coordonnées de Textrémité de la longueur OÏL, on aura les trois équations
a: — :r' = MTcos(T', a:) H- 31Lcos(31L, or), (3)
auxquelles il faut joindre les trois autres
cos(OlL,j;)izr cos(OK.,r') cos(t', ^)
-h cos(Oll/,p')cos(p',":c)-+-cos(OK^, v') cos(v',j:);
portant dans ces équations les valeurs des cosinus de la directrice OU; avec r', p', v' données par les équations (a), (p), (y) et la valeur de MT donnée par Téquation (3), on trouve, en représentant MT par ^, les équations de l'enveloppe du plan (Q)
x-'X'=(dcostX'^Dïl\ cos(t',^) ^i — sin='Csin*(i H- e')
sin'Csinsi(i -+ e')
[x) .{ -hcos{p',x)
— cos(v', x)
av^i — sin*Csin'(i H- e')
sin2C sin(/ -4- e') 2 Vr^'sin'Csin»(i + e')
dans lesquelles les deux variables indépendantes sont e' et OÏL, et les expressions des coordonnées x, ^, z sont linéaires par rapport à DK^.
Ce problème peut se traiter avec non moins de facilité par la Géométrie analytique, et alors les données du problème sont les équations (i) et (2).
188. Problème X. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème précédent y Mne surface (F) est solidairement liée avec le plan roulant : trouver V enveloppe de la surface.
L'équation de la tangente à la courbe C est l'équation (i) du n® 187. L'équation de la surface (Fj par rapport aux axes mobiles étant
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la condîUon pour que la normale à cette surface rencontre la génératrice de contact est
(i) --T^ cose'4- ^sin£' = o.
Celle équation et la précédente représentenl, pour la position actuelle du plan roulani, la courbe de contact de la surface donnée (F) et de la surface enveloppe; par suite de ces deux équations, on a les variables X et Y exprimables en fonction des variables Z et e'.
Maintenani, d'un poinl quelconque de la projection de la courbe de contaci sur le plan roulanl, abaissons une perpendiculaire p sur la génératrice de conlact TT,, et soit q la longueur du segmenl compris entre le pied de cetle perpendiculaire et le point de contact T de celte génératrice : la distance du point de la courbe de contax^t à sa projection est Z; on a les deux relaiions
L>ns
(X - X') cos£' + (Y - Y') sine', (X - X') sine' - (Y - Y') cose';
^. Ia liirnp. hrÎQpA Hnnt Ipc pAipc cr
eu si Ton projette la ligne brisée dont les côtés sont Z, p^ q successivement sur irois axes fixes dans l'espace Ojt, 0^, Oz el qu'on représenle par Xy y^ z les coordonnées du point de la courbe de contacl par rapport à ces trois axes, on aura les trois équations
[x] X — x' z=i p cos[çi' , x) -^ q cos[i:' , x) -i- Zcos(v',a:), (3)
qui exprimeront les trois coordonnées a:, j, z en fonclion de deux variables indépendantes i' et Z et qui seront les cqualions de la surface enveloppe de la surface donnée (F).
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189. État de la question. — Le problème qui a pour objet la recherche de l'enveloppe d'un plan mobile est Intimement lié avec la théorie des courbes gauches et a été résolu dans les Chapiires V, YI et VII dans les cas oii ce plan est le plan normal, le plan osculateur, le plan rectifiant de la courbe. Ce problème a été ébauché dans le Chapitre IV pour le cas général où le plan se meut d'une manière quelconque par rapport à une courbe directrice. Or ce même problème dans toute sa généralité n'est réellement pas distinct du problème inverse des roulettes. En effet, si l'on se reporte au problème V du n^ 181 , on voit que, si l'on se donne la trajectoire que décrit dans l'espace le point qui se meut d'un mouvement relatif dans le plan roulant sur la courbe C, et de plus les angles que ce plan fait, à chaque instant, avec les axes mobiles de la trajectoire donnée, on a le problème général du mouvement d'un plan ; de sorte que les équations (a) et (a)' du n° 181 comprennent toutes les équations de ce dernier problème et en donnent toute l'économie géométrique ; il n'y aurait qu'à supposer que la coordonnée r est nulle; mais, à cause de l'importance de cette question, les circonstances de ce mouvement ont besoin d'être examinées de près, et cet examen sera l'objet de ce Chapitre.
§ I. — Mouvements particuliers.
190. Problème I. — Un plan passe par la tangente d*une courbe C et forme un angle constant <p avec le plan rectifiant; enveloppe de ce plan,
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Soient Oti la direction de la perpendiculaire au plan mobile et Ov„ Op, [Jig. 3o) les deux autres arêtes du trièdre mobile dom
Oti est la principale; Or, Ov, Op les trois arêtes du trièdre mobile de la courbe C ; di^y dtùi^ âf», les angles infiniment petits décrits par les arêtes Oti, Ov,, Opi ; proposons-nous de calculer les angles que les arêtes font avec les arêtes Or, Ov, Op de la courbe.
Relations angulaires. — Les données de la question sont les cosinus de la première ligne du tableau suivant :
Si l'on applique à ces équations le théorème des courbes inclinées, on trouvera trois nouveaux cosinus, et, en appliquant le théorème des carrés des cosinus, on aura les trois derniers cosinus, de sorte que Ton aura l'ensemble des équations
cos(t„t)=o,
cos(t,,p)= cosy,
fis
j cos(pp -f) = - ;^ cos(p, cos (p., p) = ^ sin<p,
cos(t,, v) = siiif,
COS(v„t) = ±— ,
COS (vj, p) = ih — cosf 8in<p, cos (Vj, v) = ± ^ C0S*-j^.
On déduit de ces équations les suivantes :
' de]= rfû)'-f- cfe'cos'tp,
(P) I cos(p, v,)=:::sin(r,v,)cos(r„v),
( cos(p„v)==cos(yMT)cos(r„p);
la deuxième est donnée directement par le triangle Vipr et la
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troisième par le triangle p,vr, et elles prouvent qu'il faut prendre le signe inférieur dans les équations (a) de la troisième ligne.
Maintenant, si l'on prend la variation de cos(vi, r), on trouve par le théorème des courbures Inclinées (49) l'équation
— sin (v„ t) rf(vi, t) = rfwi (cospi, t) -h </£( cosvi, p).
Or, si Ton remarque que l'on a (p,, t) H — égal à (vi, t) et que
par suite cos(pi,t] = sin(vi,T) et qu'on ait égard aux équations (P), onal'équalion
(y) rf(vi,T) -+-(/û>, -f- rf£COs(Ti, v) = o,
d'où l'on déduit
(vi,t) -+- Wi -4- esin(p = const.
Relations linéaires. — Déterminons l'arête de rebroussement C de la surface enveloppe, et soit da' Télément d'arc de cette courbe et L la distance de deux points correspondants des deux courbes C et C, on a les deux équations
( ds cos(vi,r) = dL -h da'y \ ^/s sin[vi,T] = L{/(i)|.
Si l'on a égard aux relations (ot), ces deux équations donnent les deux suivantes :
dt
ft \ w atx ^ j . / \ a€C0S9
L) I-=nr7 V , » ■ — ds, ung v„t) = — T — ^•
^ ' a(v„T) 4- aesin9 ®^ ' rfw
Or cette dernière donne
, . rffanp(v„r) rfo)» j/^e \
rf V„ t) = ^--. r = T-5 C0S9 d[-j-\\
^ ' i-htang»(v,,T) rfef ^ \"w/'
en portant cet^e valeur dans l'expression de L précédente, on
trouve
dt
T- COS(P
, dz, ^
d(ù' d ldt\ (U .
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L est donc connue au moyen des équations élémentaires de la courbe C.
191. Coordonnées de l* are te de rebroussement. — Si la courbe directrice C est donnée par les coordonnées jc, y^ z d'un point quelconque, on obtient immédiatement les coordonnées du point correspondant x'^y^z' de l'arête de rebroussement» au moyen des deux groupes suivants d'équations :
^ ' cos(vi,:c) cos(v„j) cos(vi,2)
cos(v„^) = cos(v„t)cos(t, :r) -f-cos(v„ v) cos(v, a?) i
-i-cos(v„p)cos(p,ar); j
ces dejrnières deviennent lorsque Ton a égard aux relations (a)
ds de , , .
— --r- cos*<pcos(v, ^) — -j- cos9Sin9COs(py âT).
On a donc les coordonnées x', y, z' exprimées au moyen de la même variable indépendante que les coordonnées de la courbe directrice C
ds de {xy\ rfwcos(T,x)-+-rfecos'9Cos(v,j:)-i-rfecos9sin(pcos(p,j;) J(3)
d (de \ dt I dt* , \ .
Lorsque 9 est droit» le plan mobile coïncide avec le plan osculateur, et Ton trouve L nul, ce qui fait coïncider les deux courbes C et C comme nous l'avons déjà démontré (89).
Lorsque 9 est nul, le plan mobile coïncide avec le plan rectifiant, et l'on retrouve l'expression de L (128)
♦ L=-5gSinH.
Surface lieu des arêtes de rebroussement. — Conservons
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à <p une valeur quelconque ; lorsqu'on fera passer cette quantité par toutes les valeurs possibles, on aura une série d'arêtes de rebroussement correspondant à ces valeurs et leur ensemble formera une surface ; donc, si l'on suppose que dans les équations [x')', 9 est variable, elles représenteront les équations de la surface, lieu des diverses arêtes de rebroussement, provenant de la variation de l'angle 9 que le plan mobile fait avec le plan rectifiant de la courbe directrice C, et les variables indépendantes des coordonnées de cette surface seront, d'une part, l'angle <p et, de l'autre, la variable qui fixe la position d'un point quelconque de la courbe C.
Équations élémentaires de V arête de rebroussement. — Ces équations s'obtiennent directement; en effet, on a les relations
da' z= — dh — ds -Tit
dt
de'= c/ûj| = — rf(v„T) — dtsïïKfy
d(ù' = de^ = yjdtù^ -1- dO cos' 9 ,
qui font connaître l'arc, l'angle de contingence et l'angle de flexion de Tarêie de rebroussement en fonction de la variable indépendante.
On en déduirait immédiatement les rayons de courbure et de flexion de cette courbe.
192. Problème IL — Un plan mobile passant par la binormaie d*une courbe C forme un angle constant tp avec le plan normal de cette courbe ; enveloppe de ce plan.
Relations angulaires. — Soit [fig. 3i) Oti la direction de la perpendiculaire au plan mobile, l'angle (ti,t) sera égal à v];, et, en marquant de l'accent inférieur i les éléments relatifs au trièdre dont les arêtes sont Oti, Ovi, Opi, on formera le tableau suivant des neuf cosinus :
COS(TpT)= COS^^, COS(T„p)=sin^J', C08(t,,v)= O,
(a) ] ^°S(P'»^) = -iS'^^^'l'' C08(p„p)=^C0S^|/, C0S(p„v)=--^8in^^,
\ cos(v„t)=- — sln'^^, cos(v,,p) = — cos^^sln^, cos(v„v) = — •
3io
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Les cosinus de la première ligne résultent des données de la question; ceux de la deuxième résultent du théorème des
Fig. 3i
courbures inclinées (49) appliqué aux cosinus de la première ligne, et les cosinus de la troisième résultent du théorème des carrés des trois cosinus d'une direction par rapport à trois axes fixes, ce théorème étant appliqué aux deux cosinus supérieurs de la ligne verticale. On déduit des équations précédentes la relation
(rffii)
de]= de*-\- rfto'sin'^.
Distinction des signes. — Par la manière dont les cosinus de la troisième ligne ont été obtenus, ils doivent être affectés du double signe qui se rapporte Tun à la normale Ovi et l'autre à la direction opposée; or, si l'on conserve les hypothèses déjà posées, l'ambigutté disparaît. En effet, on a :
i"" (pi>v) égale à - + (v, v); de là on déduit
( cos(v„v)=sin(v,p,) = ^»
I sin(vi, v)=i — cos(p»,v) = ^sîn^p.
2? Dans le triangle pviv, le dièdre v.vp a pour mesure
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l'angle (t, r,) ; or ce triangle donne la relation
/ cos(v„ p) =:=sin(v„v)cos(v,vp) '^' i = — cos(p„ v) cos(ti, r) ^=-r- sinvj^ cosi]/.
3® Dans le triangle v,vr on a la relation
I cos(v,,r) = sin(v„ y) cos(v,vt)
dix
^ ' \ = — sin{v„ v)sin(T,,Tj = — ^ sin»q^.
On reconnaît donc les signes qui se rapportent à nos hypothèses, lesquels sont ceux que nous avons adoptés dans la troisième ligne du tableau (a).
Déplacement angulaire des arêtes Oti, Ovi, Opt :
1"* Le déplacement de la première arête est dix et son expression est donnée par l'équation [dti).
2® Le déplacement de l'arête Ov, est dtAx\ or, si Ton applique le théorème des courbures inclinées au cosinus de(vt,v), on trouve
— sin(v,,v) rf(v,,v) =da), cos(p„ v) -h rf&)COs(p, Vi) ;
si l'on a égard aux équations (i), (2) et (3), on trouve la relation
[dtùx] rfw,= rf(v„ v) -f- dtùcos^ ;
la valeur de ^(y^v} se déduit de l'équation suivante résultant du tableau (a) :
, , d(ù sin ^
tang(v„v) = — ^^.
En effet, on a par la différentiation
On obtient donc par l'intégration de l'équation [dtùx]
Wi — (vi, v) — w cosij^ = const.,
w, — arc[ iang= -r-smvp j — cocos 7 — const.
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193. Intenection des surfaces 'Sé^^yS^^.— La surface 2^, {Jig. 3a) est la surface lieu des positions de l'arête Opi, et la surface Sr^
Fig. 33.
est l'enveloppe du plan mobile ViOpi ; si l'on considère deux positions 0, 0' infiniment voisines d*un point de la courbe C, et qu'on appelle r.» f'. les distances comprises entre les points 0, 0^ et les points oii les droites Op., O'p', coupent la surface Sx,, en représentant par ds^ l'élément de la courbe d'intersection, et qu'on projette successivement sur les trois directions Oti, Ovi, Opi, le périmètre du quadrilatère dont les côtés opposés sont n, ri + dn, on aura les trois équations suivantes :
[ds,]
dsi cos (ti, dsi ) = ds cos^' — fi Ai, dsx cos(vi, Ai] = — ds -7-sin'cJ^ — ndiùi^
dt
A, cos(p,,rf5,) = — ds -7-sinvJ^ -f rfri.
Si l'on remarque que (ti, dsi) est droit, on a les trois équations transformées :
ds ,
iang{v.,<&,)=-^
dz , , dr,
ds d(ù
r -T — hsin'd» -jds ^ dix
ds\ = ds^ s\t\^^ -^ 2ds sinij; ( r, ,
d(ùx .
sm
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qui font connaître la distance n et Télément dst de la courbe d'intersection, ainsi que la direction de cet élément. Nous appellerons A le rayon de courbure inclinée de la courbe ds, parce que la première des équations (^^i)' peut s'écrire sous la forme
r, =pcosu^ -j-ï
et que, lorsque ^ est nul^ n n'est pas distinct du rayon de courbure p et de la courbe C.
Jrête de rebroussement de la surface S,,. — Soit dçr l'élément d'arc de cette arête et L la dislance du centre de courbure oblique au point correspondant de cette courbe; on aura les équations
, , , { dsi cos (v„ dsx ) == rfL H- dcr^
[dG] \
\ dsi sin [vxy dsx ) = Lc/oii.
Si Ton a égard aux équations [dsx]^ on tirera de ces équations les valeurs de L et de da^
- rfr, , dt
L = -7 r, langO; -7— >
/ sin*^ rfw^X d fdr^ 1 ^* \ _
dcr [ sin*d^ rf» \ d
a(ùx
Si l'on développe les différentiations, la dernière équation prend la forme suivante :
rf*ri rfr, dz rfû)' dtùx dcùx
le terme ^— est égal au rayon de courbure de l'arête de rebroussement.
Lorsque la courbe C est donnée, cette équation fait connaître ce rayon, dont l'expression donne le rapport spécifique
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linéaire de l'arête de rebroussement, et» comoie dtt est connu par suite de l'équation («fe,) du n"" 192, on a les deux équations élémentaires de l'aréte de rebroussement.
La question inverse, qui consiste à déterminer la courbe C lorsque Taréte de rebroussement C est donnée, est beaucoup plus difficile ; alors il faut intégrer l'équation précédente, qui est du second ordre à coeflicients variables.
19i. Intersection de la génératrice de la surface S,, avec le plan osculateur de la courbe C. — Soient [Jig. 33 ) N, I, celte
Fîg. 33.
génératrice et Ii le point où elle rencontre le plan osculateur rOp de la courbe donnée C; soit ri le point où elle rencontre Taréte Opi, n est le centre de courbure inclinée de la coùrbeC; comme Nilt est parallèle à Ov. (81), elle est située dans le plan ViOpi, et conséquemment OIi est dans ce plan; mais OIi est aussi située dans le plan osculateur pOt : donc i^[fig^ 3i, 33) OIi est Tintersection des deux plans viOpi, pOti, qui se coupent orthogonalement. L'arête Ovi étant perpendiculaire à Opi, N, Il parallèle à Ovi sera perpendiculaire à Opi : donc 2® on a
la relation
Or, = 01, cosi, Opi.
De plus, Ovest perpendiculaire à OIi, située dans le plan pOr: donc 3" l'angle IiOpi est égal à l'angle (v,, v), Enûn Op est perpendiculaire à Or; Oti est perpendiculaire à 0I|, puisque 01. est situé dans le plan pi Ovi : donc 4"* l'angle pOL est égal à l'angle (t„t).
BIfTBLOPPB D UN PLAN MOBILB.
On conclut de là que la relation précédente donne
= -7- cos^=pcos(ri,T).
CCS [vi, v) dt
Cette relation montre que OIi est la projection du rayon de courbure sur la direction OIi; comme le dièdre suivant OI. est droit, il en résulte que Ori est la projection du rayon de courbure p de la courbe C sur la direction Opi; on a donc la proposition suivante :
Théorème I. — Le rayon de courbure inclinée On de la courbe ds suivant Pangle ^ est la projection du rayon de cour-bure de cette courbe sur la direction du premier rayon.
Corollaire. — Il résulte de l'équation (ri) que l'on a la relation
cos'vp I sin'vj;
Lieu des centres de courbure inclinée, — Soit (Jig. 34) pOIi le plan osculateur de la courbe C. Sur le rayon de cour-
bure Op de cette courbe comme diamètre et dans ce plan» décrivons un cercle, ce cercle passera par le point Ii d'intersection, où la génératrice de la surface S<c, coupe le plan osculateur.
Donc le lieu des points h ott les diverses génératrices de diverses surfaces S^^ qui correspondent à des angles différents ^ et à un même point O de la courbe C coupent le plan oscu-
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lateur de cette courbe est une circonférence de cercle qui a pour diamètre le rayon de courbure p de cette courbe.
De plus, suivant OIi, menons un plan perpendiculaire au plan osculateur, ce plan coupera la sphère qui a Op pour diamètre, suivant un cercle dont OIi est le diamètre, et, si dans ce cercle on mène la corde On formant avec OIi l'angle (v., y },
dont le cosinus est-j-j n* 192 (a), cette corde sera le rayon
de courbure inclinée. Cherchons l'angle dièdre J que le plan r, Op fait avec le plan osculateur pOIi, on a
^^^^- sinl.Op -rfc'
Tangle J est donc constant pour le point O, pour toutes les valeurs de l'angle ^. Donc la courbe décrite par n est à la fois une courbe sphérique tracée sur la sphère dont Op est le diamètre et une courbe plane située dans un plan passant par ce diamètre, formant un angle constant avec le plan osculateur, et de plus perpendiculaire à la droite rectifiante (52). De là on conclut les propositions suivantes :
Théorème II. — En un point de la courbe C: i** le rayon de courbure oblique décrit un plan V passant par le rayon de cour^ bure et dont l'inclinaison sur le plan osculateur est invariable, lorsque l'on fait varier l'angle que le plan mobile fait avec le plan rectifiant de la courbe C; et la tangente de r inclinaison
est égale au rapport spécifique -j- de la courbe, de sorte que le
plan P est perpendiculaire à la droite rectifiante; 2® le centre r, de courbure oblique décrit un cercle situé dans le même plan P et ayant pour diamètre le rayon de courbure de la courbe.
Si le rapport spécifique angulaire -p- est constant en un
point quelconque, l'inclinaison du plan du cercle décrit par r, sur le plan osculateur est constante, quel que soit le point de la courbe que l'on considère; on a donc la proposition suivante :
TefiORfeME III. — Si la courbe C appartient à la classe des
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hélices y en un point de cette courbe , la courbe engendrée par le centre de courbure inclinée correspondant aux diverses raieurs de l'angle du plan mobile et du plan rectifiant est un cercle de rayon variable avec ce points et dont le plan aura une inclinaison constante sur le plan osculateur et sera perpendiculaire à la droite rectifiante^ quel que soit ce point.
Théorème IV. — Le centre de courbure inclinée d'une hélice à base circulaire, résultant d'une inclinaison constante du plan mobile sur le plan rectifiant, décrit une hélice circulaire lorsque le rayon de courbure inclinée est mené aux différents points de l'hélice donnée, et, si l'on fait varier en même temps l'inclinaison, le centre de courbure décrit une surface canal hélicoïdale.
Lieu des génératrices de la surface S,,. — Soit le point 0 considéré sur la courbe donnée C; cherchons quel est en ce point le lieu des génératrices de la surface S,,, lorsque l'on donne à l'angle ^toutes les valeurs possibles. Celte génératrice (yîg'.34) est déterminée par les points ri et I., et, comme le plan IiOr, est perpendiculaire au plan osculateur pOIi, il en résulte qu'elle rencontre la perpendiculaire Ov élevée sur le plan osculateur au point 0. Donc la génératrice rencontre trois courbes : la binormale de la courbe, le cercle décrit sur Op comme diadiamètre et situé dans le plan osculateur, le cercle de même mètre dont le plan a une inclinaison constante sur le plan osculateur, telle que la tangente de l'inclinaison égale le rapport spécifique angulaire de la courbe ^9 ce qui indique que
ce plan est perpendiculaire à la droite rectifiante Oxs. On a donc cette proposition :
Théorème. — Le lieu des génératrices de St^ pour un point de la courbe C, résultant des diverses inclinaisons du plan mobile, passant par la binormale, sur le plan rectifiant, est une surface réglée gauche décrite par une droite qui s'appuie sur la binormale et sur deux cercles décrits sur le rayon de cour^ bure comme diamètre, le premier dans le plan osculateur, le second dans un plan perpendiculaire à la droite rectifiante.
On reconnaît que la génératrice de cette surface est tangente
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à la courbe au point considéré et qu'elle est perpendiculaire au plan osculateur, lorsqu'elle passe par le centre de courbure.
195. Problème III. — Enveloppe d*un plan mobile passant constamment par la normale principale d'une courbe C et formant un angle constant avec la tangente.
Relations angulaires. — Soient Oti la direction perpendiculaire au plan; Ovi,Opi les deux autres arêtes du trièdre mobile résultant; on a [fig. 35]« en représentant par aTangle des
Fîg. 35.
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directions Or, Oti, les relations suivantes, qui sont évidentes :
cos(ti,t) = cosa, cos (t,,v) = sina, cos(ti,p) = o, cos(p,,t) = o, cos(p,,v) =o, cos{pi,p)= I,
cos(vi,t) =— - sina, cos (vi, v) == cosa, cos (vi,p) =o.
Si l'on différentie les deux cosinus des arcs (ti, p), (vi^p) en appliquant le théorème des courbures inclinées (i'O), on obtient deux équations, qui en# fournissent deux autres comme conséquence; ces équations sont
dix = dt cosa -h rfwsina, c?w, = — de sina -4- rfw cosa,
de = dix cosa — c/ût)isina, da}=z rfeisina -4- rfwicosa.
Si Ton élève au carré les équations de l'un et l'autre s^s-
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tème et qu'on ajoute, on obtient la relation ( d\i ) de] -f- d(ù\ = rfe' H- d(ù\
Cette relation est évidente par la Géométrie, puisque les troisièmes arêtes Op, Opi des deux trièdres mobiles sont constamment superposées par la nature de la question.
Si l'on divise les équations de la première ligne par dn ou son égal c/»,, et qu'on introduise les cosinus des angles H, Hi que les droites rectifiantes Ors, Otsti des deux trièdres mobiles font avec les arêtes Ot, Oti, on trouve
(H) sinHi = sin (H — a), cosH, = cos(H — a);
on a ainsi cette proposition :
Les angles que les droites rectifiantes des trièdres mobiles font avec chacune des arêtes principales de ces trièdres ont une différence constante.
Intégration des équations (P). — Les équations (j3) s'intègrent et donnent, par une détermination convenable des droites à partir desquelles on compte les angles e, e., &), &)i, les relations suivantes :
\ 61 = 6 cosa H- û) sina, w, = — e sina-h w cosa, ( e=g, cosa — (k)|Sina, (ù = eiSina H-ck)i cosa.
Si la courbe C est donnée par ses équations naturelles, &> et £ sont connues en fonction de la variable indépendante /. Donc 61 et 6), sont également connues par suite des équations (P)' et réciproquement.
196. Intersection des surfaces St,. 2p. — La surface réglée 2^, n'est pas distincte de la surface réglée 2^, puisque les deux arêtes Op., Op sont toujours en coïncidence. Or la surface S,, rencontre constamment 2p, et nous nous proposons de déterminer la courbe d'intersection C,,. Nous affecterons de l'indice Ti inférieur les éléments relatifs à cette courbe; on trouvera ainsi {Jig. iidun^86) leséquationssuivanteSydansIesquellesr,, représente la distance de la courbe C au point correspondant
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de la courbe Ct, :
/ dsr^ cos (t,, rf5,, ) = ds cosa — r,, dsi, ( rf*,. ) I ds^^ cos ( p„ A,. ) =z dr^,,
( rf^T, cos ( Vi, rf*,, ) = — rfs sin« — rt^ dcoi ;
el, comme cos(ti, ds^^) esl nul, on en déduit les relations suivantes :
ds Tt, = -7- cosa,
rfj^j = ( û?j sin a -f- r,, rfw, Y -+- rfrj,.
Ces équations sont susceptibles de deux autres formes, par suite des relations (H) et(P) dun'» 195.
sinll cosa
f j . p sinHcosH — r,, rfw
, tang p,,a5xj=:— 7-— ^-n — = W— »
{r ) { l ^^'\ ^*" ' cosarfr,,
, , ,sin"Hcos'H , , , , K j •, j , ds\^ = p* — ti A' -4- rfri = — V rfo)' -+- dr} .
Enveloppe du plan mobile ViOp. — Cette enveloppe S,, est caractérisée par son arête de rebroussement, dont les équations s'obtiennent immédiatement par les projections de la ligure infinitésimale MTM' (fig. 11 du n"* 86), en affectant de rindice ti les éléments de cette courbe; ces équations sont:
. ( ds^^ cos (v„ ds^^) = dL,, -4- rfa,.,
^ ^'*^ \ rfs,. sin(v„rf5,J = L,,û?Gt)„
on déduit de ces équations les deux suivantes :
'' d(ù d(ùi d(ùx \ ^* d(ù] I
^ ''^ ' d&3, ^* cosacosH, û^w?
\cusa </a), d(ji\ j
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Ces équations font connaître : la première» la distance d'un point de l'arête de rebroussement de St. au point correspondant de Tintersection de cette surfaceavec la surface réglée 2f;etla seconde, le rayon de courbure de cette arête de rebroussement, de sorte quesi la courbe C est connue par ses équations en termes finis ou par seséquations naturelles, Tarête de rebroussement de S^.seraégalementconnue: dans lepremiercas,par ses équations en termes finis; dans le second, par* ses équations naturelles.
197. Intersection des surfaces Sv,,2p. ~ La surface réglée 2^ rencontre aussi la surface S*^, qui est l'enveloppe du plan tiOpi; proposons-nous de déterminer la courbe d'intersection C., de ces deux surfaces, et affectons de l'indice vi inférieur les éléments relatifs à cette courbe; rv, étant la distance d'un de ces points au point de la courbe C, on trouvera [Jig. ii, n**86) les relations suivantes :
/ ds„^ cos (v,, rf5v, ) — — rfj sina — /;, rfw,,
( rf5v, cos (ti, rfjv, ) = ds cosa — Tv, rfe, ;
et, comme cos (r, ds^^) est nul, on déduit les relations suivantes :
ds
'■•• ^ - rf^/'"*'
; i\ \ l , j \ ds cos a. — Tv, rfe, ,
j tang(p.,rf5v.):- ^~-' '-,
■^ dsl^ -— ( ds cos a — Tv, rfe, Y -f- rfr',.
Ces équations sont aussi susceptibles d'une autre forme; par suite des équations (|3) du n^'lOS, on obtient ainsi
sinll
r. — p sina,
, cos H,
W { lang (pi » rf*v, ; :^ -i^ ?
' ^^ Mna rfr.,,
dsl rn —\ -f- rfr' .
' sina •
Enveloppe du plan mobile Ti Op. — Les équations de l'arête
ai
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de rebroussemeni de la surface Sv,, enveloppe de ce plan, sont
de la seconde on tire la valeur de L», qui, portée dans la première, fait connaître l'élément rfo-v, de l'arête de rebroussemeni; on a donc les deux équations
_ rfr,, rfo-y. __ / /-y. d(û rfv, \ ' </£, (hi " \bina ûfe, f/e; /
Ces deux équations font connaître : lat première, la distance d'un point de l'arête de rebroussement de la surface S,, au point correspondant de la courbe Cv,, et la seconde, le rayon de courbure de celte arête de rebroussement, et elles déterminent, conjointement avec les équations (|3) du n*" 195, les équations de cette courbe. En effet, les rapports spécifiques angulaires de la courbe donnée C et de la courbe Q étant
d(ù , , ^ doy, . . , de ' ' ^ •'■' de^ ■^•^''■'
en divisant la seconde des équations {^] par la première,
on trouve
6 cosa — sina
à sina -î- cosa
Relations entre les distances r^,, Tv,. — Pour une même valeur de l'angle a, les distances r,, et Tv, d'un point de la courbe aux deux points correspondants des courbes d'intersection Cx,, Cy, des surfaces St., Sv^ avec la surface 2^ ont entre elles les relations suivantes, qui résultent des équations (r^J, (r») :
-;-^ — langatangH,, — -
i\, ^ ^ ''t, ^- ''v, sin(5ta-4-H)
sin'a cos'a i
lesquelles sont d'une interprétation géométrique faeile.
198. Problème IV. — Trouver les intégrales des courbes telles qu'un plan mobile P mené par leur normale principale
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et coupant leur tangente sous un angle constant a ait pour enveloppe une surface donnée.
Soit C^^ Taréte de rebroussement de cette surface ; il y a deux cas à considérer : celui où les coordonnées de cette arête sontconnues en fonction d'une variable indépendante, et celui où l*on ne connaît de cette courbe que les équations élémentaires.
Premier cas. — On tirera des équations de la courbe et des équations {^) du n® 195, les valeurs de dcr^^ et de (/&> en fonction de 6), que Ton prendra pour variable indépendante, et Ton intégrera le système des équations (L,,); ces équations, dont la seconde est l'équation résolvante, donneront L,, et r,, en fonction de &)i,'et, en projetant le périmètre de l'angle formé, par les deux côtés L,, et r,, sur les trois axes, on aura les coordonnées des intégrales des courbes cherchées. Dans ce cas, on n'a qu'à intégrer une seule équation différentielle du second ordre linéaire, l'équation en r,,.
Deuxième au. — Au moyen des équations naturelles de l'arête de rebroussement de la surface S,,, on calculera, comme précédemment, ûTcr,. et dtù en fonction de ck)., et l'on déterminera, par les mêmes équations, les deux variables Lt,, r,,; on portera ces valeurs dans les équations
rf^COSa: : Ttj rffii,
^5 sin a : — rfL-, — rfo--, — r-, rfw, ;
qui résultent des équations (rf*,J et (^o^tJ (196); on obtiendra ainsi l'élément ds de la courbe cherchée, et les équations ((3) feront connaître l'élément rfe; et, comme on a déjà calculé l'élémentcfo), on aura les équations élémentaires delà courbe C. Ensuite il faudra passer de ces équations aux coordonnées d'un point, ce qui est un calcul distinct et qui se rattache à une question traitée (67).
199. Application. — Les équations élémentaires de la courbe C, sont
■ 2 ) r/s-,, 9 f.h (hhj -y - — — -TTT-'
(i(Ax (tft^i -T » ;^sl^a
Oa déifi:it de cette demi«>re équation la ^enr snivanie, a ri moyen des équations 3 :
L'équation résolvante est alors
rfr,». tfvi, -^ 0 • ros:r
on intégrera e^tte équation, privée du dernier terme, en portant
m étant une indéterminée. Rar la substitution des valeors de rr, et de la dérivée seconde dan^ Téquation 4 » privée da dernier terme, on trouve la condition
f^t en représentant par a., ji, les deux racines de cette équation, on aura Tintégrale de Téquation 4 sans dernier terme ; la valeur de la fonction que nous appelons x sera
ensuite, par b variation des constantes, on trouvera l'intégrale de réqtiation 4 *
dans laquelle.Mi et M) sont les constantes arbitraires; on en d^^duit la valeur de Lt,
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Si Ton porte ces valeurs dans la première des équations (i), on trouve
( Ht — rit L J a (rt c), 4- 6)"« -' J
ni—ni L J «{«ût),^-6)"«-'J)'■ qui fait connaître l'élément ds de la courbe C L'équation (3) donne l'élément don de la même courbe, et l'on obtient, au moyen des équations (p) du n« 195, l'expression suivante de
l'élément (/e:
dt _ cola 1
rfw, ~~ («&>, 4- 6)* sina
§ II. — Mouvement général.
Nous allons maintenant étudier le mouvement général d*un plan dont un point Oparcourt une courbe donnée et dont la normale Oti forme, avec les trois axes fixes, des angles variables avec la position du point 0. Pour mettre de l'ordre dans celle question difficile, nous allons résoudre successivement les questions suivantes :
200. Problème V. — Connaissant les angles d*une droite Ti avec les trois axes d'un trièdre mobile^ déterminer le trièdre résultant du mouvement de cette droite.
Soient
a=^ cos (t,,t), b = cos (/i,p), c — cos (/i, v);
le principe des courbures inclinées donne les trois équations
Idîi cos(p,,T) r= da — bde= atdei, rfe, cos(pi, p) 3= rfé -4- ade -f- crfw == éirfci, . dti cos (pi, v] r=- de — bd(ù^=:^ Cxdty.
On déduit de ces équations l'angle dix et les cosinus des angles que p, faii avec les trots mobiles, cosinus que nous représentons para,, ^,, c.
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Si l'on représente par âay fr„ c, les cosinus de trois angles que y, fait avec les trois axes mobiles, on obtient de la même manière
/ rfw, cos (v,,T; - - bidei— adti — da^-- atdcùi^
[-?.) ' rfû)i COS(V,,0) : — flirfc— C.rfû) — érfe, — rfé, r - Ôjrfû,),,
' d(ùi cos (v,, y) = bid(ù — cdei — dcy~ c,d<ùi,
lesquelles font connaître ^/gl). et les angles que Taxe vt fait avec les trois axes mobiles.
On obtient de la même manière :
dbi - — Uide — Cirfw -f- A, rfw,,
dCi - - 62 rfû) -f- Ci dbix .
Ces trois dernières équations sont les équations de condition.
Problème VI. — Trois axes mobiles Ti, pi, Vi forment un trièdre résultant du mouvement de Ti ; trouver les relations angulaires de ces trois axes par rapport à trois axes mobiles T, p, y d'un trièdre résultant du mouvement de r.
Il y a d'abord six relations des cosinus des angles des axes du premier trièdre avec les axes du second, résultant de ce que ces deux trièdres sont rectangulaires. Il n'y a donc que trois nouvelles conditions à exprimer; ces conditions sont
ia, dti —-■ da — érfg, aida -h bidb ■+- ddc— — a,rf(k) 4- bide.
Cette dernière provient de la multiplication des équations (i) respectivement par a„ 6,, c, et de l'addition des équations résultantes.
Si l'on se donne dzi et doni en fonction de /, comme dt eidta sont aussi des fonctions de /, on aura neuf équations pour déterminer les neuf cosinus a, b, c; a„ 6„ c,; «2, 6„ c, : les six relations en termes Onis relatives aux cosinus et les trois équations différentielles (4;.
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201. Problème VIL — Un plan mobile P se meut par cette cbndition qu'un de ses points 0 [x,jr, z) parcourt une courbe C et que la normale Ti à ce plan forme des angles donnés avec les trois axes fixes; trouver l'intersection C,^ de la surface enveloppe Stj avec la surface Sp, que l'axe mobile Op, engendre.
Si nous représenions les élémenis de même nom des courbes C et Ctj par les mêmes lellres, celles qui se rapponeni à la courbe Ct, étant affectées de l'indice t., les équations^ relatives aux variations angulaires des axes Oti, Opi, Ovi seront données par les équations du n"* 200.
Équations différentielles de la courbe Ct,. — Si l'on se reporte à iayîgf. 1 1 du n'^SO, soient OM la distance du point 0 pris sur la courbe C à la génératrice MT de la surface S,,, distance que nous représentons par p,,, O'M' la distance infiniment voisine; 00' est l'élément ds de la courbe C, et ds^^ l'élément de la courbe Ct^; si l'on projette le périmètre du quadrilatère OO'M'M successivement sur les trois directions Oti, Op,, Ov,, on aura, en remarquant (81) que les directions de MP, M'P' sont celles de Ovi, Ov, dans la figure sphérique et que, par suite, Oti est perpendiculaire à ces deux génératrices, les trois équations suivantes :
i ds^^^ cos (?,, rfs,,) - - dscos (?,, ds] — p., rfe,,
({/5t,; \ ds-.^ cos (p., rf5.,) rf*COS (p., ds) + rfpT,,
\ rfj,, COS ;v,,rf*-,) ds C09 [Vifds] — p,. rfoi,.
Or, d'après ce que nous venons de dire» cos (ti, ds, ) est nul; d'une autre part, les angles (p,,rf5t,), (v,,rf5,,) sont complémentaires; on a donc les trois nouvelles équations
I p,,^^cos(T„r),
ds COS (Vi,T — pT, t/w,
l dsr, - : [d5C0S (v,, t) — pt»rf«,]' H- [ds cos (p^., T ^- dp.J,
qui font connaître la position du point M, la longueur de rélénienl ds.„ et sa direction. On déduit aussi les relations
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suivantes :
(rf,,)") cos(r.,r)
\ cos(ti,t) -
Enveloppe du plan mobile.
202. Jréte de rebroussemeni de la surface S», (/îgr- ^ *)• — Soil dlr, rélément d'arc de celle courbe, D», la dislance d'un poini de la courbe direcirice au point correspondanl de l'arêie de rebroussemeni, L,, ]a projection de celle dislance sur la tangente à l'arêle. Si l'on projette le périmètre du triangle MM'T sur les directions Ovt, Op., on aura les deux équations
il] I ^*^* ^os (y,, ds^^ ) =z t/2., -+- rfU, = ds^^ sin (p„ ds^^ ), ( rfst, cos (pi, rfj,, ) =- L,, rfû), -— rf*x, sin ( v,, rfit, ) ;
or, si Ton a égard aux équations [ds^^], oa aura les deux relations suivantes :
Ces deux équations fonf connaître la longueur L,,, l'élément d'arc rf2,, et le rayon de courbure ^— ^ de l'arête de rebroussemeni; on en déduit la valeur de D,.,
K = pi, + U. = pî. + [^ cos (p., r) + ^]'.
Équations cartésiennes. — Si l'on projette le périmètre du triadgie OTM sur les irois axes fixes, on aura, en représenlant para:', j', z' les coordonnées d'un poinl quelconque de l'arête,
a' — j; — p^, ros(p,,A)— ^cos p,,T^ -f- -^ cosiv„x), ^3
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lesquelles feront connaître un point quelconque de l'arête en fonction de la variable indépendante.
Il nous resterait à étudier les enveloppes des faces du trièdre mobile OviTipi» perpendiculaires à Ovi et à Opi, ainsi que les surfaces réglées engendrées par les trois arêtes Oti, Opi, Ovi; mais cette question a été résolue dans notre Mémoire Sur les surfaces résultant du mouvement d'une droite. C'est à ce Mémoire que nous renvoyons le lecteur.
CHAPITRE XIV
DÉTERMINATION D'UNE COURBE SITUÉE SUR UNE SURFACE D'APRÈS L'UNE DES DEUX ÉQUATIONS ÉLÉMENTAIRES DE LA COURBE.
État de la question. — Comme il suffit de deux équations pour déterminer une courbe» si Ton donne la surface sur laquelle cette courb»est située, il sufût d'une seule équation nouvelle pour déterminer la courbe, cette seconde équation devant être Tune des deux équations élémentaires de cette courbe, ou une équation résultante. C'est cette détermination qui va être l'objet du présent Chapitre.
203. Problème I. — Étant données Véquation élémentaire sphérique d'une courbe et l'équation de la surface sur laquelle cette courbe est située^ calculer l'équation élémentaire plane de cette courbe.
Soient l'équation delà surface, rapportée à ses coordonnées cartésiennes,
et l'équation élémentaire sphérique de la courbe *
/ , dcù , , .
il s'agit de trouver l'équation élémentaire plane de la courbe qui fait connaître le rapport y ^ qui sera représenté par p.
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Si l'on différentie Téquation (i) par rapport à e, on aura la
(lifTérentielle complète de L, dans laquelle les dérivées des
{Hjp dy* dz variables seront p -7-9 9-4-^ 9 -j-^ ou bien, conformément à
^ ds ^ ds ^ ds
notre notation, pu, pr^» pr». Cn aura donc Téquation symbolique
pourabréger, nous représenterons le trinômeentre parenthèses se rapportant à t«, r^, r. par A,, et, lorsqu'il se rapportera à v«, Vj, Vj, ou à p«, p^, pM9 par Av» A^; d'après cela, l'équation (dL) pourra s'écrire sous la forme suivante :
AtL— -o.
Nous représenterons par A^AvL ou bien simplement par
A^L l'expression différentielle représentée par Texpressiou
' symbolique
dx
ix -ï h T.
^d^-^'-d^JV-Tùc-^'^d^-^'-dz)^'
pourvuque,lorsquelesmultiplicationssont effectuées, les produits par L représentent des différentielles, et ainsi de suite. D'après ces conventions, l'équation (i) et ses différentielles successives, jusqu'à la quatrième inclusivement, formeront le tableau suivant:
I L = o, AtL==:o, pA,%L -4- ApLr^ o, ^^ AiL + p'Ai,,L -h 3p A|,L - ^ AvL =^ o,
^A) j ^A,^L^-^^(3pA,^„L + 5A,^L)+p'Ai„L
6p>A,%L-f-3p(A;pL-^A»,L-^A|.L)
Puisque le rapport spécifique .- est donné en fonction de e,
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T:r, Tj., T„ V,, V,, v„ aînsî que p^yp^, p, qui ne dépendent que de
ce rapport, pourront être calculés et sont connus en fonction
de e (6^); on pourra donc tirer des trois premières équations (A)
les valeurs de x, y^ z en fonction de e et de p, et^ en portant
ces valeurs dans la quatrième, on aura une équation qui ne
dépendra que de p et de e, et sera différentielle du premier
ordre par rapport à ces variables : ce sera l'équation résolvante,
puisqu'elle donnera par son intégration la valeur de p ou, ce qui
ds est la même chose, de -r en fonction de e. Ainsi l'intégrale
de l'équation résolvante sera l'équation élémentaire plane de la courbe. c. q. f. d.
204. Application à la sphère, — Dans le cas présent, les cinq premières équations (A) donneront
p-H [xpx -^y^Px-^ zps] — O,
dp drù , .
d'p d (du,\ . .
- ^ [^9r 4- rpx -+- zp,) = o.
Si l'on élimine les trinômes entre parenthèses, entre les trois dernières équations, on obtient l'équation suivante, qui est linéaire du second ordre :
et qui s'intègre immédiatement. Elle donne, en représentant par A et a deux constantes arbitraires,
ds
p=:\COS(f^dt-ha)=j^',
telle est l'équation élémentaire plane des courbes sphériques, de sorte que les équations cartésiennes des courbes
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sphériques, après le développement de leur surface osculaf rice sur un plan langent, seront
X — AfcosE cos (/^ dt -\- a] di^ r=^ S. /sine cos (fà de -h a) rfe.
Elles contiennent ta fonction arbitraire ^ qui peut prendre toutes les valeurs possibles. On voit, par ces équations» que, lorsque la courbe sphériqu^ appartient à la classe des hélices, ces courbes se transforment par le développement de leur surface osculatrice en épicycloïdes; en efTet, dans ce cas, -if est une constante m, et Téquatîon élémentaire plane de la courbe sphérique est
ds . . , .
-7- ~ A cos me -4- « .
dt ^
205. Application à Vellipsoîde. — On a les cinq équations suivantes, le signe S s'ctendant à toutes les variables :
--— I— o, S --— o, pS— -4-S-Y=o, a^ «* ' a^ a}
dp ^r;. r^TrO, dff) xv^
dt a'- ' a' de a'
■*- ^P^ ? - 5e U^J «'" ~ '^ ^ «' ~ rf^ "^ " **•
Si, entre les trois dernières équations, on élimine S - - et
rt'
s — ' » et qu'on représente les dérivées de p et ck) par ces lettrès accentuées, on obtient l'équation différentielle suivante :
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qui est linéaire et du second ordre, et dont Tiniégration donnera réquation naturelle du premier ordre de la caractéristique plane des courbes ellipsoïdes.
Danscetteapplication, commedanslaprécédente^nousavons fait usage de la cinquième des équations (Aj du n* 203, parce que notre but était d'obtenir une équation linéaire du second ordre. Si nous n'avions pas eu recours à cette équation^ nous aurions obtenu une équation différentielle du premier ordre, mais non linéaire.
206. Problème II. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème /, déterminer les coordonnées de la courbe.
Première méthode. — Elle consiste à calculer Téquation différentielle de la caractéristique plane comme on Ta indiqué au n**203; l'intégration de cette équation fait connaître l'élément ds en fonction de la variable indépendante; mais, comme T,, Tj, Zt sont également connus en fonction de la même variable (6&), on aura les équations
a; - fzxds, y^J^rds, z -^J'-.dsy
qui donneront les coordonnées de la courbe en fonction de la même variable.
Application à la courbe sphérique hélicolde, — Dans ce cas, le rapport spécifique n étant constant, il faut prendre pour r,, T;., r, les valeurs de t*-i, ->_,, r^-i du n® 154; on obtient ainsi les formules suivantes :
X T-- a/sine cos [nt-\- z„) de, jr :— - ocfcose cos (/16 H- gp) rfe, z :--.:— p/cos (ne -f- e,)rfe;
ces équations sont celles d'une hélice tracée sur un cylindre dont la directrice est une épicycloTde; et, lorsque l'on développe ce cylindre sur le plan tangent à ce cylindre, la courbe en question se transforme également en épicycloïde. Si Ton effectue les intégrations, on obtient les valeurs sul-
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vantes des coordonnées, sc^, j«, z, étant des constantes arbitraires :
X — x^= —7 r cosffn — i)£ -i-e,] — -,- — r cos Un 4- iVi -f-e«j,
r -r* =^-^- ^(/_ ,) sin [(/i - i)e + £.] - 7-^^ sin [(/* -4- r) g h- e.],
z — ^, =- — •- sin ne -f- £« .
207. Deuxième méthode. — La troisième des équations (A) fait tonnattre p en fonction de e» ^9 j» 2 ; on aura donc les trois équations suivantes :
ffx dr dz _ ApL
de T, de t^ r/g t. A', L '
or, si l'on élimine deux des trois variables^, y, z du second membre au moyen des deux premières équations (A), qui ne dépendent que de e, x,y^ z, on aura une équation différentielle du premier ordre entre une de ces trois variables et e. On intégrera cette équation; l'intégrale, prise simultanément avec les deux premières équations (A), fournira les coordonnées de la courbe. Cette seconde méthode sera toujours plus complexe que la précédente, et donnera lieu à des calculs plus longs.
Surface à sections parallèles elliptiques, — Appliquons cette
méthode à la surface
dans laquelle ^(z) représente une fonction arbitraire de ^. On reconnaît qu'elle est produite par le mouvement d'une ellipse, variable de forme, qui se meut parallèlement à ellemême» de telle sorte qu'elle reste semblable à une ellipse donnée, et que son centre décrive une droite perpendiculaire au plan de l'ellipse. Les trois premières équations (A) sont l'équation donnée (tt^
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et ses deux différentielles par rapport à e, qui sonl
^P' . XP
si Ton résout les deux premières équations par rapport à x et à X* et qu'on pose, pour abréger,
on trouvera
a~ If , Ir ' ^ ~~ ^1 ~^ '
par conséquent, l'équation différentielle sera
Trt/e
208. Application. — i® Si la surface proposée est un cône elliptique, on a
m[z)=: -9 Js/{z)-=-'i c/'(3)=--,
et réquation différentielle précédente devient
dans laquelle les variables sont séparées, puisque le second membre est une fonction de e.
Ta
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?• Si le cône est circulaire, il faut faire a = é, ci l'équation devient successivement
dz c^a} ca
zdt
/i-Ti\ /Tj ri »\
dz — pgrfe
V, rfs
Si maintenant on suppose que les courbes coniques dont il s'agit appartiennent à la classe des hélices, le rapport spécifique angulaire étant constant, on trouve pour r«, t^, t, les valeurs de Tx_m t^-i, t,-, du n** 155; la formule (i) précédente devient
— =: ôae
■^l^ "" t; Isinecosert — ri/ — sin*e -f- rrcos'e — •-- — sin^e -h -r- cos'e ) ( — sm'e -h tt cos'e — ^ )
dont l'intégration dépend des fonctions elliptiques. Si le cône est circulaire, la formule (2) se réduit à la forme suivante, en représentant le facteur constant de dt par m :
dz j
:rr: mdt ;
donc l'intégrale est
z^ étant la constante d'intégration, et l'on trouve, comme la chose est évidente, la spirale conique.
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209. Problème III. — Étant donnée l'équation élémentaire de la caractéristique plane d'une courbe et la surface sur laquelle cette courbe est tracée^ trouver les coordonnées de la courbe,
'Les données du problème sont
(i) __ = cp,;e:, L=ro,
auxquelles il faut joindre les deux suivantes : dx* dr^ dz* _ ^
de' ■ de' "^ de' ^ ^"
£i—\ ^IélS iL{—\
de\pde) ((i\pds) de\pde) ^ '
or, si Ton différentie trois fois l'équation L par rapport à e, deux fois la première des équations (2] et une fois la dernière, on aura neuf équations entre lesquelles on pourra éliminer deux des coordonnées et leurs dérivées première, deuxième et troisième, et Ton obtiendra leur équation finale
qui sera une fonction de la variable indépendante e et de la troisième coordonnée qui y entrera en même temps que ses dérivées, première, deuxième et troisième. Ce sera une équation différentielle du troisième ordre, dont l'intégration fera connaître la variable en fonction de e; et l'on trouvera, sans nouvelle intégration, les deux autres coordonnées au moyen des équations du système.
Cette question, dans la pratique, présente de grandes complications; cependant elle peut être résolue dans quelques cas particuliers.
Application à la sphère. — Nous avons déjà trouvé, au n"* 20ii<, la relation suivante dans laquelle po est une constante:
G — p,cos(/4^rf£ -f- a^ ;
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on déduit de cette équation
dp _ 9'(0^e .
^dt
^Pi-P' \/pj-?(^)
on connaîtra donc ^ en fonction de e. On sera alors conduit a la détermination des angles que la tangente à la courbe cherchée fait avec trois axes fixes, question déjà traitée au n® 75, et qui dépend d'une équation du troisième ordre, réductible au premier; soient t„ t^, t, les valeurs obtenues des cosinus de ces angles; on aura les trois coordonnées données par les équations
Ce serait actuellement le cas de poser le problème de la détermination de la courbe par la connaissance de son équation géodésique élémentaire, laquelle implique la connaissance de Tangle de contingence géodésique de la courbe par rapport à une surface aussi donnée sur laquelle cette courbe est tracée; mais celte question a été traitée par nous dans YArutlfse infinitésimale des courbes tracées sur une surface quelconque^ page 236.
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DES TRAJECTOIRES DES TAINGENTES D'UNE COURBE
Lorsqu'une droite se meut de manière à rester tangente aux di£férents points d'une courbe et qu'en même temps un point se meut sur cette tangente, ce point décrit une trajectoire des diverses positions de la tangente. Les courbes ainsi obtenues sont très-variées et comprennent diverses théories, suivant la loi du mouvement du point sur la tangente; elles donnent lieu à des problèmes intéressants de Calcul intégral. C'est cette étude qui va être l'objet de ce Chapitre.
§ L — Propriétés générales.
210. Relations angulaires. — Ces relations, qui contiennent celles que nous avons établies au n® 192, se démontrent toutes, soit par l'introduction de la surface osculatrice, soit par le principe des courbures Inclinées. Si nous restons fidèle à notre notation, en représentant les éléments de la courbe donnée C et les éléments de la trajectoire Ci par les mêmes lettres, celles qui se rapportent à la seconde étant affectées de l'indice inférieur i, et en appelant a l'angle de la tangente Oti à la courbe Ci avec la tangente Ozde la courbe C, nous aurons [/ig. 3i) les équations suivantes :
; cos(t,,t) — cosa, cos(tj, p) — sina, cos(t,, v) = o,
I / X . ds -i- (h , . ds -h doL , . . rA»
. J COS(ppT)- — Sina — î7—f COS(p,,p) r:= cosa- - — » C08(p,,v) = — Sina --
, . . , doi , , dbi , , dt -\- dx
COS(v,,T) -- — Sin'a-T-) COS(v,,r/) _. COSasma-;-, C06(v,,v)^ ,
dz. \ I « / fil \ * fil
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dans lesquelles dzx est donnée par la relation
(ûfe, ) dt\ — rfû»»sin'a -f- rf(e -r- a)^
Détermination des signes. ■=— Lorsque les seconds membres des équations [a] de la dernière ligne horizontale ont été obtenus par le théorème des carrés des cosinus, ils ont un double signe; mais, si nous restons fidèle à nos conventions, on détermine le signe qu'il faut admettre, de la manière suivante; les triangles sphériques vviT, piTip, Vivp, ptTit donnent directement les relations suivantes :
(cos(v,,t)== cos(p,, v)sina, cos(p,,p'= cos(v,, y)cosa- '^' \ cos(v,,p) = — -cos(p,,i/)cosa, ■cos(p,, ?)::= — cos(y,,y')sîna.
Or elles sont aussi une conséquence des équations (a): la première résulte des équations (a), sixième et septième; la deuxième, des équations (a), cinquième et neuvième; la troisième, deséquations(a), sixième et huitième; la quatrième, des équations (a), quatrième et neuvième; par conséquent, les signes des cosinus que Ovi fait avec les trois arêtes Ot, Ov, Op se trouvent déterminés par cette identification.
Fariation angulaire de l'arête Ovi. — Cette variation rfw, s'obtient soit par la Géométrie, comme on le fait au n"" 95, soii par l'Analyse, en appliquant le théorème des courbures inclinées au cosinus de l'angle (v, vi); on obtient la relation
( d(ùi ) rfcoi — rf [ Vi , V ; — d(ù cos a = o,
jRe/ario/i*/iWa/r^*.— Elles s'obtiennentdireciementL/?g^. Il), n^ 197; on trouve ainsi les deux équations
\ dst sina -- Lrfe,
1 dsiC0sa^= d{s -h L)^
desquelles on déduit les deux suivantes :
de de
Équations canoniques. — Ces équations, qui donnent toute l'économie géométrique de l'une des deux courbes, lorsque
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Tautre est connue, sont renfermées dans les deux équations {ds^) et dans les trois équations suivantes» où l'on représente par 9 Tangle (vi, v), qui est Tangle que les plans osculateurs des deux courbes font entre eux pour deux points correspondants, lesquels résultent des équations (a)
Idsi sinç = dcùslna, rfeiC0S9 = rfe -f-rfa, dcùi = d(f -T- d(ù cosa. ■
211, Problêhb I. — Deux trièdres trirectangles (yîg'.3i) Orvp, OriViptSont telsque l'arête Oti du second reste dans leplanOrp;
le rapport spécifique angulaire ■—■ du second étant donné en
fonction de e,, ainsi que l'angle qu'une des arêtes du premier fait avec l'une des arêtes du second, trouver les autres angles des arêtes de l'un avec les arêtes de l'autre.
Formons le tableau des angles que ces deux trièdres font entre eux en formant un rectangle dont chaque côté a été divisé en trois parties égales; et par les points
iP^^p)
de division, menons des parallèles aux côtés; nous écrivons horizontalement, sur les lignes verticales, les lettres r. p, v et verticalement, en correspondance avec les lignes horizontales, les lettres Ti, pi, v,. Comme Tangle (ti, v] est nul, les deux angles (t,,t) et (t,,p) sont complémentaires, ainsi que les deux angles (pi, v], (v., v). On voit de plus que la position du second trièdre par rapport au premier est identiquement la même que celle du premier par rapport au second; car, si l'arête Ti du second est située dans le plan rOp du premier, l'arête v du premier est située dans le plan ViOpi du second, de
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sorte que, pour passer d'une relation démontrée pour l'un des deux trièdres a la relation correspondante du second, il suffît de changer t, p, v en v„ p,, t„ et réciproquement. Cela posé, examinons successivement les cas suivants :
I" (ti, t) est donné en fonction rfe e,. — La dernière des équations (y) du n° 210 conduit à Téquation différentielle
laquelle, par intégration, donne (v„v) en fonction de e.; les relations ((3) font connaître, en termes finis, les huit angles restants.
2" (pi, t) est donné. — La quatrième des équations (P) donne la relation
col T„ T — — ^^ r-^ -y
et, en portant cette valeur dans l'équation (i), on trouve l'équation différentielle suivante:
^ ' dit cos(p„r) ^ ^ dit
dont l'intégration fait connaître l'angle (v., v); et les autres angles s'obtiennent en termes finis au moyen des équations (^). 3" (vi, t) est donné. — Comme les angles (pi, v) et (v», v) sont complémentaires, la première équation (^j donne
. / , cos(v,,t)
Sm Tf,T = ; ; r>
^ ' sin(vi,vj
et, en portant cette valeur dans l'équation (i), on trouve l'équation différentielle
,_. rf(vi,v) sin(v„v) /-T-TT 1 z — ;,• \ dch
laquelle fait connaître l'angle (vi,v), et par conséquent les autres angles.
4* ('»P) ^*' donné. — Comme (Ti,p est complémentaire
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de (t,,t), l'équation (i) deviendra
(4) — ^— ^ -»-lang(T.,p)sin(v.,v)-^y- =0.
5® [pi, p) est donné. -— La deuxième des éc|uations ((3) donne la valeur
'^^(^ ^^_cos(p.,p)
COS {ti,T) — — ■ — -, ; y
COS (V|, VI
et par suite Téquation (i) devient
.^. rf(v,,ï/) cos(p„p)sin (v,, v) rfo),
"^» ^sin*(p,,p) — sin'(v,, vj "^'
qui fera connaître l'angle (v,, v], et par suite tous les autres. G*" (y,, p) est donné. — La troisième des équations (P) donne
la relation
, , cos(v,,p)
^ smiv,,v)
. en portant cette valeur dans l'équation (i), on trouve l'équation différentielle
,^. </(v„v) cos(v,,p) sin (v,, v) rfro,
"^» v'sin'{v,,v) — cos'tv.fp) "fi»
7° (pi, v) est donné. ~ L'équation (i) donne immédiatement la relation
7 COt T,,T =:— --J — f>
^" V ' / cre, COS (pi, y)
qui fait connaître l'angle (ti,t] par une simple différentiation, et, par conséquent, tous autres angles.
8* (y„ y) est donné. — La même équation (i) donne la formule
8 cotT„r =-T — ~ r-
^ ' ^ ' ae, sin(y„y)
212. Problèbie h. — Les mêmes conditions étant données que dans le problème précédent^ le rapport spécifique — du premier trièdre est donné en fonction rfew, ainsi que l'angle
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qu'une des aréies du premier trièdre fait avec une des aréics du second; trouver les autres angles des arêtes de l'un CLvev les arêtes de l'autre.
D*après la remarque que nous avons faite au n** 211, sur les propriétés des deux trièdres, pour passer des difTérents cas considérés dans le problème précédent aux cas correspondants du problème actuel, il suffit de changer, dans les formules de ce numéro, r, p, v en v,, p,, ti, et réciproquement, et duh en dt et dt^ en du ; on aura ainsi huit formules correspondantes; mais le calcul peut être fait directement.
I* (v, Vi) est donné, — Si Ton divise l'une par l'autre les deux premières équations (y), on trouve l'équation résolvante :
■>/ --^ col(v„y)sin{T„T; -h^=ro.
Cette équation fait connaître, par son intégration, l'angle (ti,t) en fonction de o). On connaît donc, en fonction de (o, les cinq angles de la première ligne horizontale et de la dernière ligne verticale du tableau (A); on connaîtra les quatre autres au moyen des quatre formules (^].
2" (p, y,) est donné. — On a, par suite des équations ( P),
. ^ cos(v,,p) sm .V,, V] = — —'t
et, en portant cette valeur dans l'équation (i)', on trouve
,, rf;?.,?; sin (-,T^ ^^- Je
3° (t, V,) est donné. -— On a, par la première des équations ((3), la relation
•. / , cos(t, v,^.
sm y,,v^ = : — ; ■;
smt?, T.j
et, en portant cette valeur dans l'équation (i)', on trouve l'équation résolvante :
' dcû cos(v„ t) ' d(o
On obtiendra de même les autres équations.
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Nature des équations résolvantes. — Les cqualions que nous venons de trouver, en quelque sorte intuitivement, ont une grande Importance dans la théorie des courbes, comme cela va être mis en évidence dans les numéros suivants. Le succès des questions très-multipliées qui se présentent dépend de l'intégration de ces équations, à l'exception du cas oii les problèmes posés conduisentaux équations (7) et (8) du n°211.
Ces équations se rapportent à trois types différents, qui sont caractérisés par les équations (i), (2) et (5) du n° 211. Le premier type que nous avons rencontré au n*" 76 se ramène, comme nous Tavons démontré, à Téquation d'£uler, ou bien à une équation linéaire du second ordre, n^77.
IL — APPLICATIONS
213. Problème IIL — Lieu des extrémités des tangentes égales menées à une courbe donnée C.
II sufGt de supposer la tangente L constante dans les formules du n* 21Ô.
Tangente. — On trouve la formule suivante :
(1) p = Lcot3:;
donc, si Ton joint le centre de courbure de la courbe C à l'extrémité de la tangente L par une droite, cette ligne sera perpendiculaire à la tangente à la courbe Ci, lieu des extrémités des tangentes L.
Plan oscuiateur. — L'angle des plans osculateurs des courbes C et C, en des points correspondants s'obtient en divisant l'une par l'autre les deux premières équations (y) du
da n" 210; on obtient ainsi, après avoir éliminé — au moyen de
l'équation (i), la relation suivante :
, . -o 0 — p'sinacosa
(2) coto = - ^— '
psina
qui donne l'angle (v,, y] par une construction facile. Rayon de courbure. — Si l'on divise la première des équa-
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lions (y) par la première deséqualions [dst] dun" 2i0, on trouve
f-iy sîno psin'a
6| Lt
qui donne le rayon p, par une quatrième proporlionneHe.
Baxon de flexion. —Si l'on divise la dernière équallon (/ par la première équation [ds,], membre à membre, onobiieni la relation
ï p . /oosa do\
:. = !'""«(— ^rfi-)-
Équations élémentaires. — Soient cj(e) ei ^ [e) les rapports spéciGques linéaire et angulaire de la courbe donnée C, les équations (i) et (2) donnent
rfr w(e)"ï
I -h y I arc cot = — I — I a = arccoi = ^=y^, C0I9— ^'- *" » .
Ts^e'
9 e ) sm arc cot = — | — I
et, conséquemment, on a les trois équations suivantes, qui sont des conséquences immédiates des équations (</*,) et (y ,
ds, L
de ~ , l Gj;ei f
sin arc cot = — y—
, sin arc cot = —— |
de -^^'^ ^ÛT^
i dr w{e)l\
--fr='^ (e)cos arccot = --fi -h — , -^ ^ l
L L J deï r Gj fTi
[4y(e)sinj arccot=::-|-^
Coordonnées du point. — Si Ton représente parx,,^„-3iles coordonnées d'un point de la courbe C„ et par x, y, z les coordonnées du point correspondant de la courbe C, on a les équations
eus 7,^-; CUh^T,^) ; ~ COS(T, z ~~ '
qui sont les équations cartésiennes de la courbe C,.
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214. Problème IV. — Tracer sur une surface développabîe une courbe Ci tellcy que la normale à cette courbe, menée dans le plan tangent, intercepte sur la normale principale de V arête de rebroussement une longueur constante b.
Tangente. — Les équalions [dsi] du n? 210 donnent, avec les conditions du problème, les relations
(i) L = 6tanga, b dz z=z ds -¥■ dL;
si Ton intègre cette dernière, on trouve la relation» bz^ étant la constante,
(2) . L H- 5 rzr 6 (e — £0) ;
par suite, on a l'expression de la tangente,
(3) lAngaz=: ^i V.
Les équations (2) et (3) donnent la longueur L et la direction de la tangente.
Jrc. — La première des équations [dsx] donne, en ayant égard aux valeurs de a et de L, l'expression suivante :
(4) ds, = de )/b'-^ [b (6 — e.) — s]\
qui devient, par intégration
Plan osculateur. — La position de ce plan est donnée par Tangle 9; or, si Ton divise Tune par l'autre les deux premières équations (y) du n® 210, on trouve, V étant la dérivée de L par rapport à e,
5 cotQ := — : — 1 4- ^-cosasina )• ^ ^ ^ p'smor \ L /
Rayons de courbure et de flexion. — Si Ton divise Tune et l'autre des deux premières équations [y] parla première équation [dsx]y on trouve les deux expressions suivantes de la courbure :
^, I sin*a p I sina / L' * . \
Y^) -zrz- |i4-7-cosasina
' p, sincp vL p, Lcos©\ L /
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la dernière des équations (y) donne, après quelques rédiirlions,
I do . \ b
V, Lds ) p
(:; l - - f^: sina) p - ^ cos'a:=:o.
Équations élémentaires. — On déduit des deux premières équations (y) la relation
rfej = rfû)'sin'a -r [de -ht/a)'; .
or on a, par suite des équations (3),
D*une autre part, les deux premières équations (y) donnent
aussi
de -4-cos*adlanffa
et, en ayant égard à la première équation (1), on a
b dL -h (V -h b^) dE cotQ = \ '— ;
Ldo)\JU-r-b' conséquemment, la dernière des équations (7) donne
bdL-^ {U-^b^]dn bdui
> s . j V bdL^ {U-^b^]dC\ q rfw, =a arcl cot — ,j 1
L Lrfwv/L'-f-é» J
sjL'^b^
Les équations (4)» (8) et (g] sont les équations élémentaires de la courbe Ci.
On trouvera sans difficulté les équations cartésiennes de la courbe, puisque L est donné en fonction de £ par l'équation (2).
215. Problèmb V. — Étant donnée une courbe C, on prend sur la tangente, à partir du point de contact ^ une longueur L, variant d* après une loi donnée; courbe Ci décrite par Vex^ trémité.
Tangente, — La direction de la tangente est donnée par la
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relation
cola = ^ — ;
on en déduit
(i) sina— - — y cosa— -
Différentielle de l'arc :.
rf^ = -: — de= de JV-h (û-h L')'" sina ^"^
Jongle des deux plans osculateurs, — On a
I doL / doC
ds -h doc p ds v ( Je ,
^ a&)Sina i . p \ sina / '
- sina ^
or on a
de " L»-f (p-+-L')^ '
donc
cot(p 3= -^- L»-H(p + L-)'~(p-+L-)L4-(p-i-IV)U
Rayon de courbure. — Si l'on divise la deuxième équation (y) parla première équation (dsi) dun<*2i0, on aura
I coscp 1 / da\
Pi sina L \ de )
Rayon de flexion. — La dernière des équations (y) donne
I do . d<ù ,
- = r=-^j- sina H- -i-T- sina cosa.
V| Lue La£
On a aussi
j , , . I J© . sin©
d(ùi z=d(p -h ae, sin© cota, - = ?—- sma H ^ cota.
V, Lde 0,
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Équations naturelles.— -L^s équations (y) du n^210 donnent
,, L'rfo)' r, (p'-hL")L-(p-hL')L' Il
(p-+-L')rfro
216. Problème VI. — Trouver les développantes obliques d*une courbe donnée C sous un angle a, variant d'après une loi donnée (158).
On déduit des équations (dsi) du n® 210 les deux suivantes :
IdL . ds
-j cola L 4- nr = Of dz de
ds] = L'rfs» -f- ( e/* -h dLY;
l'intégrale de la première est, en posant cota égale à n, et conséquemment la deuxième des équations [dsi) est
(3) ^^:^(L.-/c-/-'*rf5).
^ «e sina^ "^
Plan osculateur. — Les équations [y) du n® 201 donnent la relation
, , . rfe -4- rfa 1^ / ' rfa\
4 cot9== -. — ; — ^- — - -*- :r »
^ ' ^ acosma sina \p ds ]
qui fait connaître l'angle 9 en fonction de £.
Rayons de courbure et de flexion. — Si Ton divise la première et la dernière des équations (y) par la première des équations (^5,), on trouve les expressions
I I c/cosin'a p sin*a
p, L ^esin9 Lt. sincp
^ ' il sina (do p \
( — ~ --=:— -/ 4- ^ COSa .
\ V, L \at V /
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Équations élémentaires. ~ On trouve sans difflculiéy au moyen des équations (</ei) du n'*210 et de la dernière des équations (y), les deux relations
IrfeJ =rfw'sin*a-4-(rf£-4- da)\ </û)i=:aarc ( cot= -. — : ) 4-awcosa, \ aa>sina/
qui, prises simultanément avec l'équation (3), sont les trois équations élémentaires de la courbe Ci, par rapport à la variable indépendante e.
217. Problème VII. — Étant données les équations naturelles d'une courbe Ci, on suppose que cette courbe est tracée sur la surface osculalrice d*une seconde courbe C, et V angle du plan osculateur Ci et du plan tangent à la surface est aussi donné : déterminer les équations naturelles de la courbe C.
Les données de la question sont
La troisième et la première des équations (y) donnent immédiatement, en représentant les fonctions par leurs signes caractéristiques :
(a) cota = — Il^J^ » rf« = ds V'sia'/. -f- {^.^ •+/',)*•
Ces équations donnent a et o) en fonction de £i ; les deux pre* mières des équations (y) donnent, par leur intégration, les formules suivantes :
(3) £ = arc (col='.^^i^) -h/cos/r/E.,
(4) ai=/rf£.Vsln'/.-f-(/;-hq;.)N
or la première des équations (dsx) du n"* 210 donne
, — cj, sin ( arc col = ^-^ — ^ |
(5) L=,a.isiD«= A. — ,— '^";/' Vv
'^ «£, \ sin/, /
cos
"^ azx \ sînj
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et par suite la seconde donnera l'équation
HTi sin ( arccot = ' . J )
J [sin'y;
Le problème dépend donc de simples quadratures. Cela provient de ce que, les trièdres mobiles des deux courbes satisfaisant aux conditions du problème I (212), l'angle donné (v„ v) se rapporte au huitième cas de ce problème, qui n'exige aucune intégration.
218. Problème VIII. — Étant données les mêmes conditions que dans le problème Fil, à l'exception de la troisième, Pan-gle de deux tangentes (ti, r) est donné en fonction de et, : déterminer les équations naturelles de la courbe C.
Ce problème, qui est le même que celui des développées obliques sous angle variable, a déjà été l'objet des recherches de plusieurs géomètres, qui sont parvenus à établir l'équation résolvante par une série d'évolutions analytiques ingénieuses. Dans notre théorème, l'équation résolvante est intuitive, et tous les éléments de la courbe cherchée sont mis en évidence par les relations les plus simples.
Soit $ l'Intégrale de l'équation (i) dun''211, correspondant à la valeur de (Tt,T), donnée en fonction de et, et que nous représentons par a; si l'on adopte pour les autres données les notations du problème précédent, on aura (210), par suite des équations (y), les deux relations
de == rfsi cos$ — d(Xy e = — a -4- /rfe, cos<ï>,
I l . ^6, sin$ /•r/e, sin*
sina J sina
et, en faisant usage des équations (dst), les deux autres re-
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laitons
tOt sina
COS* 7-
cTiSina /. .
— z=i J fS\ cosaati.
cos$ — -T-
Les équations (i) et la deuxième des équations (i) donnent les équations élémentaires dç la courbe C.
On trouve, sans difficulté, les rayons de courbure et de flexion donnés par les formules
rfL (3) \L pisma piSinaa£,
— = sin* ( cosa 7- )
Pi \ Pi dti J
Si la courbe donnée C, était connue par ses coordonnées cartésiennes, on aurait immédiatement les équations de la courbe C. En effet, par suite des équations (|3) duo**2i0, on a
cos(t, T,) =cosa, cos(t, p.) =-— cos^sina,
cos(r, V,) =— sin4>sina et, par suite,
cos (t, x) = cosa cos (t,, x)
— sinacos^cos (pi, x) — sina sin$ cos (vi, x] ;
donc les équations de la développée oblique seront
.. gy, sinoe fcosacos (ri,a:) — sinacos4^cos(pi,x)l ,,.
i\)x— ,— ^_rfaL — sina sln* cos (vt,j:)J* ^ '
219. Problèmb IX. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème VII, au lieu de ( Vi, v) on donne ràngle (Pu '^) •prouver les équations élémentaires de la courbe C.
Il faut remplacer la troisième condition du problème VII
COST
, _ sin(3 rfp — cosfi langy f/y ^cos*4'" — cos*j3
Cela étantyles équations(y)du n*'210 donnent les deux relations
\ e=/cosY</e.-^arc[coi=^L____i^J
^^^ i rsinVcosV,
\ J cos(3
et les équations [dsi] les deux suivantes :
cosY[cosY+^arc(sin = ^]|
Tg, cos (3
cos¥[cos¥+^^arc (sin = ^^) J
^cos»4^ — cos'ô ^ cos Y
On connaît donc les équations élémentaires de la courbe C. Si la courbe Ci était donnée par les équations cartésiennes, on trouverait, comme précédemment, les équations cartésiennes de la courbe C.
220. Remarques^ — I. On résoudrait de la même manière les problèmes résultant des conditions posées dans le pro-
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blême VU, et dans lesquels la troisième équation serait remplacée par celle qui donnerait, en fonction de et« Tun des angles (vi, t), (ti, p), (po p)- On aurait une des équations résolvantes données dans le n® 211; et» après son intégration, tous les calculs seraient ramenés, comme on vient de le voir, à de simples quadratures*
IL On se trouverait en présence d'équations résolvantes (212) par rapport à l'angle (Ti,r), si l'on se donnait les équations élémentaires de la courbe C et l'un des six angles de la seconde et de la troisième ligne du tableau A (211) en fonction de e, et qu'il fallût déterminer les équations élémentaires de la courbe Ci. Cela provient de l'identité des positions réciproques des trièdres des axes mobiles des courbes G et Ci, que nous avons démontrée au n"* 212; mais, après l'intégration de l'équation résolvante, il n'y aurait plus à effectuer que de simples quadratures pour déterminer les éléments de la courbe. Si l'on donnait un des deux autres angles du tableau (A), le problème ne dépendrait que de simples quadratures, comme nous l'avons démontré au n"" 217.
III. Dans les deux cas, si la courbe G était donnée par ses coordonnées cartésiennes, après l'intégration de l'équation résolvante, s'il y a lieu, les coordonnées de la courbe Ct s'obtiendront par de simples quadratures.
221. Problèmb X. — Étant données les équations élémentaires d'une courbe C, trouver les courbes tracées sur sa surface osculatrice, telles que l'angle de contingence géodésique de ces courbes soit donné.
Soitâftfi cet angle de contingence géodésique; les conditions du problème sont donc
/ \ ^* f . d(ù . . . dci . .
L'angle dct est égal à (/fiiCOs(vt, v); donc, par suite de la deuxième des équations (y) dix n? 210, on a, en n'écrivant que les caractéristiques des fondions,
( 2 ) dg-h da = nide, e -+- « = y tti rfc ;
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on déduii des équations (y) les deux suivantes :
«ot?-4;sin(/7r.rf6-er
rfeî = [ttî 4- ^y sin» [i—fr., de )] de ;
ces deux équations Tont connaître 9 l'angle du plan osculateur de Ct avec le plan tangent et l'angle de contingence de C». La dernière des équations (y) du n*" 210 donne
lrf«, = d;cos(e— /7rirfc)rfe-4-rfarc cot= , . , ,. ' , ; h
Les équations [ds^] donnent la relation
3 rfL . ds
\ -5 cotaL-+- --Ï- =0,
: ae ae
et conséquemment
-. — h Lcot(e — /TTirfe) -h cj = o,
qui est une équation différentielle linéaire; son Intégrale est
(5) L = e-/'^"'(*-J"*i''») [L, — /cyrfe e/*~«('-/^«'»];
conséquemment» on a
dt siii [fr,x dt — e)
/de. é;-/*<^' (*-/«!*'»; siii {— € -hjv.xde) ^ *^ •"
Les relations (3), (4) et (6) donnent les équations élémentaires de la courbe C|.
Le problème s'achève comme au n"" 216.
222. Problème XL •— Faire passer par une courbe Ci, connue par ses équations naturelles ^ une surface développahle telle qu'après son développement sur le plan tangent la courbe C, se transforme en une courbe donnée d.
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Soient les équations de la courbe Ci et C«
(.) ^ = ..(.). '£=^'Ae,); |;=/'(e.); on a la relation
et conséquemment» les éléments ds et dsi étant égaux, on a
l'équation
©',(€,)rfe, =/'(«,) rftf,
et» par une détermination convenable de la constante d'intégration»
(3) TiT.(eO=/(^0;
de cette équation on tirera et en fonction de ei. Soit tt celte fonction ; on a donc
(4) e, =7r(e,); l'équation (2) donnera
(2)' cos9 = 7r'{e,).
La dernière des équations (y) donne» après l'élimination de (») et en ayant égard aux relations précédentes»
les deux autres équations (y) du n^ 210 fourniront leâ deux équations
sin arc cot =-—■ ^ '^ .. + L-i^
et, en remontant aux équations {ds,), on trouve les deux re-
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laiions suivantes, en n'écrivant que les caractéristiques des fonctions :
m\ sin arc ( cot= ■ ^ H ]
(tI < Tr'—.-T-arc/ cot=-p=î== -t- ;- )
= iCTirfciCosarcl cot = ,-Ji— h ^^— ;r V
Les équations (6) et (7) donnent les équations naturelles de l'arête de rebroussement de la surface cherchée, et Ton voit comme précédemment que, si la courbe C, est donnée par ses coordonnées cartésiennes, on connaîtra aussi les coordonnées cartésiennes de la courbe C«
Les équations précédentes peuvent être mises sous une autre forme. En effet, d'après les équations (4) et (5), et est une fonction de a; soit donc F(a) et <^'(a) le résultat de la substitution de e. dans /(e,) et dans/' («i). La deuxième des équations (y) du n® 210 donne la relation
donc la première des équations {d$C\ prend la forme
-V^sîna , «ei
dei
et, conséquemment, on a
. _^'[cx.)r[a)s\ïia F(a) -$'■(«) '
et la seconde équation [dsx] du n^ 210 devient
L =/F'(a) cosa da
223. Problème XIL — Faire passer par une courbe Ci, connue par ses équations élémentaires y une surface développable telle ^
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qu'après son développement sur le plan tangent la courbe Ci se transforme en ligne droite.
Ce problème revient à mener» suivant la courbe Ci, sa surface rectifiante (92 et 129).
Les équations (i) du numéro précédent sont conservées, à l'exception de la dernière, qui devient
ds ( 1 )' y- = X , d'où dcx =c o, e, = cotist. ;
par suite, l'équation (2) donne
cos9 = o, <p = -;
donc les équations (5] donnent les relations suivantes :
/jpv. rfwi , dix ■
(5)' cosa = — ;t-j sina=;7-» tanga = p-
desquelles on déduit, en ayant égard à la relation </e = — a, l'intégrale suivante :
(6)' — a=:arc[cot= ^j'', (^0] = e — £•»
dans laquelle eo est une constante arbitraire. La deuxième des équations (5)' donne
de laquelle On déduit l'intégrale suivante :
Les équations ( dsx ] du n"* 210 donnent
/ CT, sin (arccot= ^\ ]
(8)' ! ^(arccot=4.V;
f- L = /w, dii cos ( arc col = J
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que Ton peut aussi écrire sous la forme suiTante :
= — fD,(e,)sinajj^.
« + L =/©', rfe, cosa;
il D'y a donc qu'à exprimer, dans ces formules, Ci en fonc lion de a» au moyen de la troisième des équations (5}\
Les équations (6)% (7)' et (8)' sont donc les équations élémentaires de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante < Le problème s'achève comme les précédents.
§ III. — NOUTBLLES GOlfDlTIOllS.
Dans ce paragraphe» on suppose que l'une des équations du problème est celle de la surface sur laquelle se trouve la courbe cherchée; cette circonstance, sauf quelques cas particuliers, complique le problème que nous allons résoudre dans le cas le plus général.
22&. Problèhb XUL — Étant donnée une courbe Cx^ faire passer par cette courbe une suif ace déyeloppable dont l'arête de rebroussement soit située sur une surface donnée»
Soit donnée la courbe Ci par ses coordonnées cartésiennes exprimées en fonction de ei, et la surface par son équation
les équations du problème sont, avec l'équation (i), les équations
,^ . dx dr dz ^
<r — j7, y — y\ z — zt
X étant une indéterminée.
Puisque la courbe C doit être située sur la surface L, ses coordonnées et toutes leurs dérivées doivent satisfaire à l'équation (1), de sorte que, si, pourabréger, on pose les équations
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symboliques
on obtiendra, par les différenUations successives de l'équation (i) et par l'élimination des différentielles dx^ dy, dz au moyen des relations (X), à mesure que ces différentielles se produisent» les trois équations suivantes :
(2) AL = o,
(3) X(A»L-f.AL)-A.L = o,
,,, ( ^ (Aa-hAL)4.X'(A>L + 3A»L-f-AL)
(4) { aei
( - l (3 ALAi L -4- A. L) — A, L = o,
ces trois équations contiennent les inconnues Xy y, z, X, y
et la variable indépendante d. Si Ton prend les valeurs des coordonnées x^ /, z fournies par ces équations, on aura
fyf\yft étant des fonctions déterminées. On portera ces valeurs de Xy^y^z dans l'équalion (i), et l'on obtiendra une
généralement d'un degré supérieur au premier. Soit
cette équation résolvante. Son intégration fera connaître X en fonction de d, et, en portant les valeurs de X et de sa dérivée dans les équations (5), on aura les coordonnées x^ y^ z de la courbe cherchée en fonction de la variable indépendante ei. Dans certains cas particuliers ce calcul, qui présente des
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complications malgré sa symétrie, peut être sImpliQée» et l'on arrive d'emblée à l'équation résolvante.
225. Problèhb XIV. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème précédent^ la surface L est une sphère .* déterminer la courbe C.
Les équations de la sphère sont
(L) x^-^y^-^z'zrztK
Considérons deux points correspondants des deux courbes C et d; si de l'origine des coordonnées on mène deox rayons vecteurs à ces deux points, l'un est ^ rayon de la sphère, et l'autre /i, dont le carré égale la somme des carrés des coordonnées ;r„/,, 2,. Or ces deux droites, qui ont un mouvement régulier, donnent naissance à deux trièdres mobiles : l'un ayant pour arêtes les directions 0^ Or, On, et l'autre ayant pour arêtes 0^1» Or,, O/ii; et l'on voit que l'arête 0/i reste constamment dans Je plan /Or; par conséquent, ces deux trièdres satisfont aux conditions des problèmes I et II (211 et 212); donc toutes les équations résolvantes données dans ces numéros auront lieu pour ces deux trièdres : il n'y aura qu'à remplacer les lettres t, p, v, t,, pi, Vi par les lettres /, r, n, /,, r,, n,. Dans le cas du problème posé, l'angle (/> 'i) est connu, puisque l'équation AL devient
X X, r ,y\ z Zx t
T 7^ '^ T Ti 777"^1]
Le second membre --- représente le cosinus des deux direc-
tions (/, tx)f et son numérateur est le rayon de la sphère, son dénominateur est la distance /, connue en fonction de d ; l'équation résolvante sera donc l'équation (i) du n^^SlS, que nous transcrivons :
dlnx^n) t . , , d(ùi
—S — - + -=== sin (n,, n — -5- = o; tfe, ^t\ — l^ «El •
l'intégration de cette équation fera connaître (ni, n) en fonction de £i. SoitO cette fonction; on a donc le tableau suivant.
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qui résulte des équations (P) du n^ 210 :
cos(/„ /)= —ï cos(/i„/)= — ^--î- sln<ï>,
cos(r„/) = — ^ 'J" cos^; or on a de plus
cos (/,Jc) = cos(/„ /)cos(/,, j:) -hcos(/i,, ^)cos(/i„ x)
H-cos(r„ /)cos (r„a?); on aura donc
--=:-cos(t„j:) [s!n^cos(/i„a:)-4-cos$cos(r„j;)], (3)
qui donnent les coordonnées x, y\ z de la courbe C en fonction de et* c. Q. F. D.
Corollaire. — Si la surface donnée est un ellipsoïde donné
par réquation
on posera
et Ton sera ramené au problème précédent. On peut aussi traiter directement ce problème comme nous venons de le faire pour la sphère.
236. Pboblèhb XV. — Les mêmes conditions étant posées que dans le problème XIII ^ la surface L est un cylindre cir-c^laire : déterminer la courbe G*
Soit l'équation du cylindre
t étant une constante.
On a f et /. les projections sur le plan des xy des rayons vecteurs menés de l'origine des coordonnées à deux points correspondants. Si Ton applique la méthode à ces deux rayons, comme au numéro précédent, comme ils sont situés dans un
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même plan, le nombre des équations (a) se réduit à quatre
/ de-h-dt^.t
cos(/„r) = -> cos(/„r)= t/ï— p
desquelles on déduit
dei = de + d(tt,t)f ei = e-i-arc (cos=:---V
lesquelles donnent directement les coordonnées de la projection du point de l'arête
47z=/cos ((«, — arc cos= ^ ]i 7-= /sin (e, — arccos j»
qui sont d'ailleurs évidentes géométriquement.
Or on a les conditions suivantes pour un point quelconque de l'arête :
d.T dy dz Xi dx -h y, dy
X — Xi ~'x — ji ~" 3 — 2, ~" XX, -Hjj, — x] —y^i '
remplaçant dans le dernier rapport Xi^ /, par leurs valeurs
Xt = ti cose,, y^=z ti siné»i,
et X, y et leurs différentielles par leurs valeurs tirées des relations précédentes, on aura l'équation résolvante en z,
dz _____ t idU -^ tx{>lt\^ n)dex^ z — Zi ~~" Ï7 r-^l] '
or, puisque la courbe Ci est donnée, Zt, ti et ei sont des fonctions de la variable indépendante; l'équation précédente est une équation linéaire du premier ordre en z, qui donnera cette coordonnée par de simples quadratures.
On a donc, en représentant par ^ cette intégrale, les coordonnées de l'arête :
x=2 Y cose, -f- 1
r — — sin e, — n i/ I — -- j cosc,, z = %>.
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Corollaire /. — Si le cylindre donné est elliptique et re«> présenté par Téquation
posera •— = a;', y =/, et l'on retombera dans le cas pré-
on
cèdent.
Corollaire IL — Si la surface donnée est un cône elliptique donné par Téquation
on posera
Xc_ Y£_
et Ton sera ramené au cas précédent.
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CHAPITRE XVI
RECHERCHE DES COURBES JOUISSANT D'UTÏE MÊME PROPRIÉTâ.
État de la question. — Lorsqu'une courbe est donnée de forme, elle dépend de ses deux équations naturelles, de sorte que deux propriétés géométriques déterminent cette forme. Si une seule propriété est donnée, il y aura une infinité de courbes jouissant de cette propriété, et les intégrales de ces courbes renfermeront une fonction arbitraire, dont les différentes formes feront connaître toutes les courbes qui ont la propriété donnée. Cest cette recherche importante qui va être l'objet de ce Chapitre.
§ L — Intégrales des courbes qui ont leurs normales
PRINCIPALES parallèles.
227. Problème I. — Étant donnée une courbe C, trouver toutes les courbes ayant leurs normales principales parallèles.
Nous avons déjà vu : i** qu'une courbe C et l'arête de rebroussèment de sa surface polaire ont leurs normales principales parallèles; 2? qu'il en est de même d'une courbe G et de l'arête de rebroussement de la surface développable, enveloppe d'un plan passant par la normale principale et formant un angle constant, d'ailleurs quelconque avec la tangente (195 et suivants). Nous connaissons donc différentes séries de courbes satisfaisant aux conditions du problème. Dans le cas présent, il s'agit de déterminer toutes les courbes qui satisfont à ces conditions. Nous conservons, pour la courbe donnée C et l'une des courbes cherchées C„ les notations employées dans le Chapitre précédent.
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Relations angulaires. — Si l'on représente par a l*ângle que la tangente r. de la courbe cherchée fait avec la tangente r de la courbe donnée, on a les conditions suivantes qui sont évidentes (1S5):
Icos (ti, t) = cosa, cos (ti, v) = sina, cos (r,, p) = o, cos (p„ t) = o, cos (p,, v) = o, cos (p„ p) = I '
cos (vi, t) = — sina; cos (v„ v) = cosa; cos (v„ p) = o.
Si Ton applique le théorème des courbures inclinées aux troisièmes équations de la première et de la dernière ligne, on trouve immédiatement les relations
idtx=dt cosa -+-rfa) sina, rfû), = — ^fesina -+- rfw cosa, dz =//eiCOsa — {2a),sina, rfw = dix sina-f-rfw, cosa;
on voit que les secondes sont une conséquence des premières; on en déduit la relation
rfgj -f- d(ù\ = de^ -+- d(ùK
Ces équations prouvent que, lorsque les angles de contingence et de flexion de la courbe C seront donnés, on aura les angles de contingence et de flexion de la courbe cherchée.
228. Théorèmes. — Le même théorème des courbures inclinées, étant appliqué a la différentialîon des équations première et deuxième de la première ligne, donne
dcosa = dèi cos(pi, t) h- dt cos (p, t»), rfsina= rfÊjCOs(pi, v) + rfû)COs(p, Ti);
or, les seconds membres étant nuls par suite de la valeur nulle des cosinus, on a les équations
rfcosa=:o, rfsina=:o,
qui donnent par intégration, À et B étant deux constantes,
cosa = A, sina=:B.
On déduit de là ce théorème :
I. Si deux courbes C et C, ont leurs normales principales
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paralièleSf les an^es que les tangentes t» Ti et les nomuxles y, Vf de ces courbes forment entre elles sont constants^
Dans les recherches du n* 195, nous avions trouvé le théorème réciproque, savoir que si ces deux angles (ryt. ), ,v, v. } étaienl constants, les normales principales étaient parallèles.
Si l'on appelle H et Hi les angles que les droites rectiOantes 17, liJi des deux courbes C et Ci forment avec les tangentes correspondantes t, Ti, les relations ((3) donnent immédiatement
la relation
laquelle donne le théorème suivant :
II. Si deux courbes C et C, ont leurs normales principales parallèles,' les angles H ^/ H| des droites rectifiantes avec les tangentes correspondantes ne diffèrent que d'une quantité constante.
Si Ton intègre les équations (P), on a, par une détermination convenable des constantes, les relations
( e,= e cosa + 0) sina, toi = — esina + (>> cosa,
( e = etCOSa — coiSina, g) = £iSina + &),cosa.
On a donc cette nouvelle proposition :
III. Si deux courbes C et Ci ont leurs normales principales parallèles et qu'on prenne les sommes e, a»; Si, g)i des angles de contingence et de flexion de ces deux courbes, chacune des deux premières est une fonction linéaire des deux autres.
Enfin, si Ton divise la première des équations (|3j par la seconde, et la troisième par la quatrième, et qu'on introduise les ravons de courbure et de flexion, onaura les relations suivantes:
- , vi vcosa -+- psina t «.icosa — pisina ^' ' p, pcosa — vsin« p visma + ptcosa
On en déduit la proposition :
IV. Le rapport des rayons de courbure et de flexion de l'une des deux courbes est une fraction linéaire et homogène des rayions de courbure et de flexion de l'autre courbe.
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239* Relations linéaires. — Soieni x^jr, z; Xx^ ^i» Zx les coordonnées des courbes C et Cm si Ton représente par t^, n,, Ti des fonctions arbitraires de la variable indépendante^ la forme la plus générale des équations de la co^jrbe C| sera
(^,) Xy — x-=: tx cos (t,, x) -+- /Il cos (v,, x) -h r, cos (pi, x); (3)
si l'on différentie ces équations et qu'on élimine les variations des cosinus, au moyen des formules du n** 54, on tombera sur une relation qui, devant être satisfaite, quels que soient les cosinus des angles (Ti,:r], (vi,^), (pi»^), donnera, par iden* tification, les trois formules suivantes :
Irf*, = ds cos a H- dtx — r, rfe„ o = £{s sin a — rf/i, -h n rfwi, o = rfr, -h tx dst H- «1 dwf
Il y a dans ces équations quatre inconnues ; il faudra donc se donner l'une de ces quatre inconnues; ce sera ou bien dst, ou bien l'une des trois arbitraires /i, ni, n. La courbe C étant donnée, on a les équations élémentaires en fonction de la variable indépendante, c'est-à-dire ds, cfo), ^e, en fonction de cette variable; or, si l'on se donnait dst^ cela reviendrait à se donner aussi la courbe Ci, puisque les équations (^) donne* raient rfa>i eide en fonction de la variable indépendante; et la courbe Cl serait déterminée par les équations élémentaires. 11 faut donc se donner Tune des arbitraires (^i par ex.), ce qui revient à traiter la question comme si /, était une fonction donnée de la variable indépendante. On obtiendra alors des foi^ mules qui contiendront cette fonction arbitraire, et qui, par cela même, auront toute la généralité possible.
Si l'on se donnait deux arbitraires, on établirait par cela même une relation entre les éléments de la courbe donnée qui ne serait plus quelconque.
230. n, est pris pour arbitraire, — Les équations (rf*,) donnent
cf/ii , de ^ dcùx d /dnx . de\
r, = -5 psina-y--, f, =— /i, -^ -^l- psina-,- h
aou *^ arùi dix aei\aw, ^ d(ùj
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on obtient les rayons de courbure et de flexion, en portant ces valeurs dans la première des équations (dst):
p. = pcos«^-3^^n.^j~^3^-ps.n«j^j
de] \rfwi ^ rfwi/
det
t/i = pt
d(>)i On déduit l'intégrale de Téquation différentielle suivante :
dsi = ds cosa^ d{ n, -r^ ] — -7-^ rfe, -4- -r-^slnarfe,
— — (^^ EL ' \ dex \ûf&), </û), /
rfû), 'Cl^n^ ds , \ ,
*, — < coSa -h H, -T h f I -; j — sin a ] ae,
aci J \a(ùt a«i y
rf /rfn, rf* \
-f- -r- ( -; -j — sina 1 =0.
aet \aa), ao>)i /
Les premières équations (|3.] et celte dernière donnent les équations élémentaires de la courbe.
Les coordonnées cartésiennes de la courbe sont
[rfw, d (drii deY\ , ,
, , /rfn, . de\ , , ^*^ ^
-+-/i,cos(v„ar)4- ( T psina j— | cos(p„:c),
avec les conditions
Icos(ti, x) = rosacos(T,:r) -4- sinacos(v; x)^ cos(vi,:»;) =— sinacos(T, x) -f- sinacos(v, x)^ cos (pi, x) = cos (p, x).
On voit que ces formules ne dépendent que de différentialions, et que, Hi pouvant prendre toutes les formes possibles^ le nombre des courbes C, est illimité.
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Cas particuliers. — i« Soil n, nul [fig. 36); les formules précédentes deviennent
rfe d(à . d' / dt\
("=Pd^,d^,-*-^''''d^[c7ûr,r
la courbe C, est l'arête de rebroussement de l'enveloppe du plan qui coupe la courbe C sous un angle a constant, et qui
Fig. 36.
passe par le rayon de courbure p. C'est le cas que nous avons traité au n"» 196.
2'' Si /Il est constant, on a les relations
de . rfû), . d / de\
de d /</o),\ . r de d* f de\-\
La courbe Ci est l'arête de rebroussement de l'enveloppe d'un plan passant par une parallèle à la normale principale» menée à une distance constante du plan osculateur par un point de la binormale, et formant avec elle un angle constant.
est arbitrais e, — On déduit des équations [dsi) les
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suivantes :
drit , ds
-j r, = sina -3 — >
atùi a&i>i
■T h /li = — «I -: — •
06)1 aa)|
Si Ton diflerentie la seconde et qu'on retranche la première de l'équation résultante» on trouve l'équation résolvante
rfV, d(ù
donc les intégrales des équations précédentes sont, en représentant par a, b des constantes arbitraires,
r, =asinGi)( + frcoso)! — sîna>iy(/i JeiSina)i +sinacosa>|ii!9} — cosa)iy(/|rfeiCOS(â), — sinasin(k>i(/f)»
ni = — acoscûi •+ frsin&)i + cosa)iJ'(/i(f6,sina)i + sinacossi>id!f] — - sin6>i/(/irfei cosw, — sinasinuii/^].
On déduit, de ces expressions, les rayons de courbure et de
flexion
de dtx .
Px=:û cosa -5 — h -3 a sin&)i — o cos6>i
^ ^ dti dti
+ sin&)i/(/i dzx sino), + sina coso). ds)
+ cosa>i/(/i dtx costùi — sinasinui d$]^
dix
Cette question est donc du ressort du Calcul intégral, et dépend d'une équation résolvante linéaire du second ordre à coefficients constants.
Cas particuliers^ — i*» /, = o. Ce cas répond a la recherche des trajectoires orthogonales des positions du plan Ovipi, ou, en d'autres termes, à la recherche des courbes telles que leur surface polaire soit l'enveloppe Ov.pi; on trouve alors
dn dux . ds
-7- -I- n, = o, --j r, = sina . »
d(ù dttix a<ùt
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avec les intégrales
Ti =: a sin&>i + 6 cosa)i
— sina (sinwi/coswi ds — cosa)i/sina)i ds),
/Il = — - « cosû>i H- b sin 6>i
+ s\na{costùi f costùi ds -h slntùi f sintût ds), *
p,= p j- cosa — asln6>i — 6cos&)i
«El
-4- sina(slnci)i/cos6)i ds — C0S6)i/sina)i d*).
233. r, ef/ arbitraire. — Dans cette hypothèse, la question est mixte et dépend à la fois du Calcul différentiel et du Calcul intégral. On déduit des équations [dsi) les deux relations suivantes :
ni = 5 sin a + fn dtùi,
on en déduit la valeur de -7-^9
dti
dsx de f d^r\ d l rfwi , rf«i /. . \
ainsi que les coordonnées d'un point quelconque de la courbe. Cas particuliers. — Si r est nul, on a les formules
dtùx , nt = «sina. «1= — *-t — sina.
atx
dt . d ( d(ùi \
cette dernière étant intégrée donne la relation, c étant une
constante,
dùii «i— JC0sa-+-5Sina-î — =c,
et conséquemment, en portant dans cette dernière la valeur
de ^-^» tirée de la seconde, on a la relation linéaire
Si — «cosa — ti — C=: O.
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§ II. — COURBBS DONT LES TRIÈDRE» MOMLES SONT BÉGIPROQUBS*
233. Définition. — Si deux courbes C, C, soni telles que, en deux points correspondants, la tangente de Tune soit parai* lèle à la bînormale de l'autre» et réciproquement, et que les normales principales soient parallèles, ces courbes ont leurs trièdres mobiles réciproques.
Il est évident que la condition nécessaire et suffisante pour que deux courbes jouissent de celte propriété est que la tangente de l'une soit parallèle à la bînormale de l'autre (51).
Problème II. — Déterminer la forme générale des courbes jouissant de cette sorte de réciprocité.
Il est évident qu'il suffit de poser, dans les équations [a] du
n« 227 et [dsx] du n*» 229, a = - ; ces dernières équations deviennent
l dsi = dtx — r^dti^
[dsi y < ds = dnt — r, rfwi,
( o = rfri H- f, rfe, -+- /i|rfoj|.
Si l'on prend Hi pour fonction arbitraire, on trouve, soit par
un calcul direct, soit en faisant a = - dans les premières for-
mules du n° 230,
/ rf/i, ds ^_ d(ùi d fdni ds \
I ' r/w, d(ùi ' ^ dzi dix \d(ùi d(ùi/
dsx d ( rfwA d^ (dnt ds \ ( dnx d sX
dix dzi\ ^ dii) di\ \d(ùx dtùxj \rfwi dtùx)
Les coordonnées cartésiennes de la courbe Ci sont donc, en ayant égard aux équations (t„) du n** 230,
(r rfwi d fdnx ds \'^ , . » ^' - * = - L"' rfT + de, te - d^jr^ ("' ^^1
-n.COS(T,^)+^^-;;^jCOS(p,^).
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La rectiQcation de la courbe est donnée par l'intégrale de la troisième des équations (i),
— — ff^ — ( ^^^ ^ J!L.\ ClÈ!l^ÉL\éi
Le cas le plus simple est celui où /ii est nul : on se donne alors une courbe C; et la courbe Ci est le lieu des centres des sphères oscillatrices à la courbe C (110).
Si Ton prend pour fonction arbitraire /i et que Ton ait égard aux conditions (P]i du n® 228, on trouve, pour r. et iii (231), les valeurs suivantes :
Ti = — asine+ 6cos£i — sine/(fi sinee/o) — cosee/s) •
— cos€/(^ co^id(ù -h sxïïzds]^
niz= — acose— 6sine — cose/(^, sinerfw — cosed*)
•4- sine/(/iCOserfû)-f- s\rïtds).
Coordonnées cartésiennes, -^ Posons, pour abréger,
R=/(/, sinerfw — cosedis), R,=:/{/, coserfw -*- sineds);
si Ton fait a = - dans les formules (ti,) du n"230, les coordonnées cartésiennes sont
[ j:, — x=: — (a + R)[sinecos(p, a:) — cosecos(T, ^)] J (2)' \ -f-(é — Ri)[cosecbs(p,a?)-+- sinecos(T,:c)] > (3)
\ -»- ^cos(v, a?), )
et si, dans ces équations, on suppose /i nul, on aura, comme cas particulier, les intégrales des courbes qui ont pour lieu des centres des sphères osculatrices la courbe C.
Si, enfin, on suppose r, arbitraire, on aura, en ayant égard aux conditions (j3) du n"" 227, les équations suivantes (232) :
Hi r=s — frt de, et conséquemment
— =- ir-^—\ ^^{s-'-- — frde\' db\ \ dtù^ j d(ù\ d(s} rfo) "^ ' /
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de là résulte que les équations cartésiennes des courbes C, sont
{ — (5 — /r, de) cos (t, x) + r, cos (p, x). )
Le cas le plus simple est celui où r, est nul, et l'on trouve
Quoique les formules (a), (2)% (2)'' aient des formes différentes, elles représentent pourtant les mêmes catégories de courbes, de sorte que chacune d'elles donne Tensemble des courbes dont les trîèdres mobiles sont réciproques du trièdre mobile de la courbe donnée.
§ III. — DbS COUBBES qui ont HÊHB NOtfHALB PRINCIPALB.
SSi-. Problème III. — Étant donnée une courbe C, trouver toutes les courbes Ci qui ont même normale principale que la courbe donnée.
II est évident que cette question entre comme cas particullei' dans celle que nous avohs résolue au n* 227; mais il y a là une condition de plus, consistant en ce que les normales principales des deux courbes C et Ci, au lieu d'être simplement parallèles, doivent être en coïncidence; il faudra donc, pour avoir égard à cette nouvelle condition, poser dans les équations (dsi) du n** 229 ti et /ii nuls; alors ces équations deviennent
Idsi = ds cos a — r» rfe„ o =r— ds sina — ndoii, o = rfr,.
Celte dernière équation prouve que la fonction arbitraire r, est une constante a. Nous tirons de là la proposition suivante :
1^ Si deux courbes C et Ci ont leurs normales principales
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identiques^ la distance de deux points correspondants est conséante quels que soient ces deux points.
Les deux premières équations donnent les deux suivantes :
(a) dSiS\na='- adoi, disîna = -— arfwi,
desquelles on déduit les deux relations
, ., I sina dsi i sina ds
(aV ~= -7-1 -= -r-,
^ ' V a as vi a asi
et de celles-ci les deux nouvelles, dont la première est due à M. Hannheim,
, ,- I sin'a V ds^
Wi a* V| ds]
et qui équivalent aux équations (2]. On en déduit la proposition :
2® Si deux courbes C et Ci ont mêmes normales principales^ le produit des rayons de deuxième courbure est constant, et leur rapport est le même que le carré du rapport des éléments correspondants des deux arcs*
Si Ton a égard aux relations (^) du n** 227, les formules (2) donnent les deux équations
!dsi sina + a dei sin a + a dcûi cosa := o, dstSiïKx — a de sina 4-arfû> cosa=o,
et conséquemment les deux suivantes :
sina sina cosa
a pi tt
li)
^ ' * sina sina cosa
On a donc cette proposition :
3** Les courbes qui ont leurs normales principales identi^ ques ne sont pas quelconques^ mais appartiennent à une classe distincte caractérisée par cette définition^ que, si Von fait la somme des courbures première et deuxième de l'une quelconque des courbes, après avoir multiplié ces courbures par des constantes, cette somme est aussi constante.
33o LIVRE l< ~ &SGTIOM V. — CRAPITRB IVI.
Cette proposition importante est due à M. Bertrand, qui a, le premier, traité la question qui nous occupe. Cette proposition donne l'une des deux équations élémentaires de ces courbes.
Relations nouvelles. — Un point qui n*est pas sans intérêt consiste à exprimer les rayons de courbure et de flexion de Tune des courbes en fonction des rayons de courbure et de flexion de l'autre. Cette question s*est présentée au même auteur, qui a posé deux relations au moyen desquelles on pouvait la résoudre; n;iais ces relations sont trop compliquées pour que l'élimination soit facile. Dans notre théorie» la question se résout immédiatement. Il suffit d'éliminer' v et t-. entre les équations (4) et la première des équations (2]". On trouve ainsi les deux équations suivantes :
I cos'a sin'a i cos*a sin'a
pi p — a a p pi-f-a a
'il sinaa/ i i\ i sinaa/ i i\
qui répondent à la question et qui sont d'une grande simplicité ; et Ton a cette nouvelle proposition :
4" Deux courbes C et Ci ayant mêmes normales principales, sif en deux points correspondants ^ on suppose que l'angle d 'inclinaison a des tangentes des deux courbes est connu et que l'on prenne y sur un des deux côtés, une longueur égale à la racine carrée de (p — a) et y sur sa perpendiculaire au sommet,
une longueur égale à sfây et que Von construise une conique sur ces deux longueurs, l'autre côté de l'angle interceptera sur cette courbe une longueur égale à pi.
Si Ton veut avoir une relation entre les rayons de courbure et de flexion des deux courbes indépendante de l'angle a de l'inclinaison réciproque des tangentes aux courbes en des points correspondants, il suffîra d'éliminer a entre les deux dernières équations (5), et l'on aura la relation
Pi p a
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Les formules (5) n'ont pas encore été données par les géon)ètres; elles se prêtent facilement à la discussion.
Discussion des formules, — Supposons que, la constante a, qui mesure la distance de deux points correspondants » restant la même, on donne toutes les valeurs possibles à Tangle a qui mesure Tinclinaison réciproque des tangentes en deux points correspondants :
1** Si l'angle a est nul, la première équation [i] prouve que d(ù est aussi nul et que, par conséquent, la courbe C est plane, et la deuxième équation (2) montre que la courbe correspondante Cl est aussi plane. Les équations (5) donnent pi égal à p — a. On a donc des courbes planes C et leurs courbes parallèles Ci.
i"" Si l'angle a est droit» les équations (5) donnent p égal à a^ pi égal a — a; la première équation (2]'' donne
tvi = a};
donc les courbes C et Ci sont des courbes dont les rayons de courbure sont constants et de direction inverse; elles sont 'donc réciproques en ce sens que Tune quelconque des deux est le lieu des centres de courbure de l'autre, et le rayon commun de courbure est une moyenne proportionnelle entre les deux rayons de flexion.
3<* Si l'angle a égale j^ les formules (4) donnent
Cette équation prouve que, si M et Mi sont deux points correspondants, 0 et Oi les centres de courbure en ces points, les points M| et Oi sont conjugués harmoniques des points M et 0; on a donc cette proposition : Lorsque l'angle d'incli^ naison des tangentes en des points correspondants est un demi-angle droite les points correspondants et les centres de courbure déterminent sur la normale principale une division harmonique.
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§ IV. — Des courbes parallèles.
235. Définition. — Dans le cas le plus général, deux courbes sont parallèles lorsque les tangenies, en deux points correspondants, sont parallèles.
Problèxe IV. — Trouver les intégrales des courbes parallèles d'une courbe donnée.
Si dans les formules [ds^) du n*" 229 on suppose nul l'angle a des tangentes en deux points correspondants des courbes C et Cl» par suite du parallélisme des tangentes» on peut supprimer les indices inférieurs dans les seconds membres» et ces formules deviennent
dSi — ds=: dt — rdt, o = rf/i — rdtùf o = rfr -4- tde 4- nd(ù.
i** Si / est pris pour fonction arbitraire de l'angle u, on déduit les formules suivantes :
dn d(ô
dr d(ù
de
dSi
ds
dt
dn
de
"dl^
"de
dcù'
les deux premières s'intègrent immédiatement et donnent
n = asino) 4- 6 coso) — sincaftcostùde •+- cos(û ft sinon de^ r= acoso) — frsino) — costof t cos(»i de — sina>y*/sin(îi de,
et» par suite» la dernière donne le rayon de courbure
dsi ds dt , .
-r -r- = -y- *— acoso) 4-osmû)
de de de
cosa>//cosGi)^€ + sin6t)y^cosa>c/e
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^ Si r est pris pour fonction arbitraire, on a
dsi ds d^r ( rfw'X rfw rf /rfw\ r j
rfT - rfe = - 5ÏÏ - V ' "^ 5?- j '"- Sr 5« VrfT j -^ *■ ''"•
3® Si enfin n est pris pour fonction arbitraire» on trouve
dn rf_ / dn\ dtù
d(ù dz \d<a) dt
dsx __ rfî„_ d} [dn\__ a^l rfw\ ^ de rfe*~ dV\dtù) di\ di j
dn d(û
Équations cartésiennes. — On obtiendra les équations cartésiennes des courbes parallèles en portant les valeurs de /, n, r, suivant le cas que Ton considère, dans l'équation
jTi — a:= /cos(t, 0?) -+• ncos[v,x) -h cos(p, a:). (3)
Cas particuliers. — i® Si l'on suppose / nui, les formules précédentes deviennent
n = a sinw.H- b coso), r=acosû) — 6sin<«),
et Ton obtient les trois équations cartésiennes
*r, — ^ = a[sina}COs(v, or) -h coswcos(p, ^)] j
6[cos«cos(v, j?) — sin.(k)COS (p^o;]] I ^ '
des courbes parallèles de la courbe C, telles que les points correspondants se trouvent sur une normale rencontrant la normale infiniment voisine; les deux courbes C et Ci ont» suivant la série de semblables normales» une même développée.
2? Si r est nul» on trouve pour n une valeur constante n»,
et pour / la valeur n*-!-^ ou bien» en introduisant Tangle H de
la droite rectifiante avec la tangente» — WoCOtH; cela correspond au cas où Ton veut que la courbe d soit telle que deux
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points correspondants de C et de C. se trouvent dans le plan rectifiant de C.
3"* Si n est nul, r et ^ sont aussi nuls, et les deux courbes C et Cl coïncident.
§ y. — Intégrales des courbes dont les axes mobiles sont
CONJUGUÉS avec LES AXES MOBILES d'uNB COURBE DONNÉE o' APRÈS DIVERSES LOIS.
236. Courbes conjuguées d*après la loi des développantes et des développées.
Problème Y. — Étant donnée l'une des deux courbes Ci ei C, telles que les axes' mobiles de la première sont y par rapport aux axes mobiles de la seconde^ dans les mêmes conditions que les axes mobiles d'une développante par rapport aux axes mobiles de la développée^ trouver la seconde courbe»
On trouvera, comme au n® 1&>3, les relations angulaires suivantes :
(i) sinH = -7-> cosH=— -7-> rfH = rfû),.
^ ' asi flÊ,
Or, si Ton pose
(a) Xi=x -^ ^cos(t„ x)-h niCOs(vt,x)-h r, cos(p„x), (3)
en opérant comme au n^ 229, et en ayant égard aux relations (a) du n"* 116, on obtient les relations linéaires suivantes :
dst = dti — r, de, 9
, o \ I o = -r- Jo) — rf/i, •+- r, rfw,,
(3) i rfe, .
o = -7— de — dri — /i rfei — nidcùt. aex
Si la courbe Ci est donnée et qu'on prenne tx pour fonction arbitraire, on déduira des deux dernières, par l'élimination (le dsy l'équation différentielle suivante :
fi^(niSinll) -h d{r, cosH) — /, dM=^o.
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On a de plus
or» par intégration de la première, on obtient la relation
n, sinH + ( 3^ "~ P« ) cosH =//,rfa),
de sorte que ni et n sont connus en fonction de la variable indépendante; d'après cela, les équations (2) deviennent
~/,cos(t„^)— (-p — p, j cos(p,,^).
On voit que le nombre des courbes C, qui ont, par rapport à la courbe donnée Ci, les relations angulaires de la développée par rapport à sa développante, sont «n nombre inflni, et que Ton trouvera les intégrales de toutes ces courbes en donnant à la fonction arbitraire /i toutes les formes possibles. Le cas le plus simple est celui où cette fonction /« est nulle, et alors on retrouve les équations des développées
x=r Xi — Pi cotHcos(vi, ^] -h pi cos(p„ar), (3)
que nous avons déjà obtenues au n"* 145.
Si /i est constant, les équations ne différeront des précédentes que par Taddition des termes
' --/,cos(T„:r)-4- ^î^cos(v„ jt),
comme il est facile de s'en rendre compte.
237. Question inverse. — La question inverse consiste, lorsqu'on se donne la courbe C, à déterminer la courbe C,.
Dans les exemples précédemment traités, les questions inverses n'existaient pas, parce que les deux trièdres avaient l'un par rapport à l'autre les mêmes relations, lorsqu'on faisait l'inversion des trièdres; mais il n'en est pas ainsi dans la
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question posée au commencement du paragraphe. Ainsi, dans le cas présent, il s'agit de trouver toutes les courbes dont les axes mobiles ont, par rapport aux axes mobiles d'une courbe donnée, les relations de la développante par rapport à la développée.
La courbe C étant donnée, les deux dernières équations (3) prennent la forme suivante, lorsqu'on se donne l'arbitraire /i,
dnt „ rfe
-1 r, =— pcosH -j—j
rfr, , . H rfe , dtt
--z hii, = psinHT 'i j— î
aa>i aui aci>i
on peut prendre (Oi pour variable indépendante; on déduit des deux précédentes équations l'équation suivante :
ii(ù
'i d f . „ de .dtt\ n dt
de sorte que, si l'on représente par Bi et Ni les seconds membres des équations (3)', on trouve
r,==asîn6)i-+-6cos«i-+-sinw,/N|Sinwirfwi-f-cosw,J'N,cos(i)irf«,
— sina)iy*RiCOSa)|rf6)i+cos(k)iy*RiSino))|rfot)i
et, réductions faites,
Ti = asinui + 6cosa>,
-4- 5sina>i — sineoi^^ sin&)|rfei — coscdi^Vi cosa>i rfe,,
et conséquemment
ni = b sinui — a coscdi
— <cosa)i +cosa)./^sinuirfei — sin6)iy/iC0sa>i</ei.
Le rayon de courbure sera donné par la formule
( \ dt,
On passera, comme précédemment, aux coordonnées car^ tésiennesde la courbe et Ton retrouvera, sans difficulté, parmi
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les courbes intégrales» celles qui donnent les équations de la courbe C,.
Des courbes dont les trièdres mobiles sont conjugués d'après la même loi que les trièdres mobiles de la développante et de la développée oblique sous angle variable.
238. PROBLtHB YI. — Étant donnée l'une des courbes C„ C, telles que le trièdre mobile de la première soit conjugué avec le trièdre mobile de la seconde^ d'après la même loi qui lie entre eux les trièdres mobiles d'une développante et d'une développée obliques sous V angle a, trouver l'autre de ces deux courbes.
Les relations angulaires sont, d'après le n^ 210, en posant
{p„v)égalà A,
rfeî = rfe*H-sin*arfw% sinA = — t »
(cosA = — sina -7^ > d(ùi ^=dh -f- cosa rfw; dti
OT, si l'on pose
(i) Xi=X'+- ^cos(ti, j;)4-n, cos(vi, a;) -+- riCOs(pi, x), (3) on obtient les trois relations linéaires suivantes :
Idsi = ds cosa -h dtt — ri rfci, 0 = JjcosAsina -f-ûf/ii — r, rfwi, o = — J^ sin A sin a -t- rfr, + /, rfe, H- ni rfa>i.
Soit maintenant C la courbe donnée, s, &), e, a sont connus; prenons /i pour fonciion arbitraire, les deux dernières équations peuvent s'écrire sous cette forme
dn, ds , ,
•T ri = — T — cosAsma,
d(ùx acùt
* rfr, ds , . , dtt
-. h n, = -7— sin A sin a — /, j— ;
acùt dûii d(ùi ^
si l'on intègre ces équations après avoir représenté, comme
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au n** 237, les seconds membres par Rs et Ni, od trouve
r, r=flsin&),4-6coswi+sinwi/N2Slnwirfw,H-cosa)iy'N,cos(>iirfa),
— s\n(ùifl\iCOS(Miid(ùi-hcos<atfR7S\noiiid(ùi,
Substituant les valeurs de N, et de R, et réduisant, la partie de /*! qui dépend du signe / devient
smû>),/slnacos((ii)i — - A)rf*— cos&>,/sinasin («i — /i)rf* — sxncùifti sinwi éÎe, — cosw,yf, cos6)|£^ei;
or» si Ton intègre la dernière des équations (a), et qu'on pose
cos« = A", on a
Wi— h=fkd(ù;
par suite on obtient, pour r, et n,, les expressions suivantes :
r, = asin&>i -f- ftcoso), -h sinwi/rf^sînacosiyA-c/w)
— cosû),/rf^sinasin(//frfa)) — sinw./fi sinu, é/e.
— coswi^/i cosa)i rfei,
n, = 6sinGi), — acosui — cosa>iy</^sinacos(7'A*c{&))
— sinw,/rf^sinasin(/Arrfû))-f- coswi/^ sin(i),£^£,
— sin6)iy^i cosui r/e,.
Ces deux expressions font connaître, avec l'arbitraire /„ les coordonnées cartésiennes des courbes cherchées.
On a donc les intégrales des courbes qui satisfont aux conditions du problème, lorsque la courbe C est donnée.
Le rayon de courbure est donné par la première des équations, qui prend la forme
et il suffit de porter la valeur de r, dans le second membre*
La courbe C, est donnée, — Nous poserons les équations
(i)' xz= Xt-h /cos(r, ^) -f- /icos(v,x) -+- rcos(p, ^), (3) t, n, r étant de nouveHes fonctions Indéterminées. Par la dif-
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férentiation cl en opérant comme précédemment, on tombera sur les équations
/ ds •= (tsi cosa -^dt ^ rde, [ds) I o = rfn— rrfcki,
( o = d*i sina 4- rfr 4- ndtù -+■ tde,
Or, puisque (/oj, est connu, ainsi que l'angle a, on peutadmeure qu'ils sont exprimés en fonction de e,; on déduit des équations (a) du n"" 238 la relation
, , V dh , rfwi
A -j cotacos/i=r-:7— »
^ ' rfe, dei
qui est une équation différentielle du premier ordre entre les variables A et Si. Si l'on parvient à l'intégrer, on aura A en fonction de d; soit 5 cette fonction, et, à cause des équations (a), on aura aussi e el o) en fonction de la même variable. Cela posé, les dernières équations (ds) peuvent s'écrire sous
la forme
dn
\ — rr=o,
\ d(f} \dM d(ùj
D'après ce que nous venons de dire, le second membre de rette dernière équation peut être exprimé en fonction de ro; soit r cette fonction, on aura
r= asineu + bcos(ù — sin(k)/(sinarf5, -h tde) sln»
— cosû) /(sina dsi H- t de) cosw,
/i= — ■ acoso) + 6sinw^— sinû)/(sinarf5, -f- tde) cosw
cos&)/(slna(/ji -h t de)s\n(»}.
On aura donc les intégrales des courbes qui satisfont au problème lorsque la courbe C, est donnée.
Le rayon de courbure est donné par la première des équations {ds)y mise sous la forme suivante :
■ \ '^* -_ ^*' ^osa dt
de ~ dei sInA de '
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dans laquelle il faudra porter les valeurs de r el de A, que nous avons trouvées.
Ces deux questions renferment implicitement les problèmes des développantes et des développées sous angle constant. La seconde dépend de l'intégration de l'équation (h), tandis que la première est ramenée à de simples quadratures.
THÉORIE DES COORDONNÉES CURVILIGNES
Le problème des coordonnées curvilignes n'avait été résolu que dans deux cas particuliers : dans le cas où elles sont orthogonales, par Lamé, et dans le cas où les coordonnées sont au nombre de deux, tracées sur une surface quelconque, par l'illustre Gauss, lorsque dans notre Théorie des coordonnées curvilignes^ présentée à l'Académie des Sciences en 1862, et publiée dans les Ànnali di Matematica, nous donnâmes la solution générale de ce problème.
Cette solution générale était devenue nécessaire. Une hypothèse particulière, par exemple celle de Torthogonalité des lignes coordonnées, tout en simplifiant les formules, du moins en apparence, altère toujours et souvent fait évanouir les théorèmes qui appartiennent à l'essence de la question, par les restrictions qu'elle y introduit. Mais, pour obtenir la solution de la question au point de vue le plus général, il se présentait des difficultés du premier ordre. En effet, les trois co* sinus des angles coordonnés, leurs variations premières et secondes par rapport aux trois paramètres qui fixent la position du point, s'introduisent nécessairement dans la question; et, lorsqu'on veut la résoudre analytiquement, ces quantités, au nombre de trente, qui n'existent pas dans le système orthogonal, viennent, par leur présence, compliquer le calcul et entrent dans la composition des coefficients d'un système de , neuf équations à neuf inconnues. Or, comme la résolution de ce système d'équations est indispensable, on a à surmonter toutes les difficultés analytiques provenant de cette résolution et aussi de l'interprétation des symboles. C'est pour cela
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que nous renonçâmes à la marche tracée par l'auteur de la ihéorie des coordonnées curvilignes orthogonales.
Les ressources de la Géométrie sont fécondes et Inépuisables. La simplification de la marche qui nous est propre résulte essentiellement de son caractère géométrique et surtout de l'élément géométrique nouveau que nous avons introduit dans nos théories. Nous appelons cet élément courbure inclinée des lignes coordonnées. Il ne sert pas seulement à éviter des calculs prolixes; mais il est un instruaient précieux de transformation et de démonstration, et son introduction dans les équations leur donne une forme à la fois simple et significative.
Nous allons donner les principes les plus indispensables de cette méthode, qui reste encore» si nous ne nous abusons, la plus simple et la plus facile et peut soutenir, sans désavantage, la comparaison avec la méthode purement analytique que l'éminent analyste Codazzi a donnée pour la solution du même problème, méthode d'une grande élégance, publiée quelques années après notre travail, dont Tauteur n'avait pas connaissance, lorsqu'il composa le premier de ses Mémoires : « De quai lavore io non aveva cognizione quando stampava la mia Memoria prima (Ànnali di Matematica, i* série, t. IV,
p. lOJ D.
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DES COORDONNÉES CURVILIGNES QUELCONQUES
241. Définitions, État de la question. — Concevons une surface rapportée à des coordonnées curvilignes rectangles^eldont réquatîon serait/ (:r, r» ^] = p; si Ton donne au paramètre p toutes les valeurs possibles, on aura une série de surfaces qui formeront une famille que nous représenterons par (p). Si Ton se donne trois familles de surfaces quelconques :
un point quelconque de l'espace sera déterminé par l'intersection des trois surfaces que Ton obtient en donnant aux trois paramètres p, pi, pt des valeurs convenables. Les trois familles de surfaces (p), (p,), (ps) forment un système de surfaces propres à déterminer par leurs intersections tous les points de l'espace. Ces surfaces sont dites coordonnées. Généralement, l'angle que forment entre eux les plans tangents, menés en un point de l'Intersection commune de deux surfaces, n'est ni droit ni constant: il varie avec la position du point.
Soit un point mobile, supposé libre ou assujetti a se mouvoir sur une surface ou sur une courbe. Si l'on étudie les différentes positions de ce point au moyen d'un système de coordonnées quelconques, les déplacements de ce point ont des relations nécessaires avec les déplacements correspondants que subissent les coordonnées de ce point; le problème des coordonnées curvilignes consiste à déterminer ces relations, en leur donnant la forme la plus simple.
Ces relations, au point de vue géométrique, sont des théorèmes remarquables entre les éléments de la trajectoire décrite
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el les éléments des courbes ou des surfaces coordonnées. Au point de vue analytique, elles fournissent un moyen facile de passer d*un système à un autre système» et aussi de résoudre la question qu'on se propose, dans le système le mieux adapté à cette question.
2i2. Notations; hypothèses, — Toute grandeur déterminée par une seule surface coordonnée prendra Tindice de celle surface. Si cette grandeur est déterminée par l'intersection de deux surfaces coordonnées, elle prendra l'indice de la troisième surface.
Nous appelons n, n„ n^ les trois normales aux surfaces en un point fp, pi^ps) de leur intersection commune; /, /t, la» les trois tangentes aux trois courbes coordonnées passant par le même point ; <t, ^,, Vt les trois arcs coordonnés se coupant en ce point.
Nous regardons comme positifs une normale, une tangente, un arc, etc., comptés du côté où le paramètre de la surface augmente, et négatifs quand on les compte en sens contraire.
Dans la permutation des indices, nous regardons comme affectée de l'indice zéro toute lettre dénuée d'indice, et nous restituons cet indice toutes les fois que la cbose devient nécessaire pour éviter toute ambiguïté. La permutation rotatoire sera directe lorsque les indices o, i, 2 seront respectivement remplacés par i, 2, o.
Lorsqu'un groupe d'équations se déduit d'une équation donnée, par la rotation des indices, nous écrivons à droite de cette équation, considérée comme type, un chiffre entre parenthèses ( ), indiquant le nombre^des équations contenues dans le type.
Lorsqu'un groupe d'équations se déduit d'une équation par la permutation des lettres x, y, 2, nous écrivons, à droite de cette équation, entre crochets [ ], un chiffre indiquant le nombre d'équations appartenant au groupe qui se déduit de cette équation comme type.
Les parties positives des tangentes t, ^, ^ forment un triédre, et les parties positives des normales n, n,, iti forment un autre trièdre. Ces deux trièdres sont supplémentaires.
DBS GOORDONNftBS CURVIUGNBS QUBLCOIIQUES. 897
Appelons 6, 0,» 6, les angles des normales positives Ri, n,; nu n;n,ni; et (p, 91, 91 les angles des tangentes positives fi, /,; iu t; t, /i. D*après cela, les angles dièdres du premier angle solide seront tt — <p, tt— <p,, 71—92; les angles dièdres du second angle solide seront tt — 0, tt — 9i, tt — ôa.
Il nous sera quelquefois plus commode de représenter les variations partielles par rapport à p, p., pt par les caractéristiques du dit dt ou bien par J^ d^^^ d^^.
Lorsque, dans une expression placée sous le signe 2, un indice ou une lettre reste invariable durant la permutation tournante des autres indices également placés sous le signe 2, nous aurons soin de placer cet indice ou cette lettre, qui reste invariable, entre crochets [ ].
Les surfaces coordonnées passant par un point forment, avec les trois surfaces coordonnées passant par un point inBniment voisin, un parallélépipède curviligne dont les arêtes, contiguës uu premier point, seront da, é/^i, da^
243. Données du problème. — Si Ton appelle h] la somme des carrés des dérivées du paramètre pi par rapport à a;, 7, z, on aura les valeurs de As h% h\ et de d, 6t, 6u au moyen des deux groupes
' ' dx' dy* dz' " v ,
,3 ±!lp^p'lt+^±' = h,h,cose. (3)
' ' dx dx dy dy dz dz ^ '
Les angles f , <pi, 91 seront donnés par les trois équations contenues dans le groupe
, -, dx dx dr dr dz dz rfcr, rfc, ,,.
■^' dpi c/p, ap, dpi dpi dpi dpx dp.
Les auxiliaires /i, /i,, A, sont nommés paramètres différen* tiels du premier ordre.
244. Des paramètres différentiels du premier ordre. — Soit ds le déplacement du point A(p,p,,p3]9 dans une direction quelconque; dx, dy, dz les projections de ce déplacement sur les
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trois axes rectangulaires x^ y\ z. Si nous prenons la variatioD d'une équ9iiïoï\f(Xfjr, z) = p par rapport à ds, nous aurons
or» en divisant les deux membres par hds^ le second membre devient égal au cosinus de l'angle que la normale n fait avec le déplacement ds, et Ton obtient
ds I
dp Acos(it, fib)
Si le déplacement ds coïncide successivement avec les arcs da, d(Ti^ d<Tt, on obtient le groupe contenu dans l'équation
Ot, si l'on projette la tangente / sur le plan /, ^, en appelant p cette projection» on aura
(5)' cos [n^t) = sin(/>, /j=:=sin9, sinds^sindisinfa* (3)
Delà résulte que le produit sindslnçi sincps ne change pas quand on fait subir aux indices la permutation rotatoire, et qu'il en est de même du produit sindsindi sinçs. Si Ton pose le premier produit égal au rapport de l'auxiliaire M au produit des trois paramètres h, ht, As, on aura, par l'élimination de d,
L 1 2 i i == ^ ~ cos'ç — cos' 9, -— cos' 9a -f- 1 COS 9 COS 9» cos 93,
et le groupe contenu dans le type (5) devient ft^s, ddx AAjSin9, ,^.
Il est aisé de voir que l'auxiliaire M a une signification géométrique; elle représente le volume d'un parallélépipède construit sur liy hxy ht qu'on aurait préalablement porté sur les directions des éléments cfo-, r/o-., c/o-j à partir du point A.
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Composantes obliques d'une longueur. — Soient
^ une longueur donnée en grandeur et en direction;
/(O, /(i), /(» ses composantes obliques suivant les tangentes aux axes coordonnés;
^•)^ ^(i)^ ^1) ses projections orthogonales sur les mêmes tangentes;
/("}, /("i), /("a) ses composantes obliques suivant les normales n«, /i„ /i>aux surfaces coordonnées;
4^*), ^("i), ^(«») ses projections orthogonales sur ces trois normales.
Si Ton construit deux parallélépipèdes dont les arêtes du premier soient /<•>, /('\ A*^ et dont les arêtes du second soient /("), /("i)y /(s); en projetant sur la tangente t et sur la normale n les périmètres des polygones fermés» dont les côtés du premier sont l^^K /^'^/^'^4;, et dont les côtés du second sont /('•^ /("«^ /("*^ ^ on obtient les deux équations
/ ^(')z=/(Ocos(rf(7, rf<7)-+-/c«)cos(rfo', £/<7,)-f-/f*)cos(rf(y,rf<r,), I , . ^ I 41î"^ = /^"^ cos ( n, /i ) -h ^"»> cos ( n, /i, ) -h /("«î cos ( n, n, ) ; j
or, si Ton projette le périmètre du premier polygone sur la normale n et le périmètre du second sur la tangente, on a les deux types suivants :
j41<->=/^*>cos(n,dcr), j '^ ) ^•) = /(«)cos(ii,rf(7); (
de ces dernières, on déduit les suivantes :
f/ % / J N V . ^ cosfrrfo"], rfo")
cos n, c/o-)
f /^•îcos n,rf(T= 2 4*(*^ ^'; ^ , /» »
\ \ ' / -^ cos(/i, rfo") ;
On voit que les équations (6) donnent les projections orthogonales en fonction des composantes obliques, et que les équations (6)' donnent les composantes obliques en fonction des projections orthogonales.
4oO LIVtB II. -- SECTION I. — CHAPITRE I.
â&G. Angle de deux droites. — Soit une seconde droite 4^ menée en grandeur et en direction à partir du même point, et soient les composantes obliques et les projections de^et de^ représentées par les mêmes lettres, les secondes étant accentuées; si l'on projette sur ^ le périmètre du polygone gauche dont les côtés sont égaux et parallèles à ^*>, /(*>, /^'>, on aura une première relation ; et, en projetant sur ^le périmètre du polygone gauche dont les trois côtés sont égaux et parallèles à f (•), /'(O^ f (a)y on aura une seconde équation. Nous écrivons sous la forme suivante ces deux équations :
^8) I 4Lcos(4,<:)=.2/c)cos(t,rf<x),
I 4L'cos{<^, ^)=2/'C)cos(^,rf<r);
or, si l'on élimine les composantes /(•>, /c»), /<»>, /'(•), /'(•), /(») au moyen de la première des équations (7], les deux équations précédentes deviendront
V i \\^'\^f j^ cos{n,da) J^ cos(n, cfa)
qui conduisent aux deux nouvelles équations
^Srcosff f) =1 ^^^ ^^' "^^ ^^^ ^^' "^^^ = ; ^^^ ^^' ''^ ^^^ ^^' ^^^ ■ ^ ' ^^'^^ cos (n.da) cos(ii,rf<y)
On serait arrivé aux mêmes équations en opérant sur ^et^' et leurs composantes obliques par rapport aux normales aux surfaces coordonnées. ,
Ces deux formules sont générales, pourvu que l'on considère les périmètres des polygones et les lignes comme pouvant être parcourus par un mobile suivant deux directions inverses l'une de l'autre, et qu'on prenne pour angle des deux droites l'angle des deux directions de même nom que ces deux droites.
247. Angle des arcs et des normales avec trois axes rectangulaires. — Les cosinus des angles de la normale n avec les trois axes rectangulaires sont
dp dp dp hdx hdy lidz
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Les cosinus des angles que la tangente t à Taxe da fait avec
tes mêmes axes sont
flte dr dz da dcr d^
Les cosinus des angles que les normales n., n, et les tangentes ^1, /i font avec les mêmes axes se déduisent des précédents par la rotation des indices. Un point important de la théorie consiste à exprimer les cosinus des angles que font tes normales avec les axes en fonction des cosinus des a^les que les tangentes font avec les mêmes axes, et réciproquement*
On obtient ces cosinus directement et sans calcul au moyen de la première des formules (8)*'. Si l'on fait coïncider^ avec x et ^avec fiy on obtient l'équation
'^ ' cos (n,a(T)
En y remplaçant les cosinus par leurs valeurs et en opérant de même sur les deux autres normales par rapport à Taxe or, on obtient finalement les trois formules contenues dans le type suivant :
Les deux groupes d'équations semblables en j et en z se déduisent du groupe précédent en y remplaçant dans le groupe (9] d'abord x par /, et ensuite par z.
Pour résoudre la question inverse, on fera coïncider, dans la deuxième des formules (8), ^ avec x et ^avec i; on obtient ainsi
cos(/.x)=2^'^<^'"^;'"''W^^); (3) ^ ' cos(/i, d(r) ■ ^ '
en y remplaçant les cosinus par leurs valeurs et en introduisant lesatixiliaires H, Hi, H2 par la condition que Ton ait (2H)
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on obtient les trois équations contenues dans le type suivant :
Deux autres groupes semblables en x et ^ se déduisent du précédent par le changement successif de â? en ^ et en z.
Les auxiliaires H» H,, Hs jouent dans la théorie un rôle aussi important que les paramètres h, A,, ht.
2M. Solution cutalytique de la question précédente, — SI l'on veut résoudre aiialytiquement la même question, on écrira les trois équations suivantes :
dp dp dp ^P , ^dp^^L ^^„f^ „^
Fdxdi-^Td^l^-^hTzll-^ ^"^^ ^''^ '*''
dp dp, dp dp, rfp_ ^. _/. ^_/„ ^ V
dp dp, do^^ j!p_ ^Ç? -a cosfn n ) * hdx dx ^ lidxuy ^ hdz dz -^''COS (!»,«,),
lesquelles sont données par les équations (2) et (3). On muU pliera la première par — 5 la deuxième par -^^ la troisième
par — -^ et Ton ajoutera membre à membre; or, en remardp^
quant que, dans cette équation résultante, les coefficients de
dp dp dp ^ .. j» .'.'
7~7~* Â/ ' 'TT ^^ ï>^>^> par suite dune propriété connue
des fonctions soumises à un changement de variable, on aura la première équation du groupe (9]; et, en opérant de même, on obtiendra les deux autres équations de ce groupe. Si ensuite on résout ce système d'équations par rapport aux incon-
dx dx dx nues-T~> -T-y --fi on tombera sur les équations du groupe (10).
Il nous semble que la marche géométrique est préférable* et rien n'égale l'élégance avec laquelle la Géométrie donne d'emblée les expressions des inconnues des deux systèmes d'équations, sans les résoudre.
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24-9. De la courbure propre et de la courbure inclinée d'une ligne coordonnée. — Si Ton se reporte au n*> 49 'du Livre I, on voit que la définition que nous y avons donnée de la courbure inclinée suivant une direction quelconque trouve son application immédiate dans la théorie des coordonnées curvilignes quelconques.
i"* Elle s'applique a la courbure propre d'une ligne coordonnée dvii puisque cette courbure n'est autre chose que la courbure inclinée de l'arc ^o-i» suivant les tangentes à cet arc;
elle est représentée conformément à nos hypothèses par et l'arc de contingence propre sera du, de sorte que l'en aura
' __ A,, <^ii "~ d<j,^
et, d'après les principes établis au n*" 40, la projection de cette courbure sur l'axe des x sera donnée par la relation
2<* Elle s'applique à la courbure inclinée d'un arc coordonné ddx suivant un autre arc coordonné c/o-i, en appelant ainsi la courbure inclinée de la ligne da^ suivant les tangentes à Tare da^^ et cette courbure sera représentée, d'après les
mêmes hypothèses, par-; — ; et si» par le point que l'on con-
sidère, on mène deux droites parallèles aux tangentes menées par les extrémités de l'arc da^ aux deux courbes de la série (o'a) passant par ces extrémités, et que de ce point comme centre, avec un rayon égal à l'unité, on décrive un arc de cercle entre ces deux parallèles, cet arc de cercle dji sera Tare de contingence inclinée correspondant, de sorte quo l'on aura
K^7i "^ dd, '
et, si l'on projette sur l'axe des a: le périmètre du triangle infînilésimal isoscèle ainsi formé, on aura l'expression suivante
uG.
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de la projeclion sur Taxe des x de la courbure inclinée :
3® Elle comprend la flexion d'une surface coordonnée suivant une direction donnée sur celte surface. En effet, cette dénomination s'applique au rapport de Tangle de deux normales à la surface menées parles deux extrémités d'un arc infiniment petit siiué sur la surface, à la longueur de cet arc ; on voit donc que la flexion de la surface p, suivant un arc ^0*1, n'est autre chose que la courbure inclinée de cet arc suivant les normales a la surface et qu'elle sera représentée par
- — > et l'arc de contingence inclinée correspondant par d»i,
ce qui fournira la relation
X^nx "" d(Tx '
et Ton aura, pour représenter la projection de cette courbure sur l'axe des x, l'équaiion
(.3) _cos(n,^) = — i^'.
250. Des composantes d'une courbure inclinée* — Quelle que soit la courbure d'une ligne coordonnée que l'on considère, son arc de contingence inclinée correspondant donne la direction de cette courbure et, de plus, comme cet arc est proportionnel à cette courbure, il peut aussi la représenter en grandeur; de celte sorte les composantes de cet arc, suivant des directions données, sont proportionnelles aux composantes des courbures suivant les mêmes directions; on aura donc une image nette de ces dernières composantes au mojen
des premières. Soit la courbure-;— d'un arc rfo-i, inclinée sui-
vant rfo-,, nous pourrons prendre les composantes de celte
courbure suivant les trois arcs coordonnés dtr, dcrx^ das, et
nous représenterons ces composantes par ^p j<7,» j^^^\ nous
*a I 'ai *3 1
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pourrons également prendre les composantes de cette courbure suivant les trois normales aux surfaces coordonnées, et
nous représenterons ces composantes par -^» -^^i p-^- De
• J I *2 I Ml
même, nous serons conduits à projeter cette courbure» soit sur les directions des arcs coordonnés, soit sur celles des normales; les trois premières projections seront représentées par
jHîi'Tîô'jrm» et les trois secondes par -1^, ^, * . H
nous sera moins utile de considérer les projections de la
courbure •— sur les plans tangents, soit à la surface p, soit à
la surface pi, dont l'intersection donne la ligne coordonnée da^ que Ton considère, et Ton représentera ces deux projections
par r^,9 P7J9 les indices supérieurs étant relatifs aux sur-
faces.
£n ce qui concerne les composantes des arcs de contingence inclinée d'une ligne coordonnée, des conventions analogues doivent être faites. Soit 3,, Tare de contingencejnclinée
relatif à la courbure -j—y les composantes obliques de cet arc
de contingence suivant les trois lignes coordonnées et suivant les trois normales seront i'/*, i% i\'!; 1^,"^ i^"l\ i^"l\ .
Les projections orthogonales de cet arc sur les lignes coordonnées et sur les normales, seront exprimées par les symboles correspondants 3*//, ôV*, ^î,','; 5^",^ 5^,^' 55;,«\
Les projections de cet arc de contingence sur les plans tangents aux surfaces p etpi, seront par la même raison J*/,^ J^/.
Ces conventions s'étendent à une courbure inclinée quelconque, de sorte que, par l'emploi de cette notation, il ne pourra jamais y avoir la moindre ambiguïté, ni sur la nature de la courbure inclinée, ni sur la nature des composantes dont il s'agit.
251. Relations entre les composantes obliques et les projec' tions orthogonales d'une courbure. — Les équations (6) du n° 2^5 étant appliquées aux composantes obliques d'une cour-
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bure -;p9 suivant les trois arcs coordonnés et à ses projections
orthogonales sur les mêmes arcs, et aussi à ses composantes obliques suivant les trois normales et à ses projections orthogonales sur les mêmes normales, donnent les deux types suivants :
I .^V cos([^(t]), d<T
Le premier fait connaître les projections orthogonales d'une
courbure — sur les trois arcs coordonnés en fonction des corn-
posantes suivant les mômes arcsde la même courbure; le second fait connaître les projections orthogonales de la même courbure sur les trois normales coordonnées en fonction des composantes de la courbure suivant les mêmes normales.
Les équations (7] du n"" 245 donnent les deux groupes suivants :
I ros(/», r/c)
ï ros(n,r/(T) î
desquels on déduit lesXrois équations suivantes :
(.5)' JZ T ^^^
De même, les équations (6)' du n° 2i5 étant appliquées aux mêmes courbures donnent deux types inverses des types (14), et si Ton pose, pour abréger,
(16) /i = sin(psin9i sinô,,
le produit /* étant invariable^ malgré la rotation des indices
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(2U), Texpression de ces deux types deviendra
A» V^ sin(rf(Ta, r/<T,) .r ^ .
lesquels font connaître les composantes obliques d'une courbure, soit suivant les arcs coordonnés, soit suivant les normales, en fonction des projections de la même courbure sur ces arcs ou sur ces normales.
Relations entre les projections d'une courbure sur un arc coordonné et les projections de la même courbure sur le plan tangent à la surface coordonnée passant par cette courbe. —
Considérons la courbure — -*, remarquons que, pour pro-
jeter cette courbure sur l'arc rfo-,, on peut projeter cette courbure sur le plan tangent à la surface pt, ce qui donne
jj^i et ensuite projeter cette projection sur rf<7i, ce qui
. sinfrfc, do-) • . . j.
donne — ^^„, — -'^ or, en projetant directement cette courut i
bure sur rf<7„ on a - — -^^ — -: ces deux résultats devant être
égaux, on a une première équation. Si Ton opère de même par rapport à l'arc do-j, et qu'enfin l'on remarque que la courbure
— - est perpendiculaire à l'arc d<T et que, par conséquent, la
projection de cette courbure sur cet arc est nulle, on a les trois équations relatives aux projections de cette courbure sur les trois coordonnées
cos(4^.,, rf(T,) __ sin (rf(7,, dd)
cos (^0,, rf(7,) s\n {(l(ju <h] cos(j;„, dd]
oi
Ces équations forment un type contenant neuf groupes semblables relatifs aux neuf courbures des arcs coordonnés.
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252. Fariation des cosinus des angles coordonnée enfonc-' tion des courbures. — Si Ton se reporte au n"* 49 et qu'on fasse coïncider les directions v, fjc, dk avec les directions «/a-., ddiy ddf la formule ("k) donnera le type suivant, qui formera neuf équations:
/ rfC0s(f/(T,,rf(7,l COS(rf(Tf^n) \
•C" -Cm -La»
lequel fournit la proposition suivante :
TefiORÈMB I. — Si l'on prend les courbures inclinées d'un arc coordonné suivant deux arcs coordonnés quelconques et qu 'on projette ces deux courbures, chacune sur celui de ces deux arcs qui est réciproque à l'arc d'inclinaison, la somme de ces projections est égale à la variation du cosinus de l'angle de ces deux arcS par rapport au premier.
La formule (17] est tout à fait générale, et chacun des indices du premier membre a son correspondant dans le second, de sorte que la variation d'un seul indice du premier membre entraînera la variation du même indice dans le second.
Si l'on considère toutes les équations dans lesquelles le premier membre a, à son numérateur, un de ses indices identiques à Tindice du dénominateur, on trouve les six formules données par le type suivant :
lequel donne lieu à la proposition suivante :
Théorème II. — La projection de la courbure propre d'un arc coordonné sur un autre est égale à l 'excès de la variation du cosinus de Vangle de ces deux arcs par rapport au pre* mier sur la courbure de cet arc inclinée par rapport au second f projetée sur le premier.
Comme la courbure propre d'un arc donne une projection nulle sur cet arc, et que les projections de cette courbure sur
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les deux autres sont données par les formules (iS), la courbure propre de cet arc est connue en grandeur et en direction en fonction des variations des angles que cet arc fait avec les deux autres et des projections de ses courbures inclinées suivant ces deux arcs» sur Tare lui-même.
Si l'angle que cet arc fait avec les deux autres est constant» les projections des courbures propres de cet arc ne dépendent que des projections de ses courbures inclinées, suivant ces deux arcs, sur l'arc lui-même.
Il est évident que la constance d'un angle coordonné entraîne le théorème suivant :
Théorèhb III. — Si rangle de deux arcs coordonnés est invariable f et qu'on projette sur un de ces arcs fa courbure de cet arCf inclinée suivant le second, cette projection est égale et directement opposée à la courbure propre du même arc projetée sur le second,
253. Variation des mêmes cosinus en fonction des projection des arcs de contingence inclinée. — 11 est aisé de voir que, si l'on multiplie les deux membres de l'équation (17) par dv, elle peut être mise sous la forme suivante :
(17/ c/,{cosrf<j., d^,) = 3\V + ôVJ. (9)
Cette équation donne naissance à un théorème analogue au théorème I du numéro précédent.
TflâORtaB IV. — Si l'on prend les arcs de contingence mclinée d'une ligne coordonnée suivant deux lignes coordon^ nées quelconques qui déterminent une surface et qu'on pro» jette ces deux arcs de contingence chacun sur chacune de ces deux lignes 9 réciproque à la ligne d'inclinaison^ la somme de ces projections est égale à la variation du cosinus de V angle de ces deux lignes par rapport à la surface qui le» contient.
On déduit de même de l'équation (18) l'équation suivante r
(18)' ôiv == rfcos (rf(r„ dtj) - 5»;;.
qui donne aussi lieu à des théorèmes analogues aux théorèmes II et m du numéro précédent.
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254. De la variation complète du cosinus d'un an^e coor^ donné. — Si dans Téquation (17)' nous remplaçons successivement l'indice zéro par les indices i et a, nous aurons deux nouvelles équations; si nous ajoutons membre à membre ces trois équations, le premier membre de l'équation résultante sera la variation complète du cosinus de l'angle [d^u dat) ; on aura donc la relation
(19) dcos (rf(7., rfc7,) = (5«v -*- ô\v -+- 5\v) + (ôv; -4- 3v; -^ ^v;}.
laquelle donne naissance au théorème suivant :
Théorème V. — La variation complète des cosinus d'un angle coordonné est égale à la somme de tous les arcs de contingence des lignes coordonnées, inclinés suivant les deua: côtés de cet angle et projetés chacun sur le côté réciproque au côté d'inclinaison.
On voit que, si cet angle est droit ou constant, la somme de ces projections est nulle*
255. Variation des angles coordonnés, — Considérons maintenant l'équation (X') du n^ 49, et faisons coïncider les directions v, /x, dl avec e/o-|, dau dcr^ cette équation deviendra, en remarquant que 9 = (rfo-,, rfo-,),
/ \» do I ï , .
U(T 1-.,, l^jj
de laquelle on déduit le théorème suivant :
THfioRfeMB VI. — La variation d'un angle de deux arcs coordonnéSf par rapport à un arc coordonné quelconque, est égale et directement opposée à la somme des projections^ sur le plan tangent à ces deux arcs, des courbures inclinées de cet arc suivant les deux côtés de l'angle.
On déduit facilement des théorèmes analogues aux théorèmes II et III du n» 252.
Si Ton introduit, dans Téqua^ion (17)'^, les projections des angles de contingence inclinée sur le plan tangent, cette équa-
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tion prendra la forme suivante :
(.7)- - rf.9 = j'.v + J',V. (9)
laquelle donne immédialement le théorème suivant :
TBfiORftMB VII. — Si l'on fait varier une surface coordonnée^ la variation résultante d'un angle coordonné quelconque est égale et de direction contraire à la somme des projections, sur le plan tangent à cette surface, des angles de contingence de la ligne qui coupe la surface, inclinés suivant les deux lignes qui forment l'angle.
Pour que l'application de ces deux dernières formules ne donne lieu à aucune méprise, il faut remarquer que le second indice inférieur, commun à chaque terme du second membre, est le même que Tindice de la différentielle d du premier; que les premiers indices inférieurs du second membre sont marqués par les indices des deux côtés d<Xi, dcr^ de l'angle 9, et que Tindice supérieur commun aux deux termes du second membre est marqué par l'indice de 9.
D'après cela, en remarquant que rf = r/© -+- </i -4- rfi, on aura l'expression suivante de la variation totale de l'angle 9 :
( .9)' - rf<p = j'.v + y:: + j'.v + r:i + j-v + rr,,
dans laquelle il serait facile de déduire un théorème analogue au théorème V.
256. Expression des angles de contingence géodésique d'une ligne coordonnée en fonction des variations des arcs coor-^ donnés, -~ Cette expression dépend de la résolution du pro* blême suivant:
Problème. — Un point quelconque A d'une courbe plane dcr subit un déplacement AB dans le plan de cette courbe et dans: une direction donnée par une certaine loi, de telle sorte que le lieu des points B est une certaine courbe; trouver l* expression de l'angle de contingence J en fonction de la variation de l'arc da et de la variation du déplacement AB {fig. 3']),
AE, £A' sont deux tangentes infiniment voisines à li*
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courbe dtr; A'N est perpendiculaire à A'E, A'Mi h AE; A'I est parallèle à AB; /x est le cosinus de l'angle EAB (^); (h est le
Fig. 37.
déplacement AB; d représente la variation par suite du déplacement. Cela posé, les deux triangles A'ME, MiA'N donnent la suite des rapports égaux
, . A' M M.N M.B'-B'N M.H-IB'-NB' angleJ^^^ = ^^= A^N = —
or
^W = -ixds'-d.{u.ds), A'N = rf*sin4/; en substituant, on trouve l'expression suivante de J :
j __d9{fxds) — i d<T </jsinv|;
Cette formule est tout à fait générale et se rapporte à un déplacement ds quelconque.
Supposons maintenant que la courbe 0-, au lieu d*ètre plane, soit située sur une surface px, que AB, A' B'soientdeux tangentes infiniment voisines de la série (<T^) aux points où elles coupent la courbe <7, le déplacement étant toujours ds. Le poly* gone AEA'B'CB est maintenant un polygone gauche, lequel projeté sur le plan tangent à la surface au point A donne un polygone plan analogue à celui que nous venons de considérer. La formule précédente ne sera pas changée, seulement J sera la projection sur le plan tangent de Tangle de contingence de la courbe dcr, et l'angle ip deviendra ((/a, dcri); on aura donc la formule suivante, qui se rapporte à un dépla.
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cernent quelconque d$j effectué à partir de la courbe a, sur la tangente à la courbe o-i :
257. Expression des angles de contingence géodésique^ par rapport à une surface, d'un des arcs coordonnés situés sur cette surface en fonction des variations de ces arcs, — Supposons maintenant que le déplacement ds est Tare de la courbe ai, compris entre deux courbes infiniment voisines delà série (o-)» et qu'on représente par dcùt Taire du parallélogramme dont les côtés sonid(T,d(rif de telle sorte que ^«a soit égala {/aJo-| si nf^; on obtiendra une formule relative au plan tangent à la surface Pu laquelle, jointe à la formule réciproque relative au même plan, fournira le système suivant d'équations :
(2l) r-j7^ = cf.(rf<7, COSÇa) — C/, </(T, --,^ = r/, (rf(7C0S9:) — rf.rfu,, '-••0 ^«1
lesquelles donnent les angles de contingence propre géodeslque de chacune des lignes coordonnées sur chacune des deux surfaces qui contiennent cette ligne, ces angles de contingence géodésique étant exprimés en fonction des variations des arcs coordonnés situés sur la surface.
Expression des angles de contingence géodésique inclinée d'un des deux arcs coordonnés situés sur une surface enfonc^ tion des,variations de ces arcs. — Si Ton effectue la différentiation indiquée dans le second membre de Téquation (21], et
qu'on élimine j-(^ de la première et |-^ de la seconde, au
moyen des deux formules réciproques, relatives au plan tangent à la surface pi (255),
Ja) ' I (2) ' J^ — I «»> "^ I »2>'
d<T L\V UV ^cr. LiV L\ .
contenues dans le type (17)^, on tombe sur les deux équations réciproque.^ suivantes :
(22) j-,^^=rf, rf<7— ■COSÇt^/orfs',, -r-f^=rf»^/c7, — COSÇar/.rfo-. (3)
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Ce type contient six formules qui sont relatives par couples à chacune des surfaces coordonnées, et font connaître, sur chaque surface, les angles de contingence géodésique de l'un des deux arcs coordonnés suivant l'autre.
Pour trouvei^ toutes les formules renfermées dans les types (21), on fera subira chacune de ces équations la permutation tournante des indices, ce qui fournira quatre nouvelles équations, et Ton opérera de même sur les équations (22).
Expression des projections des courbures propres el des courbures inclinées sur les arcs coordonnés. — Si Ton a recours aux relations (16)" du n^251, on pourra introduire, par élimination, dans les formules (ai) et (22), les projections des courbures propres et des courbures inclinées, et Ton obtiendra ainsi les deux systèmes suivants :
—ûr — d.[d<7x COS9,) — rf, rfo-,
(,) =^d,[d(T COSÇa) —d.dT , •Cl «
dtrdcTx j j , ,
la) =dtd(T — COSÇa a. ddiy
— TjTy- = a.acT, — COS91 0, da,
"Coi
qui sont relatifs au plan tangent à la surface ps. Les deux systèmes relatifs aux surfaces p et pi se déduisent des précédents par la rotation des indices.
258. Variation des arcs coordonnés. — 1* Si l'on résout les deux équations (22), par rapport aux variations d^d^t, dxdu^ prises comme inconnues, on obtient les deux équations suivantes relatives à la surface ps :
. ^. sinytrfirfo- I ros9, sin(D,^/.rf(T, i coscp, .^.
^""^^ ~d<T da, - L'.V "^ T^r ' <^cr«/<7. - L'.V "*" T'.V" ' ^'
lesquelles donnent les variations des arcs tracés sur la surface P2, en fonction linéaire des courbures géodésiques incii* nées de ces arcs, suivant leurs directions réciproques.
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^* On déduit de même des équations (22]' les expressions éqUivalenies de ces variations, en fonction linéaire des projections normales des courbures inclinées de ces arcs :
sin'9,rfrrfo' I coscpi
^ ' * sin'93c/,a(7i I ros<p, ' ^ '
lesquelles, si l'on appelle^- la résultante des courbures — ,^,» -777, î prendront la forme significative suivante :
, ^.„ sin'cpa rf. dfj _ ros (>,. da) sin-yarforfq-, _ros().,.f/g,)
^ " ^ c/{7 (/o-, "" Ai ^ û^T, rfôr ~" Â, * ^ '
On obtiendra les groupes des formules relatives aux autres surfaces par la rotation des indices.
S"" Enfin, si dans les équations (sS)' on exprime, au moyen des formules (i4j> les projections des courbures sur les arcs coordonnés en fonction des composantes obliques de ces courbures, on trouve facilement les deux relations suivantes:
Ces formules se rapportent à la surface pa, et elles font connaître la variation d'un arc en fonction des composantes obliques des courbures inclinées, en donnant la proposition suivante :
Théorème. — La variation d'un des deux arcs coordonnés situés sur une surface par rapport à l'antre arc est égale à la différence des composantes obliques suivant le premier, des courbures inclinées de ces deux arcs suivant leurs tangentes réciproques,
259. Relations entre les composantes des courbures in^ clinées. — On a les deux relations
dx Y d(Xx dx ^ ddi
dp, ' ' f/p, (h> ' //pi '
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k différentiation de la première par rapport à çh et de la seconde par rapport à pi donnera deux résultats identiques, quels que soient X, Xi» X3. Or, si de ces deux résultats on
élimine les deux termes -,— '» -y—? au moyen des équations {2)
et qu'on Identifie les coefficients de X, Xi, X,, on obtient deux sortes d'équations. La première reproduit les équations (23)' du n^ 2589 ce qui constitue une démonstration analytique des formules et des théorèmes relatifs aux variations des arcs coordonnés et établis géométriquement dans le numéro ciié. La seconde sorte d'équations est renfermée dans le type suivant :
(^4) 7tT, = 4' (3)
de laquelle on tire la proposition suivante, qui a une grande importance dans la théorie.
Théorème. — Les composantes obliques, suivant un arc^ des courbures inclinées d^s deux autres arcs suivant les arcs réciproques sont égales.
Maintenant, si dans l'équation précédente on exprime les composantes obliques des courbures inclinées en fonction des projections de ces courbures sur les arcs coordonnés, on tombe sur les équations contenues dans le type suivant :
(^4/ j7îâï-7inM s»n?-^- — ,7ù^ Tm — = o. (3)
260. Expression de la courbure inclinée d'un arc suivant le second et projetée sur le troisième^ en fonction des variations des arcs coordonnés. — Il nous reste à calculer la projection de la courbure inclinée d'un arc suivant le second, cette projection étant faite sur le troisième. Ces projections sont au nombre de six. Or, si l'on élimine dans l'équation (24)' les
courbures —77,» -773 au moyen des formules (22)', on obtiea-
dra les trois équations suivantes, qui se déduisent l'une de l'autre par la rotation simultanée des indices, et qui contien-
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nent ces six projections
or le type (17)' coniienl les trois équations suivantes entre les mêmes projections. Ces équations» qui se déduisent aussi l*une de Tautre par la rotation simultanée des indices» sont
on a donc un système de six équations linéaires entre six inconnues qui sont les projections dont il s'agit» de sorte que la résolution de ces équations fera connatire ces projections. Comme chacune de ces six équations ne renferme que deux inconnues, Télimination se fera simplement de la manière suivante : on ajoutera la dernière du groupe (25) avec la deuxième du groupe (26]» et l'on tombera sur l'équation
/^^^ ' . ' _rf(rf(T. cosy)-cos9.rf.rf(r
qui forme un type des trois équations que l'on obtient par la rotation simultanée des indices; en prenant la différence des deux dernières de ce groupe, on tombera sur l'équation
l rfdrfi (rfo-acosçi) — -rfc.rfjfrfq-coscpi) / I I I — • rfq- ros cp, (/, rfo-, 4- rfq*! ^os cprfo dd^ (
K^:i ~ ZT. " c/crrf(7.rfcr, ' '
et enfin, si l'on ajoute cette équation à la dernière du groupe précédent» on obtiendra le type suivant :
l - — TTn) — ■' ~ ^0 [d(Jx ddi COS9; — di [ddy d<7 cos 9,) ) [ +d(Tidy ( coscp, -, U \
qui contient six équations. On obtient celle qui est conjuguée en surface à Téquation décrite» parla permutation des indices inférieurs de la courbure» et des mêmes indices dans l'équation» ensuite chacun de ces types produit trois autres équations par la rotation simultanée de tous les indices.
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261. Remarques sur les formules précédentes. — D'après ce qui vient d'être établi dans ie n® 257 et les suivants» les projections des courbures propres et des courbures inclinées des arcs coordonnés sur les trois arcs coordonnés peuvent s'exprimer en fonction des variations de ces arcs. En effet, chaque ligne coordonnée a trois courbures, l'une propre et les deux autres inclinées suivant les deux autres lignes coordonnées. Or la projection de la courbure propre d'une ligne coordonnée sur cette ligne est nulle, et la projection des courbures inclinées suivant les deux autres lignes sur ces lignes est aussi nulle; cela réduit à six les projections des courbures propres et inclinées d'une ligne coordonnée. Le nombre des projections des courbures des lignes coordonnées est égal à dixhuit; or, de ces dix-huit courbures, six sont données par les formules (21)', six par les formules (22)', et six par les formules (28]. On a donc cette proposition ;
Théorème I. — Toutes les projections^ sur les lignes coordonnées^ des diverses courbures propres ou inclinées des lignes coordonnées suivant ces lignes s* expriment en fonction des variations des arcs coordonnés.
Et comme, lorsque l'on connaît les projections des courbures propres ou inclinées des lignes coordonnées sur ces diverses lignes, les composantes obliques sont aussi connues en vertu des formules (16), on a aussi la proposition suivante :
TefibRÈHE II. — Les composantes obliques des courbures propres ou inclinées des arcs coordonnés suivant ces arcs s* expriment en fonction des variations de ces arcs, et il en est ainsi des courbures elles-mêmes.
SI l'on ajoute les trois équations non conjuguées en surface contenues dans le type (28), on a l'équation résultante
2 d(J d<Tx rf(7, l-rjT) •+• ylT) "^ 7Tn ) / 8V/ )( \
= rf^î ^' (^^S9^^^)-*- rfcrî rf. (cos9. ^)+ rfa^rf.(cos9. ^j-
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Fariation de l'angle de contingence géodésique de Vun des deux arcs coordonnés situés sur cette surface par rapport à l'autre. — On a les deux relations
(«9) J'.V = 4. J'.V=rm; (3)
si Ton différeniie la première par rapport à pi et la seconde par rapport à p, et qu'on élimine la variation de da au moyen des équations (28 j, on a les deux équations suivantes :
.«fcr./(7.-rf(7AU^0"^sin9a?jlU.V^ LiVJ En opérant de même, on a les deux relations
/ool' 11»' — i^, ^K1^ — ^.
LUI ' ^«l I l
on aura
rfoJ
dada
262. Fariation de l'angle de contingence géodésique sur une surface de Vun des deux arcs situés sur cette surface par rapport à un arc sécant. — Il faut diffé rentier, par rapport à p), les équations (29), et l'on obtient les deux relations:
d. J^V __ rf^ /^\ I /_!_, , ros9.\ \
rfcr.rf(7."~ rfcr, \L'.V/ si"? l^VV UW M",' T )
et, en opérant sur les deux équations (29]', on trouvera les deux suivantes :
rf»J?» dy I i \ î I / ' cos
; - dlXv^l) ^ sin<p. L'.V (lV.' "^ LV,' ')' )
rfd.rfff. - rftr.VLi'.'y sin 9 L'.V \L',V "^ L'.V )
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Farialion de la projeelion de Varc de contingemce propre d*une des deux lignes coordonnées situées sur une smtface^ sur Vautre ligne. — On a les deux relations
si l'on prend les Tariations, par rapport à p,» de la première et, par rapport â p, de la seconde, et qu'on élimine les variations des arcs au moyen des équations (t^S)', on aura les deux équations suivantes :
rfcr.rfa - d<j \k::\) ^ sm'<?,OV Ici? C;V J '
Variation d'un angle de contingence inclinée suivant une direction quelconque et géodésique sur une surface de l'an des deux arcs coordonnés. — On a les deux relations
Si Ton différentie la première équation par rapporta p, et la seconde par rapport à p, on obtiendra deux équations dans lesquelles les indices supérieurs, entre crochets, des courbures inclinées suivant v, se correspondent.
dada da, da
* rf / I \ 1 / I coscpA
^ f ^ \ ' / > ros(P,\
Variation de la projection d'un arc de contingence inclinée d'une des lignes coordonnées par rapport à Vautre. — On a les deux relations conjuguées en surface
si Ton différentie la première par rapport à p. et la seconde
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par rapport à p, on obtiendra
rfo"
desquelles on déduira les différentielles des deux mêmes angles de contingence par rapport à pu
4aa LIYRK II. — SECTION I. — GHAPITBB II.
DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DES COURBURES
§ L — Des liaisons entre les variations des courbures.
263. De la variation de Vangle qu'une direction variable fait avec une direction fixe, — Soll l'axe des a: celle direction; considérons une ligne v menée par un poini et dont la direction varie avec le point. Si nous reslons fidèle à notre notation et que nous représeniions par X, Xi, X,; Y, Y„ Y,; Z, Z,, Z, les cosinus des angles que les arcs des coordonnées dfjj ddx^ d<Ti font avec les axes des x, y* ^f rectangulaires entre eux, on aura l'équation
/ \ ^ ^^^î \ d(Ti fX , X, , X, \ ,«.
(.) _cos{v,*)=^(^^, + ^ + ^j, (3)
qui est générale, et qui se rapporte à une direction quelconque de Vy de sorte que, si Ton fait coïncider celte direction successivement avec les trois arcs coordonnés, on aura les neuf équations contenues dans le type suivant:
, X rfX (fo*! /Xo . Xi . Xs \ , .
Le nombre de ces formules est neuf, provenant des différentiations par rapport à p, pi, pa des trois valeurs que prend le second membre de Téquaiion ( i ), suivant que l'on fait coïncider V avec chacun des trois arcs coordonnés.
26i. De la double variation de Vangle (v, x). — Si l'on prend la variation par rapport à ps des deux membres de Téqua lion (i), et qu'on élimine les variations des cosinus au moyen
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des équations (2), on aura l'équation suivante: dpt dp,
le signe Z s'étendant à toutes ies valeurs que prend l'expression placée sous ce signe, par suite de la rotation simultanée des indices non contenus entre crochets.
Cette formule est tout à fait générale ; l'indice qui suit v dans les composantes des courbures suivant la direction v est partout le même et égal à 1, il provient de la variation par rapport à Pi; le second indice, qui a£fecte les courbures des seconds facteurs de chaque terme, est partout le même et égal à 2y il provient de la variation par rapporta ps. Il sufQra donc de modifier convenablement ces deux indices dans le second membre et les variations correspondantes du premier pour avoir toutes les doubles variations possibles. D'après cela, la double variation du cosinus de l'angle (v, x)y suivant les mêmes paramètres intervertis, sera donnée par l'équation
rf|cos(v, or) " |rfpi dpi _ doidot y-, r 1 ^ ■ l_ d /rfq-[(»)] W
Op, tfp, LVl «lot) 'lv>l «liii 'l»al «(j,j 0P[i]\"P[a]'lv2l/J
Suivant que l'on fera coïncider dans l'équation (3) la ligne v avec les tangentes aux lignes coordonnées ou avec les normales aux surfaces coordonnées, on aura les doubles variations des courbures inclinées des arcs coordonnés ou des flexions des trois surfaces.
265. Des relations qui existent entre les variations des arcs de contingence inclinée suivant une direction quelconque, — Si l'on remarque que les doubles variations que nous avons trouvées dans le numéro précédent doivent être identiques, quels que soient les cosinus Xo, X„ Xa, on obtient, en identifiant les expresions de ces doubles variations, trois équations
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entre les variations des composantes obliques des courbures inclinées suivant la direction v. Ces trois équations sont :
l dp, [iirdpj 5p; [iiiiipj -^ 5p: z?^ Zva/î^ "" /wc/ "" ""
(S) M^ / d(Tt \ d / //g-, \ d<Tid^^/ i i \ _
^ M ^p' vi; '^/p./ 5^. vir^j "^ ^pT 4. 2^ v7.ïïi^3 " Â^îcvi / ~ ""'
le signe 2 s'étend à toutes les valeurs que prend l'expression placée sous, ce signe par suite de la rotation simultanée des indices non renfermés entre crochets [ ].
Les deux autres groupes, de trois équations chacun, contenus dans le type (5) se déduisent de ce type par la rotation de tous les indices o, i, 2 supérieurs ou inférieurs. Le premier groupe se rapporte au plan tangent à la surface p, le second au plan tangent à la surface pi, et le troisième au plan tangent à la surface ps.
266. Transformation des équations précédentes. — Multiplions la première équation du groupe (5) par cos(</o-, dfr)^ la seconde par cos(Jo', rfo-i], la troisième par cos[daf d<Ti) et ajoutons les équations résultantes, membre à membre; si l'on remarque que la somme des projections des composantes obliques d'une courbure sur l'une des trois directions, da, {/?!, dffi est égale à la projection de cette courbure sur cette direction, et si l'on élimine les variations des angles au moyen des relations (17] du Chapitre I, on obtiendra une équation qui formera, avec les deux que Ton obtient par un procédé analogue, le groupe suivant :
É. ( ^^' \ -. jL ( ^^' \ ^ rt[ff« rcos(j^v.,4i«»] cos(^,„j^„n
^P» Wp. CV dp, \(/p, ^";i j "" dp, dp, L Cv» C" -Cv» 0« J
g I d fd<Tx \ d I dT^ y rfq-.rf(r,rcos(.(^v».(L") cosi-Ç vi> -ÇHn
^ ] dpt V/p, KlVj dp, V/p, x^,\l ~ rfp, dp, L <.v. 0» -Cva 4L" J
dp. Wp. C\l dp, VP' -0"/ ^ dfy dp' L -tv. 4:« -Cv» o« J
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Le groupe précédent se rapporte au plan tangent à la surface p ; les deux autres groupes se rapportant aux deux autres surfaces coordonnées s'obtiennent par la rotation des indices o, 1,2.
Les équations du type (6j forment un système équivalent au système fourni par le type (5); mais elles ont des avantages qui leur sont propres^ soit au point de vue géométrique, soit au point de vue analytique. Elles conduisent au théorème unique suivant :
Théorèiib. — Si l'on prend les arcs de contingence inclinée de deux lignes coordonnées dtTxy dtjt suivant deux directions V, fjL et qu'on projette les arcs inclinés de contingence suivant une direction y, sur la direction d^ deux arcs réciproques de contingence^ la différence des produits binaires d'un arc par sa projection et la différence des variations, par rapport aux paramètres réciproques, des projections des deux atvs de contingence inclinée suivant la direction v sur la seconde direction fi sont égales.
Ce théorème permet de condenser les neuf équations du type (6j en une seule
/ ^rfg. ^T.rcos(<^v.,4^,,,) cos(41v», -Ct..)] i ( dp, dp,l ^Iv. 41,.. -Cvi^H J )
puisqu'il suffit de faire coïncider successivement dans cette dernière la direction p. avec dtr, d<Ji, dtr^ pour obtenir les précédentes. '
267. Deuxième transformation. — Considérons le second membre de l'équation (6') ; deux des courbures sont perpendiculaires à la direction v et les deux autres à la direction [x. Soit 71 une direction perpendiculaire aux deux directions v, p, et considérons le trièdre formé par les trois directions ^vi , J^^i, TT, on a la relation
cos(^vi, 41^3) — cos(^v„ 7r)cos(^;.„ 7:)
-f-sin(4^vi, 7r)sin(^.^„ ::) cos(v, p.);
si Ton divise les deux membres par le produit 41 vi \iy.7 et
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qu'on introduise les projections de ces courbures sur le plan des deux droites v» fx et sur la normale à ce pian, en restant fidèle à la notation du n* 49» et qu'on opère de même sur le second terme du second membre de l'équation (6)% le facteur binôme de ce second membre prendra la forme suivante :
v-vi N-jn "x-»» "^(ii / \ VI (la va |ai /
Or, si l'on remarque que, dans le premier membre de l'équation (6)', les courbures -— » -— - projetées sur la direction u
sont égales aux projections de ces courbures sur le plan (v, /u} multipliées par le sinusMe l'angle [v, [i), qu'on développe les "différentiations indiquées et qu'on ait égard k l'équation (X) du n^ 49, les termes qui contiennent cos (v, /x) s'annulent en vertu de cette équation, et l'on obtient l'équation suivante :
] - d ( d(T, \ d_( dj. \ I
(7) { -rfp.\^4.u;J 'dp\dpj.^^) } (3)
dpi dp^ / I I \
laquelle donne naissance au théorème suivant :
Théorèhb. — Si Von prend les arcs de contingence inclinée de deux lignes coordonnées dai, dct suivant deux directions Vf [JL et qu'on projette ces quatre arcs sur le plan des deux directions et sur la normale à ce plan, la différence des pro^ duits binaires des projections normales des arcs de contingence inclinée des deux lignes suivant deux directions différentes, et la différence des variations par rapport aux paramètres réciproques, des projections sur le plan vu des deux arcs de contingence inclinée suivant l'une ou l'autre des deux directions V, fx sont entre elles dans un rapport égal au sinus de ces deux directions.
L'un et l'autre des théorèmes démontrés dans ce numéro
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et dans le numéro précédent ont une grande importance, parce que chacun de ces théorèmes renferme, d'une manière complète, la solution du problème des coordonnées curvilignes, ayant pour but de déterminer les équations aux différences partielles du second ordre des lignes coordonnées, comme la chose sera mise en évidence dans les numéros suivants.
^68. Des relations qui existent entre les variations des courbures inclinées de deux arcs coordonnés suivant une di-^ rection quelconque. — i® Développons les différentiations indiquées dans les premiers membres des équations (5), et remplaçons les variations des arcs par leurs valeurs tirées des équations (23)' du Chapitre précédent, et Ton aura les trois équations suivantes :
5ï; (ë) " 5^ fe) ■*" ë fe ~ îïv) ■" c fe "" i\v
dT
dd
-faiJ \*l»il'»m 'w *»tii/
^J VlYil «,cii 'M '•tu/
Ces équations sont relatives aux variations des composantes obliques des courbures inclinées.
269. Des relations entre les variations des projections des courbures inclinées. — Pour obtenir les relations qui existent entre les variations des projections orthogonales des courbures inclinées, il faut se servir des équations (6)' et éliminer les variations des arcs au moyen de la formule
(9) —jr^TZ — =T7m-^-77m^ (6)
d(Ti d<T7
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qui n'est autre chose que la Torinule (23)' du Chapitre !*''• on obtient ainsi
/ \ ) ^ l ^ ^osçX i_ / I cosy\ l . .
Cette équation est telle que le second membre ne fait que de changer de signe lorsqu'on change v en |x, et» réciproquemeni, il résulte que l'on a l'équation
(I coscdX / I I \ .1
qui se déduit aussi de l'équation (2) du n** 49 par le procédé Indiqué à la Gn du n"" 266» et par l'élimination des variations des arcs.
S"* Enfîn on obtient les relations qui existent entre les va* riations des projections des courbures sur le plan des directions (v, fx); en effectuant les différentiations indiquées dans le type (7), et en éliminant les variations des arcs au moyen de la formule (23], Chapitre I» on obtient ainsi l'équation suivante :
f / 1 cosyX f
dQ
^^^) \ si
va
sin ( V, a ) V -C ^""V '^""^ -C 2^ it" ^'^ /
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et comme le second membre ne fait que changer de signe lorsqu'on change fz en v et réciproquement^ on oblient une équation analogue à celle qu'a fournie Téquation (lo).
270. Des facteurs binômes des seconds membres des équa^ lions précédentes. — Considérons d'abord le facteur binôme situé dans le second membre de l'équation (6)' et son expression en fonction des variations des courbures donné par le premier/Si dans l'équalion (X) du n"" 49 on fait successivement coïncider la direction X avec d(Tx et da^^ on obtiendra deux équationsau moyen desquelleson pourra éliminer une ou deux courbures inclinées du premier membre de l'équation (6)'; de sorte que si, pour abréger, on représente le facteur binôme par t^v^S on aura
dp, dp, ^^ - dp, [dp^ ^(^'j dp, [dp, 4:tî7
d^ (f^^^2 __d^ ( d(Tt \ d / da, \ rf'cos (y, jtx) rfp. dp,^^ dp. [dp, J(i}:0 "^ dp, [dp2Ji^> ) dp, dp,
d / d(T, \ d / d<r, \ rf*cos(v, fx)
De même, si Ton représente par U^v' le facteur binôme du second membre de l'équation (7] et qu'on opère de la même manière sur cette équation au moyen des deux équations que Ton obtient en faisant coïncider la direction "k dans la formule (X)' du n° 49 avec les direciions rfdi, rf<T„ on obtient les deux
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nouvelles formes de l'équation (i6)
dp, dp, sin (v, ix) "" rfp, \dp, Cv "^ ^P' W 4'7 ^'^' "'^^
_ d r d<T, \ d f dd, \ rf'iv^j^.
Les deux binômes t)J|^' et UJ/ ont donc chacun quatre expressions principales; celles du premier binôme sont en fonction des variations des projections des arcs de contingence inclinées r/o-i, da, suivant les directions v ou /x sur ces deux directions; celles du second binôme sont en fonction des variations des projections des mêmes arcs de contingence sur le plan des deux directions v, |x.
271. Expression résultante des facteurs binômes. — Si Von développe les différentiations indiquées dans les quatre expressions des binômes t)^' etUJ|,' et qu'on élimine les variations des arcs, comme nous l'avons déjà fait à la fin du numéro précédent» nous obtiendrons quatre nouvelles expressions de ces binômes en fonction des projections des courbures inclinées correspondantes sur les deux directions v ei fi lorsqu'il s'agira du premier binôme, et sur le plan des deux directions V et fx lorsqu'il s'agira du second ('). On a donc les deux nouvelles expressions du t)vli'
,j_^/j_\ rf / I \ t / I co«o\
•^ - dâ, \^^^) ^ d^. [Z^^) ^ sin^cp 4:tr \Ci ^ ÛV'V
(lO)"
I / I cosqX rf*cos(v, fx) dp, dp, ^T^fe^^^jf/ dp,dp, dârdâ.
sm
,a__ d / X \ _^/j__\ 1 f I COS<p\
I / I cosçX d^cos[Vfii) dp, dpt
+ sin»9 4:<:' \Ui "^ TÏV"; ~ dp, dp, d^, d^, '
{*) Analyse infinitésimale des courhes tracées sur une surface quelconque,
Il)"
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et aussi les deux nouvelles expressions de 0^,
UvV _ rf / I \ ^/_i^\ I / I cos<p\
sin(v,/x)~6?or,l^Li«)j"^rf<7.\^Ll:7'^sincpL^ i-- /
I / I cosy\ d^{v, fi) rfpi rfp» slnçLÎTaALii Ui / fi^pirfpt ddtddt^
sin(v,p) - rfcr, \^L|:;7 "*" dcr, \L[l)) "^ sin^L;:; \i^». l-« /
272. Extension des formules précédentes. — Considérons la forme du binôme t)^.'. Si nous représentons par VJ^* le facteur de cos (v, [x) dans l'expression de ce binôme, nous aurons la relation n"" 267
t)j;,» = UvV*-f-vvcos(v,/x).
Gela posé, soit ^ une fonction quelconque de Tangle (v, /x) et soient ^' et ^^ les dérivées première et seconde de cette fonction par rapport à cet angle; on a identiquement, par suile des équations qui se déduisent de l'équation (X) du n"* 49, en faisant coïncider la direction X avec celle des arcs coordonnés, la relation suivante :
vj** tttr, d{v, u) Li:' dp, dp.
Y (itT,d{v,n] '^i' diT,d{v,u] Li,">rfp. rfp. ~L^l'dp, dp,
«i»' dtT,d(v, n) d(T,d<r,,„^,,
L<;> dp, dp, - dp, dp, '*' "-^ '
Si l'on multiplie les deux membres de l'équation (7 ) par 4*' et qu'on ajoute l'équation résultante et l'équation précédente, membre à membre, on obtient, réductions faites, l'équation suivante :
! d /d<r, »{;' \ d /da, <\>' \_ d /d<T, <\i' \ \ dp' \dp< Lir j dp, [dp, LirV ~ '^P' W L^J
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Or, si Ton introduit l'angle auxiliaire e, de telle sorte que Ton
ait
rose • 6"
,fZ'
et que, pour abréger, on représente par k et i^ les deux faces opposées à la normale ir, de deux trièdres faciles à déterminer, ayant un angle commun e suivant cette normale, le second membre de l'équation (6)'' prendra, en opérantcomroe au n* 367, la forme suivante :
rfo-i da, ^' l cosa cosi' \
Cette équation est générale, puisqu'elle renferme, comme cas particuliers, la formule (6]' qui correspond à la valeur de ^ égale à cos (v, /x), et la formule (7] qui correspond à la valeur de ^ égale à l'angle (v, fx) et une inGnité d'autres provenant des formes particulières données a la fonction d;; or chacune de ces formes, à cause de l'indétermination des directions V et yiy contient la solution du problème des coordonnées curvilignes, comme nous allons l'établir pour les deux formes spéciales suivantes :
4;z=cos(v, fx) et ^=z[v,il].
Il est important de dire que la formule (6)*" donne la double formule correspondant à la double formule (6)'^ du n*" 270. Ces deux formules sont les suivantes :
dp\dp, Li;)J ^ dp, \dp, U^^) dp, dp,
__ d(T, d(7i ^' / rOSM COSf \
~" dp, dp, biii(v, y.) \Alvi41^2 <.v»-C\'/
dp, [dp, L^;j) ^ dp, \dp^ Ll^)) dp, dp,
d(j, d<T2 ^' / cosn rosi^ \
"^ dp, dp2 sin ( V, /x ) \^vi ^^7 41*» -Cjti / '
elle donne aussi les formules analogues aux formules (lo),
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Nous avions déjà montré que ces formes générales convenaient à l'équation fondamentale de la théorie des lignes tracées sur une surface (*), équation qui est Tune de celles que fournit la théorie des coordonnées curvilignes, mais on voit de plus que ces formes appartiennent aussi à toutes les autres équations aux différences partielles de cette théorie. On voit encore que les différentes transformations que nous avons développées dans V Analyse des courbes appartiennent aussi à chacune des équations aux différences partielles de la théorie des coordonnées curvilignes.
§ II. — Solution du problème des coordonnées curvilignes.
Le problème des coordonnées curvilignes consiste à établir les équations aux différences partielles de certaines grandeurs, tellement liées avec les surfaces coordonnées que, lorsque ces grandeurs sont déterminées, le système des surfaces coor» données se trouve par cela même déterminé.
273. Première solution, du problème. — Dans celte solution les grandeurs entre lesquelles il faut établir les équations aux dérivées partielles sont les composantes obliques, suivant les trois arcs coordonnés, des courbures inclinées de ces arcs suivant leurs tangentes. Nous n'avons pas distingué entre les courbures propres et les courbures inclinées d'un arc, parce que la courbure propre de cet arc n'est autre chose que sa courbure inclinée suivant les tangentes de cet arc. D'après cela, chaque arc aura trois courbures inclinées; et, comme chaque courbure inclinée a trois composantes obliques suivant lesarcs coordonnés, les grandeurs introduites dans la question pour en donner la solution sont au nombre de vingt-sept. Ces grandeurs se lient avec les trois paramètres différentiels du premier ordre des arcs coordonnés et les cosinus des angles que ces arcs forment entre eux. Le problème des coordonnées curvilignes consiste donc à trouver les relations qui
( ' ) Voir notre Analyse infinitésimale des courbei tracées et notre Théorie des coordonnées cur^itignes,
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existent entre les trente-trois quantités dont nous venons de parler.Ces relations s'obtiennent avec une simplicité inespérée, par suite de l'introduction de la courbure inclinée.
I® Neuf relations proviennent de ce que la projection de la courbure inclinée d'un arc quelconque sur la tangente suivant laquelle cette courbure est inclinée est nulle, cette tangente et la courbure inclinée se coupant à angles droits; ce sont les neuf équations contenues dans le type
I coso coso,
•ai *2 1 *3 1
2? Trois relations proviennent de ce que les composantes obliques, suivant un arc, des courbures inclinées des deux autres arcs suivant les arcs réciproques sont -égales :• ce sont les'équations (24) du Cbapitre l'^
3^ Neuf relations sont fournies par les variations suivant les trois paramètres de chacun des angles coordonnés. Ce sont les neuf équations (17)" du Chapitre P% dans lesquelles il faut exprimer les courbures tangentielles en fonction des composantes obliques de ces courbures, formules (i5j du Chapitre !•'.
4° Enfin les neuf équations les plus importantes sont fournies par les doubles variations des cosinus des angles qu'un arc coordonné fait avec une ligne fixe. Ce sont les équations aux différences partielles (5), lorsque dans chacun des trois groupes on fait coïncider successivement la direction v avec dq, dfftf ddiy ce qui revient à remplacer successivement y par o, I, 2.
Ces équations sont au nombre de vingt-sept ; mais elles se réduisent à neuf vraiment distinctes.
C'est la solution que nous avons donnée, le premier, du problème des coordonnées curvilignes quelconques, laquelle date de^i862(']. Elle repose sur la conception de la courbure inclinée qui se prêle facilement au calcul, fournit presque intuitivement les relations dont on a besoin, et enfin est susceptible
( * ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l 'Académie des Sciences; Paris, i86a.
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d'une notation parlante, comme cela devient nécessaire dans un problème si compliqué.
274. Seconde solution du problème. — Notre analyse actuelle contient unenouvelle solution du problème, qu'il nous paraît utile de signaler, parce qu'elle résulte de l'application d'un théorème unique démontré dans le n"* 266. Quelles sont les grandeurs introduites dans cette seconde solution pour déterminer le système ? Ce sont les projections orthogonales des neuf courbures inclinées des arcs coordonnés sur les arcs; ou, en d'autres termes, les composantes orthogonales des courbures suivant les arcs coordonnés :
i** Comme la projection d'une courbure inclinée sur la tangente à un arc suivant laquelle elle est inclinée est nulle, le nombre des composantes orthogonales des courbures n'est plus que de dix-huit.
!2<» Les trois relations provenant de ce que les composantes obliques suivant un arc des courbures inclinées des deux autresarcssuivantleurs tangentes réciproques sont égales, s'obtiennent directement au moyen des équations (^4)' du Chapitre I".
3® Les relations au nombre de neuf provenant de la variation des cosinus des angles coordonnés suivant les trois paramètres sont données directement par l'introduction des courbures inclinées dans cette variation, formule (17) du n<^252.
4"* Enfin les relations aux différences partielles de ces composantes orthogonales sont données par l'unique équation (6)', qui s'applique aux trois plans tangents, et dans chacun d'eux aux différentes valeurs que l'on obtient en faisant successivement V et fx égales à o, i, 2 ; ce qui fournit en tout vingt-sept équations équivalentes aux vingt-sept équations trouvées dans la première solution.
275. Du rôle des facteurs binômes. — Certainement ce n'est pas un petit avantage offert par un théorème que de faire dépendre d'une seule relation géométrique des équations qui se produisent au point de vue analytique sous des allures distinctes et pour lesquelles il fallait des calculs différents; mais ici il y a un second avantage qui se présente forcément par
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rapplicaUon du théorème : c'est que l'opérateur est éclairé sur celles des équations qu'il doit conserver et sur celles qu'il doit rejeter, soit parce qu'elles sont des identités^ soit parce qu'elles sont des conséquences d'autres équations du système. En effety le binôme du second membre que nous avons représenté par XDl^ devient identiquement nul, lorsque les indices inférieurs v, [i deviennent les mêmes, et alors les deux premiers termes du premier membre de l'équation {&)' sont aussi individuellement nuls; ce cas se présente neuf fois. Ce binôme ne fait que changer de signe lorsque les indices y et fx prennent réciproquement la place l'un de l'autre, et alors on voit, par suite de l'équation ( 1 7 ) du n"" 252, que les premiers membres de Téquation (6)' sont égaux et de signes contraires. Cela réduit à neuf les vingt-sept équations contenues dans la formule (6)'.
D'après nos notations, nous pouvons écrire sous la forme suivante les trois équations qui se rapportent à la surface p:
Il est bon de remarquer : i^ que les deux secondes se déduisent de la première par la rotation des indices variables, qui sont, dans le second membre, les indices inférieurs de t) et, dans le premier, les indices supérieurs et le premier indice inférieur des arcs de contingence inclinée ; 2^ que les deux groupes d'équations relatives aux surfaces pi et p, se déduisent du groupe précédent en soumettant les autres indices à la permutation tournante.
Si, dans les équations (12), on exprime les arcs de contingence en fonction des courbures correspondantes et qu'on élimine les variations des arcs coordonnés au moyen des équations (9), on obtiendra le système d'équations correspondant aux équations (12] et dans lesquelles il n'entrera que les variations des composantes orthogonales des courbures. On déduirait directement ce groupe d'équations des équations (10)'', en donnant à fx et à v les valeurs successives o, i; i, 2; 2, o qui proviennent de la permutation tournante des indices.
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276. Calcul dei fadeurs 10. — Il ne reste plus qu'à obtenir les binômes tD^i» tDll^..., en fonction des compo* santés normales des courbures inclinées ; or le premier terme
de ce binôme exprime le produit de la courbure -7- par la
projection de la courbure -3— sur la direction de la première.
•Cl»
Cette projection est égale à la somme des projections des composantes obliques de la seconde sur la direction de la première; on aura donc
cos (4^.„ <. Il) _ V ^^s (CCH» ^^)
•C»«. -C" ^ Ce»»] *c»2i
le signe 1 s'étendant à toutes les valeurs que prend l'expression placée sous ce signe lorsque Ton fait subir à tous les indices non compris entre crochets [ ] la permutation tournante. Maintenant, si l'on exprime les composantes obliques contenues dans le second membre en fonction des composantes orthogonales de la même courbure au moyen des formules (i6j' du Chapitre P% et qu'ensuite on opère d'une manière analogue sur le second terme du binôme t)^^, on aura, en conservant à A* la signification que nous lui avons donnée au n** 251, le système d'équation compris dans le type suivant :
A-'t)- - Sin'cp (-TTT^jTTTT - J-cT.Vm) 1
= >(f^)— iTR) TTm—jrm- jsinçisincpacos^.
Les valeurs des autres binômes se déduiront du précédent par la permutation tournante de tous les indices variables qui sont les indices supérieurs des courbures et les premiers indices inférieurs. Les valeurs des binômes relatifs aux surfaces pi et ps se déduisent du groupe précédent par la permutation tournante des autres indices.
2T7. Troisième solution du problème. — Les équations aux différences partielles, qui se rapportent à cette solution, sont les équations qui sont fournies par le théorème du n^ 2^7,
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lorsqu'on suppose que les directions v ei fx coïncident avec les tangentes de deux arcs coordonnés ; cela revient à donner dans l'équation (7) à y et /x les valeurs o, i, 2. On obtient ainsi pour chacune des surfaces coordonnées neuf équations. Il est facile de voir que le nombre se réduit à trois pour chaque surface par un raisonnement analogue à celui qui vient d'être fait au n"" 275; car les binômes provenant du binôme V^i^, lorsqu'on donne à v età^ les valeurs o, i, 2, jouissent des mêmes propriétés que les binômes qui se déduisent de t)^S' et les premiers membres des équations (7] et (6)' jouissent aussi, pour les mêmes valeurs, de propriétés identiques. Les équations qui se rapportent à la surface p sont les suivantes :
( .4 ) { rf. J?,' - rf. J-,V = d, J\'l - rf, J"V = ^^ V\l,\ (3)
dont le mode de formation est analogue au mode de formation des équations (12). Si Ton remarque que, lorsque les directions V et /x coïncident avec celles de deux arcs coordonnés, la direction 77 perpendiculaire à v et à fx devient celle de la normale à la surface qui contient ces deux arcs, les valeurs des facteurs binômes des équations précédentes sont données par les relations
TJ.2^ ' '
(liM / V— '
V T^ / \ '-'la .j (n)
ÎTI 7
2 0 y{jity [ft) y [j't ) P ("t ) *
lesquelles se déduisent les unes des autres par la rotation des indices inférieurs du premier membre et la rotation simultanée des indices supérieurs et des premiers indices inférieurs des courbures du second membre.
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278. Composition des équations précédentes. — La composition des équations (i4) mérite de fixer un instant notre attention.
i<* Ces neuf équations se partagent en trois groupes se rapportant chacun à chacune des surfaces coordonnées, ei chaque groupe ne contient que les courbures inclinées des arcs qui sont contenus sur la surface propre à ce groupe.
!2<* Dans chaque équation du groupe, il n'entre que les courbures inclinées de ces deux arcs suivant les deux côtés de Tun des trois angles coordonnés; dans le premier membre, ce sont les projections de ces courbures sur le plan de cet angle; dans le second, les projections de ces courbures sur la normale à ce plan.
S** Le premier membre de l'équation est égal à la différence des variations, par rapport aux paramètres réciproques^ des deux composantes tangentielles des deux arcs de contingence inclinée des deux lignes coordonnées suivant une même direction; le second membre est égal au quotient que Ton obtient en divisant la différence des produits binaires des projections normales des arcs de contingence inclinée des deux lignes suivant deux directions différentes par le sinus de Tangle de ces deux directions.
4"* Une des équations du groupe, celle qui contient les courbures inclinées de deux lignes coordonnées suivant ces deux lignes, est remarquable en ce sens que son second membre est égal à la courbure de la surface propre à ce groupe; car, dans ce cas, le binôme \i\\ est égal au produit du carré du sinus de Tangle des lignes coordonnées par la courbure de la surface (*]. Cette équation est Téquation deGauss sur la variation des arcs de contingence géodésique des lignes coordonnées, mais sous une forme plus simple ('].
5^ Chacune des équations aux différences partielles est susceptible de prendre quatre formes différentes également simples et qui se déduisent sans difficulté des quatre formes
( ' ) Voir la seconde Partie des Coordonnées curvilignes^ n® 27. (*) Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une surf ace quelconque, Chap. III.
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SOUS lesquelles nous avons présenté l'équation (7) du n^ 270. Si, dans les équations (14)9 on substitue aux variations des arcs coordonnés leurs valeurs données par les équations (23) du n^^&S, on obtiendra le système d'équations correspondant aux équations (n)'» [iiY\ et chacune des équations ainsi obtenues pourra s'écrire sous quatre formes différentes, n** 270.
279, Remarque sur la forme des équatioris précédentes. — Comme nous l'avons établi dans notre Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface quelconque^ le théorème 4e Gauss sur la somme des angles d'un polygone géodésique quelconque est un des deux principes qui servent à établir les équations différentielles des courbes tracées slir une surface, et ce principe fécond est la conséquence immédiate de l'équation due à ce géomètre sur la somme des variations des angles de contingence géodésique des lignes coordonnées tracées sur la surface; or cette équation assez complexe entre dans l'ordonnance de la formule (7) par suite de l'introduction de la courbure inclinée; c'est la seconde des équations (i4)f qui est la transformée la plus simple de l'équation de Gauss.
Lorsqu'on veut résoudre le problème des surfaces applicables sur une surface donnée sans duplicaiure et sans déchirure, on parvient, par une analyse propre, à établir deux formules très-compliquées qui, jointes à l'équation de Gauss, donnent les équations aux différences partielles du problème. La première et la troisième équation (i4) sont les formes les plus simples de ces deux formules, qui, par conséquent, entrent aussi dans l'ordonnance de notre équation (7).
Ces deux questions, essentiellement distinctes, qui ont été séparément résolues par les géomètres, ont donc un lien commun qui les rattache à un seul principe géométrique, puisque l'application du théorème du n® 267 donne la mise en équation des conditions de ces deux problèmes. On peut même dire que, dans l'un et l'autre de ces deux cas, c'est la même équation; or ce lien commun, qu'il était important de signaler, c'est la courbure inclinée qui le met en évidence en lui donnant la forme la plus simple.
Ainsi il résulte de ce que nous venons d'établir dans les
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numéros précédents que non-seulement la solution du problème des coordonnées curvilignes contient la solution du problème des lignes tracées sur une surface quelconque et celle du problème des surfaces applicables, comme nous l'avons établi d'une autre manière dans notre II* Partie des Coordonnées curvilignes, n^ 35, mais que toutes les équations de ces trois problèmes sont condensées en une seule et même équation» qui est ou l'équation (6)' ou Téquation (7]. Ainsi se trouve justifiée l'assertion que nous avons faite à la fin du n«» 267.
Si, dans ces trois problèmes, on n'avait pas introduit l'élément nouveau de la courbure inclinée, ces équations aux différences partielles qui donnent la solution de ces problèmes se seraient chargées de termes nombreux et compliqués, et il eût été difficile de découvrir la forme unique de la formule qui donne à la fois l'équation des lignes tracées sur une surface, les trois équations des surfaces applicables et les neuf équations des coordonnées curvilignes quelconques, et en même temps de traiter les trois équations par une seule et même analyse.
280. Relations entre les variations des composantes de la flexion d'une surface. — La flexion de la surface suivant une direction est un élément important de la géométrie des surfaces; nous avons déjà montré par quelles relations simples il se trouve lié avec les courbures inclinées des arcs coor* donnés; il est utile de connaître aussi les relations qui lient entre elles les variations de cet élément suivant deux directions; or ces relations se déduisent d'une manière non moins aisée des formules que nous avons établies et sont aussi contenues dans le théorème général que nous avons établi dans le n« 266.
Cherchons, en premier lieu, les relations qui existent entre les composantes obliques de la flexion de la surface. Si, dans les formules (5j, nous supposons que la direction v coïncide avec la normale n à la surface p, et si l'on remarque que les composantes obliques suivant la direction Jo- des flexions
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tives à la surface p, se réduisent à deux, qui sont
d(Ti dci / I I I I \
d / d(7i \ d [ d(Tt \
dpMVdpJ dp\l\ndp,)
ddx d(Tt /i I 1 i\ I
les deux autres équations de chacun des deux autres groupes se déduisent des deux précédentes par la rotation des indices o, I, 2. Cela prouve que les variations des composantes obliques de la flexion de la surface p, soit suivant d(Txt soit suivant ddt^ sont liées par les deux équations avec les variations de la courbure de Tare d(T suivant les normales à la surface p, pendant que cette surface se déforme par suite de la
variatio/i du paramètre p; celte courbure -7— s'introduit, en
effet, dans les équations des deux derniers groupes.
Si Ton effectue les différentiations indiquées et qu'on élimine les variations des arcs au moyen des formules [^^Y du Chapitre P% on obtient les équations entre les variations explicites des composantes obliques des flexions. Ces équations sont
ni "ai
/TTll TîT) 7*^) "» 7(7) ) "^ /(3)/(i) icn 1(1)
•/Il X'-ia «ai •11/ *ni •ai *«» *îi
dai
/l-i)/(i) "^ 1(1) l(a) JTDlii] — ^î I
•na *ia */ii •'la */ia •'i i /
les autres équations de chacun des deux autres groupes se déduisent de ces deux dernières par la rotation des indices.
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II existe, pour chacune des deux autres surfaces pi et p», des équations semblables à celles des groupes (i5) et (i6), et qui se déduisent des six équations de chacune de ces séries^ en remplaçant successivement n par n, et /t,.
On aurait un système d'équations équivalent au précédent, en faisant usage des équations (6), dans lesquelles on remplacerait la direction v par celle de la normale n; ou bien encore en faisant usage des équations (7), dans lesquelles la direction v serait celle de la normale n, tandis que la direction |u coïnciderait successivement avec celle de chacun des arcs coordonnés. Il est inutile de remarquer que chacune des équations de-ces deux systèmes serait susceptible de prendre quatre formes principales correspondant aux formes données par les formules (6)^, (7)'.
281. Nouvelle solution du problème des coordonnées. — Il résulte de ce que nous venons d'établir qu'on a une nouvelle méthode pour résoudre le problème des coordonnées curvilignes, qui dépend alors des composantes des flexions des trois surfaces, et qu'il existe une triple variété de solutions, suivant que ces composantes sont les composantes obliques, ou les composantes orthogonales des flexions des surfaces, ou enfin les cQmposantes tangentielles.
Supposons, par exemple, que Ton fasse choix des composantes obliques des flexions des surfaces pour déterminer le système coordonné; chaque surface ayant deux flexions, chacune suivant l'un des deux arcs coordonnés, et chaque flexion n'ayant que deux composantes obliques, on a ainsi douze quantités auxquelles s'ajoutent les courbures des trois arcs coordonnés suivant les normales à la surface correspondante; or ces courbures ont seulement deux composantes obliques, la troisième composante étant nulle : il résulte de là que l'on a une somme de dix-huit composantes obliques auxquelles il faut ajouter les trois cosinus des angles coordonnés et les paramètres différentiels du premier ordre. Les relations qui existent entre ces grandeurs sont :
1® Les trois groupes d'équations aux différences partielles contenues dans le type (i5) ou dans le type (16), qui se ré-
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duisent à neuf. Chacune de ces équations peut être ainsi pré< parée, qu'elle ne dépend que des composantes obliques des flexions des surfaces et de la courbure des arcs coordonnés suivant la normale à la surface correspondante, puisque les équations (i5j et (i6)' du Chapitre l" permettent d'exprimer les composantes obliques des courbures inclinées des arcs coordonnés en fonction des composantes obliques des flexions des surfaces et de la courbure des arcs suivant la normale à la surface correspondante.
1^ Trois relations proviennent de ce que les composantes obliques, suivant un arc, des courbures inclinées des deux autres arcs suivant les arcs réciproques sont égales. En effet, il résulte de ce théorème que l'on a l'équation
laquelle donne les relations suivantes au nombre de trois :
j_ cos9^J_ cos9^
\* J I i(i) ^^ Aï) — KJ) ^^ /o) \r }
*/ii */ii '/Il '/Il
3® Neuf relations sont fournies par les variations suivant les trois arcs coordonnés des angles que les surfaces coordonnées font entre elles.
Ces relations sont donc en nombre suffisant pour déterminer les quantités dont dépend le problème des coordonnées.
Il y aurait à considérer le cas où, dans la formule (6)' et dans la formule (7), on fait coïncider les directions v etfjiavec celles des deux normales aux surfaces coordonnées ; on trouverait une nouvelle catégorie de formules qui donneraient naissance à des considérations analogues à celles que nous venons de développer.
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DES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS
282. Nature des paramètres différentiels» •— Dans la théorie des lignes coordonnées» il y a six quantités qui jouent un rôle important : ce sont les rapports des arcs coordonnés aux variations des paramètres correspondants, rapports que nous avons désignés par H, Hi, Ha, n"* 247, et, de plus, les racines carrées du produit de deux quelconques de ces rapports parle cosinus de l'angle des deux lignes coordonnées auxquelles ils se rapportent, racines carrées que nous représentons par G, 6i, Gs. Les premières quantités sont les paramètres linéaires, et les secondes sont les paramètres angulaires. On a donc les relations au nombre de six
|rf(7 _ „ ^^' __ XI ^^^ — W . 1
G^=:H,H2COS9, Gî=H,Hcos9„ G;=HH,cos92. 1
Ces six quantités sont des fonctions des coordonnées p, p,, Pi, lesquelles dépendent de la nature des lignes coordonnées. Nous avons dit qu'elles jouent un rôle très-important, puisque, lorsqu'elles sont connues, tout ce qui intéresse la nature du système des lignes coordonnées peut être connu par suite d'un calcul facile sur ces paramètres. En effet, outre que la courbure propre et la courbure inclinée, et les angles de contingence correspondants ne dépendent que de ces trois paramètres d'après les formules (21)', (22)' du Chapitre P', il deviendra évident parce qui va suivre que toutes les opérations sur les lignes coordonnées, telles que rectifications, quadratures, ne dépendent que des expressions de ces paramètres.
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Calcul des paramètres différentiels, — La première chose qu'il y aura à faire pour l'emploi d'un système coordonné sera de calculer ces six paramètres. Ce calcul peut être fait de deux manières, ou bien directement, ou bien par voie de transformation.
Le calcul direct des paramètres est le plus simple : il se fait géométriquement par la connaissance de la déOnition des lignes coordonnées. Donnons quelques exemples de ce calcul.
§ L — Calcul direct.
283. Systèmes de révolution. Méthode générale, — Soli le système (p, pi) de deux coordonnées planes; ce système donne les relations
J(7 = Hrfp, rf(7, — Hi rfp,, HH, cos [dd, ddx ) := GJ .
On mènera une droite dans le plan, et l'on calculera la distance du point [p, Pi) à cette ligne: cette distance sera une fonction Ha de ces coordonnées. Maintenant supposons que le plan tourne autour de la droite comme axe, le système de coordonnées planesengendrera un système de coordonnées curvilignes de révolution, et si l'on appelle pa l'angle flni décrit par ce plan compté à partir de l'origine, Hs^pi sera l'arc infiniment petit décrit par le point, et l'on aura les nouvelles relations
rfo-j =ir Hî rfpj, Gi = o, G = o ;
on connaît donc tous les paramètres du système de révolution.
Applications. — i° Système biangulaire de révolution. — Considérons le système coordonné dans lequel les surfaces de la première série (p) et de la deuxième série (pi) sont des cônes circulaires de même axe FF,, les surfaces de la première série ayant un sommet commun en F, et celles de la seconde ayant un sommet commun en Fi; les surfaces de la troisième série (pi) sont des plans passant par l'axe FF,.
Soient p et pt les angles intérieurs que les génératrices d'un des cônes de la première série et d'un des cônes de la
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deuxième font avec l'axe. Soient FFi = 2a, r et n les rayons vecteurs correspondants issus des sommets de ces cônes jusqu'au point A que l'on considère, pi l'angle que le plan FFi A de la série (p>) fait avec un plan fixe de cette série. On trouvera par un déplacement du point qu'on considère, de A en Ai, les relations suivantes [Analyse des courbes planes y p. 383] :
rfo- = rrfp sîn (p -4- pi), rf(7,=:rirfp,sin(p-hp,),
rfo'8= — rfpasin (p-4-p,).
a ^ \r ri
Or le triangle AFFi donne
r r, aa
sinpi sinp sin(p + p,)
On aura donc
„ . „ . u aasinpsinp,
H = 2asinpi, Hi = 2asmp, Ha=-^ — 7-^- ~>
sin(p-+-p,)
Gî = --4^*sinpsinpiCos(p -f-pi), 6 = 0, Gi = 0.
284. Système bicirculaire de révolution. — Dans ce système, les surfaces de la première et de la deuxième série sont deux séries de sphères concentriques, le centre commun des premières étant F et le centre commun des secondes étant F|, r et Ti étant les rayons variables des sphères de ces deux séries, na étant la distance FF, ; les surfaces de la troisième série sont des plans passant par Taxe FFi et faisant l'angle rx avec un plan fixe. Si l'on considère le triangle FFi A dont la hauteur est A, on aura
^ha= ^(r-f- r,4- 2a) (r 4- r, — 2a) [r—rx -t- 2a) (r»— r4-2a),
on aura aussi
rfo-, = rdpf de = Ti dpi , rfo-j = h dr^ ;
et de plus
, i ridn , I rdr
dp = ; — î rfp, = -
2 arsinp * 2arisinpi^
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flnalement» on a les expressions suivantes :
, mdr , rrxdri , , ,
dd = r-9 q<Tt = #-♦ oTi = nart ;
2,an aan
Aa^ r" r'
cos (d(Tf d(Tx) == -i cos (rf<r„ rfo-j) = o,
C0s(ûf(73, rfc) = o;
de sorte que les paramètres linéaires et angulaires s'en déduisent immédiatement.
3^ Système sphéro-conique de réi^olution» — Dans ce système, les surfaces de la première série sont des sphères de rayon r jyant leur centre commun en F ; la deuxième série de surfaces se compose de cônes ayant, leur sommet commun en F,, pour axe commun la droite Fi F et pour paramètre variable l'angle pi que la droite Fi fait avec le prolongement de la droite FFi; les surfaces de la troisième série sont des plans formant un angle ps avec un des plans de la série. Si l'on conserve la notation du n** 283, on aura sans difficulté
, rdr j f 2arcospi \ ,
df7~- , =1 0(7, =( r ; 7 - '-^^ \d^**
y/r» — 4a2sin'p. \ v^r» — 4a»sin*p,/
rfa, = sinpi (2acospi lii v^r' — 4«*sin'p,) dp,;
sin (cf(7, rfo-,) = - V'^ — 4û'sin'p,, cos(rf(T„ do-,) = o,
cos(do's, dfj] = o.
4* Système polaire. — Le système précédent contient, comme cas particulier, le système de coordonnées polaires, puisqu'il suffit de faire coïncider les deux points F et F,, ce qui exige que a sojt nul. On obtient ainsi
de ^ rfr, dix = rdpt, rfo-, = rsinp, dp, ; quant aux angles coordonnés, ils deviennent tous droits.
285. Systèmes cylindriques. Méthode générale. — Soit toujours le même système de coordonnées planes; menons dans le plan une droite XXi, on connaîtra les cosinus des angles que les arcs coordonnés do-, do-| (ont avec cette droite, les-
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quels cosinus sont des fonctions de p et pi. Si maintenant nous déplaçons tout le système parallèlement à lui-même suivant une direction / formant un angle constant a avec sa projection sur le plan des coordonnées, on peut admettre que celte droite se projette surXXi; on aura donc, en appelant </ps le déplacement effectué suivant /, et x la direction XXi, les trois relations suivantes, qui donnent les trois nouveaux paramètres :
rfo^î = d^-i^ cos ( dfjxy d^^ = cos (jr, rfo-,) cosa, cos (rf<r, rfo-a) =:. COS (j?, rfo") cosa.
Système polaire cylindrique. — Dans ce système, les surfaces de la première série sont des cylindres circulaires ayant leur axe infîni commun, le rayon d'une section perpendiculaire étant le paramètre variable p; les surfaces de la seconde série sont des plans parallèles entre eux, perpendiculaires à Taxe du cylindre et à une distance pi d'un des plans Qxes de cette série; les surfaces de la troisième série sont des plans passant par Taxe des cylindres et formant un angle pa avec un des plans fixe de cette série ; les paramètres variables des surfaces de ce système sont donc p, pi, p,. On obtient sans difficulté les trois relations
da = dp, d(Tx = rfpi, d<Ti ^ pdpt. Ce système est orthogonal.
§ II. — Calcul par transformation.
285. Première méthode. — Les équations des surfaces coordonnées sont
f(x,y,z)^p, fAx,y,z):=p,, /a>,;-,2)=zp,;
si l'on résout ces équations par rapport à se, y, 2, on aura les trois relations
:r=rF(p, p„p,), .^ = F, (p, p„p,), z = F,(p, p„ p,). Le paramètre p variant seul le long de la courbe e/o-, on
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aura l'équation suivante, qui contient trois équations,
et les cosinus des angles 9, 9., 92 des arcs coordonnés seront donnés par l'équation
rfo-, rfo-, dxt dxi dxt dxi dz^ dzt ^, .,
dp, dp, ^ dpi dp2 dpi dpt dpx dp^
qui contient aussi trois équations. On connaîtra donc les paramètres linéaires H et les paramètres angulaires G.
Deuxième méthode. — La même question peut aussi être résolue sans que l'on soit obligé de dégager les valeurs de x^ y^ z des fonctions p, pi, p,. On fera usage des équations (2) et (3 ' du Chapitre I*'; et, si Ton pose le second membre de l'équation (3) égal à g\^ on aura les deux types suivants contenant chacun trois équations :
mais, si l'on fait usage de la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique
COSÔ, COSÔa — COS0
-' — Is — : — 7, = COSO,
sindisind, on a
cos 9 = -; S\_S\zzJhÉ^ ^ G». ( 3
' ^' ' " " "er
D'une autre part, les formules (5) ei (5)' du Chapitre 1 donnent
— -^ = cos n, /, = sln9,sin5' = sinOsSin9,
on a le produit
sin'0,sm*0jSin*9=: ■ — - — 2JL-I — ■^' ' ^ fi_fej_&i,
qui reste invariable pendant la rotation des Indices; si nous
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représentons le numérateur par «OKS on a finalement
= sin'(?iSin'o =
//,COS{/l,./,) OXL^
Ainsi) par ces formules, on connaît les paramètres H, H., H,, et les paramètres G, Gt, G, en fonction des paramètres h, Ai, lu
et g^ giy g^'
Question inverse. — Elle se traite de la même manière, et l'on obtient les deux équations, ^l> étant une auxiliaire,
«os 0 =r -, .^^'^ ^A- — -^g\ ( 3 )
GJGÎ-JI'G'
v(inH^^=iïyîrïOîï'--G«)
,x«=H^H;ii;-(.;Hi-GjHî-Gai'-+-2G^G;G;,
H,cosf/ii,/,i Kï^
au moyen desquelles on calculera les paramètres h q\ g en fonction des H et G, ainsi que le produit,
sin*<p,sin'9isin*9
_ H'H?h;-g*h— g:h^ -g;h^3-i-9G'G|g; or/
286, Distinction des deux directions d*une normale à une surface. — L'équation /(:c,j,z)r=p d'une surface exprimant par voie d'égalité une relation entre les coordonnées d'un point quelconque de la surface et une ou plusieurs grandeurs géométriques» il en résulte que cette surface partage l'espace en deux régions» telles que, pour un point de ces régions,, la relation ne peut être satisfaite, par excès pour Tune, par défaut pour l'autre; de sorte que l'on a
suivant qu'il s'agit d'un point situé dans la première région,
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OU sur la surface, ou dans la seconde région ; cela étant» c'est la première région qui est appelée extérieure et la seconde intérieure. Si nous convenons de compter les normales à partir de la surface vers la région extérieure, en représentant par n cette normale infiniment petite, les coordonnées du pied étant X, j, Zy celles de son extrémité seront
j7-h ncos(n, x), y-^ iicos(», j^), a -i-ncos(n, ^).
Le résultat de la substitution dans l'équation de la surface étant positif, on aura, en négligeant les innniment petits d'ordre supérieur au premier,
n -^cos{n,x) -4- -^ cos (/»,/) 4- ^cos(/i, aj 1 > o ;
donc, en y remplaçant les cosinus par leurs valeurs v , t jr^^
dp 7-7- > on aura
donc le radical h doit être pris avec le signe +•
Donc, suivant qu'il s'agit d'une normale extérieure ou intérieure, il faudra prendre h avec le signe h- ou — .
287. Systèmes elliptiques. — Coordonnées elliptiques, — Dans ce système, un point quelconque de l'espace est déterminé par l'intersection de trois surfaces du second degré homofocales : ellipsoïdes, hyperboloïdes à une nappe, hyperboloïde à deux nappes. Soit l'équation de l'ellipsoïde en coordonnées rectangles
jt' 7' z^
si l'on donne au paramètre A toutes les valeurs supérieures à 6 et c restant constants, on aura une série d'ellipsoïdes. Si l'on représente l'équation de l'ellipsoïde par F (X), et que X, /x, v soient les trois demi-axes de même direction dans les trois espèces de surfaces, et dans chacune d'elles 6 et c les demidistances focales des deux sections principales, majeure et
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moyenne, avec les conditions
lessymbolesF(|x),F(v) repésenieront les deux hyperboloTdes. Or, ces trois équations étant du troisième degré en X% |x% v' et composées de la même manière par rapport aux coefficients, il en résulte que les trois racines de chacune d'elles sont les valeurs de X% /tx^ v% correspondant à un système de valeurs x^y* z; on a donc les trois équations suivantes, qui résultent des relations qui existent entre les coefficients et les racines d'une équation du troisième degré i
desquelles on déduit
bcx = )./jLv,
b ^c^ — b^x = v^(X»— 6') (fx»— ft') (6'— V»), c )fà^~b^z z=z v/(X'— c»)(c^ -|x')(<?'— y).
Si Ton prend les différentielles logarithmiques de ces équations par rapport aux variables X, ^ly v, on obtiendra les équations suivantes :
dx d\ dix dv
X A yL V
dy Tidk [xdfx v*rfv
€/z Xc/X udfjL vdv
Or, si Ton élève au carré les valeurs de dx, dy, dz et qu'on ajoute membre à membre, on aura l'expression suivante du déplacement infiniment petit du point [x, y, z),
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On conclut de cette expression que les quantités H', H^, IIJ sont les facteurs de dk\ rf/x% rfv»; et, comme les doubles produits des variations dk^ du, dv n'entrent pas dans le second membre, on en déduit que les arcs coordonnés dny da^ ddz se coupent orthogonalement, et, par conséquent, que le système est orthogonal.
288. Système elliptique cylindrique. — Dans ce système, la première série des surfaces se compose de plans parallèles, et le paramètre variable est la distance p de l'un quelconque de ces plans à un plan fixe de la série; la deuxième et la troisième série sont des cylindres elliptiques et hyperboliques homofocaux dont l'axe infini est perpendiculaire au plan lixe. On déduit facilement les paramètres différentiels de ce système des équations précédentes. En effet, si Ton fait dans les équations F (X), F( a , Fjv), X = ao,on tombe sur les deux cylindres :
qui donnent
et les valeurs des trois paramètres se déduisent des valeurs de H, H„ Hs du numéro précédent, en y introduisant les hypothèses précédentes. En effet, en posant Ti^zic-^ p^ et en faisant converger c vers l'infini, on trouve ainsi
d'ailleurs le système est triplement orthogonal.
Système elliptique de révolution. — C'est le système que l'on obtient en faisant tourner autour du grand axe un système elliptique plan et en faisant passer par l'axe de révolution une série de plans formant, avec un plan fixe de cette série,
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un angle p, qui est le paramètre variable; on obtient ainsi
,,^^l^-i'2ll'-tl,,. rf. = ..y^
dcTi :— dv
Si l'on fait tourner le système autour du petit axe, les deux derniers paramètres Hi, Ha ne sont pas changés et H devient
égal à ^•
289. Coordonnées paraboliques. — Dans ce système, on a une triple série de paraboloîdes homofocaux : la première et la troisième série, composée de paraboloîdes elliptiques» et la deuxième composée de paraboloîdes hyperboliques. Ces trois séries sont données par les équations, dans lesquelles les paramètres variables sont >, fx, v,
h zz^Afx-hv),
avec les conditions
00>C>/JL>O>V>— 00.
On tire de ces équations, en opérant comme au n*" 287 ,
que Ton peut aussi déduire des équations du n® 287, en portant l'origine au foyer négatif situé sur le plan des xy\ en
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changeant c, X, /iz, v en c -h 6, X -4- 6, |x -h 6, v -f- b, ei en faisant convergera vers l'infini après la substitution.
On trouve ainsi les différentielles complètes de or, x* ^*
da: =:— (cTk h- rffx H- rfv).
dr I /rfX du dv
dz 1 / ^^ ^f* ^'-^ \
desquelles on déduit
''«'._. /(v-f^llv-X)
rfv V v(v — c)
et le système est orthogonal par suite de la forme de ds*, qui n'admet pas les doubles.produits.
290. Systèmes coniques. —Soit un système de coordonnées sphérîques tracé sur une sphère dont le rayon est égal à i et défini par les trois paramètres S, gi» Çu de sorte que Ton a
si Ton mène deux systèmes de cônes ayant leur sommet au centre de la sphère, et pour directrices les deux séries de courbes sphériques coordonnées et que Ton décrive deux sphères de même centre que la sphère donnée, et ayant pour rayons p^ et ps + dpty on aura les relations suivantes :
d(T7 = rfp„ d<T = Spirfp, d<Ti = ôtPidp,,
avec les conditions
G=:o, G. z=o, G5 = SS.pîcos(p,.
Ces équations définissent d'une manière complète le système conique des coordonnées.
Système sphéro-conique homofocaL — Ce système est composé d'une série de sphères concentriques et de deux séries
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de cônes homofocaux concentriques avec les sphères. Ce système se déduit également des équations F(X]9 F(|x], F(v)
oc V
(287), dans lesquelles ort remplace x^ j, a, et X par — ? — »
— » —> m étant une constante qui converge vers zéro. Pour mm
obtenir l'expression d'un déplacement quelconque (U dans ce système, il n'y a qu'à introduire les hypothèses précédentes, ce qui donne
[v^--fc^)(y— c^j '
et comme les doubles produits font défaut, le système est orthogonal et les valeurs de H, Hi, Hi, lorsqu'on fait converger m vers z^ro, sont
— — H» — I zzi — H* — — X* ^
correspondant aux équations des surfaces suivantes :
j:» 4- ja + J52 — V,
291. Système sphéro-biconique à axes fixes. — Étudions d'abord, sur une sphère dont le rayon serait égal à l'unité, le système composé de deux séries de cercles i pôles fixes que nous appelons système sphéro-circulaire à pôles fixes F* Fi
(/ff. 38).
Soient
FAr^anzF.B, F,M = p„ FM = p, i = MA; w .== angle MFO, M étant le point situé sur une sphère qui a i pour rayon.
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Le triangle MAF donne
cos£ — cosacosp -h sinasinpcosw, el le triangle MF, F donne
cosp, =z cosp sinaa — sinp cos2a cosw; si Ton élimine o entre ces deux équations, on trouve cosi cosaa = cos« cosp — sina cosp,.
D'après cela, si Ton appelle i., i, les angles MB, MC, en
Fig. 38.
remarquant que cos*/, = i — cos»i — cos»/,, on aura les trois équations
COSi= -> cos/, = — , cos/i=-, I I I
/ :rcos2a rz: cosa cosp -— sîna cospi,
(i) < jr cosaa — cosacosp, — sina cosp.
2C0S2a= v^cos'2a — cus^p — cos^p.H-asinaacospcosp,, desquelles on déduit
dxcos2x djrcos^a
dz C0S'2X
— cosasinprfp -f- sinasinp, rfp„ sinasinpâfp — cosa sinp, (/p„
sinpfrosp— sin7.arosp,)rfp-f-sinp,(cosp,— sîn?.acosprfp>
cos /'aCosaa
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On obtient pour les arcs coordonnés
f<y^' j _ ( sin'p(cos*2a — cos'p — cos'p, H- 2 sin2acospcosp,) I
r«'p* 1 -f sin*p(cosp — sinaacosp,)' (
cos'/3COS'2a
(cos'acos'2cx — cos'pi).
cos'Z2COS'2a
et Hnalement on a les trois paramètres (290)
d(3^ sinpsinp, ^
dp "" cos/îCOsaa ~~* '
dpx cosijCos2a
dc'dfîy ,ji sinp^inp, . . v ,,,
dpdpx ^ ' cos^2acos'i/ ^ ^ ^ «^
d'où
rosoroso, — sin2a
COSÇ -- '■ :-i — : »
^ sinpsinp,
que l'on déduit aussi directement du triangle FMF,.
Des deux premières équations (1) on déduit les coordonnées p et p, en fonction des projections du point M sur le plan xjr.
cosp, . cosp
= ^cosa — xsina, -^-^ = arcosa — r sina;
cos2a " cos2a
maintenant, si Ton appelle ps le rayon de la sphère qui est la troisième surface coordonnée (290), on aura les relations
qui définissent complètement le système composé de deux séries de cônes concentriques ayant des axes distincts 0F«, 0F„ et d'une série de sphères concentriques avec ces cônes.
292. Système biiangentieL — Il est composé de la double [fig. 39) série des plans tangents a deux cônes fixes concentriques et d'une série de sphères concentriques.
Conservons la notation précédente et prenons pour lignes coordonnées, sur une sphère de rayon égal à i, les tangentes
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T et Ti menées du point M situé sur la sphère à deux cercles fixes décrits de deux pôles fixes F et Fi, avec des ouvertures
de compas r et r, ; on a les deux équations
cosp, = cosTiCOsr,, cosp = cosTCOsr;
desquelles on déduit
siuptdpi = cosr, sinr^rfr,, slnpdp ~ cosrsinrrfr,
conséquemmenty on a
, sinTirfri j s'iïïT dz
api = cosr, — — , dp = cosr
V'i — COb'T, cosV, V^l — COS'TCOS'r
or nous avons trouvé
, ,, sin'psin'b, r,, ,, , . > . . i
cos^iCcos^L f^P "^ ^Pî -h 2 (cosp cosp. - sinaa) rfprfp.];
donc on obtient la relation cosiiCOsaa=vcos'2a— cosV,cos*Ti— cos'rcos'T-i-?.cosrcosr,cosTCosT,siu2a
et l'expression suivante du déplacement effectué sur la sphère en fonction des coordonnées t et Ti :
, ,j_ (i — cosVcos't) (i — COSVi COS'Ti)
cos'/tCos'aa
[cosViSin'r.rfrî cos'rsin'rrfr' I — cos'r, cos'r. i — cos'rcos'r
a(cosrcosriCOSTCOSTi — sin2g)cosrcosr,sinTSinTirf7rfTi"[
V' ( I — cosV, cos'Ti) ( I — cosV cos'r) J
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Si l'on veut lier les coordonnées r et r. avec les coordonnées cartésiennes x^y^ Zy on aura
cos2acos«.:= ^cosaa =^ cosacosrcosT — sinacosr, costi, cos2acosi, = 7COS2a = cos«cosr,cosTi — sina cosrcosr, cos2acosi,= zcossa.
11 résulte de là que Ton a les relations suivantes, après avoir représenté par 6% Sî> ^îî les coefOcients de rfr', dx\y ndzdri, dans l'expression de ds'^
dd = paô rfr, rfff, — p,5, rfr,, rf(7a = dp^. G, = p, Ç,.
293. Système des développantes. — Soit une surface sur laquelle sont tracées les deux séries de lignes de courbure. On prend pour lignes coordonnées les deux séries de lignes parallèles aux lignes de courbure et la série de normales à la surface. Les surfaces coordonnées sont les deux séries de surfaces développables dont les lignes de courbure sont les développantes et la série de surfaces parallèles à la surface donnée.
Méthode analytique. — Soit la surface donnée par l'équation
frr-O,
et les lignes de courbure données par l'équation de la surface combinée avec chacune des équations
(i) p - const., p, rirconst. ;
les équations de la normale à la surface/, dont l'équation est supposée exprimée au moyen des variables p et pi, sont •
x' et ---, étant des fonctions de p et p., et pa étant la longueur de la normale.
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Si Ton différence l'équaiion (2)» on aura
D*après cela, les paramètres H et les piramètres G dans le système p, p„ pa seront représentés par les expressions suivantes :
_, .r</^' ^d ( df \i df ^ r</^' rf / df w df
Méthode géométrique. — Soient R et R. les rayons principaux de courbure suivant Tare dtï et l'arc «/a, formés par le réseau des lignes de courbure de la surface/; les normales aux extrémités de Tare d& se rencontrent et sont coupées par Tare d(7y de sorte que ces deux arcs sont proportionnels à leurs rayons qui seront R et R -h p,; on a donc les trois relations
qui défmissent complètement le système qui est orthogonal.'
Application à Vellipsolde. — D'après les formules données
au h** 287, si l'on représente par V* Taire du parallélépipède
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des trois demi«axes de l'ellipsoïde p, on aura les formules suivantes :
rfc-, = =^ . ■ p'— i:^' ~, T Wf
§ III. — Éléments des lignes goordonnSes en fonction bks
PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS
Nous avons déjà calculé les arcs et les angles des lignes coordonnées en fonction des paramètres différentiels du premier ordre, nous allons maintenant calculer les autres élé- Ynenls des lignes coordonnées en fonction des mêmes paramètres.
294. Folume déterminé par les surfaces coordonnées passant par deux points, — Soient les surfaces p(»>, p\*\ p!,"' passant par le premier point A(*>, et les surfaces p('\ p\", pV passant par le second point Â''^ ; ces six surfaces en se coupant déterminent un volume qu'il s'agit d'évaluer. Or l'expression V du volume élémentaire est
d\ ==: dd d(7x ddi cos n (/<7 si n ( rfd, rfo-, ) ,
d\ z= d7 d(Tx ddi sîn <pi sin 0, sin 9
=^ H Hi Hs sin 9 sin 91 sin 63 dp r/p. dp^;
conséquemment» si Ton Introduit l'auxiliaire X [285], on aura
rfV = X» rfp dpy dpiy
et, en intégrant entre limites, on obtiendra l'expression
rp''' r^»" r^V'
V= / dp I dp, dVdp,
Jç,^'^ Jp\'^ J^!;»
qui représentera le volume.
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Si l'on représente par D une grandeur analogue à la densité el variant avec la position du point, et par P une grandeur analogue au poids du corps, on aura aussi
^pc) ^pV' /-^V»
P= 1 dp I dp, I D?G»rfp.
Jpi^) J^»;» Jp[*^
Expression des aires des surfaces limitant le corps. — Si nous représentons par
les aires des surfaces qui limitent le corps, les indices inférieurs indiquant la série des coordonnées sur laquelle chaque aire se trouve, on aura pour la série p les deux équations
^»i) ^«tn
•çozz: / rfp. / (/p,HV'HV'sin9(0,
et deux autres couples d'équations que Ton obtient par la rotation simultanée des indices.
295. Expression des courbures propres et des courbures inclinées.
I** Expression de la projection de la courbure propre d'un arc coordonné sur Vun des deux autres, — La première des formules (ai)' du n®257 donne
HH. d. (G\\ rf.
HH._^. /g;\ d.
<;i'.>'^rfpUJ"5p;i"*\
HH
les trois autres résultent de la rotation simultanée des indices, a** Expression de la courbure inclinée d'un des deux arcs conjugués en surface^ suivant le second y projetée sur le premier. — Les formules (22}' du même numéro donnent
m^rf^^^i^ çUI, HH,_AH,_^ rfjff.
V~^p. HH. dp ' <iV^ dp UH, f/p
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2** Expression de la courbure inclinée d*un arc suivant If second et projetée sur le troisième. — Les formules (28) du n^' 260 donnent la formule suivante :
a: ~ dp dp, +H, ^^pAh'J'
aHH.H,_rf.G^ d,G\ 5i ^ /'GJA ( 4:',V ~ dp, dp, "^H. rfp\HîJ')
On peut donc exprimer tous les éléments des courbes coordonnées en fonction des six paramètres H, Ht, H,; G, d, 6».
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ÉLÉMENTS D'UNE TRAJECTOIRE DES COORDONNÉES CURVIUONES
Lorsqu'on rapporte une courbe à un système quelconque de coordonnées curvilignes, les divers éléments de la courbe s'expriment en fonction des éléments analogues des lignes coordonnées. Les expressions que l'on obtient, qui sont toujours symétriques, sont susceptibles d'une forme simple lorsqu'on introduit la courbure inclinée^ et alors elles constituent des théorèmes intéressants de Géométrie curviligne. Le but de ce Chapitre est d'exposer les principales de ces expressions, et de montrer que, dans cette théorie comme dans la théorie des lignes tracées sur une surface quelconque» la courbure inclinée est un des plus puissants éléments de démonstration et de condensation.
§ L — Formules GfiNftRALEs.
296. Équations de la courbe en coordonnées curvilignes. — Supposons qu'un point quelconque de l'espace soit déterminé par l'intersection de trois surfaces dont les équations dans le système rectiligne orthogonal sont
p, Pi, p3 étant des paramètres qui peuvent prendre toutes les valeurs possibles; à chaque point de l'espace correspondra un système de valeurs de p, pi, pa, de sorte que ce système représentera les coordonnées du point. Si les paramètres p, p,, p, sont des fonctions ^, ^i, ^3 d'une variable t, lorsque / variera d'une manière continue, les paramètres p, p., p, varieront
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d'une manière continue; donc le lieu des intersections de ces surfaces sera une courbe dont les équations dans le système de coordonnées dont il s'agit seront
si l'un des paramètres, p par exemple, est constant, la courbe sera située sur la surface p.
Supposons que les équations [i] soient résolues par rapport à x^Yy s, de telle sorte que l'on ait
(i)' a; = F(p,p„p,), jr = F,(p, p„p,), 2 = F,(p,p„p,);
en remplaçant dans ces équations p, p,, p^par leurs valeurs en fonction de / tirées des relations (2], on aura les trois équations de la courbe dans le système rectiligne orthogonal. Cette courbe sera plus spécialement appelée trajectoire, parce qu'elle traverse le système des coordonnées curvilignes.
297. De l'élément de la trajectoire. — Soit ds l'élément d'arc de la trajectoire, rfo", rfo'iyrfo'j-seront ses trois composantes obliques suivant les arcs coordonnés au point que l'on considère; si Ton appelle (f^, dqx, dq^ les composantes obliques de l'élément ds suivant les plans tangents aux surfaces p, pi, p}, on peut se proposer de déterminer ces divers éléments en grandeur et en direction ; ils se déduisent d'une formule unique qui donne l'angle de deux droites dans le système oblique.
D'après les relations du h* 2^6» on a les expressions suivantes :
/ rf^cos(rfs, rfd) = 2r/o"COs([rf(7], rf<y),
(4) ^ dsz=z^d(7C0s[d(j,ds]y
\ ds^=:2 dfT^ 4-2 2 rf(7, dffa cos 9 ;
on obtient aussi les formules suivantes :
[ dq cos [rfg, rfo*,) = rfo-i -4- c/c, cos 9, [5] < ^q cos [dq, da^) = dtj^ -+- de y cos 9,
( rfj C0s(c/5, rfo-) =:rf<T, COS9J -h rf(7aCOS9j (3);
ces relations font connaître les éléments ds, dq, dq^, dq,,
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ainsi que leurs directions par rapport aux trois arcs coordonnés.
On en déduit facilement la formule suivante :
(3) rf*»=2(rfî»— rf(7'),
laquelle montre que, si l'on construit deux parallélépipèdes droits et rectangles, le premier sur les éléments dq^ dq„ dq, comme arêtes issues d*un même point, le second sur les éléments dd, diii d^u ia diagonale du premier est Thypoténuse d'un triangle rectangle dont les deux côtés de l'angle droit sont la diagonale du second et l'élément ds de la trajectoire.
298. De la variation d'une fonction des coordonnées du point suivant l'élément de la trajectoire. 7- Soit V une fonction quelconque de p, pi, pa : on a» pour la variation preniière de cette fonction, la relation
ds '^j dp ds'*
ety pour la variation du second ordre de la môme fonction, la rela ion
'^^ ds\ds )~'Zidp diyds) ■*" ds'"
dans laquelle la variation complète du second ordre d*Y est donnée par l'équation symbolique
r»v=: (dp
rfp-^^P'5^-^^P'5p:'^^-
i^ relation (6) peut aussi s'écrire sous la forme suivante :
^ ' ds\ds )"' ds' ZàdcT ds\ds ) 2j ds dfr dsKdp)
Or, si l'on a égard aux expressions des variations des arcs coordonnés données par les formules (28)" du n" 258, la. dernière
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somme contenue dans l'équation précédente devient
,^j ds d<Tds\dp)
_Yrf,Vrfg
dp\dp J dd / j i\ rfop, /j i_\ c[o;a I
Soit» en second lieu, une fonction U de x^y^ z; on trouve, pour la variation du premier ordre, la relation
( \ dV^^dVdj
^""^ ds '^Zida ds'
Or on a Téquation
dVdVdx dVdr dV dz d(r dx d(T dy dfx dz da ^
si Ton pose, pour abréger,
rfU» rfU» rfU;
dx^'^ dr"^ dz^ '
la valeur de --r- peut s'écrire sous la forme suivante :
T— = Kcos(K, dff);
conséquemment, en s'appuyant sur les formules (23)'^ du n^258, on obtient la relation
(a)' ~ = Kcos(K,rf^).
On trouvera, pour la variation du second ordre de U, l'expression
ds \(is j 2adf7 ds \ds J
\r d_/dU\ da^ d_ /rfU\ rfo- rfa , d_ /rfU\ da^ dç^ Zd \.d(x \d(s) ds^ d(fi \d(T ) ds ds dcrt \d<T ) ds ds
470 U¥B£ 11. — 8BCTI0N I. — CHAPITKB IV.
Or on a, en se rappelant que A ei ^m sont identiques,
d /rfU\ cos(K^ (/'U .„
en ayant égard à ces valeurs, on obtient Téqualioii
ds \ds J~~ ds' 2u dv ds \ds )
, .] ^Wd(ircos{K^)d(T cos(K, 4^.,)rf(7
^'' 1 ^^ZldJl Â Ts'^ ^0^ dJ
cos(K,^«) da,
dans]laquelle d^V est la différeniielie complète de U par rapport à Xy y-y r.
299. De la courbure de la trajectoire et de ses composantes orthogonales suivant une direction donnée. ■— Soit^ la courbure de la trajectoire ds; si dans la formule (7) on fait U = jt, le premier membre de cette formule a pour valeur la composante de la courbure suivant Taxe des Xy et si de plus on remarque que la différentielle seconde de x est nulle, on obtient réquation
[ cos($, 3:)__Y ^£(^\ \ 9? ^2j dd ds \ds )
V^rfo-rcosf^, .yjrfT cos(x,^o,)rf(r, cos(j:,^«)rfc;, ^ds[ éi ds J^^i ds ^i ds
Cette équation donne la composante orthogonale de la courbure de la trajectoire e/^ suivant une direction quelconque Ox. Si l'on fait coïncider la direction Ox avec da, on aura la composante orthogonale de cette courbure suivant l'arc coordonné da; mais alors il faudra se rappeler que les cosinus des angles (^, d(T], (^«i» de), {JÇ^ou da] sont nuls, parce que Tare de est perpendiculaire aux rayons de courbure propre ou in-
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clinée a, 4j„, Ji^Q^. L'expression de celle composante est
cos(^P,rfg) Y tr^ 1 ^ ^d ('^^\
(QyJ Y fcos (^, [rfg]) d<T' (cos(41,i, [d(r]) dcr ddy
^ ^ ' ZdV ^ ds^ "^ 4:., ds ds
cos(4^M, [da]) d(7 d^'\ 4^,, ds ds J
Composantes obliques de la courbure de la trajectoire
j" expression. — Soienl —r-^ — :> — r. les composâmes oblî-
ques, suivant les irois arcs coordonnés, de la courbure ^; si
l'on remarque que la projection d'une courbure quelconque suivani l'axe des x esl la spmme des projecUons, surcel axe, des irois composantes obliques, on aura, en représenianl par X, Xi, Xa les cosinus des angles que l'axe des x fail avec les irois arcs coordonnes, les équaiions suivanles :
cos(,^, :r) X X, X,
et ainsi de suile. £n poriant les valeurs des composâmes de ces courbures et des courbures analogues dans l'équation (8), el en identifiam les coefficients de X, X„ X„ on aura l'équalion suivanie :
l 9J pK'^j -2d r^'^ ds' '^Zdds ds ViV "^ C/ ds [ds )' ^"^^ dans laquelle le signe \ s'élend à lous les indices inférieurs.
Remarquons que —7^ ne renferme que irois sorles de termes :
I® la somme des termes qui ne dépendenl que des composâmes obliques des courbures propres des lignes coordonnées; 2^ la somme des termes qui ne dépendent que des
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composantes obliques des courbures inclinées des li^es coordonnées; 3* le terme ^ { ^ ) •
301. Nouvelles expressions des composantes obliques de la courbure de la trajectoire. — Nous allons maintenant calculer
d'autres expressions de la composante -^f qui nous paraissent dignes d'être remarquées.
^ . ^. ,, dfj dfT do . -,
2* expression. — Observons que I on a t- = ^ ^; si 1 on
differentie les deux membres par rapport à dsy on obtient l'expression suivante :
ds\ds) '^ df^ ds\ds)
ds y dp \dp j ds rfp, \dp ) ds rfp, \rfp I ds ^
or, si Ton a égard aux variations des arcs donnés par les formules (^3 j*^ du n^258» on obtient l'équation
I da d (dp\ dp^ d^<T
p(^>~'dp ds\ds) '^d?d^
idY
(da d(Tt I ddt do'j i dcrt da i \ ^ d'f di'WÏ^'^lbdrf.'j'^'drdsT^') '^ 2à ^^^'-
3* expression. — Si dans le développement de la dérivée
écrit au commencement de ce numéro, on ajoute et
l'on retranche les trois derniers termes de ce développement, la somme des termes additionnels représentera l'expression
dp d /d<7* rfp\ dids\d^'ds)'^
on aura donc, en ayant égard aux variations des arcs (n**258], formules (23)'^, la relation suivante:
ds \ds) "" d<x ds \dp' ds)'^ ds' dp'
d(T d(Tx / I I \ da dct II I \
~ Tt HT \l^, ~ W ~ Ts lir VTiV ~ 171)
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el, en portant cette valeur de -r; [-t- ) dans l'équation (9), on trouve la formule
rf(7' /dcr d(Tx ddx dcTi da^ dcr^
1 ^ ds^ î ds ds ds ds ds ds
dp^ d_ fda* dp\ dp* d^ a d<T ds \rfp* ds] ds* dp*
4* expression. — Prenons la dérivée de ^> en ne faisant varier que p, nous obtiendrons les deux premiers termes de la seconde expression de -— j; cette secondeexpression pourra donc s'écrire sous la forme suivante :
dcF d(T\ d(Ti dcTy d(7i dcr\
ds ds ds ds ds ds
/(o) ' il») ' no) / *!• *ia Mi /
\yds*
p^') '^ ds [ds ) '^ ^
302. Des projections obliques de l'arc de contingence de la trajectoire. — L'équation (9), multipliée par ds, donne la relation suivante :
f \ as "^ dT Ida ddx d(j\ , fd(r\
le signe \ s'étendantà tous les indices inférieurs. Cette formule fait connaître la projection oblique de l'arc de contingence de la trajectoire ds en fonction des projections obliques des arcs de contingence propre ou inclinée des lignes coordonnées. On doit remarquer: i" qu'elle ne contient que des projections obliques suivant dtr des arcs de contingence propre
ou inclinée des lignes coordonnées; 2" que le facteur de -r-
sous le signe > renferme la somme des projections obliques
des arcs de contingence propre ou inclinée qui sont perpendiculaires à dd.
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303. Du plan de courbure de la trajectoire. — Soil SfR^ 1j normale au plan de courbure de la trajectoire ds^ on a
/crr \ /nf^-^ d /dr\ dr d [dx:\'\
si l'on porte dans le second membre les valeurs des dérivée^
rtv d "v de -T-i -^données par la formule (a), on obtient ds as ^ ■ ^ '
ros [iJÏL, z) V' I (do}^ dx d^x rfr\
Considérons le premier terme du second membre, en y rem-
dx dy* plaçant -r- -j" P^** leurs valeurs en fonction des rapports des
arcs d(Ty rfct, rfo-i à Tare ds\ la valeur de ce premier terme est alors donnée par la relation
d^y dx d^x dr
do" ds d(T ds
ddi/diT diX d»x rf, r\ d^tld^Yd^x d^x rf,>-'
ds \ dd ddx d(T d<7i
I ds \da d<7, ù<T do-:, /
On reconnaît que le coefQcient de —r^ dans le second membre
^ ds
représente le rapport de la projection de Taire du parallélogramme des éléments dd, ddx sur le plan des xy au produit de ces éléments, et que, par.conséquent, ce rapport est égal à
sin(psCos(/t3» -s). De même le coefficient de -—■ est égal à
— sin(p,cos(n,, z] ; on aura donc la relation
flf«r dx d^x dy rfc, . , , d^i . .
-. ;- = -— -sinopacos n„ a — --^-sincp, cosf/?,, s ,
dd ds dd ds ds ^ ^ ds ^ ^
qui donne Texpression du coefficient de -— ; les coefficients
de -— ;5 — ; se déduisent de la relation précédente par la rotait») ^('î ' ^
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lion des indices. On a donc finalement Téquaiion
. . ros(;)lL, z) \^/ rf(T, dd^ \ , ^ , . (il) ^-z z=z > — --T — — p 1 sin © cos /?, 2 )•
le signe N s'étendantà tous les indices inférieurs.
Celte équation fait connaître les angles que la normale 011/ au plan de courbure de la trajectoire fait avec une direction quelconque 0^.
Si Ton remplace la direction Oz par la direction rfo-, et qu'on remarque que les angles (nurfa), (/i,, rfor) sont droits, on obtient la relation
dans laquelle il faut remplacer cos (/i» c/(7) par sin^.sinds qui
lui est égal, et les composantes — ^ — - par leurs valeurs données par les équations (9).
304. De la courbure inclinée de la trajectoire ds suivant une direction donnée. — Cherchons en premier lieu la courbure inclinée de la trajectoire suivant Tun des arcs coordonnés rfo-, dcTi, rf(T,; d'après notre notation, ces courbures
• . ^ ï ' 1 ' . III
seraient -r — » . — » -7 — ; nous les représentons par -r-î t"*» t* '
Aorf, Aqd, Ardi A» Al Aa
ce qui revient à supprimer l'indice relatif à la trajectoire. Nous remarquerons que, conformément à notre notation, une
courbure propre — d'un arc coordonné rfo- peu-t aussi s'écrire
sous la forme -^ — » puisque cette courbure propre n'est autre
chose que la courbure inclinée de l'arc (/or suivant la direction
d(T. Cela pose, en se rappelant que X est égal à -j- (300), on a la relation
rfX rfX dff rfX d<7i d\ d(Ti
ds dcr ds dfix ds ddi ds
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et conséquemment
/^v cos ( Ao, J^) _. V rfq- cos (-Cm», x)
Cette formule fait connaître la projection d'une courbure inclinée -r- de l'arc ds sur une direction quelconque Ojt. Si
Ai
cette direction coïncide avec Tun des arcs coordonnés do-, on a la formule
cos (A,, rfg)^ y rfor cos(4:^[o]«,[rf<r]) 3. ^ ^ A. Zjds 4:^[,3. ' ^ ^
On déduit de la formule (i3), en remarquant que la projection d'une courbure 'est égale à la somme des projections de ses composantes, les composantes obliques de cette même courbure suivant les arcs coordonnés, de sorte que, si Ton
représente par r^,» ^,j ^^^ ces irois composantes, on ob-
tient la relation
On obtient aussi, en s'appuyant sur les formules {^3]" du n® 258, la relation
f ,., cos(Ao,rf5) \^ cos{d(j,ds)
dans laquelle les composantes obliques de la courbure -r-
doivent être remplacées par leurs valeurs tirées des équations (i4).
Cherchons en second lieu ta courbure inclinée de la tra-
jectoire suivant une direciion v quelconque. Soit -r — , ou
mieux -jr- celte courbure, et représentons, d'après notre nou-
At.
tion, par t— >-r— ' a^ '®^ courbures inclinées des arcs coor-
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donnés da, dcFx, d(Tu suivant la même direction t. : on a évidemment la formule
rfcosfv, a:) dcos{x.9 x) dd
ds dd ds
dC0S[x,^x) d(Ti rfcOS (t., ^) rf(T,
d(jx ds dci ds
laquelle donne
cos(A^,ar)^ ir\d<7. cos(A^.,a:)
Or, si V est une longueur déterminée en grandeur et en direction, et que x.(*\ vO\ ^('^ soient ses trois composantes obliques suivant les arcs coordonnés, on a
cos (t., x)=y — cos Xy dd) .
^X^yX) ^^ t/o) cos [J^ [,]„ X) \ dx d_ /v(')\
La différentiation par rapport à dcr donne cos(Ato, ^)
laquelle donne la composante orthogonale de la courbure -7—
suivant une direction quelconque.
Si Ton porte ces valeurs dans Téquation (i5), on obtient la formule
cos ( A^, x) ^Y /v^'^\ <^os ( Aq, x) \ dx d_/'J^\
I • " I Représentons par -7^^ -,7,9 -^^ les composantes obliques de
la courbure -r- suivant les arcs coordonnés, on obtient, par
Afc
le procédé déjà indiqué, la formule simple
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dans laquelle les composantes telles que r-^j, doivenl être rem-
placées par leurs valeurs tirées des équations (i4 )- On déduit sans difflculté les deux relations
cosfA^,//.0 Yoosf^/5, fi<y) '
Ces formules sont très générales, elles renferment implicitement toutes celles qui ont été trouvées dans les numéros précédents. Si Ton suppose, par exemple, que la longueur t coïncide en grandeur et en direction avec ds, comme la cour
bure inclinée de Tare ds suivant la direction ds n'est pas dis-
lincte de la courbure propre ^ de la trajectoire, la premièn»
des formules (iS)'', combinée avec les formules (16) ei (i4 )» donne l'équation
/ON, cos{^S.df7^ \^r/b-ros(A«, [(/(x]) . "V ^r^ -i ^ > ^ /^^
qui est évidemment la même que notre formule (S)', lorsqu'on a égard aux formules (i3)'.
305. Deuxième courbure de la trajectoire. — Les mêmes formules donnent la deuxième courbure de la trajectoire, ses projections sur les arcs coordonnés et ses composantes obliques.
Soient 7; celte deuxième courbure, -— ,» - .» -— - ses com-
posantes obliques suivant les arcs coordonnés, rr--» j^r^> ^-
ses projections sur les mêmes arcs; soient OTL une longueur perpendiculaire au plan osculateur de la trajectoire; m(*>, m^^K mf'> ses composantes suivant les arcs coordonnés. Si, dans le n° 2^5, on suppose la longueur ^ égale à OTL et qu'on prenne '>ll' pour unité, l.i deuxième des formules (6)' de ce numéro
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donnera la formule suivante :
7 ; — i — TT cos [/n, n ;
or, si Ton porte dans cette formule la valeur des cosinus des nngles (Oit, rfu), [Oïl, rfd,), (OU/, rfo-,) donnés à la fin du n» 303, on obtient l'expression suivante .
OÏL
= ? 7— r 7 -rrr^ r^^-j" sin 9 cos (U |, /i .
Cela pose, la formule (i6j donne et la formule (i5)"
(.7)' £^(qW=2
ros (Qrfc) "^ cos [[dfj], dd)
Si dans la formule (17) on porte les valeurs des rapports tels
que -^^- que nous venons de trouver et les valeurs des r^^^
données par la formule (i4)* on aura l'expression des composantes obliques des deuxièmes courbures suivant les trois arcs coordonnés, tandis que la formule (17)' donnera les projections orthogonales de la même courbure sur les mêmes arcs.
306. Formules de transformation. — Nous allons démontrer quelques formules de transformation pour passer d'un système de coordonnées à un autre système. Écrivons les
deux types d'équations (9) et (10) trouvés au n° 247 :
<lans lesquelles n, n,, n^ sont les directions des normales aux surfaces p, p,, p..
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Soit maintenant une fonction U de j:, 7, z ; on a dV _dV dp dV dp, . rfU f/p,
^^' dx dp dx ^ dpt dx ^ c/p, dx
Or, si l'on porte dans cette équation les valeurs de -7^» -r--.
--p tirées de la première des équations (18), et qu*on pose, pour abréger,
(18)' U.A=Y[A]Acos([/i],n)^,
on aura
ax ^ dp
Les trois équations contenues dans le type (18)' sont en tout semblables aux trois équations contenues dans le premier des types (18); donc, en vertu des équations contenues dans le second des types (18), on aura directement et sans calcul les équations
(18)" ^=y[H]Hcos([rf(j],rf(7)U.A, (3)
les paramètres H, h étant liés entre eux par la relation 11 du n» 2^7,
cos(/i, ao") ^ '
Les équations (18)' prouvent que U,, U,, U, peuvent être
considérées comme les composantes orthogonales suivant les
normales n, n,, n, aux surfaces coordonnées de la force dont
les composantes obliques, suivant ces mêmes normales,«se-
, d\] , rfU , dV raient n~j-9 A, -7-7 fh-j-' dp dpi dpi
Les équations iib prouvent que ît-t-' ii— r~' „ ^ sont ' \ / I ^ ndp Htdp, Hs^p,
les composantes orthogonales suivant les arcs coordonnés 1/9.
d(7iy dfTt de la force dont les composantes obliques, suivant
les mêmes arcs, seraient H AU,, H, A,U,, H,A, U?.
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Maintenant, si Ton remarque que, lorsqu'une force est décomposée suivant les directions Jer, cfo-,, dcTty et qu'on prend les projections orthogonales de cette force sur les normales n, /11, ns aux faces du parallélépipède construit sur dcFy ddip Ja», les rapports des composantes obliques aux projections orthogonales correspondantes sont cos{n,d(7)y cos{ni,d(Ti)f cos (n2> dvi), et qu'il en est de. même lorsqu'on opère d'une manière inverse, il en résulte que, ces conditions étant remplies dans les deux systèmes dont il vient d'être question, la résultante du premier système n'est pas distincte de la résultante du second. Cette conclusion est aussi rendue évidente par la manière dont on a obtenu les équations (i8)', (i8j^.
Les formules (i8), (i8)', (18)" sont donc des formules de transformation pour passer d'un système de coordonnées rectilignes à un système de coordonnées curvilignes, et réciproquement.
DU CONTACT DES LIGNES ET DES SURFACES
La première applicaiion de la théorie exposée dans la première Pariie est relative : i<* au contact des courbes entre elles; i"" au contact des courbes des surfaces, et enfin au contact des surfaces entre elles. Une preuve qu'une théorie, quelque rigoureuse qu'elle paraisse, n'a pas été conçue au point de vue le plus général, c'est lorsqu'elle repose sur des éléments propres à un système particulier de coordonnées, ou qu'elle ne peut se traduire analytiquement et avec facilité que dans le système particulier. Au contraire, si une conception est vraiment générale, vraiment géométrique, elle repose sur des éléments propres à un système quelconque, et s'applique sans effort à tout système de coordonnées. La théorie du contact des courbes est susceptible d'une pareille généralisation, lorsqu'on la fait reposer sur une définition se rapportant à la notion des courbes, ne renfermant aucun élément inhérent à tel ou tel autre système de coordonnées.
§ L — Du CONTACT DES COURBES ENTRE ELLES.
307. D^nition. — Deux courbes ont en un point commun un contact du premier ordre, lorsque ce point est la limite de deux intersections de deux courbes (Lagrange).
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Deux courbes ont en un point commun un contact du n'^' ordre, lorsque ce point peut être regardé comme la limii>> de n + I intersections des deux courbes.
Condition analytique du contact du premier ordre. — Soient les équations des deux courbes dans le système de^ coordonnées ( >, fx, v )
[c] X = /(/), fX =/.(/), V =/,(/),
(C) <.= F(/), arcizzF.io. x=:F,(/),
dans lesquelles la position du point dépend de la même va— riable indépendante /. Soient
Ot, Oi les deux intersections des deux courbes; /«, /i les valeurs de / qui déterminent ces deux intersections; ^9 ^1» Xjt* -C' I^s valeurs de X correspondantes dans les deu\ courbes.
On aura les deux équations
or on peut remplacer Tune d'elles, la seconde, par la combinaison suivante de ces deux équations :
ou, ce qui est la môme chose,
Si maintenant on admet que l'intersection Oi va se confondre avec l'intecsection Oo, il faudra faire converger ^i vers /«, et l'équation précédente, quand on passera à la limite, deviendra
^^J dt -- dt'
on déduit de là la proposition suivante :
Théorème. — Deux courbes qui ont en un point un contact du premier ordre ont en ce point les dérivées égales^ deux à
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deiix, des trois variables X, tx, v, par rapport à la variable indépendante t.
Condition analytique du contact du second ordre et des ordres supérieurs. — Soient trois intersections des deux courbes, Oo, 0„ Os, données par les valeurs ^, /i, /i de la variable /; >o, Xi, Xjt -dot -Ç.!» -O '®^ valeurs correspondantes des variables X et ^^dans les deux courbes; on aura au point 0,, en raisonnant comme on vient de le faire, la condition
^ ' dt dt
Ainsi on a la première des équations (i), l'équation (2) et réquation (3); or cette dernière peut être remplacée par la combinaison suivante des équations (2) et (3) :
dX rfXo __ rf41. dJ^.
dt dt ^ dt dt''
que l'on peut écrire successivement sous les formes suivantes :
dt " dt '
d (M.\ _ d /AQX dt\At ) " dt\At )'
., àt\dt / àt\dt)'
Si maintenant on suppose que les trois intersections se confondent en une seule, la dernière équation devient
dr dv
£n raisonnant de la même manière pour quatre intersections 0«9 Oi, Oa, Os» on dira : puisque au point Oi les trois intersections Oi, O2, O3 convergent en une seule, on aura en ce point réquation
di^ "" di'
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On a donc la première des équations (i), réquation(2), l'équation (3) et celle que nous venons d'écrire; or on peut remplacer celle-ci par une autre résultant de sa combinaison avec réquation (3); cette équation est
dr di' ~" dl' "" dr
Or cette équation conduit évidemment, quand on passe à la limite, à la relation
IF ~ di^ '
donc,, dans le cas de n + 1 intersections, en appliquant le tour de démonstration qui fait descendre à n + 1 le théorème démontré pour /i, on aura toutes les dérivées de 7i en ^jusqu'à Tordre n égales entre elles pour la valeur particulière /». On arrive ainsi à cette proposition générale :
TflftoRÈXB. — Deux courbes qui ont en un point un contact du n'*^' ordre, et qui sont représentées par les équations (c), (C), sont telles que, pour la valeur de la variable t relative à ce point, les dérivées successives du même ordre des trois variables X, fx, v; 4^, dlL, 3f^ sont deux à deux égales jusqu^à l'ordre n inclusivement.
Examinons actuellement le cas oii les équations des deux courbes [c) et (C) ne se rapportent pas à la même variable indépendante /. Soient les équations de ces deux cqurbes :
^ ( X==/(/), fx = /.(0, v = /,(/),
' (<^=:F(0), DÏL=zF,{6), ^=f.{0).
Soient 0., 0,, 0a,. . ., 6«; /«, /i, /a,. . ., tm les valeurs de 6 et de ^*qui se rapportent aux intersections Ot, Oi,..., 0«. Comme, en ces intersections, les valeurs de X et de 4^ doivent être les mêmes, on aura les équations
lf{t,] = V(0.], f{t,] = F{6,],
desquelles on tirera 60 en fonction de /«, d. en fonction de
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/ 9 On en fonction de /»; donc» en ayant égard à ces équa*
tiens, les coordonnées ^, JR/» Sft» seront aussi données, en ces points d'intersection, en fonction des valeurs de /«, ^i »^> • • • > ^ de la variable t, et la question sera ramenée à la précédente.
Remarquée. — i*" Les équations (4) sont les équations qui établissent la dépendance entre les deux variables indépen* dantes; et les équations de condition relatives aux dérivées des coordonnées de môme nom X et 4^ seront identiquement satisfaites par suite des équations (4); mais il n'en sera pas de même des équations de condition relatives aux autres coordonnées de même nom fx, ^nt, v, X.
2^ On est libre de prendre pour équations de dépendance entre les variables t^ 9, celles qui proviennent de ce que deux coordonnées de même nom des deux courbes sont égales entre elles, aux points d'intersection; alors les équations de condition relatives aux dérivées de ces coordonnées de même nom seraient identiquement satisfaites au moyen des équa* tions de dépendance; et pour les autres équations de condition, il n'y aurait, comme cela doit être, qu'une seule variable / indépendante, puisqu'en ces points la variable 0 est une fonction connue de la variable i.
ZÙS.^Des courbes osculatrices. — Lorsqu'une courbe renferme, dans sa définition, un certain nombre de paramètres et qu'on les détermine de telle sorte que cette courbe ait en un point, avec une courbe donnée, le contact le plus élevé, la première courbe est dite osculatrice de la seconde.
Soient les équations de la courbe (C)
I? (O •^'^» ^» '> ^' ?»^«' • •^»«) = o> 9,(4^, Dru, 5^, t^axa-ta^.. .a,,) = 0;
les équations d'une courbe renfermant 3n paramètres a., ^t»* . ., âsK, proposons-nous de déterminer les paramètres de telle sorte qu'elle soit osculatrice de la courbe (c).
Les équations (5) déjà écrites font connaître les trois coordonnées ^, U[L, d1- de la courbe en fonction de /; on aura
488 LIVRB II. — SBGTION il. — CHAPITRB V.
donc 3n équalions de condition pour élabUr que les coordonnées de même nom et leurs dérivées du même ordre Jusqu'à Tordre /i — i, sont égales, au point que l'on considère, et l'on pourra, au moyen de ces3it équations» déterminer les 3a paramètres des équations (5); et, conséquemment, les deui courbes osculatrices ont un contact de Tordre n — t.
Remarque. — Si, au point que Ton considère, il existe une
ou plusieurs relations entre les dérivées des coordonnées de
même nom des deux courbes, Tordre de contact surpassera
H — I , généralement, d'autant d'unités qu'il y a en ce point de
. multiples de trois, de semblables relations.
' Cas où les équations (5) se réduisent à deux ne contenant ni l'une ni l'autre la variable indépendante t, — On ramène ce cas au précédent en considérant une des coordonnées ^, par exemple, comme une fonction arbitraire de /, puisque cette équation, jointe aux deux précédentes, fait connaître les trois coordonnées 4^, 0\L^ x en fonction de /, et Tapplicatîon des conditions de contact conduit à cette règle que, pour le contact de Tordre n, il suffît de différentier n fois successives ces deux équalions, en y regardant les coordonnées ^, OU/, ^y la première comme une fonction explicite, les deux autres comme des fonctions implicites de /, et à remplacer dans le résultat les coordonnées 4^, Jlt, Sf^ et leurs dérivées par les coordonnées X, //., v, et leurs dérivées tirées des équations de la courbe (c).
309. Problème I. — Contact d'une courbe quelconque avec une courbe dont les coordonnées sont des fonctions entières et rationnelles de la variable indépendante.
Soient les équations (5) données par les relations suivantes, dans lesquelles a, 6, c sont des constantes :
/ 4^— a -+- 6 / + c /'-4- dt^ -h . . -+-//•, (G)' I OTt^a, -h 6,/ -h c,^'H-rf,/3-+-...4-/,r,
Si Ton développe les coordonnées X, fx, v de la courbe (c), suivant les puissances de / — /„ et qu'on néglige les termes
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qui suivent la dérivée 7i'*"% on aura pour X
(6) 1 rf.,. M3)
et deux équations semblables pour [x et v. Or ces équations donnent une certaine courbe dont les coordonnées et leurs dérivées jusqu'à l'ordre n sont les mêmes que les coordonnées et leurs dérivées jusqu'à Tordre n de la courbe (c) pour la valeur /«, comme on le vérifie sans difficulté a posteriori; de plus, elles donnent les coordonnées ordonnées suivant les puissances entières de / jusqu'à n; donc les équations (6) sont les équations de la courbe (C)', devenue osculatrice de la courbe (c).
Si l'on voulait avoir les valeurs des paramètres a, b, c,..., /, il suffirait d'ordonner l'équation (6) en X, suivant les puissances de t, et d'identifier avec l'équation en ^, {C)\
I** Supposons que les seconds membres des équations (C)' ne contiennent chacun que les deux premiers termes^ les équations (6) .ne renfermeront aussi» en leurs seconds membres, que les deux premiers termes; or, suivant le système de coordonnées dont il s'agira, on aura des courbes différentes qui seront osculatrices des courbes (c); s'il s'agit du système cartésien droit ou oblique, on a les équations de la tangente à la courbe, données par les équations
(6)' •" ç^ ■" rf^ "" rfv. '
dt dt dt
2® Supposons que les seconds membres des équations (C)' ne contiennent querles trois premiers termes; les seconds membres des équations (6) ne contiendront aussi que les trois premiers termes, et l'on aura les transformées suivantes :
[dF'dF-'drdF)^'^'^^ = ^^-^^^'dF'-^^-^^^ IF'
(dfx. d^Vo dv, d'uA d*v. . . rf>o
49^ &1VRK II. — SBCTlOIf M. CHiriTEB V.
ce qui montre que la courbe estsituée sur une surface du premier degré par rapport aux coordonnées X, fi, v; ar^ si Voa porte la valeur de [t^l^] dans la troisième, on a
dï IF ~ ~dt
dT "dF ~~ 'di dV
surface du second degré en X, /jl, v. Donc la courbe est Tintersection de deux surfaces : Tune du premier, et l'autre du second degré.
§ II. — Du CONTACT DES GOUBBBS ET DES SU&FÀCBS.
310. Définition. — Une courbe c a avec une surface s un contact du n'^"' ordre en un point 0», lorsque, en ce point, n + 1 intersections de la courbe et de la surface se confondent en une seule.
Conditions analytiques du contact. — Proposons-nous de déterminer les conditions pour qu'une courbe C d'espèce donnée située sur une surface s ait, en un point donné 0», un contact du n'*"* ordre avec une courbe donnée c. Soient les équations de la courbe c,
les équations de la surface
[s] • ¥(4L,OTL,0b)^=o.
Les équations de la courbe C d'espèce donnée, située sur la surface, sont
(C) 4:-^F(/), OÎL=F,(0, ^ = o,
les deux premières étant telles que les fonctions F et F, sont
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d*espèce donnée et contiennent des paramètres qu'il faut déterminer [)ar les conditions du contact, et la dernière étant réquation (3) de la surface.
Il est évident que les conditions du contact des deux courbes ç et C comprendront les conditions du contact de la courbe c et de la surface s, car il ne peut pas se faire que la courbe c rencontre la courbe C sans rencontrer la surface s aux mêmes points; ces dernières conditions auront le caractère spécial d'être indépendantes de la forme des fonctions F et Fi, qui représentent la courbe c; il suffira donc d'éliminer ces fonctions des résultats obtenus pour avoir les conditions analy* tiques du contact de la courbe c et de la surface s.
D'après ce qui a été établi précédemment, pour que les deux courbes c et C aient un contact du n'^' ordre, on a les conditions suivantes:
les équations en W étant l'équation [s] et ses dérivées successives par rapporta /, dans lesquelles on a remplacé les variables 4^, 0R/, X par leurs valeurs en/, tirées des relations indépendantes de T. Il y a donc deux sortes de conditions, les premières dépendant des formes F, Fi, les secondes indépendantes de ces formes. Les premières serviront à déterminer les paramètres contenus dans les fonctions F, Fc Les secondes, qui sont les équations en Wf expriment les conditions du contact d*une courbe c et d'une surface s; on déduit de là la proposition suivante :
TuÉOHÈHE. — Pour qu'une surface ^f ail avec une courbe c, représentée parles équations (c), un contact dun''** ordre^ il suffit de remplacer, dans V équation de la surface et dans ses différentielles successives jusqu'à l'ordre n, les coordonnées du point et leurs différentielles par les coordonnées du point de la courbe c et leurs différentielles.
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Surface osculatrice d'une courbe. — Étant donnée de forme réquation d'une surface contenant des paramètres» si l'on détermine ces paramètres de manière que la surface ait le contact le plus élevé avec une ligne donnée, cette* surface est dite osculatrice de la ligne. Soit (/» + i) le nombre des paramètres contenus dans Téquation de la surface, si Ton pose les conditions pour que les coordonnées de la courbe et leurs dérivées par rapport à la variable indépendante qui Oxe la position du point sur les courbes satisfassent à i'équation de la surface et à ses différentielles successives par rapport a la même variable jusqu'à Tordre n, on aura (a + i) conditions qui permettront de déterminer les paramètres.
Courbe osculatrice d* une surface, — Étant données de forme les équations d'une ligne contenant des paramètres, si l'on détermine ces paramètres de manière que la ligne et la sur> face aient le contact le plus élevé, cette ligne est dite osculatrice de la surface. Ainsi le nombre des paramètres contenus dans les équations [c] de la courbe étant supposé égal à (/t + i\ cette ligne aura un contact du w'**' ordre avec la surface, si Ton pose les conditions pour que les coordonnées de la courbe et leurs dérivées par rapport à t satisfassent à l'équation de la surface et à ses différentielles successives jusqu'à l'ordre n, et que l'on détermine les paramètres au moyen de ces conditions.
311. Problème 11. — Rendre osculatrice de la courbe c la surface du premier degré par rapport aux coordonnées curvilignes J^, OÏL, 3f^.
Cette surface a pour équation, a, 6, c étant des constantes,
si l'on représente les dérivées successives d'une coordonnée X par rapport à /, par celte lettre marquée d'un accent, de deux accents, suivant Tordre de dérivation, on trouve Téquation suivante :
UV
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Cette équation représente le plan osculateur de la courbe, si le système des coordonnées est rectiligne cartésien.
Si le système des coordonnées se compose de trois séries d'ellipsoïdes semblables et semblablement placés, ayant un point commun et tangents en ce point chacun à chacun des plans d'un système de trois plans conjugués, on a les équations de transformation
x' r' z^ £? "^ F ^ cP»""
se rapportant à un système droit ou oblique; l'équation {s)' représente un ellipsoïde semblable aux précédents, passant p<ir le même point et ayant avec la courbe c un contact du second ordre, comme le démontrerait la substitution des coordonnées ^, DÏL, JG dans l'équation (s)', en fonction des coordonnées xectilignes x, y, z, tirées des équations précédentes.
Dans le système curviligne donné par les équations précédentes, les coordonnées ^, 3ÏL^ X sont liées avec les demiaxes des trois ellipsoïdes : le premier X, suivant la ligne des j;; le second ifb', suivant la ligne des 7; le troisième Csui- \ant la ligne des z, par cette condition qu'elles sont chacune troisième proportionnelle entre les quantités a, b, c et l'axe correspondant, de sorte que l'on a les relations
Il y a une autre manière d'arriver au même résultat et qui consiste à appliquer à une courbe et à son plan osculateur la transformation par rayons vecteurs réciproques, et ensuite à la surface transformée, qui est une sphère, la transformation homologique dans le cas où le centre d'homologie est à l'infini; les sphères, dans ce cas, se transformant en ellipsoïdes semblables et semblablement placés, on obtient ainsi l'ellip* soïde dont il vient d'être question.
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Comme les ellipsoïdes sont semblables à un ellipsoïde donné (a, A, c), les trois axes JU, in>»C; Jl,', ift»'. G' ; *V.", iiî»'', C rif* ces ellipsoïdes sont immédiatement déterminés.
Une remarque qui ne peut échapper au lecteur est que, si l'on suppose que ^, 3ïUy 2f^ sont les coordonnées du point Cf, dans le système rectiligne (3c,y^ z) dont il s'agit, les points O', et Og, le premier ayant pour coordonnées ^ , DSLy SfC,, le secon i or, jr, Zy sont deux points réciproques. Situés sur un même rayon vecteur mené de l'origine des coordonnées, ils donnent naissance aux trois équations
y* Oïl» x> 9. on
On a donc le système de transformation réciproque
y D\L OZ f' OU' x>
^^ lii. -j 1 —
avec la condition
312. De l'ellipsoïde osculateur. — Les équations de condition pour rendre un ellipsoïde osculateur d'une courbe donnée sous la condition qu'il soit homothétique d'un ellipsoïde donné (a, b, c) sont les suivantes :
(EM s^^—-^dx = o,
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Nous tirons de ces «équations les conclusions suivantes» et nous convenons de représenter et de désigner par le symbole [ay hy c) Tellipsoîde dont les trois demi-axes sont n, h^ c.
I** L'équation (£') prouve qu'il y a une infinité d'ellipsoïdes homothétiques d'un ellipsoïde (a, b^ cr], tangents au point [x^y^z] de la courbe, et que les centres de ces ellipsoïdes sont situés sur un plan conjugué de la tangente, par rapport à l'ellipsoïde [a^ b, c).
7? Les équations (E') et (£'') prouvent qu'en un point (^,^, z) il y a une infinité d'ellipsoïdes homothétiques ayant en ce point avec la courbe un contact du second ordre et dont les centres sont situés sur l'intersection de deux plans infiniment voisins, conjugués suivant [a, 6, c), ou mieux sur une droite conjuguée du plan osculateur, par rapport à l'ellipsoïde [a, byc).
3* Les équations (EM, (E'')y (E'*) prouvent que le centre de l'ellipsoïde osculateur, homothétique d'un ellipsoïde donné, est l'intersection de trots plans infiniment voisins conjugués par rapport à (a, 6, c), ou bien le point d'intersection de deux droites conjuguées par rapport à [a, fr, c) de deux plans osculateurs infiniment voisins.
4<' Si l'on élimine / entre (£') et E""), on a l'équation de la surface développable, enveloppe des plans conjugués par rapport à (a, &, c), ou bien le lieu des centres des ellipsoïdes ho- ^ mothétiques ayant un contact du second ordre avec la courbe; les équations (E'] et (E"^) sont les équations de la génératrice de cette développable.
5*>Siron résout les trois équations (F), (E"), (E"') par rapport à a, ^, y, les variables exprimées en fonction de / représentent les équations de l'enveloppe de la génératrice de la surface développable et enveloppée, qui est l'arête de rebroussement de cette surface; par suite, cette arête est le lieu des centres des ellipsoïdes osculateurs homothétiques.
6** Parmi tous les ellipsoïdes qui ont un contact du second ordre avec la courbe, il faut distinguer celui dont le centre est l'intersection du plan osculateur et de la ligne conjuguée g par rapport à (a, b, c) du plan osculateur : c'est l'ellipsoïde minimum. En effet, tous ces ellipsoïdes ont leurs centres situés
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sur ia génératrice g et coupent le plan osculateur suivant une intersection commune qui est une ellipse; donc l'ellipsoïde en question est Tellipsoîde minimum.
7^ L'ellipse, intersection commune des ellipsoïdes osculateurs homothéliqueSy est l'ellipse tracée dans le plan osculateur, sous cette condition qu'elle soit semblable à la courbe d'intersection d'ellipsoïde donné (a, b^ c] et d'un plan parallèle à ce plan osculateur; cette ellipse est osculatrice de la courbe donnée.
313. PaoBLftVB III. — Déterminer une ellipse oêculalrice el semblable à l'intersection d'un ellipsoïde [a^b^c) et d'un plan parallèle au plan osculateur.
Les coordonnées a, (3, y du centre de cette ellipse sont données par les équations
dans lesquelles on a posé
dxd^X— dyd^x =iZ^ (3)
et dans lesquelles aussi il faut remplacer x^y-y z; a, j3, y par
X r z a ^ y ^ dx^ ï .x . . •
— > T-» -^ -> r> - et S ---r-, PS»»*-*;* On trouvera ainsi, après
a boa b c a^ds* "^ 3' ^
quelques réductions faciles, les équations suivantes :
?Lll^ = abc^ "^"^^P-^^ , ry
a à* a*cos'(v, :r) -+- fc'cos*(v, j) 4-c*cos'(y, ^) ^
de sorte que, si l'on représente par ^ la distance du point de la courbe au centre de l'ellipse, on aura
ê{} _a^bU;^ Sa^cos^px
p^ ~~ d* (Sa'cos'vorj'
31{^. Problème IV. — Déterminer un ellipsoïde semblable à
un ellipsoïde donné, semblablement placé et osculateur d'une
ligne donnée.
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Première solution. — Soit l'équation de l*ellipso¥d<e dans le système recliligne orthogonal
posons
7^7 1 JT-7
a o c a o c égaux à XxyXxf Zx\ a,, (3i, 71; l'équation précédente devient
[s], (a, - jr,)«-h (p. -r.)'+ (y. - ^0'== ^';
si Ton différentie cette équation trois fois successives, les équations du contact seront les trois suivantes, en supprimant les indices pour abréger :
(a — x) dx + (;3— jr) dy -^[y-- z) dz rr: o, [a — x)d^x -*r ((3— j) dy-\- (y — z)d^z =z ds\ (a — j?) d*x -h (P — /) dy '^{y — z)ézr= 3ds d%
dans lesquelles ds est une auxiliaire, telle que
ds^ =dx^-h dy^ H- dz^.
Si l'on conserve à Z, X, Y la signification donnée au n**313, on a les deux équations
_ ds\d^}
^ ^'^ d'z dZ d'x d\ d'y d\'
lis' fis* ds^ ds* 1^ ds*
"" (Sd'xd\)'
Si maintenant on restitue les indices et que Ton ait égard aux relations (i) et à la valeur de i du n° 313, on trouvera, après des transformations connues, les deux nouvelles équa-
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lions, d^jne certaine élégance,
).•= ^7 8a'cos*(p, a;) h- 2 ^( log — \Sa*cos(p, jt) cos [y, x)
Ces formules se vérifient facilement dans le cas de la sphère, et elles deviennent
y — -z ~ pcos(p, «) — -^cos(v, z),
315. Deuxième solution, — Cette solution dépend du problème suivant :
Problème V. — Rendre osculatrice d'une courbe c la surface du second degré par rapport à des lignes coordonnées quelconques 4^, «TIL, ^ données par V équation suivante :
les paramètres étant ^♦j OîLe, X,, ,iR.. On aura les trois équations, ^ étant une auxiliaire,
(O — ^)^' ■+■ (^0 — lf')lL' + (Du — v)v' = o,
(^. ~ XjX'^-f- (3PL-0 - f^)fx*'-h (X. - v)v''= 35' 4';
on trouve, en opérant comme ci-dessus, et en posant les équations suivantes :
(X''2.'H-n*''ai;'H-v"'?y')'
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I® Si les coordonnées sont rectilignes et rectangles, Téqualion (sy représente une sphère; on a donc les équations de la sphère osculatrice.
T."" Si le système des coordonnées est donné par les équations (i) du n*" 311, c'est-à-dire donné par trois séries d'ellipsoïdes semblables et semblablement placés et ayant un point commun, l'équaiion ( 5 j"" représente un ellipsoïde semblable et semblablement placé, d'ailleurs d'une position variable avec le point; on aura donc les équations d'un ellipsoïde osculateur semblable et semblablement placé, exprimé dans le système coordonné X, fx, v.
Si l'on voulait passer au système cartésien, il faudrait éliminer X, /ji, V, au moyen des équations (1) du n** 311.
Ici se présente une série de remarques analogues à celles que nous avons faites dans les n^ 311 et 312.
Contact des surfaces entre elles, — Dans notre théorie, cette question n'est qu'un corollaire du contact des surfaces et des courbes; mais cette question doit être réservée, parce qu'elle appartient à l'Analyse infinitésimale des surfaces.
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SOUS DIVERSES CONDITIONS
§ I. — Trajectoires des lignes cooRDONNfiBs d*un sTsrfcMs.
316. Problème I. — Trajectoires d'un sjrstème par la condition que les composantes obliques du déplacement effectué sur cette trajectoire soient entre elles dans un rapport constant.
Équations différentielles. — Ces équations sont, a, a,, a, étant des constantes,
d<T d(Tx dcTt
a Ux a-,
('){ ■ ds
(a'-4-af-l-fl'-+-aaai cos9-t-2aiaaCOS(pi-h2a,flCOS9,)'
Pour abréger, représentons par k le dénominateur du dernier rapport; nous aurons, par intégration, la relation triple
(2) s — S9 = - j kd(T, (3)
qui donne la longueur de Tare.
Applications. — i" Système birectiligne de révolution. Dans ce système, on a (282) les trois arcs coordonnés donnés par les formules
1' dd ^^Ut sinpidp,
. rfo', = aaiSinprfp„
, sinpsinp, ,
sin(p4-p.)
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donc les deux équations différentielles de la trajectoire sont, m étant une constante ainsi que /i,
' sinp, sinp sin[p+ptj siup
l'intégration de la première donne» en représentant par a la constante d'intégration,
(3) tang|p4 = ûtang-jp;
or la seconde donne
^p, = n(cospi + sinpiCOtp)</p*
Si Ton porte» dans cette équation» les valeurs de cospi, sinpi, tirées de la précédente» lesquelles sont
2atane*Yp i — a^tang*"!©
sinp, = . X ^ cosp, = — — ~~-^»
^ i-t-a'tang'-jp ^ n-a*tang*"yp
on obtiendra l'équation différentielle
^'"" i-f.a'tang*«ip
X (i — a»tang*"^p-4-aung*"-'7P — «ung^+'^p;.
Si Ton pose
lang^pi^z,
cette équation devient
laquelle peut s'intégrer dans un grand nombre de cas» et en particulier lorsque m est un nombre entier.
Examinons les cas où m est égal à i ou — i. Dans le premier» on a
et dans le second on trouve» au signe près, la même formule.
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pourvu que Ton change a en Cela étant, on a» dans le
premier cas,
a — I r/p, adz dz
an- I 2/» 14- a}z* i 4- a*
Si Ton représente par G la constante arbitraire, cette équation donne par intégration
Ci — I pj — C , . . .
- - =arc(tang = «z] — arc iang=: z),
et, en remplaçant z par sa valeur, on obtient la formule
(6) tang(l^P-^:i^) = ^^-';^""f.'P-
^ ' °\a4-i 2/1 / i-f-atang'Jp
D'une autre part, la formule (3) donne l'équation
tangi^p, = alangip,
qui est l'équation d'une conique. On a donc les équations de la trajectoire.
Si l'on suppose m égal à ~ 1, les équations (6j et (3] deviennent
lang ^- ) ^\ r^i ^=-^, ung{ptang;p. = fl,
°\a-ri 2/1 / taiig'lp — a ^
dont la seconde représente également une conique.
317. 2*> Système bicirculaire de révolution. — Dans ce système (283), on a les équations suivantes :
/ \ j mdr j rri dn , , ,
(2) 4^A= \/(r4-/"i-t-2a)(r4-ri— 2a) (r— r,-f- 2a)(r,-- r-t-ia];
donc les équations différentielles de la trajectoire du système seront, en représentant par m et /t deux constantes,
ov j 1 j a marri dr
3 j dri — nar = o, ar, 7— m — = o-
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Si Ton intègre la première, on trouve, C étant une constantCi
( 4 ) r, — nr = C,
et, en ayant égard à celte équation, la deuxième éqùrflion différentielle prend la forme
5 dri = 8ma- r-^ ■ ;
l[(i^n)r^CY--/ia^\\/ia^-[{i-n)r-^CY\
or, si Ton pose, pour abréger,
C-+-5ia . C --in C — 2« C-^-ia
=A, z=a, =v, =Gy,
l'équation précédente deviendra
(i — n'Vrfr, Ldr M dr Nrfr Pdr
Sma r4-X i*-^/x /•— v r — ts
en y représentant par L, M, N, P les constantes que l'on obtient en divisant le numérateur de la fraction située dans le second membre de l'équation (5) par la dérivée du dénomi* nateur, et en remplaçant dans le résultat successivement r par — X, — fz, V, GT. Cette dernière équation s'intègre immédiate* ment et donne, en représentant par Ca une nouvelle constante arbitraire, la relation suivante :
(^' ^-^B^'('-'-C.)=log(rH->)>'(r4-«)-(r-v)«(r-«,)-.
Si n :^ I, la formule (5) devient
(4fl'--CM , _ (C-Hr)rrfr 2/na ' (r-4- X) (r-h/jt)
dont le second membre peut s'écrire sous la forme suivante :
. XfC-X)rfr fi.(C'-a)dr
de sorte que, en intégrant, on trouve
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L'équation (4) devient, dans cette hypothèse, (4)' r.~r = C.
Si n:±— i^h formule (5) devient, en changeant le signe
de C,
(C»~4a») (CH-r)rrfr
2/na (r— v] ^r— m)
et, par intégration, on trouve
or réquation (4) devient
On a donc, dans ces divers cas, les équations de la trajectoire en termes Onis.
318. Trajectoires sous angle donné d'un système orihogonal. — Les équations différentielles de la trajectoire sont les équations (i) du n** 316, en y posant k^ égal à la somme des carrés des constantes a, a., a^\ on a donc
M(T ddi rfo-j ds
a a, Ut ^a^:i.a]-ha\
Applications. — i* Système de coordonnées polaires. Si l'on représente par r, 9 ei^ le rayon de la sphère, l'angle que le plan qui projette ce rayon sur le plan des xjr fait avec le plan des xz et le complément de l'angle que ce rayon fait avec sa projection, les équations différentielles sont
Si l'on intègre les deux premières, on trouve, en représentant par A et B deux constantes, les équations
tang}?]; 11:1 Be" , r— Ae^>", qui sont les équations de la trajectoire; la première repré-
rd^
rsxtï^ dQ dr ds
a Gt k
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sente un cône loxodromique et la seconde un cylindre Ibxodromique.
Coordonnées cartésiennes. -— Si Ton remarque que l'on a réquation
9=,og(^H|H'.y-
les coordonnées cartésiennes sont
07 = Ae''»* sin^ cos
[,„,(!î=|ii)-].
[,o,(ïn|xi)*].
y=^ k c"' * sin ^ sin | log
z •=. A^' cosvp.
La rectification de la trajectoire est donnée par Tintégration de la dernière des équations (i)'
a" Système polaire cylindrique. — Ce système est donné par les équations suivantes :
x=rcos0, jrzzzrsïnQ^ z=:Zy
de sorte que Ton a les arcs coordonnés
da = dr, d(Ti = rdO, rfcj = dz,
et conséquemment les équations différentielles de la trajectoire sont
dr rdô __dz ds
a Ux û, k
desquelles on déduit^ en représentant par r« et 2% deux constantes arbitraires, les équations suivantes de la trajectoire :
Cette trajectoire est Tlntersection d'un cône circulaire avec
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un cylindre loxodromique, c*esi-à-dîre un cylindre dont b section droite est une spirale logarithmique.
319. Trajectoires sous angles donnés d'un système quel-conque. — Soient a, p, y les angles que réiémeni ds de la trajectoire fait avec les trois arcs coordonnés; si Ton projette sur la direction de chaque arc coordonné successivement le périmètre du polygone gauche, dont les côtés sont d<j, da^^ d(Tu dsj on trouve les trois équations différentielles suivantes :
Irf* cos a = dff -\- rfcr, cos 9, -h dcxi cos ?i , ds cosp = d(Tt 4- rfa-tC0S9 -+- rfcr cos 9,, ds cos y =^ rfc-i- d(T COS9, -4- de, COS9 ;
rélimination de ds entre ces trois équations conduit aux équations suivantes :
d(T (cos(3 — rosacosQj) -h </o'i(cos9tCOs[3 — cosa)
-hrf(ra(cos9, cosj3 — cos9Cosa; = o,
rfo-|(cosy — COSPCOS9) -h d(7t(cos9 cosy — cos(3) [ 2 j <
^ • rfo-(co&9acosy — cos9»cosp) =0,
c/o-3(cosa — cosy COS91) ■+• rfG-(cos9, cosa — cosy) \ -f- do-, (cos 9 cos a — cos 9, cosy) = o,
qui sont les équations différentielles de la trajectoire.
^application au système donné par trois surfaces réglées, — Les équations de ce système de coordonnées sont les trois équations contenues dans le type
(3) a: = a:'4- wX H- v//, (3)
x'^y' y z' étant les coordonnées d'un point d'une courbe directrice donnée, u et v deux longueurs vasiables, mais indépendantes; \ X,, X, les cosinus des angles que la première fait avec les trois axes fixes des ^, j, z ; a, /x,, fx, les cosinus des angles que la seconde fait avec les mêmes axes, ces cosinus variant avec les coordonnées x\ y\ z* de la direcirice et, par .conséquent, étant fonctions, ainsi que ces coordonnées, d'une variable /; enfin ^, jr, 2 sont des coordonnées d'un point quelconque de Tespacc, variant par suite de la variation des trofs
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quantités i, u et v, qui sont les coordonnées du système dont il s'agit.
On voit que, si l'on suppose u constant, on a une surface réglée; si Ton suppose v constant, on a une surface réglée; si l'on suppose t constant, on a un plan; ces trois surfaces sont les trois surfaces coordonnées.
jircs et angles coordonnés, — Si l'on différentie les équations (3) en y faisant tout varier, on a l'équation
(4) dx=:[dx'-^ udk-^vdij.) -^Tidu-h iidv; (3)
en élevant ces trois équations au carré et en ajoutant, on trouve la valeur complète du déplacement ds, de laquelle on déduit
rfo-* = 2 (rfx'-i- udl -f- i^dyL)\ d<j\ = rf//*, rfo-,= dv\
^ é/o" rfci cos©2= 2X ( rfo" -h « rfX -f- c rffx),
d<j rfo-, coscp = 2|x(rfo"-f- wrfX-t- i'rfp.), ddx ddi cos 9 r= 2 \a du dv.
Trajectoire sous angle donné du système. — Appelons ds' l'élément de la courbe décrite par le point x\ x\ 2', et 9 TaDgie des deux droites u el v; du et d(^ les déviations angulaires de ces deux droites; on a la relation
(9) cos9--2Xfx.
Or, si Ton applique à ce cosinus le théorème des courbures inclinées (49), on trouve la relation
(9)' — sin9rf9=:di'COs(tt, iv) 4- ducos(v,àu).
D'après cela, les équations différentielles de la trajectoire, en remplaçant dans les équations (i) les arcs coordonnés par leurs valeurs, sont
dscosa^dfT-f- -j-lds' cos (u, ds') 4- vivtos[u,iv]
ds cos(3 = ds cos (//, ds') -^ vdv cos (a, 8v] -f- cos 9 dv -\-du^ dscosy ^ds' cos{Vf ds' ] -hMâ«cos(c', â/i) -^cosodu-hdv.
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Pour abréger, posons
^ cosl*', au) = a,. ^ cos(«, ds'] = *,
j- COS (tt, ôi') 1= a. ^ cos(i/, A') =r A. ;
a, a., 6, 6| sont des fonctions connues de /, et les équations précédentes prennent la forme
/ dv\ds ,. .du ,. .rfc fitr^
..... , ^ds du dv ,
(<>)' i «os(3 j^ --j^- cos? - - a*» - * ^ o.
</« dv du ,
'='''>' rfi - rff— *'°"'' rfZ -'''"-*' = '»•
Telles sont les équations différentielles de la trajectoire entre les variables s, u, v et la variable indépendante I. La première a une forme symétrique et les deux autres sont linéaires, ce qui rend le système intégrable dans quelques cas dignes d'être remarqués, comme nous allons le voir dans les numéros suivants.
§ II. — Dis trajectoires orthogonales d*unb surface
COORDONNÉE
320. Équations différentielles. — La trajectoire orthogonale de la surface p fait des angles droits avec les deux lignes coordonnées {/o-.» dcr^ qui se trouvent sur la surface p. On a donc (319] les deux équations différentielles qui résultent des formules (i) du n" 319
1 dc^ ■+■ rfCaCOSÇ H- d<7 C0S(pî = 0,
( rfo-, -f- d(T coscp, -h d7i cos(p = o; or on a la relation
ds^ =-. y. rfff' -f- zl rfo-, d(Tj cos<p ;
donc les équations (i) sont les dérivées de ds\ la première
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par rapport à da^ la seconde par rapport à datt considérées comme variables.
On déduit des équations (i) les deux suivsfntes :
, , l Jcsin*© -J-rfo-fcosç, — COSÇCOS9,) = o,
{ <fo'iSin*9 4- ûfo-fcosç, — cosçcostp,) = o;
or, si l'on remarque que Ton a, dans le trièdre formé par les directions d<T, d(Ti, drru les deux équations
cos9i = cos(pcos(pj — sin(psin<paCos6,, cos<p,= cos(pcos9i — sinf sincpicosd,,
les deux équations (2) deviendront
( rfo'aSin9 = rf(rsin(piC0SÔ„ I rfo", sinçz^rrfo-sinç, cosô,.
Telles sont les équations différentielles de la trajectoire orthogonale des surfaces p» mises sous la forme la plus simple.
Deuxième solution. — Soient les coordonnées x,x» ^ d'un point d'intersection des trois surfaces coordonnées en fonction de p, pif ps. Si l'on ne fait varier que pi ou pu on aura un déplacement effectué sur l'intersection des surfaces p et p^ ou sur Tinterseclion des surfaces p et pt, tandis que» pour un déplacement effectué sur la trajectoire ds^ il faudra faire varier les trois paramètres p, pi, pi. Les projections sur Ox des déplacements effectués sur ^o-i, da^ et ds sont
dx j dx\ . dx j dx , dx , , _ .
Or, ces projections étant proportionnelles aux cosinus des angles que dv^, dau ds font avec l'axe des x, on aura, pour exprimer que les deux angles {dvt^ ds]^ [dat, ds) sont droits, les deux conditions
^dx fdx , dx j dx j \
S-T- l ->- «P 4- -J- dpx 4- -T- apî ) = o, dp, \dp ^ dp, ^ dp, ^ I
^ ' r.dx (dx J dx J dx J \
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et, si Ton effeetue les calcals, on tombe immédiatement vir les deux équations (i).
321. Problème II. — Un angle se meut d'après c^tie cokdilion qu*un point donné d'un de ses côtés parcourt une drectrice et que ses deux côtés forment des angles t^ariab^. avec trois axes fixes; trouver la trajectoire orthogawude cr positions du plan de cet angle.
Si l'on se reporte au n^ 319, on reconnaît que les deux dernières équations (6)' de ce numéro sont les équations d. problème lorsqu'on fait les deux angles P et y égaux a deux droits; on a donc les équations différentielles de la trajectoir;>
(du dv ,
-j- -h cos© -77 -f- ai' -4- 6 = o,
^ ^ \ dv du
\ TH "^ ^^^^ --T- -h a^u-h bt=zo.
L'inlcgraiion de ce système linéaire dépend de rinlégraifon
du système
/ du dv
\ -77 ■+- COS 9 — - -+- rti' =0,
Idv du
_^C0S9^-f-fl.«-o;
or, d'après notre notation, Téquation (9)' du n'^SlQ donne
(9)" sin9-^ H- a -h a, = 0.
D'après cela, si Ton multiplie la première équation (i)' par» et la seconde par v et qu'on ajoute, on trouve
du dv . ( dv du\ ,
et, en ayant égard à l'équation (9)'', on a une différentielle exacte, dont l'intégration donne, en représentant par O une constante arbitraire,
( 2 ) U"^ ■\- V^ -^ 1UV cos CP = O.
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On déduit de celte équation, eil la résolvant par rapport à u, l'expression
u:=i— V cos<p àz \IO — v' sin*© ,•
et par la différentiation
, w'sîn'cp — i'^sincpcoso -j^
Si l'on porte cette valeur de u' dans la premier équation (i]\ on obtient l'équation différentielle
sino -r- -f- <i — sino)
dont l'intégrale est
</ Sin O =r: C Sin ( O -+- 1 -: ) I
on trouvera de même
usin9 = Csin qp -h i —. — 1
V J siiicp/
Si, pour abréger, on pose
/adt Ca.dt
sinqt) J sin<p
les Intégrales générales des équations (ij' seront données par les deux expressions
( f sin<p=:Csin(9 -*- a) -h C, cos(9 -4- a), [ 3] 1
I «sin<p~Csin(<p -♦-a,) 4- CtC0s(9 -f-ai),
C et Cl étant les deux constantes arbitraires.
Pour obtenir les intégrales du système (i), nous faisons varier ces deux constantes d'après la règle, et nous obtenons
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les deux équations suivantes :
^ Tcol^ sin (9 -f- (7 ) -h ^ sin (9 -+- a,)J
-4- -T-î I cot9COs[Q -f- a) -f -: — cos(9H-a,) I -4- 6 =0, di \_ ^ ^^ ' SI119 ^ 'J
-r: C0t9 sin ( 9 H- a,] -f- -; — sin [ 9 -h a ) 1 a/ L ^ ^ ' ' sin9 'J
Ces deux équalions, étant résolues par rapport à -^-9 —^^ donnent les valeurs suivantes de ces deux dérivées :
f/C . ^ , 6cos9— i, , , ^, roso— 6 ,
-7-sinTa— a, — 7-^ cos 9-f-a, : costo-ha:,
dt ^ ' sin9 ^ ' S1119 ^^
rfC, . , , ft,cos9— i . / . \ Aroscp— A, . ,
--rrSin a— «,)= r— ^^ sin(9-^a) sin (ç-ha, .
dt ^ sin 9 VT / ^ijj^ VT
On aura donc les valeurs de C et de Ci en intégrant les deux équations précédentes, après y avoir remplacé b et Ai par leurs valeurs; on obtient ainsi
C — C [^Qsyr^osfy/, rfV^ — cos((/, </y)]cos(9-^ a.) , . J siii9sin(a— a,)
/[cos9COs((^, rff'] — cos(f<, rf^')]cos(9 -^ a) , , sin9Sin(a-a,)
r _ r[cos9COs(i^, rfy) — cos(f<, ds')] sin(9H- a) , ,
' ~ J sîn9sin(a— a,)
/[cos9COs(i£, rff') — cos(y, rf/)]sin(9 -t- g,) , sin9sin[a — ai) > * '
et il faudra porter ces valeurs de C et de C, dans les équations (3), qui seront, après cette substitution, les intégrales générales des équations (i).
On a donc, en termes finis, les intégrales des trajectoires orthogonales des positions du plan qui eontient l'angle mo-
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bile des deux droites u et v, et l'avantage de celte solution consiste en ce que aucun des éléments de la question n'y a été dissimulé, et que tous les éléments de la courbe directrice et des angles des deux droites ueivy sont mis en évidence. On pourra donc faire coïncider les deux lignes u et v avec telles directions qu'on voudra. Ainsi le plan (uv) coïncidera à volonté avec le plan normal de la courbe directrice dsi, avec son plan osculaieur, avec son plan rectifiant si Ton prend pour droites u et i^y dans le premier cas la binormale et la normale principale, dans le deuxième, la tangente et la normale principale, dans le troisième, la tangente et la binormale, et ainsi de suite.
Les conclusions que l'on peut tirer de cette analyse sont très-nombreuses; car nous n'avons introduit aucune hypothèse ni sur la grandeur de l'angle ui^, ni sur les angles que ces droites font avec les axes fixes, ni sur la nature de la directrice, et nous laissons au lecteur le soin de les développer.
§ m. — Des trajectoires conjuguées d'une surface
COORDONNÉE
322. Définition.-- One trajectoire est conjuguée d'une surface coordonnée, suivant un ellipsoïde, lorsqu'elle coupe toutes les surfaces de la série de telle sorte que, au point d'intersection, la tangente à la trajectoire et le plan tangent à la surface sont parallèles, la première à un diamètre et la seconde au plan diamétral conjugué de ce diamètre dans l'ellipsoïde.
Équations des trajectoires conjuguées. — Si rellipsoïde donné était une sphère, les trajectoires conjuguées de la surface coordonnée seraient les trajectoires orthogonales de la surface, et les équations différentielles de la trajectoire seraient les équations (i)' du n° 320. Pour passer de ce cas au cas de l'ellipsoïde, il suffirait de prendre la figure homologique de la figure qui se rapporte à la sphère, en supposant placé à l'infini le centre d'homologie, et l'on aurait tout trièdre trirecianglc qui se changerait en un trièdre de trois diamètres
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conjugués, de sorle que les trois axes Qxes coordonnés seraient parallèles à un svstème de diamètres conjugués; or^ pour prendre la figure horaologique» il suffit de remplacer ^,
/, z par — » ^* -» et toute longueur par la longueur corrc-î-
pondante de la figure transformée, divisée par le demi-di»mètre parallèle de Fellipsoîde transformé de la sphère. D'apré< cela, on voit que les équations (i)' du n® 320 deviendront le^ équations suivantes :
/ „ I (fx idx , Hx , dx , \ -, 1 dx (dx j dx , dx . \
qui seront les équations de la trajectoire de la surface coordonnée p, d'après celte loi que cette trajectoire satisfait aun conditions de notre déHnition.
Il est vrai que le s^rstème des axes coordonnés n'est plus rectangulaire, mais oblique; or, comme il est nécessairement composé d'axes parallèles aux diamètres conjugués de l'ellipsoïde et que, dans l'ellipsoïde, il existe un système de diamètres conjugués orthogonaux, les équations précédentes se rapportent également à ce système, et l'on peut supposer les axes coordonnés des x, jr^ z rectangulaires entre eux. Ce sont donc les équations différentielles de la trajectoire conjuguée, suivant l'ellipsoïde [a, b, o), des diverses positions de la surface coordonnée p du système curviligne (p, pi, ps).
323. Problème III. — Un angle se meut d'après cette con^ dition qu'un point donné d'un de ses côtés parcourt une directrice et que ses deux côtés forment des angles variables^ d'après une certaine loi^ avec trois axes fixes; trouver la trajectoire conjuguée^ suivant un ellipsoïde donné (a, 6, c), des positions du plan de cet angle.
On prendra, comme au n*^ 319, les équations '
auxquelles on conserve la même signification. D'après cel«i,
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les équations de la trajectoire seront, d'après les conditions ( i ) du numéro précédent,
1 S — rf//(rfx'-f- udk -+- vda -h "kdu -f- ^rfv) = o, I S—^dv[dx'-^- util ■+- vdft. + X</« + ftdv] — o,
ety en effectuant les calculs,
; du V dv lij. Idl , ^Idu. ^ Xrfx'
, ., ) dt a^ di à" a'dt a}dt aUii '
du fû, dif fj} ^[xdl r.\^du. oM^^'
Nous allons transrormer ces équations; pour cela, nous poserons
(4) «, = «4/s-;. ,.. = „i/s^, cos9= ^^'_,
cil et i'i étant de nouvelles variables; par la différentiation, on trouve
dv ___ ^dt fh ^ __ rf/ «,
Si Ton porte ces valeurs de w, v et de leurs dérivées dans les équations (2)', on trouve les deux transformées suivantes :
rf"i dv, v/ I e/^'^ ^' rt' 1
-77 4- cos 9 -7- H ^ -\ S^~ . L-i _ — o
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Or, si l'on représente^ dans ces deux équations, les coefficients de Vt et de <ii par A et A|, on reconnaît que leur somme est égale à la dérivée de cos9y d'après Texpression de ce cosinus donnée par la troisième des équations (4)» de telle sorte que l'on a la condition
(5) ^cos9 = A-hA.;
donc les équations (^Y sont de même forme que les équations (f ) du n^ 321 et deviennent
_ H- costp -^ -h A i/, -i ■r==^ = o.
dvi diit ^ -„ .
-77 -H COS9-7- -f- A.«, H- - — — o:
al dt t ,,j
donc les intégrales des équations (1) du n"" 321 sont aussi les intégrales des équations (2)" que nous venons de trouver, pourvu que l'on ait égard aux valeurs de A, At, C0S9 et des termes tous connus.
Remarque. — Rien ne limite la généralité de la question que nous venons de traiter; elle renferme, comme cas particulier, une classe de problèmes intéressants sur les trajectoires conjuguées de plans liés, soit avec une surface développable, soit sur une surface gauche. Qu'il nous sufBse de signaler le problème relatif à la recherche des intégrales des courbes dont le lieu des centres des ellipsoïdes osculaieurs, homothétiques d'un ellipsoïde donnée est une courbe aussi donnée, problème dont notre analyse donne la solution complète.
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§ IV. — Courbes coifiUOufiBS d'uhe sérib db coubbbs non pianbs.
324. Trajectoires conjuguées des positions d'une courbe quelconque. — Soient
(c) a: = 9(rt, /), 7=:9,.(a, /), 2r=(p,(a, /)
les équations d'une courbe non plane quelconque, / étant la variable qui fixe la position du point sur la courbe et a un certain paramètre qui conserve la même valeur pour une même courbe. A chaque valeur particulière de a correspond une courbe déterminée ; mais, si Ton donne à a une suite de valeurs différentes, on aura une série de courbes provenant de ces valeurs différentes, et cette série de courbes est représentée par le système des équations (c); on se propose de trouver les trajectoires dont les équations auraient la forme
et telles qu'en chaque point d'intersection d'une courbe de la série (c) avec une courbe de la série (c') les tangentes soient parallèles aux deux diamètres conjugués de la section faiie dans un ellipsoïde donné (A, B, C), parallèlement à ces tangentes.
Cette question peut être traitée directement de la manière suivante. Nous supposons le système de coordonnées rectilignes quelconque. Pour avoir les composantes suivant tes trois axes coordonnés du déplacement ds effectué sur une des courbes de la série (c), il faut prendre les différentielles, par rapport à /seulement, des équations (c) ; ce qui donne les trois équations renfermées dans le type suivant et relatives chacune à une des coordonnées de la courbe
dx rfcp
dT '"'dt'
Pour avoir les composantes suivant les trois axes coordonnés du déplacement dcx effectué sur une trajectoire quelconque des courbes (c\ il faut prendre les différenlielleî^ totales par
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rapport à a et / des éqaations (c), ce qui fournit les troi^ équalioDS contenues dans le type suivant :
#/q . dp ^ ox = -r- oi -i — r- oa, ai du
Mais, si Ton veut que cette trajectoire soit conjuguée suivant l'ellipsoïde (.4, B^C) de la série des courbes [c], il faut que les composantes de ces déplacements satisfassent à l'équation
^, dxox dyoy dzdz
or, en portant dans cetie équation les valeurs de dx, dj-, dz ; dx, àjTj dz données par les équations précédentes, on obtient la relation
/ / 1 r/o dp I dpt dzi I rfcpa dojX ^ \\lï^d7idt'^B^~d^'dt'^Ôin liï)
i / dp^ d^] dQl \ .
dans laquelle les coefficients da et ii sont des fonctions de a et de /. C'est une équation différentielle du premier ordre, dont l'intégration fera connaître a en fonction de la variable / et d'une constante arbitraire fr, de sorte que, si l'on porte cette valeur de a dans les équations (c), on obtiendra les trajectoires conjuguées de ces courbes sous la forme (c'), âe qui est le but qife nous nous proposions.
325. Les courbes de la première série sont des droites, — Il existe un théorème curieux lorsque les courbes de la série (c] sont des lignes droites, lequel consiste en ce que l'équation différentielle des trajectoires est une équation différentielle linéaire du premier ordre. Pour établir ce théorème, résolvons la question suivante, qui est la plus générale que Ton puisse poser sur le mouvement d'une droite.
Une droite se meut de telle sorte qu'un de ses points décrive une courbe E et forme avec les trois axes coordonnés des angles variant d'après une loi donnée : trouver les trajectoires conjuguées Jes positions de cette droite.
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Soient les équations de la courbe E,
Soit r' la droite donnée, v' la perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de ia droite r ; d^ l'angle de ces deux positions et p' la direction de Tare de cercle correspondant à cet angle; il est évident que les cosinus des angles que les trois droites /, v\ p' font avec les trois axes coordonnés, supposés orthogonaux» sont des fonctions de la variable t qui fixe la position du point de la courbe £. Soient ds l'élément de cette courbe et dfs l'élément correspondant de la trajectoire conjuguée delà droite mobile; si l'on considère le quadrilatère dont les deux côtés opposés sont d$ et dv et les deux autres côtés les deux longueurs a et a + da^ comptés sur les deux positions infiniment voisines de la droite t', et qu'on projette le périmètre de ce quadrilatère successivement sur les directions des trois droites orthogonales t', vS p% on obtient les trois équations
/ d<T cos { v', dd) =z ds cos {r\ ds) -^ da, (8) j dar cos ('/, dd) =^ dscos {y', ds),
V rfo-cos(p', dar) — rf5C0s(p', ds) -h ade\
Or, si, par rapport aux trois droites t^, v% p' considérées comme axes coordonnés rectangulaires mobiles, on exprime les cosinus des angles que da fait avec les axes fixes des Xy y-y z, on obtient les trois équations contenues dans le type suivant :
j cos[x, d(j) = cos{t,x) cos(t', rfo-) -f-cos(v',x) cos(v', r/er)
cos(p', :c) cos(p';rf(7);
si l'on porte dans ces équations les valeurs des cosinus des angles que da fait avec les trois directions r', y', p\ valeurs qui sont données en fonction de /, de a et de da par les équations (8), on tombe, par suite de la condition (6), sur une équation différentielle linéaire du premier ordre entre les deux variables a et /.
Pour obtenir les coefficients de cette équation, on représentera par ^\ ^', A' les demi-diamètres de l'ellipsoïde
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(A, B, C) parallèles à r', v', p', el par 9' el ^' deux an^le^ auxiliaires déterminés par les équalions
cos (t^ , x) cos (v', x) cos (t' , r) cos (v', r]
cos(t\ z] cos(v', z] coso'
c» G' Jî,' *
cos(t',:f)cos(p', jt) cos(T',,r)cos(p', r) A' ~B^ ^
cos(t', 2]cos(p', 2) COSlp'
L'équation linéaire dont il s'agit prend la forme significative 1 (fa cos 4»' de'
ds^l cos [T\ds) ^ cos(v',ds)cos(p' ^ cos {p\ ds]r os ^'
dt\ G' DV c^'
dans laquelle tous les coefficients sont des fonctions de ^ Cette équation renferme la démonstration du théorème énoncé au commencement du présent numéro.
326. Trajectoires conjuguées des tangentes d'une courbe quelconque non plane. — 1° Faisons une application des formules précédentes à la recherche des courbes conjuguées des tangentes à une courbe non plane.
Dans l'hypothèse présente, les positions successives de la droite t' sont celles des tangentes à la courbe £, de sorte que la droite r' engendre une surface développable dont la courbe E est l'arête de rebroussement. Il est évident que t* coïncidant avec la tangente t de la courbe £, p' coïncide avec la direction du rayon de courbure p de cette courbe et y' avec la direction de la binormale v ; v' est donc perpendiculaire à l'élément da^ de la trajectoire conjuguée de r; d'après cela, la seconde des équations (8j s'évanouit, et, si l'on supprime de l'équation (10) les termes provenant de l'évanouissement des cosinus des angles (v,ds), (v,da)y (Pfds) dans les équations (8], on obtient, par la suppression des accents et des
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quantités nulles, l'équation suivante :
, ., i da cosib di I ds
Trajectoires conjuguées des binormales d'une courbe non plane. — La deuxième application des formules trouvées dans le numéro précédent est relative à la recherche des courbes conjuguées suivant Tellipsoïde (Â^B^C) des diverses positions de la binormale à la courbe E.
Dans cette hypothèse» il faut faire coïncider z' avec la binormale à la courbe E; si l'on représente toujours par r, v, p la tangente, la binormale et le rayon de courbure de cette courbe, les trois équations (8) deviennent, en représentant par d(ù l'angle de deux positions infiniment voisines de v,
t da cos(v 9 d(T) = da, {i8)' I rfo-cos(T, rfo") = ds,
( Jacos(p, d<r) = a don,
et, si l'on introduit l'angle auxiliaire 0 déterminé par la condition
cos(p, x)cos{v,x) cos (p,,r) cos(v, ,r)
cos(p, z) cos(v, z) cosQ
l'équation (lo) devient
, .„ i da cosÔ d(ù coscp ds
On trouverait de la même manière l'équation différentielle des trajectoires conjuguées des diverses positions du rayon de courbure d'une courbe non plane.
327. Trajectoires conjuguées des tangentes à une hélice, — Pour montrer de quelle manière les calculs doivent être conduits, supposons que la courbe donnée E soit une hélice
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tracée sur un cylindre circulaire de rayon R, et que l'iaclinaison constante de la tangente à cette hélice sur le plan perpendiculaire à l'axe soit i; on a les équations suivantes, es posant m = tangi :
x = Rcos/, 7=Rsîn/, z=:Rm/; cos(/, ar)=— sinTcosi, cos(/, j)=cos/cosi, cos(/, zl = sîn/: cos(p,j:)=— cosf, cos(p, j) = sin/, cos(p, z) = o;
d'après ces valeurs, Téquation (lo)' devient
^ ' al m} I / I I \ . ces/
dont l'intégrale, en posant, pour abréger, — — — = —.
T7--1- jTj = -» se ramène aux quadratures et dépend de la fonction elliptique F de première espèce. Cette intégrale est, en représentant par b la constante arbitraire,
fi '■=['-E^K:-)]\/'-?^'°"'
de sorte que, si Ton prend si^r la tangente à l'hélice, à partir du point de contact, une longeur égale à a, on aura les équations • , , X — Rcos/ r— Rsin^ z — Kmt
12) ■. = ' — -: r= : : = fl,
qui représentent les trajectoires conjuguées des tangentes à l'hélice, suivant l'ellipsoïde (A, B, C).
Si l'ellipsoïde (À, B, C] est de révolution autour de Taxe C« il faut faire A et B égaux entre eux dans l'équation (10)', laquelle perd le second terme et.se réduit à
da R
ut cos/
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elle s'intègre immédiatement, de sorte qu'en représentant par b la constante arbitraire, on a l'intégrale, qui se déduit aussi de Téquation (ii),
COSi
et» en portant cette valeur de a dans les équations (ta), on obtient les équations des trajectoires conjuguées des tangentes à l'hélice, suivant un ellipsoïde de révolution autour de Taxe de l'hélice. On reconnaît que ces équations sont celles des trajectoires sous angle constant des tangentes à l'hélice ; et, en effet, lorsque Tellipsoîde de comparaison est de révolution autour de Taxe 2C, la section faite par un plan parallèle à deux tangentes inOniment voisines à l'hélice est constante de forme, quelle que soit la position de ces deux tangentes, et la parallèle à la tangente forme des angles constants avec les axes de cette section, ce qui exige que la direction conjuguée de celle de cette parallèle forme avec elle aussi un angle constant.
§ V. — Trajectoires des surfaces coordonnées.
328. Définition. — - La trajectoire, sous angles donnés, des surfaces coordonnées d'un système est la courbe qui traverse le système en formant des angles donnés a, 6, c avec les normales aux surfaces coordonnées p, pi, pt.
Équations différentielles. — Soient ^/^le déplacementeffectué sur la trajectoire et dv^ dvu dv^ les composantes obliques de ce déplacement suivant les trois normales; si l'on projette successivement le polygone, dontles côtés sont dv, dvt, dvu ds, sur les trois normales, on a les trois équations
dscosa = dv — rfv.cosôa — (/v,cosô, , dscosb = dvi— dvicosô —rfv cqsÔï, dscosc = rfv,— rfv cos^i — rfv.cosô.
Or, dans ces équations, les composantes </v, c/v., dv% doivent être exprimées en fonction des paramètres différentiels. Mais, si l'on se reporte au n® 306 et qu'on représente parfrfo-), (d^i), (rf<T,) les projections orthogonales de ds sur rfc-, r/o-,, rf<r„ on n
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les équations
(dtr) =rfv cos(n, rfo-), (rfo-, ) = rfv, cos (n,,rf(T,), ( rfo-, ) = rfva cos {nu dat) ;
conséquemmeni les équations précédentes seront
dscosa = HA [da] — H,A,(c/o-i) cos0, — H,A,(rfo',) cosOi. rf5COs6 = H,A,(rfo',) — H,A,(rf<j3)cos0 — HA(f/<7) cosô,, dscosc = HiA,(rf(T,) — HA(rfc7')cosô, — H,A,(rfo■,)cos0- L'élimination de J« entre ces trois équations donne les trob suivantes, dont une quelconque est la conséquence des deiii autres :
HA(cosè — cosacos9i)(rf(T) — H,A,{cos0îCOs6— -cosa)(rfo-,) ) ,., — HjA2(cos6iCOsA — cosOcosfl) (rfo-,). ) '
Ces trois équations sont les équations diiîéreniielles de la trajectoire.
329. Problème IV. — Trouver toutes les courbes bissectrices de deux séries de sphères à centres fixes.
Si l'on se reporte au n**282, on trouve que les équations différentielles de ces bissectrices sont
rfp, = 0, rfp, dz rfp = o ;
on a pour intégrales de ces équations, C et Ca étant des con-
stantesy
pa = C„ p,±p = C;
si Tinlersection des deux surfaces représentées par ces équations se meut d'une manière continue, elle engendrera une surface qui coupera les deux séries de spiiéres sous des angles égaux. Or l'équation générale de ces surfaces devant exprimer cette continuité, il faudra que Ci et Ci ne soient plus indépendantes l'une de l'autre, et par conséquent elle sera donnée par la relation
p,i=i9(p.±p), 9 étant une fonction arbitraire.
D^TBRHINATION DBS TRAJECTOIRES d'uN BYSTfeMB COORDONNÉ. 5^5
Si l'on prend le signe inférieur ou supérieur, on a les surfaces qui coupent l'angle des normales des sphères données ou son supplément.
Si l'on avait cherché toutes les courbes qui partagent harmoniquement le dièdre des deux séries de sphères ou son supplément, on aurait trouvé les deux courbes
p, zzrCi, Pi — mp = C, p, = Ca, pi -f- m p = C.
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DES TRAJECTOIRES D'UNE SÉRIE DE SURFACES
§ I. — Trajectoires orthogonales d'une surface voirièe.
330. Système quelconque de coordonnées. — Problème!. - Étant donnée la surface V = C, V étant une fonction de p» pi» ps» trouver les équations différentielles des trajectoires orthogonales de cette surface.
Première solution. — Le paramètre différentiel AiVda premier ordre de cette surface est la valeur de K (298) relative à la fonction Y, celte valeur étant exprimée en fonction des variables p, pt» ps au moyen des formules (P) et (i8) du n*306. D'après cela, on a
cos<pcos<p,cos©i rfp» H' ' jLi dp dp, HH. '
en posant
(D = I — cos*9 — cos'çi — cos'ça -h a cosç coso, cos9>.
Les cosinus des angles que la normale X à la surface V faii avec les trois arcs coordonnés sont (298]
rfV
A,V COS ( X, rfo-l = rr-7- >
'Map
A|Vcos(%,rfo-,) =
tiidp.
rfV
A.Vcos(X,rfcr:):-jj^^^
DK9 TRAJRCTOlRIiS d'uNB SÉRIB DK SURFACES, 527
Or les cosinus des angles que la trajectoire fait avec les mêmes axes sont donnés (319) par
ds cosa =da -h rfo-,cos'9,-f- c/(TjC0S9,, ds cosa, -- rfo", H- rfo'2COS9 -h dcr COS9,, dscosai= d(Ti-^ d(T COS9, -♦- rfo-|COS9;
donc, ces cosinus devant être égaux, chacun à chacun, on a les équations
f/(H-^(7, COS9,-hrfo'arOS9, rf(7,-+-rfo'arOS9-|-rfo'COS92
^rfy "" "rfv~
dcTi -4- //o- cos 9, + rfo-, ros 9
h, dp.
Deuxième solution. — Soient HAV„ H, A|V„ HiA^V, les composantes obliques de A. V, suivant les trois arcs é/a-,(/(7i,(/o-, donnés par les équaiions (306),
V./,=^(/i)Acos([n
la longueur AiV, compiée sur la normale à la surface, et
l'élément ^5 de la trajectoire, ayant même direction, sont dans
le même rapport que leurs composantes obliques; on aura
donc
dd rfo-i dcTt
HAV, "" h.A.V. "■ H,//,V/ et conséquemment
/ da
,77ÎT ] T^v ] ] T^v 7 ; Trfvî
Hn\ ncos[n, n) -^ — h /i, cos(n, n,) -i — h /i3C0s(/i, n,) -7— I dff,
N '■ ""xi A Fa ^ T^v 7 ] 7d\ ; ] ;rfvï
^ ' ' H.yi, I yi,C0S(/l,,/l) — H- /l,COS(/l,,n,) -1 h/laCOS(/l„/l,)-T- I
ddi
Hî/ij //îCOs(/i„/i) --7- H-yi,cos(/i„/i,)^-f-yi,cos(/i„/i,)^ I
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Sx^tème rectangulaire» — Si le système est rectangulaire, les équations deviennent
rfo" d(Tx dvi
rfV ~"rf\r — "rfv"
ou bien
H'//p _ Hyp. _ H;c/p, rfV ~" rfV "~ rfV *
dçi dpi dpi
Système rectiligne orthogonal.
dx dv dz
dx rfr dz
Si la surface V = Cest une des surfaces coordonnées^ t)
faut poser
les équations (i) deviennent
rfo" -k- d<Tx COS9, -4- rfg-a ces 9, //(T, -h ^/o"» rOSO -f- dfT TOSOi
dfT2 -+- d<T COSO, -+- f/o", COS9
lesquelles concordent avec celles que nous avons trouvées dans le Chapitre précédent.
331. Appligation. — Problème IL — Trajectoires orthogonales d'une série de sphères passant par un cercle donné.
Première solution, — L'équation de ces sphères dans le système cartésien est
dans laquelle / est le paramètre variable. Si l'on écrit cette équation sous la forme
(V) y='\±y\±^LrJ:=Y,
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les équations de la trajectoire sont, d*après les formules du numéro précédent,
(i) y*dx — xdx=^Oy nxzdz — [z*— (/» H- jr» -f- 6»)] cir = o.
L'intégrale de la première est, en représentant par C la constante d'intégration,
laquelle démontre que la courbe cherchée est plane.
En portant la valeur de ^ donnée par cette équation dans la deuxième équation différentielle, on trouve
OLXzdz — (z^-^b^)dz , ^,. ,
dont l'intégrale est
équations d'une sphère qui a son centre sur Taxe des x et pour rayon une tangente menée du centre à la sphère (Y), ce qui montre, a posteriori, que les sphères (3) sont orthogo* nales des sphères (Y). Si, dans l'équation (3), on fait âr = o, on a
on a donc un cercle imaginaire. Ainsi, lorsque les sphères proposées (Y) passent par un cercle réel, les sphères (3) passent par un cercle fixe imaginaire, et réciproquement.
Donc les trajectoires orthogonales des sphères (Y) sont la série des cercles obtenus par l'intersection des sphères [3] avec un plan (a) qui passe par l'axe du cercle commun à toutes les sphères (Y).
Si l'on suppose b nul, les sphères de la série (Y) sont toutes tangentes entre elles et au plan des xjr^ qui peut être considéré comme la sphère de la série (Y), dont le rayon est infini; mais alors les sphères de la série (3) sont aussi toutes tangentes entre elles et au plan des s/, de sorte que les trajec-
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toires orthogonales de la série (V) soot des cercles tançests entre eux en un même point.
332. Deuxième solution. — Les lignes orthogonales d'ace série de plans passant par une droite donnée sont des cerele> qui ont cette droite pour axe commun de révolution. SoiiU série de ces plans ayant une parallèle à l'axe des z pour Intersection commune; leur équation sera
y étant le paramètre variable. Les équations des trajectoires seront, yx et y* étant les constantes d'intégration,
(2î) «»-»-^r'-h (x — «)»=yî, z = yt%
yx est le rayon variable des sphères.
Transformons la figure par rayons vecteurs réciproques. Les formules de transformation, par rapport au centre de transformation placé à Torigine des coordonnées, sont
x' ^'y'^lp'^ j?»"-+-/' H- -s'» ~ r'»
les accents se rapportant an point transformé, m étant une constante et r, r' les distances d'un point et de son transformé à l'origine.
Les équations (i] et (2) deviendront
' \ a^—y]J (a» — yî)» ' m-
Or la première représente une série de sphères qui ont pour intersection commune un cercle situé dans le plan des zx
tangent, à l'origine, à Taxe des z et ayant pour rayon — > ei
les équations (2] une série de cercles dont les plans passent par Taxe du cercle précédent, dont les centres sont situés
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dans le plan des zx et ayant pour rayon la tangente menée du centre à Tune des sphères de (i)'.
Donc cette solution concorde avec celle que nous venons de trouver.
Il serait d'ailleurs facile de vérifier ces résultats par la Géométrie élémentaire.
333. PROBLftHB III. — Trouver le$ trajectoires orthogonales d'une série d'ellipsoïdes semblables, semblablement placés et ayant une section commune parallèle à une section princi^ pale.
L*équatlon de la série d*ellîpsoTdes remplissant les conditions de la question est
z La' o* c' J
X étant le paramètre variable. En effet chaque ellipsoïde passe par l'intersection du plan des xy avec Tellipsoîde, qui a pour équation le second facteur de F égalé à zéro; et, de plus, les demi-axes X, '^, 3 sont dans un rapport constant, puisque l'on a
, . ,1 A. If!» C ^ ' ' a 0 c
Les équations différentielles de la trajectoire sont
, dx . , dr
ixdz o.(z— y)z \x^ j* [z — y)'
a^zdx &£"
Dans la première , les variables étant séparées, on obtient rintégrale
C étant une constante arbitraire. Cette équation prouve que la courbe est située sur un cylindre parabolique dont les génératrices sont parallèles à l'axe des z. Si l'on porte cette va-
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leur de y dans la deuxième équation, on trouve, réductions faites,
Or, si l'on pose ^' — y» -h c» = w, cette équation devient
dit u X C'x *•
a^dx c^x a* 6*
laquelle est une équation linéaire du premier ordre. On Tintègre complètement et Ton trouve» en représentant par C^ la nouvelle constante arbitraire et en remplaçant u par Téqua* tion, la valeur, après intégration,
art»
S» — y»-hc« X* O x^' r., .
h ' 7 îT" -»- irii 1 r —C\x^* = o.
que l'on peut écrire sous la forme suivante :
j-.-Cî:r-^=o.
Si l'on pose on a l'équation
Discussion. — i<> Si y == c, la série des ellipsoïdes (F) esi tangente au plan des xy et devient
x^ r* (z — cV
la première des équations de la trajectoire n'est pas modifiée.
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tandis que l'équation (2] devient
on a donc les trajectoires orthogonales d'une série d'ellipsoTdes semblables et semblablement placés, ayant un point commun de contact en un de leurs sommets.
a"* Si Ton suppose a égal à by la série (F) représente des ellipsoïdes de révolution semblables entre eux et passant par un cercle donné, et l'équation (F) devient
l'équation (i) devient celle d'un plan passant par Taxe de révolution» et l'équation (a) prend la forme
La trajectoire est donc une courbe plane située dans le plan méridien des ellipsoïdes donnés.
3"* Si» dans l'équation (F)» on suppose b égal à c, on a une série d'ellipsoïdes de révolution autour d'un axe parallèle à l'axe des x^ semblables entre eux et passant par une ellipse dont le plan est parallèle à l'axe de révolution» et cette équation devient
réquation (1) n'est pas modifiée» tandis que l'équation (2) prend la forme
2' -h r* — y* — lî' X* ^ . ^*
Si l'on suppose a égal à c» les axes de révolution des ellipsoïdes (F) sont parallèles à l'axe des /» et l'équation (F) devient
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réquation (i) n*esl pas modifiée, tandis que réquailon s représente aussi une série d'ellipsoïdes de révolution autour d'un axe parallèle à l'axe des j et dont l'équation est
on a donc la solution de ce nouveau problème.
PaoBLÈiB IV. — Une série d'elUpsoEdes semblables et sem-hlahlement placés sont de révolution autour d'axes parallèles différents; ces ellipsoïdes ont une section commune dont le plan est parallèle à ces axes de révolution; trouver les courbes qui coupent orthogonalement cette série d' ellipsoïdes •
4* Enfin supposons les demi-axes a^ b, c égaux entre eux ; on a une série de sphères qui ont une section conioaune et qui ont pour équation
^ i ^ i = lz;
a l'équation (i) devient
et l'équation (a) prend la forme
z^ -f- A-' -f-/» -+- fl» — y» = A,x.
Les trajectoires orthogonales s'obtiennent donc en menant un plan par l'axe perpendiculaire au plan de la section commune des sphères de la série donnée» et en menant par les différents points de la ligne d'Intersection de ces deux plans des cercles ayant pour rayons les tangentes menées de ces points à une des sphères données (331).
33i. Problèue V. — Trajectoire orthogonale d'une série de plans ayant même intersection.
Soit donc l'équation des plans , , 2 -h mx -4- //K-h p
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flc élanl le paramètre variable; les équations de la trajectoire
sont
dx
dy
(4— /*)«—[ 6m — na]x'^[bp — ne]
dz
— [a — m]x — [b — n)jr — [c — p]
Or, si Ton multiplie les deux termes de la première fraction par (6 — w), ceux de la seconde par [m --a) et les deux termes de la troisième par [an — /n6], et qu'on ajoute terme à terme les fractions résultantes^ on obtiendra une quatrième fraction égale aux précédentes, dont le dénominateur sera identiquement nul; on devra donc égaler à zéro le numéra^ leur, ce qui fournit l'équation
[b — n]dx -^ [a — m)</r — [mb — an)dz=: o, laquelle» étant intégrée, donne la relation
(2) l^b — n)x^ [a-— rn)y^ [mb — an) 2 = Ct,
C» étant la constante d'intégration. On voit donc que la trajectoire chercliée est plane et que son plan est perpendiculaire à l'intersection commune de tous les plans donnés par l'équa* lion(i).
Soient maintenant A, B, C trois indéterminées; multiplions les deux termes de chaque fraction respectivement par jt — A, ^— B, s — C, et ajoutons les fractions résultantes terme à terme; le numérateur de la nouvelle fraction sera
(or— A)rfx -t- (7— Bj/Zj-f- (2 — Cjrfz,
et le dénominateur, par une détermination convenable des quantités A, B, C, sera identiquement nul. £n effet les termes du second degré se détruiront deux à deux. Si l'on égale à zéro les coefficients des termes du premier degré et le coeffi-
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cient tout connu, on aura les quatre équations suivanles :
[bm — na)B-i-(m — a)C-Hû/?— /nc=o, [bm — na)AH- (n — ft )C -r 6/?— ne =o,
{mc — ap)A-h [nc—bp)B'-h (c — /i)C = o;
or les trois premières se réduisent a deux, parce que Vuoe quelconque est la conséquence des deux autres. Il suffit, pour le voir» d'éliminer A entre les deux dernières, et Ton retombe identiquement sur la première; de là résulte que Ton a trois équations propres à déterminer les quantités A, B, C Le dénominateur étant identiquement nul, il faut égaler le numérateur à zéro. On a ainsi une différentielle exacte, dont /'intégrale, en représentant par C] la consunte arbitraire, est
l'équation de la sphère
dont le centre est situé sur Tintersectton des plans donnés. On obtient donc une série de cercles dont cette intersection est l'axe commun.
Deuxième solution. — Dans le système polaire, les coordonnées sont : des sphères ayant leur centre à l'origine et ayant un rayon variable r; une série de plans passant par l'axe des z et formant un angle variable 9 avec le plan des zx; une série de cônes ayant leur centre à Forigine et pour axe Taxe des z et formant avec cet axe un angle ^ variable. On a donc les trois arcs coordonnés élémentaires
rfo" = rfr, c/o", = rd^f rfo-j = rsin 4* d6,
et conséquemment
H. = 1, Hi = r, H, = rsln^.
Le plan de la question est
C étant le paramètre variable. D'après cela, si l'on a recours
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aux formules du n*' 330, les équations de la trajectoire sont
et conséquemment
Ces deux équations sont l'équation d'une série de cercles dont l'axe commun coïncide avec Taxe des z.
Système polaire
1° Trajectoires orthogonales de la surface (o) r=Ce**, Cet m étant des constantes, — Celte surface est engendrée par le mouvement d'un cercle variable qui tourne autour d'un de ses diamètres et qui passe par un point d'une spirale logarithmique dont le plan est perpendiculaire à Taxe. Les intersections de cette surface avec les cônes coordonnés forment un angle constant avec les génératrices de tous ces cônes.
Regardons G comme paramètre variable : on a une série de surfaces coupant un même cône déterminé, de telle sorte que les intersections forment le même angle avec la même génératrice; les équations différentielles de la trajectoire orthogonale sont
d^ __ ï^sSïi^^dB _ dr
les intégrales
§in«C^ j
vp=:C„ r=C,e '^ =Ca«"i*
représentent une courbe donnée par l'intersection d'un cône
et d'une surface de même espèce que la surface donnée,
mais telle que le paramétre m, est lié avec le paramètre m
par la relation
— . inim = sin'Ci.
Si l'on regarde m comme variable, on a la série de surfaces de l'espèce (o) coupant un même cône, de telle sorte que les intersections forment tous les angles constants possibles avec une même génératrice. Dans ce cas, les équations diflé*
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reniielles sont
rd dr r^d^ r* sin' d/ dB I o — l0KC~'r'
d'où
dr ^4^ = 0 el (logC-' r)— -f-sin»J/0rfe = o,
dont les intégrales sont
^ z= C, (logC-« ry 7h sin»C, Ô' = CJ,
qui représente l'intersection d'un cône avec la surface
r = Ce^*^*~*'**"'^* (surface limaçon).
2* Trajectoires orthogonales de la surface tang ^ ip «-^= C. •—Cette surface, qui est le cône loxodromique, coupe sous le même angle constant a tous les plans passant par Taxe des cônes coordonnés. Si Ton suppose C variable» on a tous les cônes loxodromiques» et il est évident que» si l'on cherche les trajectoires orthogonales de ces cônes» on trouvera une courbe donnée par les intersections d'une sphère de rayon constant avec une série de cônes loxodromiques coupant tous les plans passant par l'axe des cônes coordonnés sous un angle a complémentaire de l'angle a. Si l'on suppose m paramètre variable, on a la série des cônes loxodromiques coupant sous angles variables tous les plans passant par l'axe des cônes coordonnés. On écrit l'équation sous la forme
î logtangiv];
Les équations de la trajectoire sont
dont les intégrales sont, en représentant par Ci» Cs les constantes d'intégration,
r=C., tangi^^^Ce^^^^^',
de sorte* que les trajectoires orthogonales sont données par Piniersection de ce dernier cône avec les sphères de rayon C,.
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3° Trajectoires des surfaces dont l'équation esi^ Ci étant U paramètre variable^
Les équations de la trajecioire sont
dr r'd^ r^sW^dB
dont les intégrales sont, Ci et d étant les constantes d'Intégration,
r dr r rf+ _
r d^ C dB_ _^
Jsin-^+/'(+) Jne)-'^'
Si l'équation proposée avait la forme linéaire suivante» a et b étant des constantes,
r — aô— b^ = C,
la trajectoire serait représentée par les équations
6 = r(vj;— vpa), acot4^ = ft(9.— Ô),
dans lesquelles ^^ et d« sont les constantes d'intégration. 4** Trajectoires des surfaces données par Inéquation
Ce cas ne rentre pas dans le précédent, parce que C est main* tenant le paramètre variable. Les équations différentielles de la trajectoire orthogonale sont
de=-!^% ^=.^d^{0^^); sin^u^ r ^^ ^
or Tintégrale de la première est
COI ^j; = 9, — 6 ;
par suite, la seconde devient
dr
— = -- d^ {O9 -^ ^ -- coi^) d^f
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dont l'Intégrale est
r sin4/ 0, et Ci étant les constantes d'intégration.
§ IL ^ Des trajectoires conidguées d'dnb sêrib db surfaces
SIIIYAMT UN ellipsoïde.
336. Équations différentielles. — Soit Téquation de la série de surfaces données dans le système cartésien
p étant un paramètre qui prend toutes les valeurs possibles: ils'agit dedéterminer»conformémenlà ladéGnition du n*>3ââ, les équations différentielles de cette surface suivant l'ellipsoïde dont les demi-axes sont A» B, C.
Si Ton raisonne comme on le fait dans ce numéro, on trouvera que les équations différentielles de. cette trajectoire
sont
dF dF d¥
(il — :=!!!. ^ ^.
^ dx dy dz'
A» BF l?
Applications. — I. Trajectoires conjuguées suivant l'ellip^ solde (A, B, C) d'une série d' ellipsoïdes semblables, semblablement placés et concentriques.
L'équation F devient, dans le cas présent,
les équations (i) deviendront
, . a^ dx 6* <// c^ dz
^'^ A'IT""" b"' 7"""C' T'
dont les intégrales sont
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en posant
fl' b^ f^
px et ps étant des constantes arbitraires. Ces équations représentent deux cylindres paraboliques de degré supérieur, e^ la trajectoire cherchée est donnée par l'intersection de ces deux cylindres lorsque les deux paramètres p. et pt pren* nent toutes les valeurs possibles.
Si les deux ellipsoïdes [a^ b, c), (A» B, C] sont semblables, les équations (2] représentent une série de droites passant par le centre de l'ellipsoïde.
On déduit facilement de la forme des équations (i)' les deux théorèmes suivants :
I® Les trajectoires orthogonales d*une série d'ellipsoïdes concentriques semblables et semblablement placés^ dont les
demi^ixes seront proportionnels à -i^-^y p9 sont les trajectoires conjuguées suivant (A, B, C) d'une série d'ellipsoïdes concentriques, semblables et semblablement placés, dont les demi-axes sont proportionnels à a^ b, c.
2^ Les trajectoires orthogonales d'une série d'ellipsoïdes homothétiques ( t' û' p ) '^^^ conjuguées suivant l'ellipsoïde (Ây B, C) d'une série de sphères concentriques.
Cela résulte du théorème précédent, dans lequel on fait a = 6 = c.
II. Trajectoires conjuguées, suivant l'ellipsoïde (A^ByC}, d'une série de surfaces données par l'équation
Les équations différentielles sont
xdx'^^ydjr zdz
A' a'"" Wb^'" Ul?'
et les équations de la trajectoire, pi et p? étant des paramètres
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variables,
qui représentent deux cylindres hyperboliques.
On obtiendra sans difficulté des théorèmes analogues aai précédents.
337. Applications (suite).— III. Trajectoires conjuguées suivant ( A, B, C) d*une série d* ellipsoïdes semblableSj semblablement placés et ayant une section commune parallèle à utu section principale.
L*équation F est
si Ton pose, pour abréger,
les équations de la trajectoire sont
a^dx &*dr î— ^ = o,
nxdz 2(2 — y) I rjc' jr* (-S — y)'
-2» La* 6* c* J
a*zdx c'z^ z
La première donne, en représentant par p. la constante arbitraire, rintégrale suivante :
(a)' jr=p^x>\
En portant cette valeur de y dans la seconde et en posant,
pour abréger,
on obtient l'équation différentielle
du u X ù\ '*h7^ <,>
a'c/o: c'a: a' 6' qui est linéaire du premier ordre» et qui s*intègre Immédla-
BBS TEAjaCTOItlS d'uNK SÊRIB DE S0EFACB8. 543
temenl. Si Ton représente par pt la coi^sunte d'intégration, on trouve
et, si l'on élimine p. entre cette équation et celle qu'on a déjà trouvée, on obtient l'équation
Les équations (2)' et (3)' sont les équations des trajectoires cherchées. Ces équations donnent lieu :
I** A des théorèmes analogues à ceux du numéro précédent, qui expriment des propriétés intéressantes des trajectoires que nous considérons;
2^ A une discussion analogue à celle que nous avons faite au n* 333.
§ III. — Des TEAJBCTOIEE8 DE PLUSIBUES SfiEIES DE SUEFACES
DONNÉES
On se propose, dans ce paragraphe, de déterminer des courbes par cette condition qu'en traversant plusieurs systèmes de surfaces, l'élément de la courbe forme en chaque point, avec les normales aux surfaces de ces systèmes, des angles donnés, ou satisfaisant à des relations données.
338. Jongle d'une trajectoire ds avec la normale à une sur^ face V z=c, rapportée à des coordonnées quelconques^ — SI Ton se reporte a l'équation ((3) du n^ 306, qu'on élève au carré les membres de ces équations et qu'on ajoute, on aura la relation suivante :
A fT o ^' V «fU' , , \^dV dV, . , .
^•"' S5^=25pr*''^^25^5^**'^*'"'^-
On appelle paramètre différentiel du premier ordre de la fonction U la racine carrée de la somme des carrés des dérî-
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vées de U par rapport aux trois axes des Xyyy z, et on le représente par A,U; or les équations (i8)' et (i8)* du numéro ciie prouvent : i*" que U», Ui, Us sont les composantes orthogonalei, suivant les normales n, ni, /», des surraces coordonnées p, p , psde A,Uy dont les composantes obliques suivant ces noi-
. rfU ' rfU . rfO ^ rfU du rfU
maies sont A -t-> A» -t- ? A, -r- ; 2* que tt^"* ,■ » > „ ,
dp ap, dpt ^ Uflfp Uiap, Hsas,
sont les composantes orthogonales suivant les arcs «/a, d^^, d(Ti de Ai U, dont les composantes obliques suivant les mêmes arcs sont H AU,, H,A,U|, H,A,U,. Ce point rappelé, pour projeter A,U sur ds, il suflit de projeter les composantes suivant les normales 3ur la direction de ds; on aura donc
l A, UcosfX, rf5)== A -7- cosfn, ds) -+- A, -j- cos (n„ds ) dp dp,
-h ht-j- cos [ntyds).
apt
Or les cosinus des angles (n, ds)^ (n,, ds), (n,, ds) sont donnés par les cosinus des angles a, by c de la formule du n^^SâS, que nous pouvons écrire sous la forme suivante :
(a) ds cos (n, ds) = l AH (rfa) cos ([ji], n), (3)
avec la condition
(rf(T) = 2rf(TCOs([rfo'], rfo-). (3)
On aurait également pu projeter les composantes obliques de ds suivant les arcs coordonnés sur la direction de AdJ, ce qui donne la relation
j rf* cos(rf*, X) = rfîrcos(rf(y, X) -+-rfo'icos(rfor„3^)
^^^ ( -4-rf(T,COS(rf0-a, X).
339. Courbes bissectrices de deux séries de surfaces. — Ces courbes coupent les deux séries de surfaces, de telle sorte qu'en un point l'élément de la courbe forme avec les normales aux suifaces des angles égaux, situés dans le plan des deux normales.
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Soient les équations des deux surfaces
c et Cl étant les paramètres variables; l'une des équations différentielles des courbes bissectrices sera
C0S(3î;>, ds)±COS (X,,rf*)=:0,
et, en ayant égard à l'équation (i) du numéro précédent et à celle qui en résulte pour la surface c„ on aura la relation
dans laquelle il faudra substituer les valeurs des cosinus des angles [n^ ds)^ (/ii, ds)^ (/h, ds) donnés par l'équation (a).
Si le système des coordonnées est orthogonal, la relation précédente deviendra
/ ^U dV, \ d(7 ( d{] /Ml \/ ^
\^,Vdp A.U.rfp/ ds "*" \A.Urfp. A^U.rfp.j ' ds
U.Urfp. A.U.rfpJ ^'rf/""^'
avec les conditions
Pour trouver la seconde équation, 11 faudra écrire la condition que l'élément de courbe est situé dans le plan des deux
normales
(N,N.) = (N,rf*)-f-(N.,&).
ÂPPUCATI0I9S. — 1° Courbes bissectrices d'une série de plans passant par une droite et d'une série de cônes ayant la même droite pour axe. (Système polaire, p, 6, y\f).
La première condition donne l'équation
sm^^
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el la seconde condition donne Téquation
dpz=o;
on a donc les équations
2** Courbes bineclrices d'une série de sphères concentrique ei d'une série de plans ayant une interseclion commune puisant par le centre des sphères.
On a les deux conditions
dp=:zt psin^ dO, dt\t = o; les intégrales sont
3* Courbes bissectrices d'une série de sphères et d'une série de cônes concentriques.
On a les équations différentielles
rfp=dbprf4'> d6 = o, dont les intégrales sont
p = i;c=*=+, 6= Cl.
4° Courbes bissectrices d'une double série de surfaces de révolution du second degré homofocales.
Si Ton se porte au n"" 388, on a à intégrer les équations
V/x» — b^ \lb^ — V»
les intégrales sont» en posant i/ = arc ( sin = ^ j >
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UNE SÉRIE DE SURFACES
Le présent Chapitre semblerait » à cause de son titre, ne devoir pas faire partie d'un Ouvrage écrit sur Tanalyse des courbes, et pourtant, quand on y regarde de près, il est tellement lié avec la recherche des lignes orthogonales de surfaces données, qu'il devient le complément indispensable de cette recherche, ne forme avec elle qu'un même tout, et que, lorsque cette recherche est accomplie, le problème des surfaces orthogonales d'une série de surfaces données est Analement résolu. Il nous importe donc de signaler la liaison qui existe entre ces deux problèmes et de montrer comment on peut résoudre le second lorsque le premier est résolu.
§ I. — Des SURFACES orthouonalbs d'une série de surfaces.
340. pR0BLÈ3fE I. — Connaissant les trajectoires orthogonales d'une série de surfaces données, trouver les équations des surfaces qui coupent orthogonale ment cette même série de surfaces.
Soit la série de surfaces données représentées par l'équation
dans laquelle p, pi, pi sont des coordonnées quelconques, et C le paramètre variable; soient les équations de la courbe qui coupe orthogonaicment cette série
fi(p»Pi>Pi) = C,, Fïtp, p.,pa) = C„
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dans lesquelles on donnera à Ct et G louies les valeurs possibles* A chaque système de valeurs de C. et de Cs correspondra une courbe coupant orthogonalement les surfaces de la série F. Lorsque ces systèmes de valeurs seront discontinus, on aura des courbes orthogonales dont les position^ seront discontinues, et réciproquement: mais, si Ton reui que ces courbes se suivent d'une manière continue, de manière à former une surface, les valeurs de Ct et de Cs ne doivent pas être indépendantes l'une de l'autre; il faut que Tune des constantes, d, soit fonction continue de l'autre constante, de telle sorte que l'on ait
et, conséquemment, on a
Je dis maintenant que cette équation représente une surface coupant orthogonalement la série des surfaces F. En effet, le plan tangent à la première surface passe par la tangente à la trajectoire orthogonale dans la position qui convient au point que Ton considère; or cette tangente est normale à la surface F, puisque la trajectoire est orthogonale; donc cette surface est orthogonale de la surface F.
EnQn, si l'on veut que l'équation (3) représente toutes les surfaces possibles, il n'y a qu'à supposer que la fonction o représente toutes les fonctions possibles, ce qui revient à dire qu'elle est une fonction arbitraire.
Donc, pour avoir toutes les surfaces qui coupent orthogonalement la série des surfaces F quand on connaît les équations (2] de la courbe orthogonale, il suffît d'exprimer que la fonction Fi est une fonction arbitraire de la fonction F,.
3^1. Applications. — Surfaces cylindriques.
i"* Les trajectoires orthogonales de la série des plans parallèles au plan des xy (système rectiligne orthogonal), qui ont pour équation
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sont données par les équations suivantes, dans lesquelles pi et p3 prennent toutes les valeurs possibles :
(2)' ar=p„ / = p,;
donc la forme la plus générale des surfaces cylindriques qui coupent orthogonalement les plans parallèles au plan des xy est
2^ Soit la série des plans parallèles, dans le même système» donnée par l'équation
(i)" arcosa -H jcosjî -*- 2 cosy = p;
les équations de la trajectoire orthogonale sont
, .„ rosa cosû
^ ' cosy ^ " cosy ^
donc l'équation de la surface cylindrique perpendiculaire au
plan (1)'' sera ^
cosô / rosa \
cosy ^\ cosy /
Surfaces coniques. — Ce sont les surfaces qui coupent or* thogonalement une sphère donnée.
1** Soit l'équation de cette sphère, dont le centre coïncide avec le pôle du système polaire (p, 0, vp),
l'équation de la trajectoire orthogonale, dans le même système, est
donc l'équation de la surface conique sera
2'' Si la sphère est rapportée au système cartésien, son équation est, en représentant par a, (3, y les coordonnées du
centre,
(^ - a)' -h ( jr - (3)' -+- (z - yY = C;
âSo LIVRK II. — SKCTIOtf II. — CHAPITIIK V|||.
les équations de la trajectoire orthogonale sont
— — — — — \^|. — — — — — \jij
donc réquation des surfaces coniques sera
342. Surfaces de révolution, — Ce sont les surfaces qui coupent orthogonalemeni tous les plans qui ont la même intersection.
i^ Dans le système polaire, ces plans ont pour équation
les équations de la trajectoire orthogonale sont (334)
+ =C„ p = Cs; donc l'équation des surfaces de révolution est
a^ Si l'équation des plans est prise dans le système cartésien, on a réquation (i) du n"* 334; les équations des trajectoires orthogonales sont les équations (2) et (3) ou même numéro; donc les équations de la surface de révolution sont
(b — n)x '— (a — ni)r -^ (an ■— bm) z = cp[(x - A)» -h (/ - B)« H- [z - C)»],
en admettant entre les constantes les relations établies dans
ce numéro.
Surfaces coupant orthogonalemeni une série d'ellipsoïdes semblables, semblablement placés et concentriques. — Ces surfaces sont représentées par l'équation F du n"* 336; or, si l'on se reporte à ce numéro et qu'on suppose Telllpsoïde de comparaison transformé en sphère, les trajectoires conjuguées, lepréseniées par les équations (2), deviennenl, p, et p, élani des constantes d'intégration.
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et sont des trajectoires orthogonales de la série F; on aura donc l'équation suivante pour représenter les surfaces coupant orthogonalement la série F :
343. Surfaces coupant orthogonalement une série d'ellip^ soXdes semblablesy semblahlement placés et ayant une section commune parallèle à une section principale* — L'équation (F) du n"" 333 représente cette série d'ellipsoïdes, et les équations (i) et (2) de ce numéro sont les équations des trajectoires orthogonales; donc l'équation des surfaces coupant orthogonalement la série des surfaces (F) sera
Cette équation est susceptible d'une discussion analogue à celle du n® 333 , et l'on obtient ainsi les surfaces coupant orthogonalement :
I® Une série d^'ellipsoTdes semblables et semblahlement placés 9 ayant un point commun de contact en un de leurs sommets;
2<> Une série d'ellipsoTdes de révolution semblables entre eux et passant par un cercle donné;
3^ Une série d*ellipsoTdes semblables et semblahlement placés» de révolution autour d'axes différents parallèles, et ayant une section commune dont le plan est parallèle à l'axe de révolution;
4** Une série de sphères ayant une section commune. Dans ce dernier cas, l'équation précédente contient le système connu, triplement orthogonal, de trois séries de sphères tan* génies, à trois plans orthogonaux deux à deux et passant par leur point d'intersection.
344. Surfaces orthogonales d'une des trois séries d'un systènie triplement orthogonal, — Soit un système de coordonnées p, pi, p3 triplement orthogonal ; les trois séries de surfaces sont, en représentant par C, Ct, C2 des constantes qui prennent
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toutes les valeurs possibles,
elles sont telles que chacune d'elles est coupée orthogonalement par rinterseclion des deux autres; donc, d'après It n^ 340, les surfaces coupant orthogonalement Tune des trois séries (i), en représentant par 9» 91, 9, des foDCtions arbitrairesy seront
APPLICATIONS. — I** S/stème polaire (r, ^,0). On a les trois surfaces orthogonales
donc les trois séries de surfaces coupant respectivement, sous angles droits, les séries précédentes de surfaces sont représentées par les équations
La première représente les surfaces orthogonales d'une série de sphères concentriques; la deuxième, les surfaces orthogonales d'une série de cônes circulaires concentriques ayant même axe; la troisième, les surfaces orthogonales d'une série de plans ayant une même intersection (34^1).
2* SystP.me formé : d'une série de plans tangents à un çrlindre, d'une série de plans perpendiculaires à la direction des génératrices, d'une série de surfaces déi^eloppantes du cjrlindre. — Soient l'équation élémentaire de la section droite du cylindre
dp la distance entre deux développantes infiniment voisines; dz la distance entre deux plans infiniment voisins perpendiculaires aux génératrices du cylindre; le système est rectangulaire, et, en représentant par ds le déplacement d'un point dans ce système et par r la longueur de la tangente à la section droite, on a la relation
ds^ = dz^ 4- dp^ -¥■ r^deK
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Les équations des trois surfaces sont
donc les équations des trois surfaces, coupant orthogonalement les surfaces (i) chacune à chacune, sont
La première représente les surfaces orthogonales des plans tangents à la surface cylindrique; la deuxième, celles qui cou* pent orthogonalement les surfaces développantes du cylindre; la troisième, celles qui coupent orthogonalement les plans perpendiculaires aux génératrices, lesquelles sont des cylindres ayant leurs génératrices parallèles aux génératrices du cylindre donné.
Si le cylindre, au lieu d'âtre quelconque, était circulaire [fig. ^o) et de rayon R, on aurait les relations suivantes :
<T= Re, AOM = e -4- arctang^r»
de sorte que, si l'on appelle p la distance OM, les trois sur-
Fîg. 4o.
faces (2]'' deviendront, dans le système cylindrique polaire, en appelant 6 Tangle AOM,
z = 9 v^p*--R»4-R(9 — arccos — I U
6=:arccos — hçi(z), 0 — arccos- = 9i(^p*— R')* P P
^i/ Surfaces coupant orthogonalement les surfaces d'une des séries (2). — Soit une surface contenue dans la première
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des équations (2) du numéro précédent
Cl étant une constante qui prend toutes les valeurs possibles. D'après ce que nous venons d'établir dans ce numéro» nous connaissons une série de surfaces coupant orthogonalemeni la série (3); celte série est
Nous connaissons donc une des équations de la trajectoire orthogonale de la série (3); l'autre équation sera donnée, d'après le n® 330, par l'intégration de l'équation difîérentielle
Dîrfp. _Hrrfp,
[dpj [flpj
entre les deux variables pi et p,, puisque p est constant. Représentons par
l'intégrale de celle équation, d étant une constante arbitraire; les surfaces orthogonales des surfaces (3) seront représentées par réqualion
(6) F,(p.,p,)^cp(p), 9 étant une fonction arbitraire.
Applications. -— Système polaire (p, 4*» ^)-
Surfaces coupant sous angles constants une série de plans ayant une intersection commune et une série de cônes concentriques ayant même axe.— La première série de surfaces satisfaisant aux conditions de la question est
et la deuxième série, en représentant par m une constante, est
pd^ m 'm
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dont rintégrale est
(C.) langi+=:C,e-*.
Les surfaces cherchées sont donc représentées par l'équation
p — ©(^-"••tangï^l^).
Ces surfaces sont engendrées par le déplacement continu d'une loxodromie tracée sur une sphère dont le rayon varie d'une manière continue.
Surfaces coupant sous angles constants une série de sphères concentriques et une série de plans ayant un axe commun^ — La première série de surfaces est
et la seconde est, en représentant par m une constante,
rfpr- mpsinCrf^.
Si Ton pose msinC = fx, l'intégrale de cette équation est
et, par conséquent, l'équation des surfaces cherchées est
Surfaces coupant sous des angles constants une série de sphères et une série de cônes concentriques, — La première série de surfaces est
(cr ô-^c,
et la secondé est, en représentant par m une constante,
rfp -■=: mpd^, dont l'intégrale est
(C.r p^Ce"*;
donc l'équation des surfaces cherchées sera
Dans chacun de ces trois cas, les équations en C et Ci représentent une courbe coupant les courbes coordonnées d'un
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système sous angles droits et les deux autres coordonnées sous angles constants.
Système cylindrique homofocal.
Surfaces coupant sous angles constants chacune des deux séries de cylindres homofocaux du second degré, — Si Ton se reporte au n''288, on a à intégrer les deux équations
dp = o, -— ^ =
dv m
sjlû — 6« V^ —
les intégrales sont
p — C, p-+- v^fx'— 6'— C,ô
marc(sln=j)^
donc la surface cherchée sera donnée par Téquation
I , . maro(stn=^) i fc* — inarc(8la = ~)
a— -ope ^ *^H p-.e ^ ^\
3^6. Méthode directe de détermination des surfaces orthogonales. — Lorsque Ton détermine directement par l'analyse les surfaces orthogonales d'une surface donnée, on a a intégrer une équation aux différences partielles. Or celte méthode, en apparence distincte de celle que nous avons suivie, n'en diffère aucunement, et l'on a à intégrer les mêmes équations différentielles, comme cela résultera des considérations suivantes; seulement, par la méthode que nous avons suivie, nous avons rattaché le problème des surfaces orthogonales d'une surface donnée au problème des trajectoires orthogonales de la même surface, ce qui dispense de la considération de l'équation aux différences partielles et donne une interprétation géométrique à toutes les phases de la question.
Angle des normales N e/ X â deux surfaces données, — Soient ces deux surfaces
V et U étant des fonctions des coordonnées curvilignes p, pi, P2; C et Cl deux constantes.
Si l'on se reporte au n"" 338, qu'on représente par AiV le pa-
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ramèlre différentiel du premier ordre de la ToncUon V, et si Ton raisonne comme on l'a fait dans ce numéro, qu'on appelle V,, V„ Va les composantes orihogonales, suivant les normales n, /II, Hi des surfaces coordonnées p, p^ ps» de A,V, dont
^V les composantes obliques suivant ces normales sont h -r- 9
rfV rfV /i. T--5 ^» ^' *' suffira de projeter A|U sur la direction de A|V,
ce qui revient à projeter les composantes obliques du premier paramètre sur la direction du second; on a donc la condition
(2) A,Ucos(N, ^) = ^ 2A ^ V,,
où il faut remplacer V«, Vi, V, par leurs valeurs tirées des équations analogues aux équations (18)' du n^'SOG; on obtient ainsi l'équation
/ A,VA.Ucos(N,X)
(^)' ! vA^Vr.rfU , , , du , . .dV , ,1 i z=zzh-r- A-7-cos(n,n)-h/i, ^cos(n,/î,)-t-na-T-cos(n,n,) 1
Si le système des coordonnées est rectangulaire» les angles des normales aux surfaces coordonnées sont droits, et l'équation.précédente devient
(3) A,UA.Vcos(N,X)=^^^jL.
Condition d'orthogonalité de deux surfaces. — Si le système des coordonnées curvilignes est quelconque, la condition pour que deux surfaces V et U se coupent orihogonalement est exprimée par l'une des équations équivalentes
(4) 2A^V,= o, Ih^U.^zo.
Si le système des coordonnées est orthogonal, on a Téquaiion (t^\ \^ ï dW d\}
^^' 2ff7?p ^=^'
ei, si le système est rectiligne orthogonal, Téquation prccé-
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dente se simpUfle et devient
gûTU dy_^
dx dx
Identité analytique des deux méthodes. — Supposons maintenant que la surface V soit donnée et qu'on veuille calculer toutes les surfaces U qui la coupent orthogonalement ; on aura à intégrer l'équation aux différences partielles, donnée par l'équation (4); or, pour intégrer celte équation» on est conduit à l'intégration du système d'équations différentielles
dp rfpi rfpi
/TUo ~" àTD; ~ ÂôT/
qui est identiquement le même que le système des équations différentielles trouvées au n° 330; on est donc conduit à la recherche des courbes qui coupent orthogonalement la série des surfaces V, et les parties restantes des deux méthodes sont évidemment les mêmes. Donc :
§ II. — Des surfaces bissectrices de deux séries de surfaces.
3W. Surfaces bissectrices de deux surfaces données. — Ces surfaces coupent deux séries de surfaces données, U et V, de telle sorte que, en un point commun des trois surfaces, la normale à la surface cherchée forme des angles égaux avec les normales aux deux surfaces données. Il y a deux sortes de surfaces cherchées, suivant qu'il s'agit de l'angle des deux normales aux surfaces données ou de l'angle supplémentaire formé par l'une des deux normales et le prolongement de l'autre.
Dans le cas de coordonnées curvilignes quelconques, l'équulion aux différences partielles des surfaces bissectrices des deux surfaces (i) du numéro précédent devient, si Ton représente par W la surface cherchée,
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le signe supérieur se rapportant aux surfaces bissectrices de l'angle des normales positives et le signe inférieur aux sur-faces bissectrices de l'angle supplémentaire.
Si le système des coordonnées est orthogonal, l'équation précédente devient
Y I rfW / rfV _ ^U \ ^'^^ 2dH^ dp VA.Vrfp-^ A,Ue/py "^°'
Supposons que les deux surfaces données soient les deux surfaces coordonnées d*un système quelconque; il faudra poser» dans réquation (6), V=p,, U=p2, et cette équation deviendra
A,[irf:cos(/i,,/i)] , - •+■ /i[cos(/ii, /i)q::cos(n„ '*)]-^—
AT f ^ M ^W
-h ai [cos (n„ n) qp I )J -^ — = o.
Si le système des coordonnées était orthogonal, cette équation deviendrait binôme
, dW , rfW
/i, —. — qi Ai, -j — = o.
348. Surfacexbissectrices de deux séries de sphères à centres fixes. — Les deux surfaces U et V sont, dans le cas présent, en supposant le système des coordonnées rectilignes,
V = JT^ H- ^-^ -f- s' =r r;, u = o:' H- ^-^ H- ( 3 — y )' = rj ;
l'équation aux dilTérences partielles est
fx x\ dz f y ^\ dz z z — y
\r, rj (ix \r, "^ r,/ rtf/'~ r, "*~ r.
On déduit de cette équation le système suivant d'équations diiTérentielles :
X r/r — r dx , xdy — r dx
zdx — xdz , ( z — y ) dx — x dz /•, ;'2
:; dy — ydz [z — y) dy — ydz
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Soient 0 l'angle que la projection commune r des rayons r„ r. sur le plan des j^* fait avec l'axe des .r ; ^ et i{/i les angles des rayons r,, r, avec l'axe des z. Cela posé, la première équation devient
dont l'intégrale est
Si l'on ajoute les deux dernières équations après avoir multiplié la première par x et la seconde par 7, on trouve
_, [z — y] (xdx -4- rdy] — (x»-+- r*Wf z — yl
= Zt : : : ^
que l'on peut écrire sous la forme
r\d^ . rîd+.
Or le triangle dont les côtés sont y, r„ r, donne la relation
sinvj;, sinil'^
en ayant égard à cette valeur, l'équation différentielle précédente devient
sinv}; sin^
Suivant le cas du signe supérieur ou du signe inférieur» on a les équations suivantes :
donc les surfaces bissectrices sont données par le^deux équations
9 = 9(ung-;4'iangi+.). « = ?(^fr|.)'
suivant que l'on prend l'angle positif des deux normales aux sphères r,,.r3, ou l'angle supplémentaire de ces deux normales.
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Cette solution coïncide avec celle que nous avons donnée du problème traité à la fin du n^ 316.
La recherche des surfaces harmoniques par rapport à deux surfaces données se fait de la même manière^ en entendant par surfaces harmoniques de deux surfaces données celles dont les normales au point commun d'intersection forment avec les normales des deux surfaces données un faisceau harmonique.
§ III. — Des surfaces conjuguées entre elles suivant
Surfaces conjuguées d'une surface donnée suivant un
ellipsoïde donné. — Deux séries de surfaces données par les
équations
sont dites conjuguées suivant un ellipsoïde donné (A, B, C) lorsque, en un point quelconque de Tintersection commune^ les plans tangents aux deux surfaces sont parallèles à deux plans diamétraux conjugués de Tellipsoïde.
Condition analytique qui exprime cette liaison, — Dans le système rectiligne orthogonal, si deux surfaces fsf se coupent orihogonalement, on a la condition
dz 8z d^ dz^
' ' dx àx dy àjr '
or, si Ton prend la figure homologique (322), on trouvera, A, B, C étant trois constantes qui représentent les trois demidiamètres conjugués d'une surface du second degré,
^ ' dx àx dy ir
Comme l'équation (i) exprimait que les deux surfaces/,/» avaient leurs plans tangents orthogonaux en leur intersection, il en résulte que l'équation (2) exprime que les plans tangents des deux surfaces transformées F, F, sont parallèles à
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deux plans diamétraux de la surface (A, B, C) du second degré, transformée de la sphère.
Celte sphère, que j'appelle sphère de comparaison, avait son centre situé à Torigine des coordonnées, et les deux plans tangents aux surfaces/, /l étaient parallèles à deux pians diamétraux de cette sphère conjugués entre eux, puisque tout système quelconque de deux plans diamétraux rectangulaires est dans la sphère un système de deux plans conjugués.
Dans la figure transformée, les axes sont généralement obliques et parallèles aux directions des trois diamètres conjugués de la surface de comparaison ; mais on peut aussi les supposer rectangulaires, puisque, dans une surface du second degré, il y a un système de trois diamètres conjugués rectangulaires entre eux.
On a passé de l'équation (i) homogène à Téquation (2), en
, 111 dz dx dr ^ ^ ^ èz
y remplaçant az, dx, djr par -r? —9 -^5 ozy àxy ày par -^»
ix 8v
Remarques. — i* Il est évident que le problème des surfaces qui se coupent orthogonalement est un cas particulier du problème précédent, puisqu'il suffira de supposer que la surface du second degré de comparaison est une sphère. On passera donc facilement du premier problème au second, mais non réciproquement.
2° Un cas non moins intéressant se rapporte à la supposition d'après laquelle la surface de comparaison serait une surface de révolution. Dans une telle surface, il y a une direction constante suivant laquelle deux plans diamétraux ne sont conjugués que lorsqu'ils sont orthogonaux; donc, si les surfaces F et Ft se coupent et qu'on mène à la courbe d'intersection une tangente parallèle à cette direction, F et F, se couperont orthogonalement suivant cette direction.
3"^ Il y aura à examiner le cas où la surface de comparaison sera rapportée à trois diamètres conjugués égaux. Dans ce cas, les conditions (i) et (2) ne sont pas distinctes analytiquement; elles ne sont distinctes qu'au point de vue géométrique. Cela revient à dire que, sans changer les axes orthogonaux de la
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sphère de comparaison quant à leur longueur, on a changé seulement les directions en les inclinant les uns par rapport aux autres.
350. Applications. — i"^ Surfaces conjuguées suivant (A,B,C) d'une série d'ellipsoïdes concentriques y semblables et sembla^ blement placés.
Si Ton se porie au n'^âSG, l'équation (F) donne Téquation suivante aux différences partielles :
A» x(h B» rdz O
^^^ fl' lix b' df c' '
l'intégration de cette équation conduit aux équations différentielles simultanées (i)' du numéro cité, et, comme les intégrales de ces équations y sont calculées, Tinlégrale générale de l'équation (^J;) sera
9 étant une fonction arbitraire.
2* Surfaces conjuguées suivant (A, B, C) de la série de surfaces données par l'équation
p étant le paramètre variable.
Si l'on se reporte au n"* 236, on voit que l'intégrale générale des surfaces cherchées est
3" Surfaces conjuguées suivant l'ellipsoïde (A, B, C) d'une série d'ellipsoïdes concentriques ayant deux sections communes parallèles à une section principale.
L'équation de cette série d'ellipsoïdes est
f7 + y'-« = My-^)((3 + ^).
X étant le paramètre variable.
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L' équation aux différences partielles qui* en résulte est
â» dx '^y dy L(y_2)((rri)J v^*^ ^'""v'
on a à intégrer le système suivant d'équations différentielles :
a' dx 6' dy
(y — ^)(P-»-g)rfg ù}Ç?dx Ix^ l!_ \ —
La première s'intègre immédiatement et donne
de sorte que, en ayant égard à cette valeur, la seconde devient
dans laquelle les variables sont séparées et dont l'Intégrale est
Dans ces équations, p et pi sont les constantes d'intégration. L'intégrale générale des surfaces cherchées sera donc
dans laquelle <p est une fonction arbitraire.
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