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FIN T»li LA TAULE IIKS MATIÈRES.
INTRODUCTION
i. Le problème de l'analyse d'uno courbe pewt être posé de deux manières. Dans la première, on définit la courbe par une relation existant entre un de ses points et une ou plusieurs grandeurs géométriques. On exprime analytiquemenl cette relation ; celte expression porte Je nom d'équalion de la courbe en termes finis , et la résolution de cette équation fait connaître un point quelconque. Il faut, en second lieu, déduire de cette équation une autre équation, donnant la tangente en un point quelconque, et de celle-ci, une troisième, donnant la courbure de la courbe en ce point. Ensuite, on s'occupe de sa rectification, qui consiste à trouver l'expression de la longueur d'un arc de courbe compris entre deux de ses points, et de sa quadrature qui a pour but de donner l'expression de l'aire décrite par telle ligne liée intimement avec un point quelconque de cette courbe. La deuxième manière de poser le problème do l'anaijse d'une courbe est inverse de la précédente. Elle consiste dans la relation qui lie un point de la courbe soit avec la tangente en ce point, soit avec la courbure, soit avec la longueur de l'arc, etc. Cette relation s'exprime aussi analytiquement, et il faut alors retrouver l'équation qui lie ce point de la courbe avec telle grandeur géométrique. Ces deux points de vue sont essentiellement distincts, ei correspondent à deux analyses différentes. Il a fallu plusieurs générations de géomètres pour constituer cette double analyse, en développer les progrès, et la génération actuelle en poursuit les perfectionnements.
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II, C'est à Descaries qu'est due l'idée iiigciniouse de la représentation d'une courbe par une équation. C'élail le premier pas vers la solution du problème de l'analyse des courbes. Ce grand géomètre détermine un point quelconque d'un plan par ses distances à deux droites données dans ce plan. Il appelle ces distances coordonnées du point, et il les représente par les symboles x et y ; or, comme la définition de la courbe est une relation entre des grandeurs données et les coordonnées d'un point quelconque de cette courbe, il en obtient immédiatement l'équation. L'étude des différentes affections de la courbe dépend alors de l'étude de cette équation. C'est ainsi qu'un problème de géométrie se trouve ramené à une question d'algèbre, pour la résolution de laquelle des règles précises sont obtenues d'une manière générale.
La conception cartésienne ne fut point stérile en résultats. Elle exerça la plus utile influence sur la géométrie. Cette conception doublait les forces du géomètre en ajoutant aux ressources géométriques les ressources de l'algèbre pour l'étude des propriétés des courbes. Aussi, le premier effet de l'union de ces deux sciences fut une classification des lignes représentées par des équations algébriques, basée sur le degré de l'équation, lequel indique le nombre des points d'intersection de la courbe avec la ligne droite. Ce caractère simple, intuitif, fut d'une fécondité telle, qu'il serait impossible d'énumérer les conséquences qui en découlèrent. Le principe de Descartes n'exerça pas une influence moins heureuse sur l'algèbre. Ce principe, en signalant les points inexplorés, ouvrait une voie nouvelle aux recherches algébriques; elle les organisait en réglant l'importance relative de ces points et l'ordre de l'exploration; enfin, elle leur donnait de la vie par la représentation physique des abstractions algébriques.
III. La deuxième partie de l'analyse d'une courbe consistait à déterminer la tangente en un de ses points. Cette question est célèbre dans l'histoire des mathématiques, non-seulement à cause des efforts des plus grands géomètres pour la résoudre, des méthodes ingénieuses, quoique particulières, inventées à cet effet par Fermât et Roberval, mais surtout parce qu'elle a été l'origine du calcul différentiel. Deux géomètres également
iNusircs, Leibiiilz ei Newton, se disputent l'iionneur de ia découverletle cet admirable calcul; mais, quelle que soit l'opinion que l'on adopte sur ce débat, on sait qu'ils ont imaginé, le premier, le calcul différentiel pour sa nouvelle méthode des tangentes : Nova methodus pro tangentibus et singulare pro illis calcul! genus, i684! le second, le calcul des fluxions, dont il fait un admirable usage dans son livre des Principes, 1687, et, en particulier, pour résoudre infailliblement le problème des tangentes dans le cas des expressions irrationnelles, comme dans tout autre cas. La doctrine des différentielles et la doctrine des fluxions peuvent différer au point de vue métaphysique, mais elles donnent l'une et l'antre la solution complète du problème des tangentes.
Le problème des maxima et des minima, qui occupa en même temps ces géomètres, n'est pas foncièrement distinct du précédent, puisqu'en un point correspondant à un maximum ou à un minimum, la tangente est ou bien parallèle, ou bien perpendiculaire à l'une des lignes coordonnées.
ÏV, La recherche du cercle osculateur d'une courbe est un problème du même ordre que le problème des tangentes; il n'est que la généralisation de ce dernier. En effet, dans la question des tangentes, il s'agit de faire passer une droite par deux points de la courbe infiniment voisins ; dans la question du cercle osculateur, il s'agit de faire passer un cercle par trois points de la courbe infiniment voisins. La différentielle première de l'équation de la courbe donne la solution de la première question ; la différentielle seconde de la même équation donne la solution de la seconde. Aussi, la théorie du cercle osculateur s'est-elle présentée naturellement à l'esprit des géomètres inventeurs du nouveau calcul, comme à l'esprit de ceux qui, ajanl accueilli les nouvelles doctrines, ont augmenté de leurs découvertes personnelles l'héritage qu'ils avaient reçu. Ainsi, Newton donne dans son Mycn Aes Principes une équation, élégante de simplicité, du rayon de courbure de la conique. L'Hôpital et les frères Bernoulli ne réussissent pas avec moins de succès lorsqu'il s'agit de déterminer, par le calcul différentiel, le cercle osculateur de la cycloïde, de répicycloïde, des roulettes, et, en général, de telle courbe
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doiil le mode de génération leur est connu. Pour être phis compliqué que le problème des tangentes, le problème du cercle osculateur n'est donc pas un problème de nature différente ; la seconde question est l'extension naturelle de la première, de même que la théorie du contact d'un degré quelconque des courbes est l'extension de l'osculation du cercle.
V. La partie de l'analyse des courbes qui se rapporte à leur quadrature et à leur rectiflcation est une question ossentiellemenL différente de la précédente. Ces deux questions, au point de vue purement analytique, sont inverses l'une de l'autre. Dans le problème des tangentes, l'ordonnée de la courbe est donnée en fonction de l'abscisse, et il s'agit de déterminer la différentielle de la fonction ; dans le problème des quadratures et des reclificaiions, c'est la différentielle d'une fonction que l'on connaît, et il s'agit de déterminer la fonction elle-même. Aussi, la solution générale de cette dernière question a-t-elle donné naissance à un calcul inverse du calcul différentiel, et auquel on a donné le nom de calcul intégral. Pris ensemble, ils constituent l'analyse infinitésimale, l'une des plus grandes découvertes qui honorent l'esprit humain.
De même que le problème des tangentes avait été partiellement résolu par des méthodes qui préparaient, en quelque sorte, ia méthode différentielle, de même aussi le problème des quadratures avait été résolu, dans quelques cas particuliers, par des procédés ingénieux et dignes d'être conservés dans l'histoire des mathématiques. Le nom de Wallis est inséparable d'une méthode de sommation qui donne l'aire de certaines courbes algébriques. Mais, il faut l'avouer, la véritable solution du problème des quadratures, c'est le calcul intégral qui l'a donnée, comme étant à la fois la plus naturelle, la plus facile et la plus générale, 11 en est de même du problème des rectifications, qui n'est pas, sous le rapport analytique, un problème distinct de celui des quadratures.
Il faut pourtant reconnaître que, si la solution de cette double question ne laisse rien à désirer au point de vue théorique, elle se trouve, dans les applications, circonscrite par
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des iimiies que l'analyse n'a pu encore franchir, provenant lies intégrations qu'elle ne sait pas effectuer, tandis que la solution du problème des tangentes ne se trouve entravée, dans la pratique, par aucun obstacle.
VI. Le problème inverse de l'analjse des courbes n'a pas été moins fécond en utiles découvertes. En effet, le cas le plus simple d'intégration consîsle, quand on connaît la différentielle d'une fonction d'une variable, à remonter de cette différenliclle à la fonction elle-même. Or, le problème inverse de l'analyse des courbes est, plus complexe; on connaît une relation entre les coordonnées du point et les différentielles premières de ces coordonnées, et quelquefois les différentielles d'un ordre supérieur. Ces différentielles peuvent entrer soit linéairement dans cette relation, soil élevées à une puissance supérieure. Ainsi, on possède une équation différentielle du premier ordre, si la courbe est définie par une propriété de sa tangente i l'équation est du second' ordre ou d'un ordre supérieur, si elle est définie par une propriété du cercle osculateur, ou une propriété d'une courbe ayant avec elle un contact supérieur; il s'agit alors de remonter de cette équation du premier ou du second ordre, ou même d'un ordre quelconque, à l'équation entre les coordonnées d'un de ses points, indépendante de tout signe différentiel. C'est la solution de celte question générale qui constitua le but proprement dit du calcul intégral, but élevé qu'il n'a pas toujours pu atteindre. Les perfeciionnements du calcul intégral sont donc liés d'une manière intime avec le problème inverse de l'analyse des courbes.
Vil, Ce problème se présente quelquefois aussi sous une forme plus générale encore. On veut déterminer la courbe par celte condition, qu'une certaine combinaison de ses éléments, fonctions de signes différentiels, soii la plus grande ou la plus petite possible. Cette question, à raison de son élévation, présente de grandes difficultés. Euler et Lagrange ont dû recourir pour les surmonter à toute la puissance de leur génie; ils ont donné, l'un et l'autre, la solution de celte question, le premier dans l'ouvrage ; MeAliodiis iiiveniendi
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l minimi proprietate gaudentes ; le second par la création d'un calcul nouveau qui a rendu les plus grands services à la géométrie, le Calcul des variations.
Telles ont été les brillantes destinées du problème général de l'analyse des courbes, d'avoir éveillé au plus haut degré l'esprit d'investigation et d'avoir produit les inventions les plus utiles. La détermination d'un point de la courbe a donné naissance à l'application de l'algèbre à la géométrie ; la question des tangentes, au calcul différentiel; celle des quadratures et des rectifications, au calcul intégral; le problème inverse de l'analjse des courbes, aux compléments, aux perfectionnements de ce calcul, et au calcul des variations. C'est ainsi que chacune des périodes de cet important problème a été l'objet d'un nouveau triomphe, et que chacune de ses étapes a été marquée d'un impérissable monument 1
VllI. L'ensemble des procédés analytiques imaginés pour la résolution complète du problème des courbes constitue une doctrine plus générale que la géométrie, indépendante de cette science, ei qui, considérée en elle-même, forme une science à part, ayant une vie propre ; mais l'excellence de ces procédés est mise en relief d'une manière merveilleuse par les applications qui en ont été fuites à l'étude des courbes. Aussi, doit-on regarder ces méthodes comme l'instrument le plus sûr et le plus précieux pour dévoiler les propriétés géométriques. La correspondance qui existe entre l'analyse et la géométrie, sans être absolument complète, est pourtant telle, que les formes de l'équation d'une courbe venant à varier d'une manière illimitée, il en résulte un nombre égal de propriétés correspondantes de la courbe elle-même; et, comme rien n'est plus simple que de faire subir à l'équation des transformations équivalentes, il en résulte que l'on connaît, ou du moins que l'on peut connaître toutes les propriétés d'une courbe équivalentes à sa définition. Mais, comme il importe de bien saisir la portée de cette correspondance, qui n'existe pas seulement pour les équations en termes finis, mais encore pour les équations qui s'en déduisent par voie de différentiation et réciproquement, il faut en préciser et en ordonner les points les plus im|)Ortants.
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IX. Éianl donnée l'éi^uaiion d'une rourbp, deuxsorles d'opéralions peuvent être effectuées sur celte équaiion ; les unes sont finies et les autres sont infinitésimales. Les premières modifient la forme de l'équation sans en altérer le sens, parce qu'aucune quantité nouvelle, soit variable, soit constante, n'a été ajoutée ni retranchée. Les secondes modifient à la fois la forme et le sens de l'équation par ce qu'elles ont ajouté ou retranché soit des quantités variables, soit des quantités constantes. C'est ainsi que la différentiation d'une équation y ajoute des variables nouvelles, qui sont les dérivées de la fonction, et elle peut en faire disparaître une ou plusieurs constantes. C'est l'inverse qui a lieu quand il s'agit d'une intégration. Supposons d'abord qu'il s'agisse de transformations résultant d'opérations finies, telles, par exemple, que les opérations algébriques; la traduction géométrique de l'équation de la courbe fait connaître deux propriétés d'un quelconque de ses points, l'une métrique qui exprime une relation entre grandeurs dont les coordonnées du point font partie, l'autre descriptive, qui fait connaître le point de la courbe comme intersection de deux lignes que l'équation met en évidence- Ces deux propriétés corrélatives sont, au fond, équivalentes entre elles. Si peu que l'équation soit modifiée dans sa forme par une opération algébrique à laquelle on l'a soumise, il y a, pour celte nouvelle forme, une nouvelle propriété métrique et une nouvelle propriété descriptive équivalentes, de sorte que ce genre de transformations est une source inépuisable de propriétés nouvelles, relatives seulement à un point quelconque de la courbe.
Les transformations qui résultent d'opérations infinitésimales ont un autre caractère. On peut toujours admelire que, par l'acte d'une première différentiation, une constante a été éliminée de l'équation, ei qu'une variable nouvelle, appelée dérivée de la fonction, y a été introduite. Cette équation différentielle exprimera donc une propriété, soit métrique, soit descriptive de la tangente à la courbe en un de ses points; or, cette double propriété possède ces deux caractères ; le premier est qu'elle correspond à la double propriété exprimée par l'équation en termes finis; le second est qu'elle appartient à touies les courbes de la série que l'on obtient en faisant
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v4irier(inns['i^qLialioM proposée la consianu^ qui a éui élimiiioe (le sa (lifférenUelle. C'est, ainsi que l'équalion de l'ellipse, résultant de ce que la somme des distances d'un de ses points à deus points fixes est constante, entraîne comme conséquence corrélative de la tangente au même point, qu'elle fait des angles égaux avec les deux rayons vecteurs menés de ce point aux deux points fixes, et que cette propriété appartient à toutes les coniques ayant ces deux points pour foyers.
Si l'on soumet l'équation différentielle du premier ordre à une nouvelle différentiaiion, on aura une équation contenant une variable de plus, c'est-à-dire la dérivée du second ordre de la fonction et une constante de moins. Cette équation du second ordre exprimera une propriété, soit métrique, soit descriptive, existant entre un point de la courbe, la tangente et le rayon de courbure en ce point, et cette propriété sera : [• corrélative de celle de la tangente exprimée par l'équation différentielle du premier ordre ; 2" commune à toutes les équations différentielles du premier ordre dans lesquelles on donnerait à la nouvelle constante éliminée toutes les valeurs possibles. Ce serait l'inverse qui aurait lieu si l'on remontait des équations dilTérentielles à leurs intégrales.
Pour cette double raison que nous venons d'exposer, les procédés analytiques dans la théorie des courbes sont un moyen d'investigation d'une grande puissance. Si l'ensemble des propriétés des courbes constitue une mine inépuisable, l'analyse, soit finie, soit infinitésimale, est l'instrument, nous allions dire le seul instrument, en harmonie avec la richesse du sol qu'il s'agit d'explorer et d'exploiter. Il ne faut donc pas être surpris des effets merveilleux obtenus par l'application de cette double analyse à la géométrie.
X. Dans le système de coordonnées cartésien, un point quelconque du plan est déterminé par l'intersection de deux droites situées dans ce plan et parallèles à deux directions données ; les positions de ces deux droites sont déterminées par les différentes valeurs de deux paramètres qui expriment les dislances de ces deux droites variables à deux droiies fixes parallèles; ces distances sont les coordonnées du point, et les deux droites correspondantes sont les droites coordonnées.
Une relalion enire deux cuoidonnées repiéseiitc- une combe. La généralisalion de cette métliode est facile. Il esl évident qu'un point quelconque dii plan peut être déterminé par l'intersection de deux courbes situées dans ce plan, et dont les variations de forme et de position dépendent, pour chacune d'elles, de la variation d'un paramètre qui entre dans leur délinition. Ces deux paramètres sont les coordonnées du point, et les deux courbes correspondantes sont les lignes coordonnées; une relation entre ces deux paramètres ou coordonnées représente une courbe dans le sjslème général des coordonnées.
La déflnilioii d'une courbe peut varier à l'inTmi, à cause de la multiplicité de ses propriétés : mais chaque déflnilion devant être apie à déterminer un point quelconque de celte courbe, fait connaître les deux lignes particulières dont ce point doit être l'inierseclion, de sorte que, à chaque définition de courbe, correspond un sjslème particulier de lignes coordonnées ; et, ce qu'il importe de voir, c'est que chaque courbe doit, en général, être étudiée dans le sjstème de coordonnées qui lui convient d'après sa définition. On peut bien, si l'on veut, recourir au sjstème cartésien, mais cette manière est sujette à deux graves inconvénients. Le premier est de donner naissance à des complications analytiques qui ne sont pas de l'essence de la question ; car, de ce que le système cartésien est le plus simple géométriquement, il ne suit pas qu'il donne naissance à l'équation la plus simple de la courbe; bien loin de là, il introduit le plus ordinairement un cortège d'auxiliaires qui alourdissent la marche à tel point, quelquefois, de la rendre impossible. Le second inconvénient est l'obscurité qui résulte de l'emploi non judicieux de ce système. En effet, d'une part, les éléments propres de ia question s'j trouvent défigurés par la décomposition à laquelle il a fallu les soumettre pour les plier aux exigences du .'système, et, d'autre part, des éléments nouveaux, étrangers à la question, ont dû s'introduire. Or ces éléments parasites prennent un rang qui ne leur est point àù, une position qui ne leur appartient pas, et leur présence obscurcit à la fois et la marche et la solution.
En général, chaque système de coordonnées appelé par la définition de la courbe doit être maintenu dans le calcul ;
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celle méthode esl la plus correcte, la plus lumineuse, La question gagne toujours à conserver le terrain sur lequel elle est née. En effet, ce que l'on a inlérêi à voir, quand on veut rester fidèle à l'énoncé du problème et à la logique de la solution, c'est comment un point de la courbe est déterminé par l'interseciion des lignes coordonnées de la définition, comment la tangente de la première ligne dépend des tangentes aux deux secondes, par quels liens les cercles osculateurs de ces trois lignes se trouvent associés entre eux, et ainsi de suite ; or ces relations, si intéressantes au point de vue géométrique, si séduisantes par leur forme analytique, se montrent d'elles-mêmes quand on est fidèle au système de coordonnées désigné par la question; au contraire, si l'on a recours à un système étranger, obligées qu'elles sont de porter la livrée de ce système, elles restent à demi voilées et souvent n'apparaissent que sous une figure d'emprunt.
XI. C'esl ce qu'avaient fort bien compris les créateurs de l'analyse infinitésimale et leurs premiers disciples; ils éludient toujours la courbe dans le système de coordonnées donné par la définition; et, de celte manière, ils arrivent par la voie la plus simple et la plus directe aux propriétés des tangentes et des rayons de courbure, ainsi qu'à celles des quadratures et des rectifications. Cette doctrine est généralement suivie dans les ouvrages de Newton et des Bernoulli; et l'excellent traité de L'Hôpital, consacré à l'analyse des courbes planes, semble avoir été écrit pour la justifier. Ces géomètres étaient bien plus avancés que certains auteurs modernes, qui, pour avoir voulu plier toute question sous le joug du système cartésien, sont arrivés souvent à des généralités sans interprétation, à des formules sans application; s'ils ont quelquefois trouvé des relations simples, c'est plutôt par leur habileté personnelle que par la facilité de la méthode, qu'ils sont parvenus à obtenir ce succès.
C'est ici le cas d'examiner si le système de coordonnées curvilignes quelconques, dont on fait usage depuis quelques années et qui a produit des résultats si importants, soil en physique, soit en géométrie, est une généralisation nouvelle I.1II simplement rossusriiée. Le prohléme des coordonnées
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curvilignes coriisiste à connaître les relations générales qui exisienl entre les déplacements d'un point sur une courbe quelconque non plane et les déplacements correspondants des lignes coordonnées. Ces relations forment des théorèmes entre les tangentes et les courbures de la courbe et de ses lignes coordonnées. Ce problème, à ce point de vue général, n'a été résolu que par les géomètres de ce siècle. Gauss en a donné la solution dans le cas de deux lignes coordonnées quelconques tracées sur une surface, mais non complètement, comme nous le montrerons plus loin. M. Lamé en a donné la solution dans le cas de trois surfaces coordonnées, se coupant deux à deux orthogonalement, et en a fait de brillantes et d'utiles applications aux questions de physique mathématique- Ce problème avait besoin d'une solution générale s'appliquant à un système quelconque de surfaces coordonnées, se coupant sous des angles quelconques. C'est cette solution générale que nous avons donnée dans notre ihéorie des coordonnées curvilignes quelconques, présentée à l'Académie des sciences en 1862 et publiée dans les Annales de Mathématiques de M. Torlolini, dans le courant de l'année suivante, ainsi que dans le Journal de Mathématiques de Crelle, année 1860 (*). Depuis cette époque, quelques-unes de nos pu-
(*) Pluaieura géomètpea, qui, sans doute, n'aïBient pae connaissance de noire travail, ne sont occupés, après nous, du même problèma et ont publié, depuis |)eu de temps, qiielques-nnes de nos formules, les unes Imit k fait identiques aux natres, les aulrea équivalentes ou n'en différant que par un ou deux cosinus qui ont Été supposés nuls. Or nos droits de priorité, suffisamment établis par la date de nos publications, ont été reconnus par M. Lamé, l'un des membres de la Commission ciiai^éa de l'examen de notre travail, et dont l'autorité en matière de coordonnées curvilignes ne saurait être contestée. Voici «s qu'il nous, écrivait à la date du ïo déeembi'e [863. Pious sommes k l'aise en citant cette lettre, parce qn'elte renferma à la fois une critique et un éloge.
'Votre travo 1 si mémorable sur les coordonnées curvilignes reçu par l'Academ e dam la séance du s^ février dernier, et très-Dellement défini par I'bït a t nseré au Co pte rendu, a été transmis à l'examen de deux Commissaires. Le prem er e a pris rapidement connaissance. An fond, à vous seul appart pndra dcsorma a la généralisation complète du nouvel instrument matfaéma- 1 que Ma s cette gén ralisation n'offrait aucune application immédiate au premier Comm ssa re dans ses rechercbes incessanti^s, concernant la physique
latl emat que q toutes exigent impérieusement l' orthi^n alité i mais son
1 t n e t 1 noindrir par celte restriction un éloije si bien mérité.
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blications onl été consacrées aux applications, dans le but de montrer l'utilité du système non orthogonal dans les questions de géométrie. Ainsi, ce n'est qu'au point de vue général que le problème des coordonnées curvilignes est un problème nouveau. Mais cela ne veut pas dire que l'emploi de ce genre de coordonnées est une invention de notre siècle. Bien loin de là, les successeurs de Leibnitz et de Newton étaient familiarisés avec l'usage de ces coordonnées, qui a été en leurs mains d'une grande fécondité et leur a permis de trouver ces relations qui nous captivent par leur forme, si . remarquable d'élégance et de simplicité.
XII. La principale raison qui obligeait ces grands géomètres à rester fidèles aux coordonnées de la question, nous parait située dans le besoin qu'ils avaient de considérer la question en elle-même et de suivre pas à pas ses transformations. C'est pour cela qu'ils effectuaient, non pas analjtiquemeni, mais géométriquement, les différenliations elles-mêmes de l'équation fondamentale; la chose revenait foncièrement au môme; mais, en opérant ainsi, ils étaient sûrs de n'avoir introduit aucun élément étranger, et ils se rendaient parfaitement compte des changements survenus.
Leur procédé peut se résumer dans les règles suivantes :
1° Exprimer comment un point quelconque est déterminé par les lignes coordonnées de la question, ce qui donne l'éqtiation de la courbe.
2° Déterminer de la même manière un point infmiment voisin ; ils obtenaient, par le déplacement de la première figure, on polygone curviligne dont certains côtés et certains angles étaient infiniment petits, et dont les côtés et les angles finis se présentaient groupés deux à deux, ne différant entre eux que par les infiniment petits. Les propriétés inhérentes à ce polygone leur donnaient une relation entre infiniment petits du premier ordre, qui était l'équation différentielle de la courbe, mais dans laquelle n'entraient que les éléments de la question et leurs différentielles premières. Cette équation offrait l'avantage d'être immédiatement traduite en langage géométrique et de donner les propriétés de la tangente.
3" Passera un troisième point, toujours parles condilions
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r!e la question. Ils obienaieni ainsi le déplacemcni de la figuri; polygonale curviligne dont il a été question, et, par ce déplacement, une nouvelle figure polygonale dont des côtés et des angles étaient du second ordre, et dont les autres éléments étaient groupés deux à deux et ne différaient, dans chaque couple, que par les infiniment petits d'ordre supérieur au premier. Des propriétés inhérentes à ce nouveau polygone leur donnaient une équation différentielle du second ordre, dans laquelle n'entraient encore que les éléments de la queslionj leurs différentielles premières et secondes- Celte équation se rapportait aux courbures et s'interprétait géométriquement avec non moins de facilité que la précédente, et ainsi de suite.
XIII. Quand on réfléchit sur les moyens aussi fins que variés dont ces géomètres font usage pour établir les relations résultant de chaque polygone infinitésimal entre différentielles du premier ou du second ordre, il semble qu'il n'existe d'autre règle à suivre pour les établir que l'instinct géométrique et l'esprit de sagacité. Il n'en est pourunt pas ainsi. Cette partie si délicate de l'opéralion peut aussi être systématisée et soumise à une règle simple et infaillible dans laquelle sont concentrés tous les moyens dont on peut faire usage.
A chaque polygone infinitésimal appartiennent deux relations distinctes : la première, relation de quantités linéaires ; la seconde, relation de quantités angulaires. La première s'obtient évidemment en projetant le périmètre du polygone sur une direction quelconque; on a ainsi une équation différentielle du premier ordre; et, si l'on admet que cette direction, coïncide successivement avec deux côtés du polygone formant entre eux un angle fini, on trouve deux relations simples, dépouillées de tout élément étranger à la question, ,el qui contiennent, comme conséquence, toutes les relations du même ordre que l'on peut obtenir par d'autres considérations géométriques. La seconde relation résulte du théorème sur la somme des angles du polygone plan et rectiligne ; car le polygone plan infinitésimal de la question peut toujours être considéré comme rectiligne, puisque les côtés curvilignes finis peuvent être remplacés par les lignes brisées infinitésimales
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qui leur sont inscrites, ei les arcs iufinimcni peliis, piir los cordes qui les sous-tendent.
De là résulte que si le polygone dont il s'agit est du premier ordre, la première relation se rapporte aux tangentes de la courbe et de ses lignes coordonnées, et la seconde aux angles de contingence, et par conséquent aux courbures. Elles se rapporteraient aux variations de ces lignes ou de ces angles si le polygone infinitésimal était d'ordre supérieur.
Ces deux principes recevront une pleine confirmation par les applications incessantes qui en seront faites. Il est inutile de dire que, quelle que soit celle des deux méthodes, analytique ou géométrique, que l'on suive pour effectuer les différentiations, si l'on a eu soin d'introduire, soit dans la figure géométrique, soit dans l'équation qui en est la traduction, les coordonnées de la question, on arrivera toujours à des résultats différentiels équivalents.
XIV. Restons toujours sur le terrain des courijes planes. Les diverses définitions d'une courbe ne sont pas aptes à en dévoiler la nature avec la même facilité ; les coordonnées auxquelles on la rapporte sont elles-mêmes des éléments étrangers à celle courbe. Il est facile de voir quelle serait la définition qui atteindrait ce but de la manière la plus directe. Considérons à cet effet la courbe qui nous occupe comme un polygone infinitésimal ; il ne contient que deux sortes d'éléments, les côtés et les angles que ces côtés font entre eux. Pour passer d'un sommet au suivant, il faut connaître la longueur du nouveau côté et sa déviation par rapport à celui qui le précède. Le polygone sérail donc déterminé si l'on connaissait la loi des côtés et celle des déviations en fonction d'une même variable, ou, ce qui revient au même, la loi du rapport d'un côté à sa déviation du précédent. Si l'on passe à la limite, on reconnaît qu'une courbe serait définie, quant à sa nature, par la loi qui exprimerait le rapport de la longueur de l'arc élémentaire a sa déviation de l'arc élémentaire précédent, el si ce rapport était exprimé au moyen de la déviation intégrale, somme des déviations des éléments d'arc à partir de celui qui a été pris pour origine, la définition ne renfermerait que les éléments naturels de la courbe, sans mélange d'au-
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Clin éléiiieni étranger. Cette relation, exprimée géométriquement, serait la définition naturelle de la courbe; exprimée analjtîquemeni, elle en serait l'équation naiurelle , et les coordonnées fournies par la définition 'seraient les coordonnées naturelles de la courbe. Les géomètres, Euler surtout, ont quelquefois employé ce genre de coordonnées, et, il faut le reconnaître, ces idées touchent trop intimement a l'essence des choses pour qu'elles soient nouvelles.
.XV. U n'en est peut-être pas de même des conséquences qui découlent de l'anaijse fondée sor ce genre de coordonnées. Vojons quels seraient les avantages et les inconvénients de cette analyse-
Le premier avantage serait de n'introduire aucune quantité auxiliaire, étrangère à la nature de la courbe, puisque l'équation naturelle donnerait le rapport de l'arc et de la déviation élémentaires en fonction de la déviation totale comptée à partir d'une certaine origine.
Le second consisterait en ce que cette équation naturelle serait nn critérium facile et infaillible pour juger de l'identité de deux courbes; car les expressions des rapports de la différentielle de l'arc à la différentielle de la déviation en fonction de la déviation devraient être les mêmes dans ces deux courbes, pourvu que les déviations fussent comptées à partir de la même origine. Or, en augmentant la déviation d'une constante sous le signe de la fonction, cette déviation serait comptée à partir d'une origine quelconque, et on aurait l'expression la plus générale de ce rapport différentiel. On pourrait donc juger immédiatement de l'identité des deux courbes. C'est ainsi que, pour le genre épicycloïdal, l'équatioii naturelle de la courbe exprimerait que le rapport de l'arc et de la déviation élémentaires est proportionnel au cosinus de l'arc multiple de la déviation ; en augmentant celte déviation sous le signe cosinus d'une constante, on aurait l'équation la plus générale de l'éplcjcloïde, puisqu'elle serait rapportée à une origine quelconque; il faudrait donc que l'équation naturelle de toute courbe qui appartiendrait au genre épicycloïdal se présentât sous cette dernière forme.
Le troisième avantage serait d'établir la distinction des
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classes, des l'amilles iialurelles de courbes, el de l'aire connalire le degré de parenté de celles qui appartiennent à la même famille. On peut dire qu'une classe se trouverait caraciérisée par Ja forme de la fonction de la déviation exprimant le rapport différentiel de l'arc et de la déviation. Or, comme sous chaque signe de fonction peuvent entrer différents paramètres, les variations des paramètres donneraient naissance à une infinité de courbes, fl est évident que !a parenté des courbes provenant de la variation du même paramètre, serait plus grande que celle des courbes qui proviendraient de la variation de paramètres différents; on pourrait donc admettre que toutes les courbes qui correspondent aux différentes valeurs d'un même paramètre, sous le signe fonctionnel, appartiennent à la même famille. Les courbes d'une même famille pourraient pourtant avoir des caractères individuels tellement tranchés, que les équations de ces courbes, dans tout autre système que le système naturel, dans le système cartésien par exemple, différeraient radicalement entre elles. Pour prendre un seul exemple : dans le genre épicycloïdal, la variation du paramètre qui est facteur de la déviation sous le signe trîgonoménique de l'équation naturelle, donne des cQurbesalgébriques de tous les degrés, et des courbes transcendantes de toutes les formes. 11 en est de même des courbes contenues dans le genre chaînette, etc. La richesse et la fécondité de cette analyse sont indiscutables, puisque plusieurs familles de courbes, composées chacune d'une infinité d'individus distincts, sont condensées en une seule équation naturelle, même de forme la plus simple, laquelle permet de mettre en activité chacune de ces individualités et dévoile les liens qui les unissent entre elles,
Le quatrième avantage serait de faire connaître les courbes qui dérivent les unes des autres d'après certaines lois, et de signaler le genre de dérivation qui les rattache les unes aux autres. C'est ainsi qu'on reconnaîtrait les courbes parallèles à ce caractère, que les expressions du rapport de l'arc élémentaire à. la déviation élémentaire ne différeraient que par une constante; les courbes semblables et semblablement placées, à ce caractère, que les expressions de ce rapport seraient entre elles en raison constante. On obtiendrait les dévelop-
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pées succossives d'une courbe en prenant les dérivées successives de ce rapport. Il ne serait pas plus difficile d'obtenir les développantes, ainsi que les développées obliques, de même que plusieurs autres courbes qu'il n'entre pas dans notre bul d'énumérer mainienani.
Ces avantages ne sont pas indifférents, puisque dans beaucoup de questions où des géomètres de valeur, et L'Hôpital lui-même, n'ont pas reconnu la nature de la courbe, l'emploi des coordonnées naturelles la leur aurait fait connaître d'une manière intuitive, leur montrant en même temps ses liaisons avec telle autre courbe de la question, liaisons qui sont restées cachées à leurs yeux par suite des coordonnées dont ils faisaient usage (').
XVi. Le seul inconvénient de cette analyse consisterait dans sa généralité. L'équalion qui se rapporte à la définition naturelle de la courbe est essentiellement une équation différentielle du second ordre; alors, quand on veut obtenir son équation en termes finis, on se trouve en présence d'intégrations quelquefois impossibles à effectuer. Pourtant ce problème se ramène toujours à deux quadratures distinctes. Car, en projetant l'arc éiémenlaire sur deux directions rectangulaires, ces deux projections sont évidemment deux différentielles, fonctions d'une seule variable, qui est la déviation; et, en les intégrant, on obtient les coordonnées d'un point quelconque de la courbe en fonction de cette variable, dont l'élimination conduit à l'équation de la courbe en termes finis dans le système de coordonnées rectilignes. Mais il est ordinairement préférable de ne pas effectue* celle élimination, et de conserver les deux coordonnées cartésiennes exprimées en fonctions de cette troisième variable, pour représenter la courbe. Souvent il sera plus simple d'étudier les propriétés de la courbe par la discussion de son équation naturelle, et il
(*) Fo7« VJ/ialrse des infiniment petils de L'Hôpital, n" 123, Eiemple V. Ce géomètre détermine iin point quelconque de la caustique cherchée, aaus rien apprendre, contre son habitude, sur la nature de celte caustique, que l'on reconnatt être une parollète de la cycloide dès que l'on introduit dans la ques-
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sera nécessaire rie le faire lorsque les iniégralions ne pounoiu s'effecluer.
XVII. Le problème des courbes planes est un cas particulier du problème des courbes- tracées sur une surface quelconque ; il convient de voir maintenant les modifications qui s'introduisent dans la question et dans l'analyse de la courbe par suite de la substitution d'une surface quelconque au plan,
La représentation de la courbe par une équation entre deux variables a également lieu sur la surface. En effet, un point de cette surface peut être déterminé par l'interseciion de deux courbes situées sur cette surface, telles que leur variation de forme et de position dépende, pour chacune d'elles, de la variation d'un paramètre enlrantdans sa définition. Les valeurs de ces deux paramètres sont les coordonnées du point ; les deux courbes correspondantes à ces valeurs sont les lignes coordonnées. Une relation entre ces deux paramètres représente donc, dans ce système de coordonnées, une ligne tracée sur la surface. Il est évident que tout ce que nous avons dit dans les n"' X et XI, sur les différents systèmes de coordonnées planes, se rapporte également aux différents systèmes curvilignes au moyen desquels une courbe pent être tracée sur la surface; seulement, les raisons que l'on a de rester fidèle aux coordonnées de la définition de la courbe, empruntent une nouvelle forcede la considération de la surface- sur laquelle ces lignes sont situées. La réduction de l'équation au système cartésien ne servirait qu'à compliquer et à obscurcir l'analyse encore plus que lorsqu'il s'agît de courbes planes.
Il y a pourtant un système de coordonnées que l'on a souvent intérêt à introduire à cause des simplifications qui en sont la conséquence : c'est le système composé de lignes géodésiques et de leurs trajectoires orthogonales. Une ligne géodésique jouit de cette propriété, qu'elle représente sur la surface le chemin le plus court d'un point a un autre de la ligne. Cette propriété entraîne comme conséquence qu'en un de ses points, le plan osculateur de la courbe est normal au plan tangent à la surface, et, par conséquent, que la projection de l'angle de contingence de la courbe sur le plan langent est nulle. Cette circonstiincc iniroduil une première simpiifioa-
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lion dans les oalciils; une seconde simplification rcsiilte de ce que la seconde série de lignes coordonnées coupe orthogonalement les lignes géodésiques de la première série. iVIais, pour introduire ce système, il faut qu'il ne soil pas trop éloigné de celui qui résulte de la définition de la courbe.
XVIII. Le problème de l'analyse des courbes situées sur une surface est composé des mêmes questions secondaires que lorsqu'il s'agit de courbes planes.
S'agit-il du problème direct? La détermination du point est donnée par l'équation de ta courbe entre les coordonnées curvilignes de la définition. La détermination de la tangente dépend de la différentiation de celte équation; on obtient ainsi une relation entre un point quelconque de la courbe, sa tangente et les tangentes aux lignes coordonnées. La recherche de la courbure de la courbe dépend de la différentielle seconde de son équation. Cette différenlielle exprime une relation entre les coordonnées du point, les tangentes aux trois courbes et les rayons de leurs cercles osculateurs. Mais ici, il s'introduit dans le calcul deux éléments qui jouent un grand rôle dans la théorie : ce sont les projections des courbures de la courbe et de ses lignes coordonnées, les unes sur le plan normal, les autres sur te plan tangent à la surface, que l'on peut appeler, pour cette raison, courbures normales et courbures tangentielies. Ces dernières ont aussi reçu le nom de courbures géodésiques. Mais, pour éviter une confusion qui ne manque pas de se produire lorsqu'on fait usage de coordonnées géodésiques, nous leur conservons le nom de courbures tangentielies. Si l'on passe à la différentielle troisième, on obtient une relation entre les variations des courbures de la courbe et des lignes coordonnées, et il s'introduit un élément appartenant exclusivement à la surface, indépendant des lignes coordonnées, auquel Gauss a donné le nom de courbure de la surface. La quadrature et la rectiflcalion de la courbe conservent te même sens que dans le cas des courbes planes, et s'obtiennent par une analyse tout à l'ait semblable.
Le problème inverse de l'analyse des courbes situées sur une surface donne aussi naissance aux mêmes questions secondaires que le problème des courbes planes, ainsi qu'à des
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XIX. Il est intéressant d'examiner, en ce qui concerne les différeotialions de l'équation de la courbe, si elles peuvent aussi s'effectuer géométriquement, comme nous avons vu que cela arrive pour les courbes planes, et s'il existe des principes de géométrie dont l'applicalion uniforme donne, dans tous les cas, les relations différentielles, soit du premier, soit du second ordre.
Il est évident que le passage d'un point à un autre de la courbe, infiniment voisin, produit, quand on emploie les coordonnées de la question, un polygone infinitésimal tracé sur la surface, lequel représente la différentielle première de l'équation de la courbe, et que le passage à un nouveau point produit aussi un nouveau polygone infinilésimai qui se rapporte à la différentielle seconde, et ainsi de suite. On pourra donc aussi effectuer géométriquement les différentiations, à condition que l'on saura déduire de ces polygones les relations qu'ils contiennent. Or, lorsque les coordonnées sont géodésiques, il existe deux théorèmes qui donnent, chacun, l'une des deux relations qui appartiennent à chacun de ces polygones infinitésimaux. Le premier théorème, qui donne les relations linéaires, est dû à Gauss, et il consiste en ce que si des lignes géodésiques sont coupées orthogonal ement par deux courbes, les arcs interceptés sont égaux. Le second, qui est également dû au même géomètre, donne les relations angulaires el par conséquent les relations qui lient entre elles les projections tangentielles des angles de contingence, ou les variations de ces projections, suivant l'ordre infinitésimal du polygone. Il consiste en ce que la somme des angles d'un polygone géodésique, diminué d'autant de fois deux angles droits qu'il y a de côtés moins deux, est égale à l'aire sphérique ou courbure intégrale du polygone. Ces deux théorèmes ont uiie grande importance, el le second constitue un des plus grands progrès de la géométrie des surfaces ; il s'applique non-seulement au cas où le polygone est géodésique, mais encore au cas où le polygone est quelconque. En effet, quel que soit le polygonn tracé sur la surface, comme on peut
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lî à tout côté non géodésique une ligne brisée inlinilésimale composée d'arcs géodésiques, on obtient un polygone auxiliaire qui est lui-même géodésique; et, en appliquant le théorème de Gauss à ce second polygone, on obtient les relations angulaires qui appartiennent au premier, qui est quelconque, ces relations se rapportant aux différentes courbures ou à leurs variations, suivant l'ordre infinitésimal de ce polygone.
On a donc aussi un procédé purement géométrique pour effectuer les différentiations des équations des courbes tracées sur une surface, et pour obtenir ces différentielles sous leur forme la plus simple et la plus utile, puisqu'elle met en relief, sans aucun élément étranger à la question, les propriétés des tangentes et des courbures des courbes dont il s'agit.
XX. Lorsqu'on veut définir une courbe non plane, sans introduire aucun élément étranger à la nature de la courbe, deux relations sont nécessaires et suffisantes : la première donnant le rapport de l'arc élémentaire à sa déviation par rapport à l'arc infiniment voisin; la seconde donnant le rapport du même arc à la déviation du plan osculateur par rapport au pian osculateur infiniment voisin. Le premier rapport pris isolément ferait connaître la courbe plane dans laquelle se transformerait la courbe proposée, si l'on développait sur un plan la surface développable dont cette dernière courbe est l'arête de rebroussement; le second rapport ferait connaître les flexions successives de celle surface pendant le développement. Mais, si l'on connaît la surface sur laquelle se trouve cette courbe, la première de ces deux relations suffit pour que la courbe soit déterminée, ou, pins simplement encore, il suffit de connaître la relation qui donne le rapport de l'arc élémentaire à la déviation de la projection de l'élément Infiniment voisin sur le plan langent, ce rapport étant exprimé en fonction de la déviation tangeniielle intégrale à partir d'un certain point de la courbe. Cette relation est l'équation naturelle de la courbe par rapport à la surface qui la contient; les coordonnées naturelles sont, d'une part, l'arc compté à partir d'un certain point et l'angle égal à la somme des déviations élémentaires tangenlielles, à partir de la même origine.
Tous les avantages que nous avons signalés, comme appartenant à l'analyse qui résulte de la définition naturelle des courbes planes et du système de coordonnées qui s'y rapporte, appartiennent aussi, sans restriction, aux courbes situées sur une surface, définies par leurs équations naturelles par rapport à cette surface. 11 semble même que cette analyse devienne plus importante, lorsqu'on veut soumettre l'étude de ces courbes à une méthode uniforme et régulière. Les applications nombreuses que nous ferons de ce genre d'analyse serviront à en préciser le caractère et à en montrer les avantages.
XXI. Malgré toutes ces analogies entre l'analysé des courbes planes et l'analyse des courbes tracées sur une surface, la seconde présente des difficultés d'un ordre élevé, qui proviennent de réquation de la surface qui s'introduit forcément dans les calculs. Or une grande simplification résulte de l'introduction que nous avons faite dans cette théorie d'un élément nouveau, auquel nous avons donné le nom de courbure inclinée.
Simple par sa définition, puisque c'est le rapport de l'angle des tangentes à deux courbes infiniment voisines de l'une des deux séries des lignes coordonnées à l'arc qu'elles déterminent sur une courbe de l'autre série, cette courlmre n'offre rien que de précis, soit dans son intensité, soit dans sa direction.
Complexe dans sa composition, elle comprend, tes concentrant en un seul, plusieurs éléments géométriques qu'il faudrait considérer et manier successivement. En effet, la composante normale de cette courbure a une expression linéaire par rapport aux composantes normales de la courbure propre de l'une des deux lignes coordonnées et de la seconde courbure géodésique; sa composante tangentielle n'a pas une expression moins significative, puisqu'elle est la somme de la courbure tangentielle de ta même ligne coordonnée et du rapport différentiel de l'angle des lignes coordonnées à l'arc de l'une d'entre elles. Ces deux théorèmes ont, en outre, le double avantage de rendre la courbure inclinée indépendante de tout système coordonné, et applicable à la fois aux calculs et aux démonstrations.
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De là résulte que cet éiémenl de^ienl un instrument précieux de recherclies : il donne du laconisme au langage, par la condensation de plusieurs notions en une seule, de l'aisance à la marche analytique par la suppression de longs calculs, de la vie aux Tormuies par la réalité géométrique dont elle revêt les symboles algébriques. C'est grâce à la présence de cet élément, dont nous avons fait un usage incessant dans nos recherches déjà publiées, que nous avons donné à ces recherches une simplicité dont les géomètres ont bien voulu nous tenir compte. C'est au secours que nous a fourni cet élément, que nous devons d'avoir pu traiter dans toute sa généralité ie problème de l'analyse des courbes sur une surface quelconque.
XXII. Ce problème si intéressant a provoqué de très-remarquables travaux dus à de très-habiles géomètres, à la tète desquels se place l'illustre Gauss, auteur ries belles recherches sur les surfaces courbes. Cet ouvrage, qu'on ne saurait trop méditer, contient les principes les plus simples, les plus féconds de la géométrie des surfaces; mais l'auteur n'établit que les relations qui se rapportent aux courbures tangentielles des lignes, et ne s'occupe pas des courbures normales, qui donnent pourtant naissance à des relations non moins intéressantes. Les successeurs de ce grand géomètre se sont inspirés de ses travaux, et ils n'ont pas peu contribué à vulgariser ses découvertes, soit par de belles démonstrations géométriques, soit par des études particulières qui leur font le plus grand honneur. Qu'il nous suffise de citer les noms de MM. Liouville, Lamé, Bonnet, Bertrand, Serret, auxquels il faut ajouter celui d'Edmond Bour, enlevé sitôt au culte des sciences exactes, qui lui donnèrent et qui lui promettaient de si belles conquêtes. Puissions-nous avoir l'autorité qui nous manque pour donner à tous en général, et à chacun en particulier, ta juste part d'éloges qui leur sont dus, à cause des progrès d'analyse et de géométrie accomplis par eux ou sous leur inspiration ! C'est à l'un de ces maîtres de la science que revenait la mission d'écrire le livre que nous nous décidons, malgré nous, à publier. Cette mission , ils l'auraient sans doute acceptée, s'ils n'avaient été détournés de ce but par l'attrait de hautes études et la solution de questions plus importantes.
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XXm, Comme nous venons de le dire, noire livre consiste à présenier dans tout son développement le problème de l'analyse des courbes tracées sur une surface, et à montrer tout ce qu'il gagne en simplicité dans ses différentes phases, par suite de l'introduction des courbures inclinées. Écrit sous l'influence d'une pensée unique, il conserve toujours la même uniformité de marche, la même fidélité au principe fondamental. Cette régularité gêne quelquefois l'élan du géomètre, mais elle le guide, et le lecteur aime à voir, dans une méthode régulière, la possibilité d'atteindre la solution des questions les plus variées.
Comme le but que nous nous sommes proposé a été d'étudier les courbes situées sur une surface par j'analyse la plus simple, et de montrer comment elle procède pour traiter toutes les questions que l'on peut se proposer sur cette matière, le livre que nous publions est un livre d'analyse et non de géométrie. La marche analjiique est donc celle que nous avons dû préférer. !I nous aurait pourtant été facile d'établir toutes nos formules fondamentales par la géomélrie, mais, par là, nous aurions altéré le caractère d'unité que nous tenions principalement à lui donner. Le rôle de la géométrie ne devait pourtant pas être nul; aussi, l'avons-nous fait intervenir toutes les fois qu'il s'agissait d'interpréter les formules, de manière que leur signification fût clairement établie, comme cela doit être quand il s'agit de l'étude des courbes.
La méthode analytique que nous avons suivie est celle dont nous avons déjà fait usage dans notre Théorie des coordonnées curvilignes. Outre ses avantages généraux, cette analyse en contient de particuliers non moins précieux. Elle dévoile les liens intimes entre cette théorie et celle des lignes tracées sur une surface, elle sert de fil conducteur pour arriver sûrement à la solution des questions correspondantes de ce second problème, elle montre que les relations qui forment cette solution sont ou bien Identiques à celles du premier problème, ou bien implicitement renfermées dans celles-ci, et que loujours il sera facile de les obtenir, soit par un calcul direct, soit en les évoquant des formules générales.
XXIV. Voici maintenant la division que nous avons suivie. La première Partie est relative à la tliéoria générale des courbes en tant que tracées sur une surface. Nous établissons les relations qui existent soit entre les lignes coordonnées, soit entre la courbe et les coordonnées auxquelles on les rapporte. Ces relations sont de deux sortes : les unes regardent les courbures langentielles, les autres les courbures normales. Les premières étaient déjà connues sous leur (orme la plus générale, il n'en était pas de même des secondes qui n'avaieni été données que dans des cas particuliers. L'introduction de la courbure inclinée permet d'établir ces deux sortes de formules, au point de vue le plus générai, tout en leur conseryanl une forme aussi simple que celle qui résulterait d'une hypothèse particulière; le propre de cette courbure est d'être un élément de généralisation, qui s'incorpore dans la formule pour la simplifler d'autant plus que celte formule est plus générale. Du reste, ces relations sont elles-mêmes des cas particuliers des relations se rapportant à un système quelconque de trois surfaces coordonnées et déjà publiées par nous en 1862, dans notre Théorie des coordonnées curvilignes quelconques, il suffit de faire deux cosinus nuls dans les secondes pour retrouver les premières, ce qui revient à dire que deux surfaces coupent orthogonalement la troisième.
La seconde Partie est consacrée aux applications des formules établies dans la première. Le nombre des questions résolues est très-grand, trop grand peut-être, mais ce n'est que par les exemples que l'on peut montrer comment cette théorie s'associe à l'analyse infinitésimale. Ces différentes questions forment trois catégories distinctes. La première contient les questions qui ne dépendent que des paramètres différentiels du premier ordre, et dont les équations différentielles sont généralement du premier ordre et du premier degré. La seconde se rapporte aux lignes qui dépendent des courbures normales, et dont les équations différentielles sont du premier ordre et du second degré. La troisième a trait aux lignes qui dépendent des courbures tangeniielles, et dont les équations différentielles sont du second ordre ou d'un ordre supérieur. Plusieurs de ces questions nous sont personnelles, d'autres ont déjà été traitées par les géomètres, mais ia fidélité
i|u'il nous fallait conserver pour noire méiliode, afin de ne pas compromeilre le plan rie l'ouvrage, en a fait pour nous des questions nouvelles.
La troisième Partie est spécialement consacrée à l'étude des courbes dans le système de coordonnées géodésiques et dans les systèmes qui en dépendent. Ces systèmes ne sont pas nouveaux, mais l'élude générale des courbes dans ces systèmes était susceptible d'être approfondie. Aussi la plupart des formules que nous en avons déduites sont nouvelles, soit en elles-mêmes, soîi par la forme simple que nous leur avons donnée, par suite de l'inlroduciion de la courbure inclinée. Nous avons montré, par de nombreux exemples, combien cetle analyse esl générale, comment elle facilite les calculs, et avec quelle simplicité elle se prête a rémde des courbes d'après leurs équations naturelles.
XSV. L'ouvrage que nous offrons aux géomètres, sur V Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une surface, se compose principalement de nos recberches personnelles sur cet Important sujet, les unes déjà anciennes et publiées par nous à diverses époques, et les autres entièrement nouvelles et inédites. Il convient que nous distinguions les unes des autres, et la justice nous fait un devoir, à cause des géomètres qui oni écrit sur la même matière, de donner les dates précises des premières avec les pièces justificatives.
Livre premier. — Le premier Chapitre, relatif a la définition et aux diverses expressions de la courbure inclinée, se trouve implicitement renfermé dans notre Théorie des coordonnées cuvilignes, 1863, et explicitement dans notre Mémoire sur un double système de surfaces réglées, publié en 1866 dans les Mémoires de V Association Scientifique de France.
Les Chapitres 11 et III, consacrés aux coordonnées curvilignes quelconques tracées sur une surface, sont la reproduction de nos recherches sur ce sujet : Journal de Crelle, i. LVIII, 1860; Annales de Mathématiques, de M. Torloliiii, i. VI. Lorsque les formules se rapportent à, une surface, nous n'avons rien à ychanger, elles sont littéralement reproduites; iorsqu'elie^; se rapportent à doux nu Irois des surfaces coor-
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données, nous n'avons eu besoin t\i\c, d'y i;iire nuls un ou deux cosinus.
Le Chapitre IV esi une étude sur les propriétés d'une courbe quelconque tracée sur une surface; écrite depuis plu; années, celle élude n'a pas été publiée jusqu'à ce jour.
Le Chapitre V, qui a pour objet la courbure des surfaces, se compose de deux parties qui ont élé présentées à l'Académie des Sciences de Paris : la première, en i853, sous le titre de la Courbure dessurfaces; la seconde, en 1867, sous le liire de Rôle de la courbure inclinée dans la théorie des lignes tracées sur une su/face. Les principaux résultais onl élé publiés dans les Coffi/Jïej/-e/t(/«î des séances de l'Académie des Sciences, t. LVI ei l. LXV, et la première partie a élé imprimée in extenso dans h Revue des Sociétés savantes, t. VI.
Le Chapitre VI, sur les polygones tracés sur une surface, est uniravail donl quelques points seulement onl été publiés dans le journal l'Institut, décembre 1867, février 1868.
Livre deuxième. — Il ne renferme qu'un peiit nombre de questions déjà publiées par nous. Ce sont, dans le Cliapilre 1 : lies trajectoires sous angle constant des lignes tracées sur les surfaces de révolution (Journal de M. Liouville, l. XI, 1846); Des trajectoires orttiogonales des lignes ellipsoïdales (nos Recherches sur les surfaces du second ordre, i864). Dans le Chapitre II ; Des lignes de courbure {Comptes rendus, 1867); Des lignes ellipsoïdales conjuguées (nos Recherches sur les surfaces du second ordre). Dans le Chapitre 111 : De la ligne géodésique ellipsoïdale et des questions qui en dépendent [Compte rendus, t. L, 1860). Toutes les autres questions sont nouvelles, du n3oins en ce sens qu'elles n'ont jamais été publiées par nous, et que la solution que nous eu donnons résulte de notre ihéorie.
Livre troisième. — Il a plusieurs points de contact avec un Mémoire présenté par nous à l'Académie des Sciences de Paris, en i85o, sous le litre : Des développées imparfaites conjuguées des courbes planes. Ce sont les mêmes principes, les mêmes procédés, la même analyse, nous allions dire les mêmes équations, si les questions relatives aux courbes situées sur une surface n'exigeaient un principe nouveau, re-
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présenté par le ihéorème de Gaiiss, dont l'inirodoction forcée dans ces dernières questions modifie les équations relatives aux courbures. Mais celte modification complète les formules par raddîtion de nouveaux termes, sans altérer les formes qui existaient dans le cas des courbes planes. Toutefois, à raison des termes nouveaux qui s'introduisent, _et de la généralisation qui en résulte pour le problème des lignes tracées sur une surface, le travail contenu dans ce troisième Livre est distinct de celui que nous avons mentionné, et toutes ses parties sont inédites jusqu'à ce jour-
XXVI. D'après ce que nous avons dit jusqu'à présent, notre livre n'a pas pour fin de présenter l'énumératîon des propriétés déjà connues des courbes non planes, ainsi que les remarquables travaux des géomètres sur ces questions, il est destiné à systématiser les recherches que l'on peut faire sur ce sujet, en les faisant dépendre d'une analyse régulière. C'est un livre didactique sur l'analyse des courbes, dont le but est de montrer comment on peut traiter les diverses questions de géométrie curviligne- Les préceptes y sont confirmés par des exemples, et les applications font connaître l'esprit de la méthode. La solution des questions particulières y est portée assez loin pour pouvoir être terminée par ceux qui voudraient la connaître à fond.
Malgré tous les soins que nous avons pris, nous ne saurions nous promettre que quelques, erreurs de calcul ne se sont pas glissées dans les nombreuses applications que nous avons faites de la théorie. Dans les ouvrages d'une certaine étendue, écrits pour mettre en relief l'unité de méthode et sa puissance, tous les calculs devant èlre exécutés par un seul, les erreurs deviennent presque inévitables. Mais, si elles existent, elles seront faciles à reconnaître, et ne porteront nullement atteinte à la méthode elle-même, qui pourra toujours ôtre employée à les corriger.
DES COIJRBES
TRACÉES SUR Ht SMFSa QlElCOi\(!llE.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
§ I, — Des projections obliques.
1. Projection sur un plan. — Si d'un poini A l'on mené «ne parallèle à une droite donnée jusqu'à la rencontre d'un plan P donné de position, l'iniersection a de cette parallèle avec le plan P est la projection du point A suivant la droite donnée- La droite parallèle à la droite donnée est diie ligne projetante ; le plan donné, plan de projection. Si la droite est perpendiculaire au plan, la projection est dite orthogonale.
Sôit une courbe C, si l'on projette suivant une direction donnée les différents points de cette courbe, le lieu des projections de ces points est une courbe c, qui est appelée projection de la courbe C; le lieu des droites projetantes est un cylindre appelé cylindre projetant.
Soit une aire plane £2 limitée par des courbes quelconques, si l'on projette les courbes limites sur un plan, suivant une direction donnée, les projections de ces courbes limiteront une aire m qui sera la projection de l'aire donnée ii.
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2. Projection sur une droite. — Si d'uii point A de l'espyce l'on mène un plan parallèle à un plan donné, jusqu'à la rencontre d'une ligne donnée, l'intersection a est la projection du point A sur la ligne donnée, suivant le plan donné. La ligne qui joint le point A avec sa projection a est dite ligne projetante. Si le plan donné est perpendiculaire à la droite donnée, la projection est dite orthogonale. Si l'on projette les extrémités d'une longueur AB, sur une ligne suivant un plan donné, le segment ab compté sur celte ligne entre les projections des extrémités est la projection de la longueur AB.
Soit un contour quelconque terminé à deux points A et B de l'espace, et un point mobile M partant de A, et parcourant ce contour jusqu'au point B, il est évident que la projection m du point M se mouvra sur la ligne de projection. Or ce point pourra se mouvoir sur cette ligne tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre : si ce point se meut dans un sens déterminé, la projection parcourue sera positive; s'il se meut en sens contraire, la projection parcourue sera négative. D'après cela, l'on a la proposition suivante :
Théobème 1. — Quel que soit le chemin que suive un point mobile pour aller d'un point A de l'espace à un autre B, la somme algébrique des longueurs parcourues par la projection du point mobile est constante et égale à la projection de la droite AB.
Corollaire. ~ Si le contour est fermé, la somme algébrique des projections des éléments du contour est nulle.
3. Expression algébrique de la projection d'une longueur. Théorème il. ~ La projection l d'une longueur L sur une
ligne t parallèlement à un plan , est égale à cette longueur multipliée par le rapport des cosinus des angles que la normale au plan fait avec la longueur donnée et avec sa projection.
Soit n cette normale, les projections orthogonales de L et de / sur la droite n sont égales; de là résulte que l'on a
, . cos ( L, R )
Corollaire. — Si les côtiis d'un poljgone Cermô sont L,,
ciiAriTiiii I. — NOTIONS phémminaihes. 3
l.j, . , , l.„, l'on :i, le signeN s'cUcndiini à lous les côtés,
^ cos[/, «}
Expression algébrique de la projection d'une aire
Thëobëhe III. — La projection d'une aire plane sur un plan parallèlement à une droite, est égale à celte aire multipliée parle rapport des cosinus des angles que le plan perpendiculaire à cette droite fait avec l'aire plane et le plan de projection.
SoitÛTaire d'une face plane, w sa projection sur le plan, parallèlement à la direction donnée ; soit mené un plan perpendiculaire à celte direction : les projections orthogonales de ii et de w sur ce plan se confondent en une seule u. On aura donc
^ ^ ^^ cos(Q. M) _
COS(û), u)'
5. Réciprocité. — Si, par un point on mène deux droites perpendiculaires aux deux faces Q., w, et un plan P perpendiculaire à la droite projctanie du numéro précédent; si, à partir du même point on prend sur la normale au plan Q. une longueur L proportionnelle à cette aire, cl qu'on projette la longueur L sur la normale à la face m suivant le plan P, en appelant / cette projection, les longueurs L et / seront proportionnelles aux deux aires Q. et w.
En effet, l'on a, d'après le a° 3,
cos(a), «)_
donc, en comparant avec l'équation précédente, l'on aura
TiiÉoiiÈMii IV. — Si ion projette une aire plane Q. sur trois plans coordonnés obliques parallèlement aux trois axes ; si. par l'origine, on élève sur chacun des trois plans une normale
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proportionnelle à la projection faite sur ce plan, et qu'on achève le parallélipipède des trois normales, la diagonale menée de l'origine sera normale et proportionnelle à l'aire plane Q.
C'est une conséquence évidente du ppincipe énoncé au (îommenceinent du présent numéro.
Corollaire. — Si l'on connaît les trois projections obliques M, (0,, Ml de l'aire û, cette aire ainsi que les angles qu'elle fait avec les trois plans coordonnés seront donnés par les même relations qui lient là diagonale et les trois côtés contigus d'un parallélipipède avec les angles qu'elle fait avec ces trois côtés. On aura donc les deux relations û COS (ii, w) = w cos {;>, (0 ) + &i, cos [ w, a, ) -|- w, cos ( w, w,), îî' =(,!=+ r.>;+ MJ 4-2ûifu, cos(w, (0|)
C. De la perpendiculaire au plan de deux droites. — Soient deux droites c, c' de longueur donnée, situées dans un plan, et les projections obliques x,^y, z, x', y', z' de ces deux droites sur les axes d'un système de coordonnées obliques. Calculons l'aire wj du parallélogramme dont deux côtés contigus seraient égaux et parallèles aux projections obliques d, c\ des deux droites données sur le plan des xy, en appelant e, e' les angles que Taxe des x fait avec ci, c',, l'on a w, = (;,c;sin[e'--e),
f, sine :=,rsin (a:, /), c\sint' ^ y' ^\n{x,y],
c,c,ost^yco?.(x,y) -\-x, t'jCOSs' = j' cos (^,.r) + x'.
Si l'on porle les valeurs des sinus et des cosinus des angles s, e' tirées de ces quatre dernières équations dans la précédente, l'on obtient
<,i,=.sm(x,y][xy' —yx').
w, est égale à la projection oblique sur le plan des ar/-de l'aire il du parallélogramme dont deux côtés coniigus seront égaux et parallèles à c, cf . Les valeurs des projections w, w, de l'aire du même parallélogramme se déduisent de la formule précédente par la permutation rotaloire. Si l'on s égard à ces va-
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leurs, la dernière Ibrmule du numéro précédeni fait connaUre la valeur de il', tandis que l'avanl-dernière formule du même numéro donne les angles que la perpendiculaire au plan de 12, c'est-à-dire au plan des deux droites, fait avec les normales aux plans coordonnés.
7, Jngle de deux droites. — Calculons d'abord cet angle fn fonction des projections obliques des longueurs de ces <lroiles sur les trois axes coordonnés. Si l'on remarque que l'on a
Q. — vc'sin(c, c'),
eu substituant cette valeur de Q. el les valeurs de ci, t.!,, oi,, trouvées dans le numéro précédent, dans la dernière formule du n° 5, on obtient la valeur de sin (c, v' ) en Ibnclion des rapports des projections obliques des deux droites c, c' à ces deux droites. Celte expression, qu'il est inutile de transcrire, s'obtient immédiatement.
Calculons, en second lieu, le cosinus de l'angle des deux droites en fonction de lignes trigonométriques. Les deux expressions que nous allons donner de ce cosinus sont d'une grande ulililé pour certaines transformations analytiques.
Soit une ligne OC égale à T. Formons le parallélipipède dont T est la diagonale, et dont les arêtes, suivant la direction des trois axes coordonnés, sont l, l, , ti. Concevons le système de coordonnées obliques formé par trois axes normaux aux plans coordonnés du système donné, et formons le parallélipipède oblique dont Test la diagonale el dont les arêtes «,«1, ih sont issus du point dans la direction des trois axes de ce second système. D'après cela, si l'on considère le premier parallélipipède, on aura, d'après le théorème IV, n" 5, ou, ce qui revient au même, en projetant orthogonalenient le périmètre du polygone 1 1, /,T successivement sur n. «,, «,,
(cos[«, = Tcos(T, h), i, cos(m, , i, ) = Tcos(T, h,). (î cos («,,/,) = T cos { T, H, ).
Or, si l'on projette orthogonalenient le périmètre du polygone 1 1, t,T sur une direction donnée N, on aura
Tcos(T, M}= (cos(N, ^ ;, cos(N, (,) -i- LcosiN, l>).
yGoosle
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el, en subslituaiu les valeurs de t, /,, t-, lirées des équations précédentes, on aura
cos (T N ] = cos(T,«lcos(N ,0 _^_ cos(ï, «,) cosjN, i.) ' cos(n, cos(ni, (,}
cos(T,ra,)cos(N .<,} COs(ns, /,)
Si l'on opère de la même manière sur le second parallélipipède, et qu'on projette orthogonale ment le périmètre du polygone fermé ww,n,T successivement sur ^ t,, ;,etsurN, on aura d'abord quatre équations analogues aux précédentes, et finalement
cos(i,n) cos(f,, n,)
cos(T, (,) cos(N, «0
laquelle se déduit aussi directement de la précédente.
Ces formules font connaître le cosinus de l'angle de deux droites en fonction des cosinus des angles que la première fait avec les trois axes coordonnés, el des cbsinus des angles que la seconde fait avec les trois arêtes du trièdre supplémentaire de celui qui est formé par les trois axes,
§ II. — 1)h la COURBIJllIi INCLINfili.
Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d'étudier d'une manière générale la courbure inclinée des lignes quelconques et d'en déduire les propriétés qui les caractérisent.
8. Tangente. — Si l'on considère sur une courbe deux points A el A' infiniment voisins : leur dislance AA' est l'élément curviligne ds ou bien la différentielle de l'arc de cette courbe; la direction de cet élément est la direction de la tangente à ia courbe au point A. Soit cette courbe rapportée à des coordonnées reclilignes orthogonales; dx, dy, dz les projections de l'élémcm ds sur les trois axes, cl a., (3, y les angles
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r|uc ic dôplaceniciii ds l'ait avec ces axes; on a
(r) coscc
</,ï " '^ " ds ' es
Plan normal. — Le plan normal à la courbe au point A est ic plan qui, en ce point, est perpendiculaire à la tangente à la courbe. L'équation de ce plan dans le système reciiligne orthogonal s'obtient par cette considération, que, si l'on joint le point A, dont les coordonnées sont x, y, z, à un des points quelconques x' , y' , z' du plan, le cosinus de l'angle de cette longueur avec l'élément ds doit être nul, ce qui donne, le
signe \ s'étendant aux trois coordonnées,
9. Relations entre les variations angulaires d'une, sfi.i-ie de droites mobiles. — Le mouvement d'une droite dans l'espace, s'appuyant par un de ses points sur une courbe quelconque, donne naissance au mouvement d'une seconde et d'une troisième droites passant par ce point et satisfaisant à cette condition, que la seconde est perpendiculaire à deux positions infiniment voisines de la droite donnée, tandis que la troisième est perpendiculaire au plan des deux autres. Or il existe entre les variations angulaires de ces droites mobiles des relations remarqualïles qui nous seront souvent utiles, et que nous ne pouvons nous empêcher d'exposer.
[a) Trièdre trireclangle dérivant du déplacement d'une droite. — Soit une droite dont un point déterminé parcourt une courbe donnée, la direction de cette droite variant d'après une loi aussi donnée. Marquons, a partir du point {fig. i), où la droite, dans une de ses positions, coupe la courbe, la direction positive de cette droite; supposons que du même point comme centre une sphère soit décrite d'un rayon égal à l'unité, el soit t le point où sa surface coupe la partie positive de la droite; soit l' l'extrémité du rayon de celte sphère parallèle à la direction positive de lu ligne infiniment voisine; l'arc de giand cercle qui va de l en t' est connu en grandeur cl eu direction. Menons du poini O un mvon Vr |iiirallè!c à
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celle direction; si du même point nous élevons un rajon Oit perpendiculaire au plan tOi', du côté où lemouvemenl deO( versOr est vu de gauche à droite par un speclateur placé sui-
vant la direction Oh, cette direction sera prise positivement. Les trois rayons positifs 0/, 0/-, On forment un trièdre iri- Teciangle : la considération de ce trièdre est d'une grande utilité.
(6) Trièdre trireclangle infiniment voisin. — Soit 0(" un rayon parallèle a une troisième position de la droite; les deux rayons infiniment voisins Oi', Ot" donnent naissance à un second trièdre trirectangle dont les arêtes sont Ot', Or', On'x ce irièdre est formé d'après la même loi que le précédent. Les trois arcs tt', nn', rr' jouissent des propriétés suivantes.
Les arcs tt', nn', formés par les positions infiniment voisines des rayons 0/, On, ont la même direction ou des directions opposées. En effet le point i' est éloigné d'un quadrant des points n, n', r'; d'ailleurs Or' est perpendiculaire sur On'; donc à la limite l'arc nn' sera parallèle au rayon Or' et par conséquent à Or. Mais Or est parallèle à l'arc II'; donc, etc. L'arc nn' sera pris positivement s'il a la même direction que 0/', et négativement s'il a une direction contraire.
Les trois arcs It', nn', rr' sont en grandeur les trois côtés d'un triangle rectangle dont tr' est i'hvpoténuse.
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Les trois points (, t', r sont situés sur un arc de grand cercle, les trois points «, »', r' sont aussi situés sur un arc de grand cercle qui coupe en / le premier orthogonalement; or, dans le triangle rectangle infiniment petit rr'i, on a l'arc ir' égal à l'arc nn.', puisque les points w, n'sont les pôles des deux grands cercles ri', f'i'qui forment entre eux un angle mesuré par l'arc ir' ; on a aussi l'arc ir égal à l'arc W par une raison semblable. On voit par là que si un trièdre trireciangle est formé d'après la loi précédente, dans une seconde position de ce trièdre, les déplacements angulaires infiniment petits des arêtes sont entre eux comme les trois côtés d'un triangle rectangle; on a donc
[c) Trièdre relatif aux déplacements de f^ r. — Construisons le trièdre trirectangle relatif aux deux positions infiniment voisines Or, Or'. Soit 0/ le rayon parallèle à l'arc rr' et 0/> le rayon perpendiculaire au plan Orr'. Les propriétés de ce irièdre sont les suivantes.
1° Les deux rayons Op, 0/ se trouvent dans le plan tOn. En effet, 0;> est l'inierseclion de deux grands cercles nOt, n'Ot' dont les points r, r' sont les pôles. D'une autre part, la direction rr' étant perpendiculaire au rayon Qr, le rayon 0/> parallèle à cette direction ne peut se trouver que dans le plan nOt perpendiculaire à Or.
2" L'angle que Op fait avec On a pour sinus le rapport de l'arc nn' à l'arc rr'. En effet les deux droites On, 0^ sont perpendiculaires, chacune à chacune des deux faces iVO, r'rO ; donc l'angle dièdre formé par ces deux faces est égal à l'angle planpOn; donc, etc. Il résulte de là que l'on a
,, , nn' ^ tt'
cos/)0/ = — -^-7) cosy>U« = — r*
3" Si l'on projette le périmètre du triangle irr' sur un rayon quelconque Ox, on aura {2) rr'cos {l,x)-h il'cos[t,x) + nn'cos{n,x) -- o.
4° Puisque Op est dans le plan kO/, on aura
(■os/>0.*'=; c-os;:'Ort cos«0-t + cos;>0/ cos/0^-,
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(!l, en ayant égard au\ valeurs ci-dessus trouvées,
(3) ir' cospOx ^ II' cosnOx — nn' cas tOx.
5° Construisons le trièdre infiniment voisin dont les arêtes seront Or", 0/', Op'; l'angle pOp' est la différentielle de VangiepOt, puisque l'inclinaison du plan pOp' sur le plan lOp est infiniment petite; on a donc l'équation
(4) '/f arccos= -;-j j - pOp', à laquelle il faut joindre
pp' =it< -r/ .
De là résulte que les déplacements des arêtes du trièdre Orpl sont intimement liés aux déplacements des arêtes du trièdre Otm, de manière que l'on peut déterminer à chaque instant les premiers déplacements en fonction des seconds,
[d) Trièdre relatif au déplacement de On. — Le trièdre trirectangle déterminé par deux positions infiniment voisines du rayon On est tel, que la première arête étant On, là seconde sera Or' ou son prolongement, la troisième sera Ol' ou son prolongement; de là résulte que les déplacements des arêtes seront les mêmes que ceux des arêtes du trièdre déterminé par deux positions infiniment voisines de 0(, que nous avons considéré le premier. Ces deux trièdres sont donc conjugués entre eux par cette loi, que le déplacement de la première arête de l'un égale le déplacement de la troisième arête de l'autre, et que les déplacements de leurs deuxièmes arêtes sont les mêmes.
10. De la courbure inclinée. — Considérons toujours la droite assujettie à s'appuyer sur la courbe et se mouvant d'après une loi donnée. L'angle que forment entre elles les deux positions infiniment voisines de cette droite sera appelé angle de contingence inclinée; soit 3 cet angle ; prenons les deux positions infiniment voisines de la droite, correspondantes aux deux extrémités A, A' de l'élément ds de la courbe; si du point A comme centre, avec un rayon infiniment petit, on décrit lin arc de cercle cnirc h première pnsilion ilc la droilc l'I
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la parallèle à la position infiniment voisine de la droile, le rapport de l'angle de ces deux droites à l'élémeni ds sera appelé courbure inclinée de la courbe au point A; l'inverse de ce rapport sora le rayon de courbure inclinée; la direction de l'arc de cercle compris entre les deux droites est la direction du rayon de courbure inclinée ; le centre de courbure inclinée s'obtient en mesurant dans cette direction, à partirdupoint A, une longueur égale au rayon de coui'bure inclinée; enfin le plan mené par le point A parallèlement aux deux positions infiniment voisines de la droite, ou, ce qui est la même chose, le plan de l'angle 3 est le plan de courbure inclinée.
Expression de la courbure inclinée. — Représentons par J^ le rayon de courbure inclinée au point A de la courbe, par ^, p, V les angles formés par ce rayon avec les trois axes coordonnés, et soit ds la longueur du rayon de l'arc de cercle décrit du point A comme centre ; les trois côtés du triangle infinitésimal isocèle qu'on vient de former font, avec l'axe des ce, des angles dont les cosinus sont: cosX, — cos> — rfcos>, cos(.Ç_,a7); or si l'on projette le périmètre de ce triangle sur l'axe des x, la somme des projections devant être nulle, on obtient
qui sert de type aux trois équations fournies chacune par l'un des axes coordonnés. En élevant au carré ces équations et formant la somme \ -, l'on obtient
Ces équations donnent la grandeur et la direction du rayon de courbure inclinée.
11, Plan de courbure inclinée. — Pour déterminer ce plan, il suffit de connaître les angles que la normale n à ce plan fait avec les trois axes coordonnés. Or, si l'on considère l'aire du triangle infinitésimal précédemment défini, elle a pour expression -(/*■ 3. Or les projections des deu\ côtés de ce ti'ian^ic
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sur les trois axes sont connues; elles sont pour l'axe des x, dscosï, (/j{cosX -+-rfcosX},. .-.; si l'on applique à ce triangle les formules du n" fi, dans le cas où les axes deviennent rectangulaires, on obtient trois formules qui sont contenues dans le type suivant :
(6) 3cos(n, 3) = cosÂ(/cysp— cosu.i/cosX,
lesquelles étant élevées au cari'é et ajoutées membre à membre donnent
(6') '*'~ / (COsXl/cOSjU— C0S)^(/C0S>)'.
Ces équations font connaître les angles que le plan de courbure inclinée fait avec les trois plans coordonnés, et donnent une nouvelle expression de l'angle de contingence oblique et par suite de la courbure inclinée.
12. Angle dejlexion invlinée. — L'angle de deux plans de courbure inclinée, infiniment voisins, sera appelé angle de flexion inclinée. Par le point A, menons une perpendiculaire au plan de courbure inclinée et une parallèle à la perpendiculaire au plan de courbure inclinée infiniment voisin. Si du point A comme centre, avec un rayon égal à ds, on décrit un arc de cercle entre ces deux lignes, on aura un triangle tel, que l'angle en A sera l'angle de flexion inclinée G; le rapport de cet angle à l'élément ds sera la seconde courbure inclinée; l'inverse de ce rapport, le rayon de seconde courbure inclinée Q; la direction de l'arc de cercle compris entre les deux côtés de l'angle G sera la direction du rayon de seconde courbure inclinée ; le plan de cet angle sera le plan de seconde coubure inclinée. D'après cela, en raisonnant comme au n" 10 et en représentant par X, Y, Z les seconds membres des équations contenues dans le type (5), suivant que ces équations se rapportent aux axes des x, y, z, on aura les deux formules
La première est un type qui renferme trois oquulions reta-
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lives, chacune à l'un des trois axes coordonnés; le signe \
de la seconde se rapporle aux seconds membres des trois équations précédentes.
De même, en opérant comme on a fait au n" Il et en appelant N la normale au plan de seconde courbure inclinée, on obtiendra
{8) C,cos{^,z) = X.^j^{^C-^^j^i^V>
laquelle est un type contenant les trois équations qui se rapportent aux axes des ^, f, z. Si l'on élève au carré ces trois
équations et qu'on fasse la somme \ des seconds memlîres, l'on aura
Remarquons que la perpendiculaire N au plan de seconde courbure inclinée est parallèle à l'inteiKeciion de deux plans de courbure inclinée infiniment voisins, et par conséquent à la direction de la droite mobile; de là résulte que cos(N, z) égale cosK. On a donc, en développant le second membre de l'avani-dernière formule,
Gcosv = Ci^<l^ — ^d^-)' si l'on remplace dsz et d^ par leur valeurs, on obtient
qui est une nouvelle expression de la seconde courbure inclinée.
13. Courbure propre de la courbe. — Généralement la droite mobile décrira une surface réglée gauche; cette surface serait développable si deux positions successives quelconques se rencontraient. Examinons le cas particulier où la droite mobile serait la tangente à la courbe. L'angle de deux positions îniiniment voisines de la tangente donne Vangle de contingence propre de la courbe; le rapport de cei angle à l'élé-
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nieni ds esi ia courbure propre de la courbe; l'inverse iii; ce rappovlesi le rafon de courbure ,-l'2irc Ae cercle infiniment petit compris entre les deux côtés de l'angle donne la direction de ce rayon, et, si à partir du point A l'on prend dans cette direction une longueur égale au rayon de courbure, l'extrémité sera le centre de courbure. Si dans les formules du n" 10 on remplace les cosinus des angles X, (x, v par les rapports des différentielles dx, dy, dz à l'élément ds, les expressions qui en résulteront feront connaître le rayon de courbure propre et sa direction.
Ik. Plan osfulateur. — On appelle ainsi le plan qui passe par trois points de la courbe infiniment voisins. Ce plan est le même que le plan de deux tangentes infiniment voisines; il ne diffère donc pas du plan de courbure propre. L'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins est l'angle de flexion propre de la courbe; le rapport de cet angle à l'élément ds est la seconde courbure propre de la courbe. On obtiendra le plan osculaleur, et tous les éléments relatifs à la seconde courbure, en remplaçant, dans les formules du n" 11 et du n" 12, les coda; dy dz "' "^ ds' ds' ds
sinus des a
iS. Cercle osculaleur. — C'est le cercle qui passe par trois points de la courbe infiniment voisins. Soient trois points consécutifs A, A', A" de la courbe; par ces trois points faisons passer un cercle ; soit R' son rayon, menons le diamètre A'P, et joignons DA, DA"; soit A 9 le supplément de l'angle A A' A"; cet angle est égal à ADA", donc l'arc AA' A" est égal à aR' AS; or, lorsqu'on passe a la limite, l'arc A A' A" devient 2 6?i, R' devient le rayon R du cercle osculateur et l'angle Ad devient d9 angle de contingence. Mais, d'après ce qui précède, le rayon de courbure coïncide en direction avec la normale située dans le plan de courbure ; à la limite, le diamètre A'D coïncide avec cette normale; d'ailleurs le rayon R du cercle osculaleur a pour expression le rapport de ds à d9 d'après ce qui vient d'être dit; donc le rayon du cercle osculaleur coïncide en grandeur et en direction avec le rayon de courbure.
16. Mouvement du plan normal. — A chaque position de la tangente correspond une position du plan normal; le lieu
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de ces posiiions est une surface développable dont la généra-
irice rectiligne esi l'inierseciion de deux plans n nimenl voisins. Celle inierseclion est perpendiculaire au plan osculaieur. En effet, ce plan passe par deux langenles infiniment voisines, donc il est perpendiculaire aux deux plans normaux correspondants , ei, par suite, à leur interseclion, laquelle, d'après le numéro précédent, rencontre le plan osculateur au centre de courbure de la courbe. Le lieu des intersections successives des génératrices esi appelé arête de rebroussement. Cette courbe jouil de cette propriété, que son angle de contingence et son angle de flexion sont égaux, le premier, a l'angle de flexion, cl le second, à l'angle de contingence de la courbe proposée. En effet, deux tangentes successives de cetie dernière courbe font le même angle que les plans normaux correspondants, qui sont les plans osculateurs de l'arête de rebroussement ; et deux tangentes successives de l'arête étant deux génératrices reciilignes de la surface développable, sont, d'après ce qui précède, perpendiculaires aux plans osculateurs correspondants de la courbe proposée ; donc elles forment entre elles le même angle que ces plans. Ce théorème est dû à Fourier.
Extension de la méthode précédente. — Pour obtenir une connaissance plus approfondie de la naUire de la courbe, il faudra :
1° Examiner le mouvement de la normale située dans le plan osculateur qu'on appelle normale principale, parce qu'elle coïncide en direction avec le rayon de courbure. Pour cela, il suffira de faire coïncider la droite mobile que l'on a considérée d'une manière générale avec la normale principale. Cette normale engendrera une surface réglée gauche, le plan perpendiculaire à la normale principale, appelé plan redisant, engendrera une surface développable, surface rectifiante.
1" Examiner le mouvement de la droite perpendiculaire au plan osculateur, menée par un point de la courbe ; cette droite est appelée binormale de la courbe; elle engendrera une surface réglée gauche, tandis.que le plan perpendiculaire à cette droite enveloppera une surface développable dont la courbe sera l'arfite de l'ebroussement.
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Il esi facile de reconnaître que les formules générales esposées dans les n"' 10, il, 12 appliquées à ces deux cas partifuiiers feroiil connaUre le mouvement de ces deux droites, el donneront les éléments des surfaces qui en résultent, ainsi que les relations intéressantes qui existent entre ces éléments,
17. Des composantes de la courbure inclinée. -— Soit une direction D donnée par les angles «', [3', y' qu'elle fait avec les trois axes x, y, z, proposons-nous de chercher les composantes, d'après la règle du parallélogramme des forces, de la
courbure inclinée —■, suivant celte direction, et suivant la direction perpendiculaire, située dans le plan de D et de i^. Si l'on remarque que les trois droites D, J^, et la direction D' perpendiculaire à D, située dans le plan des droites J^, D, issues du point A pris sur la courbe, forment avec un des trois axes, Ox pf" exemple, deux trièdres : le premier, dont les arêtes sont Of, OD, J^, donne
cos[Or) = <^os(t,I>)co3(D,j) + sin(j;_,D)sin(D,7)cosOT); le second, dont les arêtes sont 0/, OD', OD, donne
COS(D', j)=sin(D, y) cosOD.
De là résulte que l'on a
cos(-!^,r)~cos(^, D)C05[3'+ ?.m{ii, D)cos(D',j).
D'après cela, l'on aura pour les composantes de -- suivimt I) elD',
cos(^.D) V . <f •.
j,0 £g^lt^)^y ^'°'^ ^coifr D).os.' Ucosî.
* ' .il ZiLsint<^,D) <-"'lL-'-')''Liso^j^^^tosA,
dans lesquelles le signeX s'étend aux trois axes.
Des composanles normale et tangentielle Je la cour
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bur^- inclinée. — Soîl une surface sur lafjuelle la courbe est située, il est utile de corinallre la composante de ia courbure inclinée, suivant la normale et suivant le plan tangent. Représentons l'équation de celle surface rapportée à des coordonnées rectangles par
dans laquelle c est une constante; si l'on prend sur la surlace un point infiniment voisin de celui que l'on considère, l'équation de la surface sera satisfaite par les coordonnées du premier point ar, /, a, et par les coordonnées du second x -4- dx, y-i- dy, z -i- dz. On aura donc
ss---
Or, si l'on délinit avec Gauss le plan tangent à la surface en un point, le plan dont s'éloignent infiniment peu les poinis de la surface infiniment voisins de celui que l'on considère, de sorte que la distance d'un de ces points au plan est infiniment petit d'un ordre supérieur au premier, il résulte de cette définition que la droite perpendiculaire au plan au point que l'on considère est normale à tout déplacement ds infiniment petit effectué sur la surface à partir de ce point; donc, M étant la direction de la normale, on aura
(i3) y rfa;cOS(«,rf:F) = o,
Cette équation et la précédente devant avoir lieu quelle que soit la direction de ds, et, conséquemment, de ses projections dx, dy, dz, il en résulte que les cosinus des angles de la normale avec les axes des x, y, z doivent être proportionnels aux dérivées de F par rapport à x,y, z; donc si l'on pose, pour abréger,
ldV\
l'on a
I dV [31.
(r4) cos(n,d.)=j^-^-
l'es cosinus ont double signe, parce que à partir du poin
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[iris sur ia surface, on peut se déplacer normolemenl à ccue surface dans deux directions opposées qui caractérisent la normale extérieure et !a normale intérieure. Lorsque les coordonnées de l'exlrémilé du déplacemenl portées dans l'équation F(x, y, z) ~ c = o, donnent un résultat positif, le déplacement a lieu suivant la normale extérieure. C'est l'inverse lorsque le résultai est négatif. On choisit pour sens positif de la normale, celui de la normale extérieure.
Dans ce numéro comme dans les précédents, le signe \ s'étend aux valeurs que prend la quantité placée sous ce signe pour les différents axes coordonnés. Nous adopterons celte noiaiion dans la suite de nos récherches. La dernière équation est un type qui renferme les équations qui en résultent, quand on fait subir aux variables ar, j, 3 les permutations rotatoires, et nous placerons itn chiffre à droite entre crochets [ ] pour indiquer le nombre des équations résultant de ces permutations.
Si maintenant on remplace dans les deux dernières équations du numéro précédent, les cosinus de a', |3', y' par les valeurs de cosinus des angles [n, dx), {«, dy), («, dz) que nous venons de trouver, on aura les composantes normale ci langenlielle de la courbure inclinée — ■
19. Relations générales entre les angles des arêtes ot, on, or de la figure sphêrique et une. direction fixe. — Nous serons quelquefois obligé de considérer plusieurs séries de droites se déduisant, dans chaque série, d'une droite principale, de la même manière que, dans la ligure sphêrique du n" 9, les rajons on, or, o/, o/>,... se déduisent du rayonoi; il convient donc d'exprimer généialement les angles que les droites d'une série quelconque fontavec une direction fixe. En raisonnant comme on l'a fait ans n"' 10 et 11, on a
itl'cos(r, x) = dcos(t,x), tt' cos{n, x)^ cos(t, z]d cos{f,f]~- co5(l, r)dcQS{t, s), nn'cos[r, x)t=:dcos{n, x).
Ueprésentons, pour abréger, les angles (/, ('), (/■, '•'), ("■, "')
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par ds, ih, )Im; l'angle que op faii avec ol par 6, et par conséquent l'angle (p, /Jparrfâ (4), enlin l'angle (/,/'] par (/■); : il résulte des formules précédentes que l'on peut exprimer les cosinus des angles que la droite ot fait avec une direction et les dérivées successives des mêmes cosinus, en fonction des rapports de ds et t/w à ds et des angles que les trois arêtes on, ot, or du trièdre trireclangle font avec la même direction. En effet, l'on a
COS'C, ^)+ COS={n, *■)+ COS'(c, ^)= [.
Si l'on différentie celte équation et qu'on ait égard aux équations précédentes, on trouve
ds ds
Cela posé, si l'on différentie la première des équations (i5), on trouve, en ayant égard à la précédente,
\ds\-~-dr-^\=^Ts[d;''>'^''^^+-d-s'''^'''^U
\ ^ds\ds)
Or, en différentiant cette dernière, on introduira les dérivées des cosinus des angles (i,a^), {n,x), {r.x), lesquelles, d'après les équations précédentes, sont connues en fonction des
cosinus des mêmes angles et des rapports t-i -t-* Donc la
dérivée troisième de cos( ', :tr) sera exprimée en fonction des mêmes rapports et des mêmes cosinus.
La même propriété existera pour les dérivées des cosinus des angles que on et or font avec trois directions déterminées.
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DES COORDONNÉES TRACÉES SUR UNE SURFACE
20. Coordonnées d'un point. — Soit une surface rapportée ■à trois axes rectangulaires x, y, z, et dont l'équation est F = o. Si l'on joint à cette équation l'équation d'une seconde surface f{x, y, z) = p, p étant un paramètre variable, leur ensemble représente une courbe tracée sur la surface F; si l'on donne au paramètre p toutes les valeurs possibles, l'on aura une série de courbes situées sur la surface. Nous représentons par (p) cette série de courbes. Si l'on se donne une seconde série (pi ) de courbes, provenant de l'ensemble des intersections de F avec une surface/ [x, j-, z) = p,, quand on donne à p, toutes les valeurs possibles, un point quelconque de la surface F sera déterminé par l'intersection de deux courbes que l'on obtient en donnant aux paramètres p, pi des valeurs convenables.
Les deux familles de courbes (p), (pi) forment un système de courbes dites coordonnées. Généralement l'angle que forment entre elles deux courbes de ces deux familles en se coupant n'est ni droit, ni constant : il varie avec la position du point, c'est-à-dire avec les valeurs de p, pi.
Problème des coordonnées curvilignes. — Soit un point mobile, assujetti à parcourir une courbe quelconque située sur la surface F; si l'on étudie les diverses positions de ce point au moyen d'un système quelconque de coordonnées tracées sur la surface, les déplacements de ce point ont des liaisons nécessaires avec les déplacements correspondants des coordonnées de ce point ; il en résulte des relations entre les tangentes, les courbures de la courbe, et les tangentes et courbures des lignes coordonnées. Ces relations, au point de vue géométrique, sont des tiiéorèmes remarquables entre les divf^rs éléments de la trajectoire décrite et les éléments des
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courbes coordonnées; au point de vue analytique, elles fournissent un moyen facile de passer d'un système de coordonnées à un autre, et aussi de résoudre la question qu'on se propose dans le système le mieux adapté à celte question.
21 . Tangentes aux lignes coordonnées, paramètres différentiels. — Les équations des deux lignes coordonnées sont
Si, des équations F, /,_/■„ on lire les expressions de x, y, z en fonction de p et de p,, et que, dans ces expressions, on suppose que, p, restant constant, p prenne toutes les valeurs possibles, l'on aura les coordonnées rectangles rectilignes de la courbe d'intersection de p, avec F. Soit n l'are de cette courbe ; les coordonnées {fig.i) du point li infinimenl voisin du
point A s'obiiendront en donnant, dans ces expressions, à p l'accroissemenl <yp; l'élément da sera donc donné par la formule
( dx'' dy' dz''\
\dp'' 'dp' dp'}
elles angles que cet élément fait avec les trois axes des jt,^-, a
seront
COS(;t, (/(7)^-7— 5 cosfr, «O-Irrr^ -~i cos ( S, dc)^ -^ —
^ ' dQ ^■' ' drj ' ' Û'7
Pour abréger, nous poserons la somme des carrés des déri-
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vées de x, y, z par rapport à p égale au carré de K , que nous appellerons, suivant l'usage, paramètre différentiel du premier ordre de la courbe a. Nous représenier<ins quelquefois les variations par rapport à p, p, par les sjmboJes d,, </,, ou bien par d^, d^^, à moins que le sens des variations ne soit déterminé par le dénominateur. La lettre (/ indiquera la variation complète par rapport à p et à p,.
Si l'on appelle (r, l'arc d'intersection des deux surfaces F et p, on trouvera pour celte intersection des quantités analogues aux précédentes. Nous les représenterons par les mêmes lettres affectées de l'indice i ; d'après cela on aura
(2j do = ndp, d7,^---n,dp,.
Angle des lignes coordonnées. — Soil <f ecl anfjle, ou a indistinctement
v^ dx dx „„ V' d„x I,
22. De la courbure propre et de la courbure inclinée des lignes coordonnées. ~ Soit un point A de la courbe s, nous-
représenions par — la courbure propre de cette courbe en ce
point. Si l'on considère la suite des tangentes aux H{>nes coordonnées de l'autre série au point où elles coupent la
courbe <7, nous représentons par — la courbure inclinée de la
ligne 17 suivant la direction de ces tangentes, par- 3^, 3 les angles de contingence propre et de contingence inclinée de la même courbe.
Nous avertissons, une fois pour toutes-, que si une lettre représente un élément appartenant à la courbe ff, la même lettre affectée' de l'indice i représente le même élément appartenant à la courbe a.,. Lorsqu'une relation existera pour une ligne coordonnée, il existera ime équationsemblablepour 1,'autre ligne coordonnée; celte équation se déduira de la première par la permutation, des paramètres p, p,. Nous n'écrirons, qu'une seule équation; mais nous écrirons à droite de celte équation, considérée comme type, un chiffre entre parenthèses ( ) indiquant le nombre d'équations contenues dans le
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lype. Si l'on rapproche celte noialion de celle qui a été annoncée au 11° 18, relative au nombre d'équations conienues dans un type, lesquelles provienneni de la permutation des variables x, y, z, on aura ie sens des signes ( ), [ ] placés à droite d'une équation.
Cela posé, on a, d'après ce qui a été établi au n" 10,
cos(^, x) d i dx\
Â = di \l^}
cos(^, x] ^ d I dx\
lesquelles font connaître la grandeur et la direction des rayons de courbure propre ou inclinée des lignes coordonnées.
23. Des composantes obliques de là courbure d'une ligne coordonnée. — Considérons les deux séries de surfaces f(x,y, s)=:p, f,{x, _r, z) — pi coupant la surface F suivant le réseau des lignes coordonnées. Soient AB, BC deuK éléments successifs d'une courbe coordonnée a,; par le preniier élément faisons passer deux plans tangents T, T" aux surfaces/, F, et par le second élément deux plans tangents S, S"aux mêmes surfaces. Ces quatre plans tangents (^g-. 3) forment un angle
solide quaiirangulaire dont le sommet est en B, dont les arêtes opposées sont, d'une part, le prolongement de AB et l'élément BC, et, d'une autre part, BD; intersection des plans T, S", et BD inlerseciion des pians T", S. L'angle CBE est l'angle df contingences",. Si l'on appelle i'.i, les angles que l'éiémeniAlt prolongé fait avec les intersections BD, BD,, on aura la proposition suivante :
THËORËHii. ~ Lfs ungle.s /'" , j'i se composent avec l'angle de contingence S", de la courbe de; il'uprès la règle du paraltélo-
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En cflel, si l'on considère le iriètlre dont les arêtes soni BE, BC, BD, on a, en négligeant les infinimenl pelils du troisième ordre, et en représentant par n, »,, n, les normales aux surfaces/,/;, F, les relations suivantes :
il _ /, . = ^' .
cos(7i, A, ) '" cos(m3, JLi) sin<i>
11 est facile de voir que l'angle ;', est l'angle de contingence de la courbe que le plan tangent s, la surface p intercepte sur la surface F, et que i' est l'angle de contingence de la courbe que le plan langent a la surface F intercepte sur p.
Corollaire. — Si les surfaces p, F se coupent orthogonalemeni, l'angle (', est l'angle de contingence de la section normale à la surface F faite suivant l'élément drj, , ou bien encore l'angle de contingence de la projection de la courbe cr, sur le plan tangent à la surface p, c'est-à-dire l'angle que M. Liouville appelle angle de contingence j^ê.odésique de la courbe 7, par rapport à la surface p. Pour éviter une confusion qui ne manquerait pas de se produire dans nos recherches, nous l'appellerons angle de contingence tangentielle de la courbe o-i par rapport à la surface p. L'angle i° donne naissance à des observations analogues par rapport aux surfaces p et F. On déduit de là :
I" Si une courbe est située sur une surface, la projection de l'angle de contingence de cette courbe sur le plan normal à la surface mené par l'élément de la courbe est l'angle de contingence de la section normale faite sur la surface suivant cet élément : c'est la composante normale de l'angle de contingence de la courbe en question, ou simplement l'angle de contingence normale.
2° Si une courbe est située sur une surface, la projection de l'angle de contingence de cette courbe sur le plan tangent à la surface mené par l'élément de la courbe est l'angle de contingence de la projection de la courbe sur le plan langent : c'est la composante tangentielle de l'angle de contingence de la courbe proposée par rapport à la surface.
3" Si le plan osculateur de la courbe est normal à la surface.
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la composante tangentielle de l'angle de contingence est nulle. La courbe jouissant de cette propriété qu'en un point quelconque son plan osculateur est normal à la surface sur laquelle cette courbe est située est dite ligne géodéslque de la surface; elle est donc caractérisée par celte condition qu'en tous ses points la composante tangentielle de son angle de contingence est nulle.
4" Si l'on divise les équations précédentes, les premières par da, et la seconde par rfaî, on voit que les théorèmes que nous venons de démontrer existent pour les courbures.
Remarque. — Les composantes, normale ou tangentielle, de la courbure d'une ligne située sur une surface n'ont pas seulement un sens analytique, mais elles ont une réalité géométrique, ce qui permet de saisir la signification des relations relatives à ces composantes.
24. Des composantes obliques de la courbure inclinée d'une ligne coordonnée. — Par l'une des extrémités de l'arc da, menons une tangente à l'arc du et une parallèle à l'arc élémentaire de la série (a) qui passe par l'autre extrémité. Ces deux droites AM, AN [Jtg. 3') déterminent l'angle de contin-
gence inclinée A, de l'arc du, suivant du. Or, si par la première on mène deux plans P", P' tangents aux surfaces F et p, , et que par la seconde on mène deux plans Q"et Q' tangents aux mêmes surfaces, ces quatre plans forment un angle solide quadrangulaire dont le sommet est en A ei dont les arêtes opposées sont, d'une part, AM, AN, et, d'une autre part, AL intersection du plan 1'" el du plan Q', et M., Intersection
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des plans Q"el P'. Si l'on appelle j° l'angle que l'élémem AM fail avec AL, ei j', l'angle que l'élément AM fait avec AL,, on y, comme précédemmeni,
_iL = ./: _ _i^,
cos(«,,^,) cos[n,,^,) sintp 3f=J''°'-*- ,/!'-'- V'î/i ^^osf.
Théorèhiss. — Les angles j", , j', se composent avec l'angle d, de contingence oblique de la courbe a, d'après la règle du parallélogramme des forces.
Si les deux surfaces F el p, sont orthogonales, l'angle j° devient la projection orthogonale de l'angle 3, sur le plan tangent à la surface F, c'est-à-dire la composante langentielle de l'angle de contingence inclinée de la courbe d<7, par rapport à la surface F, et l'angle f, devient la projection orthogonale de l'angle S, sur le plan normal à ta surface F, c'est-àdire la composante normale de l'angle de contingence inclinée de la courbe da,.
Ces théorèmes existent évidemment quand on passe des angles "de contingence inclinée aux courbures correspondantes. Iliî donnent la signification géométrique des courbures inclinées, de leurs composantes orthogonales, de leurs composantes obliques suivant tes plans tangents aux surfaces qui détermineiil par leurs intersections la direction de l'élément par rapport auquel est prise la courbure inclinée de la ligne coordonnée.
25, Composantes des courbures suivant tes lignes cooi
nées. — Nous représenterons par —! -; -j-i -r les composantes
tangentielle et normale des courbures—, —i propre ou inclinée,
de la courbe da; les composantes de la courbure -^rifig-^)
suivant da et t/o-,, d'après la règle du parallélogramme des
forces, sont : -■, -rr~, — : les composantes de la courbure
K Hsinç' ^
. ,. , 1 COtQ) I
inclinée — suivant les mêmes directions sont:- — ; — i t- --. — • ^, L, LiSincp
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Nous représenterons par ï, (' les projections de l'angle de contingence ? sur !c plan langent et sur le plan normal à
lii suri'ace F: par J,, j, les projections de l'angle de contingence inclinée 3, sur le plan tangent cl sur le plan normal. D'après cela, —Icota, -r— ? — J,coi», — '— seront siii<p ^ snii^
les angles de contingence correspondant aux composantes des
21), Fariation du t'a
gle des lignes coordonnées ' dx dx
__^ dx dx
si l'on prend la variation par rapport à p, on aura
_ ■ ^ - V r ^'^ ldx\ dx d l dx \dx'^da _ sm-p ^ ^2^ 1^-^ ^^^j ^ -!- ^ ^^— j ^J — -
Or, si l'on a égard aux relations du n" 21, on pourra écrire cos(^.
~ sin <p
^Sfê
al
dx cos(41..^)l dfj du J^ J rfp
Si l'on remarque que la somme des termes qui renferment !o courbure — comme facteur exprime la composante de la courbure suivant l'arc da,, ei que la somme des termes qui renferment la courbure -7 comme facteur exprime la compo- .saiite de cette courbure suivant l'arc i/r, on a
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On déduit des deux équations renfermées dans le type précédent la relation suivante:
{ 6 ) ~ i/o rf, 9 — (/, I -f- rf, J :;= (/J, + rf. J, .
Ces deux dernières équations donnent naissance auY deux ihéorèmes suivants ;
I. La variation de l'angle des lignes coordonnées par rapport au paramètre d'une courbe est la somme des projections tangentielles de l'angle de contingence propre et de l'angle de contingence inclinée de l'autre courbe coordonnée,
II. La somme des variations des deux projections tangentielles des deux angles de contingence propre et de contingence inclinée d'une courbe par rapport à son paramètre est égale à la variation seconde de l'angle des lignes coordonnées par rapport aux deux paramètres de ces courbes.
La formule (5] peut s'écrire sous la forme
L' Vi. da '■
Elle est remarquable en ce qu'elle donne la composante tangentielle de la courbure inclinée d'une ligne drr suivant l'autre ligne dfji égale à la somme de la composante tangenlielle de la courbure propre de la ligne rfo- et du rapport différentiel de l'angle des lignes coordonnées à l'arc de la courbe : or le premier élément est indépendant de tout système coordonné, et le second ne dépend que de la variation de l'angle. Nous verrons que la composante normale de cette courbure inclinée n'a pas une composition moins remarquable.
27. Démonstration géométrique des formules précédentes. — Si aux extrémités de l'arc drr, l'on mène des tangentes aux
( *) Cette Tormule n été donnée par nous dans notre premier Mémoire sur les coordonnées curvilignes, présenté a l'Académie des Sciences da Paris, aïril iSSg {Comptes rendus, t. XLVIH), et publié dans le Jownal de Crelle, même année, t. LVIII, p. 365. Elle a été aussi donnée dans notre second Mémoire sur les coordonnées eurvilignee quelconques, présenté à la même Académie en 18S3 {Complet rendus, t. L) et publie dans le Jmu-nnUe M. Tonolim, l. Vl, p. fs. formule (./,).
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courbes coordonnées, ei qu'on projette la figure sur le pian langent à la surface F en l'une des extrémités de cet axe, les projections des quatre tangentes formeront un quadrilatère; l'angle fies projections des tangentes à la courbe dT est la projection tangentieile 1 de l'angle de contingence de la courbe d/r, et l'angle des deux autres tangentes est l'angle J, projection tangentieile de l'angle de contingence inclinée de la courbe rfo". Cela posé, les angles de ce quadrilatère sont : (71 — If ), 7t-i- I, 9 -Hrf.ip, J- La somme des angles de ce quadrilatère égalant quatre angles droits, l'on a
D'une autre part, appelons z la distance comptée sur la tangente à l'élément du, entre le point de contact et le point où elle est coupée par la projection de la tangente à la courbe infiniment voisine de la même série. Si, de ce point comme centre, avec un rayon égal à z, on décrit entre deux droites un arc de cercle, cet ai-c de cercle sera t/o-sincp; on aura donc
TJ = </o-,sin9;
par suite, la formule précédenie devient
En comparant cette formule à celle du numéro précédent, on conclut que t ^^ L, ce qui donne le moyen de construire la composante tangentieile de la courbure inclinée.
28. Relations entre les composantes des courbures des lignes coordonnées. — Représentons par X, Xi, Xi les cosinusdes angles que les éléments d(j, dij, des courbes coordonnées et la direction de la normale à la^ surface F font avec l'axe des x, l'on a
d.x7=Xd>7, d,x = X,dG,;
or, si l'on différentie la première expression par rapport a a„ l'on obtiendra
d,d,Xr.^Xd,d7+d^d,\.
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Si l'on remarque que
d,X~ -.— -r- ■ rfo-, = ■ f= -^— a
l'axe des x par la somme des projeclions sur cet axe des com- |iosantes de cette courbure suivant rfs-, da„ et la normale à la surface F, a" 25, l'on aura
Ces deux expressions devant être identiques quels que soient X, Xi, Xî, l'on trouve, par l'identification des deux derniers termes,
Théorème. — Les composantes normales de deux courbures inclinées, conjuguées de deux lignes coordonnées quelconques sur une surface, sont égales entre elles.
L'identification des deux premiers termes donne deux équations renfermées dans le tjpe suivant :
, , / ' cosca\ dadu, , , ,,,
^ ' \L, L / smcp ■- I ' '
Ces deux équations donnent les variations des arcs coordonnés suivant les paramètres réciproques en fonction des composantes tangentielles ties courbures inclinées. On peut les écrire sous le type suivant :
(8') sintprfprfiT, = J, (/o-4- J coscprfiT, (2).
ciiApimn il. — DKs 00 on BON NÉES TnACÉES sur une sukf.ice. 3i L'élimination de 9 onlre ces deux éqiialions conduit à l'équa-
( d, ds, y ~{d,dTy = P, da' ^r-d<7], que l'on peut écrire sous la forme suivante :
29. Variations des arcs coordonnés. — Les formules précédentes donnent les variations des arcs coordonnés; occupons-nous de la discussion de ces formules et de leurs conséquences.
Si l'angle 9 est constant, les formules du n° 27 prouvent que dans ce cas R et L sont égaux et de signes contraires; donc la formule du numéro précédent devient
• ' \li, K / suitp '
Si l'angle o est droii, l'on obtient l'équation de Gauss : (8-) Arfa, + ^^ = o (a).
Si la ligne coordonnée rf(7i est géodésiquc, -5- est nulle, et la formule précédente se réduit au seul terme
d, da, =:! O,
ce qui signifie que la variation de l'arc dTi étant nulle par rapport à p, l'élément du, sera le même pour toutes les valeurs de p. De là on déduit ce théorème de Gauss :
Les trajectoires orthogonales d'un système de lignes géodésiques interceptent sur ces lignes des longueurs constantes.
La réciproque de cette proposition est également vraie; car si les lignes d'un système, orthogonal d'un autre système, interceptent sur les courbes du second des longueurs constantes, les variations des arcs coordonnés de ce système sont nulles, d la seconde formule du présent numéro prouve
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que dans ce cas 5-1 courbure langeniielle des courbes du second système, est nulle; donc elles sont géodésiques.
Corollaire. — Si un fil appliqué sur la surface F se déroule en restant tangent à une courbe située sur la surface, un point du fil décrit une trajectoire orthogonale des posilions successives du fil, qui sont des lignes géodésiques de la surface.
30. Expression des courbures tangenlielles en fonction des variations des arcs coordonnés. — Les deux formules contenues dans le tjpe(8)dun''28forment un système dans lequel
les deux composantes y-) -p des courbures inclinées sont les
inconnues; la résolution de ces équations donne les valeurs de ces deux composantes :
(9) rf<7.-j-si
= (I, da
COS
^d,da, (
Si dans ces formult
iS, 1
■on ,en,
place
leurs V
a leurs
en fonction des coui
■buresl.^
donr
lées par les
formul
es.(5),
l'on obtient
(,o) -d,.'^im^
COSOfla,)
Si l'angle (f> restant quelconque, t est une ligne géodésique, la formule qui donne -^ du type précédent devient
(/, f/îj = (/. (cosy(/cr,).
Donc, si la série (pi ) est géodésique, les variations par rapport aux paramètres réciproques, de l'élément d'arc d'une ligne de la série et de la projection de l'élément d'arc de la ligne de l'autre série sur l'arc géodésique, sont égales.
Ainsi {fig. 5), dans le cas d'un fil qui se déroule sur une surface en restant tangent à une courbe située sur la surface, si dAA', éBB' sont deux posilions successives du fil, quel que
CB'— CB — BB'- AA
31, Expression des composantes tangentielles des courbures propres ou inclinées en fonction des paramètres différentiels. — L'on pose
(il) (f(7=;H(/p, rfo-, = H|(/pi, d<7d(7,cosf=^G'dpdp„
dans lesquelles H, H, paramètres différentiels des arcs, et G paramètre différentiel de l'inclinaison relative des lignes coordonnées, sont des fonctions de p, pi, on déduit les relations
sm'cp^-
,_-, —Y- jj.jj.
rfo da, siny = \/Hai; — G' dp dp,,
d'après lesquelles les deux premiers types du numéro précédent deviennent
on pourra donc, au moyen de ces formules, oittenir les composantes langeiitiel les des courbures propres ou inclinées des
rfH d /G'\
r/p, +rfpVii.;
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deux courbes, lorsque les Irois paramètres H, H, Oseront connus en fonction de p et de p,.
32. Variation des projections tangenlielles des angles de contingence propre ou inclinée. — Si l'on compose en une
seule les courbures -p. =- qui sont connues en grandeur et en
direction, d'après la règle du parallélogramme des forces, et
qu'on appelle -^t y ^^^ composantes de la résultante suivant
L el L|, les formules du n" 28 prendront la forme binôme
Cela pose, l'on a
si l'on différenlie la première par rapport à p,, et la seconde par rapport à p, en ayant égard à la formule précédente, l'on a
De même, l'on a
et l'on obtient semblablement
Si le système des coordonnées est orthogonal, 1, X ne diffèrent pas de L, L, ; les formules précédentes deviennent
On déduit sans difficulté les deux expressions suivantes, qui
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lous seront utiles :
ou, plus généralement, ']>{f) éiant une fonction quelconque de l'angle ^,
33. Condition pour qu'un double système de lignes découpe la surface en losanges infiniment petits à angles variables. Soiuracé (_^^. 6) le réseau des deuK systèmes de lignes, l'on
A'B'- AB
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Si l'on ajoute ces deux égalités membre à membre, et qu'on élimine du second membre de l'équation résultante B'A' au moyen de la première égalité, l'on obtient, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
' ' hÂB'( ■ ' ' ~"''
ivera de même
En identifiant ces deux résultats, on obtient la condition suivante, qui est d'une grande simplicité malgré la généralité du problème :
Ainsi la condition pour qu'un double système de lignes découpe la surface en losanges infiniment petits à angles va-
5 par rapport aux paramètres réciproques, soient égaler
CHAPITRE ni
liELATlONS ENTRE LES VARIATIONS DES COURBURES DKS LIGNES COORDONNÉES.
34. Des variations des cosinus des angles que les arcs coordonnés font avec une direction fixe. — Soil ox la direction fixe dont i) s'agit. Les variations des cosinus des angles que les arcs coordonnés font avec celte direction peuvent être prises par rapport à l'un des deux paramètres p ou p,. Il résulte de ce qui a été établi au n^aS que la variation d'un cosinus X par rapport au paramètre p, , c'est-à-dire lorsqu'on passe d'une courbe à ta courbe infiniment voisine de la même série, est donnée par le type
,„ *x = </„(-î5iîx + j-4-^x,-.ix.) w [3!.
c- „ 1. dX eos(#l,3r) , , ... ^.„
Si 1 on remarque quel on a -— - = — — — - — -, formule (5), n''10,
et que l'on remplace dans le second membre la composante
de la courbure propre -^ suivant l'axe des x par la somme des
projections sur le même axe des composantes de cette courbure suivant les trois directions da, drr, et la normale à la surface F, on obtiendra la variation d'un cosinus X par rapport au paramètre p, c'est-à-dire lorsqu'on passe d'un point d'une ligne coordonnée rfo- au point infiniment voisin de la même ligne,
M <*.X = ..(-ÎHJïX-.-^X, + ix.) (,) [3].
33, Des variations des cosinus des angles que la normale à la surface fait a^ec l'axe des x. — D'après le théorcoio du n" B,
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qui donne la direction d'une perpendiculaire à deux droites données, on a
Qv, si l'on différeniie par rapport à p, on obtienl
^Il\ ■ d\, _Z,dY — Y,dZ YdZ,-
" cfp ' " </p dp dp '
si l'on remplace dans le second membre les variations de V, Z, Y, , Zi par leurs valeurs tirées des formules du numéro précédent, et si, 'de plus, on a égard aux relations du n" 26, on obtient
. dX, coslR„a;) cos(R,37) ^ , -„s>n9-^ = 7 " : *^' ^^^■
Considérons les deux Irièdres formés, le premier par les trois directions ox, oR, du,, et le second par les trois directions ox, di7, da, , on obtient les deux équations, dans lesquelles V, représente le dièdre suivant do-, ,
COS(R, j;) = cos(a-, du,)s\nof -h sin[a:, drj,) coso cosV,, cosfar, d/7) = cos (■:(:, (fg-ilcosç — sin(a:, dcr,) sintp cosV,.
U élimina lion do V, enire ces deux équations donne le tjpe suivant :
sinfflC0s(R,a7) = X, — Xcosq; (a),
lequel fai.1 connaître les valeurs de cos(K, x], cos[R,, x). En ayant égard à ces deux valeurs, on obtienl définitivement
in\ ■ , ''^î /' cos^\„ (i eosffl\ - -,
laquelle donne les. variations des cosinus des angles que la normale à la surface fait avec les trois axes des ^, j, s, ces variations étant prises par rapport à l'un des deux paramètres coordonnés p, p,,
36. Des doubles, variations d'un cosinus X de l'une des deux lignes coordonnées, — La double varialion de X par rapport à p et p, peut s'obtenir de deux manières : ou bien en
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prenant la variation par rapport à p de d^^ X, ou bien la variation par rapport à p, de d,\. Or les expressions de ces deux différentielles ont été calculées dans le numéro précédent. Si nous faisons le calcul de la première manière, nous introduisons dans le second membre de la variation de l'équation donnée par le type{i) les variations simples par rapporta p de X, Xi , Xj , et si nous éliminons ces variations au moyen des équations (a), nous obtenons la variation seconde exprimée linéairement par rapport à X, X, , X, .
Pour abréger, nous poserons
COSCf)
os y /j_ ^\ _ J_ /j^ _ cosy \
nous obtiendrons ainsi pour la variation ehcrcliéc l'expression <-/<7</(7, /x X, x,\
Si nous faisons le calcul de la seconde manière, en prenant la variation par rapport à p, de l'équation (2), et que nous posions
1 _ 1 / I cos=<p \ 1 /i cosy X IN "" K ^K, 1„ ; r V'. '■■ /
T _ sincp / 1 cos9\
nous obtiendrons
_ rfo- </o-, ,' X
I sin'w \JN IN, N,/ '■ I y ^
,. , Ida \ ., , dtj ,- , diT ~\(l,i-r- <:oi<D -h\,d,-—. — +X,</, — ■
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Telles sont tes deux formes des doubles variations d'un cosinus X des courbes coordonnées par rapport à p et à p, .
37. Relations entre les variations des composantes des courbures propres ou inclinées des lignes coordonnées. — Si l'on remarque que les deux variations secondes trouvées dans le numéro précédent doivent être identiques quels que soient X, Xi, X,, Oïl obtiendra par l'identification de ces deux formules trois relations entre les variations des projections des angles de contingence propre ei inclinée des lignes coordonnées. Ces relations sont
/ (^,(Icot<p) — rf,(J,Colœ)
dada, r/ I I \ / . i\ 1
Les deux premières équations sont telles, que les seconds membres sont symétriques par rapport aux deux lignes coordonnées et à leurs courbures normale et tangentielle; donc les premiers membres ne changeront pas quand on permutera ces deux courbes. Mais il n'en est pas de même de la dernière, qui forme un type contenant deux équations. On obtiendrait les mêmes équations en prenant les doubles variations des cosinus Xi.
Les deux premières équations ne sont pas réellement distinctes l'une de l'autre. En effet, si l'on élimine entre elles le
binôme — — -jy on tombe sur une expression qui devient
rr, II, identiquement nulle par suite des formules (5) du n"26.
Les formules (6) sont évidemment contenues dans les formules (3]) de notre Tliéorie des Coordonnées citr'jili^nes quel-
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conques (p. ?-o). Les seconds membres de ces dernières sont linéaires par rapport aux cosinus des trois angles des lignes coordonnées; et il suffit de supposer nuls deux de ces cosinus pour passer du cas général au cas particulier qui nous occupe, et conséquemment pour trouver les formules (6) de notre texte.
Sens et portée des deux premières formules du groupe précédent. — Avant d'étudier le sens et la portée de ces formules, examinons un instant les propriétés des binômes
77' ïTïi TF~- Ils se composent de la même manière,
rr, II, nUi LLi
le premier par rapport aux courbures normales propres ou inclinées, le second par rapport aux courbures langentielles de
même nom ; nous représenterons par — ? ^ les rapports du
premier et du second au carré du sinus de l'angle des lignes coordonnées, de telle sorte que
Les formules que nous venons de démontrer prouvent que le premier élément ^, ne dépend que des variations des projections tangenlielles des angles de contingence propre ou inclinée des lignes coordonnées, et par conséquent ne dépend, n° 30, que des paramètres différentiels R, H,, G, bien que chacune des courbures normales qui entrent dans le second membre ne puisse être exprimée exclusivement en fonction de ces paramètres. Cet élément se rapporte à la surface et à sa courbure, comme nous l'établirons plus loin. Le second élément ne dépend aussi que des paramètres différentiels H, H,, G, puisqu'il se compose exclusivement de courbures tangenlielles des lignes coordonnées. Il caractérise proprement le système des lignes coordonnées projeté sur le plan langent. Nous appellerons le premier l'élément composé des courbures normales, el le second l'élément composé des courbures tungentielles. Ces observations une fois faites, remarquons que les deux premières équations du groupe (6) peuvent s'écrire sous
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la forme suivante, dui éiani l'élément superficiel,
/ l/a{J|C0l9) ~ (/|(ICOL'J))
La comparaison de ces deux formules montre qu'elles sont, l'une et l'autre, deux cas particuliers d'une formule unique tout à fait générale, telle qu'une fonction t]j de 9 qu'elle renferme devient, dans le premier cas, cotcp, et, dans le second, sin-'9. C'est d'ailleurs ce que l'on voit directement en tirant
des équations (6) les valeurs de -jT^ et de -jt-ji et en multipliant
la première par sin94'''('P) ^^ la seconde par — ^''f?)' ^'^ •^^ ajoutant, les deux fonctions 4'"(<P)> Vi'^) étant les dérivées seconde et première d'une fonction tout à fait arbitraire de l'angle 9 représentée par 4'('?); on obtient ainsi
(ll^
Pour abréger, nous représenterons le premier membre de
cette équation par -- ,': . • Si l'on a égard aux équations (5) du
"-( + ) n" 26, la formule précédente prend l'une des deux formes
Ces deux formules forment un sjstème de deux équations dont la résolmion donne séparément les deux éléments - , , ,
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et (/,(/,4'(?); les valeurs de ces éléments sont donc
[8] S |^=A[(J^-".)4''(?ll + ''.[('~l)+'(?)].
Or, d'après les deux équations conlenues dans le type (5) du n-'âG, l'on a
el conséquemment par la différentialion
on awra donc aussi les valeurs suivantes des deux éléments dont il s'agit :
Ces différentes formules, qui sont des transformations de la formule {7), ont une haute généralité à cause de la fonclion arbitraire 4'(9' qu'elles coniiennent.
38 Diverses/ormes de la fonction.'^. — - 1" Éludions la forme la plus simple de la fonclion <]'(f), et supposons qu'elle est proportionnelle à l'angle 9. Si l'on pose ijj{ 9 ) = 9 dans les formules précédentes, on trouve, à la place de l'équation [7], la^ formule (7) suivante
Les forrr
iTilcs [8] produisent les deux suivante
Les formules (■; ) donnent naissance à la proposit de forme nouvelle :
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Théobème. — <Si l'on prend les variations des projections tangentielles des deux angles, l'un de contingenre inclinée., l'autre de contingence propre de deux lignes coordonnées suivant les paramétres correspondants, le rapport de la différence de ces variations à l'élément superficiel reste invariable pour un point de la surface, quel que soit le système des coordonnées, et égale Vêlement composé des courbures nor^
maies ^ ■ Les formules [io] produisent les deux suivantes :
qui sont relatives, l'une à la somme des variations des projections tangentielles des angles de contingence et représenle un théorème bien connu sur l'expression de la courbure de ta surface, l'autre à la somme des variations des projections tangentielles des angles de contingence inclinée et donne un théorème nouveau sur l'expression de la courbure de la surface en fonction des projections tangentielles des angles de contingence inclinée.'
Ces formules, ainsi que celles du numéro précédent, se réduisent à des formes plus simples, suivant la nature des lignes coordonnées.
Si le système est formé de deux lignes se coupant sous angle constant, les formules (lo) deviennent
Or, d'après les formules (5) du n" 26, ces deux équations so confondent en une seule.
Si l'une des coordonnées ds est géodésique, l'une des équa-
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lions (7) devient
I _ dj, K,; ~ d'.> '
et la première des équalioiis (i<>) donne
dt,d,<f -I- rfjJ, = -jT^-
Si enfin les deux lignes du système sont géodésiqucs, on obtient
3." Une autre forme de la fonction i]j qui peut être remorciuée, est 4'((j)) = cosffl. Dans ce cas, - - - -- devient
/ ) cosîïïX
'""'{s-sr}-
Or, si l'on observe que l'on a
1 _sin(n,iL) i _ C05(«. a) ït^ Â ' r^ S.
et des relations semblables pour -p) yj -jt-i — > j-> vi l'expression précédente se transforme au moyen des deux trièdres formés, le premier par la direction de la normale » et les directions de A., Si,; le second par la direction de la même normale et les directions de ^, J^,. Or, ^, A„ n se trouvant dans un pian normal, et J^i, dl, n, dans un autre plan normal, celte expression devient
is(ill, a,)
de sorte que les équations [7] et [10] deviennent (/, ( I sin <p) — (/,! ( J, sin !p )
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t;îi(Isincp) -h c([I,sin9)
3° La forme delà fonction i^ tlonnée par ^jJ{9)=::logsincp nous esl signalée par la première des équations (6'); elle
— 3 pour valeur de t:
Or, si pour abréger on représente par u el v les deux faces
opposées à la normale n de deux tricdres aussi faciles à déterminer que les deux précédents, celle expression deviendra
rfarfcr,
COSI
aa,
après
cela.
la formule [lo
] donnera
(Icoti
p)-i- */,(!, cot<
COSf/'^
T dc7, /cosc cosh\ , j ,1 - , — — — -^ — - — d„dA og sin w ).
4" La forme 4* = loglang - ? "Ous est aussi signalée par ia seconde des équations (6'). Dans le cas présent, l'éiémenl ., , , , devient
, , / 1 cosw\
-'''■''•\n*-«rr
et il j a encore deux tricdres qui se présentent dans la queslion, el qui ont pour arête commune la normale; ils sont tels que, si l'on appelle «,, c, les faces opposées à la normale, l'expression précédente devient
dada-, /cosii, coscA ~ sin'œ IarT ~ -L'r , ) '
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ot alors la première des équaiions{nj) devieiii
ysincp/ \s\n<f J
_ d(Td>7, / aosii, cosvA . , /. „i,\
39. Discussion des équations (lo). — Nous nous occuperons seulement de la première de ces équations, car il sera facile d'appliquer à la seconde ce qui aura été dit de la première.
1° Si l'angle des coordonnées œ esl de la forme
la première des équations (lo) devient d, 1-+ d,h _ L
le rapport de la somme des variations des angles de contingences des lignes coordonnées à l'élément de surface estimé dans ce système est indépendant du système coordonné, a" Si cf esl donné par l'équation aux différences partielles
n-aj.
dp dp, K,; '^°'
l'on obtient par l'intégration de cette éqnatioiL
^j^dpj''''dp,'
Dans ce cas, la première des équations (lo) devient
d,J-i-d,h-^o, c'est-à-dire que la somme des variations des angles
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lingence suivant leurs paramètres correspondants est nulle. Ainsi l'on obtient sur la surface F la même propriété que sur lé plan ou sur une surface développable, lorsque le système de coordonnées tracées sur ce plan ou sur cette développable est tel, que ces courbes se coupent sous un angle constant. En
effet, dans cette double hypotiièse ^ est nul, comme on le
verra plus tard, et la variation de tf est nulle ; donc l'équation anx différences partielles est satisfaite.
40. Trnnsformalion des équations précédentes.— Sii l'on porte dans les équations [ ■; ) du n" 38 les variations des angles de contingence propre et inclinée trouvées au n° 32, l'on obtient
da,\RJ
laquelle est une relation entre les variations des courbures propre et inclinée de deux lignes coordonnées par rapport aux arcs réciproques.
En opérant de même sur les équations (lo) du même numéro, l'on obtient
di7, \k} (/cr\\lj [tu K.XJ sino
rf-o dp dr,.
dp dp.
, da rf(7,
Hr,
:^ùh
d'<ç, dp dp,
dp dp,
Celle dernière ne contient d'autres courbures que les courbures inclinées des coufbes coordonnées. Si l'on élimine les courbures inclinées de la précédente, au moyen des rela-
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lions (5) du Chapitre II, l'on oblienl l'équalion
'"" i" [ïï; (tv) + K (è)] " (ff """ i; + " m^)
I d^^ dp dp, 1 \ .
qui a été donnée par M. Cauchy, en i844 (')■
La deuxième des équations (lo) peut aussi s'écrire sous la forme suivante :
d^tp dp dpi 1
"^ dpT^, d^d7,~^K^ ^**'
Silo système est oblique sous angle constant, ces deux dernières formules deviennent
d7,\RJ(i7\n.J sin<p\ii' k; rrJ K^
Si le système est rectangulaire, on retrouve une formule due à M. 0. Bonnet :
da. \Vij d'j\\\J \IV R:/ K^
Si, l'angle des coordonnées étant constant, l'une des deux courbes d<T, est géodésique, on obtient la formule
Formules générales. — Les formules que nous venons de développer dans le présent numéro, sont relatives à la va-
(•) rojrez les Comptes rend»!, t. XI, et les §§ X et XI de notre Mémoire sur les coordonnées curvilignes {Journal île Crelte, t. OUI), où toulfis ces formules 3(1 trouvent développées.
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leur paniculière de la fonction i)j ( 9 ) = ¥■ H est bon de développer aussi les formules analogues qui se rapportent à la forme généi'ale de la fonction. Si l'on porte les valeurs des variations 14' (9)' ^^''(9} ['*]' ['^] du n"32, dans les formules [9], [8], [10] du n" 37, on obtient :
" rfi L Ri J «'^i I R J
\R,\ Kl) d^dp,
.^^■(T) rT +
L|X| ÏAJ dp dp,
desquelles on déduira sans difficulté les formules qui se rapportent à tout système particulier de lignes coordonnées.
Si le système est simplement géodésiquc, l'on aura à la place de [9') la relation
'9 ' K{i)^) d^\_ U ]'^ sinip L,^
Si maintenant on particularise la fonction 4;, comme on l'a fait au n" 38, on obtiendra les formules correspondantes à chacune des valeurs de ij'-
41. Deuxième transformation des équations du n" 38. — Un caractère essentiel des équations (7) et de leurs transformées est que chacune d'elles donne la valeur de la grandeur
géométrique ^exclusivement en fonction des arcs coordonnés, de l'angle qu'ils font entre eux, et de leurs variations, ce qui permet d'exprimer cette grandeur au moyen des trois paramètres différentiels H, H,, G, En effet, si l'on porte les valeurs
CHAPITRE III. — RELATIONS ENTRE LES VABIATIONS, ETC. 5l
de I, et de J tirées des équations (9) du 11" 30, dans les équalions ( 7 ) du n" 38, on trouve
( // r^^i drj — dii costp </<7i )"[ , /dqdT, ~ cos yrf|(/o-\ „ j 'L sinfdQ, J"^" 'X sincprf(7""'"~j
que l'on peut écrire sous la forme suivante, qui est tout à fait symétrique,
td^da — deicos^da,)!
sinijxiff, J
dadiT, sin9
rrf„rft7, — ii,(cos 9^/(7)"!
|_ sin^rtff
Si l'on introduit les paramètres H, H,, G dans ces formules, l'on trouve
lip HH, df,
On lire de celte formule cette conclusion importante, que si l'on a différentes surfaces sur lesquelles l'on puisse tracer des systèmes de coordonnés tels, que lorsqu'on passe d'une surface à l'autre, les quantités H, H,, G ne changent pas, l'expression =^ ne changera pas pour ces différentes surfaces.
Nous ferons maintenant sur ces équations les remarques suivantes :
i«Sî une des deux séries (p,) des lignes coordonnées osi composée de lignes géodésîques, 9 restant variable, l'équation (9") se réduit a deux termes, l'on obtient alors
/t/. rfg-, -cos9</,</ (r\ \ sinçrfo- /
dt7d<7,i
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Or, fîans ce cas la formule (lo), n" 30, donl !e premier membre est nu!, donne
et, en ayant égard à celte valeur, l'équation devient
(/J(sincpo((T, ) _ siiMpda-, „-__-___ _ _ — ^i— ■
Si, de plus, le système est orthogonal, l'équalion précédente ne sera pas simplifiée, puisque l'on aura
qui est de même forme que la précédente. Ces deux équations ont une grande importance, et sont uès-ulîles soit dans la théorie des surfaces, soit dans la théorie des lignes tracées sur ces surfaces. I! est inutile de remarquer que la première de ces deux formules se déduit aussi de la seconde, puisque siniprfffi représente la projection de l'arc dtr, sur l'arc orthogonal, et ne diffère pas en grandeur de la portion de cet arc comprise entre les deux lignes géodésiques qui passent par les deux extrémités de da,.
■2° Si les deux séries des lignes coordonnées du système sont composées de lignes géodésiques, l'on a l'équation déjà trouvée
laquelle est indépendante des varialionsdes arcs coordonnés; elle prouve que, dans ce système, la grandeur ^^ est le rapport de la double variation d, d,<^ de l'angle des lignes coordonnées à l'élément superficiel Hm.
3" Lorsque les lignes coordonnées sont assujetties à cette seule condition de se couper à angles droits, on retrouve l'équation connue
'H'Il ^ 'IlÉÎ: — — 'J±![zd'7, '^ da ~ K,; "■
formules générales. — Si l'on veut obtenir les formules
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générales correspondanies aux formules du présenl numéro, il n'y a qu'à éliminer I, J, . . , entre les formules [9], [8], [10] du n° 37 ei les formules (9) el(io) du n" 30, on obtient ainsi
^^ ^ i ^ [¥(9) à,dff,-cos<fd,da -\^
' '[ sintp d<7 y
que l'on peut écrire sous la forme suivante, qui est tout 9 fail symétrique par rapport aux deux lignes coordonnées.
, ri{j'(q>) doda— rf|(cosy<fg]"1 d,di,']^[<if) doi
"Lsinij) du
dfjd'T K(4/)
desquelles on tirera des conclusions analogues à celles qui se rapportent aux équations (9") et (10"), Ces conclusions font
voir que les conditions sur l'invariabilité de l'élément rrrr:'
quand on passe d'une surface à l'autre, sont les mêmes que celles que nous avons trouvées pour l'invariabilité de l'élé-
meni ^■
42. Relations entre les variations des composantes normales des courbures propres ou inclinées. — Si dans la troisième des
équations (6) on remplace i par — ?/', par-™) et qu'après
les différenlialions on siibslilue aux variations des arcs coordonnés leurs valeurs trouvées dans les formules (8) du n°28,
on obtient, en remarquant que les courbures -j? j sont égales,
(ti)
; - d. \ji
I r '■ /l COSipX r /i Cil59\
.^ LE l' " ^~; " ^ \? " ^Tj
1 /i cosœ\"|
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-Ut-'-T)}
Si l'on ajoute ces deux équations membre à membre, l'on obtient
sintp [_/ \
COS
COS<p\
qui est sj'métvique par rapport aux deux lignes coordonnées. Si le système est orthogonal, les deux premières équations deviennent
Si de plus les courbes d'une série da sont géodésiqui équations se réduisent, et l'on obtient
daM^ ^,.
k'A. Problèmes résultants. — Les formules que nous v d'établir permettent de résoudre le problème direct des coordonnées curvilignes tracées sur une surface. En effet, lorsqu'on connait l'équation de la surface, et les équations des
deuKeourbes coordonnées en fonction de deux paramètres p, pi,
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on détermine, au moyen de ces l'orinules, tous les éléments géométriques de ces deux courbes, ainsi que les relalions qui existent entre eux. Cette question ne dépend que de différen lia lions. Mais nos l'orinules perraeiteni aussi de résoudre les questions inverses, soit qu'elles se rapportent à la théorie des lignes coordonnées, soit à la théorie des surfaces elles-mêmes. Ces questions dépendent alors du calcul intégral.
Supposons, par exemple, que l'on se donne la composition des paramètres H, H,, G en fonction des paramètres p, pi, ei qu'on recherche toutes les surfaces pour lesquelles ces paramètres conservent la même valeur.
I! y a trois équations fondamentales du problème, qui sont l'équation (9") et les équations {1 1), dans lesquelles les trois
inconnues sont -7' -' -' puisque les arcs el leurs variations
sont des fonctions connues de p et p,. La première cquaiion est finie et de la forme
le second membre étant une fonction déterminée de p ei p,: les deux autres équations sont aux différences partielles et linéaires par rapport aux mêmes inconnues ou à leurs dérivées, les coefficients étant des fonctions de p, pi. L'intégration de ces trois équations simultanées fera connaître ces trois inconnues en fonction des mêmes paramètres. Cela fait, si l'on a égard à ces valeurs, les équations renfermées dans les types [1), (2), (3) du présent Chapitre, que l'on classera par groupes de trois équations, détermineront les neuf cosinus X, X,, Xi ; Y, ï,, Y,; Z, Z,, Zi en fonction de p, p,; enfin l'on déduira de ces valeurs les expressions de x, /, s en fonction des mêmes paramètres, ce qui fera connaître la surface, ou plutôt les surfaces cherchées.
On pourrait aussi se proposer de déterminer la surface ou, plus généralement, les surfaces telles, que les paramètres Hjo), H(i), G(,) auraient, avec les paramètres H, Hj, G d'une surface donnée, des relations soit finies, soit infinitésimales, et il est évident que, lorsqu'on aunût détermine les inconnues H(o),
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H(,), G(,) en fonction des paramètres p, p,, le problème s'achèverait comme le précédent.
Il serait facile de démontrer que tous les éléments de solution des questions les plus élevées de la théorie des surfaces sont renfermés dans nos formules de coordonnées curvilignes; mais il est inutile de poursuivre cet ordre d'idées, qui nous éloignerait du but que nous nous proposons, but plus modeste et plus proporiionné à nos forces.
CHAPITRE IV
nUNE COURBE OUEf-CONOUE TRACÉE SU» UNE SURFACE.
4-4. Différentielles de l'arc et de l'aire. — Soit une courbe s quelconque tracée sur la surface F, et rapportée à iin système de coordonnées curvilignes p, p, tracées aussi sur la surface. L'élément ds de cette courbe est le troisième côté d'un triangle dont les deux autres sont da, da,; en appelant a, (3 les angles que cet élément forme avec de, dtr,, l'on aura
(,) sin9~sin^~"sin«'
[ (/^COSa:=(/<J-l-(i<r, COScp, </sC0Sj3^ d<Ji -\- d(7C0Sa>,
lesquelles l'ont connaître la direction de l'élément ds par rapport aux lignes coordonnées, ainsi que la grandeur de cet élément.
L'aire du triangle désigné a pour expression la moitié du produit des deux côtés du, da, par le sinus de l'angle compris. Celte aire est la différentielle de l'aire déterminée sur la surface par la courbe s, de sorte qu'en représentant par du cette différentielle, on a
(2) diiT^ - dadstSiaf.
Rectification. — L'équation de la courbe est une relation entre les paramètres p etp,. Soit cette équation
(3) p.^^-tp),
la différentielle ds de la courbe ne sera donc fonction que d'une seule variable p, donc l'intégrale de cette différentielle entre les paramètres p<'i et p''' donnera la longueur de l'arc s compris entre les deux courbes de la série p, savoir p(" et p'''.
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Quadrature. — Si l'on remarque que la dKférenUelleV" a la forme 4>[p,pi)</p(^pi et qu'on intègre une première fois celte différentielle par rapporta p, entre leslimi tes pi=p',"etp, =;:|; [p), on aura la tranche diiooupée sur la, surface F par les deux courbes p, p-hdp, et limitée, d'une part, par la courbe p.^^p','' et, de l'autre, par la courbe pi = (fip); l'expression ainsi obtenue ne sera plus qu'une différentielle simple de p; si on l'intègre entre deux valeurs de p, p"> et p'=', on aura l'aire de la surface limitée entre les quatre courbes p, =^p','' et p, ^;jj(p);
p^pf'J, p:=pl'\
45. Courbure d'une courbe s; ses composantes. — Les angles que la tangente à la courbe ds fait avec les trois a\es rectangulaires x, y, z sont donnés par les rapports de dx, dy, dz à ds, dans lesquels les numérateurs sont les différentielles complètes de x, y, z par rapport à p et p,. On aura donc
dx dx da dx da, . -, 'Th "' 'ih ~ds '^ dJ, ds '- '■
Si l'on prend la différentielle totale des deux membres, et
qu'on divise pai
r (/*, l'on aura
d (dx\
d /dx\d,7' d f dx\d(t]
ds\dsj
^ dff\da} ds^ (/(7, [diT.j ds'
r d ldx\ d f dx\"\da da, ^ lda.\df7)'^d'7\d(Tj\ds (/s
dx d /d(7\ dx d /f/<7,\.
^ dads\dsj "*'rf<7, ds\ds j'
or, si nous rcpi
résentons par l, la courbure de la courbe ds.
par-j-! — ) ~ ses trois composantes suivant les deux lignes
coordonnées d<7, da; et la normale à la surface, l'on aura (28)
_rf (dx\^^^^ ^ ds \ -■/* j " P„ ^ P, '~ p'
Si l'on porte cette valeur dans le premier membre de l'équalion précédente, et qu'on mette dans le second membre les
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valeurs de -r-i -r~^, ~t-^i -, — , tirées des équalions(i)cU2)
rfcr a/7, da an, du n" 34, les deux membres, après celte substitution, devant être identiques quels que soient X, Xi, Xi, l'on obtient les trois équations
ds'
ïiïï;
COtcpX da
--crldi
lia </s,
de
K.sin
+ J„sm<,)
ds
dada.
, ds dt
d<7, \ds ds
Ces équations donnent les trois composantes de la courbure j^
de la courbe ds, suivant les deux courbes coordonnées dn, dn, et la normale à la surface.
De la composante langenltelle de la courbure rr- —Cotte
composante, que nous représentons par = > est la projection
orthogonale de la courbure propre de la courbe ds sur le plan tangent à la surface F. Pour l'obtenir, il suflit de multiplier la courbure p- par COS9, et d'ajouter la courbures-ion trouve
ainsi la composante orthogonale de la courbure p suivant l'élément dcr; on a donc
cos(P, </o-) _Si\i\!p da] sincp("/[7(i((7i ~~p — |{, "rf^ + L 'ds ~ds
d (da\ du d jdfjAdu,
■^d^[-di)lu^'''''^d7A-di)lh'
yGoosle
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or, remarquons que cos(P, dtr) est égal à sina, et si l'on dilférenlîe par rapport à ds la dernière des équations (i) divisée par dSf on trouve que les deux derniers termes de l'équation
précédente se réduisent à sina -r^i (/j5 étant une différentielle
complète; on obtient ainsi la valeur de -5 sous l'une des doux formes
sine . >lp
smS siUK . da fî L, ^ ds
cette dernière s'obtenanl directement, en prenant la composante p suivant l'élément da,.
Ces formules sont d'une grande simplicité; elles l'ont connaître la composanie tangentîelle de la courbure de la courbe proposée en fonction des composantes tangentielles des courbures propres et inclinées des lignes coordonnées, et de la variation totale de l'angle que l'élément de cette courbe fait avec les deux lignes coordonnées.
47. Composanie tangentielle de l'angle de contingence de la courbe ds, — Si, dans les deux formules précédentes, on remplace les sinus par les arcs qui leur sont proportionnels (1)1 et qu'on introduise les angles de contingence propre ou inclinée, l'on aura
(5') ^'=I,+J + <(?, -^' = l+J, + rf,.
dans lesquelles da., </(3 sont les différentielles totales des angles « el p par rapport à p ei à p,.
ds
Ces formules donnent (a projection tangentielle -^ de l'angle de contingence de la courbe ds, en fonction dos projections tangentielles des angles de contingence propre et inclinée des lignes coordonnées.
Si l'on remarque que o est la somme des angles a et p, et
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que l'on élimine des doux équations (5') les angles J et J,, au moyen des relations contenues dans le type (5) du Chapitre II, ces deux équations se condensent en une seule, qui est
De là résulte que l'on peut aussi écrire celte équation sous l'une des deux formes
lesquelles font connaître les variations comjilètes des angles a et |3 que la courbe s fait avec les deux lignes coordonnées.
On peut aussi exprimer l'angle de contingence -g- en fonction des projections tangeniielles des angles de contingence inclinée des lignes coordonnées, en éliminant I et I, de la formule (5") au moyen des relaiions {5} du Chapitre II. On obtient ainsi
/fi
(5'"} ^ = 3~i,^d:,^^d,cc (.).
De même on peut exprimer les variations totales da, dp au moyen des mêmes angles de contingence
(6") rfa:=j-j,-i-rf,9-^, (/j3 = j,_j + (;,y4-*.
Il est inutile de remarquer que si, dans toutes ces formules, on remplace les angles de contingence par le rapport de l'élément de l'arc au rayon de courbure correspondant, et qu'on substitue aux arcs les sinus opposés qui leur sont proportionnels (i), toutes les formules trouvées dans le présent numéro, se rapporteront aux courbures. Elles ne seront autre chose que des transformations des formules (5) de ce Chapitre au moyen des équations contenues dans le premier des deux types (5) du Chapitre II.
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48. Construction du rayon iangentiel de courbure. — Appelons — TT) la projection tangentîelle de la courbure inclinée de
la courbe o-, sous .l'angle P; rr^ la projection langentielle de
la courbure inclinée de la courbe a sous l'angle ex : on a les relations
, ^ d(Ti dtj, , d<7 du
D'api-ès cela, l'équation (5")deviendra, en remplaçant les arcs parles sinus proportionnels (i),
sintp sin|â sina
De là résulte que les extrémités des trois rayons P, L'f , L'"' sont en ligne droite si, à partir du point considéré, on porte ces trois rayons dans la direction de ds, da,, du.
De même appelons T|a], T(p) les rayons correspondants aux projections tangentielles des courbures inclinées de la courbe ds, la première sous l'angle «, et la seconde sous l'angle (3 : on a les relations
, ds ds ,^ ds ds
-''" = ¥ + ■1;:;' ''^=r-Tm'
dans lesquelles da, d^ sont des différentielles complètes; d'après cela, les équations (5) deviendront
Sincp _ Sina sinp sinm _ sinp
Donc les extrémités des trois rayons Tj^) , R, , L sont en ligne droite, ainsi que les extrémités des trois rayons ï,,;, L,, R, pourvu que ces rayons soient portés, à partir du point considéré, dans la direction des éléments ds, du,, du.
Il résulte de ce qui précède que si les trois courbes quelconques ds, du, da, , passant par un même point, font entre elles deux à deux des angles fonctions des coordonnées de ce point, le rayon correspondant à la projection tangentielle de
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la courbure propre d'une des trois courbes </s et les rajoiis correspondants aux projections tangenlielles des courbures inclinées suivant les deux, autres courbes ont leurs extrémités situées sur une ligne droite, si l'on porte ces rayons, à partir de ce point, dans la direction des éléments ds, di, diy, . Ceci démontre que lorsque deux des trois rayons sont connus, le troisième se trouve géométririuemeni déterminé.
C'est le lieu de remarquer ici que si la courbe ds coupe la courbe coordonnée dtj sous un angle a constant, la seconde des équations (5) démontre que les extrémités des rayons P, R, Li sont en ligne droite, et que si, l'angle des lignes coordonnées étant constant, la même courbe coupe les lignes coordonnées de la série [a] sous un angle aussi. constant, les extrémités des rayons de courbure P, R, Ri de la courbe et des lignes coordonnées sont en ligne droite, pourvu que dans les deux cas les rayons soient portés dans la direction des éléments ds, dix,, drj.
49. Composante tangentielle de la fourhure -r en fonction des variations des arcs coordonnés. — Multiplions les deux membres de l'équation (5'°} par rfo-rfiTi siny; on trouve, en ordonnant et en ayant égard aux relations (i), ainsi qu'aux valeurs de J et de J, [(9), Chapitre II],
dada, — ^inra = d, dtr [d a- -h COS':fda:) — dtd a, {du, + coso da) -h ds{dii^s\n<^dtP — drj?Xnixd,a.).
Or si l'on remplace dans le second membre ies focieurs de d,dr7, dtdiT, par leurs valeurs dscosa, dscos^ (i). et qu'on groupe les termes dépendants de a, ainsi que les termes dépendants de (3, on trouve l'équation suivante :
, , dadut sinœ , , , , , , , -,
(7) , ^ i _ t/, f^g-cosa) ~d„(da,co^P),
qui est aussi simple que significative. Si l'on représente par dv, dv\ les projections des éléments da, da, sur la direction de la courbe ds, elle prend la forme
i _d,{dy ) — d ,{dy,) 1' "^ " </m ""
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On obtieiit ainsi ce iliéorènie nouveau :
La couAiure tangentielle d'une courbe quelconque tracée sur une sutface est le rapport de la différence des variations des projections des arcs élémentaires coordonnés sur la direction de la courbe à l'élément de surface.
L'équalion (7) peut êlre obtenue d'une autre manière, indépendante de l'équation (Sf. En effet, si l'on applique la formule (10) du Chapitre II à l'arc ds et à l'arc da, le déplacement par rapport au premier étant complet et correspondant à la variation d, et le déplacement par rapport au second étant partiel et correspondant à la variation di, on obtient
. il.f(l(7, s\na , , , , , .
T^— — =^aads — «[aucosit).
Si l'on remarque que i'on a
rfs=(/[7C0Sa-i-(/7, cos|3, d^da + dt, on retombe sans aucun détour sur l'équation (9).
50. De la composante normale de la courbure ^- ~ La troisième des équations (4) donne la composante de la courbure -jâ de la courbe ds suivant le plan normal à la surface F mené selon l'élément ds. Celle équation peut s'écrire sous la forme suivante :
(/,!'_ d<7' da] drrda,
OU bien, si l'on remplace les arcs par les sinus proportionnels (i), sous la forme
sinasin^ Si l'on introduit les angles de contingence correspondants aux
^sino = [/+,/,)sin[3-i-((",
yGoosle
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avoc ceWi cundiiion qui résultai de la relation (7) du Chapitre Il ;
{91 j, siri[5=./siiia,
L'équation (8") montre que si l'on prend, à partir du poini considéré sur la surface et dans la direction des trois éléments ds, da et (/(7i, des longueurs inversement proportionnelles
à —5 i+ji, i,-i- y, les extrémités de ces longueurs seront en
ligne ilroiie.
Or, comme l'équation (8) peut encore s'écrire sous les deux formes suivantes
on en déduira des tliéorcmes analogues.
Si. Plan osculateur. — Kapportons la position du plan osculateur de la courbe ds au point considéré aux trois directions dtr, da, et la normale «. Ce plan passe par l'élément </s qui fait avec les arcs coordonnés rfo-, du, les angles a et |3; II suffit donc de connaître l'angle que la normale N à ce plan fait avec la normale n à la surface; or cet angle est le même que
les formules des numéros qui précèdent, la position du plan osculateur sera déterminée.
Écrivons les expressions des cosinus des angles que la normale N fait avec les directions n, du, du,. Si l'on remarque que l'on a
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ces expressions sont
(g cos(N, (/o-)^ — siaa,
Les cosinus des angles que cette normale N fait avec les trois axes coordonnés s'en déduisent sans difficulté, car, si l'on fait faire, dans son plan, un quart de révolution au
triangle dont les côtés sont ^t -55 - et qu'on projette le périmètre sur l'axe des z, on obtient
, cosp
52. Étant donnée l'équation de la courbe ds, calculer tous If.s éléments de cette courbe. — Soit l'équation de la courbe ds
a = i)j(p, p,) =-.-(;onst.
On a , , du , du ,
Longueur de l'élément ds. — Si l'on pose, pour abréger,
rfp; d'j' (/p dp,
on a
, , ds __ dp dp,
K """ du du
dp, dp
Direction de l'élément. — Si l'on fait usage des équations { 1 ) du présent Cbapitre, en ayant égard aux expressions trouvées
! COURUE QUIiLCOSQUE, FTC.
bn.
le n" 31, on trouve
du K f/p,
K dp, K </p „ , H' rf/i G' du
n,COSp==— -ïri- -7- + -j^ -j—
' K dp k dpi
Ces formules font connaître les angles «, ^ que l'élémciit ds l'ait avec les lignes coordonnées.
Farialion de l'angle des lignes coordonnées. — On a on en dôduii
_ I __ G' _ <fp\HHj _ rfpiVHH ,)
Ces formules donnent les variations de t'angic 9 par rapport à chacun des paramètres p, p, .
Composante tangentieîle de la courbure. — On trouve
1 ( H^ H; — C,')"^ _ ^ /H^ ^ _ l'I ^\ ,,. ]'" P -rfp.Urfp, Krfpj
1 ji^ /h; rf»_G" rf»\
( * r/p 1^ K rfp K i(p, j'
et, si l'on développe les différentiations, on obtient
p -deXêeM) df\]L]\
rfpLrfplKJ <(p, U/J H- rf^< II; rf^ _ c; rf'»
K dp: '^"K </p" ^' K r/p(/p,'
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Composante normale de la courbure. — On trouvera, c ;ervant de la formule (8), l'expression suivanle
rfp, r, df l dp rip,
Mais dans celte expression les courbures normales, propres ou inclinées, des lignes coordonjiées ne peuvent pas, comme dans les courbures tangentielles de ces lignes, s'exprimer exclusivemeni en fonction des paramèires.différentiels du premier ordre H, H,, G et de leurs variations; il faut les calculer directement. Représentons par a, b, c, a,, b,, c, les dérivées de X, y, z par rapport à p et p, : on trouve sans difficulté les trois formules suivantes
dn (J> C| — 6-fci)
\ ^ ^' hh,(h=h;-g«)'
et en portant ces valeurs dans l'expression de -) écrite cidessus, on aura la courbure normale de la courbe ds.
33. Transformation des courbes tracées sur deux surfaces différentes. — Considérons une seconde surface F', sur laquelle se trouve tracé un réseau de lignes coordonnées p', p',, et soit une courbe u' = >^'{p', p',) = o décrite sur celte surface. Si les nouveaux paramètres différenliels H', H',, G' se composent par rapport aux coordonnées p', p', de la même manière que les anciens paramètres différenliels se composaient par rapport aux coordonnées p, p,, et si, de plus, l'équation de la seconde courbe par rapport aux nouvelles coordonnées est la même que l'équation de la première courbe par rapport aux anciennes, on voit que l'élément de l'arc de cette seconde courbe, sa direction par rapport aux arcs coordonnés, l'élément de surface, la courbure tangeniielle, seront exprimés
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par des fonctions des nouvelles coordonnées ideniiqucs à celles qui exprimeni les mêmes éléments de la première courbe au moyen des anciennes coordonnées. Mais, par les raisons données à la fin du numéro précédent, il pourra en être autrement de la composante normale de la courbure de celte seconde courbe, parce que cet élément dépend d'autres grandeurs que les paramètres différentiels du premier ordre H', H',, G' et l'équation 4"' de la courbe. L'identité de composition analytique des éléments dont nous venons de parler entraînera des propriétés géométriques sinon égales, puisque les deux systèmes de coordonnées peuvent être diversement composés au point de vue géométrique, du moins jouissant d'une certaine analogie qu'il sera possible d'exprimer géométriquement dans chaque cas particulier. Ainsi, lorsque la courbe u sera reclifiable, il en sera de même de la courbe m'; si l'aire de la surface limitée par la première courbe et les lignes coordonnées extrêmes est carrable, il en sera de même de l'aire de la seconde surface, limitée par la seconde courbe el ses lignes coordonnées correspondantes. Les propriétés descriptives de la première courbe appartiendront aussi à la seconde, el ainsi de suite.
Il existe un cas très-général dans lequel les conditions précédentes sont remplies : c'est lorsque les deux surfaces sont applicables l'une. sur l'autre. On verra plus loin qu'alors, bien que les surfaces F et F' soient différentes, les paramètres différentiels H, H,, G, H', H', G' n'ont pas seulement la même composition chacun à chacun, mais qu'ils restent les mêmes, puisque les deux systèmes de coordonnées sont identiques dans les deux cas. Il suffit donc, dans ce cas, que les deux équations 4» et 4' des deux courbes soient les mêmes pour que l'on doive tirer les conclusions que nous s d'indiquer.
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54, Objet du Chapitre. — L'équation ("générale que nous venons d'établir sur la composition de la courbure normale à. la surrace d'une courbe quelconque en fonction de courbures normales des lignes coordonnées, n'est pas seulement propre à l'étude de la courbure de cette courbe, elle renferme toute la théorie delà courbure des surfaces sans restricLion aucune. L'objet de ce Chapitre est consacré à développer toutes les particularités de cette théorie, comme conséquences de l'équation indiquée.
Courbure d'une section droite normale à la surface. — Menons un plan perpendiculaire à la surface suivant l'élément ds, la courbure de la section ainsi obtenue au point considéré est la projection de la courbure de la courbe ds sur ce plan normal, d'après le ihéorème établi au n°23. Donc l'équation {8'} du n^SO fait connaître ia courbure d'une section normale en fonction : i" des angles que le plan de cette section forme avec les plans normaux à la surface menés par les éléments des lignes coordonnées; 2" des courbures normales des deux sections interceptées par ces deux plans; S" d'une certaine courbure composée que nous avons appelée composante normale de la courbure inclinée de l'une des deux lignes coordonnées par rapport à l'autre, mais que l'on peut aussi définir, comme cela doit-être, indépendamment des lignes coordonnées, et seulement par la considération des sections normales, comme on le démontrera plus bas; celte équation que nous transcrivons ici
sin'ffi _ sin' P sin'o: asinasinfi
fail donc comiailrR -t au mojen des cinq élémcnls, a, (î, r, I-, n l.
55. Représentation géométrique des rayons de courbure des diverses sections normales à la surface autour d'un point. — Si, à partii' du point considéré sur la surface, en prend sur la tangente à chaque section normale suivant ds, qui est supposé faire tous les angles possibles avec les arcs coordonnés da, du,, une longueur proportionnelle à la racine carrée du rajon de courbure correspondant, l'équation précédente devient alors celle d'aune conique située dans le plan tangent rapportée à un rayon vecteur issu du centre, et aux angles que ce rajon forme avec deux directions du, du,. Ainsi celte longueur décrira une conique située dans le plan tangent, ayant son centre au point considéré. Les rayons vecteurs de cette courbe auxiliaire feront connaître les rayons de courbure des sections normales faites suivant ces rayons vecteurs. De là résulie :
i" Qu'il y a deux directions de ds, rectangulaires entre elles, qui correspondent, l'une à un rayon de courbure maximum, et l'autre à un rayon de courbure minimum parmi tous ceux des sections normales : ces rayons de courbure sont appelés principaux;
2° Que toutes les relations qui existent entre les carrés des demi-diamètres de la conique formant certains angles entre eux, existent pour les rayons de courbure des sections normales correspondantes à ces demi-diamètres;
3" Que si les deux courbes coordonnées du, de, sont tangentes a deux demi-diamètres conjugués de la conique, le double produit sinasin|3 n'entrera pas dans l'équation polaire de la conique; donc les composantes normales des courbures inclinées sont nulles pour deux directions conjuguées de do.
Discussion des rayons de courbure des sections normales. — Cette discussion est ramenée à la discussion des carrés des diamètres de la conique auxiliaire; il y a trois cas à distinguer
suivant que le binôme •— — j, est supérieur, inférieur ou égal
à zéro.
i" Si ce binôme est supérieur à zéro-, la conique auxiliaire est une ellipse : donc tous les rayons de courbure ont le même signe, toute section de la surl'ace est toujours convexe dans le même sens.
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a" Si le même binôme est inférieur à zéro, la conique auxiliaire est une hyperbole; mais ici il y a à considérer les rayons vecteurs réels el les rayons vecteurs imaginaires, puisque les rayons de courbure, devant être proportionnels aux carrés de ces rayons vecteurs, seront réels dans les deux cas.
Or, si l'on construit l'hyperbole conjuguée de l'hyperbole ■ réelle, et qu'on multiplie par v^-— i les demi-diamètres de cette hyperbole conjuguée, on aura les valeurs imaginaires des demidianièlres de la conique auxiliaire. Donc les carrés des demidiamètres de l'hyperbole conjuguée représenteront les rayons de courbure correspondants, considérés comme négatifs. D'après cela, les directions des asymptotes donneront des directions pour lesquelles les rayons de courbure des sections normales seront infinis, el elles partageront le plan tangent en quatre régions; la surface sera convexe pour deux régions opposées, et concave pour les deux autres régions; les directions des rayons principaux seront les bissectrices des angles des asymptotes-
3" Si le binôme est nul , l'équation représente deux droites parallèles rapportées à une origine située à égale distance de ces droites. Donc tous les rayons de courbure seront de même signe, il y aura une direction unique, celle qui est parallèle à chacune de ces droites, pour laquelle le rayon de courbure sera infini t ce sera nn rayon de courbure maximum; la direction perpendiculaire donnera le rayon de courbure minimum. Ce caractère appartient aux surfaces développables.
D y a à considérer le cas où la conique auxiliaire devient un cercle, alors les rayons de courbure des diverses sections normales sont égaux; on dit alors que le point de la surface pour lequel se présente cette particularité est un ombilic; les conditions analytiques correspondantes à ce cas sont
56. Différentes formes de l'équation {i). — Elles résultent' de ce que nous venons d'établir dans le numéro précédent :
i" Si les lignes coordonnées drj,di7, sont tangentes aux axes de l'ellipse auxiliaire, en appelant w„ rzi les rayons principaux
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de courbure, cette équation devient
I __ cos'« sin^a
c'est la formule d"Euler.
5" Si les lignes coordonnées sont tangentes à deux diamètres conjugués de relli|)se auxiliaire, on obtient l'éciiintion
sin'y _ sin'fi sin'o:
3" Si le système est rectangulaire, l'équation devient I __ cos^st sin' a 2 sina cosa
dans laquelle />, r, r, sont les rayons de courbure des sections normales faiies suivant les angles correspondants; / a aussi une signification géométrique indépendante du système coordonné.
En effet, lorsque le système des coordonnées est orthogonal, la projection normale de l'angle de contingence inclinée 3 est un angle égal à l'angle du plan normal à la surface suivant du et de la normale infiniment voisine, menés par les extrémités de cet élément, puisque les éléments de ces deux angles sont perpendiculaires chacun à chacun; or le rapport de ce dernier angle à l'élément rf<T est appelé seconde courbure géodésiquede l'arc da; d'ailleurs la direction de l'arc de cercle infiniment petit qui mesure le premier de ces deux angles égaux est celle de la normale à la surface ; donc la composante normale de la courbure inclinée de l'arc da est égale à la seconde courbure géodésique de cet élément, lorsque l'angle des coordonnées est droit.
4° Il faut conclure de ce que nous venons de dire, et du théorème démontré au n" 28, sur l'égalité des composantes normales (7) de deux courbures inclinées des deux arcs d'un système coordonné, que les secondes courbures géodésiques de deux directions rectangulaires tracées sur la sarface sont égales entre elles, de sorte que, si l'on appelle -r,' 7^ ces deux
courbures, l'on a -- = -—■
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57. Relations entre les composantes normales des courbures inclinées des deux systèmes différents. — Chaque système de lignes coordonnées tracées sur une surface déiermine deux courbures inclinées ayant l'une et l'autre même composante normale à la surface. Cette composante, pour une même surface, varie d'un système à l'autre; nous nous proposons de trouver les relations qui existent entre les composantes inclinées de deux systèmes différents.
Soient ds, ds, les arcs coordonnés du nouveau système, le premier arc faisant les angles a, ^, le second les angles x„ (3, avec les arcs da, du, du premier système. Soil />, le rayon de courbure de la section normale à la surface suivant dsx, on aura, n° 54, formule (i),
sin'<p __ sin'P, sin'a, asinaisinp, _______ + __+ _
Or, si l'on rapporte da au système ds, ds, et qu'on représente par y la composante normale de la courbure inclinée du nouveau système, 9 étant l'angle des éléments ds, ds,, on aura
si l'on élimine p et p, de cette dernière équation au moyen de !a précédente et de l'équation (t), on trouve
sin'm sin|3sin|3i sinccsina. sin ce, sin ^ + sin o: sin p,
laquelle donne ta composante normale de la courbe inclinée d'un système de coordonnées ds, ds, en fonction des composantes normales des courbures propres ei des courbures inclinées du système da, da,.
58. Suppression de la seconde courbure géodésique d'une courbe ds. — Si, dans l'équation précédente, l'on suppose les rourbes ds, ds, reciangolaires entre elles, on a les conditions
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rie plus, d'après ce qui a été établi au n" 56, la c
bure géodésique de la courbe ds. Si l'on représente par ~ celle
courbure, l'on aura
(2-) sin'y^ sina|3 sin7-a ^ sin(o:-iS}
Si, dans cetie formule, on élimine les cosinus de a el de [3 au moyen des deux dernières équationsfi) du n" W, dans lesquelles on aura remplacé les arcs par les sinus proportionnels, l'on aura
I sin'y __ /. cosy\
Si le premier système da; do-, est aussi rectangulaire, -r devieni la seconde courbure géodésique ^ de l'une des deux
courbes du système, et, comme les deux angles a et ]5 sont alors complémentaires, on obtient
Si enfin l'on suppose que le second système est tel, que les lignes d/T, d(Ti sont tangentes aux deux sections principales,
— devient nul, el l'on retrouve la formule de M. Bertrand :
igné ds. — Si l'on variation do la courbure - lorsque l'élément i/,'.
■J^ LEVBE I. — PROI'RIÉTÉS «ÉNÉRALKS DES ROULlIilîS, ETC.
prend tomes les posiiions possibles en tournant, dans le plan langent, autour du point que l'on considère, on trouve, pour l'expression de cette variation, en remarquant que (/a = ^6? (3, le second membre de l'équation (a') multiplié par. 2; donc
Si l'on prend la variation de rr donnée par la formule (2'), on trouve
.. d /i\ cos'3— sin=a cos'« — siri'a
^'"•'^;7^(v) = —r ■ TT—
. cos(a-p).
or, si l'on appelle — la courbure de ta section normale faite suivant son élément dsr perpendiculaire à ds, on a
ce qui (lonnp,
de là résulte que l'on a successivement
d^\\]=d^\p)^di\fj^'
or Ton a irr -1- rr "ul, donc on obtient
59. Expression de la composante normale de la courbure nclinée. — La composante normale de la courbure inclinée l'un système de lignes coordonnées est un élétnent important
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dans la ihéorie des surfaces; nous allons montrer que cette composante qui, dans chaque système, a une traduction simple qui permet d'en calculer facilement l'expression analytique, a aussi, comme nous l'avons annoncé, n" 54, une signification indépendante de tout système ; et que cette composante ne dépend que de la courbure de la section normale, suivant l'une des lignes coordonnées, et de la seconde courbure géodésique de cette ligne.
Si, dans la formule (2), on élimine a,, [3, au moyen des relations [3i = p — 0, a, = 9 + a, et qu'on ordonne le résultat suivant COS0, sinS, l'on trouve, en ayant égard aux formules (1) et [2'), la formule simple
>sâ sinG
On trouvera de la même manière pour l'arc ds„ en représentant par^ la seconde courbure géodésique de cet arc, la formule analogue
desquelles on déduit par addition
Ces diverses expressions montrent la différence essentielle qui existe entre la composante normale de la courbure inclinée d'une des lignes coordonnées d'un système et la deuxième courbure géodésique de cette ligne. Ces deux courbures sont toujours distinctes l'une de l'autre, à moins que le système des lignes coordonnées ne soit rectangulaire. C'est
(') Les formules (3) et les suivantes ont été pnhlipes par nous en 1864. notre Mémoire sur la courbure "des surfueea inséré dans lo tonia VI do In S des Sociétés siwanle!. Voyez p. 4", formules (ra), fta'), (is*). Nous faî cette remarque parce qu'un sasant jféomètre, qui sans doute ignorait notre vail, a publié ces formules dans un Mémoire S'ir /es lif;nes tracées si-r les faces, § IV, p. i5, imprimé en iMS.
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dans ce cas seulement qu'elles sont égales entre elles. Mais la propriélé principale des équalions précédentes esi de donner, de la composanie normale de la courbure inclinée, une signification indépendante de loul système.
Si l'on suppose que l'une des deux courbes ds du système ds, dSi est fixe, et que la seconde forme avec la première tous les angles possibles dans la formule (3),p et V étant alors invariables, le rayon ï. de la courbure inclinée projetée sur le plan normal à la courbe suivant ds^ variera comme le rayon vecteur d'une ligne droite déterminée de position et située à une dislance de l'origine égale à la racine carrée de
l'expression — -t- -^-
II est bon de remarquer que l'on peut obtenir la valeur de la courbure t- en fonction des courbures propres et des secondes courbures géodésiques des lignes coordonnées d'un même système, indépendamment de l'angle qu'elles forment entre elles: il suffit d'éliminer entre les deux équations (3) et (3'); on obtient ainsi
iit
Ces différentes valeurs de la composante normale de la
courbure inclinée montrent qUe cette composante peut être
nulle sans qu'aucune des deux secondes courbures géodésî-
ques le soit ; il suffit que l'on ait la relation £- = — -^, c'est-
à-dire que les deux courbures géodésiques soient proportionnelles aux courbures des sections normales correspondantes. C'est ce qui a lieu lorsque les deux lignes ds, ds, du système sont tangentes à deux diamètres conjugués non rectangulaires de la conique auxiliaire.
U est aussi bon de remarquer que les formules (3) et les suivantes serviront à transformer les diverses relations qui existent entre les composantes normales des courbures inclinées. C'est ainsi que les formules (i i) du n^/i-S ne dépendront
CHAPITRE V. — DE LA COUBllUfiE HES SOUPACES
pi lis, après l'éliminalion de /, que des courbures des sections normales et de leurs secondes courbures géodésiques. Nous laissons au lecteur le soin de faire celte transformation, qui conduit à des résultats remarquables.
60. Expression des rayons principaux de courbure, — Pour déterminer dans le plan tangent à la surface, au point dont il s'agit, la direction des sections normales correspondantes aux rayons principaux de courbure, sections que pour cette raison on appelle sections normales principales, ainsi que la valeur des rayons principaux , il suffit d'égaler à zéro la différentielle de - donnée par l'équation (i), cette différentielle étant
prise par rapport à l'angle et.; et en remarquant que l'angle |3 est une fonction de a. donnée par l'équation
(4) 5in=ip = sin'a + sin'P + ^sinasinpcosip;
celle-ci est donnée par l'équation (12) du n" 43, dans laquelle les arcs ont été remplacés par les sinus proportionnels. Les différentielles de ces deux équations donnent
/sina sinS\ , /sinS sina\ „ ,„
I h —j- \ COSxdx :::= — f ^ + —j~- \ COS^dp,
{sina + cos9sin(3)cosarfo: — — (sin(3-i- C0S9 sino:)cos|3(/[3.
Eu divisant l'une par l'autre, on obtient sans difficulté, — étant un rayon principal,
I sina sin[3 sin(3 fiua
i- cosa sin [3 sîn p + cosç sina
sin=a sin'S asinasinS
Si, entre deux quelconques de ces valeurs de — le rapport de sin [3 à sino:, on trouve
(6) î5î-(i + i-'^UH-(i-T
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Cette équation fait connaître les valeurs de m, qui sont au nombre de deux, comme cela devait être; quant à la direction des sections principales, elle est donnée par l'équationf 3) elle-même, qui peut s'écrire sous la forme suivante
On reconnaît que les racines de ces équations sont réelles, car la quantité située sous le radical se met dans la première comme dans la seconde équation, sous la forme suivante
qui est la somme de deux carrés.
On reconnaîtrait aussi sans difficulté que les deux directions données par les racines de l'équalion (5) sont rectangulaires entre elles.
Les deux équations (4) et (5), se rapportantà un système quelconque, jouissent de ee double avantage : i" de donner les propriétés géométriques des rayons principaux de courbure dans un système quelconque, et par conséquent indépendantes de tout système; a" de fournir l'expression de ces rayons de courbure et de leurs directions, propre h chaque système.
61. Mesure de la courbure de la surface dans un système quelconque de coordonnées. — D'après Gauss, et pour des raisons que nous exposerons dans le Chapitre suivant, le produit des deux courbures principales, en un point d'une surface, sert de mesure à la courbure de la surface ; l'on aura donc, d'après l'équation (4), , , sin^o 1 I
Cette équation démontre que la quanlilé auxiliaire -^t qui représente le rapport du binôme — — ■j^ au carré du sinus
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lies lignes coordonnéos, et que iiogs avons introduite dans nos calculs aux n"' 37 el suivaats, n'est autre chose que le produit des courbures principales de la surface.
Si les élémenls t/o-, da-, des deux lignes coordonnées sont dirigés suivant deux diamètres de la conique auxiliaire, conjugués entre eux, les courbures inclinées des lignes coordonnées projetées sur la normale à la surface sont nulles (n" 54); donc l'équation précédente devient
sin'9 _
or, dans ce cas, la tangente de l'a l'un des deux rapports — — i — -■> transforme en la suivante
igle tp étant égale (n' la formule précédei
donc la courbure de la surface est égale cl de signe contraire au rapport du produit des deux secondes courbures géodésiques des lignes coordonnées au carré du cosinus de l'angle de ces deux lignes.
Si le système des lignes coordonnées est rectangulaire quel-
conque,
s courbures
étant égales, on a
On peut calculer la courbure de la surface en fonction de la courbure de trois sections normales à la surface suivant dry,
rfo-i, ds; il suffit d'éliminer la courbure -j entre h lions (i) et (7); on trouve ainsi ^sin'gsin'fisin'ffl
i deux équa-
/sina sinp / sin[3 sino
sincf>\/sina sin[3 sîn<p\
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On tire de cette équation les conséquences suivantes : i" En un point d'une surface, le second membre de l'équation précédenie, divisé par le carré du produit des sinus des angles que trois courbes passant par ce point font entre elles deux à deux, restera constant quelles que soient les directions de ces courbes. Cette propriété n'aura pas lieu seulement en un point de la surface, mais en tous les points d'une même ou de plusieurs surfaces pour lesquelles la courbure de la surface ou des surfaces reste la même.
a" Si, en deu\ points d'une même surface, ou de deux surfaces différentes, les courbures de trois sections normales formant entre elles des angles égaux chacun à chacun, sont égales entre elles, chacune à chacune, les courbures de la surface ou des surfaces sont les mêmes en ces deux points.
62. De la courbure sphérique. — On désigne sous ce nom la moyenne arithmétique des courbures principales d'une surface. L'équation (6) donne
Si les éléments da, d(7, des lignes coordonnées sont dirigés suivant deux rayons vecteurs de la conique auxiliaire conjugués entre eux, la formule devient
Dans cette même hypothèse, en remplaçant-? ~ par leurs v: leurs{3), (3')en fonction des secondes courbures géodésiqucf
1 obtient
I — -!- — ) sina^ ^2
Enfin, en raisonnant comme dans le numéro précédent, on trouve la courbure sphérique de la surface en fonction des courbures normales de trois courbes quelconques tracées sur la surface par le point que l'on considère, et des angles qu'elles
oiAi'iïui; V. — Dii i.A coi;kul'ui; dm siiunciis. B;
forment entre elles deux à deux ; l'expression Je cette courbure
Cette formule donne naissance à des remarques analogues à celles qui terminent le numéro précédent.
63. De la différence des courbures principales. — La remarque que nous avons faite à la fin du n" GO prouve que la partie radicale de l'équation (6), supposée résolue, exprimant la différence des racines de celte équation, l'on a l'expression
( ={t- ir)'^^^'f + [7 - (? + ^) '"'"^]'
que l'on peut aussi écrire sous la forme suivante, en ayant égard aux équations ( 3 ) et { 3' ),
Si les courbes t/o-, c/tr, sont conjuguées entre elles, -r devenant nul, on obtient
Dans ce cas, si l'on exprime les courbures -j — en fonction
des deuxièmes courbures geodésiques correspondantes, au moyen des relations
[10I 1 _ tangy i _ langy
on obtient l'expression suivante :
84 T.IVUK I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES llliS COURUES, iltC.
Si le sjslème des lignes coordonnées osi l'cclangulaire, l'on a
Lo carré de là différence des courbures principales csl généralement égal à la somme de deux carrés.
64. Indicatrice. —Si, de l'extrémilé'de l'arc ds, on abaisse un (dan perpendiculaire à la normale à la surface, menée par l'autre extrémité, fa projection dn de ds sur cette normale est troisième proportionnelle entre ds et le double du rayon de courbure p de la section normale suivant l'élément ds; l'équation (i) devient donc
in'a sin'3 2sinasin[3 ds' i; r l
(il) 2dn-
ce qui démontre que l'exlrémilé de l'arc ds décrit, autour du point que l'on considère sur la surface, une conique qui est semblable à la conique auxiliaire dont nous avons fait usage, semblablement placée, dans un plan parallèle au plan tangent. Cette nouvelle conique a été appelée par M. Charles Dupin indicatrice de la surface au point dont, il s'agit, parce qu'en ce point elle fait connaître -la nature de la surface, comme il est facile de le voir par la discussion de cette courbe.
Des ombilics. — Lorqu'en un point de la surface l'indicatrice est un cercle, ou, ce qui revient au même, lorsqu'on ce point toutes les sections normales ont même courbure, ce point est appelé ombilic. Pour obtenir des ombilics d'une surface, il faut exprimer que les racines de l'équation (6) des rayons principaux de courbure sont égales; or, comme la quantité radicale de ces racines est donnée par l'équation {9}, il faut égaler à zéro le second membre de cette équation. Comme il est égal à la somme de deux carrés, on a les deux conditions
On conclut : 1" qu'il ne suffit pas que les courbures de deux sections normales faites suivant' les deux courbes coordonnées
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soient égales, il faut que la composante normale de la tourbure inclinée soit égale au produit de la courbure d'une des deux sections par le cosinus de l'angle des lignes coordonnées; ou, ce qui revient au même, que la seconde courbure géodésique de la section (3) soit nulle; 3° que le nombre des ombilics d'une surface est généralement fini , puisque ces points sont déterminés par trois équations, qui sont les deux précédentes, et l'équation de la surface. Si le nombre des équations se réduit à deux, on trouve une courbe située sur la surface dont tous les points sont des ombilics; si ces équations se réduisent à une seule, la surface est telle, qu'un quelconque de ses points est un ombilic.
Si le système est rectangulaire, l'on a - = —, y = —, c'est-à-dire qu'on ce point les courbures de deux lignes coordonnées sont égales entre elles, et que la deuxième courbure géodésique d'une des lignes coordonnées est nulle.
C5. De l'angle de d^iix normales à la surface infiniment voisines. — Par le point A pris sur la surface, on mène une normale extérieure AN, et une droite AN' parallèle à la normale infiniment voisine menée par l'extrémité du déplacement ds. Soit AM la projection de AN' sur le plan normal à la surface mené suivant ds, ces trois droites forment un trièdre
ds rectangle suivant AM, l'angle NAM est l'angle — de contingence de la section normale suivant ds, l'angle MAN' est l'angle Trr de seconde contingence géodésique de l'arc ds, l'angle NAN' est l'angle des deux normales, infiniment voisines, menées par les extrémités de l'élément ds. Nous représentons
ds cet angle par ^- Le trièdre que nous venons de construire
donne la grandeur de cet angle et l'angle e que son plan fait avec le plan normal suivant ds, au moyen des trois équations entre les trois angles de ce irièdre :
NAN'' = N'A m' -f- MÂN ', N'AM = N'AN sins, MAN =: N'ANrusî.
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SI on y remplace ces angles par leurs valeurs, on obtieni
Si l'on a égard aux expressions de -i ^ données par les formules (i)el (2'), que nous écrirons sous la forme suivante :
i— sintp = ((■ 4-yi)sin(3 + ((, -!-/)sin«t, y sinç = -(('+7;)cosp-h((',-Hj)cOsa,
on aura, en élevant au carré et en ajoutant membre à membre,
laquelle donne l'angle de deux normales menées à la surface par les deux extrémités de l'élément ds, au moyen d'une expression symétrique des angles de contingence propre ou inclinée des sections droites faites suivant les lignes coordonnées. Celte équation, en y introduisant les courbures correspondantes aux angles de contingence, prend la forme
l sin'y „ /sinp sinoV /sm» slnp\'
/sinS sin«\ /sin« sinS\
qui se rapporte à un système quelconque de coordonnées curvilignes.
Si le système est rectangulaire, elle devient
Si de plus les coordonnées sont tangentes aux sections prin cipales, on obtient
qui est une formule connue.
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Si le système étant oblique coïncide avec deux directions conjuguées de la conique auxiliaire, - est nul, el l'on obtient l'équation
que l'on peut écrire sous la forme suivante, par suite des relations qui existent entre r eftl*, r, el -(Pi (63) :
Ces dîl'férentes formules, se rapportant à divers systèmes
(le coordonnées, font connaître la courbure tt- en fonction
des courbures normales propres ou inclinées des lignes coordonnées, et des angles que l'élément ds fait avec ces lignes.
Il est facile de voir que si le déplacement ds prend toutes les positions possibles sur la surface autour du point dont il s'agit, et qu'on porte, à partir de ce point, snrla direction de l'élément ds, des longueurs proportionnelles à la valeur correspondante de W, l'extrémité de cette longueur décrira une conique qui sera représentée dans le système polaire par une des équations précédentes.
Celte conique auxiliaire G, est concentrique avec la conique C, que nous avons considérée au n" 55, et ses axes coïncident en direction, mais non en grandeur.
On reconnaît aisément que si deux déplacements ds,, ds, sont conjugués par rapport à ta conique auxiliaire C, et qu'on appelle 9 l'angle de ces deux déplacements, Wo, Wt les valeurs de W correspondantes ; et V„ Vi les valeurs correspondantes de V, l'on obtient, au moyen des équations (lo.) et [ro), les valeurs suivantes
w; " ~ Vocosû ' w; ''"" V, cos e '
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desquelles on déduit les deux retalions
Ainsi le produit ^ ^^ correspondant à deux déplacements ds„, ds, conjugués dans la conique C est constant et égal à la courbure de la surface.
66. De la plus courte distance de deux normales infiniment voisines. — La plus courte dislance dt de deux normales infiniment voisines est perpendiculaire à la fois à la direction de ces deux normales; donc elle est perpendiculaire à la faceNAN' du trièdre que nous avons considéré dans le numéro précédent; soit -/i l'angle que celte plus courte distance forme avec le plan normal mené à la surface suivant ds, les deux dernières équations (12) deviendront
op, si l'on appelle a', p' les angles que la plus courte dislance dt fait avec les lignes coordonnées da, d(7,, l'on a les deux équations
smqjsinï) =
a sin j3' a'cos(3
-D'après cela, les valeurs de -j tï7 •^ p W
i sin'ffl . / . - sine
= COSa COSp — COSp COSa,
donneront
(_ . sinjS' \
( -^ = - sintp l^cosp ^^ + cos« ^ j ;
or, les équations (i3) peuvent s'écrire sous la forme
; sin'o , „ /sinS sina\ , /sina sinS\ |— ^= sin(3 (—7^ H 7-) + sina — ; 1 v^ 1
, /sinfl sina\ /sina sin3\
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iiieiili liant ces 6c|Lialions avec les équations (i5'), nous Irou-
■ sin3' =
Ces deux équations l'ont connaître les angles «', p que la plus courte distance dl fait avec les deux lignes coordonnées dT, da„ en même temps qu'elles donnent la signification géométrique de deux binômes, qui sont les seconds membres des équations (16), el qui se présentent souvent dans la théorie. Pour obtenir l'expression de la plus courte distance dt, il suffit de projeter une ligne quelconque, par exemple ds, comprise entre les deux normales, sur cette plus courte dislance ; on obtient ainsi
dt n^ ds cos-rt - ■— ds
67. Point central, sa distance au plan tangent. — Le point où la plus courte distance dt rencontre la normale est appelé point central; calculons la dislance de ce point au plan tanfj'enl (Jlg. 7). Soit A le point considéré sur la surface, A' le
point inrinimeul voisin, AC la direction de la plus courte distance th. Si l'on mène suivant AC un plan normal à la sur-
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face, il ronconirera la normale A'D au point central D. En appelant A le segment CD, le triangle CA'Û donne t^ ^ -^ , donc
*''' 1~ Wsin'/i ^^V^^ psw'n'
Si l'on veut avoir la surface engendrée par la plus couno dislance de deux normales infiniment voisines, lorsque la seconde prend toutes les positions, par suite de la rotation de ds autour du pied de la première, en prenant pour axes coordonnés des ar et des^ les deux tangentes aux deux sections principales, et pour axe des E,la normale, les deux équations ( [6), rapportées au système rectangulaire de deux sections principales, donnent, par la division,
- =^ tansa' = — cota,
et la deuxième équation (i^) dans le même système, en remplaçant A par z, devient
L'élimination de a entre ces deux équations donne l'équation de la surface conoîde cherchée
On déduit facilement de ce qui précède que, pour deux directions de ds, conjuguées entre elles dans la conique C, les distances A et A, correspondantes à ces directions sont entre elles comme les rayons de courbure des sections normales faites suivant ces directions.
68. Distribution des normales autour d'un point. — Cherchons l'intersection de ta normale infiniment voisine de celle considéréeavecleplan normal mené suivant l'élément rfffi d'une des deux lignes coordonnées. Soit (/g. 7 } ce plan normal ABE,
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E la trace de la normale A'D; appelons du, la longueur AB, et BE = + â„ le triangle BA'R d'une part et le triangle BAA' de l'autre donnent
BE "~W' cos{(3 — ■/]) ~ sïôp ""ôôsïi"
On déduit de ces équations
sinP^ cos(P-.)
, . , COSï) ,
iq) du, = ■■■■■■ ; ■ -ris,
* ^ cos([î — ïî)
Si l'on développe le cosinus, en avant égard aux équations (i5), l'on trouve pour les équations (iS) et (19)
„, sinp __ sinp cosp
ds '
Si l'on substitue dans ces équations les valeurs de nées par les équations (i3), on trouve t- 5in'ysin(3 _/
/ du, sin'qjsinp
cosqj\
nctsinp
Les valeurs de ô, et de du, sont les coordonnées rectilignes orthogonales de la trace de la normale infiniment voisine avec le plan normal mené suivant dfj,, de sorte que si l'on élimine a et (3 de ces deux équations, au moyen de la relation
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a-i-Çiz::(f, on aura la courbe décrilu par cette trace dans ce plan normal, lorsque l'élément ds est connu en fonction de a et de (3, ce qui revient à dire que l'on se donne la courbe décrite par l'extrémité de cet élément variable, tournant autour de l'autre extrémité.
Lorsque cet élément décrit un cercle sur la surface, cette courbe est du quatrième degré, comme on le verra plus bas.
Mais quelle que soit la courbe décrite par ds, si le système des coordonnées da, dir, est orthogonal, et coïncide avec les directions des sections principales, les équations (18") 61(19") donnent
le lieu des traces dans te plan de la section principale qui a pour courbure — est une parallèle à la tangente de celte seclion, située à la distance cio de celte tangente, et l'on trouverait de même que le lieu des traces dans te plan de l'autre sec tion principale est une parallèle à la tangente à cette section, située à la distance ro, de cette tangente.
Ainsi, quelle que soit la courbe infiniment petite décrite par ds, considéré comme rayon vecteur variable en grandeur et en direction autour du point pris sur la surface, la normale menée par chaque point de cette courbe s'appuie à la fois sur deux droites parallèles aux tangentes de ces sections, menées chacune par le centre de courbure dé l'autre section. Ce théorème est dû à Sturm.
Si la courbe infiniment petite décrite par ds est une ellipse, ayant les demi-axes a et b, dirigés dans le même sens que ceux de ta conique auxiliaire C, la surface réglée décrite par la normale est donnée par l'équation
yGoosle
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au plan des xy, on trouve des ellipses; deux de ces ellipses dégénèrciiL en lignes droites, qui sonl les deux direclrices de la surface, et deux sont des cercles. Cette dernière circonstance a lieu lorsque l'on prend pour distance du plan sécant, l'une des deux valeurs de z données par les deux équations
L'une de ces conditions exige que le plan parallèle au plan des xy soit compris entre les deux centres des courbures principales, et l'autre que le plan soit situé en dehors.
Quant à la courbe interceptée sur la surface réglée par un plan normal mené par un point considéré, et formant avec la section principale, dont la courbure est — i un angle quelconque 9, elle est de quatrième degré, et son équation, rapportée aux coordonnées rectangles z et la distance t d'un point à l'axe des s, est
G9. Des traces associées de la normale infinimenl voisine sur deux plans normaux, — Nous appelons traces associées de la normale les intersections de cette normale avec les deux plans normaux à la surface menés par les deux éléments da, da, des lignes coordonnées. En appelant toujours du, et ô, les coordonnées de la trace de la normale faite dans le plan normal suivant d<ri, et du, S les coordonnées de la trace de cette même normale sur le plan normal mené suivant du, on déduit sans peine des deux équations contenues dans le type [18) les deux équations
sîncp _ sin[3cosa sinacos(3
siny _ . fi^ i_\
lesquelles donnent la courbure -î et la seconde courbure géo-
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désiquevT d'une section normale faite suivant ds en fonction
des distances â et ë, au plan tangent, des traces que la normale menée à l'extrémité de cet élément fait avec les deux plans normaux menés suivant les éléments des lignes coordonnées. On déduit de celte formule
sin'q) sin'iz sin'ô asinasinS
Ces formules nouvelles sont très-générales et renferment, comme cas particuliers, toutes les expressions déjà données de p, de V ei de W; elles ne laissent rien à désirer sous te rapport de la simplicité.
Les équations [19') comparées entre elles donnent l'expression
du, sînp du sina
'ds "èT^'ds ~T"
Les équations (18"] peuvent s'écrire sous les deux formes suivantes :
sina . , /sinq) sintp cos®\
sin[i_ . /sin^ sinip cosçX
Or, si l'on multiplie l'une par l'autre, on obtient
I sin'9 sinip/sin<p cos<))\ sintp /sinip cos(p\
fs'xnf cos9\ /sinç cosy'i
équation que l'on peut aussi écrire comme il suit
Ces équations expriment que les dislances au plan tangent des traces d'une normale sur deux plans de deux sections normales invariables satisfont à la division homographique,
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pourvu que celle normale, dans ses différentes iiosiiîons, soit infininienl voisine du point considéré.
Si l'on élimine l'angle « dans les cqualions [19'"). on trouve
du' du __ / ' ' y.
Tslds' >s]ds' ~~ \roi sjl/ '
donc, si ds reste constant et que par les deux traces on mène des plans perpendiculaires aux deux tangentes des sections principales, l'enveloppe de la ligne d'intersection des deux plans est un cylindre elliptique.
Soit Ô5 la distance au plan tangent de la trace de la même normale avec un plan normal mené suivant un troisième élément da^, formant avec ds l'angle j3, et l'angle (da,, dd,] avec dffi, l'on a l'équation
sin(tff, da,)sw{diT, da;) i^ is\(ds, diT)shï{dc„ da,)
sin{ds,di7,)s\Tt{d'7„ da) _
70. Des lignes de courbure. — On appelle ainsi les lignes tracées sur la surface telles que si, en deux points intiniment voisins pris sur une de ces lignes, on mène deux normales à la surface, ces deux normales se rencontrent, ou du moins leur distance est un infiniment petit d'ordre supérieur.
Pour avoir l'équation des lignes de courbure, il suffit d'exprimer que la distance de deux normales infmiment voisines est nulle; or, si l'on se reporte à l'expression de cette dislance trouvée à la fin du n" 66, on voit que ds n'étant pas nul, ni l'angle W des deux normales, on trouve pour condition ç ^= o, c'est-à-dire que la seconde courbure géodésique
est nulle, et réciproquement. Nous avons déjà vu qu'il existe deux directions pour lesquelles la seconde courbure géodésique est nulle, et que ces deux directions sont celles des sections principales. Donc les directions des deux sections principales en un point sont celles des deux lignes de courbure en ce point. Ce qui revient à dire qu'en ce point les deux sections principales et les diîux lignes de courbure sont tan-
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génies. Si l'on développe la condilion ^=:o, en remplaçant
les sinus par les arcs coordonnés proportionnels, on trouvera, pour l'équation des lignes de coLirbure dans un sjstome quelconque de coordonnées curvilignes,
Cette équation fait connaître toutes les propriétés et renferme toute la iliéorie des lignes de courbure. On voit qu'en chaque point il y a deux lignes, puisque l'équation est du second degré, et l'on voit aussi que ces deux lignes se coupent à angle droit. En' effet, si l'on appelle- nij et m, les. deux valeurs du rapport ■— qui satisfont à cette équation, l'angle 9 des deux lignes est donné par la formule
sînofm, — m„) " (m. 4- m,)eos<p -h(i-i-m„m,)'
or, en remplaçant in„ et m, par leurs valeurs, on trouve un dénominateur nul.
Lignes de courbure communes à deux surfaces. — Soient deux surfaces F et F, qui se coupent suivant une courbe E, et sous un angle y variable d'un pointa un autre de la courbe E; cherchons la variation de l'angle y lorsqu'on passe d'un point A à un point A' infiniment voisin pris sur l'intersection commune. Soient A», A «îles deux normales extérieures aux surfaces F, F,; A'n', A'tt', les deux normales infiniment voisines; A'V, A'V, les projections de ces deux dernières sur les plans normaux «AA', «,AA'. L'angle des deux normales au point A étant y, il devient y+dy lorsqu'on passe au point A'. Or ce dernier angle est la somme des trois angles w' A'V, V'A'V',, V, A'n',; le premier et le dernier sont les angles de deuxième
. . . ds ds , „,
contingence geodcsique y' ît ^^ ' mtersection E par rapport
aux deux surfaces F, F,; le second ne diffère de l'angle y que par les infiniment petits d'ordre supérieur au premier; on a
eu* PITRE (
donc l'équation
THÈORiiHB 1. ~ Lu variation de l'angle de deux surfaces, quand on passe d'un point à un autre infiniment voisin sur la ligne d'intersection , est la somme des angles de deuxième contingence géodésique de l'intersection par rapport aux deux surfaces.
On en déduit la variaiion finie quand on passe d'un point à un autre de rinlerseciion. Ces deux points correspondant aux valeurs Sg, s, de l'arc s de cette intersection el aux valeurs y,, y, (!c y, on obtient, par intégration.
{"•ds r'-ds
ThéOrIsme II, — Si les deux surfaces se coupent sous un angle constant et que la courbe E d'intersection soit une ligne de courbure par rapport à la surface F, elle sera aussi une ligne de courbure par rapport à la surface F,.
En effet, dy el ^ étant nuls, le théorème I exige que ^
soit aussi nul. Donc ....
Les propositions réciproques de ce dernier itiéorème sont également vraies.
Théorème 111. ~ Si trois surfaces F, F,, Fî se coupent deux à deux orthogonalemenl, elles se coupent aussi deux à deux suivant leurs lignes de courbure.
En effet, de ce que les trois surfaces se coupent deux à deux sous angle constant, la somme des angles de deuxième contingence géodésique de chaque ligne d'intersection par rapport aux deux surfaces qui la déterminent est nulle par suite du théorème I, ce qui fournil trois équations entre six inconnues. De ce que les trois lignes d'intersection forment deux à deux des angles droits, la somme des angles de deuxième contingence géodésique de deux lignes d'interseclion par rapport à la surface sur laquelle elles se trouvent est aussi nulle,
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d'après le n" 58, ce qui fournit trois nouvelles équations entre les six mêmes inconnues. Or ces six équations sont linéaires, binômes, privées du terme constant, entre six inconnues. Donc chacune de ces inconnues est nulle, ce qui exige que les lignes d'intersection soient chacune une ligne de courbure par rapport aux deux surfaces qui la déterminent. Donc. . . .
Nous nous occuperons plus loin de la recherche des lignes de courbure d'une surface donnée.
71. Des tangentes conjuguées. ~ Si, par deux points infiniment voisins A, A', pris sur une surface, on mène deux plans tangents T, T', l'intersection de ces deux plans est une tangente conjuguée de la tangente AA'. La théorie des tangentes conjuguées a'été introduite dans la Géométrie par M. Charles Dupin.
THËORfittE. — Deux tangentes conjuguées sont parallèles à deux diamètres conjugués de l'indicatrice.
En effet, le plan P de l'indicatrice du point A passant par le point infiniment voisin A' est parallèle au plan tangent T en A ; donc, les intersections de ces deux plans avec le plan T' tangent en A' sont parallèles; or, l'intersection des plans T' et P est la tangente à l'indicatrice, donc elle est conjuguée du rayon vecteur mené en A', lequel, à la limite, se confond avec la tangeiite AA'. Donc ces deux tangentes conjuguées sont parallèles à deux diamètres conjugués de l'indicatrice.
Corollaire I. — Si une tangente i est conjuguée d'une autre tangente t' en un point A de la surface, réciproquement la tangente t' sera conjuguée de la tangente t, puisque la construction des deux tangentes dans ce second cas conduira à deux lignes parallèles à deux diamètres conjugués.
Corollaire If. — Si une courbe C est tracée sur une surface et qu'en chacun de ses points on mène les plans tangents à la surface, on obtiendra une surface développable dont la génératrice recliligne sera en chaque point conjuguée de la tangente à la courbe qu'elle rencontre en ce point.
Corollaire III. -— Si la courbe G est une ligne de courbure de la surface F, elle sera aussi une ligne de courbure de la surface développable. En effet, sur cette dernière, la tangente
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à la courbe et la généralrice sont deux tangentes conjuguées orthogonales. Donc. . . .
Corollaire If. — La courbe G a mêmes composantes normale et langenlielle de sa courbure propre par rapport à la surface F el par rapport à la surface développable, puisque les plans tangents et normaux à ces deux surfaces suivant l'élément ds de la courbe sont les mêmes, el que d'ailleurs la longueur de l'élément ne cbangc pas. Il en est de même des composantes normale el tangentielle de la courbure inclinée de la courbe C suivant les directions conjuguées.
Corollaire V. — Si l'on développe la surface développable sur le plan tangent à la surface F en un point de la courbe C, les composantes tangcnlielles des courbures propres ou inclinées suivant les génératrices, ne sont pas altérées, puisque les angles tangeniiels ne sont pas altérés, et que l'élément ds reste invariable pendant le développement.
Corollaire VI. — Si la courbure tangentielle de la courbe C est nulle, la courbe C se changera en ligne droite sur la surface développable après le développement; et si celte courbure est constante, elle se changera en cercle sur la seconde surface développée. Généralement, si la courbure tangentielle est seulement fonction de l'arc s, et de l'angle de contingence tangentielle, la courbe obtenue par le développement de la seconde surface jouira de la même propriété.
Corollaire Fil. — Si deux courbes C, C tracées sur une surface sont tangentes, ou ont un contact d'un certain ordre, les deux surfaces développables qui enveloppent la surface suivant ces deux courbes seront aussi tangentes, ou auront un contact du même ordre, suivant la généralrice menée au point de contact.
72. Condition pour que deux courbes C et C tracées sur une suiface soient conjuguées. — Deux courbes G et C sont conjuguées lorsque les tangentes au point d'intersection sont conjuguées. D'après ce que nous venons d'établir, ces deux tangentes sont parallèles à deux diamètres conjuguées de l'indicatrice; ceci entraîne la condition (n° 57) que la composante
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normale ^ <le la courbure îoclinée de l'une des deux courbes par rapport à Vautre soit nulle; donc, en remplaçant dans l'équation (2) du même numéro, les rapports -v-jjî ■ ,-.' <
par les rapports (-7-^) ' [-j-^] ^^^ ^^cs coordonnés qui se rapportent aux deux courbes, on aura la condition suivante :
Cette équation servira à reconnaître si deux courbes tracées sur une surface sont conjuguées entre elles; et lorsque l'une des deux courbes sera donnée, elle sera la différentielle de l'équation de la courbe conjuguée.
Lorsque les lignes coordonnées sont conjuguées, cette équation devient
I /da,\ /d<7,\ i
Si l'on demande un système de deux courbes conjuguées se coupant sous un angle donné 6, Il faudra que les rapports
( T~] '(t^) ' '^uel'onreprésente, pour abréger, parmi et m,, satisfassent à la condition exprimée par tang6, au n''70; de sorte que si l'on élimine entre cette condition et la première, que nous avons écrite dans ce numéro, le rapport m„ ou bien
(t^I ' ''" fouvera pour condition générale des courbes conjuguées se coupant sous l'angle 9, l'équation ,' /</gA'r sin(y — 9) sinS
l UW.L '■> "^ '
gA'r sin((p — 6) sin9 "|
^-cosesinipl
sin(,H
Cette équation doit renfermer, comme cas parliculicr, I
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quation des lignes de courbure qui correspondent à la valeur
de 6 égale à-; et on retombe en effet sur cette équation
lorsqu'onintroduitcettehypotbèse dans l'équation précédente. Si les coordonnées sont conjuguées entre elles, l'équalîon précédente devient
Si les coordonnées sont 1ns lignes de courbure de la surface, on a
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73. Existence d'un principe fondamental relatif aux éléments 'tangentiels. — Les propositions que nous avons démontrées dans les Cliapitres qui précèdent sont de deux sorles : les unes se rapportent aux éléments tangentiels des courbes tracées sur la surface, c'est-à-dire aux projections des éléments des courbes sur le plan tangent à la surface; les autres se rapportent aux éléments normaux de ces courbes, c'està-dire aux projections de leurs éléments sur le plan normal à la surface. Or toutes les propositions d'e la première espèce peuvent se condenser en un seul principe géométrique, relatif à la somme des angles d'un polygone géodésique, en entendant par là un polygone dont tous les côtés sont des lignes géodésiqucs. Ce principe est pour la Géométrie des surfaces ce qu'est pour la Mécanique le principe des forces vives, dominant, comme lui, tous les faits d'une même catégorie dont ils sont la conséquence Immédiate. C'est l'illustre Gauss qui l'a énoncé, et ce géomètre ne s'est point mépris sur la nature de ce principe, lorsqu'il a écrit ces lignes (*) : « Ce théorème, si nous ne nous abusons point, peut être compté au nombre des plus élégants de la théorie des surfaces courbes; » il auraii-pu ajouter qu'il est aussi un des plus féconds.
Il se présente comme conséquence des formules, déjà établies, qui se rapportent aux courbures langenlielles des lignes tracées sur les surfaces, et cela de plusieurs manières; on peut aussi l'établir directement. Mais comme les formules relatives aux courbures normales sont indépendantes de ce principe, au lieu de commencer par la démonstration du principe
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rie Gauss, comme nous aurions pu le faire, il nous a paru préférable de suivre une marche qui donnât à la fois et les théorèmes relatifs aux courbures langentielles et ceux qui sont relatifs aux courbures normales. Mais, dans les applications, il convient de faire usage de ce principe, qui donne sans effort une des équations de la question.
TÎP. Transformation sphérique des lignes tracées sur la surface. — Soit une ligne s tracée sur la surface; des différents points de cette ligne menons des normales dans le région extérieure de la surface; du centre d'une sphère de rayon égal à I, menons des parallèles aux normales, par un déplacement effectué dans le même sens. On déiermine ainsi sur la sphère une courbe qui est dite la transformée sphérique de la courbe tracée sur la surface, et qui en est comme l'image scmhlablement placée, c'est-à-dire que, lorsque sur la surface deux lignes partent d'un même point, dans deux directions, les lignes correspondantes partent d'un nième point, et sont semblablement placées, ce qui exige que la lignesituée à droite de l'autre sur la surface ait sa transformée située à droite de la transformée de la seconde ligne, quand on se placera de la même manière sur les deux surfaces, dans leurs régions extérieures.
Transformée sphérique d'une ligne de courbure. — Nous démontrons les propositions suivantes ;
1" Les arcs infiniment petits correspondants de la ligne de courbure et de sa transformée sont parallèles. En effet, les normales à l'extrémité de l'arc dtr et de son transformé da' sont parallèles, et comme les preniières se rencontrent et ne diffèrent en longueur à partir du point de rencontre que d'un înfiment petit, il résulte que les deux arcs sont parallèles, el que les plans des secteurs correspondants sont parallèles.
2" Deux plans normaux à la surface et à la sphère suivant des arcs correspondants sont parallèles. Cela résulte de la proposition i",
3° Deux arcs correspondants du', da sont liés entre eux par
la relation - — = — > îïïo étant le rsjon principal de courbure
de l'arc da.
4" Les angles de contingence lanfzcniiello de ki oourbc t et
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de la Iranstormée o-' sonl égaux en des points correspondanis. En effet, deux plans normaux infiniment voisins de la courbe c sont parallèles aux plans normaux de la courbe tr' aux points correspondants; or l'angle des deux premiers est égal à l'angle des deux derniers ; ces deux angles sont les projections tangentiellesdesanglesdecontingencedes deux courbes. Donc...
5" La surface développable, lieu des normales à la surface aux divers points de la ligne de courbure o-, et la surface conique, lieu des rayons de la sphère parallèles à ces normales, sont telles, qu'après le développement sur un plan des deux surfaces, les angles des génératrices correspondantes sont égaux.
6" A un double système de lignes de courbure de la surface F correspond un double système de lignes sphcrii^ues orthogonales.
Mesure de la courbure d'une surface
TnËoiiÈHE. — Quel que soit le contour infiniment petit tracé autour d'un point sur une surface, le quotient de l'aire du contour sphérique correspondant par l'aire du premier contour est
constant et égal à l'inverse du produit des rayons princi-
l'ipaux de courbure.
En effet, soient rfÛ, rfii' les aires de ces deux contours, elles peuvent être décomposées par le système des lignes de courbure d(7, drr, et par les lignes sphériques correspondantes de', d-j\ en quadrilatères orlbogonaux infîniment petits. Les aires de deux quadrilatères correspondants auront pour expression dada,, du'dtj',; donc, en vertu dn tliéorème III du numéro précédent
, . , , rfo-rfc-, (la lia, — î
ra, Toi
et en faisant la somme des quadrilatères correspondanis do |)art et d'autre, l'on auro
<;'est à cause de l'invariabilité du rapport de dil' à du pour un point de la surface, lorsque le contour de ce point est
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quelconque, mais intiniment petit, que l'on prend, d'après Gauss(*), ce rapport pour mesure de la courbure de la surface de ce point. Telle est la démonstration annoncée au n" 61. Si l'on considère û' et £i les aires de deux contours finis cor-
Fcspondants, l'on aQ.'= i j ■ étendue à toute la surface
du contour, et cette intégrale double, qui joue un rôle important dans la Itiéorie des lignes tracées sur la surface, est appelée ta courbure intégrale de la suiface dans toute l'étendue du contour, nous l'appellerons aussi aire sphérique du contour,
76. TnÉOBÈME DE Gauss. — Dans un polygone de n côtés géodésiques, l'aire sphérique du polygone correspondant est égale à la somme des angles de ce polygone , diminuée d'autant défais deux angles droits qu'il y a de côtés moins deux.
Démontrons d'abord le tliéorème pour le triangle géodésique A, B, C. Il s'agit de calculer l'aire sphérique Q.' de ce triangle. Prenons, pour système coordonné sur la surface, les arcs géodésiques menés du point A {^g. 8) et l'angle e qu'un
arc géodésique o- fait avec le côté AB. D'après cela, l'élémenl de l'arc orthogonal des rayons géodésiques sera d(y, — H, di, IIi ctani une fonction de <7 et de e ; on aura donc
Or, si l'on applique la formule (9'") du n" 41 cl la formule
C) Rechercha mr les Swfacci, § VI.
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(8-") (in n" 29, on a
Si l'on a égard à la première équation, oi qu'on intègre la v leur de Q,' par rapport à du, l'on a
Or, pour (T = 0, l'on a
ddu, , . . j. /</H,\
Done, l'iniégrale devient, en ajani égard à la seiionde des équations (i),
mais, d'après la formule (6) du n" i7, l'on a, dans le système de coordonnées géodésiques, a étant l'angle qu'un rayon géodésique quelconque fait avec la courbe BC, l'équation dx = I, car l'angle <f est droit, et la courbe BC étant géodésique, I esl nul. Substituant cette valeur de Ii dans l'équation précédente, ou obtient
(2) ±!.l' = (7î-A-lt-Ç). C.Q.F.D.
Donc, la somme des angles d'un triangle géodésique tracé sur une surface quelconque est supérieure ou inférieure deux angles droits d'une quantité qui a pour expression l'aire sphérique du triangle géodésique, suivant que la surface concavo-concave ou concavo-convexe.
On passe sans difficulté de ce cas à celui d'un polygone quel conque géodésique en décomposant ce polygone en triangle; géodésiques. La démonstration que nous venons de donner esi celle de Gauss, toute basée sur les deux équations du préseni numéro.
77. Principe plus général. — Le théorème de Gauss ainsi qu'une inlinilé d'autres se présenleiU comme conséquences
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d'un ihéorciiie encore plus général. Transcrivons les deux équations (lo)du n" 37 :
Si nous intégrons la première équalion entre deux valeurs de p„ p'°' el p''', el le résultat obtenu entre deux valeurs de p, pC) elp''', et qu'on représente par ll'{^, l'intégrale double du premier membre, par A, B, C, D les angles du quadrilatère curviligne correspondant aux limites que nous venons de fixer, et
par </(Ti,ô- l'arc et la projection langentielle de la courbure
d'une quelconque des lignes coordonnées qui limitentle quadrilatère, on aura {Jig. 9)
igné i du
dernier terme s'étcndant à tout le contour, et
l'indice i devant être zéro ou 1, suivant que l'on intègre le long des lignes de la série p, ou de la série p.
En opérant de la même manière sur la seconde des équa lions {1) du présent numéro, et en représentant par y- la projection tangentiellc de la courbure inclinée d'une quelconque
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des lignes coordonnées qui lerminent le contour, on aura
(5) U;^) = 4.(A}->];(t:-B) + ^(C)- ^(Tt-B) + j"^ '^■{<f),
dans laquelle le "signe I du dernier terme se rapporte à tout
le contour, pourvu que l'indice i soit fait égal à zéro ouà i, suivant que l'on intègre le long des lignes de la série p, ou de la série p.
Il est évident que les deux théorèmes (4) et (5) jouissent de la plus haute généralité, et s'appliquent à toutes les formes de la fonction <!f.
Si le quadrilatère est géodésique, les intégrales contenues dans le dernier terme de la formule (4) disparaissent, et l'on a
ff4^f----^i^) + '^^''-^^-^^^^ + '^^''-'^^'
dont le second membre ne dépend que de la fonction 4" et des angles du quadrilatère géodésique.
78. Application des formules précédentes. — i''Si l'on suppose que la fonction i}' de l'angle cp est log sin œ, n" 38, la formule (4) rlu numéro précédent devient
i C f '^^'^'^' / COSM cosv \
\jj sin'9 \'M:^âJ)
"' j , HinA.sinC rd<7i
! " sinB.smD J Bj ^
Cl si le quadrilatère est géodésique, on obtient
fdcjdlT, /COSK COSC'X
„ r drjdfT, /cosK _ cos:' \ _ sJnA.sJnG
' ' j sin'f ^^ÂT^^JX"/ sinB.sinD'
2" Si l'on suppose que la fonction ^ est logtang - ((p), n''38, on trouve la formule
! r rdada. / cosH, coscA
I =log(lang^A.tang^B. tangue, Ung^l))+J^j|^-
yGoosle
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Dans cette dernière formule, les intégrales du second membre disparaissent si le quadrilatère est géodésîquc.
Nous avons choisi de préférence, pour nos applications, ces deux formes particulières de la fonction i[j, parce qu'elles nous sont imposées en quelque sorte par les équations (6' ) du n-ST.
3" En supposant le quadrilatère géodésique et la fonction 4'{'?) égale à 9, on a le théorème de Gauss, pour le quadrilatère géodésique; ensuite, en supposant un côté infiniment petit, on retombe sur ce théorème appliqué au triangle géodésique, et on s'élève enfin au cas d'un polygone géodésique quelconque, comme on l'a indiqué au n"76.
79. Théorème de M. Bonnet. — Ce théorème donne l'expression de l'aire sphérique d'un polygone quelconque de n côtés. Il se présente comme une conséquence intuitive de celui de Gauss. En effet, si par les différents points inQnimeni voisins des côtés du polygone on mène des arcs géodésiques tangents en ces points à ces côtés, l'on obtiendra un polygone géodésique. Si l'on appelle If la projection tangentielle d'un angle quelconque de contingence d'un de ces côtés, cet angle sera le supplément de l'angie intérieur correspondant; on aura donc, en appliquant le théorème de Gauss, au polygone ainsi construit, et en appelant A, B, G, D, E,... les
s'étendant à tout le con-
angles finis du polygone, le signe \
rrji^=A+iî+c+D+E+...-yi,--
Ce théorème se démontrerait directement au moyen de la formule (4) du n^TT, en y faisant i]j{9) égale à 9 et en passant au cas d'un polygone quelconque, comme on vient de l'indiquer à la fm du numéro précédent.
80. Théorèmes semblables. — Les formules que nous avons établies aux n"' 38 et 39 donnent naissance à des théorèmes semblables.
Écrivons la seconde des équations (10) du n" 38, nous au-
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rons
da lia, sin<o , , , , 1 — cl«d,cf> -t-d,J + dj,.
Si l'on intçgre les deux membres, dans toute retendue du quadrilatère limité par les courbes qui ont élé définies au commencement du n'??, on aura
dans laquelle le terme \ J est la somme des projections tan-
gentielles des angles de contingence inclinée des deux côtés opposés du quadrilatère formé par quatre lignes coordonnées,
el\ J( est la somme des projections des angles de contingence
inclinée des deux autres côtés opposés. De là on déduit :
TEÈORtitE. — Dans un quadrilatère formé par les deux lignes d'une série d'un système de coordonnées, coupées par deux autres lignes de l'autre série, la somme des angles, augmentée de la somme des projections langentielles des angles de contingence inclinée des quatre cMés par rapport aux courbes de la série qui coupent ces côtés, est supérieure ou inférieure à 36o degrés, et l'aire sphérique du quadrilatère égale la différence.
Si nous écrivons la formule
et que nous intégrions, nous obtiendrons, en représentant par 2IJ' l'intégrale double du premier membre,
ou bien
i!'_ c^'^'hi T'''"^- r''""^_ r'''--
chaque intégrale s'étendani aux deux côtés opposés du quadrilatère.
CBAriiHË VI. — DES roi.YGONES nÉiiCÉsiQLEs. m
Cette équation donne
THÉonitiiE. — Le double de l'aire sphérique d'un quadrilatère formé par quatre lignes coordonnées est la somme des projections tangentiel/es des angles de contingence propre diminuée de la somme des projections langentielles des angles de contingence inclinée des côtés du quadrilatère.
Il est bon de remarquer que, dans ces différentes formules,
une somme telle que \ I, dépend d'une intégrale de la forme
/ ^i qui est connue en fonction de p, py dans chaque système
des coordonnées; or il peut se faire que quelques-unes de ces intégrales viennent à s'annuler par la nature du système ou bien par celle du contour que l'on considère. Ainsi le théorème de Gauss pourra exister pour d'autres polygones que les polygones géodésiques.
81, Conséquences des théorèmes précédents. — Appliquons les théorèmes précédents à quelques exemples : i" Considérons un polygone de n côtés a, h, c, ... formés d'arcs de courbes à aire maximum. Noas verrons plus loin que ces courbes sont caractérisées par cette condition que leur courbure tangentielle est constante. Soient — • — '■■ ■ les courbures tangenlielles des côtés a, 6, c, . - . , le théorème du n" 7!> donnera
Dans le cas général d'un polygone formé d'arcs de courbes quelconques, ce même théorème aura lieu, pourvu que —^
— ,■.. représentent les courbures moyennes des côtés a, b", c,....
2" Si la surface devient une sphère, la formule du n" 79 donne l'aire du polygone tracée sur la surface. Si le polygone est formé d'arcs de grands cercles qui sont les lignes géodésiques de celte surface, on trouve le théorème connu sur l'aire de ce polygone.
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3° Si la surface est un plan,, ou une surface développable, ort obtient une relation entre les angles du polygone et la somme des projections tangeniielles des angles de contingence des côtés de ce polygone, dans le cas où ces côtés sont des arcs de courbes quelconques; si ces arcs appartiennent à des lignes géodésiques, on retrouve la relation qui existe entre la somme des angles d'un polygone plan et rectiligne, et le nombre des côtés.
CHAPITRE PREMIER
DES LIGNES QUI DÉPENDENT DES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS DU PREMIER ORDRE.
§ !, — Des bissectrices.
82. Des lignes bissectrices des angles d'un système coordonné. — On appelle ainsi les lignes qui, en un point quelconque, coupent l'angle d'un système coordonné, ou l'angle supplémentaire, en deux parties égales. Il y a donc deux lignes bissectrices, l'une, de l'angle intériear, et l'autre, de l'angle extérieur du système.
Équations différentielles. — Si l'on appelle a, [3 les angles de la première ligne, et «i, [3i les angles que la seconde ligne fait avec les deux lignes coordonnées; ds, di, du, l'élément d'arc de la première ligne, et les éléments des lignes coordonnées correspondants; ils, î) 17, 5 0-1 les quantités analogues de la seconde, on a les équations pour la première et pour la seconde
D'après cela, les équations (1) du n° hk donnent pour équation différentielle des deux courbes
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Les différentielles des arcs sont
(3) ds^idTCOsa, is — iSo-COSa,.
Hayons de courbure tangentielle. ~ Soient P et Pi les rayons de courbure tangentielle des courbes ds, ûs; l'on a, en faisant usage des formules (5) du n" 46,
desquelles on déduit
COSg _ 5\Qci. _l(} |_\ I
Si l'angle cp est constant, les équations (4] deviennent
acosa _ ' I 2 sina _ i i
~F^ "^ ^ R "^ s; ' ~p;~'^h'^ïï;'
Dans tous ces cas, le principe, des moyennes harmoniques donne la construction des rayons de courbure tangentielle P, P,.
Angles de contingence géodésique. — Les formuk^s (5' } du n" 47 prouvent qu'en un point, on a
c'est-à-dire que les angles de contingence tangentielle des deux courbes bissectrices sont égaux.
Système orthogonal. — Les deux courbes bissectrices forment un système orthogonal. Les courbes de la première série et les courbes de la seconde s'obtiennent, les premières par la variation du paramètre constant introduit par l'intégration de la première équation différentielle, et les secondes par la variation du paramètre constant introduit par l'intégration de la seconde équation différentielle. Le système de ces courbes partage harmoniquement le système des lignes coordonnées.
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83. Problème 1. — Bissectrices des angles du système donné par les génératrices rectilignes de V hyperholoXde à une nappe.
L'équation de l'hyperboloïde à une nappe est, en coordonnées cartésiennes,
les équaiions des deux génératrices sont
p et pi élani les deux paramètres variables; on en déduit
a~ 1 -t-pp, ' b' i + pp, ' c H-pp, Si l'on différenlie d'abord par rapport à p, et ensuite par rapport à p,, on trouve
dx _ p, dr , J_— PÎ_ dz ^ i + p' ,
d^ ~^^"(i-f-pp,f' rf^"" [i-t-ppi)'' dp^ ■(i + pp,r'
f/pi (l + ppi)' (/p,
Si l'on pose, pour abréger.
^ = i,^^jn^±^, ,(,)..^^
^^^ Ffpl^p ^ ^^^, F(p,)</p, , (n-pp,)'' ' '(.+pp,;''
les équations différentielles des bissectrices seront
dp _ dp,
Vi ■+ ■iK'p^-+- p' \/i -+- aK'p^ + pI
c'est l'équation de Lagraoge, elle s'intègre par les procédés connus. Son intégrale est, en appelant A la constante de l'intégration,
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Cette équation se décompose en deux, en appelant ajx eta;/, les deux paramètres variables, l'on a
p^p'+ K'(p= + pi) + H-V'(i+2K'P'+ P')(i-
t-ïK-pî+p!)
Si maintenant l'on passe au système cartésifin, on trouve le système de lignes de courbure déterminé sur la surface de l'hyperboloïde à une nappe par les intersections d'un ellipsoïde et d'un hyperboloïde à deux nappes, homofocaux.
I II. — Des lignes hamioniquës.
84. Des lignes conjuguées harmoniquesàrapport constant.— Lorsque deux lignes ds, is sont tracées sur la surface, de telle sorte que les rapports des sinus des angles qu'elles forment avec les lignes coordonnées soient égaux et de signes contraires, ces lignes sont dîtes conjuguées harmoniques par rapport aux lignes coordonnées; et si la valeur absolue du rapport reste invariable d'un point à un autre, elles sont conjuguées harmoniques à rapport constant.
Équation différentielle. — Si l'on conserve la notation du n" 82, et qu'on suppose m constant, l'on a les conditions
desquelles on déduit les équations différentielles des courbes harmoniques
dij^ mda„ 3(7 —-— mirr,.
On trouve, pour les différentielles des arcs, les expressions suivantes :
^s— da, \/i4- m'-K amcos©, is=:'iai\/i -h m^— im cos^. Le rayon de courbure langenlielle P de la première est
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donné par la formule
sin'ffl I _ /cos(3 cosa\ / cosœ cos^N
et on obtient le rayon de courbure tangeniielle P, de la seconde, en changeant dans celle-ci P en V„ a en «,, [3 en |3i, ei en changeant le signe de m.
Systèmes conjugués harmoniques. — Lorsqu'on aura intégré les deux équations différentielles, en représentant par f*, |Wi les deux constantes introduites par l'intégration ; le système des courbes ja, ^, sera un système de lignes coordonnées qui sera coupé harmoniquenient sous le rapport constant m, par les lignes p, p,. On a donc deux systèmes coordonnés qui sont conjugués harmoniques, l'un par rapport à l'autre, sous rapport constant.
Si m était une fonction donnée des coordonnées du point p, Pi, les équations précédentes, à l'exception de celles qui se rapportent au rayon de courbure, auraient encore lieu.
85. Problème II, — Conjuguées harmoniques d'un système de coordonnées de la surface hélicoïdale.
Si l'on représente par ( la projection du rayon vecteur mené d'un point fixe à un point de cette surface sur le plan des xy, et par S l'angle que fait cette projection avec la droite fixe ox, les équations de la surface Iiéliçoïdale sont
X ^.^icos9,
On déduit
^ = cos8,
dl
et consequi
</ff'=.(ï= + rtM(^â% <'^\ ---■] ' + [^^'l 0]'] ; '''S
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Les équations différenli elles des deux lignes conjuguées harmoniques du système — p, / -- p, seront donc
rf5 = ±„^' + W'.'J-rf,,
le signe -l- se rapportant à la ligne intérieure et le signe — à la ligne extérieure par rapport a l'angle 9 des lignes coordonnées. Les équations de ces lignes sont, p., p.i étant les constantes de l'intégration.
J yja'+l' '^ J y/à' -ht'
et l'on voit que, si le rapport m, au lieu d'être constant, élail une fonction de (, ce qui revient à dire qu'il ne changerait pas sur la ligne coordonnée ( = p,, la question ne dépendrait encore que des quadratures.il en serait de même si le rapport m était le produit de deux fonctions, l'une de et l'autre de t exclusivement.
Héliçoïde gauche à plan directeur. — Dans ce cas, "Jj ( ( ) est constant, ce qui entraîne la condition <^'{i]^o; de plus, l'angle des coordonnées 9 est droit; on a donc
dont les intégrales sont, jj. et //, étant les constantes de l'inlégnUion,
Remarque. ~ Les équations de la surface hélicoïdale peuvent être mises sous une autre forme qui nous sera utile. Soient c, w des fonctions de l; n ei a des constantes; l'on a
.r=^(eosn[e-i-^'), j-=;5inH{0 + i'), z = ,m{0 + i')^- w. 11 est ('vident qu'elle représente, comme la précédente, la
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même surface hélicoïdale, puisque l'éliniinalion de 9 4- w dans ces trois dernières et de l'angle B dans les trois premières conduit au même résultat suivant :
z = aa.vc (tang = ^j +T(a7=+7=).
Rectification des harmoniques. —Dans le cas général, les éléments des arcs des deux lignes harmoniques sont donnés par la double expression
rf, = \/(i+5:i(!Wii+r )i±i» +: i
le signe + se rapportant à la première et le signe — à la seconde des deux conjuguées.
§ III. — Des trajectoires OBTHoaoNALES de l'une ces deux
LIGNES COORDONNÉES
86. La trajectoire orthogonale de l'une des deux lignes coordonnées est celle qui coupe toutes les lignes d'une série [p] des lignes coordonnées sous un angle droit.
Équations différentielles, — Soit i^* l'élément de la courbe qui coupe la ligne da orthogonalement ; la projection du premier de ces éléments sur la direction du second devant être nulle, on a l'équation
d'y + cos(p </(7i = o;
de là résulte cette règle que, si, dans l'expression générale de (/s%
(y,sï= drj] -\- drj^-h 1 C059 dada,,
l'on regarde da comme une variable, la dérivée de ds par rapport à da doit être nulle.
La différentielle de l'arc est
Si l'on remarque que l'angle «est égal à -t et que|3 = ip — '-■,
I20 LIVRE II. — APPLICATIONS DES théouies précédentes, la seconde des équations (5) du n" 46 donne
laquelle fait connaître le rayon de courbure langentielle P.
Système complémentaire. — Si l'on cherche les trajectoires orthogonales de l'autre série de lignes coordonnées, et qu'on représente par 3 s, Jtr, S tri les éléments de ia trajectoire et des lignes coordonnées, l'on aura l'équation différentielle
J(7i + cos(pi)a-:=o.
Si l'on intègre les équations différentielles des deux trajectoires et qu'on représente par jj:, j/i les deux constantes de l'intégration, le système des courbes ft, fd sera uri système <le lignes coordonnées, complémentaire du précédent, et les deux lignes formeront entre elles ie môme angle.
Les systèmes formés, le premier des deux lignes p, et (x et le second des deux lignes p et ji, seront orthogonaux.
87. Fhoblëhe m. — Trajectoire orthogonale d'un système de lignes coordonnées de la surface condidale.
La surface conoïdale est celle qui est engendrée par une courbe plane, pendant qu'une droite fixe, située dans son plan, décrit un conoïde. En conservant les notations du n" 85, l'on a
37 = i cose, y = t sin â, z —/{d) + 4- ( 0-
L'équation aux différences partielles.de la surface est, en représentant par p, q, r, s, u les dérivées premières et secondes de z par rapport à x el iiy,
y^r ■+ x^u, — xys — qy — yx =:o.
Si l'on prend les différcniielics complètes de x,y, z par rapport aux variables et t, qu'on élève au carré et qu'on ajoute, l'on obtient
si l'on veut obtenir la trajectoire orthogonale de la série di, des lignes coordonnées 6 :=p = const., il faut poser, d'après
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la régie (86),
si l'on divise les deux membres par <^'(t], on oblienl jlt__
Vin
donc l'imégriilc est
r rit
(j, élant laconslanie intrciduile par l'iniôgralion.
Surface hélicoïdale. — Pour passer au cas de la surface hélicoïdale, il fautposer/(0) — «0, «étant une conslame; cette dernière équation devient
Si l'on veut obtenir la trajectoire orthogonale de l'autre sé- 'ie des lignes coordonnées, il faut poser
d'où Ton déduit
^ f i,'i.t)'tt _
Proposons-nous de rapporter un point quelconque de celte surface, au système orthogonal t et p.,, et d'exprimer la valeur de ds en fonction de ces deux coordonnées.
L'équalion précédente donne
dB-dp.-a^^^-jj-y
il faut porter celte valeur dans l'expression de ds' se rapportant au système t et S, laquelle, d'après ce que nous avons écrit plus haut, est
f/i'=:i(i --h i[;'ï) (/;=-(- (rt=4 P)dO^ + in^'dOdl:
1 DIÎS TIIÈOIIIIÎS PRÉCÉDENTES,
on obtient ainsi
-dl.\
laquelle ne renferme pas le double produit dy.,dt, comme cela devait être. Nous reviendrons plus lard sur cette expression, pour en tirer une conséquence remarquable.
Pour otitenir dans le cas de la surface hélicoïdale la valeur de l'élément ds de la trajectoire orthogonale de l'arc do-, il faut faire usage de la formule
iincp,
la rectification de la trajectoire ne dépend donc que des quadratures.
IV
Des TIlAJECTOHHtS sous ANGLE DONNÉ DE l'uNE DES DEUX LIGNES COORDONNÉES.
88. Équation différentielle. — Conservons les mêmes notations que dans le n" 82. Soit a l'angle donné sous lequel ds doit couper rfo-; en exprimant que la projection ds est égale à la somme des projections de drr et de da, sur la direction de d<T, l'on a
df7 -\- coSfdfj, =^cosads, ou bien
_ sin^d/T,
h cosQ)ri(7i'
ou bien
(sinacosfp — cosas\i\<ù)d<j: ■+- sinaf/cr -;o,
qui est l'équation différentielle de la courbe. La dilTérentieile de l'arc est
COS l» - a) C0S(9 — aj
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Rayon de courbure tangenùelle. — Lorsque l'anj^lc constant, la seconde des équations (5) du a° 4fj donrn;
laquelle donne la construction du rayon do courbure tangcntielle P.
Trajectoires conjuguées. — Considérons deux trajectoires ds, 'is, la première sous l'angle variable ce, la seconde sous l'angle variable ce, de la ligne coordonnée d'j ; les angles a. et k, élant liés entre eux par la relation
F(«, «,) = '«m étant une constante; si l'on écrit les deux équations relatives à a et «1, qui se déduisent de !a deuxième des équa-
tiens (5), n" 46, qu'on multiplie la première par -,- et la se-
coude par -v-) et qu'on ajoute, en ayant égard à la différentielle de la fonction F, l'on a /dY d¥_\
-f- ^^ / — TT -^s
1 IdV . dV . \
Si l;i relation F se réduit à a -f- a' = ~, l'équation précédente devient
sii9 T -'^ ÏT = n i '^'"P + ^'"P') + r *^*"" + '^■
« bien
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Si l'on cherche la condition pour que le terme qui contient la courbure inclinée langemielle t- disparaisse, il faut intégrer l'équation aux différences partielles
dF . dF
-j— sina -i — -, — s (la dtx,
dont l'intégrale esi
tan g -
tan g -
89. PnoBLÈME IV. — Trajectoire sous un angle constant a d'un système de coordonnées curvilignes de la surface hélicoïdale.
Prenons l'équation, n" 88,
rfffsina— {cosce sinç — sinct coscpjt/rr, ;= o.
Dans la surface hélicoïdale, l'on a
rtJ;' . s/a^ + t'-h l''h'^
cnsfp — ^ , sinm:^ — ^. ■■■. ■ . ;=: ;
conséquemmént, l'équation différentielle de la trajectoire sera
sina(/e=(cosa v'«'^*'~-l-- '^'F'^— -asina'4'') ^ ' ■■-;> dans laquelle les variables sont séparées.
Problëhie V. — Trajectoire sous angle constant des méridiennes d'une surface de révolution.
Soit ( la distance d'un point quelconque de la surface à l'axe de révolution, 6 l'angle qu'elle fait avec un plan fixe passant par l'axe; en prenant Set ( pour coordonnées curvilignes d'un point quelconque de la surface, on a S^p, i=py; soit z = 4'(0 l'équation de la courbe méridienne
dfT~ tdû, dT, = d(\Ji -+- 'Y',
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l'équation de la trajecioire sera
dans laquelle les variables se séparent immédiatement. L'équation précédente étant intégrée, on obtient, ft étant la constante d'intégration,
C'^t ,— — rr 9 — p. = cola I --- v^i -4- 4" •
Si l'on veut rapporter un point quelconque de la surface de révolution aux coordonnées |M = const,, i = const., il faut, dans l'expression du déplacement rfs exprimé au moyen des coordonnées 9 et t, introduire les coordonnées [j. ei t; or, l'on a
l'équation précédente donne
substituant dans la précédenie, l'on obtient
ds'^^ . ^ (i -f- i{;"J + PdiJ.' -\- icoxxtdadt \/i -h^'''-
On a ainsi un système de coordonnées à angle constant. Cette équation serait encore exacte si la trajectoire coupait les courbes méridiennes sous un angle a variable avec la dislance ( du point à l'axe de révolution. Dans ce système de coordon-
dc ■^=: (du, da,^ — ^ — ~ dt, €05»= cosa, ' sin« ^
Différentielle de l'aire. — Soit l'aire comprise entre um courbe méridienne, la courbe s et un cercle parallèle, l'on ;
du = t^i ~h ^"'dOdt, u= j dO f tdl\l\ -\-y.
yGoosle
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I<i limite supérieure se rapportant à la valeur de S donnée par l'équation de la irajectoire.
Problème inverse. — L'équation, différentielle de la trajectoire sert aussi à résoudre le problème inverse, qui consiste à déterminer la méridienne de la surface de révolution, de telle sorte que la trajectoire sous angle donné se projette sur un plan perpendiculaire à l'axe suivant une courbe donnée
L'équation difléreniielSc de la ligne méridienne est,, dans ce cas,
CQltx.ds = dt v'/'[F'(()]' — cut'œ,
dans laquelle les variables sont aussi séparées.
Applications : i " Trajectoire sous angle constant [5 des génératrices d'un oône droit. — Si s.y représente l'angle du cône, son équation sera
(= stangy.
On obtient, pour l'équalion diffère miellé de la Irajectoire,
siny t dont l'intégrale est
jji étant la constante de l'intégration, c'esl-à-dire la valeur de t correspondante à égale a zéro, et e la base des logarithmes népériens. La longueur de la trajectoire entre t égale à f/ et ( est
c.os j3 sin y
L'aire entre les mêmes limites de t, c'est-à-dire entre un arc de trajectoire, la génératrice et le parallèle qui passe par les cxlréniités de cet arc, a pour expression
w^ ,,;°,, ('log-^-fy.'iog-= ■ De là on déduit que l'aire comprise entre les deux généra-
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ti'ices correspondanles à y. ei à i el la Irajecl.oii-c est
2° Trajectoire sous angle confiant des lignes méridlennnes de la surface engendrée par la révolution d'une spirale logarithmique autour d'un axe situé dans son plan. — La surface de révolulion engendrée par une courbe plane tournant autour d'un axe situé dans son plan, lorsqu'on introduit le rayon vecteur x et l'angle if* qu'il fait avec l'axe de révolution, a pour équation
Dans cette lijpothèse, les différentielles des arcs coordonnés sont
da^TS\n'\'d9, dr, = d'i.^/V+lf^)f; or, dans le cas actuel, l'équation de la ligne méridienne est
T = ae"*, dans laquelle a et m sont des constantes. L'équation différentielle de la trajectoire sous angle constant sera donc
dont l'intégrale, en appelant 9, la constante introduite par j'in-
tang - i\i = e' i déduit
sindi =^ —fTz — ir\ tts — r^' cosd' = ,,. ■ .- j-n — ït-
T gli(S — Bol _^ g— U(l— W T £"{6 — «ni _j_ g— "('— "i) '
donc les coordonnées rectangles x, y. z d'un point quelconque de la trajectoire seront
cos ( g — ej
gi(
sin
le -6.)
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avec la condition
*/np = 2/71 arc [taiig = e'''*-*"'].
Si l'on appelle S l'arc de la trajectoire compris entre les valeurs Ta et T du rayon vecteur, l'on a
~ ■"' njcosa
La trajectoire jouit de la propriété suivante : que si l'on conçoit un point M décrivant celte ligne, en même temps un point 0' et un plan P mobiles; le premier, en restant sur l'axe de révolution, et le second, en restant constamment perpendiculaire à cet axe, et à des distances de l'origine de signe contraire, et égales à la distance du point décrivant M de l'origine ; si à chaque instant, on joint le point M au point 0', la ligne O'M prolongée décrira sur le plan mobile une spirale ayant pour équation sur ce plan
3" Loxodromie. — On appelle ainsi la courbe coupant sous un angle constant les cercles méridiens d'une sphère. Cette question est un cas particulier de la précédente, car si l'on suppose m=^o, l'équation représente une sphère. L'équation de la trajectoire exprimée par les variables J^ et ô ne change pas de forme, on obtient
ra.(^-
et le théorème précédent conduit à cette propriété curieuse, que si l'on prend la perspective sur la sphère de la spirale plane
située dans un plan tangent, le pôle de la spirale coïncidant avec le point de contact de la sphère et du plan sur lequel la spirale est tracée, la loxodromie est la perspective sphérique de cette spirale logarithmique quand on prend pour centre de perspective l'extrémité du diamètre qui passe par le point de contact.
4° Trouver la surface de révol/ition telle, que la trajectoire
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SOUS angle constant des lignes méridiennes se projette suivant la spirale parabolique sur un plan perpendictdaire A l'axe de révolution. — On a alors
/= aB\
a ciant une constante. L'équation différentielle de la ligne méridienne est ^_^_____
coiai/s — (/(i/t cot'a;
Cl, fin intégrant, ou obtient la développée de la parabole
§ V. — TeiaJEGTOIEE OBTHOCONAIE d'une courbe DONNEE.
91. Équation différentielle de la trajectoire. — Soient ds, diT, d(T, l'élément de la courbe donnée, et ses projections obliques sur les lignes coordonnées; «, p les angles que cet élément fait avec ses deux projections. Soient 3 *,ûff, 3(Ti,a,, |3, les quantités analogues de la trajectoire. L'aire triangulaire dont les deux éléments ds, "is sont deux côtés, donne, d'après le n" 6 du Chapitre 1,
(0 ds'is^smi^fid'yia,— da.ia);
on a aussi, d'après le même numéro,
/ offfiSin© Do-isincp \
Or, si Ton e-iprime que l'angle dsis est droit, l'on a
ce qui entraîne la condition i -+- iangx, tanga = o ; d'après cela, l'on a
da'-\-dal-¥-^-d:7da,ro^i<» dsai
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La première de ces trois relations doniiR l'équation différentielle de la courbe, et les deux autres donnent l'éiément de l'arc et sa direction.
Soit l'équation de la courbe proposée, u étant iin paramètre,
F(p.pJ = «, OU, ce qui est la même chose,
l'équation différentielle de la trajectoire sera (n" 52
„ «X- „db „dF „ «i
Hi -T— cos m — Hj— H-p-cosûj — Hi-T— dp ^ ffp, ap, ^ dp
avec la condition
Différentielle de l'arc. — L'équation (i) donne, en ajani égard aux relations du n" 52,
équation qui fait connaître Ss au moyen des éléments de la courbe proposée.
Courbure tangentielle. ~ Le rayon de courbure langentielle de la trajectoire orthogonale se calcule aussi au moyen de l'équation de la courbe proposée.
Si l'on remarque que l'on a
l'équation {7 ) du n" 49 devient HH.sinffl d' ,„ .
fH.sinp);
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3) du n" 52,
/HH,siii<p rfF\ V ,K dp]-
dç\ K
dT^
laquelle ne dépend que des élémenls de la courbe F.
Les quantités K et K, (cette dernière se rapportant à la courbe Ss) sont liées entre elles par la relation
~ = — HII, sinq),
comme nous l'établirons généralement au paragraplie suivant. Relations entre tes courbures -^, — ■ — La formule du n^SS donne
sin^ (^-ç) =;^(sin[5 + cos[3)-H^(sina-Hcosa).
Système orthogonat. — Pour obtenir les équations relatives à ce système, il faut poser 9 =^ ~ ; les équations différentielles de la courbe proposée et de la trajectoire orthogonale sont
dV . dY ,
La différentielle de l'arc est
K3s = iM.
92. Problème Vi. — Trajectoire orthogonale d'une ligne ellipsoïdale.
Soit l'équation de l'ellipsoïde en coordonnées rectangles
si l'on prend pour lignes coordonnées les iiiierseciions de cette surface ;ivec deux séries de surfaces du même degré
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homofocales, la première série élaiil composée d'iij'pcrboloïdes à une nappe, el la seconde d'hyperboloïdes à deux nappes, si l'on représente l'équation de l'ellipsoïde par F [X), ï, fj-, V étant les trois demi-axes de ces surfaces, et dans chacune d'elles 6 et c les demi-distances focales des deux sections principales, majeure el mojenne, avec les conditions X>.c>j:t> ft^v, les symboles F (f^), F (v) représenteront les deux hyperboloïdes. Or, ces trois équations étant du troisième degré en X', fi', y% et composées de la même manière parrapport aux coefficients, il en résulte que les trois racines de chacune d'elles sont les valeurs de A', lû, v', correspondantes à un système de valeurs de x, y,z\ on a donc les trois équatiqns suivantes, qui résultent des relations qui existent entre les coefiicienis et les racines d'une équation du troisième
I 1' + li.' +■ v^ = X'' -i- X' -^ z'' -i- h' -{- c',
{.) l^iiW^h'c^x\
[l^ij}^ l)?v''-V-v'''t} — b''{x'' -l-a') + c'[jc> -l-r') + ^''^ desquelles on déduit
bcx ^ X/iv,
Si l'on différenlie ces équations en regardant \ comme constante, et // et V comme variables, l'on aura
Si l'on élève au carré les valeurs de dx, dy, dz ex qu'on ajoute, l'on aura
(4) ds'^{i,:-~v4—^,^
yGoosle
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de là résulie que les équations d'une courbe et de sa trajectoire orlliogonale seront dans ce sjsième, en représentant p par ji ei p, par i/,
[ (IF . dV ,
d rj. -l- -j- d-u =: o
\ \diJ.j VrfW
Il résulte de la' forme de l'équalion de la trajectoire que, si les variables sont séparées dans l'équation différentielle de la courbe donnée, elles seront également séparées dans l'équation de la trajectoire.
Différentielle de l'arc de la trajectoire. — Si l'on remarque que 3* est la somme des projections de 3a-,;jc-| sur ia direction de drj, l'on aura
93. Application. — Trajectoires orthogonales des courbes eylindro-ellip I iq ues .
Considérons la série des courbes ellipsoïdales formées par les intersections de l'ellipsoïde X avec les cylindres semblables dont les axes finis ik et aB coïncident en direction avec les axes aï, 2\/V — 6' de l'ellipsoïde. Si l'on pose, pour abréger.
^ B'I'ic'— b']^ \-'c'{b''—l')' l'équation de ces cylindres sera
dont l'équation différentielle est
udu vd-u _
yGoosle
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D'après cela, l'équation de la trajectoire sera
v' ^ If u' -!- /' </v X' — ij} jj.' -^ l' d ij.
'J' — fc' W' ^ C' V !/• — b' II.' C' f.
dans laquelle les variables sont séparées. Si l'on suppose que les trois demi-axes de l'ellipsoïde sont 1, l,, l„ et qu'on pose, pour abréger,
les mélhodes d'intégration des fondions rationnelles conduisent à l'intégrale suivante :
(f<-«')*'X [(«■-(.■)(|/'-6-]l''.X [(.■-c>)((,.'-c-)f. = consl.,
laquelle, dans le système cartésien, devient
zC, = o.
%. Cas PAKTicuLiERS. ~ I. Trajectoires orthogonales des intersections faites par des plans parallèles à l'un des trois plans principaux de l'ellipsoïde.
Il suffit de faire, dans les formules que nous venons de trouver, /' successivement égal à — c, — b\ o; on trouve ainsi :
1° Pour les intersections faites par un plan parallèle au plan de la section ellipsoïdale maximum, l'équation
el, pour sa trajectoire orthogonale, l'équation en coordonnées rarlésiennes
x'-' f^''' -'■^> ^= consl. ;
2" Pour les intersections faites par un plan parallèle au plan de la section ellipsoïdale moyenne et leurs trajectoires orthogonales, les équations
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3" Pour les intersections faites par un plan parallèle au plan de la section ellipsoïdale minimum et leurs trajectoires orthogonales, les équations
fAv = consi., jf^'-^izi'' ■'^^') =:consl,
II. Trajectoires orthogonales des courbes, lieux des points de contact des sphères de rayon constant doublement tangentes à l'ellipsoïde.
L'équation de ces courbes est
(l' — f(')(î.' — u') = const., dont la différeniieile ost
jj-d/j. , vdv _
D'après cela, il suffit de faire /' =^ — >.' dans les formules déjà trouvées n" 93 pour passer du cas général à celui dont il s'agit maintenant; on trouve alors, pour les équalions des trajectoires orthogonales,
x-fzi^con.i.
iC los c
onditions
'-(«■-irns-»:)
<'- ir,--f)(1.;~lly
Jli. Trajectoires orthogonales des sphéroconiques. — La sphéroconique est l'intersefilion d'un ellipsoïde et d'une sphère concentriques. L'équation de la sphéroconique est
Son équation différentielle est
<xd>,.'^x^dv=:.o.
La comparaison de cette équation et do colle des intersections
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cj'lindro-ellipliques monlre qu'il suflil de poser /':=co dans celle-ci pour obtenir la précédente. D'après cela, l'équation des trajectoires orthogonales sera
^ù^c'yt'it.'-<:'i ^<:'{l<-ù-)-^ consl.
D5. De la trajectoire coupant une des lignes coordonnées sous un angle dont la tangente est dans un rapport donné m avec la tangente de l'angle des lignes coordonnées.
Équation différentielle de la courbe. ~ La conilition du problème est
tanga = mtangtp;
si l'on remplace les sinus par les arcs proportionnels, et le cosinus de l'angle a par sa valeur donnée par les formules (i) du n° H, on obtient
qui est l'équation différentielle de la courbe. La dirférenlietlc de l'arc s'en déduit :
96, Prohlëhe VII. — Le mouvement d'unplan est déterminé par ces trois conditions : qu'un de ses points parcourt une courbe directrice, que ce pian reste normal à l'élément de cette courbe, et que sa rotation autour de cet élément comme axe est égale à la flexion de cette courbe en ce point; trouver la surface engendrée par une courbe située dans ce plan, et déterminer la trajectoire, d'après la loi précédente, d 'une des lignes coordonnées.
Équations de ta surface. ~ Soient x', r', 7.' les coordonnées du point M qui parcourt la directrice, v et n les coordonnées d'un point N de la génératrice par rapport à deux axes menés du point M, l'un parallèlement au rayon de courbure de la directrice et l'autre parallèlement à la binormale ; soit / la direction de la tangente à !a directrice, ei, n =:/[•-) l'équa-
CEUPITHL I. — DES LIGNES ■
lion de la générairice par rapport aux axes Mi, Mn; soient x, y, 3 les coordonnées du point N par rapport. aux axes 0^', O7', Oa'. Si l'on projette le périmètre du polygone OMNO sur chacun de ces axes, on aura trois équations renfermées dans le type suivant :
dans lesquelles x', y' , s' sont exprimées en fonction d'une variable f, ainsi que les quantités qui en dépendent ; on a donc les trois coordonnées x, y, z exprimées en fonction de deux paramètres t et c.
Arcs coordonnés.- — Si l'on prend la différentielle de l'équation précédente, et que Ton conserve la notation des n"' 19 et 9 du Chapitre I, l'on a
dx^ds'cos{t, x)-\-i.d>if.os{l, x) +/(i)(/wCOs{r, x) + </tCOs{r, 37)-!-/'(0d^C0S[n, ar);
si l'on élève au carré les trois équations contenues dans ce type, et qu'on les ajoute, on aura
(/«'= rfs" -I- ^=<;a= + [d^ +/(v)«/wp + [/'(v)]=rf^'
+ 2t A'rf«C0S{;, /) + 2/'(ï.}l(/l(/hC05[w, 0-
Or Ton a (n-9)
COS [t,l]= -7—, COS(«, /) — — -;---:
on obtiendra donc
OH
nséqi
leniiiie
^ni
^(Cï-sr-i
</fJ
■oso.-
[/(Oll^)'''
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Trajectoire de l'are da'. ~ Elle a pour équation différentielle (n"95)
dans laquelle les variables se séparent, et qui, étant intégrée, donne
" 'V'~'n)J ÏM-yf'M -'■•
(j. étant ia constante introduite par l'intégration.
Surfacp.s moulures. — Ces surfaces sont un cas particulier des surfaces précédeoles. Puisque Ja courbe directrice est plane, il n'j a qu'a poser rfw nul dans tes formules précédentes; l'on obtient
'^'^^~ \i '^^'£)^''' d<fz=r-\l-^lf{-,)Y\'d'., C0S9=-O,
et alors les coordonnées dt, dry, sont orthogonales. Le plan mobile enveloppe un cylindre qui a pour directrice la développée de la courbe ds' directrice du mouvement, de sorte que les deux courbes coordonnées sont, d'une part la génératrice dans une de ses positions, et de l'autre une courbe parallèle a ds' .
97. Généralisation. — On trouvera de la même manière les trajectoires, d'après la même loi, de l'une des lignes coordonnées de la surface engendrée par une courbe située dans le plan osculateur, et ayant une position fixe par capport à la tangente et à la normale principale, ou bien -située dans le plan rectifiant et ayant une position fixe par rapport à la tan- ;gente et à la binormale.
Dans le premier cas, v ^=f(t) étant l'équation de la génératrice rapportée à deux axes coïncidant, l'un avec le rayon de ■courbure et l'autre avec la tangente, les équations de la sur- ■face sont données par
...■.-y-h;r.os((,.r)-/[Of^os(r,,r) [3],
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de laquelle on déduit
I V^^' j-.,% d^l' ,. <"'*' r jv, ,n. f'«' ' / ..
+i'+[/'(')ii<"-*=jjj;*+[</'(o-/wu'>j<".
L'équation de la trajectoire d'après la loi (ionuée de Turc rf^ = |, + [/■«)]■ |-*esl
s' étant une fonction connue de c.
Dans le second cas, n=f{t) étant l'équation de la courbe génératrice rapportée à deux axes coïncidant avec la tangente et ]a binormale, les équations de la surface sont données par
:^==^'+ïcos(i,x)+/(0-cos{«, ^) [3], el l'on arrive à l'expression
et, par suite, l'équation de la trajectoire d'après la loi donnée ij. éiant la constante introduite par l'iniégraiion.
§ VI. — ÏRAJËCTOIBES QUELCONQUES D'UNE COUKDE DONNÉE.
98. Équation différentîellp. . — Si nous conservons les notations du n" 91 el qu'on représente par cp, l'angle sous lequei les deux courbes se coupent, l'on a les conditions
i tanga, — tangK
(,) ^' i + tangatang^,
! rfsJssin», = sinoli/tr^iZi - - dsi'!":].
i4i> iiïiiii H. — A PI' Lie ATI ONS i>ËS inÉoniES mÉrÉiniMEs, etc.
Si dans celte équalion l'on porte ios vahîurs de tangct, tango;,, et qu'on ordonne par rapport aux éléments drj, drr„ on trouve une première équation et une seconde qui s'en déduit. Ces équations sont
\ (/(T, sin(9, + 9) + (/i7 5i[ia), (/!7siii((pL — ^) -i-rfffL!iin9i \ _ ^o-i</g — Jgi/o-i _ J^
( ^ (/i'sinip, rffsiny
La première de ces équations est l'équation différeniielle de la trajectoire, que l'on peut écrire sous la forme suivante (n-91):
K^sinçi
Différeniielle de l'arc. — La seconde, des équations (i) donne, en ayant égard aux relations du n" 52, la relation
(^) Ki)isin<pi^sincfjiM,
équalion qui Cait connaître is au mojen des coefficienls de l'èquaiion différentielle de Itt courbe donnée. On a aussi
laquelle fait connaître la tangente de l'angle de l'élément de la courbe avec les lignes coordonnées en fonction des données de la question.
Rayon de courbure tangentielle. — Si l'on remarque que l'on a
rHAl'lTlIE I. — D];S Lir.NKS QUI IlftPENDENT, FAX. 1^1
on obtient
d<T, , , (il
œ».,=.= ^c„,(» + .,,-^^coso„
cosP.-J -j 008(9, ~?)+ -3^ 'OS?" et, en ayant égard anx relations à» n" 52, on obtient H df 11, rfF
. H olF , , H, df
llonc, si l'on perle ces valeurs dans l'expression du rayon do courbure n" 49, on obtient
HH.sin» d [W dF HH, liF , ,1
— FT" = dfiK df. ""?' - -iT di "»'■?' -■ "J
dfV.dr HH, </F , 'I
■^^ d-flKlTf •"'">■- "K df.""''-!---'^]'
qui fait connaître la courbure p- en fonction des données de la question.
Relations entre les courbures p' -jï-- — La formule des courbures du n' 88 donne, lorsque tp, est consiaut, «i — ex = consi.,
Relations entre les éléments K et K, i/cj (('«Ka; courbes ds, is. - Soit
l'équation diilcrentielle de la trajectoire, l'on a, d'après les équations (3),
77= H,-;- sinf», -^ ts)— Il -r-sino,,' M V/p * ■ ' ' dp,
Mt n'^î'.i^/™ .,1 II ''l\-i„o-
yGoosle
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or les équations du n" 52 donnent
d'y dr, _ ds '^c _ i^fp >**
K, se composant par rapport à M el M, connue K se compose
, d¥ d¥ parrapporta^, ^.
La (leusième des équations ( i ) (^^ présent numéro donne
sinijj KR, \rfp, dp !
Si l'on a égard aux valeurs de M, M, trouvées ei-dessus, on
sini
HH
Telle est la relation que nous voulions établir.
De là résulte que si m, = const. est l'intégrale de l'équation différentielle ( 3 ) et )i son facteur d'intégration, l'on a l'équation
^K,rfîsin9^ sinipi(
ic l'on a aussi
IKK, dsi s -.T-.-Au du,, -î>K'HH,sii
--. sin<p, -^
i.i ds '
qui sont des relations utiles dans le problème des trajectoires.
99. Problème VIII. -— Étant donnée sur la surface héliçoïdalu une courbe rapportée aux coordonnées 6 et l {n" 85), et de (a
dans laquelle ij. est une constante, trouver l'équation de la trajectoire sous l'angle ç,.
11 faut faire usage de l'équation ( 3 ) du n" 98, en remarquant que ^ans le cas actuel on a
eosffl^ '^y :;iii^^ sg^+ >(i + ^'^^ _
yGoosle
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on trouve pour équation différentielle de la trajecioire
dû ,f'{l)[a 4' 'sincpL — cosy, v/(t'H-f'(i + 1^")] + (i -h i)j ")sirKpi lit [ujjj'sinf, + cos<f>, v'«'+ '"(' + 4'")1+ [«'+ '')/'{ 'jsintpi dans laquelle les variables sont aussi séparées.
(]lTlo^s DOS TiiCoiiLE
CHAPITRE IL
DES LIGNES QUI NE DÉPENDENT QUE DES COURBUliES NORMALES DES LIGNES COORDONNÉES.
§ 1, — DhS LIGNES ASYJIPTOTIQUHS.
100. Des lignes asymptotiques. — On appelle ainsi les lignes tracées sur une surface telles, qu'en un quelconque de leurs poinis la composanie normale de la courbure est nulle, La recherche des lignes asymptotiques conduit généralement à une équation différentielle du premier ordre et du second degré; mais cette équation peut se simplifier, lorsque, la surface renfermant une famille de lignes asymptotiques connue, telles que des génératrices rectilignes, on fait entrer cette famille dans le système des coordonnées curvilignes dont on fait usage.
Équation différentielle. — Si l'on pose la condition qu'une courbe ds a sa courbure normale nulle, l'équation (i) du w^hdevient
d^ idjd^, d<7', _
qui est l'équation différentielle de la coiirbp du premier ordre et du second degré.
Si l'une des courbes coordonnées p = const. est asympto-
tique, l'autre courbe étant quelconque, la courbure - est
nulle, el l'équation précédente devient
r.ette équation se compose do deux facteurs : le premier.
cnAPiiRK ir. — DKs i.FGNRs QUI NE dEpenbest, etc. 145 égalé à zéro, donne le système, déjà connu, p -- con-;!.; l'équittion de l'autre ligne asymptotique est donc
lui. PMiiii.Mr.1. — Étant donnée une surface réglée, trouver tous les systèmes de lignes asymptotiques.
Équations de la surface réglée. — La surface réglée esl engendrée par le mouvement d'une ligne droite dont un point parcourt une courbe donnée. D'après cela, les coordonnées x',f', z' de ce point, par rapport à trois axes rectangulaires fixes, sont des fonctions d'un certain paramètre p, et les cosinus des angles de la droite avec les mêmes axes sont fonctions du même paramètre. Soit t la distance du point qui parcourt la courbe directrice à un point quelconque [a^,j, 3)de la ligne génératrice, les équations de la surface sont données par les trois équations renfermées dans le type
- icos((,^) [3],
dans lesquelles les variables indépendantes sont p et (.
Ligne de striction. ■— SI l'on détermine sur chaque génératrice rectiligne le pied de la perpendiculaire commune à cette génératrice et à celle infiniment voisine, le lieu des pieds de ces perpendiculaires est la ligne de striction,
Soit )1(7 {/t!^. 10) !fi pei'pondiciilairc ronnn
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nératrices OD, 0!D', ei î)'d' la perpendiculaire commune inliniment voisine; DD' est la différentielle ds' de l'arc de la ligne de striction; OE est prise égale et parallèle à Drf; j est la projection de E sur la génératrice O'D'; posons 01) égaie à t', et projetons le périmètre du quadrilatère OD D'O' successivement sur les trois directions 0(, 0*', On, on aura
ds' cos{t, ds') =:dscos{t, ds) -+- dt', ds' cos{i; ds') =dscos{i, ds) -+• t'ds, ds' cos ( n, ds' ) := ds COs{ n, ds) ;
or l'angle (i; ds'] ne diffère d'un angle droit que, d'an infiniment petit. On a donc
- d', '-'"' j lattg[t',ds')~ [ ds" =
rjp'
ds cos{e, ds) H ■(», ds) + [dscos[t, ds)
- dt'Y
Soient 0"D" une troisième position de f et B' b' le prolongement de DD' ; DV sa projection sur le plan tangent O'DV à la surface réglée au point D' ; ces deux droites forment avec D'D" un trîèdre rectangle, l'angle 6'D'n' est l'angle de contingence def de la courbe, l'angle a' D' v' est la différence des angles O'D'c', 0'D'«'; or O'D'c' est égal à-K — {t,ds'), O'D' a' a pour valeur 71 ~(i, rfj' ) — (/(/, rfs'); on a donco'D'c' égal à d{t,ds'). D'une autre part, si l'on remarque que les deux plans tangents à la surface réglée, infiniment voisins le long de la ligne de striction, sont perpendiculaires à G;- et à Or -(-(/(Or), le plan de l'angle frOr') de ces deux droites (n"9) est perpendiculaire à l'intersection des deux plans, c'est-à-dire à Op. En remarquant que l'angle e'D'6' se projette sur l'angle rOr', on a donc
c' \)'l>' = { r, r' ) cos [p, ds')^{ l, l' ) Cos [n, ds'} - Cela posé, le triangle rectangle d b' a' donne
iM'cos(i, ds').
--■ TES LIGNES QUI NE DftPENDENi, FTO. lf\-]
on aura donc les deux équations
ide'' = [[l,[')sinit,ds') — {)i, d' ) cos(/,rf.î' )]' h- [(!{l,ds']]'.
(6)' , ,,, <nt',ds-)
I cota a'b ^= — -i — ^-, j-r; 1 r". ' r-T ■
f ae bni(ï, t/i') + t/(ocos((, as')
Les formules (5) font connaître en fonction du paramètre p la dislance t' du point D, point central, au point correspondant Ode la courbe directrice, l'élément t/i' de la ligne de striction et l'angle que cet élément fait avec les trois lignes 0/, On, Or. Les formules (6) donnent en fonction du même paramètre l'angle de' de contingence de la ligne de striction et l'angle que le rayon de courbure fait avec les trois directions Ot, On,
Or, el.i
'de'
de' de cette courbe, ainsi que sa courbure normale ---, cos(^', r).
De la résulte que la ligne de striction est complètement déterminée. Il sera donc toujours possible de prendre la ligne de striction elle-même pour courbe directrice, et c'est ce que nous ferons dans les recherches qui nous occupent; et, dans ce qui va suivre, les équations (4) de la surface réglée se rapporteront à la ligne de striction considérée comme courbe directrice de la ligne droite mobile, Q\x',y',z' seront les coordonnées d'un point quelconque de cette ligne.
Équations différentielles dés lignes asymptotiques. — Nous admettons la notation suivante, pour rester fidèle à nos conventions {Jîg. lo') :
di est l'angle de deux génératrices reclilignes infiniment voisines;
dp est leur plus courte distance;
rfio est 4'angle de deux plus courtes distances infiniment voisines;
dq est leur plus courte distance;
y est l'angle d'une normale à la surface avec celle menée par le point central pris sur la même génératrice;
rf» est l'angle de deux normales à la surface menées par deux points centraux infiniment voisins.
Nous prenons pour lignes coordonnées les génératrices
. THÉORIES PRËCËDGNTES, SJC.
rectilignes el loiirs Irajectoives orthogonales : les positions des premières dépendent du paramèlre p, ( est la distance de
la ligne orthogonale au point central, .rfp, \a distance de deiiv lignes orthogonales infiniment voisines. Cela posé, si l'on projette le périmètre du qii'adrilatère dont les côtés opposés sont di7 et dp sur les trois directions de dp, de t et de la normale à ces deux lignes, l'on aura
(7) dp-=^d(rcosy, td^-- (lesquetles on déduit
ffsiny,
dp
sphérique n" 9, construite en menant des rayons parallèles aux lignes dont il vient d'être question, on mène cTes rayons parallèles aux normales à la surface menées parles extrémités de da, l'on aura
{ dfT,
- — -- (/s cosy,
yGoosle
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d'après cela, l'équation (a) devient
(10) 4aid^-d,y-^.d,y)==o;
or, si l'on remarque que l'on a, d'après les équations (8),
l'équation précédente prendra la forme
COb / p, «ïp
qui a cet avantage que chacun de ses termes se rapporte à nn des éléments de la surface réglée.
102. De la surface gauche lieu des binormales à une courbe. — Dans ce genre de surfaces, la plus courte distance dq est nulle; l'équation (12) devient
('3) rf(p;u = p.^^;
or, si 1*011 élimine y au moyen dos deuxièmes équations {8) et (11), on obtient
' dp dp dp ^ '
qui esl du premier degré par rapport aux variables ( el p. C'est l'équalion d'Euler; elle s'intégrera donc d'une manière générale lorsqu'on connaîtra une solution particulière.
Conoïde droit. — C'est la surface engendrée par une droite t constamment parallèle à un plan et s'appuyant sur une droite perpendiculaire à ce plan et sur une courbe donnée.
Si l'on prend pour directrice rectiligne l'axe des s (système rectiligne orthogonal), et qu'on appelle l'angle que la projection de la génératrice fait avec l'axe des x, les équations du conoïde droit sont
^— ÏCOS0, /= (sinO, zr-f[B); l'équation de la ligne asymplotique devient, en remaïquanl
que di -_- dQ -- dp et que 'C — ^, . □ '
de laquelle on déduit l'équation de la ligne asymptotique en termes flnis
jj. éianl l'inicgrale introduite par l'inlégralion.
Héliçoïde gauche à plan directeur. — C'est le conoïde pour lequel la courbe directrice non reciiligne esi une hélice ayant la directrice rectiligne pour axe. Bans ce cas,/' [d) est une constante; on a donc i= = const. pour ligne asymptotique , c'est-à-dire, n" 87, la irajecloire à angles droits des génératrices reetilignes.
103, Surfaces de révolution. ■ Examinons maintenant le cas où aucune ligne asymptotique n'entre dans le système des lignes coordonnées, comme cela a lieu généralement dans le système des méridiennes et des parallèles des surfaces de révolution. Si nous conservons la notation employée au n" 89, nous trouverons pour les rayons des courbures normales des arcs dr7, du, les expressions suivantes :
La première s'obtient en multipliant la courbure - du parallèle da par le cosinus de l'angle de la normale et du rayon du parallèle; la secondé n'est autre que la courbure de la ligne méridienne. Quant à la composante normale de la courbure inclinée de l'arc du, elle est nulle, puisque le plan de celte courbure n'est autre que le plan langent; on a donc
l'équation différentielle de la courbe sera donc, en représentant par ( la racine carrée de moins un [«"100, form. (i)],
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c'est l'équation de la projection de la ligne asymplolique sur le plan des xy.
Si l'on demande quelle est la surface ilonl la ligne asymplolique se projelte sur un plan perpendiculaire à l'axe de révolution, suivant une spirale logarithmique, il l'aui poser, m étant une constante,
dt d^'
Donc la courbe méridienne aura pour équation
c et « étant des constantes introduites par les deux intégrations successives. Les courbes méridiennes prendront diverses formes suivant les diverses valeurs données à la constante m\ mais toutes ces courbes resteront comprises dans un type général, dans lequel se trouve l'hyperbole, comme il est facile de le reconnaître.
§ II. — Des lignes i>ont l* couhbube nousiale a la suri'ace
EST UNE FONCTION DONNÉE
101. Équation différentielle. — Cette équation est donnée par la formule (i) du n° 54, dans laquelle l'élément ds a été exprimé en fonction des éléments dtr, dtr, des lignes coordonnées, et dans laquelle - représente la fonction donnée
Surfaces réglées, — Dans le cas de ces surfaces, on trouve, en raisonnant comme au n" 101,
Cottoïde droit. — On obtient, en posant dans k formule précédente q ei da nuls, ei conséquemmcnt l ~ p,, l'équa-
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lion différentielle
(3) — = (//>sin}'</(logp;e).
Problème II. — Cherchons la courbe telle, que la projection de l'angle de contingence sur le plan normal à la surface suivant l'élément de la courbe soit proportionnelle à la projection de la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines sur la normale à la surface au point de la courbe.
Cette condition exige qae l'on ail, k éiant une constante,
— r= k dpë\w^,
ce qui donne l'équalion différentielle
Ifds--. rflog(p'i;), dont l'inlégralc esi
s, étant la constante introduite par l'intégration.
Si l'on cherche la courbe telle, que le rapport des mêmes projections soil proportionnel au sinus de l'angle que la tangente à la courbe fait avec la génératrice, on aura l'équalion différentielle dans laquelle a est une constante
adt = d\ogit'K).
Son intégrale est
(, étant la constante introduite par l'intégration.
Héliçotde à plan directeur.
Problème lll. — Trouver la courbe tracée surl'héliçoïde, telle que la courbure normale de celte courbe reste constante en un point quelconque de cette courbe.
Il faut introduire dans l'équation différenlielle (3) la condition que Ç est une constante b, et que la courbure - est égale
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à une constante -; on obtient l'équaiion différentielle suivante entre 9 ei y
bdQ — acomydydidy i/û"cos'y — ■,- = o,
' ' ' V o'cos'y
dans laquelle les variables sont séparées^
Cette équation fera connaître y en fonction de Q; par conséquent, en éliminant y entre celte équation et la deuxième des équations (8) du n" 101, on aura l en fonction de 9.
105. Surfaces développables. — Ces surfaces sont engendrées par une ligne qui se meut de manière à rester constamment tangente à une courbe donnée ds'. Elles sont donc un cas particulier des surfaces réglées quelconques, et l'on passe de celles-ci à celles-là, en supposant que la plus courte dislance dp de deux génératrices infiniment voisines est nulle, y est alors constant et égal à un angle droit, dq devient l'élément ds' de la courbe directrice, c'est-à-dire de l'arête de rebroussement de la surface développable; si l'on prend toujours pour lignes coordonnées les génératrices recliligiies et leurs orthogonales, l'on a
rf(7 = tdi, d(T, — (/p, = ds' -i-di;
rffT, _ ilrr da' drj- __
L'équaiion différentielle {2) devient
(4) -[rrfE'4- [ds' -i- dty] — tdMdi = o,
et conséquemment l'on a
équation différentielle entre deux variables t et p.
Surfaces coniques. — Ces surfaces sont un cas particulier des surfaces développables, puisqu'il suffit de supposer que dans celles-ci lo courbe directrice est un point. On passera
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donc des surfaces développables aux surfaces coniques, en posanl ds' nul. L'équalion précédenic devient donc
Problème IV. — Déterminer sur une surface conique une courbe telle, que le rayon de courbure de la section normale suivant l'élément de cette couine soit proportionnel à la longueur l de la génératrice rectiligne, comptée à partir du sont-
On a la condition, fr éiani une constanle, n = kt; on peut plus généralement supposer k égale à une fonction de p seulement. Ce qui revient à dire que ce coefficient conserve la même valeur sur la même génératrice ; on obtient alors l'équalion différentielle
la courbe cherchée a donc pour équation
dans laquelle p est la constante introdnite par l'intégration.
106. Surface de révolution. — Dans ces surfaces, -. étant nul, l'équalion différentielle de la courbe sera
Si la courbure - est une l'onction de la variable t seulement, l'on obiieni
ifiii no dépend (juc des qitadratnic
' Li('++")'-it'J
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Si la courbure - esi liée harmoniquemenl avec les courbures -! — par la relation
/( étant une constante, on aura î'équation différeotiolle
donl l'inlégiMle est
Qc étant la constsintc introduite par l'intégration.
^ ill, — Des lignes de coubhure.
107. Nous avons déjà défini ces lignes dans le Chapitre relatif à la courbure des surfaces (n"70). L'équation que nous avons trouvée est
Le premier avantage de cette forme est que le sens géométrique des différents coefficients s'y trouve déterminé, de sorte que, ces coefficients ne se rapportant pas plus à un système qu'à un autre, l'équation est, par cela même, écrite dans un système quelconque. Le second avantage est que ces coefficients se prêtent également à une traduction analytique qui facilite le passage de l'équation générale à celle qui se rapporte à un système particulier. Enfin le troisième avantage est que cette forme se prête naturellement à la recherche des lignes de courbure d'une surface quelconque.
Recherche des lignes de courbure. ~ Lorsqu'on écrit les équations d'une surface, on rapporte chaque point à un système de coordonnées; or le système que fon choisit de préférence est celui qui résulte soit de la définition de la surface, soit d'un de ses modes de génération. L'équation des lignes (le courbure que nous avons écrite nous apprend immédiatement si le système des ^ordonnées est celui dos lignes de
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courbure; car si le système esv rectangulaire, il suffit que l'on ait -j ^ o, et s'il ne l'est pas, que le rapport de l'un des coefficients extrêmes au sinus soîl nul [n''59, form, (3)]. It nous apprend aussi si l'une des lignes du système, rftr par exemple, est une ligne de courbure, car dans ce cas cette équation se présente sous la forme d'un produit de deux facteurs, dont l'un des deux est l'arc iIt, ei l'autre une expression différentielle du premier ordre et du premier degré. Si ni l'une ni l'autre des séries des lignes coordonnées ne se compose pas de lignes de courbure, on obtient une expression différentielle qui est du premier ordre et de second degré. Or celle équation est elle-même susceptible de se simplifier suivant la nature du système dont on a fait usage. Ces observations vont, trouver leurs applications dans les problèmes suivants.
PnEBiER c.\s. — Les deux: lignes coordonnées sonl'Ies lignes de courbure.
108. Problème V. — Lignes de courbure des surfaces de révolution.
D'après ce que nous avons établi au n" 89, le système des cooi données lignesméridiennes et cercles parallèles est orthogonal. Or nous avons déjà reconnu que la courbure -j de ce système (11° 105) est nulle; de là on conclut que le système des coordonnées est celui des deux séries de lignes de courbure de ta surface. C'est aussi ce que l'on aurait pu établir directement, en prouvant que sur ces deux séries de courbes deux normales infiniment voisines serenconirent.Onvoit que ces deux séries de lignes de courbure sont l'une et l'autre composées de lignes planes.
Pboblëbe VÏ. — Lignes de courbure de la surface engendrée par une courbe plane dont le plaît s'enroule sur un cylindre {surfaces moulures}.
Dans cette surface le système de coordonnées qui n'i'-^i présenté naturellement {n" 90) est orthogonal. Or on reconnaît que la composante normale -j de la courbure inclinée de l'arc rfo- est nulle, puisque le plan de celle courbure n'est
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autre que le plan Uiiigenl, Le système de coordonnées c^Consl, Pt i;. = consl, est donc le système des lignes de courbure de la surface. Les deux séries de lignes de courbure sont encore des lignes planes, La série v = const. donne la courbe génératrice dans une de ses positions; la série i. = consi. donne une courbe parallèle à la directrice,
109. Problème VIL— Lignes de c-oiirbure. de la surface engendrée par une courbe plane dont le plan s'enroule sur une surface développable.
Si dans celte surface on prend pour système de coordonnées celui qui se présente naturellement : i" la courbe génératrice dans une de ses positions; 2" la courbe décrite par un point quelconque de cette génératrice, on reconnaît : 1° que le système est orthogonal, a" que la composante normale -j de la
courbure inclinée de l'arc de la seconde courbe est nulle, puisque le plan de cette courbure n'est autre chose que le plan tangent; le système des coordonnées est donc le système des lignes de courbure de la surface. On reconnaît aussi que les lignes de courbure de la première série sont des lignes planes, puisqu'elles ne sont autre chose que les diverses positions de la courbe génératrice. Quant aux lignes de la deuxième série, elles sont osculatrices de lignes sphériques.
Équations en termes finis des lignes de courbure. — Considérons une courbe directrice d^ et la surface enveloppe de son plan normal. Lorsque ce plan s'enroule sur la surface polaire de la courbe ds' , le point o qui se trouve sur la direcirice dans une des positions du plan s'y maintient, ce plan reste normal à la directrice, et la parallèle menée du point o à la génératrice rectiligne de contact lourne-autour de ce point, à chaque position infinitésimale, d'un angle égal à la flexion rfw de la directrice ds', de sorte que si l'on rapporte cette parallèle à la droite fixe dans ce plan, qui a été menée du point o parallèlement à la génératrice initiale de contact, la somme des déplacements angulaires sera 0.= j d<,>. Soit la courbe génératrice rapportée à rctic droite fixe on' et à sa perpendiculaire or', ci
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soil «'^= 4'('^') l'équation de cette droite. Si nous rapportons un poini de celle courbe : i" à la droite on qui, dans h position que l'on considère, est parallèle à la génératrice de contact; 2" à la perpendiculaire or située dans le plan, on aura, en se reportant au n" 96,
j n — fii{v') cosii — t'sinû, *^' 1 t=i.'cosÛ-4'ft')slnÛ.
Or, comme dans la position que l'on considère du plan mobile, l'équation ( i ) du n" 9fi a lieu, on aura, en ayant égard aux équations (2),
(3) x = a;' + iC0s(!.,a7)H-ncos(/t,r) J3|,
dans lesquelles a/, y, 3' sont les coordonnées du poini o, el les autres quantités ont la même signilicalion que dans le numéro désigné. Telles sont les équations de la courbe génératrice dans une de ses positions, correspondantes à une valeur de V = const. , et les équations de l'autre ligne de courbure correspondantes à une valeur de t.' = const.
Différentielles des arcs coordonnés. — Noos avons calculé au n" 96 la valeur de t/s', mais dans cette équation il faut remplacer i et » ou son égal/(i) parieurs valeurs tirées des équations (2) précédentes. Or, si l'on remarque que ces dernières équations donnent par la différentiation
\ /'[^)f^ = [cosii4.'(.') + sinii]rf.' + .rf«, ''*' \ (/t=[cos£i-sinil4-'(,.')]flft'-/(^)(/w,
on obtient, par la substitution de ces valeurs dans l'équation ( 7.) du n" 96, l'expression
de là on conclut que, si l'on représente par S\.' le rayon de courbure de la courbe ds', l'on a
(6) clrr = {Sl' + ^)di, ^^,= !i + [4.'(t')?lV^';
le système est donc orthogonal comme nous l'avions reconnu.
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Ces deux dernières équations sont évidentes, on aurait donc pu les obtenir directement.
Les équations (2) et (3) renferment les équations des lignes de courbure des surfaces suivantes, qui sont :
1" Les surfaces de révolution; la surface développable sur laquelle s'enveloppe le plan qui contient la génératrice, se réduit à une droite qui est l'axe de révolution.
2° Les surfaces moulures; la surface développable sur laquelle s'enroule le plan est un cylindre. Dans ces deux cas les lignes de courbure des deux séries sont planes.
3" Les surfaces engendrées par une courbe plane dont le plan s'enroule sur un cône; les lignes de courbure de la première série sont planes et celles de la seconde sont sphériques.
4° Les surfaces engendrées par une courbe plane dont le plan s'enroule sur une surface développable; les lignes de courbure de la première série sont planes et celles de la seconde osculatrices de lignes sphériques.
Pour obtenir les équations relatives au premier cas, il faudrait faire nuls l'angle Q, et les coordonnées x', y', z' ; dans le second cas, l'angle Q. serait nul; dans le troisième, le point décrivant reste à une distance invariable du sommet du cône.
liO. Surfaces développables, — Ces surfaees sont un cas particulier de celles obtenues dans le problème précédent. Il suffit, en effet, de supposer que la courbe génératrice est une droite. Soient les équations de cette droite qui rencontre la directrice
II' — usina, t.'— M cosa,
a étant une constante et u une longueur variable, on trouve alors
da = [^' -hx.]di, df^ — du, t = HCOs(a -t- ii);
les lignes de courbure sont donc la génératrice u dans ses diverses positions et les trajectoires orthogonales de cette génératrice sur la surface développable engendrée par w. La droite « s'enveloppe sur la surface développable donnée et forme l'arête de rebroussement de la surface développable engendrée par M, et cette arête est une développée de la courbe direclrice ds'.
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Si la rfroiia «, au lieu de passer par un point de la courbe directrice rfs', a une position quelconque dans le plan, l'on aura, a étant une constante,
II' = t.' ianga-4- a,
l'on aura donc les équations des lignes de courbure de la surface tJéveloppable engendrée par ïa droite
«cosa— t'sin (a + ii) -I- iicosacosli, icosœ r~i,'cos(« + 0) — «cosasinû.
Les équations (6) deviennent
On a donc une surface développable dont l'arête de rebroussemenl est située sur la surface développable proposée et forme une développée d'une courbe parallèle à la directrice rf*'. Ainsi les développées de toutes les courbes parallèles à une courbe donnée sont situées sur une même surface développable.
Surfaces coniques. — Lorsque la surface développable sur laquelle s'enroule le plan qui contient la droite est un cône et que cette droite passe par le sommet du cône, elle engendre un autre cône. Les lignes de courbure du cône soni donc les génératrices recUlignes et leurs trajectoires orthogonales; or chaque trajectoire orthogonale est toujours à la même distance du sommet, puisqu'elle est engendrée par un point de la droite qui passe par ee sommet. Donc le second système de lignes de courbure se compose de lignes sphériques, le centre de la sphère étant au sommet du cône.
Généralement, quelle que soit la position du point dans le plan mobile, il reste à une distance invariable du sommet; donc il engendre une ligne sphérique, et toutes les développées de cette ligne se trouvent sur la surface du cône. On conclut que si une ligne est sphérique, toutes ses développées ainsi que les développées des lignes parallèles de la proposée sont situées sur la surface d'un cône. Ce qui est un théorème connu.
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111, Problème Vlil. — Lignes de courbure de la surface engendrée par une courbe plane qui se déforme d'après une loi donnée, pendant que le plan s'enveloppe sur une surface développable.
Le problème ne diffèi'e du prépédeni (11° 109) qu'en ce que, à la place des équations (2) du numéro cité, l'on a
1 M= n'cosîi -f- i-'sinû, '*' 1 ..^v'cosii-n'sinQ,
dans lesquelles n' et v' sont des l'onciions arbitraires de deux variables, l'une c et l'aulre m; on obtient par la différentialion, dn', d-J éiani les différentielles complètes par rapport aux deux variables v et u,
da = cosùdn' -h sinQd-J -•- vd<,t, dx,-= cos Qd t.' — sin£i dn' — ndai.
Si l'on porte ces valeurs dans l'expression de ds' {n'96), mise sous la forme
ds-
' = ( rfi' + uhy -i-(^du> — dny-h(n.
on obtiei
it
ds'—^ ( ds' H- ^ds)' H- dn'' + d^
conséqu(
imment
i^'^-lS-ë)*.
/dn' dn' d'J dt-''
dudv.
Surface engendrée par un cercle dont le rayon est variable, pendant que son plan s'enveloppe sur une surface développa- Me. — \\ faut, dans le calcul précédent, poser, en représentant par/(c) le rayon variable.
yGoosle
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ce qui donne, par suile des formules (a) et (3),
COSCp ::=0.
Le système est donc orthogonal; de plus, la composante normale -j de la courbure inclinée de l'arc (la est nulle, puisque le plan de cette courbure est le plan tangent à la surface. Le système des coordonnées v = const-, u = consi. est donc le système des lignes de courbure; la première série y = const. est composée de cercles. 11 est facile de reconnaître que celte dernière surface est l'enveloppe d'une sphère dont le centre parcourt la courbe directrice ds', et dont le rayon varie d'après une loi donnée /(y).
On a supposé dans le calcul précédent que le centre du cercle générateur se trouvait sur la courbe directrice rf/; mais on aura les mêmes résultats si l!on suppose que le centre se trouve en un poifit déterminé du plan qui s'enroule sur la surface dévelopjftble, cela revient à dire que ce centre parcourt une courbe parallèle à la courbe directrice ds', et que son rayon varie d'après une loi donnée.
Surfaces canaux. — Lorsque le rayon du cercle générateur est constant, la surface engendrée est une surface canal. I! n'y a qu'à supposer dans le calcul précédent le rayon du cercle /(") constant, dans les formules précédentes (2).
Les lignes de courbure d'une série sont donc des cercles égaux entre eux, et les lignes de courbure de l'autre série sont des courbes parallèles à la directrice ds'.
Deuxième cas. — L'une des lignes coordonnées est une ligne de courbure.
112, Si l'une des lignes coordonnées est une ligne de courbure, et l'autre est quelconque, l'équation diCférentielle passe au premier degic.
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En effet, si d(T est une ligne de courburo, l'on a la condilon -- := o, laquelle entraîne l'écination
Or, si l'on élimine -. eiilre cette éqnalion et l'équation (t) du n° 107, on trouve
(- )((/(7i cosy H- fin) du, ■— o;
le fadeur ( A ne peut pasèire généralement nul; il faut
donc égaler à zéro l'un des deux autres facteurs. Si l'on pose rfff, nul, on trouve pj = coiist. : c'est la ligne de courbure dont du est l'arc élémentaire, c'est-à-dire l'une des deux lignes coordonnées. Si l'on pose
da, cos^ + (/(7 = o,
on a l'équation de l'autre ligne de courbure, et l'on reconnaît que c'est la trajectoire orthogonale des lignes coordonnées de la série pi-
113. Problème IX. — Lignes de courbure de la surface hélicoïdale dont la courbe génératrice <^ est donnée par l'équation différentielle
Ij. étant une constante.
On trouve les relations suivanies :
d<T', — ^dl\ dff-'-j:{a'+t')de-; cos<fd>7d>7.= -^-^'-f^d6dt. Or, si l'on i':alcule la deuxième courbure géodésique -^ de
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la courbe da„ d'après les formules du n" 58, on trouve que celle courbure esi nulle. C'est d'ailleurs ce que l'on verra au numéro suivant; de là résulte que la ligne coordonnée rfo-, est une ligne de courbure. Donc les lignes de courbure de l'autre série seront les trajectoires orthogonales de la courbe da,; d'après cela, on aura
étant
L'intégrale de cette équation, S» étant une constante arbitraire, s'obtient directement
„(9-l-0,)^y.lo
on en déduit
qui est l'équation en termes finis de l'autre série de lignes de courbure.
TiiOisifeHE CAS. — Les deux lignes coordonnées sont quelconques.
114. Pboblèmi! X. — Lignes de courbure de la surface hélicoïdale quelconque.
Si nous nous reportons aux équations du n" 85, nous, avons
riar _ cos S dy sin 0_ dz _ <]>' _
rfâ\"~ ^i + i^''' dtj, ~ ^Jl.^. (f," drr, ^T+lyi'
dx _ tsinO^ êZ— A^iliL ^ — ^^
da ~ ^d'+t=' d^'^ ^/a'-(-;'' d(7 ^a'-hl'^ cosfdtrdai^^w^'dOdt;
d / d3:\ i)^'4'"cos0 d f dx\ _ tcos$ _
d^,\dF,) ^JVTY^' Ta\d^j~'' a'+f' Jl.( ÈL\ _'VY__^^ ^ (^\ —_ 'sine
d (dz\_ ■]/" J_(^\^
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d 1 dx\ ~ sinS
da \d(T,}~ ^/i+ .|,"\/^TT=' d I dx\_ cosS
da-\dfTj~\ji + i|j"^/rt'+(''
Soient X„ V,, Z, les cosinus des angles de la normale ù surface, avec trois axes, et posons, pour abréger.
l'on a
(iijj'cose — rtsinô) _ (^^j;'sille+«c ose) t
D'après ces formules, on trouve
cos[n,a.,)_ lY cas.{n,S\.) _ V^j'
en portant ces valeurs dans l'équalion générale des lignes de courbure, on trouve
dans laquelle les variables sont séparées, ei qui par conséquent ne dépend que des quadratures.
Cas particuliers, i" HéUçolde à plan directeur. — Il faut poser i|j = consi,, on obtient
que nous avons déjà trouvée n" 85, et dont l'intégration est, jM étant la constante d'intégration.
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■j" Si réquaiion différentieiie de la courbe génératrice '^ est </i}j' _ tdt
l'iniégralc première de celle courbe est, c éiani la conslanle del'intégralion,
,Ji — «'(«' + P) ei l'équalion différenlielle des lignes de courbure devieni dt
3" Si l'équation différentielle de la courbe géncralrico osi i|j'(/i}j' dl
une première intégration donne, y. étant la constante de l'intégration,
dt ,
Or, si l'on remarque que l'on a
on trouve, c étant la constante introduite par l'intégration,
qui est l'équation de la génératrice.
On trouve pour équation différentielle des lignes de c bure
adB--
II.- dt
dont l'intégrale est
P- + vr-'-
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qui esl l'équaiioii en termes finis de ia projection des lignes de courbure sur le plan des x, y.
115. Équation des lignes de courbure dans le système cartésien. — Cetie équation se déduit en quelque sorte iotuilivemeni de l'équation générale; il n'j a qu'à apprécier les arcs des lignes coordonnées déterminées sur la surface par les deux plans x^p, x= p,, et les courbures normales propres ou inclinées de ces arcs : on obtient immédiatement, en appelant/», q, i, s, t les coefficients différentiels du premier et du second ordre de s,
da'=l
:i+p-)iip;
f/p= = [n-9=}rfpf, dada.cos'^-pijdpdp,
dp- r
■ ^cos{ii,s), -^' — :=/COS(«,S), dp', r,
df[pqt-s{i + q')\
+ dydx[{i + p')t — (i -i- q']^]^ dx%i -\- p')s - pq^]^ Q,
que l'on peut écrire sous la forme suivante, le signe d indiquant une différentielle complète,
(dx -h pdz]dq — {dy -+- qdz)dp -—o.
On l'obtient direclemeni en exprimant que deux normales aux points infiniment voisins
{x, y, 3), [x -\- dx,y --h dy, z-i- dz) se rencontrent.
116. Sur/aces coniques, s -. px -h qy. - On lire de relie équalion dp -. - — dq; en svibsliluaiU dans l'éqiiiH ion pré-
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cédenle, l'on a
dg[x{pdz -+- dx ) -\- x( ^ dz- -h c/r)] = (>. Le premier lacieur donne
dont l'inlégrale esi z =^ jj.}-, fx éiaiii la conslante d'inlégralion ; le second facteur donne
X dx -(- ydy -\- zdz =zo, dont l'intégrale est, fji étant une seconde constante,
Ainsi une série de lignes de courbure se compose des in-, lersections du cône et des sphères concentriques au cône, et l'autre des intersections du cône avec des plans passant par l'axe. C'est ce que nous avions déjà trouvé.
117. Surfaces de révolution. — L'équation dos surfaces de révolution est (n* 89)
on déduit
qui est l'équation aux différences parlielles; on déduit de même
Si l'on porte ces valeurs dans l'équation, on obtient qui s'écrit soits la forme
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Le premier fadeur égalé à zéro donne
a étant une conslante.
Le second facteur égalé à zéro donne
b ciani une nouvelle constante.
Donc [s — b) est une fonction ï, ce qui donne une surface de révolution autour de i'axe des z, laquelle ne peut rencontrer ta surface de révolution proposée que suivant un parallèle.
Ainsi les lignes de courbure sont les courbes méridiennes et les cercles parallèles.
118. Dans le cas qui nous occupe, c'est-à-dire lorsque les lignes coordonnées ne sont ni l'une ni l'autre lignes de courbure, la recherche de ces lignes se trouve simplifiée par l'introduction de certaines autres lignes coordonnées :
i" Lorsque les lignes coordonnées sont deux séries de lignes asympioliques; alors les courbures -i — étant nulles, ['équation des lignes de courbure se réduit à la forme binôme
Dans ce cas les lignes de courbure sont les deux bissectrices du système. C'est ainsi que les lignes bissectrices des angles des génératrices rectilignes de l'hjperboloïde à une nappe, que nous avons étudiées au n" 83, sont les lignes de courbure de cette surface. Il en est de même des bissectrices des angles des deux séries de lignes asymploiiques de l'héliçoTde gauche à plan directeur, ces deux séries étant les génératrices rectilignes de la surface et leurs trajectoires orthogonales. On obtient donc les équations des lignes de courbure en faisant m égal à I dans les équations du n''85. Appliquons encore ces considérations à la solution de la question suivante.
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l'iiofii-ÈME XI. — Lignes de courbure du parnbolotde hyperbolique.
Soii le paraboldïde donné par réquaUon i = inxy.
Si nous prenons pour lignes coordonnées les rfeux sv^sièmes de généralrices rectilignes dont les équations sont ^ = p, _r = p,, on trouve
d/7 = dp\Ji H- ni'pî, da, = dç,\ji
de là résulte que l'équation différentielle des li bure est
Klle a pour intégrale, u étant la constanie de l'intégralioii,
Si l'on remplace p et p, par leurs valeurs, et qu'on chasse les radicaux, on obtient les deux séries de coniques
dans lesquelles le signe supérieur se rapporte à une série de lignes de courbure, et le signe inférieur à l'autre série. Ces coniques satisfont à cette condition qu'elles sont concentriques et que les diagonales des rectangles construits sur les axes ont la même longueur pour toutes les coniques des deux systèmes.
119. 2" Il n'est pas nécessaire que les deux lignes coordonnées soient asymptoiiques pour que les deux lignes de courbure, soient les deux bissectrices du système; il suffit que les courbures normales des lignes coordonnées soient égales; alors on tombe encore sur l'équation ries bissectrices.
CUAl'ITIiK 11. — UL'S LIGNKS QLT
ROBLÈjiE XII. — Lignes de courbure de la siiiface. — as — ]ogCOs[a{x -+- a]]coii[a{y-+- ^}], g=laiig[«(,^^«)]cos[«(7 + P)].
^-tangWr + P)]cos[«(^+«)].
d'z __ acos[aix-\-^]] d'z __ acos[a{x + a)-\ dx'' COS'[«[;r + o:)] ' rfj= ~ ca¥?{a[y -y- P)] '
D'après ces valeurs, on reconnaît que les valeurs -> -» en appliquant tes fornaules (17) du n" 52, sont égales.
De là résulte que les équations des lignes de courbure de la surface sont
ày ^ _ -j- '^^
cos[a(r-i-""p")l cosf«[:cH-î:)]'
dont les intégrales soni, [j. cianl la constante d' intégra lion, les équations suivantes :
lang tang
120, 3" Si l'une des deux lignes coordonnées est seule asjmptottque, l'équavion des lignes de courbure prend la forme
(1) rfîrf ■+ - dadi7,~ da' = o,
Conoïde droit. — Soit l'équation du conoïdc
; — ■Jj(iaiigâ), lange — ■■^. 7=- ^x'-t-y'.
Prenons les coordonnées Û = p, r^p, ; on trouve alors, en ope-
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ram soit géométriquement, soit analyliquemeni,
et l'on retombe, dans le cas de j'iiéliçoïde gauche à plan directeur, sur l'équation c
Surfaces réglées quelconques. — En ayant égard aux relations établies au n" 101, l'équation f i) du présent numéro devient
{dt-hdq){dy — du,)-h dsdp:=Oi
or, si, au moyen des relations (i i) du n" 101, on élimine y de celte équation, elle ne renfermera plus que les variables p et /, et l'on aura
^dp' Iv^P dp) dp '''dpjdp
■ l dpflp^\dpdp rfp^p/' ^ 'J" '
si l'on divise par ^, l'on voit que les coefficients des deux derniers termes sont des trinômes du second degré en (, dont les. coefficients sont des fonctions de p. Celte équation, dans le cas général, n'est pas iniégrable.
Dans le cas des conoïdes, il faut poser (/w ei dqna\s, et alors, l'équation devient
rfp' dp dp dp dp
qui concorde parfaitement avec celle que nous venons de trouver directement.
g IV. -- Des li(;nes doivt la beuxièhe couiibure géodésique
KST DONNÉE.
121. Équation différentielle. — Si dans l'équation (2") du n" SS on suppose que y représente ime fonction quelconque
DES LIGNES QUI NE DÉPENDENT, ETC
donnée, on aura l'équation dilTérentielle des courbes tracées sur la surface telles, que la deuxième courbure gcodésique sera égale à cette fonction. Cette équation différentielle du premier ordre et du second degré est
Si le système des coordonnées est rectangulaire, cette équation devient
si les lignes coordonnées sont les lignes de courbure de la surface, cetlo équation se réduit à
Problème XIII. — Ti-ouver tes lignes tracées sur une surface de révolution telles, que leur deuxième courbure géodésique égale une fonction donnée de t, n° 89.
Si l'on pose, pour abréger, l'on aura, d'après le n" 103,
V /,!/ il/' \
et l'équation différentielle de la courbe sera
iablcs sont séparées.
174 LIVRE li- — APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES, ETC.
Cas particuliers. — Supposons que la surface de révolution est un tore dont l'équation est
dans laquelle a et « sont des constantes; F devient égal i de sorte que l'équation différentielle de la courbe sera
iV«'-('-«r
1° Si la deuxième courbure géodésique ^ est proporlionnelie à la tangente de l'angle que le rayon mené de l'origine au point de la courbe fait avec l'axe de révolution, on a la
kz conditionV^ — i k étant une constante; l'iniégraie de l'équation précédente, B, étant la constante de l'intégration, sera
' ka
(So- e);
ainsi la projection de la courbe sur le plan des xy est une spirale parabolique.
1" Si V est proportionnel à la distance ( d'un point de la courbeà l'axe de révolution, on trouve la trajectoire des lignes méridiennes sous angle constant.
3° Si V est proportionnel au carré de t, on trouve la spirale sinusoïde pour projection de la courbe. Cette spirale a pour équation
( — œ ^ a sin
fa» ,
4^ Enfin si V est proportionnel au rectangle tz, ou trouve la spirale logaritbmique,
g V. — Dus LIGNES CONJUGUÉES.
122. Lorsqu'une ligne est donnée sur une surface, l'équation différentielle des lignes conjuguées est du premier ordre, et dépend généralement des composâmes normales des
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courbures propres ou inclinées des lignes coordonnées. Nous avons déjà donné cette équation différentielle au n" 72. Nous allons l'appliquer à quelques exemples, se rapportant aux courbes ellipsoïdales. Mais avant, i) nous faut connallre les expressions du rayon de courbure des lignes coordonnées elliptiques.
Diamètres. — Normales. — Rayons de courbure de l'i-Uipsoïde en coordonnées elliptiques. — Pourabréger, nous représentons par h' le volume du paralléiipipède construit sur les trois demi-axes de l'ellipsoïde; par D, D, les demi-diamètres parallèles aux directions de deux lignes de courbure en un point; par M la distance du centre au plan tangent: or, si on exprime cette distance en coordonnées elliptiques, u" 9'2, on trouve
j^_ ll_
Le volume du paralléiipipède construit sur les trois demidiamètres conjugués étant constant et égal au produit des trois demi-axes, il résulte que le dénominateur de M représente l'aire du rectangle construit sur les demi-axes de la section diamétrale parallèle au plan tangent; or la première des équations (2) du n" 92 peut s'écrire
l. + [-t:'~b-'] + {l'~c') = x^ + y^+ z^ + [7:'- lj}] + {V-v^).
Le premier membre est la somme des carrés des trois demiaxes de l'ellipsoïde, laquelle égale la somme des carrés des demi-diamètres conjugués d'un système quelconque; donc, si l'on retranche du second membre le carré du demi-diamètre conjugué du plan tangent, lequel esta:'-f-7=-f- 2', la partie restante du second membre exprimera la somme des carrés des demi-axes de la section diamétrale parallèle au plan tangent : on a donc les deux équations
D=D;^(V-f^^){>'-v'), DM- \i]--{V-a'] + {l-'-v'],
desquelles on déduit
Calculons maintenant le rayon do courbure d'une ligne quel-
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conque ellipsoïdale; soienl 1, h, h les trois demi-axes de l'ellipsoïde, son équation en coordonnées rectangles est
£^ Zl .^_ —
Si l'on différeniie deux fois de suite celte équation par rapport à un déplacemeni ds effectué sur la courbe, on a l'équa^ lion
Y' 7h \~ih) '^ti ds\ds)'^ll ds \<ls j
, dx^ dy' dz' __ 'Pds'' },]ds' ï.lds'
Or la somme des trois premiers termes est la composante normale de la courbure, divisée par la distance du centre au plan tangeni, et la somme des trois derniers est l'inverse du carré du demi-diamètre S) parallèle à l'élément de la courbe;
on a donc, en appelant — cette courbure normale.
Si maintenant on suppose que l'élément ds coïncide successivement avec da et di7„ et que m,, m, représentent les rayons de courbure des seciions normales suivant di et rfcri, on a
, _ [X'-^')MX'-,^-=) , _ (>.' - ij.'y(7?-vn
Enfin, appelons N„ Nj-, N, les segments de la normale à l'ellipsoïde, terminés aux plans coordonnés du système cartésien, perpendiculaires aux axes des x, y, z, on trouvera direclemenl
jL - ^Jl' - '■'-"'
lesquelles donnent l'expression de ces normales en coordonnées elliptiques.
Des lignes conjuguées ellipsoïdales. — Nous prenons poui lignes coordonnées de l'ellipsoïde le système des deux séries
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de lignes de courbure; or, dans le cas d'un système de lignes de courbure, l'équation différentielle des lignes conjuguées dune courbe donnée est l'équation (2} du n" 72
le rapportl-^j étant tiré de l' équation de la courbe donnée; de là résulte que si l'équation rie celte courbe est ( n" 91 )
-j- d,j.+ — dv7=o,
l'équation différentielle de la courbe conjuguée sera ' u? — /' du. y' — ?' dv
dii. ^ ' ' dv
Si l'on compare cette équation à l'équation différentielle (5) rie la trajectoire orthogonale de la même courbe, qui a été donnée au n" 92, on conclut que l'on passe de la seconde à la première, en divisant le premier terme de la seconde par Çk^—y?), et le second terme par (^' — u').
123. Applications : i" Courbes conjuguées des lignes cylindro-elliptiffues. — En se reportant au n" 93, ei en usant de la remarque que nous venons de faire, on trouve pour l'équation différentielle ries courbes conjuguées des lignes cjiindro-elliptiques
{ix^ +l')dy. (v' + ;')rfv ^
fc(fA'-6M(F=~';') ''(i'=-è')(''=-c=) "
Cette équation difîérentielle ne diffère pas de l'équation différentielle de la irajecloire orthogonale des sphéro-coniques, pourvu que, dans celle-ci, l'on change ( n" 94 ) A' en — /'. Donc
l'équation des courbes conjuguées ries lignes cjlindro-ellipti ques sera (numéro cité)
iP Caitrhes conjugiiées des s/jlifiro-i:oniqui-s. ~ En se repor-
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tant DU n^gi., on imuve que l'équation différentielle de oes lignes est
dont l'intégrale est, en passant aux coordonnées rectilignes,
^i^-iî jV'-).; j^î-i' ^ consl.
Les exposants ne dépendent que des dislances focales. Celte surface sera la même lorsque les sphéro-coniques seront tracées sur des surfaces liomofocales de l'ellipsoïde proposé. Donc les interseclions de la série des surfaces que nous venons de trouver avec une série de surfaces du second.degré liomofocales à l'ellipsoïde, sont, sur chacune de ces surfaces, les conjuguées des sphéro-coniques. Oii déduit de là la proposition suivante :
Théorème. — Une série de surfaces données par l'équation précédente et une série de sphères concentriques tracent sur chacune des surfaces du second degré homofocales de l'ellipsoïde un réseau de courbes conjuguées entre elles.
3° H sera également facile de déduire de ce qui précède les courbes conjuguées des intersections faites par des pians parallèles à l'un des trois plans principaux de l'ellipsoïde, car, en se reportant au n" 93, on voil qu'il suffit de changer dans l'équation traitée au commencement du présent numéro, successivement l' en — e", —6% et o, pour obtenir les lignes' conjuguées des intersections faites par des plans perpendiculaires à l'axe minimum, à l'axe moyen, à l'axe maximum de l'ellipsoïde; on trouve ainsi les trois équations
-^ consl., —=: consl., - ^^ const.
On déduit de là que tes inlersections faites par une série de plans perpendiculaires à l'un des trois axes de l'ellipsoïde ont pour lignes conjuguées les intersections faites par une autre série de plans qui passent par cet axe.
12^.. PnoBi.t!ME XIV ( question inverse ). — Trom-er h-s Hgiu-s
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conjuguées des intersections de l'ellipsoïde avec la série des surfaces contenues dans l'équation suivante, dans laquelle a, (3, y sont des constantes :
x'y^ z'i^ cons[.
Si l'on passe aux coordonnées elliptiques, et qu'on prenne la dilYérentielle, on obtient
or si, pour abréger, on pose les relations
«+^ + 7=/. l>Hcc + y) + c'{:, + ^] = g, ccb^c'=./,, l'équation différenlielle des courbes conjuguées sera
fl^' ■+- â-,"' + /' ^ 7^+ gv' + h ~ °' dont l'intégrale est
arc ( tang — -~-~
Si l'on prend la tangente irigonométrique des deux membres, el qu'on revienne aux coordonnées rectilignes, on obtient l'équation
X' -i-y' + z'~ B' = /f(BJ~ Aa:' — r" — z'),
dans laquelle A, B, B, sont des fonctions des constantes de la question x, p, y et des axes de l'ellipsoïde, et k est la constante introduite par l'intégration. Celle équation représente une série de surfaces assujetties à passer par- l'intersection d'une sphère ei d'une surface' du second degré concentriques : on reconnaît que cette intersection est un cercle. Cette série de surfaces coupe la surface ellipsoïde suivant des courbes conjuguées des'courbes proposées,
125. Problème XV. — Courbes conjuguées des sections circulaires de l'ellipsoiile.
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Si l'on opère sur l'équation différentielle de ces sections qui est
dp . _ i.h
s/c' — jj.' v/t' — "' on obtient pour équation différentiel le des conjuguées
Gomme l'intégrale de cette équation ne rentre dans aucun des types précédemment trouvés, nous indiquons la marche à suivre : on prendra, pour intégrer le premier terme, une variable auxiliaire f liée avec fj. par la relation ,w — csinqj; ce premier terme devient
df
b' + {b^ — c')tang-cp qui est la différentielle exacte de la fonction
cl tang= ^ — tang9 I;
donc l'intégrale de l'équation différentielle proposée sera, en revenant aux variables fi et v,
arc ianîï=;' — - — ■ — -carcf tane^ — h= const.
Si, maintenant, on prend la tangente trigonomélrique des deux membres, et qu'on élève au carré en représentant par k une constante, on trouve
= k^ [b^ i/i?^^^. ^-^jrzr^' + ( è. _ ,. ) p j^
si l'on passe aux coordo'nnées rectilignes, on obtient l'équation d'une surface du second degré que l'on peut écrire sous la forme suivante, k.> étant une nouvelle constante :
yGoosle
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Elle représente une série de surfaces ayant une même courbe de contact, laquelle n'est autre chose que l'intersection du plan des sections circulaires de l'ellipsoïde donné, passant par l'axe des y, et d'un ellipsoïde concentrique , ayant même axe maximum, même axe suivant oz et dont l'axe suivant oy serait v'^'— à' ~ c .
Ces surfaces coupent l'ellipsoïde suivant une série de courbes planes qui sont les lignes conjuguées des sections circulaires. Ces courbes planes sont données par la série des plans dont on obtient l'équation, en retranchant l'équalion de l'ellipsoïde proposé de l'équation précédente :
g __r__ ^ / bz — '^v^'-"^^^ "\^q
Il est aisé de reconnaître que tous ces plans passent par une des deux droites qui est l'intersection du plan des zx et de l'un des deux plans des sections circulaires de l'ellipsoïde proposé qui contiennent l'axe des y. On déduit de là le théorème suivant :
TnÉOHÈaE. — Si par chacune des deux droites d'intersection des deux plans des sections circulaires qui passent par l'axe moyen de l'ellipsoïde, avec le plan de la section principale moyenne de cette surface, on mène tous (espions possibles, leurs intersections avec t'ellipsoide seront conjuguées des sections circulaires.
CHAPITRE m
DES LIGNES QUI DÉPENDENT DES COURBURES TANGENTIELLES DES LIGNES COORDONNÉES.
126, Les lignes qui dépendent des courbures tangemielles propres ou inclinées des lignes coordonnées sont généralement exprimées par des équations différentielles du second ordre; mais elles ont ce caractère essentiel qu'elles ne dépendent que des variations des paramètres différentiels du premier ordre, ee qui permet de composer ces équations dans un système quelconque dès que l'expression du déplacemeni ds est connue dans ce système.
§ 1. — De la ligne géobésique.
pBOflLJUNQ I. — Quel est le plus court chemin sur une surface
entre deux courbes. S„ et S, tracées sur cette surface [Jig. 1 1)?
Fîg- II.
Soit drj l'élément de l'arc de la ligne cherchée A^ A,, il Caut que l'on ait
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ce qui donne
or, l'on mène une série de lignes orthogonales onirc A„ Aj et sa position infiniment voisine; soit rfo-, l'clcmenl de ces orthogonales, l'on a, d'après le n" 29,
d'une autre pari
{dT), = dS,cos[dS,,{d^),], (d<T],= dS,c.os[dS„ida)«]: donc l'équation précédente deviendra
<JS,cos[rfS„(t/<7),]-(/S„cos[rfS.,(<irr).]+ r'~2^=o.
L'intégrale devant èire nulle quel qucsoitrfffL,et la partie indépendante de l'iniégrale devant être nulle, quels que soient rfS, et dS„, l'on a les conditions
— o, CQs[d?,„ [do- j,] — o, cos[rfS„(^cf),]=o;
donc, la ligne minimum est celle dont la courbure tangentielle est nulle. C'est la ligne géodésique. La condition relative aux. limites est qu'&lle soit perpendiculaire aux lignes So
etS,.
pBOBLÈiaE II. — Trouver un point sur la courbe S,, tel que lu somme des chemins A„ Ai -+- A, As parcourus sur la surface de vu point aux lieux courbes S,, S„ soit un minimum [Jig- la).
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Soit ÉÎff rélément du chemin parcouru A, A,, eidu' l'éléiiienl du chemin A, A,; il faut que l'on ait
donc, en raisonnant comme nous venons de le faire, nous trouverons rfS.cos [id<T)„ dS,] ■+■ rfSi j cos[rfS„ (da],] + cos[rfS„ {drj' ), ] !
+ dS, [cosdS,, ( da' )J + / ^ +j — ^, — = o.
On a donc deux arcs géodésîques A, Ao + Ai A;, et la condition relative aux limites est qu'ils soient orthogonaux aux lignes extrêmes So, Si, et qu'ils tassent sur la courbe moyennes,, l'angle d'incidence égal à l'angle de réflexion.
Les conséquences sont nombreuses, nous y reviendrons plus tard.
127. Équation différentielle de la courbe géodésique. — Si dans l'équation ( 7 } du n" 49, nous supposons la courbure tangentîelle p nulle, nous aurons
(!) rf,(âf£7,COS[3)-f/,[rf^00Sa)=:O,
qui est l'équation la plus simple des lignes géodésiques, bien qu'elle se rapporte à un système quelconque de coordonnées. Si l'on développe les différeniiaiions après avoir remplacé du et da, par leurs valeurs H</p, H, rfp,, on trouve
— -, mon —, — — lit aiii yi —, 11 mil Li. —j— ,
rfp </p, 'dû dp,
/Hrfp_H, rfp,
,/pl
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qui est l'équation différentieUe des lignes géodésiques. L'élimination de et Cl |3 de cette équation, au moyen des relations {2), dans lesquelles tp est une fonction connue de p, p,, porterait celle équation différentielle au second ordre, mais il est plus commode de la laisser sous cett« forme. Si le système est orthogonal, elle devient
(3 ) cos'« „ , ■ dût — sin'a- „ - ,- </p — sina;cosaa(Z=:o, Hapi '^ H,dp '^
da étant la différentielle complète par rapport à p et à p,.
128- Intégrales premières^ — 1° Si l'angle 9 est constant, et H ne dépend que de p, l'on peut toujours supposer H = i , ce qui revient à prendre o- pour paramètre, et, en remarquant que
<;« . de ,
réqyation (3) devient
rfH, sm(idfi
rfj3 étant une différentielle complète; on
a donc
, si H, ne (lé
pend que de p,
(4) H, cos(3 = const.,
ce qui est une intégraîe première.
... . .-,„, .... ,.,... , cosS
Lequation{3)peutaussi s écrire, après élimination de -77-— 5 '
au moyen des relations [i) du n° 44, sous la forme
,„„, rfH, / , coso , \ . ,,
'^ ' ~di ( ^' ^ ~w~ n "^ ^'"'^'^^■
Or, si H, est de la forme pijj (pi), celte équation devient
laquelle donne
(4') [3 sin^ — C0S9 logp - i 'if {p,)dp, .:^ c
yGoosle
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2" Si f est variable, el ne dépend que de p, l'équalion (4) a encore lieu; en eiïet, l'équation différentielle (3") a lieu
pourvu que l'on retranche de rf[3 le terme --p dp; l'on oblienl
ainsi
dM, , sinfcp — ^) { d<a , , \
H , dp "^ cos ( <p — a ) \ rfp '^ /
Or, elle est intégrable, si tp et H, sont des fonctions de p seulement; on obtient ainsi
Hi cos(cp — a)= const.,
ou, ce qui esl la même chose,
II,cos|3^ const.
3" Cherchons les conditions d'intégrabililé de réqualion (3' ). Soit l'intégrale de cette équation
il faut que l'on ait, après que les dénominateurs de l'équation [ 3 ) auront été chassés, les trois conditions suivantes :
dUU , _ H,dU dHH, _ Ht/H,
dp, ~ ' dp, dp ~~ dp
d {^,da\ d (lidU,\
dp \ dp, ) dp, \ dp J
Or les deux premières seront satisfaites si II =; H,, la dernière condition devient alors
dnp
l'intégrale de cette dernière est, 4* ci <l>, étant des fonctions arbitraires,
Si l'on adopte ces conditions pour H et H,, l'équation (3) devient
[i(j(p) H i)ji(p,)]cosa siïiada H- shra'\'{p)dp
-- cos-avIj,{p,)n'p,=.- o,
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qui est ia dil'féi-eiilielle exacte de
sin'Ki^(p) — cos''ai}'i ^p) = corist,
4° Supposons que 9 ne dépende que de l'une des deux variables p ou pi, que I, (n° 25) ne dépende que de p,, et I ne dépende que de p, de telle sorte que l'on ail
l'on obtiendra alors, suivant que œ ne dépendra que de p ou de p,, d'après les équations (6) du n" 47, l'une des deux ex-
r dp, C dp
« — / -Trr—, ■+■ -Fr-\ = const., J /(pO J fi?)
pour représenter l'intégrale première de l'équation géodésique.
Il est évident que ces deux équations auraient encore lieu, si I et Ji (n" 25) étaient, la première une fonction de p seulement, et la seconde une fonction de pi, ou bien, si I, et J ne dépendaient, la première que de p,, et la seconde que de p. Il
suffit de remonter au\ équations (5') du n" 47, d'y faire -p nul,
et d'intégrer l'une ou l'autre de ces deux équations.
129. Problème III. — Ligne géodésique de la surface hélicoïdale.
Nous prendrons l'expression de l'arc ds, rapporlée aux coordonnées / et p. que nous avons trouvées au n" 87 (on .y supprimera, pour abréger, l'indice i de pti).
or, pour cette forme, l'on a l'intégrale première de la ligne géodésique égale à
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h étant une consiante ; mais, dans ce système de coordonnées,
[P + a^)di.^+{^^^+y\dl
donc l'équation différenlieile du premier ordre des lignes géodésiqucs est
, /i-{/'Jj"-h «M- f'fdl
du. =. — ^ — ■1^ = :
(«' + /=)Vï"' + a"' — ^'
de iù on lire, \m étant la constante de l'intégration,
qui est l'équation de la ligne géodésique entre les variables fi et (. Si l'on veut avoir cette équation entre les variables t et 9, il faut éliminer ^ entre cette équation et l'équation (i) du n''87 : ce qui donne
la ligne géodésique entn cette équation entre les tre cette équation et 1'
' J (<.■ + (■) J ia'+l')^t' + a-~k-
pour l'équation de la ligne géodésique.
Appm:ATiONS a quelques exemples : i" Héliçoïde àplim directeur. — Il faut faire
4j(ï) ^ consl-, ce qui donne
dl
. r dl
uer, suivant que k' ce dernier cas, l'oi
r adl
il y a trois cas à distinguer, suivant que k' est supérieur, inférieur ou égal à «'- Dans ce dernier cas, l'on a
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si l'on remarque que rimcgraic peut s'écrire sous la forme
1 trouve, ù étant la constante arbitraire.
n a donc, en résolvant l'équaiion par rapport à /,
or, dans le cas actuel, ft n'est pas distinct de 6, connue cela résuite de l'équation en 0.
2° Soit l'héliçoïde engendré par la courbe donnée par l'équaiion suivante, dans laquelle m et » sont deux constantes liées entre elles par la relation «'(m'— i) = m'li^ :
l'équation de la ligne géodésîque est, 4 étant une constante arbitraire,
;-i, = rttang^(y.- y.,,),
les variables étant ( et ix.
PnoBLiiME IV. — Ligne géodésique des surfaces déve
Prenons pour coordonnées les génératrices reciilignes et les lignes orthogonales. Soit
ds' = '^'{i)di.
l'arc de l'arête de rebroussemenl, ds élant l'angle de contingence de cetle ligne; si l'on conserve les notations employées au n" 105, l'équation de la ligne qui coupe orlhogonalement
igo uvBE ir. — APPLiCATioiys vus tliéobies précédentes, i les génératrices rectilignes esi
donc l'expression du dépiacenient ds sera
avec la relation
_ dp.
lp,~s')dt
Si l'on applique à ces expressions i'équalion (3"j
(/H __ sinadx Hrfp, "" cosa on trouve
dor. r_. di; de là on conclut
avec cette condition que e est nul en même temps que a, ce qui exige que s soit compté à partir de la génératrice sur laquelle la ligne géodésique est perpendiculaire. Cela posé, l'équation (3") donne
dp, sin ce da. ds' -\- dt
' ■' p, — s' ~ cosa / '
on déduit
«^.ï'COSa -h d{tC0S,Oi):-"- o,
et, en intégrant,
(3) tcosa— t„-t- I cos<x.'\''{a)da~o,
/, étant la constante introduite par l'intégration, elle représente la longueur de la génératrice perpendiculaire à la ligne géodésique.
Soient x', y', s' les coordonnées du point que l'on considère sur l'arête de rebroussemcnt, x,x, z les coordonnées du point correspondant de la ligne géodésique située sur la même génératrice, l'on a
(41 -=''+'^ in
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dans lesquelles x', y', z' ei leurs dérivées sont connues par rapport à E, ou son égal a, par la nature même de i'arèie de rebroussemenl, et t se trouve connu en fonction de ia même variable par suite de l'équation (3); on a donc, en termes finis, les trois équations de la ligne géodésique de la surface développable.
Il y a une aulre manière de traiter la question. Cette manière consiste à chercher, comme nous l'avons fait n° 110, les équations d'une surface quelconque engendrée par une droite située dans un plan qui s'enroule sur la surface développable donnée- Cette droite engendre une autre surface développable dont l'arête de rebroussement est située sur la surface développable donnée, et celte arête de rebroussement n'est autre chose que la ligne géodésique de cette surface. Il n'y a donc qu'à écrire les équations de cette arête de rebroussement.
13I. Applications r Ligne géodésique de l'héliçoide développable. — Les équations de l'arête de rebroussement sont, a et X étant constants.
(ïCosS,
f — asmQ, z' -
= flôlang^;
de, là on dédui
ds'=---^de; cosA
or, l'on a
ds' _ a dt ~ cos'^'
donc
rfs =
idôeosï., £ = 9c.
JsX,
e étant compté à partir de la tangente de la courbe perpendiculaire à l'axe des x :
iocos'), -i-nsina cosacoy'A
Conséquemment, les équations do la ligne géodésique sont, après avoir posé m = cos>,
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,r r^«cos9 — tmainS, r^asinO-h tmcosd, 2 =«S tangi + ïsinïi,
dans lesquelles il faut remplacer / par sa valeur en foncUon de0.
Ici la ligne géodésique est perpendiculaire sur la tangente a l'origine de l'arête de rebroussement, et /„ est la longueur comprise sur cetle tangente, entre le point de l'arête et le point d'intersection de la tangente avec la ligne géodésique.
2." Ligne géodésique de la surface développable dont l'arête de rebroussement est la spirale logarithmique conique. — Les équations de l'arête de rebroussement sont, m, n, a étant des constantes,
x' = tcos9, r' = ïsine, z' = mt, t^^ae"^:
on déduit
ds''=(i-i- n'
■-hm^]t'd8K
S) l'on pose, pour abréger,
l'on a
dx' —sine + ncosS dr'
Ligne géodésique des surfaces coniques. — Pour
passer aux surfaces coniques, il suffit de considérer, dans les
formules (4) du n" i30, ^, y', z' comme les coordonnées du
dx' dy' dz' ■ ■ j ■ ,
sommet, -tt> -tt' -rr comme les cosmus des angles qu une ' ds' ds' ds' on
génératrice rectiligne fait avec les trois axes, et de faire la
fonction •]) (s) nnlle; alors, l'équation (3) du n" 130 donne
i" Application au cône circulaire droit. — L'on a, ay étant l'angle du cône, pour les cosinus des angles de la génératrice avec les trois axes,
sin^/cosâ, sinysinS, cosy;
si le sommet se trouve à l'origine des coordonnées, les équations de la géodésique seront, en remarquant que c!==Ssiny, et en posant m= sin-/,
i„sinycosô _(„sin7Sin0 _ U cosy
cosmO ' ■' cosmfî ' ""'cosmS
^"Application au cône sin4'=/{S). — On suppose toujours que le plan des zx est perpendiculaire à la géodésique
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au poioi 011 ce plan rencontre la courbe. Si l'on coupe le cône par une sphère concentrique, l'inlersection sera une courbe dont l'arc compté à partir du plan des a;3 jusqu'à la génératrice que l'on considère aura pour expression
J„ V àù' sin'i]/
Or celte expression qui est une fonction de 0, S ^ F ( 9 ], n'est autre chose que la valeur de l'angle a.; on aura donc
_^ /( sinycosô _ijsin)'sinô _ (ocosy
■^~ cosF(e) ' ^~ cosF{e> ' ^~côsF|ë")' pour représenter les équations de la géodésique conique.
ISS. Problëue y . — Trouver la ligne géodésique ellipsoïdale .
Il a été démontré (n" 128, 3°) que lorsque les paramètres H' et W, étalent égaux et delà forme '\'{p)+ '\i,{p,),Vénuat\oa àe la ligne géodésique admettait une intégrale première. Il en sera de mfime, si l'on a
rf=7= = [^P(p) + ^,(p.}][/(p)]Vp=, </7;=[i(p)+^,(p,}][/;f?.)]Vp;; il suffira de poser
f{p)dp~du, f,[p,)dp, = dv;
on tirera de là p en fonction de u, et pi en fonction de c, conséquemment on aura, U étant une, fonction de h, et V une fonction de v,
da'=:iV + V)du\ da] = iV-+V]di'\
Donc le théorème serait applicable après cctio transformation, c'est-à-dire qu'on aurait
Usin'a — V cos'a=: const.
pour l'intégrale première de ta ligne géodésique;'donc en revenant aux premières variables, l'on aura encore
'^(p)sin'c( — ij;,(p,)cos'a — consi.
pour l'intégrale première de la ligne géodésique.
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Si maiiuenaiii nous reniarquonH que les valeurs des arcs coordonnés </ct, dr7„ tracés sur la surface ellipsoïdale dans le système des coordonnées elliptiques, satisfont à celte condition, on voit que l'iniégrale première des lignes géodésiques ellipsoïdales sera, jj.] étant la constante arbitraire,
jj} cos'^ -i-i''sin>p = pj.
Cette équaiiim a été donnée par M. Liouville. Si l'on y fait j3 = o, on trouve /it ^ f^, ; donc f^, est la valeur du demi grand axe de la surface F{ij-,), qui, par son intersection avec l'ellipsoïde, détermine ta ligne de courbure de la série (f^], à laquelle la ligne géodésique est tangente, pourvu que fi,' soit plus grand que b'; si l'on a fi, = è, l'on obtient l'hyperboloïde limite de la série F (fi), c'est-à-dire l'hyperbole focale, donc alors, la ligne géodésique passe par l'un des ombilics; si /i-i est moindre que b, elle représente le demi grand axe de l'hyperboloïde à deux nappes de la série F(v), lequel donne la ligne de courbure tangente à la ligne géodésique.
On reconnaît que pour tout point d'une ligne géodésique le produit de la perpendiculaire au plan langent en ce point menée du centre de l'ellipsoïde, par le diamètre ellipsoïdal parallèle à la tangente à la ligne géodésique, reste invariable. Celle propriété est le caractère géométrique des lignes géodésiques. En effet, si l'on calcule le diamètre D parallèle à l'élément de la ligne géodésique, on trouve, en se reportant au n" 122,
I cos'{3 sin'p
cotte expression multipliée par l'équation qui donne la valeur
de n- «111 même numéro, donne pour la ligne géodésique l'é- M-
quation
DM - conat.
Le rayon de courbure de cette ligne sera donné par la l'oimule
âlHiV If '
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laquelle prouve que, pour une même ligne géodésique tangente à une même ligne de courbure jj-,, le rayon de courbure de la section normale est en raison inverse du cube de la dislance du centre de la surface au plan tangent au point que l'on considère.
L'équation différentielle de la ligne géodésique s'obtient en éliminant l'angle (3 entre l'équation trouvée pi us haut et l'équa-
tion
™sp-^-
dans laquelle on pose, pour abréger, on obtient ainsi
dans laquelle tes variables sont séparées ( * ).
On trouvera pour la différentielle de l'arc de celte courbe, en remarquant que A est la somme des projections de du, du, sur cet élément
ds = m ii/iJ.'— (x'f//Lf + n */l^' — v'dv.
§ II. — Des lignes dont ia couiibure tangektielle
EST DONNÉE
13iV. ÈqiuUion différentielle de la courbe. — Soit ■ la courbure géodésique donnée, et représentant une fonction quelconque des variables p et p,, on déduit de l'équation (■;) du n-'W,
HH, . d\\,
— p- sino ^^ ~j- cosp -
: Pt les polygones l'pqiialion Bflodfisii
donc, si l'on multiplie w,^ deux équatious membre a meml on aura
sin[3(/p, — -^ siria</p
_/ eos(3siniz i/H, , _ eosasiiip _^H_
^\ sintp H,(/p " siiiffl bli/p,
sinasinjS /</^
siny \(/p
:rfp,
qui est l'équation différentielle demandée. L'élimination de a de cette équation au moyen de la relation (i) et de la relation y = (a + |3), a étant une fonction connue des paramètres p, p,, porterait l'équation (a) au second ordre, mais il est plus commode de la laisser sous cette forme.
Nous ferons maintenant les remarques suivantes : 1" Si les lignes coordonnées se coupent sous angle constant, le second facteur du dernier terme se réduit à da, différentielle complète de a par rapport à p et à p,. 2" Si le système est orthogonal, l'équation ( 2) devicni
-p-sm[3rfp,^-psma(/p
" HT"^^ 11 rf^ '^'
! -!-S!n«COS«((/«,
da étant une différentielle complète.
3° Si l'angle tp étant constant ou fonction de l'une des denx variables, p par exemple, H et H, ne dépendent que de cette variable p, l'équation (2) prend la forme
,2") ""'p^'"' ^p=^(H,cos,B);
«le là résulte que, sil' est une fonction du produit l:liCosi3,
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OU bien que, si le rapport de P à HH,sino est une fonciion F' du même produit, F' éiani ia dérivée do F, on aura, suivant l'un des deux cas,
F[II,cos[3)-- 1 HH,sin(pc/p = const., F(H,cos[3) — pi-^tonst.,
qui seroni les intégrales premières de l'équation [ 2" ). Il en sera de même si l'on a
P = F(p) ou bien ' P — cos"'|3F(fj),
m étant un nombre entier quelconque; les deux membres de l'équation (2") seront intégrables.
4" Soit 9 constant, et le sjsième choisi de telle sorte que H soit l'unité, ce qui est toujours possible, puisqu'il n'y a qu'à prendre pour secondes lignes celles qui déterminent sur les lignes de la première série des longueurs constantes; si, de plus, Hi remplît celte condition qu'elle soit égale au produit de p par une fonction quelconque de pi. H, = pi);'(p,), i]/' étant la dérivée de '\i, l'équation {a} devient
Psinj3 Si l'on élimine de cette équation eot[5, au moven de la relation
cotS^5l^"t£HÎ^, on trouve, réductions faites, l'équation différentielle
' ' Psin[3 "^ sin® '^ ' p '^
de là résulte que, si l'on a Psinjî égale à une fonction de p, représentée par - ■■■ -) l'équation précédente s'intégrera et donnera
sin=(p/(p) ~ ijj (pij — cosœlogp — asiiKjj — coost.,
laquelle sera l'intégrale première de la couflie.
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135. Problème VI. — Trouver sur une surface de révolution la ligne dont la courbure tangentielle est donnée.
Pour celte surface, l'on a, en conservant la notation dun°89, i!l en posant i = p, Q=^?i,
da-= dt\J> + ii^", (lrT, = idÔ, <o-—~- D'après in remarque 3 du numéro précédent, l'on a
si l'on pose l'un des deux cas
- _E = F'(<cos[3), P = P[(!cos[3),
iv'i + 'l'" on obtiendra l'une des deux intégrales
(- F(icos(31=:consi., / idl \Ji-^ é" — F(/cosp) = const.
Si P est une ibnclion de t seule, en représentant par/(0 l'intégrale du premier membre de l'équation (2} du présent numéro, on aura
/{ l) — t cos j3 = const.
Si P est de la l'ornié V{t)cos"'^, l'équation (2) pourra s'écrire sous la forme
donc, en représentant par/ (/) l'intégrale du premier membre, on aura, après intégration.
Si, dans les deux premiers cas, on peut résoudre les équations données par les intégrales par rapport à icosp, comme cela arrive pour les deux derniers cas, de telle sorte que l'on ait
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en portant dans cette équation la valeur de cos(3 donnée par la relation
on obtiendra sans difficullé
laquelle ne dépendra que des quadratures.
Problème VII. ~ Soit j^ la courbure langentielle donnée
d'une ligne tracée sur une surface réglée, déterminer celte ligne.
Remarquons que, pour ces sortes de surfaces dans le système que nous avons employé (n" 101), l'on a directement
puisque l'arc d^, est rectiligne, et le pian de l'angle 5, étant parallèle aux deux génératrices reclilîgnes, est perpendiculaire à la plus coune distance dp; donc, il fait avec le plan tangent un angle complémentaire de l'angle y; donc Sa projection tangentielle de cet angle est ^Esiny.
L'équation (5') du n" 47 donne
(0 'ip=(-r~^ dishiy]-,
' ' '^ \Psin[3cosy ' /'
d'une autre part l'on a ( n" 101 )
(7(7, dû,
conséquemment l'on ohlieni
(3) coipd^7r_. /--L-^-ÇcosysinyWp,;
or, si l'on différentie les équations (8) du même numéro, ori'
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trouve
(4) Mp, = ^^
Cette valeur de dp, éianl substituée dans l'équation précédente, on obtient
__ j«<»Miî=(iT4jp-i:»osy™y)
' Vijcos'y çdp '^ ' '^ I (^dp ' /
si l'on groupe convenablement les termes, on obtient l'équation
) \cosyJ ÇI'cos°y
m cherche quelle est la courbe pour laquelle on a
• =?ip:^Çco5i.siny, nM01(8),
d — — —smydyi ^ _. o;
\cosy J ' ' \cosy/
dont l'intégrale est sin p = const. C'est l'équation de la trajectoire sous angle constant des génératrices vectilignes. Dans ce cas, on vérifie facilement la propriété relative à la courbure tangeniielle de la trajecloire sous angle constant; en effet, on a, d'après l'équation (5) du n° 64,
I sin[3 _ sinpsinyf/s sin[3sin")'
p "^ ns^ "" d<7 ' ~ f ■
137, Applications : i" Coiiotde droit. — Pour passer au cas du conoïde droit, il faut faire ^ nul dans l'équation (6) du n" 136; on obtient ainsi
dy dtC l siny sin'ysinp\
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or, laissons la l'onction Ç tout à fait indéterminée, ce qui revient à dire que le conoïde est quelconque, et proposons-nous de déterminer la ligne tracée sur cette surface jouissant de celte propriété, que sa courbure langentiellesatislasse à l'équation suivante, dans laquelle )i' est une fonction de j3 :
/ sin -/ :osy ce qui donne I P sin'ysinp^
['équation (7 ) devient
'^' ■ l' smycosy K " J^
l'intégrale de celle équation sera donc, c étant une constante urbitraire
/" cosfiJ(3 _,^^ langy
on déduit de là
qui est l'intégrale première de la courbe cherchée. C'est une relation entre le rayon \ecieur t et l'angle que la tangente à la courbe fait avec ce rajon vecteur. Si l'on avait l'angle 6 que ce rayon vecteur fait avec un plan fixe passant par l'axe, plan qui est ici celui des xz, on aurait ainsi les deux équations de la courbe. Nous allons démontrer que cette relation dépend d'une différentielle du premier ordre.
Remarquons que l'équation (2) du n° 136, modifiée par suite des équations ( lo) du présent numéro, devient successivement
, , ^ dt sinv dt sinv ,, /tangyX
Celle équation, si l'on a égard à l'équalion (<>), devieni sin[3(^|3 (/e
(ir, si l'on porle dans l'équation
la valeur de t Urée de la relaiion (lo'), on obiient
d'où on déduit
sin-^ =:
en portant cette valeur dans l'équation (ti'), et en remarquanl que dt est égal à la différentielle dO de l'angle que le rayon vecteur t fait avec le plan des xz, on obtient l'équation différentielle
dB = -'
laquelle est du premier ordre, c, q. r. v.
On reconnaîtra facilement que, si 1- est de !a forme
«sin°[3cos™[3,
dans laquelle u, m, n sont trois constantes dont les deux dernières représentent des nombres entiers, l'intégrale de l'équation (lo) s'effectue, et on obtient l'équation différenlietle de la courbe entre deux variables ( et 0. Contentons-nous d'exaner les cas où X^ est égal à ±sinp.
Si }?^ sin^, t^ csiïip-, si l'on lire les valeurs des sinus et cosinus de l'angle (3 de cette dernière équation, et qu'on les porte dans l'équation (ii')i on trouve
sl^
■QVylc
-.: t^inp,
el,
par su
\Ul,
Çtdt
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Suivant celle double hypothèse, on trouve que !a courbure langenlielle de la ligne est donnée par
I sin^y + T
Psinp ^ T^"'
138. 2° Héliçoïde gauche. — Pour obtenir les formules relatives à cette surface, il suffit de faire ^ constant dans les formules précédentes. Supposons que X' est égal à/('cos'|3sin|5, k éiant une constante, ce qui revient a dire que la courbure
p satisfait à la relation'
I _ /i'cos'(3 -4- sin'y __ ^ _^___. ,
l'équation [lo] donne
(.' étant une constante introduite par l'iulég ration. Si l'on suppose /r' égale à l'unilé, l'équation ( 1 1 ) donne
dont l'intégrale est
c'-{rj-o,y-
6„ éiant une constante arbitraire : celle équation représente la spirale parabolique.
Dans le cas où /i" a une valeur quelconque, Véqualion différentielle de la courbe est
qui estune différentielle binôme, intégrable toutes les l'ois que A '
est tel, que l' une des deux expressions ) — - — — - est
un nombre entier.
i m. — DES i.ir.Nns QUI iitcKNvrcfi
LIGNE DONT LA COURBUHE TANGENTIE
139. PPOBLÈME VIII. — Étant donnée une courbe AtPA,, (S) (Jîg- 13), tracée sur une surface, trouver sur celte surface une autre courbe n de longueur donnée, telle que l'aire comprise entre les deux courbes soit un maximum.
En conservant les notations du n" 126, l'on doit avoir entre lus deux limites Si, S,, pour la courbe donnée, la condition
a étant une constante. Si l'on prend une position infiniment voisine. Von aura
or\h.-{dc],-{d<y].^f^'S
mais il faut, dans le cas du maximum, que, pour ce déplacement, la variation de l'aire soit nulle. Si l'on représente par d-d, l'élément de toute li^ne qui coupe orlhogonalemenl la riourbe u, cette variation sera, comme on le voit sur la ligure.
d^da,
l[d^dfr^),^Ud^da,\+j '
Or puisque les triangles B, A, h, A,aBo sont des infiniment petits du second ordre, et que celte seconde variation ajoutée à la première multipliée par une constante b doit être nulle,
ao6 LivRR ir. — appi.icmiows vts tiiéoiues piificfiDiDNTF.s, iîtc. on aura l'équalion
«(„),-«(").-£'(srf.-'^)=...
Si l'on raisonne, comme on l'a fail au n" J26, oeite équation devient
«(a),-(rf,). + £^-„i.,(;-i)=«.
Or l'inlégrale devant être nulle, on trouve — = ^, e'est-à-dire la courbe dont la courbure tangentielle est constante.
Les équations aux limites donnenl cette double condition, qu'en ses deux extrémités la courbe u doit être perpendiculaire à la courbe donnée S.
Corollaire I. — Supposons un plan tangent à la surface se mouvant suivant la courbe à aire maximum ; il engendrera une surface développable sur laquelle la courbe sera située, et cette courbe ayant une courbure tangentielle constante, il en résulte que si l'on développe celte surface sur un plan, la courbe se changera en cercle.
Corollaire II. ~ Si les deux surfaces sont tangentes suivant la ligne maximum par rapport à l'une des deux surfaces, celle ligne sera aussi la ligne à aire maximum sur l'autre surface.
140. Problèmk Y^.. — Trouver sur la surface d'un cône circulaire droit la courbe dont la courbe tangentielle est constante.
Soit 3 = mi l'équation du cône circulaire droit, m = lang«, a étant l'angle que la génératrice fait avec l'axe de révolution, l'équation {2) donne, P étant une constante.
'*'' -=d{tcosQ),
:' étant une constante arbitraire
Si nous appelons 7 le ravon vecteur mené du souimei du
(:H4PiTiiK rcT. — uns lignes qui dépkndiîm, ktc. ao; cône à la circonférence de ce cercle ivaoé sur la surface supposée développée, / la disiance du cenire au sommet, A le rayon, et (3 l'angle du rayon du cercle et du rayon vecteur, l'équation de ce cercle est
t'— 2-A cos|3 -h A" — l' = o.
Or, si l'on remarque que l'on a i ~ r cos«, l'inicgralo trouvée devient
r— 2TPcosi3 !— ^o.
Cette équation devient identique avec la précédente, pourvu que l'on pose
A = P, c^ = (/' — A=)cos«;
ainsi, la courbe trouvée représente un cercle dontlo plan est enroulé sur la surface conique.
L'équation différentielle entre ï et est, d'après ( 135),
t\ll^k'Pco?:'a — [i' — c'Y
dans laquelle on a posé k= Peosa, L'intégrale est
ï' — aicos(9sin«) s/Çc'-t- A'cosfl)cosrt — ij'cosrtTrro.
l COOllDONHKltS,
SYSTEME DIRECT DE COORDONNÉES GÉODÉSIQUES
§ I. — FOBBBLES GÉNÉRALES.
141, Problème I. — Étant donnée une côurhe a tracée sur une surface, on mène une série de rayons vecteurs géodésiques tangents à cette courbe, et dont les longueurs t, comptées à partir du point de contact, varient d'après une loi donnée, lieu des extrémités de ces rayons [Jig- i4)-
Notations :
du est l'élément de la courbe donnée o-;
rf£ son^angle de contingence tangeniielle à la surl'ace;
II le rayon de courbufe tangentielie, fonction de a;
y.lo U\HV. m. — DES OOOllltONNÉES GÉODfiSlQllKS.
fis, (le, r sont les éléments analogues de la rourbe décriie;
dp est l'arc géodésîque compris entre deux arcs orthogonaux inrintment voisins;
dh est l'élément d'arc orthogonal ;
H est te paramètre différentiel correspondant du premier ordre.
On prend pour paramètres variables i et e déjà définis, de sorte que H est une fonction de l et de c.
Lorsque les éléments dp, dh se rapporteront à un point quelconque non situé sur la courbe s, nous les accentuerons, si cela est nécessaire pour éviter confusion; [3 est l'angle que l'élément dp fait avec ds.
Tangente. — Nous avons dp ^ dt + d<T, ce qui revient à dire que p est le rajon vecteur géodésique normal à une développante, par rayons vecteurs géodésiques, de la courbe dtr. Nous avons les équations
(1) dp^.dt + Tld'., cos|3=^, «inp^^' '^*^^^=h£"
Jn^es de contingenee. — Si l'on applique le ibéorème de Gàuss (n" 76) au triangle géodésique formé par deux rayons vecteurs l, t -\- dt inûniment voisins, et par l'arc dh, projection de ds sur l'arc orthogonal, et qu'on représente parfit.) l'angle de contingence tangenlielle de l'arc orthogonal, l'on aura
Or l'on a, d'après la formule (9") n" 41, (a relation (/"H H
Substituant la valeur du second terme dans l'intégrale précédente, l'on aura, en intégrant entre les limites o et /,
.. ■ ' .. (dtt"\ „ ...
Mais, SI I on remarque, que pour i-o, l-i— est 1 mute, la
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valeur de I intégrale esl rfe I "
la relation suivante, l'une des plus importantes de la théorie :
' dp
A ces relations il faut ajouter celle qui provient du triangle inflnitésimal dont les côtés sont ds, dp, dh, lequel donne
[4) dt.i=-de — dp.
Différentielle de l'arc. — L'on a les formules
(5) ds':.---. dh-' + dp', ds' = \w + (n + ^ yi dz\
H2. Rayon de courbure tangentielle de la ligne dh. — Si l'on divise les deux termes de l'équation (3) par dh, et qu'on
représente par -^ la courbe tangentielle d
e l'arc dh, on a
dans laquelle il faut mettre la valeur de t
', qui se rapporte
point que l'on considère.
/Normale dans le plan tangent, tangente. — Si par le centre âe courbure tangentielle de l'arc dh, lequel est situé dans le plan tangent, on mène une normale dans ce plan à ce rayon de courbure; elle intercepte sur la normale à la courbe ds située dans le plan tangent et sur la tangente deux segments N et T, qui sont la normale et la tangente de la courbe ds par rapport au centre de courbure, l'on a
■I' — ^ - Mï N — -?- — -5i^
''^' cos[3^rf/>' ^sinp""Hrf£'
Sous-normale, sous-tangente. — Les segments interceptés sur la perpendiculaire dans le plan langent, menée au centre de courbure tangentielle de dh, par la normale et la tangente,
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sont la suus-noriïiak S„ et la sous-tan génie S„ fti l'on a
(il
(8, S, lilonsp-. H- , S.= Rco,?=^'.
143. Rayon de courbure tangentietlf. tie ds. -- Si l'on divise l'équàlion (4) par ds, on obtient
L'élément ^j^ représente aussi la composante tangontielle
de la courbure inclinée de la courbe ds, supposée coupée par une série de courbes sous l'angle p. Cette courbure joue le rôle le plus important dans la théorie.
Si l'on dîfférentie la troisième des équations ( t ], l'on obtient
d^ ___ 5L'î!ê /_^!£L _- ^P t^H X 7h~~ H~ \Wd? " H'di Ih]'
d'après cela, l'équation (g) devient
^^ ' P """ It \P'\df ds Mdc)'
Si l'on élimii>e sinjSau moyen de la deuxième des érjualions (i), l'on obtient
5! ^IrI^ÛE f^HX d'p
, , T U "^ri£ lu ds "*" rfg j de
La courbure -j^ tangeniielle de la courbe ds prend deux nouvelles formes qu'il est bon de connaître, i" Si l'on remarque que l'on n
</cot[3 = -([-t-rai'i3j'-/fi.
yGoosle
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la l'ormiilR (g) s'écrit sous la l'orme
T 4- COL' [3 </coL'|^
cl les équalions ( "j ) s'écrivent aussi sous la forme
cotp '^
2° Si l'on élimine de l'équalion (g) R au moyen de l'équation (6), et (/* au moyen de la deuxième des équations (i), l'on trouve
i__ sin|S<m cos(3</,^ ''^' P^ Vldp ^ (//>
Si le paramètre H ne dépend que de p, celte équation de-
''^^1 P^ Hdp '
que nous avons déjà trouvée, n" i34, sous luic l'orme équivalente [a").
Si dans l'équation (lo) on élimine dp au moyen de la première des équations (i), on obtient
Remarque. — Si la courbe tr su réduit à un point, il Tain, poser di nul, et par conséquent n égal à zéro. Alors cette dernière équation devient
11= dt /H dl dil\
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Quadrature. ~ Soit du la différentielle de l'aire, on a
du = dp'dh' —Hit', s)dp'ds;
si l'on y remplace (' par sa valeur p' — r, il faudra intégrer : i^entreleslimiiesï'^oet i'i^ï, ou, ce qui est ta même chose, entre ;>' = o- et />' = ( -h <7 ; 2" entre deux valeurs de e, £«61 e, de sorte qu'on aura
(i3) u-..J^dzJ'i\{p,,]dp.
Comme la courbe du est connue en fonction de e, ainsi que l, tomes les formules que nous venons de calculer dondent les éléments de la courbe ds en fonction de ê : ce qui est la solution du problème général que nous nous étions proposé.
144. Prehiëbe APPLiCATiOM : Surfaces dévehppuhles. — Si l'on prend pour courbe directrice a l'arèle de rebroussement, les rayons vecteurs géodésiques sont les génératrices rectilîgnes de la surface. Sous ces conditions, le paramètre différentiel H esi égal à t. Les formules (i) deviennent
=-..(// H- TIrfs, cosp:
dt+ du
La formule (s.) est vérifiée; en effet, ■> qui est la mesure de la courbure de la surface, est un élément nul dans le cas des surfaces développables. 11 résulte de là que l'équalion (2) se réduit à
dn
UE
DOOli
l PONCÉES,
Ij
:'s éqi.
atioris
. {H (4) floniien
On obtieii'
L d(; iiH
tds
_ <f(Hsmp)
Surfaces coniques. — On passe au cas de ces formules en faisant II nul dans les formules que nous venons de trouver,
145. Deuxième application : Sphère. — Soit t i'angle au centre qui correspond à l'arc (, a le rayon de la sphère; on a
dt = adT, dh^asinr-ds, H=:asinT.
1° Si l'on suppose que la courbe i/o- directrice csl cjuelconque, on obtient
Dans le cas de la sphère, la courbure devient — . la formule ( a } du n" IH devient , , d'il II
yGoosle
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l'intégrale, en déterminant les constantes comme précédemment, est
H:=rTrt5ini-, d'oii rf/i=: asînT</e.
On trouve de même les autres formules :
(3) dùs-^costds,
(5) ds' = (adT + nds)' + a'siii'tdz\
(6) R:==«tangr,
1l- + 'lê.
ingr ds
2° Si l'on suppose que la courbe directrice du est un petit cercle, soit y l'angle sous lequel on voit du centre le rayon de ce petil cercle, ei dl l'angle au centre de ce cercle, qui mesure l'élément de, on a les deux relations
di7 = asinyd'A, de -; cosy d'A.
Donc l'équation naturelle du petit cercle est
D'après cela, on a
[ '■'*^^'- "sinrrfs " '
(5) ds' -~a'{dt -!- tangyrfs)' -i- u's'ia'-cds'.
3" Si la courbe d-r se réduit à uu point, on obtient «sinr^E ._.^ dr
cosp =
h j sinrrfT, it = a'l (i— c
146. Comparaison de la courbe spkérique ds et de la courbe plane ds" située dam un plan tangent à la sphère, la première étant la perspective sphérique de la seconde par rapport au centre de la sphère.
Nous employons la nolalion précédente pour représenter les éléments de la ligne sphérique, et nous accentuerons les lettres pour représenter les éléments correspondants de la courbe plane. Cela posé {^^. i5), soit Ole centre de la sphère,
ds' l'élément lIc la courbe plane passant par il' dans le plan B'AC/, tangent au point A, origine des rayons vecteurs géodésiques, ds l'élément correspondant de la courbe sphérique passant par B. Si, par les extrémités de l'arc ds, l'on mène deux rayons OB, OB,, ces deux rayons passeront par les extrémiiés B', B', de l'arc ih'; du point A abaissons une perpendi-
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ftulaîre AC à (a langenle B'D à la courbe ds'. Soit p celle perpendiculaire, et TT l'arc sphérique correspondani; la valeur de l'arc orthogonal compris entre les deux rayons menés aux points B' et B', sera «/s'cosBOC; mais les arcs ds, rfs'cosBOC sont entre eux dans le rapport de OB à OB', ou bien, de
COST
(/i=t/i'cosTCosBOC.
Or le Irièdre dont ies arêtes sont OA, OB, OC, donne
cosT— cosT! cosBOC.
On aura donc
, , _ , COSJT
i" Direction dtts élémeiils. — Les deux triangles ABO, AB'C
le second, sina'= — i^; langT
on a donc U'y relations
sin(5' _ cosr ^ cos[5' _ i !:^î!iÊ! = cost.
sin(3 cosTi' cosp cosii langp
-!° Tangentes. — Soit 1" la tangente à la courbe plane, et T
ta tangente à la eourbe sphéi'ique, on a
(o) Tjr^COSTT.
3" Normales N e(N' ;
N' __ cosr '"' ¥"côs7'
4" Sous-tungciites S/, S^ , sous- no i- maies S,„ ^'„ : (4) S',=:. sintl;uig^' = S,= langttang[3,
i4') S'„=.S„cos=T.
5" Rayiina île i:aicil>//ie I*, I»'. ltcmar(inon;j (iue, AC étiinl
UHAPITKK I. — îïSTÈwic dikei;t uiî coouuosNÉiis, me. lu)
perpendiculaire à la tangente à la courbe cls', l'arc de grand
cercle tt correspondant est perpendiculaire à l'arc de grand
cercle tangenl à la courbe ds; donc l'équation [12) du n" 145,
, ,,, . , siniT , .
a cause de I équation sinp— -r-^^ devient
or dans \a courbe plane, l'on a
(( _ d tangr a tangî
Si on ert'eclue les calculs, et qu'on divise par la première, on obtient
(6) ^ = ^^ =cos'H'OC',
cette relation donne une construction élégante de l'un des rayons de courbure langeniielle au moyen de l'autre.
6' Angles de contingence tangentietle de, de'. — Si dans
de' rfe''
égard au rapport de ds à ds' donné au cominencenient du numéro on aura
7° Rapport des aires décrites par les rayons de courbure langeniielle. — L'on a
du-~V'de, du' =.-. - V" de' ;
en ayant égard aux valeurs précédentes, on oblieni
du _ COS'T ilu' ~~ cos* i:
IW. TRoisitMi; Ai'i'LitATioK : Suifiic-s de révokaion. — On
2?.û Livnli m. — DliS COORDONNÉES GÉOBÉSIQUliS.
prend pour courbe directrice du, le poinl d'inierseclion de l'axe de révolution ei de la surface. Soit l'équation du méridien z ^^ ^{A> ^ étant le rayon d'un parallèle, et l'angle que l'ait ce rajon avec un plan fixe passant par l'axe, ie plan des zx, l'on a
(Il ----- v/n- ']f'dx, dli.--od9,
dt
' ds
La J'ormule (a) du n" 145 se vériile de la manière suivante : L'on a, dans ie cas actuel,
ddii _ d{t.dQ} __ de
dt ~ dt "" , , , ,-^ '
Si l'on diiïérentie une seconde l'ois par rapporta i, on oluicnl
dj dh ■V_Y^ .
subsii
dl dh dh
dP "^ ro.GTi " '*'
celte équation se irouve vériHée.
Angles de contingence tangenlielle. — Soil /„ l'angle de l'arc méridien à l'origine avec la perpendiculaire à l'axe, l'ou a la relation
iipres cela
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01', si l'on ap|)elle y l'angle que l'arc méridien fait avec le, plan perpendiculaire à l'axe de roiaiion, au point que l'on consi-
vérifier directement; on a aussi
de= --
fOS
■mole at iangenle :
■oïts île ooiii-bniii tangent
ielle :
cosy_
[ cosy Psinp
-"•^"{âi)
(çi')
^dS
, cos-/ (^" ■*-
dl''\ d'/
Différenlielle de l'aire .■
148. Problème 11. ~ Étant données les mêmes conditions que dans le problème n" 141, la longueur du rayon vecteur gêodésique i-esle constante et égale à b, lieu des extrémités de ce rnvon.
yGoosle
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Tangente. — La troisième des équations (i)doniip H — n tang |S.
Celle forimtle moiilre que, si l'on mène, à partir du point situé sur la courbe s, dans la direction du premier élément géodésique du rayon t, une ligne droite égaie à H et, à l'extrémité de celte ligne, une perpendiculaire égale à II et située dans le plan tangent, et qu'on achève le triangle, l'hjpoténuse de ce triangle est la normale à la courbe située dans lo plan tangent.
Rectification :
Rayon de courhure tangentielle :
p~ R "^ " n dz \nj'
La première de ces formules donne ds en fonction de e, et la seconde fait connaître la courbure par une construction
linéaire.
149. Applications : \'' Sphère de rayon a ; ta courbe -r- est un petit cercle, le rayon vecteur géodésique tz^.aT:^--b^ consl. — L'équation du petit cercle, ainsi que nous l'avons trouvé au n" 14,^, est
on trouve
fh' = a-'{vm'é'y->rs\n-'r)d£'^an^ag'y ( ^ip ) '^'''
or l'on a, d'après les formules (i) de la deuxième partie du n" 145,
La première de ces deux formules montre que (3conséquemment la relation de = (/(,i -a- d^ donne
dm =; de ^= (/eros7.
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Si l'on a égiird à celle relation, on obtient l'équalion naturelle de la courbe clierchée, en éliminant d& entre l'équalion qui donne ds et celle que nous venons de trouver ; cette équation est
p^^_«siny^ de sinp
le second membre étant constant, elle représente un cercle.
150. 1" Surfaces développables. — Les formules (i> du n" H4 donnent
coi[3 = ^, rfi' = [6' + n=)<:/s'.
La première de ces formules montre que, si l'on développe la surface sirr un plan el qu'on joigne par une droite l'extrémilé de b avec le centre de courbure de l'arête de rebroussemenl développée, cette droite est normale sur la courbe. La formule (7) donne
I _ sinfi sin'[3 (d\i\ _
rebroussemenl après son développement sur- un plan. Celle formule donne la construction du rayon de courbure tangenlielle de la courbe.
La formule [g) donne l'expression de l'aire balayée par le rayon vecteur b : elle est
c'est-à-dire égale au secteur circulaire dont le rayon est b el l'angle i.
Supposons que l'arêle v, après son développement sur un plan, soit un cercle de rayon a, on a II = n, et l'on tire de ce qui précède les conclusions suivantes :
£" L'angle |3 est constant, donc la courbe t/s est la iiajectoire coupant les tangentes sous angle constant.
9." L'angle di = rft.i -- de, donc la courhe ds est une ligne
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dont la courbure taiigeniiellft esl constante, puisque l'on a (ts .
de '
Ainsi, si une surface développable a pour arêle de rebroussement une ligne dont la première courbure esl conslanie. une tangente de longueur constante décrit sur la surface une courbe dont la courbure langenlielle esl aussi consiante. C'est
aussi ce que l'on aurait obtenu par la formule qui donne pi
laquclln devient dans le cas actuel
Tous ces résultats sont susceptibles d'une très-grande généra iisaii on.
g II. — De la dévf.loppanie par uayûns vecteurs c.ÉorÉSiQUFs.
151. Problème III. — blant données les mêmes conditions que dans le problème du n° 141 , trouver la développante dé la courbe dn.
Dans ce problème, la loi des rayons vecteurs géodcsiques t est connue, puisque l'on a
,!t+da-.-^o,
d'où l'on tire, h éiani uno, consiante,
- fl\de.
Tangente. — Les équations (i) du n^ \k\ deviennent
(a) cos|3 = o, dli^ds;
donc la courbe est perpendiculaire au rayon veciour géodésique; on a ainsi une des orthogonales du système.
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Rayon de courbure. — L'équation (9) du n" 143 donne, H' étant la dérivée de H par rapport à p.
î-HT7:7T-„'^;,;-J— ;y
Rectijïcalion. — L'on a
dlï = ds = 'B.{t,i)di;
ii faut remplacer, dans cette équation, ( par la fonction b et intégrer entre deux valeurs de e, ce qui donne
Relations entre les rayons de courbai courbe et de sa développante. — L'équation [i) donne
or, d'après l'équation (3), P est une fonction déterminée de t et de e, que nous représenterons par/(;, s) :
Si l'on différenlie cette équation par rapport à i, ot qu'on élimine -j- au niù>'en de la relation précédente, on aura
dt^
i52. Applications : 1° Contour décrit par un arc géodésique très-petit tournant autour d'une de ses extrémités. — Proposons-nous de calculer la longueur et l'aire de ce contour. On a, d'après ce qui précède.
'=r''' "--jj
tdh.
t étant constant et très-petit; or, si l'on développe dh suivaiU les puissarices de ( d'après la i'ormule de Mac-Laurin, l'un
aafi uvRK m. —
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aura
1^ jd'dhy i' jd'dh'
avec la condition
dh dll
i l'on a recours à la relation précédente, on voit que
/d'dh\ (dli\ id'dfi\
[lïïr].= ~(K-lr°- l^j
/«/'rf/iN lit
(lituaiit ces valeurs, l'on a
on aura donc, en négligeant les puissances de t supérieures à la cinquième ou à la sixième.
iir
.5.3(K.ÎV 1.3. ci. 4. 5 aX I i.2.3{K^), 1.2,. 3. 4. 5
xfc-£(à)l-|-
On tire de ces formules les conclusions suivantes : si deux surfaces ont en un point même courbure, la longueur du contour décrit par un arc géodésique très-petit tournant autour d'une de ses extrémités en ce point sur chacune de ces sur-
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laces el l'aire de ce comour ne changeront pas d'une surface à l'autre, pourvu que l'arc géodésîque très-peiil reste le même.
153. 2° Surface sphérique. — Développante géodésîque d'un petit cercle.
L'équation du petit cercle est [n° liS)
m étant une coristiiiUe. Donc la loi des rayons vecteurs sera donnée par l'équation
Rectification. — La formule
dh ^ rtsin^rfê^ ds {n" 145) donnera
_ a' b ~ms
îo étant la constante d'intégration.
Angles de contingence :
(U=i — '—, d&^o, donc d',i^=de; COST "^
donc
de^ rfecosT — dscos ^j
et, par l'intégration,
on déduit de ces formules
ce qui est l'cqualion naturelle de la courbe.
Hayon de courbure. — En divisant l'équalioii de :=:z ds cost
^■jS r.ivBK m. — DES coordonnées géodèsiques,
par l'équation dh=^ a s'inx de, on trouve
me
cot
I _ colv a
ce qui donne le rayon de courbure.
Ces deuK dernières formules se déduisent aussi immédiatement de la relation (g) du n" 145.
Quadrature. — L'on a
du= I dt 1 dk-^a' 1 I s'mxdzde;
or, si l'on intègre par rapport à t depuis ï = o jusqu'à t^l, on obtient
M — —«M (cosT — i)d&= ■ — — ( (cosT— i)(^T,
et, finalement,
u =^ sinr — sin I r ■
tang^-L « V «yj
3° Surface sphérique. — Développante géodésiijue d'une
courbe quelconque -7- r= H.
Bayons vecteurs géodésiques :
t = b- ÇjIds = r>T.
Rectification :
(>- fjïdi ds = «(/s sin '
Relations entre les rayons de courbure ;
dP^__ _Tl ^ _ _ n
de ~ cos't (te cos' t
134.. Probi.èwi; IV. — Trouver la développante oblique par rayons vecteurs géodésiques d'une ligne donnée.
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Nous appelons ainsi la courbe qui coupe sous un angle constant les rayons vecieurs gcodésiques tangents à une ligne donnée da.
Loi des rayons vecteurs. — Elle est donnée par la troisième des équalions (ij du n" \k\, on a donc
(.) J^-ii(i,>)coi(j + n=o.
C'est l'équation différentielle du rayon vecteur géodésique ( entre les deux, variables t et s. Si le paramètre différentiel H est proportionnel à t, l'intégrale ne dépendra que des quadratures.
Rectification. — La deuxième des équations (i) du n" 141 donne après l'iniégraiion, s„ étant une constante,
cette équation montre que la reclîficaiion de la courbe s ne dépend que de la rectification de la ligne géodésique t et de la courbe da.
Jngtes de contingence. — rfj3 étant nul, l'on a {3) d^=^de — W(t, E}de,
dans laquelle t dnii être remplacée par sa valeur tirée de l'intégrale de l'équation (i).
Rayons de courbure langentielle. — L'on a les relations
Si l'on représente, comme précédemment, le rapport jp par
f{t, e) et qu'on différenlic l'équation {4} en ayant égard à l'équation { i ), on obtieiil
dt ""-1'— fil "^ cIe
-^/H'Pcosp=-§^n-.H4''.
dt "^ dt de
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Ces deux relations qui rentrent l'une dans l'autre, lient entre eux les deux rayons de courbure tangentielle d'une courbe ei de sa développante oblique, de telle sorte que la construction géométrique de l'un s'en déduit lorsque l'on connaît l'autre.
155. Application : Surface sphérique. — Développante oblique de la courbe donnée par l'équation
Dans celte équation, on suppose m constante, a rayon de la sphère, n ~ cot^, E base des logarithmes népériens. On obtient les résultats suivants.
Rayon vecteur gé.odésique. — I! est donné par l'équation
di a ~ '
Cette équation s'intègre par la variation des constantes arbitraires; et si l'on détermine la constante par la condition que lorsque t est nul e soit aussi nul, on trouve
lang -X— I — t"M ■
Rectification. — Si l'on veut que l'origine de l'arc corresponde à la valeur nulle de s, on obtient
Rayon de c
otangT sin^
Angle de contingence. — Cet angle est donné par l'équation différentielle
4a"H.'+fn'(i-E'">
qui ne dépend que des quadratures et qui se ramène à l'intégration des fonctions rationnelles, en posant E"'= a-.
Relation entre les rayons de courbure de la courbe et de sa développimte. — hans le cas actuel, la fonciion/csL (ttungr;
i;§UI'rL'RE 1. ^ SVSTÈMK BIIIKCT LIK
lii fleuxième tles équations (5) donne
§ m. — Des lignes dont la courutjri! iangiîntiiii.le .iotjit
d'une PKOPRIÉTÉ COIVNUI!.
156- Problème V. — Déterminer une ligne d'après une propriété de sa courbure tangenlielle.
L'expression que nous avons donnée de la courbure tangenlielle dans le cas où les rayons \ecteurs géodésiques j> soni eomplés à partir d'une développante de la courbe a-, ii"li3, formule (il), peut s'écrire sous la forme suivante, après avoir posé, pour abréger, a^coi'p,
^ ' dp H^ ' Psin'jî
1" Posons Psin'|5 = S, et supposons que H ne dépende que de p ainsi que S, l'équation précédente pourra s'écrire sous la forme
(Sont l'intégrale est
Cette équation fait connaître cot(3 en fonction de p; or l'on a
dp = B.covpdi.
Celte équation dans laquelle les variables seront séparées, lorsqu'on y aura remplacé cot[3 par sa valeur en fonciion de p, donne
"-Jhcoi(S'
qui ne dépend que des quadratures, el qui est l'équaiion de la courbe eliercliée.
n" Posons rsinj3=^ è, cl adnietlons que H et G, ne dépen-
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deni que de p. L'équation (i) pourra s'écrire sous la forme dz -irfH 2<//i
son intégrale ost 3" La même équation (r) peut s'écrire ainsi sous la l'orme
de là résulte que si l'expression tt- ~ . i que nous posons
égale à =-i est une fonction de p seule, l'on aura, quel que soit H, l'iniégrale
Si H ne dépend que de />, on pourra pousser plus loin le calcul, en opérant comme on l'a fait au premier cas du présent numéro.
Si H dépend de p et de i, l'équation précédente pourra toujours s'écrire sous (a forme suivante
!4' = n(p,=)VE'JS-
Celte équation, dans laquelle E est le nombre dont le logaliihme népérien est i, est l'intégrale première de la courbe.
L- Si l'expression -n- — ,, . . est égale à - — ^—^ > S, étant une fonction de p seule, et m une constante, l'équation (i) devient
dont 1
'intégrale est
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Si H ne dépend que de p ei qu'on pose, pour abréger, — ml -f =i{;i(/>) '■ , on aura l'intégrale première de !a courbe égale à
Hi/4,,(pl-, qui ne dépendra que des quaiJralures.
157. Applications : i" Étant donnée sur une surface la développante d'une ligne a, on mène la série des rayons vecteurs géodésiques orthogonaux à cette développante, et l'on demande de déterminer une courbe telle, que, si l'on projette en un de ses points son rayon de courbure tangentielle sur la direction du rayon de courbure tangentielle de la ligne orthogonale, la moyenne harmonique de cette projection et de ce dernier rayon de courbure soif constante.
L'on a la condition
Vin^~ K""'" K'
K étant une constante; or, l'on a
' _' rl^ Vsinp K dh'
de là ré,sulte cette relation
^ = 1dh K'
fl'ime autre part, l'on a, d'après la troisième reiiiurquc du n" 156,
011 auia dune (lour ccmalion différemidle (le la cttuibc
_ dp cE« _
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Si l'on détermine la conslanîo e pai* la condition quo \ov^que (3=: [3l, p^;/»!, l'on a
tr^sin|3,K"'^,
sini3 = siii|3,E^; d'une autre part
(M = siii&f/.f donne ds^ ■■■ -. ■■ — ^ sing
dont l'intégrale est
tang^p
mg-p,
la constante étant déterminée par la condition que s est nul lorsque (3 = Pi. Si l'on élimine p entre ces deux équaiions, on obtient s en fonction de p :
$ , Vi + sinS.E li +V' — sinS.E li , >.
K ^ "^ , ^^r^ ^^^„ ^ ^_^^ - los lang - p,.
V I + sin j3, E"K~~ V 1 — sinp, E"^
Cette expression de j st; rapporte à une valeur quelconriuc du paramètre différentiel H.
Si -^ est nul, on a
j__ siu§. _^_
Sa courbe est telle, que le rajon de courbure tangentielle est
égal à la normale ; on a -i^ = o, p est donc constant. La courbe
cherchée est la trajectoire coupant sous angle constant les rajons vecteurs géodésiques (.
158. 2" Les mêmes conditions étant données que dans le problème précédent^ trouver la courbe dont la courbure géodésigne est proportionnelle à la normale.
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On doit avoir la condition ~ = %7w-' K étaui une constante.
Il faut, dans l'intégrale qui se rapporte à h remarque a" du n" 156, faire
dii on a donc, en appelant c^ la constante de l'intégration,
Si l'on remplace cot[3 par sa valeur, on obtient
qui est l'équation différentielle de la courbe.
Sphère. — Dans le cas de la sphère et dans le système de coordonnées employées au n" 145, i'équation d
sin T \/c'a'l'-'"sin"l'-'"T d, = -
sin'Tv/c'ft'''-'"(i+ co^T)" — (I -f-cot'r) "Si K = i,
lang-
s, v'c' — I étant la constante introduite par l'intégration: c'est la loxodromie (n" 90, 3°).
2" Si K — 2,
-di
*1LIJ dépend dos l'onciions elliptiques, à moins (jue la eon-
236 LIVRE m, — DES COORDONNÉES «iÉODÈSIQ'JES.
Htanle e' ne soil égale à « : on obtient alors
(£, — s) = logtang^/^
K est le nombre dont le logarithme népérien est i .
1S9. Problème VÏ. — Étant donnée l'équation naturelle d'une
ds courbe -y- = P, P étant une fonction de e, trouver l'équation
de cette courbe entre les deux variables t et e, les rayons géodésiqufs t étant comptés sur la surface à partir d'un point fixe, H ne dépendant que de t.
Remarquons que la deuxième et la quatrième des équations (i) du n" Hl peuvent s'écrire sous la forme
Si l'on différentie la première de ces équations, et qu'on élimine ^ du résultat ainsi que de la deoxième des équations (i), on obtient
P'rfe'
.rfûi_ ITP / _ dv de~ H V ' V'de''
L'équation différentiel le de la courbe s'obtiendra donc en substituant ces valeurs dans la relation dùi=zde ~ d^; cette équation différentielle est
d l dt \ H'P/ df \ f _ df _
'' ' deXPde) H V P'rfeV"^V' PV^'""'
O'est une chose remarquable que, dans le cas où la surface est telle, que H, paramètre différenliel du premier ordre, no dé-
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pende que du paramètre t, on parvienne à écrire l'équation différentielle d'une courbe quelconque tracée sur la surface, lorsque l'on connaît la définition naturelle de cette courbe.
L'intégrale de l'équatioîi (3) fera connaître / en fonction de e; les équations (2) donneront (3 et &. en fonction de fa même variable ; donc l'équation dm 7= Wds fera connaître e en fonction de e. On aura donc les deux équations de la courbe, puisque l'on aura s et i en fonction d'uneseule variable e.
Remarque. — Il est aisé de voir que le même calcul aurait lieu si les rayons géodésiques p étaient comptés à partir d'une développante par rayons vecteurs géodésiques d'une courbe apourvu que H ne dépendît que de p.
Problème VII. — Les mêmes conditions étant données
que dans le problème précédent, y- étant donné par le rapport
d'une fonction de e à la dérivée H', trouver l'équation de la courbe entre les variables t et s.
Nous représentons par P, cette fonction et nous posons
rfs _P^ de ~ H' '
fjà relation « := j3 -i- w donne simultanément
cose := COS0 cosoj — sin [3 sin&), sine=sin^cosft) + cos|3sin&).
Si l'on élimine sini3 et cosp au moyen des équations (i] du n'Hl, on obtient
( H.'coserf5 = rf(H.cosw), ^^' I H'sinerfs = (/(nsinM);
éliminant ds au moyen de la relation (i), on obtient (3) IIcosc.>= / P,cose«/e, nsinf.i= / P,s\nede,
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desquelles on déduit
' j P| sinef/e J taili-'O) = ^ :
( P, ooset/e
ces deux dernières équations donnent ( eiM en foncl.ion de e, ce qui est la solution du problème.
On fera sur cette solution h même remarque que dans le numéro précédent.
161. Application aux couhues sphériques : V Étant donnée l'équation naturelle de la courbe -j- ^= i);'(e), trouver l'équation de la courbe entre les variables r et g, rayon vecteur géodésique et azimut.
Les équations (i) du n" 159 donnent dans le cas actuel adz . asin-r^/w
'Yde ' c.osT'h'tte
(2) de-^d^ 4- dm.
Il suffit donc d'éliminer (3 et m entre ces trois équations
"^(Z^e) , , 4<'C0ST /" ~~â^dz'
- ^/3=: ~-^— ..-., da^^de-^-. — \/ 1- -rr,-n-
V ' ^-'de'
Substituant, on obtient
d ( dt \ i>' f "■' dT'\ , / a' d-c'
qui est l'équation différentielle de la courbe entre les variables T et e.
L'intégrale lern connaître t en fonction de e, par suite, la
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première des équations (i) donnera p en fonction de e, el la seconde, u en fonction de la même variable; enfin l'équaiion rfw = de, cosT donnera £ en fonction de e, el comme l'on connaît T en fonction de la même variable, les deux équations de la courbe seront
L'équation (3) peut s'écrire
</ / . dx \ ijj'cosT . / d'dT''
de \ ' 'Yde) a y ~y''de''
J!)2. 5." Étant donné -r — - -J— ^ — ' trouver l'Équation de la de cosT '
courbe entre t et e.
(i) ' cose^ cos(3cosw — sinpcosw,
\ sine ^ sin(3cosw -I- cos(3sinM:
donc
I </scosecosT=: «(^(sinTCOsw),
I (/isinecosr ^«cffsinTsinM);
donc en remplaçant ds par sa valeur, on trouve rtsinTCOSw-— j coset\i'[e)de, iisinTsinw _■- j s'me'\i'{e)de; élevant au carré, el ajoutant, on obtient
fl=5in=T'^| fcose'y{e)de\ -\-ï j iine<y{e]de\, fsme-Y{e)de / c.ose'^''{e)de
2^0 l.iVllE III, — DES COORDONNÉES GÉODÉSIQUES
OU a donc t et w en fonction de e; de plus
On a donc aussi s en f'onciion fie e, ce qui est tii solution du problème.
163. Problème VI!I. — Étant donné le rayon de courbure tan^entieile par une équation différentielle linéaire de la firme
I„ „H'P^,,.,;f^(H'P, + ».|,(HT|+.,^=,„,
dam laquelle ut, lUi, m,... sont des coiulanles, déterminer la courbe entre les variables p et s, p étant un rayon vecteur géodésique perpendiculaire à la développante d'une courbe, et compté à partir de cette développante, et H ne dépendant que de p.
Posons, pour abréger. H' P =^/ et intégrons par parties successivemeni la première et la seconde des équations (a) du n" 160, qui ont encore lieu dans le cas acr.ucl, on ohiient
Hcos&)~.- ïycQsede,
\ H cos&i:=jsine ~- i -j- sine^/c,
Itt . dy fd'v ,
H C05f.i--- rsine + -f cose — I ~~cosede, ' ■ de J de'
[dr dH'- d^r , , — , (/"'+y'"|
HsiiiM := lysineile,
i ff/v
\ IIsiiiM - — rcosfi+ / -~ coaede,
]'Hs\nr„ r- —j-cose ■+■ -f- sine — t ~.~ s'mede,
„ . . Vdr rfv / / \2„d'-+'Y']
r dW , I- — ■\î„rf'"r'!
-h COse\ ~r-\--j— —■. ..-\-{— V—ij -TT-
Cela posé, si l'on considère successivement les équations qui renfermeni cosc sous le signe intégral, ei que l'on multiplie ces équations respectivement par m, m„ — m,, — m, et ainsi de suite, et qu'on ajoute, on aura une relation indépendante de toute ligne intégrale par suite de l'équation (i). Cette relation sera de la forme
(4) H[McosM + Nsinw) — Xcose + Vsine,
M, N étant des constantes, et X et V des fonctions de y et do ses dérivées. En opérant de même sur les équations [2) et (3) qui renferment sine sous le signe intégral, l'on aura, par suite de l'équation (1), la relation
(5) H(Msinw-NcoswJ = Xsine — Ycose.
Remarquons que X et Y sont des fonctions de e données par l'iniégrale de l'équation (1) ; si l'on pose, pour abréger,
ii = '"■'"••
ces équations deviennent
l Hcos((o — wo) = v''M'+^(Xcose-;-Vsin<;),
f Hsin(M — w.)=\/MMn^{Xsine~ Ycose).
En élevanl nu carré, et ajoutant, on obtient
11'=. (M=+,SyiX=-4-Y-'),
yGoosle
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Cl, divisaiil l'un par l'autre,
., , Xcose 4-Ysine
Oi' H est une foncUon connue de p, on a donc p en fonction (le e; d'une autre part la seconde équation donne m en fonction de e, et par suite, à cause de la relation
(o est connu en fonction de e, ce qui est la solution complète du problème,
16^1'. Application: Trouver la courbe, telle, que
(.) ^JWV):-M'V.
On déduit des équations (4) ot {5} du n" 103 les dcus relations suivantes
( mHcosw — II sinu = — IT'Pcose, ''' i mHsinM-)-HcosM = H'P5ine.
L'intégration de l'équation (i) donne
E étant le nombre dont le logarithme népérien est i, et me„ la constante introduite par l'intégration.
H et, par suite. H' sont connus en fonction de /); de là résulte que l'on a, si l'on pose m = tangwi.
COS Ui, ^ C0S[6).- ÙJ)
on en déduit
lang(M„— r.i)^ — cote;
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la première équation l'ait connaître p, et la seconde w en fonction de e.
L'équation
rf£ — Wd;)
fera connaître s en fonction de e, ce qui est la solution complète du problème.
1] faut ici remarquer que la fonction H, qui change d'une surface à l'autre, imprime un caractère spécial à chaque courbe correspondante à chaque surface; mais ces courbes ont un caractère général qui existe pour toutes les surfaces.
J65. Problème IX. — Etant donné -j- =^f{p], ei II ne dépendant que de p, trouver les éléments de la courbe.
Si l'on porte la valeur deP dans la formule ( i a' ) du n" 14S, et qu'on intègre, on aura
I rildp
Si l'on porte celte valeur de sinji dans l'cqualion
sin(3 _Hrf£ cos[3 ~ dp
ffdfi
ftp)
dans laquelle les variables sont séparées. L'équation de 1 courbe sera donc, e„ étant une constante arbitraire.
rsdp
J fl p)
sf-iim
l'noBLftjii;. — Étant donné ds^f'(p)dp, lro< 'léments de la courbe.
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D'après réqualioli (5) dun" IM, on obtient
qui est l'équation différentielle de la courbe.
Application aux courbes sphébiques ; i" Èlant ■-j-=:f{x], trouver les éléments de lacourhe.
La formule (i^) du n" JiS donne
/sinr^T . „ .
— fi ~ \ ~ — smpsmT,
. ^ I Tsinr^T
sinp = ^ -T . . — . - ;
or la quatrième des équations (i) du n" IM devient
, rfrsinS
(h - -. — ~J^ i sinr cosp
on aura donc, en éliminant ^ entre cette équation et la précédente,
d-: rslnrdT
Q." Étant donné ds=f'(t)dt, trouver les éléments de la courbe.
En portant cette valeur dans l'cqualion (5) du même numéro, on trouve
dr[a^—f(az]''] = a's'm'rdî',
sinT qui est l'équaiion différentielle de la courbe.
3° Étant donné rfï=/'(6)rfs, trouver tous les éléments de
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On a, d'après la formule (5),
[/'{iY - a'sm'z]di' = a'dx,
qui est l'équation différentielle de la courbe-
4" Étanl donné ds=^f{'>i)dr.i.
On a, d'après les équations [3) et (5),
/"(ûi) rfw' = a'ilans'zda,' + dr'),
qui ost une relation entre t et w, et ensuite l'équation (3] fait connaître une relation entre t et e.
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R.IÏOKS YECTEUBS GÉODÉSIQUKS.
166. PnoBLËUE X. — Soient p,, p,,- ■ -, Pm les rayons vecteurs géodésiques menés d'un point M d'une courbe s normalement à n courbes données, ces courbes étant situées sur une surface; si ces rayons satisfont à la relation
a étant une constante, le point M décrit une courbe dont on demande les éléments.
Tangente. ~— Si l'on différentie l'équaiion F par rapport Wds, et qu'on élimine les dp au moyen de la deuxième des équations (i) du n" lil, on aura
de là résulte la oonstrucUon suivante : Si à partir d'an point pris sur la courbe et dans la direction du premier élément de chaque rayon vecteur géodésique, l'on prend des longueurs proportionnelles aux —r- correspondants à ces rayons, le centre de gravité des extrémités sera sur la normale à la courbe située dans le plan tangent.
Rayon de courbure. — Différentions l'équation précédente, cl éliminons les dp comme précédemment, et les dp au moyen des équations contenues dans le type (9) du n° IkZ,
S:ï?'-^-S?-Ki
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équation qui donne la construction, par la proportion harmonique, du rayon de courbure de la courbe ds.
Celte analyse comprend évidemment le cas où quelquesunes des courbes données se réduiraient à des points.
1(i7. Applications. — ("Soit
A, Ai • . . ctani des constantes.
L'équation {2) relative à la tangente doi
Acos^^o,
ce qui indique que la normale à la courbe dans le plan tangent passe par le centre de gravité des extrémités des lignes telles que A, L'équation relative au rayon de courbure donne
soit
MI, = A, sin [3„ Ml, == A^ sin j3„ . . .
et
MO =y A sin [3;
on a donc
MO ML ML ML
P """"■ N, "^ N, "^ Nj '^■"'
équation de laquelle résulte la construction du rayon de courbure P.
.a" Soit
ou, ce qui est la même chose, en posant <]> =; logF,
i]j ^\ logp = ma;
les équations précédentes deviennent
VI cos[S _ Y <^c^'P _V *i"P ( ' _ L\
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La première équalioii indique que si l'on développe les rajons vecteurs géodésiques p dans le plan langent a partir du point M, et dans la direction du premier élément de chaque rayon, et que par les extrémités on élève des perpendiculaires qui interceptent sur ja tangente des segments tels que ME|, ME,,,.,, et sur la normale des segments tels que Ml, Mlî, . . ,, on obtient
168. Conique géodésîque. — Si le nombre des courbes se réduit à deux dans la première application, et que les coefficients A soient égaux à l'iuiité, on a
P' + /'' ^ «■ L'équation de la tangente est donnée par
COS p, -H COS |3s — O, ps +■ [3| :^ I[ ;
la bissectrice des deux rajons est la normale dans lo plan tangent.
L'équation du rayon de courbure devient
Psinj3""H, H;
et l'on voit que si l'on appelle 31i la longueur de la normale située dans le plan langent, et terminée à la base du triangle dont les côtés sont R,, fis, on obtient
ce qui donne, pour la conique géodésiquc, un théorème analogue à celui de Newton, et duquel résulte une construction élégante du rayon de courbure P.
169. Coniques géoéésiques hnmofocales. — Supposons que les deux courbes sont deux points invariables sur la surface; les deux coniques pour lesquelles on aura
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a pouvant prendre toutes les valeurs possibles, sont dites homofocales. Considérons les deux coniques homofocales
Soit un point M pris sur l'ellipse géodésique; du point F, avec un rayon géodésique égal à t, décrivons une trajectoire orthogonale des arcs géodésiques menés de ce point, et du point F', avec un rayon géodésique égal à t, décrivons une trajectoire orthogonale des arcs géodésiques menés du point F' ; si l'on appelle A et B les points où l'arc géodésique FM coupe la première trajectoire orthogonale, et A', B' les poînis où l'arc géodésique F'M coupe la seconde, en supposant que la première trajectoire contienne la seconde, l'on a
MA = / - FM, MB = ( -I- FM, MA'=F'M-i', MB' = FM + /'; or, suivant que l'on aura l'un des quatre cas,
MA^MA', MA=:MB', M1Î = MA', MI{=:M1S', l'on obtiendra l'une des quatre relations correspondantes
/ + r=FM+F'M, I -/' = F'M + FM,
(4-i:':^TF'M-FM, ;-/' = F'M — FM;
de là on conclut ;
1° Que si des trajectoires orthogonales sont décrites des points F eiF'commecenlresavec des rayons satisfaisant à l'une des deux conditions t-i~i'=ik, t — ï'=:±2/r, l'on aura l'ellipse géodésique a/c, qui sera le lieu des centres des trajectoires orthogonales tangentes à ces deus trajectoires. On voit qu'il y a une infinité de couples de trajectoires orthogonales décrites des points F et F' comme centres, telles que l'ellipse géodésique a/f soit le lieu des centres des trajectoires orthogonales tangentes à un couple. Quand on fait varier l depuis zéro jusqu'à aA-, i' varie depuis a/r jusqu'à zéro, et quand on fait variera depuis 2/f jusqu'à l'infini, t varie depuis néro jusqu'à l'infini, Cl il eu est de même lorsqu'on fait varier /' depuis 5,/)' jusqu'à l'inliiit.
;'." Que SI d(Uix iriijcci.oirc.'i niitHii;on:ilo!s soiil di-criles des
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poînls F et F' comme centres avec des rayons satisfaisant à l'une des conditions ( -i-i' = a/r', ( — t' ^dznk', le lieu des centres des trajectoires orthogonales tangentes à ces deui trajectoires est l'iijperbole a/*'. H y a une infinité de couples de trajectoires ortliogonales décrites des points F et F', telles que le lieu des centres des trajectoires orthogonales qu^ sont tangentes à un couple donne l'hyperbole 2 /f'. Si ( varie depuis zéro jusqu'à %lf', t' varie depuis i/f' jusqu'à zéro; si ( varie depuis ik' jusqu'à l'infini, f varie depuis zéro jusqu'à l'infini, ou bien inversement si t' varie depuis a/f' jusqu'à l'infini, i varie depuis zéro jusqu'à l'infini.
On conclut aussi de ce que nous venons de dire, qiie si deux trajectoires orthogonales sont décrites des points F et F' comme centres avec des rayons donnés, il y a toujours deux coniques géodésiques qui sont les lieux des centres des trajectoires tangentes aux deux trajectoires données; si ces deux trajectoires ne se coupent pas, ces deux coniques sont deux ellipses ou deux hyperboles; si ces deux trajectoires se coupent, ces deux coniques sont une ellipse et une hyperbole. Dans les deux cas, l'une des coniques se rapporte à deux contacts de même nom, et l'autre à des contacts de noms différents.
170. Généralisaiion. ~ Supposons que le système des coordonnées soit l'ensemble de deux séries de rayons géodésiques menés normalement à deux courbes directrices G et G tracées sur la surface. Si « et n' sont deux rayons géodésiques coordonnés du point M, les équations des deux lignes bissectrices de l'angle du système, tracées sur la surface, seront comme précédemment
si l'on considère les courbes D et D', développées par arcs normaux géodésiques des deux courbes données C et C, l'on voit que l'une des deux bissectrices sera engendrée mécaniquement par un stylet qui, en se mouvant, tiendrait tendu et appliqué sur la surface un fil dont les deux extrémités seraient fixées sur les deux courbes D et D', sur lesquelles le fil s'envelopperait ou se développerait. Toutes les conclusions du
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numéro précédent auraient leurs analogues dans la question actuelle; seulement, les irajecloîres orthogonales des rayons géodésiques, tels que « et n', seraient des développantes par rayons géodésiques des courbes D et D', et les courbes
n-(-«' = afr, n — n'^ak
seraient les lieux des centres des trajectoires orthogonales enveloppant un couple de deux développantes, ces diverses trajectoires coupant orlhogonalemenl tous les rayons géodésiques menés de ces centres.
171. Des ligne.sde courbure ellipsoïdales considérées comme des coniques géodésiques.
Théohëhe. — Les lignes de courbure ellipsoïdales sont des coniques géodésiques par rapport à deux ombilics et, plus généralement, par rapport à deux arcs d'une même ligne de courbure.
Prenons pour lignes coordonnées les deux séries de lignes géodésiques que l'on peut mener des différents points de l'ellipsoïde tangentiellement à une même ligne de courbure. Les deus courbes bissectrices des angles de ce système de coordonnées sont les lignes de courbure de la série fi et de la série v, d'après ce qui a été dit; donc tous les théorèmes démontrés dans les deux numéros précédents s'appliquent aux deux lignes de courbure p et v, relativement aux deux arcs géodésiques menés d'un de leurs points normalement aux deux développantes géodésiques d'une même ligne de courbure, inversement placées.
Étudions en particulier les propriétés des lignes de courbure ellipsoïdales par rapport aux arcs géodésiques menés des ombilics.
Soient les quatre ombilics F, F'; F,, F",, les deux premiers étant symétriques des deux autres par rapport au grand axe de l'ellipsoïde, les arcs géodésiques FF', FiF, sont les lignes de courbure limites de la série p, et les arcs géodésiques FF,, F F", les lignes de courbure limites de la série v ; soient J et Ji les milieux des arcs géodésiques FF,, F, F, , et I, l' les milieux des arcs FF,, F' F',; si l'on considère un point M situé sur une
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ligne tle courbure p., l'on aura pour tous les poinls de celte ligne ;
i" La somme des arcs géodésiques menés du point M aux deux ombilics F, F' symétriques par rapport à l'un des axes, égale à une constante :
F'M + FM^-aJA;
2" La somme des arcs géodésiques menés du point M aux
deux ombilics opposés F,, F', égale à une constante :
r,M + F'M— aLA;
3° La différence de deux arcs géodésiques menés du point M
aux deux ombilics symétriques par rapport à l'autre axe, égale
à une constante, ce qui donne
F,M-FM = 3lA, F',M~F'M = 2l'A'; 4° La somme de deux arcs géodésiques menés du point M à deux ombilics symétriques par rapport au centre de l'ellipsoïde, égale à une constante, ce qui donne FM + F',M = Jl' + rJ„
el par conséquent le plus court chemin d'un ombilic à une autre symétrique par rapport au centre, a une direction quelconque;
5° L'arc géodésique mené d'un point M à l'un des deux ombilics F ou F' est la somme ou la différence des deux demiaxes géodésiques de la ligne de courbure p et de la ligne de courbure y, ce qui donne
MF' r^ JB -H JA, MF - JA — Jlî.
Les mêmes propriétés ont lieu pour une ligne de courbure de la série v.
Il résulte de ce qui précède, ce théorème dû à M. M, Koberts, et qui est l'un des plus élégants de la Géométrie des surfaces du second ordre :
Si deux ombilics sont intérieurs ou extérieurs à une ligne de courbure, lasomme des rayons géodésiques menés d'un des points de cette ligne à ces deux ombilics est constante, et si les deux ombilics sont, l'un intérieur, l'autre extérieiir, la différence des rayons géodésitjnes est constante.
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On liéddit avec la même facilité de l'analyse préccdenle ce théorème dû à M. Chasles:
Si un fil de longueur conitante est fixé par ses deux extrémités en deux points d'une ligne de courbure, te stylet qui, en se mouvant, maintient ce fil tendu et appliqué sur la surface de l'ellipsoïde et l'oblige à s'envelopper sur la courbe et à s'y développer, décrit une ligne de courbure.
172, PiioBLimB XI. — Trouver, sur une surface, la courbe telle, qu'un point M situé sur la circonférence se meuve d'un mouvement uniformément accéléré pendant qu'il est soumis à l'action de plusieurs forces fonctions de rayons vecteurs géodésiques p„ p„. . ., pn, normaux à des courbes, ces forces agissant suivant le premier élément de ces rayons à partir du point M,
Soit (,) Fip„p„...,iJ.)
la fonction des forces, c'est-à-dire une fonction lelie, que la force qui agit suivant rélcmeni de^i soit la dérivée par rapport à p, de F, ei ainsi de suite. L'équation de condition,
a étant une constante, est
Si l'on remplace les cosj3 par leurs valeurs tirées de la deuxième des équations(i) du n° 141, ona, après intégration, (4) V(p„p„...,p„) = ma(s-s,],
as, étant la constante de l'intégration.
Si l'on différentie l'équation (2) et qu'on élimine les dp m les dp, comme on l'a fait au n" 166, on trouve l'équation ( 3 ) de ce numéro :
La construction de la tangente à la courbe se déduit de l'équation (2}. Du point M, et dans la direction du premier élément géodésique de chaque rayon p, prenez des longueurs
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extrémités; du point M décrivez une circonférence de cevcie avec un rayon égal à A, du centre de gravité menez une tangente à ce cercle, et du point M, un rajon au point de contact. Ce rayon est la tangente à la courbe. Il semblerait qu'il y a deux solutions, mais le signe de a détermine celle des deux qu'il faut choisir.
L'équalion (S) donne, comme précédemment, le rayon de courbure géodésîque.
L'équation (4) montre que la rectification de la courbe ne dépend que de la rectification d'une ligne géodésique p.
i73. Remarques. — i" L'équation (a) est une des données de la question; or, la fonction F des forces existe lorsque chaque dérivée -T- ne dépend que de p correspondant. Ainsi la
solution du problème précédent se rapporte au cas où le point M est soumis, suivant le premier élément de chaque rayon vecteur géodésique, à l'action d'une force fonction de la longueur de ce rayon.
2" La fonction F des forces existe encore lorsque tes forces
-p sont constantes. Ce cas se présente lorsque, les rayons
géodésiques se réduisant à deux, la courbe ds réfléchit un rayon vecteur géodésique, de telle sorte que l'angle d'incidence égale l'angle de réflexion, ou bien lorsqu'elle le réfracte de telle sorte que le sinus de l'angle de réfraction soit dans un rapport constant avec le sinus de l'angle d'incidence. Il en résulte des courbes qu'on peut appeler caustiques géodesiques par réflexion et par réfraction,
3° Les trajectoires qui se rapportent au premier cas, et les courbes réfléchissantes ou réfringentes qui se rapportent au second, jouissent de cette propriété que la normale dans le plan tangent et leur rayon de courbure géodésique peuvent se construire par la règle seulement, et que leur rectification ne dépend que de la rectification de la ligne géodésique et des développées géodésiques des courbes données.
4" Si les courbes se réduisent à des points, I.t trajectoire ou
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la caustique seront telles, que leurs rcctiflcations ne dépendront que de la rectification de la ligne géodésique.
5" La rectification d'une conique géodésic|ue ne dépend que de la rectification de la ligne géodésique.
Généralisation. — Les mêmes conditions étant données que danslen"i72, problème précédent, on cherche la courbe telle, que le point soumis à l'action des forces se meuve d'un mouvement qui ne dépend que de l'arc de la courbe décrite.
Celle condition entraîne l'équation, dt étant i'é temps,
tSe là résulte que l'on a
L'équatloo (4) devient 14) Wip,p,...p,}^^!,};
on a aussi
Il est facile de tirer de ces équations des conclusions analogues aux précédentes.
§ II. — Deuxiëhe système. — Des coumbes conjuguées suivant
LEUnS RA¥0«S VECTËUKS GÉODÉSIQUES.
174.. Des courbes s„ Si, Si,..-, s„ situées sur une surface quelconque, sont dites conjugées suivant leurs rayons vecteurs géodésiques, lorsqu'une même ligne géodésique variable de position, mais constamment normale à une ligne développante d'une courbe da donnée sur la surface, est coupée par les premières courbes de telle sorte que les segments géodésiques /'i. /»!, ■■-, /*»!. comptés à partir de la développante dn jusqu'aux points d'intersection, satisfassent à une relation entre ces rayons telle que
(i) F (/»,,/)„.. ., /j„) = consi. — k.
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Les points déterminés sur cette ligne géodésique -par les différentes courbes sont dits conjugués.
PsoBLfiiiE XII. — Connaissant la loi d'après laquelle les m courbes sont conjuguées suivant leurs rayons vecteurs géodésiques, trouver la loi d'après laquelle : i" les tangentes à ces courbes, 2° les rayons de courbure tangentielle menés aux extrémités des rarons vecteurs, sont conjugués.
Si nous conservons pour chacune de ces courbes les notations employées pour la courbe ds au n" 141, et que nous différentions l'équation (i), nous aurons
or, si nous éliminons les rfp au moyen des équations analogues à la quatrième des équations (i) du n" 141, nous obtenons
le s!gne% s'étendanl à tous les indices depuis 1 jusqu'à m.
L'équation (2) fait connaître la loi d'après laquelle sont conjugués les angles j3 que la ligne géodésique fait avec les m courbes.
Remarquons que l'on a, n" 142, Ri=— i II' étant la dérivôe de H par rapport à un rayon vecteur/*; donc l'équation précédente s'écrit
Si l'on inlroduit les normales N (7) do 11^ li3, l'on a
yH'fs
<6j dp
Cette équation fait connaître la loi d'après laquelle sont conjuguées les normales aux m courbes, de telle sorte que si toutes les normales moins une sont connues, la dernière sera aussi connue. Cette loi se traduit par la proposition suivante :
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TiiÉOHÈnir. — .S'( m courbes travées sur une surface soiil con>~ juguées suivant leurs rayons vecteurs d'après la loi (i), et qu'à partir de cimcune de ces courbes on prenne dans le plan tangent, et dans la direction du premier élément du rayon vecteur géodésique, des longueurs proportionnelles au produit
des dérivées —j—, -,—■, ■ ■ • i la somme algébrique des triangles
rectangles construits sur ces longueurs et les normales correspondantes est toujours nulle.
175. Loi des rayons de courbure tangentielle. — Remarquons que l'on a, t/e élant l'angle de contingence de dn,
^H^.^iy
Cela posé, si l'on différenlie_ l'équation (2) et qu'on élimine les dp, comme précédemment, et les d<^ au moyen des équations contenues dans le type ( 3 ), l'on aura
que l'on peut aussi écrire sous l'une des deux formes
l 'Vl -S- — =V!I — —
\Zj^ iW?i dp^ 2j dp dp
V ^ d !„ dn s;' .âfan
^ dp ZjSin'p dp\ dp j
Z4 dp\ dp } Z^ ^ dp dt
Ces formules font coonallre la loi d'après laquelle sont conjugués les rayons de courbure tan§entie!le des m courbes.
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Remarquons ;
i" La généralité de ces formules: bien qu'elles se rapportent à une surface quelconque, elles sont presque aussi simples que celles qui se rapportent à un plan;
2° Si le paramètre différentiel H ne dépend que de p. les termes renfermés dans la dernière somme disparaissent;
3" Si la surface est une sphère et dn un point, H est égal à sinr, [p^^az], et l'on a, d'après la formule (4")i
Y sin'T ^_^Y Zpsin'p dz ^âZ
dV\
sin'p dr
rfF\
4° Si enfin il s'agissait d'un plan dans lequel la courbe cin s réduirail à un point, H serait égal à p, et l'on aurait
ZiPsin"|3 ZiSln'^rf;;V
'jH"!^)
Transformalion géométrique des formules précédentes. — Considérons une des m courbes ds [fig- 16}, Soit v le point où
la perpendiculaire à restrémilé de la normale N rencontre la droite menée dans le plan tangent suivant la direction du premier élément du rayon vecteur géodésiqueaupoiniMdecette courbe; soit I la projection sur Mv du centre de courbure langeniielle C, et Mi une troisième proporiionnelle n MN oi
Oll.VMTBK [l. -- SYSTÈMES BfiSUl.TA
Ml; soil U la |)rojection de N sur Mv, l'on a
Psinp siti';5
la pi'piiiièrt! des formules (4) devient
les termes correspondants des deux premières sommes pouvant se réduire, l'on a
d l„dY\ V r,dYd\l
cotp^
L'une ou l'autre de ces formules permettra de construire géolnétFiciuement le segment Mt de la m'^' courbe lorsque les autres courbes seront connues; et, du segment Mt, résultera le centre de courbure tangentielle de cette m"'"' courbe.
§ II. — Des FOR.iiiis de l* fonction* V.
ne. Apri.icAT[0Ns. — I. Soient Al, Aj, Aï,,,., des constantes, ei
^p ap p-
L'équation ( i ) prend les deux formes suivantes, dans la dei'nière desquelles S„ est la sous-normale (n" 14.2) :
S AH' , V AH'S
La formule (4) du numéro précédent prend les deux formes suivantes :
Ail', jpn<s\n^p ^p'h
V AlP vAll', ,,, v^
V AIL /i i\ V,., ,of^/H\ V A f^'l
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Nous faisons sur ces formules les remarques suivantes : i" Si H ne dépend que de p, on peut écrire la dernière formule de la manière suivante :
AH' f<_ _ i-hcos'i3 \ Y ^1 p'sin^(3U» JN j^^Z^ p' ^
a" Si la. surface est un pian, et que la courbe dn se réduise à un point, en représenlani par T la tangente, n" 142, l'on a, pour la formule (i),
SI
et, d'une autre part, si l'on projette successivement le centre de courbure de ds sur la direction du rayon vecteur, cette projection sur la direction de la normale, et cette dernière projection sur la direction du rayon vecteur, en appelant ^ la distancé de celte troisième projection au point de la courbe
correspondante, la formule (4)devient, en remplaçant K par =t-)
Ces deux formules montrent que les langentesT aux courbes et les troisièmes projections S des rayons de courbure satisfont à la loi des moyennes harmoniques, ce qui donne la construction, soit de la tangente, soit du rayon de courbure d'une courbe, lorsque les autres courbes sont connues.
3" Dans le cas d'une surface quelconque , si H ne dépend que de/>, et si toutes les courbes, moins une ds„, sont géodesiques, le rayon de courbure tangentielle de cette courbe sera donnée par la formule
A„ H,^ T V Atl= ' -I- cos'3 V AH=
pijSin^P™ P™ ^ ^/j'sin^P 11. Si V=y ,\/» = K,
yGoosle
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l'on obtient les formules suivantes, dans lesquelles S„ est la sous-normale:
yAH'l{cot[3=:o, yAH'S„ = û.
m. Si F^y ioH/> = K,
d'après cola, on obtie
Ir
V H- h J-i-cos^S\ V o <^1^ VH'
On réalise l'hypothèse \ kp =; K, dans le c
Ces formules donnent la construction géométrique d'une tangente ou d'un rayon de courbure géodésique, quand on connaît toutes les courbes moins une.
Elles sont susceptibles de nombreuses applications, parmi lesquelles se trouve la transformation des figures par rayons vecteurs géodésîques réciproques.
Il la courbe du
se réduit à un point, et les coefficients A sont égaux à i. On suppose m poulies infiniment petites fixées l'une à l'origine, les autres aux m — i courbes de manière à pouvoir les parcourir; un fil de longueur constante, attaché par une de ses extrémités à l'origine et tendu sur la surface, s'engorge sur la poulie placée sur la première courbe, pour revenir s'engorger sur la poulie placée à l'origine, puis il va s'engorger sur la deuxième poulie, et revient s'engorger sur la poulie placée à l'origine, et ainsi de suite; l'extrémité du fil décrit la dernière courbe, si toutes les poulies sont assujetties à se trouver constamment sur le même rayon géodésique.
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177. Supposons que la fonction F soit la somme des valeui-s d'une fonction 4" du paramètre différentiel H, pour les différentes courbes ds, dans le cas où ce paramètre ne dépend que de />; on a alors
La formule (2) prend l'une des deux formes et la formule (3) devient
Ks^^\-v-^J=l''''"^di.\-l)'
Examinons seulement les trois cas suivants :
t" 4/ = AH :
3" d; = lo;;H ;
Dans ces divers cas, on obtient la construction de l<'i init génie et du rayon de courbure tangeniielle,
178. Problème XIII. — Connaissant la loi d'après laquelle n courbes s„ s„ . . ■ sont conjuguées suivant leurs rayons uec leurs géodésiques l,, li,.,.,l„, comptés sur une ligne géodésique tangente à une courbe il a à partir du point de contact, trouver
CHAPITRE II. — SYSTÈMES nÉSULTANTS. ^fjj
la loi d'après laquelle les tangentes et les rayons de courbure iangentielle de ces courbes sont conjugués.
Nous conservons la notation précédente, et nous appelonsrfe l'angle de contingence de la courbe drj-, et JI son rayon de courbure Iangentielle.
L'on a
dp = dt-^d<7, db=B{p,t)ds,
conséqueniment
( dt ^(Hcol|3-U)rfî, '" i''P=(pil3-î)"'''-
Soil l'équation qui lie les rayons (i), K étant une constante, (.) V(l,.l.....,l.)^ll.
Si l'on différentie cette équation par rapport à l, et qu'on élimine les dt au moyen des équations renfermées dans le premier des deux types ( 3 ), on obtient
Cette équation est susceptible d'une interprétation géométrique analogueà celle que nous avons donnée de l'équation (2) du n" 174.
Elle exprime la loi d'après laquelle sont conjuguées les n tangentes aux courbes ds.
Diffère ntions l'équation (2), et éliminons les dl et les d[3 introduits par la différentiation au moyen des équations (3), nous obtenons
Zsin^S dt \P NJ
-shps("")-"s:i'"™'^-
,lnyd
•■ Zj 'Il
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El si la surface esl développable, et que la courbe du soil l'arôte dft rebroussement H =^ (, l'on obtient
Zisin'f) \l' N/
de laquelle on tire un grand nombre de conséquences.
<:iiAprn<£ iii.
CHAPiTRE III
COOfiDONNÉES GÉODÉSIQUES. — SYSTÈME INVERSE.
§ 1, — Formules généuàlus.
Dans ce système, on prend pour coordonnées : r les rayons vecteurs géodésîques/ï coupant une courbe donnée s sous un angle aussi donné (3, ces rayons étant comptés à partir de la courbe ds; i" les arcs orthogonaux dh de ces rayons,
Problème I, — Enveloppe d'un rayon vecteur géode
ds sique, coupant une courbe -j- := P soiu un angle [3 dont la loi
est donnée par l'équation ^ ^:^ D, P étant unefonviion de e,
et J) une fonction de j3.
Hayon vecteur géodésiqua de l'enveloppe. — Soil dk l'élément de l'arc orthogonal, on a dh=i^(p, e)de, ^[p, e) étant le paramètre différentiel du premier ordre dans ce système de coordonnées; or, an point de l'enveloppe, dh est nul et p devient égal à /. On a donc l'équation
qui détermine le rayon vecteur géodésique de l'enveloppe
Tangente. — 5 étant nul au point de l'enveloppe, appelons |3| l'angle sous lequel l'enveloppe est rencontrée par le rayon t; la formule
rtonl le (iénominaleur tisl nul en ci: poini, montre ijue l'angle
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[3, esi aussi nul et que, par suite, le rayon vecteur t est en son extrémité tangent à la courbe-enveloppe dry.
Différentielle de l'arc d-j. — On a aussi la formule
da^ — dt + ds cos^;
(m en déduit, u„ éianl la constante de l'iniégration,
(3) (7 — £7,=r^-ï+ fds cos^ — ~ e + f\)cospdf^; d'une autre part, on a la relation
(4) s=.j'pde=fl>dp.
qui donne [5 en fonction de e; on a donc a en fonction de e.
Angles de contingence, ~ Soit dp la distance géodésique de deux arcs orthogonaux intîniment voisins, on a
(5) di7 = -- dt + rfscosp.
Si l'on applique le ihéorème de Gauss au triangle dont les côtés géodésiques sont t, t-h dt, et dont la base est ds cos (3, l'on a
or (-J-) de est égal à dw, l'équation précédenle se réduit
donc à
(6) di7=-.''^de.
dp
Rayon de courbure de du. — Soit lï ce rajon de courbure; si l'on divise les deux membres de l'équation (5) par les deux membres de l'équation {6), on obtient
, , „ -f/(-hû!iCosS — Jj'(e)(](e-J-DcosB(/S
dj) dp
équation qui hh connaître 11 en Ibnciion de c.
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On en tléiluh, par éliminalion, l'équaiion naturciio de la courbe da.
180. Relation entre les rayons de courbure tangentielle de la courbe directrice ds et de l'enveloppe da. — Si l'on exprime dh en fonction de ta dislance géodésique t et de l'angle de contingence dt de l'enveloppe, on a (3). n" 141, (8) </A:=-H(i,£)rfs, ,dm^\i'{t,i)dt:
or, l'équaiion (4), prise simultanémenl avec la relation
dans laquelle l'angle [3 est compté en sens inverse, fournit les relations suivantes, dans lesquelles R est le rayon de courlnirc tangentielle de l'arc orthogonal dk :
d^_ B de ïi
'9' (^w""Dsin[3' dw""Psin(3'
Donc si l'on différenlie par rapport à e l'équaiion
on obtient
dt}. _ IFR' /cosp ?! , 5^\ '"' t/s ^ sin'P \ DR '^ P' B')'
dans laquelle P' 'est la dérivée de P par rapport a e, et l>' est Ja dérivée de D par rapport à |3, Or le rayon R, qui est égal au
rapport j^t étant une fonction de f et de s, donne par la différentiation une espression de la forme suivante ;
A et B étant des fonctions déterminées de ( et de t. Maintenant si l'on remarque que l'équation ( 7 ) peut s'écrire sous la forme
(r3) IÎ--_-_n'RcotS-^,
yGoosle
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' N ' ; -11 + A + H'Ncos[3 H'U'sinp + nco sjS
*"^* j H'P'sinp+^cosp
qui permet de construire le rayon de courbure II de l'enveloppe dcr au moyen des données de la question.
Dans celte équation A est linéaire, B et H' sont deux rapports, et il est aisé de voir que les deux dérivées H' et 5' sont liées entre elles par la relation
(.5) "'5'=Tr^u-
Lorsque la surface est un plan, il faut dans les l'ormuies précédentes poser
Si la surface est une sphère, il faut poser les relations suivantes :
A = o, BH'~ — cos*T, Hi=r((sinT, H' = cost.
Il en résulte des formules que nous nous dispensons d'écrire. § II. — Des développées par haïons vecteurs géodèsiques.
181. Problème II. ~ Trouver la développée par rayons veoteurs géodésiques d'une ligne donnée.
On appelle ainsi l'enveloppe d'un rayon recteur géodésique consiammeni normal à une courbe -y- = P, tracée sur une surface donnée.
Pour trouver les éléments de la développée, il n'y a qu'à supposer p égal à - dans le calcul précédent; on obtient ainsi ;
Rayon vecteur géodésujue de l'enveloppe. — Il est donné par l'équation
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Tangente. — Rectification de la développée. — Le ravon vecieur t est tangent à la développée, et la formule ( 3 ) donne
Angle de contingence tangentielle dt. — Col angle est donné par la formule
(6) dz^^de.
dp
Hayon de courbure tangentielle. — L'écjuation (7) devient
^^'de di
Relation entre les rayons de courbure de la courbe et de sa développée. — Si l'on exprime dli en fonction de la distaiiee géodésique t et de l'angle de contingence dz de l'enveloppe, on a [8) db:^li.(t,z)dt, da, = n'{t,i)ds, da^de.
Si l'on veut déterminer (au moyen de la première des équations (8); il faut remarquer que ( étant compté à partir de la développée, on a, au poini où ce rayon vecteur rencontre la
ds
courbe donnée -j-» dk ;= Prfe; on aura donc l'équation
Les équations (9) et (i3) donnent
L'équation (i4) se réduit à la relation
(i4] n — A = BH'P'.
L'équation (i5), dans laquelle il faut faire D infinie, se réduit à
182. Appucations. — Développée de la courbe sphérique -r- 7= tK"'<'+°°', c, m, e, étant des constantes, et E In base des
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logarithmes népériens. — L'équalion (i4) donne
«tangr = t'E'^-^*"',
qui est l'équalion de ta courbe proposée dans le système inverse de coordonnées tangenti elles. Eliminant les exponentielles entre ces deux équations, on obtient, en remplaçant II-
, cIt ,.. .
par sa valeur — « -r-t I équation suivante
SHITCOS't
Si l'on posi^ X —. langT, cette équation s'écvii sous la l'orme , dx xrlx
dont l'intégrale est, mt„ étant !a constante d'intégration,
<n ( E - s.) =: - log {^~ + y ' + ^) + f'^'^^'-
On a donc, en remplaçant se par sa valeur ci en passant aux exponentielles,
Si, dans cette équation, on remplace ai: par sa valeur a-,, — ^ m obtient
dont la différentielle par rapport à u sera l'équation naturelle de la développée de la courbe.
183. PnoiiLÈME ill, — Trouver les développées successives par rayons vecteurs géodésîques d'une ligne donnée.
ClIAPITHTi ill. — SÏSIfiMË INÏliRSI!. 2^1
Nous conservons la même notation que dans le n" 181, avec celle différence, que nous représentons par les mêmes lettres les éléments des développées successives, analogues à ceux de ia courbe donnée, ces lettres étant marquées de l'indice i , 2, . , , , suivant qu'il s'agit d'une développée première, d'une développée de développée ou développée seconde, et ainsi de suite. D'après cela, on aura cette série d'équations :
(l) S,-hlT:=l}, Si-4-i| = fi , î, -h ï„_. ;- 6„„„
dans lesquelles l>, b,,. . ., è„ sont des constantes ;
de=R'[t,e,)de„
, . \ de.=W,{t^,eAde„ (2j ' .,
; dh := H(ï, et)de„ .,> 1 dk.^R.{t<,e,)f/e„ ' ' I '
, P, rrAH BH'P',
Relations résultantes. — Hes équations (2) on dédiiil
(5) de--n'B\E\...ïï„^^de.,.
Si l'on différeniie par rapport à e, la première des équations (4). et qu'on substitue dans la deuxième de la même .série, on obtient
Si l'on différentie celte dernière par rapport à e„ et qu'01 substitue dans la troisième de la série (4), on aura
p. = a. + i,,ïï;|-[a, + b,h'^(a.
ainsi de sui
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On peut, a raison de l'équalion (5), écrire cetie dernièi sous la forme suivante :
On a donc généralement le rayon de courbure langentielle de la développée n""* en l'onction du rayon de courbure tangentielle de la courbe ds et des dérivées par rapport à e de ces rayons.
Les équations (4) ont été obtenues par la dérivation par rapport à «, ei, es,.. . des équations
(7) p-iT' •'■-ît;'--' ^--w;:
Cas oà les H„ Hj, . . ., H„ ne dépendent que de l,, t„. . ,, t„. — Les valeurs de A,, A„ . . . , A„ sont nulles, et celles de B,, B„ . . . , Bn sont données par les relations
' k-^3i\w)- K.-^dT\ïrj
il /H.
L'équalion (â) se simplifie et devient
' de \ deJX
qu'il est facile de généraliser.
Supposons qu'on veuille exprimer le second membre de cette dernière équation en fonction de t, on exprimera (, en fonction de l et de ses dérivées par rapport a e, en portant les valeurs de P et de Pi tirées des équations (7) dans la première des équations (4), dans laquelle A est nul ; on obtient ainsi
ui donne t, en fonction de t et de ses deux dérivées par rapport e; on obtiendra de ta même manière li en fonction de l, et
cii-iPiTRi! m. — svsTîiME iNViîRSE. ■y.-i'S
iJe ses dérivées par rapport à e, en opc-rani sur les deux équalioiiy suivantes, on aura donc t, en fonction de t et de ses dérivées premières en secondes par rapport à e, el ainsi de soile.
ISt. Première iPPi.icATion : Des développées successives (surface sp hé rique). — Si l'on applique les formules précédentes à la sphère, on obtieJil
1 «7-1- fî>,de, = l>, aT,+ fi>.^fle. = l>
j «T,-. -(- fl\de„^k,_r.
I de^=C0S7de„ de, = C0S7,de„. . .,' { de„_i =^ cosT,_irfe„;
l.-dh—:as.mT:de^, dh,=:asim:,de-,,. .
\ dli,,-\ ^«sinT„_if/';„;
/ !'=_rtt3ngT, P, = «tmigT ,
\ IV, = «langT„-,;
,-/,; = cosrcosTi cosT,...cosr„-,<fe;
[ iriî = ^cos'T, I1',B, = — COS'T,,....
(6) !■. = cosr cosr, cos'T. ^ [cos.cos-t, ^ (coS-T jî) ]■ Les formuies (4) peuvent aussi s'écrire sous la forme
1 — P, i.-rtCOST~. — Pi = «COST| -.— i- ■ ■)
Si l'on veut cxpiimei' I*,, P..,. . • ni fonriion de r et de ses de-
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rivées, on remarquera que la comparaison de la deuxième des formules (■]) avec la première des formules (4') donne
on en dédiiil la dérivée de r, par rapporta valeurs, on obiienl successivement
— P, ~ acosT-j^ j
et ainsi de suile.
185. Dbusièbk application : De la courbe sphériqiie dont le rayon de courbure tangentielle est proportionnel ù celui de sa développée par rayons vecteurs géodésiques.
L'équation de condition est P, := mP, m étant une constante. Si l'on remplace, dans cette équation, P par sa valeur lirée de la première des équations ('j ) n" 184, et P] par sa valeur tirée de la première des équations [4' ), l'on a l'une des deux équations différentielles suivantes :
(i —de--.m-' — — ■ dz,
' sin T
j , cosr ,
il] ~de,= m-' - — (/t.
L'iiucgralc de la seconde, en représentant par K une constante, est
E étant la base de logarithmes népériens. L'équation (3) est
l'équation de la courbe dans le système de coordonnées z, e,.
L'équation naturelle de la développée s'obtient en différen-
tiani l'équation [3) par rapport à e,, et en remplaçant a -j— par
)!oHi i'iiili'gi'ale est, on représentant par i',"' la consiaiife d'iiilôgialion,
ce qui donne la rcciificalion de la développée.
D'une auire part, on a, par suite de la première des équations (3),
(6) J.s = alŒ"-'-de,,
cl, en représentant par s„ une constante,
Des équations (5) ev (■7) on déduit la relation
Ainsi les arcs correspondants de la courbe et de sa développée sont les coordonnées d'une section conique rapportée à son centre et à ses axes.
]| est l'acile de vérifier que, lorsqu'on exprinje les rayons de courbure langeniielle P et P, en fonction de la même variable e„ et qu'on en prend le rapport, on trouve le nombre constant m.
L'équation (1) aurait conduit aux mêmes résultats, mais d'une manière un peu moins simple.
L'équation naturelle de la courbe s est donnée par la première des équations (4) mise sous la forme
"^ Pia' + Vy laquelle s'iutcgre immédiatement.
g m. — Dl'S ItfivnLOPPÉItS OBLIQUES l'AR KAÏONS VLGTniIRS OËODËSIQUES.
186. PnoBLÈHK IV. ~ Trouver la développée oblique par rayons vecteurs géodésiques d'une courbe donnée.
On appelle ainsi l'enveloppe d'un rayon vecteur géodésique t, coupant sous un angle constant une courbe située sur ia surface.
Les données sont les mêmes que dans le n" 179 avec la condition p =:consi,; il n'y a donc qu'à poser D infini dans les l'ormules de ce numéro.
Rayon, vecteur géodésique de l'enveloppe. — 11 est donné par les équations
(,) de.= W{l.t)dt. "Ijt;^ = !'»"?■
Rayon de courbure langenlielle de la développante de l'enveloppe. — On a la relation
On déduit les proportions suivantes ;
1° L'enveloppe des rayons vecteurs géodésiques est telle que, si l'on fait passer par le point considéré de la courbe ds, un arc de développante de l'enveloppe, le rayon de courbure tangentielle dé cette développante est la projection du rayon de courbure tangentielle de la courbe proposée ds.
1" Pour un même point m pris sur la courbe ds, le lieu des centres de courbure tangentielle des développantes passant par ce point, des diverses enveloppes que l'on obtient en donnant toutes les valeurs possibles à l'inclinaison (3 des rayons vecteurs géodésiques sur la courbe, est une circonférence de cercle.
Rectification. — Si l'on intègre l'équation {3), n" 17'J, on obtient, n, étant une constante,
(3) •7-c,^scos|S— (.
yGoosle
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Celle équalion faii connallre l'arc r de l'enveloppe en fonciion de la variable e.
Baron de courbure langenlielle de la développée oblique. ~ On a les trois équations
si'
"?izr =
4 IIP'.
= Ii'!^<?i
Ntie ces équations, on obtieni
BU' B
On trouverait la même équation en faisant 1) iniini dans la relation (i4) du n" 180. L'équation (5) donne une construction simple du rayon de courbure tangentielle de la développée oblique.
Application : Développée oblique d'un petit cercle -j- ^ m
(n" 153). — On a, d'après la deuxième des équations (i),
«tanst = nisinp;
on en conclut que le rayon géodésiqueuT est conslajU, L'équation (3 ) donne
-,— = rticosScosr.
as
Cette équation montre que le rayon de cpufbure Jangentielle de la développée oblique esl consianl; donc celle développée est un cercle. Ces résultats se conlirment directement par la Géoméirie.
187. PnOBi.ioiii V, [Géiiéralisution.] — Etant donnée une courbe ~.~ = H sur une surface, on Imee des rayons vecteun
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géodésiques l formant avec cette courbe des angles b dont la ■ans vet-teurs t snlisfonl à la toi
/r=4i(e): déterminer les éléments de la courbe décrite par les extrémités des rayons vecteurs t.
Nous conservons la nouilion admisejusqua présent. I-c lieu
liécrit sera la courbe -— ^ P.
de Soit rfA'" l'arc d'une ligne orthog&nale compris entre deux rayons vecteurs quel<;onc|ues infiniment voisins, d/h l'arc qui se rapporte à un point de la courbe da et dit celui qui se rapporte à un point de ds. Soit dp<'^ l'arc géodésîque compris entre deux arcs orthogonaux infiniment voisins; dp,, dp ics arcs géodésiques qui se rapportent aux courbes du et ds.
Tangente. — On a les équations
(I) dlt = f){(, s)ds, d/i,=^f){o,i)di,
! . , dlh , dp,
I sintr- — -— , c<ysb = -f-i
iih
-,lp-,ll,.-.
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l'urigiiie des lignes gcodésiques p esl une ligne orthogoniilc déleriiiinée.
Différentielle de l'arc ds. — On déduit des éimations précédentes
ilcostris, ds'-- ( l)=.
ds'
Angles de contingence. — Si l'on applique le ihéorème de Gauss au quadrilaièie dont les côtés opposés sont d<j, dli, en remarquant que diù se rapporte à l'arc dh et rfo. à l'arc dh,, on obtient l'équalion
de plus le triangle dont les côtés sont dh, ds, dp, donne
(5) du,.= de— d^.
Hayon de courbure tnngentielle. — La ligne orthogonale dh a pour rayon de courbure langentielle K qui a pour expression
(ti)
"-/Fi'i.r
on a aussi
sin|3 r dS_ W P lis '
si l'on diCférentie 1
'équation
co.p = ^,
on obtient
rf(3 /dt^Uco^
et, en substituant dans l'équation (7), on trouve
a8o livh]! iti. — uns i;oori>onnèiîs uéodésiqies.
Ces relations donnent tous les élémenis de la courbu ds v.n
l'onction de la variable indépendante e.
Conséquences. -— Il est Tacile de déduire de ces l'ormules celles qui se rapportent aux différents problèmes que nous avons traités:
1° Celles dans lesquelles les rayons vecteurs gcodésiques t sont tangents à la courbe drj : il faui supposer l'angle b nul ;
3" Celles qui se rapportent à l'enveloppe des rayons vecteurs géodésiques coupant une courbe f/<7 sous un angle quelconque b : il faut, dans ce cas, supposer l'angle p nul ;
3° Celles qui se rapportent à des rayons géodésiques rectilignes, et dont nous avons déjà trouvé des exemples dans l'élude des lignes Iraccossur les surfaces réglées (n" lOÎ).
■ DES LIGNES rONJLI
ï'roiilèmi; I. — Un nombre m de rayons vecteurs ^éo
désiques sont menés d'un point A situé sur une courbe donnée
ds
-T- =; P, et forment, en ce point avec la tangente à cette
de ■' "^ o
courbe, des angles (3,, jS^, . . ., p« liés entre eux par la relation
Il étant une constante, m — t de ces rayons enveloppent m — i courbes données, enveloppe du dernier rayon vecteur géodésique lorsque le point A décrit ta courbe directrice.
Notation. — Soieni di,, dui,- ■ -, rfa-™_i les arcs des courbes enveloppées, d, t,,.-., t«, les rayons vecteurs géodésiques coraplés à partir des points de contact jusqu'au point A; p,, p,,. . ., />„ les rajons vecteurs géodésiques comptés à partir du point A jusqu'à des développantes déterminées des courbes da,, diT„. . ., diT«; ds,,, dt-,,. .., ds„ les angles de contingence tangenlielle de ces dernières courbes : on conserve pour tout le reste la notation déjà employée.
Équations différentielles. — On a les équations suivantes :
j dk = \\[t,i)dz, d^ = ll'it.s]ds, ^ =
*^' i do 1) .
ir
dp = dt + du ,
les lettres dénuées d'accent se rapportant à une courhe quelconque.
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Points de contact. — Si l'on différenlie l'équalion (1) pai' rapport aux angles [3, el qu'on élimine les d^ au moyen des équations renfermées dans la troisième du groupe précédent, on- obtient
cette équation fait connaître, en fonction de m«, le rayon de courbure tangeniielle de la développante passant par le point A de l'enveloppe cherchée da,,. De ce rayon de courbure langentielle, on déduit le m''"" rayon géodésique 4- Bn effet, si l'on porte la valeur trouvée pour R,„ dans l'équation
on obtient la valeur de tn, en fonction de Mk et de e^; et, en portant celte valeur dans la relation
d<a„ = KAtm,i^)dt„, on obtient e,„ et /,„ en fonction de w^,.
189. Rayon de courbure tangcntielle. — Diiïérenlions la troisième des équations ( 2), el posons
^-.R' !^-p- 'IR-a'-
r^,i-"' de^^' d^~"' on trouve
en multipliant les m équations contenues dans ce type rcspec-
f/F </F dF
iivement par ^^! TiT'' "' Jr"' ' ^'^ ■'joulaiit, on trouve
or, si l'on différcniic l'équation [3), ou son égale, \flFi_
l'on a
Z</3IK""Zl.lt'/3\Z"'/p,/.r
yGoosle
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on peut écrire symboliquement le second membre sous la forme ( / t: ;/]; ) 1*\ pourvu que, lorsqu'on aura effectué les opérations, on regarde les exposants comme des imiices de (lifféreniialion. D'après cela, l'élimination ^'^y-jp-rri entre les deux dernières équations donne ,-. V" d¥ /R' cos[3\ _P'V'<"'F /V_!_ -^Vu
Celle équation fait connaître -r-^i c'est-à-dire la dérivée du
rayon de courbure d'une développante de l'enveloppe da^, celle développante passant par le point A,
Rayon de courbure de l'enveloppe. — Différentions, par rapport à (ù„ l'éqiiaiion (4) mise sous la forme R«, = Fm(i„, e„),
„ tiR^_ </F^ dt„ dV.,
' ' (/w. "%,dz^ d',>„ di,,'
or, on a les deux équations
(]% = COl^„ dh„ — da^, d(a„ = B.'^il^, E„)rfs„;
si l'on divise la première par la seconde, en se rappelant que II» est le rajon de courbure tangentielle de l'enveloppe, on obtient , . dl^ cotS„ n„
et, conséquerament, en éJii.....^..., et (7), on trouve
,0, di\„__dK_ / cot(3„, n„\ f/r,„
' ' d'j:„.~H'„,d£„. '^ [ JC 1-'™/ '^'■" '
Celte dernière équation donne le rayon de courbure langen-
liclle n,„ de l'enveloppe rfo», en fonction do -t— ^'- fr, comme
2^4 i.iviii; III. — uiis cuoHUONMÉKS Gf:oi>ÉsiyuES.
nous l'avons déjà remarqué, cette dérivée est connue par
suite de l'équation (5).
g II. — Des rollktïks.
190. Des roulettes sp/iériques, — Les formules qui précèdent se prêtent sans difficulté à de nombreuses et à d'importantes applications. Nous allons en premier lieu déduire de ces formules la théorie des roulettes sphériques. Les propriétés des rouleiies planes s'en déduiraient avec non moins de facilité. D'ailleurs, elles résultent par des changements évidents des propriétés des roulettes sphériques,
Pboblëmë il.— Soient [jîg, i S) deux surfaces sphériques égales et concentriques, l'une immobile, l'autre mobile aulourde son centre, par cette condition qu'une courbe C située sur sa surface, et invariablement liée avec elle, roule sans glissement sur un courbe C située sur la surface sphérique immobile ,il s'agit de trouver sur cette surface l'enveloppe v d'une courbe y' située sur (a surface mobile.
Notation. ~ Soient A, A' les rayons de courbure iangentielJes des courbes v, v' en leur point de contact E, on rapporte la développée de la courbe v à ses coordonnées tangentielles t, |3 par rapport à la courbe C comme directrice, et la développée de v' à ses coordonnées langentielles /', |3' par rapport à la courbe C comme directrice, lorsque les deux courbes C et C sont tangentes en un point A; da, de, da', d^' sont l'arc élémentaire et l'angle de contingence langentielle de ces deux développées. Pour tout le reste, les notations admises sont conservées.
Équations différentielles. — Les courbes C et C étant tangentes en A, dans une quelconque de leur position, on a les relations suivantes :
' R' <ts' '
auxquelles il faut joindre les conditions
i'A] ds = ds\ 6 + ,3' = i8o".
yGoosle
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Tangente à l'enveloppe. — Si l'on ajouie membre à membre les deuxièmes équations des groupes (i) et {'>.) et qu'on ait égard aux équations (3), on trouve
Soient mainienanl t, v' les arcs de grand cercle menés du point de contact E des courbes v et v' jusqu'à leurs centres respectifs de courbure géodésique{*), l'on aura successivement
portant ces valeurs dans l'équation précédente et intégrant,
on trouve
(4) 7 + T =:arc I tang^ — j H- arc I tang^ — I == t + i-.
Or T et t' étant sur un même grand cercle, il en est de même de t et de t'. Donc, le point de contact A des deux courbes C
et C et le point de contact E des courbes v et v' se trouvent sur le même arc de grand cercle que les centres de courbure géodésique des courbes v et v'. Cette conséquence, qui s'établit aussi par la Géométrie, donne le point de contact E de la
e combure géndésiqrie d'une courbe le point d'inler-
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courbe v' ei de son enveloppe v, et par conséquent, la normale à celle courbe. On déduit les propositions suivantes :
Théorème I. — Le point de contact E de la courbe y' et de son enveloppe v est le point où un grand cercle mené du point de contact A des deux courbes C et C, perpendiculairement à la courbe v', rencontre cette ligne.
Corollaire I. — Le. mouvement élémentaire de la sphère mobile a lieu à chaque instant autour du rayon de la sphère passant par le point A de contact de la courbe roulante C sur la directrice G. "En effet, la courbe v' quelconque coupant orihogonalemeni au point E l'arc de grand cercle AE, ce point de contact décrit pendant un temps infiniment petit, un arc élémeniaîre de petit cercle dont le point A de contact de la courbe roulante G' avec la courbe C est le pôle. Cet axe est dit axe instantané de rotation- Corollaire II. — Si l'on suppose une seconde courbe }/\ située sur la sphère mobile, elle enveloppera une courbe v„ de sorte que le même mouvement de la sphère mobile serait aussi produit si elle était conduite par deux lignes v', v\ invariablement liées avec elle, et restant constamment tangentes à leurs enveloppées préalablemeni tracées sur la surface immobile. Ces deux mouvements sont équivalenis, bien que correspondants a des conditions distinctes.
Il sera toujours possible quand le second mouvement sera défini par les courbes v', y\ restant constamment tangentes à deux autres courbes données v, v, de trouver le mouvement de roulemeiil équivalent. 11 suffira, dans les positions successives des courbes v',v', par rapport aux courbes v, vi, de mener aux points de contact E, E, des arcs de grand cercle perpendiculaires aux tangentes communes en ces points; on marquera sur les deux sphères les points d'intersection A, B, Ai, B,, . . . , et, la série des points A, A,, As, . . . , A„ donnera la courbe roulante, tandis que la série des points B, 1!,, B,,..., B„ donnera la courbe directrice, et il est facile de voir que ce mouvement sera un mouvement de roulement produit par la courbe A A, Aj. . , A„ roulant sur la courbe BB, B,. . . B„.
En eflèl, lorsque A et B coïncident, ils ne peuvent se séparer que par suite du mouvemeni élémentaire de rotation autour
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des points infiniment voisins A, et B, qui sont venus en coïncidence. Donc le mouvement esi de roulement.
Théorème 1T. — Quel que soit le mouvenienl d'une sphère mobile, ce mouvement .peut être produit par le roulement d'une courbe située sur la sphère mobile, invariablement liée avec elle, sur une ligne fixe située sur la sphère immobile.
En el'fei, le mouvement le plus général de la splière mobile autour du centre est celui qui est produit par deux courbes v', u'i situées sur cette sphère, et restant l'une et l'autre constamment tangentes à deux courbes v et v, situées sur la sphère immobile, puisque, par suite d'un mouvement quelconque de la sphère, deux de ces points déterminés décrivent deux trajectoires y, V, qui sont les enveloppes de ces points, auxquels les courbes 1/ et v\ sont maintenant réduites. Or, d'après ce que nous venons d'établir, le premier mouvement peut êlre produit par un roulement d'une courbe liée avec la sphère sur une courbe tracée sur la sphère immobile. Donc, etc.
191. Rayon de courbure tangentielle de l'enveloppe. — Heveaons à la question de la roulette sphérique. Si nous ajoutons membre à membre les dernières équations des groupes (1) et (2}, nous obtenons
Cette équation prise simultanément avec l'équation (4). fait connaître le rajondecourburelangentielle^' de l'enveloppe u', lequel résulte de l'élimination rie r' entre ces deux équations.
On déduit de ces équations les propositions suivanies, qui donnent ta construction de ce rayon de courbure.
Théorème I- — 5*, du centre de la sphère comme centre de perspective, on fait la projection conique de lajigure sphérique sur le plan tangent au point de contact A des deux courbes C et C; le conjugué harmonique D du point A par rapport à la projection du centre de courbure géodésique de la courbe C, et au symétrique relativement au même point A de la projection du centre de courbure géodésique de la courbe C, et le conjugué harmonique d du point k par rapport aux points analogues nux précédents des deux courbes v et y', sont
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xiliiés sur une eirconf^.rence de cerclp. langent aux dt:itx courbes C et C en. leur point de contact.
Ce cercle tangent au point A est indépendant de la posilion de la courbe v, et de la nature de cette courbe. On déduit :
Théorème II. — Si l'on considère les différentes enveloppes correspondantes à différentes courbes v', v\, v\,. . . situées sur une sphère mobile, et que du centre de cette sphère comme point de perspective, on prenne la projection conique de la ^figure sphérique sur le plan tangent au point de contact A des deux courbes C et C, les conjugués harmoniques du point A par rapport aux projections des centres de courbure gêodésique des courbes enveloppées v, v,, v^,. . . , et aux symétriques relativement au point A des projections des centres de courbure géodésique des courbes enveloppées v' , v\, v',,... sont distribués sur un cercle de diamètre constant, et langent en ce point aux deux courbes C et C,
192. Discussion. — Traçons dans le plan tangent au point de contact A des deux courbes G et C, langenlieliement à ces courbes du même côté que la courbe C, deux cercles ; le premier ayant pour diamètre AD, et ie second ayant pour diamètre -AD; traçons aussi les deux cercles symétriques parrapport à la langente au point A, la projection conique du centre de courbure géodésique d'une courbe v' située sur la sphère mobile, peut affecter les positions suivantes :
1° S'il est intérieur au cercle symétrique du cercle ( — U
et s'éloigne du point A, la projection du centre de courbure géodésique de l'enveloppe v est située dans la même région par rapport a la tangente commune aux courbes C, C au point A, et sa distance du point A varie de zéro à l'infini. Lorsque la projection du centre de courbure géodésique de v' est à une distance plus petite ou plus grande que la demi-corde
du cercle I — K issue de ce point, la projection du centre
de courbure géodésique de l'enveloppe v est intérieure ou
, /AD\ exloncure an cercle — ;
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a" Si la projection du centre de courbure géodésique de la courbe v' est située sur la circonférence de cercie symétrique
du cercle ( — ) > la projection du centre de courbure géodésique de l'enveloppe v est située à l'infini, ce qui revient à dire que le centre de courbure géodésique de cette enveloppe est sur le grand cercle dont le point A est le pôle.
3° Si la projection do centre de courbure géodésique de la courbe v' est située entre les deux cercles symétriques du cercle ( — ) et du cercle (AD), la projection du centre de courbure géodésique de l'enveloppe v est située dans la seconde région du plan tangent par rapport à la tangente commune aux courbes C, C, partant de l'infini et se rapprochant du cercle (AD).
4° Si la projection du centre de courbure géodésique de la courbe / est sur le cercle symétrique du cercle (AD), la projection du centre de courbure géodésique de l'enveloppe v est située sur le cercle (ADj.
5° Si la projection du centre de courbure géodésique de la courbe v' est extérieure au cercle symétrique du cercle (AD), la projection du centre de courbure géodésique de t'enveloppe V est intérieure au cercle (AD).
6° Si la première projection est à l'infini, la seconde est située sur le cercle ( — ■- \ •
7" Si la première projection, parlant de l'infini négatif, s'approche du point A, la seconde projection, partant de la
8" Si la première projection est située en un point de la tangente commune aux courbes C, C au point A, la seconde projection est symétrique de la première par rapport au point A.
Bemarque. — Si du centre de ia sphère on prend la perspective sphérique d'un cercle situé dans un plan langent et passant par le point de contact A, on trouve l'ellipse sphérique, telle que deux arcs de grand cercle menés par un de ses points aux deux extrémités de l'axe se coupent orthogona-
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iiïment, l'axe majeur Ptani perpendiculaire à la tangenunu cerRtc au point de contact A. Donc les quatre ellipses
qui sont la perspective spliérique des cercles (AD), ( — -U
et de leurs symétriques, jouissent de la propriété énoncée.. Elles peuvent dont servira discuter les positions vraies des centres de courbure géodésîques des enveloppes v el v'; il en résulte aussi l'élégant théorème dû à M. Paul Serret.
193. PuoitLÈMi! Ui.^Lesmêines conriilions élani posées que dans le problème II, le mouvement de la sphère mobile est réglé par cette condition que deux courbes v', v\ situées sur sa suiface invariablement, i-eslent constamment tangentes à deux courbes v, Vi situées sur la surface immobile; courbe enveloppe d'une courbe i/^ située sur la surface mobile.
Normale; rayon de courbure. — Si des points de contact E, E, des deux courbes v', v', avec leurs enveloppes v, v,, ou mène des arcs de grand cercle perpendiculaires au:; tangentes communes en ces points, leur intersection détermine le point A; or, les projections des centres de courbure géodésique des courbes v', v sont situées sur la projection de l'arc de grand cercle EA; de même les projections des centres de courbure géodésique dés courbes i/\, v, sont situées sur la projection de l'arc de grand cercle E'A. Or, si l'on prend les conjugués harmoniques d, d, du point A, le premier par rapport à la projection du centre de courbure géodésique de v et au symétrique de la projection du centre de courbure géodésique de v', le second par rapport aux points analogues relatifs aux courbes v,, v',, les trois points d, d,, A déterminent un cercle situé dans le plan tangent au point A. Si, maintenant, on appelle di l'inierseclion de ce cercle avec la projection du grand cercle mené du point A, perpendiculairement à la courbe Vj. et qu'on prenne le symétrique par rapport au point A de la projection du centre de courbure géodésique de la courbe v'„ le quatrième harmonique de ce point et des points A et d, sera la projection du centre de courbure géodésique de la courbe v,, enveloppe de la courbe y\.
Cette construction donne donc la tangente et le myon de coiu-burc géodésique de l'inivciopiio v-.
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Remarque. — On résoudra sans difficulté l'une des questions dans lesquelles les courbes de la surface mobile, ou de la surface fixe seraient remplacées par des points ou pav des cercles, ou des arcs de grand cercle. Il est, en effet, évident que les équations (4) et (5) feront connaître l'un des quatre éléments qui entre dans chacune d'elles, lorsque trois de ces éléments seront connus. Il en sera de même des questions inverses.
Théorèmes résultants. — Des questions qui viennent d'être résolues, on déduit sans difficulté les propositions suivantes :
1° Deux développantes d'une même courbe situées sur la sphère mobile envelopperont deux développantes d'une même ligne situées sur la sphère fixe;
2° Deux cercles ayant même pôle envelopperont deux développantes d'une même courbe;
3" Un cercle et son pôle envelopperont deux développantes d'une même ligne.
194. De l'épicycloïde sphérîque. — C'est la courbe engendrée par un point d'un cercle assujetti à rester sur une sphère, et roulant sur un cercle situé sur la même sphère. Soient 2 è', 2Ô les angles sous lesquels on voit du centre de la sphère les diamètres du cercle roulant et du cercle fixe. L'équation du cercle roulant rapporté aux coordonnées tangentietles t*, |3', est
lang ~ — - Jiinp'iango',
de laquelle on déduit
Équation de la développée géodésique de l'épieycloide. ~ Si l'on porte cette valeur dans l'équation (5), dans laquelle les valeurs de P et de P' sont
on trouve pour équation de la développée de l'épipvcloïde rapportée aux coordonnées langentielles t et [3
[2) 2Sin(3coiT — sin'p tangâ'-l-acoiâ + cotS'.
Rapport des(}lémejils<is' ,d{:,' .~^\ii.s.<:>^h irnisiéme équation
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du groupe (1) iJu n" 190, on porte les valeurs de R' cl de P', on obtîeni
ds' ' 2(ïtangô' ds '
c'est le rapport inverse de la vitesse de translation du point de contact du cercle roulant sur le cercle fixe à la vitesse angulaire du cercle roulant par rapporta la tangente au point de contact.
Relations angulaires. — Si dans la première des deux équations (3), on porte la valeur de rfs'=a tango' (/«', que l'on obtient
en remplaçant P' par -^ dans l'expression de P' écrite plus
haut, on a
t-sin'j3'iang"o'
Si l'on remplace dans le dénominateur i par cos'[3' + sin'[3', cette équation s'intègre immédiatement, et l'on trouve en représentant par e'j la constante de l'intégration, l'intégrale suivante 5 ■ ° ... 37 — arc lang = — %■ ,
ou bien
,-,, langS' , e'„ — e'
On trouverait de même, en opérant sur la seconde des équations (3),
de tang<3 _ </|3
1 langâ' I + sin'Plang'â'
sinô e-^B, / lang&\
[6 -T-37 5 = arc tang = — ^r\\
' ' sinâ' acosâ \ " cosâ'/'
on déduit, en divisant [5] par (6),
éi^uation évidente, et qui résulte de </*= ds'\ on déduit
CHAPIinE IV. — UKS LIGNES CONJUGUÉES, ETC. 393
el, coiiséqueramenl.,
jarc(u.ng:=cosâ'ian8Î^)
I + arc f tang=cosâ'tang- . ^, - ■■■ .° ] — ax.
Rayon de courbure géodésique de l'épicyato'ide. — Ce rayon de courbure est donné par la relation \. = x-^-:'; on a donc, par suite des équations (i) et (2),
/ / ■îsinS'tangâ' \
r = arc tang = — v-^-^;-- — ,-î
I +arc coi= - (sinp'tangâ' -1- ^-^ JJ-
Angle de contingence tangentielle de l'épicyclotde. — On a du ^ de -h dp, et conséquemment
: : j jfî/ tango' dp
'^' '^ langâ i + sin'p'tang'â"
d'une autre part en appelant rfE l'angle de contingence géodésique de l'épicycloïde, l'on a rfE=:cos(T-t-T')</£, rfw=:cosrrfe, donc
COSî
donc, le second membre est connu en fonction de la variable indépendante P', en se reportant aux formules (2), (8] et (9).
Ânglg de contingence tangentielle de la développée géodésique de l'épicjcloïde. — On a la relation
i^ïsinp — sini-f/s, on en déduit
_ tnngo' sin^'f/e' ''"' ^~ SiUT
Or l'on a, d'après (?.),
v'4sin'^i3' + (sin'(S'tangiî'4- 2C0lâ+ cota')'
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porlani celte valeur ainsi que celle de dé (4) dans l'éqimlion (lo), on obtient
(,,)-d.=ta„s3'>^iîH!tyîï?ï:
sin'p'lang'^'
qui fail connaître l'angle de contingence dz en fonction de la variable indépendante [3'..
195. Examinons le cas où le cercle roulant est un grand cercle de la sphère, et le cercle directeur, un petit cercle. Il n'est pas permis de prendre |3' pour variable indépendante, parce que cet angle est constamment nul, comme le prouve la formule (i); t' n'étant autre chose que l'arc du cercle roulant compris entre le point décrivant et le point de contact, on a l'équation a-z' = s, d'où l'on déduit
t' = eiangâ;
or l'enveloppe des arcs / est le petit cercle directeur, donc z est constamment nul et conséquemmeni r' = t.. On a donc pour rajon de courbure langentielle de l'épicycloîde
lî'^ «lang(elangô).
L'angle liE de contingence langentielle de cette combe est donné par
(/E:=rfecost := t^ecos(etangâ),
on déduit, E„ étant la constanie de l'intégration,
(E + E,)tang-3--sin(elangô).
Si l'on appelle d% l'arc élémentaire de l'épicycloîde, on ;i
4% _ rt ( E + Eo) tanga (i^ ~ v*! — {EH-E„)'tangM'
qui est l'équalion naturelle de la courbe. On reconnaît que c'est une hélice sphérique; elle peut s'écrire sous la forme
rfg _ «(E + E,i)tangij
cn.U'iTiiii lY, — uns i.diNEs cONJuUiJÉiis, hk.
On voit qLLfî celle courbe est rectifiabie; ciir on rt, m
, éUuit
ine constante.
(A-S,r-^ «=(EH-E.)Hang'a = M'.
196. Des roulettes planes. — Il est nécessaire que nous disions quelques mois des roulettes planes, pour l'interprétation géométrique de quelques résultats obtenus dans les Chapitres précédents.
Le problème des roulettes planes consiste en ce que le mouvement d'un plan est déterminé par cette condition, qu'une courbe C située diins ce plan, et invpriablement liée avec lui, roule sans glissement sur une courbe plane C, et parallèlement à son plan, et l'on se propose de trouver l'enveloppe V dans le plan fixe d'une courbe v' située dans le plan mobile.
On trouve les mêmes équations (i) et (2) que dans le n''19ô, avec cette différence, que «sioT, «sinT' sont remplacés par les lignes t, t', el que les rayons de courbures langenlielles R, K' sont égaux aux longueurs. ï et C. D'après cela, les équations (4) et (5) du même numéro, sont remplacées par les suivantes :
( l ) t^l' --JV -h 31',
desquelles il est facile de déduire, comme précédemment, toutes les propositions intéressantes de la théorie des roulettes planes.
Enveloppe v d'une ligne droite. — Contentons-nous d'examiner le cas particulier où il s'agit de trouver l'enveloppe v d'une ligne droite, située sur le plan mobile.
Comme le centre de courbure de la ligne droite est à l'infini, il faut poser dans l'équation (2) t' infini, ce qui donne la relfiiioLi
Or si l'on cherche l'enveloppe d'une Llruiie dont un des
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points parcourt la courbe -t- ^ P, pendant qu'elle lourne autour de ce point d'un mouvement angulaire, relativement à la
ds tangente en ce point, donné par la relation ~ = D, dans, ia-
([uelle (3 est l'angle de la droite el de la tangente, et D se compose par rapport à (3, comme P' se compose par rapport à e, on trouvera, dans le système langentiel i et [3 la même équation (3) pour représenter l'enveloppe de cette droite. Donc l'enveloppe de celte droite n'est pas distincte de la développée de l'enveloppe v produite par les diverses
ds' positions de la droite v' lorsque la courbe -^ = P' roule sur
ds la courbe -r- =: P, en entraînant couc droite v , de
Corollaire I. — Soit la courbe roulante C un cercle. On peut toujours supposer que la droite v' est un diamètre de ce cercle perpendiculaire, à l'origine du mouvement, aux deux courbes G et C en leur point de contact, puisque par un point quelconque du plan mobile on peut mener une parallèle à la droite donnée, el que ces deux droites auront pour enveloppes deux courbes ayant même développée. Dans le cas actuel, la roulette engendrée par un point de la circonférence du cercle C roiila^nt sur la courbe C qui est quelconque, est définie; or il est aisé de voir directement que l'enveloppe de la courbe v sera une roulette de même espèce engendrée par un point de ia circonférence d'un cercle dont le diamètre est égal au rayon du cercle C, ce point coïncidant à l'origine du mouvement avec le point de contact des deux courbes C el C, puisque les pieds des perpendiculaires abaissées des points de coniact de ces deux cercles dans les diverses posilioits sur la droite v', tracent sur le plan mobile un cercle dont le rayon est la moitié du rayon du cercle C De là résulte que si l'on chcrclie l'enveloppe d'une droite dont un des points parcourt la courbe ds pendant qu'elle tourne autour de ce point, de telle sorte que le rapport des vitesses ds, dp reste constant el égal à D, cette enveloppe sera la développée d'une roulette engendrée par im point de la circonférence du cercle dont l> est le diamèlrc, lorsque ce cercle roule sur la courbe </*.
CIlAl'lïllE IV. — DES LlGflES CONJUGUÉES, ETC. 2t)'J
Coi-oUaire II. — Si la coui-be directrice C est aussi un cercle, cette développée sera une épicycloïde, ainsi que l'enveloppe V de la ligne v'.
197. Interprétation géométrique de l'équation (lo) du n' 180. — Ce qui précède nous donne le moyen d'interpréter géométriquement l'équation (lo) du n" 180, et d'avoir à chaque instiini la direction du rayon vecteur géodésique coupant
ds la courbe -;- =^ P, considérée dans ce numéro, sous l'angle
de °
ds dont la variation est donnée par la relation -r-s =: D.
l'On fera rouler sans glissement un plan T sur la surface le long de la courbe s, le lieu des points de contact sur ce plan sera une courbe S telle que la tangente fera avec une droite fixe OX située dans ce plan, et supposée tangente à l'origine de la courbe, un angle e dont ics variations seront données
par la relation -r- = P.
■^ de
2° On fera rouler sur !a courbe S et dans le plan T, une
courbe S' dont l'équation naturelle, par rapport à une droite
fixe O'X' située dans son plan T', sera -7^; = 1>> [^' étant l'angle de la tangente à cette courbe avec i'axe 0' S', cette courbe étant tangente à son origine à l'ase O'X'.
3° On supposera que le point de contact du plan mobile T tangent à la surface donnée en un point de la courbe ds, et le point de contact de la courbe roulante S' sur la directrice S, ne cessent'jamais de coïncider pendant le mouvement, et qu'à l'origine de ce mouvement les points et 0', ainsi que les. axes OX, O'X' ont coïncidé.
4" Par le point A de contact des deux courbes, on mènera dans le plan de la courbe roulante, une droite A^ parallèle à O'X'.
Cette parallèle donnera à chaque instant ia direction du premier élément du rayon vecteur géodésique t, mené du point A de la courbe ds, et coupant cette courbe sur la surface pro-
ds posée sous l'angle j3 donne par ly condition — ^ I) du pro-
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blême en question. En effet l'enveloppe de la droite Aa; sur le plan T n'est autre chose que la développée plane de la courbe lieu des positions successives sur le plan T d'une droite fixe (yy menée dans le plan T par le point 0' perpendiculairement a O'X' (ti- J96).
On pe.ut aussi opérer de la manière suivante : 1" Développer sur un pian T la surface développable tangente à cette surface le long de la courbe <is, et faire rouler sur la courbe des contacts S après le développement une
courbe plane S' ayant pour équation naturelle -7^ ^D, par
rapport, à une droite fixe O'X' située dans son plan, p' étant l'angle de la tangente en un de ses points avec l'axe fixe O'X', et cet axe étant tangent à l'origine de la courbe S'.
2" Après avoir mené dans le plan de la courbe S' l'axe O'Y' perpendiculaire à O'X', construire la développée du lieu des positions successives de O'Y' ainsi que les diverses tangentes t„ /f,, l\,. . ■ de cette développée.
3° Replacer la surface développable dans sa position primitive autour de la surface donnée.
La figure ainsi obtenue sur la surface développable après cet enveloppement, sera telle que tous les éléments curvilignes de cette figure et de la figure correspondante tracée sur la surface proposée seront tangents chacun à chacun le long de la courbe ds de coniact des deux surfaces.
Les tangentes l„ t\, t", de la développée plane sont devenues après l'enveloppement des lignes géodésiques de la surface développable tangentes à la développée par rayons vecteurs géodésiques de la transformée de l'enveloppe des positions de O'Y', ces rayons vecteurs géodésiques sont donc tangents aux divers points de la courbe ds située sur la surface proposée, aux rayons vecteurs géodésiques tracés sur la même surface cl coupant la courbe ds d'après la condition du pro-
rayons de courbure tangenlielle tels que R.
L'enveloppe des rayons vecteurs géodésiques / tracés sur la surface donnée, d'après les conditions du probiènte I, n" 179,
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esl donc une ligne délerminée et compiélement définie. Elle dépend sur une même surface donnée, des deux courbes
cédentes ; nous appeiierons cette enveloppe la résultante sur
la surface des deux courbes (P) et (D).
ds Sur une même surface, lorsque la courbe -^ ^ P sera telle
que la fonction P conservera la même forme, si la fonction D conserve aussi la même forme, les diverses enveloppes résuitaules seront de même espèce. Celte remarque nous conduira à de nombreuses conséquences.
§ III. — Des enveloppes géodésiques.
198. Pni>BLfi5iF. IV". ^ Les mêmes conditions étant posées que dans le n" 188, lu relation F est linéaire par rapport aux angles [3i, Pi . . . , [3„„ et donnée par la formule
(1) B,[3, + It,|5,-t-...-h K% = C,
dans laquelle B, , Bj . . . , B„, ei C sont des constantes, enveloppe du dernier rayon géodésique.
Points de contact. — Ils sonl conjugués entre eu^: par la relation
^Sb-S^'
laquelle fait connaître, par les propriétés des moyennes harmoniques, le rajon de courbure tangeniielle de la développante de l'enveloppe cherchée da„.
Rayon de courbure tangentielle. — La foi'raule (5), n" tSO. se réduit à la suivante :
on en déduit l'expression et la construction du rajon de courbure de l'enveloppe, en opérant comme au n' IS'J.
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Conséiiueiices des formules précédentes. — l.'équalion dil' férentielle de l'équation {:) peut s'écrire sous la forme
Supposons que les rapports D relatifs aux [m — \] premiers rayons géodésiques soieni conslaiils, celte équation montre que le rapport du dernier rayon géodésique sera aussi constant. On déduit les propositions suivantes :
i" Si le sommet A d'un faisceau de m rayons vecteurs géodésiques, se meut sur une courbe directrice*, et que (m— -i) de ces rayons enveloppent (m — i) courbes de même espèce, c'est-à-dire qui seraient chacune la résultante (n'IST) de ta courbe (P) et d'une courbe D de forme constante; si de plus les angles ^,, Pî, ..., p™ que ces rayons vecteurs forment avec la tangente à la courbe directrice, sont liés entre eux par une relation linéaire, le dernier rayon vecteur, géodésique enveloppera une courbe de même espèce que les précédentes.
2° Si la surface est un plan, et que le sommet A d'un faisceau de m droites situées dans ce plan se meuve sur une courbe directrice s\s\m—\ de ces droites restent tangentes à m — I développées de roulettes engendrées par autant de cercles roulant sur cette directrice; que, de plus, la somme des arcs décrits du point A comme centre avec des rayons Bj, Bî,, . . , B™ et compris entre la tangente à la directrice en ce point et chacune des droites du faisceau, reste constante, la m''"' droite du faisceau enveloppera une développée de roulette engendrée par un point d'une circonférence de cercle roulant sur la même directrice.
En effet, par suite des conditions de langence que remplissent les m — i premiers rayons du faisceau, les rapports D,, Dj,. . ., D„_, sont constants d'après le n° 197. Donc, par suite de l'équation (3), la valeur de D« est aussi constante, et conséquemmenl, le dernier rayon du faisceau enveloppe une développée de roulette engendrée par un cercle roulant sur cette directrice.
3" Les mêmes choses étant données que dans le théorème II, si la directrice s est un cercle ou une droite, les développée^
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des roulelles deviennent des cpicycloïdes ou des cjdoïdes tangentes en leur sommet à cetie directrice.
4° Si quelques cercles générateurs se réduisent dans les théorèmes précédents à des points fixes, les développées des roulettes correspondantes sont ces points fixes situés sur la courbe directrice, et avec ces condilions les mômes théorèmes existent.
5° Si sur une surface le sommet d'un angle constant foriné par deux lignes géodésiques se meut sur une courhe directrice, pendant que l'un des deux côtés enveloppe une courbe résultante, de P quelconque, et de D constante (n" 197), l'autre côté enveloppera une courbe de même espèce. On déduit :
6° Si dans un plan, pendant que le sommet de l'angle constant de deux droites se meut sur une courbe directrice s, l'un des deux côtés reste tangent à une développée de roulette engendrée par un cercle roulant sur la directrice s, l'autre côté enveloppera une développée de roulette engendrée par un cercle roulant sur la même directrice.
7" Le même théorème a lieu si l'angle étant variable, l'angle (3, que le premier côté forme avec la tangente est supplémentaire de l'angle [3s, que le second forme avec la même tangente au sommet à la directrice.
8° Dans ces deux derniers théorèmes, si la directrice s est un cercle ou une droite, tes développées sont des épicycloïdes ou des cycloïdes tangentes en leur sommet à, la directrice s.
9" Si sur une surface le sommei du faisceau des trois rayons vecteurs géodésiques se meut sur une directrice s, et que deux de ces rayons enveloppent deux courbes de même espèce résultantes, la première de la courbe P et de la courbe 1),, et la seconde de la courbe P et de la courbe D„ D, et Di étant deux constantes; si le troisième rayon partage l'angle des deux premiers dans un rapport constant, il enveloppera une courbe de même espèce que les précédentes.
10" Si dans un plan le sommet du faisceau de trois droites se meut sur une courbe directrice s, et que deux de ces droites enveloppent deux développées de roulettes engendrées par deux cercles roulant sur cette directrice, si la troisième droite partage l'angle des deux premières dans un rapport constant, elle enveloppera une développée do roulellc engendrén par
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uLi cercle roulant sur la même directrice, et si la directrice s est un cercle, toutes ces développées sont des épicycloïdes tangentes en leur sommet à ce cercle.
1 1° Si le nombre des rayons se réduit à deux seulement, le théorème I fondamental a encore lieu, lorsque D, est une fonction quelconque, et les deux courbes enveloppées sont encore de même espèce.
En effet, la première est la résultante de P et de D,, la seconde est la résultante de P et de B.. Or d'après l'équation (3') D, est proportionnel à D,. Donc, etc.
Il résulte de là :
13" Si dans un plan le sommet d'un angle formé par deux lignes droites se meut sur une directrice, et que l'une de ces droites enveloppe la développée de la courbe, lieu des positions d'une droite située dans le plan d'une courbe quelconque D roulant sur la directrice, l'autre droite enveloppera la développée de la courbe. Heu des positions d'une droite située dans le plan d'une courbe de même espèce que D, roulant sur la même directrice, pourvu que les angles |3, et pu que les deux côtés de l'angle font avec la tangente à la directrice s, soient soumis à une relation linéaire de ces angles.
Les conséquences de ce dernier théorème sont nombreuses.
DES SURFACES APPLICABLES
199. Problème des surfaces applicables. ~ Ce problème coiisisic à trouver toutes les surfaces qui peuvent s'appliquer exactement sur une surface donnée sans déchirure ni duplicature.
Soit la surface donnée représentée par trois équations entre les coordonnées cartésiennes du point et deux variables p el pi, de telle sorte que x, y, s soient des fonctions de ces deux variables. On veut que, pour cette surface et celles qui lui sont applicables, les points se correspondent, deux à deux, de telle sorte que la distance de deux points sur une surface soit la même que la distance de deux points similaires sur l'autre surface dans toutes les directions possibles autour de ces points; cette condition est bien celle pour que deux surfaces soient applicables l'une sur l'autre sans déchirure ni duplicatitre. Cela posé, si l'on conserve aux paramètres H, H,, G le sens que nous leur avons donné n" 31, nous avon^
( 1 ) </î= ~ H= rfp= -+. H; rfp; + aG'rfprfp,,,
pour représenter la distance de deux points infiniment voisins pris sur une surface. H, H,, G sont donc des fonctions de p et de pi qui ne doivent pas changer quand on passe d'une surface à l'autre. Or notre théorie donne les trois équations fondamentales du problème dans le cas le plus général où les coordonnées curvilignes p el pi sont quelconques. Ces trois équations sont : I? l'équation donnée par le n" 37
1 I sin'o
d^ns laqi!cl!c Ir st^coiul inemliiT est une fonriion de p cl p,.
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qui dépend des coefficienisH, H,, G, comme le prouve l'équalion (9') du n" 4-1 ; les deux autres équalîons sont les équations {il) du n" 42; les irois inconnues sont les composantes
normales -i — des courbures des lignes coordonnées, et la composante normale j de la courbure inclinée de l'une de ces
lignes par rapport à l'autre. De ces trois équations, la première est finie par rapport aux trois inconnues; les deux autres équations sont aux différences partielles, et linéaires par rapport aux mêmes inconnues et à leurs dérivées, les coefficients étant des fonctions de p et de p,, et ne dépendant aussi que des paramètres différentiels H, H,, G, de sorte que la connaissance de ces trois paramètres différentiels entraînera celle du système des trois équations dont nous venons de parler qui correspondront à la surface donnée : telle est la première partie du problème, c'est-à-dire la mise en équation.
L'intégration de ces trois équations simultanées fera connaître les trois inconnues —, ~> -. en fonction des paramètres
peip,. Cela fait, si l'on a égard à ces valeurs, les équations renfermées dans les types (i), (•2), (3) du Chapitre UI du Livre l, que l'on classera par groupes de trois équations, détermineront les neuf cosinus X, X,,X,;¥, ¥,,¥,; Z, Z,, Zi en fonction de p et de p, ; enfin l'on déduira de ces valeurs les expressions des coordonnées x,y, z en fonction des paramètres p et p,, ce qui fera connaître la surface, ou plutôt les surfaces ciierchées. Telle est la deuxième partie du problème, comprenant l'intégration des équations aux différences partielles. C'est dans cette seconde partie que glt la difficulté de la question, à cause des intégrations qu'on ne sait pas effectuer.
200. Liaison-dit problème des surfaces applicables el du problème des coordonnées cumilignes. — Nos formules fondamentales du problème des surfaces applicables sont les plus générales que l'on puisse donner, puisqu'elles se rapportent à un système quelconque de coordonnées curvilignes tracées sur la surface donnée, et l'on voit que ces trois équations nous ont été fournies par la solution générale du problème des coor-
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données curvilignes. Cette remarque n'avait pas écliappé à Edmond Bour, qui s'exprime ainsi ( De la Déformation des surfaces, p. 7) : a Réciproquement, on peut dire que mes équations fondamentales sont renfermées plus ou moins implicitement dans celles des coordonnées curvilignes, de sorte qu'il ne serait pas impossible de tirer syntbétiquement de ces dernières tous les éléments de la déformation des surfaces. » On voit, par le numéro précédent, que nous avons tiré de la théorie des coordonnées curvilignes tous les éléments de la théorie de la déformation.
Si l'on voulait retrouver les équations fondamentales données par Edmond Bour, il suffirait de particulariser le système de coordonnées curvilignes et de prendre, comme il l'a fait lui-même, le système des coordonnées géodésiques et leurs orthogonales. Alors on trouverait à la place de l'équation (i) l'équation (9") du n" 41, et, à la place des équations (11) du n° 42, les équations (u") du même numéro. On voit qu'elles ne sont guère plus simples que nos équations générales. 11 serait aussi facile de particulariser les équations relatives à tel autre système de coordonnées.
Il nous serait possible de démontrer que tous les éléments de solution des diverses questions, même les plus élevées lie la théorie des surfaces, sont renfermés aussi dans nos formules des coordonnées curvilignes; mais il est inutile de poursuivre cet ordre d'idées, qui nous assignerait un but trop élevé et trop différent de celui que nous nous sommes proposé.
201. De quelques surfaces applicables. — Soient deux surfaces de genres différents, rapportées l'une et l'autre à un système de lignes géodésiques et de lignes orthogonales ; si, pour ces deux surfaces, le paramètre différentiel du premier ordre des lignes orthogonales ne dépend que d'une variable, ces deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre,
En effet, pour la première surface, l'expression de la distance de deux points infiniment voisins pris sur celte surface est, n" 141, formule (5),
(3} f/s' = JP + 1l'ih\
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dt étaiil l'arc élémentaire géodésique el H ne dépendani quo de t. On aura de même pour la seconde surface en distinguant tes mêmes éléments par l'indice i,
(/(i étant l'arc élémentaire géodésique et H, ne dépendant que de t,. Si l'on identifie ces deux expressions, on a les conditions dt, — dt, dt — rfe,, II — Hi ; la première équation donne i, = ( + c, c étant une constante. Or, les deux surfaces étant de genre donné, H et H, contiennent : la première une fonction de / qui spécifie l'espèce de surface appartenant au genre donné, la seconde une fonction de ï,, ces deux fonctions et leurs dérivées pouvant entrer dans les deus paramètres H et H|. Cela posé, si l'on remplace /i par sa valeur t + c, et qu'on suppose que la fonction de t, qui entre dans H, {se trouve déterminée, on aura une équation différentielle que déterminera la fonction de t; el, par conséquent, l'inlégralion de cette équation déterminera la seconde surface.
Théorème de Bour. — Une surface hélicoïdale est applicable sur une surface de révolution.
En effet, dans la surface de révolution, le paramètre différentiel H, de l'arc orthogonal des lignes méridiennes ne dépend que d'une variable; or, dans la surface hélicoïdale, d'après la valeur de rf*' donnée par la formule (a) du n" 87, le paramètre différentiel de l'arc orthogonal des lignes jk, = const. de ce système ne dépend que d'une seule variable i. De plus, il est aisé de voir que ces lignes sont géodésiques: i" par la forme de ds', n"87; apparia forme de l'équation de la ligne géodésique de la surface hélicoïdale donnée au n" 129. Donc, etc.
La simplicité de celte démonstration résulte de la forme que nous avons donnée au déplacement hélicoïdal ds' au numéro indiqué.
202. Problème 1. — iieeherclie d'une surface de révolution applicable sur une surface hélicoïdale d'espèce donnée, — Soit 4'(^) If* fonction qui détermine la surface hélicoïdale dans son espèce, n" 85. Si l'on rapporte cette surface aux coordonnées u,| — const. et ( :- COnsL, comme on l'a fait au n" 87,
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on trouve, pour l'expression du déplacement infiniment petit d'un point effectué sur la surface,
(5) ds^=[' + ^^,nt)]dP -.{a' + t^)df,:i.
Or, si l'on clierche l'expression du déplacement ds, infiniment petit d'un point effectué sur la surface de révolution, rapportée à ses lignes méridiennes et à leurs orthogonales, n" 89, z ^f{l,] étant l'équation de la méridienne, on trouve
(6) ds\ = [i -hf"{t, )] dt] + t] dQ\ Identifions ces deux expressions, en posant
dô = dij.„ l] — r--hd', [i+/"(i,)J,/(; = [, + -^^A"(0]./''-
Si l'on élimine / de la dernière, au moyen de la seconde, on obtient
Cette équation différentielle, dans laquelle les variables sont séparées, détermine la fonction /(ï,); car, si l'on pose cette fonction égale à z, on a
qui est l'équation de la courbe méridienne de la surface de révolution.
203, applications, ~ L'tiéliçoïdaie donnée a pour ligne de profil la ligne donnée par l'équation
(9) 4.(0 = «arc(sin = ^!^Wm[v/F^r6T^]^_^f,os^)_ dans laquelle a, b, a., m seul des constantes.
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Si l'on prend la dérivée par rapport à t, on trouve
,,, , mi'— «fisina
ftjt' — h'smx
Or, si l'on porte celte valeur dans l'équalion (8), on obtient
J \lt]—[a-' +
a)~[am + bs,\ï\aY -(a' 4- 6'sin'a) Si, pour abréger, l'on pose
«' + È'sin'îf = l',
et qu'on introduise la variable <^ par la relation (, = /sinqj, t obtient
qui s'intègre par les arcs d'ellipse.
Ainsi la courbe méridienne représentée par la première transcendante elliptique donne la surface de révolution applicable sur l'hélicoïdale qui nous occupe.
204. Caractère de eette surface hélicoïdale. ~ La surface hélicoïdale qui a pour courbe de profil la valeur de ij* donnée par l'équalion (9) esl l'héliçoïde réglé quelconque.
Pour démontrer cette proposition, il n'y a qu'à chercher les équations de l'héliçoïde réglé quelconque, et à en déduire la courbe de profil donnée dans celle surface par l'intersection d'un plan passant par l'axe.
Calculons l'équation de l'hélicoïdale engendrée par une courbe dont le plan parallèle à une droite fixe esl doué d'un mouvement hélicoïdal autour de celte droite, ce mouvement étant donné par la constante a. Soit celle droite prise pour axe des s, soit b la distance d'un point A du plan de la courbe à l'axe des s. Si nous rapportons la courbe génératrice aux deux droites menées par le point A, l'une As, parallèlement à l'axe des z, et l'autre Ap, perpendiculairement à cet axe et dans le plan de la courbe; 3,=;vji|(p) étant l'équation de la courbe par rapport à ces axes, si l'on représente par a l'angle
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des deux droites 6 et Ap, par x, y, z les coordonnées cartésiennes rectangles d'un point quelconque de la courbe dans une de ses positions, par 6 l'angle de b avec le plan des zx, les équations de la surface hélicoïdale seront
XT= tcosâ + pcosfa-+- â),
f^b&inQ + psin(a -i- 6),
Pour avoir l'équation de la surface entre les variables x', y, z, il suffit d'éliminer et p entre ces trois équations. Or si l'on ordonne les seconds membres des deux premières équations par rapport aux cosinus et aux sinus de l'angle S + a, qu'on élève au carré, el qu'on ajoute, on obtient une première équation qui donne le carré de la projection / du rayon vecteur sur le pian des xy; si ensuite on divise l'une par l'autre, on obtient la tangente de l'angle 9 que cette projection fait avec l'axe des x; ces deux équations sont
i'c=p'-i- afcpcosa + 6S
/„ Asina
tangœ =: lana 9 + a— arciang := -,
"^ ° \ '' p-+- cosa
D'après cela, l'équation de la surface sera
— h a ^ arc I tang ^ - 1 —
-I — ']>,{\Jx''~hr''— b^sin'x—- ècosa),
qui rentre dans la formule a$ + i|i. (() de l'équation de la surface donnée au n° 85, pourvu que l'on pose
•]i{t)^ ijji (v^;' — è'sin'a— &cos«) — a arc (sin ^-^- — )■
Il est évident que si la fonction i|j,(i) est m/, *« étant une constante, on retombe sur l'expression (9); on a donc cette proposition générale :
Théorème. — J/kéliçoîde réglé quelconque est applicable sur la surface de révolution, dont la courbe méridienne est donnée par la transcendante elliptique de première espèce.
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205. Cas particuliers. — i" fféliçoïde gauche à plan dii-ecleur.
Dans ce cas, il faut poser m=o et a^o dans l'équation (9). D'après cela l'équalion (lo) devient dt,
dont l'intégrale est
A élant la constante introduite par l'intégration, et e la base des logarithmes népériens. Si l'on fait celte constante égale à a, on obtient l'équation de la chaînette. On a donc cette proposition connue :
L'héliçoïde gauche à plan directeur est applicable sur la surface de révolution dont la méridienne est la chaînette.
a" Héliçoïde engendré par une droite située dans un plan perpendiculaire à l'axe.
Dans ce cas, il faut poser nulle la tangente m de l'inclinaison de la droite sur le plan des xy, ce qui donne, dans la formule (9),
, . , / . ùsiniz\
(9") 4'(0^«ai'c(sLn = — ^1-
IJ'après cela, la formule f 10) devient
J v'i — «'— o'sin'a Or, si l'on pose a'-- 6'sin'arr^ B', on trouve, A étant la con-
qui appartient au genre chaînette, et que l'on construit en réduisant les ordonnées s de la chaînette dans une raison constante. On déduit dé là cette proposition :
L'héliçoïde réglé engendré par une droite située dans un plan perpendiculaire à l'axe est applicable sur une surfaire de révolution dont la courbe méridienne est une ligne du genre dmfnefle.
yGoosle
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206. Surface hélicoïdale réglée dont la droite génératrice est inclinée sur l'axe d'après des conditions données.
i°Si m satisfait à la relation a -h mbsinoL = o, l'équation (9) conserve la même forme, mais l'équation (10) se réduit a Ja forme simple
" n dt,
qui est l'équalion d'un cône de révolution.
Ainsi la surface réglée satisfaisant à cette condition est applicable sur un cône de révolution.
2° Si m satisfait à la condition am^±l~ bsincc, l'équation (9) conserve encore la même forme, et l'équation (10) devient
r i, dt,
dont l'intégrale est, c étant la constante de l'intégration,
qui représente un h;yperboloïde de révolution. Appelons y l'inclinaison de la tangente de l'hélice directrice
sur le plan des xj^, h le pas de cette hélice, l'on a a ^ ± — ■
suivant que le mouvement a lieu dans un sens ou dans le sens opposé, ei a^= b tangy. Si l'on appelle p l'angle que la droite génératrice fait avec le plan des ar/, l'on a m:= tang[3.D'après cela, la condition « + m6sîna = o devient
__ tangy ^"""--^lang^'
laquelle se trouve satisfaite dans le cas de l'héliçoïde réglé développable, puisque alors
sinœ = ±i et langy ^lang^.
La condition relative au second cas devient
langui?
yGoosle
3l2 LIVBK t[I. — DES COORDONNÉES GÉ0DÉSIQUE9.
207. Problème II. — Recherche d'une surface hélicoïdale applicable surune surface de réfolution d'espèce donnée.
Bans la queslion actuelle, la fonction /(i,) est donnée, et il s'agit de déterminer la fonction i|>(0 qui représente l'ordonnée de la courbe de profil de la surface Léiiçoïdale, Or, si l'on a recours aux équations de conditions obtenues au n" 202, on trouve
dans laquelle f,[ est la dérivée âef{t,) par rapport à t„ et c'est dans cette dérivée que l'on a remplacé l, par sa valeur en l'onction de (, Si l'on intègre par rapport à /, on obtient
conséquemment, les équations de la surface hélicoïdale seront, ri" 85,
;c=(cos9, 7=/sin9, z = a$ ■+- j dt yfl'Wt^ + a') — ^-
208. Applications. — Recherche des surfaces hélicoïdales applicables sur une surface de révolution dont la courbe méridienne est du genre chaînette.
Nous venons de démontrer que deux espèces d'héliçoïdes réglés sont applicables, l'un sur ia surface de révolution dont la courbe méridienne est du genre chaînette, et l'autre sur une surface de révolution dont la courbe méridienne est une chaînette; le problème en question mettra en évidence d'autres héliçoïdes qui jouissent de la même propriété. U faut poser
n et c étant des constantes; l'équation (ii) donne
qui esl l'équation de l'ordonnée de la courbe de profil île la surface hélicoïdale.
Avant d'intégrer celle équation généralement, distinguons les irois cas suivants :
i" n = c' = a', on a i^"'!') nul, et par conséquent il* ('} égale aune constante; on obtient donc l'hélicoïde gauche à plan directeur.
2° Si M = « et c> a, l'équation (n') devient
dont Tinlégrale est, en représentant par A une constante arbitraire.
Ainsi la courbe de prolil est la sinussoïde [9"] du n" 205. 3" Si «>■«,(! = c, l'équation {11) devient
dont l'inlégrale esl, A étant une constante arbitraire,
.i;(i) = A + \/n^-^Mog(.
Passons maintenant à l'intégration de l'équation générale (11'). Posons, pour a
, , , a Cc/t h- - K' It'
P étant une nouvelle variable, on obtient
-i-lang'cp){n- Knang"9)
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