Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en géométrie, particulièrement de celles qui se rapportent à la géometrie moderne, suivi d'un mémoire de géométrie sur deux principes généreaux de la science, la dualité et l'homographie; (2)
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DES MÉTHODES EN GÉOIŒÉTRIE
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Nous nous proposons^ dans cet aperçu^ de présenter une analyse rapide des principales découvertes qui ont porté la Géométrie pure au degré d'extension où elle est parvenue de nos jours ^ et particulièrement de celles qui ont préparé les méthodes récentes.
Nous indiquerons ensuite y parmi ces méthodes y celles auxquelles nous paraissent pouvoir se rattacher la plupart des innombrables théorèmes nouveaux dont s'est enrichie la science dans ces derniers temps.
Enfin nous exposerons la nature et le caractère philosophique des deux principes généraux de l'étendue^ qui font l'objet principal de ce mémoire.
Nous avons distingué dans l'histoire de la Géométrie cinq Époques principales. On jugera^ après la lecture^ si les caractères particuliers que nous avons reconnus à chacune de ces cinq Epoques peuvent justifier cette division.
Plusieurs Notes sont jointes à cet aperçu. Les unes sont destinées au développement de certains passages que nous avons dû traiter brièvement dans le cours du discours; d'autres présentent quelques ToM. XL 1
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détails historiques dont l'étendue ne nous pennettait pas de les donner comme annotations marginales^ parce qu'elles auraient entravé la lecture. Plusieurs autres enfin seront le fruit de nos propres recherches sur difiërentes parties des théories géométriques dont nous aurons eu à parler^ et présenteront peut-être quelques résultats nouveaux.
Celles-ci ne paraîtraient pas indispensables^ si l'on n'envisageait que le but historique de notre travail. Mais nous avons eu en vue surtout^ en retraçant la marche de la Géométrie^ et en présentant l'état de ses découvertes et de ses doctrines récentes, de montrer^ par quelques exemples, que le caractère de ces doctrines est d'apporter dans toutes les parties de la science de l'étendue une facilité nouveUe, et les moyens d'arriver à une généralisation, juscpi'ici inconnue, de toutes les vérités géométriques ; ce qui avait été aussi le caractère propre de l'analyse, lors de son application à la Géométrie. Aussi conclurons-nous de notre aperçu, cpie les ressources puissantes que la Géométrie a acquises depuis une trentaine d'années sont comparables, sous plusieurs rapports , aux méthodes analytiques ^ avec lesquelles cette science peut rivaliser désormais, sans désavantage , dans un ordre très-étendu de questions.
Cette idée se trouvera reproduite, puissions-nous dire justifiée! dans plusieurs endroits de cet écrit; parce qu'elle en est Torigine et qu'elle n'a point cessé de présider aux longues recherches qu'ont nécessitées la partie historique, les Notes, et les deux Mémoires qui composent cet ouvrage.
Hâtons-nous de dire, cependant, pour éviter toute interprétation inexacte de notre but et de notre sentiment sur les deux méthodes qui se partagent le domaine des sciences mathématiques, que notre admiration pour l'instrument analytique, si puissant de nos jours, est sans bornes, et que nous n'entendons pas lui mettre en parallèle^ sur tous les points, la méthode géométrique. Mais, convaincu qu'on ne saurait avoir trop de moyens d'investigation dans la recherche des vérités mathématiques, qui toutes peuvent devenir également faciles et intuitives quand on a trouvé et suivi la voie étroite qui leur est propre
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et naturelle^ nous avons pensé qu'il ne pouvait qu'être utile de montrer^ autant que nos faibles moyens nous le permettaient ^ que les doctrines de la pure Gléométrie offrent souvent^ et dans une foule de questions^ cette voie simple et naturelle qui^ pénétrant jusqu^àForigine des vérités^ met à nu la chaine mystérieuse qui les unit entre elles y et les fait connaître individueUement de la manière la plus lumineuse et la plus complète.
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CHAPITRE PREmER
PREHIÈRE ÉPOQUE.
THALES,
$ L La Géométrie prit naissance chez les Ghaldéens et les Égyptiens.
Thaïes qui^ né en Phénicie^ alla s'instruire en Egypte^ et vint ensuite Bë 630 et mort 548 an. s'étafaUr à Milct. v fouda l'école ionienne, d'où sont sorties les sectes
avant J.-G. ^ ^ ^
des philosophes de la Grèce ^ et où commencèrent les premiers progrès de la Géométrie.
FTTHAcoEE, Py thagorc , né à Samos^ disciple de Thaïes, qui, comme lui, avait
néycpi58o.Y.ntj.-c. YQyagé cu Égyptc, puis dans les Indes, vint se retirer en Italie, et y fonda son école, beaucoup plus célèbre que celle d'où elle dérivait. Ge fut principalement à Pythagore, qui incorpora la Géométrie dans sa philosophie, et à ses disciples, que cette science dut ses premières découvertes. Les principales furent la théorie de Vincofnmensurabiltté de certaines lignes , comme la diagonale du carré comparée au côté ; et la théorie des corps réguliers. Ces premiers pas dans la science de l'étendue n'offrirent, du reste, que quelques propositions élémentaires, relatives à la ligne droite et au cercle. Les plus remarquables sont le théorème du carré de Vhypothénuse d'un triangle rectangle, dont la découverte coûta, dit l'histoire, ou la fable, une hécatombe à Pythagore; et la propriété qu'ont le cercle et la sphère d'être des maxima parmi les figures de même périmètre ou de même surface : propositions qui ofirent le premier germe de la doctrine des isopérimètres.
PLATOII ,
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^ 2. La Géométrie fut ainsi restreinte juscpi'à la fondation de l'école platonicienne^ époque de ses grands progrès.
B'iaton^ comme les sages de la Grèce qui l'avaient précédé^ alla s'inktniîre dans les mathématiques chez les prêtres égyptiens^ puis en *8o~847 ayant j.-c. Italjie auprès des pythagoriciens.
^ retour à Athènes , ce chef du Lycée introduisit dans la Géoméfoiet la méthode analytique ^ ^ les sections coniques^ et la doctrine des Uetfi.x géométriques. Découvertes mémorables^ qui firent de la Géométrie ^ pour ainsi dire^ une science nouvelle^ d'un ordre plus élevé que la Géométrie élémentaire cultivée jusque là^ et que les disciples de Platon appelèrent Géométrie transcendante.
La doctrine des lieux géométriques ^ fut appliquée^ dès ce temps ^ d'une manière très-savante^ aux fameux problèmes de la duplication du cube, des deux moyennes proportionnelles ^ et de la trisection de Fangle.
Le premier de ces problèmes^ célèbre par sa difficulté et par son hippoceatedechio, origine fabuleuse^ avait déjà occupé les géomètres. Hippocrate de Ghio^ si connu par la quadrature de ses lunules^ l'avait réduit à la recherche
' La définition suîyante de Vanaiyse et de la synthèse y rapportée par Yiète, au commencement de son Isagoge in artetn analyticem, caractérise parfaitement les deux méthodes des Andens : u II est en mathématiques une méthode pour la recherche de la vérité, que Platon » pusse pour avoir inventée , que Théon a nommée analyse et qu'il a définie ainsi : Regarder a la chose cherchée , comme si elle était donnée, et marcher de conséquences en conséquences, » jusqu^à ce que Von reconnaisse comme vraie la chose cherchée. Au contraire , la synthèse se 1» définit ; Partir d^une chose donnée , pour arriver de conséquences en conséquences à trouver une m ehoêe cherchée. »
2 On appelle lieu, en Géométrie, une suite de points dont chacun résout une question proposée , on jouit d'une certaine propriété dont ne jouit pas aucun autre point pris au dehors de ce lieu. Les Anciens distinguèrent les lieux géométriques en diverses classes. Ils nommèrent iieusB plana la ligne droite et la ligne circulaire dont la génération a lieu sur un plan ; lieux Molides les sections coniques , parce qu'on concevait leur génération dans le solide ; enfin lieux iiméaires toutes les courbes d'un ordre supérieur , telles que les conchoîdes, les cissoïdes , les qyirales et les quadratrices.
On a appelé théorème local, un théorème où il s'agit de démontrer qu'une suite de points d'une ligne , droite ou courbe , satisfait aux conditions d'une question proposée , et problème hcal celui où il s'agit de trouver une suite de points dont chacun satisfasse à une question proposée.
vers 450 avant J.-C.
6 HISTOroE DE LA GEOMETRIE.
de deux moyennes proportionnelles entre le côté du cube donné ett le double de ce coté ; ce qui probablement a donné lieu au problème f général des deux moyennes proportionnelles. ;
Celui-ci a été résolu de différentes manières qui toutes font honnjeur aux géomètres de l'antiquité. La première solution est due à Plaiion^ qui employa un instrument composé d'une équerre sur Fun des cœliés de laquelle glisse une droite qui lui est perpendiculaire^ et reste c|onséquemment parallèle au second coté; premier exemple sans doilté^ d'une solution mécanique d'u|i problème de Géométrie. > /
Menechme^ disciple de Platon^ se servit deH lieua: gëométriqnes ^ qui furent deux paraboles^ ayant même sommet et leurs axes rectaipigu* laires ; ou bien une parabole et une hyperbole entre ses asymptotes.
Eudoxe^ autre disciple et ami de .Platon^ se servait de certames courbes qu41 avait inventées pour cet objet ; malheureusement sa solution ne nous est point parvenue; et nous ne savons quelles étaiei^ ses courbes. ^
La solution d'Architas^ célètre pythagoricien dont Platon avait isuivi les leçons en Italie^ était purement spéculative ; mais elle a cela de remarquable qu'elle faisait usage d'une courbe à double courbure y qui parait être la première qui ait été considérée par les géomètres ; du moins elle est la plus ancienne de celles qui nous sont parvenues ^.
Les quatre solutions du problème des deux moyennes proportionnelles que nous venons de citer sont^ comme on voit ^ essentiellement différentes. Ce problème continua pendant un grand nombre de siècles d'occuper les géomètres^ qui en multiplièrent les solutions. Eutocius^
' Voici la description de cette courbe : « Qae, sar le diamètre de la base d'un cylindre M droit circulaire , on conçoive un demi-cercle dont le plan soit perpendiculaire à celui de la » base du cylindre ; que le diamètre tourne autour d'une de ses extrémités et emporte, dans n ce mouvement circulaire, le demi-cercle, toujours situé dans un plan perpendiculaire à H celui de la base du cylindre ; ce demi-cercle rencontrera dans chacune de ses positions la I» surface cylindrique en un point ^ la suite de tous ces points formera la courbe à double » courbure en question. »
Pour résoudre le problème des deux moyennes proportionnelles, Arcbitas coupait cette courbe par un cône de révolution autour de l'arête du cylindre, menée par l'extrémité fixe du diamètre du demi-cercle mobile \ le point d'intersection donnait la solution cherchée.
mathématicien du YI^ siècle ^ rapporte y dans son commentaire sur le second livre de la sphère et du cylindre d'Archimède, celles d'Ératosthène^ d'Apollonius^ de Nicomède^ de Héron ^ de Philon de Bisance^ de Pappus^ de Dioclès et de Sporus. Nous citons ces mathématiciens suivant l'ordre chronologique.
$ 3. Les savantes méthodes ébauchées par Platon et ses disciples^ furent cultivées avec ardeur par leurs successeurs^ et fournirent la matière à plusieurs ouvrages assez considérables^ où furent développées les principales propriétés de ces célèbres courbes^ les sections coniques qui^ deux mille ans après^ ont joué un si grand rèle dans le mécanisme de l'univers, lorsque Kepler les reconnut pour les vraies orbites parcourues par les planètes et leurs satelUtes, et que Newton découvrit dans leurs foyers les points mêmes où résident les forces qui animent tous les corps du système du monde.
Le principal de ces ouvrages était d'Aristée; il contenait cinq abishêb, livres sur les sections coniques; les Anciens en parlent avec beaucoup Ter«85o.Y.nt j.-c. d'éloges; mais malheureusement ils ne nous sont point parvenus; non plus que cinq livres sur les lieux solides du même géomètre ^
§ 4. C'est à peu près à cette époque que remonte la découverte de dinostbatb. la quadralrice de Dinostrate. Cette courbe dont la principale propriété la rend propre à la division d'un angle en un nombre quelconque de parties proportionnelles à des lignes données, parait avoir été inventée pour-résbudre le problème. de la trisection de l'angle^ agité dans l'école de Platon. Elle résoudrait aussi le problème de la quadrature du cercle^ si l'on savait la construire géométriquement; et c'est cette propriété qui lui a fiait donner^ chez les Anciens^ le nom de quadratrice. Il parait^ d'après Pappus^ que cette propriété a été découverte
I Ces cinq livres sur les lieux solides, dont parle Pappns dans le 7* livre de ses Collections inathématiqaes , ont été rétablis sur cette indication , par Viviani , dans le style par de la géométrie ancienne, sons ce titre : De locie êolidiê êecunda divinatio geometrica in quinque libros injuria temporum amiêsee Aristei êenioriê geotnetrœ auctore Vincentio Viviani^ etc. (In-foL, Florence , 1701 ). Viviani avait déjà rétabli (en 16B9) le 8« livre des coniques d'Apollonius , dont on n'avait alors que les quatre premiers , et qui a été retrouvé avec les 6« et 7" par Borelli I pendant que Viviani terminait son travail.
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par Dinostrate^ frère de Menechme. De là^ les Modernes ont appelé cette courbe la quadratrice de Dinostrate. Cependant il semble résulter de deux passages de Proclus * que Hippias , géomètre et philosophe contemporain de Platon, en est le véritable inyonteur, et en avait démontré les propriétés K
§ 5. C'est dans ces premiers temps de la Géométrie que nous parait devoir être placé Perseus, qui mérite quelque célébrité pour l'invention de ses lignes sptriques. Ce géomètre formait ces courbes en coupant, par un plan, la surface annulaire, ou tore, que produit la révolution d'un cercle autour d'un axe fixe, mené dans son plan.
Il ne nous reste d'autres renseignemens sur ce sujet qu'un passage de Proclus, dans son commentaire sur le 1®^ liyre d'Euclide ', où il décrit distinctement la génération de ces courbes dans la surface annulaire, et en attribue l'invention à Perseus.
Quelques lignes plus bas, Proclus ajoute que Geminus avait écrit sur ces lignes spiriques. Ce document est précieux, parce qu'il prouve l'antériorité de Perseus sur Geminus qu'on sait avoir vécu vers le temps d'Hipparque, dans les deux premiers siècles avant l'ère chrétienne.
Il est à regretter que les écrits de Perseus et ceux de Geminus ne nous soient pas parvenus; il serait intéressant de voir leur théorie géométrique de ces spiriques , qui sont des courbes du quatrième degré, dont l'étude semble exiger aujourd'hui des équations de sur-
1 F'oy. la proposition 9 du liyre 3 , et le commencement da 4* livre du Commentaire de Pro» dus sur le 1*" livre d'Euclide.
2 Le P. Lëotaud , géomètre du XTII** siècle , très-yersë dans la Géométrie ancienne , a écrit sar cette courbe un traité , où il lui découvre une infinité de propriétés curieuses , qui répondent au titre du livre : Liher in quo mirabilee quadratricis faculiates variœ exponuntur. L'auteur la compare é la spirale d'Archimède et a la parabole ; la fait servir à la détermination des centres de gravité ; lui reconnaît des branches infinies , etc. Jean Bernoulli a aussi découvert quelques propriétés de cette courbe. ( F'oy. tom* P', pag. 447 de ses Œuvres j et tom. II , pag. 176 et 179 du Commerce épistolaire avec Leibnitz, )
s Sur la définition quatrième d*£uclide.
Proclus parle aussi des spiriques dans son commentaire de la définition septième, et au commencement de son 4« livre, où il dit encore leeêpiriqueê de Perseue.
V. 285 «Tant J.-C
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laces ^ et un calcul analytique assez profond {voyez la note 1).
§ 6. Euclide^ le célèbre auteur des Élémens çle Géométrie , établit le buclide, lien entre l'école de Platon^ où il avait étudié^ et celle d'Alexandrie^ qui prenait naissance.
Beaucoup de géomètres chez les Grecs avaient écrite ayant Ëuclide, sur les élémens de Géométrie j Proclus nous transmet leurs noms^ et y distingue Hippocrate de Ghio; Léon^ dont l'ouvrage était plus plein ^ plus utile que celui de son prédécesseur; Theudius de Magnésie ^ recommandable pour Tordre qu'il avait mis dans sa rédaction; Hermotime de Golophon^ qui^ perfectionnant les découvertes d'Eudoxe et de Thœtéte ^ mit aussi beaucoup du sien dans les élémens. Peu de temps après vint Euclide^ « qui^ ajoute Proclus^ rassembla les élé- » mens^ mit en ordre beaucoup de choses trouvées par Eudoxe^ » perfectionna ce qui avait été commencé par Thœtète, et démontra » plus rigoureusement ce qui n'avait encore été que trop mollement )) démontré avant lui. )> ^.
Euclide introduisit dans les élémens de Géométrie^ la méthode appelée Réduction à Fabsurde, qui consiste à prouver que toute supposition contraire à une proposition énoncée conduit à quelque contradiction ; méthode utile surtout dans les questions où l'infini se présentait sous la forme des irrationnelles^ dont Archiméde dans plusieurs de ses ouvrages^ et Apollonius dans son 4^ livre des coniques^ ont fait un usage heureux^ et dont les géomètres^ de nos jours encore, ont tiré un grand parti , dans des questions où la science n'était pas encore assez avancée pour procurer des démonstrations directes, les seules qui mettent une vérité dans toute son évidence, et qui éclairent et satisfassent pleinement l'esprit.
Les élémens d'Euclide sont en treize livres. On y joint ordinairement deux autres livres sur les cinq corps réguliers, attribués à Hypsicle, géomètre d'Alexandrie, postérieur à Euclide de 150 ans.
a Pour se former une idée de l'ouvrage entier, on pourrait le con-
' Proclas , liyre 2, chap. IV, de ton Commentaire sqr le 1^' livre d'Euclida.
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sidérer comme composé de quatre parties. La première comprendrait les 6 premiers livres, et se diviserait en trois sections ; savoir : la démonstration des propriétés des figures planes, traitée d'une manière absolue, et comprise dans les livres 1 , 2, 3 et 4; la théorie des proportions des grandeurs en général, objet du 5^ livre; et l'application de cette théorie aux figures planes. La seconde partie renfermerait les 7®, 8® et 9® livres, qu'on désigne par l'épithète ^arithmétiques y parce qu'ils traitent des propriétés générales des nombres. La troisième partie serait formée du 10^ livre seulement, où. l'auteur considère en détail les grandeurs incommensurables. La quatrième partie, enfin, se composerait des 5 derniers livres, qui traitent des plans et des solides. De tout ce grand corps de doctrine, on n'a fait passer dans l'enseignement que les 6 premiers livres, le 11® et le 12® \ »
§ 7. C'est surtout à ses Élémens qu'Euclide doit la célébrité de son nom. Mais ce n'était pas le seuf de ses ouvrages qui méritât l'admiration. Ce grand géomètre avait reculé les bornes de la science par divers autres écrits, qui ne lui feraient pas moins d'honneur, s'ils nous étaiejit parvenus. L'un d'eux seulement, mais le moins important, intitulé les Données ^nons est connu. C'est une continuation des Élémens^ destinée à en faciliter les usages et les applications à toutes les questions qui sont du ressort de la Géométrie.
Euclide appelle donné ^ ce qui résulte immédiatement, en vertu des propositicms comprises dans ses Élémens ^ des conditions d'une question.
Par exemple : a Si, d'un point donné on mène une droite qui touche un cercle donné de position, la droite menée est donhee de position et de grandeur. » (Proposition 91 des Données d'Euclide.)
Les propositions des Données étaient toujours citées comme celles des Élémens^ par les géomètres anciens et ceux du moyen âge, dans toutes leurs recherches géométriques; Newton même en fait usage dans ses Principes^ ainsi que des coniques d'Apollonius : mais depuis,
1 Nous empruntons cette analyse des ëlémens d'Euclide de Texcellente Notice de H. Lacroix, insérée dans la Biographie Univetêelle,
ces traces de l'antiquité ont disparu des écrits des géomètres^ et le livre des Données n'est plus guère connu que de ceux qui étudient l'histoire de la science *.
On peut déduire aisément de quelques propositions du livre des Données^ la résolution des équations du second degré ^ qu'on ne trouve^ chez les Anciens^ que dans Diophante^ postérieur de plus de 600 ans à Euclide. Telle est^ par exemple^ cette proposition : k Si deux droites comprennent un espace donnée dans un angle donnée et si leur somme est donnée^ chacune d'elles sera donnée. »( Proposition 85 )^
Le 13® livre des Élémens, qui traite de l'inscription au cercle et à la sphère des polygones et des polyèdres réguliers^ contient à la suite de la 5^ proposition^ la définition suivante de l'analyse et de la synthèse : (( Ce que c'est que l'analyse, et ce que c'est que la synthèse.
)) Dans l'analyse, on prend comme accordé ce qui est demandé, » parce qu'on arrive de là à quelque vérité qui est accordée.
» Dans la synthèse^ on prend ce qui est accordé, parce qu'on )) arrive de là à la conclusion , ou à l'intelligence de ce qui est de- » mandé. »
Plusieurs propositions, à la suite de cette définition, sont traitées par l'analyse et par la synthèse.
$ 8. Parmi les ouvrages d'Euclide qui ne nous sont point parvenus,
^ Eaclide fait usage, dans ses Données ^ d*une expression embarrassante dans le raisonnement, et dont le sens même est difficile à comprendre dans la définition qu'il en donne. Comme elle se trouve dans Apollonius et dans Pappus, et qu'elle était encore employée dans des oq- Trages du dernier siècle , nous croyons utile de faire mention ici de cette expression. Eudide dit que : « Une grandeur est plus grande a Tégard d'une autre d^une donnéequ'en raison , quand la grandeur donnée étant retranchée , le reste a avec l'autre une raison donnée, n (Définition 11* des Données.) Ainsi soit A plus grand que B d'une donnée qu'en raison; soit c cette donnée,
et fc la raison , on aura — ~ — sas ^, B
Eudide a touIu , comme on Toit , énoncer sous forme d'une égalité ii deux termes une équation à trois termes.
2 Cette question renferme la résolution des deux équations sy=a^j et â; + y=b, qui donnent immédiatement l'équation du second degré x^^-bx-^ a*^zo. Ainsi la solution de la question d'Euclide donne les racines de cette équation du second degré.
Une autre proposition (la 87«) résout les deux équations xy^s^sa^j et x^ — fiy^sszfi^ , dont les racines s'obtiennent par une équation du quatrième degré , réductible au second.
les géomètres regrettent principalement quatre liyres sur les sections coniques^ dont il avait considérablement augmenté la théorie; deux livres sur les lieua; à la surface * ; et enfin ^ trois livres sur les porismes.
D'après la préface du 7^ livre des Collections mathématiques de Pappus^ il parait que ce traité des porismes brillait d'un génie pénétrant et profond^ et qu'il était éminemment utile pour la résolution des problèmes les plus compliqués. ( CoUectio artificiosissima tnultarum rerum^ quœ spectant ad analysin difficiliorum et generalium problematum.) Trente-huit lemmes^ que ce savant commentateur nous a laissés pour l'intelligence de ces porismes , nous prouvent qu'ils formaient un ensemble de propriétés de la ligne droite et du cercle^ de la nature de celles que nous fournit^ dans la Géométrie récente^ la théorie des transversales.
Pappus et Proclus sont les seuls géomètres de l'antiquité qui aient fait mention des porismes; mais déjà^ au temps du premier^ la signification de ce mot s'était altérée, et les définitions qu'il nous en donne sont obscures. Celles de Proclus n'est pas propre à éclaircir les premières. Aussi^ ça été une grande question parmi les Modernes^ de savoir la nuance précise que les Anciens avaient établie entre les théorèmes et les problèmes d'une part, et ce troisième genre de propositions, appelées porismes, qui participaient, à ce qu'il parait, des uns et des autres ; et de savoir particulièrement ce qu'étaient les porismes d'Euclide.
Pappus, il est vrai, nous a transmis les énoncés de trente propositions appartenant à ces porismes , mais ces énoncés sont si succincts , et sont devenus si défectueux par des lacunes et l'absence des figures qui s'y rapportaient, que le célèbre Halley, si profondément versé dans la Géométrie ancienne, a confessé n'y rien comprendre*, et
1 Nous formerons , dans la Note II, quelques conjectores sar cet ouvrage d'Euclide, qu'on n'a point encore cherche à rétahlir.
^ Note de Halley, à la suite du texte de Pappus sur les porismes , reproduit arec la préface du 7* liyre des Collections mathématiques , au commencement du traité d'Apollonius de sectione rattonù , in-Ào ^ 1706.
qae^ jusque vers le milieu du siècle dernier^ bien que des géomètres d'un grand mérite {voyez la Note III) aient fait de cette matière l'objet de leurs méditations^ aucun énoncé n'ayait encore été rétabli.
Ce fut R. Simson qui eut la gloire de découvrir la signification de plusieurs de ces énigmes^ ainsi que la forme des énoncés qui était propre à ce genre de propositions.
Voici le sens de la définition que ce géomètre a donnée desporismes :
Le porisme est une proposition dans laquelle on annonce pourvoir déterminer y et où Von détermine effectivement certaines choses ^ ayant une relation indiquée y avec des choses fixes et connues ^ et avec d autres choses variables à V infini ; celles-ci étant liées entre elles par une ou plusieurs relations connues ^ qui établissent la loi de variation à laquelle elles sont soumises.
Exemple : Étant donnés deux axes fixes^ si de chaque point d'une droite on abaisse des perpendiculaires j9^ q sur ces deux axes^ on pourra trouver une longueur de ligne a^ et une raison a telles^ que l'on ait entre ces deux perpendiculaires la relation constante ^^ = «.
(Ou, suivant le style ancien, la première perpendiculaire sera plus grande à l'égard de la seconde d'une donnée qu'en raison. )
Ici, les choses fixes données sont les deux axes; les choses variables sont les perpendiculaires p^ q; la loi commune à laquelle ces deux choses variables sont assujéties, est que le point variable, d'où ces perpendiculaires sont abaissées, appartient à une droite donnée; enfin, les choses à trouver sont la ligne a, et la raison a, qui établiront entre les choses fixes et les choses variables de la question la relation prescrite.
Cet exemple suffit pour faire comprendre la nature des porismes, comme l'a conçue R. Simson, dont l'opinion a été généralement adoptée depuis.
Cependant nous devons ajouter que tous les géomètres n'ont pas reconnu dans l'ouvrage de Simson la vraie divination de celui d'Euclide. Pour nous, en adoptant le sentiment du célèbre professeur de Glasgow, nous dirons pourtant que nous ne trouvons pas dans son
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trayail^ la divination complète de la grande énigme des porismes. Cette question^ en effets était complexe^ et ses différentes parties exigeaient toutes une solution que Ton cherche en Tain dans le traité de Simson.
Ainsi l'oji devait se demander :
1^ Quelle était la forme des énoncés des porismes;
2^ Quelles étaient les propositions qui entraient dans l'ouvrage d'Ëuclide; notamment celles dont l'indication^ très-imparfaite^ nous est laissée par Pappus;
3<^ Quels ont été l'intention et le but philosophique d'Ëuclide^ en composant cet ouvrage dans une forme inusitée ;
4^ Sous quels rapports il méritait l'éminente distinction qu'en fait Pappus^ parmi les autres ouvrages de l'antiquité; car la forme seule de l'énoncé d'un théorème n'en constitue pas le mérite ni l'utilité;
5^ Quelles sont les méthodes^ ou les opérations actuelles^ qui se rapprochent le plus^ sous une autre forme ^ des porismes d'Ëuclide^ et qui les suppléent dans la résolution des problèmes; car on ne peut croire qu'une doctrine aussi belle et aussi féconde ait disparu complètement de la science des géomètres;
6^ Et enfin^ il y aurait à donner une interprétation satisfaisante de différens passages de Pappus sur ces porismes; par exemple^ de celui où il dit que les Modernes ne pouvant tout trouver par eux-mêmes^ ou^ en quelque sorte^ porismer complètement^ ont changé la signification du mot; car si le porisme n'avait consisté que dans la forme de son énoncé^ comme il semble résulter du traité de R. Simson^ il aurait toujours été facile de porismer toutes les propositions qui en auraient été susceptibles^ et on ne voit pas pourquoi les Modernes y auraient trouvé des difficultés qui leur auraient fait changer la signification du mot.
Nous sortirions du cadre de cet écrite en poussant plus loin ces réflexions sur la doctrine des porismes^ mais ce sujet nous paraissant offirir beaucoup d'intérêt^ à raison surtout de ses rapports avec les théories qui font le domaine de la Géométrie moderne^ nous donnerons suite à ce paragraphe^ dans la Note III^ où nous essaierons même
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de présenter quelques idées nouvelles sur cette grande question des porismes.
§ 9. Peu de temps après Euclide^ deux hommes d'une force d'esprit ahchmède, prodigieuse^ Archimède et Apollonius ^ marquèrent la plus grande 287.212 .t«i j.-c. époque de la Géométrie chez les Anciens^ par de nombreuses décou* Tertes^ qui ont fondé plusieurs théories des plus importantes aujour* d'hui dans toutes les parties des sciences mathématiques.
La quadrature de la parabole ^ donnée de deux manières différentes par Archimède^ fut le premier exemple de la quadrature rigoureuse d'un espace compris entre une courbe et des lignes droites.
Chacun sait que les spirales^ la proportion de leur aire avec celle du cercle^ et la manière d'en mener les tangentes^ que le centre de gravité d'un secteur parabolique quelconque; l'expression des volumes des segmens des sphéroïdes^ et des conoïdes paraboliques et hyperboliques *j la proportion de la sphère et du cylindre circonscrit; le rapport de la circonférence au diamètre^ etc.^ sont d'autres découvertes d'Archimède. Découvertes à jamais mémorables pour la nouveauté et la difficulté qu'elles présentaient alors ^ et parce qu'elles sont le germe d'une grande partie de celles qui ont été faites depuis^ principalement dans toutes les branches de la Géométrie qui ont pour objet la mesure des dimensions des lignes et des surfaces courbes^ et qui exigent la considération de l'infini.
La question du rapport de la circonférence au diamètre était le prraûer exemple d'un problème résolu par approximation; exemple si utile ^ et si souvent mis à profit dans le calcul algébrique^ comme dans les constructions géométriques.
$ 10. Les procédés d'Archimède^ pour démontrer des vérités si nouyelles et si difficiles^ constituent la méthode dewhau^tion, qui consistait à regarder la grandeur cherchée^ l'aire d'une courbe ^ par exemple ^ conune la limite dont s'approchaient de plus en plus des polygones
^ Arcbimëde appelle sphérotâes les solides engendres par la révolntion d*une ellipse toarnant sar son grand on son petit axe ; et conoïdeê les solides engendrés par la révolution d'une parabole ou d'une hyperbole tournant sur son axe.
inscrits et circonscrits dont on multipliait^ par la bissection^ le nombre des côtés ^ de manière que la différence devint plus petite qu'aucune quantité donnée. On épuisait ainsi ^ en quelque sorte ^ cette différence ; d'o ji est yenu le nom de méthode d ewhaustion. Ce rapprochement continuel entre les polygones et la courbe donnait de celle-ci une idée de plus en plus précise; et, la loi de continuité servant de guide, on parvenait à la connaissance de la propriété cherchée. Ensuite, on démontrait, en toute rigueur, le résultat ainsi obtenu^ par le raisonnement ad absurdum.
On a dit souvent que les Anciens avaient regardé les courbes comme des polygones d'une infinité de cètés. Mais ce principe n'a jamais paru dans leurs écrits ; il n'aurait pu convenir à la rigueur de leurs démonstrations; et ce sont les Modernes qui l'ont introduit dans la Géométrie, et ont simplifié par là les anciennes démonstrations. Cette idée heureuse fut le passage de la méthode d'exhaustion aux méthodes infinitésimales.
On a dit aussi que la méthode d'Archimède était embarrassée et difficile à concevoir; et Ton s'appuie du témoignage de Boulliaud, géomètre assez habile du XYII^ siècle, qui dit n'avoir pu bien comprendre les démonstrations du livre des spirales. Mais cette opinion est contraire aux sentimens des Anciens, que l'ordre et la clarté admirables qu'Euclide avait introduits dans la Géométrie, rendaient si bons juges dans cette question. Pour la repousser avec la propre opinion des Modernes, il nous suffit de dire qu'elle est contraire aussi au sentiment de Galilée et de Maclaurin, qui avaient profondément médité sur les ouvrages d'Archimède. « Il est vrai, ajoute Maclaurin, qu'il a cru devoir établir plusieurs propositions pour préparer à la démonstration des principaux théorèmes, et c'est ce qui a fait regarder sa méthode comme ennuyeuse. Mais le nombre dé pas n'est pas le plus grand défaut qu'une démonstration puisse avoir : on doit seulement examiner s'ils sont nécessaires pour rendre la démonstration parfaite et concluante. » {Traité des fluxions y introduction. )
M. Peyrard, qui paraît être de nos jours le savant qui a le plus
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approfondi^ dans toutes leurs parties^ les ouvrages des quatre grands géomètres de l'antiquité ^ Euclide^ Archimède^ Apollonius et Pappus, qu'il a traduits et commentés^ dit formellement : a Archimède n'est » yéritablement difficile que pour ceux à qui les méthodes des An- » ciens ne sont pas familières; il est clair et facile à suivre pour ceux » qui les ont étudiées \ »
S 11* Apollonius fit sur les sections coniques un traité en huit li- apollorius, vres. Les quatres premiers renfermaient tout ce qu'on avait écrit avant lui sur cette matière^ où il avait seulement étendu et généralisé certaines parties; c'est ce qu'on appelait alors les Élémens des coniques; les quatre autres comprenaient les inventions propres de ce grand géomètre.
Ce fut Apollonius qui considéra le premier les coniques dans un cône ohlique quelconque à base circulaire ; jusque-là on ne les avait conçues que dans le cône droit ^ ou de révolution; et encore avait-on toujours supposé le plan coupant perpendiculaire à l'une des arêtes du cône; ce qui obligeait à prendre trois cônes d'ouverture différente^ pour former les trois sections coniques. On désignait ces courbes par les mots section du cône acutangle, section du cône obtusangle, et section du cône rectangle ^ elles ne prirent les noms A' ellipse , ^hyperbole et de parabole que dans l'ouvrage d'Apollonius ^.
Tout ce savant traité repose à peu près sur une propriété unique des sections coniques^ qui dérive directement de la nature du cône où ces courbés sont formées. Cette propriété, que laissent ignorer la plupart des traités modernes, mérite que nous la fassions connaître ici, comme étant la clef de toute la doctrine des Anciens, et comme étant absolument nécessaire pour l'intelligence de leurs ouvrages.
Concevons un cône oblique à base circulaire, la droite menée de
1 Préface de la traduction des OEurres d*Archiméde«
^ Cependant les deux mots ellipse et parabole étaient connus d'Archimède. Le premier se troaye dans le titre de Tun de ses traités {delà quadrature de la parabole)^ quoiqu'il ne s*y rencontre jamais dans le texte : et le second commence à être employé dans la proposition 9" du liyre des conoïdes et des sphéroïdes.
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son sommet au centre du cercle qui lui sert de base est appelée I We du cône. Le plan mené par Faxe^ perpendiculairement au plan de la base^ coupe le cône suivant deux arêtes , et détermine dans le cercle un diamètre : le triangle qui a pour base ce diamètre^ et pour côtés les deux arêtes^ s'appelle le triangle par Vawe. Apollonius suppose , pour former ses sections coniques^ le plan coupant perpendiculaire au plan du triangle par Vaxe. Les points où ce plan rencontre les deux côtés de ce triangle sont les sommets de la courbe; et la droite qui joint ces deux points en est un diamètre. Apollonius appelle ce diamètre latiss transversum.
Que par l'un des deux sommets de la courbe on élève une perpendiculaire au plan du triangle par l'axe; qu'on lui donne une certaine longueur^ déterminée comme nous le dirons après; et que, de l'extrémité de cette perpendiculaire, on mène une droite à l'autre sommet de la courbe , maintenant que par un point quelconque du diamètre de la courbe, on élève perpendiculairement une ordonnée^ le carré de cette ordonnée, comprise entre le diamètre et la courbe, sera égal au rectangle construit sur la partie de l'ordonnée comprise entre le diamètre et la droite, et sur la partie du diamètre comprise entre le premier sommet et le pied de l'ordonnée. Telle est la propriété originaire et caractéristique qu'Apollonius reconnaît à ses sections coniques, et dont il se sert pour en conclure, par des transformations et des déductions très-habiles, presque toutes les autres. Elle joue, comme on voit, dans ses mains, à peu près le même rôle que l'équation du second degré à deux variables dans le système de Géométrie analytique de Descartes.
On voit par là que le diamètre de la courbe, et la perpendiculaire élevée à l'une de ses extrémités su£Bsent pour construire cette courbe. Ce sont là les deux élémens dont se sont servis les Anciens pour établir leur théorie des coniques. La perpendiculaire en question fut appelée par eux latus erectum; les Modernes ont d'abord changé ce nom en celui de latus rectum, qui a été long-temps employé; et ensuite l'ont remplacé par celui de paramètre^ qui est resté. Apol-
lonltts^ et les géomètres qui écrivirent après lui^ donnèrent différentes expressions géométriques^ prises dans le cône^ de la longueur de ce latus rectum pour chaque section : mais aucune ne nous a paru aussi simple et aussi élégante que celle de Jacques Bemouilli. La Toici : <c Que Fon mène un plan parallèle à la base du cône, et situé -à la même distance de son sommet que le plan de la section conique proposée y ce plan coupera le cône suivant ou cercle^ dont le diamètre sera le lattis rectum de la conique \ »
De là on conclut aisément la manière de placer une conique donnée sur un c6ne aussi donné.
$ 12. Les plus belles propriétés des sections coniques se trouvent dans le traité d'Apollonius. Nous citerons celles des asymptotes^ qui font la partie la plus considérable du livre 2; le rapport constant des produits des segmens faits par une conique sur deux transversales parallèles à deux axes fixes ^ et menées par un point quelconque (propositions 16 à 23 du livre 3); les propriétés principales des foyers de l'ellipse et de Thyperbole, qu'Apollonius appelle points dP application (même livre, propositions 45 à 52) *; les deux beaux théorèmes sur les diamètres conjugués (7® livre, propositions 12 et 22; 30 et 31).
Nous devons citer encore le théorème suivant, qui est devenu d'une si haute importance dans la Géométrie récente, comme étant la base de la théorie des polaires réciproques, et dont De la Hire> auparavant, avait déjà fait le fondement de sa théorie des coniques :
c( Si par le point de concours de deux tangentes à une section » conique, on tire une transversale cpii rencontre la courbe en deux » points, et la corde qui joint les points de contact des deux tan- » gentes en un troisième point; ce troisième point, et le point de )) concours des deux tangentes seront conjugués harmoniques par » rapport aux deux premiers. » (Livre 3, proposition 37.)
Les 23 premières propositions du livre 4 sont relatives à la division harmonique des lignes droites tirées dans le plan d'une conique. Ce
' Novum thearetna pro docirina êêeiianum conicarum ( Acte Erad. ann. 1689, pag. 586 ). * Foy. la note IV.
sont^ pour la plupart , divers cas du théorème général que nous venons d'énoncer. Dans les propositions suivantes^ Apollonius considère le système de deux coniques^ et démontre que ces deux courbes ne peuvent se couper qu'en quatre points. Il examine ce qui arrive quand elles se touchent en un ou en deux points^ et traite de divers autres cas de la position respective qu'elles peuvent présenter.
Le cinquième livre est le monument le plus précieux du génie d'Apollonius. C'est là qu'ont paru pour la première fois les questions de maxima et de minima. On y retrouve tout ce que les méthodes analytiques d'aujourd'hui nous apprennent sur ce sujet; et l'on y reconnaît le germe de la belle théorie des développées. En effets Apollonius prouve qu'il existe^ de chaque côté de l'axe d'une conique^ une suite de points d'où l'on ne peut mener à la partie opposée de la courbe qu'une normale; il donne la construction de ces points^ et observe que leur continuité sépare deux espaces qui présentent cette différence remarquable^ savoir : que de chaque point de l'un on peut mener deux normales à la courbe^ et que d'aucun point de l'autre on n'en peut mener aucune. Yoilà donc les centres dosculation^ et la développée d'une conique parfaitement déterminée.
Apollonius fait usage d'une hyperbole auxiliaire^ dont il détermine les élémens^ pour construire les pieds des normales abaissées d'un point donné sur la conique proposée. Toutes ces recherches sont traitées avec une sagacité admirable.
Ce grand ouvrage avait fait donner à Apollonius le surnom de géomètre par excellence^ ainsi que le rapporte Geminus.
Les sept premiers livres seuls nous sont parvenus; les quatre premiers dans leur langue originale^ et les trois suivans en arabe. Halley a rétabli le huitième dans sa magnifique édition des Coniques d Apollonius ^ la seule qui soit complète \
S 13. Apollonius avait laissé d'autres écrits nombreux^ qui avaient la plupart pour objet Vanalyse géométrique. Mais un seul^ le traité De
' Apollonii Pergœi conicorum libri octo ; in-foL, Oioniae ; 1710.
H. Peyrard , dans les préfaces de sa traduction d*Archimède , et de sa tradaction d'EucIide
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Sectione rationisy nous est parvenu; d'autres^ qui avaient pour titres : De Sectione spatii; De Sectione determinatd; De Tactionibus; De Inclinationibus ; de Lacis planis^ ont été rétablis par divers géomètres^ dans les deux siècles derniers^ d'après les indications de Pappus.
Apollonius a la gloire aussi d'avoir appliqué la Géométrie à l'astronomie. On lui attribuera théorie des épicycles^ qui servaient à expliquer les phénomènes des stations et des rétrogradations des planètes. Ptolémée le cite à ce sujet dans son Almageste.
S 14. Parmi les contemporains d'Archimède et d'Apollonius^ on dis- iratosthènb ; tingue Ératosthène^ qui naquit 276 ans avant l'ère chrétienne (11 ans après Archimède et 31 ans avant Apollonius). Ce philosophe^ profond dans tous les genres de savoir^ et qui fut, sous le troisième Ptolémée^ directeur de la bibliothèque d'Alexandrie, avait mérité d'être placé au même rang que les trois célèbres géomètres de l'antiquité, Aristée, Euclide et Apollonius, qui avaient travaillé sur l'analyse géométrique. Pappus cite de lui un ouvrage en deux livres, qui se rapporte à cette méthode, mais qui ne nous est point parvenu. Il avait pour titre : De Zocis ad Medietates; nous ne savons ce qu'étaient ces lieux.
Ératosthène avait inventé pour la solution des deux moyennes proportionnelles, un instrument appelé mésolabe^ qu'il décrit lui-même dans une lettre adressée au roi Ptolémée, et où il fait l'histoire du problème de la duplication du cube. Cette lettre nous a été conservée par Eutocius, dans son commentaire sur la sphère et le cylindre d'Archimède. Pappus donne aussi, dans ses Collections mathématiques, la construction du mésolabe d'Ératosthène.
S 15. Les travaux d'Archimède et d'Apollonius ont marqué l'époque la plus brillante de la Géométrie ancienne.
Depuis, on a pu les regarder comme l'origine et le fondement de
en trois langues, avait annoncé une tradnction française des coniques d'Apollonias. Plasieurs feuilles étaient déjà imprimées quand la mort est venu enlever ce savant laborieux. Il serait à regretter que le fruit de ses travaux fût perdu pour la France. Les fonds destinés à Tencouragement des sciences ne sauraient avoir une application plus utile que la publication de cet ouvrage.
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deux grandes questions qui ont occupé les géomètres à toutes les époques^ et auxquelles se rattachent la plupart de leurs travaux ^ qu'elles divisent en deux classes; de telle sorte qu'elles semblent se partager le domaine de la Géométrie.
La première de ces deux grandes questions est la quadrature des figures curvilignes^ qui a donné naissance au calcul de l'infini^ imaginé et perfectionné successivement par Kepler, Gavalleri, Fermât, Leibnitz et Newton;
La seconde est la théorie des sections coniques, pour laquelle ont été inventées d'abord l'analyse géométrique des Anciens, puis les méthodes de la perspective et des transversales; qui était le prélude de la théorie des courbes géométriques de tous les degrés, et de cette partie considérable de la Géométrie, qui ne considère dans les propriétés générales de l'étendue que les formes et les situations des figures, et ne se sert que d'intersections de lignes ou de surfaces, et de rapports de distances rectilignes.
Ces deux grandes divisions de la Géométrie, qui ont leur caractère particulier, pourraient être désignées par les dénominations de Géthmétrie des mesures et Géométrie des formes et des situations^ ou Géométrie d'Archimède et Géométrie d'Apollonius.
Ces deux divisions, du reste, sont celles de toutes les sciences
mathématiques, qui ont pour but, suivant l'expression de Descartes,
AiiisTOTi, la recherche de V ordre et de la mesure^. Aristote avait déjà émis la
384-322. même pensée en ces termes : «De quoi s'occupent les mathématiciens
» si ce n'est de V ordre et de la proportion? *»
Cette définition des sciences mathématiques, et les deux grandes divisions qu'elle y marque, s'appliquent surtout à la Géométrie. On a donc lieu de s'étonner que celle-ci soit appelée communément, même
' u Tons les rapports qui peuvent exister entre les êtres d'un même genre se réduisent a deux, Vordre et la meâure, n (Règles pour la direction de V esprit; ouvrage posthume de Descartes, 14* règle.)
Précédemment Descartes avait déjà dit : u Toutes les sciences qui ont pour but la recherche de Vordre et de la mesure se rapportent aux mathématiques, n (Ibid,y 4* règle.)
* 3* chapitre du 1 !• livre de la Métaphysique d* Aristote,
dans les meilleurs traités, la science qui a pour objet la mesure de rétendue. Cette définition est évidemment incomplète et donne une idée fausse du but et de l'objet de la Géométrie. Cette obseryation n'est peut-être pas dépourvue de toute espèce d'intérêt, et nous lui donnerons suite dans la Note Y.
§ 16. Après Archimède et Apollonius, et pendant trois ou quatre siècles, quelques géomètres renommés ajuste titre, sans égaler ces deux grands hommes, continuèrent d'enrichir la Géométrie de découvertes et de théories utiles; ensuite vinrent, pendant deux ou trois siècles encore, les commentateurs qui nous ont transmis les ouvrages et les noms des géomètres de l'antiquité; puis enfin les siècles d'ignorance, où la. Géométrie a sommeillé chez les Arabes et les Persans, jusqu'à la renaissance des lettres en Europe.
Nous allons énoncer rapidement les principaux travaux des écrivains lès plus célèbres qui fleurirent dans les deux premières périodes de cet intervalle de dix-sept siècles- Mais nous devons dire d'abord que Tépoque où nous entrons est celle des grands progrès de l'astronomie. C'est à cette science principalement que se rapportent les travaux des géomètres que nous allons avoir à citer, et que ces géomètres, à l'exception de Nicomède, doivent en grande partie leur célébrité.
Ce changement de direction dans les esprits était une suite nécessaire des grandes découvertes d'Archimède et d'Apollonius, qui demandaient des siècles d'étude et de méditation, avant qu'on pût aller au delà, dans les matières qu'avaient traitées ces deux grands génies.
§ 17. Les ouvrages de Nicomède ne nous sont point parvenus; et ricobbm, ce géomètre ne nous est connu que comme inventeur de la conchoïde^ dont il fit un usage ingénieux pour résoudre, par un procédé mécanique, le problème des deux moyennes proportionnelles, et celui de la trisection de l'angle.
La conchoïde, déjà célèbre par cette circonstance, qu'elle résolvait les deux plus fameux problèmes de l'antiquité, acquit une importance nouvelle, par la remarque que fit Viète, que tous les problèmes dont
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la solution dépend d'une équation du troisième degré peuvent se ramener à ces deux-là, et surtout par l'emploi que Newton fit de cette courbe, dans son Arithmétique universelle, pour construire toutes les équations du troisième degré.
HipPABçoE, S 18" Hipparque, le plus grand astronome de l'antiquité, levéri-
150 .y.nt j.c. tablc foudateur de l'astronomie mathématique, avait composé un ouvrage en douze livres, où se trouvait la construction des cordes des arcs de cercle \
Ses calculs et ses opérations astronomiques exigeaient la trigonométrie rectiligne et sphérique, dont il avait donné les principes géométriques dans son traité Des Levers et Couchers des étoiles , et dont il parait certain qu'il fut le premier inventeur ^.
C'est à Hipparque aussi que parait remonter la découverte des projections stéréographiques, et celle de deux théorèmes célèbres de Géométrie plane et sphérique, que nous citerons en parlant de Ménélaus et de Ptolémée. GBMiRus, § 19. On attribue à Geminus, qu'on suppose avoir vécu un peu après
100 .v.nt j.-c. ]Vicomède et Hipparcpe, un ouvi'age sur diverses courbes, entre autres sur l'hélice décrite sur la surface d'un cylindre droit circulaire, dont il démontrait cette propriété, commune avec la ligne droite et le cercle seulement , d'être partout semblable à elle-même '. Un autre ouvrage de Geminus, intitulé Enarrationes geometricœ , souvent cité par Proclus, devait être une sorte de développement philosophique des découvertes géométriques. Ces deux ouvrages ne nous
^ Théon cite ce traité {Commentaire sur l'Jlmagesie, liv. 1 , ch. IX ).
2 Car, d*une part, Hipparque dit, dans son Commentaire du poème d'AratuSj qa*t7 a démontré la solution des triangles sphériques qui servent à trouver le point orient de l'écliptique; et ensuite on ne trouve avant lui aucune trace de trigonométrie sphérique, ni même de trigonométrie rectiligne. Archimède , ainsi que le remarque M. Delambre , dans son Histoire de Vastronomie ancienne (tom. I»"-, pag. 104), pour mesurer le diamètre du soleil, superpose un angle sur le quart de cercle ; ce qui prouve qu*il n'avait pas les moyens de calculer l'angle au sommet d'un triangle isoscèle , dont les côtés et la base sont donnés ; on n'avait pas encore eu l'idée de calculer les cordes des angles. Ainsi la trigonométrie rectiligne était ignorée.
5 Proclus, Commentaire sur le 1" livre d'Euclide, A* définition et proposition 8«.
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sont point parvenus : on prétend que le premier se trouve manuscrit dans la bibliothèque du Vatican.
§ 20. Théodose réunit sous le titre de Sphériques (Sphjeugorum théodose, iiBRi très), diverses propriétés des grands cercles tracés sur la sphère, ^ *^ '^"* '-^ qui étaient nécessaires pour établir solidement les fondemens de Tastronomie, et le calcul des triangles sphériques. Ce calcul n'en fait pas partie , le mot triangle n'y est pas même prononcé. Mais quelque élémentaire que soit cet ouvrage, il a été très-estimé, comme étant méthodique et profond. Aussi a-t-il été commenté par Pappus, et traduit par plusieurs géomètres modernes d'un grand mérite.
On a de Théodose deux autres traités^ intitulés De Habitationibus y et De Diebus et IVoctibus, qui ont pour objet la démonstration des phénomènes que doivent apercevoir les habitans de la terre ^ suivant leur position sur le globe, et celle du soleil dans l'écliptique.
§ 21. Ménélaus, géomètre et astronome, avait écrit comme Théo- x<s£laits, dose, sur la géométrie de la sphère, un traité en trois livres, intitulé v. 8o «près j.-c. Sphériques^ qui ne nous est parvenu que traduit en arabe et en hébreu : le texte grec a été perdu. Cette ouvrage va au delà de celui de Théodose, car il traite spécialement des propriétés des triangles sphériques; mais non point encore de leur calcul^ c'est-à-dire, de la trigonométrie sphérique qui, peut-être, avait fait partie d'un autre écrit de Ménélaus, en six livres, sur le calcul des cordes, dont parle Théon , et qui a été perdu.
La plus importante proposition des sphériques de Ménélaus est la première du â^ livre, qui fut la base de toute la trigonométrie sphérique des Grecs. C'est une propriété des six segmens faits sur les trois côtés d'un triangle sphérique par un arc de grand cercle quelconque. Ce théorème fut aussi en grande considération chez les Arabes, qui le commentèrent dans plusieurs écrits, et l'appelèrent Règle cP Intersection. Son analogue dans la Géométrie plane, que donne aussi Ménélaus, comme lemme pour la démonstration du premier^ et dont nous allons parler ci-dessous à l'article de Ptolémée, parce que c'est dans TAlmageste que généralement on l'a remarqué^ a acquis une nouvelle ToM. XL 4
et haute importance dans la Géométrie récente oùriUostre Gamot l'a introduit^ en en faisant la base de sa théorie des tr^ùisYersales.
Nous citerons encore des sphériques de Ménélaus les deux théorèmes suivans y qui paraissent être dus à ce géomètre : 1^ l'arc de grand cercle ^ qui divise en deux également un angle d'un triangle sphérique^ fait sur le coté opposé deux segmens dont les cordes sont entre eUes comme celles des côtés adjacens; et^ 2^ les trois arcs qui divisent en deux également les trois angles d'un triangle^ passent par un même point.
Ménélaus avait aussi écrit sur la théorie des lignes courbes. Pappus nous apprend qu'une telle ligne^ probablement à double courbure y car elle naissait de l'intersection de surfaces courbes, était appelée admirable par ce géomètre \ FTOLûBB, § 22. Ptolémée, astronome et géomètre d'un savoir immense , nous
125 «pris j -G. a laissé dans son Almageste ' un traité de trigonométrie rectiligne et spfaérique, le seul qui nous soit parvenu des Grecs; les ouvrages d'Hipparque sur cette matière ayant été détruits. On y trouve cette belle propriété du quadrilatère inscrit dans le cercle, que a le produit des deux diagonales est égal à la somme des produits des cêtés opposés; » elle est donnée comme lemme, pour la constructioii d'une table des valeurs des cordes, inscrites dans le cercle et répondant à des arcs donnés \
Ptolémée fonda sa trigonométrie sphérique sut le théorème des six segmens, que donne Ménélaus, et se servit aussi, pour démontrer ce théorème, de son analogue sur le plan. Celui-ci est une relation entre
* Collectionê mathématiques y liv. 4 , après la proposition 30.
^ Ptolémée avait donné à son Traité d'astronomie le titre de Composition , on Syntaxe mathématique. Ses éditeurs ont changé ce titre en celai de Grande composition; et les traducteurs arabes en ont fait la Très-grande (jilmagesti) ; et le nom d' Almageste lui est resté.
3 Livre 1, chap. IX. M. Carnot a montré, dans sa Géométrie de position ^ comment on peut déduire de ce théorème toute la trigonométrie rectiligne ; et , depuis, Pergola a repris ce sujet , qu'il a traité complètement sous le titre : Dal teorema Tolemaico ritraggonsi immediatamente i teoremi délie sezioni angolari di vieta e di wallis , e le principale verità proposte nella Trigo^ nometria analitica da modemi (tom, I*'' des Mémoires de l'Académie des sciences de NapUsj ann. 1819).
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les segmens, qu'une transversale menée arbitrairement dans le plan d'un triangle fait sur ses trois côtés; à savoir que le produit de trois de ces segmens^ qui n^ ont pets d extrémité commune y est égal au produit des trois autres *. On voit que c'est une généralisation de la proposition qui est le fondement de la théorie des lignes proportionnelles^ savoir que : a ime droite menée parallèlement à la base d'un triangle divise ses côtés en parties proportionnelles. » Cette remarque suflBt pour faire entrevoir toute l'utilité dont ce théorème peut être dans la Géométrie. Il sert particulièrement dans les questions où l'on a à démontrer que trois points sont en ligne droite; on imagine un triangle dont les côtés passent par ces trois points^ et l'on vérifie si la relation en question a lieu entre les six segmens que ces trois points font sur les trois côtés du triangle.
Ce théorème semblait inconnu^ quand il reparut^ au commencement de ce siècle y dans la Géométrie de Position , et peu après dans la théorie des transversales^ dont il est la base. Mais il avait déjà porté des fruits à plusieurs époques^ indépendamment de son utilité comme lemme pour les démonstrations sphériques des Grecs. Il mérite par son importance actuelle^ qu'on en fasse l'historique. Nous consacrerons à cet objet la Note VI.
La Géométrie est encore redevable à Ptolémée de la doctrine des projections y dont il jeta les fondemens en en faisant usage pour la construction des cartes géographiques et la solution des problèmes de gnomonique^ dans deux ouvrages curieux intitulés De FAnalemme^ et Du Planisphère. Mais ce second ouvrage, où se trouve enseignée et pratiquée la projection stéréographique, parait à M. Delambre être d'Hipparque et non de Ptolémée, comme on l'avait cru jusqu'ici.
Ptolémée avait composé un traité Des trois dimensions des corps y dans lequel il parla le premier de ces trois axes rectangulaires auxquels la Géométrie moderne rapporte la position d'un point quelconque dans l'espace ^.
1 Liyre 1 , chapitre XI , intitule : Préliminaires pour les démonstraiions sphériques. 3 Delambre ^ art. Ptolémée de la Biographie universelle.
Enfin^ parmi beaucoup d'autres ouvrages sur des matières diverses^ nous citerons l'optique de Ptolémée, où se trouvait résolu ce problème de pure Géométrie^ qui a occupé ^ depuis , plusieurs géomètres du premier rang : il s'agissait de trouver sur un miroir sphérique le point brillant^ pour une position donnée de l'œil et du point lumineux.
§ 23. Ici se termine la première des trois périodes dans lesquelles nous avons divisé l'intervalle de dix-sept cents ans, qui sépare Archimède et Apollonius de la renaissance des lettres en Europe.
Les grands progrès que l'antiquité devait faire faire aux sciences mathématiques sont accomplis. Nous n'allons plus trouver d'auteurs originaux; mais seulement de savans et célèbres commentateurs des ouvrages de l'école grecque établie à Alexandrie.
Cependant Pappus, qui se présente à leur tète, mérite d'être placé dans un rang plus élevé, parce que ses ouvrages tiennent encore du génie et de la force productrice des siècles antérieurs. PAPPus. S 24. Ce géomètre, sur la fin du IV® siècle de l'ère chrétienne,
rassembla dans ses Collections mathématiques ^, diverses découvertes éparses des mathématiciens les plus célèbres, et une multitude de propositions curieuses et de lemmes, destinés à faciliter la lecture de leurs ouvrages. Ces Collections^ monument précieux des mathématiques anciennes, dont elles nous représentent à peu près l'état, contiennent aussi diverses inventions de Pappus lui-même, que Descartes estimait comme l'un des plus excellens géomètres de l'antiquité ^.
On y trouve la description sur la sphère d'une ligne à double cour-
' Pappi Alexandrini Mathematicae collectiones, a Frederico Commandino in latinutn conversŒf et cotnmeniariis illuttratœ. Pisanii 1S88 , in- fol. ; item Bononiœ 1660, in-fol.
^ « Je me penaade que certains germes primitifs des Tcritës que la nature a déposés dans w rintelligence humaine, et que nous étouffons en nous à force de lire et d'entendre tant » d'erreurs diverses, avaient, dans cette simple et naïve antiquité, tant de vigueur et de » force que les hommes éclairés de cette lumière de raison qui leur faisait préférer la vertu » aux plaisirs, Thonnéte à Tutile, encore qu'ils ne sussent pas la raison de cette préférence, » s'étaient fait des idées vraies et de la philosophie et des mathématiques , quoiqu'ils ne pusn sent pas encore pousser ces sciences jusqu'à la perfection. Or je crois rencontrer quelques
n traces de ces mathématiques véritables dans Pappus et Diophante » (Descartes, Aé^/e«
pour la direction de l'esprit , 4« règle.)
bure remarquable. C'est une spirale que Pappus décrivait, à Fimitation de celle d'Archimède, en faisant mouvoir uniformément un point sur un arc de grand cercle de la spbère, qui tourne lui-même autour de son diamètre (livre 4, proposition 30). Pappus trouva l'expression de la surface sphérique, comprise entre cette courbe et sa base; premier exemple de la quadrature dune surface courbe.
Le fameux théorème de Guldin, qui fait usage du centre de gravité pour la dimension des figures, se trouve dans les Collections mathématiques, et parait avoir été imaginé par Pappus lui-même \
S 25. A la suite de la proposition 30 du livre 4, un passage, qui sert d'introduction au problème de la trisection de Tangle, nous apprend que la science des surfaces courbes, et des lignes à double courbure tracées sur ces surfaces, ou produites par des mouvemens composés (comme la spirale sphérique dont nous venons de faire mention), avait été cultivée par les anciens. Pappus y parle des lieux à la surface^ et cite à ce sujet les ouvrages de Démétrius d'Alexandrie, et de Philon de Tyane. Le premier avait pour titre : Recherches linéaires; c'est la seule indication qui nous en reste. Le second traitait des courbes qui naissent de l'intersection de certaines surfaces nommées plectoïdes.
Montucla observe avec raison qu'il n'est pas facile de deviner, sur une aussi légère indication, quelles étaient ces surfaces et quelles étaient ces courbes. Mais un autre passage de Pappus (livre 4, proposition 29), dont il semble que ce savant historien n'ait pas eu connaissance, nous apprend que la sur&ce de la vis à filets carrés, est une surface plectoide; ce qui nous fait supposer que ce mot désignait d'une manière générale les surfaces réglées^ auxquelles il nous parait convenir à raison de F entrelacement des lignes droites que présentent ces surfaces, ou bien qu'il désignait les surfaces appelées maintenant conoïdes, engendrées par une droite mobile qui s'appuie sur ime droite fixe et sur une courbe, en restant toujours parallèle à
1 VoyBA la fin de la Préface du 7« liyre des Collections mathématiques.
un même plan, ou bien encore qu'il désignait particulièrement Içs surfaces héliçoîdes^ ou seulement la surface héliçoïde rampante^ c'est* à-dire celle de la vis à filets carrés.
Un savant géomètre napolitain^ M. Flauti^ dans un ouvrage récent, aifecte, d'une manière générale, le nom de surfaces plectoides^ à toutes les surfaces engendrées par une ligne droite *.
Gommandin, dans son commentaire de Pappus, avait pensé que le mot plectoïde pouvait provenir d'une erreur de copiste, et qu'il devait être remplacé par celui de cylindrique. Mais cette supposition est évidemment erronée; car le mot plectoïde^ dans le passage de Pappus qui donne lieu à l'observation de C!lommandin ^, s'applique incontestablement à la surface de lavis à filets carrés, et non à une surface cylindrique.
§ 26. Pappus, à l'occasion de la quadratrice de Dinostfnte^ fait connaître deux propriétés de la surface héliçoïde rampante, qui méritent d'être remarquées, comme renfermant deux modes de construction de la quadratrice, et surtout comme offrant une des belles spéculations des Anciens sur les surfaces courbes et les lignes à double courbure.
Après avoir donné la génération, qu'il appelle mécanique, de la quadratrice, par l'intersection d'un rayon du cercle, qui tourne autour du centre, et d'un diamètre qui se meut parallèlement à lui-même (livre 4, proposition 25); Pappus dit que cette courbe peut se former par les lieua; à la surface^ ou bien par la spirale d'Archimède. Voici quels sont ces deux modes de construction :
Premier moyen, proposition 28. a Soit une hélice décrite sur un cylindre droit circulaire; de ses points on abaisse des perpendiculaires sur l'axe du cylindre; ces droites forment la surface héliçoïde rampante;
)) Par Tune de ces droites on mène un plan, convenablement incliné sur le plan de la base du cylindre; ce plan coupe la surface héliçoïde suivant une courbe dont la projection orthogonale sur la base du cylindre est la quadratrice. ))
1 Geometria di sito sul piano e nello spazio; Naples 1821.
2 Livre 4, proposition 29, note F, pag. 92 de Tédition de 1660.
fflSTOIRE DE LA GÉOMÉTRIE. 31
Second moyen j proposition 29. a Qu'une spirale d'Archimède soit prise pour la base d'un cylindre droit; que l'on conçoive un cône de révolution ayant pour axe l'arête du cylindre menée par rorigine de la spirale; ce cône coupera la surface cylindrique suivant une courbe à double courbure ^;
)) Les perpendiculaires abaissées des différons points de cette courbe sur l'arête en question du cylindre^ formeront la surface héliçmde rampante (que Pappus appelle en cet endroit surface plectoïde);
)> Un plan mené par une Arête de cette sur&ce^ et convenablement incUné, la coupera suivant unje courbe dont la projection orthogonale sur le plan de la spirale sera la quadratrice demandée. »
Ces deux constructions consist^at^ l'une et l'autre^ à couper la surface héliçoïde, rampante par uii plan mené par une arête ^ et à projeter la section sur un plan perpendiculaire à l'axe de la vis.
J)ans la première solution^ on détermine la sur&ce de la vis au moyen d'une hélice, par Iftqudle on fait passer les génératrices de cette surface; et dans la seconde construction on détermine ces gênétriœs par le moyen d'une courbe à double courbure qui est Tintersection d'un cylindre droit qui a pour base une spirale, par un cône de révolution qui a pour axe .l'arête du cylindre menée par l'origine de la spirale.
§ 27. Nous remarquerons que ces deux constructions reposent sur les deux propriétés suivantes de la surface héliçoïde rampante, que Pappus n'énonce. pAs expressément, mais qui se trouvent démontrées dans ses deux propositions 28 et 29 :
1 Cette conrbe est VhéUcB conique : elle est ane des lignes à doable eourbnre que les Anciens ont connues. Proclus en parle dans son Commentaire sur la 4*" définition du V^ livre d'Euclide, Dans les temps modernes cette courbe a occupé plusieurs géomètres , parmi lesquels on distingue Pascal {De la dimension d'un solide formé par le moyen d'une spirale autour d*un cane; OËuvres de Pascal, tom, V, pag. 422) ; et Guido-Grandi (Epistola ad Th. Cevam ; 0£urres posthumes d'Huygens, tom. II).
H. Gïirbinski , professeur a Tuniversité de Varsovie, a donné, il y a quelques années , une construction graphique des tangentes à cette hélice conique (voyez Annales de mathématiques, tom. XVI, pag. 167 et 376).
1^ Si Ton coupe la surface hélîçoïde rampante par un plan mené par une de ses génératrices^ la section se projettera orthogonalement sur un plan perpendiculaire à l'axe de la surface^ suivant une quadratrice de Dinostrate^;
2^^ Un cône de révolution^ qui a pour axe celui d'une surface héliçoïde rampante^ coupe cette surface suivant une courbe à doublet courbure^ qui se projette orthogonalement sur un plan perpendiculaire à cet axe, suivant une spirale d'Archimède.
Ce second théorème offre une construction de la spirale par les lieux à la surface, analogue à celle que Pappus donne pour la quadratrice.
S 28. Ces considérations de surfaces courbes et de lignes à double courbure, pour la construction d'une courbe plane, qui rentrent aujourd'hui dans la Géométrie descriptive et font le caractère principal de l'école de Monge, méritaient, ce me semble, d'être remarquées dans l'ouvrage de Pappus. Elles auraient pu conduire ce géomètre à ime construction des tangentes à la spirale et à la quadratrice. Il eût suffi de remarquer que ces tangentes étaient les projections des tangentes aux deux courbes tracées sur la surface héliçoïde, et que la tangente en un point de Fintersection de deux surfaces est l'intersection des plans tangens en ce point aux deux surfaces. On parvient ainsi fort aisément aux propriétés connues des tangentes de la spirale et de la quadratrice ^. Mais c'est là toutà-fait l'esprit de notre Géométrie descriptive moderne, et il n'est pas probable que les Anciens aient poussé aussi loin leurs spéculations dans la science des surfaces courbes. U est douteux même que, du temps de Pappus, on eût une idée bien nette du plan tangent en un point de la surface héliçoïde.
1 Si le plan sécant, an lieu de passer par nne génératrice de la surface héliçoïde , est mené d*nne manière tout-à-fait arbitraire , nous avons reconnu qu*on obtient alors en projection une quadratrice alongée, ou accourcie, ou en d'autres termes , une conchoïde de la quadratrice de Dinostrate.
2 M. Th. Olivier, habile professeur de géométrie descriptive à Técole des arts et manufactures, a déjà fait usage de ce moyen, pour construire la tangente à la spirale d'Archimède ( Bulletin de la Société philamatique de Paris , année 1833 , pag. Sa )•
§ 29. En réfléchissant sur la nature des deux théorèmes que nous avons' énoncés ci-dessus^ on est conduit à les regarder comme de simples applications de deux modes généraux de transformation de toutes espèces de courbes planes ^ en d'autres courbes différentes^ au moyen de la surface héliçoïde rampante. Et de ces modes de transformation résultent des relations de construction^ et de propriétés, entre des courbes qui ne paraissaient avoir de commun entre elles que la même forme d'équation entre des variables différentes ; telles sont quelques spirales et les courbes qui portent le même nom dans le système de coordonnées ordinaire. Je développerai cette idée dans la Note VIII.
S 30. On remarque dans les Collections mathématiques plusieurs théorèmes qui appartiennent aujourd'hui à la théorie des transversales, entre autres celui qui en est le fondement^ et qui font supposer que cette utile et élégante doctrine était employée par les Anciens, principalement dans leurs écrits sur l'analyse géométrique, auxquels se rapportent ces théorèmes.
Parmi ces propositions, qui appartiennent à la théorie des transversales, et dont plusieurs sont relatives à la proportion harmonique, nous citerons les suivantes, qui sont démontrées dans le 7^ livre, comme lemmes destinés à faciliter la lecture des porismes d'Euclide.
La 129® proposition fait voir que quand quatre droites sont issues dun même point y elles forment sur une transversale ^ menée arbi-trairement dans leur plan, quatre segmens qui ont entre euw un certain rapport constant , quelle que soit la transversale. Ainsi soient a, /^^ e, (/, les points où les quatre droites sont rencontrées par une transversale quelconque, et ac, dd, bc, bd, les quatre segmens; le rapport ^ : |^ sera constant, quelle que soit la transversale.
Cette proposition mérite que nous lui consacrions tout ce paragraphe, pour appeler sur elle, dès à présent, toute l'attention de nos lecteurs.
Les propositions 136, 137, 140, 142 et 145 sont ou des cas particuliers ou la réciproque de cette proposition principale.
Répétée sous tant de formes par Pappus, elle parait avoir été d'une ToM. XL 5
grande utilité dans les porismes d^Ëuclide. Cependant elle est aujourd'hui sans application.
En recherchant les usages que les Modernes en ont pu faire ^ nous trouvons que Pascal l'a mise^ dans son Essai pour les coniques, au nombre des théorèmes principaux dont il se servait dans son Traité de ces courbes ; que Desargues fit d'un de ses cas particuliers ( qui est précisément la 137^ proposition de Pappus ) la base d'une de ses pratiques de la perspective (édition de Bosse ^ 1648, pag. 336); et que R. Simson l'a démontrée comme lemme de Pappus, et s'en est servi pour la démonstration d'une proposition de son Traité des porismes.
Dans ces derniers temps, M. Brianchon l'a énoncée au commencement de son Mémoire sur les lignes du deuxième ordre, et M. Poncelet l'a citée dans son Traité des propriétés projectives (pag. 12). Mais ces deux habiles géomètres en ont fait peu d'usage, n'ayant eu à considérer le plus souvent que le cas particulier où les quatre droites forment un faisceau harmonique.
Cette proposition nous parait donc avoir à peine, jusqu'ici, fixé l'attention des géomètres. Cependant nous la croyons susceptible de nombreuses applications, et nous la regardons comme pouvant devenir l'une des plus utiles et des plus fécondes de la Géométrie.
Cette proposition jouera un rôle important dans nos deux principes de dualisation et de déformation des figures, comme étant la base de la partie qui concerne leurs relations de grandeur; et nous aurons aussi à en faire usage dans le cours de cette introduction.
Par cette raison nous éprouvons, dès à présent, le besoin de donner un nom au rapport des quatre segmens qu'on y considère. Ce rapport étant dit harmonique dans le cas particulier où il est égal à l'unité, nous l'appellerons dans le cas général rapport ou fonction anharmonique.
Ainsi, quand quatre droites issues d'un même point seront rencontrées par une transversale en quatre points a, b^ c, rf, le rapport ^ : jg sera dit fonction anharmonique des quatre points a^ A, c, d.
La proposition de Pappus consiste en ce que cette fonction a con-
stamment la même valeur, quelle que soit la transversale; les quatre droites^ issues d'un même point restant les mêmes. C'est là une beUe propriété de la fonction anharmontque de quatre points^ qui la distingue de toute autre fonction différente qu'on pourrait former avec les segmens compris entre les quatre points.
La notion de la fonction anharmonique nous parait de nature à apporter une grande simplification dans plusieurs théories géométriques.
Elle sera bien plus propre que le théorème de Ptolémée à servir de fondement à la théorie des transversales^ où elle procuré des démonstrations intuitives de toutes les propositions connues sur les systèmes de lignes droites^ et donne lieu à beaucoup d'autres propositions nouvelles.
Elle sera utile surtout dans la théorie des coniques^ oii elle montrera^ entre une infinité de propositions isolées^ une liaison et des rapports qui les rattachent toutes à un petit nombre de principes généraux.
Nous comptons consacrer un écrit particulier à la théorie du rapport anharmonique. Mais il nous faut en faire connaître dès à présent quelques propositions principales^ particulièrement une autre forme algébrique sous laquelle peut s'exprimer la proposition de Pappus; nous renvoyons pour cet objet à la Note Et.
§ 31. Revenons à Pappus.
La 130^ proposition est une relation entre six segmens formés sur une transversale par les quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère quelconque. Les 127^ et 128^ en sont des cas particuliers.
Au lieu de regarder la figure du livre de Pappus comme représentant les quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère coupé par une transversale^ on peut la considérer comme représentant les trois côtés d'un triangle^ et trois droites menées par les sommets de ce triangle et concourant en un même point. Ces six droites déterminent sur la transversale six segmens^ dont chacun est pris entre un côté du triangle et une des deux droites menées par les sommets adjacens
à ce càté. La proposition de Pappus est facile alors à énoncer et à retenir; elle consiste en ce que le produit de trois segmens^ qui n^ont point d extrémités communes, est égal au produit des trois autres : rapport semblable à celui qui constitue le théorème de Ptolémée.
Envisagée ainsi ^ cette proposition de Pappus pourra servir pour démontrer que trois droites menées de certaine manière par les sommets d'un triangle^ concourent en un même points de même que celle de Ptolémée sert à démontrer que trois points placés de certaine manière sur les cotés d'un triangle sont en ligne droite.
La 131^ proposition fait voir que dans tout quadrilatère, une diagonale est coupée harmoniquement par la deuxième diagonale et par la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
La 132® énonce un cas particulier de ce théorème, qui, lui-même, peut être regardé comme une conséquence du théorème général exprimé par la proposition 130.
La 139^, dont les propositions 134, 138, 141 et 143 sont, ou la réciproque, ou des cas particuliers, prouve que quand un hexagone a ses six sommets placés y trois à trois, sur deux droites, les trois points de concours de ses côtés opposés sont en ligne droite. Théorème remarquable par lui-même, et parce qu'il peut être considéré comme le germe du fameux théorème de Pascal , sur l'hexagone inscrit à une conique. Au système des deux droites, dans lesquelles Pappus inscrivait son hexagone, se trouve substituée une conique quelconque, dans le théorème de Pascal \
' La proposition 139 de Pappas, que noas présentons ici comme exprimant une propriété de rhexagone inscrit à deux droites , peut être considérée sous un autre point de vue , et donne lien alors à cet autre théorème remarquable, que Simson a énoncé le premier, comme étant l'un des porismes d*Ëuolide, celui auquel se rapportent ces mots de Pappus : « Quod h^kc ad BATUH puifCTCH YEHGiT. » Étant prù , dans un plan, deux points fixes et un angle qui ait son sommet situé sur la droite qui joint ces points^ si de chaque point d^une droite donnée on mène deux droites à ces deux points fixes, elles rencontreront respectivement les deux côtés de l'angle en deux points; et la droite qui joindra ces deux points passera toujours par un même point (Simson, De Porismatibus y proposition 34).
Nous citons ce théorème, parce qu'il nous sera utile dans la suite. Son analogue dons
I^a proposition 130^^ que nous avons citée plus haut^ a reçu une ^néralisation semblable^ que nous ferons connaitre en parlant de ]>esârgues.
Pappus énonce dans sa préface^ comme généralisation d^nn porisme
drEluclide» un beau théorème^ relatif à la déformation d'un polygone^
doii.1; tous les côtés passent par des points situés en ligne droite^
pendant que ses sommets^ moins un^ parcourent des droites tracées
*>^l>îtrairement. Ce théorème a acquis quelque célébrité dans le siècle
^^ï^nier, par la nouvelle généralisation qu'il a reçue entre les mains
^ l^Iaclaurin et de Braikenridge ^ et par la rivalité qu'il a excitée
^^e ces deux illustres géomètres. M. Poncelet a de nouveau traité
^^V.\e matière avec toute l'étendue et la facilité que comportent les
doctrines de son savant Traité des Propriétés prqjectives des figures.
(Section 4, chap. Il et HI).
§ 32. Nous devons faire mention d'une question qui peut se rattacher, comme les précédentes, à la théorie des transversales; c'est le £ftmeux problème ad très aut plures lineas, rapporté par Pappus comme l'écueil des Anciens, et auquel Descartes a donné une nouvelle célébrité, en en faisant la première application de sa Géométrie. U s'agissait, étant données plusieurs lignes droites^ de trouver le lieu géométrique dun point tel que les perpendiculaires, ou plus généralement les obliques abaissées de ce point sur ces droites^ sous des angles donnés , satisfissent à la condition , que le produit de certaines dî" entre elles fût dans un rapport constant avec le produit de toutes les autres.
Cette question, connue sous le nom de Problème de Pappus , depuis que Descartes l'a ainsi désignée, avait exercé la sagacité d'Euclide et d'Apollonius, qui ne l'avaient résolue que pour trois ou quatre droites, auquel cas le lieu géométrique demandé est une conique : D'où résulte cette propriété générale des coniques : ce Quand un quadrila-
Fetpace, qai n'a point encore été donné, se présentera uatarellement comme corollaire de nos principes de transformation des figares.
1ère quelconque est inscrit dans une conique^ le produit des distances de chaque point de la courbe à deux côtés opposés du quadrilatère est au produit des distances du même point aux deux autres côtés, dans un rapport constant, v
Newton a donné de ce beau théorème une démonstration^ par la Géométrie pure, et s'en est servi utilement dans ses Principes Mathématiques de la philosophie naturelle. Les traités des coniques, qui ont paru dans les premiers temps après ce grand ouvrage, lui ont emprunté ce théorème; mais sans en iaire tout Fusage auquel il était propre ; et depuis , il a en quelque sorte disparu de la théorie des coniques \ Cependant, nous croyons pouvoir le regarder comme la plus universelle et la plus féconde de toutes les propriétés de ces courbes. Nous citerons particulièrement, comme n'étant que des corollaires de ce théorème unique, le fameux hexagramme mystique de Pascal, le théorème de Desargues sur l'involution de six points, le rapport constant du produit des ordonnées au produit des segmens faits sur l'axe, le beau théorème de Newton sur la description organique des coniques, et enfin, un autre théorème fondé sur la notion du rapport que nous avons nommé ci -dessus anharmonique , et d'où se déduisent une infinité de propriétés diverses des coniques.
Mais nous dirons en passant, que ce dernier théorème est lui-même d'une telle généralité, et se démontre à priori d'une manière si facile, que c'est celui que nous proposerions pour fondement d'une théorie des coniques. ( Voir la Note XV).
§ 33. Ici se présente naturellement une observation, qui pourra justifier l'importance que nous avons déjà cherché à donner à la proposition 129 de Pappus, et à la notion du rapport anharmonique.
1 La stérilité qa*eat pendant des siècles cette proposition fondamentale , d*où dérivent presque toutes les propriétés des coniques , et le peu d'importance que parurent aussi mériter, jusqu'à ces derniers temps ^ les beaux théorèmes de Desargues et de Pascal, qui en sont des corollaires naturels, rappellent cette pensée de Bailly, dont la justesse est bien sentie : « Il n semble que les idées aient comme nous une enfance et un premier état de faiblesse ; elles ne n produisent point à leur naissance, et elles ne tiennent que de Tâge et du temps leur vertu 1» féconde* n (Hiêtoire de V astronomie moderne, tom. H , pag. 60. )
C'est que toas les théorèmes que nous venons de tirer du 7® livre des Collections mathématiques^ y compris celui sur la déformation d'un polygone et celui ad quatuor linectSy et plusieurs autres théorèmes sur l'inyolution de six points^ dont nous allons parler tout-à-l'heure^ théçrèmes qui sont tous des plus généraux et des plus utiles dans la Géométrie récente^ peuvent dériver tous^ comme de leur source commune^ de cette seule propriété du rapport anharmonique de quatre points. Et cette manière de les présenter sera aussi simple que possible; car elle ne nécessitera pour ainsi dire aucune démonstration.
Nous ajouterons^ qu'après avoir reconnu que la plupart des lemmes de Pappus^ qui paraissent se rapporter au 1®^ livre des porismes d'Euclide^ pouvaient se déduire de la proposition en question^ nous avons pensé que cette proposition pourrait bien aussi être la clef de tout ce 1er ijyre des porismes^ et conduire à une interprétation des énoncés que Pappus nous a laissés. Car il existe toujours ainsi ^ dans toute théorie^ quelcpie vérité principale dont toutes les autres dérivent. Et en effets en prenant la proposition dont il s'agit pour point de départ dans un essai de divination des porismes y nous avons obtenu divers théorèmes^ qui nous ont paru répondre aux énoncés en question.
S 34. Nous citerons encore du 7® livre des Collection mathématiques ^ une quarantaine de lemmes relatifs au traité de determinatd sectione d'Apollonius^ et qui rentrent aujourd'hui dans les nouvelles doctrines de la Géométrie. Ce sont des relations entre les segmens faits par plusieurs points sur une ligne droite.
On n'aperçoit pas^ au premier abord ^ la vraie signification de ces nombreuses propositions^ ni les rapports qui peuvent les rattacher ensemble à une même question^ et la lecture dans cet état en est pénible. Mais avec quelque attention^ on reconnaît qu'elles sont toutes relatives à la théorie de Yinvolution de six points^ créée par Desargues et devenue d'un grand usage dans la Géométrie récente. Ce ne sont pas les propriétés de la relation d'involution la plus générale^ celle qui a lieu entre six points (il parait même que les Anciens n'ont pas connu les transformations de cette relation générale)^ mais ce sont
des propriétés de plusieurs relations que l'on peut aujourd'hui considérer comme des cas particuliers de cette relation générale.
Ainsi, les propositions 22, 29, 30, 32, 34, 35, 36 et 44 concernent ime inyolution de cinq points. On y considère deux systèmes de deux points conjugués ^, et leur point central, celui dont le produit des distances aux deux premiers points est égal au produit de ses distances aux deux autres; et l'on déduit de là une autre relation entre les cinq points.
Pour conclure cette relation de la relation générale entre six points, il faut observer que le conjugué du cinquième point, ou point central, est à l'infini.
Les propositions 37 et 38 concernent une involution de quatre points, qui sont deux points conjugués, un point double et le point central. D'une relation entre ces quatre points, on en conclut une autre.
Les propositions 39 et 40 sont une même propriété d'une inyolution de cinq points ; on y considère deux systèmes de deux points conjugués , et un point double.
Les propositions 41 , 42 et 43 sont une relation entre deux systèmes de deux points conjugués et leur point central ; relation nouvelle, d'une forme différente des relations connues de l'involution de six points.
n en est de même des douze propositions 45, 46, et 56, qui
sont une relation générale entre deux systèmes de deux points conjugués, leur point central et un autre point quelconque. Les propositions 41 , 42 et 43, ne donnent que des corollaires de cette relation générale.
Enfin, les propositions 61 , 62 et 64, expriment une belle propriété de maximum et de minimum, concernant deux systèmes de points
> n est utile , pour faciliter rintellii^ence de ce passage sur les lemmes de Pappns , de lire la Note X , où noas présentons les différentes propriétés de la relation dlnvolation de six points ; c'est-à-dire les diverses transformations et les conséquences de cette relation. Nous y expliquons ce qn*on doit entendre par points conjuguée, point cetUrui, et points doublée.
fflSTOIRE DE LA GÉOMÉTRIE. 41
conjugués et un point double; elle consiste en ce que le rapport des produits des distances de ce point double aux points conjugués est un maûnmum ou un minimum.
Pappus donne ^ par une construction élégante^ l'expression géométrique de ce rapport; mais il ne fait qu'énoncer sa propriété de maaimum ou minimum^ qui se trouvait démontrée dans l'ouTrage d'Apollonius. C'est une véritable perte ^ que celle de la démonstration géométrique de ce cas de maximum ou minimum par les Anciens^ quoiqu'elle n'offre aucune difficulté à l'analyse moderne. Fermât en a fait une des premières applications de sa belle méthode de mawimis et minimis ( Opéra mathematicay pag. 67 )•
S 35. Cette analyse des 43 lemmes de Pappus nous parait pouvoir en faire saisir l'esprit général et en faciliter la lecture. On y voit que plusieurs propositions y expriment un même théorème : c'est que les énoncés de ces propositions s'appliquent à des figures spéciales^ et ont entre eux quelques différences provenant de la différence de position des points c[ue l'on y considère. C'est cette différence de position des points donnés et du point cherché par rapport à eux^ qui a fait donner à l'ouvrage d'Apollonius le nom de Section Déterminée; et les différens cas que présentent les variations de position de ces points^ sont ce que ce géomètre^ et Pappus d'après lui^ ont appelé Epitagma \
C'est un des grands avantages de la Géométrie moderne sur l'ancienne^ de pouvoir^ par la considération des quantités positives et négatives , comprendre sous un même énoncé tous les cas divers que peut présenter un même théorème^ par la diversité de positions relatives des différentes parties d'une figure. Ainsi^ de nos jours ^ les neuf problèmes principaux et leurs nombreux cas particuliers^ qui faisaient l'objet des 83 théorèmes contenus dans les deux livres de la section déter-
1 C'est le tentimentcle Halley et de K. Simson. Le savant Gommandin n'avait point troavc la signification de ce mot qu'Apollonius appliquait à une partie de ses propositions {Collect. math., pag. 296 de l'édition de 1660). Le mot tnonaahi, qu'on trouve aussi dans Pappus, parait avoir été affecte par Apollonius aux propositions concernant les tnaxima et les minima.
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minée d'Apollonius^ ne font plus qu'une seule et même question^ résolue par une formule unique.
Beaucoup d'auteurs^ dans leurs écrits sur l'analyse géométrique des Anciens^ se sont occupés de la Section déterminée y et ont cherché^ soit à en rétablir complètement les deux libres ^ soit à en résoudre seulement diverses questions détachées. Nous trouvons au commencement du XYII^ siècle^ Snellius^ Alexandre Andersen ^ Marin Ghetaldi; vers la fin du même siècle^ Roger de Yintimille^ Hugo de Omérique; puis^ R. Simson dans son ouvrage posthume^ Opéra reliqua anno 1776> et vers le même temps ^ Giannini dans ses Opuscula mathematica.
Dans ces derniers temps^ J. Leslie a encore consacré plusieurs pages à ce problème^ dans son Analyse géométrique (lirre 2, propositions 10 — 18). Cette question est liée intimement à la théorie de Vinvolu-tion de six points^ et sa solution parait devoir dériver de cette théorie. En effets une propriété nouvelle de l'involution nous a offert naturellement une construction simple et générale du problème de la section déterminée^ qui nous parait différer de toutes celles que l'on a données jusqu'ici. La même théorie offre aussi une démonstration du cas de maximum traité par Apollonius. {Voir la Note X.)
S â6. Les lemmes de Pappus sur les lieuao plans d'Apollonius^ présentent aussi quelques relations entre les segmens faits par des points sur une droite^ mais qui sont différentes des précédentes, et ne (Privent point comme elles des relations générales d'involution de six points, C^endant, on peut les rattacher aussi à une seule et même proposition, qui exprime une propriété générale de quatre points pris arbitrairement sur une ligne droite, laquelle est le second des théorèmes généraux de Mathieu Stewart ^.
Ainsi, les propositions 123 et 124, qui expriment une relation entre quatre points pris arbitrairement sur une droite, et im cin-
' Some gênerai theorems ofeomiderable use in ihe Higher paris of mathematics. Édimboorg , 1746, in-8».
Nous donnerons Ténoncë du théorème en question en parlant de Stewart , dans notre quatrième Époque,
qaiëme déterminé d'après une certaine condition^ sont une conséquence facile de ce théorème.
Les propositions 125 et 126 expriment une relation entre quatre points pris arbitrairement en ligne droite ; et on reconnaît aisément que cette relation n'est qu'une transformation très-simple du même théorème.
Les quatre propositions 119 — 122^ qui, avec les quatre dont nous Tenons de parler, font les huit lemmes de Pappus sur les lieux plans d'Apollonius, concernent le triangle. Il est assez remarquable que ces quatre propositions^ qui paraissent si différentes des autres et n'avoir aucun rapport avec elles^ sont aussi des conséquences du même théorème de Stewart.
S 37. R. Simson, en rétablissant les porismes d'Euclide, la section déterminée et les lieux plans d'Apollonius, a démontré un à un les nombreux lemmes de Pappus relatifs à ces trois ouvrages. On voit par ce que nous venons de dire combien aujourd'hui^ en rattachant toutes ces propositions à quelques-unes seulement, on simplifierait ce travail. Mais une telle simplification n'était pas encore dans l'esprit de la Géométrie au temps de R. Simson (il y a près d'un siècle); et y eùt-elle été, elle n'eut point convenu au but de cet habile et profond géomètre^ qui était de suivre pas à pas les traces et les indications de Pappus.
S 38. Les autres lemmes du 7® livre des Collections mcUhëmatiques^ qne noas passons sous silence, nous ofirent moins d'intérêt que ceux que nous avons cités. Ce sont des propositions isolées relatives au cercle, aux triangles et aux sections coniques, et qui ne présentent pas de diflEicultés. Ces lemmes s^applicpient au traité de inclinationibus y à celui de tactionibus, et aux huit livres des coniques d'Apollonius ; et enfin, aux lieua: à la surface d'Euclide.
Nous nous bornerons à remarquer parmi les lemmes relatifs au traité de tactionibus ^ le problème suivant, qui est résolu très-simplement par Pappus : (( Faire passer par trois points situés en ligne droite les trois côtés d'un triangle qui soit inscrit dans un cercle donné, v (Proposi-
tiou 117^). Les propositions 105^ 107 et 108 sont des cas particuliers de cette question; on y suppose l'un des trois points situé à l'infini.
Ce problème^ qu'on a généralisé en plaçant les trois points d'une manière quelconque, est devenu célèbre par la difficulté qu'il présentait^ et par les noms des géomètres qui l'ont résolu, et surtout par la solution aussi générale et aussi simple qu'elle pouvait l'être , donnée par un enfant de 16 ans, Oltajano, napolitain (voir la Note XI).
Nous citerons enfin la 238^ et dernière proposition^ qui s'applique aux lieua; à la surface^ et qui est la propriété de la directrice dans les trois sections coniques, qui consiste en ce que ce les distances de chaque point d^une conique à un foyer et à la directrice correspondante, sont entre elles dans un rapport constant.» Ce beau théorème ne se trouve pas dans les coniques d'Apollonius.
S 39. Le livre 8^ des Collections traite principalement des machines employées dans la mécanique pratique; on y parle aussi de leur usage pour la description organique des courbes. Diverses propositions de Géométrie se trouvent aussi dans ce livre. Il en est une fort remarquable, sur le centre de gravité d'un triangle; nous l'énoncerons ainsi : a Si trois mobiles placés aux sommets d'un triangle , partent en même temps et parcourent respectivement les trois côtés ^ en allant dans le même sens et avec des vitesses proportionnelles aux longueurs de ces côtés, leur centre de gravité restera immobile. »
Les géomètres modernes ont étendu ce théorème à un polygone quelconque plan ou gauche. Montucla^ en le démontrant par des considérations de mécanique, dans les Récréations mathématiques dOsanam, avait pensé que sa démonstration par la Géométrie pure offrirait des difficultés. Celle qu'en donne Pappus s'appuie sur le fameux théorème de Ptolémée , concernant les segmens faits sur les côtés d'un triangle par une transversale. Pappus, dans le cours de sa démonstration, suppose la connaissance de ce théorème, dont il donne ensuite la démonstration.
§ 40. La proposition 14 du même livre est une solution très-simple de ce problème : étant donnés deux diamètres conjugués dune el-
lipse^ trouver en grandeur et en direction ses deux axes principaux. Pappas ne fait qu'énoncer sa construction^ sans la démontrer. Euler en a rétabli la démonstration^ et a donné en même temps plusieurs autres solutions du même problème {Novi Commentarii, de Pétersbourg^ t. Ill^ ann. 1750-1751). D'autres géomètres Font aussi traité à leur manière.
Ayant résolu la question analogue dans l'espace^ où il s'agit de trouver^ en grandeur et en direction^ les trois axes principaux d'un ellipsoïde dont trois diamètres conjugués sont donnés^ nous en ayons conclu une nouTcUe construction des axes de l'ellipse, qui nous parait enchérir encore sur le degré de simplicité que présentaient déjà plusieurs solutions de ce problème ^
Et^ en effet^ c'est une remarque qu'on peut faire souvent dans l'étude de la Géométrie^ que les solutions de la Géométrie plane^ qui ont leurs analogues dans l'espace^ sont toujours les plus générales et les plus simples.
Ce principe donne un moyen d'épreuve, ime sorte de critérium, pour reconnaître si l'on est parvenu, dans une question, à toute la généralité et à toute la perfection dont elle est susceptible, ou en d'autres termes, si l'on a rencontré la méthode et la vraie route qui lui sont propres.
S 41. La pré&ce du 7^ livre des Collections mathématiques contient une définition nette de V analyse et de la synthèse y qui ne laisse aucun doute sur le caractère précis des deux méthodes; et Pappus donne souvent, dans le cours de ce 7^ livre, des exemples de l'une et de l'autre, appliquées à une même question.
> Soit 0 le centre de l'ellipse; oa^ oh ses deax demi-^diamètres conjugaés donnés ;
Par le point a on mènera une droite perpendiculaire à oh, et on prendra sur elle deux et segmens ae, ae^ égaux à oh;
On tirera les deux droites oe^oe';
1" Les axes principaux de l'ellipse diWseront en deux également l'angle de ces deux droites son supplément ;
S» Le grand axe sera égal à la somme de ces deux droites, et le petit axe égal à leur dif-> férence.
A la suite de cette définition^ Pappus donne les titres des ouvrages que les Anciens avaient composés sur ce qu'ils appelaient le lieu résolu. Ils comprenaient sous ce mot certaines matières dont la connaissance est nécessaire à ceux qui veulent se mettre en état de pouvoir résoudre les problèmes. Ces ouvrages étaient^ pour la plupart, des exemples de leur analyse géométrique; en voici les titres, tels que les rapporte Pappus : un livre d'Euclide, des Données; deux livres d'Apollonius, de La section de raison; deux de £a section de V espace et deux des Attouchemensy du même; trois livres d'Euclide, des Porismes; deux livres encore d'Apollonius^ des Inclinaisons; deux des Lieux plans et huit des Coniques; cinq livres du vieux Aristée, des Lieux solides; deux livres d'Euclide, des Lieux à la surface; et deux livres des Moyennes raisons ^ par Ératosthène* A ce catalogue il faut ajouter les deux livres d'Apollonius, de la Section déterminée^ dont Pappus parle dans la suite.
De tous ces ouvrages, il n'est venu jusqu'à nous que les Données d'Euclide; les sept premiers livres des Coniques d'Apollonius, et son traité de la Section de raison. Mais, sur ce qu'en a dit Pappus, les autres ont été rétablis, aux XVI® et XVII« siècles, par divers géomètres, dans le style de la Géométrie ancienne.
§ 42. Le goût de cette Géométrie, qui a donné tant d'éclat aux sciences mathématiques jusques il y a près d'un siècle, surtout dans la patrie de Nev^ton^ s'est affaibli depuis, et aurait presque disparu , si les géomètres italiens ne lui fussent restés fidèles. On doit, de nos jours, au célèbre Fergola, et à ses disciples, MM. Bruno, Flauti, Scorza, plusieurs écrits importans sur l'analyse géométrique des Anciens, qui s'y trouve rétablie dans sa pureté originaire.
Les ouvrages que les Anciens avaient composés sur cette matière, et dont nous venons de rapporter les titres que nous a laissés Pappus, formaient un système de complémens de Géométrie, qui eussent hâté les progrès de celte science, s'ils nous eussent été transmis intacts à la renaissance des lettres.
De tels complémens manquent à la Géométrie moderne : car on sent
qa'eu égard à ses progrès et à son état de perfectionnement ^ ces campléntens doivent être faits aujourd'hui sur d'autres bases que ceux de l'école grecque. Ils devront être empreints surtout de l'esprit de simplicité et de généralité qui fait le caractère des nouvelles doctrines de la Géométrie.
S 43. Vers le même temps que Pappus^ le géomètre Serenus s'acquit quelque célébrité par un ouvrage en deux livres, sur les sections du cylindre et du cône \ où il démontra, contre le sentiment de la plupart des géomètres de son temps, l'identité des ellipses faites dans ces deux corps, qu'il suppose à base circulaire et scalènes, c'est-àdire obliques.
On distingue dans le premier livre les deux problèmes suivans, dont les solutions sont d'une facilité et d'une élégance qui ne laissent rien àdésârer : ((Étant donné un cône oblique, à base circulaire, coupé suivant une ellipse, faire passer par cette ellipse un cylindre (]ui ait aussi pour base un cercle, sur le plan de la base du cône (proposition 2Q).o> £t réciproquement : ((Étant donné un cylindre coupé suivant une ellipse, etc.')) (Proposition 21.)
Serenus suppose, comme Apollonius, (pie le plan coupant, dans le cône^ est perpendiculaire au triangle par l'axe : et c'est ici le lieu de remarquer, puisque nous n'allons plus trouver juscpies aux temps modernes d'autre écrivain sur les coniques, qu'il parait que les Anciens n'ont jamais formé ces courbes que de cette manière particulière; c'est-à-dire par des plans nécessairement perpendiculaires au triangle par l'axe; et que la question de savoir quelles courbes donneraient d'autres plans sécans, menés tout-à-fait arbitrairement, n'a point été agitée par eux, ou au moins n'a pas été résolue. Peut-être leur avait-elle présenté des difficultés qu'il était réservé aux Modernes de surmonter. Nous verrons que ce fut Desargues qui eut le mérite de faire, le premier, ce pas important dans la théorie des coniques,
' Halley a fait réimprimer en grec et en latin ces deux livres y à la suite de son édition des coniques d'Apollonius.
où il fut imité immédiatement par Pascal^ et ensuite par De la Hire. Nous remarquerons encore ici que le cône à base circulaire ^ où les Anciens formaient leurs coniques^ est resté complètement étranger à leurs spéculations; tellement qu'à l'exception du théorème de la section sous-contrairo^ ils ne nous en ont transmis aucune propriété. Ce n'est que dans ces derniers temps qu^on s'est occupé de cette matière^ qui offre un nouveau champ de recherches.
DiociÈs. § 44. Dioclès^ inventeur de la cissoide, dont il se servit pour résoudre
le problème des deux moyennes proportionnelles^ est de près d'un siècle postérieur à Pappus. On lui doit aussi une solution^ par l'emploi de deux sections coniques^ d'un problème difficile^ traité par Ârchimède^ où il s'agit de mener un plan qui divise la sphère en raison donnée; mais dont ce grand géomètre n'a point laissé la construction qu'il avait promise. La question devant dépendre d'une équation du troisième degré, et par conséquent ne pouvant être construite que par une section conique, ou une courbe d'un genre supérieur, il est probable qu'Archimède, qui ne se sert jamais que de la règle et du compas pour la résolution de ses problèmes, n'avait point donné suite à cette question, après en avoir promis la solution \
La construction de Dioclès nous a été conservée par Ëutocius, dans son commentaire du second livre de la sphère et du cylindre d'Archimède.
pRocLos, § 45. Vers le milieu du V® siècle, un philosophe célèbre, Proclus, chef de l'école Platonicienne établie à Athènes, y cultiva les mathématiques, et contribua par ses travaux et ses instructions à en soutenir l'éclat encore pendant quelque temps. Il nous est resté de ce géomètre un commentaire sur le premier livre d'Ëuclide, qui contient des observations curieuses concernant Thistoire et la métaphysique de
1 Cette question est la proposition 8* du second livre du Traité de la sphère et du cylindre. Elle a donne lieu a une note très-intéressante de M. Poinsot , insérée dans le Commentaire de Peyrard , eur les œuvres d'Archimède , pag. 462 , où Ton trouve Tinterprétation géométrique des deux racines étrangères a la question de la sphère. Ces racines se rapportent à une question plus générale , qui comprend la sphère et Thyperholoîde de révolution.
k Géométrie. On y trouve une description de l'ellipse par le mouyemént continu d'un point d'une droite dont les extrémités glissent sur les cotés d'un angle ^
Parmi les philosophes qui succédèrent à Proclus dans son école^ uamws. nous citerons^ comme ayant rendu quelques services h la Géométrie^ Marinus^ auteur d'une* préface ou introduction aux Données d'£uclide^ où il explique la nature et le genre d'utilité de ces Données ^ et Isidore de Millet^ très-sayant dans la Géométrie, la mécanique et "»<>*» »» ■"!•"• l'architecture^ auteur d'un instrument pour décrire la parabole d'un mouvement continu et résoudre par là le problème de la duplication du cube; premier exemple, sans doute, avec celui de la description de l'ellipse indiquée par Proclus, de la description organique des coniques, dont les Modernes ont fait une étude spéciale. Cet instruiuent, dont parle Eutocius, ressemblait à la lettre grecque X.
ïlutocius, disciple d'Isidore, nous a laissé des commentaires sur les butocius, coniques d'Apollonius et sur quelques ouvrages d'Archimède. Celui ^- **° du second livre du Traité de la sphère et du cylindre est précieux pour l'histoire de la science, parce qu'il contient plusieurs fragmens de Géométrie des auteurs les plus anciens qui nous soient connus, et dont les ouvrages ne nous sont point parvenus. Ces fragmens sont relatifs à la solution du problème de la duplication du cube, ou des deux moyennes proportionnelles. Nous avons nommé, au commence* ment de cette Époque, d'après cet ouvrage d'Eutocius, les géomètres auxquels ils appartiennent. C'est en exposant la solution de Menechme qu'Eutocius parle de l'instrument dont Isidore se servait pour décrire la parabole d'un mouvement continu.
S 46. Les travaux des mathématiciens que nous venons de nommer furent les derniers qui illustrèrent l'école d'Alexandrie. Les arts et les sciences s'aJSaiblissaient déjà, lorsque TÊgypte devint la conquête des Arabes, et que Tembrasement de la fameuse bibliothèque des Ptolémée9^ dépôt précieux, depuis dix siècles, de toutes les productions du
' Commentaire sur la définition \* du 1'' livre d'Euclide.
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génie et de rérudition^ fut le signal de la barbarie et des longues ténèbres qui enveloppèrent l'esprit humain.
Cependant^ ces mêmes Arabes^ après un ou deux siècles^ reconnurent leur ignorance^ et entreprirent eux-mêmes la restauration des sciences. Ce sont eux qui nous transmirent soit le texte ^ soit la traduction dons leur langue^ des manuscrits qui avaient échappé à leur fureur fanatique. Mais c'est là^ à peu près^ la seule obligation que nous leur devions. Car la Géométrie^ entre leurs mains, à l'exception toutefois du calcul des triangles sphériques, resta stationnaire, leurs travaux se bornant à admirer et commenter les ouvrages grecs, cc»nme s'ils marquaient le terme le plus élevé et le plus sublime de cette science.
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CHAPITRE n
BEUXI^HE ÉPOQUE.
§ 1. L'état de stagnation où languirent les lettres^ chez les Arabes et les autres nations^ après la destruction du musée d'Alexandrie^ dura près de mille ans; et ce ne fut que vers le milieu du XV® siècle que la Géométrie^ suivant le mouvement général des sciences^ reprit faveur.
Ses progrès furent lents d'abord; mais néanmoins les conceptions des géomètres ne tardèrent point à prendre un caractère de généralité et d'abstraction qu'elles n'avaient point encore eu jusqu'alors. Chaque méthode^ en effets ne comportait rien de général^ et se bornait à la question particulière qui y avait donné lieu; chaque courbe connue^ et le nombre en était très-restreint^ avait été étudiée isolément^ et par des moyens qui lui étaient tout spéciaux^ et sans que ses propriétés, et les procédés qui y avaient conduit^ servissent à découvrir les propriétés d'une autre courbe. Nous citerons^ par exemple, le fameux problème des tangentes, qui fut résolu pour quelques courbes, telles que les coniques et la spirale d\\rchimède, par des considérations profondes, mais essentiellement différentes entre elles, et qui ne donnaient aucune ouverture pour la solution du même problème appliqué à d'autres courbes.
La méthode d'exhaustion, qui reposait sur une idée mère tout-à-iait générale, n'ôta point à la Géométrie son caractère d'étroitesse et de spécialité, parce que cette conception y manquant de moyens géné-
raux d'application, deyenait, dans chaque cas particulier, une question toute nouvelle, qui ne trouvait de ressources que dans les propriétés individuelles de la figure à laquelle on l'appliquait. Cette méthode néanmoins fait beaucoup d'honneur aux géomètres de l'antiquité, parce qu'elle est le germe d'une suite de méthodes de quadratures qui, depuis, ont fait, dans tous les temps, l'objet des travaux des plus célèbres mathématiciens, et dont le but final, et nous pouvons dire le triomphe, fut l'invention du calcul infinitésimal.
Ces considérations, qui tendent à faire ressortir la différence du spécial au général, du concret à V abstrait y qui distingue la Géométrie jusqu'au XV® siècle, de la Géométrie postérieure, nous portent à regarder cette première époque comme formant les préliminaires de la science.
Le caractère de généralité et d'abstraction, que prit ensuite la Géométrie, s'est prononcé de plus en plus dans les époques suivantes, et fait aujourd'hui une différence immense entre la Géométrie moderne et celle des Anciens.
§ 2. Les principales découvertes de la Géométrie, à sa renaissance , sont dues à Yiète et à Kepler, qui sont à plusieurs titres les premiers auteurs de notre supériorité sur les Anciens. ( Voir la Note XIT). ▼lÈTE, Yiète, après avoir complété la méthode analytique de Platon, par
l'invention de V algèbre, ou logistique spécieuse, destinée à mettre cette méthode en pratique dans la science des nombres, eut encore la gloire d'introduire cet instrument admirable dans la science do l'étendue, et d'initier les géomètres, par une construction graphic[ue des équations du second et du troisième degré, dans l'art de représenter géométriquement les résultats de Talgèbre; premier pas vers une alliance plus intime entre l'algèbre et la Géométrie, qui devait conduire aux grandes découvertes de Descartes, et devenir la clef universelle des mathématiques.
On doit à Viète la doctrine des sections angulaires, c'est-à-dire la connaissance de la loi suivant laquelle croissent ou décroissent les sinus, ou les cordes des arcs multiples ou sous-multiples. La première
idée d'exprimer Faire d'une courbe par une suite infinie de termes se trouve aussi dans les ouvrages de ce grand géomètre.
Yiète n'était pas moins profond dans la Géométrie pure des Anciens que dans l'analyse algébrique. On lui doit le traité d'Apollonius De TactionibuSy qu'il a restitué sous le titre â^ Apollonius Gallus. C'est là qu'il résolut 9 le premier^ le problème du cercle tangent à trois cercles donnés dans un plan^ qui occupait alors les géomètres^ et leur présentait des difficultés. Le célèbre Adrianus Romanus ne le résolvait que par l'emploi de deux hyperboles; ce qui était une faute contre les règles d'une bonne méthode ^ puisque la ligne droite seule devait suffire : aussi a-t-elle été relevée par Viète {Opéra Vietœ, pag. 325, édition de Schooten; 1646). Les plus grands géomètres ont continué^ depuis^ de s'occuper de ce problème^ et en ont donné différentes solutions^ parmi lesquelles on distingue celles de Descartes ^ de Newton % de Th. Simpson^ de Lambert^ d'Euler^ de Fuss.
Mais ce problème n'a plus offert aucune difficulté aux méthodes récentes^ qui en ont fourni des solutions incomparablement plus élégantes et plus faciles^ en théorie et en pratique , que toutes les autres ^, et il ne doit plus aujourd'hui sa célébrité qu'aux grands noms qui brillent dans son histoire '.
On remarque surtout^ dans les écrits géométriques de Yiète ^ une
> On troaye nne solution analytique du problème en question dans VÂrithméiique univer* telle (prob. 47) , et une solution purement géométrique dans le I" livre des Principes de la philosophie naturelle (lemme 16). Gelie-ciest fondée sur la considération des deux byperboles d*Adrianus Romanus ; mais Newton n*a pas besoin de les construire , pour trouver leur point d'intersection. 11 détermine deux droites qui doivent se couper en ce point.
2 On peut même généraliser la question , en prenant certaines sections coniques au lieu de cercles; et les constructions conservent leur simplicité (voir la Note XXVIII, où la question analogue sera traitée pour des sphères , et plus généralement pour des surfaces du second degré ).
* M. Camerei^ a publié sur ce problème , il y a une quarantaine d'années , un livre intéressant, à la suite duquel il a reproduit V Apollonius Gallus de Yiète ; voici le titre de cet ouvrage, qui indique les différentes parties dont il se compose : Apollonii de Taciionihus quœ super^ tuniy ac maxime Lemmata Pappi in hos libros grœcè , nunc primum édita e codicibus mscptis , cum Vietœ librorum Apollonii restitutions , adjectis observationibus , computationibus , ac prohhmatis Apolhniani kistoria. Gothœ 1795, in-8<».
partie intitulée Vartorum de rébus mathematicis responsorum liber VIII j divisée en vingt chapitres^ dont les principaux traitent de la résolution des triangles sphériques^ de la duplication du cube et de la quadrature du cercle. Les tentatives des Anciens^ pour résoudre ces deux grands problèmes^ sont rapportées dans cet écrit avec une précision et une supériorité de savoir, qui font vivement regretter que les autres parties, qui ont du le précéder, ne nous soient pas parvenues*
La trigonométrie sphérique doit à Yiëte les plus utiles perfectionnemens; entre autres la résolution de quelques cas nouveaux des triangles, qui n'avaient point eu d'application dans Tastronomie, par exemple, celui oii il s'agit de trouver un angle par les trois côtés. Ces questions, qui complétaient la doctrine des triangles sphériques, ont conduit Viète à l'invention des deux formules analytiques générales qui comprennent tous les cas de la trigonométrie sphérique. Les deux autres, dont la première était contenue virtuellement, sans être énoncée expressément dans la trigonométrie des Grecs, avaient été découvertes par les Arabes, qui s'étaient beaucoup occupés de la trigonométrie.
§ 3. Nous devons surtout remarquer dans la trigonométrie de Viètc une idée neuve, et infiniment heureuse, qui a un rapport direct avec les nouvelles doctrines de la Géométrie; c'est la transformation des triangles sphériques en d'autres , dont les angles et les côtés répondissent d'une certaine manière aux côtés et aux angles des triangles proposés, (c Si des trois sommets d'un triangle sphérique, » dit-il, comme pôles, on décrit des arcs de grands cercles, le triangle ï) nouveau qui en résultera sera réciproque au premier triangle, tant » par les angles que par les côtés. » Ilâtons-nous de dire que ce triangle réciproque n'est pas précisément le triangle polaire ou supplémentaire j dans lequel les côtés sont les supplément des angles du triangle primitif, et les angles les supplémens des côtés : deux des côtés du triangle de Viète sont égaux aux angles du triangle proposé, et le troisième côté égal au supplément du troisième angle. De cette manière la parfaite réciprocité des deux triangles supplémentaires, d'où résulte cette dualité constante des propriétés des figures sphé-r
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riques^ n'a pas lieu dans les deux triangles de Yiète. Mais cette idée féconde de transformer ainsi les triangles^ pour certains cas de la trigonométrie^ n'en mérite pas moins d'être signalée^ comme étant le premier pas de l'esprit inyenteur^ et le premier gèrhie des méthodes générales de dualisation actuellement en usage.
Les géomètres qui écrivirent sur la Géométrie sphérique après Viète, s'emparèrent de cette heureuse innovation et transformèrent aussi les triangles sphériques; mais en conservant le triangle réciproque même de Viète. Tels sont Adrien Metius^ Magini^ Pitiscus, Neper et Gavalleri \ Gellibrand^ aussi^ fit de ces transformations; mais il parait n'avoir pas observé bien exactement les relations qui ont lieu entre les triangles correspondans.
La découverte du véritable triangle supplémentaire, qui devait résulter inévitablement de la doctrine de transformation de Yiète. est due à Snellius. Ce géomètre^ célèbre à plusieurs titres^ l'a exposée comme un principe général fort utile ^ et dont il a montré les usages^ dans son Traité de trigonométrie ^ qui parut en 1627 , après sa mort. (Proposition 8^ du livre IH. )
C'est sur ce principe deSnellius^ considéré d'une manière abstraite^ et non point seulement comme moyen particulier de résoudre quelques cas de la trigonométrie sphérique^ que repose la loi de dualité de la Géométrie de la sphère; loi qui a été connue depuis lors^ mais dont on n'a point aperçu la haute importance; car elle n'a jamais été pratiquée dans toutes ses conséquences^ et d'une manière systématique. Aussi la loi générale de dualité de F étendue, c'est-à-dire cette double face que présentent tous les phénomènes de l'étendue figurée^ qu'on aurait pu déduire immédiatement de la dualité des propositions sphériqueSy comme nous le ferons voir dans le cours de notre cinquième
' Il était difficile d'apercevoir dans la trigonométrie de Viète , les relations exactes qui ont liea entre ses deux triangles réciproques ; mai« elles sont présentées d*une manière bien précise , et qui ne laisse aucun doute , par Neper, dans son Mirifici logarithmorum cananis descriptio (in-4<^, 1614), et par Gayalleri, d'abord dans son Directorium générale uranometricum (in-4o, 1632} , puis dans son Traité de Trigonométrie (in4», 1643).
Epoque^ n'a-t-elle été aperçue que dans ces derniers temps ^ et par d'autres considérations plus sayantes et moins directes. sBPLEH, S 4. Kepler^ dans sa Nouvelle stéréométrie ^, introduisit le premier
1571-1631. Fusage de Vinfini dans la Géométrie; idée profonde, qui fut le second acheminement, après la méthode d'exhaustion, pratiquée si habilement par Archimède, aux méthodes infinitésimales. Kepler appliqua sa méthode à la recherche des yolumes des corps engendrés par la révolution d'une conique autour d'une droite , située dans son plan ; généralisation, alors importante, et qui offrait de grandes difficultés, des problèmes d'Archimède, sur les conoi'des et les sphéroïdes.
On doit aussi à Kepler une remarque heureuse, savoir que l'accroissement d'une variable, de l'ordonnée d'une courbe, par exemple, est nul à une distance infiniment proche du mammum ou du minimum; remarque qui contenait le germe de la règle analytique de maximis et minimis, qui illustra Fermât ^vingt ans plus tard.
Nous devons citer de Kepler sa belle méthode des projections, pour déterminer, par une construction graphique, les circonstances des éclipses de soleil pour les habitans de différens points de la terre* C'était, 200 ans avant l'invention de la Géométrie descriptive, une application ingénieuse de la doctrine des projections , comme on ferait aujourd'hui. Cette méthode a été suivie par les célèbres astronomes et géomètres Cassini, Flamsteed, Wren, Halley, et généralisée par Lagrange dans un mémoire où il est intéressant de voir avec quelle habileté l'illustre auteur de la Mécanique analytique savait aussi se servir des procédés de la Géométrie descriptive , vingt ans avant que cette production du génie de Monge eut vu le jour ^.
Les travaux de Kepler ouvrirent un vaste champ de spéculations nouvelles; et si cette tête philosophique, qui créa l'astronomie moderne,
^ Nova siereomeiria doliorumf etc. Accessit stereomeiriœ Archimediœ aupplementum y in-fo1., Lincii, 1615.
^ Le Mémoire de Lagrange a été lu à rAca'dcniie de Berlin en 1778 , et imprimé en allemand dans les Éphémérides (fe 1781. Il a paru en français dans la Connaissance des Temps pour 1819.
eut appliqué davantage les forces de son génie à la pure Géométrie^ cette science lui eût dû certainement des progrès considérables.
§ 5. Quelques années après que Kepler eut donné sa méthode pour déterminer les volumes des conoides^ une autre théorie célèbre de la même nature et destinée aussi à évaluer les grandeurs géométriques par leurs élémens^ la Géométrie des indivisibles de Cavalleri (publiée ea 1635)^ vint enrichir la science, et marquer l'époque des grands progrès qu'elle a fiaits dans les temps modernes. Cette méthode, propre principalement à la détermination des aires, des volumes, des centres de gravité des corps, et qui a suppléé avec avantage pendant cinquante ans au calcul intégral, n'était, comme l'a fait voir Cavalleri lui-même, qu'une application heureuse, ou plutôt une transformation de la méthode d^eshatistion,
$ 6. Nous devons placer entre les découvertes de Kepler et de Cavalleri la fameuse règle de Guldin, qui remonte, comme nous avons dit, à Pappus; mais qui était inaperçue, lorsque Guldin la découvrit à son tour, et s'en servît pour résoudre des problèmes difficiles et rebelles aux autres procédés. Mais cette méthode n'était point destinée, comme celles de Kepler et de Cavalleri, à reculer les bornes de la Géométrie.
§ 7. Le commencement du second tiers du XVII® siècle où nous arrivons, est l'époque des plus sublimes et des plus brillantes découvertes. Presqu'au même instant parurent Descartes, Fermât et Roberval, qui ouvrirent des voies nouvelles aux spéculations les plus relevées.
Ces trois hommes illustres se partagent la gloire d'avoir résolu, chacun d'une manière différente, un problème qu'aucun géomètre n'avait encore osé aborder dans sa généralité; celui des tangentes aux lignes courbes , problème a le plus beau et le plus utile » que Descartes eût désiré savoir; et qui, en effet, était le prélude nécessaire à l'invention du calcul différentiel.
Les anciens géomètres définissaient la tangente à une courbe une
droite qui^ ayant un point commun avec la courbe, était telle qu'on ne
pouvait mener par ce point aucune autre droite entre elle et la courbe.
C'est par ce principe qu'ils ont déterminé les tangentes dans quelques-
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CAY ALLER I , 1598-1647.
GOLDIIf , 1577 - 164S.
unes des courbes qu^ils ont connues. Mais le peu de ressources qu'oiSrait ce principe , força les géomètres modernes d'envisager les tangentes sous d'autres points de vue. Ils lès regardèrent comme des sécantes dont les deux points d'intersection sont réunis^ ou comme le prolongement des côtés infiniment petits de la courbe considérée comme un polygone d'une infinité décotes^ ou comme la direction du mouvement composé par lequel la courbe peut être décrite.
La première manière fut celle de Descartes et de Fermât, quoique leurs solutions fussent très- différentes l'une de l'autre; la seconde, qui est la plus usitée maintenant, a été introduite explicitement et définitivement par Barrov?, qui simplifia par cette idée la solution de Fermât; et enfin, la troisième est celle de Roberval *.
La solution de Descartes repose sur les principes de sa nouvelle Géométrie, dont nous parlerons plus tard, en en faisant l'origine de notre troisième Époque.
Nous allons d'abotd jeter un coup d'œil sur les travaux de Roberval, de Fermât et de quelques autres géomètres, leurs contemporains, qui contribuèrent en même temps qu'eux aux progrès inunenses que fit alors la Géométrie pure des Anciens.
noBERVAL, § 8. La méthode de Roberval, pour mener les tangentes, est basée
1602-1675. gm. ii^ doctrine des mouvemens composés, que Galilée avait déjà, quelques années auparavant, découverte et introduite dans la mécanique, mais sans en faire d'application à la Géométrie.
Roberval énonce distinctement en ces termes son principe :
(( Règle générale. Par les propriétés spécifiques de la ligne courbe (qui vous seront données), examinez les divers mouvemens qu^a le point qui la décrit à l'endroit où vous voulez mener la touchante : de tous ces mouvemens composés en un seul, tirez la ligne de direction du mouvement composé, vous aurez la touchante de la ligne courbe. »
1 Depuis , MaclaarÎD a repris la définition des Anciens dans son Traité des fluxions , comme étant la plus conforme à la rigueur géométrique qu'il voulait y observer ; et Lagrange l'adopta aussi comme principe de sa belle théorie de l'osculation des courbes dans son Traité des fonctions analytiques.
Cette méthode présente^ quant au principe métaphysique y une analogie remarquable avec celle des Fluxions, que Newton créa longtemps après. Mais elle n'eut pas entre les mains de Roberval toutes les conséquences dont elle était susceptible, et dont l'honneur était réservé à Newton , parce que le secours d'un procédé analytique uniforme, propre à la mettre en pratique, manquait alors. Néanmoins la conception de Roberval, neuve sous plusieurs rapports, et vraiment philosophique, assure à ce géomètre une place distinguée dans l'histoire des découvertes mathématiques.
Son principe, en effet, créait une nouvelle manière de considérer les grandeurs, et d'en découvrir les relations. Dans la Géométrie, jusque là, on avait supposé les grandeurs déjà formées, pour les comparer entre elles ou avec leurs parties. Roberval, remontant à la génération des quantités, introduisait dans la Géométrie les puissances qu'il concevait les engendrer, et des rapports entre ces puissances, il déduisait ceux qui avaient lieu entre les quantités elles-mêmes. La puissance qu'il imaginait former les grandeurs est le mouvement.
Les Anciens avaient connu la composition des mouvemens , ainsi que nous le voyons dans les questions mécaniques d'Aristote^ : de plus ils Tavaient aj^liquée à la Géométrie pour concevoir la génération de certaines ccfurbes. La manière dont Archimède décrivait Sa spirale, par la composition du mouvement circulaire et du mouvement rectiligne, et la description de la spirale sphérique de Pappus en sont des preuves. Mais ces géomètres n'appliquèrent ces considérations de mou- Tement qu'à quelques courbes particulières, et n'eurent point Fidée d'en faire, comme Roberval, un principe de génération de touttes les courbes, et surtout n'en firent point usage pour découvrir leurs propriétés.
^ Patet igitur, quotiescumque aliquid per diametrum duplice vi , in diversa iendenie , impelhiur^ illud neeessario ferri secundum rationem laterum, Quœst. mechan. , cap. II.
Amtote revient »ar ce principe dans sa 23i« question , pour montrer qae selon que les directions des deux mouvemens coraposans foitt Un angle plus grand ou plus petit , la quantité et la direction du mouvement résultant peuvent devenir très-différentes.
Le célèbre philosophe parle encore assez distincteihent du même principe , au chap. YIII du ]2« livre de sa Métaphysique.
Cette circonstance, que la méthode de Roberval comportait la plus grande généralité, mérite d'être remarquée à une époque où la Géométrie se réduisait encore à l'étude particulière de quelques courbes, considérées individuellement. C'est un des premiers exemples du passage des idées concrètes aux idées abstraites dans la science de l'étendue.
On a fait quelques fausses applications de la méthode de Roberval^ en observant mal le principe de la composition des mouvemens^ comme il est arrivé aussi quelquefois dans des questions de mécanique. Mais ces faits d'inattention ne portent aucune atteinte à la méthode, dont la règle est énoncée par Roberval d'une manière sûre, quoique démontrée d'un style peu facile, et dont les treize applications que l'auteur en fait à des courbes très-différentes ^ sont parfaitement exactes.
La conception de Roberval était à la hauteur de celles de Descartes et de Fermât, auxquelles elle ne le cédait que parce que celles-ci s'étaient aidées du secours puissant de l'analyse, sans lequel elles seraient restées stériles. Roberval avait su apprécier cet avantage des méthodes de ses deux illustres rivaux sur la sienne. Le jugement qu'il porta à ce sujet, dans une lettre adressée à Fermât, nous parait pouvoir être confirmé. Roberval, après avoir parlé de diverses applications de sa méthode, ajoute : ((Elle n'est pas inventée » avec une si subtile et si profonde Géométrie que la vôtre, ou celle » de M. Descartes, et partant elle parait avec moins d'artifice; en ré- )) compense elle me semble plus simple, plus naturelle et plus courte ; » de sorte que, pour toutes les touchantes dont j'ai parlé, il ne m'a » pas même été besoin de mettre la maii;i à la plume. » ( OEuvres de Fermai^ pag. 165.)
S 9. Roberval fut encore l'émule de Fermât dans toutes les questions
■ La parabole; l'hyperbole; l'ellipse; la oonchoîde de Nicomède; diverses autres conchoîdes ; le limaçon de Pascal ; la spirale d'Archiinède ; la qnadratrice de Dinostrate ; la cissoïde de Dioclès; la cycloide; la compagne de la cyeloîde, et la parabole de Descartes (courbe d»i troisième degré, que Descartes engendrait d'un raonyement continu, et dont il faisait usage dans sa Géométrie y pour la construction des équations du sixième degré).
des dimensions des figures^ et de leurs centres de gravité, qui touchaient de si près au calcul intégral actuel. Il avait imaginé, pour résoudre ces questions, une méthode analogue à celle de Cavalleri, mais qu'il présentait sous un point de vue plus conforme à la rigueur géométrique. Il intitula cette méthode, qu'il avait puisée, dit-il, dans une lecture approfondie des ouvrages d'Archimède, Traité des indivisibles. Il paraît certain qu'il la possédait avant que Cavalleri eût publié la sienne, et qu'il la gardait in petto y dans la vue de se procurer une supériorité flatteuse sur ses rivaux, par la diflBculté des problèmes qu'elle le mettait en état de résoudre. Il en résulta que tout l'honneur d'une aussi utile découverte resta à Cavalleri \
§ 10. La solution de Fermât, pour les tangentes des courbes, repose febmit, sur les mêmes principes que sa belle méthode De maximis et mini- 1590- 1663. mis, où il introduisait, pour la première fois, l'infini dans le calcul, comme Kepler l'avait introduit dans la Géométrie pure. Aussi cette méthode a fait regarder Fermât comme le premier inventeur du calcul infinitésimal.
Le passage suivant, extrait du Calcul des fonctions de l'illustre Lagrange, fait connaître d'une manière claire et précise Fesprit et le mécanisme des procédés de Fermât, et le lien qui les unit aux nouveaux calculs : a Dans sa méthode De maximis et minimis, il égale l'expression de la quantité dont on recherche le maximum ou le minimum , à l'expression de la même quantité dans laquelle l'inconnue est augmentée d'une quantité indéterminée. Il fait disparaître dans cette équation les radicaux et les fractions, s'il y en a, et après avoir effacé les termes communs dans les deux membres^ il divise tous les autres par la quantité indéterminée qui se trouve les multiplier; ensuite il fait cette quantité nulle, et il a une équation qui sert à déterminer l'inconnue de la question. Or, il est
' Le Traité des indivisibles ne parât , ainsi que la plupart des autres ouvrages de Roberval , que près de vingt ans après sa mort , dans le recueil intitulé : Divers ouvrages de mathématiques et de physique^ par MM. de P Académie royale des sciences; infol., 1693 ; puis en 1730 , dans le tome VI des anciens Mémoires de r Académie des sciences.
facile de voir au premier coup d'œil que la règle déduite du calcul différeutiel^ qui consiste à égaler à zéro la différentielle de l'expression qu'on veut rendre un maœimum ou un minimum ^ prise en faisant varier l'inconnue de cette expression^ donne le même résultat^ parce que le fond est le méme^ et que les termes qu'on néglige comme infiniment petits dans le calcul différentiel^ sont ceux qu^on doit supprimer comme nuls dans le procédé de Fermât. Sa méthode des tangentes dépend du même principe. Dans l'équatioh entre l'abscisse et l'ordonnée, qu'il appelle la propriété spécifique de la courbe, il augmente ou diminue l'abscisse d'une quantité indéterminée, et il regarde la nouvelle ordonnée comme appartenant à la fois à la courbe et à la tangente, ce qui fournit une équation qu'il traite comme celle d'un cas de maximum ou de minimum. On voit encore ici l'analogie de la méthode de Fermât avec celle du calcul différentiel; car la quantité indéterminée dont on augmente l'abscisse, répond à la différentielle de celle-ci, et l'augmentation correspondante de l'ordonnée répond à la différentielle de cette dernière. Il est même remarquable que dans l'écrit qui contient la découverte du calcul différentiel, imprimé dans les Actes de Leipzig du mois d'octobre 1684, sous le titre : Nova methodus pro mawimis et minimis ^ etc., Leibnitz appelle la différentielle de l'ordonnée une ligne qui soit à l'accroissement arbitraire de l'abscisse comme l'ordonnée à la soutangente; ce qui rapproche son analyse de celle de Fermât. * »
^ M. Poisson n*a pas ëté tout-à-fait aussi absolu que Lagrange dans le jugement qa*il a porté récemment dans cette grande question. L'impartialité que nous devons apporter sur ce point historique , où il s'agit de faire remonter a Fermât l'honneur d'une invention qui a répandu tant de gloire sur l'Angleterre et l'Allemagne , nous fait un devoir de rapporter ici les paroles de M. Poisson , qui d'ailleurs font connaître de la manière la plus lumineuse le principe de la méthode de Fermât, et la nuance précise qui existe entre elle et l'invention de Leibnitz. . A Fermât l'idée philosophique \ a Leibnitz l'instrument indispensable pour la mettre en pratique.
« A mesure qu'une grandeur s'approche de son maximum ou de son minimum , elle varie » de moins en moins , et sa différentielle s'évanouit lorsqu'elle atteint Tune ou l'autre de ces » valeurs extrêmes. En partant de ce principe , Fermât eut l'heureuse idée , pour déterminer M le maximum ou le minimum d'une quantité , d'attribuer à la variable dont elle dépend ,
L'opinion de Lagrangè^ sur la part qu'on doit donner à Fermât dans l'invention des nouveaux calculs^ a été celle aussi de ses illustres confrères Laplace et Fourier; elle avait déjà été émise ^ dans un temps oii l'on n'avait pas encore songé à revendiquer pour Fermât la gloire cpii lui est due, par d'Alembert % qui a écrit avec tant de profondeur et de sagacité sur la métaphysique de la Géométrie, et même par Buffon ^, traducteur du Traité des fluxions , et admirateur enthousiaste du grand Newton.
§ IL Fermât fut avec Pascal l'inventeur du calcul des probabilités, l'une des plus belles productions du XYII^ siècle*
Il fut sans égal daiis la théorie des nombres, où il possédait sans doute une. méthode simple qui nous est encore inconnue, malgré les grands perfectionnemens qu'a reçus l'analyse indéterminée; car les beaux théorèmes dont il ne nous a laissé que les énoncés, et qui ont occupé depuis les plus célèbres géomètres, n'ont été démontrés que successivement, à grand'peine et par des méthodes diverses.
> un accroîssement infiniment petit , et d'égaler à zéro raccroissement correspondant de cette » quantité , préalablement réduit au même ordre de grandeur que celui de la variable. C'est » de cette manière qu'il détermina la route de la lumière au passage d*un milieu dans un » autre , en supposant , d'après la théorie qu*il avait adoptée y que le temps de ce trajet » doit être un minimum. Lagrange le considère y pour cette raison y comme le premier inven- » teur du calcul difierentiel ; mais ce calcul consiste dans un ensemble de règles propres à » trouver immédiatement les différentielles de toutes les fonctions , plutôt que dans Tusage » qu'on fera de ces variations infiniment petites , pour résoudre telle ou telle espèce de pro- » blêmes $et sous ce rapport , la création du calcul différentiel ne remonte pas au delà de » Leibnitz, auteur de l'algorithme et de la notation qui ont généralement prévalu, dès l'ori- 1» gine de ce calcul , et auxquels l'analyse infinitésimale est principalement redevable de ses » progrès, n {Mémoire sur le calcul des variations, par M. Poisson , lu a l'Académie le 10 novembre 1831 , inséré dans le tom. XII des Mémoires de l'Académie des sciences).
^ « On doit à Descartes l'application de l'algèbre à la Géométrie , sur laquelle le calcul différentiel est fondé , et a Fermât la première application du calcul aux quantités différentielles j pour trouver les tangentes ; la Géométrie nouvelle n'est que cette dernière méthode généralisée. » (Art. GioHtTRiE de V Encyclopédie,)
^ « Fermât trouva moyen de calculer l'infini , et donna une méthode excellente pour la résolution des plus grands et des moindres ; cette méthode est la même, à la notation près, que celle dont on se sert encore aujourd'hui ; enfin cette méthode était le calcul différentiel si son auteur l'eût généralisée. » (Préface de la ti^aduction de la Méthode des fluxions de Newton.)
Malgré sa prédilection pour ces recherches numériques^ Fermât enrichit aussi la Géométrie de belles découvertes.
A rinstar d'Archimède^ qui avait donné la quadrature de la parabole, il carra les paraboles de tous les ordres ; il détermina de plus les volumes et les centres de gravité des paraboloïdes, et de plusieurs autres solides; et il découvrit les propriétés d'une spirale différente de celle d^Archimède, Il alla encore au delà de ce prince des géomètres de l'antiquité en résolvant, par une méthode purement géométrique et fort analogue à la méthode d'exhaustion, une question dontArchimède n'avait point laissé de traces, et que Descartes avait jugée audessus des efforts de l'esprit humain, la rectification absolue de la parabole cubique et de quelques autres courbes {De linearum curvarum cum lineis rectis comparatione. Œuvres de Fermât^ pag. 89); mais, ce travail n'ayant été publié qu'en 1660, Fermât fut devancé dans la gloire de cette grande découverte, de la rectification d'une ligue courbe, par Neil et Van Heuraet.
C'était sa méthode De maximis et minimis qui mettait Fermât en état de résoudre la plupart de ces grandes questions. L'une des plus belles applications qu'il en fit, fut au phénomène de la réfraction de la lumière, qui avait élevé entre lui et Descartes un démêlé célèbre. Sa solution fut la confirmation de la règle trouvée par son illustre antagoniste, qu'il avait combattue jusque-là. Cette solution parut si belle, qu'elle lui fit partager avec Descartes la gloire d'avoir agrandi le domaine de la Géométrie, en introduisant cette science dans l'étude des phénomènes de la nature.
§ 12. Fermât excella aussi dans cette autre partie de la Géométrie, qui se rapporte à l'analyse géométrique des Anciens, et que nous avons appelée la Géométrie d'Apollonius.
Il rétablit les lieux plans de ce géomètre, suivant les énoncés laissés par Pappus. Il annonçait, dans une lettre adressée à Roberval, qu'il en avait trouvé beaucoup d'autres très-beaux et dignes de remarques; mais les deux hvres d'Apollonius seuls ont été imprimés, et nous sont connus.
D apprit à trouTer les lieux plans et solides^ par une méthode analytique et générale^ et à se servir de cette méthode pour la construction des problèmes par les lieux. C'était la méthode des coordonnées de Descartes^ que Fermât ayait lui-même conçue ayant que le célèbre philosophe eût mis au jour sa Géométrie.
Fermât étendit ensuite cette doctrine à la question difficile de la construction des problèmes géométriques en général^ par les courbes les plus simples. C'est dans ses recherches sur le degré des courbes nécessaires à la construction d'une équation quelconque^ qu'il fut conduit à ce principe général^ que Jacques Bemoulli démontra depuis dans les Actes de Leipzig de 1688^ en reprochant à la Géométrie de Descartes de l'avoir omis; savoir : qu'il suffît toujours que le produit des dimensions des courbes qu'on emploie ne soit pas moindre c[ue le degré de l'équation \
§ 13. Dans son traité De contactibus sphœricis, Fermât résolut le premier^ et complètement^ les problèmes sur les contacts des sphères^ comme Yiète avait fait pour les contacts des cercles dans son Apollonius Gallus.
Cette question lui avait été proposée par Descartes ^ qui dit^ dans ses lettres, l'avoir résolue par la ligne droite et le cercle; mais dont la solution ne nous est pas parvenue.
Le travail de Fermât est complet, et écrit d'un style pur qui en fait un modèle de bonne GéométriCs Nous devons dire pourtant qu'on a fait beaucoup mieux dans ces derniers temps ^. Yoici sous quel rapport :
1 De solutione problematum geameiricorum per curvas aimpltcùsimas , etc. Opéra varia , pag. 110.
^ On n'ayalt point, jusqu'au commencement de ce siècle, d*autre traité du contact des sphères que celui de Fermât. A cette époque cette question 6xa Tattention de quelques disciples de Monge, qui Tenvisagèrent sous un point de vue nouveau, qui se cassentait déjà de la généralité de méthodes et de conceptions, qui fait le caractère de la Géométrie de cet illustre maître. Ces premiers essais furent consignés en partie dans le second numéro du !•' volume de la Correspondance polytechnique; une courte analyse d'un Mémoire de M. Ch. Dupin, qui devait les compléter, parut plus tard dans le même recueil (tom. II, pag. 420) ; elle est de nature , par les résultats élégans et nouveaux qu'elle contient , à faire regretter vivement que ce célèbre académicien n'ait pas publié son travail. On doit à M, Gaultier, professeur au Con-
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ce traité contient^ outre le problème principal de la sphère tangente à quatre sphères données^ quatorze autres problèmes ^ qui ne sont au fond que des cas particuliers de celui-là^ mais que l'on est obligé de résoudre successivement^ en s'élevant de Tun à l'autre y pour enfin arriver^ par cette voie progressive^ au problème finale dont la solution est élégante et facile^ mais ne comprend pi» celles des cas particuliers de la question^ et se ramène^ au contraire^ à l'un de ces cas particuliers. La Géométrie moderne procède différemment; elle donne tout d'un coup la solution du problème général; et cette solution s'applique à tous ces cas particuliers^ par lesquels Fermât avait du passer. On conçoit tout ce qu'a de satisfaisant une telle généralité de conception et de méthode 9 et l'on y reconnaît de véritables progrès dans la science. Qu'on nous permette d'ajouter que l'on peut^ sous un autre point de vue^ apporter une nouvelle sorte de généralisation dans cette matière^ en substituant aux quatre libères ^ quatre surfaces du second degré semblables entre elles ^ et plus généralémoit encore quatre surfaces du second degré quelconques^ pourvu qu'elles soient inscrites toutes les quatre dans une même surface du même degré; et l'on &it voir que ce problème et sa solution comprennent^ comme corollaire^ le cas des quatre sphères. ( Voir la Note XXVIII. )
serratoire des arts et métiers , d'avoir rq;>ris cette question , qu'il a traitée avec une généralité tout-li-fait nouvelle et satisfaisante. Des méthodes plus récentes ont encore donné uu nouveau degré de simplification à cette matière. Les unes sont purement descriptives , c'est-à-dire qu'elles ne considèrent aucune relation de longueur de lignes , et ce sont les plus générales et les plus simples. Parmi les autres , qui exigent la mesure et la composition de certains rapports de lignes 9 on distingue celles que le célèbre Pergola et son savant disciple M. Flauti, ont données dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Naples» ( F'oir aussi la Geometria di sito de M. Flauti, seconde édition, ann. 1821, pag. 156.)
La question de la sphère tangente à quatre autres, est une de celles où la Géométrie a eu pendant long-temps l'avantage sur l'analyse. Ëuler en avait présenté , en 1779 , à l'Académie de Pétersbourg , deux solutions analytiques , qui ne parurent qu'au commencement de ce siècle dans le Recueil de cette Académie pour les années 1807-1808 (imprimé en 1810). Camot déjà en avait indiqué une solution analytique dans sa Géométrie de position {fi. 416), mais sans en effectuer les développemens qui l'auraient conduit à une équation du second degré. Ce fut , de nos jours, M. Poisson qui résolut, le premier , complètement cette question par le calcul. (Bulletin de la Société philomatique , ann. 1812, pag. 141.) Peu de temps après.
Cette comparaison de la solution de Fermât aux solutions modernes ne paraîtra peut->étre pas déplacée ici^ comme montrant bien la nature des progrès que la Géométrie a faits ^ et de ceux auxquels elle doit tendre, même dans les questions où l'on se borne trop souvent à admirer les productions des grands géomètres, sans oser supposer que la perfectibilité de la science puisse leur porter atteinte.
' S 14. Fermât avait commencé et promis la restitution des porismes d'Ettclide, en donnant à ce mot un autre sens que celui qui a été généralement adopté depuis, d'après R. Simson. Mais, si le célèbre géomètre écossais a deviné et rétabli la forme des énoncés des porismes, Fermât avait peut-être aussi pénétré, et non moins heureusement, dans ce mystère, en concevant le but, la destination et la haute utilité qu'Euclide avait assignés à son Traité des porismeê. Mais Fermât s'exprime à ce sujet si succinctement, qu'il a peutêtre fallu trouver à priori les idées et les intentions que nous croyons apercevoir dans sa manière de considérer les porismes; et nous devons remettre à un autre moment le développement de notre opinion sur ce sujet.
Cinq théorèmes que Fermât a laissés, comme exemple ou spécimen des porismes, nous font regretter qu'il n'ait pas donné suite à son travail. Le troisième surtout de ces porismes, aurait mérité de fixer l'attention des géomètres, comme étant certainement Tun des plus beaux et des plus féconds de toute la théorie des coniques. C'est en effet précisément le fameux théorème de Desargues, sur l'involution de six points, si connu dans la Géométrie récente. Un autre porisme, que Fermât avait proposé à démontrer à Wallis, est un corollaire de ce théorème général appUqué à la parabole \
Fermât avait promis non-seulement la restitution des trois livres des
MM. Bînet et Français en ont donné aussi des solutions analytiques différentes ( 17* cahier du Journal de Vécole polytechnique , et tom. 111 des Annales de mathématiques ).
^ R. Simson a emprunté de Fermât ces deux belles propositions , et les a démontrées , la première dans son Traité des porismes, sous le n« 81 , et l'une et Tautre dans son Traité des sections coniques , livre 5«, propositions IS et 19. La seconde, celle qui concerne la parabole y a aussi été reproduite par Ozanam , dans son Dictionnaire de mathématiques , à Tart. Pobishis.
PASCAL
porismes d'EucIide; mais il devait étendre cette doctrine au delà des bornes que le géomètre grec s'était posées, et l'appliquer aux sections coniques et à toutes sortes d'autres courbes. Il y avait découvert^ ditil^ des choses ignorées et admirables ^ Loin de penser comme Simson que cette promesse était téméraire^ nous croyons y voir un indice que Fermât avait compris la vraie doctrine d'Ëuclide^ et avait su en découvrir toute la portée et la fécondité.
§ 15. Dans le même temps Pascal ^ saisissant avec sa pénétration accoutumée l'esprit de la méthode des indivisibles de Gavalleri^ en démontrait toute la rigueur^ et se l'appropriait en l'appliquant d'une manière générale aux questions difficiles des surfaces^ des volumes et des centres de gravité des corps. Ces recherches^ qui offrent un monument précieux de la force de l'esprit humain^ touchaient de près au calcul intégral ; elles sont le lien entre Archimède et Newton.
Avec le secours de cette méthode^ Pascal surpassait les plus célèbres géomètres dans la recherche des propriétés de la cycloïde.
Déjà cette courbe fameuse ^ dont l'histoire se rattache à toutes les grandes conceptions du XYII® siècle^ avait été l'objet des travaux de Galilée^ Descartes ^ Fermât, Roberval, Torricelli. Après avoir dormi quelque temps, elle fut remise sur la scène par Pascal, qui voulut, en quelque sorte, que la grande difficulté des questions nombreuses auxquelles cette courbe donnait lieu , servit d'essai et fut la mesure des forces et de la capacité des géomètres de son temps. Wren, Sluze,
^ Imà et Êuclidem ipêum promoeebimus eiporismaia in coni sectionibus et aliie quih%MCumque curvie mirabilia eanè y et hactenua ignota detegemus. ( Varia opéra Mathematica , pag. 1 19.)
Cette promesse 9 que le jugement sûr et le noble caractère de Taateur ne nous permettent pas de regarder comme exagérée , nous montre combien la Géométrie est intéressée à la découverte des manuscrits de Fermât , dont Tanalyse, plus particulièrement, jusqu'ici, avait déploré la perte.
Espérons que nous ne sommes pas privés pour toujours d'ouvrages si précieux. Déjà M. Libri, dans les recherches auxquelles il se livre pour une histoire générale des sciences , a eu le bonheur d'en découvrir deux fragmens , qui étaient restés inédits , et de trouver diverses indications qui lui font espérer de nouvelles découvertes. L'esprit supérieur de ce célèbre analyste nous est un sûr garant qu'il attachera un haut prix , dans ses recherches , aux fragmens de pure Géométrie, comme aux productions analytiques du génie de Fermât.
Wallis, Huygens^ La Loubère^ Fabri, répondirent à cet appela et résolurent chacun une partie plus ou moins considérable des questions proposées; mais laissant tous à Pascal la gloire d'une solution complète. Depuis^ la cycloïde eut une troisième phase^ lors de l'inyention du calcul différentiel. Outre ses propriétés géométriques si belles et si diverses^ elle en acquit alors ^ entre les mains de Ne^on^ de Leibnitz^ des Bernoulli et du marquis de Lhôpital^ de nouvelles^ puisées dans des considérations de mécanique^ qui ajoutèrent à l'importance et à la célébrité de cette courbe merveilleuse.
Le mouyement d'une roue sur un plan , dans lequel on a découvert la cycloïde^ offire une seconde génération de cette courbe^ à laquelle je ne crois pas que l'on ait fait attention; c'est que V enveloppe de V espace parcouru par un diamètre de la roue est précisément aussi une cycloïde ^
La considération de cette courbe a été l'origine d'une classe nombreuse de lignes^ produites par le roulement d'une courbe donnée sur une autre courbe fîxe^ qui ont été considérées dans toute la généralité que comporte cette question, par Leibnitz^ De laHire,Nicolle^ etc.^ et dont Herman et Glairaut ont étendu la théorie aux courbes décrites de la même manière sur la sphère.
S 16. Les travaux de Pascal sur cette autre partie de la Géométrie, \ qui se rattache à l'analyse géométrique des Anciens et k la théorie des coniques, ne méritent pas moins notre admiration que ses étonnantes découvertes sur la cycloïde, et que ses autres applications de la méthode de Gavalleri. Nous y trouvons, ainsi que dans un écrit de Besargues sur la même matière, le germe des nouvelles doctrines qui constituent la Gréométrie moderne. Nous devons donc parler avec quelques détails de cette partie des découvertes de Pascal.
La plus saillante, et qui fut entre ses mains d'un usage magique, est
1 Les épicycloïdes sont susceptibles aassi d*ane doable génération semblable ; et on dédaît de là diverses propriétés de ces courbes.
Si, au lieu d'un diamètre, on considère dans le cercle mobile une corde quelconque, son enveloppe sera une développante d'une épicycloïde.
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son beau théorème de Vheœagramme mystique. Il désignait ainsi cette propriété de tout hexagone inscrit à une conique, cTavoir les trois points de concours de ses côtés opposés^ toujours en ligne droite. Cinq points déterminent une conique; ce théorème est donc une relation de position d'un sixième point cpielconcpie de cette courbe par rapport aux cinq premiers ; c'est donc une propriété fondamentale et caractéristique des coniques. Aussi Pascal, alors âgé seulement de seize ans, comme il le dit lui-même S ^^ ^^^^ ^^^ ^^ ^^^ ^'^^ traité complet des coniques. Cet ouvrage ne nous est pas parvenu. Leibnitz, qui, pendant son séjour à Paris, l'a eu entre les mains, nous fait connaitre par une lettre adressée en 1676 à M. Perier, neveu (ie Pascal, les titres des six parties, ou traités, qui devaient le composer. {Œuvres de Pascal , tom. V, pag. 459. )
Le titre de la I^^ partie nous apprend que Pascal se servait des principes delà perspective, pour engendrer les coniques par le cercle, et tirer, de cette manière, leurs propriétés de celles du cercle. Cette méthode, suivant Leibnitz, était le fondement de tout l'ouvrage.
La 2^e partie roulait sur l'hexagramme mystique, (c Après avoir » expliqué, dit Leibnitz, la génération du cône, faite optiquement » par la projection d'un cercle, sur un plan qui coupe le cône des » rayons, il explique les propriétés remarquables d'une certaine )) figure, composée de six lignes droites; ce qu'il appelle hexagramme )) mystique. »
Dans la 3™® partie se trouvaient les applications de l'hexagramme; les propriétés des cordes et des diamètres coupés harmoniquement; et probablement les théorèmes qui constituent la théorie tles pôles ^.
1 Conicorum opus completum , et conica Apolhmii et alia innumera tsnicâ ferè prvposttionê amplectens; quod quidem nondum êex decimum œtatis annum asêecutus excogitavi, et deindè in ordinem congessi. ( Œuvres de Pascal, tom. IV, pag. 410.)
2 M. Poncelet a déjà exprimé cette opinion dans son Traité des propriétés projectives, pag. 101. Il nons paraît facile de la jnstifier. Car le théorème de l'hexagone, quand on y suppose que deux côtés opposés deviennent infiniment petits , auquel cas la figure représente un quadrilatère inscrit à la conique , et deux tangentes menées par deux sommets opposés , ce théorème , dis-je , donne immédiatement , comme corollaire , le suivant : quand un qua*
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La A^^ partie contenait ce qui a rapport aux segmens faits sur des sécantes menées parallèlement à deux droites fixes ^ et les propriétés des foyers.
Dans la S™**, Pascal résolvait les problèmes où il s'agit de décrire une conique qui satisfasse à cinq conditions^ de passer par des points et de toucher des droites.
Enfin^ la 6°^^ partie avait été intitulée par Leibnitz De loco solido. Quelques mots nous font supposer qu'il pouvait y être question du &meux problème de Pappus y Ad très aut quatuor lineas.
Quelques fragmens contenaient divers problèmes.
§ 17/ Heurehsemént^ à l'ôdcasion de ce traité^ Pascal avait réuni ^ sous le titre d^ Essai pour les coniques ^ quelques-uns des principaux théorèmes qu'il devait contenir^ voulant les soumettre à l'examen des géomètres et avoir leur sentiment^ avant de pousser plus loin son travail. C'est cet Essai , qui parut en 1640^ quand Pascal avait en effet à peine 16 ans^ dont il est question Hans quelques lettres de Descartes^ à qui le P. Mersenne l'avait envoyé. Depuis il est resté enseveh pendant plus d'un siècle^ et n'a revu le jour qu'en 1779^ par les soins de M. Bossut^ dans son édition complète des Œuvres de Pascal.
Cet écrite de sept pages iii-8^^ est un fragment précieux des découvwtes et de la mléthôdé du grand Pascal^ touchant les coniqnes.
En voici une très-succincte analyse :
Le fameux théorème de l'hexagramme mystique se trouve d'abord éàoucé^ comme lemme^ d'où tout le reste doit se déduire.
La première des propositions qui viennent ensuite est encore relative à l'hexagone inscrit dans une conique; c'est une relation entre les
drilatère est inscrit dans une conique ^ les tangentes à la courbe y menées par deux sommets opposés ^ se coupent sur la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
Ce tliéorèine parait répondre aux mots de quatuor tangentibus, et rectis puncia tactuumjungeniibus, qui «e trouvent au titre de cette troisième partie , et être Tun de ceux que Pascal avait déduits de son hexagramme. Mais on reconnaît aisément que ce théorème contient toute la tbéorie des pôles. Il nous parait donc prouvé que cette théorie était comprise dans les applications que Pascal avait faites de Thexagramme,
segmens faits sur deux de ses côtés par deux autres côtés et deux diagonales. Cette relation n'est au fond que le théorème de Desargues sur Tinvolution de six points^ mais présenté sous un point de vue différent^ qui pouvait le rendre propre à de nouveaux usages. Nous développerons cette idée dans la Note XV.
La proposition suivante^ exprimée par une double égalité de rapports, renferme deux propositions différentes. La 1^® est la 129* du 7® livre des Collections mathématiques de Pappus, qui nous a donné lieu d'introduire la notion du rapport anharmonique ^ et dont nous avons déjà dit qu'elle pouvait être la base d'une partie considérable de la Géométrie récente ; la seconde est le théorème de Ptolémée sur le triangle coupé par une transversale.
Puis vient une proposition qui, eu égard à ce théorème de Ptolémée, se réduit à la belle et importante propriété des coniques, relative aux segmens qu'une telle courbe fait sur les trois côtés d'un triangle, due dans ces derniers temps à l'illustre auteur de la Géométrie de position.
La proposition suivante est cette même propriété des coniques, étendue à un quadrilatère quelconque, au lieu d'un triangle ^ Ce théorème généralisé par Carnot, qui l'a démontré pour un polygone et une courbe géométrique quelconques, et l'a étendu même aux surfaces courbes ^, est un des plus féconds de la théorie des transversales.
Ensuite on remarque le fameux théorème sur l'involution de six points, « dont le premier inventeur est M. Desargues, un des grands esprits de ce temps, et des plus versés aux mathématiques, et entre autres aux coniques. » Pascal ajoute qu'il a a tâché d'imiter sa méthode sur ce sujet, qu'il a traité sans se servir du triangle par
' Si l'on suppose que deux sommets du quadrilatère soient a l'infini , les segmens qui aboutissent à ces sommets seront égaux , deux à deux , comme étant infinis , et comptés sur des droites parallèles ; alors il en résulte la belle propriété des coniques y relative au rapport constant des produits des segmens faits sur deux transversales issues d'un point quelconque , parallèlement à deux droites fixes.
2 Géométrie de position , pag. 437.
l'axe ^ en traitant généralement de toutes les sections du cône \ »
§ 18. Nous concevons parfaitement^ d'après la fécondité éprouvée des théorèmes que nous venons de citer ^ que Pascal en ait fait^ comme il Tannonçait^ la base d^Êlémens coniques complets; et qu'en les déduisant de son hexagramme mystique , il ait tiré de ce seul prin* cipe 400 corollaires 9 comme le dit le P. Mersenne, dans son traité De mensuris, ponderibus, etc.; in-foL, 1644*. ( Fotr la Note XIII).
On remarque que ces divers théorèmes principaux exprimaient chacun une certaine propriété de six points situés sur une conique ; ce qui explicpie comment Pascal avait pu les déduire de son hexagramme mystique ^ qui était lui-même une propriété générale de ces six points. Mais chacun de ces théorèmes avait pris une forme diJOTérente ^ qui le rendait propre à des usages particuliers qui comprenaient un nombre immense de propriétés des coniques.
C'est cet art infiniment utile de déduire d'un seul principe un grand nombre de vérités^ dont les écrits des Anciens ne nous offirent point d'exemples^ qui fait l'avantage de nos méthodes sur les leurs.
§ 19. Pascal avait écrit plusieurs autres ouvrages de Géométrie^ dans le style de son Traité des coniques. Les titres seuls nous en sont parvenus^ par une note qu'il adressa en 1654 ' à une société de savans qui se réunissaient les uns chez les autres^ avant la fondation de l'Académie des sciences^ qui eut lieu en 1666.
Nous y voyons qu'à l'instar de Viète, il avait résolu^ mais avec une extension considérable et par une méthode extrêmement simple^ les problèmes sur les contacts des cercles; puis les questions analogues sur les contacts des sphères; qu'il avait écrit un traité des lieux plans,
1 Nous ayons expliqué , en parlant d'Apollonius , ce qu'on entend par le triangle par Faxe ; et nous avons dit que ce grand géomètre de l'antiquité supposait , pour former ses coniques , le plan coupant perpendiculaire au plan de ce triangle. Desargues , comme on voit , et Pascal , à son exemple, traitaient les coniques d'une manière beaucoup plus générale , puisqu'ils prenaient le plan coupant dans une position tout-à-fait arbitraire.
2 Unica propontiane universalisaima , 400 corollariiê armatà, iniegrum Apollonium cornpUxuê est.
» OEuvres de Pascal, tom. IV, pag. 408.
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plus étendu et plus considérable que ce qu'avaient fait les Anciens et les Modernes sur ce sujets et par une méthode neuve et extrêmement expéditiye; et enfin qu'il avait imaginé aussi une méthode nouvelle de perspective^ aussi simple que possible, puisque chaque point du tableau se construisait par l'intersection de deux lignes droites.
Cette faible indication, que nous trouvons dans la note de Pascal, suffit pour nous faire regretter la perte d'écrits où devaient briller le génie inventeur de ce profond géomètre, et l'art admirable avec lequel il savait généraliser une première découverte, et en tirer toutes les vérités qu'elle renfermait.
g 20. Desargues, que Pascal avait pris pour guide, et qui était digne en effet d'un tel disciple, avait aussi écrit sur les coniques, un an auparavant, d'une manière neuve et originale* Sa méthode reposait, comme celle de Pascal, sur les principes de la perspective % et sur quelques théorèmes de la théorie des transversales. Il ne nous reste que quelques indications peu lucides sur l'un de ses écrits, intitulé : Brouillon projet d'une atteinte aux événemens des rencontres du cône avec un plan. Les autres, s'il en a existé plusieurs, ainsi que peut le faire supposer un passage de V Essai de Pascal, étaient peut-être sur des feuilles volantes, comme il parait que Desargues en usait, soit pour communiquer ses découvertes, soit pour répondre à ses nombreux détracteurs.
^ C'est une question de savoir si les Anciens ont connu les usages de la perspective dans la Géométrie rationnelle; et cette question, je crois, n'a point été approfondie. Au premier abord on serait tenté de répondre affirniatirement; tant cette méthode est naturelle , et parait liée à leur manière d'engendrer les coniques , dans le cône à base circulaire. Aussi cette opinion est-elle la plus commune chez les géomètres. Elle a été fortifiée dans ces derniers temps par le sentiment particulier de M. Poncelet sur les porismes d^Ëuclide , qui auraient été des propositions démontrées par cette méthode ( Traité des propriétés projectives ; Introduction^ p. xixvij). Mais, malgré tout le respect que nous professons pour l'opinion de ce célèbre géomètre ^ nous devons avouer que nous n'avons trouvé dans la lecture des Anciens aucune trace , aucun indice qui nous autorisent à la partager dans cette circonstance. Nous croyons, au contraire, que la méthode de la perspective, comme nous la pratiquons actuellement en Géométrie rationnelle, n'a point été en usage dans l'école grecque. Aussi, jusqu'à un plus approfondi et plus ample examen , nous attribuerons cette méthode aux Modernes , et nous dirons que Desargues et Pascal ont le mérite de l'avoir appliquée , les premiers , à la théorie des coniques.
Celui que nous venons de citer parut en 1639. U en est parlé dans plusieurs lettres de Descartes.
Cet écrit se distinguait par quelques propositions nouvelles^ et surtout par l'esprit de la méthode^ qui était fondée sur cette remarque judicieuse et féconde^ que les sections coniques^ étant formées par les différentes façons dont on coupe un cône qui a pour base un cercle, devaient participer aux propriétés de cette figure.
Desargues apportait donc une double innovation importante dans l'étude des coniques. D'abord il les considérait sur le cône dans toutes les positions possibles du plan coupant, sans se servir, comme les Anciens, du triangle par l'axe : et ensuite, il imaginait d'approprier à ces courbes les propriétés du cercle qui servait de base au cône.
Cette idée, cpii nous parait si simple et si naturelle aujourd'hui^ parce que nous sonunes accoutumés aux procédés de la perspective, et à divers autres modes de transformation des figures, n'était pas venue à l'esprit des géomètres d'Alexandrie. Car nous n'en trouvons aucune trace dans leurs ouvrages : et nous y voyons qu'en se servant, dans leur théorie des coniques, d'une propriété du cercle (celle du produit des segmens faits sur deux cordes qui se coupent), ils n'ont point eu l'intention de rechercher son analogue dans ces courbes; mais seulement de démontrer leur théorème du lattis rectum.
§ 21. La méthode de Desargues lui permit d'apporter dans la théorie des coniques, comme il le fit dans divers autres écrits, des vues nouvelles de généralité, qui agrandissaient les conceptions et la métaphysique de la Géométrie.
Ainsi, il y considéra comme des variétés d'une même courbe les diverses sections du cône (le cercle, l'ellipse, la parabole, l'hyperbole et le système de deux lignes droites), qui, jusque-là, avaient toujours été traitées séparément, et par des moyens particuliers à chacune de ces sections \
' Deêarguenttê primuê êectUmes conicas universali quadam ratiotie iraciare, ac proposiiiones mulioê sic enuntiare cœpit^ ut quœcunque seetio êubinielligi poêsei (A et. erud., ann. 1685, Fg. 400).
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Descartes nous apprend que Desargues regardait aussi un système de plusieurs droites parallèles entre elles ^ comme une variété d'un système de droites concourantes en un même point; dans ce cas le point de concours était à l'infini. (( Pour votre façon de considérer )> les lignes parallèles comme si elles s'assemblaient à un but à di- » stance infinie^ afin de les comprendre sous le même genre que
)) celles qui tendent à un points elle est fort bonne )> ^ (Lettres de
Descartes , tom. III, pag. 457, édition in- 12.)
Leibnitz fait mention aussi de cette idée de Desargues dans un mémoire sur la manière de déterminer la courbe enveloppe d'une infinité de lignes {Acta erud. ann. 1692, pag. 168); et dans un autre endroit, il la rattache à sa loi de continuité {Comm. epist., tom. II, pag. 101). Newton adopta cette définition des parallèles dans les lemmes 18 et 22 de ses Principes de la philosophie naturelle , où il regarde des droites parallèles comme concourant en un point situé à l'infini.
Desargues appliquait aux systèmes de lignes droites les propriétés des lignes courbes; ce qui est aujourd'hui chose naturelle et trèsusitée, parce qu'un système de droites peut être représenté par une équation unique, comme une courbe géométrique; mais ce qui était alors une conception neuve et originale. Descartes en parle en ces termes , dans une lettre adressée au P. Mersenne :
« La façon dont il commence son raisonnement, en l'appliquant )) tout ensemble aux lignes droites et aux courbes, est d'autant plus » belle qu'elle est plus générale, et semble être prise de ce que j'ai » coutume de nommer métaphysique de la Géométrie, qui est une » science dont je n'ai point remarqué qu'aucun autre se soit servi, » sinon Archimède. Pour moi, je m'en sers toujours pour juger en
1 Cette innovation fit sensation dans le temps. Bosse la cite en ces termes , comme exemple des manières nniyerselles de Desargues en Géométrie : « Il fait voir , comme il Ta écrit à un » sien ami défunt , le rare et savant M. Pascal , fils , que les parallèles sont toutes semblables à H celles qui aboutissent à un point, et qu'elles n'en diffèrent point. » ( Traité des pratiques géométrales et perspectives ; in-12, 1665.)
» général des choses cpii sont trouTables^ et en quels lieux je les dois » trouver » {Lettres, pag. 379 du tom. IV.)
S 22. Les idées de Desargues ^ concernant les systèmes de lignes droites^ comparés aux lignes courbes, ont dû le porter à chercher à appliquer aux sections coniques diverses propriétés connues du système de deux droites. L'une d'entre elles que Pascal^ dans son Essai pour les coniques y appelle merveilleuse^ et qui, en effet, est d'une fécondité extrême, nous a été conservée- C'est la relation des segmens faits par une conique , et par les quatre cotés d'un quadrilatère qui lui est inscrit, sur une transversale menée arbitrairement dans le plan de la courbe.
Cette relation consiste en ce que : « Le produit des segmens compris » sur la transversale, entre un point de la conique et deux côtés op- » posés du quadrilatère, est au produit des segmens compris entre » le même point de la conique et les deux autres côtés opposés du » quadrilatère, dans un rapport qui est égal à celui des produits sem- )) blablement faits avec le deuxième point de la conique situé sur la )) transversale. ))
Ce théorème est énoncé par Pascal dans son Essai pour les coniques^ et par Beaugrand dans une lettre critique sur l'ouvrage de Desargues , intitulé Brouillon projet dune atteinte aux événemens des rencontres du cône avec un plan. Cette lettre nous apprend que Desargues appelait la relation qui constitue son beau théorème involution de six points.
On voit comment les six points se correspondent, ou sont conjugués deux à deux. Desargues examinait le cas où deux points conjugués venaient à se confondre; il y avait alors involution de cinq points ^; puis celui cil deux autres points conjugués se confondaient aussi; alors on
1 II peat y avoir encore , dans un antre cas , involution de cinq points : c'est quand le sixième point est à Tinfini ; alors son conjng^uë a une position très-remarquable. Je ne sais si Ton a examiné particulièrement ce cas y qui se présente souvent sans qu'on songe à le rattacher à la théorie de Finvolution.
n'avait plus cpie quatre points^ et la relation d'involution devenait un rapport harmonique.
La relation d'involutîon de six points^ telle que nous Pavons énoncée, contient huit segmens; mais elle peut être remplacée par une autre, où n'entrent que six segmens, et celle-ci est la même que celle que Pappus a donnée pour les segmens faits sur une transversale par les quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère (la 130® du livre VII des Collections mathématiques).
En considérant les deux diagonales comme une ligne du second degTé qui passe par les quatre sommets du quadrilatère, on voit que le théorème de Desargues est une généralisation de la proposition de Pappus, dans laquelle se trouve substituée, à la place des deux diagonales du quadrilatère, une conique quelconque passant par les quatre sommets.
§ 23. Un excellent écrit de M. Brianchon , intitulé Mémoire sur les lignes du deuxième ordre (Paris 1817), est basé sur ce théorème, et en fait voir toute la fécondité. Mais il paraît que Desargues luimême avait su en tirer un parti considérable, pour démontrer un grand nombre des propriétés des coniques; car d'une part, Beaugrand dit, dans sa lettre * , qu'une partie du Brouillon projet, etc. , était employée à examiner les corollaires du théorème en question; et, de plus, nous trouvons dans les Pratiques géométrales et perspectives du graveur Bosse le passage suivant, qui se rapporte probablement à ce même théorème. Bosse répond aux détracteurs de Desargues , et ajoute : (( Entre autres ce qu'il a fait imprimer des sections coniques, dont )) une des propositions en comprend bien , comme cas , soixante de » celles des quatre premiers livres des coniques d'Apollonius, lui a )) acquis l'estime des savans, qui le tiennent avoir été l'un des plus » naturels géomètres de notre temps, et entre autres la merveille de » notre siècle, feu M. Pascal. »
Nous trouvons encore quelques observations qui se rapportent au
1 ^mV la Note XIV.
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théorème en question^ et qui prouTent que Desargues avait su eu faire un grand nsage^ dans un ouvrage du graveur Grégoire Huret^ intitulé : Optique de portraiture et peinture^ etc. Paris 1670; in-fol.
Ainsi ^ il est constant que le théorème de Desargues était le fondement de sa théorie des coniques ^ et que les nombreuses propriétés de ces courbes^ que nous avons appris ^ depuis quelques années^ à déduire de ce théorème , n'avaient point échappé à l'esprit logique et essentiellement généralisateur de Desargues.
Mais^ outre son extrême fécondité^ le théorème en question présente un autre caractère qu'il n'est pas moins important de faire ressortir dans un examen philosophique de la marche et de l'esprit des méthodes concernant les coniques. C'est que ce théorème^ par sa nature^ permettait à Desargues de considérer^ sur un cône à base circulaire ^ des sections tout-à-fait arbitraires^ sans faire usage du triangle par l'axe ^ conmije le dit Pascal; tandis que les Anciens et tous les écrivains après eux n'avaient coupé le cône que par des plans perpendiculaires à ce triangle par l'axe. Cette grande innovation nous parait être le principal mérite du traité des coniques de Desargues.
g 24. On voit par ce qui précède que l'ouvrage de Desargues était vraiment beau et original^ et procurait une généralité et des facilités nouvelles à la Géométrie des coniques. Aussi fut-il apprécié comme tel par les grands génies du siècle. Nous avons déjà cité le sentiment d'admiration de Pascal pour cet ouvrage ; nous trouvons qu'il fut -partagé par Fermât^ qui, dans une lettre au P. Mersenne, s'exprime ainsi : « J'estime beaucoup M. Desargues, et d'autant plus qu'il est lui seul » inventeur de ses coniques. Son livret qui passe, dites-vous, pour V jargon, m'a paru très-intelligible et très-ingénieux. » {Œuvres de Fermât, pag. 173.)
Quant à la fécondité du théorème et à la facilité toute nouvelle qu'il qiportait dans la théorie des coniques, on aperçoit aisément quelle en est la cause première. C'est qu'il exprimait une relation tout-à-fait générale de six points pris arbitrairement sur une conique. Les Anciens n'avaient connu de telles relations que pour des positions particulières
des six points 9 par exemple^ pour le cas où quatre points étaient deux à deux sur deux cordes parallèles entre elles (la relation dont ils se servaient alors était que les produits des segmens faits sur ces deux cordes par celle qui joignait les deux autres points^ étaient entre eux comme les produits des segmens faits sur celle-ci par les deux premières). Il leur fallait donc toujours diverses propositions intermédiaires^ pour passer de la considération directe ou implicite de cinq points d'une conique à la considération d'un sixième point. De là, le grand nombre de propositions qui semblaient devoir entrer nécessairement dans un traité des coniques y et de là surtout la longueur des démonstrations.
La solution du problème ad quatuor lineasy il est vrai^ faisait connaitre une propriété toufc-à-fait générale de six points d'une conique; mais jusqu'à Apollonius ^ ce problème n'avait point été résolu complètement^ et ce grand géomètre, qui dit l'avoir résolu à l'aide des principes qu'il a compris dans son III* livre, n'a point eu le temps peutêtre d'en approfondir assez la nature pour le juger propre à entrer dans ses élémens des coniques, de sorte qu'il n'a été d'aucun usage chez les Anciens.
§ 25. Nous avons dit que Fermât avait laissé, parmi quelques propositions présentées comme porismes, le théorème de Desargues; et l'on ne peut douter que ce grand géomètre n'y soit parvenu de son côté. Mais, outre l'avantage d'une antériorité de plus de 25 ans. Desargues a celui d'avoir connu et mis à profit toutes les ressources que ce théorème offrait dans la théorie des coniques.
R. Simson nous parait être le seul géomètre qui se soit servi, jusqu'à ces derniers temps, de ce théorème cpi'il a démontré dans le 5® livre de son Traité des Coniques (Proposition 12«); et dont il avait entrevu la fécondité, car, après en avoir tiré six corollaires, il ajoute qu'ils renferment des démonstrations naturelles et faciles de quelques propositions du premier livre des Principes de Newton. R. Simson avait emprunté ce théorème des OEuvres de Fermât, comme on le voit dans son Traité des Porismes^ oii il le démontre aussi sous le n<> 81.
HISTOffiE DE LA GÉOMÉTRIE. 81
S 26. On n'a considéré jusqu'à ce jour le théorème de Desargues que sous l'énoncé sous lequel nous l'aTons présenté; et c'est ainsi qu'on en a fait de nombreuses applications. Mais^ en y introduisant la notion du rapport anhartnontque , on peut envisager ce théorème sous un autre point de vue , et lui donner une autre forme y qui en fera une proposition différente, et propre à de nouveaux usages. Cette proposition^ qu'on peut regarder comme centrale dans la théorie des coniques^ caj une infinité de propriétés diverses de ces courbes^ qui avaient paru sans liaison^ et étrangères les unes aux autres, en dérivent naturellement^ comme d'un centre unique; cette proposition^ dis-je, offre une voie facile pour passer du théorème de Desargues à celui de Pascal^ et vice versd, et de chacun de ces deux -là à diverses autres propriétés générales des coniques, telles que le beau théorème de Newton sur la description organique de ces courbes. (FotrlaNoteXV.)
S 27. Les Anciens n'avaient considéré /pour former leurs coniques, que des cônes à base circulaire; et Desargues et Pascal les imitaient en ce point, puisqu'ils formaient ces courbes par la perspective du cercle. M se présentait donc une question, à savoir si tous les cônes qui avaient pour base une conique quelconque étaient identiques avec les cônes à base circulaire; ou, en d'autres termes, si un cône quelconque à base elliptique, parabolique ou hyperbolique, pouvait être coupé suivant un cercle; et, dans le cas où cela serait, de déterminer la position du plan coupant. Ce fut Desargues, ainsi que nous l'apprend le P. Mersenne % qui proposa cette question, qui eut alors une certaine célébrité à raison de sa difficulté; car elle est de la nature de celles qui^ admettant trois solutions, dépendent en analyse d'une équation du troisième degré, et, en Géométrie, des sections coniques. Descartes la résolut par les principes de sa nouvelle Géométrie analytique, et d'une manière fort élégante, pour le cas où la base du cône est une parabole; auquel cas il n'a besoin que d'un cercle, dont l'in-
* Universœ geomeiriœ^ mixiwque maihemaiicœ synopsis, pag. 331 ; in-fol., 1644.
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tersection aTec la parabole donne la solution démandée \ Depuis , cette même, question a occupé plusieurs autres géomètres célèbres^ le marquis de Lhopital^^ Herman^, le P. Jacquier*, qui suivirent la même marche analytique que Descartes, en y apportant quelques simplifications. Je ne crois pas que l'on ait donné de ce problème une solution purement géométrique et graphique. La difficulté disparait devant les nouvelles doctrines de la Géométrie, qui peuvent en procurer plusieurs solutions différentes ^.
§ 28. On doit à Desargues une propriété des triangles, qui est devenue fondamentale et d'un usage très-utile dans la Géométrie récente. C'est que : «Si deux triangles, situés dans l'espace, ou dans un même » plan, ont leurs sommets placés deux à deux sur trois droites con-
1 Lettres de Descaries, édition in-12, 1725 ; tom. VI, pag. 328.
2 Traité analytique des sections coniques, livre 10<, pag. 407.
< Commentarii Academiœ Petropolitanœ , tom. VI; ann. 1732 et 1733.
^ Elementi di perspettiva; in-8». Romœ 175iS , pag. 140.
^ Il suffit de déterminer les trois axes principaux du cône , car on sait que de leur connaissance on conclut immédiatement la position des plans des sections circulaires.
Pour déterminer ces trois axes, je mène, par le grand axe de la conique G qui sert de base au cône , un plan perpendiculaire à celui de cette courbe ; et dans ce plan je conçois une seconde conique qui ait pour sommets, et pour foyers, respectivement les foyers et les sommets de la première.
Je regarde cette seconde conique comme la base d'un second cône qui ait même sommet que le cône proposé. Ce nouveau cône rencontrera le plan de la conique G suivant une autre conique. Ges deux courbes se rencontreront en quatre points qui seront les sommets d'un quadrilatère , dont les points de concours des côtés opposés , et le point de rencontre des deux diagonales , seront trois points appartenant aux trois axes cbercbés.
Ainsi , le problème est résolu.
2<^' solution. Par le sommet du cône proposé , menons des droites perpendiculaires à ses plans tangens ; elles forment un second cône du second degré qui rencontre le plan de la conique qui sert de base au premier cône , suivant une seconde conique. Ges deux courbes se rencontrent en quatre points qui servent , comme dans la solution précédente , à résoudre le problème.
Nous devons dire , plus généralement , qu'il existe , dans le plan des deux courbes , trois points tels que chacun d'eux a la même polaire par rapport aux deux coniques ; ces trois points appartiennent aux trois axes principaux cherchés.
Nous avons trouvé différentes autres solutions du problème ; mais qui exigent toujours la construction d'une conique; ce qui doit être, puisque le problème admet trois solutions.
)) courantes en un même point^ leurs côtés se rencontreront deux à )) deux en trois points qui seront situés en ligne droite; » et réciproquement.
Ce théorème se trouve, avec deux autres^ dont l'un est sa réciproque, à la suite du Traité de perspective, rédigé par Bosse ^ d'après les principes et la méthode de Desargues, mise au jour en 1636. Quand les deux triangles sont situés dans deux plans différens, le théorème est de vérité intuitive, ainsi que le remarque Desargues; quand ils sont dans le même plan, sa démonstration offre cela de remarquable qu'il y est fait usage ifti théorème de Ptolémée sur le triangle coupé par une transversale. C'est un des premiers exemples, chez les Jtfodemes, de l'application de ce célèbre théorème, qui depuis est devenu la base de la théorie des transversales.
Le théorème de Desargues a été reproduit, pour la première fois dans ces derniers temps, par M. Servois, dans son ouvrage intitulé : Solutions peu connues, etc.; et a été employé depuis par M. Brianchon {Correspondance polytechnique, t. III, p. 3.), par M. Poncelet, dans son Traité des propriétés projectives, et par MM. Sturm et Gergonne {Annales de mathématiques, t. XVI et XVII). M, Poncelet en a fait la base de sa belle théorie des figures homologiques. Il a appelé les deux triangles en question homologiques, le point de con* cours des trois droites qui joignent deux à deux leurs sommets^ centre dhomologie, et la droite sur laquelle se coupent deux à deux leurs trois côtés, aa;e cPhomologie.
S 29. Mais on ne s'est servi jusqu'à présent que des propriétés descriptives des deux triangles en question; et leurs relations métriques, ou de grandeur, non moins importantes que celles de situation, n'ont pas encore été considérées d'une manière générale. On n'en connaît que quelques cas particuliers. Ainsi, quand les deux triangles sont semblables et semblablement placés, auquel cas leur axe d'homologie
1 Manière universelle de M. Deearguee, pour pratiquer la perepective par petit pied ^ comme kgéométral. In-8s 1648, pag. 340.
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est à l'infini, on sait que les distances de leur centre de similitude à deux points homologues quelconques sont entre elles dans un rapport constant; et quand le centre d'homologie des deux triangles est à l'infini, on sait que ce sont les distances de deux points homologues, à l'axe d'homologie, qui sont entre elles dans un rapport constant. On conçoit que ces deux relations ne sont que des cas particuliers d'une certaine relation générale relative à deux triangles homologiques quelconques, dont ni le centre ni Vaxe d'homologie ne sont à l'infini. Nous démontrerons cette relation générale dans un chapitre de ce mémoire; mais sa simplicité nous permet de l'énoncer ici, comme complément du théorème de Desargues : elle consiste en ce que (( le » rapport des distances de deux sommets homologues quelconques » des deux triangles, à leur centre d'homologie, est au rapport des » distances des deux mêmes sommets à l'axe d'homologie, dans une » raison constante. )> Ce théorème nous sera très-utile, en nous offrant de nombreuses propriétés nouvelles des figures homologiques^ et particulièrement du système de deux coniques quelconques, dont on n'a encore étudié d'une manière générale que les propriétés descriptives \
Nous remarquerons encore, au sujet du théorème de Desargues^ qu'il conduit naturellement à un beau principe de perspective, qui semble en être, en quelque sorte, la première destination; c'est que : (( Quand deux figures planes, situées dans l'espace, sont la perspective )) l'une de l'autre, si l'on fait tourner le plan de la première autour )) de sa droite d'intersection avec le plan de la seconde, les droites » qui iront des points de la première figure aux points correspondans » de la seconde, concourront toujours en un même point ^; et cela » aura encore lieu quand les plans des deux figures seront superposés
1 Les relations métriques de deax ooniqaes quelconqaes, connues jusqu'à ce jour, se ré* duisent , je crois , à quelques relations harmoniques.
' Ce point de concours variera de position dans Tespace ; et il est facile de Toir qu'il décrira un cercle situé dans un plan perpendiculaire à la droite d'intersection des plans des deux figures.
)) l'on sar l'aatre. » Ce Ihéorème peut offrir une intelligence facile de certaines pratiques de la perspective.
S 30. Desargues s'était occupé des applications de la Géométrie aux arts^ et avait traité cet objet en homme supérieur^ y apportant^ avec une exactitude alors souvent inconnue aux artistes^ les principes d'universalité que nous lui avons reconnus dans ses recherches de pure Géométrie.
Divers écrits de lui furent publiés sur la perspective, la coupe des pierres et le tracé des cadrans. Il parait que ces ouvrages étaient très-succincts^ et pour ainsi dire comme des essais, qui renfermaient la substance d'ouvrages qui devaient être plus développés et plus complets. Quelques années après, A. Bosse, célèbre graveur, qui, quoique géomètre médiocre, avait eu assez de pénétration pour apprécier le génie de Desargues, fut initié par lui dans ses nouvelles conceptions, et les exposa de nouveau, mais d'une manière trèsdiffuse, qu'il croyait avoir appropriée aux usages des artistes, et qui ne l'était certainement pas à celui du véritable géomètre. Cependant, les écrits originaux de Desargues étant perdus, ceux de Bosse ont acquis, par cette circonstance, un certain mérite. Ils suffiraient, au géomètre qui voudrait les lire avec attention, pour rétablir les principes théoriques qui avaient servi de fondement aux diverses pratiques inventées par Desargues dans ses ouvrages originaux.
Ceux-ci avaient pour titres :
1® Méthode universelle de mettre en perspective les objets donnés réellement^ ou en devis, avec leurs proportions, mesures, éloignefnens, sans employer aucun point qui soit hors du champ de Fouvrage, par G. D. L. (Girard Desargues, lyonnais), à Paris, 1636. Le privilège était de 1630.
1^ Brouillon projet de la coupe des pierres. 1640.
3^ Les cadrans, ou moyen de placer le style, ou Vaxe, inséré à la fin du Brouillon de la coupe des pierres \
' Nous avons trourë le titre du premier de ces trois ouvrages dans la Perêpeciive de Nicéron
Le traité de perspective arrangé par Bosse contient un fragment de l'ouvrage original de Desargues. On y reconnatt le fondement et la substance de tout l'ouvrage de Bosse. Le but que s'y propose Desargues est de pratiquer la perspective sans se servir d'un dessin de l'objet^ et au moyen seulement de cotes indiquant la position de chacun de ses points dans l'espace^ de même que ces cotes serviraient^ en architecture^ pour construire le plan géométral et les coupes de cet objet. C'est à cette occasion qu'il imagina T échelle fuyante^ maintenant si en usage chez les artistes^ et qui porte le nom de Desargues dans q[uelques traités de perspective. ( Voir celui d'Ozanam, pag. 62, édition de 1720, in-S^. )
Cet ouvrage était, au témoignage de Fermât « agréable et de » bon esprit. » Descartes en porta un jugement semblable en écrivant au P. Mersenne : a Je n'ai reçu que depuis peu de jours les deux » petits livres in --folio que vous m'avez envoyés, dont l'un qui » traite de la perspective {et qui était de Desargues) ^ n'est pas à )) désapprouver, outre que la curiosité et la netteté de son langage » est à estimer. » {Lettres^ tom. IV, pag. 257.)
Le livre des cadrans mérita aussi Tapprobation de Descartes, qui trouva que (( l'invention en était fort belle, et d'autant plus ingénieuse ))' qu'elle était plus simple. » {Lettres, tom^ lY^ pag. 147.) Ce grand homme n'exprime pas son sentiment sur le livre de la coupe des pierres, parce que les figures y manquaient *.
Il parait que l'invention des épicycloïdes et de leur usage en mécanique, dont Leibnitz a revendiqué l'honneur pour le célèbre astro-
( în-foK, 16B2 ) , et dans celle de Lambert (3* partie , Zurich 1773 ; in-8o) ; et les titres des deux autres , qui paraissent aujourd'hui tout-à-fait inconnus, car nous n'en avions jamais vu aucune mention nulle part , dans un ouvrage fort rare de J. Curabelle, intitulé : Examendes Œuvres du sieur Desargues; Paris 1644, in4'*(81 pages),
' Baillet , dans la F'iê de Descartes, dit que ces deux livres de Desargues ne furent publies qu'en 1643. C'est une erreur; Baillet les confond avec ceux de Bosse , publiés en effet en 1643. Cet écrivain ignorait que Desargues eût produit en 1640 son Brouillon projet de la coupe des pierres, suivi des cadrans , qui est le seul ouvrage dont ait pu parler Descartes dans sa lettre, écrite en 1641 , au P. Mersenne.
nome Roemer^ est dae à Desargaes. Car de La Hire nous apprend^ dans la pré&ce de son Traité des épicycloîdes , qu'il a fait au château de Beaulieu^ près de Paris^ une roue à dents épicycloïdales^ à la place if une autre semblable , qui y avait été autrefois construite par Desargues. De plus^ de La Hire répète dans la préface de son Traité de mécanique, publié en 1695^ qu'il donne la construction d^une roue où le frottement n'est pas sensible^ et dont la première invention était due d Desargues , un des plus excellens géomètres du siècle.
S 31. Le caractère principal des écrits de Desargues était une grande généralité dans ses principes théoriques et dans leurs applications^ telle que celle qui fait la beauté et le grand mérite de la Géométrie descriptive de Monge. Ainsi ^ il dit au commencement de son Brouillon projet de la coupe des pierres^ que sa manière de trait pour la coupe des pierres est la même production que la manière de pratiquer la perspective \ Et dans une lettre écrite en 1643^ jointe au traité des cadrans^ arrangé par Bosse ^ Desargues parle de sa pensée et façon de concevoir ces matières dans V universel , comme c^est Punique façon légitime de faire des savans.
Nous citerons encore le passage suivant des Pratiques géométraies et perspectives de Bosse : a M. Desargues démontrait univer- » sellement^ par les solides^ ce qui n'est pas l'usage ordinaire de )) tous ceux qui se disent géomètres ou mathématiciens. »
Ces mots de Bosse ^ par les solides, ne signifieraient- ils pas que Desargues employait dans ses démonstrations la considération des figures à trois dimensions^ pour parvenir aux propriétés des figures planes? ce qui est aujourd'hui le caractère de l'école de Monge ^ en Géométrie spéculative.
Plusieurs passages des lettres de Descartes font voir que Desargues ne bornait point ses recherches mathématiques à la Géométrie
^ Ces paroles de Desargues sont rapportées par Carabelle , pag. 70 de son ouvrage cité précédemment.
et à ses applications ; mais qu'il écrivait aussi sur l'analyse : on y voit même que les matières philosophiques lui étaient également familières.
Ces détails montrent le génie de Desargues ^ dont ses plus illustres contemporains^ Descartes, Pascal, Fermât, faisaient le plus grand cas; mais que des hommes médiocres, dont la nouveauté et la généralité de ses vues surpassaient l'intelligence, ont persécuté et dégoûté.
On doit à M. Poncelet d'avoir, le premier, dans son Traité des propriétés projectives^ apprécié ce véritable et profond géomètre, et de l'avoir reconnu , sous le titre mérité de a Monge de son siècle, » comme l'un des fondateurs de la Géométrie moderne.
Nous ajouterons quelques détails au sujet de Desargues dans la Note XIV.
Nous ne retrouverons que plus d'un siècle après, l'esprit des mé-
; thodes de Desargues et de Pascal. C'est de La Hire qui nous le
[ transmettra, dans son premier ouvrage sur les coniques, en 1673.
Ce géomètre eut connaissance du Brouillon projet des coniques
de Desargues, dont il cite le titre; mais il parait que déjà V Essai
pour les coniques de Pascal était tombé dans l'oubli ^
S 32. En parlant historiquement des travaux de Desargues et de Pascal sur la théorie des coniques, on doit citer un troisième géomètre, leur contemporain, qui les avait devancés de quelques années dans ■TooacB, cette partie de la science. Mydorge, célèbre comme savant, et comme 1M5-1647. ami de l'illustre Descartes, eut le mérite d'être le premier en France qui écrivit un traité des sections coniques , et qui entreprit de simplifier les démonstrations des Anciens, et d'aller au delà de ce qu'ils avaient fait sur ce sujet.
Cet ouvrage parut d'abord en 1631 , en deux livres, puis en 1641 ,
' Cum nihil de his Pascalii, Desarguesii autem pauca sitU édita , eo graiiorfuit lahor doctissimi geotnetrœ Pb. de La Hire, qui yestigiis istorani insistons , muitaque perpulchra de euo adjiciens, jam ante IS annoê liheîlum titulo Novjb methodi skctiones conicas bt ctlindbicas kxplicANDi edidit {Act. Erud.y ann. 1685 , pag. 400.)
en quatre livres; et devait être suivi de quatre autres qui sont restés manuscrits. Le P. Mersenne nous en a donné les titres dans son recueil Vnwersœ Geometriœ miûotœque^ etc., pag. 329. Mydorge n'a pas pour but principal, comme Desargues et Pascal, de faire dériver les propriétés des coniques de celles du cercle par la perspective ou par la considération constante du cône où elles prennent naissance. Son ouvrage est écrit dans le style des Anciens ; mais cependant, en faisant plus d'usage qu'eux de la considération du cône ^, l'auteur peut comprendre dans une seule démonstration des propositions qui en demandaient trois à Apollonius; et il apporte ainsi une grande simplification dans cette matière.
On remarque dans l'ouvrage de Mydorge une solution élégante de ce problème : « Placer sur un cône donné une section conique donnée, )> qu'Apollonius n'avait résolu, dans son sixième livre, que pour un cône droit. '( Propositions 39, 40 et 41 du 3® livre.)
Le second livre est destiné à la description des coniques par points sur le plan; objet dont Apollonius ne s'était pas occupé, mais qui avait dû être compris dans les lieua> solides d'Aristée; car cet ouvrage traitait des coniques considérées sur le plan, et devait rouler sur celles de leurs propriétés qui ne font point partie des Élémens coniques d'Apollonius, puisque Aristée lui-même avait écrit un pareil traité, différent de ses lieua; solides.
Parmi les modes de description de Mydorge, nous citerons celle de l'ellipse par un point d'une droite dont les deux extrémités glissent sur deux droites fixes ^; et la description de la même courbe au moyen du cercle dont on alonge toutes les ordonnées dans un rapport constant; description déjà employée par Stévin {Œuvres mathématiques ,
^ NoDs entrerons dans quelques développemens sar la méthode des Anciens , en parlant du grand Traité des coniques de De La H ire.
^ Ce mode de description avait déjà été démontré par Stévin , qui en attribue l'invention à Guido Ubaldi , qui en effet l'avait donné dans son traité intitulé : Pianisphœricorum universalium Thearica (in-4<', 1579); mais cette description de l'ellipse fut connue des Anciens, ainsi que nous l'apprend Proclus , dans son Commentaire sur la seconde proposition du V' livre dTEuclide.
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pag- 348). On trouTe dans le même livre que si d'un point pris dans le plan d'une conique on mène des rayons aux points de la courbe^ et qu'on les prolonge dans un rapport donnée leurs extrémités seront sur une nouvelle conique^ semblable à la première; proposition extrêmement simple^ contenue virtuellement dans le sixième livre d'Apollonius^ qui traite des coniques semblables^ et que nous ne citons ici^ que parce qu'elle est^ avec le mode de description précédente (l'alongement des ordonnées dans un rapport constant)^ le point de départ^ et le cas le plus simple d'une méthode de déformation des figures^ que nous verrons prendre de l'extension entre les mains de De La Hire et de New^ton, que M, Poncelet, dans son traité des figures projectives^ a étendue aux figures à trois dimensions ^ et que nous regardons dans l'état d'accroissement où nous la présentons dans la seconde partie de cet écrit^ sous le titre de Déformation hombgraphique, comme l'une des méthodes les plus puissantes de la Géométrie moderne.
S 33. L'étendue que nous avons donnée à l'analyse des ouvrages de Desargues et de Pascal qui se rapportent à la Géométrie récente^ nous a éloigné de cette autre partie de la Géométrie^ qui concerne les mesures^ et qui fait usage sous une forme explicite ou déguisée avec plus ou moins d'art ^ des considérations de l'infini.
Revenons à cette partie de la science^ où nous avons déjà eu à citer comme inventeurs Kepler^ Guldin^ Cavalleri, Fermât, Rober-^ val, Pascal. A la suite de ces hommes de génie, et sur le même rang, nous trouvons Grégoire de St.-Vincent. GBÉ«oiaB 0B 8AIMT- ç^ géomètrc , l'un des plus profondément versés dans la Géométrie 1584-1667. ancienne, appliqua, comme Gavalleri et Roberval, mais d'une manière qui lui était propre, les méthodes d'Archimède, pour les quadratures des espaces curvilignes. Sa méthode, intitulée Ductus plani in planum, perfectionnement, comme celles de Gavalleri et de Roberval , de la méthode d'exhaustion , était rigoureuse comme celle-ci, et d'un usage plus facile que les autres. La disposition différente des polygones inscrits et circonscrits aux courbes lui donnait
une plus grande portée^ dont Grégoire de St. -Vincent sut tirer un parti considérable. Cette différence entre la méthode d'Archimède et celle de Grégoire de St.-Vincent eut un autre avantage très-grand; car on peut regarder avec raison que le petit triangle différentiel qui apparaît dans les figures de Grégoire de St.-Yincent^ entre la courbe et deux côtés consécutifs de l'un des deux polygones à échelles (inscrit ou circonscrit)^ a conduit Barrow^ Leibnitx et Newton au calcul infinitésimal. C'est ainsi que dans les sciences toutes les vérités s'enchainent et s'étendent^ et que les plus grandes découvertes^ loin d'être inspirées par révélation^ ont été préparées de longue main.
Grégoire de St-Yincent^ dont le mérité n'a point été assez apprécié^ malgré le jugement porté par Huygens et par Leibnitz ^, enrichit aussi la Géométrie de découvertes innombrables sur les sections coniques. C'est à lui qu'on doit la propriété remarquable des espaces
' Voici les paroles de Leibnitz : Majora (netnpè Galileanis et Cavallerianis) sulnidia aOuleruiU triumviri célèbres , Carteeius ostenea ratione lineas Geometriœ communie exprimendi per œquationes ; Fermatiue inventa méthode de maximis et minimiê : ac Gregoriuê a eancto Vincentio multis prœclaris inventis, (Acta erudit,, 1086, et Œ^uvree de Leibnitx, tom. III, pag. 192.)
Quinte ans après,, Leibnitt écrivait encore ; Etei Gregoriuê à S. F^incentio quadraturam circuit et hyperbolœ non absolverit, egregia tamen multa dédit. (OEuvree de Leibnitz, iom. VI , pag. 189.)
Montncla s'exprime ainsi , dans son Histoire des mathématiques :
« L'oavrage de Grégoire de St.-Vincent est un vrai trésor, une mine ricbe de vérités géomé- » triqaes et de découvertes importantes et curieuses. »
Si les travaux de Grégoire de St.-Vincent n'ont point été cultivés comme ils étaient dignes de Tètre , la cause en est due , sans doute , à l'invention presque contemporaine de la Géométrie de Desoartes, et de l'analyse infinitésimale, qui ont tourné toutes les méditations vers le calcul. Nous croyons pouvoir, après le double témoignage que nous venons de citer sur le mérite de ce géomètre , engager les jeunes mathématiciens qui ont foi dans les ressources et dans l'avenir de la Géométrie , à lire ses ouvrages. Plusieurs de ses belles découvertes leur paraîtront encore nouvelles.
Une intéressante notice de M. Quetelet, sur Grégoire de St.-Vincent, nous apprend qu'il a laissé de nombreux manuscrits, qui ont été réunis en 13 vol. in-fol., et que possède la BibliQthéque de Bruxelles. « Il serait à désirer, ajoute M. Quetelet , qu'un ami des sciences prit la peine d'examiner ce rare monument. Il trouverait peut-être des choses qu'aujourd'hui même nous ignorons. Car les sections coniques offrent une source intarissable de propriétés , et l'on ne peut dire sans témérité que cette matière est épuisée. » ( Correspondance mathématique et physique, tom. I**, pag. 162.)
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hyperboliques entre les asymptotes^ qui sont les logarithmes des abscisses.
Parmi ses nombreuses manières d'engendrer les coniques sur le plan^ l'une par l'autre^ nous devons citer ici deux procédés^ qui^ depuis^ sont devenus d'un usage fréquent dans les arts^ et qui sont le point de départ d'une série de méthodes pour la transformation des figures^ qui forment une des doctrines les plus importantes de la Géométrie récente.
Le premier, qui avait déjà été employé par Stévin et Mydorge, consiste à faire croître dans un rapport constant, les ordonnées d'une courbe, et le second à faire tourner ces ordonnées autour de leurs pieds, d'une même quantité angulaire, de sorte qu'elles restent parallèles entre elles.
Grégoire de St.-Vincent transformait le cercle en ellipse, par chacun de ces deux procédés, ou par tous les deux, combinés de diverses manières.
Nous devons dire toutefois que ces deux modes de transformation n'en font réellement qu'un, et produisent identiquement les mêmes figures; mais ils sont présentés sous une forme différente, qui leur donne à chacun des avantages particuliers.
Il est toujours utile de considérer ainsi de plusieurs points de vue une même vérité, pour en faire tous les usages et en tirer toutes les conséquences dont elle est susceptible.
La théorie des coniques nous a déjà offert de cela une preuve bien convaincante, par les différentes transformations que nous avons vu que l'on peut faire subir soit au théorème de Desargues, soit à celui de Pascal, et qui les mettent en état d'embrasser dans leurs conséquences infinies la plupart des propriétés des coniques. (Voir la Note XV.)
Grégoire de St.-Vincent fit sur la symbolisation de la spirale et de la parabole, objet dont s'était occupé de son côté Gavalleri, un traité profond, qui contient des rapprochemens étonnans entre ces deux courbes, dont les nombreuses propriétés se correspondent. L'égalité
de deux arcs correspondans des deux courbes^ démontrée aussi par Roberral^ mais d'une manière difficile^ par sa doctrine des mouyemens composés^ a été plus tard le sujet d'un beau mémoire de Pascal^ qui offre le premier exemple de la comparaison de deux lignes de différente nature par la pure Géométrie des Anciens^ et sans la considération des indivisibles \
§ 34. Si nous écrivions une histoire de la Géométrie^ et non point seulement un aperçu de la formation successive de ses méthpdes et principalement de celles qui se rapportent à la Géométrie moderne^ nous aurions à citer^ pour remplir le cadre de cette seconde Epoque^ les travaux de plusieurs autres géomètres qui cultivèrent aussi avec succès la pure Géométrie des Anciens et la nouvelle doctrine des indivisibles^ et qui contribuèrent aux progrès considérables que la science fit alors. A leur tête se présenteraient les deux célèbres disciples de Galilée^ Torricelli et Yiviani^ dont nous aimerions surtout à retracer les belles et importantes recherches, puis Leotaud, La Loubère, Gregory, Etienne de Angelis, Michel- Ange Ricci, Mercator, Schooten, Ceva, Huygens, Sluze, Wren, Nicolas, Lorenzini, Guido-Grandi, etc.
Plusieurs de ces géomètres s'adonnèrent aussi à la Géométrie de Descartes, qui prenait naissance, et vont figurer dans l'Époque suivante, parmi les promoteurs de cette grande invention.
1 Égalité des lignes spirale et parabolique (OEayres de Pascal, tom* V, pag. 426-482).
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TROISIÈME ÉPOQUE
DEscAETEs , S ^ ^^* ^ P^^ sigiialé 56^06 Feiidu à la Géométrie est du à Descartes.
1596-1650. Qq philosophe, par son inappréciable conception de ïappliccUion de V algèbre à la théorie des courbes, se créa les moyens de franchir les obstacles qui avaient arrêté les plus grands géomètres jusqu'alors, et changea Téritablement la face des sciences mathématiques \
Cette doctrine de Descartes, dont aucun germe ne s'est trouvé dans les écrits des géomètres anciens, et la seule peut-être dont on puisse dire, comme Montesquieu de son Esprit des lois, prolem sdie hatre greàtàh, cette doctrine, dis-Je, eut pour effet de donner à la Géométrie le caractère d'abstraction et d'universalité qui la distingue essentiellement de la Géométrie ancienne. Les méthodes créées par Cavalleri, Fermât, Roberval, Grégoire de St^-Yincent, portaient aussi, dans leurs principes métaphysiques, le cachet de cette généralité; mais ne l'avaient point dans leurs applications. La conception de Descartes, seule, procurait les moyens d'appliquer ces méthodes d'une manière uniforme et générale; elle était l'introduction nécessaire aux nouveaux
> L'application de l'algèbre à la théorie des courbes est l'objet de la Géométrie de Desoartes , qui parât à Leyde en 1637 , arec son Traité des Météores et sa Dioptrique , à la suite et comme essais de sa célèbre Méthode, sur laquelle repose la philosophie moderne.
Aucun système , certainement , n'avait jamais été produit avec l'autorité que donnaient à la Méthode de Descartes de tels Essais,
calculs de Leibnitz et de Newton^ qui dès lors n'ont point tardé à surgir de ces belles méthodes.
La Géométrie de Descartes, outre ce caractère éminent d'uniyersalité, se distingue encore de la Géométrie ancienne sous un rapport particulier, qui mérite d'être remarqué; c'est qu'elle établissait, par une seule formule, des propriétés générales de familles entières de courbes; de sorte que l'on ne saurait découvrir par cette voie quelque propriété d'une courbe, qu'elle ne fasse aussitôt connaître des propriétés semblables ou analogues dans une infinité d'autres lignes. Jusque-là, on n'avait étudié que des propriétés particulières de quelques courbes, prises une à une, et toujours par des moyens diflférens qui n'établissaient aucune liaison entre différentes courbes.
Aussi la Géométrie prit dès lors un essor rapide, et ses progrès s'étendirent sur toutes les autres sciences qui sont de son domaine. L'algèbre elle-même en reçut d'utiles secours; ses opérations symboliques devinrent plus faciles à saisir, son importance s'accrut; et ces deux branches principales de nos connaissances positives marchèrent d'un pas également assuré.
Quant à l'algèbre, nous nous bornerons à dire que l'un des premiers et des plus grands avantages que la Géométrie lui procura, fut l'interprétation et l'usage des racines négatives, que jusque-là on regardait comme insignifiantes, et qui avaient si fort embarrassé les ancieiis analystes.
La méthode des coefficiens indéterminés, que Descartes créa dans sa Géométrie, et dont il fit un si heureux usage, pour la construction des lieux solides, est aussi une des découvertes les plus ingénieuses et les plus fécondes de l'analyse.
S 2. L'esprit et les procédés de la Géométrie de Descartes sont trop connus de toutes les personnes qui ont les premières connaissances en mathématiques, pour que nous entrions ici dans aucun développement.
Nous allons tout de suite présenter un aperçu des travaux des principaux écrivains, parmi les contemporains de Descartes, qui cultivèrent
les premiers sa Géométrie et qui s'en servirent pour étendre le cercle des vérités mathématiques^ particulièrement dans la théorie des courbes.
On distingue d'abord Fermât et Roberval. FBaMAT. Le premier, digne émule de Descartes, employait lui-même, déjà,
des procédés analytiques semblables à sa Géométrie ^ avant qu'elle eût paru. Mais la nature et le caractère spécial de ses travaux, basés en grande partie sur sa belle méthode De maximis et minimis, les rapprochent beaucoup plus des doctrines de la Géométrie ancienne que de celles de Descartes.
ROBBBTAL. Robcrval, que la rivalité jalouse qui a existé entre lui et ce grand
philosophe portait à critiquer minutieusement la nouvelle Géométrie ^ contribua de cette manière à en répandre la connaissance. Ce géomètre a fait d'ailleurs, en quelque sorte, amende honorable, en laissant sous le titre De resolutione œquationum^ une application intelligente de cette méthode à la construction des lieux par leurs équations. DB BEAQNE, § 3. Dès quc la Géométrie de Descartes eut paru, de Beaune en
pénétra l'esprit et l'excellence, et en facilita la lecture par des Notes, très-estimées de Descartes lui-même, sur les passages qui, par leur concision et la nouveauté du sujet, offraient des difficultés aux meilleurs géomètres.
C'est de Beaune qui, le premier, conçut l'idée d'introduire dans la théorie des courbes les propriétés de leurs tangentes, comme élément propre à leur construction; et qui, par une question de cette nature proposée à Descartes, donna ainsi naissance à la méthode inverse des tangentes.
Il s'agissait de construire une courbe telle que le rapport de sa soutangente (prise sur l'axe des abscisses) à l'ordonnée, fut dans une raison constante avec la partie de l'ordonnée comprise entre la courbe et un axe fixe faisant un demi-angle droit avec l'axe des abscisses, passant d'ailleurs par l'origine de la courbe ^
1 r^ettreê de Deêcartes , toin. VI , pag. 215.
Ce problème, difficile, même avec le secours du calcul intégral, et qui a occupé, à la naissance de ce calcul, Leibnitz et les frères BernouUi, a été résolu par Descartes, qui, avec son habitude de vaincre les plus grandes difficultés en Géométrie, sut ramener la question aux lieux géométriques, en considérant chaque point de la courbe comme l'intersection de deux tangentes infiniment voisines; et découvrit ainsi que la courbe avait une asymptote parallèle à l'axe fixe, et que la soutangente prise sur cette asymptote était constante. Ces propriétés ont conduit Descartes à la construction de toutes les tangentes de la courbe, et à celle de la courbe elle-même par l'intersection de deux règles qui se mouvaient avec des vitesses déterminées. L'incommensurabilité de ces deux mouvemens lui fit voir que la courbe était mécanique, et de celles auxquelles ne s'appliquait point son analyse. Aussi n'en donna-t-il pas l'équation. {Lettres de Descartes, t. VI, p. 137.)^
Descartes n'avait compris dans sa Géométrie que les courbes dont l'équation, dans son système de coordonnées, était d'un degré fini; il les appela courbes géométriques, et donna le nom de mécaniques à toutes celles qui n'étaient pas géométriques. Leibnitz a substitué à ces dénominations celles de courbes algébriques et courbes transcendantes. On se sert maintenant indifféremment des deux expressions géométriques et algébriques, pour désigner les courbes que Descartes a considérées dans sa Géométrie. Mais nous emploierons toujours la première, parce que les courbes auxquelles elle s'applique se distinguent de toutes autres par certaines propriétés géométriques qui leur sont communes, tout aussi bien que par la nature de leurs équations; et de plus on peut démontrer ces propriétés avec les seuls secours de la Géométrie, et sans employer le système de coordonnées et les formules algébriques de Descartes.
1 La lettre dans laquelle Descartes commiiniqae à De Beaune ses idées sar cette question d'un nouveau genre 9 qu'il regarde comme Vinverse de sa règle des tangentes, nous parait roé- * rîter de figurer comme Tun des documens les plus importans dans Thistoire des nouveaux calculs.
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SGHOOTEir,
§ 4. Schooten écrivit un commentaire étendu sur la Géométrie de 16.-1659. Descartes, et fit de nombreuses applications de cette méthode dans plusieurs parties de ses Exercitationes Geometricœ^ principalement dans le livre 3®, qui est la restitution des lieux plans d'Apollonius j et dans le livre 5®, intitulé : De linets curvts superiorum generum^ ex solidi sectione ortis. C'est là que nous trouvons le premier exemple de la méthode des coordonnées appliquée aux courbes considérées dans l'espace; mais il est vrai qu'il n'y est question que de courbes planes, et que Schooten n'a besoin d'employer que deux coordonnées. Mais ce genre de spéculations n'en était pas moins nouveau alors, et un premier pas dans la Géométrie analytique à trois dimensions, qui, comme nous le verrons à la fin de cette troisième Epoque, ne s est développée que cinquante ans plus tard.
Schooten a écrit un Traité de la description organique des coniques^ où il enseigne difTérentes manières de décrire ces courbes d un mouvement continu. La description de l'ellipse par un point d une droite, dont les extrémités glissent sur les côtés d'un angle, était déjà connue; Guido Ubaldi et Stévin l'avaient donnée, et elle était due aux géomètres anciens, ainsi que nous l'avons dit en parlant de Proclus. Schooten la généralisait , en prenant le point décrivant au deJiorS de la droite, mobile. L'ouvrage contient, outre la description des se^ptioBS coniques, leur quadrature par. la méthode des indivisibles de CavàHl^^-
§ 5. Le second livre des Exercitationes Geometricœ ^ est un recuf^^' de problèmes résolus par la ligne droite seulement. Ce sont les prV miers exemples que nous trouvons de ce genre particulier de Géometrie, qui a été traité dans ces derniers temps d'une matiière spéciale, par MM. Servois et Brianchôn, sous le nom de Géométrie de la règle. A la suite de ce livre, et sous le titre d^Appendix^ Schooten résout douze problèmes, dans lesquels il suppose que des obstacles rendent des points, ou des Hgnes, inaccessibles ou invisibles dans certaines positions. Il confesse qu'il a été porté à ce genre de recherches par la lecture d'un ouvrage intitulé Geometria peregrinans^ où l'auteur se proposait de résoudre, en se servant de jalons seulement, les problèmes
de Géométrie pratique^ qui se présentent particulièrement à la guerre. Cet ouvrage, anonyme et sans date, a paru à Schooten n'être pas ancien et avoir été imprimé en Pologne.
S 6. Les secours que l'analyse fournissait à la Géométrie étaient si grands et si merveilleux, que Schooten fut un des mathématiciens qui voulurent attribuer à cette méthode la clarté et Félégance que les Anciens apportaient dans les démonstrations et les constructions de leurs théorèmes et problèmes, les accusant d'avoir supprimé, pour rendre leurs inventions plus capables d'exciter l'admiration de la postérité, la véritable voie qu'ils avaient suivie. Pour appuyer cette opinion, Schooten £t voir par de nombreuses questions traitées des deux manières \ qu'effectivement la méthode synthétique peut toujours se déduire de la méthode analytique. Mais Schooten ne s'attachait pas assez à la vraie signification que les Anciens avaient donnée au mot analyse^ et aux exemples que Pappus particulièrement nous avait laissés de cette méthode, et ce fut là la cause de son erreur j car ne reconnaissant point d'autre analyse que celle qui repose sur Temploi de l'algèbre, et n'en trouvant aucun vestige avant Diophante, il en concluait que les Anciens avaient caché leur analyse.
Cette accusation, portée par Schooten, 1 avait été en premier lieu par Nonius dans son algèbre, et a été reproduite au chapitre II de Talgèbre de Wallis; mais depuis elle est restée sans créance et a paru absurde.
§ 7. Sluze et Hudde perfectionnèrent les méthodes de Descartes et sldzb, de Fermât, pour mener les tangentes et déterminer les maxima et minima:eï le premier, s'appliquant à la belle construction que Des- i64o-i7oi cartes avait donnée des équations du troisième et du quatrième degré, par un cercle et une parabole, eut la gloire de la compléter, en se servant d'un cercle et d'une section conique quelconque de grandeur donnée; généralisation alors très-désirée des géomètres.
1 Tradatuê de amcinnandis demomiraHonibuê geometricis es calcula algebraïco. Ouvrage poithnme. On y troaye une démonstration analytique du théorème de Ptolémée sur les segmens qu'une transversale fait sur les trois côtés d*un triangle.
DB wiTi, s 8. Le célèbre pensionnaire de Hollande^ Jean De Witt, simplifia
1626-1672. la théorie analytique des lieux géométriques de Descartes^ et imagina une théorie nouvelle et ingénieuse des sections coniques^ fondée sur diverses descriptions de ces courbes, sur le plan, sans se servir du cône, et dont il sut tirer avec habileté, par la pure Géométrie, leurs propriétés principales.
Les descriptions de De Witt se Taisaient par des intersections de lignes droites qui, généralement, étaient les côtés d'angles mobiles. Jusque-là il n'y avait eu que la parabole qu'on eût décrite de la sorte. L'ellipse et l'hyperbole tiraient leur génération du cercle directement, ou bien nécessitaient l'emploi de cette courbe dans leurs divers modes de description.
Cependant nous devons dire que Cavalleri avait déjà eu l'idée de rechercher pour l'ellipse et l'hyperbole un mode de description par la ligne di'oite, analogue à celui de la parabole; et ses recherches avaient eu un premier succès que ce célèbre géomètre avoue lui avoir causé un vif plaisir \ Voici le principe de sa méthode^ que nous présentons sous un énoncé plus général, qui la fera mieux concevoir : (( Que l'on ait un angle, et qu'on mène des transversales parallèles entre elles; que, des points où chaque transversale rencontre les deux côtés de l'angle, on mène deux droites aboutissant respectivement à deux points fixes; ces deux droites se couperont en un point qui aura pour lieu géométrique une conique passant par les deux points fixes. » Ce n'est pas ce théorème général que Cavalleri démontre, mais seulement un de ses cas particuliers ; il suppose l'angle droit, les deux points fixes placés sur ses côtés, et la direction des transversales telle que ces deux points sont les sommets de la courbe.
Ainsi la pensée qui a dirigé De Witt, dans ses descriptions des coniques par la ligne droite, n'était pas absolument nouvelle; mais Cavalleri s'étant borné à un seul théorème, Tun des plus restreints de
Y * E^ercitationes geometricœ sex* Bononiœ» in-4^; 1647,
De modo facili describendi sectiones conicas , et in omnibus uniformi. (Exercitaiio testa.)
cette théorie qui est extrêmement féconde^ l'ouvrage de De Witt présente réellement un caractère de nouyeauté qui mérite d'être remarqué dans l'histoire de la Géométrie.
Outre ce caractère de nouveauté^ nous trouvons aussi ^ dans les descriptions de De Witt, le germe de cette célèbre description organique des coniques^ donnée par Newton dans le I®^ livre des Principesj puis répétée dans VÉnumération des lignes du troisième ordre ^ et dans V Arithmétique universelle. On obtient, en effet, plusieurs théorèmes de De Witt, en supposant, dans celui de Newton, qu'un angle soit nul et son sommet situé à l'infini.
La préface de l'ouvrage de De Witt nous apprend qu'il le regardait comme l'introduction à une théorie générale et à l'énumération des courbes d'un ordre supérieur. Idée féconde, que réalisèrent, cinquante ans après, Newton, Maclaurin et Braikenridge.
§ 9. Wallis écrivit, le premier, un Traité analytique des sections wallw , coniques^ suivant les doctrines de la (îéométrie de Descartes. Mais sa isie-nos. prédilection fut pour cette autre partie de la Géométrie, qui se rattache aux découvertes d'Archimède. £n appliquant aussi, dans son Arithmétique des infinis^ la puissante analyse cartésienne à la méthode 1 des indivisibles de Gavalleri, il fit faire à la Géométrie des progrès 1 immenses dans toutes les questions qui sont aujourd'hui du domaine du calcul intégral.
§ 10. Huygens, Van Heuraet et Neil furent aussi les promoteurs de var hechaet, heil. la Géométrie de Descartes.
Ces deux-ci se partagent la gloire d'avoir résolu, les premiers, le problème de la rectification d'une ligne courbe , qui passait auprès de quelques géomètres pour être, par sa nature, absolument insoluble, et qui^ du reste, offrait, à cette époque, de grandes difficultés d'un ordre nouveau.
S 11. Huygens est célèbre à tant de titres, et ses travaux font tant d'honneur à la Géométrie, qu'il nous faut entrer ici dans quelques détails.
Ce grand géomètre sut à fond la méthode de Descartes, s'en servit.
et la perfectionna même dans plusieurs de ses applications. Mais son goût irrésistible le retint fidèle à la méthode des Anciens^ où la force de son génie savait triompher des plus grandes difficultés.
S'il ne s'agissait que de marquer la place qu'Huygens doit occuper dans rhistoire des mathématiques^ il suffirait de dire que Nevvton ne l'appelait que du surnom de Grand (Summus Hugenius) y et ne parlait de ses découvertes qu'avec admiration. (( Il le tenait pour l'écrivain le plus éloquent qu'il y eut parmi les mathématiciens modernes > et pour le plus excellent imitateur des Anciens^ admirables suivant lui, par leur goût et par la forme de leurs démonstrations ^. »
Voici un aperçu des découvertes qu'Huygens dut à la Gréométrie des Anciens^ et qui montre bien toutes les ressources que peut offrir cette méthode à celui qui sait en pénétrer l'esprit et y découvrir les voies de l'intuition qui lui est propre.
Huygens , en s'occupant de la quadrature approchée du cercle et de l'hyperbole, trouva entre ces deux courbes des rapports nouveaux et singuliers.
Il donna la rectification de la cissoïde, quand on n'avait encore rectifié que deux courbes, la parabole cubique et la cycloïde.
Il détermina les surfaces des conoïdes paraboliques et hyperboliques; premier exemple de telles déterminations de surfaces courbes.
On lui doit des théorèmes curieux sur la logarithmique, et les solides qu'elle engendre. Toutes ces propriétés, qui n'avaient été qu'énoncées par Huygens à la suite de son discours sur la cause de la pesanteur, ont été démontrées par Guido-Grandi, à la manière des Anciens,
Huygens résolut le problème de la chaînette, imaginé par Galilée,
' Pemberton , Préface des Élétnens de la philosophie neiotonienne.
On peut penser que cette admiration méritée pour le style géométrique d'Huygens causa chez le grand Newton une sorte dMmuIation qui lui fit adopter la même manière d'exposition et de méthode dans son immortel ouvrage des Principes ^ quoiqu'il fût déjà en possession de toutes les ressources de l'analyse la plus savante.
Nous énonçons cette opinion d'après M. le B'^^^". Maurice , qui l'a émise dans son excellente Notice sur la vie et les travaux d' Huygens,
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qui y avait échoué^ et remis sur la scène par Jacques BemouIIi; et le célèbre problème de la x^onrbe aux approches égales^ proposé par Leibnitz^ comme défi^ aux disciples de Descartes ^ à l'occasion de son démêlé sur la mesure des forces vives. Ces deux questions paraissaient aux deux illustres géomètres qui les proposaient^ nécessiter impérieusement le calcul intégral. Huygens sut les résoudre par les seules ressources de la Géométrie ancienne.
S 12. Le célèbre traité De horologio oscillatorio doit prendre place à côté de l'ouvrage des Principes^ dans l'histoire des grandes conceptions de l'esprit humain; il en est Tintroduction indispensable que Newton eût du créer, si le génie d'Huygens ne l'eût prévenu.
Chacun des chapitres de ce traité suffirait seul pour exciter l'admiration.
Le premier est la description des horloges à pendule, qui offraient^ pour la première fois, la mesure exacte du temps.
Le deuxième, intitulé De descensu gravium, coinplétait la grande découverte de Galilée sur l'accélération des corps qui tombent librement par la pesanteur, ou qui gUssent sur des plans inclinés. Huygens considérait leur mouvement sur des courbes données. C'est là qu'il démontra cette célèbre propriété de la cycloïde, d^étre la courbe tautochrone dans le vide.
Le troisième (De evolutione et dimensione linéarum curoarum) est la célèbre théorie des développées ; acquisition capitale pour la théorie des courbes, et ^ont les usagés dans toutes les autres parties des sciences mathématiques sont devenus aussi fréquens qu^étendus. Cette importante découverte ne fut point une simple spéculation géométrique dans les mains d'Huygens. Il sut en tirer les plus heureuses conséquences, pour démontrer une foule de propositions neuves et remarquables, telles que divers théorèmes sur les rectifications des courbes, et la propriété de la cycloïde, d'avoir pour développée une seconde cycloïde égale, qu'on peut considérer comme la cycloïde même, déplacée dans le sens de sa base de toute la longueur de la demi-cir-
conférence du cercle générateur^ et dans le sens perpendiculaire à la base^ de la longueur du diamètre de ce cercle \
Dans le quatrième chapitre de Vfforologium oscillatorium^ Huygens résolvait d'une manière générale et complète le fameux problème des centres d'oscillation , qui avait été proposé parMersenne, et fort agité entre Descartes et Roberval. C'est dans cette solution que l'on vit, pour la première fois, l'un des plus beaux principes de la mécanique, connu depuis sous le nom de principe de la conservation des forces vives.
Enfin , le cinquième chapitre , où Huygens donnait une seconde construction de ses horloges, est suivi des treize célèbres théorèmes sur la force centrifuge dans le mouvement circulaire.
Ce fut l'application de cette théorie au mouvement de la terre autour de son axe, et au mouvement de la lune autour de la terre, application qui dérivait virtuellement des propositions 2, 3 et 5, qui fit découvrir à Newton la loi de la gravitation de la lune vers la terre.
Cette même théorie semblait être le complément de celle des dé-veloppées^ pour conduire naturellement à la connaissance des forces centrales dans le mouvement curviligne, qui fut aussi l'une des grandes découvertes de Newton, et qui lui donna la démonstration à priori des fameuses lois de Kepler. Mais ces rapprochemens échappèrent à l'esprit d'Huygens, occupé de tant d'autres grandes conceptions.
S 13. Le traité de la lumière est un des plus beaux monumens du génie d'Huygens, qui sut appliquer, avec une sagacité admirable, la Géométrie à son ingénieuse théorie des ondes. On y remarque surtout la belle loi mathématique, qu'il découvrit dans les phénomènes de la double réfraction du spath d'Islande. C'était, je crois, la première
' Par cette disposition , la cycloîde et sa dëyeloppée forment un pont a deux étages ; le piédroit de Fétage supérieur repose sur la clef de Tétage inférieur.
On a coutume de dire que la développée de la cycloîde est une seconde cycloîde égale et posée dans une ntnation renversée, ou bien posée en sens contraire. ( P^oyex V Analyse des infiniment petits du marquis de Lhopital , pag. 9â , et V Histoire des Mathématiques de Montucla, tom. II, pag. 7â et 164). Cette manière de s*exprimer est erronée. C'est pour cela que nous avons décrit minutieusement la position de la cycloîde et de sa développée.
apparition^ qui s'est reproduite depuis^ des surfaces du second degré dans les phénomènes naturels. Cette grande découverte a été complétée par Fresnel^ qui^ pour expliquer les phénomènes de la polarisation de la lumière^ a substitué aux ondes ellipsoïdales d'Huygens une surface du quatrième degré \ Fresnel, qu'une mort prématurée a enlevé aux sciences physiques et mathématiques^ dont il était déjà l'un des plus illustres adeptes^ a rendu une nouvelle vie par ce grand travail à la théorie d'Huygens, tombée depuis plus d'un siècle dans un oubli inexplicable ; il l'a replacée au rang qu'elle doit occuper parmi les grandes vérités du monde physique.
C'est ici le lieu de remarquer encore une belle déduction mathéma-
1 Fresnel a donné , poar cette surface du quatrième degré , la construction géométrique suirante , qui est extrêmement remarquable et qui conserye aux surfaces du second degré le principal rôle dans toute cette théorie : Qu'on conçoiveun ellipsoïde (dont les deux demi-diamètres principaux sont proportionnels aux racines carrées des trois élasticités principales du milieu , ou bien aux vitesses de la lumière suivant les axes de ces élasticités ) ; qu^on mène par le cen^ ire de cette surface une transversale quelconque et qu'on porte sur cette droite , à partir du centre ^ des segmens ègauig aux demi-diamètres principaux de l'ellipse résultant de la section de la surface par le plan diamétral perpendiculaire à la transversale j les extrémités de ces segmens seront sur la surface du quatrième degré en question, (Voir le Mémoire de Fresnel , sur la double réfraction, dans le tom. VU des Mémoires de l'Académie; le Mémoire de M. Ampère sur la Détermination de la surface courbe des ondes lumineuses dans un milieu dont l'élasticité est différente suivant les trois directions principales , etc, y imprimé dans les Annales de chimie et de physique, année 1828, et le Traité de la lumière de Herschel, tom. U , pag. 190 de la traduction de MM. Verhuist et Quetelet.)
D'après ce théorème, les belles lois de polarisation, découvertes dans ces derniers temps par dlllustres physiciens , et particulièrement celles de MM. Biot et le docteur Brewster , donnent immédiatement des propriétés géométriques de Tellipsoîde , et en général des surfaces du second degré.
Ainsi ces phénomènes optiques , qui ont déjà jeté une si vive clarté sur tout ce qui tient à la structure intime des corps cristallisés , peuvent apporter les mêmes secours dans l'étude de la Géométrie rationnelle.
On ne peut trouver un plus bel exemple de l'enchatuement qui unit toutes les sciences , ni une preuve plus évidente que des secours mutuels leur sont nécessaires pour suivre leur marche progressive d'un pas sûr et rapide.
Puisse-t-on voir surtout , dans ce rapprochement , que les surfaces du second degré sont destinées à jouer un rôle important dans toutes les déductions des lois les plus générales de la nature , et que l'on ne peut trop se hâter d'étudier et d'approfondir les innombrables propriétés géométriques que présentent ces surfaces, soit dans leur constitution propre, soit dans leurs relations entre elles.
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tique ^ tirée par Huygens de sa Théorie de la lumière; mais qui a eu besoin d'être créée de nouveau^ dans ces derniers temps^ par M. Quetelet, pour fixer Taltention des géomètres et porter les fruits dont elle était susceptible. Huygens^ par l'application dé son système ondulatoire, a trouvé que (c quand des rayons incidens émanés d'un point fixe, ou parallèles entre eux, se réfractent sur une courbe, si Ton conçoit une circonférence de cercle décrite du point lumineux comme centre , ou bien une droite perpendiculaire à la direction des rayons parallèles, et que de chaque point de la courbe dirimante, comme centre, on décrive une circonférence d'un rayon qui soit dans une certaine proportion constante avec la distance de ce point, à la circonférence ou à la droite fixe, toutes ces nouvelles circonférences auront une courbe enveloppe, à laquelle les rayons réfractés seront tous normaux. »
Cette courbe est la forme de Vonde réfractée. C'est de là qu'Huygens concluait la loi du rapport constant des sinus d'incidence et de réfraction.
Ainsi, de même que Tschimhausen a considéré, depuis ^, la courbe enveloppe des rayons réfractés, de même Huygens considérait la courbe normale à ces rayons. La première seule a fait impression sur Tesprit des géomètres, et sa considération est devenue la base de leurs travaux en optique. La seconde a passé inaperçue, comme si elle n'avait pas reposé, comme la première, sur une construction purement géométrique*, et indépendante du système, alors douteux, qui y avait dohné naissance.
Et cependant la courbe d'Huygens est généralement beaucoup plus simple que celle de Tschimhausen ,' et se prête mieux à l'étude des propriétés optiques des courbes. Il nous suffit de dire, par exemple,
1 Tschirnhaasen a commnaiqné en 1682 , à rAcadëmie des Sciences de. Paris , ses premières ▼aes et ses premiers résultats sur la théorie des caustiques : Huygens avait présenté à la môme académie ) trois ans auparavant, son Traité de la Lumière, Il était alors en possession depuis long-temps de sa théorie des développées ; il n'aurait donc eu à faire qu'un pas facile pour donner son nom aux célèbres caustiques dont Tinvention et les usages en optique, et en Géométrie pour la rectification de certaines courbes , ont fait la gloire de Tschimhausen.
(jae ia caustique de Tschirnhausen^ produite par réfraction dans le cercle, s'est refusée jusqu'à ce jour à toutes les ressources de l'analyse qui n'a pu encore en donner l'équation, tandis que la courbe analogue d'Huygens est tout simplement une ovale de Descartes (courbe du quatrième degré), dont quelques considérations de Géométrie, ou quelques lignes d'analyse font connaitre la nature ou l'équation \
Néanmoins, les courbes d'Huygens sont restées inaperçues, et ce n'est que depuis 10 ans que M. Quetelet, en cberchant à diminuer les difficultés d'analyse que présentent les questions de réfraction de l^, lumière, imagina de substituer, dans cette théorie, aux caustiques de Tschimhausen des courbes qui en fussent les développantes, et parvint, en suivant cette idée heureuse, et par de pures considérations de Géométrie , à la construction de ces développantes par l'enveloppe d'un cercle mobile; ce sont ces courbes, qui répondent, comme 4>n; voit, aux ondes réfractées d'Huygens, que M. Quetelet appela caustiques secondaires; cet habile géomètre en a étendu la doctrirfe au cas où les rayons incidens étaient perpendiculaires à une même courbe , et au cas de l'espace où les rayons incidens sont normaux à une même surface ^.
Cette extension était comprise aussi dans la théorie d'Huygens. 11 en résulte immédiatement cette belle loi de la réfraction delà lumière, à savoir que a des rayons incidens, qui sont normaux à une même surface, jouissent de la même propriété après une réfraction sur une autre surface quelconque; et conséquemment se divisent après cette réfraction en deux groupes, qui forment deux séries de développables qui se croisent à angles droits. » Théorème que Malus, le premier, avait aperçu dans un faisceau de rayons émanés d'un même point, ou pa-
' Dans la réfraction sur une droite , la différence entre les deux courbes de Tschimhausen et d'Huygens n'est pas moins sensible : la première est une courbe du sixième degré , dont le calcul est assez long , et la seconde est simplement une ellipse ou une hyperbole j ainsi que Ta trouvé, le premier, M. Gergonne. (Annales de Math, , tom. XI, pag. S29.) '
Ce savant géomètre avait eu déjà la pensée qu'il se pourrait bien que les caustiques eussent pour développantes des courbes beaucoup plus simples qu'elles. {Annal, de Math. , tom. Y, pag. 289.)
^ NouveawB Mémoires de V Académie de Bruxelles ^ tom • III , IV et Y.
rallèles entre eux^ mais qu'il avait cru^ d'après le résultat de calculs trop compliqués, ne pouvoir être étendu à un système de rayons normaux à une même surface \ C'est M. Dupin qui^ le premier, par de pures considérations de Géométrie, donna au théorème de Malus toute la généralité qu'il devait comporter *.
On voit, par les considérations qui précèdent, quelles ouvertures utiles et fécondes le traité de la lumière d'Huygens présentait aux géomètres, qui auraient eu confiance plus tôt dans les vues de ce grand génie. Exemple remarquable de la lenteur avec laquelle avancent et se perfectionnent nos connaissances positives, et leçon sévère pour l'orgueil de l'esprit humain.
Cette digression est étrangère peut-être aux progrès propres des méthodes géométriques; mais du moins, elle roule sur l'une de leurs plus belles applications aux sciences physiques, et peut-être pourra-t-elle porter quelques-uns de nos jeunes lecteurs à ce genre de recherches géométriques, qui est encore neuf et qui promet d'abondans résultats '.
§ 14. La sagacité admirable qu'Huygens a montrée dans toutes les grandes questions qu'il a soumises à la Géométrie, ne Ta point abandonné dans ses recherches sur la mécanique, telle que la fameuse question du choc des corps, qu'il résolut en même temps que Wallis et Wren ; et dans ses découvertes astronomiques , qui rendent son nom inséparable de ceux de Kepler, Galilée et Newton.
> Mémoire eut l'optique , art. 22 et 27 , dans le 1 4« cahier du Journal de l'École Polytechnique,
2 Applications de Géométrie et de Mécanique ; Mémoire sur les routes de la lumière , p. 192.
' M. Hamilton , directeur de Tobserratoire de Dublin , en continuant les beaux travaux de Fresnel , est parvenu a soumettre tous les phénomènes sî compliqués et si délicats de la lumière à un calcul analytique nouTcau , qui parait devoir conduire aux lois mathématiques qui dominent toute cette vaste et importante théorie.
Nous avons appris de M. Quetelet j avec un extrême plaisir , qu'un autre savant géomètre , M. Mac Cullagh , poursuit les mêmes recherches que M. Hamilton , mais par de pures considérations géométriques.
Puissent les travaux de M. Mac Cullagh réhabiliter la Géométrie auprès des personnes d*un esprit juste et impartial, et rendre aux méthodes d'Huygens et de Neveton Testime qu'elles méritent.
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Quoique la méthode des Anciens ait été presque toujours son seul instrument de raisonnement et de recherches^ il connaissait toutes les ressources non-seulement de la Géométrie de Descartes ^ mais aussi du nouveau calcul de Leibnitz^ qu'il avait étudié dès que cette su* blime découverte avait paru^ et dont il avait su apprécier tous les avantages \
S 15. Nous devons citer parmi les contemporains de Wallis et bahhow, d'Huygens, qui ont le plus contribué à l'avancement de la Géométrie^ leso-w??. Barrow^ le professeur de Newton à Funiversité de Cambridge. Ce géomètre publia en 1669 ses Lectiones Geometricœ, ouvrage rempli de recherches profondes sur les propriétés des courbes^ et particulièrement sur leurs dimensions. On y remarqua surtout dans la dixième leçon 9 sa Méthode des Tangentes; méthode peu différente^ il est vrai , de celle de Fermât^ mais qui cependant^ par la considération du petit triangle différentiel et l'introduction dans le calcul de deux quantités infiniment petites au lieu d'une seule ^ était un pas de plus vers la doctrine et l'algorithme de Leibnitz.
On doit à Barrow^ que ses connaissances dans les langues grecque et arabe mettaient en état de rendre ce service aux sciences^ des versions latines^ estimées, des élémens et des données d'Euclide; des quatre premiers livres d'Apollonius, des ouvrages d'Archimède et des sphériques de Théodose. Les démonstrations, dans tous ces ouvrages, se trouvent pour la plupart refaites et simplifiées extrêmement.
On a recueilli en 1684, sous le titre de Lectiones mathemattcœ ^ les leçons faites par Barrow à l'université de Cambridge, sur la philosophie des mathématiques, dans les années 1664, 1665 et 1666; plus quatre leçons d'une date incertaine, qui ont pour objet d'indiquer la méthode par laquelle Archimède a découvert ses plus beaux théo-
1 L'imiTenitë de Leyde possède de riches manuscrits qui lui ont été légués par Huygens , où se trouve, outre les productions de ce grand homme , une collection de lettres qu'il recevait de tous les savans. Messieurs les curateurs de cette université ont pensé » il y a quelques années, à faire imprimer une partie de oe précieux dépôt. Un projet aussi louable ne peut reoeroir trop tôt son exécution.
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rèmes^ et de montrer combien peu elle diffère de l'analyse moderne \ On ne pouvait remplir ce but avec plus de précision et de clarté que ne Ta fait Barrow; mais on regrette que ses autres leçons mathématiques soient hérissées de citations grecques qui en rendent la lecture difficile.
Enfin ^ Barrow, dans ses Lectiones opticcBy a appliqué avec habileté la Géométrie à un grand nombre de questions concernant la réflexion et la réfraction sur des surfaces^ courbes* U a construit les points où se réunissent les rayons infiniment voisins; mais^ malgré son goût et son habitude des spéculations géométriques^ il n'a pas songé à cotasidérer la courbe qui naît de la succession de ces points ou de l'enveloppe de ces rayons; comme Huygens^ qui a todché de près aussi à la découverte de cette courbe , il en a laissé l'honneur à Tschirnhausen.
§ 16. C'est ici le lieu précisément de parler du géomètre que nous venons de nommer.
TscHiRîiHAwsM , Tschimhauseu a reçu une grande célébrité de ses fameuses cafis- 1651-1708. tiques. Cette invention ^ en effet est devenue aussitôt la base de plusieurs théories physico-mathématiques. Considérée comme pure spéculation géométrique^ elle avait le double avantage d'offrir un second' exemple après les développées d'Huygens^ de la génération des courbes comme enveloppes d'une droite mobile^ et de donner naissance à une infinité de courbes rectifiables.
Ces caustiques^ de même que les développées, étaient en quelque sorte une application pratique de l'idée de De Beaune, d'exprimer la nature des courbes par quelque propriété commune à leurs tangentes.
Mais ce n'est point cette considération abstraite qui a conduit Huygens et Tschirnhausen à l'invention des courbes qui portent leur nom ; et ce fut Leibnitz qui donna suite à l'idée de De Beaune^ et la généralisa même en cherchant la courbe enveloppe d'une infinité de
1 Quo plantas appareai qualem ille gubiiUsêimua vir (ârchimbdbs) analysin iuurpâritj et quam hodiemœ nostrœ parum diasimilem.
lignes droites on courbes déterminées et liées entre elles par une propriété commune ^
§ 17. Tschimhausen^ homme de génie et Vmx des plus passionnés pour la science qu'il cultivait^ a encore eu d'autres {titres, après Finyention de ses cauçtiqites^ à un rang distingué dans Thistoire de la Géométrie.
Dans un traité intitulé Medicina inentis, publié en 1686 ^, dont l'objet priReipal' était d'indiquer les rt^les.qui doi]?ent nous guider dans la reclierche de la Térité^Tschirnhausen/ partant de cette idée, que les êtres mathématiques sont formés par le mouvement rapporté à quelque, chose de fixe, proposa une génération nouyelle et universelle des courbes. Il les concevait décrites par un stylet qui tend un fil qui y étant fixé par ses extrémités à deux points fixes, glisse sur un ou plusieurs autres points fixes , ou s'enroule sur une ou plusieurs courbes de nature cotmue. C'était, comme on voit, une g^érahsation du mode de description des coniques au moyen de leurs foyers; généralisation que Descartes avait déjà eu l'idée de transporter à la description de ses ovales *.
Tschimhausen divisa les courbes en plusieurs genres, suivant qu'il y avait plus ou moins de foyers, et suivant la nature des courbes fixes. D apprit à mener les tangentes aux courbes ainsi décrites ; c'est là l'origine du problème de la tangente à une courbe exprimée par une équation dont les variables sont les distances d'un point quelconque de la courbe à plusieurs points fixes.
§ 18. Ce problème a eu quelque célébrité, et a été résolu de différentes manières originales par les premiers mathématiciens de
1 Jeta Erud. Lip». ^ ann. 1692 et 1694, et OEuvres de Leihniiz , tom. III , p. 264 et 296.
^ Medicina mentis^ sive teniamen genuinœ logùsœ, in quâ disseritur de methodo detegendi incognitae veritaieê. In-4o , Amst.
On trouve dans le tom. III de la Bibliothèque universelle et historique (ann. 1686) , une analyse trèfl-dëtaillée de cet ouvrage remarquable de Tschimhausen.
3 Géométrie de Descartes , liv. 2«. Ces courbes , imagkiëes par Desoartes , ont joué un grand rôle surtout dans sa Dioptrique. Nous n'en parlerons que dans notre quatrième Époque , où nous les trouverons i:eproduites dans le 1«' livre des Principes de Newton.
l'époque : d'abord par Fatio de Duiller^ qui releva une erreur échappée à Tschirnhausen^ et dont la solution^ basée sur de simples considérations de Géométrie^ nous parait offrir un des beaux exemples^ aujourd'hui très-rares^ de la méthode des Anciens dans la construction des tangentes '; puis par le marquis de Lhopital qui, par la considération des infinimens petits^ et sans calcul^ en donna une construction élégante et de la plus grande généralité ^ ; et dans le même temps par Leibnitz^ dont la solution a qui a cet avantage que l'esprit y fait tout sans calcul et sans diagramme, » repose sur un beau théorème de mécanique qu'il imagina à cet effet '• Quelques années après ^ Herman compléta en quelque sorte cette théorie, en donnant une construction très^simple du rayon de courbure des mêmes courbes de Tschimhausen, calculé directement et par la pure Géométrie, sans se servir des coordonnées auxiliaires de Descartes *.
M. Poinsot a étendu aux surfaces ce mode de génération des courbes et la construction de leurs normales, et s'en est servi utilement dans im fort beau mémoire sur la mécanique '.
I Réflexions de 3f. Fatio de Duilier eur une méthode de trouver les tangentes de certaines lignes courbes, BiBLioratQVK vriveksbllk kt histokiqcb , tom. V, année 1688*
Tschirnhaiisen a répondu a ces réflexions de Fatio , et reconnu son erreur dans le tom. X du même recueil , même année.
^ Analyse des infinimens petits , section â« , proposition 10.
* Leibnitz considère la question sous cet énoncé : « Mener la tangente d'une ligne courbe qui se décrit par des filets tendus. » Sa construction est fondée sur une règle générale de la composition des mouvemens, qu*on peut énoncer ainsi, en substituant à l'idée de mouTCment celle de force , comme a fait Lagrange en reproduisant dans sa Mécanique analytique la condition d'équilibre qui résulte du principe de Leibnitz. « Si tant de forces qu'on voudra , qui sollicitent un point, sont représentées en grandeur et en direction par des droites, leur résultante passera par le centre de gravité des points extrêmes de ces droites , et sera égale en grandeur à la distance de ce point au point sollicité , multipliée par le nombre des forces. » {Journal des Savans, sept. 1693, et OEuvres de Leibnitz, tom. III , pag. 283.)
Ce théorème peut être étendu au cas où les forces sont appliquées à des points différons d'un corps solide libre dans l'espace. {Correspondance mathématique de Bruxelles , tom. Y, pag. 106.)
4 Methodus inveniendi radios osouK in curvis emfocis descriptis. Acta Eiudit., ann. 1708; pag. 501.
5 Théorie générale déséquilibre et du mouvement des systèmes; 13"* cah. da Joum. de V école
§ 19. Revenons à Tschimhausen. En 1701^ ce géomètre annonça à r Académie des sciences une nouyelle méthode générale, propre à suppléer le calcul infinitésimal dans plusieurs questions de haute Géométrie, telles que la construction des tangentes et des rayons de courbure \ Mais sa solution, qui reposait sur l'analyse de Descartes, n'était qu'une imitation des deux méthodes que ce grand géomètre avait données du problème des tangentes, et qui consistaient à supposer que deux points d'une courbe distans d'abord l'un de l'autre d'une quantité finie , venaient à se confondre.
Le titre suivant : Essai (tune méthode pour trouver les touchantes des courbes mécaniques, sans supposer aucune grandeur indéfiniment petite ^, sous lequel Tschimhausen présenta l'une de ses découvertes, fit grande sensation alors; et il devait en effet piquer vivement la curiosité des géomètres et assurer à son auteur, déjà célèbre, une gloire immortelle, si sa promesse était pleinement remplie. Mais cette méthode^ loin de convenir à toute courbe mécanique proposée, ne s'appliquait qu'à un genre de courbes qui avaient pour abscisses des arcs d'une courbe géométrique à laquelle on savait mener les tangentes, et pour ordonnées des parallèles à une droite fixe ; et le calcul employé par Tschimhausen était le même que pour le cas ordinaire où les abscisses étaient comptées sur une droite, au lieu d'être comptées sur un arc de courbe. Mais cette méthode avait toujours le mérite d'être une extension de celles de Descartes qui, pour maintenir l'universalité et la suffisance de sa Géométrie, en avait exclu , comme on sait, les courbes mécaniques, désignant par ce mot celles qui ne pouvaient pas se déterminer par une mesure exacte et connue. Dès 1682, Tschimhausen avait exposé sa méthode des tangentes aux courbes géométriques^ dans les actes de Leipzig, sous le titre IVova methodus tangentes curvarum eœpedite determinandi , et avait annoncé qu'il l'appUqueraît plus tard aux courbes mécaniques.
polytechnique. Ce mémoire vient d*étre reproduit dans la 6* édition de la Statique de M . Point ot. ' Histoire et Mémoires de V Académie des Sciences, ann. 1701. 2 Mémoires de l'Académie des Sciences , ann. 1702.
ToB. XL 15
Réflexions sur les m^ thodes en Géométrie*
S 20. Le but constant de Tschimhausen^ dans ses diverses spéculations géométriques^ était de rendre la Géométrie plus aisée, persuadé que les yéritables méthodes sont faciles; que les plus ingénieuses ne sont point les vraies , dès qu'elles sont trop composées , et que la nature doit fournir quelque chose de plus simple.
Nous rapportons à dessein cette pensée de Tschirnhausen, persuadé que toutes les vérités géométriques sont de même nature; qu'elles doivent être toutes également susceptibles de démonstrations faciles^ et très-souvent intuitives. Et en effet, combien n'a-t-on pas d'exemples que celles qui avaient semblé d'abord présenter les plus grandes difficultés, et se refuser même à toutes les ressources des méthodes connues, sont devenues ensuite les plus simples et les plus évidentes? C'est qu'elles dépendaient de théories qui n'étaient point encore formées ou assez étendues, ou qui ne reposaient point .sur leurs véritables bases.
C'est en cela, soit dit en passant, que nous parait consister le principal avantage de l'analyse moderne sur la Géométrie. La première de ces deux* méthodes a le merveilleux privilège de négliger les propositions intermédiaires dont la seconde a toujours besoin , et qu'il faut créer quand la question est nouvelle. Mais cet avantage, si beau et si précieux, de l'analyse , a son c6té faible, comme toutes les conceptions humaines ; c'est que cette marche pénétrante et rapide, n'éclaire pas toujours suffisamment l'esprit; elle laisse ignorer les vérités intermédiaires qui rattachent la vérité trouvée avec le point de départ, et qui doivent former avec l'une et l'autre un ensemble complet et une véritable théorie. Car est-ce assez, dans l'étude philosophique et approfondie d'une science, de savoir quune chose est vraie, si l'on ignore comment et pourquoi elle l'est, et quelle place elle occupe dans l'ordre deis vérités auquel elle appartient ?
Il faut, ce me semble, dans l'état actuel de la Géométrie, pour atteindre le but de Tschirnhausen, le perfectionnement indéfini de cette science, toujours observer, dans les spéculations auxquelles on appliquera son esprit, les deux règles suivantes :
I^ Grénéraliser de plus en plus les propositions particulières^ pour arriver de proche en proche à ce qu'il y a de plus général ; ce qui sera toujours^ en même temps ^ ce qu'il y aura de plus simple^ de plus naturel^ et de plus facile;
2^ Ne point se contenter, dans la démonstration d'un théorème ou la solution d'un problème, d'un premier résultat, qui suffirait s'il s'agissait d'une recherche particulière, indépendante du système général d'une partie de la science; mais ne se satisfaire d'une démonstration ou d'une solution, que quand leur simplicité, ou leur déduction intuitive de quelque théorie connue, prouvera qu'on a rattaché la question à la véritable doctrine dont elle dépend naturellement.
Pour indiquer un moyen de reconnaître si la pratique de ces deux règles a conduit au but désiré, c'est-à-dire si Ton a rencontré les vraies routes de la vérité définitive, et pénétré jusqu'à son origine, nous croyons pouvoir dire que, dans chaque théorie, il doit toujours exister, et que l'on doit reconnaître , quelque vérité principale dont toutes les autres se déduisent aisément, comme simples transformations ou corollaires naturels; et que cette condition accomplie sera seule le cachet de la véritable perfection de la science. Nous ajouterons, avec un des géomètres modernes qui ont le plus médité sur la philosophie des mathématiques, (c qu'on ne peut se flatter d'avoir le dernier mot d'une théorie , tant qu'on ne peut pas l'expliquer en peu de paroles à un passant dans la rue \)> Et en effet, les vérités grandes et primitives, dont toutes les autres dérivent, et qui sont les vraies bases de la science, ont toujours pour attribut caractéristique la simplicité et l'intuition *.
' Opinion de M. Gergonne, qui en faisait Tapplication a la nouTelle théorie des caustiques de H. Quetelet. Nouveaux Mémoires de V Académie de Bruxelles^ tom. IV, pag. 88.
^ Cette opinion , admise dans les sciences positives , est un résultat d'expérience , auquel conduit la culture de chacune d'elles. Mais on peut aussi la justifier à priori. Car les principes les plus généraux , c'est- à-dire qui s'étendent sur le plus grand nombre de faits particuliers , doivent être dégagés des diverses circonstances qui semblaient donner un caractère distinctif et différent à chacun de ces fait« particuliers , considéré isolément , avant qu'on eût découvert leur lien et leur origine commune ; car s'ils étaient compliqués de toutes
Difuion de u G^omé- %2l. Oïl durd remarQué. dans cette analyse succincte des pro&rès
en trois branches. ^ ^ ^ J r o^
prodigieux que la Géométrie a faits dans 1 intervalle d une trentaine d'années^ que ces progrès furent dus principalement à deux grandes jj conceptions: celle des indivisibles de Cavalleri, et celle de V analyse • appliquée aua^ lignes courbes^ de Descartes.
La première s'adaptait aux formes et aux procédés accoutumés de la Géométrie ancienne ; et Ton regarda comme appartenant à la Géométrie pure des Anciens les découvertes auxquelles conduisit cette méthode de Cavalleri.
La deuxième^ véritable instrument analytique^ faisait de la Géométrie une science toute nouvelle^ qui exciterait l'étonnement et l'admiration d'Ârchimède et d'Apollonius^ qui n'en ont laissé aucun germe; on l'a appelée Géométrie mixte , Géométrie analytique , ou Géométrie de Descartes.
Mais, tandis qu'une sorte de division s'établissait ainsi dans les méthodes de la Géométrie^ un troisième mode de procéder^ une troisième espèce de Géométrie, pour ainsi dire, prenait naissance. C'est celle que nous avons déjà dit avoir été employée par Pascal et Desargues , et dont les premiers germes se trouvaient dans les porismes d'Euclide^ et nous ont été conservés par Pappus dans ses collections mathématiques.
Ainsi donc nous voyons la Géométrie divisée en trois branches :
La première comprend la Géométrie des Anciens, aidée de la doctrine des indivisibles et de celle des mouvemens composés;
La deuxième est l'analyse de Descartes, accrue des procédés de Fermât, dans sa méthode de maximis etminimis^ pour calculer l'infini;
La troisième enfin est cette Géométrie pure, qui se distingue essentiellement par son abstraction et sa généralité ; dont Pascal et Desargues ont donné les premiers exemples dans leurs traités des coniques,
ces circonstances ou propriétés particalières , ils en porteraient Pempreinte dans tons leurs corollaires , et ne donneraient lieu , généralement , qu'à des vérités excessirement embarrassées et compliquées elles-mêmes. Ces principes les plus généraux sont donc nécessairement , par leur nature , les plus simples.
et dont nous verrons que Monge et Gamot^ au commencement de ce siècle^ ont assis les fondemens sur des principes larges et féconds.
Cette troisième branche de la Géométrie, qui constitue aujourd'hui ce que nous appelons la Géométrie récente, est exempte de calculs algébriques, quoiqu'elle fasse un aussi heureux usage des relations métriques des figures que de leurs relations de situation, ou descriptives y mais elle ne considère que des rapports de distances rectilignes d'un certain genre, qui n^exigent ni les symboles ni les opérations de Falgèbre.
Cette Géométrie est la continuation de V analyse géométrique des Anciens, dont elle ne diffère point quant au but et à la nature de ses spéculations; mais sur laquelle elle offre d'immenses avantages, par la généralité, l'uniformité et Fabstraction de ses conceptions, et de ses méthodes, qui ont remplacé les propositions particulières, incomplètes et sans liaison, qui formaient toute la science et l'unique ressource des Anciens, et surtout par l'usage, si utile, de la contemplation des figures à trois dimensions dans les simples questions de Géo-^ métrie plane.
C'est dans cette Géométrie générale que rentrent les théories et leurs applications, auxquelles on a donné, dans ces derniers temps, les dénominations de Géométrie de la règle, et Géométrie de situation, suivant qu'on y faisait usage d'intersections de lignes droites seulement, ou d'intersections de courbes ou de surfaces, dans l'es- ' pace, pour découvrir les propriétés descriptives des figures.
Des trois branches, bien distinctes, que nous venons de reconnaître dans la Géométrie, la seconde, qui est l'analyse de Descartes, offrit un tel attrait, et de si prodigieux avantages, qu'elle fut cultivée avec une prédilection marquée par les grands géomètres que nous avons nommés dans le cours de cette troisième Époque.
Il est vrai que cette Géométrie de Descartes, loin d'offrir un ordre de spéculations particulières, n'était autre qu'un instrument universel, propre à toutes les conceptions géométriques anciennes et modernes.
§ 22. Quelques mathématiciens cependant furent encore fidèles à la
ï^ méthode des Anciens. Parmi eux on distingue surtout De La Hire. DE LA HIRE, Ce géo mètre , quoique familiarisé avec l'analyse de Descartes^ enri-
1840-1718. chit la Géométrie pure de plusieurs ouvrages écrits dans le style des Anciens y et qui eurent beaucoup de succès.
Il fut aussi le digne continuateur des doctrines de Desargues et de
\ Pascal^ et introduisit dans la Géométrie^ principalement par une
! nouvelle façon d'engendrer les coniques sur le plan^ plusieurs inno*
vations qui se rapportent aux méthodes récentes. C'est donc à un
double titre que nous avons à citer ici ce célèbre mathématicien.
Ses principaux ouvrages écrits dans le style de la Géométrie ancienne sont : le grand traité des sections coniques , intitulé Sectiones ' conicœ in novem libros distributœ (in-fol., Paris 1685); son Mé-moire sur les épicycloi'des , contenant leurs dimensions^ leurs développées et leur usage en mécanique pour la construction des roues dentées * ; un second mémoire sur le même sujet , généralisé et appliqué à toutes sortes de courbes, sous le titre : Traité des roulettes^ où Von démontre la manière universelle de trouver leurs touchantes ^ leurs points d inflexion et de rebroussement, leurs superficies et leurs longueurs^ par la Géométrie ordinaire ^j et un mémoire sur les conchoïdes en général, contenant leurs tangentes, leurs dimensions, leurs longueurs, leurs points d'inflexion; (inséré dans les mémoires de l'Académie des sciences, année 1708).
Nous devons ajouter à cette liste le Traité de Gnomonique , qui parut en 1682, et qui était un ouvrage vraiment nouveau, où De La Hire résolvait toutes les questions graphiquement, sans trigonométrie
' Ce mémoire a para en 1694, parmi d'autres mémoires de mathématiques et de physique de De La Hire. II a été imprimé de nouveau dans le tom. IX des anciens Mémoires de VAca» demie des Sciences,
De La Hire y dit qu'il y a vingt ans qu'il avait découvert les épicycloîdes et leur usage en mécanique. Depuis , Leibnitz a revendiqué l'honneur de cette double invention pour le célèbre astronome Roemer, qui l'aurait imaginée en 1674, pendant son séjour à Paris. Mais, comme nous l'avons déjà dit , il parait , d'après De La Hire lui-même , que la partie mécanique, au moins, de cette invention remonte h Desargues.
2 Imprimé en 1704 dans les Mémoires de l'Académie des Sciences.
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^'^KKie rectiligne^ et en n'employant que le compas^ la règle et le fil-à-
^^ 23. Le traité des sections coniques eut une grande réputation ^*^*^s toute l'Europe sayante^ et fit regarder De La Hire comme un ?^^^^^ur original sur cette matière. Sa méthode en eifet, quoique pure- ^^^^^t synthétique comme celle des Anciens^ en différait pourtant ^^^Btiellement. Les Anciens avaient considéré les sections coniques ^^^^ le cône^ mais seulement pour en concevoir la génération et en ^Ij^^^ontrer quelques propriétés principales (dont la plus considérable ^M; le rapport constant du carré de l'ordonnée au produit des V^^mens faits sur l'axe) \ et faire servir ensuite ces propriétés primitives à la recherche et à la démonstration de toutes les autres : de sorte qu^ils formaient leur théorie des coniques sans connaître la nature ni aucune propriété du cône^ et indépendamment de celles du cercle qui lui sert de base; et même Apollonius démontre souvent les propriétés du cercle de la même manière et en même temps que celles de l'ellipse. De La Hire conçut une marche plus rationnelle et plus méthodique^ et conséquemment plus courte et plus lumineuse. Il commença par établir les propriétés du cercle qui devaient se représenter
' Si l'on demande la raison de la fëoonditë de cette propriété des coniques , on dira , en Géofliétrie analytique, que c'ett parce qu'elle n'est autre q«ie Véqu^ian mémie de la courbe, et que dès-lors il n'est point étonnant qne cette propriété se prête à toutes les transformations que l'on ferait subir a cette éqaation. Mais en Géométrie pure, il faut remonter à une raison plus directe , et prise de la nature seule de la chose , et non empruntée d'un système de coordonnées auxiliaire et artificiel ; et l'on reconnaît alors que cette raison est que la relation en question exprime une propriété de six points pris sur une conique. Mais ces six points n'ont pas entre eux toute la généralité de position possible ; quatre de ces points sont deux à deux sur deux droites parallèles.
Mais , malgré cette condition restreinte , la relation dont il s'agit suffit pour construire one conique par points , quand on en connaît cinq , donnés arbitrairement. On conçoit donc qu'elle doit suffire aussi pour conduire à toutes les propriétés des coniques. Mais il faudra flourent suivre une voie moins directe, qui nécessitera quelques détours de plus que si l'on <M)nnaiBaait une rektioa générale de six points queloonques d'une conique. Cette observation explique pourquoi les beaux théorèmes de Desargues et de Pascal, qui expriment cette relation tout-à-fait générale de six points d'une conique , ont apporté dans cette théorie une facilité inconnue aux Anciens.
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dans les coniques^ particulièrement celles qui tiennent à la division harmonique; et ensuite, il en fit usage pour découvrir et démontrer dans les sections du cône les propriétés analogues. Et cette méthode eut cela de remarquable alors, qu'elle ne faisait point usage du triangle par l'axe, et qu'elle s'appliquait indistinctement à toutes les sections du cône.
Cette manière de procéder était, comme on voit, dans l'esprit de celle de Desargues et de Pascal , qui, par la perspective, transportaient aux coniques les propriétés du cercle. De La Hire. a pu aussi emprunter du Brouillon projet des Coniques de Desargues, l'usage heureux que l'auteur y faisait de la proportion harmonique et de quelques relations d'involution. C'est sous ces deux rapports que nous regardons ce géomètre comme le continuateur des doctrines de Desargues et de Pascal.
S 24. Nous devons dire que la nouvelle méthode qui fait dériver les propriétés des coniques de celles du cercle, et de la considération du solide dans lequel ces courbes prennent naissance , avait déjà été pratiquée par deux géomètres du siècle précédent. D'abord par Yemer, de Nuremberg, qui avait démontré ainsi plusieurs propriétés élémentaires des sections coniques ^; et ensuite avec plus d'étendue et d'une manière plus savante, par le célèbre Maurolicus de Messine, qui, après avoir traduit plusieurs écrits des Anciens, mit au jour, entre autres nombreux ouvrages de lui-même, un Traité des Coniques, où il suivit cette marche nouvelle, attribuant à celle qu'avaient suivie les Anciens, la prolixité de leurs démonstrations \
Il est juste de citer encore à ce sujet Guarini, contemporain de De LaHire, qui avait aussi donné en 1671, un Traité des Coniques ,
1 /• P^emeri Libelluê iuper pigintiduohuê elementis conteisj etc.; in-4*. 1522.
3 Qwmiam Apollùniua amnia ferè canicorum demonstrata c<maiu$ est in planum rédigera , antiquioribus insignior; neglectà amorum descriptione^ et aliundè quœrene argumenta , eogi^ tur perêœpe obscurius et indirecte demonstrare id , quod cantemplando êolidœ figurœ eectianem » aperiiuê et brevius demonstratur, (D. Fkancisci Maveolici Opuscula mathematica. In-4<>; Yenetiis, 1575 ;pag. 280.)
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où il fais€ut un usage fréquent de la considération du cône^ pour démontrer leurs propriétés. On y remarque surtout une démonstration extrêmement simple^ et qui s'applique aux trois sections coniques en même temps ^ de la propriété du rapport constant des produits des segmens faits sur des cordes parallèles^ qui avait toujours exigé la connaissance de plusieurs propositions préliminaires. Cette méthode était un progrès dans la théorie des coniques; mais Guarini^ extrême- / ment sayant du reste dans toutes les parties de la Géométrie^ ne l'a i pas suivie systématiquement et avec le talent de De La Hire. {Voir au sujet de Maurolicus et de Guarini la Note XVII.)
§ 25. Nous dirons^ en passant^ qu'outre la méthode des Anciens et celle adoptée par De La Hire^ nous en concevons une troisième qtii n'a point été employée^ et qui eût été propre pourtant^ si nous ne nous abusons^ à simplifier extrêmement les démonstrations^ et à mettre dans tout leur jour les principes et la véritable origine des diverses propriétés des coniques : sous ce rapport^ on ne peut se dissimuler que la méthode des Anciens n'offirait qu'obscurité.
Cette méthode eût consisté à étudier les propriétés du cône luimême^ et à les formuler^ indépendamment et abstraction faite de celles des coniques; et celles-ci se seraient déduites des premières avec une facilité et une généralité ravissantes. On le concevra sans peine ^ car partout où les Anciens employaient trois démonstrations différentes pour démontrer la même propriété dans les trois sections coniques^ ellipse ^ hyperbole et parabole^ parce qu'ils s'appuyaient sur les caractères particuliers à chacune de ces courbes^ une seule démonstration suffira pour démontrer^ dans le cône même^ la propriété analogue^ d'où celles des trois coniques doivent se déduire comme de leur vraie et commune origine.
Dç cette manière^ on eût vu prendre naissance dans le cône à plusieurs propriétés des coniques^ telles que celle des foyers, qu'il semble qu'Apollonius ait devinée; et que ce géomètre^ ni aucun de ceux qui l'ont suivi 9 n'ont rattachée ni aux propriétés du cercle, ni à celles du cône; de sorte que l'origine première de ces points singuliers, celle ÏOB. XL 16
qai ne participe que d6 la nature du cône où la courbe prend naissance^ est restée igncnrée.
Un autre avantage de la méthode que nous indiquons eût été de former y en même temps que la théorie des coniques^ celle des cônes à base circulaire, dont très-peu de propriétés étaient connues jusqu^à ces derniers temps. Cela n'eût présenté aucune difficulté; et nous croyons pouvoir en indiquer comme preuve l'essai que nous avons fait de cette méthode dans un mémoire, oh, ^i n'admettant que les seules propriétés du cercle dont la plupart sont évidentes, nous sommes parvenu à un très*grand nombre de propriétés nouvelles des cônes dii second degré, dont une partie sont analogues et conduisent à celles des foyers des coniques; ce qui montre comment l'existence de ces points et leurs propriétés se rattachént.à celles du cône \
On penserait, à la lecture des premiers mots du Traité dès sections Coniques de Wallis, que la méthode que nous venons de proposer fût celle que suivît ce grand géomètre. Car il annonce qu'ayant reconnu que la théorie des coniques est diflKcile, et dans le but de la simplifier, il va d'abord étudier la nature du cône mieux que n'ont fait les Anciens, pour en déduire, comobe de leur vraie source, les propriétés de ces cdurbes. Mais Wallis se hâte d'ajouter qu'il se bornera aux principaleis de ces propriétés ^ à celles qui peuvent conduire à la découverte de toutes les autres. Et en effet, après avoir démontré celle qui lui sert à exprimer les coniques par une équation entre deux coordonnées^ à la manière de Descartes, il suit une autre marche^ et donne un traité anal3rtique de ces courbes.
§ 26. Revenons au traité de De La Hire. Cet ouvrage est divisé en neuf livres. Le premier, qui est le fondement de tout le reste, traite successivement des propriétés de la division harmonique dhine ligne droite; de celles des faisceaux harmoniques; et enfin dfes lignes divisées harmoniquement dans le cercle. Il s'y trouve aussi ^elques
1 Mémoire de Géométrie pure sur les propriétéê génè^aleê des cônes du second degH^ In-4*» ; 1830. \
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cas particuliers de la relation d'inyolution de six points^ quoique cette relation ne s'y trouve pas dans toute sa généralité. Ce livre est une introduction d'où se déduisent^ dans la suite ^ des démonstrations faciles et générales de théorèmes qui avaient coûté aux Anciens de longs et pénibles développemens. C'est en cela que consistent la nouveauté et le mérite de la méthode de De La Hire.
À l'exception du problème ad très et quatuor lineasy et des beaux théorèmes généraux qui faisaient la base des ouvrages de Desargnes et de Pascal^ toutes les autres propriétés connues des coniques se trouvaient réunies^ pour la première fois^ dans le traité de De La Hire^ et démontrées synthétiquement d'une manière uniforme et élégante. Plusieurs étaient dues à ce géomètre. Parmi celles-ci^ nous citerons d'abord la théorie des pôles y qui consiste dans les trois théorèmes suivans :
l"" « Si^ autour d'un point fixe^ on fait tourner une transversale qui » rencontre une conique en deux points^ les tangentes en ces points » se croiseront .toujours sur une même droite. ( Propositions 27 et 28 du livre 1^^ , et 24 et 27 du livre 2. ) , i
£t réciproquement a Sî de chaque point d'une droite on mène deux )) tangentes à une conique^ la droite qui joindra les deux points de » contact passera par un point fixe. » ( Propositions 26 et 28 du livre 1er, et 23 et 26 du livre 2. )
Ce point a été appelé^ dans ces derniers temps ^ le pôle de la droite^ et cette droite la polaire du point.
2^ <( Si par un point. fixe on mène plusieurs transversales qui rencontrent une conique^ les droites qui joindront deux à deux les points de jencontre de deux quelconques des transversale se rencontreront sur la polaire du point fixe. » (Propositions 22. et 23 du livre l^r, et 30 du livre 2. )
3o Enfin ce Le point où chaque transversale rencontrera la polaine » du point file sera le conjugué harmonique de ce point fixe^ par )) rapport aux deux points où cette transversale rencontre la courbe.» ( Propositions 21 du livre l^S et 23 et 26 du livre 2.)
Cette dernière proposition était connue d'Apollonius.
Elle est^ dans le traité de De La Hire^ la proposition fondamentale dont presque toutes les autres se déduisent. On Toit^ par exemple ^ dans la proposition 3 du 3^ livre ^ comment elle conduit naturellement à. la propriété du carré de l'ordonnée comparé au rectangle fait sur l'axe.
Ainsi cette proposition joue dans le grand traité de De La Hire le même rôle que la proposition du lattM rectum dans Apollonius; que le théorème de l'inyolution de six points dans le Brouillon projet des Coniques de Desargues; et que l'hexagramme mystique dans l'ouvrage de Pascal.
U est aisé de voir que^ des trois propositions que nous avons énoncées^ les deux premières sont comprises dans le théorème sur le quq^ drilatère inscrit aux coniques ^ que nous avons dit que Pascal avait probablement déduit de son hexagramme^ et que la troisième est une conséquence aussi de ce même théorème, au moyen de la 131™® proposition du 7® livre des Collections mathématiques, que nous avons citée en parlant de Pappus.
Mais l'ouvrage de Pascal n'ayant jamais été publié. De La Hire a le mérite de l'invention de ces belles propositions. Depuis elles ont été reproduites par Maclaurin, dans son Traité des Fluxions , et dans son Traité des courbes géométriques ; par R. Simson, dans son 'Traité des Sections coniques ; par Carnot, dans sa Théorie des Transversales; et par divers autres géomètres.
La première et sa réciproque ont été démontrées dans la Gréométrie descriptive de Monge, d'une manière intuitive fort élégante, et ont été étendues par cet illustre géomètre aux surfaces du second degré. C'est de cette époque que datent l'importance et les usages de cette théorie des pôles, renfermée auparavant dans les ouvrages profonds que nous venons de nommer^ et presque inconnue aux jeunes géomètres qui n'ont étudié les coniques que dans les traités analytiques.
Parmi d'autres propriétés remarquables des sections coniques , dues à De La Hire , nous citerons encore le lieu géométrique du sommet
d'un angle droit circonscrit à une conique^ lequel est un cercle pour l'ellipse et l'hyperbole ^ et une droite pour la parabole (8® liTre, propositions 26 y 27 et 28) ' ; et c'est Monge aussi qui a généralisé cette proposition^ et fait Toir que le point d'intersection de trois plans rectangulaires^ tangens à une surface du second degré, se trouve toujours sur une sphère^ qui devient un plan si la surface est un paraboloïde.
De La Hire a aussi considérablement enrichi la théorie des foyers j et donné une construction élégante et facile^ par la ligne droite et le cercle^ d'une conique qui doit passer par trois points et dont le foyer est donné. Problème utile en astronomie^ et pour lequel le célèbre astronome et géomètre Halley^ qui l'avait résolu le premier^ avait employé une hyperbole ^.
8 27. Jusqu'à Descartes ^ il n'y ayait eu qu'une manière de concevoir la génération des coniques^ c'était dans le solide; c'est-à-dire^ dans le cône à base circulaire. Mais la Géométrie de cet illustre novateur fit^ comme dans les autres parties des mathématiques^ une révolution complète dans la théorie de ces courbes : elle apprit à leur donner naissance sur le plan^ et sans qu'il fut besoin d'employer la considération du cône. Il suffisait à Descartes de remarquer que dans son système de coordonnées toutes les coniques étaient représentées par l'équation générale du second degré. Ce mode d'expression analytique
I De La Hire a aassi donné (dans les Mémoires de V Académie des Sciences j année 1704) , le Hea des angles égaux, aigus on obtos, oirconscrits à ane conique , lequel est une courbe du quatrième degré, qui se réduit au second | et devient une hyperbole, quand la conique proposée est une parabole.
Dans ce même mémoire, De La Hire a traité la même question pour la cycloîde, et est paryenu à ce résultat curieux, savoir, que tous les angles égaux , droits, aigus ou obtus , circonscrits a cette courbe, ont leurs sommets sur une seconde cycloïde raccourcie ou alongée.
Nous avons trouvé que les épicycloîdes du cercle jouissent de la même propriété ; c'est-àdire que :
Si à «ffie épieyeloïde engendrée par un point d'une circonférence de cercle qui rouh eur un autre cercle fixe , on circonscrit des angles tous égaux entre eux , leurs sommets seront situés sur une épieyeloïde alongée ou raccourcie.
> Methodus directa etgeometrica cujus ope investigantur Jpkelia, etc., Planetarum, Tiansacnoss raii.osoPHiQVis , année 1676, n** 128.
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était propre à la recherche et au développement de leurs nombreuses propriétés. Cette méthode fut adoptée d'abord par WaUis^ qui^ le premier^ donna un traité analytique des sections coniques^ et depuis par la plupart des géomètres qui écrivirent sur ces courbes. Cependant on continua encore pendant un siècle^ de considérer les coniques dans le cône; et les traités qui parurent dans cet intervalle réunirent les deux méthodes^ celle des Anciens et celle de Descartes.
La manière de Desargues et de Pascal de considérer les coniques^ rentrait dans celle des Anciens^ puisqu'ils formaient ces courbes par la perspective du cercle. Mais leur méthode tirait un de ses principaux avantages de l'emploi de la théorie des transversales^ dont les Anciens avaient fait usage dans les systèmes de lignes droites seulement^ et non dans la théorie du cercle ni des coniques.
Grégoire de St.-Yincent^ comme nous Tavons dit^ avait imaginé de nombreuses manières de former les coniques^ l'une par l'autre ; Schooten en avait donné diverses descriptions organiques; De Witt avait fait un pas de plus^ en formant ces courbes de différentes manières assez générales^ dont il s'était servi avec habileté pour démontrer leurs propriétés principales; mais ses modes de description n^étaient pas les mêmes pour les trois courbes.
De La Hire^ ayant sous les yeux la manière universelle^ mais analyticpie de Descartes^ et les tentatives de De Witt, chercha aussi un mode de description générale des coniques sur le plan, qui put servir à démontrer leurs mêmes propriétés que dans le solide.
§ 28. Il exécuta son dessein de deux manières , dans deux ouvrages qui précédèrent son grand traité de 1685^ et conunencèrent sa réputation comme géomètre, en 1673 et 1679.
Dans le traité de 1679 *, De La Hire définit les sections coniques des courbes, telles que la somme ou la différence des distances de chacun de leurs points à deux points fixes, est constante, ou bien dont
^ Nouveaux élémenê deê tecHonê coniques. Les lieux géomélriqueê* La coMtruction ou effeetion des équations. (ïn-12; 1679.)
diaqué point est à ^ale distance d'un point et d'une droite fixes. De ce sevl point de départ^ il conclut un grand nombre de propriétés de ces courbes.
Cette manière de présenter la théorie des coniques a été adoptée par plusieurs géomètres^ qui en ont fait la base de leurs ouvrages; tels que le marquis de Lhopital^ R. Simson^ Guisnée^ Mauduit^ etc.
De La Hire réunit à cet ouvrage deux autres parties différentes sur les lieux géométriques^ traités par la méthode de Descartes ^ et sur leur usage pour la construction des équations.
Cette dernière partie est terminée par la construction, en n'employant que la ligne droite et te cercle, d'un des plus fameux problèmes sur les coniques, qui est de leur mener une normale par un point pris au dehors de la courbe. Anderson \ Sluze et Htiygens Tavaient résolu pour la parabole seulement; ce qui n'offrait pas une grande difficulté, parce que la question n'ayant dans ce cas que trois solutions , elle pouvait être résolue par un seul cercle. Mais le cas de l'ellipse et de l'hyperbole, qui admet quatre solutions, était une question très-difficile, qui suffisait pour prouver toute la sagacité dé De La Hire dans l'analyse de Descartes.
S 29. Le traité de 1673, intitulé : Nouvelle méthode en Géométrie^ pour les sections des superficies coniques et cylindriques^ est celui où De La Hire se montre vraiment original et novateur, et celui surtout qui nous porte à mettre ce géomètre au rang des fondateurs de la Géométrie Moderne.
Cet ouvrage se compose de deux parties, dont chacune offire upe méthode nouvelle, et a un mérite différent. Le titre que nous venons d'énoncer se rapporte plus particulièrement à la première partie, où Fauteur considère les coniques dans le cône : la deuxième, où il les engendre sur le plan, est intitulée Planiconiques.
La première partie peut être regardée comme un essai de la méthode que De La Hire a suivie, douze ans après, dans son grand traité; car
' A. Anderêùni Eserdiationum mathemaiicarum Deeas prima, etc. Paris; 1619^ in-4<'.
il y commence par vingt lemmes qui roulent sur la même matière que le l«r livre de ce traité, et dont il se sert ensuite pour démontrer avec une généralité nouvelle alors, et sans se servir du triangle par Taxe, les principales propriétés des coniques. Mais ses démonstrations sont loin d'oflTrir le même degré d'élégance et de simplicité que celles du traité de 1685.
Dans ses Plamconiques , De La Hire imagina une description générale des coniques sur le plan, au moyen du cercle, comme dans l'espace, et sans connaître aucune propriété de ces courbes : puis, il fit voir que les courbes ainsi engendrées sont effectivement les mêmes que celles que l'on peut tracer, dans l'espace, sur le cône. Ce que cette méthode a' surtout de beau, c'est que les mêmes lemmes qui ont servi à transporter aux sections du cône les propriétés du cercle, servent pareillement pour les appliquer aux plamconiques , et les démonstrations restent les mêmes que dans la première partie.
§ 30. Ce premier ouvrage de De La Hire étant extrêmement rare, et les auteurs qui en ont parlé dans le temps , n'en ayant point fait connaître l'esprit ^, on nous pardonnera d'entrer ici dans quelques développemens pour dire ce qu'était cette merveilleuse théorie des plamconiques, restée si long-temps ensevelie et ignorée, et qui offrait la première méthode suffisamment générale pour la transformation des figures en d autres figures du même genre.
Concevons dans un plan deux droites parallèles entre elles, que l'auteur appelle V\me formatrice , Fautre directrice^ et un point appelé
' Les Transactions philosophiques, année 1676, n^ 129, rendent un compte favorable de Touvrage de De La Hire , mais ne parlent pas de la partie des Planiconiques.
Le Journal des Savons, année 1674 (17 décembre), après avoir donné l'analyse de la première partie de l'ouvrage , dit ces seuls mots des planiconiques , qui devaient sufiire pour les préserver de l'oubli : « L'auteur a ajouté à sa nouvelle méthode un traité des planiconiques , n qui est très-beau et très-commode , puisque , par la , il n'est plus besoin d'imaginer aucun » solide , ni plan , que celui sur lequel est la figure. »
Wolf , dans son Commentaire des principaux écrits des géomètres, cite les autres ouvrages de De La Hire et omet celui dont il est ici question* Montucla n'en dit mot non plus. Cependant Cornélius à Beughem en avait fait mention dans sa Bibliographica mathematica, et Hurrhard , depuis , l'a inscrit aussi dans sa Bihliotheca mathematica*
pôle. Par chaque point JU d'une courbe donnée dans le plan^ on mène^ sous une direction arbitraire, une transversale ; elle rencontre la directrice en un point qu'on joint au pôle par une droite, et la formatrice en un deuxième point par lequel on tire une parallèle à cette droite. Cette parallèle rencontre la droite qui va du point ^au pôle, en un point M^ , qui est dit formé par le point M.
Chaque point de la courbe proposée formera ainsi le point correspondant d'une seconde courbe.
Les points d'une ligne droite formeront des points appartenant à une deuxième ligne droite, et ces deux droites se couperont sur la formatrice.
Enfin , les points dun cercle formeront les points (Tune section conique.
Pour démontrer cette proposition sans supposer aucune propriété des coniques, DeLaHire imagine un cône à base circulaire, dans lequel est faite une section plane ; il abat le plan du cercle sur celui de la section en le faisant tourner autour de la droite d'intersection de ces deux plans; puis, prenant cette droite ^our formatrice , une seconde droite (qui, dans la position primitive du plan du cercle, était son intersection par un plan mené par le sommet du cône parallèlement à celui de la section), pour directrice, et pour pâle un certain point qu'il détermine convenablement, il prouve, par des comparaisons de triangles semblables, que la section peut être formée par le cercle \
Telle est la méthode par laquelle De La Hire effectuait sur le plan, sans avoir besoin d'aucun solide, ni d'autre plan que celui de la figure, les sections d'un cône. C'est ce qu'il appelait réduire le cône et ses sections en plan. tP appliquai à ces sections planes ^ dit-il dans la préface de son traité de 1679, les mêmes démonstrations que favai» faites pour les solides^ et je puis dire que cet o,uvrage eut assez de bonheur pour mériter F approbation des plus savans géomètres.
L'éclat que jeta cette première production de De La Hire fut de peu
' Cette démonstration est assez difficile ; le principe de perspective que nons avoiis déduil du théorème de Desargues en offre une qui est naturelle et d'une extrême simplicité.
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de durée, et cet ouvrage, malgré son mérite incontestable, est, depuis plus d'un siècle, tombé dans l'oubli ; ce dont nous nous étonnerions, si nous ne savions que chaque époque a ses questions du moment, et que les idées les meilleures et les plus fécondes, pour être bien saisies, doivent venir dans le temps où les esprits sont tournés vers l'objet auquel elles se rapportent. L'étude des sciences nous offre à chaque pas la preuve de cette vérité ^
§ 31 . La méthode de De La Hire a pourtant été reproduite, ou plutôt inventée de nouveau, en 1704, par Le Poivre (de Mons), géomètre inconnu de nos jours, mais qu^il y aurait injustice à ne pas nommer à côté de Desargues, Pascal et De La Hire dans l'histoire de l'origine et des progrès de la Géométrie moderne. Son ouvrage est intitulé : Traité dos sections du cylindre et du cône y considérées dans le solide et dans le plan y avec des démonstrations simples et nouvelles. (In-8o (Je 60 pages). La partie relative à la description des coniques sur le plan n'est au fond que la méthode de De La Hire, mais présentée d'une manière très-diflférente qui mérite que nous en exposions ici l'esprit et les procédés ^.
n parait que la première idée de l'auteur a été de tracer sur un cône une section plane, sans mener effectivement le plan qui la con-
' Nous pourrions «goater avec Montucla: «Qu^il est des préjugés jusque dans la Géométrie , et qu'il est rare que ceux qui sont dès long- temps accoutumés à une certaine manière de raisonner soient disposés à quitter une ancienne habitude pour en contracter une nouvelle. » (Hiêioire des mathématiques^ tom. II , pag. 144.)
2 II a été rendu compte de cet ouvrage dans le Journal des Savons, année 1704 ; et dans les Acta eruditorum^ année 1707.
L'article fort étendu du Journal des Savahs parait supposer que la méthode de Le Poivre est prise de celle de De La Hire. Mais la voie d'invention est trop différente dans Tune et l'autre , pour que nous adoptions cette conjecture. Ajoutons que l'ouvrage de Le Poivre a un mérite qui ne se trouve pas dans celui de De La Hire et qui n'a point été remarqué par l'auteur de l'article du journal ; c'est de contenir un second mode de description de ses figures , basé sur leurs relations métriques , dont l'auteur aurait pu tirer un parti considérable s'il eût poussé plus loin cette idée heureuse.
Le Journal de Leipzig parle très-favorablement de l'ouvrage de Le Poivre. « Non solum , inquU , intra paucas pagellas palmarias seciionum conicarum proprietates mira facilitate ac perspicuitaie explicai^ sed tnter eas quoque aliquot proponit anteà parum cognitas.
tient; ce qu'il fait de deux manières : par l'intersection de chaque arête du cône par une autre droite menée convenablement^ ou bien par une proportion dont le dernier terme détermine sur chaque arête le point de la section. Puis, il remarque que ces mêmes procédés peuyent s'exécuter aussi sur le plan même du cercle qui sert de base au cône, comme dans l'espace, et donner naissance aux mêmes courbes. Concevons un cône à base circulaire ; un plan coupant mené arbitrairement déterminera sur le cône une section; c'est cette courbe qu'il s'agit de construire en faisant abstraction du plan sur lequel elle se trouve. Pour cela, il faut d'abord prendre dans l'espace les élémens nécessaires à la détermination de la position de ce plan; ce qui peut se faire de diverses manières. Le Poivre prend la trace du plan coupant sur la base du cône et une seconde droite parallèle à cette trace, et qui est l'intersection du plan de la base par le plan mené par le sommet du cône parallèlement au plan coupant. Ces deux droites et le sommet du cône déterminent la position du plan coupant; ces trois données devront donc suffire pour la construction de la courbe qui résulterait de l'intersection du cône et de ce plan, s'il existait réellement.
Or, il est aisé de voir que, pour effectuer cette construction, il n'y a qu'à mener par un point M du cercle, base du cône, appelé cercle générateur, une transversale quelconque qui rencontrera la trace du plan coupant et sa parallèle, en deux points; joindre le deuxième de ces points au sommet S du cône, par une droite, et mener par l'autre point une parallèle à cette droite. Cette parallèle sera évidemment dans le plan coupant, et rencontrera l'arête SM du cône, en un point M' qui appartiendra à la courbe cherchée. Pour un autre point du cercle générateur, on aura un autre point de la section.
Cette construction est générale, quelle que soit la position du point S dans l'espace ; et elle subsiste quand ce point est situé sur le plan du cercle, auquel cas il n'y a plus de cône. La courbe formée alors par le point est encore une section conique *.
■ Pour s'en conyaincre, il saffit de oonceToir la courbe qae nous Tenons de construire dans
Ainsi ^ la construction de l'auteur s'applique^ à la description des coniques sur le plan^ comme dans Fespace. Pour le cas du plan^ c'est comme on voit^ la même construction que celle de De La Hire. Le point S est le pôle , la trace du plan coupant est la fof'matrice^ et sa parallèle est la directrice.
S 32. Il y a, en général, dans les questions de Géométrie deux manières d'appliquer les solutions auxquelles la théorie a conduit. La première, est de déterminer les points cherchés par des constructions de lignes; la seconde de les déterminer par des formules qui se réduisent ensuite à des calculs numériques. Il est toujours utile de chercher ces deux genres de solutions , parce que chacune comporte des propriétés de la figure, que l'autre n'indique point; et la question n'est résolue complètement que quand elle a été envisagée sous toutes ses faces, et que les diverses propriétés graphiques et métriques qui se rattachent aux deux solutions dont nous parlons , ont été découvertes et mises dans tout leur jour.
La construction que nous venons de donner pour décrire les coniques, soit dans l'espace, soit sur le plan, appartient au premier mode de solution. Pour la convertir en une formule numérique, on compare deux triangles semblables qui ont un sommet commun au point M du cercle générateur, et on en tire une proportion entre leurs côtés adjacens à ce sommet. Cette proportion donne la distance du point M' de la conique au point correspondant du cercle ; c'est la formule cherchée \
l'espace , et de la projeter sar le plan du cercle , avec toutes les lignes qui ont servi à sa construction. On aura en projection une courbe, et des droites qui serviront à sa construction , comme les droites dans l'espace à la construction de la section du cône ; c'est-à-dire que la construction de la courbe projetée sera absolument semblable a celle de la courbe située dans l'espace : et si l'on prend les lignes projetantes perpendiculaires à la trace du plan de la section sur celui de la base du cône , et également inclinées sur ces deux plans , alors la courbe projetée sera parfaitement égale à celle de la section du cône ; ce sera donc une section conique.
On conclut de là aussi que, pour transporter aux coniques les propriétés du cercle, une seule démonstration suffira , soit qu'on considère la conique sur le plan du cercle ou dans l'espace.
1 II eût mieux valu prendre pour inconnue la distance du point M' au point S ; la formule
§ 33. La méthode de De La Hire et de Le Poivre était la plus heureuse et la plus féconde qu'on pût imaginer pour découvrir les nombreuses propriétés des coniques par celles du cercle; mais les avantages qu'elle offrait ne devaient point se borner à cet usage particulier; elle avait un avenir plus grande comme offrant un moyen général de transformer, sur le plan, les figures en d'autres du même genre, ainsi que ferait la perspective.
L'importance de ces méthodes, qui forment une des doctrines principales de la Gréométrie récente, nous engage à entrer encore dans quelques considérations au sujet de celle de De La Hire et de Le Poivre, qui montreront ses rapports avec les pratiques de la perspective, avec une méthode analogue imaginée dans le même temps par Newton , et avec plusieurs autres méthodes, d'invention plus moderne, dont nous aurons à parler dans la suite.
Le mode de transformation du cercle en une conique sur le plan, employé par De La Hire et Le Poivre, a pour propriété caractéristique que : à chaque point et à chaque droite considérés comme appartenant au cercle générateur, correspondent un point et une droite appartenant à la conicpie; et les relations de position des deux figures sont telles que deux points correspondons sont en ligne droite avec un point fixe S, et que deux droites correspondantes concourent sur un axe fixe, qui est la droite que nous avons appelée formatrice dans la méthode de De La Hire, et qui nous représentait, dans celle de Le Poivre, la trace d'un plan coupant.
Ce point S et l'axe fixe, considérés comme appartenant au cercle,
aarait condait natarellement à diverses propriétés des coniques , particulièrement à celles de lears foyers , dont l'auteur n'a rien dit. Il eût suiE , pour cela , de placer le point S au centre du cercle générateur.
Cette dernière observation , relative à la position du point S , s'applique aussi au Traité de De La Hire qui démontre les propriétés des foyers^ mais en supposant ces points connus àpriorip comme dans les coniques d'Apollonius , et sans être conduit à leur découverte. En plaçant le pôle au centre du cercle, la formatrice et la directrice étant d'ailleurs quelconques (mais parallèles entre elles ) , on forme une conique qui a pour foyer le pôle : et diverses propriétés du cercle s'appliquent immédiatement a la conique, relativement à son foyer.
sont eux-mêmes leurs correspondans par rapport à la conique; de sorte cpi'ils jouent le même rôle par rapport à chacune des deux courbes.
Si, du point fixe, on peut mener deux tangentes au cercle, elles seront aussi tangentes à la conique; et si Taxe fixe rencontre le cercle en deux points, la conique passera par ces deux points.
On démontre encore que, quand deux droites sont parallèles, leurs correspondantes concourent en un point situé sur la droite que nous avons appelée la directrice^ de sorte qu'un point quelconque situé à Finfini dans la première figure, a pour correspondant dans la seconde figure un point situé sur la directrice; ce qui prouve, parce qu'il n'y a qu'une ligne droite qui puisse correspondre à une ligne droite, que tous les points d'un plan qui sont à Tinfini doivent être considérés comme situés sur une même ligne droite.
§ 34. On reconnaît, à ces diverses propriétés , les figures hotnolo" giques dont M. Poncelet a donné, le premier, la théorie dans son Traité des propriétés projectives. Le pôle S est le centre dhomologie; et la formatrice est Vaxe d'homologie.
Les personnes qui ont l'habitude des pratiques de la perspective reconnaîtront aussi, dans ce mode de déformation, les figures mêmes que Ton trace sur un plan, comme devant être la perspective l'une de l'autre.
Ainsi, qu'on regarde la formatrice (ou axe dhomologie) y comme la ligne de terre y la directrice comme la ligne horizontale, le pied de la perpendiculaire abaissée an pôle (ou centre dhomologie) sur cette directrice, comme le point de vue y et enfin que, pour déterminer le point de distance y on porte, à partir du point de vue, un segment égal à cette perpendiculaire, sur la directrice; puis, qu'avec ces données on construise la perspective de la conique décrite par De La Hire, on trouvera précisément son cercle générateur. {Voyez la Note XVIIL)
Ainsi, la description générale des coniques sur le plan, qu'avait désirée ce géomètre , existait à son insu depuis long-temps ; mais elle ne servait cpie comme simple pratique de la perspective à l'usage seulement des artistes. De La Hire a le mérite très-grand d'avoir le premier
conçul'idéede se servir d'une telle déformation de figure comme méthode de Géométrie rationnelle, pour transporter directement à une courbe les diverses propriétés d'une autre courbe décrite sur le même plan.
Cette méthode était une généralisation de deux autres modes de transformation d'une figure en ime autre de même nature. Le premier consiste à mener d'un point fixe des rayons à tous les points d'une courbe, et à les prolonger dans un rapport constaiit ; leurs nouvelles extrémités forment une seconde courbe semblable à la première et semblablement placée par rapport au point fixe; le second mode de transformation consiste à abaisser de tous les points d'une courbe des ordonnées sur un axe fixe, et à les pt-olonger à partir de cet axe dans un rapport donné; leurs extrémités appartiennent à une seconde courbe qui est du même degré et du même genre que la proposée; et les tangentes en deux points correspondans de ces deux courbes se rencontrent sur l'axe fixe. C'est de cette manière que Stévin, Grégoire de St. -Vincent et, avant eux, le célèbre peintre Albert Durer, formaient l'ellipse au moyen du cercle. On tombe sur ces deux modes de déformation en supposant dans celui de De La Hire que la trace et la directrice, dans le premier cas, et le point S dans le second, soient à l'infini.
Nous trouvons dans la Géométrie des lignes courbes de John Le^lie ', une construction des coniques, par l'intersection de deux droites mobiles autour de deux pôles fixes, qui revient à celle de De La Hire. Ce célèbre géomètre a tiré cette construction des pratiques de la perspective; mais il n'en a point fait usage comme De La Hire et Le Poivre, pour démontrer les propriétés des coniques.
S 35. Dans le même temps que De La Hire conçut sa méthode dé description des coniques au moyen du cercle. Newton en imagina «ewtok, aussi une du même genre, dont le but général était d'opérer sur le plan *®"- "^^ des transformations de figures, dans lesquelles des points répondissent à des points, et des droites à des droites; et où certaines droites convergentes devinssent parallèles. Il donna cette méthode dans le premier
^ Geomeirical analyêùand Geometry ofcurve Unes, etc. , Ëdinbargh^ 18âl , in-8o.
livre de ses Principes^ et montra comment elle pouvait servir pour transformer une conique quelconque en un cercle et simplifier ainsi des problèmes difficiles.
Ce grand géomètre donna une construction géométrique et une expression analytique, Tune et l'autre très-simples, de ses figures transformées; mais sans laisser apercevoir la route qui Tavait conduit à ce mode de transformation des figures; et c'est peut-être pourquoi il a été peu cultivé depuis, car l'esprit éprouve toujours quelque difficulté et quelque répugnance aux choses qui ne portent pas en elles plus que l'évidence qui convainc , et où ne se trouve pas celle qui éclaire et montre les véritables raisons des choses. Nous avons été curieux de comparer cette méthode à celle de De La Hire et de rechercher les différences qui pouvaient les caractériser, et donner quelque avantage à l'une sur l'autre, espérant par là retrouver le fil qui avait pu guider Newton. Nous avons reconnu que ses figures n'étaient autres cpie celles de De La Hire placées dans une position différente, l'une à l'égard de l'autre; et qu'on peut aussi les produire par la perspective, en les abattant ensuite sur un même plan, mais d'une autre manière que ne l'avait fait De La Hire; et c'est ainsi probablement que Newton aura imaginé sa méthode. Ce procédé est en effet une des pratiques de perspective enseignées par quelques auteurs, dont nous citerons Yignole, Sirigati, Pozzo. (Voir la Note XIX.)
5 36. Il nous serait facile de montrer les ressources immenses que ces méthodes de transformation des courbes sur un plan auraient offertes dès il y a un siècle et demi aux géomètres, si une fatale et injuste prévention ne les avait éloignés de la culture de la Géométrie pure. Mais il nous suffit d'avoir fait voir que celle de De La Hire particulièrement, conduisait aux mêmes transformations et au même but que la belle théorie des figures homologtques , dont M. Poncelet a tiré des résultats aussi nombreux que remarquables. Cette méthode d'ailleurs, comme celle de Newton, n'est qu'un corollaire de notre principe général de déformation homographique , et nous ferions double emploi en nous étendant ici davantage sur ses applications*
S 37. En terminant cet historique des premières méthodes de transeformation des courbes 9 nous remarquerons que la manière ingénieuse par laquelle Le Poivre est parvenu à la sienne aurait mérité aussi l'attention des géomètres; car elle repose sur une idée qui comprend tout un système de Géométrie descriptive^ ou de représentation graphique^ sur une aire plane^ des corps situés dans l'espace. Cette idée consiste à représenter^ dans la pratique de la perspective^ un plan situé dans l'espace^ par deux droites parallèles tracées sur le tableau^ dont l'une est la trace du plan^ et l'autre la trace d'un plan parallèle mené par le point de l'œil. De cette manière, une droite est déterminée par deux points , qui sont ceux où cette droite et sa parallèle menée par le point de l'œil percent le tableau. Ainsi, voilà un moyen de représenter sur un plan tous les corps de l'espace, en se servant uniquement d'un point fixe pris arbitrairement au dehors de ce plan. Ce nouveau mode de Géométrie descriptive a été conçu et mis à exécution ^ il y a peu d'années, par M. Cousinery^ ingénieur des ponts et chaussées. Nous reviendrons sur l'ouvrage de ce géomètre, quand nous en serons à parler de la Géométrie descriptive de Monge.
S 38. Les travaux des géomètres que nous avons cités au commen- a^ométne analytique i cernent de cette troisième Époque, comme les promoteurs de la Géométrie de Descartes, ne roulèrent généralement que sur la Géométrie plane. Cependant, ce célèbre philosophe, comprenant toute la portée et la puissance de sa doctrine des coordonnées, ne l'avait pas restreinte aux courbes planes^ et en avait montré l'usage dans la théorie des courbes à double courbure. Pour cela , des points d'une courbe quelconque tracée dans l'espace, il abaissait des perpendiculaires sur deux plans rectangulaires ; leurs pieds formaient deux courbes planes qu'il rapportait chacune à deux axes coordonnés situés dans son plan, et dont l'un était l'intersection des deux plans.
Cette doctrine des courbes situées dans l'espace conduisait, comme
on voit, au système de coordonnées à trois dimensions, et à l'expression
d'une surface par son équation unique entre ces trois coordonnées.
Mais les spéculations des géomètres se bornèrent pendant long-temps
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trois dimensions.
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aux courbes planes; et la Géométrie analytique à trois dimensions ne se développa que plus d'un demi-siècle après.
C'est , je crois, Parent qui représenta pour la première fois, en 1700, une surface courbe par une équation entre trois variables, dans un mémoire qu'il lut devant l'Académie des sciences.
Ce mémoire, écrit d'une manière assez peu soignée, comme les autres ouvrages de l'auteur, géomètre, du reste, très-habile et pourvu de connaissances très-variées, mérite pourtant d'être remarqué comme ofl&ant la première application de notre système de coordonnées dans l'espace; et cette application portait sur des cpiestions assez difficiles. On y trouve l'équation de la sphère, et celle de son plan tangent ; la détermination des ordonnées mawima et minima dans certaines sections de la sphère; les équations de diverses surfaces du troisième degré, et des courbes à double courbure passant par les points auxquels répondent des ordonnées maxima et minima ; enfin , la construction des points d'inflexion de certaines courbes tracées sur les surfaces ^
Depuis, Jean Bernouilli a aussi exprimé les surfaces par une équation entre trois coordonnées, à l'occasion du problème de la ligne la plus courte qu'on puisse tracer sur une surface, entre deux points donnés.
Mais ce ne fut qu'en 1731, que Glairaut, dans son célèbre Traité des courbes à double courbure^ qu'il composa à l'âge de 16 ans^, exposa pour la première fois, d'une manière méthodique, la doctrine des coor-
' Des affections des superficies : 1» de leurs plans tangens ; 2<> des plus grands et plus petits des superficies et de leurs plus grands et plus petits absolus ; 3<> des courbes qui soutiennent ou contiennent les plus grands et plus petits des superficies ; 4^ des courbes qui soutiennent ou contiennent les inflexions des superficies. P^oir le deuxième volume des Eêêaiè et Recherches de tnathétnattquee et de physique de Parent; 3 vol. in- 12, seconde édition,
^ Dès rage de 12 ans , Glairaut s'était déjà annoncé dans le monde savant , par un mémoire sur quatre courbes géométriques , qui a été jugé digne d'être imprimé a la suite d'un mémoire de son père, dans le recueil de TAcadémie de Berlin (MUcellanea Berolinensia y tom. IV, ann. 1734).
Son frère puîné, mort a l'âge de 16 ans , avait annoncé la même précocité de talent, en mettant au jour, a 14 ans, un écrit sur Diverses quadratures circulaires elliptiques et hy*
doiuié^ dans i^espace^ appliquée aux surfaces courbes et aux lignes à double courbure qui naissent de leur intersection.
Les questions relatives aux tangentes de ces courbes ^ à leur rectification^ à la quadrature des espaces qu'elles déterminent par leurs ordonnées^ sont résolues dans ce traité avec une élégance et une facilité qui ne le cèdent aux méthodes actuelles que sous le rapport de la symétrie des formules^ introduite par Monge dans son grand Traité de Papplication de l'Algèbre à la Géométrie.
La dénomination de courbe d double courbure adoptée par Clairaut, parce qu^une telle courbe participe de la courbure de deux courbes planes qui en sont les projections ^ est due à Pitot *, qui l'avait employée p,tot , dans un mémoire, concernant l'hélice tracée sur un cylindre droit cir- 1695.1771. culaire, lu à l'Académie des sciences en 1724.
S 39. Nous avons eu occasion de faire voir, en parlant d'Architas, deGeminus et de Pappus, que les courbes à double courbure n'ont pas été étrangères aux études des Anciens. Depuis, et jusqu'à Clairaut, d'où
perboiiqueêj suivi d'une construction des paraboles cubiques et de diverses autres courbes par des niouTemens continus.
Ce petit ouvrage, qui a obtenu l'approbation de l'Académie des sciences de Paris en 1730 , et qui a été imprimé en 1731 , mérite d'être placé, dans le cabinet des bibliographes, a côté de VEsMti peur les coniques de Pascal , et des Recherches sur les courbes à double courbure du frère aine de l'auteur. La rareté du livre ajoute au prix de cette curiosité littéraire , offerte par un géomètre de 14 ans.
^ Pitot, en se proposant de carrer la courbe appelée d'abord la compagne de la cycloîde, puis, par Leibnitz, la ligne des sinus, parce que ses abscisses seraient égales aux sinus des ordonnées si on enroulait celles-ci sur une circonférence de cercle ; Pitot , dis-je , trouve : 1^ que cette courbe est ce que devient , dans le développement d'un cylindre droit circulaire sur son plan tangent , l'ellipse qui aurait été formée sur ce cylindre par un plan sécant incliné de 50 degrés sur son axe , et 2<* que cette courbe provient aussi d'une hélice tracée sur la même cylindre, et projetée sur un plan parallèle à l'axe du cylindre.
Ces deux propositions ont été démontrées depuis dans plusieurs ouvrages.
La courbe dont il s'agit , considérée comme provenant d'une ellipse , dans le développement du cylindre^ a ûxé l'attention de Schubert, qui en a donné la quadrature et la rectifica- [ tîon^ dans les Nova Acta de Pétersbourg, tom. XIII, année 1795- 1796.
Burja , dans an Mémoire sur les connaissances mathématiques d'Aristote, a remarqué que ce prince des philosophes de l'antiquité a parlé de cette même courbe dans la question sixième de la dixième section de ses Problèmes.
HONIUS , 1492-1677.
LA LOVBiRB , 1600-1664.
datent leur théorie et le rang qu'elles ont pris dans le Taste ensemble des propriétés de Tétendue, on les retrouve encore dans les travaux de plusieurs géomètres.
Voici, pour compléter l'historique de ces courbes, un exposé rapide et suivant l'ordre des temps, des différentes circonstances où ces courbes se sont présentées.
En 1530, Nonius, portugais, et plus tard Wright, Stevin, Snellius, examinèrent la loxodromie cpii est une courbe à double courbure tracée sur le sphéroïde terrestre. C'est la route parcourue par un vaisseau dirigé toujours sur le même rumb de vent. On doit à Halley cette propriété curieuse de la loxodromie, d'être la projection stéréographique de la spirale logarithmique.
Vers 1630, Roberval, dans son Traité des indivisibles^ considéra la courbe à double courbure, décrite par un seul trait de compas sur la surface d'un cylindre droit circulaire, et démontra diverses propriétés de cette courbe, et de celle qui en résulte par le développement du cylindre sur un plan.
Peu après, La Loubère étudia aussi cette courbe, et l'appela cyclocylindrique.
En 1637, Descartes, à la fin du second livre de sa Géométrie, dit quelques mots des courbes à double courbure, sans s'occuper d'aucune en particulier; mais ce peu de mots en comprenait toute la doctrine \
Pascal résolut un problème sur la spirale conique qui est une ligne
^ Descartes indique aussi la construction des normales aux lignes a double courbure; mais sur ce point il commet une erreur ; car il suppose que les normales aux deux courbes planes , qui sont les projections de la courbe à double courbure , sont elles-mêmes les projections d'une normale à cette courbe. Cela peut se dire des tangentes , mais non des normales.
Quelque peu d'importance qu'ait cette erreur , et quelqu'étrangère même qu'elle soit à la métbode qui constitue la Géométrie de Descartes , il est fort étonnant qu'elle ait échappé aux envieux comme aux admirateurs qu'a fait naître cette œuvre immortelle , et à Roberval surtout, qui se mit l'esprit à la torture pour y découvrir quelque défaut. Bien plus. Je P. Rabuel, dans son Commentaire^ démontra la construction indiquée par Descartes. Il est vrai qu'il omet, dans cette prétendue démonstration , de citer les élémens d'Ëuclide , comme il a coutume de faire à peu près une fois par chaque ligne.
à double courbure tracée sur un cône droit {Œuvres de Pascal^ tom. Y, pag.422).
Le P. Courcier^ dans son traité : Opusculum de sectione superficiei sphœricœ per superficiem spkœricam, cylindricam atque conicam ,etc. ^xn-A^ y 1663^ eut à considérer d'une manière spéciale des courbes à double courbure. Ce sont celles qui naissent de l'intersection de la sphère par le cône et le cylindre droits à base circulaire^ et de l'intersection de ces deux surfaces entre elles^ considérées dans toutes les positions qu'elles peuvent présenter. Cet ouvrage, quoique le sujet n'oflPre pas de difficultés sérieuses, mériterait d'être plus connu qu'il ne l'est \
Un problème proposé en 1692 par Yiyiani, où il s'agissait de percer dans une voûte hémisphérique quatre fenêtres, telles que le reste de la voûte fût quarrable, était résolu par des lignes à double courbure; et donna lieu à Wallis, Leibnitz et Bemouilli^ de considérer sur la sphère de telles courbes.
Herman, en répondant à la question de tracer sur la sphère des courbes rectifiables, proposée dans les Actes de Leipzig de 1718, fut conduit à la considération de l'épicycloïde sphérique, engendrée par un point de la surface d'un c6ne de révolution qui roule sur un plan, son sommet restant fixe.
En 1728, Guido-Grandi considéra sur la sphère deux courbes à double courbure qu'il appela délies, et dont il donna la quadrature. L'une de ces courbes est simplement l'intersection de la sphère par une surface héliçoïde rampante, dont l'axe passe par le centre de la sphère.
Enfin parut l'ouvrage de Glairaut, qui fonda la théorie des courbes à double courbure, et dès lors les spéculations concernant ces courbes se multiplièrent considérablement.
GODBGIBB.
CUIDO-GRâNDI ,
1 Frezier, dans son Traité de Stéréotomie ^ a considéré les mêmes courbes que le P. Courcier. Celui-ci les avait appelées curvitegœ ; Frezier les appelle itnbricatœ ( en forme de tuile creuse).
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CHAPITRE IV
QUATRlÈnS ÉPOQUE.
Calcul infinitéaimai. § 1. Ginquaxite dus Eprès que Descartes avait mis au jour sa Géométrie^ une autre grande conception préparée par Fermât et Barrow^ le calcul infinitésimal de Leibnitz et de P^ewton^ prit naissance (en 1684 et 1687).
Cette sublime inyention^ qui remplaçait avec un avantage immense les méthodes de Cavalleri, de Roberval, de Fermât, de Grégoire de St.- Vincent, pour les dimensions des figures et les questions de tnamma etminima^ s'appliqua aussi avec une facilité si prodigieuse aux grandes questions des phénomènes de la nature, qu'elle devint presque exclusivement l'objet des méditations des plus célèbres géomètres. Dès lors , la Géométrie ancienne et les belles méthodes de Desargues et de Pascal^ de De LaHire et de Le Poivre, pour l'étude des coniques, forent négligées.
L'analyse de Descartes, seule des grandes productions de nos deuxième et troisième Epoques ^ survécut à cet abandon général. C'est qu'elle était le véritable fondement des doctrines de Leibnitz et de Newton , qui allaient envahir tout le domaine des sciences mathématiques.
Cependant, quelques géomètres, dans les premiers temps , et à leur tète Huygens, quoiqu'il sut apprécier toutes les ressources de l'analyse infinitésimale y Maclaurin, profond commentateur du Traité des fluxions de Newton, et Newton lui-même, furent fidèles à la méthode des Anciens, et surent pénétrer dans les mystères de la plus profonde
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Géométrie^ pour résoudre avec son seul secours les plus hautes questions des sciences physico-mathématiques.
Quelques autres géomètres ensuite^ tels que Stewart^ Lambert^ dignes admirateurs de ces grands hommes^ marchèrent sur leurs traces et continuèrent leurs savantes méthodes. Mais enfin l'attrait de la nouveauté et les puissantes ressources que présentait l'analyse infinitésimale^ tournèrent tous les esprits vers d'autres idées et d^autres spéculations. De sorte que^ si l'on peut dire parfois que la Géométrie d'Huygens et de Newton y après avoir posé les véritables fondemens de nos connaissances positives^ devenait insufiisante pour continuer son œuvre ^ il est juste de convenir aussi que des disciples lui ont manqué; car je ne sache pas que^ depuis trois quarts de siècle^ on ait fait de nouvelles q)pUcations de cette méthode; et c'est aujourd'hui par tradition et seulement sur parole, que, légèrement peut-être, on parle de son impuissance et des limites qui en restreignent pour toujours les usages.
§ 2» Nous ne pouvons entreprendre ici d'analyser tous les travaux des grands géomètres que nous avons nommés; cette tâche n'entre point dans notre cadre et serait au-dessus de nos forces. Nous ne devons citer que ceux de ces travaux qui se rapportent à cette partie de la science de l'étendue, que nous avons appelée Géométrie des formes et des situations; qui prend son origine dans V analyse géométrique des Anciens; qui, pendant deux mille ans, s'est exercée sur l'inépuisable théorie des sections coniques, et à laquelle enfin Descartes a soumis d'un trait de plume l'innombrable famille des courbes géométriques.
Nous allons présenter d'abord un aperçu rapide des découvertes successives, des principales propriétés de ces courbes, puis, en revenant sur nos pas, nous parlerons des progrès que la Gréométrie a faits dans diverses autres parties.
S 3. La Géométrie analytique de Descartes était un instrument uni- propriété, gënërdes
V *f M. des courbes geome-
versel, éminemment propre à l'étude des courbes géométriques; et ce ^'^'^' philosophe en avait montré l'usage et toute la puissance dans la solution des questions les plus diverses. Mais ce furent Newton et Maclaurin qui, les premiers, l'appliquèrent à la recherche des propriétés générales et
caractéristicpies de ce genre de courbes; et c'est à ces deux illustres géomètres et à leur célèbre contemporain Cotes ^ que l'on doit la découverte des premières et plus importantes propriétés des courbes géométriques.
Newton, dans son Enumeratio linearum tertii ordinis (anno 1 706), modèle admirable de haute Géométrie, fit connaître les trois suivantes , qu'il présenta comme extensions des propriétés principales des coniques^
La première concerne leurs diamètres; elle consiste en ce que : étant menées, dans le plan dune courbe géométrique, des transversales parallèles entre elles, et étant pris sur chacune délies le centre des moyennes distances de tous les points où elle rencontre la courbe, tous ces centres se trouvent toujours en ligne droite. C'est cette droite qu'on appelle diamètre de la courbe correspondant, ou conjugué, à la direction des transversales.
La seconde propriété générale concerne les asymptotes, et consiste en ce que : quand une courbe a autant d'asymptotes qu'il y ad unités dans le degré de son équation, sous quelque direction qu'on tire une transversale , le centre des moyennes distances des points où elle rencontrera les asymptotes sera le même que celui des points où elle rencontrera la courbe.
Ou, en d'autres termes, la somme des segmens compris entre chaque branche de la courbe et son asymptote, sera la même départ et d autre du diamètre conjugué à la transversale.
Enfin , la troisième propriété générale est celle du rapport constant des produits des segmeus compris sur deux transversales parallèles respectivement à deux axes fixes. On l'énonce d'une manière générale, en disant que : si par un point quelconque, pris dans le plan dune courbe géœnétrique , on mène deux transversales parallèles à deux axes fixes, les produits des segmens compris sur ces deux droites, entre le point par lequel elles sont menées et la courbe, sont entre eux dans un rapport constant, quel que soit ce point.
1 Proprietaies sectionum conicarum compeiunt curvis superiorum generum.
Il est aisé de reconnaitre que ces trois belles propriétés^ communes à toutes les courbes géométriques^ étaient une généralisation de trois propositions de la théorie des coniques.
S 4. L'objet principal de Fouvrage de Newton était Fénumération des lignes comprises dans l'équation du troisième degré à deux variables, où il en reconnut soixante-douze espèces différentes, auxquelles Stirling en ajouta quatre.
A la suite de cette énumération. Newton donna cette belle et curieuse proposition, qui range ces courbes en cinq grandes classes principales, savoir : a Qu'ainsi que le cercle , étant présenté à un point )) lumineux, donne par son ombre toutes les courbes du second degré, )) de même les cinq paraboles divergentes donnent par leur ombre » toutes les courbes du troisième degré. » >
L'ouvrage est terminé par la description organique des coniques au moyen de deux angles mobiles autour de leurs sommets, dont deux côtés se coupant toujours sur une droite, les deux autres engendrent, par leur intersection, une conique ; et ce mode de description est étendu aux lignes du troisième et du quatrième degré qui ont un point double.
Il est fâcheux que Newton se soit contenté d'énoncer ces belles découvertes, sans démonstration , ni aucune indication de la méthode qu'il avait suivie. Stirling, peu d'années après , suppléa à ce défaut en rétablissant, avec les développemens préliminaires nécessaires, les démonstrations des propositions de Newton, relatives à l'énumération des lignes du troisième degré. Les autres parties de l'ouvrage ont été, depuis, démontrées par divers géomètres. Le beau théorème sur la génération de toutes les courbes du troisième degré par Tombre des cinq paraboles divergentes, qui avait paru l'un des plus difficiles, l'a été par Qairaut \ Nicole % Murdoch ' et le Père Jacquier *. Mais il nous semble que les considérations analytiques dans lesquelles ces géomètres
^ Mèmoireê de VÀc<iâèmie des scieneeê, ann. 1731.
2 Ibid.
' Neutoni Genesis curvarum per umbrae ; in-8«. Lond., 1746.
^ Elementi di perspettiva ; Appendice y in-8**. Romœ , 1 755.
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ont puisé des preuves suflisantes de la Térité du théorème de Newton , n'en ont pas pénétré la nature ni l'origine. Aussi un autre théorème semblable y c'est-à-dire y un autre mode de génération de toutes les courbes du troisième degré par l'ombre de cinq d'entre elles ^ qui a une connexité intime avec celui de Newton^ a-t-il échappé aux géomètres qui ont écrit sur cette matière. Ce théorie consiste en ce que : parmi toutes les courbes du troisième degré , il en est cinq qui ont un centre V et ces cinq courbes^ par leur ombre projetée sur un plan , donnent naissance à toutes les autres.
Ce nouveau théorème et celui de Newton reposent l'un et l'autre sur une même propriété des points d'inflexion, qui nous parait en être la véritable origine, et pouvoir être utile pour une classification purement géométrique des courbes du troisième degré, basée sur leurs différentes formes. Nous donnerons Ténoncé de cette propriété dans la Note XX.
HàGiâOE», § 5. Maclaurin, inspiré par les belles découvertes de Newton, proiwft-1746. duisit sur les courbes géométriques deux écrits d'une haute importance. Dans le premier, consacré à la description organique des courbes géométriques ^y l'auteur apprend à décrire de diverses manières, par l'intersection de deux cotés de deux angles mobiles, dont le mouvement est déterminé convenablement, toutes les courbes géométriques. Ses démonstrations, traitées par la méthode des coordonnées, n'oflBrent pas toujours un degré de simplicité satisfaisant; mais le deuxième écrit de MaclauriU; intitulé : De Imearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus, est d'une élégance et d'une précision admirables. Tout cet ouvrage repose sur deux théorèmes, qui sont deux belles propriétés générales des courbes géométriques. Le premier est celui coTis, du célèbre Cotes, que son ami, le savant physicien R. Smith trouva dans SQS papiers et communiqua à Maclaurin. On peut l'énoncer de cette
1 Ce sont , dans rénumération des 72 espèces de Newton , les cinq courbes classées soas les n«* â7, 38 , 59, 6â , 7â , et représentées par les figures 37, 47, 67, 70 et 81.
^ Geometria organica , sive descriptio linearum curcarum universaliê, in4<', 1719.
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manière : *St, autour (T un point fixe , on fait tourner une transversale qui rencontre une courbe géométrique en autant de points A, B.... qu^elle a de dimensions y et qu'on prenne sur cette transversale, dans chacune de ses positions y un point M tel que la valeur inverse de sa distance au point fixe soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses des distances des points A, B... à ce point fixe ^ le point M aura pour lieu géométrique une droite.
Maclaurin a appelé le segment compris entre le point fixe et le point M^ moyenne harmonique entre les segmens compris entre le point fixe et la courbe '; et M. Poncelet a appelé le point M, le centre des moyennes harmoniques des points A ^ B.... par rapport au point fixe^. Ce géomètre a fait voir que^ quand le point fixe est à l'infini^ le point M devient précisément le centre des moyennes distances des autres points A^ B.... ^ d'où il résulte que le théorème de Cotes est une généralisation du théorème de Newton sur les diamètres des courbes.
Le deuxième théorème dont se sert Maclaurin^ et qui lui est dû^ est celui-ci :
Que, par un point fixe pris dans le plan d^une courbe géométrique, on mène une transversale qui rencontre la courbe en autant de points qu^elle a de dimensions, qu'en ces points on mène les tangentes à la courbe; et que par le point fixe on tire une seconde droite de direction arbitraire y mais qui restera fixe; les segmens compris sur cette droite entre le point fixe et toutes les tangentes à la courbe, auront la somme de leurs valeurs inverses constante, quelle que soit lapre-mière transversale menée par le point fixe;
Celte somme sera égale à celle des valeurs inverses des segmens compris sur la même droite fixe, entre le m^éme point et ceux où cette droite rencontrera la courbe.
§ 6. Ce second théorème est une généralisation importante de celui
1 Maclaorin dit qu'une quantité est moyenne kamumique entre plusieurs autres , quand sa valeur inverse est moyenne arithmétique entre les valeurs inverses de ces quantités ( Traité des courbes géométriques , § 28).
^ Mémoire sur les centres des moyennes harmoniques; Jovuial db M. Cbkixb^ tom. III.
de Newton sur les asymptotes. L'un se transforme dans l'autre par la perspective des figures.
Ainsi ^ deux des trois théorèmes de Newton sur les courbes géométriques se trouvent généralisés par ceux de Cotes et de Maclaurin. Le troisième, qui concerne les segmens faits sur des transversales parallèles, a reçu une généralisation semblable dans la Géométrie de position, où les transversales sont prises concourantes en des points fixes. Gamot a même donné une autre généralisation plus étendue et plus féconde de ce théorème, en le considérant comme cas particulier d'une belle proposition générale relative à un polygone quelconque tracé dans le plan d'une courbe géométrique.
S 7. Dans le théorème énoncé ci-dessus, Maclaurin considère le cas où le point fixe, par lequel on mène des transversales, est pris sur la courbe, et, au moyen d'une propriété du cercle, il transforme l'équation qui exprime le théorème en une autre, où entre une corde du cercle osculateur à la courbe au point fixe. De là il conclut deux autres théorèmes, qui lui servent à construire le cercle osculateur, et à trouver l'expression de la différentielle du rayon de courbure.
Cette construction géométrique du cercle osculateur, sur la figure même, et sans le secours du calcul des fluxions, ni même de l'analyse de Descartes, parait être restée inaperçue dans l'ouvrage de Maclaurin, car nous ne voyons pas qu'on en ait jamais parlé. Nous croyons pourtant qu'elle méritait d'y être remarquée, parce que ce problème avait paru jusque là exiger absolument l'emploi de l'analyse.
Maclaurin suppose connue la direction de la normale au point où il détermine le cercle osculateur. Nous nous étonnons qu'il n'ait pas eu l'idée de construire aussi d'une manière purement géométrique, et sans calcul, cette normale. Ce problème était du même ordre, et plus facile que celui du cercle osculateur. Nous avons trouvé de l'une et de l'autre, une construction simple qui dérive du troisième théorème de Newton. Nous ignorions alors que le cercle osculateur eût déjà été construit; notre solution du reste diffère complètement de celle de Maclaurin, puisqu'elle repose sur une autre propriété des courbes géométriques.
§ 8. Les quatre théorèmes généraux dont nous venons de parler font l'objet de la première section de l'ouvrage de Maclaurin. Dans les deux autres sections sont les applications de ces quatre théorèmes aux coniques et aux courbes du troisième degré.
Les diverses propriétés de la diviiSion harmonique des sécantes dans les coniques, et le théorème sur le quadrilatère inscrit^ qui comprend la théorie des pèles (celui que nous avons déduit de Fhexagramme de Pascal)^ se trouvent dans la seconde section. Le théorème de l'hexagramme y est seulement énoncé, Maclaurin l'ayant déjà démontré ailleurs de diverses manières ' •
La troisième section contient un grand nombre de propriétés curieuses des courbes du troisième degré. La plus considérable, d'où se déduisent la plupart des autres, qui sont relatives aux points d'inflexion et au point double, est celle-ci :
Quand un quadrilatère a ses quatre sommets et les deux points de concours de ses côtés opposés sur une courbe du troisième degré ^ les tangentes à la courbe, menées par deux sommets opposés, se coupent sur cette courbe.
Maclaurin avait déjà fait connaitre ce théorème^ qu'il avait énoncé dans son Traité des fluxions (art. 401), en remarquant que celui sur le quadrilatère inscrit aux coniques dont nous venons de parler, n'en était qu'un cas particulier : ce qu'on voit aisément en considérant la conique et la droite qui joint les points de concours des côtés opposés du quadrilatère, comme représentant une ligne du troisième degré.
Le théorème de Pascal pourrait être, aussi, considéré comme un corollaire d'une propriété des courbes du troisième degré, plus générale que celle de Maclaurin, et dont voici l'énoncé :
Quand un hexagone a ses six sommets et deux des trois points de concours de ses côtés opposés sur une courbe du troisième degré, le troisième de ces points de concours est aussi sur la courbe ^.
1 Transactions philosophiques, «<»• 439 , ann. 173K et Traité des fluxions , fi»* 322 et 623.
2 Pour dëniontrer ce théorème, il suffit de regarder les trois côtés de rang impair de l'hexagone comme formant une première ligne du troisième degré , et les trois côtés de rang pair
§ 9. On a encore de Maclaurîn y sur la théorie des courbes ^ un fragment d'un mémoire qu'il avait écrit en France, en 1721, comme supplément à sa Géométrie organique , et dont l'impression avait été commencée , mais qui n'a point été mis au jour. Ce fragment fut adressé en 1732 à la société royale de Londres, et se trouve dans les Transactions philosophiques pour l'année 1735. On y remarque le théorème général suivant, qui en est la partie principale :
Si un polygone^ de forme variable, se meut de manière que tous ses côtés passent respectivement par autant de points fixes donnés, et que tous ses sommets, moins un, parcourent des courbes géo-* métriques des degrés m, n, p, q...., le sommet libre engendrera une courbe qui sera en général du degré 2mnpq...; et qui se réduira au degré sous-double mnpq...., quand tous les points seront en ligne droite.
Si toutes les lignes directrices sont droites, la courbe engendrée par le sommet libre du polygone est une conique; et si le polygone est un triangle, le théorème alors n'est autre que l'hexagramme de Pascal. Ce théorème avait déjà été donné par Nevi^ton, pour le cas où l'un des trois points par où devaient passer les trois côtés du triangle mobile était situé à l'infini (lemme 20 du 1®^ livre des Principes). Mais c'est à Maclaurin qu'on doit son énoncé général, et d'avoir aperçu dans ce mode de description des coniques, le beau théorème de Pascal, qui était alors ignoré; V Essai sur les coniques , qui en contient l'énoncé, n'ayant été retrouvé qu'en 1779, par les soins de M. l'abbé Bossut *.
Depuis, Maclaurin démontra ce théorème directement pour le cercle,
comme en formant nne seconde. Par les neuf points d'intersection de ces deux lignes on pourra faire passer une infinité de courbes du troisième degré ; mais la proposée passe par huit de ces neuf points; il s'ensuit donc 9 par une propriété générale des courbes du troisième degré, qu'elle passe par le neuvième.
1 11 serait possible, il est vrai, que Maclaurin , qui résida en France vers 17S1, ait eu connaissance de l'ouvrage de Pascal ; maïs le théorème de l'hexagone ressortait si naturellement de la description des coniques par le triangle mobile , qu'il nous paraîtrait étonnant qu'il eût échappé à la pénétration de Maclaurin , qui avait profondément médité sur tout ce qui concernait la description des courbes , ainsi qu'il nous l'apprend lui-même, par sa lettre communiquée à la Société royale de Londres, le 9t décembre 173â {Tram, philoêoph. , année 1735).
d'où il le conclut^ par la perspective^ pour toute espèce de coniques. {Voir le Traité des fluxions, chapitre XIV, dans lequel Maclaurin démontre les propriétés principales de l'ellipse, en la considérant comme section d'un cylindre oblique à base circulaire.)
§ 10. Braikenridge fut, dans la desmption des courbes de tous les degrés, un digne émule de Maclaurin, et la théorie de ces courbes lui est redevable de plusieurs belles propositions fondamentales, relatives principalement à leur description par l'intersection de droites qui tournent autour de pôles fixes, qu'il exposa dans son traité intitulé : Exercitatio Geometriœ de descriptione linearum curvarum (in-4o, 1733), et dans un mémoire qui fait partie des Transactions philosophiques, année 1735.
Depuis, plusieurs autres géomètres appliquèrent avec succès la Géométrie de Descartes à la théorie générale des courbes géométriques.
Nicole j à l'imitation de Stirling, qui avait démontré les propositions seulement énoncées par Newton dans son Énumération des lignes du troisième degré ^ avait aussi commencé une explication des principes qui avaient guidé ce grand géomètre, et la démonstration de son importante et curieuse proposition, non démontrée par Stirling, sur la description de toutes ces courbes par l'ombre des cinq paraboles divergentes ^
L'abbé de Bragelongne, qui, dès 1708, avait démontré, le premier, les beaux théorèmes de Newtom sur la description organique des coniques, et des courbes du troisième et du quatrième degré ayant des points doubles ^, entreprit l'énumération et l'examen des formes et des affections des courbes du quatrième degré. Travail immense et difficile, dont les premières parties seulement ont été publiées, la mort de l'auteur nous ayant privé des suivantes \
BRAIKBllEIDfiE.
BEA6BI.0NGSE , 1688-1744.
^ Mémoireê de V Académie des $cience$y année 1731.
^ Journal des eaffans, 30 septembre 1708.
' La première partie de cette énumération a été insérée dans les Mémoires de P Académie des sciences f années 1780 et 1731 ; la seconde partie n'a pas para ; Tanalyse s'en troave dans \ Histoire de V Académie pour 173â.
DE GUâ,
DIONIS DU SBJOVA , 1734-1794.
UDI
L^abbé De Gua^ dans un excellent ouvrage intitulé : Usages de Vanorlyse de Descartes (in- 12^ 1740), donna les moyens de déterminer les tangentes, les asymptotes et les points singuliers (multiples, conjugués, d'inflexion et de rebroussement), des courbes de tous les degrés, et fit voir, le premier, par les principes de la perspective, que plusieurs de ces points peuvent se trouver à l'infini; ce qui lui donna l'explication à priori d'une analogie singulière entre les différentes espèces de points et les différentes espèces de branches infinies, hyperboliques ou paraboliques , que peuvent présenter les courbes ; analogie à laquelle le calcul l'avait déjà conduit.
Le but que s'était proposé cet habile géomètre, était de démontrer que l'analyse de Descartes pouvait être employée avec autant de succès que le calcul différentiel, dans la plupart des recherches relatives aux courbes géométriques. Il ne reconnaissait l'utilité de l'analyse infinitésimale que pour la solution des problèmes de calcul intégral, et de ceux qui concernent les courbes mécaniques. Ce sont en effet les seuls pour lesquels il parait impossible de s'en passer, et ce sont même les seuls que Newton ait résolus par cette voie.
Euler, dans son Introductio in analysin infinitorum (2 vol. in-4^, 1748), exposa les principes généraux de la théorie analytique des courbes géométriques, avec cette généralité et cette clarté qui caractérisent les écrits de ce grand géomètre; et, étendant ce genre de recherches à la Géométrie à trois dimensions , discuta pour la première fois l'équation à trois variables, qui renferme les surfaces du second degré.
Dans le même temps Cramer donna, sous le titre : Introduction à F analyse des lignes courbes algébriques (in-4o, 1750), un traité spécial, le plus complet, et encore aujourd'hui le plus estimé, sur cette vaste et importante branche de la Géométrie.
Peu après, parut le Traité des courbes algébriques (in-12, 1756) de Dionis du Séjour et Goudin, où se trouvaient résolus par l'analyse seule de Descartes, et avec clarté et précision, les problèmes sur les affections des courbes, leurs tangentes, asymptotes, rayons de courbure, etc.
On a encore de Goudin un Traité des propriétés communes à toutes les courbes^ qui a pour objet de transformer une équation quelconque d'une courbe, en une autre qui ait des coordonnées différentes. C'est une suite de formules, à trois et à quatre variables, dont chacune exprime une propriété différente des courbes en général ^
Nous citerons enfin Waring, qui, dans plusieurs écrits, a porté plus wàWHfi, loin que ses prédécesseurs ses découvertes dans la théorie des courbes ^. i7S4.i798.
Ce sont là, je crois, les derniers perfectionnemens notables que la science des courbes dut à la Géométrie des Anciens et à l'analyse de Descartes.
§11. Les progrès dans les autres parties de la science de Fétendue, ont été moins marqués et moins satisfaisans pendant l'intervalle de temps que nous venons de parcourir, que ceux qu'elle a faits dans la théorie générale des courbes géométriques. Cependant, les coniques ont continué d'être étudiées; et de nouveaux efforts pour donner l'intelligence et ranimer le goût de la Géométrie ancienne, ont été faits par des mathématiciens d'un grand nom, tels que Halley, Stewart, Simson, etc. : quelques questions particulières ont encore été traitées , de loin en loin, par les célèbres analystes Euler, Lambert, Lagrange, Fuss, etc., dans les courts instans de loisir que leur laissaient leurs recherches de prédilection. Mais ces travaux, propres à entretenir la connaissance des doctrines anciennes, ne nous paraissent pas en avoir fait naître de nouvelles; et les véritables progrès de la Géométrie pure ne datent que du commencement de ce siècle.
1 On y trouve , en particulier, quarante-cinq équations différentes de Tellipse , en prenant soit le centre , soit le foyer, pour origine des coordonnées.
Cet intéressant ouvrage de Goudin a eu 3 éditions, dont la dernière est de 1803; on a joint à celle*ci , comme aux deux premières , un mémoire sur les éclipses de soleil , et un précis sur les courbes algébriques, et, de plus qu'aux deux premières, un mémoire sur les usages de Fellipse dans la trigonométrie.
^ Outre plusieurs mémoires , écrits en anglais dans les Transactions pkihsophiqueê , de 1763 à 1791, Waring a donné sur les courbes géométriques les deux traités intitulés : Miscellanea analyiica de œquationibus algehraicis et curvarum proprietatibus , in4<*, 176â; et Proprietates geometricarutn curvarum , in 4^, 177â.
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Géométrie «ppiiquÂ^ Maîs, la Géométiie s'est acquis^ à l'époque qui nous occupe , un siques. autre titre à notre admiration^ par ses applications aux phénomènes
physiques^ et par les grandes découvertes auxquelles elle a conduit Newton, Maclaurin, Stewart, Lambert, dans le système du monde. A aucune époque, cette Géométrie appliquée n'a jeté un aussi vif éclat; malheureusement, il a été de peu de durée, et nous devons convenir que, de nos jours, cette science est à peu près inconnue. Le calcul infinitésimal s'est emparé exclusivement de toutes les questions auxquelles elle avait été propre entre les mains de Newton et de ses disciples.
Procès de uGëomé- $ \^. Rcvenous à la Géométrie théorique, et essayons de nous rendre compte, par l'analyse des principaux ouvrages des géomètres qui l'ont cultivée pour elle-même, ou qui s'en sont servis comme d'un instrument dans l'étude des phénomènes physiques, de la nature et de l'étendue des recherches qui ont pu contribuer aux progrès de cette science. HALLEY, Le célèbre astronome Halley, d'une grande érudition et très-versé
1656-1742. dang la Géométrie de l'école grecque, lui éleva un magnifique monument par &QS traductions, plus fidèle» que les^précédentes, de plusieurs ouvrages principaux des géomètres anciens. On distingue surtout sa superbe édition du traité des coniques d'Apollonius, oii se trouve restitué, avec un grand talent, le 8^ livre dont le texte jusqu'à ce jour n'a point encore été retrouvé. A. la suite, sont les deux livres de Serenus sur les sections du cône et du cylindre.
On doit encore à Halley, la traduction, sur un manuscrit arabe, du traité De sectione rationis , jusqu'alors inconnu; et la divination du traité De sectione spatii, rétabli sur les indications de Pappus.
L'objet de ces deux ouvrages était, comme on sait, de mener par un point pris au dehors de deux droites , une transversale qui fît sur les deux droites, à partir de deux points fixes, deux segmens, dont le rapport dans le premier cas, et le produit dans le second cas, était donné.
Chacune de ces deux questions admet généralement deux solutions.
et^ par conséquent ^ condoirait en analyse à une équation du second degré* Il est intéressant de voir avec quel art Apollonius résout la première par une moyenne proportionnelle. Ses considérations géométriques correspondent à l'opération que nous ferions pour chasser le second terme d'une équation du second degré.
Dans Testime que Newton portait à la Géométrie ancienne^ il dis^ tinguait particulièrement ce traité d'Apollonius, a Plus d'une fois ^ nous )) dit le savant Pemberton ^ je lui ai entendu approuver Fentreprise » de Hugues d'Omérique, de rétablir l'ancienne analyse, et faire de )) grands éloges du livre d'Apollonius De sectione rationis^ ce livre )) nous développant mieux la nature de cette analyse qu'aucun autre » ouvrage de l'antiquité. »
La traduction de Halley est enrichie de plusieurs scholies, qui embrassent dans des constructions générales et très-élégantes, le grand nombre de cas que comporte la question, et qu'Apollonius traite minutieusement, comme autant de formules que le géomètre doit toujours avoir sous sa main dans la résolution des problèmes. Dans un de ces scholies, on voit que le cas le plus général se réduit à mener, par un point donné, deux tangentes à une parabole déterminée suffisamment par les données de la question. Remarque heureuse, qui se prête à une discussion facile et lumineuse des cas particuliers du problème, et qui a conduit Halley à la connaissance de diverses propriétés de la parabole concernant ses tangentes, telles que celle-ci : Quand un quadrilatère est circonscrit à une parabole, toute tangente à cette courbe divise deux côtés opposés du quadrilatère en segtnens proportionnels. Ces diverses propositions ne sont que des cas particuliers de la proposition générale que nous avons appelée propriété anharmonique des tangentes d'une conique. {Voir la Note XVI.)
Halley ne savait pas un mot d'arabe, quand son amour de la Géométrie ancienne lui fit entreprendre la traduction du manuscrit de la
* Fiew ofiir Isaao Newton's philosophy^ in4«, 17â8; tradait en français en 1755 , sous le titre d'ÉUmenê de la philosophie Newtonienne.
section de raison. Dans sa préface^ il fait Fhistoire de ce manuscrit enfoui depuis de longues années dans la bibliothèque Bodleïenne. U déplore la perte d'une infinité d'autres ouTrages de l'école grecque; et ne doute pas que beaucoup ne nous seraient rendus^ si l'on Toulait se donner la peine de les rechercher. Il adresse à ce sujet une prière à tous les sayans qui peuTcnt aToir accès dans les bibliothèques de manuscrits. Nous nous faisons un deyoir de rapporter ici^ et le sentiment^ et les Tœux du célèbre Halley^ qui doiTcnt avoir une si imposante autorité au* près de toutes personnes éclairées et en position de rendre, de quelque manière que ce soit , quelques services aux sciences mathématiques.
Une édition des sphériques de Menelaus, en trois livres, revue sur un manuscrit hébreu, avait été préparée par Halley. Mais elle ne vit le jour qu'en 1758, par les soins de son ami le docteur Costard, auteur d'une histoire de l'astronomie.
Halley joignait à une profonde connaissance de la Géométrie ancienne une parfaite intelligence de la méthode de Descartes. Il en fit usage particulièrement pour perfectionner la construction des équations des troisième et quatrième degrés, par le moyen d'une parabole quelconque donnée et d'un cercle \
Les éditions qu'il a données des ouvrages d'Apollonius, de Serenus et de Menelaus, sont très-recherchées des amateurs de la Géométrie ^ et suffiraient seules pour assurer à Halley une place distinguée parmi les savans qui ont contribué aux progrès des mathématiques, si ses travaux en astronomie ne l'avaient placé à côté des hommes les plus célèbres d'une époque qui a réuni les noms de Dominique Gassini, deHuygens et de Nev?ton.
§ 13. Quoique Newton et Maclaurin, dont nous avons déjà fait connaitre les belles recherches sur la théorie des courbes géométriques, n'aient pas écrit spécialement sur la Géométrie des Anciens, ils portè-
J Transactions philosophiques, année 1687, n^ 188.
^ Tous ces ouvrages sont très-rares, surtout le traité De seciione rationis, qui est encore aujourd'hui le seul livre où l'on trouve , avec une traduction plus exacte que celle de Commandin , le texte grec de toute la préface du 7« livre des CoUectiotu mathématiques de Pappus.
rent une telle estime à cette méthode qu'ils s'en servirent presque exclusiTement dans leurs recherches physico-mathématiques. Nous avons donc encore à jeter un coup d'œil sur les travaux de ces deux grands géomètres.
Nous citerons de Newton son Arithmétique universelle, et son grand ouvrage des Principes.
V Arithmétique universelle^ modèle parfait de l'application de la méthode de Descartes à la résolution des problèmes de Géométrie et à la construction des racines des équations^ présentait une foule de questions variées se rapportant à toutes les parties des mathématiques. Cet ouvrage est trop peu lu de nos jours ^ parce qu'on oublie sans doute que son illustre auteur^ en en faisant le texte de ses leçons à l'université de Cambridge^ l'avait jugé propre à initier ses élèves dans la science et dans l'art du géomètre.
S 14. Le premier livre des Principes contient un grand nombre de propositions diverses de pure Géométrie. On y remarque particulièrement de belles propriétés des coniques^ et les problèmes sur la construction d'une conique assujettie à passer par des points et à toucher des droites , ou à avoir l'un de ses foyers en un point donné. Ces recherches^ nouvelles alors pour la plupart^ étaient des préliminaires qui suffirent à Newton pour soumettre à sa loi de la gravitation universelle tous les phénomènes du ciel^ et pour déduire de ce principe unique l'explication^ à priori, et le calcul de tous les mouvemens des corps célestes. C'est là le plus bel hommage rendu aux recherches des géomètres de l'antiquité sur les coniques , depuis que Kepler y avait puisé la découverte des véritables formes des orbites planétaires.
Le peu d'usage que l'on fait maintenant des propositions de Géométrie^ et des nombreuses propriétés des coniques^ par lesquelles il faut passer pour traiter par la méthode de Newton les grandes questions du système du monde ^ a contribué^ indépendamment des avantages que présentait^ sous d'autres rapports^ la voie analytique^ à faire abandonner cette première méthode que l'on a jugée longue et pénible , et qu'on a regardée comme ne promettant rien ou presque rien pour l'ave-
nir. Et ce jugement a acquis chaque jour d'autant plus d'autorité que l'analyse^ cultivée excIûsiTement^ a fait des progrès continus qui per«mettent de simplifier et de perfectionner^ de plus en plus^ les premières méthodes analytiques que l'on a substituées à celle de Newton. Celle--ci au contraire^ ayant cessé d'être cultivée^ est restée dans l'état où elle était en sortant des mains de son illustre auteur. Et l'on ne songe pas^ quand on la met en parallèle avec l'autre^ à prendre celle-ci à son origine^ et à citer les premiers essais des analystes pour couTertir les beaux résultats de Newton en une analyse d'abord pénible et sans élégance, mais qui, depuis, s'est perfectionnée de jour en jour par les efforts continus des plus célèbres géomètres. Pourquoi donc, aumoins^ ne pas tenir compte des perfectionnemens que la méthode géométrique^ qui peut devenir si souvent intuitive^ eut reçus aussi y si elle n'avait pas été abandonnée complètement ?
Un examen attentif des cLiverses propositions de pure Géométrie , dont il est fait usage dans les Principes de Newton, donnera une idée de ce qu'auraient pu être ces perfectionnemens. En effet, on reconnaît que ces diverses propositions, qui paraissent différentes entre elles ^ et dont chacune a sa démonstration particulière, peuvent pourtant se rattacher toutes à deitt ou trois propriétés principales des coniques , dont elles ne sont que des cas particuliers, ou des conséquences faciles. Aujourd'hui donc, un commentaire nouveau des Principes de Newton^ fait dans l'esprit et dans les formes de la Géométrie 'moderne^ abrégerait et faciliterait singulièrement la lecture de cet ouvrage immortel.
S 15. Nous allons voir que les propositions de Newton peuvent dériver^ comme nous venons de le dire, de deux ou trois seulement des propriétés les plus générales des coniques.
Dans les propositions 19 , 20 et 21 ^ sont résolus tous les problèmes sur la construction d'une conique dont un foyer est donné, et qui doit toucher des droites et passer par des points. Or les solutions de toutes ces questions se déduisent aujourd'hui immédiatement des questions analogues sur le cercle assujetti à trois conditions, soit parla théorie des figures homologiques^ comme l'a montré M. Poncelet, soit par les
transformations polaires^ comme nous l'aTons fait. (Annales de mathématiques ^ tom. XVIII.)
Leslemmes 17, 18 et 19, sont la propriété du quadrilatère inscrit aux coniques, ou théorème ad quatuor lineas des Anciens. Nous ayons fait voir que ce théorème se déduit avec une extrême facilité de la proposition que nous avons appelée propriété anharmonique des points d'une conique; et celle-ci se démontre d'une manière intuitive, sans qu'il soit besoin de faire usage d'aucune propriété des coniques. (Voir la Note XV- )
Les lemmes 20 et 21 , concernent la génération des coniques par l'intersection de deux droites qui tournent autour de deux pôles fixes.
Dans le premier^ les deux droites mobiles aboutissent respectivement aux points oà des transversales, parallèles entre elles, rencontrent deux droites fixes. C'est le théorème que nous avons énoncé en parlant des coniques de De Witt, et dont nous avons signalé un cas particulier dans un ouvrage de Cavalleri.
Si les transversales, au lieu d'être parallèles, concouraient en un point, ce serait dans toute sa généralité le théorème de Maclaurin et de Braikenridge^ que nous avons cité, comme étant, sous un autre énoncé, le théorème de l'hexagone de Pascal, et qui se déduit immédiatement, comme nous l'avons fait voir (même Note), de la propriété anharmonique des points d'une conique.
Dans le second lemme, les deux droites mobiles sont deux cotés de deux angles de grandeur constante, dont les deux autres côtés se croisent sur une droite fixe. C'est la description organique des coniques, qiii a été reproduite par Newton dans son Ênumération des lignes du troisième ordre , et dans son Arithmétique universelle. Nous avons montré (même Note) que ce mode de description , dont les démonstrations qu'on en a données ont toujours été assez longues, se déduit avec une facilité extrême, comme le précédent, de la même propriété anharmonique.
Les lemmes 23, 24 et 25, et leurs corollaires, sont des cas particuliers de la propriété générale du quadrilatère circonscrit à une conique ,
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analogue à celle du quadrilatère inscrit^ et que nous ayons appelée propriété anharmonique des tangentes d'une conique. {Voir la Note XVI).
Le corollaire 3 du lemme 25 prouve cette belle proposition^ démontrée depuis de bien des manières^ savoir que : a dans tout quadrilatère circon- » scrit à une conique^ la droite qui joint les points milieux des deux )) diagonales passe par le centre de la courbe. »
Beaucoup d'autres propositions sont des problèmes sur la description des coniques assujetties à cinq conditions^ de passer par des points et de toucher des droites. Toutes ces questions se résolvent aujourd'hui^ comme on sait^ avec une grande facilité.
Le lemme 22 sert à changer les figures en d'autres figures du même genre. Dans les propositions suivantes^ Newton s'en sert pour transformer des lignes concourantes^ en des lignes parallèles^ et faciliter la solution de quelques problèmes. Nous avons parlé de cette méthode dans notre troisième Époque ; et nous avons fait voir qu'elle n'était autre qu'une des pratiques de la perspective. Cette remarque nous parait propre à en faciliter l'intelligence.
5 16. Dans toutes ces propositions préliminaires^ et dans leurs corollaires^ Nev?ton a borné ses recherches à ce qui lui était strictement nécessaire pour sa grande entreprise. Mais on voit^ par la nature de ces propositions^ que s'il eût eu en vue l'accroissement et le perfectionnement de la théorie des coniques^ elles l'eussent conduit facilement^ par des généralisations naturelles de ses premiers résultats^ aux propriétés les plus générales de ces courbes.
Il ne lui aurait point échappé, non plus^ que sa méthode peur la transformation des figures^ s'appliquait naturellement aux figures à trois dimensions; et^ depuis près d'un siècle et demi^ nous saurions^ ce que l'on n'a fait que dans ces derniers temps , transformer la sphère^ par exemple, en une surface quelconque du second degré ^ comme on transforme par la perspective, depuis Desargues et Pascal, le cercle en une conique, pour découvrir et démontrer les propriétés de cette courbe.
Toutes ces généralisations n'entraient point dans le but de Newton.
Mais elles n'auraient pu échapper aux géomètres qui auraient médité sur la partie purement géométrique du livre des Principes; et cette circonstance prouve combien peu les doctrines géométriques ont été cultivées depuis lors.
§ 17. C'est dans l'ouvrage de Nev^ton qu'a paru pour la première fois la rectification des épicycloïdes. Il n'avait encore rien été écrit sur ces courbes célèbres^ quoi qu'il paraisse, au rapport deLeibnitz^ que^ 10 ans auparavant^ Roemer les avait déjà imaginées; et méme^ d'après De La Hire, que la première découverte de ces courbes et de leur usage pour la confection des roues dentées, remonte à Desargues ^ dont le génie ^ aujourd'hui mieux apprécié, était à la hauteur d'une aussi grande et aussi utile invention. C'est quelques années après que l'ouvrage de Newton avait paru, que De La Hire donna son Traité géométrique des épicycloïdes.
§ 18. Nous citerons encore, du livre desPrtncipes, les fameuses ovales, imaginées par Descartes pour réunir en un seul point, par la réfraction^ les rayons de lumière émanés d'un autre point, comme font l'ellipse et l'hyperbole à l'égard des rayons de lumière parallèles entre eux*. NevHon fait voir, d'une manière très-simple, que ces courbes sont le heu d'un point dont les distances à deux circonférences de cercles sont entre elles dans un rapport constant. C'est aussi ce qu'avait montré la construction géométrique de ces courbes donnée par Descartes, et ce que Huygens avait conclu immédiatement, et sans démonstration, de son système ondulatoire,. dans son Traité de la lumière.
Nous ferons ici^ à ce sujet, une observation qui se rapporte à la Géométrie de Descartes, mais que nous n'avons point trouvé l'occasion de placer plus tôt : c'est que la construction géométrique de ses ovales, qui était suffisante pour l'apphcation spéciale que le célèbre philosophe fit de ces courbes à la dioptrique, n'était pas propre à les lui faire connaître complètement. Et Roberval, qui avait donné aussi, peu de temps
1 Cette propriété des coniques , qai repose sar la relation entre le foyer et la directrice, est due aussi a Desoartes , qui Ta démontrée dans sa Dioptrique.
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aprëis^ la construction de ces ôTales et discuté leurs formes^ niHuygens^ ni Newton n'en ont point eu non plus une connaissance complète^ sous le point de yue géométrique. En effets une de ces OTales n'est point à elle seule le lieu exprimé par la propriété démontrée par Newton^ ou par l'équation du quatrième degré trouvée par Descartes; mais ce lieu doit toujours être l'ensemble de deux ovales conjtîguées^ inséparables l'une de l'autre dans leur expression analytique.
Cette remarque a échappé à Descartes ^ dans sa Géométrie comme dans sa Dioptrique^ et ensuite aux célèbres géomètres que nous venons de nommer. Elle pouvait bien être omise dans la Dioptrique^ mais elle eût dû, ce me semble^ être faite dans la Géométrie. Il est résulté de son omission que Tune des formes des courbes en question a échappé à l'analyse de Descartes; c'est le cas où les deux ovales conjuguées ont un point commun et forment une courbe unique ayant un point double; on trouve que cette courbe est celle qu'on appelle le limaçon de Pascal. Il résulté de là^ que cette courbe remarquable^ qui est tout à la fois^ comme on sait^ une épicycloïde et une conchoîde du cercle^ jouit de cette" autre propriété^ qu'on ne lui avait pas encore reconnue > d'avoir deua foyers, comme les ovales de Descartes.
Dans ces derniers temps ^ ces ovales ont reparu sur la scène gécnnétrique. Le célèbre astronome J. Herschel les a appelées lignes aplanëtiques \ à cause de leur usage en optique. M. Quetelet leur a découvert de singulières et curieuses propriétés que nous ferons connaître dans la Note XXL HACLAURiN. $19. Maclauriu partagea le goût de NevFton pour la Géométrie
pure^ et sut l'appliquer aussi avec la plus grande habileté aux recherches philosophiques. Son Traité des fiuwions , où il se proposait^ en établissant le lien et les rapports entre les méthodes d'Archimède et celle de Newton, de démontrer celle-ci avec toute la rigueur de l'école grecque, présente une foule de démonstrations synthétiques dans des questions diverses de mécanique et de haute Géométrie, où l'analyse
' Sans aberration.
n'eût été ni plus facile , ni plus expéditive. Tout le monde sait avec quelle élégance et quelle facilité il résolut^ par cette voie^ la grande question de la figure de la terre ^ qui suffirait seule pour rendre son nom immortel.
Il fallait connaître l'attraction d'un ellipsoïde de rétolution sur des points situés à sa surface ou dans son intérieur. Maclaurin sut tirer de quelques propriétés des coniques^ toutes les ressources suffisantes pour la solution de cette question qui a toujours passé auprès des plus célèbres analystes pour l'une des plus difficiles. Le jugement porté par l'illustre Lagrange à ce sujet ^ fera mieux apprécier que tout ce que nous pourrions en dire y le mérite du travail et de la méthode de Maclaurin. Après avoir dit qu'il est des questions où la méthode géométrique des Anciens a des avantages sur l'analyse^ Lagrange ajoute : (( Le problème où il s'agit de déterminer l'attraction qu'un sphéroïde )) elliptique exerce sur un point quelconque placé à sa surface ou dans )) son intérieur est de cette espèce. M. Maclaurin^ quia^ le premier^ )) résolu ce problème dans son excellente pièce sur le flux et le reflux » de la mer, couronnée par l'Académie des sciences de Paris, en 1 740, )) a suivi une méthode purement géométrique, et fondée uniquement )) sur quelques propriétés de l'ellipse et des sphéroïdes elliptiques ; et )) il faut avouer que cette partie de l'ouvrage de M. Maclaurin est un )) chef-d'œuvre de Géométrie ^ qu'on peut comparer à tout ce qu'Ar- )) chimède nous a laissé de plus beau et de plus ingénieux. Comme )) M. Maclaurin avait une sorte de prédilection pour la méthode des » Anciens, il n'est pas étonnant qu'il Tait employée dans la solution )) du problème dont nous venons de parler; mais il l'est extrêmement, )) ce me semble, qu'un problème aussi important que celui-là n'ait » pas été résolu depuis d'une manière directe et analytique, surtout )) dans ces derniers temps où l'analyse est devenue d'un usage si com- » mun et si général. On ne peut, je crois, en attribuer la cause quWx » difficultés de calcul que la solution de cette question doit renfermer,
)) lorsqu'on l'envisage sous un point de vue purement analytique
» Je me propose, dans ce mémoire, de faire voir que loin que le pro-
» blême dont û s'agit se refuse à l'analyse, il peut être résolu par ce )) moyen d'une manière, sinon plus simple, du moins plus directe et » plus générale que par la voie de la synthèse, etc. *. »
Cette plus grande généralité consistait à calculer Tattraction dans un ellipsoïde à trois axes inégaux, au lieu d'un ellipsoïde de réTolution, comme avait fait Maclaurin. Mais déjà, D'Alembert s'était proposé cette extension, et l'avait obtenue par de pures considérations de Géométrie, en suivant pas à pas la marche tracée par Maclaurin \
$ 20. Il est une autre partie du travail de Maclaurin, dont Lagrange ne parle pas encore dans son premier mémoire que nous venons de citer, et qui conservait à la méthode géométrique un véritable avantage sur l'analyse; c'était le fameux théorème des ellipsoïdes dont les sections principales sont décrites des mêmes foyers. Il consiste en ce que les attractions de deux tels ellipsoïdes, sur un même point situé au dehors de leurs surfaces, s'exercent suivant la même direction, et sont proportionnelles aux masses des deux corps. Maclaurin n'avait démontré que le cas particulier le plus simple de ce beau théorème, celui où le point attiré est sur l'un des axes principaux des deux ellipsoïdes (Art. 653 du Traité des fluxions). Mais, ce cas particulier présentait d'assez grandes difficultés pour que les efforts de d' Alembert, qui y appliquait l'analyse, ne conduisissent ce grand géomètre qu'à supposer
^ Mémoires de V Académie de Berlin ^ ann. 1773.
2 Opuscules mathématiques y tom. VI, pag. 165; ann. 1773,
Avant de savoir qae d*AIenibert , en suivant les traces de Maclaurin , ëtait parvenu par de pures considérations de Géométrie , a une formule d'intégrale simple , pour Tattraction d'un ellipsoïde à trois axes inégaux sur un point situé a sa surface ou dans son intérieur , nous avions cherché à donner cette même extension à la théorie de Maclaurin ; et , en adoptant le mode de décomposition du solide en cônes élémentaires , qui a été employé par Lagrange , nous sommes parvenu , par la Géométrie seule , a la formule de quadrature que Ton obtient en analyse. Notre procédé consiste à remplacer par des considérations géométriques ^ la première intégration que Ton effectue en analyse; et cela se fait en remarquant qne cette intégration correspond , en Géométrie , a l'évaluation de l'aire d*une ellipse , qui est la projection , sur un des trois plans principaux de l'ellipsoïde , de l'intersection de cette Borface par celle d'un cône de réTolution autour d'un axe perpendiculaire a ce plan princi* pal ; ce cône ayant même centre que l'ellipsoïde.
faux le théorème de Maclaurin^ ; et pour que Lagrange^ qui le démontra quelque temps après ^ bornât sa démonstration au cas particulier en question'. D'AJembert^ pour réparer son erreur^ en donna aussi trois démonstrations; mais^ comme Lagrange^ sans aller au delà de Maclaurin^. C'est M. Legendre qui^ peu de temps après^ fit faire un pas à cette question^ en démontrant le théorème pour le cas oii le point attiré est dans l'un des plans principaux des ellipsoïdes^ et qui^ dès lors soupçoima toute sa généralité \ qu'il démontra en effets quelques années après^ dans un mémoire d'analyse^ qu'on peut regarder comme un chef-d'œuvre de difficulté Taincue; mémoire fort beau et très-profond^ et qui serait plus riche encore en résultats intéressans^ si M. Legendre avait donné la signification géométrique de plusieurs des nombreuses formules par lesquelles il lui faut passer^ pour arriver à la conclusion du théorème en question ^.
Depuis^ on a trouvé diverses autres démonstrations du théorème de M. Legendre^ dont une que nous pouvons citer ici comme rentrant dans la méthode synthétique. C'est celle qui dérive du beau théorème do M. Ivory^ par lequel on ramène le calcul de l'attraction sur des points extérieurs à celui des attractions sur des points intérieurs à l'ellipsoïde. Les différentes démonstrations qu'on a données de ce théorème s'écartent peu de celle même de son célèbre auteur , et l'on y fait usage de quelques transformations de formules analytiques. Il est peut- être à désirer^ pour faire entrer ce théorème dans la théorie géométrique de l'attraction des ellipsoïdes^ à laquelle il appartient par sa nature^ d'en avoir une démonstration plus synthétique que les premières^ c'est-àdire^ tout-à-fait indépendante des formules de l'analyse.
La question de l'attraction des ellipsoïdes^ restreinte au simple calcol de cette attraction^ est maintenant résolue aussi complètement que le permettent les bornes de l'analyse, puisqu'elle se réduit à une
1 Opuêouleê mathématiques, toiii. VI , pag. 242.
^ Mémoires de l'Académie de Berlin , ann. 1774 et 177K.
' Opuscules mathématiques, tom. VII, pag. 102; ann. 1780.
* Mémoires des savons étramgers, tom. X.
' Mémoires de l'Académie des sciences, ann. 1788.
formule de quadratures elliptiques^ qu'on ne sait pas intégrer en termes finis. Mais^ cette grande question , enyisagée sous d'autres points de vue, est loin d'être épuisée, et donnera lieu encore certainement à bien des recherches et à de belles découvertes \ Les travaux tout récens de deux célèbres analystes de France et de Koenisberg, MM. Poisson et Jacobi, sont une preuve qu'il restait encore beaucoup à faire, et appelleront de nouvelles méditations sur cette matière d'un si haut intérêt. § 21. Le problème de l'attraction des ellipsoïdes, considéré indépendamment de son application à plusieurs questions de la philosophie naturelle , appartient à la Géométrie , et la solution qu'en a donnée Maclaurin est un des morceaux les plus propres à ranimer le goût et l'intelligence de cette Géométrie pure et intuitive, si méconnue depuis bientôt un siècle. Nous espérons que, par cette raison, ou^ nous pardonnera d'être entré à ce sujet dans quelques détails, qui nous ont éloigné de la direction que nous aurions du suivre dans l'examen des travaux géométriques de Maclaurin : ce sera rentrer dans
' Par exemple , quoiqu'on ne sache pas déterminer d*une manière absolue 9 ni en grandeur ni en direction, Fattraction d*un ellipsoïde sur différens points , ne pourrait-on pas trouver certains rapports entre ces attractions , ou entre leurs directions ?
Mais 9 sans imaginer de nouyelles questions , qui se présenteraient en foule à l'esprit j il en est une qui , ce me semble , s'est offerte d'elle-même , et dont il ne parait pas qu'aucun des géomètres qui ont écrit sur cette matière , se soit occupé* On sait que la formule relatire à l'attraction sur un point extérieur contient un coefficient, qui n'est pas connu à priori, mais qui dépend d'une équation du troisième degré , parfaitement déterminée ; l'expression géométrique de ce coefficient est connue ; c'est un des axes principaux de Tellipsoîde qui passe par le point attiré , et qui a ses sections principales décrites des mêmes foyers que éelles de l'ellipsoïde attirant. Mais cette équation du troisième degré est ua fait d'analyse , que l'on ne pouvait prévoir à priori d'après la nature de la question , et que l'on n*a point encore expli* que. Il annonce que le problème de l'attraction d'un ellipsoïde dérive d'une autre question , d'un énoncé plus général , et qui admet généralement trois solutions. Dans deux de ces solutions, les deux hyperboloîdes à une et à deux nappes , que l'on peut faire passer par le point attiré, de manière que leurs sections principales soient décrites des mêmes foyers que celles de l'ellipsoïde donné , feront la même fonction que l'ellipsoïde qui passe par ce point fait a l'égard de la première solution qui résout la question même de l'attraction.
Il n'est pas rare de rencontrer de pareils faits d'analyse ; mais il est toujours intéressant d'en savoir l'origine et la signification. Alors seulement une question peut être regardée comme résolue complètement.
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cette direction que d'indiquer maintenant sur quelles propriétés des coniques ce géomètre a^ait établi sa solution.
Une seule suffit pour le calcul de l'attraction sur des points situés à la surface^ ou dans l'intérieur de l'ellipsoïde^ la Toici :
(( Étant données deux ellipses semblables^ semblablement placées » et concentriques ; par un des sommets de la plus petite^ on lui )) mène sa tangente qui rencontre l'autre ellipse en deux points;
» Par l'un de ces points^ on mène dans cette seconde ellipse deux » cordes quelconques^ mais également inclinées sur la tangente en^ )) question;
» Par le sommet de la première ellipse^ on mène dans cette courbe y> deux cordes parallèles à celles de Tautre ellipse;
» La somme de ces deux cordes est égale à celle des deux autres » cordes. »
Maclaurin démontre ce théorème dans le cercle^ par la Géométrie élémentaire ; et ensuite , en projetant les deux ellipses sur un plan parallèle à la tangente en question^ et convenablement incliné pour que les ellipses deviennent en projection des cercles^ il en conclut le théorème énoncé ^
S 22. Le calcul de l'attraction sur les points extérieurs à l'ellipsoïde^ n'était pas aussi facile ; Maclaurin se servit, pour y parvenir, des deux propositions suivantes, dont il n'énonça que la première , mais dont on aperçoit la seconde dans le cours de la démonstration de cette première :
« lo Quand deux ellipses sont décrites des mêmes foyers, si, par » un point, pris sur un de leurs axes principaux, on mène deux trans-- » versales, de manière que les cosinus des angles qu'elles feront avec » l'autre axe soient proportionnels respectivement aux diamètres des
1 C'est le seul théorème qui servit à Maclaurin pour démontrer cette importante proposition , admise par Newton sans preuve ,. savoir qa'ww masse fluide homogène, toumatU autour d'elle* même, devaii prendre la figure d'un ellipsoïde de révolution, dans l'hypothèse de l'attraction en raison inverse du carré des dietances. Et cette voie parut si belle à Glairaut j qu'il abandonna , dans sa Théorie de la figure de la terre, sa méthode analytique, pour suivre celle de Maclaurin.
168 fflSTOIRE DE LA GÉOMÉTRIE,
)) deux coniques^ dirigés suivant cet axe^ les parties des deux transver- » sales^ comprises entre les deux courbes respectivement^ seront pro- )) portionnelies aux diamètres dirigés suivant leur premier axe.
» 2^ Quand deux ellipses sont décrites des mêmes foyers^ si l'on » mène deux diamètres quelconques^ aboutissans à deux points cor- )) respondans des deux courbes^ la différence de leurs carrés sera con- » stante. »
Nous appelons points correspondans ^ ceux dont les distances à chacun des axes principaux sont proportionnelles aux diamètres des deux ellipses^ perpendiculaires à ces axes respectivement.
La première de ces deux propositions suffit à Maclaurin pour démontrer que les attractions que deux ellipsoïdes de révolution^ décrits des mêmes foyers^ exercent sur un même point pris sur le prolongement de l'axe de révolution , sont entre elles comme les masses des deux corps. De là^ il conclut^ au moyen de la seconde proposition^ que ce théorème a lieu aussi à l'égard des points situés sur le plan de Téquateur des deux sphéroïdes^ au dehors de leurs surfaces. Ensuite^ il remarque que sa démonstration de ce second théorème s'applique aux ellipsoïdes à trois axes inégaux, dont les sections principales sont décrites des mêmes foyers, quand le point attiré est sur le prolongement d'un de leurs axes; d'où résulte le célèbre théorème dont nous avons parlé.
D'Alembert, et ensuite Lagrange et Legendre, avaient pensé que Maclaurin n'avait fait qu'énoncer son théorème, sans en donner la démonstration ; c'était une erreur de la part de ces trois illustres géomètres, car cette démonstration est identiquement la même que celle du cas qui avait précédé, et l'auteur dès lors devait se borner, comme il a fait, à ces seuls mots : F on prouvera de la même manière^ etc.; et ne pas répéter des raisonnemens qu'il venait de faire quelques lignes plus haut, et auxquels il n'y avait à changer, ni ajouter , ou retrancher aucun mot \
* La niëprise des trois grands géomètres que je viens de nommer n'a peut-être pas été aperçue , quoiqu'on se soit tant occupé , depuis , de la question de l'attraction des ellipsoïdes. Je n'en fais la remarque ici , que parce qu'elle nous offre une preuve bien certaine de l'abandon
S 23. Les deux propriétés des ellipses décrites des mêmes foyers^ que nous avons énoncées ci-dessus^ sont dues àMaclaurin; ce sont probablement les premières que l'on ait doimées sur les coniques biconfocales; de même que son théorème sur l'attraction des ellipsoïdes dont les sections principales sont décrites des mêmes foyers, offre la première circonstance où il ait été question de deux tels ellipsoïdes. Ces surfaces se sont présentées, depuis quelques années, dans d'autres questions particulières; et elles nous paraissent devoir jouer désormais un rêle important dans la théorie générale des surfaces du second degré. Elles jouissent d'un grand nombre de propriétés qui n'ont point encore été remarquées, et dont nous parlerons dans une des Notes relatives à notre cinquième Époque.
§ 24. C'est en considérant l'ellipse comme section oblique d'un cylindre à base circulaire, que Maclaurin démontre les propriétés de
où est tombée la Gëomëtrie, dans la seconde moitié da siècle dernier, et du peu de justice qu'il y aurait aujourd'hui à l'accuser d'impuissance , puisque , loin de la soumettre à de nouveaux essais , on n'a pas même approfondi la nature et l'esprit des belles méthodes qui ont conduit Newton et Maclaurin à leurs grandes découvertes. On a préféré , au contraire y après avoir traduit ces méthodes en analyse, faire honneur à celle-ci des grands travaux de Newton , que ce philosophe aurait revêtus ensuite de la forme géométrique. Supposition gratuite , qui montre qu'on méconnaît le caractère de fécondité de la Géométrie , et la facilité extrême de ses déductions naturelles, et souvent même intuitives, dans les questions où elle peut avoir un premier accès. Mais sans entrer en discussion , sur la nature et les moyens de cette méthode qui demanderait un défenseur habile, il nous suffit de rappeler que, pour attribuer à la méthode analytique les découvertes de Newton , on est obligé de convenir que ce géomètre j en suivant cette voie, aurait fait usage du calcul des variations , dont l'invention est due à l'illustre Lagrange. Ëstil possible d'admettre que le grand Newton , d'un esprit si réfléchi et d'une vue si sûre et si étendue, aurait méconnu assez le caractère et l'immense importance d'une telle découverte, pour la passer sous silence , et dédaigner de s'en servir ensuite dans la lutte si pénible et si passionnée qu'il soutint contre Leibnitz? Autant valait qu'il ne produisit pas même son calcul des fluxions. Au reste, en attribuant a l'analyse les découvertes de Newton, on devrait, pour être conséquent et pouvoir en conclure l'impuissance de la méthode géométrique, en dire autant des travaux de Maclaurin, de Stewart, et même de la célèbre formule de Lambert, proclamée par Lagrange lui-même, la plus belle et la plus importante découverte de toute la théorie des comètes , quoiqu'elle ait dû le jour a de simples considérations de Géométrie.
Laissons donc à la Géométrie ses œuvres. L'analyse a déjà d'assez brillans trophées, elle est assez riche d'avenir, pour applaudir franchement aux anciens succès de sa sœur ainée.
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cette courbe^ en les faisant dériyer de celles du cercle. Il ne s'est pas borné aux propositions que nous avons citées; mais ayant trouvé cette méthode fort expéditive^ il voulut la pousser plus loin que n'avait fait le marquis de Lhopital y qui l'avait déjà enseignée à la suite de son traité analytique des sections coniques (liv. YI). En quelques pages seulement ^ Maclaurin démontra^ avec une simplicité extrême^ les principales propriétés de l'ellipse. On y remarque une démonstration naturelle^ et qui surpasse en brièveté celles de Newton, pour le problème des forces centrales dans l'ellipse, le point attirant étant placé d'une manière quelconque dans le plan de la courbe : on y voit immédiatement que l'attraction est en raison directe de la distance, quand le point attirant est au centre de l'ellipse ; et en raison inverse du carré de cette distance, quand le point attirant est au foyer de la courbe.
Le Traité des flumonè de Maclaurin pourrait donner lieu à beaucoup d'autres remarques concernant l'histoire et les progrès de la Géométrie; mais nous avons déjà dépassé les limites que nous prescrivait la destination de cet écrit; nous arrêterons donc ici notre aperçu sur les travaux de ce grand géomètre.
§ 25. Robert Simson, que nous avons déjà eu plusieurs fois l'occasion de citer, est un des géomètres du siècle dernier qui ont le plus approfondi la Géométrie ancienne, et qui ont le plus. contribué à en répandre la connaissance. On lui doit un Traité des sections coniques en cinq livres, écrit dans le style rigoureux d'Apollonius, que l'on commençait à abandonner pour suivre exclusivement la méthode analytique. Cet ouvrage était le premier qui contînt les deux célèbres théorèmes de Desargues et de Pascal. On y trouve aussi le théorème ad quatuor lineas / mais celui-ci avait déjà paru dans un traité des coniques de Milnes ', qui l'avait emprunté des Principes de Newton.
1 Sectionum conicarum elementa nova tnethodo demonstrata ; Oxonii 1702. Cet ouvrage, imité da grand traité de De La Hire , comme Tautear l'avoue dans sa préface , eut un grand succès et plusieurs éditions. On y considérait les coniques comme sections d'un cône à base circulaire , par un plan toutà-fait arbitraire, sans se servir du triangle par l'axe. Mais la méthode nous y parait moins heureuse que celle de De La Hire , en ce qu'elle consiste à démontrer d'abord en
Cette circonstance^ que l'ouvrage de Simson contenait les trois théorèmes principaux que nous venons de citer ^ était la seule qui pût lui donner quelque avantage sur le grand traité de De La Hire ; car^ sous le rapport de la méthode^ celui-ci nous paraît lui être à plusieurs ég-crrds infiniment supérieur; il avait été un perfectionnement notable de 1« méthode des Anciens^ et celui de Simson faisait sous ce rapport nu jpas rétrograde.
EIn effets Simson^ à l'instar de De La Hire dans son petit traité de
167 S, et du marquis de Lhopital en suite ^ considère les coniques sur
'^ ]>lan^ en les définissant chacune par une propriété spécifique et par-
'^^^ilière. Pour la parabole, c'est l'égalité des distances de chaque point
"^ la courbe au foyer et à la directrice; pour l'ellipse^ c'est la somme
^^^^stante, et pour l'hyperbole, la différence^ des distances de chaque
*^^^*it de la courbe aux deux foyers. De ces modes de description des
4:i^i^ courbes, Simson déduit les propriétés principales de chacune
^Vjes, et montre ensuite que ces courbes sont les mêmes que celles
0^' Apollonius formait dans le cône oblique, en se servant du triangle
par l'axe.
Ce n'est qu'après avoir traité ainsi en particulier des trois sectioni» coniques, dans les trois premiers livres de son ouvrage, que Simson les considère, dans les deux livres suivans, toutes trois ensemble, d'une manière générale, et démontre un grand nombre de leurs propriétés communes.
Le théorème ad quatuor lineas est la vingt-huitième proposition du livre quatre; l'hexagramme de Pascal est la quarante-septième du livre cinq; et le théorème de Desargues est démontré dans les propositions 12 et 49 du même livre. Simson n'a pas connu les rapports intimes
particulier certaines propriétés de Thyperbole , qui servent de fondement pour passer à celles de l'ellipse.
Les démonstrations, du reste, sont purement synthétiques, et d*une grande simplicité; quoique les proportions, sans cesse répétées, sous la forme ancienne , qu*il serait plus commode et plus rationnel de remplacer par celle d'une égalité de rapports, en rendent aujourdliui la lecture fatigante.
qui lient ces trois théorèmes entre eux^ et qui n'en font^ pour ainsi dire^ que des expressions différentes d'une seule et unique propriété générale des coniques ; mais il a su apercevoir toute la fécondité des deux derniers , car il a fait voir que toute la théorie des pôles se déduit de l'un, et après avoir tiré de l'autre six corollaires, il ajoute qu'ils contiennent des démonstrations générales de plusieurs propositions du premier livre des Principes de Newton.
Il est à regretter que Sirason n'ait pas mis à profit cet aperçu heureux , pour comprendre sous un seul énoncé général , et dans une seule démonstration, une foule de propositions partielles et restreintes, dont il avait donné auparavant autant de démonstrations différentes. C'était la seule manière de simplifier la théorie des coniques, d'en faciliter et d'en étendre la connaissance et les usages, et de lui préparer de nouvelles acquisitions.
§ 26. Nous ne ferons que mentionner ici le célèbre Traité des porismes^ où Simson a fait connattre la nature de ces propositions, qui avaient été jusqu'à lui une énigme indéchiffrable pour les plus savans géomètres : nous en avons parlé longuement à l'article d'Euclide et dans la Note III.
La section déterminée y rétablie par Simson, fait partie du même volume que les porismes.
Ce géomètre a aussi rétabli les Lieux plans d'Apollonius *, avec plus d'exactitude et de fidélité que n'avaient fait Schooten et Fermât.
Il avait préparé une traduction nouvelle des œuvres de Pappus, qu'on a trouvée dans ses manuscrits qu'il avait légués au collège de Glascow : il est à regretter qu'elle n'ait pas été publiée; car c'était une entreprise moins facile qu'on n'a peut-être pensé alors, et qui exigeait une profonde instruction dans la Géométrie ancienne. Personne n'était plus capable que le savant Simson de remplir cette tâche avec intelligence et habileté. On doit s'étonner que ses compatriotes n'aient pas recueilli un tel travail; et qu'en cette circonstance, le noble exemple de Milord
ï ^polloniiPergcBilocorumplanorum, libriIIreêiiiuii;ia'A^. Glosgaœ) 1749.
Stanhop^ à qui fut due la publication des porismes et de la section déterminée^ n'ait pas eu d'imitateur dans la patrie de Newton^ où la Géométrie ancienne a toujours compté de dignes et célèbres admirateurs. S 27. Mathieu Stewart^ disciple de Simson et de Maclaurin au collège de Glascow^ puis à l'université d'Edimbourg^ reçut de ses maîtres le goût de la Géométrie ancienne^ et lui dut^ comme eux^ sa célébrité. Le premier de ses ouvrages, intitulé : Quelques théorèmes génëraua; dun grand usage dans les hautes mathématiques (écrit en anglais), in-8^, 1746, le plaça aussitôt dans un rang distingué parmi les géomètres; et lui procura, peu de temps après, la chaire de mathématiques devenue vacante par la mort de Maclaurin. La nature de ses fonctions, et la direction de ses premières études, le portèrent à continuer de cultiver particulièrement la méthode géométrique , et lui firent concevoir le projet de l'appliquer aux questions les plus difficiles de l'astronomie physique, agitées alors parmi les géomètres, et qui, suivant eux, n'étaient accessibles qu'à la plus sublime analyse. C'était continuer les méthodes de Newton et de Maclaurin, dans les problèmes du système du monde, devenus, par les progrès naturels de la science, plus nombreux et plus compliqués qu'au temps de ces deux grands géomètres. Dans cette vue, Stewart mit au jour, en 1761, l'ouvrage intitulé : Tracts physical and malhemalical, etc. y c'est-à-dire : <c Traités de )) physique et de mathématiques, contenant l'explication de plusieurs » points importans de l'astronomie physique, et une nouvelle méthode » pour déterminer la distance du soleil à la terre, par la théorie de la )) gravité. » Une théorie très-étendue des forces centripètes, le calcul de la distance du soleil à la terre, et le problème si difficile des trois corps, où il s'agissait de calculer l'action réciproque du soleil, de la terre et de la lune, étaient les questions principales que Stewart résolut dans une suite de propositions qui n'exigeaient d'autres connaissances mathématiques que celles des élémens de la Géométrie plane et des sections coniques. L'ordre et la clarté de ces propositions, la simplicité de leurs démonstrations et la nature des questions difficiles qu'elles résolvaient, méritèrent à Stewart de grands éloges, et le firent estimer
a. STEWART, 1717-1785.
Fun des plus profonds géomètres de l'époque. Cependant^ nous devons dire que son calcul de la distance du soleil à la terre était erroné. La cause de Terreur fut reconnue et expliquée d'abord par Dawson en 1769 *, puis en 1771, par Landen ^. Elle provenait, non de la méthode en elle-même, mais de quelques quantités négligées à tort dans le but de la simplifier. On a fait depuis, de cette circonstance, un argument contre la méthode géométrique; mais il suffit, pour lé réfuter, de rappeler que de telles fautes ont échappé aux plus célèbres analystes , et qu'elles ont été communes en astronomie surtout, oà Fanalyse ne procède que par voie d'approximations successives.
§ 28. Nous avons encore à citer de Stewart un ouvrage de pure Géométrie, intitulé : Propositiones geometricœ ^ more Veterum demonstratœ, ad Geometriam antiquam illt^trandam et promoven-dam idoneœ. Édim., 1763, in-8^.
Il nous faut entrer dans quelques détails , pour faire connaître cet ouvrage, ainsi que celui des Théorèmes généraux , qui l'avait précédé de dix-neuf ans. Peut-être à raison de la rareté de ces deux livres, aimera-t-on à en trouver ici l'analyse et l'énoncé des principaux théo-* rèmes qu'ils contiennent.
Le livre des théorèmes généraux contient soixante-quatre propositions , dont cinquante seulement ont le titre de théorèmes ; des quatorze autres, trois sont au commencement de l'ouvrage, et servent pour les démonstrations des théorèmes, et les onze autres le terminent ; celles-ci sont pour la plupart des propriétés du cercle.
Des soixante quatre propositions, les huit premières seulement sont démontrées ; on y trouve les cinq premiers théorèmes. L'auteur annonce, dans une courte préface, que pour démontrer tant de théorèmes si généraux, et de si grande difficulté, il lui aurait fallu plus de temps qu'il ne pouvait en consacrer à ce travail. Je ne sais si, dans la suite, Stewart
' Four Propositions, etc.; c'est-à-dire, Quatre propositions pour prouver que la distance du soleil déterminée par M. Stewart est erronée.
^ Animadversions on d^ SteuHtris computation of the sun's distance from the earth ; in-8<'. London.
a restitué les démonstrations de ses théorèmes ^ ou si on les a trouvées dans ses papiers^ et quel usage on en a fait.
Les deux premières propositions expriment des propriétés générales de quatre points^ dont trois sont en ligne droite^ et le quatrième placé arbitrairement. Dans la seconde de ces propositions^ le quatrième point peut être pris sur la droite où sont situés les trois autres. Cette proposition mériterait d'être plus connue qu'elle ne nous parait Têtre. £n Foici l'énoncé :
Étant pris en ligne droite trois points A, C, B, et un autre point quelconque J), en dehors ou dans la direction de la droite^ on aura
dâI'bc -f- dbT'ac — ïJcT'ab ==: ab.ac.bc.
C'est cette proposition dont nous avons dit que les huit lemmes de Pappus sur les lieua; plans d'Apollonius peuvent dériver comme corollaires ou conséquences faciles. Peu de temps après qu'elle avait paru dans l'ouvrage de Stewart^ Robert Simson en a fait un usage utile dans nn appendice à ses Loca plana restituta y et un autre géomètre célèbre^ Th. Simpson^ l'a aussi démontrée et s^en est servi , sous le titre de lemme^ pour résoudre plusieurs problèmes ^ dans ses exercices choisis pour les jeunes étudians en mathématiques \ Plus tard^ Euler l'a aussi démontrée comme lenime^ pour inscrire dans un cercle un triangle dont les trois côtés passent par trois points donnés ^. Nous trouvons enfin que le célèbre physicien et géomètre John Leslie l'a aussi démontrée et s'en est servi dans le troisième livre de son Analyse géomé-^ trique ^.
On voit par ces citations^ que cette proposition , qui est à peu près
' Select eiperciset for young proficients in the mathematicks ; in-d'', 1752.
Les deux premières parties de cet ouvrage sont an recaeil de nombreux problèmes d'Algèbre et de Géométrie , résolus très-élégamment. Elles ont été traduites en français, sous le titre à'Élémens d'analyse pratique, ou application des principes de l'Algèbre et de la Géométrie, à la solution d'un très-grand nombre de problèmes numériqi$es et géométriques; in-d®, 1771 .
3 Mémoires de l'Académie de Pétersbourg, ann. 1780.
^ Geometrical analysis. Ëdinburgh, 1809; in-8<*. Seconde édition en 1821.
inconnue de nos jours ^ mériterait bien de prendre place dans les élémens ou au moins dans les complémens de Géométrie \
Les cinquante théorèmes de Stewart peuvent être compris^ à peu près^ tous dans les quatre suivans^ qui sont les plus généraux^ et dont la plupart des autres ne sont que des cas particuliers :
1^ Soit un polygone régulier de m côtés, circonscrit à un cercle du rayon R; soit n un nombre quelconque plus petit que m;
Si d'un point quelconque {pris dans F intérieur du polygone si n
1 Qaand le point D est pris sur la même droite que les trois points fixes , le théorème de Stewart exprime une relation générale entre quatre points quelconques situés en ligne droite. Nous avons reconnu que cette relation, ainsi que d*autres concernant aussi quatre points en ligne droite , dérivent d'une relation générale entre cinq points situés en ligne droite :
Soient A , B , G , D , £ , ces cinq points , on aura
IÂI'bCCD.DB + ËbTcD.DA.AC — ÈG7*DA.AB.BD — Ëïr*AB.BC.CA=o.
La manière de former les termes de cette équation est manifeste. Pour déterminer leurs signes , on divisera tous les termes par le produit AB.BC.GA. L'équation prend la forme :
a PB. PC a PA.PC % PA.PB a
^^- lEÂC ■*" ^^- BÂ:BG" ^^' CÂXB"" ^^•
Dans cette équation , on donnera le signe -i- au produit de deux segmens comptés dans le même sens à partir du point qui leur est commun, et le signe — au produit de deux seg* mens comptés dans des sens différens.
Voici quelles sont les relations entre quatre points , qu'on déduit de la relation générale ci-dessus :
1<^ Si on suppose le point £ à l'infini, on aura, en divisant par £P ,
BC.CP.PB + CP.PA.AC — DA.AB.BD — AB.BC.GA =o.
Chaque terme de cette équation est le produit des trois segmens formés par trois points pris deux à deux ;
2° Si les deux points £ , P se confondent , il vient :
PA.BC. -4- PB.AG — PC.AB = o.
Cette équation exprime la relation la plus simple entre quatre points A, G, B, D, situés en ligne droite;
3^ Enfin , quand le point P est a l'infini , l'équation générale devient
ÊÏT'bC h- EbT'AG — fa'AB = AB.BC.GA.
C'est l'équation de Stewart.
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** impair, et pris partout ou F on voudra si n est pair), on abaisse * jperpendiculaires sur les côtés du polygone , la somme des puis- ^^ces n de ces perpendiculaire sera égale à
m.(R» H- Ar^R"-' -♦- Bf74R»-4 ^ Ci?«.R"-« h- etc. );
Wv ^^nt la distance du point au centre du cercle; et A étant le coef- ^nt du troisième terme du binôme élevé à la puissance n, multi- \ ^\é par Yi B le coefficient du cinquième terme du binôme ^ multiplié F'^rrî ^ ^ coefficient du septième terme multiplié par ^^a*^ et ainsi des autres. (Prop. 40).
De sorte que
2'.4'.6' Etc., etc.
Si le point d'où l'on abaisse les perpendiculaires est pris sur la circonférence^ la formule se réduit à
oo
^- ao i ' ï^"' (Proposition 39.)
Ce théorème général comprend les propositions 3^ 5^ 22^ 23^ 28^ 29 et 45.
2^ Soit un polygone régulier de m côtés , inscrit dans un cercle d^un rayon R; et soit n un nombre plus petit que va-,
Si F on prend arbitrairement un point dont la distance au centre du cercle soit y, la somme des puissances 2n des distances de ce point à tous les sommets du polygone sera égale à
««(R'» H- aVR'*-' H- i>'i?4R»»-4 ^ cVR«"-6 ^- etc.) ; ToM. XI. 23
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a étant le coefficient du second terme du binôme élevé à la puis^ sance n; b /e coefficient du troisième terme; c le coefficient du quortrième terme; et ainsi des autres. (Prop. 42).
Si le point est pris sur la circonférence^ la formule se réduit à
'"• Tm ^'*^"'' (Proposition 41.)
Ce théorème général comprend les propositions 4^ 26^ 27 et 34.
3^ Étant donnés m points quelconques^ et autant de quantités .a^
b^ c^ ; n étant un nombre plus petit que m; on pourra trouver
(n + 1) autres points^ tels que la somme des puissances 2n des distances dun point quelconque aux points donnés^ multipliées respectivement par les quantités a^ b ^ c^ ••• ^ sera à la somme des puissances 2n des distances des points trouvés au même points dans le rapport de
(a -i-fc-i- c-i- ...) è («-♦-l). (Proposition 44.)
Ce théorème comprend les propositions 11, 12^ 32^ 33^ 43.
4o Étant données m droites quelconques^ et autant de quantités a, h y Cy ....; n étant un fiombre plus petit que m^ on pourra trourver (n + I) autres droites, telles que la somme des puissances n des distances d'un point pris arbitrairement aux droites données, multipliées respectivement par a, b^ c, ...., sera à la somme des puissances n des distances du même point aux droites trouvées, comme
(a + i& -f. c -f-...) est à (n -4- 1). (Proposition 49 et 53.)
Ce théorème comprend les propositions 17^ 21^ 24, 25, 37 > 38, 42,50,51,52,
S 29. Nous ayons trouvé qu'on peut donner aux énoncés des deux derniers théorèmes une extension très-grande et assez remarquable. Car, au lieu d'une seule relation, comme le comporte le premier de ces théorèmes^ entre les puissances 2n des distances d'un point quel-
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conque aux pointe donnés et aux pointe trouyés ^ il y a une pareille relation entre les puissances 2 (n — à) de ces mêmes distances; ^pouvant aToir toutes les valeurs 0, 1, 2..,. (n — 1); de sorte qu'il existera entra les distances d'un point quelconque aux pointe donnés et aux points trouvés n relations. Le théorème de Stewart n'en comprenait qu'une seule.
La dernière de ces relations aura lieu entre les carrés de ces distances. Elle prouve que les points trouvés ont le même centre de gravité que les pointe donnés^ les masses de ceux-ci étant a^ b, c,..., et celles des pointe trouvés étant toutes égales à l'unité.
Pareillement^ dans le second des deux théorèmes en question^ qui énonce une relation entre les puissances n des distances d'un point quelconque aux droites données et aux droites trouvées^ on aura une relation semblable entre les puissances quelconques [n — 2 d) des mêmes
distances; (^pouvant avoir toutes les valeurs 0^ 1^ % ^ jusqu'à -^!^-=-^ si
n est impair^ et jusqu'à ^^si n est pair. De sorte qu'il existera, entre les distances d'un point quelconque aux droites données et aux droites trouvées, un nombre-^, ou -^^^ de relations diflPérentes, au lieu d'une seule que donnait le théorème de Stewart: {Voir ItfNote XXIL)
S 30. Nous avons reconnu aussi que les deux premiers théorèmes énoncés ci-dessus, qui sont relatifs aux polygones réguliers inscrits et circonscrits au cercle, ne sont que des cas particuliers de théorèmes plus généraux qui ont lieu dans les sections coniques : et ceux-ci font partie d'une foule d'autres propriétés de ces courbes, qu'on ne paraît pas avoir encore aperçues. Ces nombreux théorèmes offrent, sous un rapport, une généralisation assez remarquable des propriétés connues des diamè* très conjugués el des rayons vecteurs menés des foyers d'une conique.
Ces courbes sont vraiment d'une fécondité inépuisable. Chaque jour ouvre des voies nouvelles à l'étude de leurs nombreuses et intéressantes propriétés. Que l'on ne pense pas que de telles spéculations soient oiseuses, ni de mince intérêt. Chaque découverte sur ces courbes sera toujours le prélude de découvertes plus belles et plus générales, qui agrandiront le rôle qu'elles jouent dans toutes les parties des sciences mathéma-
tiques^ et qui conduiront à la connaissance de propriétés analogues dans une infinité d'autres courbes d'un ordre supérieur; propriétés auxquelles on ne serait point conduit^ en travaillant directement sur ces courbes trop compliquées et d'une étude difficile.
§ 31. Les Propositiones geometricœ de Stewart sont en deux livres^ dont le premier contient soixante propositions^ et le second cinquante-deux.
Ces propositions sont relatives à la ligne droite^ et au cercle.
Les premières roulent presque toutes sur une propriété générale du quadrilatère^ qui revient à celle que Pappus a démontrée dans ses lemmes sur les porismes d'Euclide^ savoir que toute tra^nsversale ren-contre les quatre côtés et les deux diagonales dun quadrilatère en six points qui ont entre eux la relation dinvoluiion.
Nous avons vu dans la Note X^ que cette relation peut s^exprimer entre six segmens^ ou bien entre huit. C'est la relation entre six segmens que Pappus a démontrée ; et celle entre huit segmens dont Stewart fait usage. Il la démontre dans toute sa généralité^ dans la propo;sition 59 du premier livre.
Les propositions précédentes 51 ^ 52^ 53^ 54^ 56^ 57 et 58 en sont des cas particuliers dont Stewart se sert pour passer de l'un à l'autre^ et s'élever ainsi à la proposition générale. La proposition 60^ et dernière du livre en est aussi un cas particulier^ dans lequel deux côtés du quadrilatère sont parallèles entre eux.
Les propositions 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 et 13 du second livre, sont d'autres propriétés du quadrilatère, dans l'énoncé desquelles n'entre pas la relation d'involution, mais qui peuvent s'en dériver aisément. Toutes ces propositions roulent en effet sur ce théorème bien connu, et que Pappus nous apprend avoir fait partie des porismes d'Euclide, savoir que : quand les trois côtés dun triangle, de forme variable, tournent autour de trois pôles fixes , situés en ligne droite , et que deux sommets du triangle parcourent deux droites fixes données, le troisième sommet engendre une troisième droite qui passe par le point de concours des deux premières, Stewart n'énonce pas cette
proposition dans tonte sa généralité > et n'en démontre que différons cas particuliers. Il semble qu'il n'a pas aperçu sa liaison intime avec la relation générale dUnvolution des segmens faits par les quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère sur une transversale.
§ 32. Les propositions relatives au cercle peuvent être considérées comme concernant la description de cette courbe par l'intersection de deux droites qui tournent autour de deux pôles fixes ^ en faisant sur une transversale fixe des segmens qui ont entre eux certaines relations.
Nous rangerons ces propositions en trois classes distinctes.
Dans la première , les deux pôles sont placés sur la circonférence du cercle^ et la transversale est prise arbitrairement.
Dans la seconde^ les deux pôles sont placés arbitrairement^ l'un d'eux pouvant être sur la circonférence; et la transversale est parallèle à la droite qui joint ces pôles.
Dans la troisième classe enfin ^ les deux pôles sont placés encore d'une manière quelconque; mais la transversale est perpendiculaire ou oblique sur la droite qui joint les pôles.
Les propositions de la première classe concernent^ tous^ les segmens que les quatre côtés d'un quadrilatère inscrit à un cercle , font sur une corde du cercle.
On penserait qu'il s'agit ici du théorème de Desargues ; mais non : Stewart exprime la relation entre les segmens en question , non pas par une équation unique comme a fait Desargues^ mais par deux équations où entrent un point et deux segmens auxiliaires.
L'élimination de ces deux segmens^ que Stewart n'a pas faite ^ l'aurait conduit à une relation entre les seuls segmens formés sur la corde du cercle par les quatre côtés du quadrilatère; mais cette relation n'a pas la forme ordinaire de Tinvolution de six points; elle est une équation à trois termes : de sorte que nous devons penser que Stewart n'a pas connu le théorème de Desargues ^ ou du moins qu'il n'en a tiré aucun secours dans son ouvrage.
Le théorème auquel ce géomètre est parvenu, est démontré dans toute sa généralité dans les propositions 46, 47 et 48 du premier livre.
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Les propositions 41 y 42^ 43^ 44 et 45 en sont des cas particuliers ^ qui lui serrent pour arriver à la proposition générale.
Les propositions 29, 30, 31 , 32, 33, 34, 35, 36, 37 et 38 se rattachent aux propriétés du quadrilatère inscrit au cercle; Stewart ne fait usage, dans leurs énoncés, que d'une équation; et l'on reconnaît qu'elle exprime des cas particuliers du théorème de Desargues.
Les deux propositions 39 et 40 font connaître cette propriété assez remarquable du quadrilatère inscrit au cercle ; savoir que : le carré de la droite qui joint les points de concours des côtés opposés est égal à la somme des carrés des tangentes menées de ces deux points de concours à la circonférence du cercle.
Cette proposition peut se conclure aisément, comme les précédentes, du théorème de Desargues.
§ 33. Presque tout le second livre est consacré aux propositions concernant les segmens, que deux droites mobiles, tournant autour de deux pôles fixes, non situés sur la circonférence du cercle, font sur une transversale.
Dans les propositions 14, 15, 21 , et 44, 45 ... 52, la transversale est parallèle à la droite qui joint les pôles. Les propositions 23, 25 et 26 du premier livre sont de même nature que celles-là.
On aperçoit aisément que, dans toutes ces propositions, les segmens que les deux droites mobiles font sur la transversale fixe, ont toujours entre eux une relation du second degré.
En voici la raison à priori; ce sera en même temps un moyen de parvenir directement aux théorèmes de Stewart, de les rétablir s'ils étaient perdus.
En général, quand le point d'intersection des deux droites mobiles parcourt une conique, les segmens qu'elles font sur la transversale fixe, supposée parallèle à la droite qui joint les pôles, ont entre eux une relation du second degré; et réciproquement quand ces segmens ont entre eux une relation quelconque du second degré, le point de concours des deux droites mobiles décrit toujours une conique (ce que nous démontrerons dans les applications de
notre principe ^homographie ). Donc^ en premier lieu ^ quand la courbe est un cercle^ les segmens doivent avoir entre eux une relation du second degré. Et en second lieu^ étant donnés les deux pôles et la transversale ^ ainsi que la forme de la relation du second degré qu'on veut avoir entre les segmens^ on aura deux équations de condition pour exprimer que la conique décrite par Fintersection des deux droites mobiles est un cercle. Ces deux équations serviront à déterminer les valeurs de deux inconnues parmi un grand nombre de choses arbitraires^ qui seront les coefficiens de la relation^ la position des deux pôles ^ celle de la transversale et celle des deux points pris sur cette droite , et à partir desquels sont comptés les segmens.
Cette observation donne la clef des théorèmes de Stewart. Elle s'applique aussi h diverses autres propositions semblables de ce géomètre^ que Simson a insérées dans son Traité des porismes. C'est Fermât qui^ par la quatrième des cinq propositions qu'il a laissées sous le nom de Porismes^ nous parait avoir donné lieu^ le premier^ à ce genre de propriétés du cercle.
S 34. Stewart^ après l'avoir imité dans les proposition que nous venons d'énumérer^ a généralisé cette idée^ en comptant les segmens sur une transversale de direction quelconque.
Ses dix-neuf propositions^ comprises sous les n^' 22^ 23^ et 40^
expriment de telles propriétés du cercle.
Les segmens que les deux droites mobiles font sur la transversale n'ont plus entre eux une relation toujours du second degré ^ et Ton n'aperçoit pas aussi aisément que dans le cas précédent^ la forme générale commune aux diverses relations que démontre Stewart. Cependant on parvient à reconnaître que ces relations peuvent dériver de cette propriété générale des coniques^ savoir que :
Étant donnés deux pôles fixes, et une transversale qui rencontre en un point E la droite qui joint ces pôles ^ et étant pris un point fixe 0 sur cette transversale ;
Si autour des deux pôles on fait tourner deux droites qui rencontrent la transversale aux points a, a', tels que Von ait entre les
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deux rapports^, ^ une relation constante ou ces rapports entrent au second degré, le point d! intersection des deux droites engendrera une conique.
Et réciproquement , si le point de concours des deux transversales parcourt une conique^ les deux rapports ^^ ^ auront entre eux une relation du second degré.
Ce théorème général pourra conduire à une foule de propriétés du cercle. Car on aura toujours deux équations pour exprimer que la conique décrite est un cercle. Ces équations serviront à déterminer soit detix coefficiens de la relation, soit la position de quelques parties de la figure.
S 35. Je ne crois pas qu'on ait donné suite aux recherches de Stewart, sur ce genre de propriétés du cercle.
Aujourd'hui on néglige ces sortes de spéculations géométriques^ parce qu'on se repose sur le secours de l'analyse à laquelle on compte s'adresser au besoin ; et l'on ne se donne plus la peine d'étudier certaines propriétés du cercle. Mais on conçoit que cette étude et ces spéculations seraient utiles, et indispensables, si l'on voulait donner suite aux travaux des Anciens et des géomètres du dernier siècle en Géométrie. C'est cette idée qui me semble avoir présidé aux recherches de M. Camot dans sa Géométrie de position et sa Théorie des transversales. Ces ouvrages me paraissent se rattacher, dans leur conception philosophique, de même que ceux de Simson et de Stewart, aux Données et aux Porismes d'Euclide. Ces ouvrages sont de véritables complémens de Géométrie, que les Anciens avaient regardés comme indispensables pour les applications, soit pratiques, soit théoriques de cette science.
§ 36. L'analyse que nous avons donnée des ouvrages de Stev^art fait voir qu'il s'y trouve, démontrées individuellement, beaucoup de propositions qui sont des cas particuliers les unes des autres. C'était là la marche habituelle et nécessaire du géomètre qui s'élevait de quelque proposition très-facile à une proposition du même genre, mais un peu plus générale, et de celle-ci à une autre aussi plus étendue; de sorte que la démonstration d'une proposition tant soit peu
générale exigeait celle de plusieurs de ses cas particuliers. Aujourd'hui on peut démontrer de prime abord et directement les propositions les plus générales ; et établir ensuite entre ces propositions , considérées dans leur plus grande généralité actuelle^ les mêmes spéculations qui n'avaient lieu auparavant qu'entre leurs plus simples corollaires. Une telle facilité, qui simplifie extrêmement la science, marque bien les progrès qu'elle a faits dans ces derniers temps ^ et cette facilité se répandrait sur toutes les applications de la Géométrie aux grandes questions philosophiques traitées par Huygens et Newton, si un goût exclusif pour l'analyse, encouragé seul dans les établissemens destinés au développement et à la propagation des sciences , ne détournait pas de l'étude et de l'usage de l'autre méthode '.
Stewart annonçait dans la préface de ses Propositiones Geometricœ qu'il publierait d'autres volumes sur les mêmes matières géométriques. Nous ignorons si l'on a trouvé dans ses manuscrits les recherches qui devaient entrer dans ces volumes.
8 37. Le célèbre Lambert, autre Leibnitz par Funiversalité et la profondeur de ses connaissances, doit être placé au nombre des mathé- 1728-1777. maticiens qui, dans un temps où les prodiges de l'analyse occupaient
1 On dira , sans doute , que les goûts sont libres en mathématiques comme dans tonte antre carrière de la république des lettres; et que les géomètres n*ont à s*en prendre qu'à eux-mêmes de l'abandon où ils laissent la Géométrie. Mais nous répondrons, qu'en reconnaissant d'abord que la méthode analytique, a raison de son uniTersalité, doit être enseignée de préférence et peut-être exclusivement , dans les établissemens où les mathématiques ne sont point étudiées pour elles-mêmes , mais bien pour leurs applications , soit a d*autres parties des sciences , soit aux services publics , nous pensons que la Géométrie et les belles méthodes qu'elle a fournies à quelques grands géomètres des deux derniers siècles , ainsi que les perfectionnemens qu elle a pu recevoir depuis , devraient trouver place dans ceux des cours publics qui sont destinés spécialement à lexposition des découvertes nouvelles et des diverses doctrines mathématiques. Or les doctrines analytiques, et les découvertes qu'il est possible de présenter par l'analyse, sont seules enseignées dans ces cours; peut-on dire que les goûts sont libres? Cette indifférence, ou plutôt cette exclusion d'une partie si importante des sciences mathématiques, n'est pas philosophique, et fait un très-grand tort à leurs progrès; car toutes les sciences ont entre elles un tel enchaînement , que les retards qu'éprouve l'une d'elles arrêtent aussi les autres dans leur développement.
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tous les esprits^ ont conservé la connaissance et le goût de la Géométrie et ont su en faire les plus savantes applications.
Ses nombreux ouvrages présentent souvent des questions diverses de pure Géométrie. Mais nous devons citer ici surtout son Traité de perspective et son Traité géométrique des comètes.
La perspective de LamBert parut en 1759, puis en 1773, accrue d'une seconde partie , où l'auteur, faisant usage des principes de cet art , comme méthode géométrique , démontra plusieurs propositions concernant les propriétés descriptives des figures , qui rentrent aujourd'hui dans la théorie des transversales, et donna les élémens de cette partie de la Géométrie qu'on a appelée dans ces derniers temps Géométrie de la règle.
Le traité des comètes, intitulé Insigniores orbitœ cometarum proprietates , in-8<*, Augsbourg 1761, contient, dans un style purement géométrique, de nombreuses propriétés des coniques , relatives à leurs relations descriptives et à la mesure de divers secteurs pris dans ces courbes ; et fait usage de ces belles découvertes pour la détermination du mouvement des comètes.
On y distingue surtout cette propriété de l'ellipse, qui est devenue d'une si haute importance dans cette théorie :
Si dans deux ellipses , construites sur le même grand axe , on prend deux arcs tels que les cordes soient égales entre elles, et que de plus les sommes des rayons vecteurs menés des foyers de ces ellipses , aux extrémités de ces arcs respectivement , soient aussi égales entre elles ; les deux secteurs compris dans chaque ellipse entre son arc et les deux rayons vecteurs seront entre eux comme les racines carrées des paramètres des deux ellipses. (Sect. 4®, lemme 26).
Considérant Tellipse comme une orbite planétaire, et substituant aux secteurs les temps employés à parcourir leurs arcs, d'après le principe de Newton, que le temps est comme l'aire du secteur parcouru , divisée par la racine carrée du paramètre *, on en conclut que, dans
' Livre 1", section S, proposition XIV des Principes.
les deux ellipses dont nous venons de parler^ les temps employés à parcourir les deux secteurs sont les mêmes.
Ce théorème oflTre le moyen de ramener le calcul du temps employé à décrire un arc d'ellipse donnée au temps par un arc d'une autre ellipse quelconque 9 qui ait le même grand axe ; et même au temps par une partie de ce grand axe , en supposant que l'ellipse se confonde avec cet axe par l'évanouissement de l'axe conjugué^ et que le mobile parcoure ce même axe.
Ces considérations géométriques sont simples^ et cependant elles ont suffi pour conduire Lambert au théorème le plus important de la théorie des comètes, dont les démonstrations qu'on en a données depuis par la voie du calcul ont exigé toutes les ressources de l'analyse la plus relevée.
La propriété de l'ellipse, qui est le fondement de ce théorème , convient aussi aux secteurs de l'hyperbole ; ainsi que l'a démontré par de simples considérations de Géométrie, le célèbre Lexell , dans un mémoire où il fait connaître diverses autres propriétés des coniques \
Lambert est revenu souvent sur la théorie et le calcul des mouvemens planétaires, et a trouvé encore à y faire un usage utile de la Géométrie , particulièrement pour substituer à l'analyse des constructions graphiques qui servent à déterminer les orbites des comètes par trois observations ^.
Nous ne pouvons rechercher dans les immenses travaux de Lambert ses autres titres à la reconnaissance des amateurs de la pure Géométrie, parce que le plus grand nombre de ses mémoires sont écrits en Allemand.
S 38. Nous terminerons ici cet aperçu des progrès et des services de la Géométrie dans le cours du XVIIP siècle , qui forme notre quatrième Époque. L'usage et le goût de ces sortes de spéculations se sont
' Nova acta de Pëtersboorg, tom. !•', ànn. 1783.
^ Cette méthode est détaillée et appliquée à plusieurs exemples dans la troisième partie da recueil des Mémoires divers de Lambert, intitulé : Beyirùge sur Mathetnatik^ etc. Berlin, 1765 à 1772; 4 vol. in- 8».
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éteints et nous ne trouverions plus guère que des questions isolées^ éparses dans les collections académiques. Plusieurs cependant pourraient nous donner occasion de citer des noms célèbres^ Euler^ Lagrange^ Fuss^ Lexell^ etc.; et nous pourrions^ en généralisant parfois^ au moyen des méthodes nouyelles^ les premiers résultats de ces illustres géomètres, montrer que la Géométrie a réellement fait des progrès dans ces derniers temps, et qu'elle est susceptible de perfectionnemens décisifs dont l'effet sera de diminuer un jour l'intervalle qui sépare aujourd'hui cette science et celle du calcul.
Mais de nouveaux développemens nous éloigneraient de la fin de cet écrit, à laquelle nous avons hâte d'arriver.
\\\\\^\\v\\^^^\\^lv\lv^lv^^\lvv\^^^lv^lv^^^l\^l\\fvvv\^
CINQUIÈME EPOQUE
§ 1. Dans ces derniers temps ^ après un repos de près d'un siècle^ c^m^trie descripUTe. la Géométrie pure s'enrichit d'une doctrine nouvelle , la Géométrie descriptive ^ qui était le complément nécessaire de la Géométrie analytique de Descartes ^ et qui, comme elle, devait avoir des résultats immenses, et marquer une ère nouvelle dans l'histoire de la Géométrie.
Cette science est due au génie créateur de Monge.
Elle embrasse deux objets :
Le premier est de représenter sur une aire plane tous les corps d'une forme «déterminée, et de transformer ainsi en constructions planes les opérations graphiques qu'il serait impossible d'exécuter dans l'espace.
Le second est de déduire de cette représentation des corps leurs rapports mathématiques , résultans de leurs formes et de leurs positions respectives.
Cette belle création, qui fut d'abord destinée à la Géométrie pratique et aux arts qui en dépendent, en constitua réellement la théorie générale y puisqu'elle réduisit à un petit nombre de principes abstraits et invariables, et à des constructions faciles et toujours certaines, toutes les opérations géométriques qui peuvent se présenter dans la coupe des pierres, la charpente, la perspective, la fortification, la gnomo-
nique ^ etc.^ et qui auparavant ne s'exécutaient que par des procédés incohérens entre eux, incertains, et souvent peu rigoureux. (Voir la Note XXIII.)
§ 2. Mais outre l'importance due à cette première destination, qui donnait un caractère de rationalité et de précision à tous les arts de construction, la Géométrie descriptive en eut une autre très-grande, due aux services réels qu'elle rendit à la Géométrie rationnelle, sous plusieurs rapports, et aux sciences mathématiques en général.
La Géométrie descriptive, en effet, qui n'est que la traduction graphique de la Géométrie générale et rationnelle, servit de flambeau dans les recherches et dans l'appréciation des résultats de la Géométrie analytique; et, par la nature de ses opérations, qui ont pour but d'établir une correspondance complète et sûre entre des figures efiectivement tracées sur un plan et des corps fictifs dans l'espace, elle familiarisa avec les formes de ces corps; les fit concevoir idéalement avec exactitude et promptitude, et doubla de la sorte nos moyens d'in- Vestigation dans la science de l'étendue.
La Géométrie devint ainsi en état de répandre plus aisément sa généralité et son évidence intuitive sur la mécanique et sur les sciences physico-mathématiques.
Cette influence utile de la Géométrie descriptive s'étendit naturelleqient aussi sur notre style et notre langage en mathématiques, qu'elle rendit plus aisés et plus lucides, en les affranchissant de cette complication de figures dont l'usage distrait de l'attention qu'on doit au fond des idées, et entrave l'imagination et la parole.
La Géométrie descriptive, en un mot, fut propre à fortifier et développer notre puissance de conception; à donner plus de netteté et de sûreté à notre jugement; de précision et de clarté à notre langage; et sous ce premier rapport elle fut infiniment utile aux sciences mathématiques en général.
S 3. £n la considérant en particulier comme simple doctrine géométrique, nous trouvons encore qu'elle apporta un immense secours dans la science de l'étendue. Car elle devint , par ses principes et par
la corrélation constante qu'elle établissait entre les figures à trois dimensions et les figures planes^ un véritable moyen de recherche et de démonstration en Géométrie rationnelle; et par ses procédés , qui sont en Géométrie pratique ce que les quatre règles de l'arithmétique sont dans la science du calcul^ elle fournit un moyen de solution à priori dans des questions où la Géométrie de Descartes ^ toute puissante en tant d'autres circonstances^ se trouvait arrêtée par les bornes que rencontrait l'algèbre elle-même.
§ 4. Monge nous donna ^ dans son Traité do Géométrie descriptive, les premiers exemples de l'utilité de ralliance intime et systématique entre les figures à trois dimensions et les figures planes. C'est par de telles considérations qu'il démontra^ avec une élégance rare et une évidence parfaite, les beaux théorèmes qui constituent la théorie des pèles dans les courbes du second degré; la propriété des centres de similitude de trois cercles pris deux à deux, lesquels centres sont trois à trois en ligne droite ; et diverses autres propositions de Géométrie plane.
Depuis 9 les élèves de Monge cultivèrent avec succès cette Géométrie, d'un genre vraiment nouveau, et à laquelle on a souvent donné, avec . raison, le nom d'école de Monge ^ et qui consiste, comme nous venons de dire^ à introduire dans la Géométrie plane des considérations de Géométrie à trois dimensions.
Les découvertes faites de cette manière sont nombreuses ; leur exposé présenterait certainement une page intéressante dans Thistoire de la Géométrie; mais nous ne pouvons nous le permettre ici, ni entrer dans des détails qui alongeraient beaucoup trop cet écrit \
$ 5. Les procédés par lesquels Monge transforma les figures de Méthode de transmuu
1 L'un des géomètres qui les premiers aperçurent toutes I^s ressources de cette méthode , fat M. Brianchon , qui , dans un mémoire imprimé dans le treizième cahier du Journal de l'école polytwhnique (année 1810 ), présenta sur ce sujet des réflexions neuves et étendues, auxquelles M. Poncelet nous apprend devoir la première idée des belles et nombreuses recherches géométriques y contenues dans son TraiU JUè propriétés projeotives. L*éoole de Monge est très-redevable aussi à M. Gergonne , qui Ta servie utilement par ses propres travaux , toujours empreints de vues philosophiques profondes , et par l'accueil qu'il a fait dans ses Annaîeide Mathématiques, aux productions des anciens élèves de l'école polytechnique.
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l'espace en figures planes^ par les projections orthogonales sur deux plans rectangulaires qu'il suppose abattus l'un sur l'autre^ oflfrent en particulier un moyen de découvrir une foule de propositions de Géométrie plane sur les figures qui résultent de Tensemble de ces deux projections. De sorte qu'il n'est point ôl épure de Géométrie descriptive qui n'exprime quelque théorème de Géométrie plane. Dans la plupart de ces théorèmes^ se trouveront des lignes parallèles entre elles et perpendicu* laires à la droite qui servait d'intersection aux deux plans de projection; mais si l'on fait ensuite la perspective de la figure sur un plan^ ces lignes deviendront concourantes en un points et le théorème prendra une plus grande généralité.
Voilà donc^ comme nous l'avons dit^ un moyen très-fécond de démontrer^ d'une manière toute nouvelle et toute particulière^ une foule de propositions de Géométrie plane. On démontrera^ par exemple^ la plus grande partie des théorèmes^ sinon tous^ de la théorie des transversales^ et la plupart des innombrables propriétés des sections coniques.
Prenons^ par exemple^ l'épure où il s'agit de trouver le point d'intersection de trois plans; ce point sera à l'intersection des trois droites suivant lesquelles ces plans se coupent deux à deux; les projections de ces trots droites sur Vun des deux plans de projection passent donc par un même point; ce fait^ évident, devient l'expression du théorème suivant :
Si Von a dans un plan deux triangles dont les côtés concourent deux à deux en trois points situés sur une même droite L, et que par un point y pris arbitrairement y on mène trois droites aux sommets du premier triangle^ qui on les prolonge jusqu'à ce qu'elles rencontrent en trois points la droite L; qu'on joigne ces trois points respectivement aux trois sommets du second triangle , par trois droites; ces trois droites iront concourir en un même point.
Ce théorème serait susceptible de plusieurs conséquences : nous nous bornerons à faire remarquer qu'on en conclut, comme corollaire, le théorème de Desargues dont nous avons parlé (deuxième
Epoque^ § 28); il suffit de supposer que le point pris arbitrairement est le point de concours de deux des trois droites qui joignent les sommets du premier triangle respectivement aux sommets correspondans du second.
L'épure par laquelle on construit les traces d'un plan qui doit passer par trois points dont les projections sont données^ conduit à un autre théorème de même nature que le précédent^ et qui donne ^ comme corollaire^ le réciproque de celui de Desargues.
S 6. Ce genre de démonstration conduira avec une égale facilité à des propriétés des coniques ^ et même des courbes de tous les degrés.
Concevons^ par exemple^ dans le plan horizontal^ une conique qui ' sera la base d'un cylindre dont la direction des arêtes soit donnée ; qu'on construise la trace de ce cylindre sur le plan vertical; puis^ qu'on fasse la perspective de l'épure sur un plan quelconque : on aura une figure qui représentera une première conique tracée arbitrairement^ et une seconde conique construite au moyen de la première par les intersections de lignes droites issues de deux points fixes.
Si^ au lieu de la première conique^ on prend une courbe d'un degré quelconque^ on aura une seconde courbe qui sera du même degré.
Voilà donc un moyen de transformer sur un plan^ une courbe quelconque en une autre du même degré.
Il est clair que les tangentes à la seconde courbe se détermineront au moyen des tangentes à la première; et ces tangentes se couperont^ deux à deux^ en des points qui seront tous en ligne droite. Ce sera la droite qui représente l'intersection des deux plans de projection. Cette circonstance offrira un théorème de Géométrie concernant les courbes de tous les degrés. ^
Prenons y pour dernier exemple, un cylindre vertical ayant pour base sur le plan horizontal une conique; qu'on le coupe par un plan mené arbitrairement, et qu'on construise sur le plan vertical la projection de la courbe d'intersection; ce sera une seconde conique. Les tangentes à ces deux coniques se correspondront deux à deux, comme représentant les projections de chaque tangente à la courbe d'inter- ToM. XI. 25
section du cylindre par le plan transversal; si donc au moyen de ces projections on cherche les points où ces tangentes^ dans l'espace, rencontrent Fun des deux plans de projection^ ces points formeront une ligne droite qui sera la trace du plan transversal sur le plan de projection. Cette circonstance donnera lieu à une propriété générale des deux coniques qui senties projections de la conique située dans l'espace. Qu'on fasse la perspective de Tépure sur un plan, il en résultera une propriété générale du système des deux coniques quelconques, qui est celle-ci :
Si par le point de concours des deuiv tangentes communes à deux coniques quelconques situées dans un plan, on tire arbitrairement une transversale qui rencontre ces deux courbes chacune en deux points, et qu^on leur mène leurs tangentes en ces points, les tan-' gentes à la première rencontreront les tangentes à la seconde en quatre points qui seront deux à deux sur deux droites fixes y quelle çfue soit la transversale menée par le point de concours des deux tangentes cam^munes aux deux coniques.
Il est plusieurs autres manières de démontrer par des considérations de Géométrie à trois dimensions, ce théorème important dans la théorie des coniques; par exemple, si par une courbe du second degré on fait passer deux cônes, ayant pour sommets deux points quelconques de l'espace, et qu'on cherche la seconde courbe d'intersection des deux cônes, ce sera une seconde conique. Les relations entre ces deux courbes, situées dans l'espace sur deux cônes, sont faciles à saisir. Maintenant si l'on construit Tépure qui donnera la projection de la seconde conique sur le plan de la première, on aura un système de deux coniques situées dans un même plan, et dont toutes ces relations des deux courbes dans l'espace, offriront des propriétés intéressantes, au nombre desquelles se trouvera le théorème que nous venons d'énoncer.
S 7. Ces exemples nous su£Bsent pour montrer comment chaque ^ure de Géométrie descriptive pourra exprimer un théorème de Géométrie plane, et nous croyons pouvoir dire que cette voie ouvrira une mine féconde de vérités géométriques. Sous ce point de vue, la Géométrie descriptive de Monge offre une méthode de Géométrie ration-
nelle. Nous l'appellerons méthode de Transmutation des figures.
Outre ce premier résultat de la Géométrie descriptive, d'opérer la transmutation des propriétés des figures à trois dimensions^ en propriétés des figures planes, nous devons faire remarquer un autre usage particulier de cette Géométrie ; c'était de conduire à une infinité de moyens d'opérer sur le plan des transformations de figures en figures du même genre, ainsi qu'avaient fait De La Hîre et Newton; c'était, en particulier, d'oflTrir une infinité de moyens de remplir le but que s'était proposé De LaHire, de décrire sur un plan^ au moyen du cercle, les différentes sections coniques, et de transporter ainsi les opérations de la perspective dans le pilan. Il suffît, en effet, de concevoir un cône à base circulaire, ayant pour sommet un point quelconque de l'espace, et de couper ce cône.par un plan mené arbitrairement; la section sera une conique, dont une des projections pourra être regardée comme une transformée de l'une des projections de la base du cône ; et comme cette transformée se construira par des opérations planes, lé but de De La Hire se trouvera atteint. •
Cette solution générale du problème de De La Hire conduira, comme on le pressent à cause de l'indétermination des différentes données de la question, à uti grand nombre de méthodes différentes; et l'on parviendra, de plusieurs manières, à celle même de De La Hire.
§ 8. Bien qu'on ait apprécié les services rendus par Monge en familiarisant avec les considérations de la Géométrie à trois dimensions, et en apprenant à passer tour-à-tour de cette Géométrie à la Géométrie plane > et de celle-ci à la première; on n'a peut-être pas reconnu dans le mode particulier de démonstration dont nous venons de donner des exemples, toute l'importance qui lui est due, tant à cause des vérités géométriques auxquelles il pouvait conduire, et dont un grand nombre alors eussent été neuves, que parce qu'il était un premier exemple de transmutation des figures à trois dimensions en figures planes, et réciproquement. Les services rendus par le seul mode de transformation usité jusqu^alors, la perspective, dont Pascal surtout avait fait un si heureux usage , et dont De La Hire , dans son Traité des planiconiques^
avait réduit toutes les opérations à des constructions planes^ étaient de nature, à faire concevoir tous les avantages des autres modes de transformation qui pourraient se présenter, soit dans l'espace, soit sur le plan.
Mais au surplus, en réfléchissant sur les procédés de l'algèbre, et en recherchant la causé des avantages immenses qu'elle apporte dans la Géométrie, ne s'aperçoit-on pas qu'elle doit une partie de ces avantages à la facilité des transformations que l'on fait subir aux expressions qu'on y introduit d'abord? transformations dont le secret et le mécanisme font la véritable science, et l'objet constant des recherches de l'analyste. N'était-il pas naturel de chercher à introduire pareillement dans la Géométrie pure des transformations analogues, portant directement sur les figures proposées, et sur leurs propriétés?
La théorie des projections stéréographiques, par lacpielle on applique à des systèmes de coniques semblables et semblablement placées (parmi lesquelles peuvent se trouver des droites et des points), les propriétés évidentes et palpables de systèmes de courbes planes tracées sur une surface du second degré, cette théorie, dis-je, est un exemple frappant des avantages des transformations géométriques. Diverses méthodes qui se rattachent, comme nous le ferons voir, aux deux principes généraux de l'étendue, la dualité et V homographie des figures, que nous démontrons dans cet écrit, sont de telles méthodes de transfor- «mation.
Ces sortes de méthodes, dont l'utilité nous parait bien constatée, méritent d'être cultivées; et, si nous ne nous abusons, les géomètres qui voudront méditer sur cet objet apprécieront davantage l'importance philosophique de la méthode de transmutation que nous avons cherché à faire ressortir des principes de la Géométrie descriptive de Monge.
Qéùmiiùt perspective § 9. Lcs doctriues de Monge ont déjà donné lieu à un ouvrage du même genre, dont l'occasion se présente de parler ici, par anticipation, la Géométrie perspective de M. Cousinery, ingénieur des ponts et chaussées (in-4o, 1828), qui diffère de la méthode de Monge en ce
que Fauteur ne fait usage que d'une seule projection^ ou perspective^ sur un plan.
Un plan^ situé d'une manière quelconque dans l'espace , est déterminé dans l'épure par deux droites parallèles^ dont l'une est la trace de ce plan sur celui de projection^ et l'autre est la trace d'un second plan parallèle au premier^ mené par l'œil ou point central d'où partent les lignes projetantes. Une droite est déterminée d'une manière analogue par deux points^ dont l'un est celui où elle perce le plan de projection^ et l'autre est celui où une seconde droite menée par l'œil parallèlement à la première^ perce ce même plan. Pour déterminer un points il faut connaître deux droites sur lesquelles il se trouve^ dont l'une peut passer par l'œil ^ et se réduire à un point en perspective. Ces procédés sont simples et ingénieux; les épures auxquelles ils conduisent ne sont point trop compliquées ^ et elles sont susceptibles^ comme celles de la Géométrie descriptive de Monge, d'exprimer divers théorèmes de Géométrie^ ainsi que le fait voir M. Cousinery.
Sans chercher à apprécier les avantages que cette méthode pourra peut-être offrir sous le rapport industriel^ c'est-à-dire comme instrument analogue à la Géométrie descriptive de Monge dans les arts de construction^ nous ne la considérerons que comme moyen de transformation des figures y et comme méthode pour la recherche et la démonstration d'une foule de vérités géométriques : et sous ce rapport^ elle nous parait digne de l'attention des amateurs de la Géométrie. M. Cousinery^ en se bornant à quelques exemples qui suffisaient pour convaincre de Tutilité de sa méthode^ a ouvert un nouveau champ de spéculations géométriques^ où l'on sera sur de glaner abondamment.
§ 10. Il nous reste^ au sujet de la Géométrie descriptive de Monge^ NouTeau mode de d«.
,, *ii 1 111 monstration. Rela-
à parler de linnuence qu elle a encore eue sur les progrès de la ij^»»^ contingentes Géométrie pure, en introduisant dans cette science un mode de démonstration que les Anciens auraient repoussé comme une licence incompatible avec leurs principes rigoureux, et qui a eu, entre les mains de Monge et des géomètres de son école, les plus heureux résultats.
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Pour définir cette méthode ^ nous dirons « qu'elle consiste à consi- )) dérer la figure, sur laquelle on a à démontrer quelque propriété » générale, dans des circonstances de construction générale, où la )) présence de certains points, de certains plans ou de certaines lignes, » qui dans d'autres circonstances seraient imaginaires, facilite la dé* » monstration. Ensuite , on applique le théorème qu'on a ainsi dé- » montré aux cas de la figure où ces points , ces plans et ces droites )) seraient imaginaires; c'est-à-dire, qu'on le regarde comme vrai » dans toutes les circonstances de constructions générales que peut )) présenter la figure à laquelle il se rapporte. » La Créométrie de Monge nous offre de beaux exemples.de cette manière d'agir.
Ainsi, pour démontrer que , quand des cônes circonscrits à une surface du second degré ont leurs sommets en ligne droite, les plans de leurs caurbes de. contact passent tous par une même droite, Monge suppose que, par la droite lieu des sommets des cônes, on peut mener deux plans tangentes à la surface; les courbe& de contact des cônes passeront toutes par les deux points de contact de ces plans tangens ; leurs plans passeront donc tous par la droite qui joindra ces deux points. Le théorème est donc démontré, pour la disposition supposée de la figure ; et Monge prononce que cette démonstration s'étend au cas où l'on ne pourra point mener de plans tangens. à la surface par la droite lieu des sommets des cônes; c'est-à-dire, que le théorème a lieu pour toute position possible de cette droite.
Cette méthode de Monge. nous parait fondée sur cette remarque , qu'une figure peut présenter dans sa construction la plus générale deux cas différons ; dans le premier, certaines parties (points, plans, lignes ou surfaces) d'où ne dépend pas nécessairement la construction générale de la figure, mais qui en sont des conséquences contingentes on accidentelles, sont réelles et palpables; dans le second cas, ces mêmes parties n'apparaissent plus; elles sont devenues imaginaires; et cependant les conditions générales de construction de la figure, sont restées les mêmes.
Par exemple, si on dit de tracer dans Tespace une surface du second
degré et une ligne droite^ qui aient entre elles toute la généralité possible de position^ cette question comportera deux cas^ celui oh la ligne droite rencontre la surface et celui où elle ne la rencontre pas; et ces deux cas offriront la même généralité , parce que dans chacun d'eux la ligne droite sera tirée arbitrairement^ sans ayoir égard à la position d^à .donnée à la surface du second degré^ ils ne différeront qu'en ce que les deux points d'intersection de la ligne droite et de la surface sont réels dans le premier cas^ et imaginaires dans le second. Nous dirons que ces deux points sont une des relations contingentes ou accidentelles du système de la surface et de la droite.
Nous n'avons pas besoin de faire remarquer que nous n'entendons nullement parler ici des circonstances particulières de construction d'une figure^ auxquelles on a consacré l'expression de cas particuliers , qui sont celles ou plusieurs points^ lignes^ on surfaces^ viennent à se confondre. Ainsi ^ dans l'exemple précédent^ si la droite est tangente à la surface du second degré ^ ce sera un cas particulier ; et un théorème démontré sur cette figure ne serait point regardé comme s'appliquant nécessairement à la figure générale.
§ IL Là méthode dont il s'agit ^ qui nous parait avoir pris naissance dans les beaux exemples que Monge nous en a donnés dans sa Géométrie descriptive^ a été suivie depuis par la plupart de ses disciples^ mais toiigours tacitement^ comme Monge avait fait lui-même^ c'est-à-dire sans entrer dans les considérations que nous venons de présenter^ et sans chercher à justifier cette manière hardie de raisonner.
Ce n'est que dans ces derniers temps que M. Poncelet a abordé Prmdpe de continuité. firanchement cette question^ qui méritait d'être approfondie , et qu'il a rattachée à un point de doctrine important dans la Géométrie rationnelle. On voit que nous voulons parler du principe de continuité , que ce savant géomètre a mis en avant et développé dans son Traité des propriétés prcjectives, et dont il a fait les plus heureuses applications; mais qui^ n'étant point démontré rigoureusement, n'a été considéré par d'autres célèbres académiciens que comme une forte induction, et un moyen précieux pour deviner et pressentir les vérités^ mais non pour
suppléer ayeuglément 9 et dans tous les cas^ à leur démonstration rigoureuse.
Il faut en convenir^ si les géomètres^ en pratiquant la méthode de Monge^ ouïe principe de continuité^ devaient justifier cette manière d'agir, par des considérations de pure Géométrie , puisées dans quelques principes préexistans et démontrés à priori, les moyens, jusqu'à cejour, nous paraîtraient leur manquer : et si leur marche, comme celle de Monge, a toujours été assurée et n'a point laissé de nuage dans leur esprit, ils ont puisé, ce me semble, cette confiance dans le sentiment d'infaillibilité que les habitudes de l'analyse algébrique ont fait naitre en eux. Déiuonstr.uoo de la S 12. Nous croyous cu effet qu'on pourra, dans chaque cas parti-
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culier, justmer a posteriori la méthode en question, par un raisonnement fondé sur les procédés généraux de l'analyse.
Il suffit de remarquer que les deux circonstances générales de construction d'une figure, dont nous ayons parlé, et dont la distinction est importante , parce qu'elles nous paraissent être la yéritable origine de la question qui nous occupe, n'entrent jamais en considération dans Tapplication de l'analyse finie à la Géométrie. Les résultats obtenus par cette méthode s'appliquent dans toute leur étendue à ces deux circonstances générales de construction. Ces résultats sont des théorèmes concernant les parties intégrantes et permanentes de la figure , celles qui appartiennent à sa construction générale, et qui sont toujours réelles dans les deux cas; théorèmes tout-à-fait indépendans des parties secoridaires , ou contingentes et accidentelles de la figure, qui peuTent être indifféremment réelles ou imaginaires, sans changer les conditions générales de construction de la figure.
Donc, quand ces résultats généraux sont démontrés, n'importe comment, sur Tune des deux figures, on peut conclure qu'ils ont également lieu dans l'autre figure.
Cette manière de justifier la doctrine de Monge, qu'on regardera peut-être aussi comme une démonstration à posteriori du principe de continuité, considéré en Géométrie, comporte les exceptions dont ce principe sera susceptible; car ces exceptions ne seront autres que celles
que rencontrerait l'analyse elle-même. Â.insi, par exemple^ on devra se garder d'appliquer ce principe aux questions dans lesquelles^ si l'on voulait faire entrer dans l'analyse les circonstances générales de construction dont nous avons parlée on trouverait qu'il y aurait à changer autre chose que les signes des coefficiens des quantités variables; par exemple, les signes des exposans de ces quantités ^; on ne devra point l'appliquer non plus aux questions qui, traitées par l'ana* lyse, exigeraient des intégrales définies, parce qu'un simple changement de signe, qui établirait la différence entre les deux circonstances générales de construction de la figure, changerait totalement les résultats de l'analyse.
Mais dans toutes les questions de Géométrie qui n'exigeraient que le secours de l'analyse finie, telle que Descartes nous a appris à en faire usage, on pourra mettre toute confiance dans la méthode de Monge. Ainsi, par exemple, si Ton considère dans l'espace un cène du second degré et un plan transversal placé de la manière la plus générale par rapport au cône; ce plan pourra avoir deux positions différentes, qui satisferont également à cette condition de plus grande généralité possible. Dans la première, il coupera le cône suivant une hyperbole, dont on pourra tracer les deux asymptotes : dans la seconde, il coupera le cône suivant une ellipse; et les deux droites qui, dans la première figure , étaient les asymptotes de l'hyperbole, seront imaginaires dans la seconde figure. Néanmoins, toute propriété générale de la première figure, démontrée même avec le secours des deux asymptotes, appartiendra à la seconde figure; pourvu, bien entendu, que cette propriété ne concerne point directement, ni implicitement, les asymptotes, parce que dans ce cas elle ne serait point une propriété générale, indépendante des circonstances de construction qui font que ces asymptotes soient ou ne soient pas réelles.
1 Nons ne pensons pas que de telles questions paissent se présenter. Car les deux circonstances générales de construction d'une figure, dont la considération est la base de notre manière d'envisager la méthode de Monge , nons paraissent ne différer dans l'expression algébrique de la figure que par la différence des signes des coefficiens indépendans.
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Ce que nous disons de Fellipse et de l'hyperbole , ne s'applique pas à la parabole; parce que la position du plan transversal, qui donne pour section dans le cône une parabole, est une position particulière^ et non plus parfaitement générale. Ainsi, une propriété de la parabole, qu'on aurait démontrée en s'appuyant sur cette circonstance que le plan transversal qui la fait naitre dans le cône, a une position particulière par rapport à ce cône, n'appartiendrait point, par la seule vertu du principe de Monge, à l'ellipse ni à l'hyperbole.
S 13. Les mêmes considérations ont lieu pour les surfaces du second degré. Elles se divisent, sous un certain rapport, en deux classes; pour l'une de ces surfaces (l'hyperboloïde à une nappe), le plan tangent en chacun de ses points la touche suivant deux droites entièrement comprises sur la surface; et pour les deux autres surfaces ( l'ellipsoïde et l'hyperboloïde à deux nappes), ces deux droites sont imaginaires. Eh bien, une propriété générale de l'hyperboloïde, démontrée avec le secours des deux droites en question, pourvu qu'elle ne comprenne ni directement, ni implicitement ces deux droites dans son énoncé, appartiendra également aux deux autres surfaces.
Par exemple, qu'on veuille démontrer les deux théorèmes qui constituent la doctrine des projections stéréographiques; on prendra l'hyperboloïde aune nappe, pour lequel, avec le secours des deux droites que, par chaque point, on peut mener sur sa surface, ces deux théorèmes sont évidens; et on conclura immédiatement, avec toute sûreté, qu'ils ont également lieu pour les autres surfaces du second degré
On conçoit que si, au lieu- de démontrer ces deux théorèmes relativement à rhyperboloïde à une nappe, qui est une surface d'une construction tout aussi générale que celle de l'ellipsoïde et de l'hyperboloïde à deux nappes, on les eût démontrés pour la sphère, on n'aurait pas pu les appliquer, en vertu seulement de la méthode de Monge, aux autres surfaces du second degré, parce que la sphère n'est point une surface d'une construction générale, mais au contraire d'une construction particulière.
S 14. Mais nous pouvons dire de suite qu'avec le secours d'une autre
tioD.
méthode^ on applique les propriétés générales de la sphère à Fellip- Méthode d^généraiiit. solde ; et alors ^ par la méthode de Monge, elles deviennent des propriétés générales de toutes les surfaces du second degré. Cette méthode de transformation^ que nous avons exposée dans la Correspondance polytechnique (tom. III ^ pag. 326)^ est analytique; elle consiste à faire croître proportionnellement les coordonnées de chaque point de la sphère. Nous nous en sommes servi pour transformer les propriétés descriptives^ et celles concernant les volumes des corps; depuis^ nous Favons appliquée aux propriétés concernant les longueurs des lignes courbes, et les aires des surfaces courbes. Nous Favons généralisée aussi sous un autre irapport en la rendant propre à transporter aux hyperboloïdes les propriétés générales des paraboloïdes, comme celles de la sphère à l'ellipsoïde. Mais cette méthode générale étant comprise, comme cas particulier, dans notre principe général de dé formation homographique , nous n'insisterons point davantage sur ses usages et son degré d'utilité.
Mais nous devons faire remarquer une différence caractéristique qui distingue cette méthode de celle dont nous parlions d'abord, quoicpie par l'une et par l'autre on généralise un premier résultat.
Le mode de déformation que nous venons d'indiquer est une véritable méthode de généralisation, qui transporte à une figure d'une construction tout-à-fait générale, les propriétés connues d'une figure d'une construction particulière.
L'autre méthode, au contraire, qui fait usage des relations contingentes, n'opère que sur une propriété d'une figure de la construction la plus générale, et la transporte à une autre figure d'une construction non moins générale, qui ne diffère de la première figure que par des circonstances secondaires et accidentelles qui ont servi à la démonstration, mais qui, ayant en quelque sorte été éliminées dans le résultat des raisonnemens où on les avait fait entrer, ne sont pour rien, ni directement ni implicitement, dans l'énoncé de la proposition qu'il s'agissait de démontrer.
S 15- Cette méthode nous paraîtrait mériter, plus qu'aucune autre,
le nom de méthode d intuition y puisqu'elle est yéritablement fondée sur la vue des choses. Mais ce caractère d'intuition est le propre^ en général , des méthodes qui reposent sur la pure contemplation de l'étendue, et particulièrement de celles où l'on fait intervenir la considération des figures à trois dimensions pour la démonstration des propositions de Géométrie plane. La dénomination de méthode d'intuition , qui convient en général à la Géométrie de Monge ^ ne caractériserait donc pas ce principe , en vertu duquel on applique à un état général d'un système, les propriétés qu'on a démontrées pour un autre état également général du même système. Mais la dénomination de Méthode ou principe des relations contingentes nous paraîtrait la caractériser d'une manière assez précise et assez complète.
Nous préférons cette dénomination à celle de principe de continuité, parce que ce principe implique l'idée de Tinfini, qui n'entre nullement • dans la méthode des relations contingentes. Nous développerons cette idée dans la Note XXIV.
Nous pourrions citer beaucoup d'exemples de l'application qu'on a faite tacitement du principe des relations contingentes ; mais nous avons trouvé une question nouvelle qui nous parait éminemment propre à montrer l'usage et l'utilité de ce principe, c'est celle où il s'agit de déterminer en grandeur et en direction les trois diamètres principaux d'un ellipsoïde dont trois diamètres conjugués sont donnés. La solution de cette question ne se serait peut-être pas présentée aussi aisément par toute autre méthode. ( Voir la Note XXV.)
8 16. Ce principe des relations contingentes sera peut-être basé un jour sur quelque principe métaphysique de l'étendue figurée, tenant à des idées d'homogénéité, telles que celles qu'on a apportées quelquefois dans les sciences naturelles, particulièrement dans celles des corps organisés ; il semble appartenir déjà à quelque principe général de dualité, tel que celui que semblent présenter ces mêmes corps où l'on a à reconnaître deux genres d'élémens, élémens permanens, élémens variables; fixité et mouvement.
Mais, en attendant que àotre principe des relations contingentes
soit ainsi démontré à priori, il nous parait assez justifié par les procédés de l'analyse^ comme nous Tavons fait voir, pour qu'on l'emploie avec assurance.
Ce serait, du reste, une chose heureuse pour les progrès de la Géométrie rationnelle, que tous les géomètres n'abandonnassent pas les principes rigoureux des anciens, et que pendant que les uns, en se confiant aux procédés faciles de la méthode de Monge, enrichiraient la science de vérités nouvelles, les autres cherchassent à établir ces vérités sur d'autres fondemens, offrant toute la rigueur désirable. Cette sorte d'association et ce double but seront utiles à la Géométrie, et contribueront puissamment à la doter de nouveaux principes et à fonder leur véritable métaphysique. Il faudra en effet, après avoir découvert quelque vérité par la méthode, en quelque sorte superficielle, de Monge, qui s'empare et tire parti de quelque circonstance externe et palpable, mais accidentelle et fugitive, il faudra, dis-je, pour établir cette vérité sur des raisons permanentes et indépendantes des circonstances variables de construction de la figure, aller au fond des choses et faire usage non plus comme Monge, des propriétés secondaires et contingentes qui suffisent, dans certains cas, pour définir diverses parties de la figure , mais bien des propriétés intrinsèques et permanentes de ces mêmes parties de la figure. Nous entendons par propriétés intrinsèques et permanentes celles qui serviraient, dans tous les cas, à la définition et à la construction des parties de la figure que nous avons appelées intégrantes on principales ; tandis que les propriétés secan^ daires et contingentes sont celles qui peuvent disparaître et devenir imaginaires dans certaines circonstances de construction de la figure.
La théorie des cercles tracés sur un plan nous offre un exemple de cette distinction que nous faisons entre les propriétés accidentelles , et les propriétés permanentes d'une figure. Le système de deux cercles comporte toujours l'existence d'une certaine droite, dont la considération est fort utile dans toute cette théorie. Quand les deux cercles se coupent, cette droite est leur corde commune^ et cette seule circonstance suffit pour la définir et la construire ; voilà ce que nous
appelons une de ses propriétés contingentes ou accidentelles. Mais quand les deux cercles ne se coupent pas, cette propriété disparaît quoique la droite pourtant existe toujours , et que sa considération soit encore extrêmement utile dans la théorie des cercles. 11 faut donc définir cette droite et la construire par quelqu'une de ses autres propriétés, qui ait lieu dans tous les cas de construction générale de la figure , qui est le système des deux cercles. Ce sera une de ses propriétés joermanentes. C'est par ces considérations que M. Gaultier ^, au lieu d'appeler cette droite la corde commune des deux cercles, l'a appelée axe radical / expression puisée dans une propriété permanente de cette droite, qui consiste en ce que les tangentes aux deux cercles, menées par l'un quelconque de ses points, sont égales entre elles, de sorte que chaque point de cette droite est le centre d'un cercle qui coupe orthogonalement les deux cercles proposés ^.
1 Journal de l'école polytechnique y 16* cahier, ann. 1813«
Le beau Mémoire de M. Gaultier offre la première solution vraiment générale delà question du contact des cercles , ou des sphères ; solution qui permet de supposer que les cercles deviennent des points ou des droites , et les sphères des points ou des plans.
^ La même propriété a fait donner, depuis , à cette droite , par M. Steiner, le nom de ligne d'égale puissance, ( F'oir le Journal de M. Crelle, tom. I*', et les Annales de M. Gergonne, tom. XVIIypag. 295.)
Cette droite jouit, comme on sait, de beaucoup d'autres propriétés permanentes remarquables , qui suffisent pour la construire , et qui auraient pu aussi servir à la définir. Ainsi , si l'on décrit un cercle quelconque qui coupe les deux proposés , ses cordes communes avec eux se rencontreront sur cette droite.
Si par un des deux centres de similitude des deux cercles on mène une transversale qui les rencontre, et que par les points de rencontre on mène les tangentes aux deux cercles, les tangentes du premier cercle rencontreront respectivement celles du second , qui ne leur seront pas parallèles , en deux points qui seront sur la droite en question.
C'est cette dernière propriété, qui a également lieu dans le système de deux coniques quelconques tracées sur un plan , dont nous nous sommes servi pour définir deux droites qui existent toujours dans le système de deux coniques , et dont chacune joue le même rôle , par rapport aux deux coniques , que Vaxe radical par rapport à deux cercles. L'expression d'axe radical étant fondée sur une relation de grandeur particulière aux cercles , ne pouvait convenir à ces deux droites, et nous les avons appelées axes de symptose^ à cause de la rencontre ou dti concours y qui a lieu sur ces deux droites , des tangentes aux deux coniques, menées en des points situés sur une transversale issue d'un de leurs centres d*homologie. (^oiv Annales de Mathématiques y tom. XVIII , pag. 285.)
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ÏA connaissance des propriétés intrinsèques et permanentes des différentes parties d'une figure^ qu'on sera conduit à rechercher quand les propriétés accidentelles disparaîtront^ sera très-utile au perfectionnement des théories géométriques , en leur donnant toute la généralité qu'elles comportent^ et souvent le degré d'évidence intuitive qui fût un des caractères de la méthode de Monge.
Ainsi ^ la circonstance que l'axe radical de deux cercles est leur corde commune quand ils se coupent^ a conduit Monge à démontrer^ en considérant trois cercles sur un plan comme les sections diamétrales de trois sphères^ que les axes radicaux de ces cercles^ pris deux à deux^ passent par un même point. Ce théorème n^est pas moins évident si on part^ pour définir ces trois axes^ de leur propriété permanente reconnue par M* Graultier. Car on voit tout de suite que le point d'intersection de ces deux axes jouit d'une propriété caractéristique des points du troisième axe; d'où Ton conclut qu'il se trouve sur ce troisième axe.
S 17. La doctrine des relations contingentes nous semble pouvoir iii«pii.ire.^en oèo^ offrir encore un avantage ; c'est de donner une explication satisfaisante du mot imaginaire^ employé maintenant en Géométrie pure^ où il exprime un être de raison sans existence^ mais auquel on peut cependant supposer certaines propriétés dont on se sert momentanément comme d'auxiliaires^ et auquel on applique les mêmes raisonnemens qu'à un objet réel et palpable. Cette idée d'imaginaire^ qui parait au premier abord obscure et paradoxale , prend donc dans la théorie des relations contingentes un sens clair ^ précis et légitime. (Voir la Note XXYI.) Sous ce rapport, la distinction que nous avons faite entre les propriétés intrinsèques et permanentes des figures , et leurs popriétés fugitives et contingentes^ paraîtra peut-être de quelque utilité.
§ 18. La Géométrie descriptive de Monge est une source de bonnes styiedeMongeeDc^odoctrines, qui n'a point encore été épuisée. Après y avoir reconnu le germe, plus ou moins développé, de plusieurs méthodes, qui accroissent la puissance et étendent le domaine de la Géométrie, nous y voyons aussi l'origine d'une nouvelle manière d'écrire et de parler
cette science. Le style ^ en effet ^ est si intimement lié à l'esprit des méthodes^ qu'il doit avancer avec elles; de même qu'il doit aussi ^ s'il a pris les devans^ influer puissamment sur elles et sur les progrès généraux de la science. Gela est incontestable^ et n'a pas besoin de preuves.
L'ancienne Géométrie est hérissée de figures. La raison çn est simple. Puisqu'on manquait alors de principes généraux et abstraits , chaque question ne pouvait être traitée qu'à l'état concret, sur la figure même qui était l'objet de cette question, et dont la vue seule pouvait faire découvrir les élémens nécessaires à la démonstration ou à la solution cherchée. Mais on n'a pas été saps éprouver les inconvéniens de cette manière de procéder , par la difficulté de construction de certaines figures ; et par leur complication qui en rend l'intelligence laborieuse et pénible. C'est surtout dans les questions de la Géométrie à trois dimensions, où les figures peuvent devenir tout-à*fait impossibles, que l'inconvénient que nous signalons se fait le plus sentir.
Ce défaut de la Géométrie ancienne fait un des avantages relatifs de la Géométrie analytique, où il se trouve éludé de la manière la plus heureuse. On a dû se demander, après cela, s'il n'était point aussi, en Géométrie pure et spéculative, une manière de raisonner sans l'assistance continuelle de figures, dont un inconvénient réel, même quand leur construction est facile, est tout au moins de fatiguer l'esprit et de ralentir la peîisée.
Les écrits de Monge et le professorat de cet illustre maitre, dont les manières nous avaient été conservées par l'un de ses plus célèbres disciples , héritier de sa chaire ^ , ont résolu la question. Ils nous ont appris qu'il suffit, maintenant que les élémens de la science sont formés et très-étendus , d'introduire dans notre langage et dans nos con-
1 M. Arago ^ aujoard*hui secrétaire perpétuel de TAcadëinie des sciences , quitta les bancs de récole, pour devenir suppléant de Monge, et bientôt après professeur titulaire. Les notices scientifiques de V Annuaire du bureau des longitudes , par lesquelles cet illustre astronome po» pularise en Europe la science si difficile des phénomènes physiques , sont encore un modèle précieux du style sans figures , qui nous parait éminemment propre à hâter les progrès de la Géométrie.
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ceptions géométriques^ ces principes généraux et ces transformations analogues à celles de l'analyse ^ qui ^ en nous faisant connaître une yérite dans sa pureté primitive et sous toutes ses faces ^ se prêtent à des déductions faciles et fécondes par lesquelles on arrive naturellement au but Tel est Fesprit des doctrines de Monge ; et quoique sa Géométrie descriptive^ qui nous en offre des exemples^ fasse par sa nature essentiellement usage de figures^ ce n'est que dans ses applidations effectives et mécaniques^ où elle joue le rôle d'instrument^ qu'elle opère ainsi : mais personne plus que Monge n'a conçu et n'a fait de la Géométrie sans figures. C'est une tradition dans Técole polytechnique^ que Monge savait^ à un degré inouï ^ faire concevoir dans l'espace toutes les formes les plus compliquées de l'étendue^ et pénétrer dans leurs relations générales^ et leurs propriétés les plus cachées^ sans autre secours que celui de ses mains , dont les mouvemens secondaient admirablement sa parole^ quelquefois difficile, mais toujours douée de la véritable éloquence du sujet^ la netteté et la précision^ la richesse et la profondeur d'idées.
S 19. Nous avons essayé^ dans les pages qui précèdent^ d'appré- influence de. docbiae* cier^ autant que nos faibles lumières nous le permettaient^ la nature i7>« et l'étendue des services rendus à la Géométrie rationnelle par les doctrines de Monge. Il nous resterait à parler de l'influence qu'elles ont eue aussi sur la Géométrie analytique^ et même sur l'algèbre, considérée comme pure théorie des grandeurs abstraites^ en général. Mais ce serait nous écarter du but de cet écrite et surtout il y aurait témérité à nous d'aborder un- tel sujets où nous ne saurions être qu'historien^ et qui a déjà été traité par un géomètre cpii joint la profondeur à la variété des connaissances dont il a fait preuve dans toutes les parties des sciences mathématiques et philosophiques \
Aussi nous nous bornerons à dire simplement que Talgèbre , qui avait déjà dû des progrès considérables à la Géométrie^ lors de l'alliance que Descartes fit de ces deux sciences^ lui en dut de nouveaux^
1 Essai historique sur les services et les traeauof scientifiques de Gaspard Monge, par M. Ch. Dopin; pag. 199-248 de Tédition in-8o.
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dans ses parties les plus relevées et les plus épineuses ^ rintégration des équations différentielles à plusieurs variables^ par la corrélation profonde que Monge sut établir entre les symboles de cette langue^ et les formes et les grandeurs de l'étendue.
Nous citerons^ pour exemple^ la double expression analytique de certaines familles de surfaces^ par une équation différentielle^ et par une équation finie renfermant des fonctions arbitraires^ dont la seconde se trouvait précisément l'intégrale complète de la première.
On conçoit qu'en rapportant ainsi les phrases analytiques à des objets visibles^ dont les parties ont entre elles des rapports évidens et palpables^ la Géométrie ait pu contribuer puissamment aux progrès de l'analyse; et en un mot^ que Monge ait pu faire de V algèbre avec de la Grëométrie *.
Progrès de 1. G^çomi;. § 20. Il uous parait résulter des considérations dans lesquelles nous
trie dus aux écriU de * , ,
Monge. sommes entré au sujet des doctrines purement géométriques de Monge^
qu'à l'apparition de sa Géométrie descriptive y la Géométrie proprement dite, cette science qui avait illustré Euclide, Archimède, Apollonius ; qui avait été le seul instrument de Galilée, de Kepler, de Pascal, d'Huygens, dans leurs sublimes découvertes des lois de l'univers; qui enfin avait produit les immortels Principes mathématiques de la philosophie naturelle de Newton; que cette Géométrie pure, dis-je, qui depuis un siècle était délaissée, fut tout à coup agrandie dans ses conceptions et dans ses propres ressources.
On dut concevoir dès-lors le désir et l'espoir de tirer rationnellement de cette science seule lés vérités nombreuses dont l'analyse de Descartes l'avait enrichie.
Ouvrages de carnot Divcrs ouvragcs furcut entrepris dans ce but et dans cet esprit.
Les premiers qui parurent, et qui, par leur importance et l'influence
> (f L'anal f se ne peut que retirer an très-grand avantage de son application à oo genre de )• Gëomëtrie ; car je donne la solntion de plasieors problèmes d'analyse qu'on aurait peui>ètre » beaucoup de peine à résoudre sans les considérations géométriques. » ( Monge , Mémoire sur les propriétés de plusieurs genres de swr faces courbes ^ inséré dans le tom. IK des MiHOiHKs des SAVANS ftTRARGBRs, ann. 1775.)
qu'ils ont eue, méritent d'être mis hors ligne, sont la Géométrie de po- , sition, et VEssaisurla théorie des transversales y de l'illustre Carnot.
Ces deux ouvrages, dans l'histoire des progrès de la Géométrie rationnelle, ne doivent point être séparés de la Géométrie descriptive de Monge, comme ayant été, comme elle, et dans le même temps, une continuation des belles méthodes de Desargues et de Pascal, et ayant aussi comme elle, contribué puissamment aux nouvelles théories et aux découvertes récentes de la Géométrie.
Ce rapprochement entre les doctrines et les travaux des quatre grands géomètres que nous venons de nommer, qu'avaient pu faire pressentir nos observations sur les méthodes de Desargues et de Pascal, nous parait établir la véritable chaîne des pensées qui ont présidé aux progrès de la Géométrie.
Mais peut- être devons-nous ajouter quelques mots pour développer nos idées sur ce point, et justifier ce rapprochement.
S 21. Les figures que considère la Géométrie, et leurs parties, ont Deux genres de mé-
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entre elles deux sortes de relations : les unes qm concernent leurs «tionneue. formes et leurs situations, appelées relations descriptives y et les autres qui concernent leurs grandeurs, appelées relations métriques. Ainsi, par exemple, qu'autour d'un point fixe, pris dans le plan d'une conique, on fasse tourner une transversale; et. que par les deux points où elle rencontrera courbe, dans chacune de ses positions, on mène les tangentes à cette courbe; ces deua; tangentes auront leur point de concours sur une droite fiwe^ qui sera la, polaire du point fixe.Yoilà une propriété descriptive de la conique; voilà une relation descriptive d'un point et de sa polaire.
Maintenant, que sur chaque transversale on prenne le point conjugué harmonique du point fixe, par rapport aux deux points où la transversale rencontre la courbe ; ce point conjugué harmonique sera précisément sur la polaire du point fixe. Voilà une propriété , mé-trique des coniques; voilà une relation métrique d'un point et de sa polaire.
Ces deux sortes de propriétés descriptives et métriques des figures ,
suffisent indiTiduellement pour la solution d'un grand nombre de questions. Mais il est toujours utile , et souvent indispensable^ de les considérer, en même temps ^ les un)es et les autres. La science de l'étendue doit les comprendre sans distinction^ ou serait incomplète.
De là ^ on le conçoit, deux genres de méthodes en Géométrie rationnelle ; ou au moins deux parties distinctes d'une méthode générale ; celle des relations descriptives et celle des relations métriques.
Desargues, Pascal, De La Hire et Le Poivre procédèrent des deux manières; c'est-à-dire, qu'ils firent usage des deux genres de relations des figures : des relations descriptives, en se servant de la perspective pour transformer les figures ; et des relations métricpies par l'usage répété de la proportion harmonique ^ de la relation dinvolution^ et de diverses autres propositions appartenant à la théorie des transversales.
Cette distinction admise, on reconnaîtra que la Géométrie descriptive de Monge était une généralisation, immense, il est vrai , de la première méthode, la perspective, que ces géomètres employaient pour la démonstration des relations purement descriptives de leurs figures : nous avons vu en efiet qu'elle était propre à cet usage , et c'est même dans le but de justifier nos paroles actuelles que nous nous sommes étendu alors sur ses applications pour cet objet.
Quant à la théorie des transversales, comprise d'abord implicitement dans la Géométrie de position, puis exposée, sous son véritable titre, dans un éciût spécial, nous avons déjà dit et prouvé que ses principes et plusieurs de ses théories principales avaient été la base des découvertes de Desargues et de Pascal; nous devons donc regarder cette théorie comme la mise en corps de doctrine des principes qui avaient servi à ces deux grands géomètres.
Ainsi nous pouvons dire que la méthode de Monge et celle de Camot sont, en Géométrie rationnelle, la généralisation et le perfectionnement immédiat des méthodes de Desargues et de Pascal ; que ce sont deux branches d'une même méthode générale, qui ont leurs avantages propres et particuliers, et qu'on ne doit point séparer dans l'étude complète
des propriétés de l'étendue. H serait^ au contraire^ extrêmement utile de les y faire toujours marcher simultanément^ sur deux lignes parallèles : elles s'aideraient mutuellement^ et les progrès de la science en seraient plus complets et plus rapides \ Monge^ et parmi ses disciples^ surtout le savant auteur des Développemens et Applications de Géométrie ^ nous ont donné l'exemple d'une telle corrélation de méthodes^ par ceUe qu'ils ont établie entre les procédés logiques de la pure Géométrie et le langage abstrait et symbolique de l'algèbre,
§ 22. Nous ne pouvons faire ici l'analyse des nombreuses et importantes propositions qui abondent dans les deux ouvrages de Camot; nous nous bornerons à y faire remarquer la belle propriété générale des courbes géométriques de tous les degrés^ concernant les segmens qu'une telle courbe fait sur les côtés d'un polygone tracé dans son plan; propriété qui constitue l'extension de la théorie des transversales à la Géométrie des courbes^ et de laquelle^ en particulier, se déduit^ comme corollaire^ le troisième théorème de Newton, relatif aux produits des segmens faits sur des parallèles.
Passons aux autres ouvrages qui, après ceux de Monge et de Gamot^ Divers ouvrages de
... ,. - , Géométrie.
ont servi le plus utilement la science.
Tels nous paraissent être :
L'intéressant Essai de la Géométrie de la règle, intitulé : Solutions peu connues de diffërens problèmes de Géométrie pratique (in-S^, 80 pages ^ an XII); où M. Servois, après avoir réuni les théorèmes
1 Les ouvrages de Monge et de Carnot offrent de beaux exemples de ces deux méthodes pour la démonstration des mêmes théorèmes , et prouvent , de plus , l'utilité de la concomitance que nous voudrions voir souvent établie entre elles ; car les applications que Camot fait de sa théorie des transversales , portent en partie sur plusieurs propriétés des sections coniques , et sur celles des axes radicaux et des centres de similitude de trois cercles tracés dans un plan , que Monge avait démontrées par de pures considérations de Géométrie. Mais Carnot j en se servant des relations métriques des figures , parvient , en même temps qu'aux théorèmes de Monge , h plusieurs propriétés concernant ces relations métriques , qui échappent en général à l'autre méthode , fondée en principe sur les propriétés purement descriptives des figures.
Nous avions déjà fait quelques réflexions sur ces deux manières différentes de démontrer et de découvrir en Géométrie , a la suite de nos considérations sur le principe des relations contingentes.
principaux de la théorie des transversales, en montre les usages, en Géométrie rationnelle, pour la démonstration des propositions, et dans la Géométrie pratique, pour résoudre sur le terrain, par des alignemens, les différens problèmes qui se présentent surtout à la guerre.
Les Développemens et les Applications de Géométrie de M. Ch. Dupin, où Ton a vu, pour la première fois, traiter par de pures considérations de Géométrie les questions difficiles de la courbure des surfaces, qui avaient exigé entre les mains d'Euler et de Monge, toutes les ressources de la plus savante analyse.
Les Élémens de Géométrie à trois dimensions (partie synthétique^ de M. Hachette, où plusieurs questions sur les tangentes et les cercles osculateurs des lignes courbes, dont on n'avait jusqu'alors que des solutions analytiques, furent résolues aussi dans toute leur généralité, par des considérations purement géométriques.
Le Mémoire de M. Brianchon sur les lignes du second ordre y où se trouvent déduites, pour la première fois, du célèbre théorème de Desargues sur l'involution de six points, de nombreuses propriétés de ces courbes.
Le Mémoire sur V application de la théorie des transversales ^ du même auteur \
1 Cet oavrage a pour objet, comme celai de M. Servois, la solution de plusieurs problèmes par la ligue droite seulement. Déjà M. Brianchon s*était occupé de cette partie de la Géométrie, sous le titre même de Géométrie de la règle. {Yo\r Correêpondance sur l'école Polytechnique, tom. Il , pag. 383. )
Ce genre de Géométrie n'est point absolument nouveau. Nous avons parlé de l'ouvrage de Schooten sur ce sujet , et d'un ouvrage un peu antérieur, intitulé : Geometria peregrinans. Le traité de Schooten De conctnnandis demonstrationibus , etc. , contient aussi des exemples de cette Géométrie : on en trouve d'autres dans les Récréations mathématiques d'Ozanam (édition de 1778) , et dans divers traités de l'arpentage, particulièrement dans celui de Mascheroni , intitulé : Problèmes pour les arpenteurs, avec différentes solutions. (Pavie 1793. )
L'occasion se présente ici de faire mention de la Géométrie du compas de Mascheroni (ann. 1797) , ouvrage original et curieux , qui a pour objet la résolution , par le compas seulement, des problèmes que l'on résout ordinairement par la règle et le compas. Cette Géométrie est plus riche et plus étendue que celle de la règle, parce qu'elle embrasse les problèmes du second degré, qui sont tous ceux qui forment le domaine de la Géométrie ordinaire. Masche-
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Le Traité des propriétés projectives des figures de M. Poncelet, qui a pour but, comme l'indique le titre, la recherche des propriétés qui se conservent dans la transformation des figures par voie projective ; et où^ par l'usage heureux de trois doctrines puissantes, le principe de continuité^ la théorie des polaires réciproques^ et la théorie des figures homologiques à deux et à trois dimensions, le savant auteur a su démontrer, sans un mot de calcul, toutes les propriétés connues des lignes et des surfaces du second degré, et un grand nombre d'autres qui lui sont dues, et dont plusieurs sont regardées déjà comme des plus importantes de cette riche théorie.
Divers mémoires de M. Gergonne, de M. Quetelet, de M. Dandelin et d'autres géomètres, qui ont paru dans les recueils scientifiques % ont aussi enrichi la science de découvertes précieuses qui ont contribué à ses progrès-
S 23. De ces ouvrages, dont un mérite commun fut d'offrir, tous. Méthode, réceme. des preuves convaincantes et multipliées des ressources infinies que la Géométrie pure peut puiser en elle-même, sont nées ces vérités simples et fécondes, qui attestent seules la perfection de la science dont
roni fait voir qu*e]1e 8'appliqae aussi arec facilité à la solution approximatire des problèmes qui dépendent des sections coniques, et d'une Géométrie plus relevée*
Des essais du même genre que la Géométrie de la règle et celle du compas , et qai tiennent pour ainsi dire te milieu entre les deux , avaient déjà occupé , long-^temps auparavant , de célèbres mathématiciens. Cardan , le premier, dans son livre de aubtilitaie^ avait résolu plusieurs problèmes d'Ëuclide , par la ligne droite et une seule ouverture de compas , comme si Ton n'avait dans la pratique qu'une règle et un compas invariable. Tartalea ne tarda pas à suivre son rival sur ce terrain , et étendit cette matière par de nouveaux problèmes. General irattato di numerif e misure; 5'^ parte , libro iersto; in-fol. Venise , 1560. Enfin un savant géomètre piémontais J.-B. de Benedictis en fit l'objet d'un traité intitulé : Reeolutio omnium Euclidis problematum^ aiiorumque ad hoo neee$$ario inveniorum, unà tantummodo circini data aperiurà ; in4». Venise, 1553.
' Le Jimmal et la Carreepondance de i'éeole polytechnique ; les Annales de M. Gergonne ; la Correspondance mathématique et physique de M. Quetelet; le Journal allemand de M. Grelle.
Plusieurs géomètres allemands , MM. Steiner, Plûcker, Môbius, etc. , dignes collaborateurs des célèbres analystes Gauss , Crelle, Jacobi , Lejeune-Dirichlet , etc., écrivent dans ce dernier recueil sur les nouvelles doctrines de la Géométrie rationnelle. Nous éprouvons un yif regret de ne pouvoir citer ici leurs ouvrages , qui nous sont inconnus , par suite de notre ignorance de la langue dans laquelle ils sont écrits.
elles sont les véritables bases : des théories, dont le germe se trouvait inaperçu, depuis des siècles, dans les écrits des géomètres, ont apparu, se sont développées rapidement, et ont donné lieu aux méthodes qui constituent la Géométrie récente.
Parmi ces méthodes, nous distinguerons :
Premièrement y la théorie des transversales, dont le principal théorème, relatif au triangle coupé par une droite, a une haute antiquité, mais auquel Carnot a donné une nouvelle existence, en en montrant, le premier, toute Futilité et la fécondité, et en le transportant, par une généralisation infiniment heureuse, dans la théorie des lignes et des surfaces courbes ^
Secondement y les doctrines sur la transformation des figures en d'autres figures du même genre, comme fait la perspective.
Parmi les méthodes de cette nature, nous citerons :
1^ La perspective elle-même, dont les principes sont la base des ouvrages de Desargues et de Pascal sur les coniques, et dont les usages, depuis, se sont étendus et souvent répétés.
2^ La méthode qui consiste à faire croître dans un rapport constant, les rayons visuels menés aux différens points d'une figure, pour former une figure semblable et semblablement placée.
3® Celle qui fait croître proportionnellement les ordonnées des points d'une figure, ainsi qu'on opère dans le dessin d'un profil dont on veut rendre les dimensions en hauteur plus facilement appréciables ; méthode employée par Durer ^, Porta ^, Stevin, Mydorge et Grégoire de S*- Vincent, pour former l'ellipse par le cercle*.
1 Un théorème analogue , relatif aax segmens faits sur les trois côtés d'un triangle par trois droites issues d'un même point et aboutissant respeetÎTement aux sommets opposés , est aussi l'un des principaux de la théorie des transversales. Celui-ci , qu'on a attribué jusqu'ici à Jean Bernouilli j a été démontré en premier lieu par Jean Ceya. ( F'oir la note VII.)
2 Institutiones geometricœ. Livre I*'.
3 Elementa curvilinea. Livre !•'.
* Le P. Nicolas, qui a fait aussi usage do cette méthode dans son Traité des comckoïdeê et des cissoîdes, a appelé homogènes, les courbes ainsi formées Tune par l'autre. {De conehùidi^ bus et cissoidihus exercitationes Geometriœ ; in4<*. Tolosœ , 1692. )
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4^ Celle par laqfielle on incline toutes les ordonnées d'une figure^ en les faisant tourner autour de leurs pieds sur le plan de projection, et en leur conservant le parallélisme entre elles ; procédé usité surtout en architecture^ pour la construction des arcs rampans \
5^ La méthode pour la construction des bas-reliefs^ enseignée par Bosse et Pétîtot^; et celle proposée, depuis, par M. Breysig, sous le titre : Essai dune théorie de la perspective des reliefs^ disposée de manière à servir en même temps auw peintres, in-8^. Magdebourg, 1798^
' On peut, en même temps , augmenter proportionnellement les ordonnées. M. Hachette a fait Qsage de ce mode de déformation dans deux propositions de Géométrie , pour démontrer qu'une des propriétés de la projection stéréographique de la sphère ne pourrait avoir lieu dans une autre surface qu'autant qu'elle serait du second degré. (Voir Correspondance polytechnique, tom. P% pag. 77.)
Il est aisé de voir que ce mode de déformation peut être ramené à celui qui consiste à faire croître les ordonnées d'une surface suivant leur propre direction , et dans un rapport constant.
^ La construction des bas-reliefs est regardée généralement comme incertaine et dépourvue de règles rigoureuses , comme était , par exemple , la perspective , il y a deux siècles , dans l'esprit de la plupart des peintres. Cependant , dès il y a longtemps , Bosse a écrit quelques règles géométriques pour cette construction. Nous les trouvons dans son Traité des pratiques giomitrales et perspectives (in-8<*, 1665). Un passage du même ouvrage nous apprend que Desargues I qui eut la gloire d'introduire dans les arts de construction les principes et la rigueur des opérations géométriques , avait appliqué à la construction des bas-reliefs sa manière de pratiquer la perspective. Il nous est permis de penser que ce sont les idées de Desargues, ou sa méthode même, que Bosse nous a transmises.
Nous trouvons , depuis , de semblables règles pour les bas-reliefs , dans le Traité de Perspective de Pétitot , intitulé : Raisonnement sur la perspective j pour en faciliter T usage aux artistes , in-fol», Parme 1768 (en français et en italien).
Ces règles de construction de bas-reliefs produisant des figures du même genre que les proposées*, nous devons les comprendre parmi les méthodes dont nous faisons ici l'énumération. ti est vrai que ces règles sont presque ignorées, et surtout qu'elles n'ont jamais été employées en Géométrie rationnelle , pour la recherche et la démonstration des propriétés des figures ; mais elles n'en sont pas moins susceptibles d'un tel usage.
' Nous ne connaissons de l'ouvrage de M. Breysig que le titre, qui est rapporté par M. Poncelet à la page 397 du %^ volume du Journal de M. Crelle; mais nous n'hésitons point à mettre le mode de construction des reliefs , qu'il contient , au nombre des méthodes propres à transformer les figures à trois dimensions en d'autres figures du même genre , parce que Bll. Poncelet nous apprend que les préceptes de l'auteur se trouvent d'accord avec les siens propres, qui produisent de telles figures.
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6<> La méthode des Planiconiques de De La Hire, et celle de Le Poivre, ayant pour objet. Tune et l'autre, de décrire, sur le plan de la base d'un cône, les mêmes courbes que donneraient, dans l'espace, les sections du cône par un plan.
7® Celle de Newton , pour transformer les figures eh d'autres du même genre; comprise dans le lemme 22 du premier livré des Prinrcipes; et qui fut généralisée par Waring ^
8^ Celle dont nous avons fait usage pour appliquer à l'ellipsoïde les propriétés descriptives et de volumes de la sphère , qui consiste à faire croître dans des rapports constans les coordonnées des points de la figure proposée. (Correspondance sur F école polytechnique^ tom. III, pag. 326.) '
9^ Enfin , la belle théorie des figures homohgiques ou perspectiverelief de M. Poncelet, qui rentre dans celle de De La Hire et Le Poivre par le cas des figures planes, mais qui n'avait point encore été conçue pour les figures à trois dimensions ^.
' iP et y étant les coordonnées d'an point d'une coorbe donnée, et sp\ y' celles du point correspondant de sa transformée , Waring prend les relations :
P^ -f- gy^ -I- r Par' -+■ ()i/ -f- R
'^~A;r' -i-By' + C' ^ "^ k(^ ^ By' -i- c'
il présente ce mode de transformation comme une généralisation de celui de Newton, où Ton a
( Principes math., livre 1 «', lemme 22 ) ; et il se borne à faire voir que la nouvelle courbe sera du même degré que la proposée. ( Miscellanea analyiica , pag. 82 ; ProprieMes ctêrvarum algebraiearum, pag. 240. )
Nous démontrerons que les courbes ainsi construites peuvent être , aussi bien que nielles de Newton , produites par la perspective ; de sorte que la généralisation de Waring ne porte que sur la position de la nouvelle courbe par rapport à la proposée , et non sur sa forme , ni sun ses propriétés individuelles.
^ Euler avait indiqué ce mode de transformatioo pour les courbes planes; mais sans en faire d'applications : il dit que les courbes ainsi construites l'une par l'autre, ont de l'affinité; il les appelle Lineœ affines. {Introductio in analysin infinitorum; livre 2, art. 4420
3 M. Le François a fait usage, dans ces derniers temps, de la théorie des figures homologiquesy comme moyen de déformation de quelques courbes du troisième degré , par lieu-
Nous réunissons sous un même titre ces diverse» méthodes^ parce que nous ferons voir que toutes^ et la perspective proprement. dite elle-même , dérivent d'un seul principe fondamental , dont elles ne sont que des applications particulières.
Troisièftiement j la théorie des polaires, rjéoiproques,. que^ les élèves de Monge puisèrent dans les précieuses leçons de cet illustre professeur; dont il fut fait d'abord quelques usages particuliers pour transformer des figures en d'autres où des droites correspondaient à des points et des points à des droites {voir la Note XXVI) ; et sur laquelle le célèbre auteur du Traité des propriétés projectives des figures a appelé toute l'attention des géomètres^ en. la faisant servir^ le premier^ à la transformation des relations de grandeur métrique .et angulaire^
Quatrièmement y la doctrine des projections stéréographiques, qui^ considérée d'abord dans la sphère seulement^ servait à la construction de certaines cartes géographiques; et qui^ accrue d'un nouveau théorème, et étendue d'une manière très-générale aux surfaces du deuxième degré 9 offre aujourd'hui un moyen de recherche aussi simple qu'expéditif \ I^es mémoires de l'Académie de Bruxelles^ particulièrement^
lièrement des focales de MM. Quetelet et Yan Rees. {Disgertatio inauguralù tnathetnaticn Je quibusdam curvis geometricis; in-4". Gand, 1830.) La méthode de ce géomètre diffère de celle de M. Poncelet, en ce qa'il se sert, pour construire ses courbes homologiques , d'une de leurs relations métriques. Mais cette relation- n'est pas la plus générale que comporte cette théorie; elle est un rapport harmonique; tandis qu'on peut prendre un rapport anharmonique qui donne plus de généralité à la construction des figures. Nous reviendrona sur cet objet dans notre Mémoire sur la Déformation homographique,
La considération des relations métriques des figures étant la partie principale de ce Mémoire, on nous permettra de rappeler ici qu'il a été adressé à l'Académie de Bruxelles en janvier 1830 ; et qu'ainsi il a précédé la publication do la thèse de M. Le François, que ce géomètre nous a fait l'honneur de nous adresser quelque temps après.
1 La théorie des projections stéréographiques de la sphère , telle qu'on l'emploie aujourd'hui dans la Géométrie spéculative , se compose des deux principes suivans :
1^ La projection de tout cercle tracé sur la sphère est un cercle;
S» Le centre de ce cercle est la projection du sommet du cône circonscrit à la sphère suivant le cercle mis en projection.
Ce second théorème, aussi essentiel que le premier, n'est connu que depuis quelques années; nous l'avons énoncé pour la première fois , et démontré analytiquement , dans les Êlémens de Géométrie à trois dimensions de M. Hachette (année 1817). Depuis nous avons appliqué,
contiennent les applications les plus heureuses de cette élégante doctrine^ par MM. Quetelet et Dandelin.
S 24. Telles nous paraissent être les quatre grandes divisions auxquelles on pourrait rattacher ^ sous le point de vue philosophique des méthodes, dans l'état actuel de la Géométrie^ la plupart de ses nombreuses découvertes récentes. Dans une cinquième ^ on comprendrait quelques théories particulières et spéciales^ que leurs auteurs ont fait reposer sur les seuls principes de la Géométrie pure. Telles sont entre autres^ la théorie des tangentes conjuguées y due à M. Dupiu^ qui en a fait les plus utiles applications spéculatives et pratiques ; et la nou* velle Théorie des caustiques^ par laquelle M. Quetelet a réduit à quelques principes de Géométrie élémentaire cette partie importante et difficile de l'optique^ à laquelle ne pouvaient suffire toutes les ressources de l'analyse.
Ces théories 9 qui semblent au premier abord étrangères aux méthodes dont nous venons de parler, pourraient pourtant s'y rattacher sous certains rapports, et en recevoir d'utiles secours. Les singuliers rapprochemens que M. Quetelet a faits entre sa théorie des caustiques et celle des projections stéréographiques, en sont une première preuve; nous aurons occasion ailleurs d'en donner d'autres \
par de simples considérations de Géométrie, à toute surface du second deg;ré , la théorie des projections stéréographiques , et Tavons généralisée sous deux rapports : \^ en considérant des surfaces du second degré inscrites dans la proposée, au lieu de sections planes de celle-ci ; 2<» en prenant pour plan de projection un plan quelconque. ( Voir Annales de maihématiqueê , tom. XVm, pag. 305 , et toni. XIX , pag. 157. }
1 Par exemple, M. Ch. Dupin , dans sa belle Théorie géométrique de la courbure des surfaces^ . n'a pas dégagé entièrement de considérations analytiques la démonstration de cette proposition : tt Quand deux surfaces du second degré ont leurs sections principales décrites des mêmes T» foyers , elles se coupent partout a angle droit. » Les méthodes récentes conduisent de di- Tcrses manières à une démonstration purement géométrique de ce théorème.
Disons même, pour offrir un exemple de la portée de ces méthodes , que Ton parvient , sans plus de difficulté , à cette proposition beaucoup plus générale : Çuaftd deux surfaces du second degré ont leurs sections principales décrites des mêmes foyers, de quelque point de l'espace qu'on les considère, leurs contours apparens paraissent se couper à angle droit.
Nous ajouterons que les beaux résultats contenus dans un mémoire sur les axes conjugués et les momens d^inertie des corps (16« cahier du Journal de l'école polytechnique), oiV M. Binet a
§ 25. En même temps qu'une étude approfondie de l'état actuel de
PerfectioDoemeni des mëthodes récentes.
la Géométrie pure tend à justifier la division systématique que nous ayons établie^ elle fait yoir^ par le manque de généralité et de caractère précis d'une foule de théorèmes qui se rattachent aux méthodes que nous venons d'indiquer^ que ces méthodes elles-mêmes n'ont point encore l'étendue , la fécondité et le degré de puissance désirables.
Ainsi ^ par exemple^ les méthodes comprises dans nos deuxième et troisième divisions, d'un usage facile et général pour la découverte et la démonstration des propriétés descriptives des figures, n'ont encore été appliquées que d'une manière restreinte aux relations de grandeur {lignes, surfaces ou volumes). N'est-il pas présumable qu'il leur manque quelque principe qui les rende applicables à des relations beaucoup plus générées ^ et peut-être à toutes sortes de relations?
On 'conçoit donc que ces méthodes ne reposent point encore sur d'assez larges bases. Et en effet, nous croyons pouvoir dire que chacune d'elles est susceptible d'une très-grande extension.
§ 26. La première , celle des transversales , peut être accrue de Théorie des transverprincipes nouveaux, qui la rendent propre à de nouveaux usages, et suppléent en mille circonstances, et particulièrement dans l'étude des propriétés générales des courbes géométriques, à l'analyse de Descartes : dans son état actuel même, elle peut servir à diverses questions, qui ne lui ont point encore été soumises; par exemple au problème général des tangentes et à celui des rayons de courbure de toutes les courbes géométriques, dont nous Avons indiqué les solutions dans le Bulletin universel des sciences (juin 1830) \
fait aassi usage de la même proposition que M. Ch. Dupin , et ceux auxquels M. Ampère est aussi paryenu sur le même sujet , dans son mémoire intitulé : Quelques propriétés nouvelles des axes permanens de rotalion des corps ; nous ajouterons , dis-je , que ces belles découvertes , regardées comme étant du domaine de la mécanique, et que lejurs auteurs ont obtenues par l'analyse , peuvent aussi dériver de pures considérations géométriques : et peut-être trouverait-on que cette voie rattache davantage ces diverses découvertes a leurs principes premiers , en montre mieux Tenchaincment , et en rend l'exposition plus facile et plus rationnelle.
C'est ainsi que la Géométrie , en reculant ses limites , apportera toujours son flambeau dans quelque partie nouvelle des sciences physico-mathématiques.
1 Cùnstructùm des tangentes, — Pour déterminer la tangente en un point m d'une courbe
Projecti<nis «t^réogr- 8 ^7. La doctrine des projeclions stéréographîques^ outre Fextenphiques. ^.^^ qu'elle a déjà reçue par son application à toutes sortes de surfaces du second degré ^ est susceptible d'une nouvelle généralisation qui consisterait à placer l'œil, non plus en un point de la surface , mais arbitrairement en un lieu quelconque de l'espace y. même à l'infini. De cette manière les sections planes de la surface du second degré ne seront plus, en .projection , des coniques homothétiques. entre elles ^ ou bien des coniques ayant toutes un même axe de symptose; ces courbes auront entre elles une dépendance d'une expression plus générale; elles auront toutes un double contact (réel ou imaginaire) avec une même conique, qui sera la perspective du contour apparent de la surface du second degré (cette conique pouvant elle-même être imaginaire). i
géométrique , d*an degré quelconque , on mène par ce point deux transversales mh. , mkfj sous des directions arbitraires ; on fait les produits des segmens compris sur ces droites entre le point m et les autres points où elles rencontrent la courbe ; soient P , P' ces deux produits ; Par un point fc , pris arbitrairement dans le plan de la courbe y on mène deux transyersales^ parallèles aux deux droites «nA, mÂ'; et on fait les produits des segmens compris sur ces deux transversales entre le point /x et la courbe ; soient n y n' ces deux produits.
On portera sur les deux droites mk. , fnÀ% à partir du point m , deux lignes proportionn n' nelles aux rapports -- , -^ respectivement ; la droite qui joindra le$ extrémités de ces lignes sera parallèle à la tangente au point m.
Ainsi la direction de la tangente est déterminée.
On pourrait construire directement la normale. Pour cela, on porterait sur les deux trans-
P P versales issues du point m, des lignes proportionnelles aux rapports —, -7; par les ex-
tFémités de ces lignes et par le point m , on ferait passer un cercle ; son centre serait sur la normale à la courbe au point m.
Construction des cercles osculateurs. — Pour déterminer le cercle osculateur en un point m d'une courbe géométrique , on mènera , par ce point , la tangente à la courbe , et une transversale quelconque mA ; on prendra les produits des segmens compris sur ces deux droites entre le point m et les autres branches de la courbe ; soient T et P ces deux produits.
Par un point //. , pris arbitrairement dans le plan de la courbe , on mènera deux parallèles à la tangente et a la transversale ; et on fera les produits des segmens compris sur ces deux parallèles entre le point fjt et la courbe ; soient r et t ces deux produits.
P r On portera sur la transversale mk une ligne égale à *- • -; Vextrémité de cette ligne sera sur
le cercle osculateur cherché.
Ce théorème appartient à M^ Poncelet, qui l'a donné dans son Traité des propriétés projectivBS (art. 610)9et en a montré l'usage pour l'étude des propriétés d'un système de coniques ayant toutes un double contact avec une même conique. Si l'on y jointe comme dans la projection stéréogfaphique proprement dite , un second théorème relatif à la projection des sommets des cônes circonscrits à la surface du second degré suivant ses sections planes^ cette théorie nouyelle offrira un champ de recherches intéressantes et inépuisables^ et oh se trouveront résolus une foule de problèmes sur la construction des coniques assujéties à des conditions diverses. {Voir la Note XXYIIL)
S* 28. Les méthodes comprises dans notre dentième- division , qui »i<5thode. de déforma.
^ ^ ' ' * tion de» figures.
paraissent étrangères les unes aux autres^ et sont destinées à des usages pratiques diflR^rens^ peuvent^ étant considérées comme moyen théorique de déformation des figures^ être résumées en un seul et unique
Jl suit de cette constraction qup , si Ton désigne par d, l'angle que la. transversale m A
fait avec la tangente , le rayon de courbure sera égal à R t= • — • m»
a sin. d r 1
Si la courbe est du degré m , r et t contiendront m facteurs linéaires , P en contiendra m — 1, et T en contiendra m — 2.
Quand la courbe sera tracée , ces facteurs seront des lignes comprises sur les transversales ; et quand la courbe sera déterminée par son équation , on connaîtra immédiatement , au moyen de cette équation, les valeurs des quatre produits P, T^ r, r; ce qui résulte, comme on sait, de la tbcorie générale des équations.
Quaad la courbe est tracée , il ûtut qu'elle le smt complètement , c'est-à-dire que toatt5.ses branchesaoîent décrites , pour quelles trap^versales la rencontrent en autant de points que l'indique le degré de la courbe. Par exempfe , si la courbe çst une de celles du quatrième degré , appelées ovales de Descartes , il faut connaître sa^ compagne , qui est une seconde ovale , jouissant des mêmes propriétés que la première , qui n*est point indiquée par la construction géométrique que Descartes et d'autres géomètres ont donnée de ces courbes , mais qui est renfermée dans la même équation. [F'oir la Note XXI.)
Les constructions précédentes peuvent être simplifiées , parce qu'au lieu de quatre transversales, parallèles deux à deux, on peut n'en mener que trois, dont deux issues du point de la courbe, et la troisième tout-à-fait arbitraire. Cette modification des solutions ci-dessus repose sur la belle propriété générale des courbes géométriques donnée par Garnot dans sa Géométrie de position ^ pag. 291.
M. Poncelet a aussi donné une construction des tangentes aux courbes géométriques dans son Mémoire présenté, en septembre 1831 , à l'Académie des Sciences de Paris, sous le titre : Analyse deè transversales appliquée à la recherche des propriétés projectives des lignes et surfaces géométriques. (Foir le tom. YllI du Journal de M. Crelle, pag. âSO.)
principe de dé formation y qui les remplacera toutes; principe qui nous parait oflFrir une doctrine nouvelle d'une grande portée, et d'un usage facile et plus étendu que celui de ces diverses méthodes. Cette doctrine reposera sur un seul théorème de Géométrie, que nous regardons comme la dernière généralisation, et pour ainsi dire comme l'original des principes qui donnaient lieu à ces méthodes. Nous ajouterons que toutes autres méthodes semblables, qu'on pourrait découvrir par la suite, pour convertir les figures en d'autres du même genre, ne seront aussi que des déductions de ce seul et unique théorème.
Polaires récipro^e. et S 29. Quaut à la théorfc dcs pokircs réciproques, qui sert àtransbubiêr*'**"*'"""" former les figures en d'autres figures de genre différent (dans lesquelles les plans et les points correspondent respectivement à des points et à des plans des figures proposées), et à convertir les propriétés
Principe de-duaiitë. dc CCS figurcs OU propriétés des figures nouvelles, ce qui établit une dualité permanente des formes et des propriétés de l'étendue figurée, nous avons déjà annoncé {Annales de mathématiques , tom. XYIII, pag. 270), que cette théorie n'est point une méthode unique pour ces fins, et qu'il en existe plusieurs autres, qui mettent en évidence cette dualité y et qui sont d'un usage aussi facile dans leurs applications.
Ainsi, la dualité reconnue depuis deux siècles ' dans la Géométrie de la sphère, où chaque figure a sa figure supplémentaire dans laquelle des arcs de grands cercles correspondent aux points de la première, et passent par un même point quand ces points de la première figure sont sur un même arc de grand cercle, cette dualité ^ <lîs-j^^ met dans une évidence parfaite la dualité des figures planes, et offre un moyen facile de transformation de ces figures.
Qu'on conçoive en effet, sur une sphère, une première figure quelconque, et la figure supplémentaire (c'est-à-dire, la figure enveloppe des arcs de grands cercles dont les plans sont perpendiculaires
' Noas avons dit que le théorème sor lequel repose cette dualité est dû a SneHios, et que sa découverte avait été préparée par les transformations de triangles sur la sphère, que Viète avait faites pour résoudre quelques cas de la trigonométrie sphérique.
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aux rayons qui aboutissent aux points de la première) ; et qu^on fasse la perspective de ces deux figures sur un plan, l'œil étant placé au centre de la sphère; on aura en perspective deux figures , dont l'une sera la transformée de l'autre, et où la dualité en question sera évidente.
Mais on reconnaît aisément que cette transformation d'une figure plane peut s'effectuer directement sur le plan de la figure, sans l'emploi d'une sphère auxiliaire. En effet, la perpendiculaire abaissée de chaque point de la figure proposée sur la droite qui correspond à ce point dans la seconde figure, passera par un point fixe qui est la projection orthogonale du centre de la sphère sur le plan de la figure; et cette perpendiculaire sera divisée en ce point en deux segmens dont le produit sera constant, comme étant égal au carré de la distance du centre de la sphère au plan de la figure. Il sufiira donc, pour former une transformée d'une figure proposée, de mener, par un point fixe de son plan, un rayon à chacun des points de cette figure, de prendre sur le prolongement de ce rayon, au delà du point fixe^ une ligne proportionnelle à sa valeur inverse, et de mener, à l'extrémité de celte ligne, une perpendiculaire au rayon. Toutes ces perpendiculaires correspondront respectivement aux points de la figure proposée , et envelopperont sa transformée.
§ 30. 11 est manifeste que ce procédé de construction des figures transformées s'applique aux figures à trois dimensions ; nous l'énoncerons ainsi :
Étant donnée une figure dans P espace, que d un point ficce , pris arbitrairement y on mène à tous les points de cette figure des rayons , et que sur ces rayons {ou bien sur leurs prolongemens au delà du point fixe) y on porte des lignes qui leur soient respectivement proportionnelles, que par les extrémités de ces lignes on mène des plans perpendiculaires aux rayons; tous ces plans envelopperont une seconde figure qui sera la tr^hsforhée de la proposée, comme on Ventend dans le principe de dualité. C'est-à-dire, qu'aux plans dans la figure proposée, correspondront des points dans la nouvelle figure, et ToM. XL 29
quand ces plans passeront par un même points ces points seront sur un même plan \
Quand les lignes proportionnelles aux valeurs inverses des rayons menés du point fixe aux points de la figure proposée^ sont prises sur les directions de ces rayons^ les plans menés par les extrémités de ces lignes^ perpendiculairement aux rayons^ peuvent être considérés comme les plans polaires des points de la figure proposée^ par rapport à une certaine sphère décrite du point fixe comme centre.
Notre mode de transformation comprend donc celui de la théorie des polaires réciproques considérées dans la sphère; et il est plus général que celui-ci^ en ce que dans la théorie des polaires les plans correspondans aux points d'une figure proposée sont toujours menés entre ces points et le centre de la sphère^ tandis que dans notre mode de transformatioil^ ces plans peuvent être menés au delà du point fixe qui représente ce centre *.
Cette connexion intime entre la théorie des polaires réciproques^ d^invention toute récente^ et la dualité des figures tracées sur la sphère^ connue et usitée depuis près de deux siècles^ nous a paru mériter d'être remarquée ici.
§ 31. Passons à d'autres modes de transformation.
Il en est deux qui reposent^ comme le précédent^ sur des théories connues. Le premier est oEett par le porisme d'Euclide que nous avons cité en parlant des collections mathématiques de Pappus (I^^ Époque , S 31; en note); car^ dans ce porisme^ pour chaque point d'une figure plane on construit une droite^ et on reconnaît aisément que quand les points de la première figure sont en ligne droite^ les droites correspondantes dans la seconde figure passent par un même point.
1 La démonstration de ce théorème est extrêmement facile. Noos la donnerons dans la note XXIX.
2 La pins grande généralité que noUs venons de signaler n*a lieu qae sons le rapport géométrique , et non quand on emplofe la Toie analytique; parce que dans ce dernier cas on peut supposer imaginaire le rayon de la sphère par rapport à laquelle on prend les polaires; et alors les plans polaires des points de la figure proposée sont menés au delà du point qui représente le centre de la sphère.
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Le second résulte de la théorie des courbes et surfaces réciproques dont Monge a donné Texpression analytique. (Voir la Note XXX.)
§ 32. On peut imaginer d'autres modes de transformation.
Par exemple^ soient dans l'espace un angle trièdre^ et lin triangle situé dans un plan mené par le sommet de l'angle trièdre ; que par chaque point d'une figure donnée dans l'espace on mène trois plans passant pas les trois côtés du triangle; ils rencontreront respectivement les trois arêtes de Fangle trièdre en trois points qui détermineront un plan; tous les plans ainsi déterminés envelopperont une seconde figure^ qui aura avec la proposée les rapports et les dépendances cpii constituent la dualité en question.
Une figure étant donnée dans l'espace ^ qu'on lui imprime un mouvement infiniment petit quelconque^ et qu'on mène par ses différens points des plans normaux à leurs trajectoires; tous ces plans envelopperont une seconde figure^ qui sera une transfonnation de la proposée^ de même nature que la précédente.
Que l'on suppose qu'une figure donnée dans l'espace soit sollicitée par plusieurs forces^ et que par chaque point de la figure on mène le plan principal de ces forces relatif à ce point; tous ces plans envelopperont une seconde figure qui sera encore une transformation de la proposée^ de même nature que les précédentes.
§ 33. De ces trois modes de transformation dans l'espace^ le premier , celui qui fait usage de l'angle trièdre^ a son analogue sur le plan; c'est le porisme d'Euclide. Les deux autres n'ont point leurs analogues sur le plan : mais ils n'en sont pas moins propres à la transformation des figures planes. En effets qu'une figure plane soit donnée à transformer; on imprimera à son plan un mouvement infiniment petit dans l'espace; les plans normaux aux trajectoires des différens points de la figure envelopperont une surface conique (qui aura son sommet en un point du plan de la figure) ^ ^ et un plan transversal mené arbitraire-
1 Noas donnerons la démonstration de ce thëorëme dans an écrit sur les propriétés géométriqaes du moayement d'un corps solide libre dans l'espace.
ment dans l'espace coupera cette surface conique suivant une figure qui sera une transformée de la proposée.
On pourra faire servir ainsi ^ à la transformation des figures planes^ chacun des procédés qu'on emploiera pour la transformation des figures dans l'espace^ et qui n'aurait pas son analogue sur le plan.
§ 34. Nous pourrions citer d'autres modes particuliers de transformation^ qui feraient comme les précédens^ soit dans Tespace, soit sur le plan^ le même office que la théorie des polaires réciproques.
princpedetraairoma. Mais toutcs CCS méthodcs pcuvcut étrc remplacées, comme celle de déformation y dont nous avons parlé ci-dessus^ par un seul et unique principe^ plus général et plus étendu que chacune d'elles. Ce principe^ qui constitue une doctrine complète de transformation des figures^ prend sa source dans un seul théorème de Géométrie^ qui nous parait être la raison première de cette propriété inhérente aux formes de l'étendue^ la dualité^ sur laquelle de savans géomètres ont déjà écrite mais sans remonter^ malgré les vues très-philosophiques qu'ils oilt apportées dans cette partie de la Géométrie^ à son principe primordial^ indépendant de toute doctrine particulière.
c.ractir«p.rtieiiuerde S 35. Nous allous tout dc suitc falrc concevoir, par quelques ré-
la théorie des poUi- ^ . i.i ••!.*•*• a1
rei réciproques, ilexions SUT la uaturc de ce prmcipe de transformation, et sur la théorie des polaires réciproques , comment il offire une plus grande généralité que cette théorie.
Les figures considérées dans ce genre de transformation, ont entre elles une concordance, ou réciprocité, qui consiste en ce que à chaque point de la figure proposée correspond un plan dans sa dérivée^ et réciproquement à chaque point de celle-ci correspond un plan dans la figure proposée. Gela résulte d'une seule et unique condition dans la construction de la seconde figure savoir , que : tous les plans qui y dans cette figure ^ correspondent à des points de la proposée ^ situés sur un même plan y doivent passer nécessairement par un mémo point. Yoilà comment un point de la seconde figure répond à un plan de la première.
Cette condition, qui constitue à elle seule la doctrine de transfor-
mation dont nous parlons , parce qu'elle la distingue d'une infinité d'autres modes de transformation^ dans lesquels des plans correspondent à des points^ ou bien des points à des plans ^ mais où ces deux circonstances n'ont pas lieu en même temps; cette condition^ d^s-je^ se trouTC remplie dans la théorie des polaires^ où l'on sait que tous les plans polaires des points d'un même plan passent par un même points (ou en d'autres termes^ quand des cônes circonscrits à une surface du second degré ont leurs sommets sur un même plan^ les plans de leurs courbes de contact avec la surface passent par un même point). Yoilà pourquoi la théorie des polaires offre un moyen de transformation des figures^ et met en évidence la dualité de l'étendue.
Mais cette théorie offre une circonstance particulière; c'est que le point par où passent les plans polaires des points de la première figure qui sont situés sur un même plan^ a lui-même pour plan polaire ce plan. De sorte que la première figure se construirait au moyen de la seconde^ absolument de la même manière que cette seconde a été construite au moyen de la première. Ainsi ^ il y a réciprocité parfaite^ on plutôt identité parfaite de construction entre le3 deux figures.
La théorie des polaires ayant été jusqu'à ce jour le seul moyen employé pour la transformation des figures^ on pourrait croire qu'elles doivent leur concordance^ ou réciprocité de formes , dont nous parlions tout à l'heure^ à l'identité de construction qui a lieu dans cette théorie des polaires. Ce serait une erreur grave. Cette identité de construction est une propriété accidentelle ^ particulière aux figures que produit la théorie des polaires^ et qui se présente aussi dans d'autres modes de transformation ; mais ce n'est point elle qui donne lieu à la dualité de l'étendue; et en effet, elle n'existe point dans divers autres modes de transformation 9 et notamment dans celui qui^ comme nous le ferons voir 9 comprend tous les autres comme corollaires, ou cas particuliers. Aussi nous ne ferons aucun usage de cette identité de construction, et nous l'écarterons de l'exposition de notre doctrine de transformation, comme y étant étrangère, et ne s'y rencontrant que par circonstance particulière et accidentelle.
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Caractère p.rucaiier de S 36. Daiis Ic Hiode de transformatioii par voie de mouvement infides"dr\Mnifo™tI niment petite il y a identité de construction^ comme dans la théorie des polaires : c'est-à-dire, que les plans normaux aux trajectoires des points d'une première figure enveloppent une seconde figure , qui est telle, que si elle eût été construite, et qu'elle eût éprouvé le même mouvement que la première, les plans normaux à ses trajectoires envelopperaient la première figure.
Une pareille réciprocité a lieu aussi dans les figures faites par l'emploi d'un système de forces.
Mais il n'en est plus de même dans les transformations faites par la considération de l'angle trièdre. Si un point parcourt une figure donnée, le plan déterminé comme nous avons dit, au moyen de Fangle trièdre, enveloppera une seconde Jfigure qui sera la dérivée ou transformée de la première. Mais si le point parcourt cette seconde figure, le plan mobile n'enveloppera point , comme dans la théorie des polaires et dans la transformation par voie de mouvement infiniment petit, la première figure ; il en enveloppera une troisième toute différente. Dans le cas particulier seulement où les trois sommets du triangle seraient situés dans les plans des faces de l'angle trièdre, il j aurait identité, c'est-à-dire, que la troisième figure ne serait autre que la première.
Dans le mode de transformation des figures planes fourni par le porisme d'Euclide, il ne peut jamais y avoir identité de construction. A.insi, quand le point mobile parcourt une figure proposée, sa droite correspondante, ou dérivée, enveloppe une seconde figure; mais si le point mobile parcourt cette seconde figure, sa droite dérivée en en-, veloppera une troisième qui sera différente de la première.
Mais on peut toujours substituer au mode de construction employé pour former la seconde figure au moyen de la première , un autre mode, qui servira à construire cette première au moyen de la seconde. Dans des cas particuliers, tels que ceux que présentent la théorie des polaires, le mouvement infiniment petit de la figure proposée, etc., ces deux moyens de construction, qui généralement sont différens, se trouvent être les mêmes. Nous donnerons les relations générales qui
ont lieu entre ces deux modes de construction^ de manière à conclure toujours l'un de l'autre.
S 37. Nous sommes entré dans des considérations^ peut-être tropLathéonedespoidres développées^ pour bien pénétrer le lecteur de cette idée, que la dualité "^l^^^^^""" '• de l'étendue ne provient nullement des circonstances de construction qui avaient semblé^ dans la théorie des polaires réciproques, faire le caractère distinctif des modes de transformation propres à mettre cette dualité en évidence.
Il résulte aussi de ces considérations^ que la théorie des polaires réciproques n'est pas le mode de transformation le plus général. Mais si c'eut été la seule vérité que nous eussions voulu mettre en évidence^ il nous aurait suffi de dire que, dans le mode général, qui comprend tous les autres, on peut, pour construire la figure corrélative d'une figure proposée, prendre arbitrairement dans l'espace cinq plans comme correspondant à cinq points désignés de la première figure; tandis que dans la théorie des polaires réciproques, deux figures corrélatives ont entre elles des dépendances beaucoup plus restreintes. Car si l'on y considère deux tétraèdres dont les .sommets de l'un correspondent aux plans du second^ les quatre droites qui joindront les sommets du premier respectivement aux sommets du second, opposés aux plans qui correspondent aux quatre sommets du premier, ces quatre droites, dis-je^ seront toujours quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde à une nappe \
Les.a^utres modes de transformation offrent pareillement quelques dépendances particulières de situation entre les figures et leurs transformées^ mais qui sont difiérientes de celle que nous venons d'énoncer pour les figures polaires réciproques.
' Cela provient de ce que les droites qui joignent les quatre sommets d'un tétraèdre aux pôles de$ faces opposées , pris par rapport à une surface du second degré quelconque , sont quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde à une nappe.
Ce théorème , que nous avons démontré dans les Annales de mathématiques y tom. XIX , pag. 76, est susceptible d'un grand nombre de corollaires. On en conclut, par exemple, que hê quatre perpendiculaires abaissées des sommets d'un tétraèdre sur les faces opposées , sont quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde.
Âinsi^ dans la transformation par Yoie de mouyement infiniment petite on trouve que deux droites quelconques, et leurs dérivées, sont toujours quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde.
Transformation des re- S 38. Nous u'avous parlé jusqu'à préscut que des relations de desingïïîirT..'"'*"^ *"' cription et de situation entre les figures et leurs transformées; mais il y a à considérer aussi leurs dépendances de grandeur métrique et angulaire. Ce seront ces dépendances qui serviront à traduire les théorèmes où entreront des relations de grandeur.
Ces dépendances générales de grandeur entre une figure et sa transformée reposent sur un principe très-simple qui n'a point été mis en usage dans la théorie des polaires; aussi, cette théorie, qu'on a appliquée d'une manière fort générale à la transformation des relations de description , ne Ta été que d'une manière restreinte aux relations de grandeur : d'abord parce qu'on ne lui a point soumis toutes les relations auxquelles elle était propre, et ensuite parce que, faute du principe dont nous parlons, il a fallu prendre deux cas particuliers de cette théorie pour opérer la transformation d'une relation de grandeur. On a pris pour surface auxiliaire, ou une sphère, ainsi que l'a fait, le premier, M. Poncelet dans son Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques *, et ensuite M. Bobillier * ; ou un paraboloïde, comme nous l'avons proposé dans nos deux mémoires sur la Transeformation parabolique des relations métriques '.
Les dépendances de grandeur, entre une figure et sa dérivée, ne sont pas les mêmes dans ces deux modes de transformation. Elles consistent, dans le premier cas, en ce que l'angle de deux plans d'une figure est précisément égal à l'angle des rayons de la sphère auxiliaire qui aboutissent aux deux points correspondans à ces plans dans la seconde figure; et dans le second cas, en ce que le segment intercepté sur l'axe
' Journal de M. Grelle, tom. IV. Ce mémoire a été présenté à ricadémie des sciences de Paris, le 12 avril 1824,
2 Annales de mathématiques, tora. XVIII, ann. 1827-1828.
3 Correspondance mathématique de M. Qaetelet, toro. V et VI.
du paraboloïde auxiliaire par deux plans d'une figure y est égal à la projection orthogonale 9 faite sur cet axe^ de la droite qui joint les deux points de l'autre figure qui correspondent à ces deux plans.
Ces deux modes de transformation ont été appliqués l'un et l'autre^ et avec la même facilité, à toutes les relations qui se présentent dans la théorie des transversales. Le premier Fa été de plus à quelques relations particulières d'angles ^ par exemple aux théorèmes de Newton et de Maclaurin sur la description organique des coniques ^; et le second à plusieurs relations de distances rectilignes y particulièrement aux théorèmes de Newton sur les courbes géométriques^ ce qui nous a conduit à un genre tout nouveau de propriétés de ces courbes ^.
S 39. Outre cette différence entre les dépendances générales de grandeur^ ces deux modes de transformation différent encore l'un de l'autre par les relations descriptives^ qui leur donnent à chacun quelque chose de particulier et de restreint.
Par exemple^ quand on emploie une sphère pour surface auxiliaire^ s'il se trouve une autre sphère dans la figure qu'on veut transformer, il lui correspondra dans la nouvelle figure une surface du second degré de révolution; on n'aura donc point les propriétés générales d'une surface du second degré quelconque.
Pareillement, quand on prend pour surface auxiliaire un paraboloïde^ si l'on a à transformer les propriétés d'une figure où entre un ellipsoïde , il lui correspondra toujours dans la seconde figure un hyperboloïde, et jamais un ellipsoïde. Mais ce n'est pas ce manque de généralité qui o&e le plus d'inconvéniens. C'est que toutes les droites qu'on peut considérer dans la figure proposée comme étant situées à l'infini^ auront leurs dérivées, dans la seconde figure, toutes parallèles à l'axe du paraboloïdç , et par conséquent -concourantes en un point
1 Mémoire de M. Poncelet , sar les polaires réciproques.
3 Noas citerons , par exemple, le théorème suivant, qui appartient à ce nouveau genre de propriétés des courbes : Si l'on mène à une courbe géométrique toutes êes tangentes parallèles à une droite quelconque y le centre des moyennes distances de leurs points de contact sera un point unique y quelle que soit la direction commune des tangentes. Nous avons appelé ce point le centre de la courbe. La même propriété a lieu dans les surfaces géométriques.
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situé à l'infini. On aura donc une propriété de différentes droites parallèles entre elles ; tandis que si l'on avait pris une autre surface auxiliaire^ on aurait eu la propriété correspondante pour des droites concourantes en un même point.
Il est vrai que l'on peut, par une autre voie (et c'est l'objet des méthodes comprises dans notre seconde division)^ appliquer les propriétés de la sphère aux autres surfaces du second degré, et les propriétés d'un système de droites parallèles entre elles à des droites concourantes en un même point; mais il y aurait à faire deux opérations graphiques ou intellectuelles au lieu d'une.
S 40. Au surplus, sauf quelques cas particuliers, où les relations de description ou de grandeur d'une figure sont trop restreintes pour qu'on emploie le principe de transformation général et absolu, que nous exposerons dans cet écrit, ce principe offrira presque toujours, notamment en ce qui concerne les relations métriques, outre l'avantage d'une plus grande généralité dans les résultats, celui d'une application plus facile et plus spontanée que celle d'aucune méthode particulière.
Sous ce rapport, ce principe de transformation et le principe de déformation qui remplacera les diverses méthodes comprises dans notre seconde division, appliqués dans leur plus grande généralité, et de la manière la plus abstraite, nous paraîtront justifier ce précepte de l'illustre auteur de la Mécanique céleste : a Préférez les méthodes )) générales, attachez-vous à les présenter de la manière la plus simple, )> et vous verrez en même temps qu'elles sont presque toujours les )) plus faciles ^ ; )> auquel M. Lacroix a ajouté, avec l'autorité que lui donnent dans les sciences sa grande expérience et son profond savoir, que (( les méthodes générales sont aussi les plus propres à faire con- • » naitre la vraie métaphysique de la science *. » Théorie, ^arucuiières S ^^^ La Géométric s'cst accruc, depuis une trentaine d'années, de propositions, et même de théories nouvelles, si nombreuses et si va-
' Séances des écoles normales; in-8<*, 1800; tom. IV, pag. 49. 2 Essais sur renseignement; 3« édition, in-8», 1828.
rîées^ que nous avons dû^ dans notre aperçu de ses progrès pendant cet ittterTalle, nous borner à y distinguer les méthodes principales^ à en montrer l'origine^ la nature et les usages en Géométrie rationnelle.
Une analyse plus étendue de tant de travaux^ sur lesquels reposent dans ce moment les progrès virtuels et l'avenir de la Géométrie, serait incontestablement d'une grande utilité, mais exigerait un volume, et dépasserait de beaucoup les limites que nous devons observer ici.
Cependant, nous ne pouvons nous dispenser de signaler, parmi tant d'autres, deux doctrines, qui, sous des rapports différens, nous paraissent d'une importance majeure pour le perfectionnement de la Géométrie spéculative , et pour ses applications aux questions des phénomènes physiques. Nous voulons parler de la théorie des surfaces du second degré, et de la Géométrie de la sphère, c'est-à-dire, de la doctrine des figures tracées sur la sphère.
Cette dernière est si ancienne , et les surfaces du second degré paraissent un sujet si rebattu, depuis surtout quelques années^ que l'on ne pense pas, peut-être, qu'il reste grand'chose à faire sur ces deux objets, et qu'ils méritent l'importance que nous voulons leur donner. Nous devons donc nous empresser de justifier notre opinion, pour prévenir le sentiment d'incrédulité que nous craignons qu'elle ne rencontre chez plusieurs des géomètres qui nous feront l'honneur de nous lire.
§ 42. La Géométrie de la sphère a une haute antiquité; elle a pris Géométrie de hsphén naissance le jour oii l'astronome philosophe a voulu découvrir la chaîne qui lie les phénomènes du monde planétaire. Ainsi , nous avons vu qu'Hipparque, Théodose, Ménélaus, Ptolémée, ont été très -avant dans la trigonométrie sphérique. Mais toute cette théorie se réduisait au calcul des triangles; et si, depuis, elle s'est étendue, et a atteint entre les mains de nos plus célèbres géomètres, un haut degré de perfection, c'a été en conservant toujours à peu près le même cadre, parce qu'elle avait toujours la même destination, le calcul des triangles pour le service de l'astronome et du navigateur, et pour les grandes opérations géodésiques qui ont fait connaître la véritable forme du globe terrestre. Mais cette doctrine, qui répond à peu près à celle des
lignes droites et des triangles dans la Géométrie plane ^ ne constitue point à elle seule la Géométrie de la sphère. Combien d'autres figures^ à commencer par la plus simple^ le cercle, ne peut-on pas considérer sur cette surface courbe, à l'instar des figures décrites sur le plan?
Il n'y a pourtant guère qu'une quarantaine d'années que cette extension si naturelle a été introduite dans la Géométrie de la sphère. C'est aux géomètres du nord qu'elle est due. Car si nous en exceptons la théorie des épicycloïdes sphériques, et quelques questions isolées, telles que celle des courbes que Guido Grandi a appelées délies, nous ne voyons guère cpie l'on ait cherché à résoudre sur la sphère les questions analogues à celles de la Géométrie plane, ayant Lexell, qui, dans les Actes de Pétersbourg (tom. V et VI), a recherché les propriétés des cercles décrits sur la sphère, analogues à celles des cercles décrits sur le plan. C'est à ce géomètre qu'on doit l'élégant théorème sur la courbe qui est le lieu des sommets des triangles sphéricpies de même aire et de même base.
Peu après, son compatriote Fuss, dans deux mémoires qui font partie des Nova acta (tom. II et III), résolut quelques problèmes de la Géométrie de la sphère, et s'occupa particulièrement des propriétés d'une certaine ellipse sphérique. C'est la courbe qui est le lieu des sommets des triangles de même base et dont la somme des deux autres côtés est constante. Fuss trouva que cette courbe est l'intersection de la sphère par un cône du second degré, qui a son sommet au centre de la sphère : en d'autres termes, c'est la ligne de courbure des cônes du second degré *.
Ces premiers travaux de Lexell et de Fuss ne tardèrent point à être continués dans les recueils de la même Académie^, par Schubert, que nous avons déjà cité comme ayant assis toute la trigonométrie sphé-
' Cette courbe se décrit sur la sphère , comme l'ellipse sur le plan, aa moyen d'un fil dont les extrémités sont fixées à deux foyers , et qai est tendu par un stylet mobile. Les formules analytiques dont Fuss fait usage le conduisent à ce résultat remarquable , savoir, que si la longueur du fil est égale à la demi-circonférence de la sphère, la courbe décrite est toujours un grand cercle , quelle que soit la distance des deux foyers.
2 Nova acta, tom. XII, ann. 1704, pag. 196.
rique sur le seul théorème de Ptolémée. Ce géomètre résolut plusieurs questions sur les lieux géométriques des sommets de triangles qui ont même base, comme dans les problèmes de Lexell et de Fuss, mais dont les deux autres cotés ont entre eux diverses autres relations nouvelles.
Ce genre de recherches^ qui promettait une moisson abondante de vérités nouvelles et curieuses^ est pourtant resté à peu près inaperçu, à tel point que l'élégant théorème de Lexell, bien qu'il ait été reproduit par M. Legendre dans les nombreuses éditions de sa Géométrie, n'avait point fait soupçonner l'existence du théorème analogue, et non moins curieux^ que donne la théorie des figures supplémentaires. Ce n'est que dans ces derniers temps que M. Sorlin y est parvenu directement^ dans un mémoire sur la trigonométrie sphérique, où la dualité, c'est-à-dire ^ les doubles propriétés des figures tracées sur la sphère sont présentées dans une concordance complète \ Ce n'est aussi qu'il y a peu d'années, que F ellipse sphérique de Fuss a été remise sur la scène par M. Magnus de Berlin, qui, après avoir découvert et démontré directement, par l'analyse, la propriété correspondante dans le cône, en conclut celle de cette ellipse. Mais ce géomètre en découvrit une seconde, non moins belle, et analogue aussi avec l'une des principales propriétés de l'ellipse plane; c'est que les deux arcs de grands cercles menés des deux foyers, à un point de la courbe, font des angles égaux avec l'arc tangent en ce point ^.
S 43. Quelques autres géomètres avaient déjà, quelques années auparavant, résolu différentes questions de la Géométrie de la sphère, et cherché leurs analogies avec celles de la Géométrie plane. Ainsi M. Lhuillier, de Genève, a trouvé dans les triangles sphériques rectangles, les théorèmes analogues aux principales propriétés des triangles rectilignes rectangles^ telles que le carré de l'hypothénuse*; et déterminé le centre des moyennes distances d'un triangle sphérique ^. M. Ger-
> Annales de Mathématiques, tom. XV, ann. 1824-1825.
i IIM., lom. XVI.
< Ihid.\ tom. I«'^,ann. 1810-1811.
^ Ibid., tom. H, ann. 1811-1812.
gonne a proposé dans les Annales de Mathématiques, plusieurs questions de Géométrie sphérique^ qui avaient aussi leurs analogues sur le plan; nous citerons entre autres^ cette belle propriété du quadrilatère sphérique^ qui lui est commune avec le quadrilatère rectiligne, savoir que quand la somme de deuw côtés opposés est égale à la somme des deux autres côtés, le quadrilatère est circonscriplible au cercle \ Depuis^ M. Guéneau d'Àuraont^ professeur' à la faculté des sciences de Dijon ^ a découvert dans les quadrilatères sphériques inscrits au cercle^ cette propriété caractéristique^ qui correspond dans la théorie des figures supplémentaires au théorème de M, Gergonne , savoir que la somme de deux angles opposés du quadrilatère est égale à la somme des deux autres angles ^ ; propriété qui sera nécessairement l'une des principales dans les éléraens de la Géométrie de la sphère, comme exprimant une relation simple et féconde entre quatre points appartenant à un petit cercle. M. Quetelet a considéré sur la sphère des polygones formés par des arcs de grands ou de petits cercles indifféremment^ et a donné pour le calcul de leurs surfaces^ une formule simple et élégante ' : question qui avait déjà à plusieurs reprises occupé les géomètres; d'abord le V. Courcier *, dont nous avons parlé comme ayant écrit sur certaines courbes à double courbure; puis D'Alembert ^ et Bossut ^, qui y avaient appliqué les ressources de l'analyse^ et pour qui cette question avait été une preuve que la Géométrie pure offre souvent une voie plus facile et plus expéditive que le calcul le plus ingénieux et le plus subtil.
S 44. Nous n'apercevons^ jusqu^ici^ que quelques propositions détachées, fort belles, et bien capables d'inspirer le goût de la Géométrie de la sphère, mais qui n'annoncent point encore une étude
' Énoncée à la pag. 384 du tora. V, et démontrée par M. Durande , à la pag. 49 du tom. VI.
2 Annales de Mathématiques, tom. XII , ann. 1821-182:2.
3 Nouveaux Mémoires de V Académie de Bruxelles y tom. Il , ann. 1822.
^ Supplementum sphœrometriw y sive triangularium et aliarum in sphœra figurarum quoad areas mensuratio. 1676.
^ Mémoires de la hociété royalede Turin, tom. IV, pag. 127; ann. 1766-1769. ^ Traité de calculs x-Ufférentiel et intégral, tom. 11 , pag. 1522.
méthodique et suivie de cette partie de la science de l'étendue. Ce n'est que dans ces derniers temps qu'on a entrepris de fonder les théories de la sphère à l'instar de celles de la Géométrie du plan. M. Steiner^ je crois ^ est entré le premier dans cette voie, par la publication de son mémoire intitulé : Transformation et division des figures sphériques au moyen de constructions graphiques ^; qui repose sur l'élégant théorème de M. Guéneau d'Aumont^ que nous venons de citer. M. Steiner y démontre la proposition qui correspond^ par la théorie des figures supplémentaires^ au théorème de Fuss sur l'ellipse sphérique ^; et reconnaît dans ces courbes deux arcs de grands cercles qui y jouent le rôle des asymptotes dans l'hyperbole plane. (Ce sont les deux arcs que nous avons nommés arcs cycliques dans notre mémoire sur les coniques sphériques, et auxquels nous étions parvenu de notre côté par la considération des plans des sections circulaires d'un cône du second degré).
Nous ne pouvons entrer dans d'autres détails au sujet du travail de M. Steiner, écrit en allemand, et que nous ne connaissons que par l'analyse qui s'en, trouve dans le Bulletin universel des sciences, tom. YIII, pag. 298. C'est ainsi que nous citerons encore M. Gudermann, comme ayant fait aussi une étude spéciale et approfondie de l'analogie des figures sphériques avec les figures planes ^
' Journal de M. Crelle, tora. II.
^ Cette proposition est celle-ci : l'enveloppe des bases des triangles qui ont même surface et un angle commun ^ est une ellipse sphérique. Nous croyions, quand noas avons aussi démontré cette proposition, d'abord dans notre mémoire sur les surfaces du second degré de révolution, puis dans un écrit spécial sur les coniques sphériques, y être parvenu le premier, ne connaissant point alors l'analyse du mémoire de fil. Steiner, qui se trouve dans le Bulletin des sciences. Sans cela , nous n'aurions point manqué de citer le travail de ce profond géomètre, avec le même empressement que nous avons mis à rappeler, en plus d'une occasion, celui de M. Alagnus, sur même sujet.
' Le Bulletin des scienceé {tom. XV, pag. 78 , février 1831) s'exprime ainsi , dans le compte rendu du tom. VI du Journal de fil. Crelle : « fil. Gudermann expose quelques théorèmes qui » se rattachent à une théorie nommée par lui la sphériquê analytique, théorie dont il a expose » les principes dans un écrit publié récemment à Cologne. Il s'agit de passer par la voie de » l'analogie des propriétés des figures planes , à celles des figures tracées sur la surface d'une » sphère , et rapportées à un système de coordonnées sphériques. »
S 45- Ainsi la Géométrie de la sphère est commencée d'une manière régulière et dogmatique; et les noms des géomètres qui Font entreprise nous garantissent des progrès rapides dans cette partie de la science de l'étendue. On ne contestera point l'utilité théorique de pareilles recherches. Il nous suffit 9 je crois, pour la prouver, de faire remarquer que la Géométrie plane n'est qu'un cas particulier de la Géométrie de la sphère, où l'on suppose le rayon infini; qu'ainsi toutes les vérités principales de la première doivent participer aux propriétés plus générales de la seconde : et il est toujours utile de contempler les véritéi) géométriques dans leur plus grande étendue, dans leur plus grande généralité, dans leur plus grande approximation, pour ainsi dire, des lois suprêmes, dont la recherche doit être l'objet constant des efforts des géomètres. Elles ont, dans cet état de généralité, des rapports et des analogies qu'on ne rencontre point dans leurs corollaires, et qui en montrent l'enchaînement, et servent à s'élever plus haut et à découvrir des principes généraux, dont les traces étaient effacées ou inaperçues dans les propositions plus circonscrites et plus particulières. La Géométrie de la sphère, ne fut-elle donc considérée que comme mode de généralisation des propriétés des figures planes, et indépendamment de son caractère et de sa valeur propres et absolus, mériterait l'attention et l'étude des géomètres. Car, et nous l'avons déjà dit ailleurs % dans l'état où est parvenue la Géométrie, la généralisation est le moyen le plus propre à nous conduire à de nouveaux progrès et à de nouvelles découvertes. Cette manière de procéder dans l'étude de la science doit présider aux travaux du géomètre *. sarfaees du deuvime g 46. H nous rcstc, pour terminer notre aperçu de la marche et des progrès de la Géométrie récente, à parler de l'une de ses théories particulières les plus importantes et les plus cultivées, celle des surfaces du second degré.
» Chap,ni,§20.
^ « Un aperça de la science Yëritablement utile est celai qui ne Toit , qui ne cherche dans les progrès qa*elle fait chaque jour, que les moyens d'arriver à des lois générales , de renfermer les notions acquises dans des généralisations d'un ordre plus élevé. >» ( Uerschel , Discoure sur l'étude de la philosophie naturelle. )
Les Anciens ne nous paraissent avoir connu ^ parmi ces surfaces^ outre le cône et le cylindre, que celles qui sont de révolution, et qu'ils appelaient sphéroïdes et conoïdes^; et jusqu'à Euler on n'avait point conçu dans l'espace d'autre analogie avec les courbes planes si fameuses, nommées sections coniques. Mais ce grand géomètre, transportant aux surfaces courbes la méthode analytique qui lui avait servi à la discussion des courbes planes ^, découvrit dans l'équation générale du second degré entre les trois coordonnées ordinaires, cinq espèces différentes de surfaces^, dont les sphéroïdes et les conoïdes des Anciens n'étaient plus que des formes particulières. Euler borna son travail à cette classification* C'était une introduction suffisante pour dévoiler aux géomètres le vaste champ de recherches que leur présentait cette théorie des surfaces du second degré.
Monge et son collègue, M. Hachette, en comprirent toute l'importance , et découvrirent dans une nouvelle discussion analytique de ces surfaces, plus profonde et plus complète que celle d'Euler, plusieurs de leurs propriétés principales. On y remarque leur double description par un cercle mobile , qui était connue depuis Desargues * dans le cône à base conique, mais qui n'avait été aperçue, depuis, que dans l'ellipsoïde, par d'Alembert * : on y trouve aussi, pour la première fois, la double génération de deux de ces surfaces , Thyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique , par une droite mobile ^. Dans une
' Il faat excepter Hiyperboloîde de rëyolution à une nappe que les Anciens n'ont pas considère.
' Introductio in analysin infinitorumy 2 toI. in-^*", 1748 ; Appendice, cap. V.
' Euler avait indiqué un sixième genre de surfaces du second ordre, c'était le cylindre parabolique; mais depuis on a regardé cette surface, de même que les cylindres à base elliptique et hyperbolique , comme des Tariétés des cinq espèces principales.
^ Nous avons dit en parlant de Desargues, que ce fut ce géomètre qui proposa la question découper un cône à base conique suivant un cercle, qui fut résolue par lui et par Descartes.
^ Opuscules mathématiques y tom. VU , pag. 163.
* Cette découverte, l'une des plus importantes de la tbéorie des surfaces du second degré, dont elle a multiplié les usages dans la Géométrie descriptive et dans ses applications aux arts, est due aux élèves chefs de brigade , qui ont formé le noyau de l'école polytechnique. (Fuir le Journal de Técole , tom. !•' , pag. ô.)
Cette propriété de Thyperboloîde ne fut démontrée d'abord , et pendant long-temps, que par lanalyse. J'en trouvai, étant élève de l'école polytechnique, une démonstration purement
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Note placée à la suite de ce Traité des surfaces du second degrés se trouve démontrée^ pour la première fois^ l'une de leurs plus belles propriétés^ à savoir que les trois surfaces douées d'un centre^ l'ellip-
géométrique , qui a passé dans l'enseignement de l'école , et a été reproduite dans divers ouvrages. {P^oir le Traité de Géométrie descriptive de M. Vallée , pag. 86 ^ et celui de M. Leroy, professeur à l'école polytechnique, pag. 267.)
Cette démonstration repose sur ce théorème : Étant donné un quadrilatère gauche ABCD^ ai une droite mobile s'appuie sur les deux côtés opposés AB , CD y en deux points m , n , tels
que Von ait
mk fiD '
mB ~ ** nC ' a étant une constante , cette droite engendrera un hyperboloîde à une nappe. Car elle s'appuiera dans toutes ses positions sur toute autre droite qui rencontrerait les deux autres côtés opposés du quadrilatère en deux points Pjq, tels que l'on ait
qk pB
qÛ'^^^'pC (Voir Correspondance polytechnique y tom. II , pag. -i-iô.)
La démonstration de ce théorème est très-facile , puisqu'elle n'exige que la connaissance du théorème de Ptolémée , sur le triangle coupé par une transversale. ( Correspondance polytechnique, toih. III, pag. 6). Depuis, la théopie du rapport anharmonique m'en a offert une seconde démonstration , encore plus simple et plus élémentaire , qui ne repose absolument que sur la notion du rapport anharmonique. {F'oir la Note IX.)
Ce théorème s'applique aussi à la génération des sections coniques et exprime une belle propriété générale de ces courbes. ( P^oir la Corresp. mathém. de M. Que^let , t. IV^ p. 363).
En disant que la double génération de Thyperboloïde à une nappe prit naissance dans l'école polytechnique , nous n'entendons parler que de l'hyperboloide à axes inégaux ; et nous devons ajouter que la double génération, par une droite, de Thyperboloïde a une nappe de révolution , était connue , mais peut-être oubliée , car sa découverte date de loin , et a été reproduite rarement. Nous trouvons qu'elle est due a Wren , qui la fit connaître dans une note très-courte, insérée dans les Transactions philosophiques (année 1669, pag. 961), sous le titre : Generatio corporis cylindroidis hyperbolici, elaborandis kntibus hyberbohcis accomodati. Wren indique l'usage qu'on pourra faire de ce mode de génération par une droite , pour la construction de lentilles hyperboliques.
En 1698 , Parent a aussi trouvé cette propriété de l'hyperboloîde de révolution , qu'il a démontrée dans deux mémoires différons ; par l'analyse et par de simples considérations de Géométrie. ( Essais et Recherches de mathématiques et de physique , tom. II , pag. 6-45 , et tom. III, pag. 470.) Cette propriété, que n'ont pas les autres surfaces produites par la révolution d'une conique autour d'un de ses axes principaux , fait dire à Parent que l'hyperboloîde à une nappe est la plus complète de ces surfaces, puisqu'on y peut faire six sections différentes, savoir : l'espace parallèle, l'angle rectilîgne, le cercle, la parabole, l'ellipse et l'hyperbole. Ce géomètre appelle cette surface oylindroîde hyperbolique y de même que Wren^ et se sert aussi de sa propriété d'être engendrée par une droite,
solde et les deux hyperboloîdes \ ont toujours un système de trois diamètres conjugués rectangulaires ^.
S 47. Depuis, les élèves de Monge ont cultivé avec succès la théorie des surfaces du second degré, et ont poussé très-loin la recherche de leurs propriétés : d'abord de celles qui ne concernent cpie la constitution propre de chaque surfacfe prise isolément, et considérée dans ses relations seulement avec les êtres géométriques plus simples qu'elle, le point, la droite et le plan; et ensuite de celles qui naissent de la comparaison de deux ou plusieurs surfaces entre elles. Et ce fut encore Monge qui fit les premiers pas dans ces recherches plus compliquées. Mais nous ne pouvons entrer dans le détail de toutes ces découvertes, quelqu'attrait qu'il dut nous présenter. Elles se lient tellement à toutes les recherches géométriques qui ont eu lieu depuis trente ans , que nous tomberions, malgré nous, dans une prolixité que nous devons nous efforcer d'éviter. Nous indiquerons, pour suppléer à notre silence sur ce sujet, les passages où M. Ch. Dupin , en analysant les travaux de Monge en Géométrie analytique, a rappelé les services de ses élèves; et l'introduction du Traité des propriétés prqjèctwes^ oà M. Poncelet, avec un soin minutieux et bien louable, a signalé la priorité que d'autres pouvaient avoir sur une partie des vérités géométriques qui devaient découler naturellement de ses nouvelles doctrines.
§ 48. Malgré l'importance des progrès qu'a faits la théorie des surfa- progrès dont lathëone ces du second degré, nous devons ajouter qu'ils ne sont qu'une mince ^°"^j^f/«^ "^ '"•" partie de ceux dont elle nous parait encore susceptible. On le concevra en jetant un coup d'œil sur les propriétés principales des coniques,
pour la construction, sar le tour, des meules hyperboliques propres à la dioptrique.
Sauveur avait aussi démontre cette propriété de Thyperboloîdè de révolution , ainsi que plusieurs autres propositions concernant les volumes et les surfaces des conoîdes, dont Parent avait communiqué les énoncés a ce géomètre. {Eêsais et Recherches de tnathématiqueê et de physique, tom. III, pag. 526.)
' Nous regardons le cône du second degré comme un cas particulier des hyperboloîdes , de même qn*en Géométrie plane on regarde le système de deux lignes droites comme une forme particulière, ou limite, de l'hyperbole. C'est pourquoi nous ne mettons pas la surface conique au nombre des surfaces principales douées d'un centre.
2 P^oir le 11* cahier du Journal de V école polytechnique, pag. 170.
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dont nous ne connaissons point encore toutes les propriétés analogues dans les surfaces du second degré. Ces propriétés analogues cependant existent; ne fût-ce que pour donner^ comme corollaires^ en supposant que la surface perde une de ses dimensions et se réduise à une conique^ les propriétés de ces courbes. Non-seulement les surfaces du second degré doivent présenter tous les phénomènes que nous offrent les coniques^ mais on y en doit trouver beaucoup d'autres^ qui sont dus à leur forme plus complète^ à leurs trois dimensions ^ et qui disparaissent avec l'une de ces dimensions : tels sont ceux, par exemple^ qui concernent ces lignes de courbure^ que Monge a fait connaître le premier , et dont MM. Binet et Dupin ont trouvé ensuite d'admirables propriétés \
En nous bornant à celles des propriétés des surfaces du second degré que la simple analogie avec les coniques doit nous faire soupçonner^ nous indiquerons^ par exemple, les foyers de ces courbes, qui sont la source d'une partie de leurs plus belles et plus importantes propriétés. Ces points se retrouvent dans trois des surfaces de révolution (l'ellipsoïde alongé, l'hyperboloïde à deux nappes et le paraboloïdej, où M. Ch. Dupin leur a reconnu aussi des propriétés précieuses , en théorie, et pour l'explication de certains phénomènes physiques ^. C'était là certainement une indication que quelque chose de semblable, et de plus général, devait se trouver dans toute surface du second degré; mais je ne sache pas que l'on ait encore cherché ce que cela pouvait être.
Persuadé qu'une telle théorie, qui correspondrait dans les surfaces du second degré à celle des foyers dans les coniques^ serait une source nouvelle de propriétés intéressantes, et très-utiles pour avancer dans la connaissance parfaite de ces surfaces^ nous en avons fait l'objet de nos recherches. L'analogie que nous avions déjà suivie assez loin, entre les foyers des coniques et certaines droites dans les cônes du
' H. Dupin est paryenu, entre antres beaux résultats, et par des considérations de pure Géométrie, à une description mécanique des lignes de courbure des surfaces du second degré. ( Journal de racole polytechnique y 14* cabier. )
2 applications de Géométrie j in-4°. 18.
deuxième degré ^ nous mettait naturellement sur la voie des propriétés analogues dans les surfaces^ en nous indiquant que c'étaient des courbes qui devaient y jouer le rôle de ces droites dans le c6ne^ et de ces points dans les coniques. Nous donnerons dans*^la Note XXXI quelques résultats qui nous font supposer que nous avons rencontré l'analogie que nous cherchions. Nous comptons publier ce travail^ mais nous en livrons, par avance^ les élémens, désirant vivement que l'ouverture qu'ils donneront sur cet objet présente assez d'attrait pour provoquer d'autres efforts que les nôtres.
S 49. Il est une autre question^ d'où dépendent aussi les progrès futurs de la théorie des surfaces du second degré y et dont toute Timportance a été appréciée par l'Académie de Bruxelles. C'est celle de l'analogie qui doit exister entre quelque propriété de ces surfaces^ encore inconnue^ et le célèbre théorème de Pascal dans les coniques ^.
Ce théorème y abstraction faite des différentes transformations dont il est susceptible^ et considéré uniquement sous la forme et l'énoncé qui lui sont propres^ peut encore être envisagé sous deux aspects différens. On peut le regarder comme exprimant une relation générale et constante entre six points quelconques d'une conique^ c'està-dire un de plus qu'il n'en faut pour déterminer cette courbe; ou bien comme exprimant une propriété générale d'une conique par rapport à un triangle tracé arbitrairement dans son plan ^.
D'après cela^ on peut concevoir de deux manières ^ dans l'espace^ l'analogue du théorème de Pascal. Ce sera^ dans le premier cas^ une propriété générale de dix points appartenant à une surface du second degré, c'est-à-dire un point déplus qu'il n'en faut pour déterminer une telle surface. Dans le second cas , ce sera une propriété générale résul-
^ Mémoire de Géométrie, sur les côneê du second degré*
^ Ce que nous allons dire du théorème de Pascal doit 8*entendre aussi de celui de M. Briancfaon, qui joue le même rôle dans la théorie des coniques.
' Ce triangle est forme , par exemple , par les côtés de rang impair de Thexagone considéré dans le théorème de Pascal ; et alors ce théorème exprime que trois des cordes comprises dans la conique entre les trois angles de triangle rencontrent respectivement les trois côtés opposés en trois points qui sont en ligne droite.
tant du système d'une surface du second degré et d'un tétraèdre placé d'une manière quelconque dans l'espace.
La première question^ qui devait être la plus utile à l'avancement de la théorie des surfaces du second degré, avait été proposée par l'Académie de Bruxelles (année 1825) : elle est restée sans solution. Au concours suivant, l'Académie a donné plus de latitude au géomètre, en demandant «simplement le théorèAie analogue, dans les surfaces du second degré, à celui de Pascal dans les coniques; ce qui comprenait la première question, et laissait en même temps toute liberté sur la manière d'envisager le théorème de Pascal et l'analogie qui pouvait exister, sur ce point, entre les surfaces et les courbes du second degré»
Cette nouvelle question de l'Acàdémié n'offrait point, comme la première, de grandes difficultés. Nous donnons dans la Note XXXII l'énoncé d'un théorème qui nous parait la résoudre. Car il exprime une propriété générale d'un tétraèdre et d'une surface du second degré, analogue à la propriété d'un triangle et d'une conique qu'exprime le théorème de Pascal. Mais il y a loin de ce théorème à la relation générale de dix points quelconques d'une surface du second degré; et la recherche de cette relation est bien digne d'occuper les géomètres. Sans doute que nous n'avons point encore tous les élémens nécessaires pour cette recherche; c'est une raison pour étudier sous tons les rap-^ ports, sous toutes les faces, les propriétés des surfaces du second degré. Aucune théorie, aucune découverte, quelque minime qu'elle paraisse d'abord, n'est à négliger; car, à défaut d'une application immédiate, chaque vérité partielle a au moins l'avantage d'être un anneau de la chaîne continue qui lie entre elles toutes les vérités de cette vaste théorie ; et ce simple anneau est peut-être un germe de grandes découvertes, que développeront rapidement les méthodes de généralisation de la Géométrie moderne.
S 50. Peut-être ce serait une étude préparatoire utile pour parvenir à la relation de dix points d'une surface , de résoudre complètement et dans tous les cas possibles, le problème où il s'agit de construire une surface du second degré assujétie à neuf conditions, qui sont de
passer par des points et de toucher des plans. Ce problème mérite déjà par lui-même les efforts des géomètres. Cependant nous ne voyons encore que M. Lamé^ jusqu'à ce jour, qui se soit occupé de l'un des cas généraux qu'il présente. Cet habile professeur a déterminé les élémens suffisans pour la construction de la surface du second degré qui doit passer par neuf points donnés \ Mais la discussion de sa solution générale, et l'examen de ses corollaires, et des cas particuliers qui s'y présentent, méritent de nouTelles recherches.
Peut-être encore serait-il utile, avant d'aborder sérieusement la question des dix points d'une surface du second degré, de chercher la relation générale qui a lieu entre neuf points appartenant à la courbe à double courbure du quatrième de^é, qui est l'intersection de deux surfaces du second degré quelconques. Huit points dans l'espace déterminent une telle courbe, il doit donc y avoir une relation constante entre ces huit points et un neuvième, pour que ce dernier se trouve sur la courbe que déterminent les huit premiers.
Ou bien, faut-il encore chercher préalablement la relation qui a lieu entre sept points de la courbe à double courbure du troisième degré, qui est l'intersection de deux hyperboloïdes à une nappe, qui ont une génératrice droite commune , et qui est toujours déterminée par six points pris arbitrairement dans l'espace. Cette question n'offre pas les mêmes difficultés que les autres , et nous croyons l'avoir résolue. (Voir la Note XXXin).
Peut-être enfin, devrait-on, au lieu de prendre pour original et terme de comparaison le théorème de Pascal, £edre les mêmes essais sur l'un des autres théorèmes qui^ expriment comme lui une propriété de six points d'une conique , et qui en sont ou des conséquences ou de simples transformations, comme nous l'avons fait voir dans la NoteXY. Parmi ces théorèmes, nous avions pensé que celui que nous avons présenté comme expression différente de la propriété anharmonique des points d'une conique (Note citée, art. 21), pourrait, au moyen de trois
' Examen deê différenieê méthodeê employéeê pour résoudre hê probiètneê de Géométrie; în-8<^.
transversales prises arbitrairement dans l'espace , conduire à la relation cherchée de dix points d'une surface du second degré. Nos premiers efforts ont été infructueux ; cependant nous fondons encore quelque espoir sur ce même théorème^ et nous désirons que l'on essaye d'en tirer quelque parti.
Courbe, à double cour- S 51. Lcs courbcs à doublc courbure du quatrième et du troisième qu!itriém^dêgtTs!''^ degré ^ qui viennent de s'offrir naturellement à l'occasion de la grande question des dix points d'une surface du second degré, ont d'autres titres pour prendre place dans les recherches des géomètres. Ces courbes peuvent aussi, comme les surfaces du second degré, présenter dans l'espace certaines analogies avec les coniques ; et il est une foule de questions dans lesquelles on les trouvera, quand on ne se bornera plus, dans les applications de la Géométrie, à la simple considération des coniques, et qu'on approfondira les questions plus difficiles qui se résolvent par des combinaisons de surfaces du second degré.
Les courbes dont nous parlons n'ont encore été que très-peu étudiées, et nous ne trouvons même que celles du quatrième degré, dont on ait donné quelques propriétés générales, qui sont dues à MM. Hachette, Poncelet et Quetelet.
M. Hachette, les considérant comme l'intersection de deux cônes quelconques du second degré, a discuté les formes des courbes planes du quatrième degré que donne leur projection ou perspective sur un plan \
M. Poncelet, dans son Traité des propriétés projectives (art. 616), a démontré que, par la courbe du quatrième degré provenant de l'intersection de deux surfaces quelconques du second degré, on peut généralement faire passer quatre cônes du second degré.
Et enfin, M. Quetelet a fait voir qu'en projetant sur un plan la courbe d'intersection de deux surfaces du second degré déterminées convenablement, on peut produire toutes les courbes planes du troisième
^ Correêpondance sur l'école polytechnique y tom. I'^^ pag. 368.
degré \ Ce théorème^ qui sera utile pour transporter aux courbes planes du troisième degré ^ certaines propriétés des courbes à double courbure du quatrième^ et vice versd ^ , peut recevoir une sorte de généralisation qui en rendra souyent les applications plus faciles et plus étendues. On peut dire que la courbe cPinterseclion de deux surfaces du second degré donne en perspective sur un plan, FœU étant placé en un point de cette courbe, toutes les courbes du troi-sième degré.
§ 52* La belle proposition de M. Quetelet était de nature à faire supposer que la projection^ ou plus générjdement la perspective^ de l'intersection de deux surfaces du second degré ^ pouvait aussi pro* duire toutes les courbes planes du quatrième degré , et qu'il suffisait pour cela de placer l'œil en dehors du périmètre de la courbe. Mais nous croyons pouvoir répondre négativement à cette question; et déterminer^ par le théorème suivant ^ la nature particulière des courbes du quatrième degré que produit la perspective de la courbe de pénétration de deux surfaces du second degré; savoir^ qu'une telle courbe a toujours {et généralement, c^ est-à-dire sauf les modifications partictdières) deux points doubles ou conjugués; lesquels peuvent être imaginaires.
Ce théorème mérite quelqu'attention. Car les conséquences qu'on en tire sont nouvelles^ et répondent à des questions qui ont occupé les géomètres dans ces derniers temps.
On en conclut d'abord que la courbe du quatrième degré^ qui provient de la perspective de l'intersection de deux surfaces du second degré^ ne peut admettre phis de huit tangentes issues d'un même point^ pris arbitrairement dans son plan; tandis que la courbe plane du quatrième degré la plus générale admet douze tangentes issues d'un même point.
' Correêpondance mathématique de Bruselleê, toni. V, pag. 105.
2 Par exemple 9 de ce qu'une courbe plane du troisième degré a généralement trois points d'inflexion , qui sont en ligne droite , on conclut que , l^par un point quelconque de la courbe à double courbure du quatrième degré , en queêtion, on peut mener généralement troiê plane qui eaieni oeeulateurê à cette courbe en troie auiree pointé; et ^ ceê troiê pointé et celui par lequel eont menés leê troiê plane ^ êont touê quatre dane un même plan.
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On conclut encore de là, que la développable circonscrite à deux surfaces du second degré, est généralement, et au plus, du huitième degré. On n'avait point encore indiqué le degré de cette surface ; M. Poncelet s*élant borné à dire qu'il ne pouvait dépasser le douzième \ •» Les applications du théorème en question, à la théorie des courbes planes du quatrième degré , seront nombreuses ; car on rencontre beaucoup de ces courbes que l'on reconnaît provenir de la perspectiye ou de la projection de Tintersection de deux surfaces du second degré *.
S 53. Ayant à parler des courbes à double courbure du troisième et du quatrième degré, nous avons commencé par celles-ci, parce que nous croyons qu'elles sont les seules dont on se soit occupé jusqu'ici. Les premières cependant sont beaucoup plus simples et plus faciles à étudier. Nous avons trouvé qu'elles jouissent de diverses propriétés intéressantes, et qu'elles se présentent dans beaucoup de questions. Cette matière pourrait donner lieu à un ample développement que nous devons omettre ici.
1 Mémoire sur la ihéorie générale deg polaires réciproqueêy art. 103; Journal mathématique de M. Crelle, loin. 1V<
^ Ainsi j par exeiDfJe, les ovales de Descartes, ou lignes aplanétiques , sont la projection itéréogr-iphique de la ligne de pénétration d*une sphère par un cône de révolution {Théorème de M, Quotelûtt roiV în note XXI). On conclura de là que ces célèbres ovales ont toujours deux pointa conjugués imaginaires situés à Tinfini. Ce que l'on ne verrait peut-être pas par d'aatres voies ; car on a négligé jusqu'à présent, dans la recherche des points singuliers des courbes , ks soi ul ion a îm.iginuires , et même aussi les points situés à l'infini , lesquels échappent souvent a Tanalysc. Le$ una et les autres cependant font partie des affections particulières descourbes, et doivent jouer un rôle important dans leur théorie.
Ainsi encure ^ lei» lemniscates formées par les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point fixe aur les lan^enlca d'une conique, sont les projections stéréographiques de rintersection d'une aphère et d*un cône du second degré ( Hiéorème de M, Dandelin ; voir le À* yoI. des Nauteaus Alétnoiret de l'Académie de Bruxelles) ; on en conclut que ces courbes ont deux points conjugués inin|;inaires à l'infini. On sait qu'elles ont un troisième point double ou conjugué toujouf-ji réel , qui est le point par où l'on mène les perpendiculaires; on conclut de là que CCI eourbes atl mettent seulement six tangentes issues d'un même point. D'antres considëi-atlons du Géoinétrie plane m'ont encore conduit à ce résultat.
Beaucoup d'autres courbes du quatrième degré ont pareillement des points conjugués imaginaires ttitué» à l'infini. Telles sont les spiriques ou sections planes de la surface annulaire ; la eajtsinoide , etc. , etc.
Nous nous bornerons à dire que la perspective des courbes à doublé courbure du troisième degré^ ne donne point toutes les courbes planes du troisième degré ^ mais seulement celles qui ont un point double^ ou conjugué^ ou de rebroussement.
S 54. Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations sur lautiiitëdeiathëonede. théorie des surfaces du second degré, et sur celle des courbes à double '^^' " "^" courbure qui naissent de leur intersection. Ce que nous venons de dire montre assez combien l'une et l'autre sont susceptibles d'accroissement, et quel vaste champ de recherches nouvelles elles présentent encore aux géomètres. Recherches que nous regardons comme indispensables pour assurer les progrès ultérieurs de la Géométrie, et ceux des sciences qui naissent du concours de la Géométrie et de la physique.
La Géométrie, en effet, est soumise comme toutes nos autres connaissances positives, à cette condition qui gène Fesprit humain, de ne marcher d'un pas sur que progressivement, et toujours du simple au composé : et, de même que les sections coniques ont été dans la Géométrie plane les courbes les plus simples qu'il nous a fallu étudier et approfondir avant de nous élever à de plus hautes conceptions, les surfaces du second degré sont pareillement, dans la Géométrie à trois dimensions, les objets les plus simples qui doivent nous servir d'élémens indispensables pour pénétrer plus avant dans la connaissance des propriétés de l'étendue.
Quant aux sciences des phénomènes naturels, nous ne doutons point que les surfaces du second degré ne doivent s'y présenter aussi dans un grand nombre de questions, et y jouer un rôle aussi important que celui des sections coniques dans le système planétaire. Déjà dans les plus savantes recherches physico-mathématiques, Tanalyse a dévoilé la présence de ces surfaces; mais le plus souvent on a regardé une si heureuse circonstance comme fortuite et secondaire, sans songer qu'au contraire, elle pouvait se rattacher directement à la cause première du phénomène, et même être prise pour l'origine réelle, et non pas accidentelle, de toutes les circonstances qu'il peut offrir.
Maintenant que la Géométrie pure a en soi les moyens de présenter
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d'une manière rationnelle^ et sans recourir aux calculs et aux transformations savantes et pénibles de l'analyse, les nombreuses propriétés des surfaces du second degré, et de résoudre les questions qui s'y rapportent, il nous parait naturel de penser que, pareillement, dans les phénomènes généraux qui font l'objet de la physique, où ces surfaces joueront un rôle suffisamment important, on devra pouvoir aussi, avec le seul secours de leurs propriétés et des lois générales du sujet, parvenir par le seul raisonnement et la pure Géoniétrie à l'interprétation et à la théorie complète des phénomènes. C'est-à-dire , en un mot , que la GéomëtHe appliquée aua; phénomènes physiques , cette science de Kepler, d'Huygens, de Newton, de Maclaurin, de Stewart, de Lambert , se trouvera accrue, par le perfectionnement de la théorie des surfaces du second degré, d'une utile et féconde doctrine qui lui permettra de prendre un nouvel essor, après un repos de près d'un siècle. Et nous ne doutons point que cette méthode toujours directe et naturelle, et si satisfaisante pour l'esprit , ne contribue puissamment à éclairer sa marche et à étendre ses découvertes dans toutes les parties de la philosophie naturelle ^
1 Un mémoire toat récent de M. Poinsot, sar la rotation des corps , est un exemple frappant de la facilité et des avantages de la méthode géométrique dont nous parlons. Cette question si difficile , et qui a coûté tant d'efforts aux plus célèbres analystes , depuis un siècle , y est traitée avec une lucidité et une facilité vraiment admirables , et bien faites pour détruire ce préjugé , qui , ne voulant voir dans la Géométrie que la haute antiquité de son premier âge , et non la nature de ses services et de sa destination générale , nie son caractère de perfectibilité et l'assimile à une langue morte , désormais inutile et impuissante pour les besoins de l'esprit humain. Qu'on nous permette d'opposer a cette erreur, qui n'est propre qu'à arrêter les progrès de la science, l'opinion si imposante de l'illustre auteur de la Mécanique analytique, émise il y a soixante ans, a l'occasion même d'une des grandes questions du système du monde, où la Géométrie avait devancé l'analyse : « Quelques avantages que l'anai> lyse algébrique ait sur les méthodes géométriques des Anciens , qu'on appelle vulgairement » quoique fort improprement synthèse , il est néanmoins des problèmes où celle-ci parait » préférable , tant par la clarté lumineuse qui l'accompagne que par l'élégance et la facilité » des solutions qu'elle donne. Il en est même pour lesquels l'analyse algébrique parait en » quelque sorte insuffisante , et où il semble que la méthode synthétique soit seule capable » d'atteindre, n ( Sur l'attraction des sphéroïdes elliptiques, Nouvxaux MtioiiBs dis L'AcADiiis os Berlin, ann. 1773. }
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OBJET BU MÉMOIRE QUI SUIT
§ 1®'. La Géométrie descriptiTO de Monge est passée dans l'enseignement des mathématiques. La théorie des transversales de Camot^ qu'un des géomètres qui ont le plus approfondi la métaphysique et la nature des sciences a d^à depuis long-temps émis le vœu de voir introduire dans les élémens de Géométrie % est appréciée par la plupart des professeurs^ qui en comprennent aujourd'hui dans leurs cours les théorèmes principaux. Mais les autres méthodes dont nous avons parlé 9 sont encore éparses dans les mémoires des géomètres qui s'^en sont servis^ et dont la lecture^ à cause du très-grand nombre des résultats nouveaux qu'ils contiennent^ peut paraitre longue et pénible. C'est là, je crois^ la véritable cause de l'éloignement pour la Géométrie rationnelle où l'on ne croit voir, et cette erreur est déplorable, qu'un chaos de propositions nouvelles trouvées au hasard , sans liaison entre elles et sans avenir pour un perfectionnement notable de la science de l'étendue.
Nous avions pensé c[u'il serait utile, pour chercher à détruire cette erreur, de coordonner entre elles toutes ces vérités partielles et isolées, de les faire dériver toutes de quelques-unes seulement prises parmi lés
1 <c ... Cette ingénieuse théorie des transverâoks , dont les principes simples et féconds mériteraient bien d^ôtre admis an nombre des élémens de la Géométrie, n ( Journal de Vécoh polytechniqm, 10« cahier; Mémoire sur les polygones ei leê polyèdres, par M. Poinsot. )
plus générales^ et de rattacher celles-ci aux méthodes dont nous avons parlé; ce qui eût été aussi une justification de notre classification. Ce travail aurait porté le titre ^Essais de complëmens de Géométrie rationnelle. Son objet principal eût été une exposition dogmatique des méthodes en question^ et de leurs principales applications. Nous y joignions une théorie nouvelle et purement géométrique des surfaces du second degré ^ et une théorie^ géométrique aussi ^ des courbes planes du troisième degré, avec lesquelles enfin il est temps de se familiariser; condition nécessaire des progrès ultérieurs de la Géométrie, comme a été jusqu'à ce jour la connaissance complète des courbes du second degré.
Nos matériaux étaient plus ou moins avancés, ainsi qu'on peut en juger par diverses Notes que nous y avons puisées pour nous en servir dans cet écrit. Mais, ainsi qu'il devait arriver dans un travail qui embrassait tant de recherches diverses, la matière s'est étendue, et nous avons reconnu qu'il nous fallait un plus long temps et un plus grand cadre que nous n'avions cru d'abord, pour le terminer sans une trop grande imperfection; et des retards trop prolongés devant avoir aussi leurs inconvéniens, nous nous sommes décidé à écrire d'abord séparément sur les différentes parties que nous destinions à cet ouvrage; nous promettant de revenir ensuite à notre premier projet; et désirant toutefois qu'une plume plus habile et plus capable de le mener à bien nous prévienne dans Taccomplissement d'une entreprise que nous croyons utile à la Géométrie.
§ 2. Nous nous proposons de traiter , dans le mémoire qui va suivre, des méthodes comprises dans nos deuxième et troisième, divisions, et de mettre au jour les deux principes généraux de l'étendue, auxquels nous avons dit que toutes ces méthodes peuvent se rattacher ; et qui constituent deux doctrines générales de déformation et de transformation des figures.
S 3. Nous démontrerons ces deux principes d'une manière directe, qui en fera des vérités absolues et abstraites, dégagées et indépendantes de toutes méthodes particulières propres à les justifier ou à en faciliter les applications dans quelques cas particuliers.
Nous les présenterons^ ainsi que nous l'avons déjà dit^ dans une plus grande généralité qu'aucune de ces méthodes. L'extension que nous leur donnerons trouvera sa principale utilité dans un principe de relations de grandeur extrêmement simple^ qui les rendra applicables à de nombreuses (questions nouvelles.
Ce principe repose sur une relation unique ^ à laquelle il suffira toujours de ramener toutes les autres. Cette relation est celle que nous avons appelée rapport anharmonique de quatre points ou d'un faisceau de quatre droites. C'est là le type unique de toutes les relations transformables par les deux principes que nous démontrons. Et la loi de correspondance entre une figure et sa transformée^ consiste dans l'égalité des rapports anharmoniques correspondans;
La simplicité de cette loi ^ et celle du rapport anharmonique rendent cette forme de relations éminemment propre à jouer un rôle si important dans la science de l'étendue.
Quand les relations proposées paraîtront au premier abord ne pas rentrer dans cette formule^ l'art du géomètre consistera à les y ramener par différentes opérations préparatoires^ analogues^ sous certaines rapports^ aux changemens de variables et aux transformations de l'analyse.
§ 4. Nous commencerons par le principe de transformation dont la théorie des polaires réciproques ofire des applications^ parce que le second 9 quoique tout aussi général dans sa destination^ en sera un corollaire naturel. Nous l'appellerons principe de dualité y suivant l'expression de M. Gergonne; et nous dirons que deux figures qui auront entre elles les dépendances voulues par les lois de ce principe^ sont corrélatives *.
Après avoir démontré ce principe^ nous en ferons diverses applica-
1 Le mot corrélatif éïBiVii employé d*une manière générale dans mille circonstances, il serait bien à désirer qu*on eût un aotre adjectif dérivé du mot dualité. Par cette raison nous avions pensé à substituer au mot dualité celui de diphanie, qui aurait exprimé ce double genre de propriétés que présentent toutes les figures de l'étendue ; nous aurions dit le principe de diphanie, et nous aurions appelé diphaniqties les figures qui auraient eu entre elles les relations prescrites par ce principe. Mais nous n*avons point voulu nous permettre de substituer une nouvelle dénomination h celle qui a été généralement reçue.
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lions ^ qui nous conduiront à des propositions nouvelles^ dont plusieurs seront des propriétés générales^ d'un genre tout nouTeau^ des courbes planes et à double courbure^ et des surfaces géométriques : puis nous donnerons la construction analytique et géométrique des figures corrélatives les plus générales ; et enfin y nous exposerons les rapports qui ont lieu entre ce principe et la théorie des polaires réciproques ; et nous en déduirons plusieurs autres méthodes particulières^ qui offriraient^ comme cette théorie^ des moyens faciles de mettre en usage ce principe^ s'il n'était démontré directement et à priori, comme une propriété inhérente à l'étendue figurée.
§ 5. Parmi les applications du principe de dualité y il en est une qui mérite que nous en fassions ici une mention particulière.
En jetant un coup d'œil sur l'état de la Géométrie avant qu'on eût fait usage de la théorie des polaires pour transformer certains théorèmes y on s'aperçoit que l'on ne connaissait que très-peu de vérités qui fussent les corrélatives d'autres vérités connues. Dans la théorie des courbes y par exemple^ aucune de leurs propriétés générales n'avait sa corrélative. Cette circonstance prouve que la méthode analytique de Descartes ^ à laquelle on devait les plus belles découvertes^ particulièrement dans la Gréométrie des courbes^ n'est pas applicable^ ou du moins présenterait des obstacles très-grands si on cherchait à l'appliquer à ce genre de théorèmes qu'on obtient immédiatement^ en vertu du principe de dualité^ comme corrélatifs de théorèmes démontrés par cette méthode de Descartes. Le principe de dualité donne donc^ sous ce rapport^ à la Géométrie pure un avantage incontestable sur la méthode analytique.
Mais on ne conclura pas de là que l'algèbre^ cet instrument merveilleux, qui , jusqu'à ce jour, s'est prêté à toutes les conceptions géométriques, doive refuser son secours aux nouvelles propriétés de l'étendue, qui semblent échapper aux procédés de Descartes. On pensera au contraire qu'il suffira de modifier dans sa mise en œuvre, la grande conception de Descartes, enlui reconnaissant pour objet adéquat l'application des symboles algébriques aux idées de figure et d'étendue.
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Le moyen employé par Descartes a été de considérer une courbe comme la conjonction de points se succédant d'après une loi donnée^ et d'exprimer la position de tous ces points par une relation constante entre les distances de chacun d'eux à deux axes fixes.
On conçoit sans peine ^ que le procédé analogue dans la nouvelle Géométrie analytique, sera de considérer chaque courbe comme l'en- Teloppe de toutes ses tangentes; et d'exprimer la position de toutes ces droites par une équation unique entre deux variables ^ dont chaque système de valeurs correspondra à l'une de ces droites.
Le principe même de dualité y appliqué aux procédés et aux relations géométriques que représente l'équation d'une courbe ou d'une surface dans le système de Descartes ^ conduira immédiatement au nouveau système de Géométrie analytique en question. C'est ainsi que nous l'exposerons dans cet écrite brièvement^ comme simple application du principe de dualité^ nous réservant de revenir sur cet objet^ que nous avons traité directement^ et sans le secours du principe de dualité^ en suivant à peu près la marche adoptée pour l'exposition de la Géométrie analytique en usage.
Nous avons déjà dit en peu de mots en quoi consiste notre nouveau système de coordonnées , et nous en avons fait des applications (Voir le tom. VI, pag. 81 de la Correspondance mathématique de M. Quetelet). Mais si nous n'avons pas mis d'empressement à publier ce travail qui, si le principe de dualité n'était pas connu, aurait une grande utilité, parce qu'il servirait à démontrer directement tous les théorèmes corrélatifs de ceux qu'on obtient par la Géométrie de Descartes, c'est qu'il n'est point indispensable, aujourd'hui que le principe de dualité sert à transformer sur-le-champ les vérités obtenues par la méthode de Descartes.
Néanmoins ce nouveau système de Géométrie analytique nous pa- ' rait mériter d'être développé, comme complétant, avec la doctrine des
coordonnées de Descartes, l'œuvre que s'est proposée ce grand philosophe dans sa magnifique conception de l'application de l'algèbre à la Géométrie.
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§ 6. Ce que nous venons de dire de la Géométrie analytique^ relativement aux propriétés de l'étendue découvertes par le principe de dualité^ s'applique aussi en partie à la théorie des transversales^ telle que Carnot l'a formée^ et qu'elle a été appliquée depuis une trentaine d'années. Cette théorie ne convient pas^ dans son état actuel^ pour la démonstration de beaucoup de théorèmes relatifs aux lignes et aux surfaces courbes^ qui sont les corrélatifs d'autres théorèmes qu'on a démontrés par cette théorie même. Cependant elle s'applique à ceux de ces théorèmes qui ne concernent que les systèmes de lignes droites^ parce que Carnot a compris dans cette théorie le théorème de Jean BernouUi (ou plutôt de Jean Ceva, comme nous l'avons dit. Note VI), qui se trouve être le corrélatif de celui de Ptolémée,
Il suffira d'introduire pareillement dans la théorie des transversales, quelques théorèmes relatifs aux lignes et aux surfaces courbes , pour la mettre en état de satisfaire par elle-même et directement aux doubles questions qui doivent toujours se présenter désormais dans les spéculations géométriques. Ces théorèmes, qui seront précisément les corrélatifs des principes actuels de la théorie des transversales, ont déjà été obtenus par M. Poncelet dans ses applications de la théorie des polaires réciproques; et cet habile géomètre en a fait usage dans son mémoire intitulé : Analyse des transversales appliquée à la recherche des propriétés prqjectives des lignes et surfaces géométriques (Voir tom. VIII du Journal de M. Crelle). utaitë du principe de § 7. Après avoir montré que le principe de dualité étend ses appli- ^"^ cations sur la Géométrie analytique, en y introduisant un nouveau
système de coordonnées, nous devons ajouter que l'influence et la portée de ce principe peuvent s'étendre jusque sur l'algèbre même , considérée dans son abstraction absolue. On ne doit point s'étonner de cela; car Monge nous a appris, par d'assez beaux exemples, qu'aux lois de l'étendue et qu'à toutes les conceptions de la Géométrie suffisamment générales, peuvent correspondre des considérations et des résultats de pure algèbre.
C'est sous deux points de vue que nous envisageons les usages du
principe de dualité en algèbre. D'abord comme moyen d'intégration dans plusieurs cas; et ensuite comme pouvant donner^ par l'expression algébrique de certains résultats de Géométrie , divers théorèmes d'algèbre.
Nous allons expliquer en peu de mots cette double application du principe de dualité à l'analyse algébrique.
§ 8. Â une surface donnée^ correspond, suivant le principe de dualité, la surface corrélative; et à chacune des propriétés de la première surface correspond une propriété de la seconde.
Si la première surface est exprimée par une équation (dans un système quelconque de coordonnées), les relations géométriques qui ont lieu entre elle et la seconde surface serviront à passer de cette équation à celle de la seconde surface, dans le même système de coordonnées : et, réciproquement, à passer de l'équation de cette seconde surface à celle de la première ( Nous donnerons les formules qui servent à cela dans le système de coordonnées de Descartes). Si la première surface est représentée seulement par une équation aux différentielles partielles, à cette équation en correspondra une autre qui sera sa corrélative et qui appartiendra à la seconde surface. Cette autre équation sera généralement différente de la proposée , et pourra se prêter plus ou moins facilement qu'elle aux méthodes d'intégration. Si l'on peut rintégrer, on aura l'équation de la seconde surface, et l'on passera, par les formules en question, de cette équation à celle de la première surface; ce sera donc l'intégrale de l'équation aux différences partielles proposée.
Cette méthode est celle, comme on voit, que nous avons développée dans la Note XXX sur les surfaces réciproques de Monge, comme ayant pu avoir été l'objet de cette théorie des surfaces réciproques.
Cette méthode, considérée analytiquement et abstraction faite de toute considération géométrique, n'est au fond qu'un mode de transformation algébrique, dont les relations entre les variables correspondantes nous sont indiquées à priori par l'expression analytique des relations qui ont lieu entre les figures corrélatives construites suivant le principe de dualité.
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g 9- Voici quelle sera la seconde manière de faire servir le principe de dualité à la découverte de divers théorèmes d'algèbre.
Que l'on ait trouvé par ce principe un théorème de Géométrie ; et qu'en cherchant à démontrer ce théorème par l'analyse, c'est-à-dire, par la méthode des coordonnées, on éprouve une difficulté insurmontable provenant de l'imperfection actuelle de la science algébrique, on cherchera à préciser le point de difficulté, ou en d'autres termes, la notion algébrique qu'il serait nécessaire d'admettre pour arriver à la conclusion désirée. Cette notion algébrique sera un théorème d'algèbre, qui se trouvera, de la sorte, démontré par des considérations géométriques.
Un exemple éclaircira suffisamment cette manière de procéder.
Supposons qu'on veuille démontrer par la méthode des coordonnées en usage, ce théorème : Si à une surface géométrique donnée on mène toiss ses plans tangens parallèles à un même plan transversal, leurs points de contact avec la surface auront pour centre des moyennes distances un même point de F espace y quelle que soit la position du plan transversal.
En représentant par F (a?, y, z)=o l'équation de la surface, on trouve que les coordonnées des points de contact des plans tangens, sont données par cette équation et par les deux suivantes :
dx
rfF
dF
aéi b étant les deux quantités angulaires qui déterminent la direction commune aux plans tangens. Éliminant y et s entre ces trois équations, on aura une équation résultante en w dont les racines seront les abscisses des points de contact des plans tangens avec la surface. Il faudra donc, d'après le théorème énoncé, que la somme de ces racines soit la même, quelle que soit la direction commune des plans
tangens^ c'est-à-dire ^ quels que soient les deux paramètres a et b. De là résulte donc ce théorème d'algèbre : Si entre les trois équations
dx dx
d¥ . rfF _ dy dx
on élimine les deux variables J etz, r équation résultante en x aura la somme de ses racines indépendante des deux coefficiens a et h.
Cet exemple suffit pour montrer comment on fera usage du principe de dualité pour établir des théorèmes d'algèbre.
S 10. Les idées de dualité que nous avons appliquées^ dans les para- Appiiction du principe graphes précédens^ à deux doctrines géométriques ^ la méthode des "**^« coordonnées de Descartes ^ et la théorie des transversales^ et à une théorie algébrique ^ l'intégration des équations aux différences partielles, peuvent s'étendre à d'autres parties des mathématiques^ principalement à la dynamique. Mais ce n'est point ici le lieu de traiter ce sujet pour lequel nous renvoyons à la Note XXXIY.
§ 1 1 . La seconde partie de cet écrit sera consacrée au second prin- Pri»cipe dhomogr.cipe général en question^ celui de déformation des figures.
Gomme les figures que Ton a à considérer dans les applications de ce principe sont du même genre ^ c'est-à-dire^ qu'à chaque points à chaque droite^ à chaque plan de l'une correspondent respectivement un points une droite ^ un plan dans l'autre ^ ainsi que cela a lieu^ par exemple 9 dans deux figures semblables^ ou bien dans deux figures planes dont l'une est la perspective de l'autre^ nous appellerons ces figures homographiques ; et le principe en question sera dit principe de déformation homograpkique , ou simplement principe d'homographie.
§ 12. Il ne paraîtra peut-être pas inutile^ avant d'entrer en matière.
de bien préciser le caractère philosophique de ce principe, et la nature de ses applications dans la Géométrie rationnelle. usagesduprincipediio. Sa dcstiuatiou première est de généraliser les propriétés de Fétendue.
mographie. ^
De là naissent deux usages distincts auxquels il sera propre. Car cette généralisation peut se faire de deux manières ; elle peut porter sur la construction et sur la forme de la figure, ou bien sur les propriétés de cette figure.
Dans le premier cas la question qu'on se propose est celle-ci : Connaissant les propriétés dtune certaine figure, en conclure les propriétés analogues dune figure du même genre , mais dune construction plus générale.
Par exemple, étant données certaines propriétés du cercle ou de la sphère, en conclure les propriétés correspondantes des sections coniques ou des surfaces du second degré.
Dans le deuxième cas, la question peut être énoncée ainsi : connaissant quelques cas particuliers dune certaine propriété générale inconnue dune figure, en conclure cette propriété générale.
Par exemple : prenons trois diamètres conjugués d'une surface du second degré ; on sait que la somme de leurs carrés est égale à une quantité constante. Ce théorème donnera lieu à cette question : étant donnée une surface du second degré, et étant pris un point quelconque dans l'espace, par lequel on mène trois droites ; à quelles conditions de construction devront satisfaire ces droites, pour que dans le cas particulier où ce point serait le centre de la surface, elles deviennent trois diamètres conjugués ; et quelle sera la propriété de ces trois droites qui deviendra celle des trois diamètres conjugués que nous avons énoncée?
Ainsi, on conçoit bien les deux questions générales auxquelles est destiné le principe de déformation homographique.
S 13. La première de ces deux questions donne lieu à une véritable méthode de recherches.
En effet, cpi'il s'agisse de démontrer telle propriété d'une figure j on prendra, parmi l'infinité des figures homographiques possibles, celle dans laquelle, à raison de sa simplicité ou d'autres circonstances.
le théorème sera^ sinon éyident^ au moins d'une démonstration plus facile. C'est ainsi que Ton a souyent réduit^ par l'emploi de la perspective ^ la recherche des propriétés des coniques à celles du cercle.
§ 14. Sous le point de vue de la seconde question ^ le principe de déformation homographique peut être regardé comme appartenant à la classe des méthodes inverses. L'opération à laquelle il est propre est l'inverse de celle que nous pratiquons journellement pour conclure d'un théorème général les cas particuliers qui s'y rattachent. Considéré comme une telle méthode > ce principe mérite peut-être quelque attentioUé £n effets quoi qu'il soit toujours focile en Géométrie de passer d'une vérité à ses corollaires , qui sont autant de vérités moins générales que la première^ on n'a point encore de règles inverses pour passer de l'une de ces vérités particulières à la vérité générale. L'induction^ l'analogie ou quelques considérations particulières^ peuvent bien, dans certains cas, mettre sur les traces de cette vérité primitive et la faire deviner; mais ensuite sa démonstration devient une question toute nouvelle, pour laquelle on n'a aucune méthode spéciale. Le principe d homographie, et les différens modes de déformation qui en émanent, offrent une méthode de ce genre, véritable méthode de généralisation, la seule, je crois, que l'on ait encore tenté d'introduire dans la Géométrie rationnelle ^ On appréciera
> Oserai-je , par suite de ces considérations , indiquer un point de ressemblance entre cette méthode et le calcul intégral. Le but est le même dans Tun et l'autre; il s'agit de passer d'une dérivation d'un objet à cet objet.
Étant donnée une quantité , on sait toujours , et a l'instant même , trouver sa différentielle ; mais pour la question inrerse : étant donnée une quantité ou une équation différentielle , irouTer son intégrale ; on n*a point de méthodes générales. Pareillement , étant donnée une proposition générale, on peut énoncer sur le champ ses cas particuliers; et dans la question inverse , où^ étant donné un cas particulier d'une proposition générale inconnue, on demande de déterminer cette proposition générale , on n'a point non plas de méthode générale.
Ce rapprochement paraîtra peut-être moins étrange , si nous disons que le caractère plus particulier du principe d'homographie , parmi les autres modes de transformation des figures , est de passer, comme dans le calcul intégral , de Vinfini au fini. Ce'sont les propriétés d'une figure qui a des parties a l'infini qu'on veut , le plus souvent, dans les applications du principe d'homographie , transporter à une figure du même genre , mais dont les mêmes parties sont placées a des distances finies.
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l'utilité de telles méthodes pour hâter les progrès de la science. Car il n'est point de découverte un peu capitale dont on n'ait rencontré, dès long-temps auparavant, quelques germes et quelques cas particuliers, qui auraient ^pu sur-le-champ, à l'aifle de ces méthodes de généralisation, conduire à cette découverte. Il est donc important de rechercher et de cultiver ces sortes de méthodes.
§ 15. Nous ferons diverses applications du principe de déformation homographique : l'une d'elles portera sur le système de coordonnées qui constitue la Géométrie de Descartes, et conduira à un nouveau système de Géométrie analytique plus général, et qui serait propre à la démonstration directe par l'analyse, des propositions (jue ce principe aurait servi à démontrer comme généralisation de celles auxquelles s'applique la doctrine de Descartes. Méthodes dériva dn § 16. Lc prlucipc général de déformation homographique com-
principe d'hoiiiogra~ _
pï»i« prend plusieurs méthodes particulières, qui serviront pour des questions
spéciales et plus restreintes. Nous en distinguerons trois principales :
La première sera la théorie des figures homologiques de M. Poncelet, (jui servira, par exemple, pour déduire des propriétés de la sphère une foule de propriétés des surfaces du second degré de révolution qui ont un foyer; mais nous y joindrons le principe des relations métriques, sans lequel cette élégante théorie ne pourrait atteindre à une foule de questions, et serait incomplète \
La seconde sera une méthode propre à l'extension des relations angulaires, qui servira particulièrement pour appliquer les propriétés de la sphère aux surfaces du second degré de révolution qui n'ont pas de foyer. Aucune des méthodes de transformation n'a encore été propre à ce genre de recherches.
Et la troisième sera destinée à une classe très-nombreuse de propriétés appartenant à la Géométrie des mesures, c'est-à-dire aux lon-
' Par exemple , ce principe des relations de grandeur est indispensable poar connaître les propriétés métriques du système de deux coniques quelconques , dont M.Poncelet a donné les propriétés descriptives ; il en est de même pour la théorie des bas-reliefs dont les propriétés métriques ne sont pas moins importantes que leurs propriétés purement descriptives.
gueurs^ surfaces et Yolumes des figures^ ce sera la traduction en pure Géométrie de la méthode analytique que nous ayons déjà employée pour transporter aux surfaces du second degré, les propriétés de la sphère. Cette méthode nous servira particulièrement pour démontrer, par pure intuition, les belles propriétés connues, et plusieurs autres des diamètres conjugués des surfaces du second degré, que l'on n'a démontrées jusqu'ici qu'avec le secours de l'analyse.
S 17. En général, nos applications du principe d'homographie aux surfaces du second degré, nous conduiront naturellement à de nombreuses propriétés de ces surfaces, que les procédés analytiques, employés jusqu'à ce jour, n'avaient point encore indiquées; et ces applications feront peut-être voir qu'il est possible de baser sur de pures considérations de Géométrie et sans le secoars du calcul, une théorie très-étendue des surfaces du second degré, ainsi qae nous l'avons annoncé plus haut. L'analyse a de si beaux et de si immenses avantages sur la Géométrie, en tant d'autres circonstances, qu'on nous permettra d'ajouter ici que, dans cette théorie des surfaces du second degré, elle les cède à la méthode géométrique. Celle-ci y est beaucoup plus rapide et plus féconde que la voie du calcul ; elle est aussi pins lumineuse, parce que ne tirant ses ressources que de la nature même des choses, et sans considérations auxiliaires, elle montre mieux l'enchaînement des propositions, pénètre jusqu'à leur source, et peut conclure de quelque relation primordiale entre les figures, une infinité de déductions qui font autant de propositions diverses dont les rapports n'apparaîtraient pas toujours dans les formules et les transformations analytiques, et qui, dès lors, exigeraient des démonstrations différentes, souvent longues et pénibles \
S 18. Indépendamment des usages du principe d'homographie,
' Nous croyons avoir déjà présenté dans notre Mémoire sur les propriétés des cônes du second degré, un exemple des avantages que la méthode géométrique peut avoir souvent sur l'analyse dans la théorie des surfaces du second degré. Car , outre que la méthode analytique n'avait point mis sur la voie des divers théorèmes auxquels des considérations géométriques nous ont conduit , elle les démontrerait plus longuement que nous n'avons fait ; ce dont nous nous sommes convaincu en traduisant nos premières démonstrations en analyse.
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comme moyen de démonstration et de généralisation des propriétés de l'étendue, ce principe, en lui-même, renferme un troisième genre d'utilité, qui consiste dans la notion même de Yhomographie des figures. En effet, la considération de deux figures homographiques, et la connaissance des rapports qui les lient Tune à Tautre, présentent des vérités géométriques nouvelles , auxquelles peuvent se rattacher, comme corollaires, une foule de théorèmes connus, et qui peuvent conduire à beaucoup d'autres résultats nouveaux qu'on n'obtiendrait que difficilement sans le secours de cette doctrine des figures homographiques.
Par exemple, nous dirons que les diverses manières de décrire les coniques, données par Newton, Maclaurin, Dç Witt, etc., et un grand nombre de propriétés de ces courbes, qui paraissent n'avoir aucun rapport entre elles, sont des conséquences immédiates de la théorie des figures homographiques. ( Voir les Notes XV et XVI.)
Les propriétés que présente le système de deux corps parfaitement égaux, et même de deux corps semblables situés d'une manière quelconque dans l'espace, sont aussi des conséquences de cette même théorie. Et ces propriétés, qu'on n'a point encore cherchées, sont nombreuses et conduisent à divers théorèmes curieux sur le mouvement infiniment petit, et même sur le déplacement fini quelconque d'un corps solide *.
Nous ne considérerons, dans ce mémoire, les figures homographiques que comme moyen de déformation propre à la démonstration et à la généralisation des théorèmes; nous proposant d'exposer dans un autre écrit particulier leurs propriétés générales dont nous venons de parler.
Conclusion.
S 19. Après les considérations que nous venons de développer, sur
1 Nous cîtQrons, par exemple, ce théorème qui peut entrer dans les principes de la moca* nique pratique : On peut toujours transporter un corps solide d'une première position dans une autre position déterminée , par le mouvement continu d'une vis à laquelle on aurait fixé ce corps. ( F'oir le Bulletin universel des sciences, novembre 1830 ; ou la Correspondance mathématique de Bruxelles, tom. VII, pag. 352).
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la nature et la destination des deux principes de dualité et d'homographie^ on pensera peut-être que s'il doit exister^ dans la science de l'étendue^ quelques lois primordiales vraiment grandes et fécondes^ comme en analyse le calcul infinitésimal qui a résumé et perfectionné toutes les méthodes de quadratures et de maxima^ comme en mécanique le principe des vitesses virtuelles d'où Lagrange a tiré tous les autres^ comme dans les phénomènes célestes la grande loi de Newton \ on pensera peut-être, dis-je, que les deux simples théorèmes de Géométrie^ d'où dérivent les deux principes de dualité et d'homographie, sont de ceux qui approchent le plus, dans l'état actuel de la Géométrie , de ces grandes lois générales qui nous sont encore inconnues.
Ces deux théorèmes, en effet, embrassent dans leurs conséquences directes , non-seulement une multitude de vérités particulières , mais aussi des théories et des méthodes fécondes et d'une grande portée.
Sans entrer dans le détail des applications de ces deux théorèmes, et des routes nouvelles qu'ils ouvrent aux spéculations géométriques, il nous suffira de dire que le premier divise en deux grandes classes toutes les propriétés de l'étendue; qu'il n'en est pas une, quelque générale qu'elle soit, qu'il ne serve à convertir en une autre aussi générale dans son genre;
Que le second généralise toutes les vérités particulières et isolées , en montre les rapports communs, et les lie entre elles en les rattachant
■ C'e«t l'opinion , sans doute , des personnes accoutamées à contempler plus particulièrement les propriétés de retendue, leur nature, leur enchaînement et surtout cette continuité merveilleuse, qui leur donne, a un degré éminent, un caractère d'extensibilité indéfinie, que ne présentent point d'autres sciences positives; celle des nombres , par exemple. Cette opinion sur la Géométrie et son avenir est celle d'un savant, â qui ses travaux dans plusieurs parties différentes des sciences mathématiques, et la place distinguée qu'il a déjà prise, quoique jeune , dans les premières académies de FEurope , donnent une grande autorité : «t II est fâ- » cheux^ m'écrivait M. Quetelet, que la plupart des mathématiciens de nos jours jugent si
» défavorablement de la Géqmétrie pure Il m'a toujours paru que ce qui les retient
» le plus est le défaut de généralité des méthodes qu'ils pensent y voir. Mais est-ce bien la » faute de la Géométrie , ou de ceux qui l'ont cultivée? Je serai très -disposé à croire qu'il » existe quelques grandes vérités qui doivent être pour ainsi dire la source de toutes les » autres , à peu près comme le principe des vitesses virtuelles est pour la mécanique. »
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à une seule et même yérité générale; et ce théorème comprend aussi ^ comme le premier^ des méthodes dans ses innombrables corollaires.
S 20. Les principes de dualité et d'homographie ^ et les diverses méthodes qui en dérivent; les autres modes de transformation que nous avons reconnus dans la Géométrie descriptive de Monge et dans la Géométrie perspective de M. Cousinery, et celui que fournit la théorie des projections stéréographiques ^ font^ avec la théorie des transversales^ les plus puissantes doctrines actuelles de la Géométrie récente 9 et lui donnent un caractère de facilité et d'universalité qui la distingue de la Géométrie ancienne.
Ces modes de transformation^ en effet ^ sont autant de moyens surs ^ de moules^ pour ainsi dire^ qui servent à créer à volonté des vérités géométriques sans nombre.
Qu'on prenne une figure quelconque dans Tespace, et l'une de ses propriétés connues; qu'on applique à cette figure l'un de ces modes de transformation^ et qu'on suive les diverses modifications ou transformations qu'éprouve le théorème qui exprime cette propriété, on aura une nouvelle figure, et une propriété de cette figure, qui correspondra à celle de la première.
Ces moyens, que possède la Géométrie récente, de multiplier ainsi à l'infini les vérités géométriques, peuvent être assimilés aux formules et aux transformations générales de l'algèbre , qui donnent avec sûreté et promptitude la réponse aux questions diverses qu'on leur soumet, ou bien, en quelque sorte, aux réactifs du chimiste, qui opèrent d'une manière sûre et invariable la transmutation des matières qu'il leur présente; ces moyens sont donc de véritables instrumens, que ne possédait point l'ancienne Géométrie, et qui font le caractère distino* tif de la Géométrie moderne.
Dans la Géométrie ancienne, les vérités étaient isolées; de nouvelles étaient difficiles à imaginer, à créer; et ne devenait pas géomètre inventeur qui voulait.
Aujourd'hui, chacun peut se présenter, prendre une vérité quelconque connue, et la soumettre aux divers principes généraux de trans-
formation; il en retirera d'autres vérités^ différentes ou plus générales; et celles-ci seront susceptibles de pareilles opérations ; de sorte qu'on pourra multiplier^ presque à l'infini^ le nombre des vérités nouvelles déduites de la première : toutes, il est vrai, ne mériteront pas de voir le jour , mais un certain nombre d'entre elles pourront offrir de Fintérét et conduire même à quelque chose de très-général.
Peut donc qui voudra^ dans l'état actuel de la science, généraliser et créer en Géométrie; le génie n'est plus indispensable pour ajouter une pierre à l'édifice.
Aussi croyons-nous pouvoir regarder la Géométrie dans un état prononcé de progrès et de perfectionnemens rapides; et pensons-nous qu'on peut dire aujourd'hui, avec raison, de cette science, ce qui a paru, dans un temps, faire le caractère exclusif de la Géométrie analytique : (( L'esprit de la Géométrie moderne est d'élever toujours les )) vérités soit anciennes , soit nouvelles, à la plus grande généralité )) qu'il se puisse \ »
1 Fontenelle , ffiêiotre de V Académie des sciences, ann. 1704 ; sur les spirales à Vinfini.
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NOTE I
(PRBHIÈEB ÉPOQUE, $5.)
Sur les sptriqties de PerseiM. Passage de Héron d' Alexa/ndrie relatif
à ces courbes.
Proclus est le seul écrivain qui nous ait transmis le nom du géomètre Perseus , dans son Commentaire sur le premier livre d'Euclide; mais cet ouvrage n'est pas le seul de Tantiquité qui ait fait mention des lignes spiriquesy comme on parait l'avoir cru jusqu'ici. Un ouvrage beaucoup plus ancien , de Héron d'Alexandrie, intitulé : Nomenclatura f^oeabularum gsometrteorum , reproduit en 1571 et 1579 par Conrad Dasypodius ' , contient une définition très-distincte de la spire, ou surface annulaire, et des deux formes différentes qu'affecte cette surface, €Umi les sections sont des courbes gui ont leurs propriétés particuliiree.
Voici ce passage de Héron : Speira fit quando eirculus aliqtUs centrutn habens in circule et erectus existens , ad planum ipsitu eirculi fuerit circumducttts , et revertatur iterum unde eœperat moveri; illud ipsum figurœ genus nominatur x^or/ccç orbis. Discontinua autem speira est, quœ dissoluta est, aut dissolutionem habet. Continua vero, quœ uno in puncto concidit Diminutionem habens est, quando cir-
1 Euelidiê Elementorum Kèêr primus. Item ffêronis Alesandrini vocabula quœdam Oeomêtrica, anteac nvnquam édita j grâce eilftline, per Cunradum Basypodium. ArgentÎDœ, 1671, in-d».
OraHo C. Dasypodii de Diêciplinia mathematicis. Ejasdem Ueronis Alêsandrini IVomênclafurœ Vocahulo^ mm ^ê^metricoTum translatio; ejiudem Lexicon mathewMtieum, ês divraù colleeium aniiquis scriptù. Argent., 1679, in-d».
culiM qui circumduoitur , ipsemet teip^um secat Fiunt autem et harum ^ectianeê , lineœ quœdam proprietatem suant habenteê.
Le passage de Proclus sur les spiriques, est un peu plus développé, et a rayantage de nommer l'inventeur de ces courbes. Ce passage a été reproduit dans son texte grec, et traduit» par M. Quetelet, à la suite d'une Notice sur les lignes spiriques, qui est pleine d'intérêt et remarquable par l'érudition qui y abonde. Cette Notice a été imprimée à la suite d'un mémoire de M. Pagani, sur ces courbes, qui a été couronné par l'Académie de Bruxelles, en 1824, et dans la Correspondance mathématique de M. Quetelet, tom. II, pag. 237.
Les lignes spiriques ont presque toujours été le sujet de quelques méprises de la part des écrivains qui en ont parlé; les uns ont pris ces courbes pour des spirales ; et d'autres ont assigné un âge trop rapproché à leur inventeur Perseus.
Ramus, dans ses Scholœ mathematiccB^ place ce géomètre après Héron et Geminus.
Dechales le met aussi après Geminus; et, en attribuant à ce dernier les lignes spiriques , il fait Perseus l'inventeur des spirales ^
Blancanus fait une confusion singulière. Il fait naître Geminus avant Perseus; attribue à ce dernier les lignes spiriques , et dit , néanmoins , que Geminus avait écrit sur ces mêmes courbes K
G.-J. Yossius place Perseus entre Thaïes et Pythagore, et lui attribue les spirales 3.
Bernardin Baldi le fait contemporain d'Archimède et d'Apollonius (250 ans avant l'ère chrétienne), et définit succinctement , d'après Proclus, les spiriques dont il est l'inventeur \
Heilbronner commet la même erreur que Yossius et Dechales, quant au nom des courbes de Perseus ; mais il nous parait assigner à ce géomètre l'époque qui lui convient &« Il l'inscrit entre Aristée et Henechme. C'est l'âge que nous avons cru devoir lui donner.
Hontucla le fait beaucoup moins ancien. Il le place dans les deux premiers siècles de l'ère chrétienne. C'est une erreur qui paraîtra incontestable d'après le passage de Proclus qui cite Geminus comme ayant écrit sur les spiriques, et celui de Héron que nous avons rapporté.
Hontucla avait pensé qu'avant lui on avait toujours confondu les spiriques avec les spirales d'Archimède, et qu'il était le premier qui eût fait connaître ce qu'étaient réellement ces courbes^. On voit, par ce qui précède, qu'en effet, Dechales, Yossius et
1 Cursus mathematicus , toin. I*' , De progressa matheseos , p. 8.
2 De natura mathematicarum scientiarum tractaiio, atque clarorum mathemaiicorum chronologia, Bononias, 1616, iQ-4o.
3 De uuiversœ mathesios natura et constitutione liber ^ eut suljungitur chronologia mathematicorum. Amstelodami , 1660 , in-4o.
4 Croniea d*e Matematici opero Epitoms delV istoria délie vite loro. In Vrbino, 1707, in-4o. « Perseo, non si sa hene di quai pa tria si fuisse. Fù egli, corne s*ha da Proclo, inventore délie Unes spiriche^ U quali nascono dalle varie settioni délia spira, n (P. 25,)
5 I/istoria matheseos universa, Lipsiœ, 1742, in-4o.
6 Histoire des mathématiques ^ tom. W, p. 316.
Heilbronner ayaient commis cette erreur , mais elle n'ayait point été partagée par Bernardin Baldi, ni Blancanus. Deux autres écrivains ont parfaitement connu la nature des spiriques. Le premier est Dysapodius qui, dans ses cUfinitions et divisions ^ de la Géométrie, parle plusieurs fois de ces courbes. Le second est le savant Saviie, qui, dans ses PrœUetiones tredeeim in prineipium elementorum Euclidis (Oxonii, 1621, in-4<'), énumére les lignes que les Anciens ont considérées, et rapporte textuellement le passage de Proclus qui fait connaître la génération des spiriques. [Lectura quarta, p. 73).
NOTE II
(P&BMIBEB EPOQUE, $ 8.)
Sur les Itetuv à ta surface d'Euclide.
Montucla dit, à la page 172 du premier volume de son Histoire des mathématiques ^ que les lieus â la surface d'Euclide étaient des surfaces; et, à la page 215 du même volume, que c'étaient des lignes à double courbure décrites sur des surfaces courbes, telles qae Thélice sur un cylindre circulaire. Il est possible que les Anciens aient désigné, en général, par ce mot, les surfaces et les courbes qui y étaient tracées. Mais quels étaient véritablement les lieux à la surface d'Euclide? Il ne nous reste, pour répondre à cette question, d'autre indication que quatre lemmes de Pappus, relatifs à cet ouvrage; et comme ces lemmes ne traitent que des sections coniques, nous devons penser qu'Euclide ne considérait que les surfaces que nous appelons aujourd'hui du second degré. Et nous sommes porté à croire que ces surfaces étaient de révolution. Car, d'une part, il est certain que les surfaces de révolution du second degré avaient été étudiées antérieurement à Archiméde , parce qu'après avoir énoncé quelques propriétés de leurs sections par un plan, il dit à la fin de la 12*^ proposition de son livre Des sphéroïdes et
1 Lêsicon matkâmaOeum, ew diversia eolheium anii^U scriptis; faiaant partie du Tolome de 1570, décrit ci-deMos. .
Speiricœ sectione* ita se habent, ut altéra eii incurvata, impîieata eimtlis caudœ equinœ. Altéra vero in medio quidem e*i laiior; em uiraque vero parte déficit. Est etiam alia, quœ oblonga c%m sit, in medio , interpallo utitur minore f sed ea utraque parte dilatatur, (fo. 0, to. )
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det eonaides, «les démonslrations de toutes ces propositions sont connues; » et de plus^ nous remarquons que le dernier lemme de Pappus est la propriété principale du foyer et de la directrice d'une conique; et ce théorème nous parait avoir pu seryir à démontrer que le lien d'un point dont les distances à un point fixe et à un plan doivent être entre elles dans un rapport constant, est un sphéroïde ou un conoïde, ou bien à démontrer que la section de ce lieu, par un plan mené par le point fixe, est une conique qui a son foyer en cç point, et pour directrice Fintersection du plan de cette courbe par le plan fixe.
Ainsi il nous semble probable que les lieux à la surface d'Euclide traitaient des surfaces du second degré de révolution, et des sections faites par un plan dans ces surfaces, comme dans le cône.
NOTE III
(PREHii&E EPOQUE, $ 8.)
Sur les Porismes d'Eu^lide.
On doit à R. Simson d'avoir rétabli la forme des énoncés qui caractérise les propositions appelées Porismes par les Anciens; et d'avoir aussi deviné plusieurs de celles qui sont indiquées si imparfaitement par Pappus. Dans la suite de son ouvrage, Simson reproduit, avec leurs démonstrations , souvent simplifiées et complétées , les 38 lemmes des Collections mathématiques y relatifs dM\ porism^es ; et donné ensuite la démonstration de cinq propositions de Fermât, converties en porismes , et diverses autres propositions très-générales relatives au cercle, trouvées par Mathieu Stewart, et faisant de véritables porismes.
Mais Simson ne nous parait pas avoir abordé diverses autres questions que devait comprendre une divination complète de la doctrine des porismes. Ainsi, nous n'y voyons pas quelle a été la pensée d'Euclide en composant son ouvrage dans une forme inaccoutumée; sous quel rapport il méritait Véminente distinction qu'en fait Pappus ; par quelles méthodes, ou opérations actuelles, il se trouve suppléé chez les Modernes, et enfin, comment difiérens passages de Pappus sur les porismes , et la définition de Proclus , peuvent recevoir une interprétation satisfaisante. Nous dirons , en un mot , que la doc-
trine des porismes, son origine^ on la pensée philosophique qni Fa créée, sa destination, ses usages, ses applications et sa transformation dans les doctrines modernes, sont autant de mystères , qui ne nous sont pas dévoilés dans le traité de Simson. Ajoutons que nous n'y trouvons rétablis que six des trente propositions énoncées par Pappus.
Un certain nuage nous a donc semblé couvrir encore cette grande question que nous a léguée l'Antiquité; à moins que d'autres écrits, qui nous seraient inconnus, ne soient venus depuis l'éclairer d'un plus grand jour, ou bien que notre faible intelligence n'ait pas compris l'ouvrage du célèbre Simson.
Ces réflexions nous ont long-temps préoccupé, et détourné souvent de l'étude à laquelle nous aurions voulu nous livrer; car l'intérêt que le sujet est de nature à inspirer, était plus puissant que notre volonté. Nous avons été conduit de la sorte à former quelques conjectures sur cette doctrine des porismes, et à rétablir les 24 énoncés de Pappus, qui ont été laissés intacts par Simson. Nous allons présenter succinctement une analyse de notre trayail , en réclamant l'indulgence du lecteur , car nous n'abordons une telle question, qui a excité la curiosité de grands géomètres, qu'avec la timidité et la défiance que doit nous inspirer le sentiment de notre faiblesse.
Faute de documens suffisans pour rétablir par la voie analytique la doctrine complète des porismes, il faut, en quelque sorte, recomposer cette doctrine à priori^ par la pure sptbèse. C'est un système qu'il faut former, et soumettre à toutes les questions et aux épreuves auxquelles peuvent donner lieu les fragmens qui nous restent.
La conception des poriêtnes nous parait dériver de celle des donnieê ; et telle a été , selon nous, son origine dans l'esprit d'Euclide.
Les porismes étaient par rapport aux propositions locales, ce que les données étaient par rapport aux simples théorèmes des ilémens.
De sorte que les porismes formaient avec les données un co^nplément des élémens de Géométrie, propre à faciliter les usages de ces élémens pour la résolution des problèmes i.
Sous ce point de vue, la destination spéciale des porismes était de procurer la connaissance des lieux ; en offrant les moyens de tirer des conditions par lesquelles un lieu inconnu était déterminé^ une autre expression plus simple de ce lieu, propre à en faire connaître la nature et la position.
Par exempie, si on demande un point dont les carrés des distances à deux points fixes, multipliés respectivement par deux constantes , aient leur somme constante, on démontrera
1 Ici nous hasarderons une réflexion que nous n^avons pas osé nous permettre en parlant du livre des Données d'Euclide.
Dans les énonces de porismes laissés par Pappus, bien qu'il soit difficile d'en dcTiner le sens, ou reconnaît cependant que dans ces sortes de propositions , il y a quelque chose à trouver ; et Pappus désigne cette chose cherchée par le mot donné , comme a fait Euclide dans le livre des Données, et il applique en même temps le même mot h chacune des choses données par l'hypothèse de la question. Les énoncés de Pappus auraient été plus intelligibles s'il n'avait désigné que celles-ci par le mot donné, et les autres, c'est-à-dire celles qu'il faut trouver , par le mot déterminé.
Cette observation s'applique au livre des données d'Euclide ; mais c'est surtout en m'occupant de la divination des porismes , que les inconvéniens d'un même mot pour deux choses différentes m'ont paru sensibles.
qu'il existe un certain point fixe tel que la distance de chaque point cherché à ce point fixe sera constante, et Ton déterminera par les seules données de la question la position de ce point fixe et cette distance constante.
Ce sera là un porisme, et ce porisme fera voir que le lieu du point cherché est nne circonférence de cercle.
Cet exemple montre quel a été Tusage des porismes. Nous dirons donc qu'un recaeil de porismes était un tableau de diverses propriétés ou expressions difilérentes des courbes (droites et circulaires seulement dans le traité d'Euclide), et que ce tableau présentait les transformations de ces propriétés les unes dans les autres.
De sorte que les porismes, dans Tesprit d'Euclide, étaient, en quelque sorte , les éqtMtians des courbes.
Ils donnaient la facilité et Tart de changer de coordonnées (en comprenant sous ce mot toutes les manières possibles d exprimer une courbe par deux ou plusieurs variables).
La doctrine des porismes était donc la Géomdtrie ana/y^t^uedes Anciens: et peut-être, si elle nous était parvenue, y trouverait-on le germe de la doctrine de Descartes; nous croyons au moins que l'équation de la ligne droite (abstraction faite de la forme algé-* brique sous laquelle nous remployons) a fait partie des porismes mêmes d'Euclide; et c'est pour cela que nous l'avons choisie pour exemple de porisme dans le texte du discours. Nous appuierons cette opinion de plusieurs preuves, dans un autre moment. Et si ces premières conjectures ne paraissent pas dépourvues de toute vraisemblance, nous ajouterons qu'il n'a manqué à Euclide que l'usage de l'algèbre pour créer les systèmes de coordonnées qui datent de Descartes.
Voici quelle est la question générale à laquelle il nous semble qu'Euclide a pu destiner ses porismes :
<( Un lieu étant déterminé par une construction commune à tous ses points, ou par un certain système de coordonnées, trouver une autre construction, ou un autre système de coordonnées qui satisfasse à tous les points de ce lieu , et qui en fasse connaître la nature et la position. »
D'après l'énoncé de cette question générale, l'objet des porismes aurait été de faciliter les changemens de construction des lieux, ou les changemens de coordonnées propres à tous leurs points; et le traité d'Euclide aurait été une collection de foribules propres à remplir ce but.
Ces changemens de construction, en efiet, et ces transformations de coordonnées étaient les seuls moyens que la Géométrie, chez les Anciens, pût employer pour étudier les courbes qui se présentaient dans leurs spéculations, et pour s'en servir dans la résolution des problèmes.
Proclus a donc raison de dire qu'il s'agit, dans les porismes, de l'invention d'ti^ne choêê, que l'an ne recherche et que l'on ne considère point pour elle-même.
En effet, ces nouveaux modes de construction, ces nouvelles coordonnées, que l'on cherche, ne sont que des auxiliaires qui ne doivent servir qu*â l'étude et à la contemplation de la courbe sur laquelle on opère.
Les porinnefl renfennés dans les trois lÎTres d*Eaclide étaient un recueil de formules propres à la construction des lieux à la droite, au point et au cercle. C'étaient les manières connues alors, ou inventées par Euclide, pour exprimer par deux coordonnées, liées entre elles par une certaine relation, les descriptions diverses de ces trois lieux, et pour passer de Tune de ces descriptions à une autre.
Gela avait pour objet de ramener à une même description, ou à un même système de coordonnées, les différentes parties d'une figure qui, par les hypothèses de la question, étaient produites par des descriptions ou des coordonnées différentes. Opération en quelque sorte analogue à la réduction de plusieurs fractions numériques ou littérales à un même dénominateur. Opération du reste, dont Futilité doit être bien sentie des géomètres modernes qui la pratiquent journellement dans toutes les parties des mathématiques, en se servant de différons modes de coordonnées auxiliaires, et en les transformant les unes dans les autres, suivant les besoins de la question.
Ifous allons peut-être mieux faire comprendre l'usage des porismes, par un autre rapprochement avec les méthodes modernes.
Les Anciens n'avaient pas, comme nous avons depuis Descartes, des termes de comparaison entre les lieux auxquels ils étaient conduits dans leurs recherches géométriques. Pour nous , il suffit d'exprimer un lieu en coordonnées ordinaires; et nous en savons immédiatement la nature : la discussion de son équation nous apprend ensuite les affections et les circonstances singulières de ce lieu , et le rang qu'il occupe, comme variété, dans la famille à laquelle il appartient. Ainsi l'équation du lieu , dans la doctrine de Descartes, est en quelque sorte l'expérimentation unique à laquelle il nous suffit de le soumettre , pour en connaître la nature, la position et les rapports avec les autres lieux connus.
Les Anciens, au contraire, ne possédaient pas un tel procédé général et uniforme d'investigation : et n'ayant pas un terme unique de comparaison , ils ont dû inventer divers moyens auxiliaires pour arriver à reconnaître lés rapports d'un lieu , qui se présentait pour la première fois, avec les autres lieux déjà connus. Ces moyens ne pouvaient être que des changemens de description, ou de coordonnées du lieu, pour parvenir à quelques rapports assez simples, et même d'identité, avec les modes de description des lieux connus*
Telle est l'origine de leurs porismes. Ils avaient pour objet de substituer à une expression géométrique ou analytique d'un lieu , une autre expression , géométrique ou analytique du même lieu.
Ces considérations montrent les rapports qui existent entre la doctrine des porismes et nos méthodes modernes; elles font voir aussi combien ces porismes devaient être utiles; car, envisagés de la sorte, ils formaient véritablement une Géométrie analytique^ qui ne différait de la nêtre que par les symboles et les procédés de l'algèbre, que Descartes a la gloire d'y avoir introduits. Ainsi ces porismes suppléaient, chez les Anciens, notre analyse moderne, qui les a remplacés à notre insu. Mais il est fort remarquable que la chose n'a fait que changer de nom; car l'analyse de Descartes ne présente elle-même, dans ses applications, qu'un purisme continuel, mais toujours d'une même nature , et d'une
forme convenue y qui est très-propre aux usages auxquels nous l'employons. Car cette analyse a pour but , comme la doctrine des porismes d'Euclide y de tirer des conditions d'un lieu, une expression nouyelle de ce lieu, qui nous soit connue, et qui, par ses rapports ayec certains termes de comparaison, nous fasse connaître la nature et la position de ce lieu.
Par exemple, qu'on demande de trouver un point tel que le carré de sa distance à un point fixe, soit dans un rapport donné avec la distance de ce point à une droite 6xe.
En prenant dans le plan de la figure deux axes rectangulaires , et en appelant xeïy les distances du point cherché à ces deux axés, on trouve entre ces variables une relation de la forme :
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où a, ft, o sont des coeffîciens constans, composés avec les données de la question. Cette équation exprime donc ce porisme :
« On peut trouver deux lignes , a ^ ft et un carré c' , tels que les carrés des distances du point cherché, aux deux axes menés dans le plan de la figure, plus les produits de ces distances par les deux lignes a ^ h respectivement, forment une somme égale au carré c"*.»
Ce porisme fait voir, par les élémens de la Géométrie analytique, que le lieu cherché est un cercle.
Hais si ces élémens n'étaient pas formés, ou qu'on voulût s'en passer, on simplifierait l'équation ci-dessus en changeant l'origine des coordonnées , et l'on arriverait à une équation de la forme :
qui exprimerait ce second porisme :
« Il existe dans le plan de la figure un certain point, qu'on peut déterminer , et qui se trouve toujours à une même distance, qu'on peut déterminer aussi , de chacun des points cherchés. »
Ce porisme fait voir que le lieu du point cherché est un cercle , de grandeur et de position déterminées.
Ces résultats, auxquels nous sommes parvenu par la méthode des coordonnées de Descartes , auraient pu s'obtenir aussi sans calcul et d'une manière purement géométrique. Hais quelle que soit la voie que l'on suive, on voit qu'on peut les considérer comme des porismes. Et cela explique comment nous concevons que la méthode de Descartes a remplacé les porismes, en substituant, à l'aide du calcul , aux divers genres de porismes dont les Anciens faisaient usage , une seule et unique formule générale qui se prête avec une facilité merveilleuse à toutes sortes de questions.
Après avoir émis les idées que nous nous sommes faites sur la doctrines des porismes, il nous faudrait les soumettre à une interprétation du texte que Pappus nous a laissé sur
cette matière. Hais cette Note est déjà trop longue , et nous ne pouvons entrer ici dans de tels déyeloppemens.
Nous nous bornerons à dire qu'en prenant pour point de départ , et pour base , notre manière de concevoir la doctrine des porismes ,^ nous avons obtenu assez naturellement une interprétation des vingt-quatre énoncés de porismes que n'a pas rétablis Simson. Nous nous sommes aidé , dans ce travail , des trente-huit lerames de Pappus sur les porismes , et de ses propositions sur les looa plana d'Apollonius. Car les porismes d'Ëuclide étant des propositions locales sur la ligne droite et le cercle , nous avons pensé qu'Apollonius avait dû s'en servir pour former ses loca plana, qui, à leur tour, pourraient servir pour former un traité des porismes.
Les limites dans lesquelles nous devons nous renfermer ne nous permettent pas d'énoncer ici les porismes que nous avons trouvés comme répondant au texte de Pappus. Mais nous allons donner deux propositions très-générales qui nous ont paru comprendre, dans leurs nombreux corollaires, les quinze énoncés de Pappus, appartenant au premier livre des Porismes d'Euclide, et desquelles par conséquent on pourra déduire autant de théorèmes répondant à ces énoncés.
De ces deux propositions dérivent aussi plusieurs systèmes de coordonnées, particulièrement celui de Descartes.
Il résulte de là une véritable connexion entre les porismes d'Euclide et les systèmes de coordonnées modernes, qui sera peut-être un commencement de justification des idées que nous avons émises sur la doctrine des porismes.
Voici quelles sont les deux propositions en question ; nous les énonçons sous forme de porismes :
Premier porisme : Êiani prié , dans un plan , deux points P, P', ei deux iransver^ sales qui rencontrent la droite PP' aux points E , E' ; et étant pris sur ces deux transversales respectivement deux points fixes 0,0^;
Si de chaque point d'une droite donnée on mène deux droites aux points P, P', qui rencontreront respectivement les deux transversales EO , E'Cy en deux points a , a' ;
On pourra trouver detuo quantités A , /x telles que Von aura toujours la relation :
Oa OV
<*> Ê^-^^Êv=^'
Second porisme : Étant menées, dans un plan, deux droites fixes qui se rencontrent en un point S, et étant pris sur ces deux droites respectivement, deux points fixes 0,0';
Si autour d'un point donné on fait tourner une traversale , qui rencontrera les deux droites fixes en deux points a, a' ;
On pourra trouver deux quantités A , (jl telles qu'on aura toujours la relation :
Oa O'a'
Les réciproques de ces deux propositions sont yraies; c'est-à-dire que :
l"* Quand Téquation (1 ) a lieu entre les segmens que les deux points variables a^a' font sur les deux droites fixes EO ,£'0% les deux droites Va, PV se croisent en un point dont le lieu est une droite déterminée par les valeurs des deux constantes X et fx.
2^ Quand Téquation (2) a lieu entre les segmens que deux points variables a , a' font sur deux droites fixes SO; S0% la droite aa' passe toujours par un même point qui est déterminé par les valeurs des deux constantes X et /z.
Du premier porisme et de sa réciproque, on conclut aisément ce porisme très-général qui concerne toutes les courbes géométriques :
Porisme général. Les mêmes choses 4tant supposées que dans le premier porisme , si de chaque point d'une courbe géométrique donnée on mine des droites aux tieux points P, P\ qui rencontreront les deux transversales fixes , aux points a, a', re^eotivement;
Il existera des valeurs des coefficiens a^ êy y^ ^^ etc. , qui satisferont à Véqua^ iion générale du degré m entre les deux rapports — , —^^ ,
etc.
De là résultent une infinité de systèmes de coordonnées , propres à représenter tous les points d'une courbe; on y trouve celui de Descaries, en supposant le point P à l'infini sur la transversale O'E', et le point P' à l'infini sur la transversale OE, et que les deux points 0 , O' soient l'un et l'autre à l'intersection des deux transversales.
Le second porisme et sa réciproque donnent pareillement lieu à un porisme trèsgénéral j qui concerne toutes les courbes géométriques :
Porisme général : Etant menées dans le plan d'une courbe géométrique deux transversales qui se rencontrent en S^ et étant pris sur ces droites respectivement deux points fixes o, o';
Une tangente quelconque à la courbe rencontrera ces deux droites en deux points a, a';
Et si la courbe Jouit de ce caractère général que^ par un point pris au dehors, an puisse lui mener généralement et au plus m tangentes.
Il existera des valeurs des coefficiens a, 6, y^ , qui satisferont à Véqua^
tion générale du degré m entre les deux rapports —, rj-,
ira) -*-G^-^0(S) ■*-«*''•="
Revenons à nos deux propositions générales primitives exprimées par les équations (1)
et (2).
Ghacnne de ces équations peut se transformer de différentes manières en d'autres , qui auront deux, trois ou quatre termes. Plusieurs de ces transformations sont nécessaires pour donner l'interprétation des Porismes du premier livre d'Euclide. Nous devons ajouter que chacune des équations que Ton obtient ainsi , sert à exprimer plusieurs porismes différons y parce qu'on y peut prendre pour inconnues du porisme , au lieu des coefficiens constans, comme nous l'avons fait, différentes parties de la figure, telles que les points Oy o*j ou les directions des transversales.
On tirera de la sorte , de nos deux propositions générales, une multitude de porismes ^ et nous croyons ne pas exagérer en en portant le nombre à deux ou trois cents. Une telle abondance s'accorde bien avec ce que dit Pappus, de la fécondité des Poriêmes d'Euclide: « Pêr omnia Porumata non nui prima principia y et êemina iantum mtdtarum et » magnarum rerum sparsissb vibbtvr (Euclide). »
Des différentes équations identiques dont nous venons de parler , nous avons choisi pour exemples les deux (1) et (2), parce qae ce sont celles qui embrassent le mieux l'infinité de propositions que comporte cette matière , et surtout parce que ce sont celles qui ont leurs analogues dans l'espace, et qui servent à étendre la doctrine des Porismês d'Euclide à la Géométrie à trois dimensions.
Voici les deux théorèmes généraux qui rempliront cet objet; nous les énoncerons sous forme de porismes :
Premier porisme : Étant donnée dans Veêpacê un triangle ABC, et trois transverealee quelconques ^ qui rencontrent le plan du triangle en E, E', E'' ; et étant prie sur ces trois droites, trois points fixes O, 0', O" $
Si de chaque point d'un plan donné on msnc trois plans passant respectivement par les trois cotés AB^ BC, CA du triangle, et rencontrant respectivement les trois transversales auw points a , a', a"' ;
On pourra trouver trois quantités constantes j telles qu'on aura toujours l'équation :
Oa O'a' O'V _
Et, réciproquement, les trois coefficiens ^, |u, v étant donnés, il leur correspondra toujours un certain plan qu'on pourra déterminer.
Second porisme : Étant pris dans l'espace un angle trièdre dont le sommet est en S y et étant pris sur ses arêtes trois points fixes O, O, O" ;
Si y autour d'un point donné , on fait tourner un plan transversal , qui rencontrera les arêtes de l'angle trièdre en a, a' et a";
On pourra trouver trois quantités constantes y X, /z, v, telles qu'on aura toujours Véquation :
Oa O'a' 0"a"
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Et^ réciproquement y si dans cette équation les trois coefficiens X, jm, y sont donnés , il leur correspondra toujours un certain point dans Tespace.
. Ces deux théorèmes généraux sont susceptibles d'une infinité de corollaires , au nombre desquels se trouvent le principe de transformation des figures en d'autres du même genre, et celui de la dualûation des propriétés de l'étendue. Mais nous ne pouvons entrer ici dans tous ces détails.
Nous dcTons prévenir que, quoique nous n'ayons appliqué la doctrine des porismes qu'aux propositions locales , nous retendons cependant , suivant la définition générale de Simson , à toutes sortes d'autres propositions géométriques ou algébriques , où il y a certaines choses variables.
Voici, pour terminer cette Note, une liste des auteurs qui ont écrit sur les porismes, ou qui seulement ont employé ce mot, sans dire la signification précise qu'ils lui attribuaient.
II faut rappeler d'abord que , dans son acception commune et générale, le mot ILopitjfia, chez les Grecs, signifiait corollaire. C'est dans ce sens qu'Euclide en a fait usage dans beaucoup de propositions de ses Élémens. Mais dans son Traité des porismes , il avait un sens particulier.
Diophante, dans ses Questions arithmétiques , a plusieurs fois employé le mot porisme, pour désigner certaines propositions concernant la théorie des nombres, sur lesquelles il appuie ses démonstrations, et qui formaient probablement un outrage qui ne nous est pas parvenu, (f^oir, par exemple, les propositions 3, 6 et 19 du livre V.)
Pappus et Proclus, comme nous l'avons dit, nous ont laissé des définitions difiérentes des porismes d'Euclide.
Ce sont là les trois seuls auteurs anciens où nous trouvions le mot porisme employé dans une autre acception que la signification commune de corollaire.
Chez les Modernes, on le rencontre d'abord dans le cosmolabe de Besson( Paris, 1667, in-4^), où il est employé concurremment avec le mot corollaire, pour désigner des propositions déduites d'une proposition principale. (Pag. 203, 207 et 210.)
Vers le même temps, Dasypodius, dans son livre intitulé : F'olumen II mathemàticum, complectens prœcepta mathematica , astronomica, logistica. (Argentorati, 1670, in-S'') a donné une définition des porismes, suivant le sens de Proclus. (P. 243 et suiv.)
Yiète s'est servi du mot porisma en parlant du corollaire qui suit la proposition 16 du III® livre des Élémens d'Euclide. [Fariorum de rébus mathematicis responsorum. liber VIII, cap. XIII.)
Neper, dans son immortel ou\TSLge : Mirifici Logarithmorum canonis descriptio , ejusque usus in utraque trigonometria, etc. (Edimbourg, 1614, in-4<'), appelle porisma une sorte de scholie général qui résume les règles qu'il vient de donner pour la résolution des triangles sphériques qui ont un angle droit ou un côté égal à un quadrant.
Alexandre Andersen intitule Porisma un problème local, où il s'agit de trouver le lieu des sommets des triangles , qui , ayant même base , ont leurs deux autres côtés dans un rapport constant. Voir : Animadversionis in Franciscum Vietam a Clémente
Cyriaco nuper editœy brevù Atoixpi(JtÇy per Alexandrum Andersonum. (Paris, 1617, in-4<*, 7 pages.) *
Bachet de Meziriac, à l'instar de Diophante, a aussi employé le mot porisme, et Ta donné à une série de propositions sur la théorie des nombres , qui précédent sa traduction et son commentaire des six liyres arithmétiques de l'analyste grec; et qui sont comme autant de lemmes nécessaires pour l'intelligence de cet ouvrage. Ces porismes sont en trois livres intitulés : Claudii Gasparis Bacheti sebu^iani in Diophantum , Poriêtnatum lihri treê. (Paris, 1621 , in-fol.)
SaTile, dans ses Prœlectione» tredeeim m prineipium elemeniorum Euelidi», (Oxonii, 1621, in-4®), a donné une définition des porismes, dans le sens de Proclus. (Lectura prima y p. 18.)
Albert Girard annonçait dans sa Trigonométrie (La Haye, 1626, in-16), et dans son commentaire des œuvres de Stevin (Leyde, 1634, in-fol., p. 459), avoir rétabli les porismes d'Euclide. Mais ce travail n'a pas vu le jour. Puisse- t-il n'être pas entièrement perdu!
Kircher, dans la partie de son ^r# magna Lucie et Umbrœ (Romœ, 1646,în-fol.), qui traite des sections coniques, se sert en même temps des trois mots eorollarium, eort^êciarium et pori*fna , pour désigner des conséquences d'une proposition principale. Mais le plus souvent cependant, le dernier mot s'applique à une proposition qui n'est pas la conséquence de celle qui a été démontrée , mais qui en est au contraire une généralisation , ou du moins qui s'y rapporte comme faisant partie de la même théorie. Par exemple, après qu'une propriété de la parabole vient d'être démontrée sous le titre de proposition , on trouve sous le titre de porismes les propriétés analogues de l'ellipse et de l'hyperbole {voir pag. 237 et 238; 242 et 243).
Schooten, dans ses Sectiones triginta misoellaneœ (livre V des E xercitationes ma-thematicœ, Leyde, 1657, in-4®), intitule Porisma la section 24*, où, pour donner un exemple de la manière de découvrir en Géométrie les propriétés des figures, il se propose de trouyer celles qui appartiennent à la figure formée par différentes droites menées d'une certaine manière dans le plan d'un cercle. (P. 484 des E xercitationes mathematicœ.)
Les quatre géomètres suivans ont traité formellement de la divination des porismes :
Marin Ghetaldi, De resolutione et compositione mathematicay lib. F'; opus posthumum. Romae, 1640.
Bulliaud, E xercitationes geometricœ très : 1" circa démons trationes per inscriptas et circumscriptas figuras; 2" circa conicarum sectionum quasdam propositiones ; 3** de Porismatibus, Parisiis 1657,in-4^
Kenaldim y De resolutione et compositione mathematica, /tirtrfwo. Patavii, 1668, in-f».
Fermât, F'aria opéra mathematica. Tolosae, 1679, in-fol.
1 Anderson a^ait écrit plusieurs ouTrages sur Tanalyse géométrique des Anciens , qui n'ont pas été publiés. Hersenne, dans son Hyre de la Vérité des sciences (1625, in-12; pag. 752), fait un grand éloge de ce géomètre , qui, pendant sa Tie , dit-il , n'a pas été traité #elon son mérite , bien qu'il pût approcber d'Arcbimède et d'Apollonius. Puis il ajoute qu'Anderson aTait préparé plusieurs ouvrages pour suppléer à ceux des Anciens qni ne nous sont pas partenus j et il engage les personnes qui les possèdent à ne pas en priver les sciences.
Porisntatum Euelidœorum renovata doeirina,et êub forma ùagoges reeêntioribtis Geometricis exhibita. Cet écrit, de quatre pages, avait été commuoiqué par Fermai, plusieurs années auparavant, à divers géomètres, et entre autres à Bulliaud qui en fait mention dans Touvrage que nous Tenons de citer de cet auteur.
Maintenant, après qu'un siècle s'est écoulé sans nous offrir aucun écrit sur les porismes , nous trouvons :
Lawson, Treatise concerning PorUmsy 1111 ^ in-4^
Ce géomètre est auteur d'un autre ouvrage sur la Géométrie des Anciens , intitulé : Geometrical analysis of the antiênU , in-8®, 1775.
Wallace, Geometrical P or iêtns ^ 1796, in-4".
Playfair , On the origin and investigation of Poriêms ; Transaction* de la société royale d'Edimbourg y tom. III, année 1794, et tom. III, pag. 179 des OEuvres ds Playfairen quatre vol. in-8®, 1822.
Lhuillier, Élémens d'analyse géométrique et d^analyse algébrique ^ in-4^, 1809.
J. Leslie, Geometrical analysis, liv. III«; in-8^, Edimbourg 1809 et 1821.
Cet ouvrage a été reproduit dans notre langue par M. Auguste Comte , à la suite du second supplément à la Géométrie dftcriptive, par M. Hachette, in-4'', 1818.
Dans ces dernières années, M. Hoêné Wronski a donné une nouvelle interprétation des porismes, et s'est servi de ce mot dans son Introduction à la philosophie des mathématiques (pag. 217).
M. Eisenman , professeur à l'école des ponts et chaussées de France, qui s'occupe d'une traduction des œuvres de Pappus, accompagnée du texte grec, a porté son attention sur la doctrine des porismes , dont il promet une explication nouvelle. (Voir Traité des propriétés projectives ^ introduction, pag. 37).
Nous désirons vivement avec M. Poncelet , que la publication de cet ouvrage, qui serait si utile à la Géométrie, n'éprouve pas de trop longs retards.
Gastillon, célèbre géomètre du siècle dernier, qui était très-versé dans la Géométrie ancienne, pensait que le Traité des Porismes existait encore en Orient au XIII* siècle, et qulin commentaire du fameux astronome et géomètre Nassir-Eddin de Thus, sur un ouvrage d'Euclide, dont parle d'Herbelot dans sa Bibliothèque Orientale^ se rapportait à ce traité même , qui seul avait pu mériter d'être commenté par le célèbre géomètre persan. <( Heureux, s'écrie Castillon, si je ne me trompais pas! Heureux les géomètres qui )» posséderaient ces admirables livres et en connaîtraient le prix! » (Mémoires de l'académie de Berlin , années 1786 — 1787.)
Que de découvertes précieuses pourront être faites dans les bibliothèques de l'Orient ', si un jour elles sont explorées , sous les auspices de quelque gouvernement ami des sciences , et jaloux de la gloire qu'elles ont répandue sur les siècles des Ptolémée , des Médicis, de Louis XIY.
1 les Persans prétendent posséder quelques ouvrages grecs que nous n'avons pas ; et nous voyons en effet que les Arabes en citent plusieurs qui nous sont inconnus. ( Voy. Montucla, Histoire des math,, iomt l^, pag. 373 et 394 ).
NOTE IV
(PRBmiEE ÉPOQUE, § 12.)
Sur la ma/rtière de construire les foyers dans le cône oblique, et d'y déinontrer leurs propriétés,
Apollonius appelle les foyers des coniques , points d* application (Pane ta ex appli-eatione faetu), et les définit ainsi ; chacun de ces points divise le grand axe de Tellipse ou l'axe transverse de l'hyperbole , en deux segmens dont le produit est égal au carré du demi-axe conjugué , ou , pour parler le langage d*Apollonius , est égal au quart de la figure. Ce qu'il appelle la figure est le rectangle construit sur le grand axe et sur le latus rectum.
Cette construction des foyers ne les rattache , comme on voit, que très-indirectement au cône; et je ne sache pas qu'on ait encore donné, de ces points, une construction générale et directe, prise dans le cône même, dans le genre de celle de Jacques Bernoulli pour le latits rectum ; si ce n'est pour le cas particulier du cône droit , ainsi que nous le verrons dans le cours de cette Note.
Voici pour le cas général du cône oblique , la construction à laquelle nous sommes parvenu :
Le plan coupant étant supposé, comme dans Us coniques d* Apollonius , per^ pendiculaire au teiakglb par l'axe, que par Vun des deux sommets de la courbe , on mine un plan parallèle à la base du cane , et le plan de la section sous-contraire; ces deux plans couperont le cône suivant deux cercles : que par leurs centrés on mine un cercle tangent au diamètre de la courbe situé dans le plan du triangle par l'axe; le poiht db contact sera l'uit des fotbrs de la courbe.
Quand le diamètre de la courbe sera situé entre les centres des deux cercles , cette construction ne sera plus exécutable; c'est qu'alors ce diamètre n'est plus le grand axe de la courbe , qui , dans ce cas, est toujours uae ellipse ; le grand axe alors est perpendiculaire i^Q plan du triangle par l'axe. La construction des foyers pour ce cas est différente , mais elle devient encore plus simple que dans le cas général. Que , sur la droite qui joint les centres des deux cercles, prise pour diamètre, on décrive une circonférence de cercle dont le plan soit perpendiculaire à celui du triangle par l'axe ; les points où cette circonférence rencontrera le grand axe de la courbe seront les foyers cherchés.
Ces deux constructions conduisent à une expression unique et générale de l'excen-
tricité d'une section conique , considérée dans le cAne, savoir que : Yeaocentriciti est moyenne proportionnelle entre le» distances du centre de la courbe aux centres des deux sections circulaires qu'on peut faire passer par l'un des sommets de la courbe, compris dans le plan du triangle par taxe.
Quand le cône est droit, l'expression de l'excentricité devient extrêmement simple : Que , du centre de la section d'un cône droit par un plan , on abaisse Air l'axe du cône une obliqua parallèle à l'une des deux arêtes comprises dans le plan du triangle par l'axe; cette oblique sera égale à l'excentricité de la section.
Re7narque. — Notre construction des foyers, dans le cône oblique, démontre que les focales de HH. Quetelet et Van Rees, ces courbes du troisième degré qui sont le lieu géométrique des foyers des sections faites dans un cône, par des plans menés par une tangente au cône , perpendiculaire à l'un de ses plans principaux , que ces courbes , dis-je , considérées sur le plan , sont le lieu géométrique des points de contact des tangentes menées par un point fixe à plusieurs cercles qui passent par deux mêmes points, ou , plus généralement , qui ont même axe de symptose deux à deux. Proposition que nous arions énoncée déjà sans démonstration. ( Correspondance math, de H. Quetelet , tom. VI , pag, 207.)
Mais on yoit de plus que ces focales ne sont pas toujours le lieu géométrique complet des foyers des sections du cône; et que, quand ces sections sont faites par des plans perpendiculaires au triangle par l'axe , il y a, outre la courbe du troisième degré, un cercle situé dans un autre plan, qui complète ce lieu géométrique.
Cette remarque avait échappé à l'analyse employée par M. Van Rees, dans son intéressant mémoire sur les focales, {Correspondance mathém, , tom. Y, pag. 361.)
La construction que nous venons de donner des foyers des coniques, prises dabs le cône oblique , ne se prête pas à la démonstration des propriétés de ces points , et n'est pas propre même à indiquer à priori leur existence dans les coniques. Il reste donc à rechercher comment , par la considération des coniques dans le cône , on peut être conduit à la découverte de leurs foyers.
Cette question a déjà occupé quelques géomètres.
Hamilton , auteur d'un bon Traité géométrique des coniques considérées dans le cône ^ , a cherché à tirer de la nature même du cône les propriétés de la directrice des coniques. Mais il se sert du cône droit, et il y suppose connu à priori le foyer de chaque section. (Pag. 100 et 122.)
Dansées derniers temps , MM. Quetelet et Dandelin, en considérant les coniques dans le solide, sont parvenus à de fort beaux résultats nouveaux, dont le suivant offre, je crois, la première construction qu'on ait donnée des foyers des coniques dans le cône :
Un cône droit étant coupé par un plan, si on conçoit deux sphires inscrites dans le cône y et tangentes au plan ^ les deux points de contact seront les foyers de la section
l De seciiontbus conicis traciatus geometricus , in quo, ex naturâ ipsius coiit, sectionum affectiones factllime dêâucuntvr, methodo nova, Dublin , 1763, in-4o.
du eâne par le flan ; et le* droites suivant lesquelles ee plan sera rencontré par les plans des courbes de contact des sphères et du cône^ seront les directrices correspondantes â ces deux foyers respectivement,
M. Bandelin a étendu ce théorème' aux coniques considérées dans Thyperboloïde de réTolntioh, au lieu du cône droit ^; et depuis, nous TaYons généralisé encore, en le rattachant, comme corollaire, à une propriété générale des surfaces du second degré. {Jlnnales de mathématiques^ tora. XIX, pag. 167.)
Un autre corollaire de cette propriété générale , est lui-même une propriété des foyers considérés dans le cône oblique, savoir que :
Un cane oblique étant coupé par un plan quelconque , si l'on inscrit dans le cône une surface du deuofiime degré , qui soit tangente à ce plan y de manière que le point de contact soit l'extrémité d'un des deux diamètres lieux des centres des sections circulaires de la surface , ce point de contact sera le foyer de la section faite dans le cène par le plan.
Ce théorème est très-général; mais on conçoit qu'il ne pourrait pas conduire à la découTcrte des foyers d'une conique, et qu'il n'est pas propre à la démonstration des propriétés de ces points. Le théorème de MM. Quetelet et Dandelin , au contraire , con- Tient parfaitement pour cet objet ; mais il ne concerne que les coniques prises dans le cône droit. Il reste donc encore à trouver le moyen de tirer de la nature du cône oblique la connaissance et les propriétés des foyers.
Nous proposerons pour cela deux méthodes :
La première consiste à prendre le plan coupant ( supposé perpendiculaire au triangle par l'axe, comme dans les coniques d'Apollonius ) de manière que l'axe du cône fasse avec ce plan un angle égal à celui qu'il fait avec le plan de la base du cône.
Le point où cet axe percera le plan coupant sera le foyer de la section.
Ce foyer correspondra au centre du cercle qui sert de base au cône, c'est-à-dire qu'il en sera la perspectiye ; et dès lors les propriétés de ce centre donneront des propriétés caractéristiques du foyer.
La deuxième ^ttanière consiste à étudier d'abord les propriétés du cône, abstraction faite des sections qu'y peut produire un plan coupant. On y trouve d'abord des propriétés concernaDt deux plans menés par le sonmiet du cône , dont l'un est parallèle au plan de la base (laquelle est un cercle), et l'autre au plan d'une section sous-contraire ; et ensuite d'autres propriétés où detup lignes droites , menées d'une certaine manière par le sommet du cône , jouent , sous^ un rapport , un rôle analogue à celui de ces deux plans , et présentent une grande analogie avec les foyers des coniques.
Si ton coupe le cane par un plan perpendiculaire d l'une de ees deux droites , la conique qui en résultera aura pour foyer le point oà ^êplan coupera èette droite; et une partie des propriétés de la droite , considérée dans le cône, s'appliqueront à ce foyer considéré par rapport à la conique.
I Mémoires de l'Académie de BruaeUee, tome m.
Voilà , comme on voit y un deuxième moyen d'étudier les propriétés des foyers dans le cône même.
Quant aux propriétés du cône, relatives aux deux plans et aux deux droites dont nous venons de parler , elles s'obtiennent facilement par de simples considérations de Géométrie. Nous en avons trouvé un certain nombre , par cette voie , dans un écrit qui fait partie du sixième volume des Nouveattx Mémoires de l'Académie de Bruxelles.
NOTE V
(PEEMliEB SPOQUBy § 16.)
Sur la définition de la Géométrie. — Réflexions sur la dualité , considérée
comme loi de la nature*
La distinction qu'Aristote et Descartes ont faite des deux questions différentes qui sont Tobjet constant des sciences mathématiques , nous autorise à hasarder une observation critique sur la définition de la Géométrie , qu'on trouve dans presque tous les traités élémentaires. C'est, dit-on , la science qui a pour objet la mesure de l'étendue. Or la mesure proprement dite , n'est que la très-petite partie des propriétés de retendue, qui font l'objet des travaux des géomètres. Ainsi, nous ne sachions pas que MU. GergoniMi, Poncelet, Steiner, Plucker, etc., dont les travaux récens n'ont point été sans éclat, aient beaucoup considéré la mesure y comme on l'entend dans la définition que nous venons de citer. La Géométrie descriptive de Monge, qui appartient essentiellement à la science des propriétés de l'étendue , peut servir pour trouver la mesure des corps , mais ce n'est certainement là que le moindre de ses usages. La définition en question est donc incomplète et insuffisante.
Hais cette insuffisance n'est peut-être pas sans conséquence fâcheuse; et contribue peut-être au délaissement où la science est tombée. Car les mathématiciens qui n'ont pas suivi, depuis trente ans, les progrès de la Géométrie, ne connaissent de cette science que les méthodes de quadratures de Kepler, de Gavalleri, de Pascal, de Grégoire de S'-Vincent , etc. , parce qu'elles ont des rapports intimes avec les théories du calcul intégral qui font chaque jour l'objet de leurs profondes méditations. Et l'on ne peut disconvenir que
le calcul intégral, perfectionnement final et sublime de ces méthodes géométriques, les remplace toutes ayéc un avantage meryeilleux. De là, l'idée que Tétude de la Géométrie pure est chose oiseuse, puisqu'elle serait tout entière renfermée dans les formules dintégration, c'est-à-dire, dans une simple et unique question d'analyse.
Mais si l'on comprend dans la définition de cette science les rapports de forme et de situation des figures , on ne pensera plus qu'une seule formule analytique puisse résoudre la variété infinie de questions difiérentes qui se présenteront à l'imagination : et un examen un peu approfondi delà nature de ces questions , conduira au contraire à reconnaître les grandes difficultés qu'y peut rencontrer l'instrument universel des mathématiques, l'analyse de Descartes; on y reconnaîtra même un ordre général de questions pour lesquelles cette analyse, sous sa forme actuelle , parait insuffisante , ainsi que nous le ferons voir dans la suite (chap. YI, § 5). Nous pensons aussi qu'il résulterait encore de cet examen , la conviction que l'étude de la Géométrie pure, cultivée pour elle-même, et par ses propres ressources, est indispensable pour bien connaître les propriétés de Tétcudue, pour parvenir à la solution d'un grand nombre de questions importantes, et éclairer la marche» de l'analyse dans toutes ses applications, soit à la Géométrie elle-même , soit aux phénomènes naturels.
C'est un point historique digne de remarque, que les Latins, qui n'ont été que de bien faibles géomètres, avaient néanmoins senti le défaut delà définition ancienne de la Géométrie, et lui avaient substitué la suivante, que l'on trouve dans la Géométrie de Boèce : Geometria est dùciplinà magnihédinis immobili^^ formarumque deêcriptio contemplativa , fer quam uniu^cvjusque rei termini deelarari soient. Cette définition, que donne aussi, à peu près dans les mêmes termes, Cassiodore i, paraît avoir été employée depuis par les écrivains du moyen âge : nous citerons, par exemple, Vincent de Beau vais (du XIU® siècle), qui la donne dans son Miroir doctoral (liv. XYI, chap. XXXVI) ^ A la renaissance elle était encore en usage. On la trouve dans la Margarita philoêophica de Reisch s ; et la définition que donne Tartaléa dans la troisième partie de son traité général des nombres et des mesures est à peu près la même : « La Geometria e una ecientia, ouer disciplina, che contempla la deecrition délie figure^ ouer forme délia quantita continua immobile, corne che è la terra, e altre cose simili. ))
On a lieu de s'étonner que cette définition n'ait pas été conservée. Dès il y a longtemps, il est vrai, plusieurs géomètres, et particulièrement D'Âlembert , dans son Essai sur les élémens de philosophie^ ont cherché à y revenir, en appelant la Géométrie la science des propriétés de rétendue figurée. Si celte définition exacte n'a point été adoptée depuis par tous les géomètres , nous en voyons deux raisons.
Les uns ont sans doute voulu conserver l'étymologie grecque du mot Géométrie ^ qui signifie mesure de la terre. Mais il est évident que ce mot, restreint à la signification rigou-
1 Aarelii Cassiodori, senatoris, etc., Opéra omnia, Rotomagi , 1670, in-fol., Ht. II, pag. 683.
2 Bihiioiheca Mundi, Duaci, 1624, 4 vol. in-fol., tomut tecunda«, f{\i\ Spéculum dwitrinale inscribitur. S Heidelberg, 1486, m-4o. Réimprimé «onTent à Strasbourg, à Bàle et à Triboarg.
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reuse de son étymologie y n'a pu convenir q^e dans le premier âge de la Géométrie. Dès les premiers pas que cette science a faits ^ et du temps de Thaïes déjà, ce mot était insuffisant. Aussi a-t-il été critiqué sévèrement par Platon qui Ta trouvé ridicule^. Depuis lors, en conservant le nom de Géométrie à la science, on a substitué, dans sa définition, à ridée de la terre y qu'il exprime, celle de l'étendue en général. U fallait faire plus, et remplacer aussi l'idée simple Ae mesure^ par l'idée complexe de Tneiture et A* ardre ^ qui est indispensable pour donner au mot Géométrie un sens vrai et complet.
C'est sans doute sous un point de vue philosophique que d'autres géomètres tiennent à exprimer un but unique, \di mesure de l'étendue, dans leur définition de la Géométrie; voulant ainsi ramener à une idée unique et absolue, cet ordre particulier des phénomènes de l'étendue, qui forme la partie la plus considérable de nos connaissances positives. Hais quelque utile que soit toute espèce de généralisation dans les conceptions, comme dans les principes et dans les méthodes, et quelque admiration que méritent les idées grandes et belles que les principes d'unité , qui font le caractère de la philosophie ancienne, ont inspirées à Pythagore et à d'autres philosophes , on peut croire pourtant qu'une unité absolue n'est pas le principe de la nature. Les dualismes nombreux qui se remarquent dans les phénomènes naturels, comme dans les différentes parties des connaissances humaines, tendent au contraire à nous faire supposer qu'une dualité constante, ou double unité, est le vrai principe de la nature.
Cette dualité , nous la trouvons dans l'objet même de la Géométrie, ainsi que nous venons de le dire ; dans la nature des propriétés de l'étendue où le point et le plan ont des fonctions identiques [voir la note XXXIV); dans le double mouvement des corps ce* Testes, où sa constance reconnue la fait admettre comme principe ^; et dans mille autres phénomènes.
Ainsi , en cherchant à puiser dans des considérations d'un ordre plus élevé la définition propre à la Gréométrie , on voit que les convenances philosophiques ne s'opposent point à y comprendre les deux grandes divisions, V ordre et la mesure, qui répondent au double but de cette science.
1 Bis cogfittis atque pêrspectis , proxima êStUla qaam ridioulo admodum nûmin$ ( *yçXo7oy ovo/ia ) Oêomêiriam nuncupant ( In Epinomide. Platonia opéra omniaj traduction de Jean de Serres, t. IL p. 990. )
Cette critique si juste de Platon , a été reproduite par plusieurs écrivains du XVI" siècle. Le célèbre philologue , et professeur de mathématiques . Ilicodème Vrischlin s'exprimait ainsi : Amplissima est etpulcherrima sciência figurarum. Ai quant est inepte eorUta fkùmen Geometriœ! (Ger. J Vossius, De utdversœ mathesio» naiurd et constHutione Liber, )
2 Ce principe est peut-être une objection contre le système de Newton sur la propagation de la lumière . Car si une molécule lumineuse était aaimée d'un mouvement de translation, elle aurait probablement aussi un mouTement de rotation sur elle-même. Ce qui ne peut être admis, car il s'ensuiTrait cette conséquence fausse que , dans la réflexion d'un rayon lumineux sur une surface quelconque, Tangle de réflexion ne serait point égal à l'angle d'incidence.
NOTE VI
(P&BHIBBB iPOQUB, § 22.)
Sur le théorème de PtoUmée^ relatif au triangle coupé pa/r une
transversale.
C'est improprement que ce théorème est dit de Ptolémée, puisqu'il se trouve dans les gphiriques de Menelaus , de qui Ptolémée l'avait emprunté. Mais TAImageste étant beaucoup plus répandu et plus connu que ces sphériques, c'est toujours dans le premier de ces ouvrages qu'on Ta remarqué ^ et de là est venue l'erreur qu'on a commise en l'attribuant à Ptolémée.
Nous trouvons que Pappus a démontré ce théorème ^ et s'en est servi dans le huitième livre de ses Collections mathématiques , pour démontrer une proposition curieuse sur le centre de gravité de trois mobiles qui parcourent les trois côtés d'un triangle ; qu'au XVP siècle y après que Purbarch et Regiomontant venaient de le reproduire dans leur abrégé de l'AImageste', il parut être connu de tous les géomètres : Oronce Finée^ dans son Arithmétique 2^ et Stiffels, dans son Traité d'algèbre ^ , en firent usage pour démontrer géométriquement la règle arithmétique de* six quantités. Dans le même temps Cardan 4, Gemma Frisins ^, J. Schoner ^^ sans construire la figure géométrique l'indiquèrent dans T Aimageste, pour le même usage 7j Maurolycus s'en servit , comme lemme, pour démontrer
1 Cl. Ptolemœi ÂUsandrini in magnam construcHonem , G. Purbachii cujuaque disctpuU J de Regiownde asironomicon epiioma. Yenetiia , 1490 , in-fol.
2 Àriihmetiea praciica, libris quatuor absoluta, etc., 1635, in-fol., IWre 4«, chap. 4.
3 ÀrUhmetica intégra. Norimbergn , 1644 , in-4o. IW. 3» , pag. 294.
^ Practica arithmeticB , et mensurandi eingularis. llediolani, 1639, in-So, cap. XLVl. Opus novum de jnroportionibus numerorum, etc., BasileflB, 1670, in-fol.^ prop. 6t*.
^ Àrithmeiicœ practica methodus facilis, Antwerpin, 1640, in-S».
^ Algoritkmus demonêtratus. If orimbergn , 1634 , iii-4o, de proportionibn» appendiz.
7 II t^agit , dans cette règle des sis quantités, de résoudre cette question : Le rapport d'une première quantiiè à Une seconde, étant composé du rapport d'une troisième à une quatrième, et du rapport d'une cinquième à uns sixième, trouver le rapport d'une quelconque des seconde, troisième et cinquième quantités à une quel^ conque des trois autres. Ainsi a, b, c, d, e, f étant les six quantités ^ on a
a ce 1 "d' f
et Ton demande d'en conclure le rapport d^une des trois quantités b,c,ek l'une des trois autres a, d, f. Cette «laestion, présentée tous cette forme algébrique, est assurément la plus simple que l'on puisse imaginer,
les propriétés des asymptotes dans Thyperbole ^ ; et Bressius pour la démonstration de plusieurs formule de trigonométrie 2.
Dans le cours du XVIP siècle , les usages du théorème furent encore plus nombreux et plus variés. Mersenne Ta énoncé y dans deux de ses ouvrages , parmi les propositions principales des sphériques de Menelaus^. Stevin s'en est servi dans sa Pratique de V arithmétique , pour composer les raisons de raisons, et montrer, par cet exemple, que la Géométrie peut, dans certaines questions, apporter plus de brièveté que l'algèbre ; Snellius a résolu à Taide de ce théorème, la 35® question des Zetemaia Geometrica de Ludolphe Van Geulen ^; Beaugrand Ta employé dans sa Géostatique, pour composer les rapports de lignes; Desargues s'en est servi pour démontrer une belle propriété géométrique des triangles, qu'on trouve à la suite de son Traité de perspective, arrangé par Bosse (1648, in-8^); Pascal Ta mis dans son Essai pour les coniques , au nombre des théorèmes principaux sur lesquels devait reposer son Traité complet de ces courbes; Schooten, dans son Traité posthume, De concinnandis demonstrationibus ^ etc.. Ta démontré synlhétiquement et par l'analyse : vers le même temps, un auteur italien, Guarini , en a fait le même usage que Beaugrand , pour composer des rapports de lignes '. Peu d'années après', un autre géomètre italien, qui a eu quelque réputation dans les sciences, le marquis Jean Geva, est parvenu de lui-même et d'une manière originale et ingénieuse à ce théorème, et à un autre du même genre, qui est aussi l'un des principaux de la théorie des transversales, et dont on avait regardé jusqu'ici Jean Bernoulli comme le premier inventeur. L'ouvrage de Geva où se trouvent ces deux théorèmes et quelques autres qui méritent aussi d'y être remarqués , est intitulé : De lineis se invicetn secantihus, statica constructio. Milan, 1678, in-4''. Nous ferons connaître, dans la Note suivante, la méthode qui distingue cet ouvrage.
et Ton ne pourrait croire que Cardan, par exemple, lui ait consacré, dans ses deux ouTrages que nous Tenons de citer , plusieurs pages, si Ton ne considérait que cette règle est une extension de la règle de pro^ portion entre quatre quantités, qui s'en déduit^ en supposant, par exemple, c égal à <2, et que celle-ci a toujours été la partie difficile et transcendante , pour ainsi dire , dans les traités d^arithmétique, jusqu^à l'inTention de Talgèbre , et depuis encore , grâce à Tancienne notation des proportions , qui fait usage de trois signes au lieu d^un , pour exprimer une simple égalité de deux rapports , et qui , malgré les inconvéniens et les désaTantages évidens de cette complication , est encore employée de nos jours par beaucoup d'auteurs.
Cardan attribue cette règfe des six quantités au géomètre arabe Alchindus ( du X« siècle ) , qu'il place au rang des douze plus puissans génies qui aient paru depuis Porigine des sciences. ( Voir Dû subtUitate; lib. XVI. ) On trouTC en effet dans la Biblietheca Arabico-IIispana de Casiri, une liste extrêmement nombreuse des ouTrages qu'Alchindus arait écrits sur toutes les* parties des sciences mathématiques, philosophiquea, morales , etc., et qui étaient encore , il y a un demi-siècle , dans la riche bibliothèque de TEscurial.
1 F. Maurolyci opuscula mathemaiica, Yenetiis, 1675, in-4o, pag. 281.
2 Metrices Âstronomicœ libri quatuor, Paris^ 1681 , in- fol., Ht. 4 \ propon. 13. *
3 Synopsis mathematica. Paris, 1626,in-24. Vniversœ geometriœ, mixtœque mathematicœ synopsis , eio, Paris, 1644, in-4o.
4 OEuTres mathématiques de Ludolphe Van Ceulen , traduites du hollandais en latin et enrichies de notes , par Snellius Leyde , 1610 , in-4o , pag. 120 . '
6 £uclides adauêtus et meihodicus , mathematicaque universalis Aug. Taurinorum , 1671 , in-fol., pag. 240.
Depuis 9 nous ne trouvons plus de traces du théorème de Ptolémée, qui, après avoir élé fort en usage , et connu de tous les géomètres, pendant près de deux cents ans, est resté infructueux, et peut-être même ignoré, pendant plus d'un siècle, jusqu'à ce que Gamot, qui était parvenu de lui-même à ce théorème, parmi plusieurs autres de même nature, concernant le quadrilatère plan, l'eût fait connaître comme l'un des plus utiles et des plus féconds en Géométrie rationnelle. Nous devons dire cependant que, quelques années auparavant, Schubert l'avait déjà reproduit, comme lemme pour la trigonométrie sphérique de Plolémée ' ; et qu'un autre géomètre du Nord, N. Fuss, s'en était aussi servi, ainsi que du théorème analogue dans la Géométrie de la sphère, pour démontrer quelques propositions, telles que cette belle propriété du cercle, que Fuss attribue àD'Alembert : « les points de concours des tangentes communes à trois cercles ,^ris deux à deux , sont en ligne droite 2. »
/ Des auteurs que nous avons nommés , Mersenne seul a présenté le théorème en question comme étant de Henelaus; la plupart l'ont attribué à Ptolémée; quelques-uns n'en ont point indiqué l'origine : ceux-ci sont, Haurolycus, Desargues, Pascal et Geva : ce dernier y est probablement parvenu de lui-même.
M. Flauti, dans sa Geometria di ^tto, avait déjà remarqué l'usage que Pappus a fait de ce théorème dans le livre huit de ses Collectioni mathématiques. Nous avons emprunté du Mémoire de M. firianchon sur les lignes du second ordre, nos citations de Maurolycus et de Schubert, et du Traité des propriétés projectives de M. Poncelet, celle de Desargues. Nous ne doutons point que l'on n'en puisse trouver beaucoup d'autres que celles que nous venons d'ajouter à ces premières. Car le théorème en question a dû être très-familier aux Arabes, qui avaient commenté et illustré dans plusieurs écrits son analogue sur la sphère , qu'il sert à démontrer : et les mathématiciens d'Europe , en recevant ces théorèmes des Maures, en firent aussi le sujet de leurs méditations. Tel est Simon de Bredon, anglais du XIY® siècle, dont on conserve plusieurs écrits sur cet objet dans la bibliothèque Bodléienne, comme nous l'apprend le savant Halley dans' sa traduction des sphérigues de Menelaus,
Quant à l'origine des deux théorèmes , elle parait remonter à Hipparque, qui avait précédé Ptolémée et Menelaus dans le calcul des cordes et la trigonométrie. On conçoit trèsbien que ce célèbre astronome ait déduit la propriété du triangle sphérique de celle du triangle rectiligne; mais quelles spéculations géométriques ont pu le conduire à celle-ci ? Nous serions porté à penser que la découverte de ce théorème remonte à Euclide , et qu'il a fait partie de sesporismes. Car il est dans le genre de di£rérens lemmes que Pappus nous a laissés sur ces porismes; et l'un de ces lemmes (proposition 137 du septième livre des Collections mathématiques) y qui ne diffère du théorème en question que par un rapport de deux segmens substitué à un autre, nous parait avoir pu être destiné à faciliter la dé* monstration de ce théorème.
1 Trigonometria spherica è Ptolemno ; Ifova Acfa de Pëtersboarg, ann. 1794 , tom. XII , pag. 165.
2 Nova Aeta Peirepolitana , ann. 1797 et 1798 , tom. XIV.
Noas ayons été encouragé dans cette conjecture , en voyant que ce théorème entrait naturellement dans une collection de propositions toutes du même genre, que nous ayons réunies comme pouvant répondre au premier livre des Porûme^ d'Euclide.
NOTE VIL
(suite de la kote vi.)
Sur l'ouvrage de J. Ceva, intitulé : De lineis rectis se invicem secantibus , statica constructio (in-4o, Milan, 1678).
L'idée sur laquelle repose cet écrit, consiste à se servir des propriétés du centre de gravité d'un système de points, dans des questions où Ton a à considérer les rapports des segmens que font les unes sur les autres , des droites qui se coupent, comme dans plusieurs propositions de la théorie des transversales. On suppose placés aux points d'intersection de ces droites des poids inversement proportionnels aux segmens faits sur ces droites; et des rapports entre ces poids, que donne le principe du levier en statique, on conclut les rapports entre les segmens.
Ainsi , pour démontrer le théorème dePtolémée de cette manière , concevons un triangle ABC dont les côtés AB, BG, GA soient coupés respectivement en e, a, b par une transversale quelconque. Je suppose placé en a ^ G, A trois points matériels, dont la masse a' du premier est tout-à-fait arbitraire, et celles G' , A' des deux autres sont déterminées de manière que le point B soit le centre de gravité des deux points matériels situés en a et G, et que le point b soit le centre de gravité des deux points matériels placés en G et A. Le centre de gravité des trois masses sera le point d'intersection e des deux droites a i, A B.
On a par la loi de statique
aC~«' + C'' ~" C6 Les poids a' et G' peuvent être remplacés par un poids unique (a' ■*• G'), situé en B;
le comparant à A', on aura
il Tient donc
kc «'-.C' = A'-;
oB kh Bo
-- = — • — , ou aB.ÂC.cA = aCcB^ÂÂ.
aC ko ko
Passons au second théorème. II s'agit de démontrer que quand trois droites , issues des sommets d'un triangle , passent par un même point, les segmens qu* elles font sur les côtés apposés sont tels que le produit de trois d'entre eux y qui n* ont pas d'extrémité commune , est égal au produit des trois autres.
Soit ABC le triangle; et Aa, B^» G/ trois droites qui se croisent en un même point D , et qui rencontrent respectiyement les côtés du triangle en a, Sy y. Plaçons en A un point matériel y dont la masse A' soit prise arbitrairement ^ et en B et G deux autres points matériels dont les masses B^, G' soient telles que le centre de gravité des deux masses A', B' soit en y y et que le centre de gravité des deux masses A% G' soit en S. Le centre de gravité des trois masses sera à Tintersection des deux droites B^, G^; c'est-à-dire en D. Il s'en-, suit que le point a sera le centre de gravité des deux masses B% G'; et qu'on aura
or , on a
On a donc
Jean BernouUi a aussi démontré depuis ce théorème (tom. IV^ pag. 33 ^ de ses OEuvres); mais il ne parait pas qu'il en ait fait usage.
Après avoir démontré ce théorème par sa méthode statique y Geva en donne deux autres démonstrations purement géométriques , dont Tune, dit-il y est de P. P. Garavagge. (Livre I, Proposition 10.)
En considérant, au lieu d'un triangle, un quadrilatère , aux sommets duquel sont placés quatre points matériels, Geva parvient à cet autre théorème, qui est aussi l'un des principaux de la théorie des transversales : quand un plan rencontre les quatre côtés d'un quadrilatère gauche, il y forme huit segmens qui sont tels que le produit de quatre d'entre eux , qui n'ont pas d'extrémité commune , est égal au produit des quatre autres. (Livre P', proposition 22).
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Le premier liyre est terminé par quelques propriétés de la pyramide triangulaire, et quadrangulaire , démontrées par la même méthode.
Dans le second livre sont différentes propriétés des figures rectilignes, et des courbes du second degré, démontrées à Taide des principes du premier livre. Nous citerons la proposition suivante, qui n'est aujourd'hui qu'un cas particulier de propriétés plus générales des coniques, savoir: quand une conique e^t inscrite dans un triangle ^ les droites qui vont des sommets aux points de contact des côtés opposés se croisent en un même point»
Enfin, dans un appendix, que Geva présente comme un ouvrage différent sur des matières étrangères à celles qui précédent, se trouvent résolues par une (ïéométrie profonde plusieurs questions concernant les aires de certaines figures planes terminées par des arcs de cercles différens , et les volumes et les centres de gravité de divers solides , tels que le paraboloïde et les deux hyperboloïdes de révolution.
C'est cet appendix qui a fait dire à Montucla, qui probablement n'avait pas lu les deux livres qui constituent l'ouvrage annoncé , que « le titre exprime fort imparfaitement le contenu. » Le titre, au contraire , nous parait convenir parfaitement à l'ouvrage auquel il se rapporte ; et on peut dire seulement que Y appendix méritait aussi d'être annoncé sur la première feuille du volume.
Un noot nous suffira pour démontrer par la méthode de Geva une propriété curieuse et utile du quadrilatère. On a dans la figure dont nous avons fait usage en dernier lieu ,
AD C'-4-B' ^, ^ A^ ^, , Ay , AD A^ Ay
-- = — - — ; or,C'= A' —, et B'=A' -^ ; donc — = — -♦---• Da A' ce' By' Dx ce yB
Considérant le quadrilatère A6 D/ , dont les points de concours des côtés opposés sont en C et B , on reconnaît que cette équation exprime le théorème suivant :
Dans tout quadrilatère y la diagonale issue d*un sommet, divisée par son prolongement Jusqu'à la droite qui Joint les points de concours des cotés opposés, égale la somme des deu^ côtés issus du même sommet, divisés respectivement par leurs prolongemens Jusquaux côtés opposés.
Ce théorème a son analogue dans l'espace, qu'on peut démontrer de la même manière, en considérant, au lieu d'un triangle, un tétraèdre et quatre droites issues de ses sommets et passant par un même point; la figure représente ainsi un hexaèdre-octogone, dont les plans des faces opposées se coupent deux à deux suivant trois droites comprises dans un même plan ;
La diagonale issue d'un sommet, divisée par son prolongement Jusqu^à ce plan, égale la som,m,e des trois côtés adjacens à ce sommet divisés respectivement par leurs prolongemens Jusqu'au même plan.
C'est ce théorème que nous avons admis dans l'application d'un nouveau système de coordonnées y insérée dans la Correspondance de M. Quetelet, tom. YI, pag. 86, an. 1830.
NOTE Vin.
(P&BMIB&B ÉPOQUE, § 29.)
Description des spirales et des qiiadratrices , au moyen d'une surface héli^ çoîde rampante. Analogie de ces courbes avec celles qui portent le même nom dcms le système de coordonnées de Descartes.
Les constructions de la spirale et de la quadratrice, laissées parPappus, ne sont que de simples applications de deux procédés généraux pour construire , par Tintersection de la surface héliçoïde rampante et d'une seconde surface déterminée convenablement , toutes les spirales ^ et une infinité d'autres courbes auxquelles je donnerai le nom de quadratriées, parce qu'elles sont exprimées par les mêmes coordonnées que la quadratrice de Dinostrate.
La seconde surface qu'il faudra employer sera , pour la construction des spirales y une surface de révolution autour de Taxe de la surface héliçoïde ; et pour la construction des quadratrices , ce sera une surface cylindrique dont les arêtes seront perpendiculaires à Taxe de la surface héliçoïde.
Nos constructions donnent immédiatement les tangentes et les cercles osculateurs des courbes que nous considérons, filais elles ont pour principal avantage d'établir des relations géométriques constantes entre ces courbes et celles qui, dans le système de coordonnées ordinaires, portent le même nom; par exemple, entre la spirale hyperbolique, et Y hyperbole, entre la spirale logarithmique et la logarithmique. Dans ce système , la spirale d'Archimède correspondra à la ligne droite.
Jusqu'à présent ces courbes n'avaient entre elles d'autres rapports que la même forme d'équation entre des variables différentes, et cela n'établissait aucun lien de construction, ni aucunes relations géométriques 'entre elles. Le procédé qui fait servir les unes à la construction des autres conduit de la manière la plus satisfaisante aux propriétés qui ont rendu ces courbes célèbres, particulièrement la spirale logarithmique , et donne à priori les raisons géométriques de ces belles propriétés.
Construction des spirales. — Concevons une surface de révolution, engendrée par une courbe quelconque autour d'un axe fixe situé dans son plan ; prenons cet axe vertical ; les perpendiculaires abaissées des points de la courbe sur cet axe seront ses ordonnées, et les distances des pieds de ces perpendiculaires à un point fixe de l'axe seront les abscisses.
Supposons que le plan de la courbe tourne d'un mouvement uniforme , et qu'en même ToH. XL 38
temps un point M j placé sur la courbe mobile, se meuTO sur cette courbe comme si elle était immobile y et que le mouvement de ce point se fosse de manière que ses abscisses croissent uniformément. C'est-à-dire que le mouTement du point, estimé suivant Taxe de rotation, est proportionnel au mouyement de rotation. Le point H décrira ainsi , sur la surface de révolution , une certaine courbe à double courbure.
La projection orthogonale de cette courbe , sur un plan perpendiculaire à Taxe de réyolution , sera une spirale , dont nous allons tirer Téquation de celle de la courbe génératrice de la surface de révolution.
Soit j5 = Fy,
réquation de la courbe géoératrice ; considérons cette courbe à un instant de son mouvement; soit M le point générateur sur celte courbe ; son abscisse z sera proportionnelle à la rotation éprouvée par le plan de la courbe , depuis Torigine du mouvement ; cette rotation se mesurera par Tangle que la trace du plan mobile sur un plan horizontal fera avec un axe fixe qui marquera l'origine du mouvement; soit donc u cet fingle; on aura
s CB= au; et consëqaemment on v=s Fy.
Soit m la projection du point M sur le plan horizontal , et 0 le pied de Taxe de révolution sur ce plan. Le rayon Otn , que je désigne par r, est égal à l'ordonnée y du point M ; on a donc entre ce rayon et l'angle u, qu'il fait avec Taxe fixe dont nous venons de parler, la relation
au = Fr,
Cette relation est Téquation, en coordonnées polaires, de la projection de la courbe à double courbure tracée sur la surface de révolution.
Remarquons maintenant que la perpendiculaire abaissée du point mobileM, sur Taxe de révolution, engendre la surface d'une vis à filets carrés, qu'on appelle aussi surface helipoïde rampante; car cette droite est toujours horizontale, et elle s'élève au-dessus d'un plan horizontal d'un mouvement uniforme, en même temps que le plan vertical qui la contient tourne uniformément autour de l'axe de révolution.
Donc la courbe engendrée par le point M est à l'intersection de la surface de révolution par une surface héliçoïde.
On a donc ce théorème :
l"* Toute spirale (nous entendons par ^irale toute courbe représentée par une équation entre les deux coordonnées polaires r et m ) peut être conêiddrée comme la projection de V interjection d*une surface héliçoïde rampante par une certaine surface de révolution déterminée convenablement , ces deux surfaces ayant pour axe commun la perpendiculaire au plan de là spirale ^ menée par son origine;
2» au = Fr
étant Inéquation de la spirale^ et a le rapport entre le mouvement ascensionnel et le
mouvement de rotation de la droite génératrice de la surface héliçoidé , Nyuation de la courbe génératrice de la surface de révolution sera
« = Fy;
les abscisses z étant comptées suivant Vaxe de révolution j et les ordonnées "^ perpendiculairement à cet axe.
Ponr la spirale d'Archimède , dont Téquation est au = r.
L'équation de la courbe méridienne de la surface de réyolution sera ^=y^ c'est une droite; ainsi la surface de révolution sera un cône; c'est là un des deux théorèmes de Pappus.
Pour la spirale hyperbolique, qui a pour équation ur =: constante ,
L'équation de la section méridienne de la surface de réyolution sera
sy s= a. const. = const»
C'est une hyperbole équilatére , qui a Tune de ses asymptotes dirigée suivant Taxe de la surface hélico'ide.
Pour la spirale logarithmique dont l'équation est
u s=: log, r on aura
z = a log. y;
C'est l'équation d'une logarithmique dans laquelle les abscisses z sont proportionnelles aux logarithmes des ordonnées y.
Ainsi : Si une logarithmique ordinaire engendre une surface de révolution, en tournant autour de son asymptote j et quon conçoive que cette asymptote soit Vaxe dune surface héliçoïde rampante , ces deux surfaces se couperont suivant une courbe à dour ble courbure dont la projection orthogonale , sur un plan perpendiculaire à l'asymptote , sera la spirale logarithmique.
Tangentes aux spirales. — Soit M un point de rintersection de la surface béliçofde par la surface de révolution déterminée , comme nous avons dit, de manière à produire une spirale donnée. La tangente en un point m de cette spirale sera la projection de l'intersection des plans tangens à ces deux surfaces au point M. Le plan tangent à la surface de révolution rencontrera l'axe de révolution en un point O ; je suppose que le plan horizontal sur lequel on a décrit la spirale passe par ce point 0 ; la droite OM se projette sur ce plan en Om ; c'est le rayon vecteur de la spirale
Le plan tangent à la surface de révolution coupe le plan horizontal suivant une droite 0/ perpendiculaire au rayon Om.
Le plan tangent à la surface héliçoïde au point M passe par la génératrice de cette surface, laquelle est parallèle au rayon Om; la trace de ce plan sur le plan horizontal est donc parallèle au rayon Om. Il suffit donc, pour déterminer cette trace, d'en trouver un point. Or ce plan tangent passe par la tangente à l'hélice conduite par le poin^ M sur la
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surface héliçoïde ; cette tangente est dans le plan yertical perpendiculaire au rayon Om; soit ô le point où elle rencontre le plan horizontal et a Tangle qu'elle fait avec Taxe de la surface héliçoïde , on aura dans le triangle Mm5, rectangle en wi, mô ssMm tang. a. Mais on sait, par les propriétés de la surface héliçoïde, que la tangente trigonométrîque de l'angle «est proportionnelle à la dislance du point M à Taxe de la surface; donc tang. «== Om. Const. Cette constante est égale au rapport qu'il y a entre le mouvement circulaire et le mouToment ascensionnel de la génératrice de la surface héliçoïde ; nous aTOOs représenté ce rapport par — ; on a donc enfin
Om Mm, Om
tang. a = — ; et mô =
La droite mêest perpendiculaire au rayon Tecteur Om; la trace du plan tangent à la surface héliçoïde est parallèle à ce rayon ; donc si on prend sur la droite 0^, perpendiculaire a ce rayon , une partie
Om.Mm
0^ = mô = ,
le point i appartiendra à cette trace. Or cette droite 0/ est la trace du plan tangent à la surface de réyolution; donc le point i appartient à l'intersection des plans tangens aux deux surfaces, et conséquemment ce point appartient à la tangente en m à la spirale qui est la projection de l'intersection de ces deux surfaces.
La ligne Oi s'appelle , comme on sait, la sotu-tangenU de la spirale; la Mtu-normale est la partie On comprise sur le prolongement de la droite Ol entre le point 0 et la normale à la courbe ; elle est égale au carré du rayon divisé par la soutangente ; ainsi :
^ o. Om
On =
Mm
Maintenant pour faire usage de ces formules , nous remarquerons que le plan tangent à la surface de révolution au point M, passant par le point 0, la ligne Mm est précisément égale à la sous-tangente de la courbe génératrice de la surface de révolution : cette sous-tangente étant prise sur l'axe de révolution.
Appelons S cette sous-tangente , et remarquons que le rayon vecteur Om do la spirale est égal à l'ordonnée y de la courbe génératrice de la surface de révolution, nous aurons:
On
Telles sont les expressions de la sous-tangente et de la sous-normale d'une spirale, en fonction de la sous-tangente et de l'ordonnée de la courbe génératrice de la surface de révolution.
Dans la spirale d'Archimède , la ligne génératrice est droite ; on a i^ ss const. ; donc On &= const. Donc
Daru la spirale d*Archimhde, la sous-normale est constante.
Pour la spirale hyperbolique, la courbe génératrice est une hyperbole équilatére, dans laquelle on a , comme on sait , S. y = const. , donc 0/ = const. ; donc
Dans la spirale hyperbolique la sous-tangente est constante.
Dans la logarithmique la soutangente comptée sur l'asymptote est constante, donc S= const. ; et conséquemment dans la spirale logarithmique, on a
Ot Ot
— = const. , ou -- — = const. ; y ' Om '
Or -^ est égal à la tangente trigonométrique de Tangle que la tangente à la spirale fait ayec le rayon secteur ] donc cet angle est constant ; ainsi :
Dans la spirale logarithmique la tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur.
Puisque Ot est proportionnel à Om, on Toit que si Ton porte sur le rayon Tecteur une ligne égale à la sous-tangente, Textrémité de cette ligne sera sur une spirale logarithmique semblable à la proposée; mais si on suppose que cette spirale fasse un quart de conTersion autour de son centre, chacun de ses rayons Tiendra coïncider avec la sous-tangente correspondante de la proposée; donc les pieds des tangentes à cette spirale sont sur une seconde spirale qui lui est semblable; or deux spirales logarithmiques semblables entre elles sont nécessairement égales , parce que les angles que leurs tangentes font avec leurs rayons "vecteurs sont égaux , et qu'à un angle donné ne correspond qu'une spirale ; nous pouvons donc énoncer ce théorème :
Dans la spirale logarithmique , les pieds des tangentes sont sur une seconde spirale logarithmique parfaitement égale â la première, mais placée différemment
La même propriété a également lieu pour les pieds des sous-normales.
Rayons de courbure des spirales. Les spirales étant considérées comme la section droite d'un cylindre qui passe par la courbe d'intersection d'une surface xle révolution par une surface héliçoïde rampante, on trouve aisément, au moyen des théorèmes d'EuIer et de Meunier, la valeur de leur rayon de courbure en un point quelconque , en fonction du rayon de courbure de la courbe méridienne de la surface de révolution. Pour abréger cette Note, nous omettrons ici cette construction , sur laquelle nous reviendrons dans un autre moment.
Nous renvoyons aussi à un autre écrit la construction des quadratriees , analogue à celle des spirales.
NOTE IX
(pEBMIBaE EPOQUE, §30.)
Su/r la fonction anharmontque de quatre points, ou de
quatre droites.
Quand quatre points a,h, o, d sont en ligne droite, nous ayons appelé la fonction
ac hc Zd • bd
le rapport anharmontque des quatre points.
La proposition 129* du septiénae livre de Pappus, sigjnifie que : quand quatre droiteê sont iseuee d'un mime point, toute transversale les rencontre efh quatre points dont le rapport anharmonique a tov^ours ta, même valeur , quelle que soit la transversale.
Cette propriété de la fonction anharmonique de quatre points la distingue de toute antre fonction qu'on pourrait former ayec les segmens que ces quatre points font entre eux.
Mais la fonction anharmonique jouit d'une autre propriété encore plus capitale, et dont celte première dérive , c'est que :
Si d'un point pris arbitrairement on mine des droites aboutissant à quatre points situas en ligne droite , la fonction anharmonique de ces quatre points aura précirsèment pour valeur ce que deviendra cette fonction quand on y substituera, aux quatre segmens qui y entrent, les sinus des angles que feront entre elles les droites qui comprendront ces segmens.
Cette fonction entre les sinus des angles de quatre droites issues 4'ua même point , sera dite fonction anharmonique des quatre droites.
Ce théorème prouve que la fonction anharmonique de quatre points est de nature projective, c'est-à-dire', que cette fonction conserve la même valeur quand on fait la projection ou perspective des quatre points auxquels elle se rapporte.
On peut généraliser ce théorème , en menant par les quatre points quatre plans quelconques, pourvu qu'ils se coupent suivant une même droite, prise arbitrairement dans l'espace; la fonction anharmonique des quatre points conservera la même veUeur^ si Von y substitue , à la place des segmens, les sinus des angles dièdres que les plans qui comprennent ces segmens font entre eux.
Nous avons exprimé le rapport anharmonique des quatre points a, b, c, d par la fonction
ac ^ bc Zd • bd'
Mais on peut, tout aussi bien^ prendre les deux autres fonctions
ac de ah ch ab ' dà^ ad ' cd
On n'en peut pas former une (piatriéme semblable , ayec les quatre points a,byC, d. De sorte que le rapport anharmonique de qttatre points peut ê*exprimet de trois manières.
Si l'un des points est à l'infini, ce rapport se simplifie, il ne contient que deux segmens. Ainsi soit le point d situé à Tinfini, le rapport anharmonique des quatre points a, &, c et rinfini , s'exprimera des trois manières :
ac ca ha cb' Ib' fc^'
Soient quatre points a, h, c, </ situés en ligne droite , et quatre autres points a', b', &, d' situés sur une autre droite, et correspondans respectivement aux quatre premiers; supposons que le rapport anharmonique de ceux-ci, soit égal au rapport anharmonique des autres; c'est-à-dire, que Ton ait l'une des trois équations suivantes :
ac
bc bd"
aV
ac
de db"^
ah
cb S"
e'V \fd!'
Je dis que les detiss atUres équations s'ensuivront nécessairement. Ainsi, l'Une quelconque des trois équations (A) comporte les deux autres. C'est une vérification qu'on pourrait faire par le calcul. Mais il est plus facile de se servir , pour démontrer cette propriété de la fonction anharmonique , d'une considération géométrique.
Qu'on place les deux droites sur lesquelles sont situés les deux systèmes de points , de manière que les deux points correspondans c/, d' se confondent en un point unique D; qu'on tire les trois droites aa% bh', ce' ; ces trois droites se couperont en un même point. Car soit S le point d'intersection des deux premières aa' y bb\ Tirons SD et Se; soit y le point où Se rencontre la droite a'Vc' ; on aura par la proposition citée de Pappus :
ac ^ bc a' y ^ b'y dD ' h^'^'^ • Vis
Mais nous supposons que la première des équations (A) a lieu ; y mettant D à la place de J, et la comparant à celle-ci , on en conclut que le point y se confond avec le point c\ D'où il résulte que les trois droites aa'y hV , c& passent par un même point S.
Considérant les quatre droites Saa', S&&', Soc' et SD, coupées par les deux traiAversales
abcDy ab'cD ; on conclut de la proposition de Pappus^ que les deux dernières des équations (A) ont lieu.
Ainsi, chacune des équations (A) comporte les deu^ autres.
De sorte que l'égalité des rapports anharmoniques de deux systèmes de quatre points qui se correspondent un à un, peut s'exprimer de trois manières^ dont Tune quelconque comporte les deux autres.
Cette propriété importante de la fonction anharmonique de quatre points, aura plusieurs applications utiles.
Par exemple , on en peut conclure immédiatement que chacune des sept équations par. lesquelles on exprime la relation d'inyolution de six points , comporte les six autres.
L'égalité des rapports anharmoniques de deux systèmes de quatre points peut s'exprimer par une équation à trois termes qui sera souvent utile.
Ainsi , outre les trois équations (A) , on aura les trois suivantes :
' ao bc a'V , c'ib' _
^ ab* dh a'b' ' 7F~ '
ab ^ cb a'& ^ b'c'
Chacune de ces trois équations exprimant l'égalité des rapports anharmoniques des deux systèmes de points , comporte les deux autres et les trois premières.
En un mot , chacune des six équations (A) et (B) comporte les cinq autres.
Les équations (B) sont faciles à démontrer. La première, par exemple, devient, à cause de la troisième des équations (A) ,
ac bc ab cb ad ' bd ad ' cd
c'est donc cette équation qu'il faut démontrer. Pour cela, faisons la perspective de la droite abcd , sur une autre droite, de manière que le point d passe à l'infini ; soient a , f , ^ les perspectives des points a, &, o; on aura, puisque la fonction anharmonique est projective ,
ac bc (l'y ab cb aÇ
— — • — — — — '_ gf — • __ -— ... • ad * bd Cy ad * cd yC
l'équation deviendra donc
ay clÇ
h — = 1 , ou Ca '\' Ay s=s Cy.
Cy yS
C'est une relation identique entre les trois points S^ ay y^ supposés placés dans Tordre où nous les écrivons.
Ainsi y les équations (B) sont démontrées.
Aemarquons que Téquation ci-dessus^ qui devient, quand on chasse les dénominateurs ,
ab^od — ac.bd -f- bc.ad ass o,
exprime une relation générale entre quatre points quelconques situés en ligne droite.
Cette relation a été démontrée par Euler, algébriquement et géométriquement : par la première méthode , en substituant à certains facteurs leurs expressions en fonction des autres y de manière à produire une équation identique; et par la seconde méthode ^ en formant la figure qui représente les trois rectangles dont se compose Téquation; on voit aisément que l'un d'eux égale la somme des deux autres. {Novi Commentarii de Pétersbourg, tora. I", ann. 1747 et 1748. Fariœ demoiutrationes Geometrioœ.)
M. Poncelet.a démontré aussi la même relation dans son Mémoire êur les cenires des moyennes harmoniques. {Journal de M. Crelle, tom. III , pag. 269. )
Le cercle jouit , par rapport à quatre droites issues d'un même point, d'une propriété analogue à celle du système de deux transversales droites, exprimée par les équations (A) ou (B).
Cette propriété consiste en ce que :
Quand quatre droites, issues d^un même point, rencontrent utie circonférence de cercle , la première en Biya'',la seconde en b, b'; /a troisième en c^c'y et la quatrième en dj à'] on a la relation
sîn. i ca ^ sin. i da sîn. i c'a' ^ sin. i d'à' sin. i cb * sin. i db sin. i c'W * sin. f d'b'
Cette équation est analogue à la première des équations (A). On aura semblablement deux autres équations semblables aux deux autres équations (A); et trois équations semblables aux équations (B).
Cette pt'opriété du cercle donne lieu à diverses propositions nouvelles.
Nous appelons toute l'attention des géomètres sur la notion du rapport anharmoni" que, qui, bien que très-élémentaire, pourra être extrêmement utile dans une foule de spéculations géométriques, «où elle procurera des démonstrations faciles et simples autant que possible. Nous en ferons usage dans la Note X, sur l'involution de six points, et dans les Notes XY et XYI, pour démontrer, en quelques mots, pour ainsi dire, les propriétés les plus générales des sections coniques.
Cette théorie ne sera pas moins utile dans la Géométrie à trois dimensions.
Proposon»«nous , par exemple , de démontrer la double génération de Thyperboloïde à une nappe par une droite, que nous présenterons sous cet énoncé :
La surface engendrée par une droite mobile qui s'appuie sur trois droites fisses , peut être engendrée d'une seconde manière, par une droite mobile qui s'appuie sur ToM. XI. 39
trois position». d^ Id première droite génératrice; e^ cette surface jouit de .la propriété que tout plan la coupe suivant une conique.
La première partie de cette proposition repose sur le9 deux leiniDea suivaus, dcHai Tun est la réciproque de l'autre y et qui mérjtent çux-mémes d'être énoncés comme théorèmes :
Thorème I. Quand qimtre droites s'appuient chacune sur trois droites fixes si-tuées dune manière quelconque dans l'espace , le rapport anharmonique des segmens qu'elles forment sur l'une de ces trois droites, est égal au rapport anharmonique des segmens quelles forment sur l'une quelconque des deux autres.
Ainsi soient L, L', L" les trois droites données dans l'espace; a, b, e , d^ les points oii les quatre droites Â, B, C, D, qui s'appuient sur elles, rencontrent la première L, et a', b' , c% d' ; a", i'^ o", d'* , les points où ces mêmes droites tencontrent les deux autres L', L". Je dis que le rapport anharmonique des quatre points a, b, c, d, est égal à celui des quatre points a\ b', c, d\ En effet ^ chacun de ces deux rapports est égal à celui des quatre plans qui ont pour intersection commune la droite L'% et qui passent respectivement par les quatre droites A, B^G, D. Ces deux rapports sont donc égaux entre eux.
Théorème II. Réciproquement : Si quatre droites s'appuient sur deux droites fixes dans l'espace, demaniere que le rapport anharmonique des segmens quelles font sur l'une de ces deux droites soit égal au rapport anharmonique des segmens qu'elles font sur Vautre y toute droite qui s'appuiera sur trois de ces quatre droites s'appuiera nécessairement sur la quatrième.
En effet y soient deux droites L, L' dans l'espace , et quatre droites A, B, G, D, qui rencontrent la première aux points a,b, c,d^el\di seconde aux points a' ,b* , c , d^ , de manière qu'on ait
ca ^ da c*a' d'à'
TE*' db ~ 7b^ ''7V'
il faut prouver que ces quatre droites sont telles qu'une droite quelconque L'^^qui s'ap* puiera sur les trois premières A, B, G, rencontrera nécessairement la quatrième D.
Pour cela, par le point d de la droite L^ menons une droite D' qui s'appuie sui;Ja droite V et sur la droite L"; soient ^, ^'\ les points où elle rencontrera ces deux droites. Les quatre droites A, B^ «Ci D'» a'appuyant sur les trois droites L, L' et,L'% on aura , d'après le théorème |,
ea da c'a' . <^o'
Gette équation, comparéet à Ja* préx^ente, fait voir ^ue le point (^ .s^ confond fivec le point d. Ai nsi la drtite D' tnenée par le point d, de manière qu'elle s'apptoie sur les deux droites V et L" est: précisément la droite D. La droite L'', qui s^appuie. sur les. trois droites A, B, G, s'appuie donc sur la quatrième D. Ainsi le théorèoie est démontré.
Maintenant, soient trois droites L, L% V dans l'espace ^ et soient A, B, G, D, etc. ,
des positions différentes d^une droite mobile qui s'appuie sur ces trois droites : je dis qu'une droite quelconque M, qui s'appuiera sur les droites Â, B, G, rencontrera nécessairement une quatrième D. Car en vertu du théorème I , les quatre droites A, B, Gy D, font sur les deux L, L% des segmens dont les rapports anharmoniques sont égaux; donc, en Vertu du théorème II, une droite qui s'appuie sur les trois premières , ren-^ contre nécessairement la quatrième.
Ainsi, quand une droite mobile i appuie sur trofê droite* fixes, toute droite qui ê appuiera sur trois positions de la droite mobile y s'appuiera sur toutes les autres positions de cette droite.
Cela exprime la première partie du théorème énoncé.
Pour démontrer la seconde partie, concevons un plan transversal quelconque, qui rencontrera les deux droites L , L', en deux points X, X' , et les quatre droites A, B, G, D, en quatre points a^ 6 y y^ â. Ges six points sont sur la courbe d'intersection de la surface par le plan. Il s'agit donc de démontrer qu'ils sont sur une section conique. Pour cela il suffit de faire voir, d'après une propriété générale des coniques, que nous démontrerons dans la Note XY, que les quatre droites menées des points a, 6, ^, (^, au point X, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites menées des mêmes points au point X'. Or, le rapport anharmonique des quatre droites Xa, XS, "ky^ X^, est le même que celui des quatre plans menés par la droite L, et dont ces droites sont les traces sur le plan transversal; et ce rapport est le même que celui des quatre points où les droites A, B, G, D, par lesquelles passent ces plans, s'appuient sur la droite U. Pareillement le rapport anharmonique des quatre droites X'a, X'6, X'y, X'cJ est égal à celui des quatre points où les mêmes droites A, B, G, D s'appuient sur la droite L. Mais ces deux rapports anharmoniques des points où les quatre droites A , B, G, D, rencontrent les deux droites L, L', sont égaux entre eux (théorème I) : donc le rapport anharmonique des quatre droites ^^y XS, X^, X(^, est égal à celui des quatre droites X'a, TJëy l'y y X'A Donc les six points a, S, y, (J, X, X', sont sur une conique. Donc la section de la surface par un plan transversal quelconque est une conique. G. Q. F. P.
Ainsi le théorème de la double génération de Thyperboloïde â une nappe par une droite est démontré complètement, et par des considérations géométriques tout-à-fait élémentaires.
On démontre en analyse que les droites menées par un point de l'espace parallèlement aux génératrices de l'hyperboloïde , forment un cône qui est du second degré. La théorie du rapport anharmonique donne encore une démonstration extrêmement facile de cette proposition. Il suffit d'appliquer à la section du cAne par un plan le raisonnement que nous venons de faire pour une section plane de l'hyperboloïde ; on voit que cette section est encore une conique.
Corollaire. — Le théorème I , considéré par rapport à l'hyperboloïde , exprime cette propriété de celte surface:
Quatre génératrices d*un même mode de génération d'un hyperboloïde à une nappe font sur une génératrice quelconque du second mode de génération, quatre seg-
tneru dont le rapport anharmonique a une valeur constante , quelle que eoit la position de cette génératrice du second mode de génération.
Ainsi soient a^b, e, d,\ts points où les quatre génératrices è\ï premier mode de ^nération A , B, G , D^ rencontrent une génératrice L du second mode ; et a', h\ e\ cf » les points où elles rencontrent une seconde génératrice L' du second mode de génération ; on aura
ca da c'a' d'à'
Tb'^lb'^TÏÏ* 7h'*
Cette équation se met sous la forme
ca c'a' fda ^ d'à' \ ca
'cb'^ TU ^ \dh'' Ih'J ' ^° 'cb
— - X const.
Ce qui exprime que : Si Von a un quadrilatère abb'a' , et qu'on divise ses cotés opposés ab, a'b' aux points c, c', de manière qu'ion ait
ca ca
— = -— . const. ,
cb cb'
la droite ce' engendrera un hyperboloïde à une nappe.
Nous avions démontré d'une autre manière cette propriété de l'hyperboloîde, qui a servi jusqu'ici pour prouver la double génération de cette surface par une droite. [Corres^ pondance sur l'école polytechnique , tom. II, p. 446.)
NOTE X
(première Époque, § 34).
Théorie de Vinvolutùm de six points.
(1) Nous diviserons cette Note en deux parties. Dans la première nous allons exposer les propriétés connues de Tinvolution de six points. Dans la deuxième nous donnerons diverses
antres niaméres noavelles d^exprimer cette ioTolution^ qui noos ont paru pouyoir simplifier cette théorie y et en étendre les applications.
P&BHliBB PA&TR.
(2) Quand six points, situés en ligne droite , et se correspondant deux à deux , tels que Â et A', B et B'^ G et G', font entre eux de tek segmens que Ton ait la relation
CA.Ci' CB.CB'
on dit que les six points sont en involution, et les points qui se correspondent sont dits conjuguée,
(3] Les six points jouissent de deux sortes de propriétés , dont nous appellerons les unes ariihméiiquM y parce qu'elles ne concernent que des relations entre les segmens pris de différentes manières entre ces points; et les autres géométriqueê , parce qu'elles concernent certaines figures que Ton peut faire passer par les six points en question , ou dans lesquelles se présente Vinyolution de six points.
Propriétés arithmétiques.
(4) L'équation précédente donne lieu aux deux suiyantes :
BA.BA' B'A.B'A
BCBC
AB.AB^ AC.AC
Ainsi cbacnne des trois équations (A) comporte les deux autres. (5) La propriété des six points, d'être en iuTolution, peut être exprimée par une équation entre six segmens seulement , formés par ces points entre eux. Cette équation sera :
AB'.BC/.CA' = AC'.CB'.BA' , on AB'.BCC'A' = AC.C'B'.BA% ou AB.B'C'.CA' = AC'.CB.B'A' , on AB.B'C.C'A' = AC.C'B.B'A'.
Ainsi chacune de ces quatre équations (B) exprime V involution des six points, et suffit ponr que les trois autres aient lieu.
(6) Les équations (B) se déduisent facilement des équations (A) par voie de mullipli-
cation; et, réciproquement ^ celles-ci se déduiBânl aussi, ai sèment,, des équations (^« Mais, puisque chacune des sept équations constitue^ à elle seule, Tin'volutiondes six points^ il faut que d'une quelconque on puisse aussi déduire celles du même groupe ; c'est-à-dire d'une des trois équations (Â) les deux autres; et d'une des équations (B) les trois autres. C'est en effet ce que Ton peut faire par le calcul, en transformant les différens segmens de l'équation proposée en d'autres qui ste prêtent à la démonstration cherchée. Mais cette sorte de vérification à poêteriori est longue, exige des tâtonnemens, et nVi rien d'élégant
Aussi l'on se sert , pour montrer que l'une des sept équations (A) et (B) comporte les six autres, d'une propriété géométrique tles six points, à savoir: qu'on peut faire passer par ces six points, les quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère. C'est ainsi qu'ont fait MM. Brianchon et Poncelet.
Mais nous avons trouvé qoe la notion du rapport anharfhonique de (Quatre ])oint8 procure une démonstration encore plus simple et plus directe , et conduit à beaucoup d^autres relations qui auront, comme les équations (A) et (B), leur degré d^utilité. Nous traiterons de cet objet dans la deuxième partie de cette Note.
(7) Les équations (A), entre huit segmens, sont faciles à former. La nature des relations (B), dans chacune desquelles n'entrent que six segmens^ ne paràtt pas aussi facile, au premier abord , à saisir ni à exprimer. Mais cependant voici une règle qùé nous croyons que l'on pourra retenir sans efforts de mémoire.
Qu'on prenne trois points A, B, C, appartenant aux trois couples; chacun deux fera deux segmens avec les conjugués des deux autres; on aura ainsi six segmens; le produit de trou de ces segmens^ qui ri* ont pas d* extrémité commune , e^t égal au produit de^ troi^ autres.
(8) Considérons un quatrième système de deux points conjugués D, D', et supposons que ces deux points forment une involution avec les quatre A, A' et B, B'; on aura l'équation :
AB.AB' _ A'B.A'B' AD.AD' "~ A'D.A'iy '
. La comparant avec la troisième des équations (A), on en conclut
AC.AC _ A'C.A'C AD.AD' "" A'D.A'IK
Ce qui prouve que les six points A , A', C , C et D , D', sont en involution.
D'où suit cette propriété générale de l'involution des six points, savoir que :
Si Von a en ligne droite plusieurs êystemeê de deux points , tels que les deux pre^ miers systèmes forment avec chacun des autres une involution $ trois quelconques de tous ces systèmes formeront aussi, entre etix une involution.
Ce théorème admet plusieurs conséquences qui sont trés^importantes dans la théorie de l'involution.
(9) La soiyante, par exemple ^ trouvera des applféatîons utiles :
Quand on a, en ligne droite, quatre eyetèmee de deux poinU y formant trois à trois une involution, quatre pointe appartenant respectivement aux quatre eyetèmee ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre autres points.
Ainsi A et A', B et B', G et G', el D et D', étant les quatre systèmes , on aura :
AC BC _ A^ ^ BT/ AD • BD ~ 17d' • ÏB^ '
En effet, les trois premiers systèmes formant une involution, on a (équations B),
AC _ A'C AB' BC ~ ¥(7' Tb'
et pareillement les trois systèmes A et A', B et B', et D et D', formant une iuTolution , on a:
BD B'D' A'B
Diyisant membre à membre ces deux équations , on obtient celle qu'il s'agissait de démontrer.
(10) Examinons quelques cas particuliers de l'inyolution de six points : Si Ton suppose que les deux points G, G', se réunissent en un seul y et qu'on l'appelle E, les équations (A) et (B) se réduiront aux quatre suivantes :
AB.AB' AÊ"
Bi.BA'
EA'.EB A'B
Chacune de ces quatre équations comporte les trois autres.
Desargues , qui a examiné ce cas, l'a appelé involution des cinq points.
Nous appellerons le point £ point dûuhle^ .
(11) Supposons maintenant que le point G' soit a l'infini, et remplaçons son conjugué
G par 0; les équations (Â) et (B) deriendront :
OB
Chacune de ces sept équations comporte les six autres y et constitue seule l'insolation des cinq points A, A'^ B, B', et 0. La propriété caractéristique de ce point 0 est que son conjugué se trouve à Tinfini. Nous rappellerons le point central des deux systèmes A, A^ etB,B'.
La position de ce point central est déterminée par chacune des sept équations précédentes. La première exprime que le produit des dùtancee de ce point aux deux premiers pointe conjuguée, est égal au produit de see dietancee aux deux autres pointe confur gués s celte relation Ta nous conduire à une propriété remarquable de TinTolution de six points.
(12) Soient A, A' ? B, B' ; et C, G' ces six points; et soit 0 le point central relatif aux quatre premiers, de sorte qu'on ait OA.OA' =OB.OB'. Appelons un instant 0' son conjugué, lequel est à Tinfini. Les six points A, A', B, B' et 0, 0' forment une involulion. Il résulte donc du théorème (8) que les deux systèmes G, G' et 0, 0', et un quelconque des deux autres, le premier A^ A', par exemple, forment une involulion. G'est-à-dire que le point 0 est le point central des deux systèmes A, A^et G, G'. Ainsi Ton a OA.OA' = OG.OG'. Mais on a déjà OA.OA' = OB.OB' ; on conclut donc delà le théorème général :
Quand trois systèmes de deux points forment une involution, il existe toujours un certain point tel que le produit de ses distances aux deux points de chaque système est constant.
Réciproquement, quand sur une transversale on prend, à partir d*un point fixe O, deux points tels que le produit de leurs distances au point O soit igal à une quantité constante , trois systènus de deux points ainsi déterminés seront en involution.
Quand les deux premiers points seront pris du même côté par rapport au point 0, il en devra être de même des deux points de chacun des deux autres systèmes , pour que les pro-
doits aient le même signe; et pareillement quand les deux premiers points seront pris de côtés opposés par rapport à un point 0.
(13) Le théorème précédent, qui, je crois, n'a point encore asseï fixé l'altentioa dea personnes qui ont écrit sur cette matière, me paraît ulre la propriété la plus simple de l'involution de six points, et celle par laquelle se manifestera , le plys souvent , dans les spéculations géométriques^ cette involution.
Nous dirons que le point 0, considéré dans une involution de six points , est le point central de TinTolution.
(14) Ce point central conduit naturellement aux points doubler, dont nous avons déjà parlé, et fait voir que ces points peuvent être imaginaires.
En effet, soient A , A' ; B , B' , les quatre premiers points d'une involution, Ilssuflisenl pour déterminer le point central 0. Si les deux points A, A' sont d'un même côté par rapport à ce point 0, il en sera de même des deux points B, B% et des deux autres points C,C' qui doivent compléter l'involution. On peut dooc supposer que ces deux derniers se réunissent en un seul, que nous appelons E; et 1 ou aura , pour déterminer ce point, l'équation
OA.OA' = OB.OB' ='Ôe\
Ce point E peut être pris arbitrairement d'un c6té ou de Tautre du point 0; de sorte qu'il y aura deux points K
Ainsi les quatre premiers points A, A' et B, B' étant donnés, l'involution pourra être complétée de deux manières par un cinquième point qui sera considéré comme double*
Mais si l'on suppose que les deux premiers points A, A' soient placés de côtés différens, par rapport au point 0, il en sera de même des deux B, B', et des deux G, C qui doivent compléter l'involution; ces deux derniers ne pourront donc jamais se cooTondre. Ainsi dans ce cas il n'y aura pas de points doublet; l'analyse donnerait pour leur construction une expression imaginaire.
(15) Soient six points en involution A, A' ; B, B' et G, C Que les deux premiers soient du même côté du point central 0; on pourra prendre, des deux côtés de ce point , deux points E, F, tels que
ÔÊ"=ÔF' = 0A,0A',
Cette double équation exprime que les deux points E, F sont conjugués harmoniques par rapport aux deux premiers A, A'.
Hais on a aussi
Ô£'=0F OB. ==0B
les deux points E, F sont donc aussi conjugués harmoniques par rapport aux deux points
B,B', et de même pour les autres points C, C. D'où résulte cette propriété, déjà connue,
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de l'ioToIution de six points , savoir qu'il eofUte deuxpoinU quisont conjugués harmonie que9 par rapport aux deux pointé de chacun des trois êyêtemeê de Vinvolutùm Ces deux points sont situés de part et d'autre, et à égale distance du point central de Tinyolution. Mais ces deux points peuvent être imaginaires.
(16) Il est aisé de voir que , quand les deux points B, B' seront situés sur le segment A A' , ou entièrement au dehors de ce segment, les deux points E, F seront réels ;
Au contraire , quand Tun des deux points B, B' sera sur le segment A A' , et l'autre sur son prolongement, les deux points en question seront imaginaires.
En effet, dans le premier cas, le point 0, qui est toujours réel , sera évidemment en dehors des deux segmens AA' , BB' , pour que l'équation OA.OA' = OB.OB' puisse avoir lieu; c'est-à-dire que les deux points A, A' seront placés du même côté du point 0, et dès lors les deux points E, F seront réels.
Dans le second cas, le point 0 sera évidemment placé sur la partie commune aux deux segmens AA' , BB' , et les deux points A , Â' seront de côtés différons par rapport au point 0 ; et dès lors les deux points E, F seront imaginaires >.
(17) Les deux points E, F jouissent d'une autre propriété caractéristique, qui était démontrée par Apollonius dans son traité de êectione determinatâ , comme on le voit par les propositions 61 , 62 et 64 du septième livre des Collections mathématiques de Pappus; c'est que le rapport
EA.EA' / FA.FA
i^ / FA.FA' \ ' (^ ®^ FB.FB' J
Efi.ËB
est un maximum ou un minimum. C'est-à-dire que si Ton prend un autre point quelconque m , le rapport
m A. in A'
mB.mB'
atteindra son maximum ou son minimum quand le point m viendra se confondre avec l'un des deux points E, F qui sont conjugués harmoniques par rapport aux deux A, A', et par rapport aux deux B , B'.
(18) Deux systèmes de points A, A' et B, B' et leur point central 0 , jouissent de la propriété suivante, démontrée par Pappus (propositions 46 , 46 ,... et 66 du livre septième des Collections mathématiques ) :
Si l'on prend sur la droite j4B , ou sur êon prolongement , un point quelconque m, on aura toujours la relation
mA.mA' — mB.mB' = (AB -+- A'B'). mO.
' H. Poncelet a présenté d^ane antre manière cette dUcnssion relatÎTe aux deux points E ,F^ en te serrant de la constnictîon géométrique propre à la détermination de ces deux points (Voir Traité des Propriétés pro' fsetives, pag. 201).
Ed prenant les points milieu a , S des deux segmens ÂÂ' et BB' , on change cette relation en celle-ci :
mA.mA' — mB.mB' = SaC. mO*
(19) En supposant que le point m se confonde successivement avec A , A' , B, B', on aura des relations particulières entre les cinq points A , A' , B , B' et 0, qui ont aussi été démontrées par Pappus, propositions 41 , 42 et 4d.
Propriétéi géométriques,
(20) La plus ancienne propriété géométrique de Tinvolution de six points^ se trouve dans Pappus (proposition 130 du septième livre), où Ton voit que quand les quatre cAtés et les deux diagonales d'un quadrilatère sont rencontrés par une diagonale quelconque en six points , A , A' ; B , B' ; et G , G' , dont les deux premiers appartiennent à deux côtés opposés , les deux suivans aux deux autres côtés opposés , et enfin les deux derniers aux deux diagonales , on a entre les segmens formés par ces points, les équations (B).
Il résulte évidemment de cette proposition que, réciproquement, quand une des équations (B)a lieu, on peut faire passer par les six points , les quatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère; et Ton conclut de là, par la proposition de Pappus, que les trois autres équations (B) ont lien en vertu de la première.
Voilà comment, au moyen de la proposition géométrique de Pappus , on démontre cette propriété arithmétique de Tinvolution de six points , savoir , que Tune quelconque des équations (B) comporte les trois autres.
Et comme, en combinant ces équations entre elles, on en déduit immédiatement les équations (A) , il se trouve aussi démontré , par la seule proposition de Pappus, que les six points où une transversale menée arbitrairement dans le plan d'un quadrilatère rencontre ses quatre côtés et ses deux diagonales , ont entre eux les relations exprimées par les équations (A).
(21) La démonstration du théorème de Pappus est facile ; mais au moyen de ce que la relation d'involution est projective, on peut simplifier cette démonstration , en projetant le quadrilatère de manière qu'il devienne un parallélogramme.
C'est ainsi qu'a fait M. Brianchon pour démontrer ce théorème , dans son Mémoire sur les lignes du second ordre.
(22) Il ne parait pas que les relations (A) , qui comprennent huit segmens, aient été connues de Pappus. Gar parmi ses propositions sur le quadrilatère coupé par une transversale, nous n'en trouvons qu'une qui se rapporte à ces relations; c'en est un cas parti* culier. La transversale est menée par le point de concours de deux côtés opposés, parallèlement à une diagonale (proposition 133). Les deux propositions qui précèdent celle-là pourraient être aussi considérées comme des cas particuliers des relations (A); mais comme elles viennent immédiatement après la proposition 130, dont elles sont aussi des cas par-
ticuliersy nous deyons les y rattacher , et les regarder comme des corollaires des relations (B) qu'exprime cette proposition 130.
(23) Les équations (A) ne paraissent pas remonter au delà de Desargues ; c'est sous leur forme que ce géomètre a caractérisé Vinvolution de six points , à Toccasion du beau théorème suivant y qui est deyenu si fécond dans la Géométrie récente, savoir , que :
Un quadrilatère étant inscrit dans une conique ^ les points où une transversale quelconque rencontre la conique et les quatre côtés du qfiadrilatère, sont en involution.
Il est extrêmement facile de démontrer ce théorème par de simples considérations de Géométrie i.
(24) Et Ton en conclut successi?ement les deux suivans, qui sont plus généraux : Quand deux coniques sont circonscrites à un quadrilatère , si Von tire une transversale quelconque qui rencontre ces courbes en quatre points, et deux côtés opposés du quadrilatère en deux autres points; ces six points seront en involution.
Quand trois coniques sont circonscrites à un même quadrilatère , une transversale quelconque les rencontre en six points qui sont en involution.
Ces deux théorèmes sont^ comme on voit, une généralisation de celui de Desargues, qui s'en conclut comme corollaire. H. Sturm les a démontrés le premier par l'analyse 2.
(26) Le dernier pourrait servir à démontrer les différentes propriétés de Tinvolution de six points , que nous avons appelées arithmétiques. Pour cela on considérerait différentes autres coniques passant par les quatre mêmes points que les trois premières ; chacune d'elles pouvant être déterminée par une cinquième condition. Si Ton demande qu'une de ces cohiques soit tangente à la transversale , on trouvera les points doubles ; si l'on veut qu'une des coniques ait une asymptote parallèle à la transversale y on trouvera le point central; etc.
(26) Une propriété bien importante de Tinvolution de six points ^ c'est que : Si d'un point pris arbitrairement, on mène des droites à ces six points , les relations d'in-^ volution {A) et [B) , qui ont lieu entre les segmens compris entre les points , auront lieu aussi entre les sinus des angles formés par les six droites qui interceptent ces segmens.
On a coutume de démontrer cette proposition y en exprimant les segmens en fonction des sinus des angles qui les comprennent. Mais la théorie du rapport anharmoniqne de quatre points nous en fournit une démonstration plus simple. Car il suffit de remarquer que chacune des relations d'involution (A) et (B) est une égalité de deux rapports anharmoniques ( ainsi que nous le ferons voir dans la deuxième partie de cette Note ). Ces rapports conservent les mêmes valeurs quand on y substitue, aux segmens, les sinus des angles qui comprennent ces segmens ; par conséquent la relation d'involution a lieu entre les sinus des angles que les six droites font entre elles.
Réciproquement , quand une telle relation a lieu entre les sinus des angles que six
» Voir la Note XV.
^ Annales de Maihématiquea ,iom. lYII, pag. 180.
droites issues d'ao même point font entre elles ^ une transversale quelconque rencontre ces six droites en six points qui sont en involution.
On dit que ces six droites forment un faisceau en involution,
(27) Telles sont les six tangentes menées d'un même point à trois coniques qui sont inscrites dans un même quadrilatère.
(28) On peut regarder comme une des coniques, dont un axe est nul, la droite' qui joint deux côtés opposés du quadrilatère; comme une seconde conique, la droite qui joint les deux autres sommets; et enfin comme une troisième conique, la droite qui joint les points de concours des côtés opposés. Et Ton conclut du théorème, général que nou^ Tenons d'énoncer plusieurs corollaires, dont Fun est ce théorème :
Les six droUee menées d'un mime point aux quatre sommets et aux deux points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère forment un faisceau en involution; de sorte que toute transversale rencontrera ces six droites en six points qui seront en involution.
( 29 ) Nous ne trouvons dans Pappus qu'une proposition qui puisse se rattacher à ce théorème; c'est la 135® du septième livre. Il faut supposer deux côtés du quadrilatère parallèles entre eux, et que la transversale leur soit parallèle et passe par le point de con* cours des deux autres côtés.
(30) La relation d'involution nous parait devoir se présenter souvent dans plusieurs théories géométriques , particulièrement dans celle des coniques. Cependant on ne la guère considérée que dans le système de trois coniques inscrites ou circonscrites à un même quadrilatère , et dans les cas particuliers d'un tel système.
Nous montrerons, à la fin de la deuxième partie de cette Note, que cette relation peut se présenter dans beaucoup d'autres circonstances.
DEUXIÈME PARTIE
(31) Les propriétés de l'involution de six points que nous venons d'exposer dans la première partie de cette Note , sont, je crois , les seules qui soieut connues, et encore je ne sais si l'on avait remarqué expressément l'existence du point central^ et le rôle important qu'il joue dans cette théorie.
Mais l'involution de six points jouit de plusieurs autres propriétés, et peut être exprimée sous diverses formes, difiTérenles des équations (A) et(B), et qui pourront être utiles dans diverses recherches géométriques.
La propriété la plus importante de cette relation d'involution, celle qui nous parait être la source de toutes les autres, repose sur la notion du rapport anharmonique. Cette propriété capitale nous permet même de donner une nouvelle définition de TinvolutiDn de six points, définition qui comprend, en même temps, les deux sortes d'équations (A) et(B), et qui conduit naturellement à difiérentes autres expressions de l'involution de six points.
(32) Nous dirons que :
Six pomU^ qui sont conjuguée deux à deuXj êont en involutian, quand quatre d*entre eux ont leur rapport anharmonique égal à celui de leurs conjuguée.
Ainsi les six point A, B, G, A', B', C, dont les trois A', B'^C, sont conjugués respectivement des trois premiers, sont en inTolution si le rapport anharmonique des quatre A , B, G, et C est égal au rapport anharmonique de leurs conjugués, A% B% C et C, c'est-à-dire si Ton a Tune des trois équations :
CA CB
CA' • CB' '
CA
ce
BA • BC'
ce
CB
ce
AB • AC
ce
CA.CA'
CA.CA'
CB.CB'
CA.A'B'.BC = C'A'.AB.B'C , CB.B'A'.àC' == CB'.BA.A'C.
On Yoit qu'une de ces trois équations comporte les deux autres , puisque chacune d'elles exprime que les quatre" points A,B,G,G', ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points A', B', G\ G , correspondans , un à un , respectivement aux quatre premiers.
Ainsi notre définition de Tinvolution de six points donne lieu à trois équations , dont une quelconque comporte les deux autres , et suffit pour exprimer l'involution.
(33 ) Il est aisé de voir que chacune de ces trois relations en comporte quatre autres qui complètent, avec ces trois premières, les équations (A) et (B).
En effet Téquation
CA.A'B'.BC' = C'A'.AB.B'C
exprime, en même temps, trois égalités de rapports anharmoniques ^ savoir, entre les quatre points A , B , G, G' et leurs correspondans A', B', G', G; entre les quatre points A, B, G, B' et leurs correspondans; et enfin entre les quatre points A, B', G, A', et leurs correspondans.
Ghacune des autres équations (B) exprime pareillement une égalité de rapports anharmoniques entre trois couples différens de quatre points , et on reconnaît aussi que chacune des équations (A) exprime une égalité de rapports anharmoniques entre deux couples de quatre points. On conclut de là que les six pointé A etA\ B et B', C et C y étant en involutian y quatre quelconques d^ entre eux , dont trois appartiennent aux
iroi^ gyêthneê , ont leur rapport anharmonique égal à celui deê points correë^ pondanê.
(35) Nous disons que trois des quatre premiers points doivent appartenir aux trois systèmes; car autrement, deux des six points n'entreraient pas dans Téquation résultant des deux rapports anharmoniques. Par exemple, si les quatre premiers pointsétaient Â,B, A', B', leurs correspondans seraient A', B', A, B; et, en égalant le rapport anharmonique des quatre premiers à celui des quatre autres, on n'aurait pas une relation entre les six points proposés, puisque G et G' n'y entreraientpas. Mais l'équation qu'on obtient ainsi est identique. Nous pouvons donc énoncer d'une manière générale le théorème suivant :
Quand six points , qui se correspondent deux à deux , sont en involution , le rapport anharmonique de quatre quelconques d^ entre eux est égal au rapport anharmonique des quatre points qui leur correspondent respectivement.
Ge théorème nous semble exprimer la propriété la plus féconde de la théorie de Tin- Tolution de six points; il conduit naturellement à différentes expressions de l'inyolution, que l'on n'a pas encore aperçues.
Nous allons les faire connaître.
(36) Nous avons vu , dans la Note précédente , que l'égalité des rapports dnharmo* niques de deux systèmes de quatre points peut s'exprimer de trois manières par une équation à trois termes; d'après cela on trouve que la condition d'involution de six points peut s'exprimer de douze manières par une équation à trois termes. Quatre de ces douze équations contiennent le segment AA', compris entre deux points conjugués, quatre contiennent le segment BB', et quatre enfin le segment GC
Voici quelles sont les quatre premières de ces douze équations :
AC'.A'B
AA'.CB
On formera semblablement les quatre équations où entrera le segment BB', et les quatre autres où entrera le segment GG".
En tout douze équations, dont chacune comporte les onze autres. Chacune de ces équations contient huit segmens dont sept sont différens.
(37) On a encore les huit équations suivantes, qui diffèrent des précédentes, quoiqu'elles soient aussi à trois termes, et qu'elles contiennent chacune huit segmens dont
sept sont différens :
AC.AC^ AB.AB'
AB.AB^ AC.AC
AC.AC^ AB.AB
AB.AB^ AC'.AC
VB.AT/
BX.B'C B'A'.B'A
CB.CB' CA'.CA
De ces huit équations, les quatre dernières, numérotées T, 2', 3', 4', se déduisent respectWeinent des quatre premières numérotées 1, 2, 3, 4, au moyen des équations (A).
Nous donnerons plus loin (45), la démonstration de ces huit équations.
(38) Voici une formule d'une autre forme, qui exprime TinToIution de six points, par une équation à quatre termes, entre six segmens différens.
Soient a, S, y, les points milieux des trois segmens AA', BB',CC'; supposons ces trois points placés dans Tordre a, S, y y on aura la relation
«A .Cy — ^B .ay H- yC .«^ = aS,Cy.ya.
Cette équation est unique; c'est-à-dire qu'il n'en existe point une seconde qui ait la même forme.
Sa démonstration se déduira (46) d'une autre relation générale, que nous donnerons ci-dessous.
(39) Quand les deux points C, G' se confondent en un seul point £, la relation deyient
âÂ\^E — 7B\aE = aC. «E. CE. Si les deux points B, B' se confondent aussi en un seul F, il yient :
Toi. XI.
C'est une des formules qui expriment que les points A , A' sont conjugués bannoniques par rapport aux deux E, F.
(40) On peut exprimer , comme on sait^ la relation harmonique de quatre points, au moyen d'un cinquième point arbitraire, auquel on rapporte les quatre points proposés. Il est aussi une manière d'exprimer Finyolution de six points en se seryant d'un point auxiliaire, auquel on rapporte les six points proposés; et cette manière donne lieu à un nombre infini d'équations, dont une seule suffit pour exprimer l'inyolution.
Soient A et A', B et B', C et G' les six points en inyolution, et m un septième point pris arbitrairement sur la droite sur laquelle sont situés les premiers; soient a, ^, }^, les points milieux des segmens AA"*, BB', CC; supposant ces points placés dans l'ordre où nous les énonçons , on aura la relation
(F) mA. mA'.Cy — mB.iwB'.ay -4- mC. mC. aC== o.
Cette équation a lieu quelle que soit la position du point m.
En supposant que ce point se confonde successiyement ayec les points en inyolution, ou ayec les poiuts a, 6, ^, ou ayec diyers autres points déterminés, on aura diyerses relations qui exprimeront toutes l'inyolution de six points.
(41) La démonstration de l'équation (F) est facile. Nous allons faire yoir que si cette équation a lieu pour une position du point m, elle aura lieu aussi pour une autre position quelconque de ce point; c'est-à-dire qu'en appelant H cette nouvelle position du point m , on aura nécessairement
(F') MA.MA'.^y— MB.MB'.«r-^ MC.MC'.aC=o;
ensuite nous montrerons que l'équation (F) a efi'ectiyement lieu pour une certaine position du point m.
Pour déduire l'équation (F') de l'équation (F), j'écris :
mA = MA — Mm, mA' = MA' — Mm , mA.mA' == MA.MA' — (MA + MA') Mm -^ Âî^ ,
ou
Pareillement ; et
mA.mA' = MA.MA' — SMa.Mm + Mm .
mB.mB' = MB.MB' — 2MC. Mm + lûm ,
mC.mC = MC.MC — SMr.Mm ^ M^.
L'équation (F) deyient donc :
MA.MA'.^y — MB.MB'.ay^ MC.MC'.«C — Î.Mm. (CrMtf — ayMC ^- aCMy) -f- (Cy— «y -f- aC) Sûï' =: 0.
Or 9 on a y entre les quatre points a, f , ^^ M, la relation
Cy,Ma — ayMC -4- aC.My = o,
aiofli que nous TavoDA démontré dans la Note IX (pag. 305 ); on a aussi , entre les points a, 6, ^, la relation
Çy — «y -f- aC SIS 0 i
l'équation ci-dessus se réduit donc à Téquation (F'), qu'il s'agissait de démontrer.
Il reste à faire voir que Téquation (F) a lieu pour une certaine position particulière du point m. Supposons que le point soit situé au point central &e Tinvolution des six points; on aura mA.mÂ' =s mB.mB' s= mCmC ; et Téquation se réduira à
Cy — «y H- rtC = o , équation identique.
Ainsi la formule (F') , ou (F) qui lui est semblable, est démontrée.
(42) On peut remplacer dans Téquation (F) les segmens «S, «y, Sy, par d'autres segmens entre les seuls points A, Â', B, B', G et G' : car on a
BC -f- B'C AC -f. A'C AB -t- A'B'
Çy = , «y = aC =z •
(43) Supposons que dans TinTolution les deux points G , G', se confondent en un seul £ , et que les deux points B, B', se confondent aussi en un seul F; l'équation deyiendra h
(G). ..... wA.wA'.EF — wF" aE -f- mE\a¥ = o. |j
Cette équation exprime une relation entre quatre points A, A', E^F, dont les deux premiers sont conjugués harmoniques par rapport aux deux autres, et un cinquième point m pris arbitrairement.
En donnant à ce cinquième point différentes positions particulières, on aura différentes V
expressions de la relation harmonique de quatre points.
(44) L'équation (F) nous parait être, jusqu'ici, l'expression la plus étendue et la plus féconde de l'involution de six points; car on en conclut toutes les différentes équations que nous ayons données , et di?erses autres qui donnent des expressions simples de plusieurs rapports de produits de segmens , que Ton a à considérer dans cette théorie.
Par exemple, en supposant que le point m se confonde avec le point A, on trouye cette expression très-simple du rapport de AG.AG' à AB.AB'
AC.AC^ _ f2f _ AC -*- K'C AB.AB' "" aC ~ ÂB -f. A'B' ' L'expression de
A'B.A'B' est la même; d'où l'on conclut les équations (A).
(45) Supposant que le point m soit en B^ il vient
BC.BC _ Cy BC ^ WC
BA.BA' ~" "" cl ~ "" BA -*- B'A'"
Ajoutant y membre à membre, cette équation à la précédente, et remarquant que Ton a oy — ffy = aS , on obtient la première des huit équations (D).
(46) L^équation (E) se déduit aussi très-aisément de Téquation (F).
En effet, on a entre les trois points a, S y y^ et un quatrième point quelconque m la relation suivante due à Mathieu Stewart :
ma .€y — mC .ay -t- i»y .aC= aCCy.ya. ' Retranchant de cette équation Téquation (F) , il vient
(»w' — mA.mA') Cy-— (»ï? — mB.mB' ) «r -f- («»r — mÇ.*^^^ rtC==«C,ffr.y«. Mais on a
ma' — ak s= ( ma -4- aA ) ( m« — ak) = mA.mA' ; d'où _
ma — " mA.mA ^=s cuk • Pareillement
mC — mB.mB' a=s CB , et my — mZ^mKJ s= yC •
L'équation ci-dessus devient donc
«A .Cy — CB .ay H- yC .aC sas= aC.Cy.yct, C. Q. F. D.
(47) On conclut aussi de Téquation (F) la propriété du point central, qui a été connue de Pappus (18). Pour cela supposons le point C situé à Tinfini, de sorte que le point G deviendra le point central 0; et écrivons Téquation (F) sous la forme
ay ^ mC
mA.mA' — mB.mB'. — -4- mC.aC. •" — ' =: o.
Cy Cy
Le point y est aussi à Tinfini , et Ton a
«y _ ce -+- CC" mC _ mC 2
^^=,,.cy= ^ ' "^ = ^- ce + ce ~ i2. £S1^
mC "^ mC 1 G'ett le second des Somê gênerai théorème , etc. ( Voir quatrième Époque $ 28. )
Or
ce . <?C' , , mC ^ = 0 et — — • = 1 ; donc = 2 ;
réqaation deyient donc
mÂ.mA' — fnB.mB' -4- S^^.mO = o.. Remplaçant aS par
AB -f- A'B'
on a Téquation de Pappus.
(48) Si l'on suppose que les deux points B, B' se confondent en Fun des points doubles E , de TinTolution, cette équation deviendra
(H) mA.wA' — mE -4- ^aE.mO = 0.
(49) Si les deux points Â, A', se confondent au deuxième point double F, il Tiendra
wF — wiE^ -f- SEF.mO = 0.
Cette équation exprime une relation entre trois points quelconques m, E, F, et le point milieu des deux derniers.
(50) La première des équations (D) et Téquation (H) donnent une démonstration du cas de maximum ou minimum démontré par Apollonius, dont nous avons parlé (17). Car, d'après la première de ces deux équations , on voit que le rapport
AC.AC AB.AB'
où A est supposé le point variable , sera un maximum eu minimum quand le produit BA.BA' sera lui-même un minimum ou maximum. Or, d'après l'équation (H), on a
BA.BA' = BÊ' — 2«E.B
Le produit BA.BA' sera donc un maximum (ou un minimum à cause des signes) quand le coefficient variable aEsera nul. Alors les deux points A, A', se confondront avec le point E; ce qui est la proposition d'Apollonius.
(51) On peut exprimer l'involution de six points par une équation où entrent deux points pris, l'un et l'autre, arbitrairement.
Soient m et n ces deux points ; soient a le conjugué harmonique du point n par rapport à A et A'; 6 le conjugué harmonique de n par rapport à B et B'; et y le conjugué harmonique de n par rapport à C et C On aura , quels que soient les deux points m ein pris sur la droite où sont situés les points de l'involution , la relation
,,. mA.fwA' fnB.mB' mC.mC
nA.nA' '^ iiB.nB' ' nC.nC
Si Ton suppose le point n situé à l'infini , cette équation de?ient la formule (F). Cette remarque suffit pour montrer la légitimité de cette équation.
(52) Si le point m est placé au point central, on aura mA.mÂ' = mB.mB' = mC.mC', et la relation (I) de?ient
Cv.fw ay.nC aC.ny
^ ' fiA.»A' fiB.fiB' nC.nC
Cette équation est d'une forme différente deTéquation (F), et exprime , comme elle, rinvolution de six points, au moyen d'un septième point pris arbitrairement.
(53) Nous aTons dit (30) que la relation d'in?olution peut se présenter dans diverses spéculations où elle n'a peut-être pas encore été aperçue. Nous terminerons cette Note en citant plusieurs circonstances où cette relation a lieu :
1° Trou êyêtemeê de deux diamètres conjuguas d'une conique forment un faisceau en involution,
2° Quand trois cordes d'une conique passent par un même point y les droites menées d'un point quelconque de la courbe à leurs extrémités sont en involution,
3° Quand trois angles circonscrits à une conique ont leurs sommets en ligne droite , leurs côtés rencontrent une tangente quelconque à la conique en six points qui sont en involution,
kP Quand quatre cordes d'une conique passent par un m^êmepointy si par les extréunités des deux premières, on fait passer une conique quelconque , et par les extrimiUê des deux autres, une seconde conique quelconque , les quatre points d'intersection de ces deux nouvelles coniques seront deux à deux sur deux droites passant par le point de concours des quatre cordes; et ces deux droites et les quatre cordes formeront un faisceau en involution ^
Si les deux premières cordes se confondent^ et que les deux autres se confondent aussi, la relation d'involulion deyient un rapport harmonique , et l'on a ce théorème :
Quand deux coniques ont un double contact avec une troisième conique , elles se coupent en quatre points situss , deux à deux , sur deux droites qui passent par le point d'intersection des deux cordes de contact; et ces deux droites sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux cordes de contact,
5^ Par un point quelconque, pris dans le plan d'une conique, on peut mener deux droites rectangulaires de manière que le pôle de l'une, pris par rapport à la conique, soit sur l'autre;
Six droites ainsi menées ^ par trois points pris arbitrairement dans le plan de la conique , rencontrent chacun des deux axes principaux de la courbe en six points qui sont en involution.
Le point central de l'inyolution est le centre de la courbe; et les deux points douhles
> Pai démontré dans la Correspondance polytechnique, la première partie de ce théorème. ( Tom. III , p. 330.)
sont les foyers. Ces deux points doubles sont réels sur le grand axe, et imaginaires sur ]e petit.
Pour un point pris sur la conique , les deux droites rectangulaires menées par ce point sont la tangente et la normale.
Ce théorème est, comme on Toit, une propriété générale des foyerê des coniques, et fait Toir comment il existe quatre foyers ^ dont deux sont imaginaires, mais jouissent de certaines propriétés qui leur sont communes a^ec les deux foyers réels.
Nous retrou?erons dans les surfaces du second degré un théorème analogue à celuilà, et qui nous servira à caractériser certaine* courbes qui joueront dans ces surfaces le même rôle que celui des foyers dans les coniques. ( f^oir la Note XXXI. )
La relation d'involution peut aussi se présenter dans des questions d'un ordre plus relevé que les précédentes. Ainsi :
6^ Qu^nd trois surfaces courbes quelconques , qui tmt un point de contact, se coupent deux à deux en ce point, si on mène les tangentes en ce point aux deux branches de chacune des trois courbes d'' intersection , ces six tangentes seront en involution.
7^ Enfin : Qiéand, par une génératrice d'une surface réglée^ on mène trois plans quelconques, chacun d'eux est tangent à la surface en un point, et lui est normal en un autre point; on a ainsi six points qui sont en involution.
Chacun des théorèmes que nous Tenons d'énoncer est ausceptible de plusieurs conséquences qui trouveront leur place ailleurs.
(54) Nous ne pouvons terminer cette Note sans faire mention d'une propriété curieuse du cercle , où six points pris sur sa circonférence ont entre eux des relations analogues à oelles de six points en involution situés en ligne droite. Cette propriété est exprimée par Je théorème suivant :
Quand trois droites, issues d'un même point, rencontrent une circotiférence de cercle aux points a , a' pour la première; b, b', pour la seconde et c, c', pour la troisième , on a la relation :
sin. i ca. sin. i ca' sin. \ c'a, sin. i c'a' sin. i cb. sin. i cb' sin. i c'b. sin. i c'b'
On voit comment on formera deux autres relations semblables ; de sorte qu'on aura, entre les six points a, a'\ by b' ;c^c', trois relations analogues aux relations (Â) de Tinvolution de six points en ligne droite.
Ajoutons qu'on aura pareillement, entre les six points, des relations analogues aux équations (B), aiix équations (C) et aux équations (D).
NOTE XL
(première Époque, $ 38.)
Sur la question d'inscrire dans un cercle un triangle dont les trois côtés doivent passer par trois points donnés.
Pappus nous a laissé une solution facile de ce problème, pour le cas où les trois points sont en ligne droite.
Le cas général , qui offrait des difficultés , a été proposé en 1742 par Cramer, à Castil- Ion, qui ayait déjà donné des preuves d'habileté dans la Géométrie ancienne. Castillon trouya une solution du problème , fondée sur de pures considérations de Géométrie; elle parut dans les Hémoires de l'Académie de Berlin pour 1776.
Aussitôt après, Lagrange en donna une solution différente, purement analytique et fort élégante. (Même yolume des Mémoires de Berlin.)
En 1780, Euler, N. Fuss et Leiell résolurent aussi ce problème (Mémoires de l'Académie de Pétersbourg.) La solution d'Euler nous donne lieu à cette remarque , qu'elle repose sur un lemme qui est précisément le théorème de Stewart , dont nous avons parlé au sujet des lemmes de Pappus sur le Traité des lieux plans d'Apollonius. (1'*^ Epoque , §36.)
Giordano di Oltaiano, jeune Napolitain , conçut la question d'une manière plus gêné-' raie, et la résolut pour un polygone d'un nombre quelconque de côtés, deyant passer par autant de points, placés arbitrairement dans le plan du cercle. Malfati ne tarda point à la résoudre aussi dans cet état de généralité. (Les Mémoires de ces deux géomètres sont compris dans le tome IV des Memorie délia societa italiana.)
Lhuiiiier apporta quelques modifications aux solutions de ces deux géomètres, dans les Mémoires de Berlin , année 1796 ; et reyint sur cette question dans ses Elémens d'analyse géométrique et d'analyse algébrique , année 1809.
M. Carnot, dans sa Géométrie de position, reprit la solution de Lagrange , et en fit, en y introduisant des considérations géométriques, une solution mixte, qu'il appliqua au cas général d'un polygone quelconque.
M. Brianchon introduisit dans cette question un nouvel élément de généralisation; en prenant une conique quelconque au lieu d'un cercle ; et la résolut pour le cas du triangle, et en supposant les trois points situés en ligne droite. (Journal de l'école polytechnique , 10® cahier.)
M. Gergonne fit un nouveau pas , en prenant aussi une conique , mais en rendant aux
trois points leur généralité de position , et en ne se serrant qne de la règle pour résoudre le problème. Les solutions antérieures exigeaient l'emploi du compas {Annales de Mathématique*, tom. P', page 341 , années 1810-1811). M. Gergonne n'avait pas abordé directement ce problème : il s'en était proposé un autre qui lui est analogue; c'était de circonscrire à une section conique un triangle dont les sommets fussent placés sur trois droites données. La construction que donna ce géomètre n'employait que la i'ègle , et était un modèle d'élégance et de simplicité. Elle a été démontrée par MM. Serrois et Rochat {annales de Mathématiques , tom. I", pages 337 et 342). M. Gergonne observa que, P^r la théorie Ag^ pôles dans les sections coniques , elle se transformait immédiatement en ^iie solution de même nature , pour la question d'inscrire dans une conique un triangle <lont les côtés passent par des points donnés.
H restait, pour compléter cette matière, à résoudre aussi, pour une section conique au ^ ^'^ du cercle, le cas général d'un polygone quelconque. C'est à M. Poncelet qu'on doit ce w ^^i" effort. La solution de ce géomètre couronnait dignement les travaux de ses de-
^^Cfs. Elle offre , sous tous les rapports , un bel exemple de la perfection à laquelle peuvent atteindre les théories de la Géométrie moderne. (Voir Traité des propriétés pr'c/^é^lwes y page 352.)
NOTE xn.
DEUXIEME ÉPOQUE
^^Ue Note sera placée à la suite de la Note XXXIV.
Tom. XI. 42
NOTE xin.
(deuxième époque y § 1^0 Sur les coniques de Pascal,
La plupart des notes biographiques contiennent quelques erreurs au sujet des coniques de Pascal; les unes eYi confondant le traité complet des coniques, qui n*a jamais été mis au jour^ ayec V essai, le seul qu'ait connu Descartes; d'autres en alléguant un prétendu refus de ce célèbre philosophe de reconnaître Pascal comme l'auteur de cet essai, préférant l'attribuer d'abord à Desargues, puis au père de Pascal, très-Tcrsé lui-même dans les mathématiques. Et quoique Bayle , dans son dictionnaire historique , ait réfuté une telle interprétation de l'opinion de Descartes, qui est contraire aux documens qui nous restent, et on peut dire aussi au caractère de ce grand philosophe qui n'admirait presque jamais rien, cette interprétation a pourtant été souvent reproduite depuis, et notamment par Hontucla dans Y Histoire des Mathématiqueê (tom. II, pag. 62).
Dans ces derniers temps encore , un très-sayant géomètre crut devoir attribuer à Desargues, au moins le théorème de l'hexagone ; quoique Pascal le présente au commencement de son eêêai comme étant de sa propre invention , et faisant la base de cet essai ; et qu'il ait soin de citer ensuite Desargues comme auteur d'un autre théorème qu'il énonce aussi.
A cette preuve , qui serait suffisante pour assurer à Pascal la propriété de son célèbre théorème, nous avons trouvé à ajouter le témoignage de Desargues lui-même. C'est un passage d'un écrit de ce géomètre , en 1642 , rapporté par Curabelle dans son Examen de* œuvres de Desargueê (in-4**. 1644). En parlant d'une certaine proposition (qui n'est pas indiquée par Curabelle), Desargues ajoute qu'il « remet d'en donner la clef quand la démons- » tration de cette grande proposition , nommée la Pascale, verra le jour : et que ledit » Pascal peut dire que les quatre premiers livres d'Apollonius sont, ou bien un cas, ou » bien une conséquence immédiate de cette grande proposition. » On ne peut douter qu'il ne s'agisse là du théorème de l'hexagone , que Pascal avait énoncé au commencement de son ejiêai^ comme lemme d'où se déduisait tout son traité des coniques. On voit encore, par ce passage curieux, que déjà ce merveilleux théorème portait^ comme à présent, le nom de Pascal.
NOTE XIV
(deuxième Époque, § 23 et 31.)
Sur les ouvrages de Desargues s la lettre de Beaugrandj et VEœamen de
Curabelle.
Nous ayons cité la lettre de Beaugrand , sur le Brouillon projet deê coniques de Desargues , d'après ce qu'en a dit M. Poncelet dans son Traité des propriétés projectives , p. 95 ; car elle est extrêmement rare, et nous n'ayons pu nous la procurer.
Nous trouvons dans \ Examen des œuvres du sieur Desargues y par J. Curabelle , (in-4'' 1644 ), ouvrage très-rare aussi, un passage qui fait mention de cette lettre , et qui est assez curieux sous d'autres rapports. Curabelle , après avoir cité Topinion émise par Desargues, en 1642, au sujet d'une proposition de Pascal (celle de l'hexagone, probablement), dont les quatre premiers livres d'j4pollonius sont ou bien un cas, ou bien une conséquence immédiate^ ajoute : « Mais quant à l'égard du sieur Desargues^ cet abais- }> sèment d'Apollonius ne relève pas ses leçons de ténèbres y ni ses événemens atix » atteintes que fait un cône rencontrant un plan droit, auquel a suffisamment » répondu le sieur de Beaugrand, et démontré les erreurs en l'année 1639, et imprimé » en 1642, en telle sorte que le public, depuis ledit temps, est privé desdites leçons de » ténèbres, qui étaient tellement relevées, au dire dudit sieur, qu'elles surpassaient de » beaucoup les œuvres d'Apollonius , ainsi qu'on pourra voir dans la lettre dudit sieur » de Beaugrand , imprimée l'année ci-dessus. »
Ce passage donne lieu aux réflexions suivantes.
D'abord il semble en résulter que Desargues , outre son Brouillon projet d^une atteinte aux événemens des rencontres du cône avec un plan, avait écrit un autre ouvrage sur les coniques , sous le titre de Leçons de ténèbres ; ce que font supposer aussi quelques passages du graveur et dessinateur Grégoire Huret, dans son ouvrage intitulé : Optique de portraiture et peinture , contenant la perspective et pratique accom* plie, etc; Paris 1670, in-folio.
Les mots et imprimé en 1642, nous avaient paru d'abord se rapporter à ce qui a été démontré en 1639; d'où nous avions conclu que la lettre de Beaugrand n'avait été imprimée qu'en 1642 ; mais nous la trouvons citée dans un autre écrit de Curabelle contre Desargues, dont nous allons parler tout-à-l'heure , où il est dit qu'elle a été imprimée en 1639.
D'après cela, il nous parait que les mots et imprimé en 1642, signifient que Beaugrand, outre cette première lettre, avait encore écrit et imprimé en 1642 contre Desargues;
peut-être à roccasion de ces leçons de ténèbre* , citées par Gurabelle et Grégoire Huret
Et en effet , il parait que Beaugrand ne manquait pas une occasion de se signaler parmi les détracteurs de Desargues. Car nous trouYons qu'il ayait aussi écrit une Lettre 9ur le Brouillon projet de la coupe des pierres de Desargues (1640, in-4*'). Cette lettre est annoncée, sous ce titre, dans le catalogue de la bibliothèque royale, au nom de Beaugrand et à celui de Desargues; mais malheureusement elle ne se trouve plus dans la bibliothèque. Elle y faisait partie d'un yolume dont la perte est bien regrettable , car il contenait d'autres pièces relatives à Desargues, qui avaient paru en 1642 ^
L'examen de Gurabelle a amené des démêlés très-yifs entre lui et Desargues, qui nous sont révélés par un autre écrit intitulé : Faiblesse pitoyable du sieur Desargues, employée contre l'examen fait de ses œuvres, par J. Gurabelle. Nous y voyons que Desargues ayait offert de soutenir la bonté de ses doctrines sur la coupe des pierres , par une gageure de cent mille livres, qui n'a été acceptée que pour cent pistoles par Gurabelle. Les articles d'une conyention à ce sujet ont été rédigés, le 2 mars 1644 ; mais la difficulté de s'entendre sur tous les points, a donné lieu à divers libelles de part et d'autre; et enfin l'affaire a été soumise au parlement, le 12 mai de la même année. Elle était en cet état quand Gurabelle publia l'écrit qui nous donne ces détails \
La difficulté de s'entendre provenait principalement du choix des jurés. Le passage suivant montre bien l'esprit qui avait dirigé Desargues dans la composition de ses ouvrages de coupe des pierres, et l'esprit dans lequel étaient faites les critiques de ses adversaires ; c'est là en quelque sorte l'origine et l'àme du débat.
Desargues voulait « s'en rapporter au dire d'excellens géomètres et autres per» )> sonnes savantes et désintéressées , et en tant quil serait de besoin aussi, des Jurés » maçons de Paris. » A cela Gurabelle répond : « ce qui fait voir évidemment que le » dit Desargues n'a aucune vérité à déduire qui soit soutenable, puisqu'il ne veut pas » des vrais experts pour les matières en conteste; il ne demande que des gens de sa » cabale, comme des purs géomètres, lesquels n'ont jamais eu aucune expérience des » règles des pratiques en question , et notamment de la coupe des pierres en l'architec- » ture qui est la plus grande partie des œuvres de question , et partant ils ne peuvent » parler des subjections que les divers cas enseignent. »
Ge passage, ce me semble, établit parfaitement la nature du démêlé, et peut faire décider à pWort la question entre Desargues et ses détracteurs.
Quant à la méthode de Desargues en elle-même, elle a, depuis, été reconnue bonne et exacte, et l'on a su apprécier le caractère de généralité qu'elle présentait. Ne pouvant entrer à ce sujet dans aucun développement , nous nous bornerons à citer le jugement
1 La lettre de Beaugrand , sur le brouillon projet des coniquet de Detarguet , que H. Poncelet dit , dans ton Traité des propriétés projectives, exister à la bibliothèque royale, ne faisait pat partie de ce volume, et nous ne Tavons pu trouver inscrite sous aucun titre.
2 Je ne possède que les huit premières pages de cet écrit (in-4o, petit texte) , que j*ai trouvées jointes à mon volume de VEsatnen des œuvres de Desarguea. Je désirais en connaître la suite; mais je n^ai pu en rencontrer nulle part un second exemplaire.
qu'en a porté le sa?ant Frezier , dans son Traité de la coupe de* pierreê. De la Rue ayant dit que /. Curahelle avait relevé exactement toutes les fautes de Desargues (dans la construction des berceaux droits et obliques) ^ Frezier, après a^oir cité ce passage , ajoute : « Je n'ai pas yu cette critique, et par conséquent je ne puis juger de son exactitude; » j'avancerai cependant, sans la craindre, que la méthode de Desargues n'est du tout » point à rejeter. Je conviens qu'il y a des difficultés, mais comme elles ne viennent que » d'une faute d'explication du principe sur lequel elle est fondée, et un peu aussi de la » nouveauté des termes, je vais suppléer, etc. » (Tom. II. pag. 208, édition de 1768.)
Puis , dans l'explication de la méthode , Frezier dit que Desargues « a réduit tous les » traits de la formation des berceaux droits, biais, en talus et en descente, à un seul » problème , qui est de chercher l'angle que fait l'axe du cylindre avec un diamètre de sa )) base , etc. » ( pag. 209. )
£t enfin Frezier conclut , après avoir expliqué clairement et dans toute sa généralité , la méthode de Desargues, qu'e//^ était ingénieuse ^ et aurait dû lui faire honneur, si Bosse l'eût présentée d'une manière plus intelligible.
Curabelle est un écrivain totalement ignoré de nos jours; cependant il parait qu'il a écrit sur la stéréotomie et diflTérentes parties des arts de construction. Du moins l'extrait du privilège , qui est en tête de son examen des œuvres de Desargues , fait connaître les titres de plusieurs ouvrages qu'il devait mettre au jour après ce dit examen. Nous n'avons pu trouver aucune trace de ces ouvrages, ni pu constater qu'ils aient eflTectivement paru. De la Rue, dans son Traité de la coupe des pierres y cite plusieurs fois Curabelle, mais à raison seulement de l'examen en question.
Desargues , en voulant assujettir la perspective pratique et les arts de construction à des principes rationnels et géométriques , s'était fait beaucoup d'autres détracteurs que Curabelle, ainsi qu'on le voit dans les ouvrages du célèbre graveur Bosse, qui passa toute sa vie à les combattre. Cette persévérance, qui fait honneur à son jugement et à son caractère , lui attira aussi des persécutions ; et il lui fut interdit d'enseigner les doctrines de Desargues à l'Académie Royale dejeinture , où il professait la perspective.
Des détracteurs de Desargues, le personnage le plus considérable parait avoir été Beaugrand , secrétaire du roi , qui avait des relations avec beaucoup d'hommes distingués dans les sciences , et qui , lui-même , n'était pas dépourvu de savoir en mathématiques > car il a publié , sous le titre In isagogem F, Fietœ Scholia , in-24, 1631, un commentaire sur le principal ouvrage analytique de Yiète, et il a jcué un certain rôle dans l'histoire de la cycloïde. Mais sa Géostatique, dont il est tant parlé dans les lettres de Descartes, et où il démontrait géométriquement que tout grave pèse d'autant moins qu'il est plus près de la terre, suffît pour montrer à quelles erreurs son esprit était sujet ; et l'on ne s'étonne pas qu'il ait si mal apprécié les productions de Desargues.
L'estime que mérite Desargues, qui a été jusqu'ici si peu connu des biographes, nous a porté à entrer dans ces détails, espérant qu'ils pourront piquer la curiosité de quelques personnes, et les engager à rechercher les ouvrages originaux de cet homme de génie, et les pièces relatives à ses démêlés scientifiques. Sa correspondance avec les hommes les plus
illustres de son temps, dont il partageait les travaux , et qui le voulaient tous pour juge de leurs ouvrages, serait aussi une découverte précieuse pour l'histoire littéraire de ce dix-sepliéme siècle qui fait tant d'honneur à l'esprit humain.
Quant aux ouvrages de Desargues, voici quelques indications qui pourront peut-être en amener d'autres :
Bosse écrivait en 1665, dans ses Pratiquer géoméirales 9 etc., que «feu H. Milieu, n s^avanL géomètre, avait fait un ample manuscrit de toutes les démonstrations de Desargues, »» lequel méritait bien d'ôtre imprimé. »
On lit dans Vhiêtoire littéraire de la ville de Lyon , par le P. Golonia , imprimée en 172S : (cOn va bientôt donner au public une édition complète des ouvrages de Desargues. » M. Richer, chanoine de Provins, auteur de deux mémoires curieux et détaillés sur les }> ouvrages de son ami H. de Lagny et sur ceux de H. Desargues, sera l'éditeur de cet » important ouvrage qui intéresse singulièrement la ville de Lyon. »
Puiâsc un hasard heureux faire retrouver les manuscrits de Millon, et les matériaux réunis pour l'entreprise de Richer.
NOTE XV
(deuxième époque, § 26.)
Sut la propriété anharmontque des points d'une conique. — Démonstration des propriétés les plus générales de ces courbes.
(1) Représentons-nous un quadrilatère inscrit dans une conique, et une transversale, comme dans le théorème de Desargues sur Tinvolution de six points.
De deux sommets opposés du quadrilatère, menons des droites aux deux points où la transversale rencontre laconique; chacun de ces sommets sera le point de départ de quatre droites. On reconnaît aisément que la relation d'involution de Desargues exprimera que le rapport anharmonique des quatre points où les quatre droites issues d'un des sommets du quadrilatère rencontrent la transversale , est égal au rapport anharmonique des quatre points où les quatre droites issues du sommet opposé rencontrent cette transversale ; d'où
Ton conclut que le rapport anharmanique des quatre premieree droites est égal au rapport anharmonique des quatre autres.
(2) On a donc ce théorème général ^ qui est la réciproque de la conclusion que nous venons de tirer du théorème de Desargues :
Quand on a deux faisceaux de quatre droites , qui se correspondent une à une, si le rapport anharmonique des quatre premières est égal au rapport anharmoniqus des quatre autres , les droites d'un faisceau rencontreront, respectivement , leurs correspondantes en quatre points , qui seront sur une conique passant par les deux points, centres des deux faisceaux.
Ce théorème, comme on le Toit par la démonstration que nous Tenons d'en donner, n'est au fond qu'une expression différente de celui de Desargues ; mais ses corollaires , ei* trémement nombreux, embrassent une partie des propriétés des coniques, sur lesquelles semblaient ne pouvoir s'étendre les théorèmes de Desargues et de Pascal. Et en effet, outre les avantages propres de sa forme différente, il a quelque chose de plus général que chacun de ces deux théorèmes; et ceux-ci s'en déduisent, non plus comme transformation, mais comme simples corollaires. C'est ce que nous ferons voir tout^à-rheure, en montrant la nature des applications auxquelles se prête ce théorème.
Hais nous devons d'abord en donner une démonstration directe , puisque aous proposons de substituer ce théorème aux plus généraux dont on s'est servi jusqu'ici, et de tirer ceuxci du premier.
(3) Cette démonstration est d'une facilité et d'une simplicité extrême. Car, le théorème énonçant une égalité des rapports anharmoniquesieàenx faisceaux de quatre droites^ et ces rapports conservant les mêmes faleurs quand on fait la perspective de la figure, il suflSt de prouver que cette égalité a lieu dans le cercle qui sert de base au cène sur lequel on considère la conique. Or, dans le cercle, les angles que les quatre droites du premier faisceau font entre elles sont égaux respectivement aux angles que lesdroî tes correspondantes du deuxième faisceau font entre elles, parce que ces angles sous-tendent les mêmes arcs ; donc le rapport anharmonique des sinus des premiers angles est égal au rapport anharmonique des sinus des angles du deuxième faisceau ; puisque ces sinus seront égaux chacun à chacun.
Ainsi le théorème est démontré.
(4) Imaginons que trois droites du premier faisceau, et les trois droites correspondantes du second faisceau , soient fixes ; que la quatrième droite du premier faisceau tourne autour de son centre^ et que la droite correspondante dans le second faisceau tourne aussi, et de manière à ce que l'égalité des rapports anharmoniques des deux faisceaux ait toujours lieu; ces deux droites mobiles se couperont toujours sur une conique, qui sera déterminée par les cinq points fixes de la figure , c'est-à-dire les centres des deux faisceaux, et les points où les trois droites fixes du premier rencontreront les trois droites fixes du second.
(5) De là nait une infinité de manières d'engendrer les coniques, par l'intersection de deux droites tournant autour de deux points fixes. Car on peut, d'une infinité de manières, former deux faisceaux de lignes droites, qui se correspondent une à une^ et telles que le
rapport anharmonique de quatre droites quelconques du premier faisceau , soit toujours égal au rapport anharmonique des quatre droites correspondantes du second faisceau.
(6) Par exemple, concevons un angle fixe; et qu'autour d'un point , comme pôle , on fasse tourner une transversale; elle rencontrera, dans chacune de ses positions, les côtés de l'angle en deux points. Quatre points ainsi déterminés sur l'un des côtés auront leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points correspondans sur l'autre côté (parce que ce rapport sera le même que celui des quatre transversales qui déterminent ces points). Il s'ensuit que , si d'un premier point fixe on mène des droites aux points marqués sur le |i' premier côté de l'angle , et d'un second point fixe des droites aux points marqués sur le
second côté , on aura deux faisceaux de droites qui se correspondront une à une et qui se couperont sur une conique passant par les deux points fixes. D'où l'on conclut que :
Quand les trou cotés d'un triangle, de forme variable, tournent autour de trois points fixes y et que deux des sommets du triangle parcourent deux droites fixes ^ le troisième sommet engendre une conique, qui passe par les deux points nutour desquels tournent les deux côtés adjacens à ce sommet ^
Ce théorème est précisément l'hexagramme mystique de Pascal , présenté sous une autre forme. C'est sous cet énoncé qu'il a été trouvé par Maclaurin et Braikenridge ; et qu'il a conduit le premier de ces deux géomètres à l'énoncé même du théorème de Pascal.
(7) Maintenant , soient deux faisceaux de droites, émanées de deux centres différens, et se coupant une à une sur une même droite menée arbitrairement dans leur plan. Le rapport anharmonique de quatre droites quelconques du premier faisceau sera égal au rapport anharmonique des quatre droites correspondantes dans le second faisceau ( parce que ce rapport sera le même que celui des quatre points où ces droites se rencontrent une à une sur la transyersale fixe). Maintenant, qu'on transporte les deux faisceaux en d'autres lieux de leur plan , de manière à changer leur position relative ; leurs droites correspondantes ne se couperont plus une à une sur une droite ; mais il résulte de notre théorème qu'elles se couperont toujours sur une section conique , qui passera par les deux sommets des deux faisceaux,
(8) Supposons que les deux faisceaux primitifs, dans leur déplacement , aient conservé leurs centres respectifs ; c'est-à-dire qu'ils aient tourné autour de leurs centres ; alors le théorème que nous Tenons d'énoncer exprime précisément le théorème de Newton , sur la description organique des coniques.
(9) Si les rayons des deux faisceaux primitifs , au lieu de se croiser sur une même droite, se croisaient sur une conique passant par leurs deux centres, les deux faisceaux satisfe-
1 Le côté da triangle opposé au sommet décriTant pourrait , au lieu de tourner autour d'un point fixe , rouler sur une conique à laquelle les deux droites fixes seraient tangentes; alors le sommet libre décrirait encore une conique passant par les deux points fixes.
Cela résulte de ce que quatre tangentes quelconques à une conique en rencontrent deux autres , chacune en quatre points , tels que le rapport anharmonique des quatre points de la première est égal au rapport anharmonique des quatre points de la seconde ( voir la Note suivante).
Cette généralisation du théorème de Maclaurin et de Braikenridge conduira à un grand nombre de proposi- . tions diverses, dont la plupart seront nouvelles.
raient à la condition que quatre droites quelconques de l'un eussent leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites correspondantes du second [d'après le théorème (2)]. Donc, après un déplacement quelconque de ces deux faisceaux, leurs rayons correspondans se couperont encore sur une conique.
(10) Si les deux faisceaux ne font que tourner autour de leurs centres respectifs, on en conclut ce théorème :
Si deux angles de grandeur quelconque ^ maù constante y tournent autour de leur* commets y de manière que le point d'intersection de deux de leurs cotée parcoure fine conique passant par leurs sommets y leurs deux autres cotés se croiseront sur une seconde conique qui passera aussi par les deux sommets.
(1 1) Ce théorème , qui est une généralisation de celui de Newton, n'est lui-même qu'une manière particulière, entre une infinité d'autres semblables, pour former les coniques par Tintersection de deux droites mobiles autour de deux points fixes , ou par l'interseciion de deux côtés de deux angles mobiles autour de leurs sommets ; et au lieu de supposer ces deux angles de grandeur constante , comme nous venons de le faire , on peut les supposer yariables, et il est alors une infinité de manières de régler la relation qu'ils deyront conserver entre eux.
Par exemple , on peut supposer que chacun d'eux intercepte sur une droite fiixe des segmens de grandeur constante.
Ainsi le théorème de Newton , qui a eu quelque célébrité , et qui a paru capital dans la théorie des coniques, ne se trouve plus qu'un cas très-particulier d'un mode général de description de ces courbes.
(12) Cette circonstance nous parait bien propre à montrer deux choses : d'abord qu'il est toujours utile de remonter à l'origine des vérités géométriques , pour découvrir, de ce point de vue élevé, les différentes formes dont elles sont susceptibles et qui peuvent en étendre les applications ; car le théorème de Newton, que quelques géomètres très-distingués n'ont pas dédaigné de démontrer, comme l'un des plus beaux de la théorie des coniques, n'a pourtant point eu de grandes conséquences, parce que sa forme ne se prétait qu'à peu de corollaires. Le théorème général, au contraire, d'où nous le déduisons, se prête à une foule de déductions diverses.
On voit ensuite ici une preuve de cette vérité , que les propositions les plus générales et les plus fécondes sont en même temps les plus simples et les plus faciles à démontrer; car aucune des démonstrations qu'on a données du théorème de Newton n'est comparable en brièveté à celle que nous avons donnée du théorème général en question (3); celle-ci même a l'avantage de n'exiger la connaissance préalable d'aucune propriété des coniques.
(13) Reprenons les deux faisceaux que nous avons supposés se couper sur une droite , et supposons celle droite à l'infini; c'est-à-dire que les deux faisceaux aient leurs droites respectivement parallèles. Qu'on les déplace en les faisant tourner autour de leurs centres; alors leurs droites correspondantes se couperont sur une conique , qui passera par leurs centres. On peut énoncer ce théorème en disant que : Quand on a dans un plan deuxfigures semblables y mais non semblàblement placées y les droites menées arbitraire-
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ment par un point de la première ^ rencontrent reêpeetivement leurê homologuée dans la eecofidey en des pointe située sur une conique ; théorème que nous ayioDs énoncé sans démonstration dans un écrit sur le déplacement d'un corps solide dans l'espace (Bulletin universel des sciences j tom. XIV, pag. 321.)
(14) Ou peut donner au théorème général qui fait le sujet de cette Note, cet autre énoncé : Quand un hexagone est inscrit dans une conique , si de deux somsnets on mène des droites aux quatre autres sommets , le rapport anharmonique des quatre premières sera égal au rapport anharmonique des quatre autres;
C'est-à-dire que : Les quatre premières droites rencontreront une transversale quelconque en quatre points , et les quatre autres rencontreront une seconde trans^ versale en quatre points correspondans un à un aux quatre premiers ; et le rapport anharmonique des quatre premiers points sera égal au rapport anharmonique des quatre autres.
Cet énoncé a la plus grande généralité possible , à cause de l'indétermination de position des deux transyevsales.
(15) Supposons que la première transyersale est l'une des quatre droites menées par le second sommet de l'hexagone, et que la seconde transyersale est l'une des droites menées par le premier sommet; alors le théorème qu'on obtient est précisément le premier des théorèmes que Pascal a énoncés dans son Essai pour les coniques • comme se déduisant de son hexagramme.
(16) Maintenant supposons que les deux transyersales se confondent ayeo l'un des côtés de l'hexagone, le théorème qui en résultera sera celui même de Desargues sur l'inyolution de six points.
(17) Dans ce théorème de Desargues, substituons aux segmens compris sur la transyersale entre les deux points de la conique et les quatre côtés du quadrilatère, les expressions de ces segmens en fonction des perpendiculaires abaissées des deux points de la conique sur les quatre côtés ; il en résultera ce théorème :
Un quadrilatère étant inscrit dans une conique y si d'un point quelconque de la courbe on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés , le produit des perpendiculaires abaissées sur deux cotés opposés sera au produit des deux autres dans un rapport constant quel que soit le point de la conique.
Au lieu des perpendiculaires, on peut prendre des obliques faisant respectiyement ayec les côtés du quadrilatère sur lesquels elles sont abaissées , des angles constans. Cette proposition est donc le théorème ad quatuor lineas rapporté par Pappus.
(18) Ainsi il est démontré , que Thexagramme mystique, un autre théorème de Pascal aussi sur l'hexagone , celui de Newton sur la description organique des coniques^ celui de Desargues sur l'inyolution de six points , et celui des anciens ad quatuor lineas ^ sont tous des corollaires de notre théorème. On conçoit par là le grand nombre de yérités particulières snr lesquelles ce théorème peut s'étendre, pour en montrer des rapports inaperçus jusqu'à ce jour, et une origine commune et satisfaisante.
Nous pouyons donc regarder ce théorème comme étant, en quelque sorte, un centre ^
d'où dériyent la plupart des propriétés des coniques^ même les plos générales : il serait propre; à raison de cette très-grande fécondité, et de la facilité extrême avec laquelle il se démontre y à servir de fondement à une théorie géométrique des coniques.
(10) Gomme c'est la notion du rapport anharmoniqus qui fait le caractère principal de ce théorème , et qui le rend propre aux innombrables déductions qu'on peut en tirer, nous le désignerons sous le nom de propriété anharmonique des points d'une conique ^
Remarquons que, de même que les théorèmes de Pascal, de Desargues , de Newton, et la question ad quatuor lineaêy sont des corollaires de cette propriété anharmonique , celle-ci peut aussi se déduire, par la même voie, de chacun de ces théorèmes , et servir par conséquent à passer de l'un à l'autre. Ce qui prouve que la notion du rapport anharmonique est véritablement le lien commun entre ces divers théorèmes , et qu'ils ne diffèrent l'un de l'autre que par la forme.
On avait déjà remarqué les rapports, nous pouvons même dire la presque identité qui a lieu entre les théorèmes de Desargues et de Pascal , mais non point entre ceux-ci et les autres théorèmes principaux que nous avons cités. On démontrait , au contraire , chacun de ces théorèmes d'une manière différente, et toujours incomparablement plus longue que la démonstration intuitive que nous aTons donnée du théorème en question.
(20) Nous pourrions aussi déduire de ce théorème la belle proposition de Garnot , concernant le rapport des segmens faits par une conique sur les trois côtés d'un triangle tracé dans son plan, et qui exprime une propriété de six points pris sur une conique, tout aussi générale que les théorèmes de Desargues, Pascal et Newton.
(21) Enfin notre propriété anharmonique est encore susceptible d'une nouvelle forme, qui en fait une proposition nouvelle , différente de toutes celles qui précèdent , et qui se prête à un nouveau genre de déductions extrêmement nombreuses.
Gette nouvelle proposition s'exprime par une égalité à trois termes. On peut l'énoncer ainsi :
Étant données dans un plan deux transversales; et étant pris sur la première , deux points fixes quelconques O , E , et sur la seconde deux points & ^ E\ aussi quelconques;
Si , autour de deux pâles fixes P, P' y pris arbitrairement dans le plan de la figure , on fait tourner deux droites qui rencontrent les deux transversales , respectivement 9 en deux points a , a' , déterminés de manière que Von ait la relation
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A et. [JL étant deux constantes ;
Le point de concours des deux droites fnobiles engendrera une conique qui passera par les deux pôles P, P\
* Noos disons des pointa d^une conique, parce que nous verrons dans la Note suivante que les coniques jouissent d*une seconde propriété anharmonique, analogue à cette première, et qui concerne leurs tangentes.
(22) Ce théorème , où il y a tant d'élémens arbitraires , tels que les directions des transversales , les positions des quatre points pris sur elles; celles des deux pôles , et les valeurs des deux coefficiens , ne diffère point , au fond , des propriétés générales des coniques dont il a été question dans cette Note; car nous le déduisons, comme chacune d'elles ^ de notre proposition an harmonique. Mais sa forme permet d'en étendre les applications beaucoup plus loin que l'on n'a fait à l'égard de chacune de ces propositions.
(23) Ainsi , par exemple , si l'on suppose les deux points £ , £', placés sur la droite qui unit les deux pôles P, P', l'équation , au lieu d'exprimer une conique , devient celle d'une simple ligne droite. De là résultent , comme corollaires d'autant de propriétés des coniques, une infinité de propriétés de la ligne droite; et parmi ces propositions se trouvent divers systèmes de coordonnées, particulièrement celui de Descartes.
Il est plusieurs autres manières de faire que l'équation représente une ligne droite. Il suffit, en général, de satisfaire à une seule relation de condition entre les données delà question , qui est exprimée par l'équation
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£ et e étant les points où les deux transversales rencontrent la droite qui joint les pôles P, F.
Nous montrerons, dans un autre écrit, les nombreux usages auxquels l'équation (A) nous a paru se prêter dans la théorie des coniques , et dans celle des transversales.
(24) Je reviendrai aussi ailleurs sur la propriété anharmonique des coniques, exprimée sous la forme d'une égalité à deux termes par le théorème (2) ; parce qu'elle se présentera dans la théorie des figures homographîquejt dont elle est une propriété générale. Nous l'énoncerons alors en ces termes :
Deux faisceaux homographiques étant éitués dans un même plan, les droites du premier rencontrent respectivement les droites du second, en des points qui sont sur une conique qui passe par les centres des deux faisceaux.
Cet énoncé, qui substitue à l'idée de rapport anharmonique, qui est déjà trèssimple, mais qui ne concerne directement qu'un faisceau de quatre droites, une autre notion qui comprend explicitement toutes les droites d'un même faisceau, apportera dans les applications du théorème une promptitude et une facilité nouvelle.
(25) On nous pardonnera peut-être la longueur de cette Note , si l'on remarque qu'elle contient, avec leurs démonstrations, la plupart des propriétés les plus belles et les plus générales de la théorie des coniques. L'analyse, certainement, n'aurait point été plus briéve, ni plus facile, dans cette circonstance, que la pure Géométrie.
Nous observerons , à cette occasion , qu'aucune de ces propositions , qui sont pourtant les plus considérables et les plus fécondes de toute la théorie des coniques, n'entre aujourd'hui dans les ouvrages analytiques où l'on étudie ces courbes. Ces ouvrages ne sont véritablement pas des traités des coniques; ce sont des applications de la Géométrie analytique,
et une introduction à la théorie générale des courbes ; et dans ces applications on démontre, non pas les propriétés les plus générales et les plus importantes des coniques, mais celles seulement qui sont les plus élémentaires et les plus restreintes , parce qu'elles se prêtent mieux aux formules de l'analyse. Les autres, qui seraient les plus utiles, et sur lesquelles reposent les progrès incessans delà théorie des coniques, restent inconnues aux jeunes géomètres qui n'ont étudié cette importante théorie que dans les traités de Géométrie analytique.
L'étude des coniques a donc rétrogradé , depuis un siècle , d'une manière extraordinaire. Gela est fâcheux ; non-seulement à cause du rôle important que ces célèbres courbes jouent dans toutes les parties de la Géométrie , et qui rend leur connaissance indispensable; mais aussi parce que , en principe général, on doit, dans toutes parties des sciences, accoutumer l'esprit à toujours établir ses spéculations sur les mérités les plus générales que pré^ sente chaque théorie. C'est le plus sûr, si non l'unique moyen, de.simplifier l'étude d'une science et d'en assurer les progrès.
NOTE XVI
(suite BB la PRÊciBEICTE).
Sttr la propriété anharrnonique des tangentes d'vne conique.
Les théorèmes dont il a été question dans la Note précédente concernent les points d'une conique. On sait qu'il correspond à plusieurs d'entre eux d'autres théorèmes analogues, concernant les tangentes de la courbe. Ainsi à l'hexagamme de Pascal correspond le théorème de M. Brianchon sur l'hexagone circonscrit; au théorème de Desargues correspond celui-ci, qui a été donné en premier lien, je crois, par H. Sturm ^ : « Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique , les droites menées d'un point quelconque à ses quatre sommets et les deux tangentes menées de ce point à la courbe, forment un faisceau en inyolution. » Au théorème des Anciens ad quatuor lineas nous parait cor-
' Ce théorème était le injet d'un mémoire annoncé comme derant faire raite à denx premiers mémoires de I. Sturm , sur la théorie des lignes dn deuxième ordre , insérés dans les Anncdet de Mathématiques, tom. XVI et XVII , mais qui n^a pas paru.
respondre le suivant , qae nous ayons démontré dans notre premier Mémoire sur leê transformations paraboliques ^ : <( quand un quadrilatère est circonscrit à une conique, une tangente quelconque à la courbe a le produit de ses distances à deux sommets opposés du quadrilatère dans un rapport constant avec le produit de ses distances aux deux autres sommets; » enfin M. Poncelet a montré, dans sa Théorie des polaires réciproques, que le théorème de Newton sur la description organique des coniques a pareillement son correspondant ; et qu'il en est de même aussi du théorème de Garnot sur les segmens faits par une conique sur les trois côtés d'un triangle \
On doit penser que tous ces nouveaux théorèmes, qui expriment chacun une propriété générale de six tangentes d'une même conique^ doivent dériver tous , de même que ceux auxquels ils correspondent , d'une seule et unique proposition qui correspondra a celle que nous avons appelée , dans la Note précédente , propriété anharmonique des points d'une conique.
C'est ce qui a lieu en effet, et cette nouvelle proposition peut s'énoncer ainsi :
Quand deux droites , situées dans un même plan , sont divisées chacune en quatre segmens, et que les points de division de la première droite correspondent un à un â ceux de la seconde ; si le rapport anharmonique des qttatre premiers points est égal au rapport anharmonique des quatre autres, les quatre droites qui Joindront un à un les points correspondans , et les deux droites données, seront six tangentes d*une même conique ^.
On conçoit aisément que ce théorème comprendra une infinité de propositions diverses concernant la description des coniques par leurs tangentes. Car il existe une infinité de manières de concevoir deux droites divisées de telle sorte que le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première soit égal à celui des quatre points correspondans de la seconde.
En recherchant dans les coniques d'Apollonius, et dans les auteurs modernes, les diverses propositions qui concernent les tangentes d'une conique , nous avons reconnu que presque toutes ne sont que des applications ou des corollaires du théorème que nous venons d'énoncer. Les théorèmes principaux que nous avons cités au commencement de cette Note, tel que celui de M. Brianchon, ne sont que des expressions différentes ou des transformations de celui-là, qui, de la sorte, est un lien commun entre ces divers théorèmes , et sert à passer de l'un à l'autre.
Nous appellerons ce théorème la propriété anharmonique des tangentes d'une conique.
Il nous reste à donner la démonstration de ce théorème. Quelques mots suffiront.
> Art. 10, pag. 280 du tom. Y de la Correspondance mathématique de Bruxelles.
^ Journal de mathématiques, de H. Grelle , tom. IV.
^ Quand lea deux droites données ne sont pas dans un même plan , les droits qui joignent, un à un , leurs pointa de division , forment alors un hyperboloTde à une nappe. Ce que nous aTons démontré sous un autre énoncé dans la Correspondance de V école Polytechnique j tom. II , pag. 446. Cest de ce théorème générai dans Tespace , que nous ayons déduit la propriété des coniques dont il s^agit {voir la Correspondance mathématique de H. Quetelet , tom. lY , pag. 864).
Le théorème exprimant une égalité de deux rapports auharmoniques , qui se conservera quand on fera la perspective de la figure^ il suffit de la démontrer dans le cercle qui sert de base au cône sur lequel la conique est tracée. Il faut donc prouver que quand un angle est circonscrit à un cercle y si Ton mène quatre tangentes quelconques au cercle , le rapport anharmonique des quatre points où elles rencontreront le premier côté de l'angle sera égal à celui des quatre points où elles rencontreront le deuxième côté. Or cela est évident ; car la partie de chacune des tangentes qui est comprise entre les deux côtés de l'angle est vue du centre du cercle sous un angle de grandeur constante ; et par conséquent les segmens que deux tangentes forment sur les deux côtés de Tangle sont vus /du centre , sous des angles égaux. D où Ton conclut que les quatre droites menées du centre aux points où les quatre tangentes rencontrent le premier côté de Tangle ^ ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites menées du centre aux points où ces tangentes rencontrent le deuxième côté; et conséquemment les points de division du premier côté ont leur rapport anharmonique aux points correspondans du deuxième côté.
Ainsi le théorème est démontré.
Ce théorème peut prendre une nouvelle forme, et s'exprimer par une équation à trois termes, qui en fait une proposition différente, susceptible de nouvelles et nombreuses applications.
Nous présenterons cette nouvelle propriété des coniques sous Ténoncé suivant :
Étant données dans un plan deux transversales, et étant pris arbitrairement deux points fixes 0, E y sur la première ^ et deux points fixes O' , E', sur la seconde ; si deux points variables y a, a% parcourent ces deux droites, de manière que ton ait la relation constante
Oa O'a'
l et (JL étant des coefficiens constans ;
La droite aa% dans chacune de ses positions, touchera toujours une même conique qui sera tangente aux deux transversales fixes.
Cette proposition est susceptible d'un grand nombre de corollaires qu'on obtient en disposant diversement des données de la question, qui sont les deux transversales, les quatre points pris sur elles , et les deux coefficiens X et fx.
Si ces données ont entre elles la relation :
OS O'S
où S désigne le point de concours des deux transversales, la conique se réduira à un point; c'est-à-dire^ que la droite aa' passera toujours , dans toutes ses positions, par un même point.
C'est ce qui a lieu, par exemple, quand les points E, £', sont placés au point de con-
cours S des deux tranversales. De sorte que Téquation
Oa OW
Sa Sa'
appartient à ud point.
Nous reyiendrons, dans un autre moment, sur le théorème qui fait le sujet de cette Note. Nous le considérerons alors comme une propriété des figures homographiques ; et nous lui donnerons cet autre énoncé, qui est très-propre à en montrer de nombreuses applications.
Quand deux droite* , dans un plan, sont divisées homo graphiquement , les droites gui joignent un à un les points de division de la première aux points homologues de la seconde , enveloppent une conique tangente aux deux premières droites.
On peut remplacer, dans le théorème ci-dessus, le système des deux transyersales fixes par une circonférence de cercle. On a alors ce théorème :
Étant donnés quatre points fixes quelconques O, E , O' , E' sur une circonférence de cercle; si Von prend sur cette circonférence deux points variables a , a' , tels que Von ait la relation
sin. \ aO sin. i a'O'
sm. i aE sm. ^ a £
A et /x étant deux constantes,
La corde aa', enveloppera une conique qui aura un double contact avec le cercle , et qui touchera la droite EE\
Cette proposition , jointe aux deux qui nous ont déjà présenté de l'analogie ayec le rapport anharmonique de quatre points, et Tinvolution de six points, donne lieu à une théorie dans laquelle une foule de propriétés du système de deux lignes droites se trouyent transportées au cercle; et tout cela s'applique par une transformation conyenable, aune section conique quelconque; ce qui offre une source nouyelle de propriétés de ces courbes.
Nous nous bornerons ici à faire remarquer qu'en prenant pour les points £ , £', dans le théorème ci-dessus, les extrémités des diamètres qui passent par les deux points O, O' , respectivement , on donnera à Téquation cette forme plus simple
tang. i aO -4- A tang. i a'O' = /u ,
qui exprime un nouveau théorème.
Parmi les corollaires qui dérivent de ce théorème, on trouve cette propriété du cercle osculateur en un point d'une conique :
Étant mené le cercle osculateur en un point A d'une conique, toute tangente â cette courbe le rencontre en deux points, qui sont tels que la différence des cotangentes des demi-arcs compris entre ces points et le point A est constante.
NOTE XVIL
( TROISliMB BPOQUB , § 24. )
Sur Maurolicus et Guarini.
Maurolicus, le plus sayant géomètre de son temps ^ est auteur d'ua grand nombre d'oayrages, où se trouyent souyent des innovations heureuses et des traces de génie.
C'est à lui qu'on doit cette remarque, qui fut, entre ses mains, la base de nouveaux principes de Gnomonique, que l'ombre de l'extrémité d'un style décrit chaque jour un arc de section conique : et c'est à cette occasion qu'il composa son traité des coniques dont nous ayons parlé, et qui fait le sujet du 3"* livre de sa Gnomonique, intitulée de Imei^ horariù lihri III, qui parut d'abord en 1553, puis en 1575. Mais ce traité des coniques se borne à ce qui était nécessaire pour la Gnomonique; et ne comprend pas toutes les propriétés de ces courbes , qui se trouvent dans Apollonius.
Nous citerons encore de Maurolicus l'introduction, dans les calculs trigonomé triques, des sécantes, dont il imprima une table dans le volume intitulé TheodoHi sphcericorutn KiW III, année 1558.
L'analyse est aussi infiniment redevable à ce géomètre , qui pourtant est peu cité à ce sujet. C'est lui qui introduisit le premier l'usage des lettres, à la place des nombres, dans les calculs de l'arithmétique , et qui donna les premières règles de l'algorithme de l'algèbre. Maurolicus voulait, par cette innovation, éleyer les opérations numériques à la même généralité, et à la même abstraction que les opérations graphiques de la Géométrie, dont l'ensemble est présent à l'œil, et peut même être suiyi mentalement, et a le singulier avantage de se prêter à mille applications diyerses.
Nous avons cité Guarini à l'occasion du théorème de Ptolémée, dans la Note VI, et de la théorie des coniques en parlant du grand traité de De La Hire.
L'ouvrage de ce géomètre, dont nous nous étonnons de ne trouver aucune mention chez les auteurs qui ont écrit sur l'histoire des mathématiques, est intitulé : Euclides adauctuê et metkodicus, mathematicaque univerêalis (in-fol. de plus de 700 pages, sur 2 colonnes, Turin 1671}. Il contient 35 traités sur différentes parties de la Géométrie théorique et appliquée. Le 32"* peut être regardé comme un chapitre de notre Géométrie descriptive actuelle. Il traite de la projection sur des plans , des lignes qui proviennent de \ l'intersection de la sphère , du cône et du cylindre entre eux ; et du développement , sur i un plan , de ces courbes à double courbure.
Tox. XI. 44
Gaarini est auteur aussi d'ua ouyrage sur rastronomie , intitulé : Maihemaiiea cœlestià' , in-fol. Milan 1683 ; que Weidler et Lalande ont cité ^ le premier avec ces mois d'éloge, j4 perspicuitate commendatur.
Ces deux célèbres écrivains auraient pu comprendre aussi dans leurs bibliographies astronomiques , un autre ouvrage de Guarini , intitulé : PlacUa philosophica ( in-fol. Paris , 1666) , où , parmi d'autres matières relatives à la physique , à la logique et à la meta- \ physique, Tauteur détruisait le système' de Ptolémée et y substituait certaines lignes '• spirales dans lesquelles il faisait mouvoir les planètes. Il émit aussi une opinion extraordinaire sur le flux et le reflux de la mer , et sur divers autres phénomènes.
NOTE XVIU.
(TROISliBIB ÉPOQUE , § 34.)
Sur Vtdentité des figures homologtques avec celles qu'on décrit dans les pratiquas de la perspective. — Remarque sur la perspective de Stevin.
Il est aisé de reconnaître que les figures de De La Hire, celles de Le Poivre, et les figures homologiqnes sont identiquement les mêmes que celles que Ton décrit dans la méthode de perspective qui fait usage du point de vue et dids points de distance. Car celles-ci jouissent des deux caractères distinctifs des premières, qui sont : 1° que leurs lignes homologues concourent sur une même droite, qui est la ligne de terre; 2° que leurs points homologues sont sur des droites concourantes en un même point (qui serait le rabattement du point de Tœil sur le plan du tableau , si le plan horizontal mené par l'œil eut tourné autour de la ligne horizontale).. VLàis cette seconde propriété des figures qu'on décrit dans la pratique de la perspective par le point de vue et les points de distance, est rarement démontrée dans les traités de perspective; car, quoique ces ouvrages soient extrêmement nombreux , nous n'avons peut-être aperçu cette propriété que dans ceux d'Ozanam , de Jeaurat, de Lambert (édition de 1773 ), et dans le traité récent de M. Choquet.
Dans d'autres méthodes de perspective , telles que celles de Stevin , de S'Gravezande , de Taylor et du P. Jacquier , qui se servent du point de l'œil rabattu sur le plan de la
figure y ridentité des figures construites y avec les figures de De La Hire^ de Le Poiyre, et les figures homologiques, est éTidente, parce qu'il est fait usage, dans ces pratiques, des deux propriétés caractéristiques que nous avons énoncées.
S'GraTezande et Taylor sont cités souvent , et à juste titre, comme ayant traité la perspective d'une manière neuve et savante : mais nous nous étonnons que l'on passe sous silence Stevin qui, un siècle auparavant, avait aussi innové dans cette matière, qu'il avait traitée en profond géomètre, et peut-être plus complètement qu'aucun autre, sons le rapport théorique.
Ainsi, nous ne trouvons que dans cet auteur la solution géométrique de cette question , qtti est rinverse de la perspective : Étant données dans un plan et dans une position quelconque l'une par rapport â Vautre, deuof figures qui sont la perspective l'une de l'autre , on demande de les placer dans l'espace de manière que la perspective ait lieu , et de déterminer la position de Vœil.
Stevin , il est vrai , ne résout que quelques cas particuliers de cette question , dont le plus difficile est celui où l'une des figures est un quadrilatère et la seconde un parallélogramme.
Le cas où les deux figures sont deux quadrilatères quelconques comporte toute la question. Mais Stevin ne pouvait le résoudre, parce qu'il ne faisait usage que des propriétés descriptives des figures de la perspective; et qu'il eût fallu considérer aussi leurs relations métriques.
Nons aurons occasion de résoudre cette question générale dans les applications de de notre principe de transformation homographique.
NOTE XIX
(TAOïsiiMB Ipoqub, $ 36.)
StiT la méthode do Newton^ pour changer les figures en d'autres figures du même genre. (Lemme XXII du 1«' livre des Principes).
Pour donner aux figures de Nev?ton la même position l'une par rapport à l'autre, que
celles de De La Hire, il suffit de faire tourner la seconde autour du point B ', comme piyot y jusqu'à ce que ses ordonnées dg soient devenues parallèles aux ordonnées DG de la première.
La ligne àb de la seconde courbe aura pris , pendant cette rotation , une position a'B. On mènera par le point A une droite Ao' égale et parallèle à a'B. Le point o' sera le pâle (ou centre d'hofnologte)^ et la droite Ba^ considérée dans sa position primitive, sera la formatrice ( ou axe d'homologie).
Maintenant pour montrer comment les procédés de la perspective ont pu conduire Newton à son mode de transformation, que l'on conçoive dans Tcspace une courbe plane, et un tableau sur lequel on fait la perspective de cette courbe; que, par l'œil, on mène un plan transversal , et qu'autour des droites suivant lesquelles il coupera le plan de la courbe et celui du tableau, on fasse tourner ces deux plans, jusqu'à ce qu'ils s'appliquent l'un et l'autre sur le plan transversal; alors la courbe proposée, sa perspective, et le point de l'œil seront dans un même plan , et représenteront les figures de Newton.
La méthode de Newton pourrait donc servir comme méthode pratique de perspective. Et en efiet , nous trouvons qu'elle difiere peu de la première des deux règles de Yignole, démontrées par Ëgnuzio Dante , et reproduites par Sirigatt et divers autres géomètres.
NOTE XX
(QUA.TRIÈHE ÉPOQUE^ § 4.)
Sur la génératiim des courbes du 3« degré, par les cinq paraboles divergentes , et par les cinq courbes à centre.
Les deux théorèmes que nous nous proposons de démontrer reposent sur une propriété des points d'inflexion des courbes du troisième degré , comprise dans l'énoncé suivant :
Si , autour d'un point d'inflexion d'une courbe du troisième degré ^ on fait tourner une transversale , et qu'aux deux points oii elle coupera la courbe on mène lee tangen-tee y leur point de concours engendrera une ligne droite;
1 Nous floppoions que Ton a le texte de Newton sous les yeux.
Ltê droites qui joindront \deiuo à detup le$poinU où deua? transversales rencontreront la courbe se rencontreront sur cette droite ;
Enfin cette droite rencontrera chaque transversale en un point, qui sera le conjugué harmonique du point d'inflexion par rapport au» deux points où la transversale rencontrera la courbe.
D est manifeste que cette droite passe par les points de contact des trois tangentes à la courbe^ qu'on peut mener, généralement^ par son point d'inflexion. On Toit donc que cette droite et le point d'inflexion jouissent, par rapport à la courbe , des mêmes propriétés qu'un point et ^ei polaire par rapport à une conique. Par cette raison, nous l'appellerons la polaire du point d'inflexion.
Le théorème que nous venons d'énoncer se démontre aisément par quelques considérations de Géométrie ; et Ton en peut déduire diverses propriétés des courbes du troisième degré. Mais nous ne nous proposons ici que d'en montrer l'usage pour la démonstration des deux modes de génération de ces courbes par l'ombre de cinq d'entre elles.
On sait que toute courbe du troisième degré a un ou trois points d'inflexion. Qu'on la projette, c'est-à-dire qu'on en fasse la perspectiTe, de manière que l'un de ses points d'inflexion passe à l'infini ; sa polaire, à cause de la troisième partie de notre théorème, deviendra un diamètre de la courbe. C'est là l'origine des diamètres dans les courbes du troisième degré.
Maintenant , que la perspective soit faite de manière que non-seulement le point d'inflexion, mais la tangente à la courbe en ce point, passe tout entière à l'infini; la courbe aura un diamètre, et n'aura aucune asymptote, elle sera purement parabolique; c'est le caractère exclusif des cinq paraboles divergentes. Il est donc démontré qu'une courbe quelconque du troisième degré peut être projetée perspectivement suivant une des cinq paraboles divergentes; d'où résulte que réciproquement ces cinq courbes peuvent produire par leur ombre toutes les autres. Cest le théorème de Newton, le premier des deux que nous nous proposions de démontrer.
Passons au second : Prenons la polaire d'un point d'inflexion de la courbe proposée , et projetons cette courbe, perspectivement, de manière que cette polaire passe à l'infini ; il résulte de la troisième partie du théorème ci-dessus, que le point d'inflexion sera en projection le centre de la courbe. Ainsi donc toute courbe du troisième degré peut être projetée perspectivement suivant une courbe ayant un centre; d'où résulte que réciproquement les cinq courbes qui ont un centre peuvent produire par leur ombre toutes les autres. C'est le second théorème que nous nous proposions de démontrer.
Ce théorème et celui de Newton peuvent être compris sous ce seul énoncé, savoir :
Ainsi que les courbes du second degré ne peuvent donner lieu qu^à une seule espèce de cône , de même les courbes du troisième degré ne peuvent donner lieu quà cinq espèces de cônes;
En coupant ces cônes d'une certaine manière, on forme les cinq paraboles cu^ biques ;
Et les coupant d*une autre manière, on forme les cinq courbes qui ont un centre.
Le théorème que nottB avons énoncé au commencement de cette Note donne une explication facile de différentes propriétés des courbes du 3* degré qui ont un centre ; et de diyerses autres relatives aux points d'inflexion de ces courbes. Mais nous ne pouvons entrer ici dans ces détails.
NOTE XXI
(quatrushb ipOQUB , S 18.) Siir les ovales de Descartes, ou lignes aplanéûiques.
H. Quetelet, dans sa belle théorie des catutiqueê geeondaireê, qui sont des développantes des caustiques de Tschirnhausen , a trouvé que les caustiques secondaires produites par la réflexion et la réfraction dans un cercle éclairé par un point lumineux , sont les ovaleê deDeseartes, ou lignes aplanétiques^ M. Sturm est parvenu aussi, de son côté et vers le même temps ^^ à ce singulier résultat, qui donne à ces ovales, créées par Descartes pour la Dioptrique, une seconde application à cette même science.
Pour exprimer en langage géométrique le théorème de M. Quetelet , nous dirons que :
Deux cercles fixée étant donnit êur un plan , si U centre d*un troisième cercle mobile, et de grandeur variable, ee meut rur la circonférence du premier cercle, et que son rayon soit toujoure proportionnel à la dietance de *on centre à la circonférence du second cercle , ce cercle mobile enveloppera une courbe du quatrième de^ gré, qui sera l'ensemble de deux ovales conjuguées de Descartes.
Parmi d'autres propriétés intéressantes que M. Quetelet a trouvées à ces courbes, nous citerons les deux manières dont il les forme dans le solide , ou , suivant l'expression des Anciens , par les lieux à la surface.
Première manière : « Que Ton ait une sphère et un cône droit; que Ton fasse la pro- » jection stéréographique de la courbe de pénétration de ces deux surfaces, Tœil étant » placé à l'extrémité du diamètre de la sphère parallèle à l'axe du cône , et le plan de
' Nouveaux Mèmoirêê de l'Académie de Bruselles , tom. UI. ^ Annales de mathématiques de H. Gergonne, tom. XV.
» projection étant perpendiculaire à cet axe; la projection sera une ligne aplanétiqne i. »
Seconde manière : <t GonccTons deux cAnes droits , ayant leurs sommets en deux points » différons , et leurs axes parallèles entre eux^ l'intersection de ces deux cônes y projetée » sur un plan perpendiculaire à leurs axes, donnera les lignes aplanétiques ^. »
Ces deux modes de génération donnent les deux ovales conjuguées qui forment une ligne aplanétiqne complète; et ils sont propres à montrer les différentes formes que peuTont prendre c^s courbes, et particulièrement celles qui ont échappé à Tanalyse de Descartes.
Nous aTons trouvé que le second théorème peut être généralisé de la manière suivante :
« Quand deux cAnes obliques ont pour bases sur un même plan deux circonférences » de cercles, et que les droites qui joignent les centres de ces courbes aux sommets des » deux cônes respectiTcment , se rencontrent en un point de l'espace ; un troisième » cône ayant pour sommet ce point , et passant par la courbe d'intersection des deux » premiers, rencontrera le plan de leurs bases, suivant une courbe du quatrième degré » qui sera une ligne aplanétiqne 3. »
Pour décrire sur le plan, et sans la considération des lieux à la surface, ni des projections, les lignes aplanétiques^ on pourra se serrir de la construction suiTante, qui est plus expéditive que celle de Descartes, et qui a aussi lavantage de donner en même temps les deux OTales conjuguées.
Étant donnée detup eereleê dans un plan, êi, autour d'un point fixé, prié 9ur la droite qui joint leurs centres , on fait tourner une transversale , qui rencontre les cercles chacun en deux points; les rayons menés des centres des deux cercles à leurs points de rencontre par la transversale, respectivement, se couperont en quatre points , dont le lieu géométrique sera une ligne aplanétiqne complète, ayant ses deux foyers situés aux centres des deux cercles.
Cette construction résulte immédiatemeut du théorème de Ptolémée , sur le triangle coupé par une transversale. Car ce théorème, appliqué à la figure, fait voir que chaque point de la courbe construite jouit de la propriété que ses distances aux deux circonférences de cercle sont entre elles dans une raison constante.
Cette description des oyales a encore l'avantage de donner, sans constructiou aucune, les tangentes à ces courbes; car chaque point de la courbe correspond d'après la construction, à deux points des deux cercles ; et les tangentes à la courbe et aux deux cercles , en ces trois points , concourent en un même point; ce qu'il est aisé de démontrer par un théorème de Gréométrie *.
On ne saurait aToir trop de moyens différons de décrire une même courbe, parce que
' IVouveaus Mémoires de l'Académie de BruseUea^ tom. Y ; et supplément aa Traité de la Lumière de Sir J. Herschel , par H. Quetelet, pag. 403.
^ Nouveaux Mémoires de V Académie de Bruxelles y tom. Y; et supplément an Traité de la lumière, de Sir i. Herschel, par M Quetelet, pag. 307.
' On peut généraliser aussi le premier théorème, et considérer les lignes aplanétiques dans une surface quelconque du second degré au lieu d'une sphère.
* Correspondance mathématique de Bruxelles j tom. Y, pag. 110
chacun exprime une propriété caractéristiqae delà courbe, d'oùdérifent naturellement plusieurs autres propriétés qui n'apparaissent pas aussi aisément dans les autres modes de description.
Les descriptions précédentes des lignes aplanétiques font usage de leurs deux foyers^ Toici une autre manière de les décrire , où Ton ne se sert que d'un foyer, et qui offre plusieurs ayantages particuliers.
Étant donné un cercle et un point fixe , pris arbitrairement dans son plan , si par ce point on mené un rayon vecteur à un point quelconque de la circonférence du cercle, et une seconde droite , qui fa^se avec un certain axe fixe un angle double de celui que fait le rayon vecteur avec cet axe , et quon porte sur c£tte seconde droite , à partir du point fixe, un segment proportionnel au carré du rayon vecteur, Vextrémité de ce segment aura pour lieu géométrique une ligne aplanétique formée de deux ovales conjuguées dont un foyer est au point fixe.
Ce théorème, faisant dériver directement les lignes aplanétiques du cercle, est trèspropre à faire découvrir plusieurs propriétés de ces courbes. Par exemple , les propriétés connues du système de deux ou de trois cercles s'appliqueront immédiatement au système de deux ou de trois lignes aplanétiques qui auront un foyer commun.
Pour faire usage de ce théorème, il faut remarquer que si , au lieu d'une circonférence de cercle, l'extrémité du rayon vecteur parcourt une ligne droite, on forme alors une parabole qui a son foyer au point fixe.
Ainsi, par exemple, quand deux droites tournent autour de deux points fixes en faisant un angle de grandeur constante, leur point d'intersection engendre un cercle; on en conclut que :
Si l'on a deux groupes de paraboles ayant toutes le même foyer, et dont les unes passent par un premier point fixe, et les autres par un second point fixe ; et quon prenne une parabole du premier groupe, et une parabole du second groupe, de manière que leurs axes fassent entre eux un angle de grandeur constante , les points d'intersection de ces deux paraboles seront sur une ligne aplanétique.
Ce théorème est susceptible de plusieurs conséquences, que nous ne pouvons exami*ner ici ^
Les lignes aplanétiques jouissent d'une propriété assez curieuse qui , je crois , n'a pas encore été donnée. C'est qu'au lieu de deux foyers seulement, elles en ont toujours trois : c'est-à-dire , qu'outre les deux foyers qui servent à leur description , elles en ont un troisième qui joue le même rôle, avec l'un des deux premiers, que ces deux-ci ensemble. La considération des trois foyers est bien propre à faire connaître toutes les formes possibles des lignes aplanétiques.
Quand l'un des foyers est à l'infini , la courbe devient une conique , et conserve ses deux autres foyers.
1 On en déduit, entre autres, un théorème dont H. Quetelet a fait usage dans son Mémoire sur quelques constructions graphiques des orbites planétaires, V, les Nouveaux Mémoires de V Académie de Bruxelles^ tom. III.
Qaand deux foyers se confondent, la courbe a un nœud; elle devient le limaçon de Pascal ; et elle a encore deux foyers.
Enfin y les lignes aplanétiques présentent un caractère générique qui pourra serrir à les classer parmi les nombreuses courbes du quatrième degré; c'est qu'elles ont deux points ccnjuguis imaginaires situes à tinfini. D'où Ton conclut que par un point pris au dehors d'une telle courbe, on peut lui mener généralement et au plus, huit tangentes.
NOTE XXII
(quatrième fcpoQmB, % 29.) Exteneion donnée à deux théorèmes généraux de Stetoart.
Voici quels sont les deux théorèmes qui présentent une bien plus grande généralité que ceux de Stewart, et desquels ceux-ci se déduisent avec plusieurs autres.
Premier théorème : Étant donnés dans un plan m points A^ B, C,.,, et autant de quantités a, b, c, ;
n étant un nombre plus petit que m, on pourra trouver (n -+- 1) autres points
A\ B', C y tels que, si Von prend un point quelconque ilf , il y aura entre ses
distances aux points donnés , et ses distances aux points trouvés les n relations exprimées par la formule
a -4- fc -H c -♦- ...
où i peut avoir les n valeurs 0, 1, 2,.... (n — 1).
Si l'on fait i^=^Oy on a précisément le théorème 44 de Stewart.
Les autres valeurs de i donneront d'autres relations, qu'on pourrait énoncer comme autant de théorèmes difiîérens, mais qui néanmoins ont lieu toutes ensemble. C'est cette simultanéité de ces n relations différentes qui fait le caractère du théorème énoncé.
On ne doit pas perdre de vue que le point M, dans ce théorème, est indéterminé; et qu'ainsi on aura n relations pour chaque position de ce point.
ToM. XI. 45
i serait susceptible d'une (n-hl y^^*" valeur, égale à n, mais qui conduirait à Videntité
voilà pourquoi nous avons réduit à n le nombre des valeurs de ^.
Deuxième théorème : Étant données dans un plan m droites , et autant de quantités a, b, c, .... ;
n étant un nombre quelconque plus petit que m, on pourra trouver (n + 1 ) autres droites, telles que si l'on prend un point quelconque M dans le plan de ces droites', et qu^on appelle Ma y MSy... les perpendiculaires abaissées de ce point sur les droites données, et Mac' y MS\ celles abaissées sur les droites trouvées , on aura entre
ces perpendiculaires les ^^~ , ou j relations , déterminées par la formule
où â' peut avoir les ^^-^ valeurs 0,1, 2,.... ^^ , si n est impair y et les j valeurs 0, 1, 2, 2^, si n est pair.
Si Ton fait i= o, on aura le théorème exprimé par les propositions 49 et 53 de Stewart.
Les autres valeurs de â donneront d'autres relations , qu'on pourrait énoncer aussi comme autant de théorèmes différens ; mais qui cependant auront lieu toutes ensemble; et cela, quelle que soit la position du point H.
Jusqu'ici les théorèmes de Stewart, compris dans les deux théorèmes généraux que nous venons d'énoncer, sont restés, je crois, sans application, et comme des propriétés isolées d'un système de points, ou d'un système de droites. On peut penser cependant que ces systèmes doivent jouir d'autres propriétés du même genre que ces premières , et se rattachant toutes à une même théorie. J'aurais quelques raisons , par exemple , de supposer qu'un système de points donnés, et le système des points déterminés suivant le premier théorème en question, jouissent des propriétés communes aux systèmes de quatre points qui sont les extrémités de deux diamètres conjugués d'une ellipse. Du moins je formerai de tels systèmes de points en nombre quelconque ( systèmes particuliers, il est vrai, c'est-à-dire assujétis à une loi déterminée), qui présenteront toutes ces propriétés.
Malgré cette première analogie, je puis me tromper dans mes conjectures. Quoi qu'il en soit, on reconnaîtra , je crois, que les théorèmes de Stewart ne sont que les premiers pas dans un champ de recherches nouvelles qui mériteraient d'occuper l'esprit des géomètres.
NOTE XXIIl.
(cinquième Époque, § 1".)
Sur V origine et le développement de la Géométrie descriptive.
Ea recoDDaissant Monge comme le créateur de la Gréométrie descriptive, il est juste de conrenir que divers procédés de cette science , et Tusage des projections , daQs différentes parties des arts de construction, étaient connus depuis long-temps, principalement des charpentiers et des tailleurs de pierres. Philibert de Lorme, Mathurin Jousse , Desargaes , le P. Deran ^ et De La Rue avaient donné Tart du trait appliqué à la coupe des pierres et à la charpente, lequel reposait sur la théorie des projections. Desargues déjà, parmi ces auteurs, avait montré l'analogie qui existait entre divers procédés différens , et les avait rattachés à des principes généraux. Enfin Frexier , officier supérieur du génie , dans son Traité de êtéréotomie , ouvrage savant et rempli d'applications curieuses et utiles en Gréométrie théorique et pratique, avait donné suite aux idées de généralisation de Desargues , et avait traité géométriquement, d'une manière abstraite et générale, différentes questions qui devaient se présenter dans plusieurs parties de la coupe des pierres et de la charpente. Nous citerons, par exemple, tout ce qui tient au développement sur un plan , des surfaces coniques et cylindriques ; la théorie de l'intersection des surfaces sphériques, cylindriques et coniques entre elles; la manière de représenter une courbe à double courbure dans l'espace, par ses projections sur des plans , etc.
Mais toutes ces questions abstraites , qui résumaient une foule de questions de pratique , et qui font aujourd'hui autant de chapitres de notre Géométrie descriptive , dépendaient elles-mêmes, dans leurs solutions, de quelques principes et de quelques règles plus élémentaires encore, qui leur sont communes, comme à peu près les quatre règles de l'arithmétique sont les outils communs à toutes les opérations du calcul. Ce sont ces règles élémentaires , abstraites et générales, que le génie de Monge a aperçues dans les opérations de la stéréotomie, ou créées , et qu'il a réunies en un corps de doctrine, sous le nom de Géométrie descriptive; doctrine dont la généralité, la lucidité et la facilité montrent l'homme de génie dans l'habile continuateur.
ATaide de ces principes simples et invariables, ou, suivant l'expression de Malus, à l'aide de ces outiUj Monge a pu rectifier plusieurs pratiques incertaines et inexactes de la coupe des pierres , et a appris à y résoudre des questions qui avaient semblé jusque là passer les bornes de la ncience des stéréo tamis tes, ou qui n'y avaient reçu que des solutions empiriques.
En parlant de Forigine de la Géométrie descriptive, on ne peut passer sous silence les services rendus à cette science par H. Lacroix et M. Hachette.
M. Lacroix fut le premier qui développa les principes de la Gréométrie descriptive, et les mit à la portée de tous les lecteurs, dans son ouvrage intitulé, d'abord E^sai rur leê plans et les surfaces (vol. in-8», 1795) puis, Complément de Géométrie, où se trouvent la clarté et la précision qui distinguent les écrits de ce célèbre professeur.
Monge, en publiant son traité de Géométrie descriptive, dans la vue de rendre cette science aussi simple et d'un accès aussi facile qu'il se pût, en avait écarté d'abord diverses questions compliquées, mais qui devaient naturellement y entrer dès que les esprits se seraient familiarisés avec cette nouvelle doctrine. Ce fut M. Hachette , son élève à l'école de Mézières , puis son collègue comme professeur à l'école polytechnique, qui le premier remplit ces lacunes, dans deux ouvrages portant le titre de Supplémens à la Géométrie descriptive (en 1812 et 1818). Les nouvelles questions générales , ou théories , ajoutées par ce géomètre à l'ouvrage de Monge, ont été reproduites dans le traité complet de Géométrie descriptive que lui-même a publié en 1821 ^ ; et ont passé, depuis, dans les nombreux ouvrages qui ont paru sur la même matière en France et à l'étranger. Sous ce rapport M. Hachette a rendu un grand service aux sciences mathématiques. Il m'a paru qu'en Italie particulièrement , où la Géométrie descriptive et ses applications à la science de l'ingénieur, sont cultivées dans toute leur étendue, et enseignées dans d'excellens ouvrages ^, on rendait à ce sujet pleine justice à ce savant en citant souvent ses ouvrages , et en les prenant même pour modèles. Nous regardons qu'ils ont grandement contribué à répandre et à étendre la connaissance de la Géométrie descriptive ^.
Depuis , d'autres bons traités de Géométrie descriptive ont encore paru en France. Nous devons citer ceux de MM. Vallée, Leroy et Lefebure de Fourcy. Les deux premiers sont aussi complets que le comporte l'état actuel de la science; le troisième, principalement destiné aux aspirans à l'école polytechnique, est très-propre à remplir son but, par l'ordre et la précision qu'on y trouve, et qui caractérisent toujours les ouvrages du savant professeur qui l'a écrit.
La Géométrie descriptive est encore en voie de progrès. M. Th. Olivier, pour qui cette partie des sciences mathématiques est depuis long-temps une étude de prédilection , a
1 Une seconde édition a para en 1828.
2 Nous citerons entre autres le Traité de K. Tingénieur Serenns , intitulé : Trattato di Geometria Deseriftiva, etc. , in-4o, Rome 1826; et un recueil de mémoires divers , qui sont en partie des applications de la Géométrie descriptive, fait annuellement, à Tinstar du journal de Fécole polytechnique, par messieurs les professeurs de l'école des ingénieurs des États Romains , sous le titre : Ricercht Geometriche ed idromeirieke faite ntUa scuola degl*ing$gneripontifici d'acque e strade,
^ Depuis que cette Hôte était écrite^ une mort prématurée a enlevé M. Hachette aux sciences et à ses nombreux amis. Ses anciens élèves à l'école polytechnique, ceux surtout qui, comme moi, ont été honorés de son amitié et qui l'ont connu dans l'intérieur de son excellente famille , liront avec émotion les éloquentes paroles que trois savans illustres , ses collègues à l'Académie, MH. Arago, Ch. Dupin et Poisson , et l'un de ses disciples, continuateur de ses travaux sur la Géographie descriptive, M. Th. Olivier, ont prononcées sur sa tombe.
donné y dans les derniers Tolnmes du Journal de V école polifUchnigue, plusieurs mémoires, sur différentes questions nouvelles qui entreront nécessairement désormais dans les traités qui paraîtront sur cette science.
NOTE XXIV
(gihquibhb époquï, s 16.)
Sur la lai de continuité, et le principe des relations contingentes.
On peut sans doute employer Texpression de principe dé continuité^ au lieu de celle de relations contingentes : cependant il y a entre Tune et l'autre une différence assez importante pour nous décider à adopter la seconde.
En effet, le principe de continuité remonte à Leibnitz qui , le premier , Ta proposé , comme exprimant distinctement cette loi de la nature que tout se fait par degrés insensiblesf ou , comme le disait la philosophie scolastique, Natura abhorret à saltu. C'est dans cette acception rigoureuse qu'on a employé^ depuis lors, le principe de continuité. Ce principe tire donc son origine de l'infini. C'est ainsi que le repos est un mou?ement infiniment petit; la coïncidence, une distance infiniment petite ; l'égalité , la dernière des inégalités; etc. Leibnitz exprime ce principe de cette manière : «Lorsque la différence de deux cas » peut être diminuée au-dessous de toute grandeur donnée, in datisj ou dans ce qui )» est posé, il faut qu'elle se puisse trouver aussi diminuée au-dessous de toute grandeur » donnée in quœsitis , ou dans ce qui en résulte; ou, pour parler plus familièrement, » lorsque les cas (ou ce qui est donné) s'approchent continuellement et se perdent enfin » l'un dans l'autre, il faut que les suites, ou événemens (ou ce qui est demandé) « le » fassent aussi >. »
1 Nouvelles de la République des Lettrée ; mai 1687, pag. 744.
C^ett dans ce recueil que Leibnits , en répondant à Mallebrancbe , au sujet de sa doctrine des lois du mouvement, proposa sa loi de eontinuitè qui n^aTait point encore été mise en avant par personne.
Depuis y Leibnits est revenu souvent sur cette belle loi , qui lui servit de critérium ou de pierre de touche , dans Pexamen de diverses doctrines des philosophes. (Voir ^Masi de Thèodicée, art. 848j Lettre à H. Faucher ; Journal des Savane, année 1002; Lettre à Yarignon, ibid,, année 1708; Nouveaux essais sur l* entendement AnfRAtii , pag. 11; Recueil de diverses pièces , par messieurs Leibnits, Clarke , Ifewton , etc., troisième édition in-d», 1760 , tom. II , pag. 460 ; etc.)
On voit donc que le principe de continuité , comme l'ont entendu Leibnitz et ses sec-^ tateurs, implique l'idée de l'infini, laquelle n'entre nullement dans le principe des relations contingentes tel que nous l'ayons développé; et c'est pour cette raison que nous employons cette expression de relations contingentes , qui présente une idée précise, et une méthode parfaitement justifiée par le raisonnement que nous avons basé sur les procédés de l'analyse.
Hais il est vrai que Leibnitz avait considéré aussi sa loi de continuité comme dérivant d'un principe plus général , qu'il exprime par ces mots : Datis ordinatis etiam quœsita sxint ordinata ^. Ce fut y dit-il ailleurs , la régie des conséquences , avant que la logique fût inventée , et elle est encore telle aux yeux du peuple \
Jean Bernoulli, qui adopta le premier ce principe de Leibnitz, et s'en servit pour la première fois ostensiblement dans la fameuse question des lois de la communication du mouvement, l'exprime en disant que quand les hypothèses restent les mêmes , les effets doivent aussi être les mêmes, {Commerce épistolaire de Leibnitz et Bemoulliy tome 1", pag. 300.)
Ce principe comprend la loi de continuité comme on a coutume de l'entendre avec l'idée de l'infini , et la loi des relations contingentes.
L'usage du principe de continuité en Géométrie date probablement de l'origine de cette science, ainsi que le remarque M. Lacroix dans la préface de son grand Traité du calcul différentiel et intégral j au sujet de la proposition seconde du livre douze des Èlémens d'Euclide , qui a pour objet de prouver que les surfaces des cercles sont entre elles comme les carrés des diamètres. « Dans la proposition précédente , dit M. Lacroix , » Ëuclide montre que ce rapport est celui des polygones semblables inscrits dans deux » cercles diiTérens ; et il me parait évident que le géomètre , quel qu'il soit , qui décou- » vrit cette vérité, voyant qu'elle était indépendante du nombre des côtés du polygone , » et qu'en même temps ces polygones différaient d'autant moins des cercles qu'ils avaient » plus de côtés, a dû nécessairement conclure de là, en vertu de la loi de continuité , » que la propriété des premiers convenait aux seconds. »
C'est par des considérations semblables qu'Archiméde s'éleva à des propositions beaucoup plus difficiles , telles que les rapports des surfaces et des solidités du cylindre et de la sphère, la quadrature de la parabole, etc. On regarderait aujourd'hui comme suffisamment prouvées par ces raisonnemens, les propositions qui en seraient l'objet ; mais les Anciens, tout en se servant de la loi de continuité, comme moyen de découverte , ne l'ont point admise comme moyen suffisant de démonstration, et ont eu recours à des procédés souvent très-pénibles, pour donner des preuves tout-à-fait convaincantes, et hors d'atteinte de toute objection, des vérités qu'ils avaient à démontrer.
Mais, depuis Leibnitz, le principe de continuité fut admis comme un axiome, et pratiqué journellement en mathématiques. Ainsi , c'est sur ce principe que reposent la
1 IVouvelles de la République des Lettres , au lieu cité.
^ Commerce épistolaire de Leibnitz et BernouUi , tom. II , pag. 110.
méthode des limites et celle des premières et dernières raisons. Cependant les géomètres ne firent usage de ce principe que tacitement, et sans Tinvoquer comme une loi absolue , ainsi que Leibnitz l'aTait considéré.
On ne peut se dissimuler qu'on doit à ce relâchement de la rigueur des Anciens, les progrés immenses que les modernes ont faits dans la Géométrie. Les Anciens , plus jaloux de conTaincre que d'éclairer, ont caché tous les fils qui auraient pu mettre sur la trace de leurs méthodes de découvertes et d'inventions, et qui auraient pu guider les continuateurs de leurs travaux. Ce fut la cause de cette marche timide et embarrassée de la Géométrie , de l'incohérence de ses méthodes dans des questions de même nature, ou, pour parler plus exactement, de l'absence de méthodes sûres et propres comme celles de la Géométrie moderne à des classes entières de questions comportant une certaine généralité.
NOTE XXV
(GIirQUliHB ÉPOQUE, § 15.)
Application du principe des relations contingeates à la question de déterminer, en grandeur et en direction, les trois diamètres principauw d'un ellipsoïde dont trois diamètres conjugués sont donnés.
Nous allons résoudre d'abord le problème analogue dans la Géométrie plane , où il s'agit de déterminer en grandeur et*en direction les deux axes principaux d'une ellipse dont deux diamètres conjugués sont donnés. La solution de ce problème nous rendra plus facile l'exposition de celle du problème de l'espace, et nous ofiiira d'ailleurs, comme celle-ci , un exemple bien propre à montrer les usages du principe des relations con^ tingentes et à en faire apprécier les avantages.
Problème : Étant donnés deux diamètre^ conjugués d*une ellipse f construire, en direction et en grandeur y les det^ diamètres principcCuaf de la courbe.
Supposons qu'au lieu des deux diamètres conjugués d'une. ellipse, on donne les deux diamètres conjugués d'une hyperbole, et qu'on demande à construire les axes principaux de cette courbe. L'un des deux diamètres conjugués sera réel, et donné en grandeur; appelons-le a^ l'antre sera imaginaire, et son expression algébrique hV — 1 sera donnée aussi.
La constraclion des deux axes principaux de l'hyperbole est extrémemeot facile ; car on sait que si , par rextrémiié Â du demi-diamétre a , on mène une parallèle au diamètre conjugué, elle sera tangente à l'hyperbole; et si sur cette droite on prend ^ de part et d'autre du point de la courbe, deux segmens égaux à &, leurs extrémités seront sur les deux asymptotes. Tirant donc ces deux asymptotes , et divisant en deux également l'angle qu'elles font entre elles, et son supplément, on aura les directions des deux axes principaux de l'hyperbole.
Ainsi le problème est résolu très-simplement.
Pour transporter cette solution au cas de l'ellipse, par application du principe des relations contingentes, il faut y remplacer la considération des parties contingentes de la figure, qui nous ont servi , et qui sont les asymptotes, par la considération de quelqu'autre propriété de la figure, qui subsiste dans le cas de l'ellipse.
Regardons les deux points où la tangente à l'hyperbole rencontre les deux asymptotes, comme les foyers d'une conique G, passant par le centre de l'hyperbole; les asymptotes seront les deux rayons vecteurs de cette conique; par conséquent les deux axes principaux de l'hyperbole, lesquels divisent en deux également l'angle et son supplément , formés par ces deux rayons vecteurs , seront , l'un la tangente, et l'autre la normale à cette conique G. Ainsi nous pouvons dire que la conique G, menée par le centre de l'hyperbole, est tangente à Fun de ses axes principaux. A raison de celte propriété, la conique G servira pour la construction des directions des deux axes principaux de l'hyperbole , et remplacera, pour cet objet, les deux asymptotes qui nous avaient servi d'abord.
Hais cette conique G , à laquelle nous a conduit la considération des deux asymptotes, peut être construite sans faire aucun usage de ces deux droites ; car nous connaissons la direction de ses deux axes principaux qui sont la tangente et la normale à l'hyperbole au point A, et son excentricité dirigée suivant la tangente, laquelle excentricité est égale à h, c'est-à-dire au diamètre bV — 1 de Vhyperbole divisé par V — 1. L'autre excentricité de la conique G sera dirigée suivant la normale, et égale à la première multipliée par V — 1 ; c'est-à-dire à bV — 1 ^ On a donc ce théorème :
5e Von regarde la tangente et la normale en un point A d^une hyperbole, comme les axes principaux d'une conique gui passerait par le centre de Vhyperbole , et qui aurait son excentricité, dirigée suivant la normale , égale précisément au dia^ mètre conjugué de celui qui aboutit au point A , cette conique sera nécessairement tangente à l'un des deux axes principaux de Vhyperbole,
Ge théorème exprime une propriété générale de l'hyperbole, indépendante des asymptotes, quoi qu'elles nous aient servi à la démontrer. Toutes les parties de la figure que comporte cette propriété générale se retrouvent dans l'ellipse , nous pouvons donc , d'après le principe des relations, contingentes, appliquer cette propriété à l'ellipse; ainsi nous dirons que :
1 Noas suppotons qu^ane conique a quatre foyert, dont deux réels et deux imaginaires; et deux excentricitét, dont une réelle et Tautre imaginaire ; les carrés de ces deux excentricités étant égaux et de signes oontratres.
Si Von regarde la tangente et la normale en un point d'une ellipse comme les oses principaiÂX d'une conique qui passerait par le centre de V ellipse ^ et qui aurait son excentricité y prise sur la normale ^ égale au diamètre conjugué de celui qui aboutit au point pris sur l'ellipse, cette conique sera tangente à l'un des deux axes principaux de l'ellipse.
L'excentricité située sur la normale sera réelle y puisque le diamètre auquel elle est égale est réel ; les deux foyers de la conique seront dpnc sur la normale à Tellipse. Les rayons Tccteurs menés de ces deux foyers au centre de l'ellipse feront des angles égaux avec celui des deux axes principaux auquel la conique est tangente. On en conclut donc ce théorème :
Sij sur la normale en un point d'une ellipse, on prend, de part et d'autre de ce point, deux segmens égattx au demi- diamètre conjugué de celui qui aboutit à ce point , et que, des extrémités de ces deux segmens , on tire deux droites au centre de l'ellipse, ces deux droites seront également inclinées sur l'un des deux axes principaux de l'ellipse.
Ce théorème donne, comme on Toit, une construction extrêmement simple de la direction des deux axes principaux d'une ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués.
Il nous reste à trouver la longueur de ces axes principaux. Plusieurs manières se présentent.
D'abord, on peut projeter orthogonalement les deux demi-diamètres conjugués donnés, sur un des axes principaux ; la somme des carrés de leurs projections sera égale au carré de cet axe principal.
On peut encore se servir de ce théorème, extrêmement facile à démontrer :
Si par un point d'une conique on mène la normale; le produit des segmens faits sur elle par le diamètre qui lui est perpendiculaire , et par un des axes principaux , est égal au carré du demi autre axe principal.
Cette relation fait connaître les deux axes principaux.
Mais on peut obtenir une expression des longueurs de ces axes, sans connaître à priori leurs directions.
Pour cela remarquons que si, sur la tangente et la normale à la conique, considérées comme axes principaux, on construit une seconde conique qui passe par le centre de la première , et soit tangente , en ce point , à un axe principal de cette première conique , les segmens faits sur la normale, par sa perpendiculaire abaissée du centre de la première conique, et par cet axe principal qui est tangent à la seconde conique, auront leur produit égal au carré du demi-axe principal de la seconde conique dirigé suivant cette normale^ cet axe principal sera donc égal au second axe principal de la conique proposée, lequel est normal à la seconde conique ; on a donc ce théorème :
^t l'on prend la tangente et la normale en un point d'une conique pour axes principaux d'une seconde conique qui passe par le centre de la première , et qui soit normale en ce point à l'un des axes principaux de cette première conique ,
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Vaxe principal de cette nouvelle conique^ dirigé suivant la normale à la première, sera égal à Vawe principal de cette première conique auquel la seconde courbe cet normale.
C'est-à-dire que chacune des deux coniques a Tun de ses axes normal à l'autre courbe , et ces deux axes sont égaux entre eux.
Si la première conique est une ellipse^ nous avons vu que la seconde conique a ses deux foyers réels placés sur la normale à la première conique ; son grand axe est donc dirigé suivant cette normale, et il est égal à la somme on à la différence des rayons vecteurs menés des deux foyers an centre de l'ellipse proposée ; mais cet axe est égal à Taxe prin* cipal de cette ellipse auquel la seconde conique est normale, on en conclut donc enfin cette construction extrêmement simple du problème proposé :
Par l'extrémité A d'un des deux demi-diamitree conjuguée donnés, on mènera une droite perpendiculaire au second demi-diametre ; on portera sur cette droite , à partir du point A, deux segmens égaux à ce demi second diamstre;
On joindra par deux droites les extrémités de ces deux segmens au centre de la courbe ;
On divisera en deux également, par deux nouvelles droites, l'angle que ces deux premières feront entre elles et son supplément;
Ces deux nouvelles droites stsront , en direction, les deux axes principaux de t ellipse ;
La somme des deux premières droites sera égale au grand axe, et leur différence sera égale au petit axe,
La seconde partie de cette solution , relative à la longueur des axes, offre une construction de deux quantités radicales qu'on trouve dans quelques solutions analytiques de la question, mais qui n'avaient point été construites aussi simplement.
La marche que nous avons suivie parait longue, parce qu'ayant pour but de faire une application du principe des relations contingentes , nous avons dû aller pas à pas et énoncer des théorèmes auxiliaires pour bien montrer le passage du contingent à l'absolu , dans les propriétés des foyers; ce qu'on n'aura point à faire généralement dans les applications du principe , quand on sera familiarisé avec lui.
Ainsi nous résoudrons plus brièvement le problème de l'espace, quoiqu'il présente quelques difficultés en comparaison du premier , qui n'en offrait aucune.
Problème : Étant donnés trois diamètres conjugués d'un ellipso'ide , on demande de déterminer, en grandeur et en direction , les trois axes principaux de cette surface.
Concevons un hyperboloïde à une nappe , et son cône asymptote. Le plan tangent è l'hyper boloïde en un point m coupera le cône suivant une hyperbole 2, dont lés diamètres auront leurs carrés égaux, au signe près, aux carrés des diamètres de l'hyperboloîde, qui leur seront parallèles respectivement '.
1 Cela résulte de ce qu^on diamètre de l'hyperbole tera la partie d'une tangente à Thyperboloide , comprise entre deux arêtes du cône asymptote , laquelle partie a son carré égal , au signe près, au carré du diamètre
Maintenant regardons cette hyperbole comme la conique ej^centrique ^ d'une surface du second degré qui passerait par le centre de Thyperboloïde. Cette surface sera normale à l'un des axes principaux du cône^^ qui sont les mêmes que ceux de Thyperboloïde. Mais l'un des axes principaux de cette nouTelle surface est dirigé suivant la normale k l'hyperboloTde au point m, et les deux autres suivant les diamètres principaux de la conique 2, lesquels sont les tangentes aux lignes de courbure de Thyperboloïdé. Nous pouvons donc énoncer ainsi le théorème , en faisant abstraction du cône asymptote :
Sij en un point d'un hyperbolotde à une nappe, on Tnène sa normale , et.lee tan^ jenU& â se* lignes de courbure, et qu*on regarde ces trois droites comme les axes prinetpaum d'une surface du second degré qui passerait par le centre de Vhyperholoide , et qui aurait pour normale en ce point l'un des trois axes principaux de cet hyperboUnde , la conique excentrique de cette surface, comprise dans le plan tangent à Phgperboloidej aura les carrés de ses diamètres égaux, et de signes contraires , aux carrés des diamètres paraUiles de Vhyperholfnde.
Ce théorème, par le principe des relations oonttngentes , s'applique aux deux autres surfaces douées d'un centre ; on a donc cette propriété de l'ellipsoïde.
Si Von regarde la normale en un point m d'un ellipsoïde et les deux tangentes à ses lignes de courbure en ce point , commue les trois axes principaux d'une surface du second degré qui passerait par le centre de l'ellipsoïde et aurait pour normale en ce point l'un des trois axes principaux de cet ellipsoïde, la conique excentrique de cette surface, comprise dans le plan tangent â l'ellipsoïde, aura les carrés de ses diamètres égaux, et de signe contraire, aux carrés des diamètres parallèles de l'ellipsoïde.
Cette conique excentrique sera imaginaire; mais elle servira néanmoins pour construire les deux autres' coniques excentriques qui seront réelles.
En effet soient — b^ei — c^ les carrés des deux demi-axes principaux de cette conique {bel c étant les deux demi-axes principaux de la courbe d'intersection de l'ellipsoïde par un plan parallèle à son plan tangent au point m); soit ^ > o; — €^ est plus grand que — b^y et les foyers de la conique imaginaire sont situés sur l'axe c.
Sur la normale à l'ellipsoïde, on portera, à partir du point m, deux segmens égaux respectivement à i6 et à o;
Dans le plan déterminé par cette normale et une parallèle à l'axe c , on décrira une ellipse qui ait pour demi-grand axe, le segment égal k b, et pour excentricité le segment égal a c;
Dans le plan déterminé par la normale et une parallèle à l'axe by on décrira une
de rhyperboloïde , parallèle à cette tangente ; parce que le plan mené par cette tangente et ce diamètre conpe rhyperbololde suiTant une hyperbole.
' Il e<t nécessaire , pour Pintelligence de ce qui Ta tuiTre , de prendre une connaissance préalable de la Ilote XXXI, où nous expliquons ce que nous entendons par coniques excentriques d'une surface du second degré, et faisons connaître diyerses propriétés de ces courbes.
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hyperbole qui ait pour demi-axe tranayerse le segment e et pour excentricité le segment b.
L'ellipse et Thyperbole ainsi construites seront les deux courbes cherchées , c'est-àdire les deux coniques excentriques d'une surface du deuxième degré qui; passant par le centre de rellipsoïde, aurait pour normale en ce point l'un des axes principaux de l'ellipsoïde. Par conséquent les deux cônes qui auront pour bases respectiyement ces deux coniques y et pour sommet commun le centre de l'ellipsoïde ^ auront pour axe principal commun cet axe principal de l'ellipsoïde (Note XXXI, art. 11). Les deux autres axes principaux communs aux deux cônes seront pareillement les deux autres axes principaux de l'ellipsoïde , parce que par son centre on peut faire passer deux autres surfaces du deuxième degré ayant pour coniques excentriques les deux mêmes courbes trouvées, et qui seront normales respectivement à ces deux axes principaux de l'ellipsoïde. La question de la construction des directions des trois axes principaux de l'ellipsoïde se réduit donc à trouver les trois axes principaux qui sont communs aux deux cônes qui ont pour bases les deux coniques en question ; ces trois axes principaux forment , dans l'un et l'autre cône, un système de trois axes conjugués; il faut donc chercher le système de trois axes conjugués communs aux deux cônes.
On conclut de là que :
Étant donnée trou diamètres conjugués d'un ellipsoïde ; pour trouver la direction de tes trois axes principaiix , par l'extrémité A d'un des diamètres donnés, on minera une droite perpendiculaire au plan des deux autres j sur laquelle on prendra^ à partir du point A, deux segmens égaux respectivement aux deux demi-axes prinn cipaux de l'ellipse construite sur ces deux diamètres conjugués. Soit h le plus grand de ces deux axes, et c le plus petit;
On mènera y par la normale, deux plans, dont l'un parallèle au diamètre c, et l'autre parallèle au diamètre h ;
On construira , dans le premier plan, une ellipse gui ait pour demi grand axe le segment h et pour excentricité le segment c ; et dans le second plan , une hyperbole gui ait pour demi-axe principal le segment c , et pour excentricité le segment b;
On regardera le centre de l'ellipsoïde comme le sommet commun de deux cônes ayant pour bases respectivement cette ellipse et cette hyperbole ;
Ces deux cônes se couperont suivant quatre arêtes, qui seront deux à deux dans six plans ; lesquels plans se couperont deux à deux suivant trois autres droites-;
Ces trois droites seront les trois axes principaux de V ellipsoïde.
Pour déterminer la longueur de ces axes principaux, on peut projeter orlhogonalement sur chacun d'eux les trois diamètres conjugués donnés ; le carré de chaque axe sera égal à la somme des carrés des trois projections faites sur lui.
Mais il sera plus simple de faire usage du théorème suivant, que l'on démontre trèsaisément :
La nortnale en un point m d'une surface du deuxième degré rencontre le plan diamétral qui lui est perpendiculaire, et un des plans principaux P, en deux points dont
le produit des dûtanees au point m est égal au carré du demi-diamitre de la surface , qui est normal au plan principal P,
On peut encore déterminer les longueurs des axes principaux de Fellipsoïde sans connaître leurs directions; en construisant trois surfaces dont les axes noiajeurs sont égaux respectitement à ces trois axes principaux. Gela dépend d'un théorème que nous allons démontrer.
La surface qui a pour axes principaux la normale et les tangentes aux lignes de courbure de Tellipsoïde au point m , et qui passe par le centre de cet ellipsoïde et touche en ce point l'un de ses plans principaux , cette surface , dis-je , a le carré de son demi-axe dirigé suivant la normale égal au produit des segmens faits sur cette normale , k partir du point m, par le plan principal et le plan diamétral perpendiculaire à cette normale '. Donc y d'après le théorème que nous Tenons d'énoncer ci-dessus, cet axe de la surface est égal à Vaxe de l'ellipsoïde perpendiculaire au plan principal. On a donc ce théorème :
Quand det^ surfaces du second degré sont telles que chacune d'elles ait son centre sur Vautre et ses trois axes principaux dirigés suivant la normale et les deux tangen^ tes aux lignes de courbure de cette autre , Vaxe de la première surface dirigé suivant la normale à la seconde est égal à l'axe de la seconde surface dirigé suivant la nor^ maie à la première.
On conclut de là que :
Si Von regarde la normale en un point d'une surface du second degré ^ et les tangentes aux deux lignes de courbure en ce point , comme les trois axes principaux communs à trois surf aces passant par le centre de la proposée y et tangentes respectivement à ses trois plans diamétraux , les axes principaux de ces trois surfaces j dirigés suivant la normale à la proposée^ seront égaux respectivement aux trois axes principaux de cette surface.
Quand la surface proposée est un ellipsoïde déterminé seulement par trois diamètres conjugués, nous ayons tu comment on détermine les coniques excentriques communes aux trois autres surfaces, ce qui suffit pour la construction de ces surfaces; ce dernier théorème pourrait donc servir , à la rigueur , pour résoudre la question de déterminer les longueurs des trois diamètres principaux de l'ellipsoïde, sans connaître leurs directions. Mais cette manière serait difficile et peu praticable. Néanmoins le théorème sur lequel elle repose nous a paru mériter d'être connu , comme exprimant une belle propriété générale des surfaces du deuxième degré.
Les théorèmes précédens conduisent , sans difficulté , à plusieurs autres qui offrent quelqu'intérét.
Par l'extrémité m d'un des trois diamètres conjugués, menons deux droites égales et
1 Cela résulte de ce théorème , connu dans la théorie élémentaire des surfaces du second degré , que u le plan tangent en un point de la surface et le plan mené par ce point perpendiculairement à Tun des trois diamètres principaux, font sur ce diamètre , i partir du centre de la surface, deux segment dont le produit est égal au carré du demi-diamètre, »
parallèles aux deux autres; et décriyoDs une ellipse E qui ait ces deux droites pour diamètres conjugués. Le cône qui a son sommet au centre de rellipsoïde, et pour base cette ellipse 7 rencontre l'ellipsoïde suivant une seconde ellipse £' située dans un plan parallèle à celui de la première. Ainsi les deux ellipses sont homothétiques. La seconde a son centre sur le diamètre qui aboutit au point m$ soit m' ce centre; on trouve aisément qu'on a toujours ofn = om'V^S.
Cette seconde ellipse jouit de la propriété que si Ton prend sur elle 3 points A'^ B'^ G', tels que le centre de leurs moyennes distances soit situé au centre de Tellipse, les trois droites OA', OB', OC, seront trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde. C'est là une propriété des surfaces du second degré, qu'il est extrêmement facile de démontrer.
Maintenant regardons le point m' comme l'homologue du point m par rapport au point 0, pris pour centre de similitude, et concevons trois surfaces homothétiques aux trois surfaces du théorème précédent, qui ont leur centre commun en m, et qui, passant par le centre O de l'ellipsoïde, sont normales respectivement à ses trois axes principaux. Ces trois nouvelles surfaces auront leur centre de figure en m'; elles passeront par le point O qui est le centre des imilitude; elles seront tangentes , en ce point , respectivement aux trois premières surfaces ; et par conséquent elles seront normales respectivement aux trois axes principaux de l'ellipsoïde ; et elles auront toutes trois les mêmes coniques excentriques , situées dans des plans parallèles aux plans des coniques excentriques des trois premières surfaces.
Soient b et c les deux demi-diamètres principaux de la conique E, &' et e" les deux demi-diamètres principaux de la conique £' ; ils seront parallèles respectivement aux premiers , et l'on aura
Pour former les deux coniques excentriques des trois nouvelles surfaces, il faut donc élever par le centre m' de la conique E' une perpendiculaire au plan de cette courbe , prendre sur cette droite deux segmens égaux à b' et e' et décrire dans les deux plans rectangulaires menés parla normale et par les deux axes b' et e respectivement, une ellipse et une hyperbole dont la première ait pour demi-grand axe A', et pour excentricité c'; et dont la seconde ait pour demi-axe transverse & et pour excentricité b\ Cette ellipse et cette hyperbole seront les deux coniques excentriques des trois nouvelles surfaces.
Les cônes qui auront pour sommet le point O, et pour bases ces deux coniques , auront leurs axes principaux dirigés suivant les axes principaux de l'ellipsoïde.
On conclut de là le théorème suivant :
Étant donnés troiê diamètres conjugués OA , OB , OC d*un ellipsoïde ; four dé terminer, en direction et en grandeur , les trois axes principaux ^
On cherchera , en direction et en grandeur, les deux demi^axes principaux de l'ellipse gui passerait par les trois points A, B, C, et aurait pour centre le centre
des moyennes distances de ces trot» points. Soient h et c ces deux demirawes principaux ;
Par le centre de l'ellipse on élèvera , sur son plan , une perpendiculaire^ sur Uiquelle on portera deux segmens b' , c' égaux respectivement àb et à c;
Dans les deux plans rectangulaires déterminés par cette perpendiculaire et les deux axeshy c , respectivement, on décrira deux coniques, dont l'une , gui sera une ellipse, ait pour demi-grand axe le segment 1/ et pour excentricité le segment c'y et dont l'autre y qui sera une hyperbole , ait pour demi-axe transverse le segment c', et pour excentricité le segment h' $
1° Les deux cônes qui auront pour sommet commun le point O, et pour bases, respectivement , cette ellipse et cette hyperbole , auront mêmes axes principaux que Vellipsoïde^
2® Les trois surfaces qui auront pour conique excentrique cette ellipse et cette hy* perbole , et qui passeront par le centre de t ellipsoïde ^ auront leurs trois axes majeurs égaux aux trois axes principaux de F ellipsoïde^ divisés par V^3.
Ce théorème offre^ comme on voit, une seconde solution de la question de trouyer en direction et en grandeur les trois axes principaux d'un ellipsoïde dont trois diamètres conjugués sont donnés. Et cette solution est aussi simple que la première. Mais Tayantage du théorème est de conduire à diverses conséquences que ne donnait point la première solution.
Ainsi on en conclut immédiatement que : *
Quand trois diamètres conjugués dun ellipsoïde doivent aboutir à trois points donnés , et qu'un des trois axes principaux de F ellipsoïde doit avoir une longueur donnée , le centre de l'ellipsoïde est indéterminé et a pour lieu géométrique une surface du second degré , dont le centre est situé au centre des moyennes distances des tMs points où doivent aboutir trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde.
On peut donner les longueurs de deux des trois diamètres principaux de l'ellipsoïde, et le centre de l'ellipsoïde est encore indéteriâiné ; alors il a pour lieu géométrique la courbe à double courbure qui provient de rintersection de deux surfaces du second degré qui ont les mêmes coniques excentriques; cette courbe est une ligne de courbure de l'une et l'autre surface.
Quand les trois diamètres principaux de l'ellipsoïde sont donnés en longueur , huit ellipsoïdes satisfont à la question ; leurs centres sont les points communs à trois surfaces du second degré qui ont les mêmes coniques excentriques.
Quant à la direction des diamètres principaux des ellipsoïdes , on a ce théorème :
Quand trois diamètres conjuguas d'un ellipsoïde doivent aboutir à trois points donnés ,
Quel que soit le point de l'espace qu* on prenne pour le centre de cette s^irface , ses trois axes principaux seront les trois axes principaux communs à deux cônes qui auront ce centre pour sommet, et qui passeront respectivement par deux coniques fixes , dont la construction dépendra uniquement de la position des troispoints donnés.
Ces deui coniques sont telles que le cône qui a pour base Tune d'elles, et pour sommet un point de l'autre courbe, est de révolution ; Tellipsoïde qui aurait son centre au sommet du cône sera aussi de révolution ; on en conclut donc ce théorème :
Si l'on demande un ellipsoïde de révolution dont trois diamètres conjugués aboutissent à trois points donnés , une infinité d'ellipsoïdes satisferont à cette question ; leurs centres seront situés sur deux coniques y ellipse et hyperbole y situées dans deux plans rectangulaires , et dont l'une aura pour sommets et pour foyers les foyers et les som^ mets de Vautre,
NOTE XXVI
( GIUQUIÈME ÉPOQUE , § 17. )
Sur les imaginaires en Géométrie.
La considération des relations et des propriétés contingentes d'une figure , ou système géométrique, est propre à donner l'explication du mot imaginaire ^ employé maintenant assez fréquemment, et avec avantage, dans les spéculations de la Géométrie pure.
En effet , on ne peut regarder Texpression d'imaginaire que comme indiquant seulement un état d'une figure dans lequel certaines parties, qui seraient réelles dans ud autre état de la figure , ont cessé d'exister. Car on ne peut se faire l'idée d'un objet imaginaire, qu'en se représentant en même temps un objet de l'espèce, dans un état d'existence réelle ; de sorte que l'idée d'imaginaire serait vide de sens, si elle n'était toujours accompagnée de l'idée actuelle d'une existence réelle du même objet auquel on l'applique. Ce sont donc les relations et propriétés que nous avons appelées contingentes qui donnent la clef des imaginaires en Géométrie.
Mais on voit par là qu'on pourrait très -facilement éviter, si l'on voulait, la considération des imaginaires, dans le raisonnement; il suffirait de supposer, à côté de la figure dont on a à démontrer quelque propriété , une seconde figure de même nature , mais, dans un état général de construction où les parties contingentes, qui sont imaginaires dans la figure proposée , seraient réelles. C'est là effectivement ce que l'on fait tacitement , en raisonnant sur les imaginaires comme sur des objets réels ; de sorte que Ton peut
dire qae l'emploi du mot imaginaire est une manière abrégée de s'exprimer y et qui signifie que les raisonnemens que l'on fait s'appliquent à un autre état générai de la figure, dans lequel les parties sur lesquelles on raisonne existeraient réellement, au lieu d'y être imaginaires comme dans la figure proposée. Et comme , d'après le principe des relations contingentes, ou si Ton Teut, d'après le principe de continuité, les yérités démontrées pour l'un des deux états généraux de la figure s'appliquent à l'autre état , on voit que l'emploi et la considération des imaginaires se trouyent complètement justifiés.
Nous derons faire ici une obseryation importante. La yoici :
Etant donnée une figure, dans laquelle se trouyent des parties imaginaires , on peut toujours, d'après ce que nous yenons de dire, en conceyoir une autre, de construction aussi générale que la première , et dans laquelle ces parties qui étaient d'abord imaginaires, sont réelles; mais, et c'est en cela que consiste notre obseryation, il n'est jamais permis de raisonner, ni d'opérer sur la première figure elle-même, en y regardant comme réelles , certaines parties qui y sont imaginaires. Par exemple , si une expression donnée par le calcul , pour déterminer un point sur une droite , est imaginaire , ce point sera lui-même imaginaire; et on commettrait une faute très-graye en construisant ce point comme si son expression était réelle. Le point ainsi construit n'appartiendrait point à la figure, ni à la question proposée; et tous les résultats déduits de la considération Je ce point seraient empreints d'erreurs.
Ainsi , dans chaque système de diamètres conjugués de l'hyperbole , les directions des deux diamètres sont réelles ; mais la longueur de l'un des deux diamètres est toujours imaginaire; le carré de cette longueur est réel, et les propriétés générales de l'ellipse, où n'entrent que les carrés des diamètres conjugués, s'appliqueront à l'hyperbole comme à l'ellipse; mais celles des propriétés dont il s'agit, où ces longueurs ne sont employées qu'au premier degré, n'auront plus d'application dans l'hyperbole, parce que si l'on youlait construire l'axe imaginaire de l'hyperbole en le supposant réel, on commettrait une erreur; la ligne ainsi construite, et le point qui serait son extrémité, n'appartiendraient pas à la figure , ni à la question proposée , mais bien à une autre figure et à une autre question.
Ce serait une chose intéressante , de rechercher les rapports et la corrélation qui peuyent ayoir lieu entre les propriétés de deux figures, dans l'une desquelles on a construit, comme étant supposées réelles, des parties qui dans l'autre sont imaginaires ^ Tels sont l'hyperbole équilatère, et le cercle décrit sur son axe principal comme diamètre. Toute corde du cercle , perpendiculaire à cet axe , a son carré réel : si son pied sur l'axe est dans l'intérieur du cercle, cette corde a aussi sa longueur réelle; mais si son pied est au dehors du cercle, cette longueur est imaginaire^ bien que son carré soit réel ; si on la construit en la supposant réelle, son extrémité déterminera un point qui appartiendra à une hyperbole équilatère. Et la corde en question jouira de propriétés différentes, suiyant
» Ce qui reTÎent , en analyse , à changer |/+ï en l/^, ou, plu» généralement, l'unité en Tune de ses racines , dans certains termes des formules appartenant è la question proposée.
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qu'elle sera prise dans le cercle ou dans l'hyperbole. Par exemple ^ dans le cercle , les droites menées de l'extrémité de la corde aax deux extrémités du diamètre ^ font entre elles un angle droit; et dans l'hyperbole, ces deux droites font entre eljes un angle de grandeur variable .
M. Carnot a déjà fait, dans son Traité de la Corrélation des figures de Géométrie^ et dans sa Géométrie de position y des réflexions sur la corrélation des figures dont nous parlons , et sur celle des formules algébriques qui leur correspondent en analyse. Mais l'objet principal des travaux de cet illustre savant, dans cette matière, étant la corrélation des figures qui ne difièrent que par de simples changemens de signes des variables ellesmêmes, et non de leurs fonctions, dans les expressions algébriques, la corrélation des figures qui diffèrent, comme nous venons de dire, en ce que l'on construit dans l'une, comme étant réelle , une expression imaginaire dans l'autre, cette corrélation, dis-je, est un objet de recherches tout nouveau, et qui nous paraîtrait susceptible de conduire à quelques lois générales de l'étendue, qui pourraient accroître la puissance des doctrines géométriques.
Nous citerons encore à ce sujet le célèbre Lambert , qui a fait un usage très-curieux et très-utile des rapports imaginaires déduits de la comparaison de l'hyperbole équilatère et du cercle , qui auraient un centre commun ; et qui a imaginé une espèce de trigonométrie hyperbolique , au moyen de laquelle il trouve des solutions réelles dans des cas où la trigonométrie ordinaire en fournit d'imaginaires, et réciproquement.
NOTE XXVIl.
(CIUQUIIBIIIE ÉPOQUE, § 23. )
Sur r origine de la théorie des polaires réciproqttss ^ et celle des mots pôle et
polaire.
Après que Monge eut démontré, dans sa Géométrie descriptive, que, quand le sommet d'un cône circonscrit à une surface du second degré parcourt un plan, le plan de la courbe de contact passe toujours par un même point; et que quand le sommet du cône parcourt une droite, le plan de contact passe toujours par une seconde droite, MM. Livet et Brian-
chon firent Toir que, quand le sommet da cône parcourt une surface du second degré, le plan de contact enToloppe une autre surface du second degré. (XIII' cahier du Journal de Vicole Polytechnique , année 1806.)
Dans le même mémoire, M. Brianchon fit usage de cette théorie pour déduire, du fameux théorème de Pascal sur Thexagone inscrit aux coniques , le théorème non moins beau , ni moins ulile sur Thexagone circonscrit à une conique , et qui consiste en ce que /«# trou diagonales de cet heaagone, qui joignent deux à deux ses eommet* opposée , pae^ sent par un même point. Premier eiemple d'un tel usage de la théorie des polaires , et dans lequel se présentait, d'une manière bien remarquable, par Tanalogie de ce théorème avec celui de Pascal , la dualité des figures planes.
Ensuite MM. Encontre et de Stain?ille se servirent de cette théorie pour faire une véritable transformation de figure. D s'agissait de circonscrire à une conique, un polygone dont les sommets fussent placés sur des droites. Ces géomètres remarquèrent que, d'après la ihéone des pôles, ce problème pouvait être ramené à celui où il s'agit d'inscrire dans une conique un polygone dont les côtés passent par des points donnés ; problème qu'on savait résoudre. (Voir Annales de mathématiques , tom P', pag. 122 et 190) ^
C'est dans cet excellent recueil^ qui a si puissamment contribué depuis vingt ans aux progrès des mathématiques , et de la Géométrie particulièrement, que les dénominations de pâles plans polaires et droites po^tr^^^ qui ont facilité l'usage de cette théorie, ont pris naissance.
M. Servois a d'abord appelé pôle d'une droite, le point par où passent toutes les lignes de contact des angles circonscrits à une conique , et qui ont leur sommet sur la droite ; puis M. Gergonne a appelé cette droite U polaire du point ^ et a étendu ces dénominations au cas de l'espace. (Voir Annales de mathématiques, tom. I^, pag. 337, et tom. III, pag. 297.) Elles ont été adoptées par tous les géomètres qui ont écrit sur les surfaces du second degré.
' Noos âTons donné l'historique de ce problème dans la Note XI.
NOTE XXVIII
(ginquibsie Époque, § 27.)
Généralisation de la théorie des projections stéréographiqvss. — Surface du, second degré tangente à quatre autres.
Les deux tbéorèines dont on fait usage dans la théorie des projections stéréographiques, considérée comme méthode de recherche, deviennent les suiyans, dans cette théorie généralisée comme nous Vavons dit, c'est-i-dire, quand on prend le lieu de Tœil en un point quelconque de Tespace :
51 l'on fait la perspective d'une surface du second degré sur un plan quelconque , l'œil étant placé en un point de V espace, pris arbitrairement au dehors de la surface:
1^ Les projections des courbent planes tracées sur la surface seront des coniques ayant toutes un double contact , réel ou imaginaire , avec une conique unique, qui sera la perspective du contour apparent de la surface;
2^ Le pôle de la cqrde de contact de chaque conique avec la conique unique sera la projection du sommet du cône circonscrit à la surface , suivant la courbe plane dont cette première conique sera la projection,
A ces deux premiers principes , il sera utile de joindre ce troisième :
Les projections de deux droites polaires réciproques par rapport à la surface, sont deux droites dont chacune passera par le pôle de l'autre; ces pôles étant pris par rapport à la conique unique.
Au moyen de ces trois théorèmes , on parvient avec une facilité extrême à la découTerte des nombreuses propriétés d'un système de coniques inscrites dans une même conique unique; et il n'est besoin, pour ainsi dire, d'aucune démonstration, parce qu'il suffit de contempler dans l'espace, et de traduire sur le plan, les relations apparentes des courbes tracées sur la surface du second degré.
De celte théorie des coniques décrites sur le plan , il est facile de s'élever à la théorie analogue dans l'espace , c'est-à*dire aux propriétés d'un système de surfaces du second degré , inscrites dans une même surface unique du second degré. Nous appelons surfaces inscrites l'une à l'autre , deux surfaces se touchant suivant toute l'étendue d'une courbe. Pour deux surfaces du second degré , cette courbe de contact est plane.
On parvient ainsi à de nombreuses propriétés des surfaces du second degré, et à la solution d'un grand nombre de questions relatives aux contacts de ces surfaces, et dont toutes celles concernant les contacts des sphères, ne sont que des cas particuliers. Et ce
que cette théorie peut offrir de satiafaisant aux géomètres qui aiment à rechercher la plus grande généralisation possible , c'est que toutes ces questions ne sont elles-mêmes dans leur généralité y que les corollaires d'une seule , qui les comprend toutes dans son énoncé et dans sa solution ; la iroici :
Problème. — Étant donniez quatre surfaces du second degré inscrites dans une même surface du second degré E , décrire une surface du même degré qui touche les quatre premières , et qui soit , comme elles, inscrite dans la surface E.
La solution de ce problème est extrêmement simple; mais pour. la présenter avec netteté et précision , il nous sera utile d'admettre quelques définitions :
Quand deux surfaces du second degré sont inscrites dans une même surface du second degré 9 elles se coupent suiyant deux courbes planes , réelles ou imaginaires ^ mais dont les plans sont toujours réels; nous appellerons ces plans, par analogie avec la dénomination d'axes de symptose dans les coniques , plans de symptose des deux surfaces.
Les deux surfaces jouissent aussi de la propriété , qu'on peut leur circonscrire deux cônes du second degré ; réels ou imaginaires , mais dont les sommets sont deux points toujours réels. Nous nous serrirons, pour désigner ces deux points, de Texpression de centres d'homologié des deux surfaces , employée par M. Poncelet.
Nous appellerons droite de symptose des deux surfaces, toute droite comprise dans l'un de leurs deux plans de symptose , et plan d'homologie , tout plan mené par Tun de leurs deux centres d'homologie.
Maintenant concevons trois surfaces du second degré , inscrites dans une même sifrface du même degré , elles auront, deux à deux, deux plans de symptose ; en tout six plans de symptose.
On démontre que ces sia plans passent ^ trois par trois y par quatre droites ; et que les quatre droites concourent en un même point de l* espace.
De sorte que les six plans de symptose sont les quatre faces au sommet , et les deux plans diagonaux d'une pyramide quadrangulairc.
Nous dirons que chacune des quatre droites par lesquelles passent, trois à trois, les six plans de symptose, est une droite de symptose commune aux trois surfaces; et qu'un point quelconque de l'une de ces quatre droites est un point de symptose commun aux trois surfaces.
Considérons les centres d'homologie des trois surfaces : prises deux à deux, elles en ont deux; ce qui fait six centres d'homologie.
On démontre que ces six centres d'homologie sont, trois par trois , sur quatre droites^ et que ces quatre droites sont dans un même plan.
De sorte que les six centres d'homologie sont les quatre sommets et les deux points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère.
Nous appellerons droite d'homologie commune aux trois surfaces , chacune des quatre droites sur lesquelles sont, trois à trois, les six centres d'homologie des trois surfaces, et plan d'homologie commun aux trois surfaces, tout plan mené par l'une de ces quatre droites.
GoDcevons quatre surfaces du second degré , inscrites dans une même surface du second degré.
On démontre que ces quatre êurfacet ont huit points de symptoêe qui leur sont communs ; c'est-à-dire qu'il existe dans Tespace huit points , dont chacun se trouTe sur un plan de symptose de chaque combinaison des quatre surfaces deux à deux.
De sorte que chacun de ces huit points est le point d'intef section commun à six des douze plans de symptose qu'on obtient en combinant les quatre surfaces deux à deux.
be même y on démontre que tes quatre surfaces ont huitplans d*homologie communs ; c'est-à-dire qu'il existe huit plans, dont chacun passe par un centre d'homologie des quatre surfaces prises deux à deux. '
De sorte que chacun de ces huit plans contient six des douze centres d'homologie , qu'on obtient en combinant les quatre surfaces deux à deux.
Tout ceci admis , nous pouvons donner un énoncé facile de la solution du problème proposé.
Première solution. On construira les huit plans d*homologie communs aux quatre surfaces, et leurs huit points de symptose communs.
On prendra , par rapport à l'une quelconque A des quatre surfaces, les pèles des huit plans d'homologie , et on joindra par une droite , chacun de ces pôles à chacun des huit points de symptose; on aura ainsi soixante-quatre droites, qui rencontreront la surfiace A en cent vingt-huit points ; dont chacun sera le point de contact d'une surface cherchée avec la surface A.
Seconde solution. Après avoir construit, comme pour la première solution, les huit points de symptose , et les huit plans d'homologie communs aux quatre surfaces , on prendra les plans polaires de ces huit points de symptose , par rapport à l'une quelconque A des quatre surfaces; ces huit plans polaires rencontreront chacun des huit plans d'homologie suivant huit droites; on aura ainsi soixante-quatre droites, par chacune desquelles on mènera deux plans tangens à la surface A. Chaque point de contact des cent vingt-huit plans tangens ainsi menés , sera le point où Tune des surfaces cherchées touchera la surface A,
On voit , par chacune de ces deux constructions , que le problème admet, dans sa plus grande généralité , cent vingt-huit solutions.
Il est utile de remarquer, pour la discussion des cas particuliers, très-nombreux, renfermés dans ce problème général , et pour lesquels le nombre des solutions peut diminuer considérablement , que ces solutions sont données seize à seize par chaque plan d'homologie, ou par chaque point de symptose commun aux trois surfaces. De sorte qu'il s'évanouira autant de fois seize solutions, qu'il manquera de plans d'homologie, ou de points de symptose communs aux quatre surfaces.
Par exemple , si les quatre surfaces sont des sphères , elles n'auront qu*un point de symptose (c'est le point que M. Gaultier a appelé centre radical des quatre sphères.) Il n'y aura donc que seize solutions.
Il peut paraître étonnant , au premier abord , que quatre sphères situées d'une manière
quelconque dans l'espace, et une cinquième qui leur serait tangente, soient considérées comme cinq surfaces du second degré, inscrites dans une même surface unique du même degré. Hais il est facile d'en Toir la raison.
Une surface du second degré dont un des axes devient nul, se réduit à une conique; toute autre surface du second degré passant par cette conique , la touche en tous ses points, et peut être regardée comme lui étant circonscrite. Donc plusieurs surfaces du second degré, qui passent par une même conique , jouissent des propriétés d'un système de surfaces circonscrites a une même surface du second degré; cette surface ayant, dans ce cas, l'un de ses axes nuls et se réduisant à une conique.
Remarquons que le plan de cette conique est, par rapport à deux quelconques des surfaces, un plan de symptose,et que la conique peut devenir imaginaire, quoique ce plan reste réel; on en conclut par le principe de continuité,, ou des relations contingentée, que plusieurs surfaces du second degré, qui ont un plan de symptose commun, peuvent être considérées comme autant de surfaces inscrites dans une même surface du second degré.
Maintenant on peut supposer que le plan de symptose commun aux surfaces, soit à l'infini; alors les surfaces seront semblables et semblablement placées. Donc plueieure eurfaoes du second degré semblables entre elles et semblablement placées, peuvent être considérées comme un système de surfaces du second degré toutes inscrites dans une même surface unique du mime degré.
Ainsi il est démontré que les solutions que nous avons données d'une surface du second degré tangente à quatre autres et inscrite, comme elles, dans une même surface du même degré , s'appliquent à la construction d'une sphère tangente à quatre autres , et plus généralement d'une surface du second degré tangente et homothétiqne à quatre autres.
NOTE XXIX
(GI5Q17IBHE EPOQUE, § 30.)
Démonstration d'un théorème d'où résulte le principe de dualité.
Le théorème en question ne peut pas se déduire , comme dans le cas des figures planes, des propriétés des figures supplémentaires tracées sur la sphère; mais sa démonstration
directe est extrêmement facile. Elle repose sur cette proposition de Géométrie élémentaire ^ savoir: <( Si d'un point fixe on mène des rayons aux différons points d*un plan, n que sur ces rayons (ou bien sur leurs prolongemens), on porte ^ à partir du point fixe, » des lignes proportionnelles aux valeurs inverses de ces rayons , les extrémités de ces » lignes seront sur une sphère qui passera par le point fixe ^ et qui aura son centre sur )» la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. »
Il résulte de là que les plans menés par les extrémités de ces lignes, perpendiculairement aux rayons, passeront tous par un même point situé sur cette perpendiculaire, lequel sera l'extrémité du diamètre de la sphère.
Pour un autre plan, on aura un autre point correspondant.
Il faut prouver maintenant que sipluêiêurs plané passent par un même point, Uun poinUcoKKESvovj^kvs seront sur un même plan. Or, à chacun de ces plans correspondra une sphère , et toutes ces sphères passeront par un même point 0 situé sur la droite me* née du point fixe S au point d'intersection de tous les plans.
La droite SO est donc une corde commune à toutes les sphères ; par conséquent le plan perpendiculaire à cette droite , mené par le point 0, passera par l'extrémité du diamètre de chaque sphère , issu du point 8. Or l'extrémité de ce diamètre est , sur chaque sphère, le point correspondant au plan auquel cette sphère correspond; donc tous ces points correspondans sont sur un même plan. Ce que nous voulions démontrer.
Il suit de là , que les figures construites dans l'espace comme nous l'avons dit dans le texte de cet écrit, jouiront des propriétés de la dualité y comme celles dont la construction sur le plan avait résulté des figures supplémentaires de la sphère.
NOTE XXX
(CIKQUliHB iPOQUB, $ 31.)
Siir les courbes et surf€U)es réciproques de Monge. — Géndralisatian de
cette théorie.
Voici quelles sont ces courbes et ces surfaces réciproques :
x,y étant les coordonnées d'un point d'une courbe plane , celles du point correspondant de la courbe réciproque sont x* ^=^p,y ^ss px — y , p étant égal à ^. La récipro-
cité des deux courbes consiste en ce que la première se forme de la seconde^ comme celle-ci s'est formée de la première. (Voir Correepandance sur Vioole Polyteohniqus , tom. V^y pag. 73, ann. 1805.)
Le Mémoire de Monge sur les mrfaceê réciproques se trouve indiqué dans une liste de ses différens mémoires, placée au commencement de son Application de C analyse à la Géométrie ( troisième édit. , ann, 1809). Il devait faire partie des mémoires de llnstitut année 1808 j mais je crois qu'il n'a point été publié. Au titre de ce mémoire est jointe, en ces termes, la définition des surfaces réciproques :
« Xy y, z, étant les coordonnées d'un point d'une surface courbe, pour lequel on a » l'équation différentielle dz ^=»pdx -f- qdy^ les coordonnées x , y', z' de son point ré- » eiproque ont pour eipressions
^=1^^ y'=^9> y=f?ir ^- gy — «.
» Le lieu de tous ces points réciproques est la surface réciproque de la surface pro* » posée* La réciprocité de ces deux surfaces consiste en ce que la première surface est » le lieu des points réciproques de la seconde , comme la seconde est le lieu des points » réciproques de la première. )>
C'est-à-dire , que les valeurs de x, y, z en x', y' y z* auront la même forme que celles de x', y% z* eux, y, z. Et en effet on trouve
On reconnatt à l'inspection de ces formules que à chaque plan tangent de la première surface j correspond un point de la seconde $ et que , quand ces plans tan yens passent par un mime point s ces points , qui leur correspondent y sont sur un mime plan.
En effet , le plan tangent au point (x, y, z) de la première surface est déterminé par les valeurs des coordonnées de ce point et les valeurs des deux coefficiens différentiels p et q. Ces valeurs donnent aussi la position du point [x, y' y z') qui correspond à ce plan tangent.
Maintenant, si ce plan tangent, dont Téquation est
passe par un point fixe (a , 6 , }^) , on aura entre les coordonnées de son point de contact {^f y» ^) 1 1a relation
Substituant dans cette équation les valeurs de â7,y^ z en x', y, z', p' et ^ ' , on a
équation d'un plan , comme il fallait le trouver.
Ainsi les surfaces réciproques de Monge peuvent être considérées comme des transformées l'une de l'autre suivant le principe de dualité.
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Et en effet ces surfaces sont tout simplement polaires réciproques par rapport au parabolotde de révolution qui a pour équation
Cette construction géométrique des surfaces de Monge fait Toir qu'elles ne sont qu'un cas particulier d'une classe générale de surfaces réciproques , qu'on peut exprimer analytiquement comme celles-là , et qui , considérées géométriquement , sont des polaires réciproques par rapport à une surface du second degré quelconque.
Il est à regretter que le mémoire de Monge n'ait pas été publié. Il eût été intéressant de connaître la Toie qui l'a conduit à rinyention de ses* surfaces réciproques ^ et précisément de celles dont l'expression analytique est la plus simple parmi une infinité d'au-très ;-do sayoir si c'est la théorie des pôles dans les surfaces du second degré qui a guidé ce grand géomètre; et surtout quel usage il faisait de la considération de ses surfaces réciproques.
Nous savons que les courbes réciproques lui ont offert un moyen de ramener aux quadratures l'intégration des équations différentielles à deux variables, de la forme y = a¥p "^ fpy F et /" étant des fonctions quelconques de ^ = ^.
D'après cela , il est naturel de penser que Monge a imaginé pour le même usage les surfaces réciproques; et qu'elles lui ont servi à intégrer des équations aux différences partielles à trois variables.
Et en effet, on reconnait qu'elles peuvent être propres pour cet usage.
Soit, par exemple, à intégrer l'équation aux différences partielles
F(*> Vj «, fy q) = o;
On la regardera comme appartenant à une surface A , c'est-à-dire , que son intégrale serait l'équation de la surface A.
A l'équation différentielle proposée correspondra une équation appartenant à une surface A' réciproque de A; cette équation sera
F (P% q'y pV -4- gy - z% x',y')^o.
Si cette équation, qui est différente de la proposée, est intégrable, on obtiendra par l'intégration une équation /"(ar', y% ^') ==o, qui sera l'équation finie de la surface A'.
On passera de cette équation , par la voie de l'élimination , à l'équation de la surface réciproque de A', qui sera la surface A; celte équation sera donc l'intégrale de l'équation proposée.
Si l'équation proposée contenait les cocfBciens différentiels du second ordre
_ (Ta _ d'z _ d'z dx' dxdy dy'
la méthode serait la même. On passerait à l'équation différentielle en x ,y\ z'yp\q\r\s\r,
en remplaçant les coefficiens différentiels r, #, t, par leurs expressions en fonction de ceux r, y, f. On troute pour ces expressions
rr — »" ' * r'r —8'-' r'f — s"' '
et réciproquement
rt~8^ rt—ê' rt'-B'
On agirait de même pour des équations aux différences partielles d'un ordre supérieur.
Mais ce procédé d'intégration ne parait pas propre à procurer des intégrales générales, admettant les fonctions arbitraires que comporte l'équation différentielle proposée. Car si Ton faisait entrer ces fonctions arbitraires dans l'intégrale de l'équation en w'y y', z'^ qui représente la surface A', elles empêcheraient d'en déduire par la voie de l'élimination l'équation de la surface réciproque A.
' Le ooloui de ces expretsioiu est facile.
Que l'on diffërentie réqnation s:=ip' , puis Péqiiation y r= 9' , par rapport à d; et à y êUCcestiTement, en regardant/)' et 9' comme fonctions de s' et y' , on aura les quatre équations :
1 _ *! fîl ^^
daf dx d\f dx
_ ^^ ^^ dx' dy dy' dy
_ dq' dsf dq' dy^
^ ~ dx' dx '^ ly'lx'
_ dq^dx^ d£dy^ dx' dy dy' dy
Or, on a
dx' ' df/ dx' ' dy"
et
dx^ dp dy' dq dx' dp dy' dq
dx dx * dx dx J dy dy ^ dy dy
Les quatre équations oi-dessus deyiennent dono
0 ssz r's -^ 8't y
1 = «'j -H fi.
De ces équations on tire les valeurs de r, ê, i, en fonotion de r', 9' , f ; et réciproquement.
'Cette difficulté doit faire regretter Titement que le trayail de Monge, qui avait déjà tant contribué aux progrés de la science dans ce genre d'analyse si épineuse, ne nous soit pas paryenu.
Nous avons dit que les surfaces réciproques de Honge étaient, parmi les surfaces polaires réciproques, celles dont Texpression analytique était la plus simple. Nous devons ajouter qu'il est une autre espèce de surfaces réciproques, analogues à celles de Monge , qui sont d'une égale simplicité dans leur expression analytique, mais qui ne font pas partie des surfaces polaires.
Voici les relations de ces nouvelles surfaces réciproques :
Xy y, z étant les coordonnées d'un point d'une première surface, et x' , y\ z\ les coordonnées du point correspondant de la surface réciproque, on aura
et
ir«=g', y =—;>', «=— pV — ^y^-V.
Ces formules pourront servir, comme celles de Monge , pour l'intégration des équations aux différences partielles ; et il pourra arriver qu'elles conviennent dans des cas où les autres ne conviendraient pas , c'est-à-dire , ne conduiraient pas à une équation intégrable. Car l'équation proposée étant
V[Xy y, a, p, î)«=:o, on la transforme , par les formules de Monge en celle-ci :
F(/, g', pV ^ q'y^ - z\ j;', y' ) = o; Et par les nouvelles formules , en la suivante :
F Wy -p'y - p'^-qW H- *', " y\ '' ) =--= 0.
Il est possible que cette seconde équation se prête plus facilement aux méthodes d'intégration que la précédente.
Les relations des coefficiens différentiels du second ordre sont aussi simples que dans les formules de Monge. On les obtient en différentiant successivement les deux équations ^**=y'> y= — p'jpar rapport à jr^puis par rapport à y, et en regardant y' et p' comme fonctions de x' et y'. On a ainsi quatre équations , dont trois comportent la quatrième , et d'où l'on tire les expressions
et
rt-."
Nos nonyelles surfaces réciproques ont entre elles , comme celles de Monge y une relation géométrique qu'on peut exprimer de diverses manières.
Nous nous bornerons à présenter la suivante :
Une êuffaoe éêant donnée, on pourra lui imprimer un mouvement infiniment petit, tel que les plané normaux aux directions que prendront ses différens points , pendant ce mouvement , seront précisément les plans tangens à la surface RÂciPHOQnB;
Le mouvement à imprimer sera le résultat des deuamouvemens élémentaires simultanés ; dont le premier sera de révolution autour de Vaxe des z regardé comme fixe , et le second de translation dans la direction de cet axe»
Les surfaces réciproques de Monge, et les nouvelles dont nous venons de donner l'expression analytique et la construction géométrique, sont, les unes et les autres , des cas particuliers de surfaces d'une expression analytique beaucoup plus générale, et dont la considération pourra servir, comme ces premières, à Tintégriation des équations.
Voici quelles sont les formules générales qui correspondent à ces surfaces :
^ , y , z, étant les coordonnées d'un point de la première surface , et p^ ^ les deux coefficiens différentiels
ds dz d^' d^'
les coordonnées du point réciproque de la seconde surface seront
A'" ipx^qy^z) H- A- - A'g - kp
-Dp'
B"'(ps-t-çy-z)H- B"
-Bp
D"'{ps + qy-z) + ïy'
-Dp'
C" (px + qy—z)-i.C"
-Cp
l)"'(ps-^qy^M) -^ D" — D'g — l)p
A, B, C, D; A', B', C\ D' ; A", B", C", D" et A'", B" , C", D", étant des coefficiens arbi« traires.
Et Ton a réciproquement :
~ D'" {pw -f. gy — *' ) *H cr — B'"g' — A"y ' _ D^ (pVH-gV— g^)-i-c — By — Ay
~ D'"(/)V-f-gy— V)-4-C'"— B"Y-- A"y '
_ w {pw^q'y'—z') -^ c^^ — BY — A^y ~ D'" {pw -4- qy—z') -^ C" — B'Y — A"y *
Les expressions de p , q, en x, y, z, et celles de p, y, en x', y, z\ sont d'un calcul assez
loog. Pour les former y nous représenterons par le symbole (A' B'' G"') le polynôme
par (B' G" A'") ce que devient ce polynôme quand on y change A' en B' , B'' en G" et G"' en A"'; et ainsi des divers autres polynômes semblables, faits avec les seixe coefficiens A , B , G , D ; A', B, G' , D' ; A", B", G", D ' et A", B'"^ G'", D", pris trois à trois. On aura , d'après cette notation abrégée, les expressions suivantes iep', q',p et g :
^ ~ "' (D'A"B'")a? — (D"A'''B)y -^ (D'"AB')a -- (DA'B") '
*' **" (D' A"B"> — (D"A"'B) y -♦- (D'"AB') z — (DA'B") '
^ ~ "" ( B"Tiy ) ixf — (C'"DA' ) y' H-( D"'AB' ) a' — ( A'"BC' ) '
_ (BC^^F^O jy^ — (Ciy^A^^^) tf -4-(DV^B^^^) z' —{KS^'Z'")
^ "^ (B'"CD' ) 3f — ( G'"DA') y' h-(D'"AB' ) z' — (A'"BC' )'
Pour mieux apercevoir les rapports qu'ont entre elles les expressions de p', q', p, y, représentons par les lettres a,b, c, d; a', b' , & , etc., les difiTérens polynômes qui sont les coefficiens de ces expressions; de manière que Ton ait :
a = (B'C'D'"),* = — (C'D"A'"), c = (D'A"B'"), ^ = (A'B"C'") , a' = — (B"C'"D), b' = (C"D'"A), c' = — (D"A'"B), rf' = — (A"B'"C), a" = (B'"CI>' ), b" = — (C'"DA' ) , c" = (D'"AB' ),(/"= (A"'BG' }, a'" = ( BC'D" ),&'" = —( GD'A" ) , c'" = ( DA'B" ).
D'après cela , les expressions dep% g'^PfÇ seront
ax -f. a' y -4- a''z — a'"
Dans les formules de Honge, il y a une parfaite réciprocité entre les valeurs de a', y', z', p\ jf', en fonction de x, y, z,p, q^ et les valeurs de Xj y, z^ p, q en fonction de j/, y y z\ p\ q' ;
ex
■^Cy
bx
ex
ax'
-f-iy'
oV
c'est-à-dire 9 qu'outre la même forme ^ ces yaleurs ont les mêmes coeffîciens. Gela a lieu pareillement dans les formules particulières que nous ayons données après celles de JHonge. Mais une telle réciprocité parfaite n'a pas lieu dans les formules générales où les expressions de x*,^ y% z% p'j q'j sont bien de même forme que celles de Xy y, z^ p, q^ mais ont des coefficiens différons. Pour donner à ces formules générales la réciprocité parfaite dont il s'agit, il suffit de disposer de six des seize coefficiens arbitraires A,B, G,D; A', 6", etc. ; et de faire
il en résultera
', cf^r', d"
et les expressions de i/, y'j z',p\ q\ restant les mêmes, celles de x^y^ z, p, q deviendront
D"' (/?V ^- q'y' — s') -f. D" — jyq' — D/ ' W" {p'3f -f- çY — z!) H- B" — B Y — Bp
g'y' _ J) H- D" — D'^' — Dp '
D'" (pv ^ ç Y — ^') ■*- D" — lyg' ^ Dp '
D'" (pV
aa?^ -f- a! y' -4- a^^^^ — a^^ C3f H- c'y' -♦- c"jb' — c"
fcar' -♦- fe'y' -4- V'z' — 6'^
car'
Il faudra se rappeler que, des seize coefficiens A, B, G, D; A', etc., que contiennent les formules (1) et (3) , dix seulement sont arbitraires, à cause des six égalités que nous avons supposées, D = A"', D' = B'", etc. On disposera des dix coefficiens arbitraires, de manière à simplifier les formules, et à les approprier aux différentes questions auxquelles on Toudra les appliquer.
Pour obtenir les formules de Honge, il faut faire tous les coefficiens nuls, excepté les trois A, B', C"% auxquels on donnera les valeurs
NOTE XXXI
(GIirQUlÈBIB ÉPOQUE, § 48.)
Propriétés nouvelles des surfaces du second degré, emalogues à celles des
foi/ers dcms les coniques.
§ 1. Propriétés des coniques excentriques d'une surface du second degré,
(1) (( La tangente et la normale , menées par chaque point d'une conique, vont rencon- » irer chacun des deux axes principaux de la courbe en deux points, qui sont conjugués » harmoniques par rapport à deux points fixes;
» Ces deux points fixes sont réels sur le premier axe de la courbe; ce sont les deux » foyers; et ils sont imaginaires sûr le second axe » >.
Voici le théorème analogue dans les surfaces du secoad degré :
La normale et le plan tangent , menés en un point quelconqt$e d'une surface du second degré, rencontrent chacun des trois plans diamétraux principaux de la surface ^ y en un point et suivant une droite ;
Ce point est toujours le pôle de la droite , par rapport à une certaine conique , située dans le plan principal ;
Sur le plan du grand et du moyen axe de la surface, cette conique est une ellipse ;
Sur le plan du grand et du petit axe , elle est une hyperbole ;
Et sur le plan du moyen et du petit axe , elle est toujours imaginaire.
(2) On peut encore considérer comme correspondant à la propriété des coniques que nous avons énoncée, le théorème suivant:
Si, en chaque point d^une surface du second degré, on mène la normale à la surface, et les tangentes aux deux lignes de courbure qui se croisent en ce point, ces trois droites iront rencontrer chacu/n des trois plans diamétraux principaux de la surface en trois points qui seront tels que la polaire de chacun d'eux, prise par rapport à une certaine conique située dans ce plan , passera par les deux autres.
(3) Les trois coniques que Ton obtient , soit par ce théorème, soit par le précédent , sont
> Cet deux points donnent lieu à deux foyer» imaginaires sur le second axe. De sorte qu^on peut dire que la conique a quatre foyer» , dont deux toii^ours réels , situés sur le grand axe , et deux tovgours imaginaires, situés sur le petit axe.
^ Nous supposons que la surface a un centre ; mais les théorèmes que nous allons énoncer s'appliqueront d'eux-mêmes aux parabololdes.
parfaitement déterminées; et l'on reconnaît aisément qu'il existe, entre chacune d'elles et la surface, ces rapports très-simples, et qui suffisent pour la construction de ces courbes, savoir, que:
Chacune des troU coniqueê en queêtion eet eituée dane le plan d'une eecttan prinreipale de la sufface^ elle a pour foyers ceuw de cette section, et pour sommets les foyers des deux autres sections principales de la surface.
(4) Il résulte de là, que le grand axe de l'ellipse et Taxe transverse de l'hyperbole sont situés sur le grand axe de la surface ;
Et que les sommets de l'ellipse sont les foyers de l'hyperbole , et réciproquement ; d'où il sait que les deux autres axes principaux des deux courbes, lesquels sont a angle droit, ont leurs carrés égaux entre eux , au signe prés.
Quant à la troisième conique , imaginaire , elle aura deux foyers réels , situés aux extrémités du petit axe de l'ellipse; et ses deux axes principaux imaginaires , leurs carrés étant égaux, aux signes près, aux carrés du grand axe de l'ellipse et de l'axe transverse de l'hyperbole.
(5) En supposant qu'une conique ait quatre foyers , situés deux à deux sur les deux axes principaux , dont deux réels et deux imaginaires , on pourra énoncer ainsi les relations entre les trois courbes , savoir , que :
Une des trois courbes étant donnée , chacune des deux autres sera dans un plan mené perpendiculairement à celui de la première par Vun de ses axes principaux , et aura pour sommets les foyers, et pour foyers les sommets de cette première, située iur son axe principal.
Cela suffit pour construire les deux autres coniques , quand l'une des trois est donnée.
(6) Pourfixer les idées, soit
l'équation de la surface ; les trois coniques en question auront pour équations
Si a > i > c, la première courbe, située dans le plan des xy, sera une ellipse ; la seconde, située dans le plan des xz, une hyperbole ; et la troisième, située dans le plan des yz, imaginaire.
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(7) QTous appellerons ces trois courbes les conique* ewoerUriqueê ^on. les conique* focale* de la ^surface ^
Ainsi, de même qu'une section conique a deux couples de foyers , ou deux excentricités, dont Tune imaginaire ; de même une surface du second degré a trois conique* focale*, ou excentrique* , dont deux réelles et la troisième imaginaire ^
(8) On voit par la construclion que nous ayons donnée des coniques excentriques d'une surface du second degré , que :
Quand deux eurface* du *econd degré ont leur* *ection* principale* décrite* de* même* fo^er* , elfe* ont le* même* conique* r^xcentrique* ; et réciproquement^ quand dettx ewrface* .ont un^ .même conique excentrique , elle* ont leur*. *ection* principale* décrite* de* m,ême* foyer*,
(9) MaînteQant.que> la définition y et la coustruction des coniques excentriques d'une surface du second degré sont bien. entendues, nous allons exposer plusieurs propriétés de.ces.courbeSy et montrer leur analogie avec certaineis propriétés des foyers dans les coniques.
(\ Quaind- un ai^le est circonscrit à une conique, les deux droites, dont l'une diyiae en » deux également cet angle, et l'autre son supplément, vont rencontrer chacun. des deux » axes principaux de la courbe en deux points, qui sont conjugués harmoniques par » rapport aux deux foyers situés sur cet axe. »
Pareillement :
Quand un cane e*t circon*crit à une eurface du eecond degréy *e* trot* axe* principaux vont rencontrer chacun de* plaTU diamétraux principaux de la eurface en troi* point*, qui *ont tel* que la polaire de chacun d'eux, pri*e par rapport à la conique excentrique eituée dan* le plan diamétral , pa**e par le* deux autre*.
(10) « Si d'un point, pris dans le plan d'une conique, on mène deux droites aux deux » foyers, elles seront également inclinées sur la droite qui divise en deux également » l'angle des deux tangentes menées de ce point à la courbe. »
Dans les surfaces, on a ce théorème analogue :
^ J'emploierai la première de ces deux expressions, quoique j'eusse préféré la seconde & cause de sa plus parfaite analogie aTCc les foyers des coniques et les lignes focales des cônes. Hais le nom de focale ayant été donné par H. Quetelet à une courbe du troisième degré, qui est le lieu des /by^rx des sections planes faites d'une certaine manière dans un cône du second degré , je ne puis me servir ici de ce mot pour désigner d'autres lignes courbes.
Je proposerais d'appeler ces focales du troisième degré/bcotiff» ou plutôt/bcoi^tM»^ conformément aux idées de H. Ch. Dupin sur la nomenclature de la Géométrie. (Développemens de Géométrie j Rotes à la suite du quatrième mémoire).
Alors on consacrerait l'expression de coniques focales^ on simplement de focales, aux deux courbes qui jouent dans les surfaces du second degré le même rôle que Icb foyers dans les coniques.
Et , lorsqu'on considérerait ces deux courbes l'une par rapport à l'autre , et sans parler de la torface à laquelle elles appartiennent , on pourrait les appeler focales conjuguées,
n paraîtra sans doute extraordinaire de nous entendre dire que de deux excentricités des coniques^ l'une est imaginaire ; et que des trois coniques excentriques des surfaces du second degré une seule aussi est imaginaire, quand on sait fort bien que les imaginaires ne peuvent jamais marcher que par couples. Aussi nous
Un point dé téêpaee itant prié- pour h êommet commun de* deux eâneê ^ dont l'un circonscrit à une êurfacê du second degré j et I autre ayant pour hase Fune des coniques excentriques de la surface , ces deux eônes auront mêmes axes principaux et mêmes lignes focales.
(11) «Si d'un poÎDt) pris sur une conique, on mène deux droites à ses foyers , ces » deux droites sont également inclinées sur la normale à la conique en ce point, ou bien » sur sa tangente : » C'est là Tune des plus anciennes propriétés des coniques ; Yoici son analogue dans les surfaces ;
Si un point , pris sur une surface du second degré , est regardé comme le sontmet d^un cône qui ait pour hase une de ses coniques excentriques , la normale à la surface et les tangentes à ses lignes de courbure en ce point seront les axes principaux du cône ^
Et si la surface est un hyperboloïde à une nappe, les deux lignes focales du ''cône seront les deux génératrices de cet hyperboloïde , qui passent par le sommet du cane,
(12) De la première partie de ce théorème on conclut que :
Si ^ par une tangente en un point quelconque dune surface du second degré y on mine deux plans tangens à Vune des coniques excentriques de la surface , ils seront également inclinés sur le plan tangent à la surface, nienéparsa tangente:
(13) Le théorème (10) est susceptible de plusieurs conséquences.
En effet, quand deux cônes du second degré ont les mêmes aies principaux, et les mêmes lignes focales , ils se coupent à angles droits'; on conclut donc du théorème (10) que :
Pour un œil placé en un point quelconque de V espace , le contour apparent d'une surface du second degré, et Vune des coniques excentriques de la surface paraissent se couper à angles droits,
(14) Les deux cAnes qui ont un même sommet , et pour bases les deux coniques excentriques d'une surface, ont les mêmes axes principaux et les mêmes lignes focales; donc ces deux cônes se coupent à angles droits ; ce qu'on peut exprimer ainsi :
deT0ii8 dire qn'il eiitte dans les coniques un troisième couple de foyers , qui sont toi:gours imaginaires et toujours situes à Pinfini.
Gee foyers n^ont point encore été aperçus, parce que Ton n*a point cherché à remonter, dans Tétude des coniques , à la véritable origine de leurs foyers proprement dits , et à l'analogie qui peut avoir lieu entre leurs propriétés spéciales et les propriétés générales relatives à tout autre point pris dans le plan de la courbe.
Pareillement il existe , dans chaque surface du second degré , une quatrième conique excentrique , toujours imaginaire , et située à Finfini.
11 nous est inutile ici de considérer le troisième couple de foyers des coniques, ni la quatrième conique excentrique des surfaces.
Nous essaierons, dans un autre moment, de présenter les propriétés générales des coniques, et celles
des surfaces du second degré , d'où dérivent les propriétés particulières aux foyers et aux coniqMS escêninquê».
1 Oe sorte que , un cône ayant pour basa une conique , si cette courba est prise pour conique excentrique
d'une surface du second degré menée par le sommet du cône , cette surface sera normale à Tun des trois axes
principaux du cône.
3 Mémoire sur les propriétés générales des canes du secon4 degré^ pag. 88.
De quelque point de l'espace qu'on coneidire lee deux conique» excentriques d'une surface du second degré ^ elles paraissent se couper à angles droits i.
(15) Si, au lieu d'un cône, on circonscrit à la surface un cylindre, le théorème (10) deriendra celui-ci :
Un cylindre étant circonscrit à une surface du second degré , si , par l'une des coniques excentriques de la surface , on fait passer un second cylindre ayant ses arêtes parallèles à celles du premier, les bases de ces deux cylindres , sur un plan perpendiculaire à leurs arêtes , seront deux coniques décrites des mêmes foyers.
(16) Et on conclut de là que :
Les projections orthogonales des deux coniques excentriques d'une surface du second degré , sur un même plan quelconque, sont deux coniques qui ont les mêmes foyers.
(17) Le même théorème (10) donnerait lieu à beaucoup d'autres conséquences, relatiyes aux systèmes des surfaces qui ont les mêmes coniques excentriques ; mais nous devons nous borner , dans ce moment, aux propriétés de ces courbes mêmes.
(18) Les foyers d'une conique jouissent d'une propriété générale, qui pourrait servir à les définir, car elle est caractéristique; c'est que :
« Si par un point, pris arbitrairement dans le plan d'une conique, on mène deux » droites rectangulaires, de manière que le pôle de l'une, pris par rapport à la conique, » soit sur l'autre, ces deux droites rencontreront chacun des deux axes principaux de la » courbe en deux points, qui seront conjugués harmoniques par rapport à deux points » fixes ; ces deux points fixes sont réels sur le grand axe de la courbe ; ce sont ses deux » foyers ; ils sont imaginaires sur le petit axe. »
On a pareillement, dans les surfaces , cette propriété caractéristique des coniques ex centriques :
Etant donnée une surface du second degré , si par un point , pris arbitrairement dans l'espace , on mène trois droites rectangulaires , telles que la polaire de chacune d'elles , prise par rapport à la surface , soit située dans le plan des deux autres, ces trois droites rencontreront chacun des trois plans principaux de la surface en trois points , qui seront tels que la polaire de chacun d'eux , prise par rapport à la conique excentrique située dans ce plan , passera par les deux autres.
(19) Pour saisir l'analogie entre certaines propriétés des couiques excentriques, qui ▼ont suivre, et certaines propriétés des foyers, il faut regarder la double excentricité d'une conique , c'est-i*dire la droite qui joint ses deux foyers , comme étant elle-même une conique dont le petit axe est nul ; de cette manière on regardera toute droite menée par un foyer comme une tangente à cette conique.
(20) On sait que <( toute transversale, menée par un foyer d'une conique, a son pôle, pris
^ J^aTais déji eu occasion d'énoncer ce théorème danamon Mémoire sur lêê propriétés généràUs dêê surfaces de révolution , inséré dans le tom. Y des yVotiv. Mém» de V Académie de Bruxelles (ann. 1829) ; et j'aTaîsdit alors que les deux coniques en question jouissaient de beaucoup d^autres propriétés , qui n'avaient point encore été découvertes. Cette Note en effet en contient plusieurs qui me paraissent nouvelles.
i> par rapport à cette courbe , sar la perpendiculaire k cette transyersale , menée par le » foyer.»
Pareillement :
Tout plan transversal , tangent à une conique excentrique d'une surface du second degré, a son pôle , pris par rapport à la surface , sur la perpendiculaire à ce plan , menée par son point de contact avec la conique,
(21) Le théorème précédent , relatif à une conique, est un cas particulier de celui-ci , qui n'a peut-4tre pas encore été remarqué , mais qu'il est facile de démontrer :
« Etant menée une transyersale quelconque dans le plan d'une conique , si on prend son » pôle par rapport àla courbe, et le point conjugué harmonique de celui où cette droite » rencontre le grand axe , par rapport aux deux foyers, la droite qui joindra ces deux points » sera perpendiculaire à la transversale. »
Pareillement :
Étant donnée une surface du second degré , si Von mené un plan transversal quel-conque , qu'on prenne son pôle par rapport à la surface y et le pôle de sa trace sur le plan d'une conique excentrique, par rapport à cette courbe, la droite qui joindra ces deux pôles sera perpendiculaire au plan transversal,
(22) <( Le produit des distances des foyers d'une conique à une tangente quelconque » est constant. » Menons par les foyers deux droites parallèles à la tangente , et regardonsles comme les tangentes à la double excentricité de la conique, suivant ce que nous avons dit plus haut (19); le produit des distances de ces deux droites à la tangente sera constant.
Pareillement :
Pour chaqueplan tangent à une surface du second degré, le produit de ses distantces aux deux points d'une des coniques excentriques de la surface , pour lesquels les tangentes à cette courbe sont parallèles à ce plan , est constant.
(23) <c Le produit des distances d'un foyer d'une conique à deux tangentes parallèles » entre elles, est constant. »
Pareillement :
Le produit des distances de chaque point d'une conique excentrique d'une surface du second degré, à deux plans tangens à la surface , parall-èles entre eux et parais nies à la tangente à la conique au point pris sur elle , ce produit, dis-je^ est colletant y quel que soit ce point.
(24) «Si, par un foyer d'une conique, on mène une droite parallèle k une tangente » quelconque à la courbe, la différence des carrés des distances de ces deux droites au » centre de la conique, sera constante. » Gela se conclut immédiatement de ce que le produit des distances des deux foyers k une tangente est constant.
Pareillement :
Étant mené un plan tangent quelconque à une surface du second degré, et un plan tangent à l'une de ses coniques excentriques , parallèle au premier, la différence des carrés des distances de ces deux plans au centre de la surface sera constante.
Ce théorème et le précédent pourraient ser?ir à la construction des coniques excentriques d'une surface.
(25) « Le sommet d*un angle droit , dont un côté glisse sur une conique , et l'autre côté )) sur un foyer, engendre la circonférence de cercle décrite sur le grand axe de la courbe y » comme diamètre. »
Pareillement :
Le êommet d'un angle trièdre trireotangle , dont une des faeee gliese sur une surface du second degrés et dont les deux autres faces glissent respectivement sur les deux cofiiques excentriques , parcourt la sphère décrite sur le grand axe de la surface comme diamètre»
(26) Deux faces de l'angle trièdre trirectangle pourraient glisser sur la surface , et la troisième sur l'une des deux coniques excentriques; ou bien deux faces pourraient rouler sur une conique excentrique et la troisième sur la surface , ou sur la seconde conique excentrique: dans chacun de ces trois cas, le sommet de l'angle trièdre engendrerait encore une sphère, qui serait différente dans chacun de ces cas.
(27) On aura reconnu , par la construction et par les équations que nous avons données des deux coniques excentriques d'une surface du second degré, les deux courbes déjà trouTées, depuis long-temps, par plusieurs géomètres; par H. Gh. Dupin, comme lieu géométrique des centres d'une infinité de sphères tangentes à trois sphères données i, et ensuite comme limites de deux séries de surfaces du second degré trajectoires orthogonales entre elles ^ ; par M. Binet comme lieux de l'espace pour lesquels un corps solide a deux de ses momens d'inertie principaux égaux entre eux s ; par H. Ampère comme le lieu des points d'un corps qui admettent une infinité d'axes permanents de rotation ^ ; par M. Quetelet ', puis HM. Demonferrand ^ et Horion ^, comme le lieu des sommets des cônes de réyolution qu'on peut faire passer par une conique ; par M. Steiner ^, et ensuite H. Bobillier ^, comme le lieu des sommets des cônes de révolution qu'on peut circonscrire à une surface du second degré.
Mais , dans les diverses recherches de ces géomètres , rien n'avait pu faire soupçonner , je crois, l'analogie que nous avons montrée entre les propriétés des courbes en question y considérées par rapport à la surface à laquelle elles appartiennent , et les propriétés des foyers dans les coniques.
Plusieurs de ces propriétés ont été énoncées d'une manière plus complète que celles des
1 Correspondance sur Vieole Polytechnique , tom. Iw , p. 26 , et tom. 11^ p. 424. 3 Développemens de Géométrie,^. 280.
3 Journal de Vécole Polytechnique ,16^ cahier, "p. 63. * Mémoire sur les axes permanens de rotation des corps , p. 65.
^ JVouveaux Mémoires de V Académie de Bruxelles, tom. 11^ p. 151, année 1820; et Correspondante «mthématique , tom. III , p. 274.
> Bulletin de la société philomathique , ann. 1825.
' Transactions de la société philosophique de Cambridge , tom. III , première partie , p. 186.
s Journal de M, Crelle, tom. 1er, p 33 ; et Bulletin de M, De Férussac , n» de janvier 1827 , p 2.
^ Correspondance mathématique de M. Quetelet , tom. IV, p. 167 .
foyers ; cela provient de la forme plus complète anssi des surfaces du second degré , qui ont trois dimensions , et qui ne deviennent des coniques qu'en perdant une de ces dimensions. Il résulte aussi de là, que plusieurs corollaires , ou cas particuliers des propriétés générales des coniques excentriques , peuvent bien n'avoir pas leuts analogues dans les ' foyers; parce que ce qu'elles auront perdu de leur caractère de générabté, en devenant cas particuliers , était précisément ce qui établissait leur analogie ou leur lien avec les propriétés des foyers.
(28) Toutes les propriétés des coniques ont aussi leurs analogues dans les cônes du second degré^ où les deux lignes focales jouent le même r61e que les foyers. Mais il est, dans ces cônes , une propriété caractéristique qui nous a servi a définir ces droites i, et qui ne peut avoir lieu dans les coniques , quoiqu'elle conduise immédiatement à beaucoup de propriétés des foyers dans ces courbes ; c'est que : tout plan perpendiculaire à une ligne focale, coupe le cône suivant une conique-qui a l'un de ses foyers au point où ce plan coupe la ligne focale.
Il était naturel de penser que ce théorème devait avoir son analogue dans les surfaces du second degré. Et en effet on trouve que :
Chaque conique eacentrique d'une surface du second degré Jouit de la propriété que le plan normal, en un quelconque de ses points, coupe la surface suivant une conique qui a l'un de se» foyers en ce point.
Ce théorème établit parfaitement l'analogie qui a lieu entre les coniques excentriques d'une surface du second degré , et les lignes focales d'un cône du second degré.
(29) Il est une propriété principale des coniques, qui se retrouve dans les cônes, et dont nous n'avons point encore fait mention relativement aux surfaces du second degré. « C'est que : la somme ou la différence des rayons vecteurs menés d'un point d'une co- <c nique aux deux foyers est constante.» Nous avons fait, pendant long-tems, des tentatives pour trouver quelque chose d'analogue dans les surfaces : mais sans obtenir aucun succès. Aussi désirons-nous vivement que cette matière offre assez d'intérêt pour provoquer d'autres recherches. Nous avons bien quelques raisons de penser que le théorème que nous cherchions ne sera pas exprimable explicitement comme celui des coniques, parce qu'il dépendra d'une équation du troisième degré ; mais nous n'en pensons pas moins qu'il y a là quelque chose à trouver , et que cet objet doit exciter l'intérêt et la curiosité des géomètres.
S 2. Propriétés de deux ou de trois surfaces qui ont les mêmes coniques excentriques,
(30) Nous venons de considérer les rapports qui existent entre une surface du second degré et ses coniques excentriques. Nous allons maintenant parler des propriétés communes à deux ou à trois surfaces qui ont les mêmes coniques excentriques.
> Mémoire sur les propriétéê générales des cônes du second degré , p. 13.
« Par un point on peut faire passer deux coniques qui aient pour foyers communs » deux points donnés ; Tune est une ellipse , l'autre une hyperbole ; elles se coupent à » angles droits, et les tangentes a ces courbes, en chaque point d'intersection, divisent » en deux également Tangle et son supplément , formés par les deux droites menées de )) ce point aux foyers des courbes. »
Pareillement:
Par un poini quelconque de F espace y on peut faire passer trois surfaces du second degré qui aient pour conique excentriqvs commune une conique dotinie ; l'une est un ellipsoïde; la seconde un hyperbolcïde à une nappe et la troisième un hyperboloide à deux nappes ;
Ces trois surfaces se coupent deux à deux à angle droit ; les trois tangentes à leurs courbes d'intersection au point donné , sont les axes principaux du cône qui a son sommet en ce point, et pour base la conique excentrique ;
Et les lignes focales du cane sont les deux génératrices de Vkyperboloïde à une nappe qui se croisent en son somnut.
Ajoutons que les courbes d'intersection de ces surfaces prises deux à deux, sont des lignes de courbure de ces surfaces. Ce qui a déjà été démontré par HM. Dupin et Binet.
(31) Ge théorème est susceptible de nombreuses conséquences. Car il en résulte que la plupart des propriétés relatiyes à une surface et à sa conique excentrique, donnent lieu à des propriétés relatives à deux ou à plusieurs surfaces qui ont la même conique excentrique.
(32) Ainsi du théorème (11) ou conclut que :
Quand deux surfaces du second degré ont une même conique excentrique , si on prend un point quelconque de l'espace pour sommet commun de deux cônes circonscrits respectivement aux deux surfaces , ces deux cônes auront les mêmes axes principaux , et les mêmes lignes focales ;
Ces trois axes principaux seront les normales aux trois surfaces qu'on pourrait faire passer par le sommet commun des cônes, et qui auraient mêmes coniques excen^ triques que les deux surfaces proposées.
Et les deux lignes focales seront les génératrices de l'hyperboloïde à une nappe qui sera l'une de ces trois surfaces.
(33) On conclut de ce théorème que :
Quand deux surfaces du second degré ont une même conique excentrique, de quelque point de l'espace qu'on les considère ^ leurs contours apparens semblent se coupera angles droits (1).
(34) Et, par conséquent : deux telles surfaces sont propres à former, les deux nappes , lieu des centres àe courbure dune certaine surface unique.
(35) Quand le sommet des cônes est à l'infini, le théorème ( 32 ) donne lieu au suivant :
1 J^ai déjà démontré ce théorème pour deux sarfaces de réyolution dant mon Mémoire sur les propriétés générales de ces turfacea , et pour deux surfaces quelconques , ainsi que je Ténonce ici , dans un mémoire sur la ConstrucHon des normales à diverses courbes mécaniques ^ présenté à la société phiiomatique en avril 1830.
Quand deiia ^uffaees du second degré ont une même conique excentrique, ei ton conçoit deux cylindres circonscrite à ces eurfaces respectivement, et ayant leurs arêtes parallèles entre elles, les sections de ces cylindres , par un plan perpendiculaire à leurs arêtes, seront deux coniques qui auront les mêmes foyers.
On Toit que la propriété des deux surfaces ^ d'avoir leurs sections principales décrites des mêmes foyers y est une conséquence particulière de ce théorème.
(36) « Si, sur la tangente et la normale en un point d'une conique, prises pour )» axes principaux, on construit deux autres coniques, passant par le centre de la coni- » que proposée , et normales respectivement à ses deux axes principaux :
a 1** Ces deux coniques auront les même foyers ;
4t 2° Leurs axes dirigés suivant la normale à la conique proposée seront égaux respectivement aux axes de celle-ci , auxquels ces deux coniques sont normales respectivement. »
Pareillement :
Si la normale en un point d'une surface du second degré , et les deux tangentes aux lignes de courbure en ce point sont prises, en direction^ pour les trois axes principaux de trois autres surfaces du second degré y passant toutes trois par le centre de laproposée,et normales, en ce point, respectivement aux trois axes principaux de cette surface:
1** Ces trois surfaces auront les mêmes coniques excentriqtêes ;
2® Les diamètres de ces surfaces , dirigés suivant la normale à la surface proposée , seront égaux respectivement aux trois diamètres de la proposée , auxquels ces surfaces seront normales.
(37) Le caractère par lequel on exprime , en analyse, que deux surfaces ont leurs sections principales décrites des mêmes foyers, consiste en ce que la différence des carrés de leurs diamètres principaux est constante.
Ainsi a^j &% e"* étant les carrés des trois demi-diamètres principaux de la première surface, et a'% £'% c'% les carrés des trois demi-diamètres principaux de la seconde, on a a' — a'' = b' — i" « c^ — c\
. Cette relation entre les deux surfaces , qui suffit pour exprimer qu'elles ont les mêmes coniques excentriques, peut être généralisée de deux manières, et dériver de propriétés relatives à tous les points des deux surfaces , et non pas seulement à leurs sommets. Nous exprimerons Tune de ces propriétés générales par le théorème suivant : Quand deux surfaces du second degré ont une même conique excentrique , si Von mène deux plans, tangens à ces deux surfaces respectivement ^ et parallèles entre eux, la différence des carrés de leurs distances au centre des dettx surfaces sera constante, quelle que soit la direction commune de ces deux plans tangens,
(38) Il résulte de là que :
Qîiand un ellipsoïde et un hyperboloïde ont mêmes coniques excentriques , les plans tangens à l'ellipsoïde , menés parallèlement aux plans tangens au cône asymptote de l' hyperboloïde , sont tous à la même distance du centre commun des deux surfaces.
(39) La seconde propriété générale en question concerne deux surfaces de même es-
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pèce, c'est-à-dire toutes deux ellipsoïdes, ou hyperboloîdes, à une nappe, ou k deux nappes. Pour renoncer nous appellerons points eorreêpondanê des surfaces deux points dont les coordonnées, suiyant chaque axe principal, sont proportionelles aux demi-diamètres des surfaces, dirigés suivant cet axe. D'après cela :
Quand deum surface» du second degré, de mime espèce j ont une même conique excentrique , deux demi-'diametres de ces surfaces , aboutissant à deux points correspondans , ont la différence de leurs carrés constante,
(40) On déduit de ce théorème une autre propriété remarquable des surfaces qui ont les mêmes coniques excentriques , et qui, considérée particulièrement dans les ellipsoïdes , est le fondement du beau théorème de M. Ivory sur l'attraction de ces corps. C'est que :
Quand deux surfaces du second degré, de même espèce , ont les mimes coniques excentriques, la distance entre deux points, pris arbitrairement sur ces deux surfaces respectivement , est égale à la distance des deux points correspondant à ces dsux premiers,
(41) Nous allons terminer ce paragraphe par deux théorèmes qui ont aussi , comme celui-là, leur application dans la théorie de Tattraction des ellipsoïdes.
Haclaurin a démontré que : « Quand deux ellipses sont décrites des mêmes foyers, si, » par un point pris sur un de leurs axes principaux , on mène deux transyersales qui fas- )> sent avec Tautre axe des angles dont les cosinus soient entre eux comme les diamètres » des deux ellipses dirigés suivant ce second axe, les segmens interceptés sur ces deux » transyersales^par les deui dlipses respectiyement, seront entre eux comme leurs diamè- )) très dirigés suivant le premier axe. » (art. 648 du Traité des fluxions de Maclaurin.)
On peut donner au théorème analogue, dans les surfaces du second degré, un énoncé plus étendu et plus complet. Le voici :
Quand deux surfaces du second degré ont les mêmes coniques excentriques, si par un point fixe , pris sur l'un de leurs axes principaux , on mène arbitrairement une transversale à travers la première surface ^ puis une seconde transversale déterminée par la condition que les cosinus des angles que les deux transversales feront avec chacun des deux autres axes principaux soient entre eux comme les diamètres des surfaces dirigés suivant chacun de ces axes ; il arrivera que :
1° Les seg métis interceptés sur les deux transversales par les deux surfaces respectivement, seront entre eux comme les deux diamètres des surfaces dirigés suivant le premier axe principal ;
2"" Les sinus des angles que les deux transversales feront avec ce premier axe principal, seront entre eux comme les diamètres des deux surfaces , qui passeront par les points où les deux transversales perceront le plan diamétral perpendiculaire à ce premier axe ;
3° Ces deux diamètres seront, dans les deux surfaces, correspondans entre eux.
(42) Ce théorème peut servir à démontrer très-facilement le théorème de Haclaurin , concernant l'attraction des ellipsoïdes sur les points situés sur leurs axes principaux
(art. 653 da Traité dêê fiumons); et cette démonstration est directe^ et ne nécessité pas y comme celle de Maclaurin, la connaissance préalable de l'attraction d'un ellipsoïde de révolution sur les points situés sur son axe de révolution.
(43) On démontre aisément que : « Quand deux coniques ont les mêmes foyers, » si d'un point , pris sur Fun de leurs axes principaux , on leur mène deux tangentes , » les cosinus des angles qu'elles feront avec l'autre axe principal seront entre eux » comme les deux diamètres des coniques dirigés suivant cet axe. »
Pareillement :
Quand deux ^urfacM du second degré ont leê mêmee coniques excentriques , si par une droite située dans l'un de leurs trois plans principaux on leur mène deux plans tangens, les cosinus des angles qu'ils feront avec l'axe principal perpendiculaire à ce plan seront entre eux comme les diamètres des surfaces dirigés suivant cet axe.
(44) Ce théorème aurait pu résulter de l'analyse employée par M. Legendre dans sou mémoire sur l'attraction des ellipsoïdes i, si ce célèbre géomètre eût cherché la signification géométrique des formules analytiques par lesquelles il lui a fallu' passer pour résoudre directement cette question difficile. Hais nous croyons pouvoir dire que cette traduction , en langage ordinaire , des formules de M. Legendre, aurait conduit à beaucoup d'autres résultats intéressans. Ainsi l'on y aurait vu que les surfaces coniques dont il se sert pour représenter la marche de ses intégrales , ont toutes pour axes principaux coDomuns ceux de la surface conique circonscrite à l'ellipsoïde attirant ; et que l'un de ces axes est précisément cette droite qui jouit d'une propriété de maximum, et qui joue un rôle important dans cette matière. Cette propriété de maximum est exprimée par H. Legendre analytiquement par une -équation du troisième degré; en Géométrie elle signifie que : Si autour du point attiré on fait tourner une transversale et qu'on prenne la différence des valeurs inverses des distances de Cé point aux deux points où la transversale rencontre la surface de l'ellipsoïde, cette différence sera un maximum quand la transversale aura pour direction celle d'un des trois axes principaux du cône circonscrit à V ellipsoïde, et qui a pour sommet le point attiré.
Et on trouve que quand cette diflérence, au lieu d'être un maximum, Aoil être constante, alors la transversale décrit un cône du second degré. Ce sont là les cônes dont M. Legendre s'est servi. Leur propriété commune est qu'ils passent tous par les courbes à double courbure du quatrième degré, qui sont les intersections d'un certain hyperboloîde à deux nappes par une série de sphères concentriques.
(45) Nous ferons remarquer que tous les théorèmes que nous avons présentés jusqu'ici sont de la plus grande généralité , à l'exception des deux derniers ; c'est-à-dire que dans ces théorèmes, les points, les plans, les droites, que Ton avait à considérer par rapport aux surfaces du second degré, avaient des positions tout-à-fait arbitraires dans l'espace. Dans les deux derniers, au contraire, le point par lequel on mène les transversales est pris nécessairement sur l'un des axes principaux des surfaces, et la droite par
> Voir les Méwiains de l* Académie des Sciênc$s , ann. 1788.
laquelle on mène des plans tangensà ces surfaces est prise dans l'un de leurs plans principaux. Il serait intéressant de connaître les théorèmes généraux relatifs à des positions tout-i-fait arbitraires de ce point et de cette droite dans Tespace; desquels théorèmes généraux se déduiraient, comme cas particuliers , ceux que nous avons énoncés ( 41 et 43 ). Nous signalons ce sujet de recherches, dans l'intérêt de la Géométrie, et aussi par ce que nous croyons que ce serait un moyen de trouver directement, par la Géométrie et sans se servir du théorème de M. Ivory, l'attraction des ellipsoïdes sur des points extérieurs quelconques, comme nous avons dit que le théorème (41) donne l'attraction sur des points situés sur les axes principaux.
§ 3. Syttème de surfaces du second degré ayant les mêmes coniques
excentriques,
(46) « On peut décrire dans un plan une infinité de coniques qui aient pour » foyers communs deux points donnés; elles forment deux séries d'ellipses et d'hyperbo- » les; chaque ellipse coupe en quatre points, et à angle droit, chacune des hyperboles. »
Pareillement :
On peut former une infinité de surfaces du secofid degré, qui aient toutes pour conique excentrique commune une conique donnée ; toutes ces surfaces se partagent en trois groupes ; dans le premier ce sont des ellipsoïdes ; dans le second des hyperboloïdes à une nappe ; et dans le troisième des hyperboloïdes à deux nappes ;
Deux surfaces quelconques, appartenant à deux groupes différens, se coupent par^ tout à angle droit; et leur ligne d* intersection est une ligne de courbure de chacune des deux surfaces;
Trois surfaces quelconques , appartenant respectivement aux trois groupes, se coupent en huit points;
En chacun de ces points les normales aux surfaces sont les axes principaux du cane qui a ce point pour sommet et qui passe par l'une des coniques excentriques communes aux trois surfaces ;
Et les deux génératrices de Vhyperboldîde à une nappe , en ce point , sont les deux lignes focales de ce cône,
(47) « Plusieurs coniques, décrites des mêmes foyers , jouissent de toutes les pro- » priétés d'un système de coniques inscrites dans un même quadrilatère : les côtés du » quadrilatère sont imaginaires, mais deux de ses sommets opposés sont réels, ce sont » les deux foyers ; et la droite qui joint ces deux points peut être considérée comme une » des coniques inscrites dans le quadrilatère. »
Cette propriété capitale des coniques décrites des mêmes foyers , dont M, Poncelet a déjà fait usage , peut être la source d'un grand nombre de propriétés de ces courbes ; et de ces propriétés peuTont se déduire, comme cas particuliers, celles des foyers par rapport à chaque conique.
Pareillement :
Plusieurs surfaces qui ont les mêmes coniques excentriques peuvent être considérées cofnme étant toutes inscrites dans une même surface développai le ;
Cette surface est imaginaire; et cependant deux de ses lignes de striction sont réelles; ce sont les deux coniques excentriques communes aux surfaces; les deux autres lignes de striction sont imaginaires, Vune est la troisième conique excentrique des suif aces ( située dans le plan du petit et du moyen axe principal ),et l'autre est à l'infini.
Ajoutons que :
Les deux lignes de striction réelles peuvent être regardées comme des surfaces dont un axe est nul , et qui appartiennent à la série des surfaces proposées.
(48) Ainsi :
Des surfaces du second degré qui ont les mêmes coniques excentriques, et ces deux courbes , considérées comme des surfaces infiniment aplaties , jouissent de toutes les propriétés d'un système de surfaces du second degré inscrites dans une même surface développable.
Ce théorème me parait être le plus fécond et le plus important de toute la théorie des surfaces décrites des mêmes foyers. On en déduira aisément un grand nombre de propriétés de ces surfaces.
(49) Un tel système de surfaces s'est présenté déjà dans diverses questions, et notamment, ce qui est assez remarquable , dans des questions de physique et de mécanique ; et Ton a été conduit ainsi à découfrir quelques-unes de leurs propriétés. Mais ces propriétés, peu nombreuses , sont restées isolées , sans qu'on ait cherché à les rattacher à quelque théorie relative aux surfaces du second degré en général, ni à quelque proposition fondamentale , comme celle que nous avons énoncée en dernier lieu.
(50) Les théorèmes suivans sont des conséquences de cette proposition.
Quand plusieurs surfaces du second degré ont mêmes coniques excentriques , si l'on mène un plan transversal quelconque qui les rencontre suivant des coniques , et que ces courbes soient prises pour les lignes de contact doutant de cônes circonscrits à ces surfaces respectivement , tous ces cônes auront leurs sommets sur une même droite , qui sera perpendiculaire au plan transversal.
Ou , en d autre termes , et plus généralement :
Les pôles du plan transversal , pris par rapport aux surfaces , seront situés sur tsne même droite perpendiculaire à ce plan.
(51) Gomme les deux coniques excentriques des surfaces peuvent être regardées ellesmêmes comme deux surfaces infiniment aplaties, on en conclut cette propriété particulière de ces deux courbes :
Etant données les deux coniques excentriques d'une surface du second degré ^ si Von mène un plan transversal quelconque, et qu'on prenne , par rapporta chaque conique, le pôle de la trace de ce plan sur celui de cette courbe , la droite qui joindra ces deux pôles sera perpendictilaire au plan transversal.
Et si ce plan transversal est tangent en un point de la surface du second degré , cette droite sera la normale à la surface en ce point.
(52) Quand plusieurs êurfacêê du second degré ont le* mémee coniques exeentrifues, si par une droite quelconque de l'espace on leur mène des plans tangens ; les normales à ces surfaces i menées par leurs points de contact avec ces plans, formeront un paraboloïde hyperbolique,
(53) Si la droite par laquelle sont menés les plans tangens est normale à Tune des surfaces, le paraboloïde deviendra une conique; et les points de contact des plans tangens aux surfaces seront sur une courbe plane du quatrième degré.
Et si la droite est située d'une manière quelconque dans un des plans principaux des surfaces , les points de contact des plans tangens menés par cette droite seront sur une circonférence de cercle.
(54) Quand plusieurs surfaces ont mêmss coniques excentriques , si un point quelconque de V espace est regardé comme le sommet commun d'autant de canes circonscrits à ces surfaces , les plans des courbes de contact envelopperont une surface développablcy qui Jouira de la propriété que chacun de ses plans tangens la coupera suivant une conique ; les trois plans principaux des surfaces , et les trois principaux con^ muns aux canes qui leur seront circonscrits (32) , seront des plans tangens de cette développable ;
Cette surface est du quatrihne degrés et son arête de rebroussement est la courbe à double courbure du troisième degré.
(55) Quand plusieurs surfaces ont marnes coniques excentriques, si d'un point qitelconque de Vespace on abaisse des normales sur ces surfaces,
1^ Ces normales formeront un cône du second degré;
2° Les plans tangens aux surfaces , menés par les pieds des normales , formeront une développable du quatrième degré.
(56) Quand plusieurs surfaces ont les mimes coniques excentriques , si d'un point, pris dans Vun de leurs plans principaux , on abaisse des normales sur ces surfaces:
1^ Toutes ces normales seront situées dans deux plans , dont Vun sera le plan principal, et l'autre sera perperdiculaire à ce plan principal;
2^ Les pieds des normales comprises dans le plan principal seront sur une courbe du troisième degré, qui est celle que M. Quetelet a appelée focale à nœud ' ;
3^ Les pieds des normales comprises dans le second plan sont sur une circonférence de cercle , qui a pour diamètre la perpendiculaire abaissée du point fixe sur la polaire de ce point, prise par rapport à la conique excentrique située dans le plan principal où ce point est placé ;
4^ Enfin les plans tangens aux surfaces y menés par les pieds des premières norma" les , enveloppent un cylindre parabolique ; et leurs plans tangens menés par les pieds des autres normales passent tous par une même droite , située dans le plan principal-
Si Ton conçoit menée par le point fixe une conique concentrique j semblable et sem-
I M. Quetelet a trouvé cette courbe comme lieu géométrique des sections faites dans un cône droit , par des plans menés par une même droite tangente an cône et perpendiculaire à Pune de ses arêtes.
blablement placée à la conique excentrique , le plan dans lequel sont les secondes normales sera normal à cette conique.
(57) Quand plusieurs surfaces ont les mêmes coniques excentriques , si on leur mène des normales parallèles entre elles, leurs pieds seront sur une hyperbole équilatère , dont une asymptote sera parallèle aux normales,
(58) Quand plusieurs surfaces ont les mêmes coniques excentriques, si on mène un plan transversal qtéeleonque , et qu'on cherche toutes les normales au^ surfaces , contenues dans ce plan :
1® Ces normales envelopperont tme conique ;
2^ Les plans tangens aux surfaces , menés par les pieds des normales passeront tous par une même droite ;
3® Les pieds des normales sur les surfaces formeront une courbe du troisième degré , qui sera la focale à nœud.
(59) On sait que le sommet d'un angle droit, dont les deux côtés roulent sur deux coniques décrites des mêmes foyers , engendre une circonférence de cercle ;
Pareillement :
Quand trois plans rectangulaires sont tangens respectivement à trois surfaces du second degré, qui ont les mêmes coniques excentriqties , le point d'intersection de ces trois plans se trouve sur une sphère.
Cette propriété de trois surfaces dont les sections principales sont décrites des mêmes foyers, a déjà été démontré analytiquement par M. Bobillier [Ann, de Mathématiques , tom. XIX, pag. 329.)
(60) Les* théorèmes que nous Tenons d'énoncer dans cette Note sont les plus importans de ceux auxquels nous sommes parvenu dans la théorie des coniques excentriques des surfaces du deuxième d^ré. Il nous resterait maintenant k montrer que cette théorie nouvelle sera un élément utile dans la Géométrie rationnelle ; mais cette Note étant déjà trop longue, nous nous bornerons ici à citer, parmi les questions où l'on fera un usage utile de cette théorie, les trois suivantes, dans chacune desquelles on parvient sans peine à une foule de propositions diverses :
l^* La distribution, dans l'espace, des axes principaux et des lignes focales de tous les cônes qu'on peut faire passer par une même conique , ou bien circonscrire à une même surface du deuxième degré;
2<* La distribution dans l'espace des axes principaux de tous les ellipsoïdes qui ont leurs centres en différens points de l'espace , et dont trois diamètres conjugués aboutissent à trois points fixes ;
d^* Enfin, la distribution, dans l'espace, de tous les axes parmanens de rotation d'un corps solide; et les valeurs des momens d'inertie du corps par rapport à ces axes.
NOTE XXXII
( GIKQUIÈUE ÉPOQUE , § 49).
Théorèmes analogues, dans les surfaces du second degré, aua: théorèmes de Pascal et de M. Brianchon dans les contqties.
(1) Soit un hexagone inscrit dans une conique. Ses trois côtés de rang impair, prolongés jusqu'à leur rencontre, forment un triangle; et les côtés de rang pair sont trois cordes de la conique , comprises respectivement entre les trois angles de ce triangle. Le théorème de Pascal exprime que ces trois corder rencontrent respectivement les trois côtés opposés du triangle en trois pointe qui sont en ligne droite.
On peut donc, pour exprimer le théorème de Pascal , substituer à la considération de l'hexagone celle d'un triangle tracé dans le plan d'une conique.
C'est en enTisageant sous ce point de vue ce théorème, que nous allons le transporter aux surfaces du second degré , où son analogue sera une propriété d'un tétraèdre dont les arêtes rencontrent une surface du second degré.
(2) Voici quel est ce théorème :
Quand les six arêtes d'un tétraèdre , placé d'une manière quelconque dans l'es-pace y rencontrent une surface du second degré en douze points; ces douze points sont trois à trois sur quatre plans , dont chacun contient trois points appartenant aux trois arêtes issues d'un même sommet du tétraèdre ;
Ces quatre plans rencontrent reepectivement les faces opposées à ces sommets , suivant quatre droites qui sont les génératrices d'un même mode de génération d'un hyperholoïde à une nappe.
On peut former plusieurs systèmes de quatre plans qui contiennent , trois par trois , les douze points de rencontre des arêtes du tétraèdre et de la surface ; le théorème aura lieu pour chacun de ces systèmes. Par exemple , si les quatre sommets du tétraèdre sont dans l'intérieur de la surface , on pourra prendre les quatre plans en question de manière que chacun d'eux contienne les trois points où les arêtes issues de chaque sommet respec* tivement , et non les prolongemens de ces arêtes , rencontrent la surface.
Cette propriété du tétraèdre, considéré par rapport à une surface du second degré, correspond , comme on voit , à la propriété du triangle tracé dans le plan d'un conique, qui est exprimée par le théorème de Pascal \ et c'est sous ce point de vue que nous présentons le théorème ci-dessus comme l'analogue , dans l'espace, de celui de Pascal.
Si les six arêtes du tétraèdre sont tangentes à la surface du second degré, il n'y aura
qu'an seul système de quatre plans qui contiendront y trois par trois , les six points de contact; et le théorème deviendra celui-ci :
(3) Quand les six arêtes d'un tétraèdre sont tangentes à une surface du second degré, le plan des trois points de contact des arêtes issues d*un même sommet ren^ contre la face du tétraèdre opposée à ce sommet, suivant une droite ; et les quatre droites ainsi déterminées appartiennent à un même hyperboloïde à une nappe ^
(4) Si le tétraèdre proposé est inscrit dans la surface du second degré, on pourra considérer chacun de ses sommets comme situé au dehors de la surface, mais infiniment Toisin d'elle ; les trois points par où les arêtes issues de ce sommet pénétreront dans la surface détermineront son plan tangent , et l'on conclut de là le théorème suiTant :
Quand un tétraèdre est inscrit dans une surface du second degré , les plans ta^gens menés par ses sommets rencontrent respectivement les plans des faces opposées, suivant quatre droites gui sont des génératrices d^un même hyperboloïde ^.
(5) Le théorème de M. Brianchon consiste en ce que clans tout hexagone circonscrite une coniqus, les trois diagonales qui joignent un à un les sommets opposés ^ concourent en un même point. Considérons les sommets de rang impair, ils déterminent un triangle de position tout-à-fait arbitraire par rapporta la conique. Chacun des sommets de rang pair de Thexagone est le point d'intersection de deux tangentes issues de deux sommets du triangle; qu'on joigne ce point, par une droite, au troisième sommet du triangle, on aura ainsi trois droites qui concourront en un même point. Cette proposition , qui n'est , sous un autre énoncé, que le théorème de M. Brianchon, est une propriété d'un triangle quelconque tracé dans le plan d'une conique.
(6) On a pareillement dans l'espace le théorème suivant :
Si par les arêtes d* un tétraèdre , placé d'une manière quelconque dans l'espace y on mène douze plans tangens à une surface du second degré ; ces douze plans se rencontrent trois à trois en quatre points , dont chacun est l'intersection de trois plans menés par les arêtes comprises dans une face du tétraèdre ;
Les droites qui joignent ces quatre points respectivement aux sommets opposés à ces faces, sont quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde à une nappe.
Tel est le théorème qui peut être considéré comme l'analogue, dans l'espace , de celui de M. Brianchon.
On pourra former de différentes manières, le système de quatre points qui sont les intersections , trois par trois , des douze plans tangens à la surface du second degré.
(7) Si les arêtes du tétraèdre sont tangentes à la surface , il n'y aura qu'un seul système de quatre points et le théorème s^exprimera ainsi : ^^
Quand les six arêtes d'un tétraèdre sont tangentes à une surface du second degré,
' J'ai déjà déduit ce théorème d'un tutre plus général , et différent du théorème ci-deMus, dans le tom. XIX de< Annales de mathématiques j p. 79.
^ HH. Steiner et Bobillier ( Voir Annales de matétnathiques , tom. XYIII , p. 336 ) et nous, ensuite {ibid, tom XIX , p. 07)} avons déjà démontré ce théorème de diverses manières
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hs plané tangent à la surface , menés par les arêtes comprises dans une même face du tétraèdre, se rencontrent en un point; que ce point soit joint par une droite au sommet opposé à cette face ; on aura ainsi quatre droites qui seront des génératrices d'un même mode de génération d'un hyperholoïde à %me nappe.
(8) Si le tétraèdre proposé est circonscrit à la surface^ le théorème général donnera, comme corollaire , le suivant :
Quand un tétraèdre est circonscrit à une surface du second degré, les droites qui joignent ses sommets respectivement aux points de contact des côtés opposés , sont quatre génératrices d'un même mode de génération d'un hyperholoïde à une nappe.
(9) L'ensemble d'un tétraèdre et d'une surface du second degré, situés d'une manière quelconque dans l'espace , présente diverses autres propriétés différentes de celles exprimées par les deux théorèmes généraux (2) et (6) , et qui , comme elles , correspondent à des propositions de Géométrie plane. Nous rappellerons ici le double théorème suivant, que nous avons démontré dans les jinnales de M. Gcirgonne (tom. XIX, p. 76), et qui nous paraît plus fécond en conséquences que ces deux théorèmes (2) et (6) :
Étant donné dans l'espace un tétraèdre et une surface du second degré ;
\° Les droites qui joindront les sommets du tétraèdre respectivement aux pâles des faces opposées , pris par rapport à la surface , seront quatre génératrices d'un nhime mode.de génération d'un hyperholoïde ;
2° Les droites d'intersection des faces du tétraèdre respectivement par Us plans polaires des sommets opposés, sont quatre génératrices d'un même mode de génération d'un second hyperholoïde.
(10) Voici encore une propriété générale du tétraèdre, qui peut faire partie de la même théorie que les précédentes :
Etant donnés dans l'espace un tétraèdre et une surface du second degré;
1^ Le plan polaire de chaque sommet du tétraèdre, pris par rapport à la surface , rencontre les trois arêtes adjacentes à ce sommet en trois points $ on a de la sorte , sur les arêtes du tétraèdre , douze points ; ces douze points sont situés sur une même surface du second degré;
2® Si par le pôle de chaque face du tétraèdre , pris par rapport à la surface, on mène trois plans , passant respectivement par les trois arêtes comprises dans cette face; on aura ainsi douze plans ; ces douze plans seront tangens à une même surface du second degré.
(11) Des quatre théorèmes généraux (2), (6), (9) et (10) que contient cette Note, les deux derniers sont doubles , chacun d'eux ayant dans son énoncé deux parties différentes qui pourraient faire deux théorèmes distincts. Les deux premiers auraient pu recevoir un énoncé aussi complet, si nous ne nous étions pas renfermé strictement dans l'analogie qu'ils présentent avec les théorèmes de Pascal et de M. Brianchon. Pour compléter ces deux théorèmes , nous dirons que, dans chacun d'eux, on forme un second tétraèdre dont les faces et les sommets correspondent respectivement aux faces et aux sommets du tétraèdre proposé ; et que :
V Lm faces correspondantes des deux tétraèdres se coupent deux à deux^, suivant quatre droites qui sont tes génératrices d'un même mode de génération d*un hyperboloïde.
Et 2^ Les sommets eorrespondans des deux tétraèdres sont, deux à deux, sur quatre droites qui sont les génératrices d^un même mode de génération d'un second hyperboloïde.
NOTE xxxin.
( GIVQUliuE EPOQUE , § 50).
Relations entre sept points d'une courbe à double courbure du troisième degré. — Diverses questions où ces courbes se présentent.
(1) Par six points donnés dans t espace on peut faire passer une courbe à double courbure du troisième degré.
En effet ^ regardons le premier des six points comme le sommet d'un cAne du second degré deyant passer par les cinq autres points; ce cône sera déterminé , puisqu'on en connaîtra cinq arêtes. Pareillement on pourra mener un cAne du second degré qui ait son sommet au second des six points, et qui passe par les cinq autres. Les deux cAncs auront pour arête commune la droite qui joindra les deux premiers points ; ils se couperont donc suiyant une courbe à double courbure du troisième degré, qui, ayec cette droite , fera rintersection complète, du quatrième degré, des deux cônes. Or cette courbe passera par les six points proposés , par lesquels passent les deux cônes ; la proposition énoncée se trouye donc démontrée.
(2) Remarquons que tout autre cône que les deux premiers, qui aura son sommet en un point de la courbe à double courbure du troisième degré, et qui passera par cette courbe, sera aussi du second degré. Car tout plan mené par son sommet ne coupera la courbe qu'en deux autres points, et par conséquent ne coupera le cône que suiyant deux arêtes , ce qui prouye qu'il est du second degré.
Ainsi nous pouvons dire que :
Le lieu géométrique des sommets des cônes du second degré, guipassent tous par
siof poinU donnée dans V espace, est la courbe à double courbure du troisième degré déterminée par ces six points,
(3) Considérons un septième point, pris arbitrairement sur la courbe à double courbure du troisième degré qui passe par six points donnés ; soient a , by c ^ dy « . ^, ces sii points douués ^ et ^ , le septième point. Ces sept points , pris dans un ordre quelconque y sont les sommets d'un eptagone gauche , dans lequel ou peut regarder chacun des côtés comme opposé au sommet de l'un des angles respectivement. Ainsi , si Tordre des sommets est le même que celui des lettres a, b^ c, d, «, f, g, qui les représentent , le quatrième côté de sera opposé au premier Commet ia, le cinquième côté ef au second sommet by et ainsi des autres.
Les relations qui doivent avoir lieu entre les sept points a, by Cy etc. y pour qu'ils appartiennent à une courbe à double courbure du troisième degré , sont exprimées par le théorème suivant:
Quand un eptagone gauche a ses sommets a^ b > c , etc. , situés sur une courbe à double courbure du troisième degré , le plan de l'un quelconque des angles a de V eptagone , et les plans des deux angles adjacensh et g, rencontrent respectivement les côtés opposés, en trois points qui sont dans un plan passant par le somtnet du premier angle a.
(4) Il suffit que cette propriété de l'eptagone inscrit à une courbe à double courbure du troisième degré soit vérifiée pour deux angles de l'eptagone, pour qu'elle ait lieu pour les autres angles. D'où l'on conclut que :
Quand un eptagone gauche est tel que le plan d*un angle et les plans des deux angles adjacens rencontrent respectivement les trois côtés opposés, en trois points qui soient dans un plan passant par le sommet du premier angle ; et que la mime chose ait lieu pour un des six autres angles; elle aura également lieu pour chacun des cinq autres angles ; et alors , par les sept sommets de V eptagone , an pourra faire passer une courbe à double courbure du troisième degré,
(5) D'après ce théorème, il sera très-facile de construire, par points, en employant la ligne droite seulement, la courbe à double courbure du troisième degré qui doit passer par six points donnés. Pour cela on cherchera le point où un plan quelconque mené par deux des six points donnés rencontrerait la courbe.
Le même théorème conduira à la solution de beaucoup d'autres questions, par exemple, de déterminer les tangentes et les plans osculateurs à la courbe en chacun des six points donnés ; etc.
Mais au lieu d'entrer dans ces détails de construction des courbes à double courbure du troisième degré , nous allons indiquer quelques questions où ces courbes se présentent. Car, jusqu'à présent, elles ont à peine été aperçues dans les spéculations géométiuques, et les exemples que nous allons donner du rôle qu'elles peuvent y jouer , prouveront peutêtre qu'il sera utile de s'occuper de l'étude de ces courbes , et qu'on ne peut le faire trop tôt.
(6) Quand les quatre faces d'un tétraèdre mobile sont assujéties à passer respecti-
vemênt par quatre droites eituéee d'une manière quelconque dans l'espace , et que trois sommets du tétraèdre doivent se trouver sur trois autres droites, placées aussi d'une manière quelconque dans l'espace , le quatrième sommet du tétraèdre parcourra une courbe à double courbure du troisième degré.
Ce théorème correspond à la proposition de Géométrie plane sur la description des coniques, démontrée par Maclaurin et Braikenridge, et d'où se déduit le théorème de rhexagramme de Pascal.
(7) Ayant dans l'espace trois points et trois plans, placés d'une manière quelconque ^ si autour d'une droite fixe on fait tourner un plan transversal qui coupera les trois plans donnés suivant trois droites , et que par ces trois droites on mène trois autres plans p{usant respectivement par les trois points donnés; ces trois plans se couperont en un point qui aura pour lieu géométrique une ligne à double courbure du troisième degré. .
Ce théorème peut être regardé comme correspondant aussi à la même proposition de Géométrie plane que le précédent.
(8) Si trois angles dièdres , dont les arêtes sont fixes dans l'espace , tournent autour de ces arêtes de manière que trois faces de ces trois angles aient leur point d'inter^ section toujours situé sur une droite donnée , le point d'intersection des trais autres faces engendrera une courbe à double courbure du troisième degré , qui s'appuiera sur les arêtes des trois angles mobiles.
Ce théorème a de l'analogie atec le théorème de Newton sur la description organique des coniques par le point d'intersection de deux côtés de deux angles mobiles. Et, de même que le théorème de Newton n'est qu'un cas particulier de théorèmes plus généraux sur la description des coniques y ainsi que nous Tairons montré dans la Note XY , le théorème ci*dessus n'est lui-même aussi qu'un cas particulier de propositions plus générales sur la description des courbes à double courbure du troisième degré.
(9} Telle est la proposition suivante :
Si trois cordes d'une courbe â double courbure du troisième degré, sont prises pour les arêtes de trois angles dièdres, de grandeur qt^eleonque^ et mobiles autour de ces arêtes ; et que le point d'intersection de trois faces de ces trois angles parcoure la courbe du troisième degré; le point d intersection des trois autres faces des trois angles engendrera une seconde courbe à double courbure du troisième degré qui s'appuiera sur les trois cordes de la première.
(10) Le théorème suivant appartient encore à la même théorie que les précédens :
Si trois points se meuvent avec des vitesses quelconques , mais uniformes , sur trois droites placées d'une manière quelconque dans l espace , et que par chacun de ces points et une droite fixe ^ différente pour chacun de ces points , on mène un plan ; le point d'intersection des trois plans ainsi menés, engendrera une courbe à double courbure du troisième degré, qui s'appuiera sur les trois droites par lesquelles passent les trois plans.
(11) Les théorèmes suivans appartiennent à des théories différentes :
Quand plusieurs surfaces du second degré passent par huit points donnés, leurs centres sont sur une courbe à double courbure du troisième degré;
Et, plus généralement, les pôles dun plan quelconque , pris par rapport à ces surfaces , sont sur une courbe à double courbure du troisième degré.
(12) Quand un corps solide est en mouvement , si , à un instant quelconque , an demande quels sont les points du corps dont les directions tendent vers un même point donné y c^est-à-dire , dont les tangentes à leurs trajectoires passent par un point donné , ces points seront situés sur une courbe à double courbure du troisième degré, et les tangentes à leurs trajectoires , menées par ces points , formeront un cène du second degré.
(13) Soit un système de forces sollicitant un corps solide; qiie pour chaque point m de Tespace on conçoive le plan principal de ce système de forces, relatif à ce point, et la normale à ce plan , menée par co point ;
Celles de toutes ces normales qui passeront par un point donné de l'espace , forme^ ront un cotie du second degré; et les points m par lesquels elles seront menées, seront sur une courbe à double courbure du troisième degré,
(14) Les tangentes aux diffère ns points d'une courbe à double courbure du troi* sième degré forment une surface développable du quatrième degré;
El réciproquement , toute surface développable du quatrième degré a pour arête de rebroussement une courbe à double courbure du troisième degré.
On peut donc encore rattacher à la théorie de ces courbes les questions où se présentent des surfaces développables du quatrième degré.
Telles sont les suivantes :
(15) Six plans étant donnés, situés d'une manière quelconque dans V espace ^ si Von demande de mener une conique qui touche ces six plans ; une infinité de coniques satisferont à la question; tous leurs plans envelopperont une surface développable j du quatrième degré.
(1 6) Quand les quatre sommets d'un tétraèdre variable parcourent quatre droites fixes , placées d'une manière quelconque dans l'espace , et que trois faces du tétraèdre passent respectivement par trois autres droites données , la quatrième face roule sur une surface développable du quatrième degré.
(17) Etant donnés dans l'espace trois points et trois plans , si le sommet dun angle triède , dont les trois arêtes tournent autour des trois points , parcourt une droite , les points où ces trois arêtes perceront les trois plans donnés seront dans un plan qui roulera sur une développable du quatrième degré.
(18) ^f trois points se meuvent respectivement sur trois droites , avec des vitesses quelconques, mais constantes , le plan déterminé par ces trois points roulera sur une surface développable du quatrième degré.
(19) Quand plusieurs surfaces du second degré sont tangentes à huit mêmes plans, si l'on regarde un point de l'espace comme le sommet d'autant de canes eir-
eanêcriU à etê surfaces, les plans des courbes de contact envelopperont une développable du quatrième deyré.
(20) A une surface du second degré on peut circonscrire une infinité de cônes ; si Von demande qu'un des axes principaux de chaque cône passe par un point donnée tous ces axes principaux formeront un cône du second degré; et les plans menés par les sommets des cônes , perpendiculairement à ces axes respectivement, envelopperont une développable du quatrième degré,
(21) Un corps solide étant donné , par chaque point de l'espace on peut mener trois droites qui seront trois axes permaneus de rotation du corps relatiyement à ce point ^ et une infinité d'autres droites qui seront des axes permanens de rotation du corps relative* ment à d'autres points pris sur ces droites ;
1® Toutes ces droites forment un cône du second degré;
2^ Les plans menés perpendiculairement à ces droites , par les points pour les-quels elles sont des axes permanens de rotation du corps ^ enveloppent une développable du quatrième degré.
(22) Quand un corps solide est en mouTcment, chaque plan^ pris dans le corps, roule, pendant le mouTcment, sur un surface développable qu'il touche successiyement suivant les différentes arêtes successives de cette surface 3 nous appellerons cette surface la développable trajectoire du plan;
A un instant quelconque du mouvement , tous les plans qu'on aura menés dans le corps toucheront leurs développables trajectoires 9 chdicun suivant une droite;
âS^f on demande quelles sont celles de ces droites qui, à cet instant du mouvement » sont situées dans un plan donné; toutes ces droites envelopperont une parabole; et tous les plans qui touchent leurs développables trajectoires suivant ces droites envelopperont une développable du quatrième degré,
(23) Quand un corps est en mouvement , les tangentes aux trajectoires des points d*une droite, à un instant du mouvement, forment un paraboloïde hyperbolique; et ces tangentes se meuvent pendant cet instant dans des plans qui forment une déve-^ loppable du quatrième degré.
Etc., etc., etc.
NOTE XXXIV
(chapitre VI, S 10.)
5w la dualité dans les sciences mathématiques. — Exemples pris dans TÂrt du Tourneur ^ et dans les Principes de la dynamique.
Parmi les modes de transformation sur lesquels reposent les doctrines les plus fécondes de la Géométrie récente, on doit distinguer essentiellement celui qui donne lieu à reconnaître cette loi mathématique de l'étendue figurée, Isl dualité.
Outre l'avantage que présente cette méthode , comme moyen de découvertes, le principe sur lequel elle repose établit une relation constante qui lie deux à deux toutes les vérités géométriques; ce qui fait pour ainsi dire deux genres de Géométrie. Ces deux Géométries se distinguent par une circonstance qu'il est très-important de remarquer : dans la première le point est l'unité, et pour ainsi dire Vêlement y ou la monade y dont on se sert pour former les autres parties de Fétendue ; c'est là la base de la philosophie de la Géométrie ancienne et de la Géométrie analytique.
Dans la seconde Géométrie on regardera droite^ ou lep/an, suivant qu'on opère sur un plan ou dans l'espace , comme Y être primitifs ou Y unité, qui doit servir à former toutes les autres parties de l'étendue.
Cette division de toutes les propriétés de l'étendue en deux classes distinctes , reposant sur deux idées premières essentiellement différentes, est un fait qui nous parait, comme à MM. Gergonne et Poncelet qui l'ont montré dans tout son jour >, d'une haute importance dans la Géométrie.
Mais nous étendons cette importance à plusieurs autres parties des sciences mathématiques , où il nous semble que, prévenu par cette belle loi de l'étendue figurée , la dualité^ et guidé par ce dualisme de l'être primitif qu'on peut prendre pour élément et point de départ dans la Géométrie , on sera conduit à chercher quelque chose de semblable.
Nous trouvons un exemple d'une telle dualité, dans l'essai que nous avons présenté d'une nouvelle doctrine de Géométrie analytique analogue à celle de Descartes , et où le plan joue le même rôle que \e point dans celle-ci \
L'application des mêmes idées de dualité peut s'étendre sur la mécanique. En effet Télé-
1 Annales de mathématiques , tom. XVI , pag. 209 et tom. XVII , pag. 266.
^ Nous tTons exposé en peu de mots les principes de ce nouyeau système de coordonnées dans la CorreS' pondance mathématique de M. Queteiet , tom. YI , pag. 81.
ment primitif des corps auqnel on applique d'abord les premiers principes de cette science, est comme dans la Géométrie ancienne, le poini mathématique. Ne sommes-nous pas autorisés à penser, maintenant, qu'en prenant le plan pour l'élément de l'étendue, et non plus le poini, on sera conduit à d'autres doctrines, faisant pour ainsi dire une non- Telle science. Et s'il existe un principe unique. pour passer de cette science à l'ancienne, comme lé théorème de Gréométrie qui établit la corrélation des propriétés de l'étendue figurée, ce principe sera la base d'une dualùé semblable dans la science du mouyemeat des corps.
$.2. Les deux exemfdesdei dualité que noua venons de citer sont fondés sur le dualisme que présentent, dans la composition des- corps, le point et le plan. Mais en IrouTerà^ danè les dî£Eèrentea parties des sciences maibémaliquesi d'autres lois de dualité) fondées sur d- antres principes ; et l'on sera conduit , je crois,, à regarder, comme nous rayons déjà dit dans notre Note sur la définition de la Géométrie (Note Y) , qu'un dtkalUtne ùnherêél est la grande loi de la nature , et régtie dans toutes les- parties des connaisianoes de f esprit humain.
En iious renfermant ici dand le doitoaiqe de la Géométrie , nous allons présenter deux exemples, très-différens, de dualité, qui yiendront à l'appui des idées que nous yenOnïB d'émettre.
$ 3. Le premier nous est fourni dans les arts, de construction par le mécanisme du tour.
Il existe, pour chaque objet dont s'occupe le tourneur, une double manière de le construire ; la première en fixfint ronyrage, et.an faisant mouyoir l'outil; la seconde, et c'est ceUe employée par le tourneur, eia fixant l'outil; eten faisant mouvoir L'ouvraige.
Voilà donc, dans les arts ,' une dualité de description bien prononce et constante.
On sait que chacune de ces constructioDS repose, dans chaque circonstance, sur dei prindpea géométriques ; il existera donc aussi , dans les deux théories relatiyeâ à cas deux modes de constrolplioD, une dualité constante.
C'était, ce nous semble, une question intéressante, que de chercher les lois mathématiques qui pouvaient lier entre elles ces deux théories, de manière que les procédés indiqués par l'une servissent à faire connaître, en vertu de ces lois seulement, les procédés correspondans dans l'autre.
Cette question, dans laquelle nous avions craint d'abord de rencontrer des difficultés^ nouaa conduit à une loi de i2wa/t/^ extrêmement simple, qui peut offrir^en particulier, une théorie du tour à tourner, et le mayen de décrire avec cet instrument toutes tes courbes qu'on a coutume de décrire par un stylet mobile. Voici sur quel principe reposera ce mode de description.
Quand une figure plane est en mouvement dans son plan, l'un de se4 pointe dierit une courbe^
Le mouvement de cette figure eet déterminé par des relations consfantee , qui doivent avoir lief& entre elle et des point* ou des lignes fisses tracées dans son plan z
Ces points et ces lignes forment, par leur ensemble , une seconde figure, gui reste fi»e pendant le mouvement de la pretfUsre ;
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QÙB Vtm eofuideré maintenant la premiirê figure dan9 mne ds Mpastàhmè'^ et qu'on la €uppo»e fixe ; puii , qucn fa^^e ^noupoir la'>êêcandè figkttB^ldB mamèrê quelle se iro'uve toujours dans les nUmes eonditim^ M position pon^rqpperimia premiirê figure ; •'.:.. a ;
Un stflêt fiae , placé au point décrivant de la première fiyure\ tracera sur le plan mobile de la seconde figure une courbe', ' mobile» sofec: ce. plan, ei qui set^ identique^ ment fa même {sauf la position) que celle qu'aura' tracée d^abord le, point décrhant de la première figure, quand celle-ci était en mouvement. < •
Tel est le principe unique', qui lie entre elles les deux' manières 'de déenre les ooarbes planes ) par tin stylet mobile, et par un stylet fixew • .) ^.. ^.
Pour en faire une application, prenons la description de l'ellipse pat ilnposût placé au soinmet d'un triangle de forme constante, dont les deuxi autres soqim^ta se paeuTent s«r deux droites fixes. ' • • '
La fijgttre mobile ici est le triangle-, et les deux droites foirent la figure fixe; Il faudra donc, d'après notre principe, faire mouvoir ces deux droites de manière qu'elles passent constaxnttient parlés deui^ sommets du triangle, qui glissaient sot ces droites.' Oia «ondut de là ce théorème : ..........
Quand les cotés d'un angle de forme invariable glissent sur deux points. fimès, un stylet fixe, placé en un point quelconque , trace > sur le plan mobile de (emflesn mouvement^ une ellipse. ' • »
On voit, en effet, que le mécanisme du tour à ovale )a potir but de donner à une sar«face plane, le mouvement d'un angle dont deux cétés glisseraient sçr deux poi^Ms fixes. Voilà doue la raison géométrique de ce mécanisnie , qui est de l'invention durgrand peintre Léonard de Yinci. . . i
Notre principe explique avec une égale facilité le mécanisme: du tour à épicydolde. Car il donne le théorème suivant, sur lequel nous parait reposer œ mécanisme :
Quand une courbe roule dans un plan sur une autre courbe, l'un ils ses points décrit une épiegeloïde , qu^'on pe%U engendrer d'une seconde manière , on faisant rouler ta seconde courbe sur la première, etsn plaçant un stgUP fixe- em point dé^ crivant de la première courbe^ lequel stglet tracera sur lerplafi mobile une courbe qui sera précisément cette mênie épiôgcioïde. J
L'elUpâe;et l'épicyclo'ïde sont ^ je crois , les'«eûiés courbes qu*oh décrive suc le tour par un mécanisme particulier' à chaîctlne. On pourra j au moyen du nouveau imodé de descrip-^ tion des Courbes, tracer semblablemént'une infinité d'autres courbes;
Pour la conchoïde de Nicomède, par exemple , on est conduit à cette description :
Que l'on conçoive un angle déforme invariable, dont un des cotés^' indéfini, glisse sur un point fixe , et dont l'extrémité de l'autre côté glisse sur une ligne droite n^^ née par ce point fixe ; un stylet fixe , placé en un point de cette ligtie adroite , tracera sur le plan de l'angle mobile une courbe qui sera une conchoïde de Nicomède.
Si la droite, sur laquelle ^isse l'extrémité d'un des ofttés de l'angle, de passait pas par le point fixe par lequel passe l'autre côté de l'angle, alors, en plaçant conteHablement le
stybt filé 9 on déorirait la oissolde de Dioclés; une antre poiîtion du atylet fixe donnerait la fbcale.à nvomà de M. Quetelet; et en général, dans ce. mouvement , un stylet fixe tracera Tune des oonrbâs-^iM^ des piêdê d^ perpendieiêlmrêê abaûséêê. d'un point sur Us tanyeniêê d'une parabole.
Koiis avons. appliqué notre principe à la constrnction de beaucoup d'autres courbes, même en le» considérant comme reaveloppe de leurs tangentes., et non plus comme la suite d'une infinité de points. Alors ce n'est plus un stylet qui imprime sa trace sur un plan mobile, mais un outil trancbant qui emporte la superficie du plan mobile, et laisse en relief la courbe qu'il s'agit de tracer.
Les mêmes théories s'appliquent aux figures à. trois dimensions.
Ainsi Yoilà une nliia^iV de. doctrines, «oneeilnut la double description mécanique des corps, qui est bieur prononcée, et qui repose, Comme celle des propriétés de l'étendue, sur un seul et unique théorème.
$ 4. Nous puiserons notre second exemple de <2tia/fWdan»le système du monde et dans les lois de la mécanique.
Tons les corps célestes sont doués de deux mimTcmens , l'un de translation , et l'autre de rotation auteur d'un axe. . ••
Ce double mouTement.se retrouve dans le mourement élémentaire d'un corps solide, c'est-à-dire dans tout moiÉyemoit infiniment petit de ce corps.
Cette coexiatence dedeux meuremens estunifait qui n'a rien d'étonnant, aujourd'hui que les théomes matbématiqée^iendonneàt.i'skplication, et le feraient découvrir si la connaissance qu'on en a acquise n'avait été le résultat des observations des astronomes.
Mais, si le mouvement de rotation est, aux yeux de l'observateur, une propriété des corps célestes, tout aussi prononcée que lemeuvement.de translation, et inhérente aussi à tout ce qui 'est soumis à l'actietn des forces de l'univers, les géomètres n'ont pas traité ces deux sorte» de mouvement avec la même impartialité. Us ont considéré que le mouvement de translation est lemouvemènt naturel et élémentaire des corps. C'est dans le sens de cette idée pi^miére, qui date de l'origine des sciences >, qued'Alembert, dans le discours qui précèderson TraiU de Dynamique, dit : a Tout tQ. que nous voyons bien distinctement » dans lemouvemènt d'un corps, c'est qu'il parcourt un certain espace, et qu'il emploie » un certain temps à le parcourir. C'est donc de cette seule idée qu'on doit tirer tous les )> priocipes de la. mécanique,. etc.» Cette manière de philosopher peut paraître avoir été
i Quoique les philosophes anciens aient connu le montement de rotation des astres sur eux-mêmes , et Taient regardé comme inhérent à la nature des corps, ils n^en ont pas moins considéré le mouvement de translation comme le mouvement primitif et préexistant au mouvement de rotation. Cest ce que Ton voit dans Platon qui dit que Dieu avait imprimé aux astres le mouvement qnr leur 6tait le plus propre , c^est-à-dire le meaTemeol rtctiUgoe , qui les faH tendre vers le oeotse de Punîrers, et qu'ensuite, par une conversion unique , il changea le mouvement de chaque corps en un mouvement de rotation autour de lui-même, et un mouvement circulaire dans Tespace. Motum enim dédit cœlo, eum qui corpori sit aptissimus {i. e, direcium),,, liaque una conversione atque eddem, ipse circum se iorquetur et veritturm (On a interprété différemment ce passage de Platon 'j mais nous adoptons ici le sens qui lui a été donné par le grand philosophe Galilée , dans ses Discorsi e dimoetraMiQni matamaiiche , pag. 264. }
une suite de rbabitude où l'on a toujours été de conndérer le point mmme rélément'de rétendue et non pas le plan , qu'mi a toujours considéré y au contraire , conme un assemblage de points. La substitution définitiTC que Yarignon a faite , dans la mécanique ratiimnelle , des forces aux mouvemens, substitution si heureuse sous d'autres rapports, nous parait aToir contribué puissamment aussi à fonder les doctrines de la mécanique actn^e, qui reposent sur Tidée première du point considéré comme l'élément de Tétendue. -
Mais ne peut-on pas supposer ^ maintenant , que les deux mouTemens iwsépanibles des corps de l'univers doivent donner lieu à des théories mathématiques dans lesquelles ces deux mouvemens jouiraient identiquement le même rôle. Et alors , le principe qui unirait ces deux théories , qui servirait à passer de l'une à l'autre, comme le théorème sur lequel BOUS avons basé la dualité géométrique de l'étendue en repos, et celui qui nous a servi à lier entre eux les deux modes de description mécanique des corps, ce principe, dis-je, pourrait jeter un grand jour sur les principes de la philosophie naturelle.
Peut--on prévoir même ou s'arrêteraient les conséquences d'un tel principe de dualité? Après avoir lié deux à deux tous les phénomènes de la nature , et les lois mathématiques qui les gouvernent, ce principe ne remonterait-il point aux causes mêmes de ces phénomènes ? Et peut-on dire alors qu'à la loi de la gravitation ne correspondrait point une antre loi qui jouerait le même rêle que celle de Newton, et servirait comme elle à l'explication des phénomènes célestes? Et si, au contraire, cette loi de la gcavitation était elle-même sa. corréktive dans l'une et l'autre doctrine, ainsi que peut être une proposition de Géométrie dans la dualité de l'étendue ^ùtée, ce serait alors une grande preuve qu'elle est véritablement la suprême et unique loi de Tunivers.
Hâtons-nous de justifier ces idées (contre lesquelles nous ne nous dissimulons point les objections tirées de la force centrifuge, qui établit dans la pratique, une différence radicale entre la translation et la rotation des corps; mais dont nous faisons abstraction parce que nous ne considérons que des mouvemens infiniment petits), hâtons-nous, dis-je, de justifier ces idées par quelques réflexions sur ce qui nous parait avoir été déjà fait, et pouvoir être continué, dans le sens de cette corrélation que nous supposons devoir exkter entre les théories relatives au mouvement de translation, et celles relatives au mouvement de rotation.
§ 6. Eulev a fait voir, le premier, que quand un corps est retenu jpar un point fixe, tout méuvement infiniment petit du corps n'est autre qu'une mouvement de rotation autour d'une certaine droite passant par le point fixe.
Lagrange a donné dans la première édition dé sa Mécanique analytique (année 1788) les formules qui servent à décomposer ce mouvement de rotation en trois autres se faisant autour de trois axes rectangulaires menés par le point fixe. Ces jfor9ittles offraient une ressemblance remarquable avec celles qui servent à décomposer le mouvement reotiligne d'un point,' en troid autres mouvemens rectilîgnes;
Plus lard Lagrange a complété cette analogie , en donnant dans la seconde édition de sa Mécanique analytique (année 1811), la construction géométrique des trois rotations qui peuvent remplacer une rotation unique. Cette construction se réduit à porter sur les axea
dé TOtatioo des lignés proportiodaelles aux mouTemens de rolation, et à composer et décomposer ces lignes comme si elles représentaient des mouremens vectilignes.
SitAt.qU'OQ a sa que tout moa?êment d'un corps retenu par un point fixe était un mouyement de rotation autour d'une droite y on a reconnu que le mouvement d'un corps parfaitement libre- pouvait se décomposer à ohaqae instant en deux autres , l'un de translation commun à tous ses points , et Taotre de rotajtion aiitonr d'un axe mené par Tun de ses points; Gela se réduit à dire que quand un corps parfaitement libre éprouve un mouvemeot infiniment petit , on peut mener par chacun de ses points une droite qui, pendant ce mouTement, restera parallèle à elle-même*
Il est facile de reconnaître que toutes ces droites seront parallèles entre elles ; et que Yisne d'elles se fnowûra dans sa propre dirifàtion; ce qui fait que le mouvement du corps sera identiquement le même que celui d'une vis danssqn écrbu K
Voilà , je crois, ce qoe l'on a fait relativement, à la théorie des mouvemens de rotation. Il paraîtra pent être étonnant qn'après aroir en à considérer , dans le mouvement d'un corps solide libre , la rotation autour d'un axe m«ié par l'un quelconque de ses points y on n'ait pas été conduit à supposer qu'un corps fât soumis à plusieurs rotations autour de divers axes y comme dan» le cas où il est retenu par un point fixe y et à composer entre eUes ces. diverses rotations.
Cette question devient indispensable , pour faire les premiers pas dans les nouvelles théories que nous concevons. Elle nous a conduit à reconnaître que, quand un corps est soumis à plusieurs iHouvèmens de rotation autour de divers axes placés d'une ma-nière quelconque dans l'espace y on peut remplacer dune infinité de manières ce sys^ tinte de rotations , par deux rotations uniques autour de deux axes différons.
L'un dé ces axes peut être situé à l'infini \ ce qui fait voir que le mouvement efiectif du corps est une rotation autoor de l'autre axe^ pendant que celui-ci se meut dans sa propre direction. Résultat conforme à celui que nous avons obtenu ci-dessus par la considération des mouvemens rectilignes des points du corps.
La composition d'un système de rotations an tour de plusieurs axes quelconques , est tréa-simple, et conserve l'analogie qu^ Lagrange a trouvée entre la compositioa des rotations autour de divers axes passant par un point fixe, et la composition des mouvemens rectilignes d'un point.
On portera sur chaque axe de rotation une ligne proportionnelle* au mouvement de rotation autour de cet axe , et l'on regardera toute» ces ligne» comme un système de forces sollicitant un corps solide. On composera toutes ces forces en deux forces uniques, et Ton regardera leurs directions comme les axes de deux rotations qui pourront remplacer le «ystème de rotation» proposé. Les mouvemens de rotation autour de ces deux axes seront repiréséntés en griHideur par les deux forces.
Maintenant, nous trup^bëerens que le» rotations d'mi corps autour de divers axes appar-
1 J'avais déjà énqncé ce théorème avec plutieorf autre» relatiCi an déplacement d^un corps •olide libre daoa Petpace. Fotrle Bulletin universel des scienceè f iom. XIY, pag. 32 JL ^ aimée 1830 j et la Correspondance de ■ Qnetelet , tom. Vil , pag. 96»,
tienneot à des plans menés par ces axes, de méœe que l'on refarde les mouvemens racti-* lignes imprimés à un corps., ou les forces qui solUcitenf un corps, comme appliqués à Tuor des points du corps qui se trouYont sur leà directions de ces mouTemenfl ou dB ces forces. •.'•.. .. : .î ... ;
Chacun de ces plana, pendant le mouv.ement réel du, corps, aura tourné sur loirmème, autour d'une droite située dans ce plan (laqudle droite ne sera point sertie, pendant le mouTemeot du cofps, de la. position primitive du plan^ dans laquelle elle aura tourné autour d'un point fixe). Nousr appellerons ce mouTement de rotation du plan sur lui-même, sa rotation effective , et nous dirons que la rotation>par.tieU0 .du corps autour de Taxe oonlenu dans et plan est la rotatipn imprimée au plan. Ainsi la rotation effeciipe d'un plan estlerésultat de. la- combinaison de sa rotation imprimée ^ ayec les autres rotations imprimées à d'autres plans. du corps.
Ces dénominations étant admièea,. on parvieol au théorème. suivant :
Qimnd:tm'Çorpe,4Qlide.A*i ^umie à plueieur^ to^iationê eimulianéée autour de ditere Me^ , ei par. ces aofee on cfonçoit menée det plane* das^ le oorpe, eee plané éprauvferont dee mouvement effeetifê 4ur etix-mémet; . v
Si on fait Je produdfde la rotation effeetii>e de chaque plan , par ea rotation imprimée, et par le coeinue de l'angle que font entre eux les axes de cee deux rotations ^ 'a somme de eés produits sera une quantité constante , quels que soient les plans menés parles axes de rotation; . ,.
Cettequantité sera égale à la somme des carrés des rotations imprimées , plus le double de la somme des produits de ces rotations n^ultipliées deux à deu,x et par Is cosinus de V angle que- comprennent leurs axes.
Quand un corps soumis à plusieurs rotations est en équilibre, si on lui faitéprouTcr un dérangement infiniment petit ,. des plans menés par les axes de rotation éprouTeroat des rotations effectives sur eux-mêmes ; nous les. appellerons les rotations virtuelles de ces plans.
La condition d'équilibre du corfjs pourra s'exprimer par une équation qui nou8>offrira \mprinoipe des rotations virtuelles analogue aU principe, dea vitesses virtuelles* Voici ce prineipej: ,
Quand différens plans d'un corps solide sont soumis à des, rotatioM autour de différens a>mes contenus dans ces plans ;^ pour qu^. ces- rotations se fassent équilibre ^ il faut que- si l'on donne au ^fot^s. un. mouvement infiniment petit quelconque, et qu'on fasse, pour chaque plan, le produit de sa rotation imprimée par sa rotation effective, t et par le cosinus de tangk que font entre eux les axes de ces.ekux rotations , il faut, dis-je , et il suffit que la somme de tous ces produits sait égale à zéro^
Ce qui précède suffira pour bien faire comprendre comment nous a,¥ons eutenda qu'il était possible de créer de nouvelles doctrines dans la mécanique rationnelle, en substituant dans les théories actuelles , pour ce qui concerne le mouvement général d'un corps, les mouvemens de rotation aux mouvemens rècUIi^eâ, et pour ëe qui concerne les corps eux-mêmes, considérés comme parties de l'étendue, les plans diMt points^
comme on peut le flsiire dans la Géométrie pUre et dans la Géométrie analytique i.
§ 6. Sans rechercher si ces'tiouVellés doctrines pourraient ù^tiv quelques aVatktàges dans leur application aux qqei^tions de l^âstronomie pratique et de Taslronomie physique, ce que Ton pourrait peut ètte contester Vi ptiori^ parce qu'il paratt probable que les méthodes analytiques en usage , qui sont 'fondées sur la doctrine des coordonnées dé Descartes, conTÎennent imieui aux théories actuelles qu'à ces noUTelles théories, nous pensons que du inoîiis <m ne pourra nier que leur introductio^n dans la mécanique ratioimeUe, nesoit propre è> jeter un nouVeaù^jour Btir4^n«em}»le de^aon vaste domaine, et sur plusieurs questions particulières qui nous semblent n'avoir point encore été complétées. ^Nous citerons par exemple, la singulière analogie qui a lieu çntre Içs forces et leurs momens , par rapport il un point fixe; analogie qui s'explique très-^clairement par l'ingénieuse théorie des couples dans la statique. Cette «oncordàmce se retrôu? e dans la dynamique, entre les mouvemens irectilignes et leurs momedspar^rapportàtin point) on la redonnait dans les deux principe» de la eonserration du mouvement du centré de gratité et dès* aires \ • M. Binet l'a démontrée aussi dans le principe des forces vives ; elle s'étend certainement plus loin , et sa cause première , encore' ignorée ^ est une qûesliom d'tin très-haut intérêt.
La théorie des couples, que noils venons de citet, 'tiras'papalt une doctrine tout-à-fait conforfne aux idées de corrélation qu«not3svenoiisrdcdévelo{)per. G'eBtla sttitique trahée, pour ainsi dire , d'une manière impartiale relativement aux doubles doctrines de dynamique que nous avons fait entrevoir. Partout en effet les couples jouent le même rèle que les simples forces; celles-ci semblent destinées au mouvement de translation, et les couples au mouvement de rotation ; les unes et les autres sont soumis aux mêmes lois mathématiques de composition et de décomposition. Nous pouvons donc regarder cette élégante théorie des couples comme une conception éminemment heureuse , et qui était indispensable, comme introduction à une théorie complète de la double dynamique dont nous avons parlé.
§ 7. Depuis que j'avais été conduit à considérer les mouvemens de rotation à l'instar des mouvemens rectilignes, et à rattacher, comme je viens de le faire, cette question à la dualité de l'étendue figurée en repos, j'ai lu les excellentes réflexions que mon ancien camarade de l'école Polytechnique, M. Aug. Comte, a faites sur la théorie des couples de M. Poinsot, dans les quatre leçons de son Cours de philosophie positive^ où il traite de la mécanique. J'ai été extrêmement flatté d'y voir mes idées sur ce sujet confirmées par la manière dont ce profond penseur conçoit aussi la question générale du mouvement des corps, et l'utilité de la théorie des couples dans les questions qui s'y rapportent.
Je terminerai cette Note par les propres paroles de M. Aug. Comte , qui seront de nature à fixer l'attention des géomètres sur les nouvelles doctrines que L'on poui^rait introduire dans la dynamique.
1 Cette théorie des wfuvemens d$, rotation fera pertie nicesMirement de U nouvelle branche ^ de la raécadiqne, que H. Ampère Tieidt de comprendre dans ta classification des. connaissances humaines ^ sous le nom de CinémaHque (science du mouvement), qui doit précéder la statique , et faire avec elle Pobjet complet de la méeànique élémentaire. ( Voir Essai' tur la PhUosophis des Sciences , par H. Ampère , in*8» , 1834 ) '
« Quelles que soient , en réalité y les qualités fondanaentales de la conception de M. Foin* » sot par rapport à la statique, on doit néanmoins reconnaître, ce me semble , que c'est » surtout au perfectionnement de la dynamique qu'elle. se trouve par sa nature essentiel* » lement destinée, et je crois pouvoir assurer à cet égard que cette conception n'a point » encore exercé jusqu'ici son influence la plus capitale. Il faut la regarder en effet comme » directement propre à perfectionner , sous un rapport très-important , les élémens mêmes » de la dynamique générale, en rendant la notion deê mouvemens de rotaiian atMtt }> naturelle , aue^i familière , et pre^u* aussi simple que celle des mouvemens de » translation , car le couple peut être envisagé comme Pélément. naturel du mou- » vement de rotation , aussi bien que la force l'est du mouvement de translation. )»
Depuis que cette Note était écrite, a paru l'opuscule de M. Poinsot sur une Théorie nouvelle de la rotation des corps. Cet ouvrage réalise les idées quô nous avions con* çues sur la possibilité et l'utilité d'introduire dans la dynamique la considération directe des mouvemens de rotation, à l'itistar des mouvemens de translation. Par cette méthode, mise en c&uvre avec une sagacité admirable, se trouve résolue par te simple raisonnement une question compliquée et diCBcile, qui, jusqu'ici, avait été du ressort id^ l'analyse, la plus savante, et se trouvent démontrés de beaux théorèmes <{ui avaient échappé k cçtte analyse , et qui présentent une image claire de, tOMles les circopstances de la rçfation d'un corps.
NOTE xn.
(deuxième époque, § 2.)
Sur la Géométrie des Indiens, des Arabes, des Latins etdes Ooùidenéaustau
moyen âge.
Les limites dans lesquelles nous avons dû nous renfermer^ né nous permettaient de> parler que des principales découvertes en Géométrie , particulièrement de celles qui avaient donné lieu à quelque théorie, ou à quelque méthode se rapportant à la Géométrie moderne. C'est pourquoi nous avons fixé le commencement de notre deuxième Époque aux travaux de Viète. Mais, depuis plus. d'un siècle déjà, la Géométrie était cul^^ tivée avec ardeur; et si elle ne s'est pas enrichie de méthodes d'une importance nwgeure^
comme l'analyse, qui, pendant ce siècle, avait poussé ses découvertes jusqu'à la résolution des équations des troisième et quatrième degrés; les travaux des écrivains qui Vont cultivée ont néanmoins préparé les grands travaux des géomètres du XYII^ siècle surtout en introduisant dans cette science un élément nouveau, qui était le germe de ses progrès ultérieurs. Cet élément était le calcul algébrigue , qui n'avait pas élé connu des Grecs, ou qu'ils avaient rejeté, par suite de leur distinction tranchée entre l'arithmétique et la Géométrie. C'est ainsi , par exemple , qu'ils démontraient sur des figures et par de pures considérations géométriques, les dix premières propositions du second livre d'EucIide, qui ne sont au fond que des règles de calcul. Cet élément a fait le caractère spécial de la Géométrie de Yiète, de Fermât, de Descartes; nous devons donc, pour remonter à la source d'une si grande et si utile innovation, et pour la suivre dans ses dé- -veloppemens, jeter un coup d'œil sur les premiers travaux des Géomètres à la renaissance des lettres.
C'est à cet objet que nous avions destiné cette Note. Hais, depuis qu'elle était écrite, a paru le premier volume de l'Histoire des sciences mathéinatiques en Italie, où M. Libri, dans un éloquent discours préliminaire, expose la marche des sciences chez les différens peuples de la terre, à partir de la plus haute antiquité. Cet ouvrage, dont chaque page porte le cachet de la plus profonde et de la plus étonnante érudition , attribue aux Arabes et aux Indiens une plus grande part dans le développement des sciences, qu'on n'a supposé jusqu'ici.
rfotts avons cru dès lors devoir porter un regard rapide sur la partie géométrique des ouvrages hindous et arabes , dont de savans orientalistes de l'Angleterre nous ont donné des traductions il y a quelques années. Et pour compléter cet aperçu des élémens divers qui ont concouru au rétablissement des sciences en Europe, nous l'avons étendu sur la Géométrie des Latins et au moyeu âge.
« L'esprit humain paraît marcher dans une route si nécessaire : chaque progrès semble tellement déterminé d'avance, qu'on essaierait en vain d'écrire l'histoire d'un peuple ou d'une science, en partant d'une époque quelconque, sans jeter un regard sur les temps et les événemens antérieurs ^ » Cette pensée juste nous servira d'excuse pour la longueur que la tâche qu'elle nous impose , va donner à cette Note.
Géométrie des Indiens.
Ayant reçu des Arabes, dans nos fréquentes communications avec ce peuple, notre système de numération , nous lui avions d'abord fait honneur de cette idée ingénieuse et féconde , q;ui a rendu de si grands services aux sciences , et à l'astronomie principalement. Mais on a reconnu depuis, par diflérens documens émanés des Arabes eux-mêmes, que cet honneur appartenait aux Indiens. Une si belle et si utile invention, qui, avec neuf signes seulement, prenant des valeurs de position suivant une loi très-simple, pouvait exprimer
' Hisioire des sciences maihématigueB en Italie, par M. Libri; Diacoors préliminaire, 1. 1) p< 3.
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tous les nombres imaginables, et abrégeait singulièrement les calculs, si pénibles chez, les Latins, était propre à mériter à ses auteurs Testime de l'Europe qui Tayait adoptée uni?ersellement , et à faire penser que le peuple Hindou avait été capable d'autres progrés dans les sciences mathématiques.
En effet , on ne tarda point à apercevoir quelques indications qui annonçaient que ce peuple avait cultivé aussi une arithmétique supérieure, d'où dérivait celle qui nous a été transmise des Arabes par Fibonacci , sous le nom à'Àlgebra et Almucabalà , et qui forme aujourd'hui notre algèbre.
L'histoire des sciences était vivement intéressée à l'éclaircissement de ces premières indications.
Depuis une vingtaine d'années elles ont reçu une confirmation complète.
Au commencement de ce siècle, MSI. Taylor, Strachey et Golebrooke ^ nous ont fait connaître les ouvrages mathématiques de deux auteurs hindous , qui passent pour les plus célèbres de leur nation , Brahmegupta et Bhascara Acharya; le premier du VP siècle et le second du XIP de l'ère vulgaire. Ces ouvrages traitent de V arithmétique , de Yalgèhre et de la Géométrie. L'arithmétique et l'algèbre en sont la partie la plus considérable , et confirment pleinement l'opinion émise en faveur des Indiens, comme inventeurs de ces deux branches de la science du calcul , telles que nous les avons reçues des Arabes, et même dans un état de plus grande perfection.
En effet, les commentaires de divers auteurs hindous, qui accompagnent le texte de ces deux ouvrages , attribuent à un auteur, encore plus ancien que Brahmegupta, et qu'ils nomment Aryabhatta , la résolution de l'équation du premier degré à deux inconnues, en nombres entiers, par une méthode semblable à celle de Bachet de Méziriac, quia para en Europe, pour la première fois, en 1624. « Les ouvrages de Brahmegupta et de Bhascara renferment des recherches d'un ordre beaucoup plus élevé. Outre la résolution générale de l'équation à une seule inconnue du second degré , et celle de quelques équations dérivatives des degrés supérieurs , on y trouve la manière de déduire d'une seule solution toutes les autres solutions entières d'une équation indéterminée du second degré & deux inconnues; et cette analyse, que nous devons à Euler, était connue aux Indes depuis plus de dix siècles. Un calcul qui a de la ressemblance avec les logarithmes, des notations particulières fort ingénieuses, et surtout une grande généralité dans l'énoncé des problèmes attestent les progrès de l'analyse indienne. Cette science , que les Hindous appliquaient à la Géométrie et à l'astronomie , était pour eux un puissant instrument de recherche , et l'on doit citer avec éloge plusieurs problèmes géométriques dont ils avaient trouvé d'élégantes solutions. )>
Nous nous bornerons à cette indication succincte des travaux analytiques des Hindous^ que nous avons empruntée de Y Histoire deê science* mathématiques de M. Libri. Hais
> Bija Gantta, or the Àlgebra of ihe IIindu9, by Edv. Strachey. London j 1813 in-4o. — LUawaH or a ireaiise on ^riihmetic and Geomeiry by Bhascara Acharya, translaied from ihe original sanscrit by J. Taylor. Bombay; 1816, iD-4o. — Àlgebra ^ with Ârithmetic and Mensuration, from the sanscrit of Brahmegupta and Bhascara ftranslatedbylT. T. Colebrooke, London; 1817,in-4o.
il nous faut entrer dans plus de déyeloppemens pour faire connaître leur Géométrie ^ qui est ici notre objet spécial.
On s'est borné, dans les extraits et les analyses qu'on en a donnés , à citer quelques propositions, qui soDt : le carré de l'hypoténuse; la proportionnalité des côlés dans les triangles équiangles; les segmeos faits par la perpendiculaire sur la base d'un triangle; l'aire de cette figure en fonction des trois côtés; un rapport approché de la circonférence au diamètre; la taleur des côlés des sept premiers polygones réguliers inscrits au cercle; une relation entre la corde d'un arc, son sinus-Tcrse et le diamètre; et enfin quelques propositions sur le calcul des distances par l'ombre du gnomon >.
On a cru voir, généralement, dans ces diverses propositions , et conséquemment dans la partie géométrique des ouvrages de Brahmegupla et de Bhascara^ des éliminé dé Gio-^ méirie, ou du moins, les propositions élémentaires et primordiales sur lesquelles reposait toute la science des Hindous. Aussi a-t-on regardé leurs connaissances géométriques comme infiniment inférieures à leurs connaissances en algèbre K
Mais en cherchant à nous rendre compte, par une étude approfondie de la partie géométrique des ouvrages hindous, de la signification de plusieurs propositions dont on n'ayait point encore parlé , et du rôle que ces diverses vérités , qui paraissaient d'abord sans lien entre elles, et comme jetées au hasard, jouent dans cet ouvrage , nous avons été conduit à reconnaître, d'une part, que les propositions dont il n'avait point encore été fait mention étaient précisément celles qui avaient le plus de valeur; et ensuite, que l'ouvrage de Brahmegupla, principalement, loin de nous ofirir des ilimenê de Géométrie y ou le résumé des propositions les plus usitées chez les Hindous, roulait simplement sur une seule et unique théorie géométrique.
Cette théorie est celle du quadrilatère inscrit au cercle. Brahmegupla y résout cette question , digne d'être remarquée : Construire un quadrilatère inêoriptible , dont l'aire, les diagonales, les perpendiculaires et diverses autres lignes , ainsi gue le diamètre du cercle, soient exprimas en nombres rationnels.
Tel est l'objet de l'ouvrage de Brahmegupla, si nous ne nous abusons dans notre interprétation de la plupart de ses propositions, dont le sens doit être deviné a cause de la concision extrême des énoncés, où manque la plus grande partie des conditions qui devraient V entrer.
On sera étonné sans doute de voir réduire à de telles questions ce qu'on a pu regarder, avant une lecture attentive, comme formant des élémens de Géométrie. Ces questions
1 Voir Correspondance polytechnique , t. III. Janvier 1816; article traduit par M. Terquem de FouTrage de H. Hatton, intitulé Tracts on Mathematical , etc. III toI. in-S»; Londres 1812. M. Hatton avait reçu cet neufi et prëcieax docomens sur Talgèbre et la Géométrie des Indiens, de H. Strachey avant que les publications de ce savant orientaliste eussent paru. — ^^tn^irry Aeviffv^ 1817, no LVII. — Delambre, //Mto»r« de l'Astronomie ancienne ^t, I; et Histoire de l'Astronomie du moyen âge. Discours préliminaire. — Journal des savons j •eptembre 1817.
* ney {the hindus) culHvated Àlgehra much more, and toith greater sucoess^ than Geometry; as is évident from the comparatively lou> state of their Knowledge in the one , and the high pitoh oftheir attainments in the other. CoLUAOOKi; Brahmegupla andBhascara, Algehra; Dissertation , p. XY.
dénotent , sinon un savoir très-étendu , du moins une certaine habileté en Géométrie, et une habitudedu calcul. Sous ce rapport elles sont dans Tesprit algébrique des Hindous. Elles nous font voir qu'il nous reste entièrement à connattre leurs élémens de Géométrie, et elles sont propres à nous faire désirer de retrouver encore d'autres fragmens semblables , du temps de Brahmegupta, ou d'un temps antérieur; car elles nous prouvent que la Géométrie alors a été cultivée avec succès.
L'ouvrage deBhascara n'est qu'une imitation très-imparfaite de celui de Brahmegupta, qui y est commenté et dénaturé. On y trouve, en plus , quelques questions nouvelles sur le triangle rectangle (qui étaient étrangères à la question traitée par Brabmegupta); une expression approximative remarquable de l'aire du cercle en fonction du diamètre ; la valeur des c6tés des sept premiers polygones réguliers inscrits, en fonction du rayon; et une formule pour le calcul approximatif de la corde en fonction de l'arc , et vice versa.
Mais les propositions les plus importantes de Brahmegupta , relatives à sa théorie du quadrilatère inscriptible au cercle, y sont omises , ou énoncées comme inewacÈeê, Ce qui montre que Bhascara ne les a pas comprises.
Cette circonstance et les commentaires de différons scoliastes , nous paraissent prouver que, depuis Brahmegupta, les sciences, dans l'Inde, ont été en déclinant , et que l'ouvrage de ce géomètre a cessé d'y être compris. On sait, du reste, que dans l'âge présent, les savans indiens sont d'une ignorance profonde en mathématiques i.
Nous allons présenter une analyse succincte de l'ouvrage de Brahmegupta. Ensuite nous analyserons semblablement celui de Bhascara; et nous signalerons les différences notables que nous avons troufées entre ces deux ouvrages , écrits à six siècles d'intervalle.
Sur la Géométrie de Brahmegupta.
Les ouvrages de Brahmegupta, dont l'Europe est redevable au célèbre M. Golebrooke, sont extraits d'un traité d'astronomie dont ils forment les douzième et dix-huitième chapitres. Le douzième est un traité d'arithmétique (intitulé Ganita)^ et le dix-huitième un traité d'algèbre (intitulé Cuttaca). La Géométrie fait partie du traité d'arithmétique , où elle occupe les sections lY , Y, ...., IX , sous les titres , dans le texte anglais. Plane figure. Excavations y Stacks, Saw, Mounds of Grain , et Measure hy Shadow.
La section lY, intitulée : figures plahes, triangle et quadrilatère, se compose de vingt-trois propositions , comprises sous les § 21-43.
Toutes ces propositions se réduisent à des énoncés d'un style elliptique , extrêmement concis, et ne sont accompagnées d'aucune démonstration. Elles sont présentées d'une manière générale, sans le secours d'aucune figure , et sans qu'il en soit fait aucune application
* A Poona, que Ton peut regarder comme le principal établiasement des Bramines, il y a tout au plus dix ou douze personnes qui entendent le Lilavati ou le Bija-Ganita ; et quoiquMI y ait plusieurs astronomes de profession à Bombay , M. Taylor n'en a pas trouvé un seul qui entendit une page du Lilavati. (Delambre , Uisioire de l^ Astronomie ancienne , 1. 1 , p. 646.)
numérique dans le texte. Mais des notes d'un auteur hindou y nommé Ghatur?eda , contiennent les figures et les applications qui s'y rapportent.
Quelques-unes des propositions , mais en petit nombre, sont intelligibles , et leur énoncé renferme toutes les parties qui composent une proposition complète. Mais les autres sont énoncées d'une manière trés-imparfaite, et ne font aucune mention d'une partie notable des conditions de la question dont la connaissance est indispensable. Par exemple , s'il s'agit d'un quadrilatère, la proposition se réduit à l'expression des longueurs de ses quatre cAtés, et laisse ignorer les autres conditions nécessaires pour construire le quadrilatère, ainsi que les propriétés de cette figure , qui ont été , dans l'intention de l'auteur , l'objet de cette proposition. Toutes ces propositions de Brahmegupta ont donc besoin d'être devinées.
Le sens que nous leur avons donné nous a porté à regarder l'ouTrage comme ayant eu pour objet de résoudre les quatre questions suivantes , relatives au triangle et au quadrilatère:
1** Trouver en fonction des trois côtés d'un triangle , son aire et le rayon du cercle qui lui est circonscrit;
2^ Construire un triangle dans lequel cette aire et ce rayon soient exprimés en nombres rationnels; les côtés du triangle étant eux-mêmes des nombres rationnels ;
3** Un quadrilatère étant inscrit au cercle , déterminer , en fonction de ses côtés, son aire, ses diagonales , ses perpendiculaires , les segmens que ces lignes font les unes sur les autres par leurs intersections , et le diamètre du cercle;
4° Enfin , construire un quadrilatère inscriptible au cercle , dans lequel toutes ces choses y son aire, ses diagonales , ses perpendiculaires fleurs segmens, le diamètre du cercle , soient exprimés en nombres rationnels.
Du moins, ces quatre questions se trouvent résolues complètement dans les dix-huit premières propositions de l'ouvrage de Brahmegupta , qui suffisent pour leur solution , et dont aucune n'y est étrangère ; de sorte qu'on peut dire que ce traité est écrit avec intelligence et précision. Quelques autres propositions , qui viennent à la suite ^ roulent sur d'autres matières.
On peut regarder aussi l'ouvrage de Brahmegupta comme ayant eu pour objet unique une seule des quatre questions que nous venons d'énoncer , qui serait la dernière , relative au quadrilatère inscrit. Les trois autres seraient des prémices indispensables pour la solution de celle-là ; et en efiet, toutes les propositions dont elles se composent ont leur application dans la solution complète de la question du quadrilatère.
Avant de passer à l'analyse de l'ouvrage de Brahmegupta , il nous faut faire connaître quelques expressions de la nomenclature mathématique des Hindous , dont ils font un usage très-heureux pour énoncer les théorèmes d'une manière concise et sans le secours de figures ; ce qui leur donne un caractère de généralité qui manquait souvent à la Géométrie des Grecs. Nous nous servirons ensuite des mêmes expressions: elles nous faciliteront le discours, et nous permettront quelquefois de conserver le style des géomètres indiens.
Dans un triangle , un côté est appelé la base , et les deux autres, les côtés ou les^am^^^ ; ïa perpendiculaire est la ligne abaissée perpendiculairement sur la base, du point d'inter-
section des deux c6iés 'y les ^egmens sont les parties comprises entre le pied de la pierpendiculaire etlesdeuxeitrémités de la base.
Dans un triangle rectangle , un côté de Tangle droit est appelé le côté, et l'autre le droit {upright)^ et le troisième Vhypoténtue. Au mot droite qui ne s'applique dans notre nomenclature mathématique qu'aux angles, nous substituerons celui de caihiie »qui était employé par les Grecs et par les Latins.
Le polygone de quatre côtés est appelé tétragane (excepté dans le titre de TouTrage : ( Triangle et quadrilatère)] Tun des quatre cAtés est la boêe; son opposé est appelé le êommet (êummit), et les deux autres les fiance.
Ne pouTant nous servir du mot sommet , qui s*applique invariablement dans notre langue, à un point, et jamais à une ligne, nous lui substituerons celui de eorau4te,k l'imitation des Latins qui donnaient aussi un nom particulier au côté opposé à la base du quadrilatère , et l'appelaient corausttM, Ce mot se rencontre dans quelques anciens manuscrits, et a été reproduit en 1486 dans la Margarita philosophica.
Les perpendiculaire* du quadrilatère sont celles abaissées sur la base des deux sommets qui sont les extrémités supérieures des deux flancs; de sorte qu'elles correspondent respectivement aux deux flancs. Chacune d'elles fait sur la base deuxsegmens. Le premier, situé entre la perpendiculaire et le flanc correspondant, est appelé le segment ^WiiiTe est son complément. Les Ladiens se servent du mot diagonale dans la même acception que nous.
Dans le rectangle , les dénominations sont spéciales. Le rectangle est appelé o&/on^,- et deux côtés contigus sont appelés, comme dans le triangle rectangle , le câti eï\e droit; nous dirons le côté et la cathete.
Le mot trapèze (trapezium) est employé plusieurs fois sans être défini. On voit par une note de M. Colebrooke , placée au commencement de la partie géométrique do Bhascara, et empruntée du scoliaste Gane8a,que ce mot, qui répond à la dénomination sanscrite viêhama-chaturbhuja , s'applique au tétragone qui a ses quatre côtés inégaux.
C'est la signification qu'il avait chez les Grecs (voir la définition 34* du I" livre d'Euclide), et qui a été conservée jusqu'ici chez les géomètres anglais i. C'est la significa-
' Aujourd'hui, enïrance, le mot irapèmé s'applique exclusiTement au quadrilatère qui a deux cdtës parai* lèles^ et ses deux autres côtés non parallèles. C'est vers le milieu du siècle dernier qu'il a pris cette nouTelle signification \ jusque là il avait eu celle d'Euclide.
Cependant il avait déjà reçu à différentes époques, même éloignées, cette signification particulière j car dans la proposition 174^ du 7« livre des collections mathématiques de Pappus, ce mot s'applique nécessairement à un quadrilatère qui a deux cotés parallèles et ses deux autres côtés quelconques; et dans le commentaire d'Eutocius sur la 40« proposition du l«r livre des coniques d'Apollonius, il a la même signification. Dana les temps modernes nous la trouvons exprimée formellement dans un ouvrage de Peucer : Elementa doctrinœ de circuits cœlesHlfUS , in-8o, 1560, où nous lisons : Quœ vêro non TapaXhfXoypx/xfix sunt^ autduas hahentlineas mquahiliter distantes , ut rpaxi^toL^ mensuiœ; aui nullas prorsus parallèles lineas haheni, ut rpctTel^oe&ifq*
Les Latins avaient appelé mensa, ou mensula, le quadrilatère qui a deux côtés parallèles. Stévin l'a appelé hache, parce que, dit-il , il ressemble mieux à une hache qu'à une table, {OEuvres mathématiques de Stétio^ page 373.)
Du reste , toutes les dénominations relatives aux diverses formes du quadrilatère , ont beaucoup varié.
Le rectangle , appelé par les Grecs erepo/xeKSÇy a pris le nom de tetragonus parte altéra longior che» lea
tion que nous lui donnerons aussi dans les propositions de Brahmegupta. Mais pour que ces propositions aient un sens , il nous faut nécessairement supposer que le trapèze a ses diagonales à angle droit. Dans deux propositions seulement cette restriction n'est pas nécessaire ; il y a lieu de croire cependant qu'elle entrait dans Tesprit de Brahmegupta. Cette première condition dans la construction du trapèie n'est pas la seule que l'auteur hindou ait dû obseryer. Nous aTons reconnu qu'en outre, ce trapèze doit être inêeriptible au cercle. Aucune de ces deux conditions ne se trouve indiquée, ni dans le texte de Brahmegupta, ni dans les notes du scoliaste GhaturTcda* Le mot trapèze n'est employé que deux fois par Bhascara, et nous voyons que, dans les deux cas, l'auteur l'applique à un quadrilatère construit d'une manière particulière, et qui a ses diagonales rectangulaires.
Nous emploierons le mot trapèze dans ce sens , à défaut d'un autre mot , voulant conserver une expression abréviative , qui contribuera à faire ressortir le caractère propre des propositions de l'auteur hindou.
La signification que nous venons d'attribuer au mot trapèze suffit déjà , avec la condition que cette figure est inscriptible au cercle , pour donner on sens à plusieurs de ces propositions, mais non pas à toutes; et dans plusieurs autres, il faut admettre pareillement, quoiqu'elles ne concernent pas le trapèze, qu'il s'agit encore du quadrilatère inscriptible. Dans celles-ci le quadrilatère a deux c6tés opposés égaux entre eux , ou bien trois cAtés égaux.
Ces premières suppositions suffisent pour efiectucr la construction des figures sur lesquelles roulent les propositions de Brahmegupta; mais cela n'est pas assez; il faut encore suppléer au silence de l'auteur, et découvrir quelles sont les propriétés dont ces figures , ainsi construites, jouiront ; propriétés qui ont fait le véritable objet de l'ouvrage. Cette question se présentera également pour d'autres propositions relatives au triangle , où les conditions particulières de construction de cette figure sont bien indiquées, mais où il n'est rien dit des propriétés dont elle jouira.
D'après cela, voici le résumé des propositions que nous trouvons dans l'ouvrage de Brahmegupta. Nous les présentons en donnant à celles dont l'énoncé était incomplet et inintelligible , le sens et l'interprétation dont nous venons de parler. Nous les plaçons par
Latins (votr Boëce , Cassiodore). Au moyen âge , Campanot et Vincent de BeauTais lui ont donné celui do titragone long^ quUI a oonserTë à la renaissance, dans les ouvrages de Zambetti, de Tartalea, etc. Ensuite quelques auteurs Tout appelé ohlong [voir khied'mB-^ Encyclopœdia universa, lib. XV). Enfin il a pris en Erance le nom de rectangle (Hersenne, De la vérité des sciencee^ p. 615) qu'il a censerTé. En Angleterre il •'appelle toujours ohlong*
Vincent de Beauyais, éerivain du XlIIe siècle, auteur d'une encyclopédie iniiUiH^ SpectUummundij où se trouve réunie, avec un immense savoir, une foule de documens précieux pour Phistoire, appelait climiam le rhombe des Grecs, qui est notre losange ; Hmile climiam le rhomboïde, ou parallélogramme; et climinaria tous les quadrilatères irréguliers , c'esi-à-dire les trapèzes des Grecs.
Campanus, écrivain du même temps, à qui Pon doit en Europe la première traduction d'EuoKde, qu'il avût faite sur un texte arabe, a appelé le rhombe helmuayn; le parallélogramme, similis helmuayn'j et le irapèM d^Euclide , helmuariphe. Ces noms étaient employés à la renaissance ; on les trouve dans la Géométrie pratique de Bradwardin, et dans les ouvrages de Lucas de Burgo et de Tartalea.
groupes y sans observer Tordre qu'elles ont dans Touvrage indien; mais, au moyen des numéros de leurs paragraphes , on pourra rétablir cet ordre.
P Quatre propositions sur le triangle, qui sont :
Première; le carré de Thypoténuse, dans le triangle rectangle; § 24.
Deuxième; la manière de calculer la perpendiculaire en fonction des côtés; § 22.
Troisième ; Taire du triangle en fonction des trois côtés ; § 21.
Quatrième; une expression du diamètre du cercle circonscrit au triangle; § 27.
Ces propositions, les deux premières du moins, doivent être considérées comme des lemmes , utiles pour la suite.
2^ Trois propositions qui ont pour objet de construire un triangle dont les côtés et la perpendiculaire , et conséquemment Taire et le diamètre du cercle circonscrit , soient des nombres rationnels :
Première ; triangle rectangle; § 35.
Deuxième; triangle isocèle; § 33.
Troisième ; triangle scalène; § 34.
3° Neuf propositions sur le tétragone inscriptible au cercle , qui sont :
Première; Taire du quadrilatère en fonction des quatre côtés ;•§ 21.
Deuxième ; l'expression de ses diagonales ; § 28.
Troisième; la manière de calculer le diamètre du cercle circonscrit, en fonction des côtés ; et une expression particulière de ce diamètre pour le trapèze (tétragone qui a ses diagonales rectangulaires) ; § 26.
Quatrième; une expression particulière de la diagonale et de la perpendiculaire, dans un tétragone inscrit dont les flancs sont égaux ; § 23.
Cinquième; manière de calculer les segmens que les diagonales et les perpendiculaires font les unes sur les autres , dans un tétragone inscrit dont les flancs sont égaux; § 25.
Sixième; manière de calculer les perpendiculaires et les segmens qu'elles font sur la base, dans le trapèze inscrit; § 29.
Septième; manière de calculer les segmens faits sur les diagonales par leur point d'intersection , dans le même quadrilatère ; § 30-31.
Huitième; manière de calculer la perpendiculaire menée du point d'intersection des diagonales sur un côté , et le prolongement de cette perpendiculaire jusqu'au côté opposé ; S 30-31.
Neuvième; manière de calculer les segmens que les perpendiculaires font sur les diagonales et sur les côtés , et ceux que les côtés opposés font sur eux-mêmes ; § 32.
4^ Quatre propositions sur la manière de construire un quadrilatère inscriptible dans le cercle, dont les côtés, les diagonales, les perpendiculaires, les segmens que ces lignes font les unes sur les autres, Taire du quadrilatère et le diamètre du cercle circonscrit , soient des nombres rationnels:
Première; construction d'un rectangle ; § 35.
Deuxième ; construction d'un quadrilatère dont deux côtés opposés doivent être égaux; § 36.
Troisième ; consiraction d'un quadrilatère ayant trois côtés égaux ; § 37.
Quatrième; construction d'un quadrilatère ayant ses quatre côtés inégaux; § 38. Le quadrilatère construit est un trapèze; c'est-à-dire qu'il a ses deux diagonales rectangulaires.
Telles sont, suiifant la signification que nous avons cru pouvoir leur donner, les propositions comprises dans les dix-huit premiers paragraphes de l'ouvrage de Brahmegupta , qui nous ont paru se rapporter à la théorie du quadrilatère inscriptible au cercle, et résoudre la question de construire un tel quadrilatère dont toutes les parties fussent rationnelles.
Le mot cercle n'est prononcé que dans deux propositions, celles des §§ 26 et 27, où il ■s'agit de trouver le rayon du cercle circonscrit à un Iriangle ou à un quadrilatère; et le mot rationnel n'est jamais prononcé. Un quadrilatère n'est défini que par l'expression des longueurs de ses côtés, sans qu'il soit rien dit des autres conditions de construction que nous avons supposé être l'inscriptibilité au cercle, ni des propriétés dont jouira le quadrilatère , qui consistent en ce que toutes ses parties soient exprimées en nombres rationnels.
5° Cinq propositions, qui viennent à la suite des dix-huit premiers paragraphes , sont étrangères à la question du quadrilatère inscriptible.
La première concerne le triangle rectangle. Sous un énoncé très-différent^ celte proposition se réduit à ceci : Trouver eur le proton gemeni au delà de Chypoténtise de chaque côté de l'angle droit d'un triangle, un point dont le$ distancée aux deux extrémitde de l'hypoténuee fassent une somme égale à celle des deux côtés de l'angle droit; $39.
Les quatre suivantes sont relatives au cercle :
Première. Expression de la circonférence et de l'aire du cercle en fonction du diamètre.
Soit D le diamètre , R le rayon;
« Dans la pratique on prend circonférence = 3 D, et surface = 3 R^.
» Pour avoir les valeurs vraies (the neat values) y on prend circonférence == V lO.D'' , et surface «: k'TÔJK* » ; § 40.
Deuxième. « Dans un cercle, 1^ la demi-corde est égale à la racine carrée du produit des deuxsegmens du diamètre perpendiculaire; 2^ le carré de la corde, divisé par quatre fois l'un des segmens, plus ce même segment, est égal au diamètre. » § 41.
Brahmegupta appelle le plus petit segment la flèche.
Quand deux cercles se rencontrent, ils ont une corde commune. La droite formée des deux flèches correspondantes à cette corde, dans les deux cercles , s'appelle V érosion.
Troisième. « La flèche est égale à la moitié de la différence du diamètre et de la racine carrée de la différence des carrés du diamètre et de la corde ;
)) L'érosion étant soustraite des deux diamètres, les restes multipliés par les deux diamètres, et divisés par la somme de ces restes, donnent les deux flèches, » § 42.
Quatrième. § 43. Cette proposition est la même que la seconde partie du § 41.
Telles sont les vingt-trois propositions qui composent la section lY.
ToM. XI. 54
La section Y est intitulée Eafcavatianê. Elle donne la mesure d'un prisme , et d'une pyramide, et une méthode pour mesurer approximativement, dans la pratique, un corps irrégulier.
Dans les sections VI, VU et VIII, intitulées Stacker Saw et Mounds of grain, Tau*teur donne des régies approximatives pour mesurer des pile^ de briques, des piicês de boù et des tas de grains.
La section IX est intitulée Mesure par le gnomon.
L'auteur suppose une lumière placée sur un pied vertical, et un gnomon, qui est un style placé aussi verticalement. Il résout ces deux questions :
1^ Connaissant la hauteur de la lumière^ celle du gnomon, et la distance entre le pied de la humiire et celui du gnomon, trouver l'ombre projetée par le gnomon ; §58.
,2^ Trouver la hauteur de la lumUre^ en connaissant les ombres portées par le gnomon placé dans deux positions différentes; § 54.
Telles sont les propositions qui composent la partie géométrique de l'ouvrage de Brahmegupta.
Avant de nous livrer à l'examen de celui de Bhascara, nous allons faire quelques observations sur plusieurs de ces propositions.
La régie pour la construction d'un triangle rectangle en nombres rationnels, s'exprime algébriquement ainsi :
Soit a un côté du triangle jCth une quantité qiMlcongue , le second côté sera :
i f -- — A ) , et Vhypoténuse if— -♦-&).
Cette règle repose sur l'identité
Brahmegupta ne prononce pas, dans son énoncé, le mot rationnel; mais on trouve la même règle au § 38 de son Algèbre, et il l'intitule : Règle pour la construction d'un triangle rectangle en nombres rationnels,
Bhascara donne la même proposition , dans la partie géométrique du Lilavati, § 140, et il ajoute que les côtés seront rationnels.
Cette règle, pour la construction du triangle, est, comme on voit, une généralisation des deux règles que Proclus, dans son Commentaire sur la quarante-septième proposition du premier livre d'Euclide , attribue à Pythagore et a Platon, pour former un triangle rectangle en nombres entiers, un côté étant donné en nombre impair ou pair.
Ces deux régies des géomètres grecs, sont exprimées par les deux formules :
qu'on obtient en faisant successivement dans celle de Brahmegupta ^ & =5 1 et & = 2. La formule de Brahmegupta peut prendre la forme :
Cette formule a été trés-usitée chez les géomètres modernes, où elle est le fondement de leurs méthodes pour la résolution des équations indéterminées du second degré. Brahmegupta s'en sert pour la construction du triangle isocèle dont les côtés et la perpendiculaire sont des nombres rationnels. Voici sa règle :
^ et h étant deux nombres quelconques, (a' + b*) sera l'expression des deux côtés égaux du triangle, et 2 (a' — b') sera la base : la perpendiculaire sera 2 ab; § 33.
Pour former un triangle scalène dont les côtés et la perpendiculaire soient des nombres rationnels, on aperçoit dans la règle algébrique de Brahmegupta, $ 34, qu'il construit deux triangles rectangles en nombres rationnels, ayant un côté commun. Ce côté est la perpendiculaire du triangle scalène formé avec les autres côtés.
Plusieurs géomètres modernes ont résolu de cette manière la même question (voir les Commentaires de Bachet de Méziriac sur le YI* livre des Questions arithmétiques de Diophantç, et les Sectiones triginta miseellaneœ àe Schooten, p. 429).
Nous avons reconnu que les deux propositions sur le triangle isocèle, et scalène sont utiles pour la construction que Brahmegupta donne , sous les § 30 et 37 , pour le tétragone inscriptible au cercle, ayant deux ou trois côtés égaux.
La formule
(a'-^b^y «= (a> — fc»)> -f- 4a'i*,
qui a servi à Brahmegupta pour construire en nombre rationnels un triangle rectangle, quand un côté est donné , peut servir aussi pour le cas où l'hypoténuse est donnée , car soit 0 cette hypoténuse ; faisons b = î dans la formule , et multiplions ses deux mem-
> Boêce, en se terfant aussi de ces deux formules, dans le 2« livre de sa Géométrie , attribue la seconde à Archytas.
bres par 7- -; elle deviendra
""'"" (a'H-ir ■*" (a'-hl)' '
ce qui fait voir que les deux côtés du triangle seront de la forme
a étant un nombre arbitraire.
Bbascara a donné cette formule. Elle ne se trouve point dans rou?rage de Brahmegupta, parce qu'elle est inutile pour la solution de la question du quadrilatère inscrit, sur laquelle roulent toutes ses propositions.
Les § 26 et 27 sont les seuls où Brahmegupta ait fait mention du cercle circonscrit k la figure. Aucune condition semblable n'est indiquée dans aucune des autres propositions qui nous ont paru se rapporter au quadrilatère inscriptible au cercle.
Le § 27, qui donne la manière de calculer le diamètre du cercle circonscrit à un triangle, exprime la formule connue, « le produit de deux côtés d*un triangle divisé par la perpen- » diculaire abaissée sur le troisième côté , est le diamètre du cercle circonscrit. »
La manière de calculer le diamètre du cercle circonscrit au tétragone est la même; on considère le triangle formé par deux côtés contigus et une diagonale. L'expression des diagonales se trouve dans le § 28.
Pour le tétragone qui a ses deux diagonales rectangulaires, le diamètre eêt égal à la racine carrée de la eomme dee carrés de deux côtés opposée.
Cette proposition repose sur la propriété connue des cordes qui se coupent à angle droit dans le cercle, savoir que : La somme des carrés des quatre segmens faits sur les deux cordes , par leur point d'intersection, est égale au carré du diamètre du cercle. Propriété qui est la XP proposition du traité d'Archimède qui porte le titre de Lemmes.
Le § 21 , qui donne l'aire du triangle et du quadrilatère en fonction des côtés, nous parait mériter une attention particulière, de la part surtout des personnes qui aiment à rechercher les documens historiques que peuvent présenter les annales des sciences.
Ce paragraphe se compose de deux parties, dont la première nous parait susceptible de deux interprétations différentes. Si nous suivons textuellement son énoncé, elle exprime, en quelque sorte, une proposition négative; elle dit que telle règle, pour le calcul de l'aire d'un triangle et d'un tétragone, est fausse. Au contraire, en faisant un léger changement au texte, nous en tirons une règle exacte pour le calcul du trapèze qui joue le rôle principal dans l'ouvrage de Brahmegupta,
Première interprétation.
ï^ Le produit des demi-sommes des cotés opposés donne une aire inexacte du triangle et du tétragone ;
2^ La demi-êomme des eôîes esi écrite quatre foit; on en retranche suoceêsivement les côtés ; on fait le produit des restes ; la racine carrée de ce produit est l'aire exacte de la figure K
Quoiqu'il ne soit aucunement fait mention de la condition d'inscriptibilité au cercle , pour le tétragone y on ne peut douter qu'il ne s'agisse d'une telle figure dans la seconde partie de la proposition; car on y reconnaît la règle élégante qui sert pour le calcnl de Taire du tétragone inscrit, en fonction des quatre côtés. Cette règle comprend celle du triangle. Il suffît d'y supposer que l'un des côtés du tétragone est nul. C'est ainsi que l'a entendu Cbaturyeda qui, dans une note très-courte, dit que pour le cas du triangle on retranche les trois côtés, respectiTement , de trois des quatre demi-sommes écrites, et que la quatrième reste telle qu'elle est.
Cette formule de l'aire du triangle en fonction des côtés, a été remarquée dans Ton- Trage de Brabmegupta, par les géomètres qui en ont rendu. compte, et a été regardée comme en étant la proposition la plus considérable; et l'on n'a jamais cité, je crois, la formule de l'aire du quadrilatère. Celle--ci cependant méritait à tous égards la préférence; car, outre qu'elle est plus générale, plus difficile à démontrer, qu'elle suppose une Géométrie plus avancée, et, en un mot, qu'elle est d'une plus grande valeur scientifique, elle parait, jusqu'ici appartenir en propre à l'auteur hindou; car on ne la trouye dans aucun ouvrage des Grecs, et il n'en est pas de même de la formule du triangle, comme nous le dirons plus loin.
Passons à la première partie de la proposition qui nous occupe, et qui énonce, comme inexacte, une règle qui l'est en efiet ^ pour Faire du triangle et d'un tétragone quelconque en fonction des côtés.
Dans une note , Cbaturveda fait huit applications numériques de cette règle , aux trois triangles , équilatéral , isocèle et scalène , et au carré , au rectangle , au tétragone qui a ses deux bases parallèles et ses deux flancs égaux ; à celui qui a ses deux bases parallèles , et trois côtés égaux; et enfin au trapèze.
Pour le triangle , il fait la demi-somme des deux côtés , et il la multiplie par la demibase. Il trouve toujours une aire inexacte. Cela doit être, car la demi-somme des deux côtés ne peut jamais être égale à la perpendiculaire.
Pour le tétragone , il multiplie la demi-somme des deux bases , par la demi-somme des deux flancs. Il dit que le produit est l'aire exacte dans le cas du carré et du rectangle ; mais inexacte dans les trois autres cas.
Cette manière de calculer l'aire du tétragone était employée comme exacte, par les arpenteurs romains. On la trouve dans le recueil intitulé : Rei agrariœ auctores legesque variœ^, et même dans la Géométrie de Boëce (IP livre; De rhomhoide ruhrica).
' Voioi le texte de H. Golebrooke, qu^il faut atoir sons les yeux pour apprécier le* deux îuterprëtation* dont il nous a paru susceptible : Theprodwft ofhalf thê Mes and eounterêtdês iê ihe givss area of a triangle and Uiragone. ffaif ihe sum of ihe eides sei dawn four timee, and êeveraUg leesenedhy ihe sides, beingmul' Uplied iogether, ihe equare^root ofihe product is ihe exaot area,
3 Cnra WUelmi GoeeU, Amst. 1674, in-^o; voir p. 313.
La règle ponr le triangle se rencontre aussi , du moins pour le triangle équiiatéral , chez les Gramaiiei Romani. L'une et l'autre ont encore été pratiquées , comme bonnes , parmi nous , au moyen âge. Car nous les trouTons dans les œuyres de fiède , parmi ces questions d'arithmétique ad aeuendoêjuvene^^^ qu'on a regardées comme le germe du livre si connu des Rieriation^ mathématiques^ ^ et que le prince abbé de St.-Emeran a attribuées au célèbre Alcuin , le mattre et Tami de Gharlemagne.
Ces deux règles, qui attestent que nous avons eu nos temps d'ignorance, auraient-elles pénétré dans l'Inde , où des géomètres , véritablement dignes de ce nom , les auraient reconnues fausses ? Et la proposition de Brafamegupta aurait-elle été destinée à substituer à cette pratique ignorante une règle vraiment exacte et géométrique?
Il semble y du moins à raison de leur identité , que ces règles des occidentaux , et celles que Fauteur hindou énonce comme fausses , ont une même origine. Car il n'en est pas de l'erreur comme de la vérité. La vérité , en Créométrie y est la loi commune , elle est une , elle appartient à tous les temps , à toutes les intelligences qui savent la comprendre; et sa présence sur plusieurs points y chez plusieurs peuples , n'est pas une preuve de communications entre eux. Mais quant à l'erreur, ses formes n'ont pas de loi; elles sont diverses, innombrables ; et la conformité , dans ce cas , dénote une origine commune*
Cette circonstance offre peut«étre quelque intérêt, comme fait historique attestant des communications scientifiques dans un temps éloigné , et prouvant du reste la haute supériorité des Hindous d'alors sur les occidentaux contemporains.
Deuxième interprétation do la proposition.
Dans notre deuxième manière d'interpréter la proposition , nous changeons quelques mots du texte , et nous lui faisons dire :
V Dans le trapèze l'aire est égale à la demi-somme des produits des cotes opposés ;
2^ Pour le triangle et le tétragone , la demi-somme des côtés est écrite quatre fois ; on en retranche séparément les cotés ; on fait le produit des restes ; la racine carrée de ce produit est Vaire de la figure *.
1 VenerabUis Beda opéra ; 4 tom. in-fol.^ Cologne, 1612 ; 1 1, colonnes 104 el 109. De eampo çMadnmçuiOf nn qaadrangle a m base égale à 34, le cdté opposé égal à 32 et ses deux flancs égaux à 30 et à 32; son aire est
De campo trianguhi un triangle a ses flancs égaux à 30, et sa base égale è 18, son aire est
Ces régies fausses sont encore appliquées dans les questions intitulées : DecivitaU quadran^ulâ ; DêeivUaiê trianguld,
^ Hontncla; Hiaioire des mathémaiiquea , tom. I^^ pag.496.
' Voici quel pourrait être l'énoncé qui répondrait à cette interprétation ; on Terra quels légers changenens il suffirait de faire au texte anglau poor l'obtenir : Half the êum ofikêfroduoU ofihê Mâs and eounisrndêê is ihê area ofa irapêsium. In a triangle and UtragoM half ihe sum of ikê 9id$s tel down four times , and sêve^ rallyhssêned by the sides, bêing mtUHplied iogeiher , Ûiê aguare-rooi ofihêproduetis ihê area.
Il est toujours question, bien entendu, du trapèze et du tétragone inscriptibles au cercle.
Pour obtenir cet énoncé; il suffit de supprimer le mot inexact {groêê)^ de remplacer tdtragone par irapèze,ei de faire passer le mot triangle dans la seconde phrase , en y introduisant celui de téiragone. Cette seconde phrase conserve sa signification primitiTc; et la première prend un sens clair, et devient une proposition assez belle qui, peut-être, n'avait point encore été remarquée. Sa démonstration est facile , car les deux diagonales étant à angle droit , il est évident que Taire du trapèze est égale à la moitié du produit de l'une par l'autre. Mais coproduit, suivant le théorème de Ptolémée sur le quadrilatère inscrit, dont Brahmegopta s'est évidemment servi dans la proposition du § 28 i, est égal à la somme des produits des c6tés opposés. Donc la moitié de cette somme est Taire du trapèze.
On n'avait cité, jusqu'ici , du $ 21 , que la partie relative à la formule de Taire du triangle en fonction des trois côtés : et Ton n'avait point fait attention à la formule de Taire du quadrilatère inscrit au cercle, qui aurait mérité à tous égards la préférence sur la première ; ni à cette proposition , qui déclare inexacteê des règles identiques à celles qui ont été pratiquées par les Latins, puis parmi nous dans le moyen âge.
La formule de Taire du triangle avait fait d'autant plus de sensation dans Touvrage de Brahmegupta , qu'on ignorait généralement qu'elle eût été connue dans l'antiquité , particulièrement des Grecs. Montucla , qui Tavait attribuée d'abord à Tartalea , n'en avait fait , ensuite, remonter Torigine qu'à Héron le jeune, écrivain du YIP siècle. Aussi M. Delambre , en rendant compte de Touvrage de Brahmegupta , dans le discours qui précède son Hùtoire de VaHronomie au moyen âge y n'a trouvé d'autre objection à faire, dans l'intérêt des Grecs, contre cette formule du géomètre indien, si ce n'est que ce théorème tre^'Curieux n* est que d'une utilité fort médiocre en astronomie. Hais nous devons convenir ici que ce théorème , qui est resté inaperçu dans l'histoire de Técolo d'Alexandrie , y a été connu. On le trouve démontré dans un traité de géodésie de Héron l'ancien (deux siècles avant Tère chrétienne), intitulé la Dioptre^ ou le Niveau, que H. Yenturi de Bologne, a traduit, il y a une vingtaine d'années-, sous le titre il Traguardoy dans son histoire de Toptique ^. M. Yenturi a encore trouvé ce théorème , sans démonstration , dans un fragment de Géométrie d'un auteur latin qui lui a paru être antérieur à Boëce. Nous l'avons vu aussi dans un manuscrit du XP siècle que possède la bibliothèque de Chartres, n y fait partie d'un traité de la mesure des figures , que nous croyons être le même écrit que cite M. Yenturi; et que nous serions porté à attribuer à Frontinus. Ainsi la priorité, quant à la formule de Taire du triangle, ne peut appartenir à Brahmegupta. Mais ce géomètre peut la céder, sans rien perdre d^ Testime qu'elle avait fait accorder à son ouvrage, puisque nous y trouvons la formule, beaucoup plus importante, de Taire du
I Hons n^eotendons pat dire qae Brabmegnpta a empitinté ce théorème de PÂImageste de Ptolémée ; mai» qa*U Pa connu, et quUl s^en ett «erri pour parrenir à l'exprestion de* diagoualet du quadrilatère inscrit , qu'il donne dant le $ 28.
» Commeniari sopra la tioria $ U Uorie d»W otHea. Bologne , 1814 , in-4«> , p. 77-147.
quadrilatère inscrit, en fonction des côtés, qui lui appartient incontestablement, comme ne s'étant trouvée dans aucun ouTrage antérieur.
Celle-ci avait paru jusqu'ici appartenir aux Modernes. Snellius Ténonce comme étant de lui , dans son commentaire sur la première proposition du livre De problematibtu miscellaneù de Ludolph Van Geulen ^ Mais nous avons quelque raison de croire qu'elle avait déjà été trouvée quelques années auparavant 2. Sa démonstration géométrique n'était pas sans difficulté , au dire même d'Euler , qui en a donné une dans les mémoires de Pétersbourg^, trouvant très-embrouillées les deux que Philippe Naudé avait données précédemment dans les mémoires de Berlin^. Getle proposition se trouve dans peu d'ouvrages, quoique souvent, dans le XVP siècle et depuis, on se soit occupé du quadrilatère inscrit, ainsi que nous le dirons plus loin.
Quant à la formule de Tairp du triangle, on la rencontre partout , chez tous les peuples et dans tous les temps. Les Arabes Tont connue, et c'est d'eux que nous est venue la première démonstration que nous en ayons eue en Europe. On la trouve dans un ouvrage de Géométrie des trois fils de Musa ben Schaker , traduit de l'arabe en latin, sous le titre P^erba filiorum Moysi, filiiSchaker, Mahumeti^ Hameti , H<uen^, Elle y est démontrée d'une manière géométrique difiPérente de celle de Héron d'Alexandrie ; ce qui nous fait supposer que les Arabes l'avaient reçue des Indiens; d'autant plus que les trois fils de Musa ben Schaker disent, dans leur ouvrage , que cette formule a été employée par beaucoup d'écrivains^ sans démonstration; et que d'ailleurs on sait que ces trois célèbres géomètres avaient puisé une partie de leurs connaissances mathématiques dans les ouvrages indiens ^ M. Libri a remarqué la formule en question dans un traité géométrique du juif Savosarda , écrit vers le XIP siècle ^. Elle se trouve ensuite dans la Pratique de la Géométrie , de Léonard de Pise , où elle est démontrée à la manière des trois frères arabes.
' Apre* avoir dit qu^auparavant on calculait tëparément Idt aires det deux triaoglei dont ae compote le cpiadrilatère, Snellius ajoute : Quanta operosior est hœe vulgata ad instigandam aream via, tantà gratins novum hoc nosirum iheoremation henevolo lectori futurum speramus.
^ Prœtorius, dans un ouyrage sur le quadrilatère inscrit au cercle, qui porte la date de 1608, et dont nous parlerons plus loin^ dit que Ton a déjà cherché le diamètre du cercle circonscrit au quadrilatère , en fonction des côtés, et Vaire du quadrilatère.
' tiovi commentarii , t. !«' ,ann. 1747 et 1748. Variœ demonstrationes geomstriœ. u la démonstration analy- » tique de cette formule n^est pas difficile; mais ceux qui ont cherché à en donner une démonstration géomé- » trique ont trouyé de très-grandes difficultés. •
I«es Nova acta de Pétershourg , t. X, ann. 179d, contiennent une autre démonstration par li. Fnsê.
* MiscsUanea Borolinsnsia, t. III, ann. I7d3.
^ Cet ouyrage n^existe qu'en manuscrit. La bibliothèque royale de Paris en possède un exemplaire qui est joint à un grand nombre d^autres pièces scientifiques intéressantes, traduites de Tarabe et réunies tous le titre Maihematica, (Supplément latin, n» 40, in-fol. Toir V Histoire des sciences mathématiques en Italie j de M. Libri. T Iw,p.266).
L^académie de Bâle en possède aussi un manuscrit , sous le titre Liber trium fratrum de Geometrid,
^ Casiri, Bibuothsgâ Arabigo-Hisfàiia Escurialensis , etc. Mohammed ben Musa Xndorum in prœclarissimis inventis ingenium et acumen ostendit. (T. l«r^ p 427.) On lit encore dans la table de PouTrage : Librum artis Logisticœ à Khata Indo editum enomavit. [Mohammed ben Musa,)
"* Histoire des sciences mathématiques en Italie , p. 160.
n parait qu'on Ta trouTée aassi y avec la même démonstration , dans quelque écrit de Jordan Nemorarius, postérieur de quelques années à Léonard de Pise. A la renaissance, cette formule a paru dans presque tous les ou?rages de Géométrie. Reisch l'a donnée dans la Margariiaphilosophica,en 1486. Nous avons de fortes raisons de croire qu'il l'arait empruntée de l'auteur latin dont nous avons parié plus haut. On la trouve ensuite y avec la démonstration de Léonard de Pise, dans la partie géométrique de la Summa de arithmetioa^ Geometria, etc., de Lucas de Burgo {Diêtinciio prima , capitulum oeiavum , f* 12); et dans la troisième partie du Traité général des nombres ei des mesures , de Tartalea. Cardan Ta insérée , sans démonstration , dans sa Practica arithmstice ' ; et Oronce Finée dans sa Géométrie, liv. II, chap. 4. Kamus, dans ses Scholœ tnaihematicœ y a rapporté la démonstration de Jordan et de Tartalea , en critiquant leur manière d'énoncer la formule , et leur reprochant de dire que Taire du triangle est la racine carrée du produit de quatre lignes ; locution inusitée dans la Géométrie des Grecs , où le produit de deux ou de trois lignes avait une signification géométrique , mais non le produit de quatre lignes. Snellius , en reproduisant cette critique de Ramus,dans ses notes sur les ouvrages de Ludolph Van Geulen^, a énoncé la règle à la manière des Grecs, en disant que l'aire du triangle est égale à celle d'un rectangle dont un côté est moyen proportionnel entre deux des quatre facteurs qui entrent dans l'expression algébrique, et dont l'autre côté est moyen proportionnel entre les deux autres facteurs. Millet Dechales s'est conformé aussi à ce style rigoureusement géométrique des Grecs ^.
La formulé en question se trouve dans une infinité d'autres ouvrages, qu'il est inutile de citer ici. Presque tous se servent de la démonstration de Lucas de Burgo , laquelle est celle des Arabes, qui nous a été apportée par Fibonacci. Quelques-unes cependant sont diflerentes : telles sont celles de Newton ^ , d'Euler ^ , de Boscovich ^ Celles-ci doivent le degré de simplicité qui les distingue à la connaissance à priori de la formule dont il s'agit de trouver une expression géométrique. Celle de Héron et celle des Arabes ont le mérite d'être naturelles, et de porter le cachet de l'invention. Mais probablement la voie algébrique, qui fait usage de l'expression de la perpendiculaire, est celle qui aura procuré originairement la découverte de cette formule ; particulièrement chez les Indiens ; car ce genre de démonstration est tout-à-fait dans l'esprit de leurs spéculations mathématiques, qui reposent sur l'alliance de l'algèbre et de la Géométrie.
Nous terminerons nos observations sur cette formule par une remarque sur les trois nombres 13^ 14 et 15, que les Indiens ont pris dans l'application numérique qu'ils en ont faite. Ces nombres sont très-remarquables , en ce qu'ils paraissent inséparables de la formule. Ce sont, non -seulement ceux des Indiens à plusieurs siècles d'intervalle,
1 Cap. 63. De mêitâurig superficiêrum / art . 4.
3 De figurarum transmutaiioiie et seciione ; Problema 35, p. 73.
« Cursus matkewiticus, 1690 , in-fol., t. I^r. Trigonometriœ liber iertius , prop, X.
* Arithmétique universelle \ t. I^r , problème XI
s PTovi ComnitffitomdePétersbourg; 1. 1», ann- 1747 et 1748.
* Opéra, ctc.jt.V, opusl4.
Toï. XI. So
mais aussi ceux de HéroD d'Alexandrie » de Héron le jeune i , des trois frères arabes ^ Mohammed, Hamet et Hasen; ceux de Léonard de Pise^ de Jordan, de Lucas de Burgo, de Georges Valla^, de Tartalea, et de presque tous les éçriTains qui ont reproduit la formule. Le morceau de Géométrie latin que nous arons cité , et la Maryarita phtloêù' phica, sont peut-être les seuls ouvrages qui ne s'en soient pas servis , ayant pris, pour application numérique delà formule, un triangle rectangle; mais ces ouvrages emploient les trois mêmes nombres dans d'autres passages, pour calculer l'aire d'un triangle en cherchant la valeur de la perpendiculaire. Pour la même question , traitée dans l'algèbre de Mohammed ben Musa (l'un des trois frères arabes cités ci-dessus), on trouve pareillement ces trois nombres ^.
C'est une circonstance assez intéressante aux yeux de l'historien, que partout se retrouve l'usage de la formule en question, et surtout des trois nombres 13, 14 et 15, employés dans les ouvrages les plus anciens , et chez tous les peuples, disons-nous ; chez les Grecs , preisque à l'origine comme au déclin de l'école d'Alexandrie ; dans les Indes , chez les Latins, chez les Arabes; et, dès la renaissanoe, dans toutes les parties de l'Europe où les sciences sont cultivées.
L'usage général de ces trois nombres semble dire qu'ils ont eu une origine commune. Telle avait été d'abord notre pensée , et nous avions regardé ces trois nombres comme une circonstance heureuse , propre à répandre quelque jour sur la question concernant la nature et l'étendue des communications scientifiques qui ont eu lieu dans des temps reculés entre l'Inde et la Grèce. Mais nous n'avons pas tardé k reconnaître que ces nombres n'offraient probablement pas les secours historiques que nous avions espérés d'abord. En effet, on aura cherché naturellement, pour application numérique de l'expression de l'aire d'un triangle, soit par la formule en question, soit par le calcul de la perpendiculaire, trois nombres pour lesquels cette aire, et conséquemment cette perpendiculaire, fussent exprimées en nombres rationnels. La solution de cette question n'offre pas de difficulté. Elle se réduit à construire deux triangles rectangles en nombres rationnels, ayant un cAté commun. C'est ainsi que Brahmeguptaa fait, comme nous l'avons dit au sujet de son § 34. Et il est à remarquer que la manière de construire un triangle rectangle en nombres rationnels et entiers était connue des Grecs et des Latins, qui se servaient des deux formules imaginées, l'une par Pythagore, et l'autre par Archytas ou Platon.
Maintenant, parmi tous les sylèmes de deux triangles rectangles exprimés en nombres rationnels entiers , et ayant un côté commun , on aura pris celui où ces nombres sont les
1 Voir ton Traité de Géodésie, manuscrit qui 8e trouve à la bibliothèque royale, sont le no SOIS.
Barocci a donné une traduction, accompagnée de commentaires , du Traité de Géodésie de Héron le jeune et de son liyre sur les machines de guerre, sous le titre : Heronis mechanici liber de Machinis bellicis, necnon liber de geodœsid; in-4o , Yenetiis, 1572. Hais le manuscrit dont il s^est serri était incomplet , et la formule de Faire du triangle ne s^y trouve pas.
^ Georgii Vallœ Placentini viri Qariss. De espeiendis et fugiendis rébus opus, etc.; 2 toI. in*fol., Venise, 1601. Liber XIV ^ et Geometriœ V. \ cap. Vif, Dimensio universalis in omni trianguio,
' The Àlgebra of Mohammed ben Musa, edited and translated by F.Bosen, London, 1881 , îii'^^ p. 8d du texte anglais, et p. 61 du texte arabe.
plus petiU} ce sont ceux qui ont pour côtés, le premier 6, 12 , 13, et le second 9,12,15.
Plaçant ces deux triangles de manière que leurs deux côtés égau^i se confondent et que les autres côtés des angles droits soient dans le prolongement l'un de Tautre , on forme le triangle scaléne qui a sa base égale à 14 , et ses deux autres côtés égaux à 13 et 15. C'est ainsi que différens géomètres, chacun de son côté, auront pu être conduits au triangle exprimé par les trois nombres 13, 14 et 15. Cependant nous deTons dire qu'avec les deux triangles rectangles dont nous nous sommes ser?i pour former celui-là, on en peut former un autre encore plus simple. Pour cela il faut superposer leurs deux côtés 9 et 5 ; il en résulte le triangle qui a pour base 4 , et pour côtés 13 et 15. Sa hauteur est 12 , comme pour le premier. Mais ce triangle est obtusangle ; sa perpendiculaire tombe en dehors de sa base; et, bien que ce cas puisse se présenter aussi souvent que celui d'un triangle acutangle , on le regarde généralement comme étant moins propre à servir d'exemple. Ainsi, naturellement, on aura choisi le triangle dont les côtés sont 13 , 14 et 15.
Ces considérations montrent que l'on ne doit pas conclure, de ce que les Indiens ont employé les trois nombres ^ 13, 14 et 15, de même que Héron l'ancien, dans leurs applications de la formule de l'aire du triangle, qu'ils ont reçu cette formule du géomètre d'Alexandrie. Mais l'eussent-ils reçue, les droits de Brahmegupta au titre de géomètre habile n'en recevraient aucune atteinte, puisque son ouvrage contient une formule beaucoup plus importante et des questions plus difficiles, dont nous ne trouvons pas de traces chez les Grecs.
Le § 28 de Brahmegupta donne les expressions des diagonales d'un quadrilatère inscrit au cercle, en fonction des côtés. Ce sont les formules connues. Elles résolvent le problème où il s'agit de construire avec quatre côtéé donnés , un quadrilatère inscriptible au cercle. De sorte que le géomètre indien a connu la solution de ce problème. Cette circonstance n'est pas indifférente. Car ce problème, agité chez les Modernes, y a eu pendant un temps quelque célébrité ; et tous n'y ont pas réussi.
Nous donnerons une courte notice des géomètres qui s'en sont occupés , dans nos observations sur le§ 38, qui est une suite de ce premier problème.
Pour ne pas trop alouger celte Pïote, nous omettrons les observations auxquelles peuvent donner lieu les propositions des § 23, 25, 29, 30-31 et 32. Pïous dirons seulement que la seconde partie du § 30-31 énonce une proposition assez remarquable. Brahmegupta montre comment on calculera la perpendiculaire abaissée du point d'intersection des deux diagonales du traphze^ sur sa base, et donne (sans indiquer le moyen de la calculer), l'expression du prolongement de cette perpendiculaire, jusqu'à la base supérieure. De cette expression nous concluons immédiatement que cette perpendiculaire passe par le point milieu de la base supérieure. Proposition facile à démontrer, mais qui mérite d'être signalée dans l'ouvrage de Brahmegupta. Elle fait bien voir qu'il est question d'un quadrilatère qui satisfait aux deux conditions d'être inscriptible daps le cerplQ et d'avoir ses diagonales à angle droit.
Nous allons rapporter les énoncés des quatre propositions comprises sous les $ 35 ,
36, 37 et 38 9 qui nous ont paru résoudre la question de construire un quadrilatère inscriptible dans le cercle , et dont toutes les parties fussent rationnelles.
S 35. Le côté est prùt arbUraîrêmeni ; son carré est divisé par une quantité quelconque; du quotient on retranche cette quantité ; la moitié du reste est la cathète de Vohlong; et si Von y ajoute la quantité y on aura la diagonale.
Ainsi soit a le côté de Toblong, h la quantité prise arbitrairement,
^ \\ * ) *®^* '* cathète, et i (^ iJH-6=:i(^-hA] sera la diagonale.
En effet on a
D'après ce que nous avons déjà dit de cette 'formule , appliquée à la construction du triangle rectangle, on ne peut douter qu'il ne s'agisse ici de la construction d'un oblong dont les diagonales soient exprimées, comme les côtés, en nombres rationnels.
L'aire de l'oblong sera rationnelle aussi ; et il en sera de même du diamètre du cercle circonscrit à l'oblong, puisque ce diamètre est égal aux diagonales. j
§ 36. Que les diagonales d'un oblong soient les flancs d'un tétragone ; que le carre I
du côté de Vohlong soit divisé par une quantité prise arbitrairement, et que le qtUH j
tient soit retranché de cette quantité ; le reste divisé par deux , augmenté de h \
cathète de Vohlong , sera la hase , et diminué de la cathète sera la corauste.
Soient a et & le côté et la cathète de l'oblong, et c une quantité prise arbitrairement. \
Les deux flancs du tétragone seront égaux aux diagonales de l'oblong; sa base sera égale à
{le |-4-fc,et8a corauste k i ( c — r-) — h.
§ 37. Les trois côtés égaux d'un tétragone, qui a trois côtés égaux , ont pour valeur le carré de la diagonale d*un ohlong. On trouve le quatrième côté en retranchant le carré de la cathète de trois fois le carré du côté de l'oblong.
Si ce quatrième côté est le plus grand , il sera la hase du tétragone , s'il est le plus petit il sera la corauste.
Ainsi soient a le côté de l'oblong, et h sa cathète; à^ + h^ sera le carré de sa diagonale. Nous supposons qu'il est formé suivant la règle du § 35; de sorte que sa diagonale, l^a' -*- h^ , sera un nombre rationnel.
On prendra (a' + ft') pour la valeur des trois côtés égaux du tétragone, et (3a^ — h) sera l'expression du quatrième côté.
§ 38. Les côtés et les cathètes de deux triangles rectangles, multipliés réciproque-
ment par les hypoténuses , sont les quatre eôtis inégaux d'un trapèze. Le plue grand est la base, le plue petit la eorauête et les deux autres sont les flancs.
Soient a,hy c,\e cAté, la cathète^ et rhypoténuse du premier triangle, et a', V, c', le côté y la cathéte et Thypoténuse du second triangle ^ Les quatre côtés du trapèze seront ac', be', a'e, b*e.
L'ordre dans lequel ces côtés seront placés est indiqué par Tauteur, puisque les deux extrêmes seront les bases et les deux moyens les flancs.
Les propositions que présentent ces quatre paragraphes sont évidemment incomplètes, puisque chacune se réduit à donner une construction particulière des quatre côtés d'un tétragone. Or, d'une part, ces côtés ne suffisent point, excepté dans la première où il s'agit de Toblong, pour la construction du tétragone ; et ensuite le tétragone étant construit, il n'est rien dit des propriétés dont il jouira , et qui ont dû faire l'objet de ces propositions. On doit donc penser que la construction des côtés, donnée par Brahmegupta, répond a une question qui avait été énoncée primitivement dans le titre de l'ouvrage et qui en a disparu dans quelqu'un des manuscrits qui se sont succédé. U fallait retrouver quelle avait été cette question; sans quoi l'on n'aurait point connu et l'on n'aurait su apprécier l'ouvrage de Brahmegupta. Le scoliaste Ghaturveda , dans l'application numérique qu'il fait des quatre propositions, parait avoir ignoré complètement leur destination; et ne nous fournit aucune donnée ni aucune lumière k ce sujet.
Mais ayant reconnu qu'il est question , dans la plupart des autres propositions dont nous avons déjà parlé, du tétragone inscrit au cercle, nous avons pensé d'abord qu'il en était de même des quatre propositions dont il s'agit. Ensuite, la première de ces quatre propositions, exprimée algébriquement, nous présentant la formule qui sert pour la construction d'un rectangle dont les côtés et les diagonales soient des nombres rationnels, et celle-ci, d'ailleurs, faisant suite dans l'ouvrage aux deux propositions qui nous ont déjà paru avoir incontestablement pour objet, de construire un triangle dans lequel les perpendiculaires et conséquemment l'aire et le diamètre du cercle circonscrit, fussent exprimés en nombres rationnels, nous avons été conduit naturellement à supposer que c'était une question analogue que Brahmegupta avait résolue pour le tétragone inscrit.
En effet, en formant avec les quatre côtés dont l'expression est donnée par chacune des quatre propositions, un tétragone inscriptible au cercle, et en appliquant à cette figure les différentes formules que contiennent les autres paragraphes de l'ouvrage pour le calcul de l'aire du tétragone, de ses diagonales, de ses perpendiculaires, du diamètre du cercle circonscrit, et des segmens que différentes lignes font les unes sur les autres, nous avons trouvé que toutes ces formules donnent des expressions rationnelles. Nous avons dû en conclure que tel avait été l'objet des quatre propositions de Brahmegupta.
Laproposition du § 38 nous donne lieu à plusieurs observations.
Les quatre côtés du tétragone ont pour expressions ac', bo , de eti&'o. L'auteur a prescrit l'ordre dans lequel ils seront placés; les deux extrêmes seront opposés. D'après cette
1 IfoQt détigneront plus loin cet deux irianglet tout le nom de triangle* génératêurê.
règle, on reconnait aisément qu'ils proyiendront de la multiplication des deux côtés d'un même triangle par Tbypoténuse de l'autre ; et les deux moyens de la multiplication des deux cAtés de celui-ci par Thypoténuse du 1^'. Car la somme des carrés des deux côtés ae\ hc\ est égale à la somme des carrés des deux autres côtés a'c^ Ve; cette somme étant cV. Ce qui prouye que si ae' est le plus grand côté, hc' sera le plus petit; conséquemment ac et bc' , qui proviennent de la multiplication des côtés d'un même triangle par rhypolénuse de Tautre, seront opposés entre eux, dans la construction du tétragone.
Nous concluons de là que la somme des carrés des deux côtés opposés est égale à la somme des carrés des deux autres côtés; et le quadrilatère étant supposé inscriptibledans le cercle, il résulte de cette égalité des sommes des carrés des côtés opposés, que Uê deux diag<male* du quadrilaUre sont à angle droit. Ainsi il est démontré géométriquement que dans le § 38 ,1e mot trapèze s'applique exclusivement au quadrilatère qui a sesdia^ gonales à angle droit.
Soit ÂBCD le trapèze ; on aura
AB = ac' , BC = a'c , CD = fcc' , et AD = 6'c. Les formules du § 28 donnent pour ses diagonales:
AC = ah' -^ha', BD = aa' -+. bh'.
On peut calculer l'aire du trapèze par la formule du $ 21 ; mais il est plus simple de remarquer que les diagonales étant à angle droit , cette aire est égaie au drani-produit de ces deux lignes ; ainsi son expression est \ {aV -4- ba') {aa' + bV).
Le diamètre du cercle circonscrit est égal , suivant la seconde partie du $ 26, à la racine carrée de la somme des carrés des deux côtés opposés , qui est ici :
V'aV- ^ 6V» = eVa" ^ h' == ce'.
Les perpendiculaires BE , GF abaissées des deux sommets B, C, sur la base AD, calculées dans les deux triangles A6D, AGD, par la règle du $ 22, ainsi qu'il est dit par Brabmegupta, au $ 28, sont :
BE = - {aa'
hb') , CF == - (aV ^ ba').
Le> aagmens que ces perpendiculaires font sur la base AD ,sont :
AE = î (ab' — ia') , DE « - (aa' + bb'), c c
DF«- (»'— «a'), AFa=:-(afc'-*.ô«').
Les segmens faits sur les deux diagonales, à leur point d'intersection, calculées par la règle du $ SO-51 , sont :
AO=:ai&', C0 = a'6, BO = aa' , DO = fcZ>'.
La perpendiculaire 01, dans le triangle AOD , calculée, comme il est dit au § dO-dl , (ou par une proposition résultante de la similitude des deux triangles EBD, lOD), est 01 := ^*, et son prolongement OL, jusqu'à la base supérieure, est égal , suiyant la régie du même paragraphe, à la demi-somme des deux perpendiculaires fi£, GF, moins 01 » d'où OL s= i a'e>
Enfin nous n'avons pas besoin de donner les expressions des segmens faits sur les diagonales et les perpendiculaires , par leur intersection , non plus que sur les côtés opposés \ parce que tous ces segmens, dans un quadrilatère quelconque , sont exprimés rationnellement en fonction des cAtés, des diagonales et des perpendiculaires.
Ainsi toutes les parties de la figure sont rationnelles.
Nous pouTons donc regarder la proposition du § 38 comme ayant eu pour objet de former un tétragone ayant ses quatre côtés inégaux, qui fût inscriptible au cercle, et dans lequel toutes les expressions que Brahmegupta a appris à calculer par ses autres propositions , fussent rationnelles.
Ces expressions ne sont point calculées dans l'ouvrage indien. On ne doit pas en être ét4Miné, puisque Brahmegupta se borne toujours au simple énoncé , le plus succinct possible , de ses propositions , sans en donner aucune démonstration , ni aucune vérification à posteriori.
Nous faisons cette observation parce que Bhascara donne , comme formant une proposition nouvelle qu'il s'attribue, les expressions des diagonales AG, BD, et reproche aux écrivains qui l'ont précédé, particulièrement à Brahmegupta, d'avoir omis cette règle, beaucoup plus courte , dit-il, que la formule du § 28 qu'ils ont donnée.
Les valeurs assignées aux côtés du quadrilatère par l'énoncé de la proposition § 38 , et les valeurs que nous avons trouvées pour les segmens OA , OB , OG , OD , font voir que les côtés de chacun des quatre triangles AOB , BOG, GOD , DOA, qui sont rectangles en 0 et qui composent le quadrilatère, proviennent respectivement de la multiplication des trois côtés de chaque triangle générateur, par un côté de l'antre triangle. Ainsi les trois côtés du triangle AOB sont ae' , a&', aa' ; ils proviennent de la multiplication des côtés & ^V , cC, da second triangle générateur par le côté a du premier.
On peut donc, non-seulement déterminer les quatre côtés do quadrilatère, «u moyen des deux triangles générateurs, mais aussi efiectuer la construction du quadrilatère. Car
il suffit de former 9 comme nous venons de le dire, les quatre triangles rectangles AOB, BOG, GOD, DOA, et de les réunir ensemble. C'est ainsi que les scoliastes, particulièrement Ganesa, dans ses notes sur l'ouvrage de Bhascara, ont compris la construction du quadrilatère; et ont suppléé de la sorte à la condition d'inscriptibilité au cercle, que nous supposons avoir été dans les intentions de Brahmegupta. On conçoit dès lors comment Ghaturyeda a pu faire des applications numériques des règles de Brahmegupta, en ignorant cette condition d'inscriptibilité.
Ayec les quatre côtés d'un quadrilatère inscrit au cercle, on peut former deux autres quadrilatères qui seront inscrits dans le même cercle. Ainsi cij Sj y, 9^ étant les quatre côtés, pris consécutivement, du quadrilatère, on peut les placer dans Tordre a, 6, à^ 7, ou bien dans Tordre a^y^S^i. Ges trois quadrilatères ont, deux à deux, une même diagonale; de sorte que de leurs six diagonoles il n'y en a que trois différentes; les trois autres étant égales respectivement à ces trois premières \
Si Ton applique cette remarque à la figure de Brahmegupta , les deux nouveaux quadrilatères ne seront plus des trapèzes ^ c'est-à-dire, qu'ils n'auront plus leurs diagonales à angle droit. Mais ces lignes seront encore rationnelles ; ainsi que toutes les autres parties du quadrilatère que nous avons calculées pour le trapèze. De sorte que les deux nouveaux quadrilatères satisfont à la question générale que nous supposons que l'auteur hindou s'est proposée; aussi aurait-il pu comprendre ces deux quadrilatères dans sa solution.
L'existence de ces deux nouveaux quadrilatères a été connue de Bhascara, qui a donné l'expression de la troisième diagonale; mais qui n'a nullement aperçu quel était Tobjet de la proposition de Brahmegupta, soit par rapport à Tinscriptibilité au cercle, soit par rapport à la rationalité des différentes parties de la figure.
Gette troisième diagonale est égale à ce', G'est précisément la valeur du diamètre du cercle circonscrit au quadrilatère. Ce qui prouve que le quadrilatère a deux angles droits qui sont opposés. Gette forme particulière du quadrilatère , qui mérite d'être remarquée, ne Ta pas été par Bhascara ^
I Ces trois quadrilatères ont la même surface. Leurs trois diagonales différentes ont STec cette surface et le diamètre du cercle circonscrit une relation qui consiste en ce que : Le produit des trois diagonales , divisé par le double du diamètre du eerelc circonscrit, est égal à Paire de Vun des quadrilatères.
Cette proposition paraît due à Albert Girard, qui Ta énoncée dans sa Trigonométrie, lïout ne trouvona pas qu'elle ait été reproduite depuis.
3 Cette propriété du quadrilatère , d'ayoir deux angles droits , fait Toir que la question de construire un quadrilatère inscriptible au cercle , dont les côtés , Taire , les diagonales , les perpendiculaires , ainsi que le diamètre du cercle, soient exprimés en nombre rationnels, est susceptible d'une solution très-iimp le, qui consiste à prendre pour le diamètre du cercle un nombre rationnel quelconque, et à décomposer de deux manières différentes le carré de ce nombre en deux autres carrés. Les racines de ces nombres carrés seront les côtés du quadrilatère. On formera de cette manière les mêmes quadrilatères que par la méthode de Brahmegupta.
II est facile de yoir que l'on peut encore opérer ainsi : Que Ton prenne un triangle scalène quelconque ABC, de manière que ses côtés et sa perpendiculaire soient des nombres rationnels ; et que par ses deux sommets B , C, on élève des perpendiculaires sur les côtés AB, AC, respectivement. Ces droites se couperont en un point D, et le quadrilatère ABDC satisfera à la question. En changeant Tordre de ses côtés on formera le trapéte de Brahmegupta.
Reprenons les expressions de la perpendiculaire GF et du segment FD. On a
CFs= - (afc'^-Z»'), FD=- (bb'-^aa').
Les denx lignes GF, FD, sont les côtés d'un triangle rectangle, dont l'hypoténuse est CD :s=bc\ Ges expressions ne contiennent pas explicitement la quantité e', ni par conséquent le côté CD , mais seulement les quantité a\ b\ dont la somme des carrés est égale au carré de c', ou GO=:a'i et DO s= b'b , dont la somme des carrés est égale au carré de CD. Ges expressions seraient donc encore rationnelles , quand bien même c'y ou le côté GD, ne le serait pas. Par conséquent les lignes GF, FD donnent une solution géométrique de ce problème. Décomposer un nombre donné ( carré ou non) en deux nombres carrés y connaissant une première solution de la question.
Remplaçons c'% par A ; on pourra exprimer ainsi , algébriquement , la question et sa solution ;
Pour résoudre V équation x^ -4- y' = A , en nombres rationnels ^ quand on connait un premier système de racines x', y', de cette équation , on prendra arbitrairement trois nombres carrés ^ a, b, c, tels que Von ait a"" + b^==c^; et les racines cherchées seront
a\/ -*- hx'
Ces formules, auxquelles conduit naturellement la question géométrique de Brahmegnpta , contiennent virtuellement les formules générales pour la résolution de Téquation Gâ?'=b A=y' 1, que Ton a trourées, au grand étonnement des géomètres européens, dans l'algèbre de cet auteur hindou, et qui, dans le siècle dernier, ayaient fait honneur au grand Euler, qui, le premier, y était parvenu parmi les Modernes.
1 Bn effet , dans Téqnation à résoudre dr^ + ^ = A , et dans les denx équations de condition x'^ -\-y^^=zK et a^ + ^rro^y remplaçons jp par s\/C^ s' par dr'|/C^ a par a^Gj elles deviendront
Ca»
-f- ft3 = ca;
et les
expressions
des
racines
dr et y
deviendront j
, par ces substitutions ,
ai/ -f- *ar'
Ce sont les racines de Téquation CLr^ + y^ = A,
flaintenant observons que ces racines satisfont à cette équation , quelles que soient les valeurs des deux
ToM. XI. 56
Les Indiens faisaient usage concurremment de TAlgèbre et de la Géométrie dans leurs spéculations malhémaliques ; de l'algèbre pour abréger et faciliter la démonstration de leurs propositions géométriques, et de la Géométrie pour démontrer leurs régies d'algèbre et peindre aux yeux , par des figures , les résultats de l'analyse. Nous yerrons des exemples de cette manière d'opérer, dan^ plusieurs passages des ouvrages de Bbascara, et dans les ouvrages des Arabes, qui ont reçu des Indiens cette alliance de l'algèbre à la Géométrie. Il parait donc possible que les Indiens soient parvenus à leur solution des équations indéterminées du seoond degré , par des considérations géométriques puisées dans la question du § 38, et que ce soît là la raison primitive de la présence du morceau de Gréométrie intercalé dans les Traitiâ d^orrithmétique et d algèbre de Brahmegupta. Ce qui viendrait à l'appui de cette conjecture, c'est qu'il paraît que les Arabes s'étaient aussi occupés des équations indéterminées du second degré, et qu'ils les avaient résolues par des considérations géométriques; ce en quoi ils auraient été , probablement, les imitateurs des Indiens. Gela semble résulter d'un passage de Lucas de Burgo, qui, dans sa Summa de Arithmetica , Geometria, etc. {distinatio frima, traetatus quartus) , parle du Traité des nombres carrés de Léonard de Pise, où se trouvait résolue l'équation x^ -*- y^= A , par des considérations et des figures géométriques. Les formules de Léonard de Pise, que Lucas de Burgo rapporte', sont les
nombres G et A, qui par conséquent peuvent être supposée négatifs. De sorte que l'équation peut prendre
la forme
Car3=tA = y3;
et ses racines deviennent
Cas'-i-hy
Nous donnons le signe possitif à la valeur de y y parce que cette variable n'entrant qa*aa carré dans Téqnation, son signe est indifférent.
Les équations de condition entre s' et y' d'une part, et a, 6, c, de l'autre, sont
Ca3 H- cfl = 63.
C'est-à-dire que s' et if sont un système de racines de l'équation proposée \ et que - et - sont un système de racines de l'équation Cx^ -f- 1 = y^.
Les formules (1) qui résolvent l'équation G^^ ^b A =: ^ sont précisément celles que l'on trouve dans l'algèbre de Brahmegupta (section VU; pag. 364 et art. 68 de la traduction de M. Colebrooke.)
Ainsi ces formules générales pouvaient se déduire facilement de la simple question de Géométrie traitée par l'auteur indien.
1 Cardan dit aussi avoir emprunté de Léonard de Pise ces mêmes formules, qu'il donna, sans démonstration, dans sa Practica Arithmetiee (chap. 66, question 44). Yiète thi le premier qui les ait démontrées, au commencement du IV« livre de ses Zéiétiquet, Sa démonstration est analytique. Peu de temps après, Alexandre Andersen s'est aussi occupé de cette question d'analyse indéterminée , et a démontré par des considérations géométriques les formules de Diopbante , qui sont différentes de celles de Léonard de Pise ( voir Exercitaiùhnum mathematicarum Decas prima. Paris , 1619, in-4o).
Dans les notices historiques sur les équation* indéterminées du second degré , on ne fait remonter qu'à
mêmes que celles que nous aTons déduites de la question géométrique de Brahmegupla. Or y Léonard de Pise ayait rapporté ses connaissances mathématiques de TArabîe. Nous devons donc attribuer ses formules^ pour la résolution des équations indéterminées du sesond degré ^ aux Arabes ; et penser que ceux-ci les avaient reçues des Indiens.
Après ayeir formé notre opinion sur les questions précises qui avaient été l'objet des S§ 21 à 38 de l'ouvrage de Brahmegupta, nous avons été curieux de savoir si, parmi les Modernes, et à quelle époque, les mêmes questions avaient été traitées; et si Ton pouvait établir une sorte de comparaison entre le travail des géomètres hindous et celui des géo<mètres européens.
Voici ce que nous avons trouvé à ce sujet :
J.-B. Benedictis a résolu la question de eonsiruire avec quatre eâtis donnée un qua^ drilataire ineeriptible dane le eerâle (poir son recueil intitulé : Dtverearum epeeula' iionnm maihematicarum etphyeiearum liber. Taurini , 1585 ; in-fol<*). Ce problème lui avait été proposé par le prince Charles-Emmanuel de Savoie.
En 1594,1e célèbre Joseph Scaliger en inséra une solution inexacte dans se^ Cyelome* trica elementa duo (Leyde, in<-fol.). a, b^ e, d , étant les quatre côtés donnés, on conclurait de cette solution que le diamètre du cercle dans lequel le quadrilatère formé avec ces quatre côtés serait inscrit, aurait pour expression Va^-^-h^ h- V c^ ^ rf*. D'où il suivrait que le problème admettrait deux autres solutions, pour lesquelles les diamètres des cercles seraient \/a^ -f- c^ + Vb^-i-d^^ et Va^ -♦- d^ -*- Vb^ •+• e\ De sorte que Scaliger aurait, dans le fait, résolu avec la ligne droite et le cercle une question qui aurait dû dépendre, en analyse, d'une équation du troisième degré. Mais il est vrai que cette remarque, s'il l'a &ite, ne pouvait l'arrêter; car on sait que sa grande réputation littéraire le portant à ambitionner aussi le premier rifng parmi les mathématiciens , il avait résolu non-seulement le problème de la quadrature du cercle , qui était l'objet de ses Cyclotnetrica elementa, mais aussi celui d'inscrire dans le cercle tout polygone régulier d'un nombre impair de côtés i.
Cet ouvrage fut réfuté aussitôt qu'il parut par Errard, de Bar-le-Duc, ingénieur du roi ^; et ensuite par Viéte^, Adrianus Roman us < et Clavius *.
ïermat Porigine des irayanx des gëonètres modernes. On aurait dû citer, avant Fermât, Léonard de Pise, Lucas de Burgo , Cardan et Yidte surtout , qui se sont serris des formules mêmes sur lesquelles repose et d'où peut se déduire la solution générale d^Euler.
1 Elêmentum priu$f prop«. XV.
^ Réfutation de quelques propotiHonê du livre de M. De VEecale , de la quadrature du cercle , par lui intitulé: Cyaomtstriea elementa duo. Lettre adressée au roi. Paris, septembre, 1504 j chex Auray, rue S^-Jean-de-Beauyaia, au Bellérophon couronné.
Peu de mots suffisent à Errard pour montrer la fausseté des propositions 6« et 0« de Scaliger, qui disent^ 1» Que le circuit du dodécagone inscrit au cercle peut plus que le circuit du cercle ; et 2» que le carré du circuit du cercle est décuple au carré du diamètre,
0 Cette réfutation est Tobjet du Pseudo^MesolaJbum etalia qumdam adjuncta capitula, qui parut en 1590.
4 Apologiapro Archimede, ad clariss. virum Josephum Scaligerum. Exercitationes cycHcœ contra J, Scaligarum, Orontium finœum , etRaymarum Ursum,in decem dialogos distineim. Wucebnrgi, 1507 , in-fol.
' Voir sa Géométrie pratique.
Yiéte, à ce sujet, résolut la question du quadrilatère, et montra les paralogismes qui avaient égaré Scaliger. Sa solution parut en 1596 dans son Pseudo-Mesolahum.
Nous trouYons ensuite Prsetorius, qui consacra à cette question un livre intitulé: Problema , quodjubet ex quatuor rectù Uneis datiê quadrilaterum fieri , quod sii in circulo ^ aliquot modiê explicatum; à Johan, Pbjetobio Joachimico, Norinbergae, 1598, in-4* ( de 36 pages ).
Cet ouvrage est précieux sous plusieurs rapports ; d'abord par quelques indications qu'il contient sur Thistoire du problème; et ensuite parce que^ résolvant la même question que Brahmegupta , au sujet des conditions de rationalité de quelques parties de la figure , il nous fournit un point de comparaison entre les Indiens et nous, dans une question particulière et originale chez l'auteur hindou , comme chez Fauteur européen.
Prsetorius nous apprend qu'anciennement ce problème avait été traité , et que l'on avait cherché le diamètre du cercle circonscrit au quadrilatère, et l'aire de cette figure; qu'ensuite Regiomontanus avait aussi proposé ces questions ; puis , que Simon Jacob avait calculé les diagonales du quadrilatère et le diamètre du cercle. Enfin il cite la solution de Yiète, et ajoute que, plus récemment encore, d'autres solutions en ont été données; mais qu'il ne les connaît pas.
Après ce préambule historique , Prœtorius résout le problème en cherchant les ex* pressions des diagonales , et montre comment on calculera le diamètre.
Ensuite il se propose de déterminer quatre nombres qui , étant pris pour les côtés du quadrilatère , donnent pour les diagonales, ainsi que pour le diamètre du cercle, des valeurs rationnelles. Et il résout cette question de différentes manières. Dans l'une, il trouve pour les côtes du quadrilatère les quatre mêmes nombres 60, 52, 25 et 39, qu'emploie Brahmegupta. Mais il ne les place pas dans le même ordre, et il forme ainsi un quadrilatère difi*érent de celui du géomètre indien ^ Dans l'exemple suivant, il remarque qu'on peut changer deux côtés de place , et il forme avec d'autres nombres , qui sont 52 , 66, 39 et 33, un autre quadrilatère inscriptible. Nous avons reconnu que ce quadrilatère a ses diagonales rectangulaires comme celui de Brahmegupta; ce que Praetorius n'a pas observé. Ce géomètre n'a pas remarqué non plus que difiTérentes parties du quadrilatère, que Brahmegupta a calculées, étaient aussi exprimées en nombre rationnels, comme les diagonales et le diamètre du cercle. De sorte que l'on peut dire que Brahmegupta
1 Prœtorius prend an triangle quelconque ABC , ayant ses côtés rationnels et tels que sa perpendiculaire soit aussi rationnelle. II le construit au moyen de deux triangles rectangles, comme nous Pavons dit au sujet du § 34 de Brahmegupta. Deux côtés de ce triangle AB^ AG, sont pris pour deux côtés consécutifs du quadrilatère cherché, et le troisième BC, pour la diagonale qui les soutend. Il reste à construire les deux autres côtés du quadrilatère; Prœtorius détermine leurs longueurs en menant quelques lignes, et en faisant denx proportions.
Cette solution peut être singulièrement abrégée ; car nous avons reconnu quMl suffit de mener par les points B, C, deux droites perpendiculaires aux côtés AB et AG^ respectivement. Ces droites sont les deux côtés cherchés.
Cette constructon fait voir que le quadrilatère de Prœtorius a deux angles droits , et que sa seconde diagonale est précisément le diamètre du cercle circonscrit ; ce que ce géomètre n^a peut-être pas aperçu.
a plus approfondi cette question , et Ta traitée plus complètement que les Modernes.
Dans sa dernière solution, Prœtorias prend pour les côtes consécutifs du quadrilatère les nombres 33 , 25, 16 et 60, et il dit que « ce sont ceux que Simon Jacob a proposés, sans montrer la voie qui Tarait conduit à cette solution. » Gela nous fait supposer que Simon Jacob arait résolu aussi , outre la question de construire un quadrilatère inscriptible au cercle, avec quatre côtés donnés, celle de trouver, en nombre rationnels, quatre côtés pour lesquels les diagonales du quadrilatère et le diamètre du cercle fussent rationnels ^
Nous ne connaissons que l'ouvrage de Prœtorius où , depuis Simon Jacob , on ait traité cette seconde question; quoique le problème de construire le quadrilatère inscriptible, avec quatre côtés donnés, ait continué d'occuper quelques géomètres. Ludolph Van Ceulen Ta résolu dans ses Problemata tniscellanea i ainsi que Snellius, dans les notes dont il a enrichi sa traduction, du hollandais en latin, de cet ouvrage de Ludolph. Quoique Snellius y cite Touvrage de Prœtorius , il n'a point fait mention des nouvelles questions que celui-ci avait résolues.
Enfin nous citerons J. De Billy ( 1602*1679 ), géomètre d'un grand mérite , qui , cependant, s'est mépris dans la construction du quadrilatère inscriptible avec quatre côtés; parce qu'il a pensé que le problème était indéterminé, et que l'on pouvait prendre une condition de plus, telle qu'une relation entre les deux diagonales. Il crut le résoudre en se donnant le rapport des diagonales, puis leur somme , et enfin leur difiérence.^.
Nous ayons cité, au sujet du § 21 , les géomètres qui se sont occupés particulièrement de l'élégante formule pour l'aire du quadrilatère.
I Simon Jacob n^est cité par aucun historien des mathématique» , et paraît être aujourd'hui tout'^-fait inconnu ; cependant nous trouTons dans le premier Tolume de la Bibliothèque mathématique de fflurhard , quUl est auteur de deux ouvrages allemands qui ont eu un grand nombre d^ëditions. Le premier, intitulé Recherches sur les lignes [Rechnung aufderLinie; Francfort, in-S») a paru en 1667, et a été réimprimé en 1688, 1600, 1609, 1607^ 1608, 1610 et 1613. Le second, Nouveau traité élémentaire du calcul des lignes et des nombres, suivant la pratique italienne ( £in neu und wohlgegrûndet Rechenbuch auf der Linie und Ziffem , samt der Welsçhen Practic, etc., in-4o], parut on 1660 et a été réimprimé en 1666, 1600 et 1613.
Ifous trouvons encore dans la Bibliothèque mathématique de Murhard , que Simon Jacob , professeur de mathématiques à Franc fort-sur-Mein , a roTu et fait paraître, en 1664, une édition d^un ouvrage de Pierre Apian ( 1600-1662}, sur les calculs relatifs au commerce.
Schooten cite Simon Jacob dans deux passages de ses Sectionss miscellaneœ, et rappelle celebris ariihme- Ucus (voy. Esercitaiiones mathematicœ , pag. 404 et 410). On y voit que ce géomètre avait imaginé plusieurs progressions telles, que chacun de leurs termes étant exprimé en fraction, le numérateur et le dénominateur étaient les côtés de Fangle droit d'un triangle rectangle dont Phypothénuse était rationnelle
3 Diophantus geomeiraj sive opus contextum es arithmeticd et geametriâ simul, etc. Paris, 1660, in-4o, p. 188 et 189.
Jaocpies de Billy , que Heilbronner et Kontucla citent à peine , fut un très-savant elgébriste , estimé des plus célèbres mathématiciens de son temps, en particulier de Fermât et de Bachet de ffléziriac. On trouve dans les Mémoires de IVicéron,i, 40, la liste des nombreux ouvrages quUl a mis au jour, et de ceux, en plus grand nombre, qui sont restés manuscrits; ceux-ci faisaient partie de la bibliothèque des jésuites de Dijon : il parait qu'ils n*ont pas passé dans celle de la ville , car nous n'en trouvons aucun dans les catalogues de Hœnel.
suis existent encore , il serait bien à désirer qu'on fit connaître au moins une analyse ou une table des matières traitées dans ces manuscrits, qui étaient au nombre d'une vingtaine.
La théorie du quadrilatère inscrit n'offre plus aujourd'hui aucune difficulté ^ et a passé dans les ouyrages élémentaires oùt l'on donne le théorème de Plolémée sur le produit des deux diagonales, et un second théorème sur le rapport de ces lignes ; de ces deux propositions se déduisent les valeurs des deux diagonales. M. Legendre a complété cette théorie en donnant dans les Notes jointes à ses ÉUmêns de Géométrie^ la démonstration , par le calcul, des formules pour l'aire du quadrilatère et le diamètre du cercle circonscrit Mais je ne sache pas que l'on ait jamais , depuis Prœtorius , résolu la question de construire un quadrilatère inscriptible , dont les parties fussent rationnelles; ni même que l'on ait fait attention à TouTrage de ce géomètre. L'apparition de cette question dans le traité de Brahmegupta semble donner une sorte d'à propos , et un nouveau mérite à celai de Prsetorius i.
Nous terminerons ici nos observations sur les dix-huit premiers paragraphes de la partie géométrique de Brahmegupta. Les antres paragraphes offrent peu d'intérêt. Nous y remarquerons seulement le rapport de la circonférence an diamètre, exprimé par la proposi«tion du § 40 , lequel serait égal à KlO. Il parait , d'après le texte anglais 2, que Brahme«> gupta a regardé cette expression comme étant le rapport exact de la circonférence au diamètre. Ghaturveda, dans ses notes, semble le croire ainsi. Gela ne nous étonne point de la part de ce scoliaste ; mais il est difficile de penser qu'un géomètre qui a été capaMe d'écrire sur la théorie du quadrilatère inscrit au cercle, et de résoudre les questions que nous avons trouvées dans l'ouvrage de Brahmegupta , ait commis cette faute. U est vrai que la quadrature du cercle a été aussi l'écueil d'un grand nombre de géomètres modernes, qu'elle a entraînés dans des erreurs semblables; quoique plusieurs d'entre eux eussent donné des preuves d'un véritable et profond savoir en mathématiques. Il nous suffira de citer Oronce Finée et Grégoire de S*- Vincent.
L'expression 1^10 est précisément le rapport que J. Scaliger disait avoir trouvé le premier, et croyait avoir démontré géométriquement: mais on connaissait depuis long-temps en Europe cette expression, qu'on savait n'être qu'approchée. On l'attribuait aux Arabes ou aux Indiens , et l'on supposait que ces peuples l'avaient regardée comme étant exacte.
En effet, Purbach (1425-1461), dans son livre intitulé: Traçiattu Georgii Peurhacha êuper propositiones Ptolemœi de minibus et ehordis , s'exprime ainsi , Indi vero
1 J. Prœtorius (1557-1616), n'est cité, généralement, que comme inTenteur de rinstmment géod^ique appelé Iti planchette , qui pendant long-temps a en le nom de Tabula Prœtoriana; mais il fut on géomètre tréshabile et très-considéré dans son temps. Snellius . en citant son ouvrage sur le quadrilatère , s*exprime ainsi : Clarissimus J, Prœtorius harum artium sdentia nulli seeundus, de quatuor lineis in eirculo integrum librum publicavit, in quo multia modis ingeniosè sanè et acutè hoc idem problema effici passe demonstravit.
Le célèbre professeur de mathématiques Doppelmayer lui a consacré une notice dans sa biographie des mathématiciens et artistes de IVuremberg. 1730, in-fol. (en allemand), où Ton Toit que Prœtorius a imprimé peu d*ouvrages ; mais que plusieurs de ses manuscrits sont conserrés à Aitorf, on il a vécu dans la plus grande estime pendant quarante ans.
OntrouTO un extrait de cette notice dans Fouvrage de géodésie pratique de J.-J. Marinoni, intitulé :!>« re ichnographicâ ,cujushodiema praxis exponitur , etc. Viennœ Au8triœ,1761^ in-4o.
' The diameter and the square ofthe semidiameter, heing severally mulHplied by three, are the pracHcal circumference andarea, The square^roots extracted from ten times the squares ofthe same are the neai values.
dicunt, si quiiêciret radiées nttmêrorum rectâ radiée earentium invenirêj ilU faciliter inveniret^ quanta eseet diameter reepectu circumferentiœ. Et seeundum eos, si diameter fuerit unitas^ erit cireumferentia radiv de décent: si dua^ erit radia de quadraginta: si tria, erit radix de nonaginta: et sie de aliis, ete, RegioiDontanus (1436-1476), au contraire, attribue le rapport |/lO aux Arabes. Voici ses paroles : jirabes olim circulum quadrare polliciti ubi cireumferentiœ suœ œqualem reetam descripsissent , hanc pronuntiavere sententiam .* si circuli diameter fuerit ut unum, cireumferentia ejus erit ut radis de deeem. Quœ sententia eum sit erronea... Butéon (1402-1572), dans le second livre de son ouvrage De quadrature circuli, libri duo (Lyon , 1659 , in*8^), où il fait Tbistoire de ce problème, et réfute les paralogismes qu'il avait déjà occasionés , énonce en ces termes la même opinion que Regiomontanus : Tête AGomsiius SBGDNDUM Arabbs. Omnis circuli périmètres ad diametrum décupla est
potentiâ Patet igitur hujusmodi tetraganismum secundum Arabes esse falsum , et
extra limites Archimedis.
Sur la Géométrie de Bhascara Acharya.
Les ouvrages de Bhascara sont , comme ceux de Brahmegupta , un traité d'arithmétique, que l'auteur appelle Lilavati, et un traité d'algèbre qu'il appelle Bya-Ganita.
La Géométrie se trouve comprise dans le Lilavati, où elle forme les chapitres VI, VII, Vm , IX, X et XI, sous les §§ 133-247.
Le chapitre VI est le plus considérable ; il traite des figures planes : les autres sont peu de chose, et ont les mêmes titres, excavations , stacks, etc., que dans le traité de Brahmegupta.
Le Bija-Ganita contient aussi quelques questions de Géométrie , qui s'y trouvent comme applications des règles de Talgèbre, et qui sont résolues par le calcul. On remarque encore dans cet ouvrage quelques propositions algébriques qui y sont démontrées par des considérations géométriques. Nous ferons connaître ces propositions isolées , après que nous aurons examiné la partie géométrique proprement dite.
Nous diviserons celle-ci en cinq parties : les trois premières seront relatives au triangle en général, au triangle rectangle et au quadrilatère; la quatrième comprendra quelques propositions sur le cercle ; et dans la cinquième seront les règles pour la mesure des yolumes, et le chapitre sur l'usage du gnomon.
Première partie : Propositions sur le triangle
V Théorème du carré de l'hypoténuse, § 134.
2^ Expression des segmens faits sur la base d'un triangle par la perpendiculaire ; et expression de la perpendiculaire, §§ 163-164, 165, 166.
3® L'aire du triangle est égale à la moitié du produit de la base par la perpendiculaire, $1641.
1 Le commentateiir Ganéta démontre autrement que nous n^avons oontume de le faire, d'après Euclide, que Taire da triangle est égale à la moitié du produit de la base par la perdendiculaire.
4^ Formule qui donne Taire du triangle en fonction des côtés, § 167.
Nous renoncerons ci-dessous , au sujet du quadrilatère.
Deuiiémc partie : Sur le triangle rectangle.
1^ Régies pour former un triangle rectangle en nombres rationnels;
Quand un c6té est donné, $$ 139, 140, 141 , 143, 145;
Quand Thypoténuse est donnée, $$ 142, 144, 146.
2^ Construire un triangle rectangle dont on connaît un côté et la somme ou la différence de r hypoténuse et du second côté, $§ 147, 148 , 149, 150, 151 , 162, 153.
3'' Règle pour déterminer sur un côté d'un triangle rectangle le point dont la somme des distances aux extrémités de l'hypoténuse est égale à la somme des deux côtés de l'angle droit, §§ 154, 155.
4^' Construire un triangle rectangle dont on connaît l'hypoténuse et la somme ou la différence des deux côtés de l'angle droit, $$ 156, 157, 158.
Troisième partie. Propositions sur le quadrilatère
1^ La demi-somme des côtés est écrite quatre fois , on en retranche séparément les côtés, et Ton fait le produit des restes. La racine carrée de ce produit est l'aire, iruxacte dans le quadrilatère , mais reconnue exacte dans le triangle ; §§ 167 , 168.
C'est la formule de Brahmegupta, que Bbascara a copiée, sans l'avoir comprise, et sans avoir aperçu qu'il y était question de quadrilatère inscrit au cercle. Voilà pourquoi il dit que la règle est inexacte pour le quadrilatère ; et qu'il prouve ensuite qu'il est absurde de demander l'aire d'un quadrilatère dont on ne connaît que les côtés , parce qu'avec les mêmes côtés, dit -il, on peut former plusieurs quadrilatères différens ^ §§ 169*170, 171 , 172.
2^ Dans le quadrilatère équilatéral, ou losange , l'aire est égale à la moitié du produit
Il forme un rectangle ({uî a même base que le triangle ^ et pour hauteur la moitié de la perpendiculaire. La base supérieure du rectangle retranche du triangle un petit triangle qui est divisé par la perpendiculaire en deux triangles rectangles. Ceux-ci sont égaux respectivement aux deux triangles qu^il faut ajouter à la portion inférieure du triangle proposé pour compléter le rectangle. D*où il conclut que Taire du triangle eat égale i celle du rectangle, et conséquemment égale au produit de la base par la moitié de la perpendiculaire.
Cette démonstration est très-simple et parle aux yeux autant qu^à Pesprit. Ost celle qu^emploient lea Arabes, et qui a été adoptée à la renaissance , particulièrement par Lucas de Burgo et Tartaléa.
' Le seoliaste Suryadasa, auteur de deux commentaires excellens, sur le Lilavati et le Bija-Ganita (Colebrooke ; Brahmegupta and Bhoscara, algebra,^. xxYi), ne parait pas avoir été plus habile que Bhascara dans l'inteUigence de la proposition de Brahmegupta. Car il donne cette singulière raison pour prouver que Taire est exacte dans le triangle et inexacte dans le quadrilatère :
« Si les trois restes sont additionnés ensemble , leur somme est égale à la moitié de la somme de tous les côtés. Le produit de la multiplication continue des trois restes étant multiplié par la somme de ces restes, le produit ainsi obtenu est égal au produit du carré de la perpendiculaire multiplié par le carré de la moitié de la base. C'est une quantité carrée , car un carré multiplié par un carré , donne un carré. La racine carrée étant extraite, le résultat est le produit de la perpendiculaire par la moitié de la base, et o>st Taire du triangle. Donc la véritable aire est ainsi trouvée. Dans un quadrilatère , le produit de la multiplication ne donne pas une quantité carrée, mais une irrationnelle. Sa racine approximative est Taire de la figure \ non pas toutefois la véritable, car divisée par la perpendiculaire elle devrait donner la moitié de la somme de la base et de la oorauste. » {LilavaH,^. 72).
des deux diagonales. L'aire du rectangle est le produit de la base par la hauteur; § 174.
S^ Dans le quadrilatère dont les deux perpendiculaires sont égales , Taire est le produit de la demi-somme des deux bases par la perpendiculaire; §§ 175 , 177.
é"" Dans le losange, la somme des carrés des deux diagonales est égale à quatre fois le carré du côté; § 173-175.
5® Formules qui donnent les segmens que les diagonales d'un quadrilatère dont les flancs sont perpendiculaires sur la base , font Tune sur l'autre par leur point d'intersection; et expression de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la base; § 159, 160.
6" Connaissant les côtés d'un quadrilatère, et l'une de ses diagonales, trouver l'autre diagonale, les perpendiculaires du quadrilatère , et son aire; §$ 178, .... 184.
L'aire est la somme des aires des deux triangles qui ont la diagonale connue pour base; §184.
Les propositions où les différentes parties de cette question sont résolues ne présentent aucune difficulté. Elles reposent sur le principe de la proportionalité des côtés dans les triangles équiangles.
7^ Règle pour former ayec quatre côtés donnés, un quadrilatère qui ait ses deux perpendiculaires égales; § 185-186.
8^ Règle pour trouver les diagonales d'un quadrilatère; § 190.
C'est la règle donnée au § 28 de Brahmegupta, pour le quadrilatère inscrit an cercle. Mais elle ne s'applique point, dans l'ouvrage de Bhascara, à un quadrilatère inscriptible quelconque, parce que ce géomètre n'a jamais prononcé le mot cercle dans aucune de ses propositions relatives au triangle ou au quadrilatère; et qu'il a ignoré absolument que les propositions de Brabmegupta concernassent le quadrilatère inscrit.
On reconnaît que la règle énoncée par Bhascara concernait seulement , dans l'esprit de ce géomètre, le quadrilatère à diagonales rectangulaires, formé au moyen de deux triangles rectangles générateurs , comme nous l'avons dit dans nos observations à la soite du § 38 de Brabmegupta. Cela est confirmé parla règle plus simple, et propre uniquement à ce cas particulier , que Bhascara substitue à la règle générale dans son S 191-192.
Une autre observation de Bhascara prouve encore bien clairement qu'il a ignoré qu'il fût question dans Brahmegupta du quadrilatère inscriptible au cercle; c'est qu'il lui reproche d'avoir donné une règle générale pour déterminer des diagonales qui , dit*il , étaient indéterminées. Voici tout ce passage de Bhascara :
« S 187-189. Les côtés ont pour mesure 52, et 39'; la corauste est égale & 25 et )> la base à 60. Ces nombres ont été pris par les anciens auteurs , comme exemple d'une » figure ayant ses perpendiculaires inégales ; et les mesures précises des diagonales ont » été trouvées 56 et 63.
1 Remarquons ici en passant que Bhascara, pour exprimer 30, procède par soustraction, à la manière des Latins j i] dit : 40 moins 1 {one lésa ihanforty), Kais il parait que ce mode de composition des nombres n^est pas général dans Plnde. ChaturTcda ne le suit pas; il prononce toujours trente-neuf {ihirty-ninê), (Voir ses commentaires sur les§ 21 et 33 de Brahmegupta).
To«. XI. 57
» Former avec ces quatre mêmes cAlés, un autre quadrilatère qui ait d'autres diago- » nales , et particulièrement celui qui aura ses perpendiculaires égales. »
Bhascara résout cette question ; puis il ajoute :
« Ainsi avec les mêmes côtés ^ il peut y avoir différentes diagonales dans le tétragone.
» Quoiqu'indéterminées , les diagonales ont cependant été trouyées comme déterminées » par Brabmegupta et d'autres. Leur règle est la suivante:
» § 100. Règle, Les sommes des produits des côtés aboutissans aux extrémités des dia<- » gonales étant divisées Tune par Tautre, et multipliées par la somme des produits des )> côtés opposés , les racines carrées des résultats seront les diagonales dans le trapèze.
» L'objection qu'on peut faire contre ce moyen de trouver les diagonales , c'est qu'il » est long; comme je vais le faire voir en proposant une méthode plus courte.
» § 191-192. Règle. Les cathètcs et les côtés de deux triangles rectangles, multipliés )) réciproquement par les hypoténuses, sont les côtés; et de cette manière est formé un » trapèze dans lequel les diagonales peuvent se déduire des deux triangles.
» Le produit des cathétes ajouté au produit des côtés est une diagonale ; la somme des » produits des cathétes et des côtés, multipliés réciproquement, est l'autre diagonale.
» Quand cette courte méthode se présentait , je ne sais pourquoi une règle laborieuse » a été employée par les premiers écrivains. »
Bhascara ajoute que : « Si la corauste et l'un des flancs changent de place, l'une des » diogonales deviendra égale au produit des hypoténuses des deux triangles rectangles.»
Nous devons conclure de ce passage, que Bhascara n'a pas compris les propositions de Brabmegupta qu'il reprend. Celui-ci, comme nous l'avons déjà dit, n'a pas énoncé les formules données au $ 191-192 de Bhascara, parce qu'elles n'étaient , dans son esprit, qu'une simple vérification de la rationalité des diagonales , et non pas le sujet d'une proposition.
Bhascara remarque qu'en changeant de place deux côtés contigus du quadrilatère , on en forme un second, où Tune des diagonales est différente, et a pour expression le produit des hypoténuses des deux triangles générateurs. Cela est vrai ; mais Bhascara ne dit pas plus pour ce second quadrilatère que pour le premier , quelles seront ses propriétés qui avaient été l'objet de l'ouvrage de Brabmegupta. II ne remarque pas non plus que ce nouveau quadrilatère a deux angles droits.
9° Calcul des segmens que les diagonales et les perpendiculaires d'un quadrilatère, et les côtés prolongés, font les uns sur les autres; §§ 193-194, 195-196 , 197, 198-200.
On suppose connus les côtés , les diagonales et les perpendiculaires.
Tous ces calculs sont sans difficulté ; ils reposent sur le principe de la proportionnalité des côtés dans les triangles équiangles.
Telles sont les propositions sur le quadrilatère. Elles forment , avec celles qui concernent le triangle , la partie de l'ouvrage de Bhascara qui correspond aux dix-huit premiers paragraphes de celui de Brabmegupta. Avant de passer aux autres propositions de Bhascara, nous allons faire ressortir les différences que ces premières ont avec celles de Brahmegupta, dont elles ne sont qu'une imitation. Ces différences portent sur les points suivans :
1<> Toutes les propositions de Bhascara sont étrangères au cercle dont il est question formellement dans Ténoncé des §§ 26 et 27 de Brahmegupta, et qui joue le rôle principal dans plusieurs autres propositions.
2"* La formule pour Taire du quadrilatère (inscrit au cercle), donnée par Brahmegupta; est déclarée inexacte par Bhascara.
3* L'expression générale des diagonales du quadrilatère inscrit, donnée par Brahraegupta , est censurée par Bhascara , comme étant d'un calcul pénible , et est regardée par lui comme n'étant applicable qu'à un quadrilatère d'une construction particulière.
4<» Plusieurs propositions de Brahmegupta ne se trouvent point dans Touvrage de Bhascara. Telles sont les suivantes :
I"*. L'expression du diamètre de cercle circonscrit à un triangle ou à un quadrilatère;
IK L'expression particulière du diamètre du cercle circonscrit à un quadrilatère ayant ses diagonales rectangulaires;
I^^ La propriété de ce quadrilatère, qui consiste en ce que la perpendiculaire sur l'un de ses côtés, menée par le point d'intersection des deux diagonales , passe par le milieu du côté opposé;
ly® La manière de former un triangle isocèle ouscalène dont les côtés et la perpendiculaire soient des nombres rationnels ;
y® La manière de former un quadrilatère inscriptible au cercle, dont deux côtés opposés y ou bien trois côtés, soient égaux , et dont toutes les parties, ainsi que le diamètre du cercle , soient rationnels.
L'absence de ces dernières propositions (ly** et y°) dans Fouvrage de Bhascara prouve que ce géomètre n'a point eu en vue comme Brahmegupta , de résoudre la question de construire un quadrilatère inscriptible au cercle, et dont toutes les parties soient rationnelles.
Enfin nous devons dire que l'ouvrage de Bhascara contient quelques propositions sur le triangle rectangle , qui ne se trouvent pas dans celui de Brahmegupta ; et qui , en effet, y eussent été étrangères à la théorie qui est l'objet de cet ouvrage.
En résumé : l'ouvrage de Brahmegupta résolvait complètement, et avec précision , la question de construire un quadrilatère inscriptible au cercle , dont toutes les parties fussent rationnelles. Aucune proposition n'était étrangère & cette question, ni inutile pour sa solution.
Celui de Bhascara n'a point un objet unique. On peut le diviser en trois parties principales , indépendantes les unes des autres.
Dans la première, on donne l'expression de la perpendiculaire dans un triangle; et la formule pour le calcul de l'aire de cette figure en fonction des trois côtés ;
Dans la seconde, on traite de la construction d'un triangle rectangle en nombres rationnels, et de quelques questions sur le triangle rectangle;
Dans la troisième , l'auteur calcule différentes lignes dans un quadrilatère quelconque dont on connaît les quatre côtés et une diagonale.
n y a donc des différences nombreuses et tranchées entre les deux ouvrages. Malgré
ces différences, nous devons reconnaître que le plus récent n'est qu'une imitation oa une copie du premier; copie imparfaite et défigurée, qui prouve éridemment queBbascara n'a pas compris l'ouvrage de Brahmegupta.
Les notes de divers scoliasles , qui accompagnent le texte du Lilavati , nous montrent que ces écrivains n'ont pas été plus heureux que Bhascara , et qu'ils n'ont pas eu non plus l'intelligence des propositions de Brahmegupta.
Mais les propositions qu'il nous reste à citer du chapitre YI du Lilavati ont beaucoup plus de valeur que celles auxquelles elles correspondent dans le Traité de Brahmegupta. Nous allons en présenter les principales , où l'on aura à remarquer surtout une expression très-approchée du rapport de la circonférence au diamètre, et une formule trèssimple pour le calcul approximatif d'une corde en fonction de son arc.
S 201. « Le diamètre du cercle étant D, l'expression D. j^ est à peu prés la circonfé- » rence ; D. y est l'approximation employée dans la pratique. )»
Ces deux expressions ne se trouvent pas dans l'ouvrage de Brahmegupta. Le rapport y est celui d'Archimède. Le premier i^ est plus exact; car il est égal à 3,14160 , et l'ou a Y = 3,1428571.... Pour obtenir une plus grande approximation il faut se servir du rapport 3,1415926....
L'approximation des Indiens i est remarquable surtout à cause du petit nombre de
chiffres qui y entrent. Toutefois le rapport d'Adrien Metius,^ = 3,14159292 est
préférable.
§ 203. « Règle. Le quart du diamètre multplié parla circonférence est l'aire du cercle. » Cette aire multipliée par 4 est la surface de la sphère. Cette surface , multipliée par le » diamètre et divisée par 6 est la valeur précise du volume de la sphère. »
S 205-206. « Règle. Soit D le diamètre du cercle; D' ^^ est l'aire du cercle d'une ma- )> mère assez rapprochée; D^-j^ est sa mesure grossière employée dans la pratique; » -j- -♦- 5p -j- est la mesure du volume de la sphère. »
Ces deux dernières expressions résultent du rapport d'Archimède; car on a
n _ DJ M 1)3 2. D3 _ D^ 22 14~ 4 ' 7 '""S ■*■ 21' ii ~r* T'
§ 206-207. Ce sont les relations entre la corde, sa flèche et le diamètre du cercle, données par Brahmegupta; §41 et 42.
1 Le rapport -—r ne doit pas être attribué à Bhascara ; il est beaucoup plus ancien que ce géomètre.
On le trouTent sous la forme 20000 ' ^^°^ Talgébre de Mohammed ben Husa , ({ui , après aroir donné les
deux rapports y et j/ÏÔ", dit que les astronomes se seryent d'un troisième , qui est |~?^ • ( Voir p. 71
de la traduction de H. Frédéric Rosen.)
D'après cela on peut se demander si ce rapport appartient aux Indiens ou aux Arabes. M. Rosen et M. Libri
pensent qu'il est d'origine indienne. (Voir Mohammed bon Musa , Algebra iranslaied by F. Rosen, p. 199; et
Histoire des sciences mathématiques en Italie, pn^. 128.) Ce rapport est connu en Europe depuis long-temps.
Purbach en parle dans son traité de la construction des sinus , et Stevin dans sa Géographie.
S 209-211 et 212. u Dans le. cercle dont le diamètre est 2000^ les côtés du triangle » équilatéral inscrit, et des autres polygones réguliers sont : pour le triangle 1732 -^; pour »Ietétragone 1414- ; pour le pentagone 1175^; pour l'heiagone 1000; pour Fepta- » gone867— ; pour Toctogone 765 ^; et pour le nonagone 683 ~ »
L'auteur ajoute : « De différens autres diamètres on déduira d'autres côtés, comme » nous le montrerons sous le titre de cotutrueiion de* siniM, dans le traité sur les ^A^- » riques.
y> La règle suivante enseigne une méthode expéditive, pour trouver les cordes par » une approximation grossière. )>
§ 213. Soit c la circonférence, a Tare; D le diamètre et G la corde; on aura :
^ 4D. a(c^a) ic^ — a(c — a)
Cette formule approximative est très-curieuse; il serait intéressant de savoir comment les Indiens y sont parvenus. M. Servois Ta obtenue en prenant la formule qui donne, en série, le sinus d'un arc en fonction de cet arc (Voir Correspondance sur l'école Polytechnique , tom. III, troisième cahier).
§ 214. Exemple. Le diamètre étant 240, les cordes des arcs de 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160 et 180 degrés seront 42, 82, 120, 154, 184, 208, 226, 236 et 240.
§ 215. Formule qui donne Tare a> en fonction de la corde G, de la circonférence e et du diamètre D.
On tire cette formule de celle du § 213, en résolvant une équation littérale du second degré.
Les chapitres VU , YIII , IX et X ne contiennent rien de plus que ceux auxquels ils correspondent dans l'ouvrage de Brahmegupta.
Le chapitre XI a pour objet le calcul des distances par Tombre du gnomon. On y trouve les questions traitées par Brahmegupta, et, de plus, celle-ci: un gnomon étant éclairé par deux points lumineux différens, si on connaît la différence des ombres et la différence de leurs hypoténuses , on saura déterminer les ombres.
Cela se réduit à ce problème :
Connaissant la perpendiculaire d'un triangle , la différence des segmens quelle fait sur la hase , et la différence des deux autres côtés , construire le triangle.
Soit A la hauteur, ou perpendiculaire, du triangle, (^ la différence des segmens; et d
la différence des côtés; les segmens seront égaux à
C'est la formule de Bhascara.
On trouye dans le Bija-Ganita plusieurs questions de Géométrie résolues par le calcul ^ et plusieurs règles d'algèbre démontrées par la Géométrie. Toutes ces questions sont traitées avec une précision et une élégance bien remarquables.
Dans quelques-unes , qui pouyaient être résolues de plusieurs manières y c'est la solution la plus simple que l'auteur a choisie , on croit lire un passage de Y Arithmétique universelle, où Newton donne des préceptes si judicieux sur le choix des inconnues.
Ainsi , ayant à trouver la base d'un triangle scalène dont les côtés sont 13 et 5, et Taire 4, Bhascara remarque que « si Ton prend pour l'inconnue la base cherchée, » on tombe sur une équation quadratique. Mais si Ton cherche la perpendiculaire abais- » sée sur l'un des côtés donnés, du sommet opposé, et les segmens faits sur ce côté, on » en déduit, par une simple extraction de racine carrée, la base cherchée. Elle est 4. » (Bija-Ganita, §117.)
Bhascara donne deux démonstrations du carré de l'hypoténuse. La première consiste à chercher par une proportion , l'expression des segmens faits sur l'hypoténuse par la perpendiculaire *, et à ajouter ensemble ces deux segmens. C'est la démonstration employée par Wallis. {De sectianibits angtdaribuêy cap. YI.)
La seconde est tout-à-fait d'origine indienne ; elle est fort remarquable. Sur les côtés d'un carré , Bhascara construit intérieurement quatre triangles rectangles égaux entre eux, ayant pour hypoténuses ces côtés , et il dit voyez. En effet , la vue de la figure suffit pour montrer que Taire du carré égale les aires des quatre triangles (ou quatre fois Taire de Tun d'eux), plus Taire d'un petit carré qui a pour côté la différence des deux côtés de l'angle droit de Tun des quatre triangles. C'est-à-dire que Ton a, en appelant o Thypoténuse d'un des triangles et a , i ses deux autres côtés ,
ah c» = -4— + (a— ib)' = 2afc -+. {a^-hy, ou, c' = o^-h6\
ce qui est la proposition qu'il fallait démontrer (Bija-Ganita, § 146). Les formules d'analyse
2ofc ^ (a—by= a'-f-ft', (o + fc)' — (a*-t-fc')= âafc , (a-^by — 4ab «= (a^by ,
sont démontrées par des figures qui parlent aux yeux et à l'esprit, sans qu'il soit besoin d'aucune explication (§ 147, 149 et 150).
Pour la résolution en nombres rationn els de Téquation indéterminée du second degré ,
as -^ by -^ c = xy ^
Bhascara fait yoir y par une figure qui donne une signification géométrique à cette équation y qu'elle peut se transformer en celle-ci
(a? — b) (y — a) = fli -♦- c.
D*où il conclut qu'on peut prendre pour les valeurs rationnelles de or et de y •
, ab-i-c
ft
n étant un nombre arbitraire.
Bhascara appelle cette démonstration géométrique. Il en donne ensuite une purement algébrique (§ 212-214).
Plusieurs questions de Géométrie sont résolues dans le Bija-Ganita^ comme application des règles d'algèbre. Quelques-unes dépendent d'équations indéterminées du second degré. Telles sont ces deux- ci : « Trouver (en nombre rationnels) les côtés du triangle » rectangle dont Taire est exprimée par le même nombre que Thypoténuse y ou bien « est égale au produit des trois côtés.» (§ 120.)
Dans le premier cas, les côtés du triangle sont "r> 1' ^^ T ' ^^ ^^^^ '^ second cas, ils sont — j îî ®' Î5« Bhascara ajoute qu'on peut trouyer d'autres solutions >.
Ces détails montrent que les Indiens, du temps de Bhascara du moins, appliquaient l'algèbre à la Géométrie , et la Géométrie à l'algèbre. Nous ne trouTons pas les mêmes traces d'une alliance aussi intime entre ces deux sciences , dans l'ouvrage de Brahmegupta. C'est probablement parce qu'il est écrit beaucoup plus succinctement que celoi de Bhascara; qu'il contient beaucoup moins d'exemples des règles algébriques, et qu'il n'en donne jamais aucune sorte de démonstration. Mais nous deyons penser que cette application de l'algèbre à la Géométrie, qui donne aux ouvrages de Bhascara un caractère particulier, date d'un temps bien antérieur à cet écrivain, d'autant plus qu'elle a fait aussi le caractère des ouvrages arabes plusieurs siècles avant l'âge de Bhascara ; au temps, par exemple, de Mohammed ben Musa (IX^ siècle). Les Arabes n'ont pu puiser que chez les Indiens, cette manière de procéder en mathématiques, qui n'était point pratiquée par les Grecs.
Nous avons rejeté l'idée que les ouvrages indiens nous présentassent des élémens de
1 Les deux problèmes dépendent respectivement des deux équations ;
Géométrie , de même qu'ils nous offrent des traités d'arithmétique et d'algèbre. Nous croyons avoir démontré , en effet , que tel ne pouvait avoir été l'objet de l'ouvrage de Brahmegupta, qui roule sur une seule question de Géométrie. Mais nous ne pouvons en dire autant de l'ouvrage de Bhascara; et nous consentons à y voir le résumé des connaisssances géométriques en circulation dans les temps modernes chez le peuple indien. La manière dont l'auteur a défiguré l'ouvrage de Brahmegupta pour former le sien , et les notes des divers scoliastes , dont aucun ne l'a repris, nous prouvent que la science a singulièrement décliné chez les Indiens, et qu ils n'ont plus de véritable traité de Géométrie.
Nous ne saurions nous prononcer de même sur l'état de la science au temps de Brahmegupta. Les documens nous manquent ; et nous ne pourrions dire si l'intelligence et le génie mathématiques de cet écrivain et de ses contemporains étaient bien à la hauteur des ouvrages si parfaits et si remarquables qu'il nous a transmis ; ou bien si ces ouvrages ne seraient pas eui-mêmes, comme ceux des écrivains postérieurs , de simples fragmens d'un savoir véritable et très-ancien, qui auraient échappé à la destruction des temps et qui n'auraient point encore perdu, dans le siècle de Brahmegupta, leur perfection et leur pureté primitive. Le célèbre hollandais Stevin , qui admettait un siècle sage <( où les )> hommes ont eu une connaissance admirable des sciences», siècle qui avait précédé celui 'des Grecs et qui ne lui avait transmis qu'une faible partie seulement de son savoir antique i, Stevin, disons-nous, et notre illustre Bailly^ ne balanceraient point à se prononcer dans cette question , à la vue des ouvrages si étonnans de Brahmegupta.
Pour nous , qui n'avons point à aborder ici une si haute question historique , nous nous bornerons à appeler sur la partie géométrique des ouvrages de Brahmegupta et de Bhascara, qu'on avait négligée jusqu'ici, Tattention des savans orientalistes, et des érudits qui s'occupent de l'histoire de l'Inde et delà marche de la civilisation humaine. Cette partie géométrique pourra leur procurer quelques documens et quelques aperçus utiles.
Sur la Géométrie des Latins.
Nous continuerions , pour ainsi dire, le même sujet, en passant de la Gréométrie des Indiens à celle des Arabes. Hais , comme ce que nous aurons à dire de celle-ci j se liera plus naturellement encore avec les premiers travaux des géomètres européens , à la renaissance des lettres, où nous verrons l'élément arabe non moins répandu, et non moins influent que l'élément grec , nous allons faire de suite une courte digression pour dire quelques mots de la Géométrie chez les Latins.
1 OEuvreê mathématiques de Simon Stevin ; in-fol., leyde, 1634. Géographie; définition VI, p. 106.
^ « Cet méthodes taTBntea , pratiquées par des ignorant , ces systèmes, ces idées philosophiques, dans des V tètes qui ne sont point philosophes , tout indique un peuple antérieur aux Indiens et aux Ghaldéens : peuple n qui eut des sciences perfectionnées , une philosophie sublime et sage , et qui , en disparaissant de dessus la 9 terre , a laissé aux peuples qui lui ont succédé quelques vérités isolées , échappées à la destruction, et que le » hasard nous a conservées. » {Histoire de l'astronomie ancienne, livre III , § xviii).
Les sciences mathématiques furent extrêmement négligées par le peuple romain , où les esprits supérieurs ne s'appliquèrent qu'à l'art de la guerre, et à l'éloquence. La Géométrie j particulièrement , fut à peine connue à Rome. L'astronomie y fut plus en honneur, et l'on peut citer plusieurs écrivains célèbres, tels que Yarron, J. César, Gicéron, Lucrèce, Virgile, Horace, Sénèque, Pline, qui possédaient la connaissance des phénomènes du ciel. Mais aucun ne les regarda comme devant être l'objet de recherches scientifiques et ne fit faire un pas à la science. On ne cite même que Sulpicius Gallus qui ait cullifé l'astronomie pratique , et qui ait prédit des éclipses.
La Géométrie semble n'a?oir eu pour objet unique chez les Latins, que de mesurer les terres et d'en fixer les limites: et les arpenteurs, qu'on appelait agrimeruores ou grotnatici , étaient des hommes très-considérés , qu'on regardait comme les yrais dépositaires de la science. Cependant , quelques fragmens de leurs écrits qui nous sont parvenus , nous portent à leur refuser absolument le titre de géomètres. Car , outre que ces écrits roulent sur les questions les plus élémentaires de la Géométrie pratique, nous y trouvons des erreurs grossières. L'aire du triangle et l'aire du quadrilatère y sont calculées d'une manière inexacte. Nous avons rapporté leurs règles en parlant du § 21 de la partie géométrique des ouvrages de Brahmegupta.
Malgré la considération dont les Gromatici ont joui à Rome , à raison des services qu'ils rendaient dans les diCTérentes contrées de ce vaste empire , et quoique les noms des plus habiles nous aient été transmis par Boèce, à peu près tous aujourd'hui sont inconnus dans l'histoire de la Géométrie.
Mais quelques hommes véritablement célèbres à d'autres titres, avaient cultivé les sciences pour elles-mêmes. Yarron, qui passa pour le plus savant des Romains, et qu'ils regardaient comme un second Platon, avait écrit sur F Arithmétique, la Géométrie, l'Astronomie , la Musique et la Navigation. Il est fâcheux qu'aucun de ces ouvrages ne nous soit parvenu. Cet écrivain mérite d*être cité surtout pour avoir soupçonné l'aplatissement de la terre , comme nous l'apprend un passage de Gassiodore.
L'architecture de Yitruve nous prouve qu'il fut un des hommes de son temps qui eurent le plus de connaissances en mathématiques.
On peut citer encore Julius Sextus Frontinus , qui a écrit en ingénieur habile sur la conduite des eaux. Son livre, qui est intitulé : De aquœductibuê urhiê Romœ nous est parvenu. On a de lui un autre ouvrage estimé sur l'art militaire ^
Nous supposons que Frontinus avait écrit aussi sur la Géométrie, et qu'un Traité de la mesure des surfaces, que nous trouvons dans un manuscrit du XP siècle, avec d'autres fragmens des Gromatici romains, parmi plusieurs ouvrages de Boèce, peut lui être attribué 2.
Deux raisons concourent à nous autoriser à former cette conjecture. D'abord, Boèce,
' Straiagêmaium lihri quatuor,
^ Ce manutcrit , grand in - folio , sur parchemin , appartient à la bibliothèque de la ville de Chartret. X. le D' G, Hacnel Ta inscrit dans ses Catalogi librorum manuêcriplorum , etc. (Lipsîse, 1819, in-4o), sons le titre suivant : Aristoielis lib, elenchoruni; Boetii Loyica , Rkêtorica , Ariihmeiica , JHusica ;
Toï. XI. 58
aa commeDcement du second livre de sa Géomélric, qui roule sur la mesure des surCaces , nomme Julius Frontinus comme ayaqt élé très-habile dans cet art , et annonce qu'il lui a fait des emprunts pour ce second livre. Vers la fin de Touvrage, Boéce donne la liste des principaux arpenteurs romains, et y inscrit Julius Frontinus. Cette double circonstance nous prouve que cet auteur avait écrit sur la Géo^lél^ie pratique. Ensuite , nous remarquons que le morceau de Géométrie que nous trouvons dans le manuscrit dont nous venons de parler y présente avec le second livre de Boéce tant de points de ressemblance, qu'on en doit conclure avec certitude que Tun des deux ouvrages a été copié en grande partie sur l'autre. Le style pur et plus facile de ce morceau de Géométrie , annonce qu'il est antérieur à l'époque où a vécu Boéce ; nous sommes donc porté naturellement à conclure qu'il est l'ouvrage même de Frontinus auquel Boéce a annoncé qu'il avait fait des emprunts.
Juin Firmici maihematica ; Matemi Junioria geometria ,• canonea , tabulœ et diversa de asironomid.
Ce titre eit emprunté d^une note placée sur la partie intérieure de la couverture en bois du Tolume| et qui parait aussi ancienne que lui ; elle est ainsi conçue :
In hoc volumine continentur :
Liber elencorum Àristoielis j
Logicoj Retkortca, Ariikmetica, MuHca , Boecii;
Maihematica Julii Firmici , Matemi Junioris ;
Geometria ;
Canonea, tabula etaliade Aatronomia.
Vis-à-Tis les mots Maihematica Julii^ etc., se trouve une annotation qui paraît aussi fort ancienne , et où nous croyons lire : Hanc auppoaitam credo. Et, en effet, nous ne trouvons aucune pièce de Julius Firmicns Hatcrnus. Mais il est vrai que, malheureusement, il manque 104 feuilles (140... 243) dans ce manuscrit, à partir du chap. 20 du second livre du traité de la musique de Boèce. Nous supposons que le reste de la musique occupait 64 feuilles à peu près; de sorte que 40 feuilles auraient contenu d'autres matières qui nous sont inconnues et où aurait pu se trouver quelque chose de Firmicns Haternus ; cependant on ne connaît et on ne cite de cet auteur que son traité d^astrologie en 8 livres.
La feuille 244, la première après la lacune, contient la fin d'un écrit sur les corps réguliers. Puis, on trouve différentes pièces , placées les unes à la svite des autres , sans titres , et sans indication d'auteurs , et qui traitent, la plupart, de la Géométrie des arpenteurs romains et dps mesures dont ils faisaient usage. Nous avons distingué parmi ce pèle-mèle les morceaux suivans, dont les deux derniers surtout rendent le manuscrit très-précieux :
lo Celui que nous attribuons k frontinus ;
So Le livre d'arithmétique de Hartianus Gapella;
8o Le cinquième livre de l'ouvrage De re ruaiicà de CoIumelle,.qyi traite de là mesure des champs;
4o Différens autres fragmcns de Géométrie , des arpenteurs romains ^
6o TJn passage dul5« chap. des Étymologiea d'Isidore de Séville, qui traite des mesures;
6o Les deux livres de la Géométrie de Boèce, dont le premier contient les neuf chiffres et le passage relatif au nouveau système de numération ; et dont le second est terminé par un autre passage encore relatif à cette numération , et qui ne se trouve pas dans les éditions qu'on a données de Boèce ;
7o Enfin un autre écrit sur l'usage des neuf chiffres, qui présente des analogies frappantes , d'une part avec les passages de Boèce et la lettre de Gerbert , et d'autre part avec notre propre système de numération.
Cet écrit , dont il parait qu'on n'a point encore eu connaissance , pourra jeter quelque jour sur la question encore controversée, delà vraie signification des passages de Boèce et de Gerbert, et de la date précise de l'introduction en Europe, de la numération indienne.
Le manuscrit est terminé par quelques notions de la sphère céleste , puis un traité d'astrologie et des tables astronomiques.
Ce morceau de Gréométrie, du reste , peut faire honneur à cet écriTain^ et est plus digne de porter son nom que le traité De qualitate agrorum qu'on lui a attribué. Car nous le regardons comme l'écrit le plus parfait qui soit sorti de la plume d'un géomètre latin j sans en excepter le second livre de la Géométrie de Boèce. Car d'une part nous trouvons dans cet écrit la formule pour la mesure de Taire du triangle par les trois côtés ; et d'autre part y nous n'y trouvons pas la règle inexacte dont tous les arpenteurs romains se servaient pour mesurer l'aire du quadrilatère^; règle reproduite ^par Boèce lui-même.
De nombreux points de ressemblance nous font penser que c'est ce traité qui a servi , à la renaissance des lettres^ à composer la partie géométrique de l'encyclopédie qui a paru en 1486 , et a eu depuis de nombreuses éditions sous le titre de Margarita philoêophica. Indépendamment de cette circonstance, qui doit lui donner quelque prix à nos yeux, ce traité aurait mérité les honneurs de l'impression, comme étant le meilleur écrit de Géométrie qui nous soit venu des Romains.
Nous devons dire , cependant , que nous y trouvons , dans le calcul de l'aire des polygones réguliers en fonction du côté , une erreur que Boèce a commise aussi, et qui a encore été reproduite à la fin du XY^ siècle dans la Margarita philoêophica.
L'auteur se sert de la formule suivante :
Soit a le côté du polygone régulier, et n le nombre de ses côtés; son aire a pour expression
L'absurdité de cette formule est palpable; d'abord parce qu'elle n'est pas homogène, et ensuite parce qu'on en conclurait, par une simple équation du second degré, l'expression du côté d'un polygone régulier inscrit au cercle, en fonction du rayon du cercle , et réciproquement le rayon en fonction du côté. Questions qui dépendent, comme on sait , d'équations de degrés supérieurs.
Peut-être tout le passage qui concerne la mesure des polygones réguliers , a-t-il été introduit par un écrivain postérieur dans le morceau de Géométrie que nous attribuons à Frontinus. Car la règle qui concerne le triangle équilatéral est en contradiction avec une autre règle parfaitement géométrique donnée auparavant. Ainsi nous trouvons
1 Voir page 313 da recaeil intitalë : Rei agraria auciores legetque varim; eurd WUelmi Qoesii, eujut ace$duni indices, anUquitaUê agrarim ti nota, unà eum /V. Rigaliii nolis et observaHonibus. Amst., 1674, ÎD-4o; et page 17d de TouTrage de Columelle , De re rustied libri XII, Paris , 1643 , in-So.
^ On reconiiaii cette formule dans les règles que Tauteur donne pour les polygones réguliers de 7, 8 , 9 , 10 , 11 et 12 côtés; mais pour le triangle, le pentagone et l'hexagone , il se sert des formules suivantes :
Pour le triangle, — ,
Pour le pentagone , — ,
Pour rnexagone , — •
d'abord , sous le titre de trigono ysapleuro .' « a étant le côté d'un triangle isopleure , » a' — (-)^est le carré de la perpendiculaire; la perpendiculaire multipliée par j est Taire » du triangle. Soit a s= 30 , il vient
(30)' ^ n^ y« 675 = (26)' ; et 26 X Y = 390.
» C'est l'aire du triangle. » Cette régie est exacte , et l'application numérique l'est aussi, en négligeant toutefois les fractions dans l'extraction de la racine de 675 ^ On doit s'étonner alors de trouver ensuite ^ encore sous le litre de trigono ysopleuro , cette seconde règle : « a étant le côté du triangle isopleure, son aire est "?"''■ Soit a = 28, l'aire
» du triangle sera —^ — , ou — = 406. »
Remarquez que, de la sorte, le triangle dont le côté est 28 , a une plus grande surface que celui dont le côté est 30. Ce rapprochement entre les deux exemples numériques de l'auteur , semble annoncer que la seconde régie lui est étrangère et a été prise d'un autre écrit.
Cette seconde manière de procéder est suivie de sa démonstration , mais qui ne présente qu'une pétition de principe. Voici le raisonnement de l'auteur. Une aire donnée S est la surface d'un certain triangle équilatéral , dont le côté est égal à |/88-^^ — ' ^ Mettant à la place de S l'aire trouvée ^-j^ on a pour résultat a, qui est le côté du triangle proposé ; donc Taire trouvée est exacte.
Le défaut de cette prétendue démonstration est manifeste, car la formule
|/8.aire -+- 1 — 1 côté = 5 '
est précisément , sous une autre forme, la même que celle-ci : aire = ^ ^ * , qu'il s'agit de démontrer.
Hais pour passer de Tune à l'autre de ces deux formules , il faut résoudre une équation littérale du second degré. Cette circonstance est assez remarquable dans la Géométrie des Latins.
1 Prendre |/675 = 26, o*e«i la même chose que 16.|/3=26^ ou ^3=-^* Diaprés cela TeipreMion de Taire du triangle, qui est exactement
fl3 «. aa 26 _ 13
devient j. ^6^=''' W
G^est la formule dont se sont serris quelques auteurs latins, tels que Columelle (Do te rusUed; Ht.V, chap. 2] ; et qui a été employée encore dans les temps modernes. On la trouve dans plusieurs ouvrages de Géométrie pratique (voir Georgii Vallm , de espetendis etfvgiendis rébus ; liber XIY et GBOHcnui Y ; cap. lUI. — // brève trattaio di Geometria del sig. Gio, Franc, Peverone di Cuneo ; in Lione, 1656, in-4o. — Livre III de la Géométrie praiùpie de Henrion ; p. 341 et 349 ; seconde édition, Paris, 1623).
Le morceau de Géométrie en question étant ce qui nous est parvenu de mieux et de plus complet des écrivains latins , et paraissant résumer tout leur savoir en Géométrie ^ nous allons donner l'indication des questions sur lesquelles il roule. Ce sont :
1^ Le calcul de la perpendiculaire dans un triangle dont les côtés sont donnés ^ ;
2^ Le calcul de Taire du triangle , en fonction de cette perpendiculaire; et la formule qui donne Taire en fonction des trois côtés ;
S* Les deux formules qui servent à former un triangle rectangle en nombres entiers, Tun des côtés étant donné en nombre pair ou impair , qui sont :
Pour un nombre impair f — ^^L^ 1 = ( ] + a*.
Pour un nombre pair Ifs'] "*"' '^l($] ""M
4^ L'expression du diamètre du cercle inscrit dans un triangle rectangle, qui est égal à la somme des deux côtés de Tangle droit moins Thypoténuse;
5*^ Le calcul de Taire du carré, du parallélogramme, du losange (ou rhombe) et du quadrilatère à bases parallèles ;
L'auteur appelle Tun des côtés du quadrilatère sa base , et le côté opposé le sommet ou la eorauête (vertex seu ooratisiuê). Le mot corauâtuê ne se trouve plus dans aucun lexique; il n'a peut-être été reproduit chez les Modernes que dans la Margarita philoêophica;
6^ Le calcul (basé sur une règle fausse) des surfaces des polygones réguliers ;
1^ Le rapport — ou —, de la circonférence au diamètre ;
8» Enfin Taire de la sphère , égale à celle de quatre grands cercles ;
Les noms sont si rares dans l'histoire des sciences , chez les Latins , que Ton est réduit à citer les écrivains qui nous ont laissé quelques traces d'un faible savoir en Gréométrie , même sans avoir contribué à ses progrès. C'est ainsi que nous nommerons Martianus Gapella, saint Augustin, Macrobe, Boèce, Cassiodore et Isidore de Séville. Le premier, sur Tépoque duquel on n'est pas d'accord, et que les uns fixent au lU" siècle et d'autres au V% nous a laissé un ouvrage en neuf livres ^, dont les deux premiers , qui forment une sorte d'introduction aux sept autres, sont un petit roman philosophique et allégorique, intitulé : des Noceê de la philosophie et de Mercure , et dont les sept autres sont consa*
' Uantevr prend pour les cdié» da triangle les trois nombres 13, 14 et 15 , dont s*ëtait servi Héron d'Alexandrie dans son traité de Géodésie, et qu'on trouTO aussi dans la Géométrie des Indiens. {Voir ci-dessus Panalyse de l'onTrage de Brahmegnpta).
3 MarUani Minei felicis CapeUm , Carihaginûnêït , viri prooOHSularis , Saiyrioon ,%nguode iVWpfiM- Phile^ logiœ 9t Mercurii NM duo et de sepUm arUbus liieralUfUS libri singulareo , etc.
crés aux sept arts libéraux : la Grammaire, la Dialectique, la Rhétorique , la Géométrie , l'Arithmétique , l'Astronomie ^ et la Musique.
Dans le livre de la Géométrie, Tauteur semble avoir employé ce mot suivant son sens étymologique ; car il débute par des notions de géographie. Ce qui est de la Géométrie proprement dite, se réduit à quelques définitions des lignes, des figures planes et des solides, qui la plupart sont prises d'Euclide , et énoncées sous leur nom grec. Chose assez remarquable, parce que dans d'autres écrits du même temps ou un peu moins anciens , tels que ceux de Boèce , de Gassiodore , les noms grecs ont été remplacés par des dénominations latines.
Le livre d'arithmétique de Martianus Capella est plus savant que son livre de Géométrie. Il est, comme l'arithmétique de Boèce, une imitation des ouvrages platoniciens et pythagoriciens, particulièrement de celui de Nicomaque , qui traite des propriétés des nombres et de leurs divisions en diverses catégories, de nombres pairs, impairs , composés, parfaits, imparfaits, abondans, diminutifs, plans, solides, triangulaires, etc.
Saint Augustin a écrit sur la musique. On lui attribue aussi, assez légèrement, des principes d'arithmétique et de Géométrie; mais qui n offrent qu'une simple nomenclature.
Il en est de même du traité de Géométrie de Cassiodore , compris dans son seizième livre , qui traite des sept arts libéraux , et de la partie géométrique de cette espèce d'encyclopédie que le célèbre Isidore de Séville a laissée sous le titre A'Étymologies,
La Géométrie de Boèce a plus d'importance que les écrits dont nous venons de parler; parce qu'elle est plus savante, qu'elle fait connaître pour la première fois, chez les Latins, la Géométrie d'Euclide , et qu'elle contient quelques traits intéressans de l'histoire des sciences. Nous allons donner une analyse de cet ouvrage , qui est aujourd'hui peu connu.
Il est en deux livres. Le premier est une traduction à peu près littérale des définitions et des énoncés des propositions des quatre premiers livres d'Euclide. Ensuite on trouve , sous le titre defiguris geometriciê y quelques problèmes résolus par Boèce, qui n'offrent rien d'intéressant.
Ce premier livre est terminé par l'exposition d'un nouveau système de numération, différent des systèmes grec et romain , qui fait usage de neuf chiffres, et que l'on a cru reconnaître pour être précisément notre système de numération actuel. Mais ce point de l'histoire des sciences , qui depuis deux siècles a fixé l'attention des savans, n'a pas encore été résolu d'une manière définitive. Nous reviendrons , plus loin, sur ce passage intéressant de la Géométrie de Boèce. Nous discuterons aussi , dans un article spécial , un autre passage du même livre , où nous croyons trouver la description du pentagone étoile ou de seconde espèce.
Le second livre est consacré à la Géométrie pratique , telle qu'elle était connue des arpenteurs romains. L'analyse que nous avons donnée , en parlant de Frontinus , d'un traité de Géométrie pratique, resté manuscrit , répond à ce second livre , qui parait avoir
' Dans oe huitième liTre «e trouTe un chapitre très-remarquable, intitulé : Quod Ullus non êtt eentmm omnibus planeiis , où Martianus GapeUa fait tourner Mercure et Vénus autour du soleil. C'est là que Copemio a pris la première idée de son système.
été copié snr ce maniiscrit ^ et qui n'en diffère essentiellement qu'en deux points, au désa- Tantage de Boéce. Cet écrivain célèbre ne donne pas la formule pour le calcul de Taire du triangle par les trois côtés, qui se trouye dans le manuscrit, et donne la règle inexacte, employée par les arpenteurs romains , pour le calcul de Taire du quadrilatère , qui ne s'y trouve pas.
£n donnant les deux formules pour construire un triangle rectangle en nombres entiers, Tun des côtés étant connu, Boèce attribue à Archytas celle où ce côté est pair. Proclus, comme on sait, attribue cette formule à Platon et Tautre à Pythagore.
A la suite de ce livre de Géométrie pratique, on a joint une autre partie, qui ne se trouve pas dans tous les manuscrits de Boèce, et dont voici le sujet. Après une sorte de dissertation sur Torigine, Tutilité et Texcellence de la Géométrie, Boèce rapporte la substance d'une lettre de J. César , où Ton voit que ce grand homme voulait que la Géométrie servtt de règle dans tout Tempire romain et ses colonies, pour ce qui regardait la mesure et la limitation des terres, les édifices publics et particuliers, les fortifications des villes et les grands chemins. L'auteur énumère ensuite les diverses matières qui peuvent donner lieu à controverses dans les opérations de la mesure des terres. Il remarque quelles sont les qualités que doit avoir un arpenteur, et donne les noms de ceux qui ont eu le plus de célébrité, et des empereurs par ordre desquels ils ont travaillé. Il donne ensuite la nomenclature des bornes diverses dont on se servait pour distinguer les provinces , les grands chemins et les possessions des particuliers. Puis il énumère les connaissances qui sont nécessaires en arithmétique et en Géométrie , pour être un parfait géomètre. Ces connaissances embrassent les propriétés des nombres et leur divisions en nombres pairs, impairs , composés, etc. ; Tordre logique que Ton doit suivre en Géométrie ; les définitions des figures que considère la partie la plus élémentaire de cette science , et les différentes mesures en usage chez les arpenteurs romains.
Enfin l'ouvrage est terminé par un morceau qui ne concerne que l'arithmétique, et que nous avons reconnu , en effet , n'être qu'une réunion de divers passages du premier livre de l'arithmétique de Boèce, pris, dans Tordre suivant, du chapitre 32, de la préface, et des chapitres 1 , 2, 1 , 32, 19, 20, 22^ 12, 26 et 27. Tout ce morceau est sans doute étranger à la Géométrie de Boéce, et y a été joint à tort par quelque compilateur.
Les éditions de Boèce, et la plupart des manuscrits, ne contiennent que deux livres de Géométrie. Cependant il existe quelques manuscrits qui en contiennent cinq. M. Libri en signale un à Florence , à la bibliothèque de St.-Laurent i. Nous voyons dans la Bibliotheca bibltothecarum de Montfaucon (lom. I*', pag. 88), qu'il en existe aussi un dans la bibliothèque du Vatican , avec un traité sur les nombres , en deux livres^ [Boetii de numerù duo /f&W),qui parait être différent de l'arithmétique. Il est à désirer que ces manuscrits , qui peuvent être utiles pour l'histoire des sciences , sortent enfin de la poussière des bibliothèques.
> Hiêt<nre des sciences en Italie, tom. !«' , p. 89.
Sur lepMsage du premier livre de la Géométrie de Boèoe, relatif à un nouveau
système de numération.
Le passage de la Géométrie de Boèce, dont il s'agit, parait être resté inaperçu pendant long-temps y quoique les manuscrits des œuvres de cet écrivain ne soient pas rares , et que sa Géométrie ait été imprimée dés 1491 , puis en 1499 et en 1570. Ce n'est , je crois y que vers le milieu du XYIP siècle que Isaac Yossius , dans ses notes sur la géographie de Pomponius Hcla , fit connaître ce passage , et signala les neuf caractères ou chiffres , qu'il contenait. Depuis , ça été une question souvent agitée , de savoir si c'est bien précisément de notre système de numération que Boèce veut parler, et si les Grecs en ont eu connaissance , ainsi qu'il le rapporte.
Ce point historique offrait un grand intérêt , par lui-même , et comme devant être d'une haute importance dans la question plus générale de l'origine du calcul indien , et des voies qu'il avait suivies pour se répandre au loin, et apparaître tout à coup parmi nous, au commencement du XIIP siècle, dans de nombreux ouvrages i.
Cependant on n'a point encore été d'accord jusqu'ici sur la vraie signification du passage de Boèce, et l'opinion émise le plus généralement a été en faveur d'une autre pièce, du X® siècle, qui est une lettre et un petit traité attribués à Gerbert (devenu pape en 999,
^ lo L^oavrage de Léonard Fiboiiacci , de Pise, commençant ainsi : Incipit liber Ahbaci, composUus à Leonardo filio Bonacci Pisano^ in anno 1202; et dani leqael se trouTcnt aussi, poar la première fois, en Europe , les principes de l^algèbre.
2f> Le Traité d'Arithmétique pratique de Jordan Rémorarius (yers 1200), resté manuscrit dans la bibliothèque saTilienne, sous le titre : Algorismus Jordanie tam in integris qvam infractis demonstratus. Cet ouTrage est différent de TArithmétique spéculative en dix livres , du même auteur , mise au jour et illustrée par Fabre d'itaples, en 1406.
3o Le traité d* Arithmétique de Saoro Bosco , intitulé : Traetatue Mgorismi, écrit en 1286 , en vers , et commençant par ces deux-ci :
fftec algorismus, ors prtesêns , diciiur in quâ Talibus Indorum fruimur bis quinque Jiguris,
4o Un passage du Speeulum doctrinale , de Vincent de Beauvais (1194-1264), intitulé : De camputo et algO" riemo (livre XYI, chap. 0), où la connaissance de nos neuf chiffres, et de leurs valeurs de position , ainsi que Tusage du séro , sont parfaitement exposés.
fio VAlgorisme , ou Traité d'Arithmétique , écrit en français par un anonyme, sous Philippe-Ie-Hardi (1270- 1286). (M. Daunou, dans le Discours sur Tétat des lettres en France , au XIII' siècle , mis en tête du tom. XYI de Vniatoire littéraire de la France (in-4o, Paris, 1824), fait mention de ce Traité, qu*il dit exister dans la bibliothèque de S^e.Geneviève , sous le n» BB 2 , in-4o ; mais malgré les recherches réitérées de Hl. les conservateurs de cette bibliothèque , nous n*avons pu l'y trouver).
6o Le Traité de Maxime Planude , écrit en grec, vers la fin du XIII« siècle, sons le titre : Calcul selon les Indiens , dit le grand calcul.
U est asses singulier qu'aucun de ces traités d'Arithmétique, qui sont si précieux pour l'histoire des aciences, et qui marquent un grand pas de l'esprit humain , n'ait pas encore été imprimé.
Outre ces ouvrages , il existe d'autres écrits du même temps, tels que le Calendrier de Roger Bacon, les Lettres de Jordan Némorarius , et les traités De sphœra et De computo de Sacro Bosco , où il est fait usage de« chiffres arabes.
sous le nom de Sylvestre II) y où Ton a aperçu notre système de numération , et Ton a répété j depuis que Wallis a émis cette opinion dans son Hiêtoire de V Algèbre, que Gerbert , le premier y nous a fait connaître le système de numération indien y qu'il avait appris des Sarrazins, en Espagne. Et c'est Topinion émise encore dernièrement par l'illustre président de la société asiatique de Londres , dans sa savante dissertation sur l'origine de l'algèbre > . Mais il faut dire ici que c*est plutôt d'après le témoignage unique d'un historien du XIP siècle , Guillaume de Malmesbury , dont les paroles ^ ont été empruntées et reproduites un siècle après par Vincent de Beauvais ' , qu'on a fondé cette opinion, que sur le traité même de Gerbert , que l'on a rarement lu , et que Wallis particulièrement n'a pas connu. El^ chose assez singulière , si c'eût été l'examen de ce traité qui eut servi de base à Topinion de Wallis , nous ne balancerions pas à dire que la question agitée au sujet du passage de Boèce est résolue par cela même , et qu'à Boèce doit être reporté l'honneur attribué à Gerbert. Car la comparaison que nous avons faite du traité de Gerbert avec le passage de Boèce y ne nous laisse aucun doute qu'il roule absolument sur le même sujet et sur le même système de numération ; et que l'un et l'autre ont la même origine. Cette remarque, qui n'avait pas encore été faite , aura besoind'être justifiée; j'y reviendrai dans un autre moment, et ferai alors quelques autres observations auxquelles peut donner lieu le traité de Gerbert ^ Je dois ici me renfermer uniquement dans l'examen du passage de
^ Tkiê (Gerbert)» upon his reium , he communicaied to Chriêiian Europe , taûching ihe method of numberê uudêr ihe désignation o/* Abacas, a name apparenilyfirst inirodueed hy him (rationes numeroram Abaoi), hy rules abstruse and difficult to be understood , as William of Malmesbury affirme. It was probably owiny to this obscvriiy of his rules and manner or treaiiny ihe Arabian , or rather Indian arithmetic , that it mode so Utile progress between his time and ihat ofthe Pisan {Leonardo ofPisa), (Golebrooke, Brahmegupta and Bhascara, il/^e6ra^dit8ertation, p. lui.)
3 Abaeum certe primus a Saraeenis rapiens , régulas dédit y qum a sudantibus abacistis vis intelliguntur . Voir De gestis Anglorum libri V, (Livre II , p. 64 et 85.)
s Spéculum historiale. Duaci, 16d4, in-fo. Voir livre XXIY , chap. 08 , p. 097.
^ Par exemple , ce traité , et la lettre d^envoi qui lui sert de préfaoe y sont-ils bien de Gerbert ? Et en supposant qu^ils roulent sur notre système de numération (ce que je crois], leur origine directe vient-elle des Sarrasins d^Espagne ? Ces deux questions, qui sont soulevées ici pour la première fois depuis que , sur Pautorité de Malmesbury , on a fait honneur à Gerbert de ^importation du système arabe , ne sont peut-être pas déponr- Tues dUntérét. Car cette lettre et le traité, qu^on croit généralement être resté manuscrit, sont imprimés en entier , sons le titre de numerorum divisione, dans les OEuvres de Bède (672-735), comme étant de cet écrivain. U est asses étonnant qu^ils n'y aient pas été aperçus , surtout par Hontucla et par Delambre , qui , Tun et l'autre, ont parlé de ce chapitre des œuvres mathématiques de Bède. (Voir Histoire des mathématiques, tom. I^r, p. 405 , et Histoire de Vaetronomie ancienne , tom. f , p. 322.)
Maintenant, ce sera peut-être un point d''histoire à résoudre, de savoir si la lettre et le système de numération attribués à Gerbert , sont de lui ou de Bède.
Sans vouloir aborder cette question, qui est du ressort des saTans écrivains qui continuent V Histoire littéraire de la France, nous nous permettrons de dire que la grande ressemblance, quant au fond et dans les mots mêmes, que nous reconnaissons entre ce Traité et le passage de Boèce, nous porte à le croire de l'éoriTain le plus rapproché de ce dernier; c'est-à-dire de Bède, qui ne lui est postérieur que de deux siècles. Une autre raison, c'est que du temps de Gerbert, les Maures d'Espagne devaient se servir^ comme les Indiens et les Arabes , du zéro (ou àvi point , comme Eéro)\ de sorte que Gerbert, en transmettant leur système de numération, aurait fait usage et aurait parlé expressément du séro, dont nous ne pouvons trouTer aucune trace dans le traité en question^ où nous supposons que ce signe auxUiaire est suppléé par l'emploi de colonnes , oomme
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la Géométrie de Boèce , qui est la partie la plus importante de cet ouvrage , surtout comme document historique unique.
Voici la traduction à peu près littérale , qui nous parait rendre le sens de ce passage :
a Les Anciens avaient coutume d'appeler digitê toute espèce de nombre au-dessous de » la première limite , c'est-à-dire ceux que nous comptons depuis un jusqu'à dix, qui » sont 1,2,3,4,5, 6, 7, 8 et 9.
» Ils appelaient articulée tous ceux de l'ordre des dixaines, et des ordres suivansà » l'infini ^ ;
» Nombres compoêiê tous ceux compris entre la première et la seconde limite , c'est- » à-dire , entre dix et vingt , et tous les autres suivans , excepté les limitée ;
» Et nombres incompoeée tous les digitê et toutes les limitée \
» Les nombres multiplicateurs changent de place entre eux ; c'est-à-dire que tantôt le
dans Boèce , ainsi qne nous allons le dire. Xnfin nne troisième considération , qui rend admissible Topinion que Bède a pu écrire ce Traité , c^est que Ton trouTe nos chiffres dans quelques manuscrits très-anciens des OBUTres de cet écrÎTain , ainsi que Ta remarqué Wallis dans son llUtoirt de P Algèbre (p. 11).
' C*est-à-dirc tout décuple ou centuple , etc., d^un digit.
Cette distinction des nombres, en digitê et en articulée ^ %ye\i pour objet surtout de donner des dénominations spéciales au chiffre des unités et à celui des dizaines, dans un nombre exprimé par deux chiffres, tel que 27 j parce que ces deux chiffres , considérés dans un calcul , pondaient bien ne pas représenter les Téritables unités et dixaines de la question. C^est ce qui a lieu, par exemple, si le nombre 27 résulte, dans une multiplication, du produit du premier chiffre du multiplicateur par le second ou le troisième chiffre du multiplicande.
Les dénominations àe digitê et artioulie {digitue ti articulue) méiiitni bien d^ètre remarquées ioi, car on peut dire qu'elles suffiraient seules pour indiquer qu^il est question de notre système de numération, avec lequel elles se sont toujours présentées depuis : au X« siècle ou antérieurement , dans le Traité attribué i Gerbert; au XUI« siècle dans les ouTrages de Sacro Bosco, de Vincent de Beautais, etc.; et à la renaissance dans tous les traités d'arithmétique, qui commencent toujours comme ce passage de Boèce. ( Voir Opueeuivm de prasi numerorvm quod algoriemum vacant, pièce très-ancienne, trouvée et mise au jour en 1503, parlosse Clicthovée; Margarita phileeophicas Sumtna de Ariihmetica de Lucas de hmgO'yAlgerUhmue demenetraiue de Schoner 'j S eptetn partium Logieticœ arithmeticee gueetûmee^ de Schroter^ Arithmetica pracUca sis guinque pariée digeeta , de lorsianus ; Ariihmetioa practica librie IF abeoluia, d'Oronce Finée ; Ariihmeticœ praeHcee methodus facilis , de Gemma Trisius, etc.)
^ Ainsi les /sm»V«« étaient des nombres, et n'étaient autres que les aftîcM/^#.
Il n'y avait donc , dans le fait , que trois espèces de nombres', les digiie, les articulée et les nombres eeimpoeèe.
Cette division des nombres en trois espèces, était enseignée dans tous les traités d'arithmétique , à la renaissance. Le mot liiuee , que nous avons traduit par limite , était aussi employé dans plusieurs ouvrages j mais il n'y désignait pas des nombres j il s'appliquait à des collections de nombres. On appelait limitée (LATiiii) les différens ordres d'unités^ dixaines, centaines, etc., que les Grecs appelaient Bwea^ç, kinùprimue limée éieiX l'ordre ou la colonne des unités \ secundus limée , l'ordre ou la colonne des dixaines ; et ainsi de suite.
Le passage suivant de VAlgoriihmue demoneiratue ,àe Sohoner , définit bien nettement la signification des mots digitue , articvlue, numente compoeitue, et limée.
Bigitus eet omnis numerue minor decem. Articulus eei omnie numerue gui digiium décuplai , aui digiH deeuplum, aui decupli decuplum , et sic in infinitum, Separantur autem digiH et articuli in limites* Limes eet eollectio novem numercrum, qui aut digiH euni, aui digitorum œgue mulHplices , quilibei eui relaUvi, Limée iiaque primue digitorum. Secundue primo rum articulorum, TerHue eei eeeundorum arHculorum, Ei eie in infinitum, Numerue compositus est qui eeneiai es numerie divereorum lim*ium. Item numerue compoeitue eei qui plurUue figurie eignificaHvie reprceeeniaiur.
» plus grand est le multiplicateur du plus petit , et tantôt le plus petit est le multiplicateur » du plus grand. Souyent un nombre est multiplicateur de lui-même. Hais les nombres » les plus petits sont toujours diviseurs des plus grands.
» Des pythagoriciens , pour éviter de se tromper dans leurs multiplications ^ divisions et » mesures (car ils étaient en toutes choses d'un génie inventeur et subtil), avaient imaginé » pour leur usage un tableau, qu'ils appelèrent, en l'honneur de leur maître, table de » Pyikagore ; parce que, ce qu'ils avaient tracé, ils en tenaient la première idée de ce » philosophe. Ce tableau fut appelé par les Modernes abmciu.
» Par ce moyen , ce qu'ils avaient trouvé par un effort d'esprit, ils pouvaient en rendre » plus aisément la connaissance usuelle et générale , en le montrant pour ainsi dire à l'œil. Y> Ils donnaient à ce tableau une forme assez curieuse , qui est représentée ci-dessous. »
Ici se trouve la table de multiplication dans les éditions de Boèce , et probablement dans les manuscrits que les divers écrivains qui ont disserté sur ce passage ont eu à leur disposition , car toujours ils ont raisonné dans cette supposition , et Weidier , particulièrement , s'en est fait un argument pour prouver que ce sont bien nos chiffres et notre système de numération que Boèce a décrits i. Hais cette table de Pythagore ne se trouve pas dans un très-beau manuscrit du XP siècle, appartenant à la bibliothèque de Chartres, qui est souvent plus correct que l'édition de 1570. Cette circonstance m'a fait nailre l'idée que peut-être ce n'était pas la table de multiplication (à laquelle , sur l'autorité même de ce passage, on avait donné depuis le nom de Pythagore)^ dont Boèce avait réellement parlé. Et j'ai pensé dès-lors que la difficulté que l'on avait trouvée à donner un sens aux paroles de l'auteur, pouvait provenir de ce qu'on voulait les appliquer à cette table de multiplication. Hais que faut-il mettre à sa place? Notre manuscrit ne répond pas entièrement à cette question ; cepShdant il peut mettre sur la voie.
Yoici ce que nous y trouvons :
Sur une première ligne , sont les neuf caractères par lesquels Boèce représentait les neuf premiers nombres, un, deux, trois , neuf. Ils y sont écrits de droite à gauche , et audessus d'eux sont leurs noms , comme il suit :
Sipos GiLKirru Tbvihus. Zbnm. Galtis. Qsikas Abbas Obmu. Anobab. Iqir ^
©(TS'AlgH BH)!; I
On voit à la suite du neuf, un rond dans lequel est inscrite la lettre a; nous parlerons plus loin de ce dixième signe.
I SpicUegium ohtervationum ad historiam notarum nuwteralium pertinenitum, etc. Vitteinbcrg, in-4o, (28 page.), 1766.
^ Ces noms BTaieni déjà été trouTët dans un manuscrit , par le sarant orientaliste Greaires. I^e célèbre Hnet , éirèque d^Avranche , pensait qu'ils y avaient été insérés postérieurement à Boéce , en fayeur des Orientaux , au
Au-dessous de cette première ligne en est une seconde , sur laquelle sont les chiffres romains IyXyG,H,XyG, M.I, etc , écrits de droite à gauche.
Trois autres lignes , ensuite , contiennent en chiffres romains , d'autres nombres qui sont respectÎTement la moitié y le quart et le huitième de ces premiers.
Enfin , sur deui autres lignes , sont d'autres caractères romains représentant les fractioDs de ronce;et sur une dernière ligne , sont les nombres 1,2,3, 4, 12, écrits en chiffres romains.
De tout cela , nous ne prenons que la ligne des chiffres I, X, G, M, X, etc.; et nous sap-
> posons que la table dont Boèce ^eut parler , « que les Anciens , dit-il , appelaient tabU de
Pyihagore ^ et à laquelle les Modernes ont donné le nom A* Abaque , » n'était poiot la
table de multiplieatian , mais un tableau destiné à faire les calcnls dans le nouyean
système de numération qu'il va exposer.
Voici ce qui caractérisait ce tableau , et ce qui le rendait propre à cet usage.
Dans la partie supérieure , était une ligne horizontale , divisée en un certain nombre de parties égales; et des lignes verticales parlaient des points de division. Ces lignes , prises deux à deux consécutivement , formaient des colonnee.
Sur les portions de la ligne horizontale , comprises entre ces colonnes, étaient inscrits , en allant de droite à gauche, les chiffres romains I,X,G,M,X,G, H.I, X.]II.I,etc.) signifiant un, dix , cent, mille , dix mille, cent mille , mille mille , dix mille mille, etc.; comme il suit :
X.LM.I I.M.I C.1W.I X.M.1 M.Î
ATaidc de ce tableau, substitué à la table de multiplication , nous allons pouvoir, je crois, donner un sens intelligible au texte de Boèce, dont je reprends la traduction:
<( Voici comment ils se servaient du tableau qui vient d'être décrit. Ils avaient des » apiees ou earaetèree » de diverses formes. Quelques-uns s'étaient fait des notes A'apice^,
» telles que X répondait k l'unité, VP à deux; ^^ à trois; UJUiL ^ quatre;
» X i cinq ; J/ à six ; J[ ^^ à sept ; O à huit ; et enfin (\ à neuf , Quelques
temps où la connaissance des lettres arabes sUntroduisait parmi nous. Il attribuait aux quatre saiTans, Arhas , Quimaê, Zenis et Temeniaê^voïe origine bébralque {Dêmonstratio Evangelica, prop« lY. Voir aussi Heilbronner , HUioria matheseos, p. 744).
' Noos reproduisons ici les neuf chiffres sous la forme «pi^ils ont dans ce passage de notre mannsorit. Plusieurs
» antres y pour faire usage de ce tableau, prenaient les lettres de Talphabet; de manière » que la première répondait à Tunité, la seconde à deux; la troisième à trois , et les T» suivantes aux nombres naturels suiyans. D'autres enfin, se bornaient à employer, dans » ces opérations , les caractères usités avant eux pour représenter les nombres naturels. » Ces apices (quels qu'ils fussent), ils s'en servaient , comme de la poussière ' ; de ma- » nière que s'ils les plaçaient sous l'unité-, chacun d'eux ne représentait toujours que » des digiU.y^
Cette dernière phrase et les suivantes sont très-importantes. C'est là que nous croyons voir ce qui fait précisément le caractère propre de notre système de numération , c'est-àdire la valeur de poêiiion deê chiffrée. Pour les comprendre, il faut fixer son attention sur le tableau que nous avons décrit et tracé ci-dessus. Car c'est ici que se montrent l'utilité et l'usage de ce tableau.
Nous reprenons la dernière phrase deBoèce, et nous continuons :
« S'ils plaçaient ces divers apicee sous Tunité (c'est-à-dire dans la colonne deê unitée)^ » ils représentaient toujours des digiU,
» Plaçant le premier nombre, c'est-à-dire deux (car l'unité, comme il est dit dans les » arithmétiques , n'est pas un nombre , mais l'origine et le fondement des nombres) , » plaçant donc deuao sous la ligne marquée di», ils convinrent qu'il signifierait vingt; » que trois signifierait trente; quatre, quarante; et ils donnèrent aux autres nombres » suivans les significations résultantes de leur propre dénomination.
» En plaçant les mêmes apices sous la ligne marquée du nombre cent, ils établirent 1^ que 2 signifierait deux cents; 3, trois cents ; 4, quatre cents ; et que les autres ré- » pondraient aux autres dénominations.
» Et ainsi de suite dans les colonnes suivantes : et ce système n'exposait à aucune erreur. »
On peut voir , je crois , dans ceci une description assez claire du principe de notre système de numération , la valeur de position des chiffres , croissant suivant une progression décuple en allant de droite à gauche. Les colonnes dont il était fait usage, et qui sont formellement indiquées dans le texte par le mot paginula on pagina ( petite bande), permettaient de se passer du zéro , parce que là où nous l'employons , on laissait la place vide. Un passage de l'arithmétique de Planude s'accorde avec cette supposition, que, dans l'origine de notre système de numération, on se servait de colionnes qui dispensaient de l'usage du zéro. Car Planude dit que le zéro (rCcf/oa) se tnet élans les places vides ; et comme les places augmentent les valeurs des chiffres , ainsi font les zéros qui rem-
sont différent, comme on Toit, de oenx qui te tronTent aTOO lenrt nomt en dehort da texte j oe qui fait tnppoter que cenx-ci ont été ajoatét par quelque copitte. Gela nout confirme dant Popinion que cette ligne de chîffret ne faitait pat partie , dant l'autographe de Boèce , du tahUau dont il parle ; et que ce tableau te compotait tenlement de colonnet verticalet an haut detquellet étaient intcritt let nomhret un, dix, cent, mille^ etc., tîgnifiant ^tnitéê , dixaines , centaines , etc.
1 lia varie ceupulperem diaperger§„„^èct fait allution tant doute à la pouttière, an pulvis erttditus de Cicéron (De naturd Deorum, lib. II), que let Ancient étendaient tur leurt abaquet pour y tracer lenrt figuret de Géométrie.
pliêêent les placée vides^. Ainsi, antérieurement à l'usage du zéro, il y avait des places vides; ce qui ne pouvait se faire qu'au moyen de cohnnes. Peut-être , quand on aura voulu supprimer les colonnes, et ne pas s'astreindre à l'usage d'un tableau préparé pour ce genre de calculs, aura-t-on laissé seulement celles où se trouvaient des zéros; de sorte qu'alors deux petites lignes verticales (formant une co/onne) auraient fait l'of* fice du zéro. Ensuite on aurait changé cette figure en celle du zéro actuel , qui est d'une description plus simple.
Après avoir exposé succinctement le principe du nouveau système de numération , Boèce donne les règles de la multiplication et de la division. Voici comment il s'eiprirae:
« Dans les multiplications et les divisions, il faut savoir, et observer avec soin, dans » quelle coloicice on doit placer les digits , et dans laquelle les articulée. Car, si un )» nombre des unités est multiplicateur d'un nombre des dizaines^ on place les digits » dans les dixaines, et les articulés dans les centaines; si le même nombre est multiplica- » teur d'un nombre des centaines , on place les digits dans les centaines , et les articulés » dans les mille; s'il est multiplicateur d'un nombre des mille, on place les digits )) dans les mille , et les articulés dans les dix mille ; et multiplicateur d'un nombre des » cent mille, on place les digits dans les cent mille, et les articulés dans les mille-mille.
» Hais si un nombre des dixaines est multiplicateur d'un nombre des dixaines, on » place les digits dans la GOLOirirE marquée cent , et les articulés dans les mille;
)» S'il est multiplicateur d'un nombre des centaines , on place les digits dans les mille , » et les articulés dans les dix-mille ;
» Multiplicateur d'un nombre des mille , on place les digits dans la colonne des dix i> mille , et les articulés dans celle des cent mille ;
)) Et multiplicateur d'un nombre des cent mille, on place les digits dans les mille- » mille , et les articulés dans les dix mille-mille.
» Semblablemeut, un nombre des centaines étant multiplicateur, etc. , etc.
Tout ce passage est très-intelligible , et répond parfaitement aux règles que nous observons pour la multiplication ; il confirmerait, au besoin , le sens que nous avons donné aux phrases précédentes. C'est dans ce passage principalement qu'on a trouvé de l'analogie avec notre système de numération.
Viennent ensuite les règles de la division. L'auteur commence ainsi :
« Maintenant les divisions , de quelques grands nombres qu'il s'agisse y deviennent » faciles pour le lecteur dont l'esprit est préparé par ce qui précède. Aussi nous n'en par- » lerons que sommairement ; et s'il se rencontre quelque difficulté, nous laissons à l'atteny> tion du lecteur le soin de la résoudre. »
L'obscurité du texte ne nous permet pas d'en traduire la suite; nous supposons qu'il nous est parvenu tronqué et défectueux ; mais cette suite n'est pas nécessaire pour fixer notre opinion sur le système de numération que Boèce vient d'exposer ; ce qui précède suffit.
* Delambre, Histoire de l'astronomie ancienne, t. I«r, p. 510.
Les régies que Tautear donne pour la dhision , nous paraissent se rapporter aux cinq cas snmns : '
1^ Diviser des dixaines par des dixaines , ou des centaines par des centaines, etc.;
2® Diviser des dixaines , ou des centaines , ou des mille, etc., par des unités; ou bien des centaines ou des mille, etc., par des dixaines;
3** Diviser des dixaines ou un nombre composé de dixaines et d'unités , par un nombre composé de dixaines et d'unités;
4^ Diviser des centaines ou des mille , etc., par un nombre composé de dixaines et d'unités;
6^ Enfin, diviser des centaines ou des mille, par on nombre composé de centaines et d'unités.
Ici se termine le premier livre de la Géométrie de Boèce.
Le passage que nous venons de rapporter est le seul que l'on ait cité comme traitant d'un nouveau système de numération, et c'est le seul probablement qui se trouve dans les manuscrits sur lesquels on a travaillé jusqu'ici. Mais celui que nous avons sous les yeux , contient encore, à la fin du second livre, un second passage sur le même sujets qui mérite d'être connu, car il nous parait montrer bien distinctement la valeur de position des chifiTres. Le voici :
Après le tableau des fractions de l'once, Boèce ajoute :
« Dans la formation du tableau ci-dessus , ils (les Anciens) se servaient de caractères de n diflérentes sortes et de formes différentes. Mais nous , nous n'en employons pas d'autres , y> dans tout ouvrage de ce genre , que ceux que nous avons tracés dans la construction de » Vabaquê. Nous avons assigné la première ligne de ce tableau aux unités; la seconde aux » dixaines ; la troisième aux centaines ; la quatrième aux mille ; et enfin les autres lignes » aqx limitée ^ des autres nombres. Si on place des apices sur la première ligne , ils repré- » senteront des unités; sur la seconde des dixaines , sur la troisième des centaines ; sur la Y> quatrième des mille , et ainsi de suite des autres. »
Ensuite Boèce donne les valeurs des fractions de l'once , dont auparavant il a donné seulement les noms, digituê , étalera, quadrans , drachma , etc.
Tout ce passage se rattache évidemment au tableau des divisions de l'once , et doit être rétabli dans l'ouvrage de Boèce.
De ce qui précède , nous croyons pouvoir conclure que le système de numération exposé par Boèce, est le système décimal , dans lequel les neuf chiffres dont il se sert prenaient des valeurs de position, croissant en progression décuple en allant de droite à gauche; et enfin que ce système de numération était précisément celui des Indiens et des Arabes , et le nôtre actuel; avec cette différence légère, que , dans la pratique, les places où nous mettons le zéro, restaient vides alors; et que cette dixième figure auxiliaire était suppléée par l'emploi de colonnes marquant distinctement l'ordre des unités, dixaines, centaines , etc.
' Ici Boèce donne eo mot limes une acception semblable à celle qu^il a prise cbei les Modernes. Voir dans une note ci^dessas^ le pat«age cpie nous avons eiié de VÂlgoriihmus demonstratus de Scboner.
Nous devons ajouter ici que dans le manuscrit dont nous nous servons , à la suite des neuf chiffres tracés avec leurs noms sur une même ligne, se trouve, après le neuf, un dixième caractère qui est un rond dans lequel est une petite lettre a. Ce dixième signe représente , bien probablement , le zéro ; Ya qui y est inscrit est peut-être la terminaison du mot syphra ; ou la première du mot arciM que nous trouvons employé dans une autre pièce contenue dans le même manuscrit, et relative au même système de numération, pour exprimer le mot colonne , parce que les colonnes qui y sont tracées sont surmontées d'arcs de cercles , de sorte que cette lettre a voudrait dire que le rond tient lieu d'une colonne. Cette origine du zéro serait assez naturelle.
Nous ne supposons pas que cette dixième figure se soit trouvée dans l'autographe même de Boèce ; elle aura été ajoutée plus tard. Mais il est bon de la remarquer dans un manuscrit du W siècle, parce que c'est une opinion partagée par des écrivains d'une grande autorité, que le zéro ne nous a été apporté qu'au commencement du XIII* siècle par Fibonacci.
Le sens que nous avons donné au passage de Boèce a reposé sur cette double supposition , que le mot ahacus , qui s'y trouve employé, ne s'applique point à la table de multiplir cation, comme on l'avait supposé jusqu'ici, mais bien à un tableau d'une disposition particulière, propre à la pratique des nombres dans notre système de numération. Cette double supposition n'est pas contredite par les documens littéraires qui nous restent sur la signification ancienne du mot abacu^, et se trouve confirmée par celle qu'il a prise dans le moyen âge , et qu'il avait encore au XVP siècle. ,
En effet :
1° On sait par divers auteurs grecs et romains, qui ont fait usage, avant Boèce, des mots c£a^ et abacus, qu'ils signifiaient proprement un tableau sur lequel les j4nciens faisaient leurs calculs d arithmétique et leurs figures de Géométrie, (^ofVPolybe, V* livre; Plutarque, F'ie de Caton d'Utique, sur la fin; Perse, satyre 1", vers 131 ; Martianus Capella, De nuptiis Philologiœ et Mercurii; liber VI, de Geometriâ),
2° Nulle part, avant Boèce, il n'est parlé ni de la table de multiplication ^ ni de la table de Pythagore; ce n'est que sur l'autorité de ce passage de sa Géométrie, où s'est trouvée, dans des manuscrits, la table de multiplication , qu'on a appliqué, depuis, à cette table, les noms de mensa pythagorica , et de abacus pythagorieus.
Et il est & remarquer que , dans son traité d'arithmétique , où Boèce a fait un grand usage de cette table , pour mettre en évidence les propriétés des nombres considérés dans leurs diverses catégories en nombres triangulaires, pentagonaux , etc., il ne l'a désignée ni sous le nom de Pythagore, ni par le mot abacus.
On ne trouve après Boèce qu'un seul auteur ancien , Bède, qui ait appelé mensa pythagorica seu abacus numerandi, une table de multiplication, qui est beaucoup plus étendue que celle dont nous faisons usage. Hais il faut vérifier si ce double titre est bien dans les manuscrits de Bède, surtout dans les plus anciens.
S° Le mot abacus est employé dans la lettre et dans le traité De numerorum dioisione^ attribués à Gerbert , et là évidemment il ne désigne pas la table de multiplication , mais
bien le Douyeau système de Dumération que l'auteur expose. Or, comme nous l'ayons dit dans une note précédente y ce système est absolument le même que celui de Boèce ; nous en dcyons donc conclure que, dans Boèce aussi , le mot ahactiê a une signification particulière qui se rapporte à ce système.
Nous supposerons que Boèce s'est servi de ce mot abactts (sous-entendant peut-être pythagorictui) pour désigner le tableau propre à faire les calculs dans le nouveau système de numération ; et qu'un écrivain postérieur, tel que Gerbert, a donné ce nom au système lui-même.
Cette conjecture semble confirmée par l'opinion que Wallis a fondée sur de nombreux documens historiques, savoir : que le mot abacus, dans le moyen âge et à la renaissance, a élé employé comme synonyme de algorismuê {De jilgebrâ tractatuê ^ p. 16); que l'un et l'autre ont toujours désigné la pratique des nombres par les chififres arabes, c'est-à-dire notre système de numération ^ {ibid.y pag. 19); et que dans quelqu'auteur où l'on trouvera le mot algoriêmtis , on en pourra conclure avec certitude que ces chiJDTres étaient connus au temps de cet écrivain ^.
Le passage delà Géométrie de Boèce, et le traité de numerorum divisione attribué à Gerbert, sont jusqu'ici les seuls monumens anciens de notre système de numération , qui nous soient connus. Nous en avons trouvé un troisième, à la suite de la Géométrie de Boèce, dans le manuscrit du XP siècle dont nous ayons parlé. Nous ferons connaître cette pièce dans un autre écrit. Elle confirmera Je crois, le sens que nous avons donné au passage de Boèce. Les neuf chiffres y ont les noms igin , androê , etc.; et leurs valeurs , c'està-dire les nombres qu'ils expriment, sont indiqués par neuf vers que voici :
Ordîne prîmigeno* nomen possidet Igin.
Andrat ecce locum previndicat ipse secundum. Ormts p08t numerus non compositus sibi primu».
* Hoqs voyons qa'en effet au commencement du X1II« siècle, Fibonacci appelle son traité d^arithmétique , Ltbêr abhaci.
Un siècle après , un autre auteur italien, Paolo di Dagomari , qui eut de la célébrité comme géomètre^ astronome et littérateur , était surnommé Paolo dell* abbaco , o^est-à-dire Paul de Varithmétique , à cause de sa grande habileté dans la science des calculs.
A. la fin du Xy« siècle, Lucas Paccioli dit que notre système d^arithmétique a été appelé abacus , pour dire à la manière des Arabes , muodo arabico ; mais que sui'vaot d^autres , ce mot dérive d'un mot grec. {Summa de ArUhmeiica. Distinctio 2"; de numeratione).
Un ouvrage du même temps , de ¥r. Pellos ,a pour titre : Sen segue de la art de ariihiaeticha, e semblaniment
de Jeumetria dich ho nonimat compendion de lo abàgo complida es la opéra per Fr. Pellos Impresso
in Jliaurino , lo présent compendion de abago per 1402.
Enfin Clic thoTée , au commencement du Xyi« siècle, appelle son traité d'arithmétique Praxis numerandi quein ahacum dicunt, et y joint un traité semblable d'un auteur ancien qui lui est inconnu , et qu'il intitule : Opusculum de Prasi numerorum quod algorismum vûcant. Ce qui prouve bien qu'an temps de Glicthovée^ ahacus et algorismus étaient synonymes et s'appliquaient à notre système de numération , comme l'a pensé Wallis.
3 £t ubieungue in scriptore aliquo Algorismi nomen reperitur, certo eoncludas figuras hasoe eâ atate fuisse eognitas (db algbbra tbactatus^ p. 12).
' Ici se trouve un blanc dans le manuscrit. Le mot sibi conviendrait.
Toi. XI. 60
Denique bis binos snccedens indicat Arbas.
Significat quinos ficto de nomioe Quimoi,
SexU tenet Cakit perfecto munere gaudens.
Zenù enim digne septeno fulgel honore.
Octo beatificos Temenias exprimit unus.
Hinc sequitur Sipos est qui rota namque yocatur ' .
Nous De nous sommes occupé y dans cette note, que de rechercher la vraie signification du passage de Boéce, et de fixer notre opinion dans la question de savoir s'il se rapportait à notre système de numération. Mais ce passage a donné lieu à une autre question , qui est même celle qui a été le plus souvent discutée ; c'est de savoir si , comme le dit Boéce , ce système a été connu des pythagoriciens. Plusieurs écrivains Font pensé ^; mais le plus grand nombre n'ont pu admettre que les Grecs aient possédé un système de numération supérieur au leur, et dont ils auraient méconnu Texcellence au point de le laisser se perdre dans l'oubli. Cette objection est grave; et Montucla, pour y répondre, suppose qu'il s'agit des Grecs d'un temps rapproché , où le savoir et l'amour des sciences étaient déjà sur leur déclin. Cette supposition est plausible; mais est-il bien nécessaire d'y avoir recours? Nous pensons que Montucla ne l'a faite que parce que l'on s'exagère , en général, la différence qu'il y a entre le système de numération des Grecs et celui des Indiens, et la difficulté prétendue à opérer dans le premier. Il nous semble qu'au contraire les deux systèmes diffèrent très-peu l'un de l'autre. Tous deux ont pour base la progression décuple; et expriment un nombre quelconque de la même manière, par unités, dixaines, centaines, mille, etc., au moyen des neuf nombres radicaux et générateurs un, deux,
trois, , neuf, qui forment l'ordre des unités, et servent à former l'ordre des dixaines,
des centaines , des mille , etc. En un mot les deux systèmes de numération reposent l'un et l'autre sur la même formule suivante , qui exprime la composition d'un nombre quelconque :
N=:A.10'' H- B.IO''-* H- C.IO'-^ H- ... H- E.IO.* H- F
où chacun des nombres générateurs Â, B, G , E, F, est l'un quelconque des neuf
premiers , un , deux , trois , , neuf.
I Ce dernier Ters «^applique ici au chiffre 0. Cependant , dans la snite de Pécrit , le 9 est appelé eelentù. Quelle est la raison de ce double nom| sipos et oslenHs, qui se tronTe aussi, comme nous TaTons yu ci-dessus , dans le manuscrit de Boèce ?
Dans ce nouTel écrit on remarque, à la suite des neuf chiffres , comme aussi dans celui de Boèce , un rond , qui représente sans doute le xéro. Le mot sipos, dans le principe, n'aurait-il pas été destiné à cette dixième figure , à laquelle il conTient bien ? Alors il manquerait ici un Ters pour le chiffre 9 , eeUntis,
Nous soumettons ces questions aux lecteurs à qui la connaissance de rhébren pourra en faciliter la solution.
^ Gonrade Dasypodius, IsaacYossius, Huet,Dom Calmet,£douard Bernard , Weidler, Jean Ward, Bayer, Yilloison , Hontncla.
II a paru en Italie , au commencement de ce siècle , une nouTelle dissertation sur la question qui nous occupe; elle a pour titre : Msmoris sulle cifre arMche. llilan, 1813, grand in-4o. Nous ne noua sommes pas encore procuré cet écrit.
Qaelle est donc la différence réelle entre les deux systèmes de numération? C'est qu'après aToir représenté^ dans Tun et l'autre, les neuf nombres de l'ordre des unités par neuf caractères particuliers y les Grecs représentent les neuf nombres de chacun des ordres suivans par d'autres caractères différens , tandis que les Indiens les représentent par les neuf premiers caractères eui-mèmes; dont les valeurs diverses sont différentiées et indiquées par les places qu'ils occupent : et comme ces places sont les mêmes dans les deux systèmes, on voit que les calculs ne doivent point être plus difficiles dans l'un que dans Fautre, et qu'ainsi il n'y avait pas de raison bien majeure pour substituer le système indien , quoique plus savant et plus complet , au système grec ; substitution qui aurait pu se faire entre les mathématiciens; mais qu'il n'aurait pas été facile d'imposer à tout un peuple. On en trouve la preuve chez les Romains , dont le système de numération rendait les calculs extrêmement pénibles, et qui néanmoins l'ont conservé, quoiqu'ils connussent celui des Grecs qui lui était infiniment supérieur.
Une objection, qui au premier abord parait très-forte contre l'opinion de ceux qui pensent que les Grecs ont connu le système indien , c'est que dans le leur ils n'avaient pas de moyen pour exprimer de très-grands nombres (ils s'arrêtaient à quatre-vingt-dixneuf millions), et qu'Ârchimède a écrit un livre des Principes, pour remédier à ce défaut, et s'est ser?i dans son Arénaire du moyen qu'il avait imaginé. Si dans l'école de Pythagore , dit-on , on avait possédé le système indien, Ârchimède l'eût connu, et n^aurait pas eu besoin de chercher les moyens d'exprimer de grands nombres; puisqu'il lui aurait suffi de proposer ce système. Sans doute, si Ârchimède avait voulu créer un nouveau système de numération, on en conclurait qu'il ne connaissait pas celui des Indiens; mais tel n'a point été son but; il n'a voulu que trouver le moyen d'exprimer de grands nombres dans le système même des Grecs. Qu'a-t-il fait pour cela? II a appliqué à ce système, à partir -de la limite où il cessait de satisfaire aux besoins du calcul , le système indien , c'est-à-dire la valeur dé position ies chiffres. Est-ce là une preuve qu'Ârchimède ignorait ce système indien? Peut-on dire même qu'il n'en avait pas parlé dans son livre des Principes y qui ne nous est pas parvenu, et qui roulait sur la numération, et appliquait au système des Grecs le principe des valeurs de position des chiffres. Dans son Arénaire il n'a point eu à entrer dans les détails qui se seront trouvés dans les Principes, parce que cet ouvrage n'avait pas pour objet d'exprimer de grands nombres, comme on parait le croire quelquefois ; il avait pour objet uniquement de calculer le nombre des grains de sable qui se trouveraient dans la sphère décrite du soleil comme centre et embrassant les étoiles fixes. Et ce nombre calculé , il voulait l'exprimer dans le système de numération des Grecs. C'est pour cela qu'il propose de donner aux chiffres placés au delà de la huitième colonne, des valeurs de position , qui étaient les mêmes que dans le système indien.
Le peu de documens qui nous restent, ne nous dit pas comment se faisait la fixation de ce point à partir duquel les chiffres avaient une valeur de position. Était-ce par un signe particulier ? ou bien fallait-il que les huit premières colonnes fussent en nombre complet? ce qui aurait introduit dans le système grec la considération du zéro, sous une forme quelconque , telle qu'un point , un vide ou une colonne. On sait , du reste , que le zéro était
connu des Grecs, et qu'il leur servait à marquer Tabsencè de degrés ou de minutée , etc., dans leurs calculs des fractions sexagésimales i.
Toutes ces considérations n'étaient pas au-dessus du génie d'Archimède; mais rien, ce me semble , ne doit nous autoriser à dire qu'il n'a pas pu en puiser le principe dans la connaissance du système indien ; ou bien que s'il ayait connu ce système , il eût fait autrement dans son Arénaire.
Mais Apollonius, dira-t-on, s'est occupé aussi, après Archimède, de perfectionner le système de numération des Grecs; il a réduit à quatre colonnes les octades ou tranches de huit colonnes d' Archimède ; s'il eut connu le système indien , il aurait appliqué à partir de la seconde colonne , le principe de valeur de position qu'il appliquait à la cinquième.
Hais, pour juger le travail d'Apollonius, qui ne nous est point parvenu, et dont le résultat seul nous est connu par des fragmens de Pappus , il faut rechercher pourquoi il s'est fixé à quatre colonnes , plutôt qu'à trois ou à cinq. La raison nous parait être celle-ci : C'est que les Grecs avaient trente-six chiffres pour exprimer tous les nombres composés de quatre colonnes, tels que 2354. Les vingt-sept premiers chiffres étaient des lettres différentes de leur alphabet; et les neuf suivantes , qui exprimaient les mille, étaient les neuf chiffres des unités , marqués d'un iota, ou d'un accent. C'étaient ces trente-six mêmes chiffres qui leur servaient à exprimer les nombres au delà des simples mille, jusqu'à la huitième colonne exclusivement; et à partir de la cinquième colonne, ces chiffres représentaient des myriades, et on plaçait au-dessus d'eux la lettre m, ou bien après eux, et avant la quatrième colonne, les lettres mv pour désigner ces myriades. Ces signes étaient embarrassans, compliquaient les calculs, et pouvaient faire naître des erreurs; et Apollonius a voulûtes supprimer. C'est ce qu'il a fait en imaginant les tranches de quatre colonnes , et en leur donnant des valeurs de position.
Nous voyons dans cette idée d'Apollonius, de même que dans celle d'Archimède, l'intention de conserver religieusement les caractères employés par les Grecs avec leur signification, et de les approprier à l'expression de tous les nombres possibles. Et nous voyons que ces deux grands géomètres sont parvenus à leur but de la manière la plus heureuse, en attribuant à ces caractères des valeurs de position , suivant le principe même de la numération indienne.
Cela prouve-t-il qu'ils aient ignoré absolument ce système indien ?
Sur un passage de la Géométrie de Boèce, relatif au pentagone régulier de seconde espèce, — Origine et développement des polygones étoiles,
Boèce, dans le premier livre de sa Géométrie, qui est une traduction de propositions prises des quatre premiers livres d'Euclide, ne donne pour chaque théorème, ou problème, que son énoncé et la figure qui s'y rapporte.
Sa dernière proposition prise d'Euclide est le problème d'inscrire dans un cercle un pentagone régulier (proposition XI* du 4™« livre d'Euclide) ; après l'énoncé de cette ques-
^ Voir le Mémoire de M. Delambre sur Tarithmétique des Grecs.
tion , 86 tronte, suivant Tusage ^ la figure qui s'y rapporte , et cette figure a cela 'de remarquable , qu'elle présente à la fois le pentagone ordinaire et le pentagone étoile, ou de seconde espèce.
De plus 9 après cette figure se trouTO une explication qu'on ne rencontrait pas à la suite des autres propositions y et qui nous a paru avoir pour objet de justifier cette double figure^ ou plutôt ce nouveau pentagone , présenté comme répondant au problème proposé.
Gomme ce passage de Boéce est assez difficile à comprendre, et que nous pouvons trèsbien nous tromper dans la signification que nous lui donnons , nous allons le rapporter ici 9 en suivant le texte d'un manuscrit beaucoup plus correct que l'édition de Basic ( 1570).
« Inira daium circulum, quinqtumyulum quod est œquilaterutn atqtie œquiangu-- » lum designare non disconvenit. »
Ici se trouve la figure qui répond à la question; et l'auteur ajoute :
« Nam omnia quœcumque sunt numerorum ratione sud constant; et proportiona-^ » literalii es aliis constituuntur. Circumferentiœ œqualitate multiplicationibus suis » quidem excedentes ; atque altematim portionibus suis terminum facientes. »
// faut inscrire dans le cercle un pentagone équilateral et équiangle,
La figure qui répond à la question, présente deux pentagones, dont l'un est de forme nouvelle , et diffère , par conséquent, du pentagone ordinaire. Boèce le justifie ainsi:
Car tout ce qui est exprimé en nombres , a lieu par la propre raison des nombres ; et ceux-ci se déduisent proportionnellement les uns des autres.
Les arcs ' deviennent plus grands d*une quantité égale à eux-mêmes, par leur doublement, et leurs cordes ^^ prises de deux en deux, forment le périmètre ^ de la figure.
Si cette traduction du texte de Boèce est admissible, elle nous parait répondre à la construction du pentagone étoile. En effet, soient Â, B, G, D, E, les cinq sommets du pentagone régulier ordinaire. Les arcs que soutendent ses côtés sont AB, BG, GD, DE, EA. Qu'on les double , ils deviennent ABG, BGD, GDE, DEA, EAB; et les cordes de ceux-ci sont AG , BD , GE , DA , EB. Qu'on prenne ces cordes de deux en deux , on a AG , GE , £B , BD, DA : et considérées dans cet ordre, ces cordes forment le pentagone étoile.
^ CircumferenHa est , dans plusieurs autres passages de Boèce, la dënomination des arc7dn cercle.
3 Nous traduisons porHonibtts par le mot cordes, parce qneportio est la dënomination du segment de cercle, qui n^en avait point d^autre chez les Latins. (Poriio circuli est figura quœ suh rectâ et circuit cireumferentiâ cûnHneiur). Et ici nous supposons que Boèce a pris le tout pour la partie , c'est-à-dire le segment pour sa corde , parce que le mot corde n'avait pas alors de dénomination simple , on disait linea inseripta.
* Les Latins appelaient terminus l'extrémité d'une ligne, et le périmètre d'un polygone ou d'une figure quelconque [Figura est quod sub aliquo vel aliguibus TsaBiHis confinetur. Définition de Boèce}.
Du reste 9 on ne doit peut-être pas s'étonner de trouver dans Boéce cette figure; car il parait^ comme nous allons le montrer ci-dessous, qu'elle a été connue dans l'antiquité, particulièrement de Py thagore ; et de plus , on la retrouve au XIIP siècle dans le commentaire de Campanus sur Euclide ; et pendant trois ou quatre cents ans , la théorie des polygones étoiles , qu'on appelait alors polygones égrédienê , a été cultivée et avait même pris de l'extension. Mais cette théorie , depuis, s'est perdue , et est restée ignorée, parce que, sans le concours de l'analyse algébrique^ elle n'offrait qu'un intérêt de curiosité et n'apportait aucune utilité réelle en Géométrie. Hais l'illustre géomètre qui Ta créée de nouveau au commencement de ce siècle , et dont elle porte le nom, lui a donné une importance qu'elle ne peut plus perdre, en montrant son véritable caractère scientifique, et le lieu analytique qui l'unit nécessairement et d'une manière indissoluble aux polygones anciens^.
Néanmoins cette théorie peut faire honneur au moyen âge , où l'on a si rarement l'occasion de signaler quelques traces de génie, et quelques germes d'innovations fécondes. C'est pourquoi nous allons rapporter ce que nous avons trouvé à ce sujet dans l'histoire d'une époque dont il nous reste de trop rares documens.
Mais disons d'abord sur quelle autorité nous avons avancé que le pentagone étoile avait été considéré dans l'antiquité , particulièrement par Pythagore.
Nous trouvons dans Y Encyclopédie d'AUtediuê'^ , au XV* livre, qui traite de la Géométrie, immédiatement après la construction du pentagone régulier ordinaire, le passage suivant :
« Pentagonum etiatn ita êcribitur, et à superstitioêU notatur hoc notnine iesus. »
(Ici se trouve figuré le pentagone étoile, avec les lettres i, e , 9 ^ u^ s , placées à ses cinq sommets. )
« Si pentagone ita constructoaddas lineam ex super iori angulo in opporitum angu- « lum ductam,fiet illa figura, quam vocan^ sanitatem Pythagorse; quia Pythagoras ^ » hac figura delectatus^ adscribebat êingulis prominentibuê angulis has quinque » litteras t; , / , c , ^ , a. Germani vocant ein Trudenfus : quia êacerdotes veteres Ger- » manorum et Gallorum vocabantur Druidœ : qui dicuntur calaco* (peut-être cal- » ceos) hujus figurœ ges tasse, ^>
Kircher dans son Arithmologia^ ( pars V , De Magicis amuletis ) , parle dans le même sens du pentagone étoile; qu'il appelle j9^n/a/pAa, parce que deux côtés contigus forment , avec un autre côté qui les coupe , la lettre A. Il désigoe ses sommets par les lettres u, y, c, fr, a. Voici le passage de cet auteur : « In quibus (sigillis magicis) nilfre- » quentius occurrit , quant pentalpha et hexalpha ; est autem pentalpha nil aliud, )» quàm linearis figura in quinque A diductum , quibus Grœci uyâcn , id est salu-
^ Voir article 15 du Mémoire êur les polygones elles polyèdres; par M. Poinsot. (Journal de Vècole polytechnique ; Xe cahier , t. 4).
^ Encyclopœdia universa. Ilerbornœ, 1620, in-4o. — Item Secunda aucta, ibid. 1630, in -fol, 2 toI. — Item Lugduni , 1649 , in-fol., 2 vol.
^ Arilhmologia, sive de ahdiiis numerorum mysieriis, qud origo, aniiquiias, et fahrica nvmerorum exponitur , etc., etc. Romas, 1665, in-4o.
y> iêtn et santiaiem ejpprifnehant ; qno Antioehum vexillo impoêito , juêsu AUxmidri » m somno apparenth , mox admirabilem à Galaiis vicioriatn reporiasse Magi fin* y» gunt , eoque tanquam summœ felicitatis êymholo in suis nugameniis uiuntur. »
Ensuite Kircher rapporte plusieurs circonstances mystérieuses où Ton faisait usage du pentalpha.
Au XVP siècle lo fameux alchimiste Paracelse a encore regardé l'étoile pentagonale comme Temblème de la santé ^
Nous voyons dans la Bibliothique mathématique de Murhard que le savant professeur Kaslner a traité du pentalpha et de Yhexalpha, dans ses Recueils de Géométrie (Geometri^che Ahhandlungen, Ersie Sammlung, Anwendungen der ebenen Géométrie und Trigonométrie. Gotlingen, 1700, in-8®).
Passons à la théorie proprement dite des polygones étoiles.
Nous en trouvons les premiers germes dans les commentaires que Gampanus y géomètre du XnP siècle, a joints à sa traduction des élémens d'Euclide, faite sur un texte arabe, et la première qui ait paru en Europe. Au sujet de la trente-deuxième proposition du premier livre, qui dit que la somme des angles d'un triangle est égale à deux droits, Gampanus a présenté le pentagone étoile comme exemple d'un polygone jouissant aussi de cette propriété du triangle, d'avoir la somme de ses angles égale à deux droits. Cette proposition a été reproduite dans les éditions de l'Euclide de Zamberti, où se trouvent, avec les commentaires de ce géomètre, ceux de Gampanus 2; et divers autres auteurs en ont fait usage dans leurs propres commentaires sur les élémens d'Euclide ; tels sont Lucas de Burgo< , Peleticr ^ et Clavius^. Ramus, dans ses Scholœ mathematicœ^^ liv. DL, a aussi cité le pentagone étoile, comme exemple d'une figure, autre que le triangle, dont les angles ont leur somme égale à deux droits^.
Hais tous ces géomètres se sont bornés , comme Boèce et Gampanus , à la considération du pentagone étoile , sans faire entrevoir la théorie à laquelle ce genre de figures pouvait donner lieu. Nous trouvons que c'est un écrivain du commencement du XIY* siècle , Brad-
' c( SieUam pentagonicam , sêu Germanico idiomaU pedem Truttœ , Thêophnuto ParaceUo Hgnum
êanitaiiê, ( Kepler, ffarmontceê Mundi, liber secnndui , p 60. )
^ Les GommenUires de Campanns ont été imprimés seuls en 148a et 1491 , puis aTeo les Commentaires de ZambeHi en 1606, 1616, 1637, 1646.
' Euelidis opéra a Campano interprété fidissimo tralata, Lucaê Paciolus , theeifogus inngnis , altissima maihematiearum diecipHnarum scientia rariseimus judicio castigatissimo detersit, emendavit, etc., etc. Yenetiis , 1600, in-fol.
* DêmonetroHonum in Euelidis EUmenta Oeomêtrica, libri ses. Lyon , 1667 , in-S». — Item, 1610, in-4o. •— Lee six première livrée des élémens géométriques d^Euclide, aveo Us démonstrations de Jacquos Peletier , du Mans, GenéTO , 1628 , in-8o.
^ Euelidis elementorum , lihri JCr 'j aceessit XVI de solidorum regularium comparatione , etc. RorosB, 1674, in-S». A en de nombreuses éditions.
^ So\olarummaiksmaHoarum, libri XXXI. Trancf., 1669,in<-4o. — Item, Basileas, 1660. — Item, Trancf., 1500. — Item, ifnd., 1627.
^ Sic quinquangulum é oontinuatis ordinatis quinqaanguli laieribus faetum aquat quinze intêriores angvlos duelus reotis»
wardin ^ qui , le premier^ a étendu la théorie du pentagoue étoile aux polygones d'un plus grand nombre de côtés , et qui a fondé la yéritable doctrine des polygones étoiles.
L'ouvrage dans lequel nous la trouyons, a pour titre: Geometria speculaiiva Thome Bravardini , recoligen^ omne* concluêiones geometricas êtudentibuê artium, et philosophiœ Arisiotelis ,valde necessariaê, simul cum quodam tractatu de quadrature circuit; noviter editio. Parisiis, apud Reginaldum Gbauldicre, in -fol., yingt feuilles, sans date. La première édition de cette Géométrie était de 1496 1; plusieurs autres ont paru en 1505, 1508, etc. ^. Nous ne connaissons que celle que nous venons d^ citer.
Après avoir traité des polygones réguliers ordinaires, qu'il appelle figures simple*, Bradwardin consacre un chapitre aux polygones étoilé&, qu'il nomme figures à angles égrJdiens. Il dit que ces polygones sont formés par le prolongement des côtés d'un polygone simple , jusqu'à leur rencontre deux à deux; et il ajoute qu'il n'a pas vu qu'il ait été parlé de ces nouvelles figures par d'autres géomètres que par Gampanus , qui en a traité en peu de mots et accidentellement.
Voici l'analyse de cette partie de l'ouvrage de Bradwardin.
Le pentagone est la première figure à angles égrédiens. La somme de ses angles est égale à deux droits. La somme des angles des autres polygones à angles égrédiens va en augmentant de deux droits, comme dans l'ordre des figures simples.
Gela s'accorde avec la formule S==:2 (m — 4), qui donne la somme des angles du polygone égrédient de //i côtés.
Les polygones égrédiens dn premier ordre donnent lieu, parle prolongement de leurs côtés jusqu'à leur rencontre deux à deux, aux polygones égrédiens du second ordre; comme les polygones simples ont formé les polygones égrédiens du premier ordre.
L'eptagone est la première figure à angles égrédiens du second ordre ; il provient de l'eptagone à angles égrédiens du premier ordre ; celui-ci est la troisième figure du premier ordre.
Pareillement le pentagone égrédient, première figure du premier ordre, avait été formé du pentagone simple, troisième figure de l'ordre des polygones simples. Cette analogie conduit Bradwardin à énoncer ce principe général : la première figure d'un ordre est formée par le prolongement des côtés de la troisième figure de tordre précédent.
Enfin l'auteur termine en disant qu'il serait trop long de parler des angles de ces figures ; mais qu'il croit , sans pouvoir l'assurer , que la première figure de chaque ordre a la somme de ses angles égale à deux droits, et que dans les autres figures cette somme va en augmentant toujours de deux droits en passant d'une figure à la figure suivante.
Les figures représentées en marge de l'ouvrage, sont le pentagone, l'hexagone, l'eptagone et l'octogone du premier ordre ; l'eptagone , l'octogone et le nonagone du second ordre , et enfin le nonagone, le décagone et le dodécagone du troisième ordre.
Deux siècles après Bradwardin, Charles de Bouvelles, dont on ne cite ordinairement qu'une prétendue solution de la quadrature du cercle , a reproduit dans diverses éditions
' Heilbronner, Hisioria Matheseos , p. 523.
â. Hontucla, Histoire des mathématiques^ t. I^r, p. 673.
d'uD traité de Géométrie ^ , la théorie des polygones igridietiM} mais moins complètement que n'avait fait Bradwardin. On trouve dans son ouyrage le pentagone igrédientjï{\ï'\\ a appelé aussi êaillanty et dont il prouve que la somme des^cinq angles est égale à deux droits , rhezagone igridUnt, composé de deux triangles , l'eptagone égridieni , provenant du prolongement des côtés de Tcptagone ordinaire , et Teptagone plu^ igrédieni^ formé par le prolongement des c6tés de l'eptagone égrédient , et dans lequel l'auteur prouve que la somme des angles est égale à deux droits.
On a fait mention de cette théorie dans Textrait de la Géométrie de Bouvelles, inséré dans les Appendices de la Margarita philoêophica ^
Ces premières notions sur la théorie des polygones étoiles y ont passé inaperçues dans les nombreuses éditions de cet ouvrage , comme dans celles de la Géométrie de Bouvelles, dont on n'a parlé qu'au sujet et sous l'inspiration d'une fausse solution de l'inscription de l'eptagone régulier au cercle, et d'une prétendue quadrature du cercle, empruntée du cardinal Nicolas De Gusa.
On trouve dans les figures de la perspective de Daniel Barbaro', le pentagone, l'hexa* gone et les deux eplagones étoiles. Mais il ne parait pas que l'auteur ait eu Vintention de produire ces nouveaux polygones, il a voulu seulement montrer que les polygones réguliers ordinaires donnent lieu de deux manières à d'autres polygones qui leur sont semblables. La première est de prolonger leurs cAtés jusqu'à leur rencontre deux à deux (comme pour former le polygone de seconde espèce) ; les points de rencontre sont les sommets d'un second polygone semblable au proposé. La seconde manière est de tirer toutes les diagonales allant de chaque sommet au second ou au troisième sommet après lui ; elles forment par leurs intersections un autre polygone, semblable aussi au proposé. Mais dans ces deux modes de construction, on forme aussi un polygone étoile, qui se trouve être la partie la plus remarquable de la figure.
Rircher , que nous avons cité déjà ci-dessus au sujet du pentalpha et de Vhexalpha, a fait usage, dans un autre ouvrage^, de l'eptagone du second ordre (ou troisième espèce) pour rendre sensible l'explication comprise dans un passage remarquable de Dion Gassius, au sujet des sept jours de la semaine que les Égyptiens ont consacrés aux dieux dont les sept planètes portaient le nom. Ges planètes étaient, dans l'ordre de leurs distances à la terre , Saturne , Jupiter , Mars , le Soleil , Vénus , Mercure et la Lune. Kircher les suppose
I Géomeirim infroiuctioniê liM sês, Iretisculis annotaiiontbus êxplanati, quibus anneofuniur libelli dé eireuli quadrature, et de eubicatione êpkêrœ , et introduotio in perspectivam Caroli BovilU. Paris , 1A03, în-fol.
Cet oQTrage, moins Vinirodueiio in perspectivam, a été reproduit en français , sous le titre : Livre eingU" lier et utile, touchant l'art et pratique de Géométrie, composé nouvellement en françois , par maître Charles de Bouvelles , chanoine de iVoyon ^ Paris , 164d, in-4o. D^autres éditions ont paru en 1647, 1651, 1667 et 1608.
BouTelles a composé beaucoup d'autres onTrages, où il s'est montré philosophe, théologien, historien, orateur, poète et oanoniste.
^ Pages 1331 , 1233 et 1236 de l'édition de 1635. a Pentagonus uniformis dicitur, eujus latera non se 9iutuointsroidunt. Egredisns verà^ ovin ejus latera se invicem sécant Jlexagonus,.., n
s La pratioa délia perspetHva di monsignor Daniel Barbaro , Venise , 1589 , in-fol.
^ jirs magna lucis et umbra in dêcem libres digesta Rom», 1646 , in-fol , pages 217 et 637.
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rangées dans cet ordre sur une circonférence de cercle ; et en passant snccessivement de la première à la quatrième, de la quatrième à la septième, de celle-ci à la troisième , etc., il trace une figure qu'il appelle eptagone (c'est Teptagone de troisième espèce) , dont les sommets consécutifs désignent les sept jours de la semaine , dans leur ordre natureL Ainsi Saturne répond au samedi, le Soleil au dimanche, la Lune à lundi, Mars à mardi, Mer-* cure à mercredi , Jupiter à jeudi et Vénus à vendredi. La formation de cet eptagone , dit Kircher , est une belle propriété du nombre sept.
Les ouvrages dont nous avons parlé jusqu'ici , bien que leurs auteurs aient joui d'une certaine célébrité, ne sont plus guère connus depuis long-temps; parce qu'en effet ik ne se recommandaient point par ces productions du génie qui immortalisent les œuvres et leurs auteurs, où Ton aime à rechercher encore, après des siècles, les pensées des inventeurs et les traces de leurs efforts. Il n'y a donc rien d'étonnant que le polygone de Boèce, celui de Gampanus, et la théorie de Bradwardin, soient inconnus aujourd'hui. Mais nous avons à citer maintenant, dans l'histoire de cette théorie, un nom célèbre , on ouvrage mémorable, une de ces découvertes rares qui font la gloire des temps modernes , enfin des considérations analytiques qui, il y a deux siècles, auraient dû faire une impression profonde sur l'esprit des géomètres. Mais Kepler a devancé son siècle; car c'est de lui qu'il s'agit, et de l'ouvrage de V Harmonique du monde % et de la belle proposition sur le rapport de4 earrés' des temps des révolutions ausf cubes des distances au soleil, et de cette autre, d'un genre tout différent, jpu'ufi6 mime équation détermine les diverses espèces de polygones d'un même nombre de câtés. On observera sans doute aujourd'hui qu'aucune conception nouvelle ne s'était jamais présentée dans des circonstances en apparence plus favorables pour assurer rapidement à Tauteur une gloire durable. Gepen* dant la savante théorie de Kepler est tombée dans l'oubli, et, de son livre immortel, il n'est resté que l'énoncé de sa grande loi des mouvemens des corps célestes; encore a-t-elle été méconnue , et peut-être dédaignée , par ses contemporains , parmi lesqads on nomme à regret et Descartes et Galilée; encore a-t-il fallu que , près de 80 ans plus tard , Newton l'expliquât, la fit comprendre et lui donnât la vie^I La théorie des polygones , qui a guidé Kepler dans ses longues et pénibles spéculations, a été encore moins favorisée; la simple curiosité ne s'en est pas mêlée ; rien n'a pu la sauver d'un oubli complet : oobli qui nous rappelle cette triste réflexion que fait Bailly, précisément au sujet des lois, de Kepler : « C'est donc en vain qu'on découvre des vérités ; on parle à ses contemporains, ils n'écoutent pas ! » Non ce n'est pas en vain ; mais trop souvent les vérités nouvelles ne sont que pour l'avenir.
' Harmonices Mundilihri F. Lincii Anstrie ; 16l9,m-fo].
^ Kepler a prëTU en quelque sorte que les dëcouTertes qui lui «Taient coûté 17 ans de travail , ei de traTail continu , ne seraient comprises qu^après un long interralle de temps :
<i Le sort en est jeté, dit ce grand homme , aTec l'accent de l'enthousiasme, j'écris un lÏTre qui sera lo par w ceux de l'ftge présent on par la postérité, il n'importe : qu'il attende son lecteur pendant cent ans f Dieu ]t n'a-t-il pas attendu six mille ans le contemplateur de ses couTres? » (Jaeio in aleam, lUrumque êcriio, seu prœsentihug , sêu posiêris legendum; nihil interesi : especiat ille suum lectorem pêr annoê entium ; H Deus ipse p9r annorum sena mUlia contemplatorem prastolatus est, Harbohices Siiiisi , liber Y ; p. 179.)
L'oayrage do Kepler est en cinq livres. Le premier , qui a pour titre : De figurarum regularium y quœ proportioneê harmoniccLê pariunt , oriu, clcuêibus, ardine et differeniiù , cau/tà seientiœ et démons trationis , est consacré à la théorie générale des figures régulières , et comprend en particulier celle des polygones étoiles.
Dans le préambule , Kepler reproche à Ramus d'avoir critiqué le X*> livre d'Euclide, et d'avoir voulu le rejeter de la Géométrie. Il se propose de le compléter, en traitant des polygones réguliers qui ne sont pas inscriptibles dans le cercle géométriquement, et en montrant ce qui les distingue de ceux qu'on sait inscrire. Il promet d'écrire sur cette partie de la Géométrie en philosophe, et d'une manière plus claire, plus aisée et plus populaire qu'on n'a fait jusqu'alors.
Ce livre commence par de nombreuses définitions, indispensables pour comprendre l'ouvrage ; mais dont nous ne rapporterons ici que les defix ou trois sui?antes.
Les figures régulières sont celles qui ont leurs côtés égaux, et leurs angles égaux. ^
On les distingue en deux classes. Les unes sont primaires et radicales $ ce sont les polygones réguliers ordinaires; et les autres sont étoilées ; celles^i sont formées par les prolongemens des côtés d'une figure radicale K
Inscrire une figure dans le cercle, c'est déterminer par une construction géométrique (c'est-à-dire au moyen de la ligne droite et de la circonférence), le rapport de son côté au diamètre du cercle.
Ensuite Kepler rappelle plusieurs propositions du X* livre d'EncHde, dont il se servira. Et il commence à la proposition trente-cinq , à traiter des différons polygones réguliers. Il considère d'abord ceux qui sont inscriptibles dans le cercle géométriquement
On remarque , quant aux polygmies étoiles , le pentagone de seconde espèce , l'octogone et le décagone de troisième espèce, le dodécagone des troisième et cinquième espèces , les pentédécagones des deuxième, quatrième et septième espèces , et l'étoile de 24 côtés, des cinquième , septième et onzième espèces.
Passant aux polygones qui ne peuvent pas être construits géométriquement , il démontre que l'eptagone ordinaire et sea deux étoiles sont du nombre. Alors il a recours à l'analyse , pour lui reprocher bientôt de n'être pas plus habile , et de ne rien lui apprendre. Ce passage contient plusieurs aperçus analytiques qui auraient dû préserver l'ouvrage de l'oubli.
« On m'objectera , dit-il (page 34), l'art analytique, appelé algèbre par l'arabe Greber , y> et cessa par les Italiens : car les côtés des polygones de toute espèce paraissent pouvoir » être déterminés par cette méthode.
)i Par exemple, pour l'eptagone. Juste Byrge, qui dans ce genre a imaginé des choses )) très-ingénieuses et même incroyables, procède ainsi etc. »
Kepler cherche par des considérations géométriques l'expression du côté de l'eptagone régulier inscrit au cercle , en fonction du rayon ; et il parvient à cette équation:
7 — 1 4 {/ -+- 7 iiîj — 1 vj œquè valent figurœ nihili ;
' Kepler ne dit pat si cette idée de polygones étoiles est de loi , ou sUl Ta empruntée de quelque outrage antérieur.
ou , suivant nos symboles actuels ,
oikx est le rapport du côté de Teptagooe au rayon du cercle.
« La valeur de la racine d'une telle équation , dit-il , n'est pas unique; car il y en a deux » pour le pentagone, trois pour Teptagone , quatre pour le nonagone , et ainsi de suite. »
Il ajoute que (pour Teptagone) les trois racines sont les côtés de trois eptagones différens y qu'on peut concevoir inscrits dans le même cercle.
Voilà l'interprétation bien nette des trois racines de l'équation qui donne le côté de l'eptagone régulier inscrit au cercle. Voilà la notion analytique qui unit nécessairement la théorie des polygones étoiles à celle des polygones des Anciens.
Kepler exprime encore, plus loin, ce même principe en des termes remarquables , car en avouant les difficultés que fait naître la fécondité même de l'analyse, il reconnaît tout ce que cette méthode a de beau.
« Jusqu'ici, dit-il, le côté d'un polygone, et celui d'une étoile du même nom, avaient » eu chacun une description propre et sûre. Dans l'analyse algébrique , ce qu'il y a surtout » d'admirable (quoique ce soit là précisément ce qui embarrasse le géomètre), c'est que » la chose demandée ne peut pas être donnée d'une seule manière. Mais , encore bien que » ce ne soit pas démontré généralement, poursuivons ce que nous avons commencé » plus haut, qu'il y a autant de nombres qui satisfont à l'équation, qu'il se trouve, dans » la figure, de cordes ou de diagonales de longueurs di£férentes ; conune , dans le penta- » gone , deux; dans l'eptagone , trois ; dont un pour le côté, et les autres pour les diago- » nales. C'est pourquoi , enfin , tout ce qui est énoncé du rapport du côté de la figure » au diamètre, est commun aux rapports de toutes ses autres lignes au même diamètre.»
Kepler reproduit ces mêmes considérations dans la proposition suivante, où il démontre que la division d'un arc en trois, cinq, sept, etc. parties, n'est pas possible géométriquement. «Plusieurs lignes, dit-il, répondent à la question, et d'une propriété com- » mune à plusieurs choses on ne peut rien conclure de spécial et de particulier à l'une » d'elles. ' »
Le second livre, intitulé : De figurarum regularium congruentià , traite encore des polygones réguliers, puis des polyèdres. Kepler passe en revue les différentes manières d'assembler des polygones, soit de même espèce, soit d'espèces différentes, pour remplir exactement une surface plane , et pour former des polyèdres réguliers.
1 Aa miliea de cet considérations mathématiques si justes et si profondes , on trouTC «jaelques rëfleziont <iui annoncent l'usage bixarre et chimérique que Teut faire de ses saTantes spéculations sur les polygones le génie de Kepler, dominé par les idées pythagoriciennes et platoniciennes sur les propriétés cosmographiques des nombres : tel est ce passage qui termine la proposition 46* : a U est donc prouTé que les » côtés de ces figures doiTent rester inconnus, et sont de leur nature introuTables. Et il n'y a ri§n d^étow n nant en ceci, que ce qui ne peut se rencontrer dans l' Archétype du monde, ne puisse être emprimi dans la SI conformation de ses parties, »
Ce sont de pareilles idées qui ont conduit Kepler à Tune des plus grandes découyertes qu'on ait jamais faites !
Le livre III, Dé or tu proporiionum harmonicarum , deque naturd et differentih rerum ad eantum pertinentium , qui ne traite que de Tharmonie musicale y est étranger à la Géométrie et a Tastronomie.
Dans le livre lY , qui a pour titre : De configuratianihu» harmonici^ radiorum êideralfum in Terra, earumque effectu in ciendie Meteorie, aliteque Naturalibus , Kepler fait usage des polygones étoiles et de la valeur de leurs angles, auxquels il compare les configurations, ou distances angulaires des planètes : ces angles correspondent à des circonstances et à des phénomènes sublunaires qui diffèrent suivant qu'ils appartiennent à tels ou tels polygones. Les configurations efficaces , celles qui sont propres à stimuler la nature sublunaire et les qualités intérieures de Tâme, sont exprimées par les angles des polygones inscriptibles géométriquement. On y trouve le carré, le triangle, le pentagone de seconde espèce, Teptagone de troisième espèce, le décagone de troisième eapèce , et le dodécagone de cinquième espèce.
Le y* livre a pour titre : De harmoniâ perfectissimà motuum cœlestium , ortuque ex iisdem Exeentricitatum , semidiametrorumque et Temporum periodicorum, Kepler y G|>mpare les cinq corps réguliers aux rapports harmoniques; et cherche à y découvrir des analogies avec les mouvemens des planètes. C'est dans ce Y* livre, comme l'indique le titre, que se trouve sa magnifique loi du rapport constant des carrés des temps des révolutions des planètes aux cubes de leurs distances au soleil ^
On voit par l'analyse que nous venons de donner de l'ouvrage de Kepler, que la doctrine des polygones étoiles y joue un rôle important et nouveau sous le rapport analytique. Cependant nous ne saurions en trouver depuis aucune trace , quoiqu'elle eût dû se présenter dans la théorie des sections angulaires qui a occupé souvent les géomètres. Wallis particulièrement , qui , un demi-siècle seulement après Kepler, a écrit l'histoire de l'algèbre, et un traité des sections angulaires, n'aurait pas dû la passer sous silence. Ce géomètre a bien vu que la seconde racine de l'équation du second degré par laquelle
> On rerient toujours atec une tentibilité mêlée de Tënéraiion sur le« termes mèmet dont Kepler se sert pour aanoDcer se grande dëcouTerte ; ils expriment tout son bonheur , et toute l'importance qu'il a mise à pénétrer ce secret si caché :
a Après aToir trouTé les Traies dimensions des orbites par les observations de Brahé et par l'effort continu 9 d^nn long trayail, enfin, dit-il, enfin ^ j'ai déoouTert la proportion des temps périodiques à l'étendue de » ces orbites ;
Sera quidem respexit inertem , Méspexit tamen, «t longo post tempore vêntt /
» Et si TOUS Toulei en savoir la date précise, c'est le 8 de mars de cette année 1018, que d'abord conçue dans > mon es|irit , puis essayée maladroitement par des calculs , partant rejetée comme fausse , puis reproduite le » 15 de mai ayeo une nouTelie énergie , elle a surmonté les tendres de mon intelligence : mais si plei- I» nement confirmée par mon traTail de 17 ans sur les observations de Brahé , et par mes propres médita- » lions parfaitement concordantes, que Je croyais d'abord rêver et laire quelque pétition de principe : n mais plus de doutes j c'est une proposition très-certaine et très-exacte, que le rapport entré Uê tempe y périodiqmes de devMpkuUtêe eet prècUémeni eeequi'» altère du rapport des moyennee dietancee, » ( Litre V^ pag. 18».)
on détermine le côté du pentagone régulier inscrit au cercle, en donnait la diagonale > ; mais cette interprétation géométrique de la racine étrangère ne suffisait pas ; il fallait la rapprocher de Ténoncé même de la question , pour y voir non pas seulement une diagonale y mais le côié d'un second pentagone. Cette idée qui nous parait si simple aujourd'hui^ et qui complète la solution analytique de la question, a échappé aux BernouUi, à Euler, à Lagrange , et n'est venue que de nos jours à Tesprit d'un géomètre.
La doctrine des polygones égrédiens de Bradwardin , a été vivement combattue par un auteur du XYIP siècle , Jean Broscius, dans un ouvrage intitulé : jipologia pro Aris^ totele et Euclide contra P. Ramum et alto*. Dantisci, 1652, in-4^ Elle n'avait rien à redouter d'aucune attaque , qui n'aurait dû, servir même qu'à la propager , et à en répandre la connaissance. Cependant, par un hasard singulier, cet outrage de Broscius est peut-être le dernier qui ait traité de ces polygones , qui depuis sont tombés entièrement dans l'oubli , et qui n'ont même réveillé aucun souvenir, au commencement de ce siècle , quand H. Poinsot les a créés et remis sur la scène.
Voici ce que contient l'ouvrage de Broscius, sur ces polygones.
D'abord il reprend fortement Ramus pour s'être servi du pentagone étoile , comme exemple d'une figure , autre que le triangle, où la somme des angles était égale à deux droite. « Ce qui prouve , dit-il , l'ignorance de Ramus en Géométrie. Car cette figure est un dé- » cagone qui a cinq angles rentrans et cinq angles saillans , et la somme de ces angles est » égale à seize droits. »
Broscius cite l'ouvrage de Bradwardin , et prouve qu'on peut former une infinité de figures dites à angles égrédiens, de 7,9, 11, etc., côtés, dans lesquelles, comme dans celle de Ramus , la somme des angles soit égale à deux droits. Bradwardin n'avait fait que soupçonner cette belle proposition , sans la démontrer ; et Charles de Bonvelles ne l'avait appliquée qu'à i'eptagone égrédient de troisième espèce. Broscius va plus loin ; il considère les figures de différentes espèces pour un même nombre de côtés , et donne la somme de leurs angles.
Il trouve qu'il y a trois espèces d'eptagones, y compris I'eptagone ordinaire, dans lesquels la somme des angles est 10 , 6 et 2 droits ;
Trois espèces d'octogones, dans lesquels la somme des angles est 12, 8, 4 droits;
Six espèces de figures à 14 angles égrédiens (y compris le polygone ordinaire de 14 côtés), dans lesquelles la somme des angles est égale à 24, 20, 16, 12, 8 et 4 droits-.
Sept espèces de figures à quinze angles égrédiens, dans lesquelles la somme des angles est égale à 26, 22, 18^ 14, 10, 6 et 2 droits.
Ces résultats s'accordent avec la loi trouvée par M. Poinsot , d'après laquelle la somme
1 Cette remarque avait déjà été faite probablement, oa tiède et demi auparavant, par StifeU; car on trouve dant «on algèbre le* expreisiont du côté et de la diagonale du pentagone régulier en fonction du rayon du cercle circonscrit (voir son Arithmetica intégra, fol 178 t« ), et en supposant quHl n'ait point obtenu ces eipressions par la résolution de Téquation du second degré, leur forme a dû lui montrer que -les carrés faits sur ces lignes sont les racines d^une semblable équation; car ce géomètre, très-babile algébriste pour son temps , était fort exercé dans la résolution des équations du second degré.
des angles de chaque polygone est S=2(ffi — 2 A), m étant le nombre de côtés du polygone, et h celui qui marque Yêêpiee , ou Vordre de cette figure.
Le point de vue «ous lequel Broscius considère ces nouvelles figures , en les regardant comme des polygones à angles êaillariM et rentrant alternati?ement , et dont les côtés ne se coupent pas, le conduit à un mode de construction nouYcau de ces figures, et à une propriété curieuse d'isopérimétrie.
Prenons pour exemple un eptagone régulier ordinaire, et marquons les points milieux de ses sept côtés. Qu'autour de la droite qui joindra deux points milieux consécutifs, on fasse tourner le petit triangle que cette droite retranche de Teptagone, et que ce triangle s'applique entièrement sur la surface de la figure. Qu'on fasse tourner semblablement autour de chacune des six autres droites joignant deux points milieux consécutifs , le petit triangle qu'elle retranchait de l'eptagone; tous ces petits triangles formeront , dans leurs nourelles positions, un nouTcau polygone de qnatone côtés , à angles saillans et rentrans alternatiteinent.
Ce nouTeau polygone de quatorze côtés a évidemment le même périmètre que l'eptagone proposé.
Maintenant, qu'autour de chaque droite qui joint deux sommets d'angles rentrans consécutifs, on fasse tourner le petit triaâgle que cette droite retranche du polygone, on formera de celte manière un troisième polygone de quatorze côtés , ayant encore ses angles alternativement sailtans et rentrans ; et ce nouyeau polygone aura évidemment son périmètre égal à celui du second, et par conséquent à celui du premier.
Les surfaces de ces trois polygones sont extrêmement difiérentes entre elles ; puisque le second est placé dans l'intérieur du premier, et le troisième dans l'intérieur du second.'
Maintenant, on reconnaît aisément que le second polygone n'est autre que l'eptagone de seconde espèce dans lequel les portions de ses côtés comprises dans son intérieur auraient été effacées; et que pareillement le troisième polygone n'est autre que l'eptagone de troisième espèce , dont les parties de ses côtés comprises dans son intérieur auraient aussi été effacées.
Voici donc une nouvelle manière de former les polygones égrédiens , en les faisant dériver les uns des autres. Cette méthode méritait d'être remarquée, surtout à cause de cette circonstance singulière, que tous les polygones déduits ainsi d'un premier, quel qu41 soit , ont toujours le même périmètre.
Nous ne trouvons pas d'autre ouvrage où l'on ait parlé des polygones égrédiens , jusqu'au commencement de ce siècle où cette théorie a reparu toute nouvelle, sans que son célèbre auteur et les géomètres qui l'ont admirée , se soient doutés du rôle qu'elle avait déjà joué pendant quatre siècles.
Géométrie des Arabes.
Depuis le VHP siècle jusqu'au XIIP , l'Europe demeura plongée dans une ignorance profonde. L'amour et la culture des sciences furent concentrés pendant ce long intervalle
chez un seul peuple , les Arabes de Bagdad et de Gordoue. C'est à eux que nous aTons dû la connaissance des ouyrages grecs qu'ils avaient traduits pour 'leur usage, et qu'ils nous ont transmis , long-temps avant qu'ils nous parvinssent dans leur langue originale. Jusqu'à ces derniers temps, on a pensé que c'était là la seule obligation que nous eussions aux Arabes ; et l'on a négligé de rechercher et d'étudier leurs propres ouvrages , pensant que l'on n'y devait trouver rien d'original , ni d'étranger aux doctrines et à l'érudition grecques. C'est une erreur sur laquelle on revient aujourd'hui, surtout depuis qu'on connaît les ouvrages hindous, et que l'on sait que les Arabes y ont puisé les principes du calcul algébrique qui les distingue essentiellement des ouvrages grecs. Hais il y a trop peu de temps que celte erreur est détruite, et les ouvrages arabes nous sont encore inconnus. Un assez grand nombre existent depuis plusieurs siècles en Eu* rope, la plupart dans leur langue originale et quelques-uns en latin, ayant été traduits dans les XIP et XIIP siècles. Faisons des vœux pour que leur importance soit appréciée et pour qu'ils ne tardent pas à sortir des bibliothèques où ils sont restés enfouis : alors seulement on pourra songer à une véritable histoire scientifique des Arabes. Pour le mo* ment il n'est possible de réunir que quelques faits principaux et quelques données éparses , qui ne permettraient pas de juger avec confiance de la part que cette grande et illustre nation a prise dans l'œuvre de la propagation et du perfectionnement des sciences mathématiques, et où n'apparaîtrait pas dans un jour suffisant le caractère que ces sciences ont reçu du mélange des élémens grec et hindou qui les ont constituées. Mais ce caractère se montre dans les ouvrages des Européens au XY* siècle, ouvrages imités de ceux des Arabes , et c'est là pour le moment où nous pourrons Tétudier et le reconnattre avec évidence.
Le goût et l'ardeur des Arabes pour les sciences se développèrent rapidement au VIII* siècle, où commença le règne des Abbassides. Ces princes , nobles imitateurs des Ptolémées d'Egypte , firent de Bagdad le centre de tous les talens du monde '. Ils recueillirent avec activité toutes les lumières qu'ils purent trouver chez les nations que les successeurs du prophète et les Ommiades avaient subjuguées. Les Arabes s'approprièrent ainsi des sciences toutes faites 2, dont ils devinrent les seuls dépositaires, quand, par suite d'une fatalité attachée à l'espèce humaine , elles déclinaient et se perdaient chez les peuples qui les avaient créées et perfectionnées pendant des siècles. Les Grecs surtout et les Hindous^ furent tributaires dans ce contingent scientifique. Telle est l'origine des sciences, de la Géométrie particulièrement, chez les Arabes.
Les élémens d'Euclide paraissent être le premier ouvrage qu'ils traduisirent, sous le
1 tïbn , Histoire des sciences mathématiques en Italie, tom. l^^ pag. 117.
3 a On ne peut point douter que Ie»|Arabe8 n'aient eu depuis la fondation du Khalifat et rëtablistement de leur empire, une grande estime pour lei art« et pour les sciences , puisqu'ils ont traduit en leur langue tous lee meilleurs Ityres grecs , hëbreui, ohaldëens et indiens, u ( D'Herbelot , Bibl. orientale, au mot ££m [seiênce] ).
' On lit dans la Bibl, orientale de D^fferbelot, au mot ketab (qui signifie Traité) , les titres d'un grand nombre d^ouTTages que les Arabes avaient traduits ou imites des ouvrages indiens , sur toutes les parties des teiencee mathématiques et philosophiques.
régne^d'Almansory dans le Vni* siècle. BientAt après on dut aux encouragemens éclairés du calife Al Mamoun (qui commença à régner à Bagdad en Tan 814) la connaissance des ouvrages d'Archimède , d'Apollonius ^ d'Hypsicle, de Ménélaus, de Tbéodose et TAlmageste de Ptolémée.
Dés lors les progrès des Arabes dans les sciences furent rapides ; et le IX" siècle compta des géomètres habiles et d'un saToir très-étendu.
Trob frères , Mohammed , Hamet et Hasen y fils de Musa ben Schaker, furent célèbres, par les traductions qu'ils donnèrent de diyers ouvrages grecs et hindous , et par leurs propres écrits sur toutes les parties des sciences mathématiques , dont plusieurs nous sont parvenus. Des tables astronomiques que Mohammed ben Musa avait dressées clanê le système indien ^ furent long-temps célèbres dans TOrient, Mais un ouvrage beaucoup plus précieux et plus important à nos yeux , est son Traité d'Algèbre , le plus ancien qui fût connu jusqu'à ces derniers temps, où ceux des Hindous nous sont parvenus. C'est dans cet ouvrage que nous avons puisé nos premières connaissances algébriques , d'à* bord par l'entremise de Léonard de Pise qui avait été s'instruire en Arabie , et ensuite en l'ayant nous-mêmes à notre disposition, et en le traduisant au XIIP siècle. De là, on a regardé Mohammed ben Musa comme l'inventeur de l'Algèbre i, et son nom est resté y à juste titre, en grande réputation chez les géomètres européens. Cependant son
1 Cardan dit, aa commencement de «on Àra magna : ffœo ars oiim à MahomeU , Mêsis Arabie fUio , initium sumpsii. Eienim hujus rêi locuples ieêtis Lêonardus Pisanus.
U répète la même cboae dans ion traité De suhtiliiaie (Ht. XVI) , où il place Hobammed ben Husa aprds Archytat , et le neuvième parmi lei douze plut grandi génies de la terre. Jluic Màhomêtua Moisis filius ArahSf Algehraticœ ut ita dicam artis inventor, succsdiU Ob id inventum ah arHs noniins cognomen adepius esi.
Tartalea attribue aussi à Mobammed ben Husa , PinTCntion de l'algèbre , qu'il appelle dans le titre de la YI« partie du Traité général des nombres et des mesures : Antica pratiea speculativa de larte magna, detta in Araho Mgehra et Almucabala , over regola délia cosa, trovaia da Maumeih^ figlio de Moise arabe, la quale se puo dire la perfetta arte del ealculare , eto.
On ayait attribué d'abord PinTention de l'algèbre à Geber , autre géomètre arabe* Ainsi, Stifcis , célèbre algébriatre allemand, contemporain de Cardan , écrit au professeur fflilichius : Tuo guoque consilio usus , Algebram Ç^ quam persuasisti bonis rationibus à Gebro astronome, autore ejus, ita esse nuncupatam) muliis esemplis Ulustraiam scripsi {Arithmeiiea intégra, pag. 226 ▼»); et appelle souTent l'algèbre Régula Gebri. Cette opinion était encore partagée au XVII» siècle (voir Kepler, Harmoniees Mundi lib. I, prop. 45) ; mais comme elle n'avait pas d'autre fondement que la ressemblance des mots, elle n'a pu se soutenir, surtout quand on a connu la vraie étymologie du mot Algèbre , qui provient de la double dénomination Algebr V Almocabelah, dont se serrent toujours les Arabes, et qui signifie opposition et comparaison. Cette dénomination, que nous avons remplacée par le seul mot Algèbre j se rapporte asseï bien aux équations dont le mécanisme est le fondemenl de toute la science.
D'autres écrivains , à la tète desquels on trouve Regiomontanos et Scbeubel , avaient regardé Diopbante comme le premier inventeur de l'algèbre, et cette opinion a prévalu généralement; parce qu'en effet, Diopbante avait une grande antériorité sur les Arabes, lais aujourd'hui la question de priorité est entre lea Grecs et les Hindous. Brabmegupta est postérieur de deux siècles à Diopbante, mais la perfection de son ouvrage annonce certainement que l'algèbre avait déjà une existence très-ancienne dans l'Inde.
Car, ainsi que le dit Peletier dans son Algèbre, c'est là une de ces choses qui, loin de devoir leur invention à un seul auteur, n^ont pris règle, forme et ordre gu'après un long temps de drcuitions , dHntermissione et de continuelles esercitations d'esprit,
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ouvragé y auquel ^ ne fût-ce que par reconnaissance, étaient si légitimement dus les bon* neurs de l'impression , est resté manuscrit , et depuis trois siècles dans l'oubli , quand pour la première fois, en 1831, M. Rosen Fa publié en arabe et en anglais. M. Libri tient aussi de reproduire , dans le P' yolume de son Hùtoire des sciences en Italie , l'une des traductions latines que Ton conservait à la bibliothèque royale. Celle-ci n'est pas aussi complète que le manuscrit dont s'est servi M. Rosen. La partie géométrique, entre autres , ne s'y trouve pas.
On sait que Mohammed ben Musa avait tiré des Indiens une partie de ses connaissances mathématiques ^ Nous devons penser que c'est d'eux qu'il reçut l'algèbre. Son ouvrage présente des points de ressemblance certains avec les leurs , et nullement avec celui do Diophante. Mohammed y fait usage, comme les Indiens, de considérations géométriques, pour mettre dans tout son jour la certitude des opérations de l'algèbre; on distingue surtout la manière dont il démontre , par cette méthode , les règles pour la résolution de l'équation du second degré dont il considère trois cas \ L'ouvrage cou-
* Cabtki , BiUiotheca Araiicû'IIispana , pag. 427-428. — Golueooki, Brahmêgupia and Bhoseara Àlgêhra / Dissertation, pag. lxxu. — F. Roses, Aigehra of Mohammed ben Musa, Préface , pag. fin.
3 Ces trois cas dont l'auteur ne donne que des exemples numériques, sont exprimés par le* trois équations littérales :
as^ -4- ^4? — 0 = 0, ax^ — bs — c =s o,
aj?2 — ^47 -H C := 0.
Le quatrième cas que peut présenter Péquation générale du second degré est
as^ -♦- ô* -h c = 0 ,
où tous les termes sont positifs. Hohammed n'en parle pas , parce que les racines , dans ce cas , sont toujours négatives.
Dans les autres équations il ne prend que les racines positives, ti laisse de c6té , comme insignifiantes, les racines négatives.
Dans la troisième , ax^ -^ bs -^ 0 = 0, où les deux racines
sont positÎTes (supposé qu'elles sont réelles], Mohammed dit qu'on les calcule l'une et l'antre, mais que dans chaque cas il faut s'assurer qu'elles répondent à la question. On essaie d'abord la première , qui pro* Tient du signe />/««; et si elle ne convient pas, la seconde, qui provient du signe moins, conviendra certainement. ( When you meet wHh an instance which refers you to ihis case , iry its solution by addition, and ifthat do not serve, then subtraction certainly will. Page 11.)
Les Indiens admettaient aussi les deux racines, dans les cas où elles convenaient toutes deux {BijorGanita, § 130, 130), et en rejetaient une, comme absurde, dans d'autres cas {ibid,^ § 140, 141). Par exemple dans cette question : L'ombre d*un gnomon qui a douze doigts de hauteur, étant diminuée du fiers de l'hypoténuse, devient 14 doigts, quelle est l'ombre? On est conduit pour déterminer l'ombre, à une équation du second degré dont les deux racines sont positives et égales à ^ et à 9. La première convient parce qu'étant plus grande que 14, elle peut, étant diminuée du tiers de l'hypoténuse, devenir égale à 14; mais la seconde étant plus petite que 14 , elle doit être rejetée , dit Bhascara , à cause de son absurdité fby reason of its incongruity),
Lucas de Burgo suit en tout point Mohammed ben Musa ; il considère trois cas aussi ; il donne la solution de chacun dans un strophe de quatre vers latins ; puis il la justifie par des considérations géomé-
fient aussi y comme ceux des Indiens^ une partie géométrique sur la mesure des surfaces.
On y remarque les trois expressions ■—, 1^10 et |^ du rapport approché de la circonférence au diamètre, qui, comme nous Tavons dit, ont été connues des Indiens î; et les trois nombres 13, 14 et 15 pris pour les côtés d'un triangle que nous avons trou- Tés aussi dans les ouvrages de Brahmegupta et de Bhascara.
L'ouvrage de Mohammed est beaucoup moins étendu que ceux-ci; il ne traite pas comme eux des équations indéterminéeê du second ni du premier degré. Nous en trou- Yons la raison dans la préface de l'auteur qui nous apprend qu'il a composé ce traité succinct , à la demande du calife Al Mamoun , pour faciliter une foule d'opérations qui se présentent dans le commerce des hommes et dans les besoins de la vie.
Ce passage suffirait pour nous prouver que les Arabes possédaient alors des ouvrages plus étendus et d'un ordre plus élevé, si nous ne savions pas qu'en effet ils connaissaient les savans ouvrages des Indiens, et qu'eux-mêmes ont écrit sur la résolution des équations du troisième degré , comme nous le dirons plus loin.
Quoi qu'il en soit, c'est un fait bien remarquable et digne de la méditation des savans de l'Europe, qu'un traité d'algèbre, regardé comme élémentaire au IX^ siècle chez les Arabes, et en quelque sorte comme manuel pratiquée l'usage du peuple, a été 700 ans après l'jdrê magna des Européens , et la base et l'origine de leurs grandes découvertes dans les sciences \
triques. Qaant au cas où les deux racines sont positives, il reconnaît qu'elles peuvent convenir Tune et Pautre dans certaines questions , mais que dans d^autres Tune seulement satisfait. ( Siche luno e laltro modo êatisfa el ihema. Ma a le volte se hane la verita a luno modo. A le volte a laltro. El perche se cavando la radiée del ditio rémanente de la mita de le ooee non satisfacesse al thema, £ tu la ditia R ( radice ) agiongi a la mita de le cose^ e haverai el quesito : et mai fallara che a une de H doi modi non eia eatisfatto el qtiesitOj cioe giongnendola , overo cavandola del dimeccamento de le cose, etc. (Summa de Aritkmetica, etc. Distinotio8, tracta tus 6, art. 12.) *
Ces rapports manifestes , qui ont lieu entre Ponvrage de Mohammed ben Hnsa et ceux des Indiens , d^une part , et celui de Lucas de Burgo, de Fautre , montrent bien l'origine de Talgèbre des Européens , et Fin* flnence directe que les ouvrages arabes ont eue sur les progrès et le caractère des sciences mathématiques à la renaissance. Tel a été Pobjet de cette note.
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I II paraît que le rapport ■ = — -r = 8,14160 est dû aux Indiens , et quUls l'avaient trouvé en calculant le côté du polygone régulier de 768 côtés. GV Indiani, eome apparisce da un lihro deiBramini^ intitolato Ajin-Akbari, avean trovato con ingegnosissimo metodo Geometrico, mediante Vinscrizione di un poligono regolare di 768 lati, che la circonferenza del circolo sta al diamètre corne 3927 a 1250. ( Saggio sulla storia délie matematiche, opéra del sig, P. Frauchimi, Lucca, 1821 , in-8o.) Th. Simpson est parvenu de luimême au rapport 3,1416, par Tinscription du polygone de 768 côtés \ il a obtenu même le rapport plus approché . (r. ses Élim* de Gèom.) Sa méthode est très-simple ; je ne sais pourquoi on n'en parle jamais.
^ Jusqu'ici nous n'avions connu des Arabes que le traité d'algèbre de Mohammed ben fflusa. C'est le seul du moins dont les géomètres du XYI» siècle, Lucas de Burgo, Cardan, Peletier, Tartalea, Stevin, etc., aient parlé. Mais beaucoup d'autres auteurs arabél ont écrit sur l'algèbre ; on trouve les noms de plusieurs d'entre eux et les titres de leurs ouvrages dans la Bibliothèque orientale de D'Herbelot , au mot Gehr ; et an mot Ketab (pag. 966 , 2»« colonne ) 967 , !'• coL ; 981 , !'« col. ; édit. in-fol. de 1697).
II existe un ouvrage, traduit de l'arabe en anglais, à Calcutta, en 1812^ qui traite de l'Arithmétique, de la Géométrie et de l'Algèbre, et dont je m'étonne que l'on ne parle pas depuis quelques années qu'on
Mohammed ayait écrit sur les triangles plans et sphériques un traité qu'on dit exister encore sous le titre : De figuris planiê et êphœricu.
On possède aussi un ouvrage de Géométrie qu'il a composé probablement en commun avec ses deux frères , Hamet et Hasen, car il a pour titre JTerba filiorum Moysi, filii Schaker, Mahumeti, Hameti, Hasen. Dans cet ouvrage se trouve démontrée la formule de Taire du triangle en fonction des trois côtés ; et Tapplication en est faite au triangle qui a pour ses côtés les trois nombres 13 , 14 et 15, comme chez les Indiens. La démonstration est celle que Fibonacci et Jordan Nemorarius ont donnée au XIIP siècle et que Lucas de Burgo et Tarlalea nous ont fait connaître. Elle parait appartenir aux Arabes , car elle est différente de celle de Héron d'Alexandrie.
Les trois fils de Musa ben Schaker ont écrit beaucoup d'autres ouvrages dont on trouve l'indication dans la Btbliotheca Arahico-Hupana de Casiri (tom. P', pag. 418).
Alkindus, l'un de leurs plus célèbres contemporains, que Cardan met comme Mohammed ben Musa au nombre des douze plus puissans génies du monde ^ , a aussi écrit sur toutes les parties des mathématiques. Cardan cite ayec éloge son traité De régula sew qttanti" tatum \ Nous avons dit dans la Note YI quel était l'objet de cette règle des six quantités , qui s'effectuait par le calcul ou par une construction géométrique déduite du théorème do Ptolémée.
Alkindus avait écrit sur l'arithmétique des Indiens (/)« Arithmetieà indieà)^ et sur l'algèbre (Z^6 quantitate relative, seu Algehrâ), Nous ne citerons pas ses autres ouvrages, qui sont extrêmement nombreux. Une partie doit se trouver encore dans les bibliothèques d'Espagne. Plusieurs, sans doute, offriraient de l'intérêt s.
•^occupe d'ëtndier lliîstoire des «oieneet obei les Indiens et les Arabes. Iloas troayons le titre suiTUit de cet ouvrage que nous ne connaissons pas encore, dans le catalogue de la bibl. de M. Langlès, art, 669, The khoolasui-ool''hisab, a compendium of arithmetio and geotnetry; in ihe arabtc language, by Buhae» oodd-^een, of Amool in Syria^ wiih a translation intopersian and commentary, by ihe lat9 Muoluvfêe Buoshun Ulee of Juonpoor: to wkich is addod a treatiso on alyebra, by Nvjm^od-den Ulee khan,head Qatoo, to tho Sudr Deoioaneê and Nizamut Vdalui. Revised and editêd by Tarinee Churun Mitr, Mttoluwee Jan Ulee and Ghoolam Ukbur» Calcutta, Pereira, 1812, grand in^».
M. Libri vient de mettre au jour un ouvrage d'algèbre traduit de Poriginal arabe en latin , et resté manuscrit à la bibliotbèque royale , sous le titre : Liber augmenti et diminutionis vocatus numeratio divinationis, es eo quod sapientes Indi posueruntj quem Abraham compilavit, et secundum librum qui Indorum dictus est, oomposuit.
Cet ouvrage est précieux sons plusieurs rapports. D'abord il est essentiellement différent de celui de Mobammed ben lusa ; car il roule uniquement sur les règles de fausse position simple et double. Et ensuite il nous apprend que ces règles viennent des Indiens. On les avait attribuées jusqu'ici aux Arabes , sur l'autorité de Lucas de Burgo, qui les a appelées règles d^Uelcataym, u e vocabulo jérabo, » {Sumtfia de Ariih., 0/c., Distinctio septima, tractatus primus.)
Hais dans d'antres ouvrages du même temps , on les appelle Régula falsi , seu augmenti et deeremenii , comme le compilateur Abrabam (voir Algorithmus de integris, minutiiê vulgaribus ^ ao proportionibus, cum annesis de tri, falsi , aliisgue regulis. Liptick , 1607 , in-4o. )
« De subtUitaU libH XXI ^ lib. XVI.
3 Ibid,, lib. XVI. ^ Practica arithmetioe y cap. 46. — Opus novum de proportionibus numerorum , etc. Propositio quinta.
^ Tel siSrait son traité . d'aritbmétique indienne. Car U est asseï singulier que , depuis si long-temps qn'on
Tbébit bcn Corah, disciple de Hobammed ben Husa, fut aussi un géomètre célèbre qui embrassa les mathématiques dans toute leur étendue. Parmi les nombreux ouvrages qu'il a laissés ^ et dont on trouye le catalogue dans Gasiri , il en est un dont le titre De problematibtu algebrioU geometrieà ratione comprohandis , aurait dû piquer vivement la curiosité des géomètres; car il annonce que Tbébit avait appliqué l'algèbre à la Gréométrie. C'est sans doute le titre de cet ouvrage qui a fait dire à Hontucla que : <c Tbébit a écrit sur la certitude des démonstrations du calcul algébrique ^ ce qui pour- » rait donner lieu de penser que les Arabes eurent aussi Tidée beureuse d'appliquer » Falgèbre à la Géométrie. » Cette conjecture est devenue pour nous un fait certain , constaté déjà par Falgèbre de Hobammed ben Musa ^ et dont on trouve une preuve plus convaincante encore dans un autre ouvrage dont on doit la connaissance récente à M. L.-Am. Sédillot,
Cet ouvrage est un fragment d'algèbre (trouvé dans le manuscrit arabe n^" 1104 de la bibL royale ), où les équations du troisième degré sont résolues géométriquement
M. Sédillot nous apprend qu'avant de passer à la solution de ces équations, l'auteur donne celle du problème des deux moyennes proportionnelles , qu'il résout par deux paraboles ^ et dont il se sert pour la solution de certaines équations. Le géomètre arabe se serait-il aperçu que toutes les équations du troisième degré peuvent se résoudre par les deux moyennes proportionnelles, et la trisection de l'angle; ce qui est, comme on sait, une des découvertes qui ont fait honneur à Viète. Il construit les racines des équations de la forme afi — ax — b^=:o, par un cercle et une parabole. Mais nous pensons qu'il ne s'agit encore que d'équations numériques , les seules qu'on trouve dans les ouvrages arabes et chez les Modernes jusqu'à Viète , à qui est dû le pas immense qu'il fallait franchir pour arriver à l'idée et à la considération d'équations littérales.
Toutefois , malgré cette restriction dans les spéculations algébriques des Arabes , nous pouvons dire que non-seulement ils ont possédé Falgèbre, mais qu'ils ont connu aussi Fart d'exprimer graphiquement les formules, et d'en présenter aux yeux la signification; art si beau et si précieux que Kepler regrettait de ne pas savoir ^, et qui a été l'une des grandes conceptions de Viète.
On avait toujours pensé que les Arabes n'avaient pas été au delà des équations du second degré. On fondait cette opinion sur ce que Fibonacci et Lucas de Burgo s'étaient
agite la question de l^origine de notre tystème de numération , et <{u'on ne peut 8'accorder sur la signification du passage de Boèce et de la lettre de Gerbert qui s'y rapportent , on n'ait pas , au lieu de raisonner sur la forme des chiffres, qui nécessairement a dû varier, comparé ces deux pièces aTOO les traités d'arithmétique quelea Arabes nous ont laissés, et dont aucun, je orois, n'a été ni traduit, ni publié dans le texte original.
1 Kepler , ne pouTant traduire graphiquement la propriété que représente l'équation du second degré qui donne le rapport du côté du pentagone régulier au rayon du cercle circonscrit , s'exprime ainsi : Quamodo affeetionem reprœaentalo ? gvo aciu gêomeirico? NuUa alio id dooeor faoere , quàm usurpando proportionem ^ quam qumro: princifdum peiitur. Miser calculator^ desHtatus omnibus geometriœ prœsidiis, hœrens inter spinêta fiumentrum , frustra cossam suum respectai. Uoo uuum est disorimen inter cossicas et inter geome^ trieas deierminationes, ( Haikohigis hdbvi liber I; pag. 87.)
arrêtés à ce point de la science i. Montucla , le premier, Ta mise en doute , et a pensé que les Arabes pouvaient bien a?oir traité des équations du troisième degré ; il se fondait sur le titre Algehra cubica, seu de probUmatutn soUdorum resolutione, d'un manuscrit apporté de l'Orient par le célèbre Golius , et qui se trouve dans la bibl. de Leyde \ Le fragment d'algèbre trouvé par M. Sédillot confirme la conjecture de Montuda, et en fait un des points les plus importans de Tbistoire scientifique des Arabes.
Mais nous devons dire que rien ne nous autorise encore à penser qu'ils aient connu la résolution algébrique des équations du troisième degré, c'est-à-dire l'expression des racines de ces équations. Le titre du manuscrit de la bibl. de Leyde semble, au contraire^ indiquer qu'il y est question de leur construction géométrique par les lieux solides ( les sections coniques) , comme dans celui de la bibl. royale de Paris.
La trigonométrie est une des parties des mathématiques que les Arabes cultivèrent avec le plus de soin, à cause de ses applications à l'astronomie. Aussi leur dut* elle de nombreux perfectionnemens qui lui donnèrent une forme nouvelle , et la rendirent propre à des applications que les Grecs n'auraient pu faire que très-péniblement.
Les premiers progrès de la trigonométrie datent d'Albategnius, prince de Syrie 3, qui florissait yers l'an 880 et qui mourut en 928. C'est ce grand astronome , surnommé le Ptolémée des Arabes, qui eut l'heureuse et féconde idée de substituer aux cordfis des arcs, dont les Grecs se servaient dans leurs calculs trigonométriques , les demi-cordes des arcs doubles y c'est-à-dire les sinus des arcs proposés. « Ptolémée , dit-il , ne se servait des cordes entières que pour la facilité des démonstrations ; mais nous , nous avons pris les moitiés des arcs doubles ^. »
Albategnius est parvenu à la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique COS. a sscos. b COS. e. + sin. h. sin. c. cos. A , dont il a fait diverses applications ^.
On trouve dans ses ouvrages la première idée des tangentes des arcs, et l'expression ■jjr^ , dont les Grecs ne se sont pas servis. Albategnius la fait entrer dans les calculs de gnomonique et l'appelle ombre étendue. C'est la tangente trigonométrique des Modernes. On voit qu' Albategnius avait des tables doubles , qui donnaient les ombres correspondantes aux hauteurs du soleil, et les hauteurs correspondantes. à des ombres; c'est-à-dire les tangentes des arcs , et les arcs correspondans à des tangentes. Mais ses tables étaient calculées pour le rayon 12 , tandis que celles des sinus l'étaient pour le rayon 60; ce qui prouve qu'il n'a pas eu la pensée d'introduire ces tangentes dans les calculs trigonométriques ®.
' Fibonacci résout bien quelques équations d^un degré supérieur , mais qui s« réduisent au second.
3 Histoire des Mathématiques , iom» l^ , pag. 883.
' Le nom propre de ce géomètre est Hohammedben Geber ; il fut surnommé al Batani^ parce qu^U était né à Batan , Tille de la Hésopotamie , et de ce nom les Hodernes ont fait celui de Albategnius.
^ Delambre , Histoire de Vastronomie du moyen Age, pag. 12.
^ Ibid, , pag. dl, 164. On sait que la formule correspondante, cos. A. = sin. B sin. C cos. a — cos. B cos. C, est due à Viète qui Ta donnée en 1693 dans son Variorum de rébus mathêmaticis responsorum liber ootaTUs.
6 Delambre, Histoire de l'astronomie du moyen âge ,p, 17.
C'est à Aboul Wefa et & Ebn Jounis , qni lui sont postérieurs d'un siècle, qu*est dû ce DOQTeau pas.
Aboul Wefa (937-998), après a^oir exposé la théorie des sinus, définit d'autres lignes Irigonométriques « qu'il emploiera dans son ouvrage pour les faire servir à la solution de différons problèmes de Tastronomie sphérique. »
Ce sont les tangentes et cotangentes , qu'il appelle ombre verse et ombre droite ^ei les sécantes qu'il appelle diamètre de Vombre,
Aboul Wefa a calculé sa table de tangentes pour un rayon égal à 60 : il n'a pas calculé les sécantes.
On n'a point cette table des tangentes ; mais ce qu'il importait de savoir , c'était la date certaine de leur introduction dans le calcul trigonométrique.
Cette heureuse révolution dans la science, qui en bannissait ces expressions composées et incommodes qui contenaient le sinus et le cosinus de l'inconnue, ne s'est opérée que 600 ans plus tard chez les Modernes;onena fait honneur à Regiomontanus; et près d'un siècle après lui Copernic ne la connaissait pas encore.
Ebn Jounis (979-1008) se servit aussi des ombres ou tangentes et cotangentes , et en eut aussi des tables sexagésimales ^
n eut le premier l'idée de calculer des arcs subsidiaires qui simplifient les formules , et dispensent de ces extractions de racines carrées qui rendaient les méthodes si pénibles. Ces artifices de calcul, aujourd'hui si communs, sont restés long-temps inconnus en Europe, et ce n'est que 700 ans plus tard qu'on en trouve quelques exemples dans les ouvrages de Simpson (Delambre , Histoire de l'astronomie du moyefi âge , pag. 166).
La trigonométrie sphérique doit à Geber , astronome qu'on suppose avoir vécu vers Tan 1050, la formule Cos. C«=3sin. B cos. o, qui est la cinquième des six qui servent à la résolution des triangles rectangles^. La sixième, Cos. a^a cot. B. cot.C, est resté inconnue jusqu'au XYP siècle; on la doit à Yiète.
Ces deux formules sont celles qui contiennent les deux angles obliques du triangle. Les Grecs n'avaient eu qne les quatre premières, qui leur suffisaient, parce que dans leurs applications de la trigonométrie à l'astronomie , le cas des trois angles connus ne se présentait pas.
Tels sont les principaux perfectionnemens que les Arabes apportèrent à la trigonométrie.
Ils purent ainsi cultiver l'astronomie avec succès. Aussi comple-t-on un très-grand nombre d'auteurs arabes qui s'adonnèrent à cette science. Nous n'avons point à parler ici des progrès qu'ils y firent ; et nous dirons seulement quelques mots de l'une de ses applications, la gnomonique, qui n'est au fond qu'une question de pure Géométrie.
Les Arabes attachèrent une grande importance à la construction des cadrans qui étaient à peu près leur seul moyen de compter le temps. Dès le neuvième siècle, des géomètres
' Delambre, Histoire de Pastronomie du moyen tf</«,p. 164.
^ Hou* appelont B , G ^ 1e« deux angles oblique* do triangle ; 6 , o, lea côté* opposés , et a Phypoténuse.
célèbres s'en occupaient. C'est à cet art que se rapportaient sans doute deux ouTrages d'Alkindus, intitulés : Z>« horolog. sciathericorum descriptione ; et De horolog, harir sontali prœêtantiore , et les deux suiyans de Thébit ben Gorah : De horometrià seu horU diumiê ac noctumù; et De figura linearum qt&as gnomometrum (styli apicis umbra) percurrit. Ce dernier titre semble annoncer que Thébit se seryait de la considération des sections coniques dans la construction des cadrans. Nous allons Toir cette méthode pratiquée savamment par un autre géomètre arabe du XIIP siècle. Maurolycus en a eu la première idée chez les Modernes; et elle a donné à son ouvrage un caractère d'originalité qui lui a fait honneur.
L'écrivain arabe auquel la gnomonique parait le plus redevable , est Aboul Hhassan Ali , de Maroc ) qui vivait au commencement du XIII* siècle; son ouvrage avait pour titre: Livre qui réunit les commencement et les fins, parce qu'il se compose de deux parties distinctes , dont la première traite des calculs et la seconde des instrumens et de leur usage. M. Sédillot , dont les sciences mathématiques et les langues orientales déplorent la perte récente (en 1832}^ a fait une traduction de cet ouvrage qui a été mise au jour par les soins de M. L. Am. Sédillot , son fils , sous le titre : Traité des instrumens astronomi-' ques des Arabes (2 vol. in-4*, Paris, 1834).
Cet ouvrage est un traité complet et très-détaillé de la gnomonique des Arabes. U contient plusieurs choses nouvelles qui sont de l'invention d'Aboul Hhassan.
On y trouve pour la première fois les lignes des heures égales, dont les Grecs n'avaient point fait usage. U paraît que cette innovation , qui a été conservée chez les Modernes , est due à l'auteur lui-même , car il dit : « Ceci fait partie des choses inusitées que nous donnons dans cet ouvrage , comme le résultat de nos méditations et de nos réflexions. » (Liv. UI, chap. 14). U expose dans le plus grand détail la construction des lignes d'heures temporaires (appelées aussi heures antiques, inégales ^ ^ Judaïques).
Dans les chapitres XXYI et suivans , intitulés : Détermination du paramètre et de V axe principal des parallèles , en quelque lieu que ce soit, Aboul Hhassan se sert des propriétés des sections coniques pour décrire les arcs des signes. U calcule les paramètres et les axes de ces courbes , en fonction de la latitude du lieu y de la déclinaison du soleil et de la hauteur du gnomon.
Cette partie de l'ouvrage prouve que le géomètre astronome Aboul Hhassan, était un homme de mérite. Il ne donne pas la démonstration de ses règles , mais elle devait se
' Cet heures étaient égales entre elles pendant un même jour, mats leur durée changeait d'un jour à l'autre , parce qu'elle était toujours la douzième partie du temps compris entre le lever et le coucher du soleil. Les lignes qui marquaient oes heures étaient des courbes très-peu différentes de la ligne droite , ainsi que l'a reconnu ffl. Delambre , par le calcul. {Histoire de roêtronomie ancienne^ ^*'^» P« ^t ). Hais la nature de cea lignes n'est pas encore connue ; elle peut faire le sujet d'une heUe question d'analyse , qui se réduit à ceci :
Que sur une demi-sphère on suppose tracés des arcs de cercle dans des plans parallèles entre eus, et inclinés sur le plan du grand cercle qui sert de hase à la demi-sphère ; que ces arcs parallèles soient divisés dans un rapport donné; les points de division formeront une courbe à double courbure, située sur la demi-^hère ; que par cette courbe on fasse passer un cône ayant son sommet au centre de la demi-sphère^ la section de ce cône par un plan, sera la ligne d'une des heures égales.
trouYer dans an Traité des êeetians coniques, qu'il ayait composé. M. Delambre , qui a approfondi toute cette partie géométrique de Fouvrage d'Aboui Hhassan , la trouve bien préférable aux procédés enseignés par Gommandin et Glavius, qui ont aussi tracé leurs arcs des signes par des moyens tirés de la théorie des coniques. Cependant il reconnaît que les règles du géomètre arabe n'ont pas encore toute la simplicité dont elles sont susceptibles : il fait usage de la hauteur du pôle pour déterminer le paramètre y ce qui complique et allonge les calculs bien inutilement, puisque Texpression de ce paramètre, réduite aux élémens indispensables, est indépendante de la hauteur du pôle, et ne contient que la déclinaison et la hauteur du gnomon , ainsi que le démontre M. Delambre. C'est là un théorème assez remarquable, dit-il, et qui était assez important en gnomonique pour n'être pas négligé par les auteurs qui ont donné des méthodes si compliquées pour tracer les arcs des signes d'après les propriétés des sections coniques ^
Ce théorème , en langage géométrique , signifie que toutes les sections d'un cane droit, faites par des plans coupans , également éloignés de son sommet, ont le même paramètre.
Cette propriété du cône droit a lieu aussi dans le cône oblique. Cela résulte du beau théorème de Jacques Bernoulli , que nous ayons énoncé en parlant des coniques d'Apollonius , et qui lui a servi à déterminer le paramètre dans les sections du cône oblique (en supposant les plans coupans perpendiculaires au triangle par l'axe).
On attribue à Mahomet Bagdadin , géomètre du X® siècle , un élégant traité sur la division des surfaces, qui a été traduit par Jean Dée et Coromandin ^.
Cet ouvrage a pour objet de diviser une figure en parties proportionnelles à des nombres donnés, par une droite menée d'après certaines conditions. Il se compose de vingt-deux propositions, dont sept sont relatives au triangle, neuf au quadrilatère et six au pentagone. L'auteur les énonce sous la forme de problètiies , dont il donne la solution, qu'il démontre ensuite.
Cet ouvrage , par sa nature , est un complément nécessaire d'un traité de géodésie; aussi il a été imité par tous les géomètres modernes dans leurs traités de Géométrie pratique.
Dée et Commandin pensèrent que ce traité pouvait provenir d'Euclide , qui, au rapport de Proclus, dans son commentaire sur le premier livre des Elémens , avait aussi écrit sur la division des figures. Cette opinion n'a pas été partagée par Savile ; et depuis , la question est restée indécise. Nous sommes tout-à-fait porté à attribuer l'ouvrage à un géomètre grec; à Euclide, si l'on veut (puisque Proclus cite de lui un traité De divisionibus)'^ car il ressemble parfaitement, par sa forme et par la pureté du style géométrique , aux ouvrages des Grecs, et nullement à ceux des Arabes, qui, alliant la science des premiers à celle des Hindous, avaient introduit le calcul algébrique dans leur Géométrie, et démontraient leurs propositions les plus générales sur des données numériques, et non pas dans
1 Histoire dé Pastronomie du moyen âge , p 536.
3 De superficierum divisionUus liber Machomeio Bagdedino aecriptus, Nune pritnùm Joannis Dee Londineneie , ei Federici Commandini Urbinatie operd in lucem editus, Federici Commandini de eadem re libellus. PUaurî, 1570 , iii-4o.
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rétat de généralité et d'abstraction que présentent celles du traité en question. Ajoutons que les Grecs avaient écrit sur la Géodésie dès ks premiers temps de Técole d'Alexandrie , comme nous le Toyons par un ouvrage de Héron laneien , mis au jour par M. Yenturi; et que s'ils n'avaient pas eu leur traité De divisiimibu* superficierum^ c'eût été une lacune que ne peut faire supposer la perfection qu'ils donnaient à leurs ouvrages.
L'optique a été traitée chez les Arabes par un grand nombre d'auteurs y dont le plus célèbre est Alhasen. Son ouvrage y qui nous est parvenu % se recommande par des considérations de Géométrie savantes et étendues. On y remarque surtout la solution d'un problème qui dépendrait, en analyse, d*une étjuation du quatrième degré. Il s'agit de trouver le point de réflexion sur un miroir sphérique, le lieu de l'œil et celui de l'objet étant donnés. Ce problème a occupé de célèbres géomètres modernes, tels que Sluze,Huygens, Barrow, le marquis de Lhopital, K. Simson. Ce dernier l'a résolu très -simplement par de pures considérations de Géométrie, (^ac^tonum oonicarum libri Y. Appendix, p. 223.)
On a pensé que l'ouvrage d' Alhasen était imité du traité d'optique de Ptolémée. Ça été l'opinion de Montucla. Mais Delambre , quoiqu'il fût généralement porté en faveur des Grecs, ne Ta pas partagée. Il a même pensé qu'il se pouTait qu' Alhasen n'eût pas eu con* naissance de l'ouvrage de Ptolémée, parce que le sien lui est très-^supérieur'. Quoi qu'il en soit, l'ouTrage d' Alhasen fait honneur aux Arabes, et nous devons le regarder comme ayant été l'origine de nos connaissances en optique. Yitellion , géomètre polonais, l'un des plus savans du XIIP siècle , y a puisé utilement pour la composition de son traité d'optique, le premier qu'ait fait paraître un géomètre européen.
On doit à M. L. Am. Sédillot la connaissance récente d'un ouvrage original des Arabes , intitulé : Traité de* connue* géométriqtte* , par Hassan ben Haithem ^.
Ce géomètre florissait vers l'an 1009, et mourut au Caire, en 1038. Il a composé un commentaire de l'Almageste , et un autre sur les définitions qui sont en tète des Èlémens d'Euclide.
Son traité des connues est divisé en deux livres: «Le premier, dit-il, comprend des » choses tout-à'fait neuves et dont le genre même n'a pas été connu des anciens géomè- » très, et le second contient une suite de propositions analogues à celles qui ont été » traitées dans le livre des Data , mais qui ne se trouvent pas dans cet ouvrage d'Euclide. >>
Sous le titre de Prolégomènes , l'auteur se livre à une discussion métaphysique sur la
I Imprimé à Bàle en 1672, avec la trouième édition de l'optique de Yitellion , sous le titre : OpHcaihesauruê. ^ Alhazeni ArahU libri sepiem, nuncprimum ediH, Ejusdem liber de orepusouliê einubiumaseensiotnbuê,IUm Fitellionis Thuringo-Poloni libri decem,à Fr, Risnero , in-fol.
^ Histoire de P astronomie ancienne, p. 412 du tome II.
' Nouveau journal asiatique , mai 1834.
La copie «ur laquelle H. Sédillot a fait cette traduction est du 3 juin 1144; elle se trouTC, arec six autres opuscules sur les mathématiques, dans le manuscrit arabe, n» 1104 de la bibl. royale. H. Sédillot promet de faire connaître ces pièces, dont une, qui est le fragment d'algèbre sur la résolution des équations du troisième degré dont nous avons parlé plus haut , sera Pun des monumens les plus précieux de Tbistoire des sciences cbet les Arabes.
définition des conmiesy leurs diyisions et subdiTisions ; et la nature des quantités aux* quelles elles se rapportent.
Ces préliminaires , dit M. Sédillot, qui caractérisent Fesprit des érudits du temps de Hassan ben Haithem , permettent d'apprécier assez exactement la philosophie mathématique des Arabes.
Mais le satant traducteur ne nous fait connaître que le commencement de ces prolégomènes , et nous ne voyons pas bien quelle peut être l'application de ces distinctions subtiles aux propositions de Géométrie qui forment le corps de TouTrage; sans doute elles portaient sur la forme même que Tauteur a donnée aux énoncés de ces propositions ; mais montraient-elles l'utilité de cette forme inusitée, et le caractère scientifique y ainsi que la Traie destination de ces propositions? C'est là ce qu'il nous importerait de sayoir.
Cette forme est la même que celle des données d'Euclide, de sorte que ce traité est une imitation et une continuation du lirre des données du géomètre grec; mais avec cette différence que les propositions du premier livre «choses tout-à-fait neuves, et dont le genre même n'a pas été connu des Anciens, » roulent sur des propositions locales, tandis que toutes celles d'Euclide étaient des théorèmes ordinaires où tout est déterminé.
Ainsi, dans les données d'Euclide, l'objet d'une proposition était de démontrer que telle chose (point, droite, ou quantité), devant résulter de telle construction ou de telles conditions , était parfaitement connue; et de déterminer la valeur et la position de cette chose.
C'est là aussi l'objet des propositions du premier livre des connues de Hassan ben Haithem ; mais il y a dans chaque question une indétermination de condition , résultante de la considération d'un lieu géométrique.
Ces propositions sont de deux espèces.
Dans les premières il s'agit de démontrer que tel lieu y formé par la succession de points déterminés par telles conditions, est parfaitement connu; et de donner la construction directe et immédiate de ce lieu.
Voici l'énoncé d'une proposition de cette espèce :
« Lorsque de deux points connus de position on mène det^ lignes droites qui se coupent enun point, où elles forment un angle connu, et qu^ensuite on prolonge directement une des deux lignes, si le rapport de cette ligne à son prolongement est connu, son extrémité sera sur une circonférence de cercle connue déposition. » (Proposition VII du 1" livre.)
Dans toutes ces propositions, le lieu géométrique est la ligne droite ou circulaire. Elles paraissent prises en général des lieux plans d'Apollonius.
Dans les propositions de la seconde espèce , ce n'est pas le lieu géométrique qu'il s'agit de déterminer , mais quelqn'antre chose qui s'y rapporte , et qui doit être commune à une infinité de points ou de lignes , à cause d'une indétermitiation dans les conditions de construction. Exemple:
« Lorsque deux cercles connus sont tangens, et que Vun est dans Vintérieur de Vautre, si Von mine au petit cercle une tangente dont Vextrémité [autre que le point de
tangence) soit terminée à la circonfirence du grand cercle ^ et qu'on joigne par une droite cette extrémité au point de tangence des deux cercles^ le rapport de cette der-niire ligne à la tangente est un rapport connu. » (Proposition XIX.)
Cette dernière proposition et celles de son espèce, sont , comme on Toit , dans le genre des porismes d'Euclide, entendus suivant la doctrine de R. Simson.
Les premières , qui sont différentes , parce que la chose à déterminer est le lieu géométrique , répondent à Tidée que nous nous étions faite sur la nature et la yraie destination de ces porismes, avant de connaître cet opuscule du géomètre arabe. (Voir Note IIL)
Cet ouvrage est le seul, jusqu'à ce jour, qui nous ait présenté de l'analogie, ou du moins une apparence d'analogie , avec le célèbre traité des porismes d'EucIide. Celte circonstance lui donne du prix à nos yeux; et la découverte de cet opuscule , qui vient confirmer en quelque sorte l'opinion du savant géomètre GastilIon,qui pensait qu'au XIIP siècle le traité d'Euclide existait encore en Orient, nous permet du moins d'espérer de trouver encore parmi les nombreux manuscrits arabes , restés jusqu'ici inconnus au fond des bibliothèques , quelques traces de cette doctrine des porismes. Nous ne savons si c'est à cette théorie que se rapporte un ouvrage de Thébit ben Corah , que nous trouvons indiqué sous le titre suivant dans le catalogue des manuscrits orientaux de la bibliothèque de Leyde : Datorum sive determinatorum liber continens problemata geometrica. Cet ouvrage , par son titre et par le nom de l'auteur , se recommande à l'attention des géomètres qui possèdent la langue arabe.
Toutes les propositions du second livre des connues sont dans le genre , mais différentes de celles d'Euclîde ; elles appartiennent, comme celles-ci, à la Géométrie élémentaire , (à la ligne droite et au cercle); mais plusieurs offrent un degré de plus de difficulté. Elles sont de celles qu'on propose aujourd'hui comme exercices , aux jeunes étudians qui possèdent déjà les élémens de la Géométrie. Nous citerons les suivantes :
Lorsqu'on a un triangle dont les côtés et les angles sont connus, et qu'on mine une ligne du sommet à la base , si le rapport du carré de la ligne au rectangle formé sur les deux segmens de la base est un rapport connu , la ligne menée sera connue de position» (Proposition XY.)
Lorsque sur la circonférence d'un cercle connu de grandeur et de position on prend deux points par lesquels on mène deux droites qui se rencontrent en un autre point de cette circonférence , si le produit des deux droites est connu , chacune de ces droites sera connue de grandeur et déposition, (Proposition XXII.)
Lorsqu'on a deux cercles connus de grandeur et de position, et qu'on mine une droite tangente aux deux cercles , cette droite est connue de grandeur et déposition. (Propositions XXIV et XXV, dernières de l'ouvrage.)
« Toutes ces choses , dit en terminant Hassan ben Haithem , sont d'une utilité majeure pour la résolution des questions géométriques , et n'ont été dites par aucun des anciens géomètres. )>
Cet ouvrage mérite , par sa nature, d'être placé entre les données et les porismes d'Euclide, et les lieux plans à' Afollonias^ d'une part^ et les ouvrages de R. Simson et de
Stewart^de Tautre;!! forme comme eux des compUmens de la Géométrie élémentaire , destinés à faciliter la résolution des problèmes.
On a cru trouver dans cet ouvrage de Hassan ben Haitbem , de l'analogie avec la Gréométrie de position « comme D'Alembert et Garnot Tout entendue. » Mais nous ne pouvons voir dans la pensée de D^Alembert, qui lui-même en reconnaissait la réalisation contraire à la nature de Talgébre ^ , dans la Géométrie de position de Garnot , et dans l'ouvrage du géomètre arabe , une telle analogie. Garnot, dans sa Géométrie de position , a eu principalement en vue d'établir la véritable théorie des quantités négatives ; et la Géométrie de position ne fut , dans son esprit, et dans le fait , que la Géométrie ordinaire , dans laquelle, d'après cette doctrine des quantités négatives , une seule démonstration , établie sur un état suffisamment général d'une figure , devait s'appliquer immédiatement et sans nouveaux frais, à toute autre forme de la figure ^
C'est à ce caractère nouveau de généralité , de facilité et de brièveté , et à la nature des théories et des nombreuses propositions nouvelles que contenait l'ouvrage de Garnot, qu'il a dû son importance scientifique et l'heureuse influence qu'il a eue sur les progrès de la Géométrie pure.
Sans mettre en œuvre l'idée de D'Alembert,le livre de Garnot n'a donc aucune analogie avec l'ouvrage du géomètre arabe sur les connues géométriques.
Nous ne pouvons terminer notre aperçu des travaux des Arabes en Géométrie sans dire un mot du célèbre astronome et géomètre persan Nassir Eddin de Thus (1201-1274), dont les ouvrages, qui traitent de toutes les parties des connaissances humaines, sont écrits en langue arabe. On y remarque , outre ceux qui se rapportent à l'astronomie , des traductions de plusieurs ouvrages grecs, d'EucIide, d'Archimède et de Théodose; un traité d'algèbre et un compendium d'arithmétique et d'algèbre. De tous ces ouvrages , les élémens d'Euclide seuls ont été publiés dans la célèbre imprimerie des Médicis ( Rome , 1594, in-fol.), avec les commentaires de Nassir Eddin, qui sont estimés et qui, contenant plusieurs démonstrations nouvelles des propositions d'Euclide, ont servi à plusieurs auteurs modernes , dans le temps où la connaissance de la langue arabe était plus répandue qu'aujourd'hui. On y distingue une démonstration du cinquième posttilatum ,
' « U serait à tonliaiter que l'on troaTât moyen de faire entrer la situation dans le calcul des problèmes j cela les simplifierait extrêmement pour la plupart ; mais l'état et la natnre de l'analyse algébrique ne paraissent pas le permettre. i> (Encyclopédie , article sitvatior.)
^ C'était là une véritable innoTation que u'aTaient point osé se permettre , quelques années auparavant , deux mathématiciens qui avaient fait de la Géométrie pure l'objet spécial de leurs travaux , et qui lui avaient dû leur célébrité. Kons voulons parler de R. Simson et de Stewart qui donnaient , d'une proposition , autant de démonstrations que la figure à laquelle elle se rapportait prenait de formes différentes par le changement de position respective de ses parties. Garnot , au contraire , après avoir démontré une proposition sur une figure considérée dans un état général de construction, montrait ce que deyenaient cette proposition et les formules qui l'exprimaient , ou qui s'y rapportaient , quand la figure changeait de forme par le changement de position de ses différentes parties. Ces nouvelles formules , qu'il appelait corrélative* , par rapport à la première , et qu'il déduisait immédiatement de celle-ci , sans démonstration, auraient été démontrées directement comme la première elle-même , par Simson et Stewart.
que Wallis a trouvée ingénieuse , et qu'il a reproduite dans le tom. II de ses œuvres.
De ce qui précède nous conclurons en résumé :
Que les Arabes ont montré une grande estime et un goût prononcé pour les sciences mathématiques ;
Qu'ils ont eu une connaissance complète des ouvrages et du saiioir des géométrea grecs ;
Qu'ils ont perfectionné la trigonométrie d'une manière notable j et que cette partie de la Géométrie a reçu d'eux sa forme moderne, indispensable pour les progrès de l'astronomie ;
Qu'ils ne paraissent pas avoir été au delà des Grecs dans les autres parties de la Géométrie, soit parce qu'ils n'ont pas eu le génie inventeur, soit parce qu'ayant acquis rapidement de grandes connaissances dans toutes les parties des sciences, ils ne se sont pas donné la peine de chercher à en reculer les limites ;
Mais qu'ils ont eu , sous un autre rapport , un véritable avantage sur les Grecs ;
Qu'ils ont possédé l'algèbre des Indiens , et qu'ils ont connu l'application de l'algèbre à la Géométrie;
Que leurs travaux en ce genre ont été poussés jusqu'à la solution des équations du troisième degré par une construction géométrique ;
Enfin , qu'en traitant Tune par l'autre , et par les secours que ces deux parties se prêtaient mutuellement, la Gréométrie des Grecs et l'algèbre des Hindous, ils ont empreint leur science mathématique d'un caractère propre , caractère original qu'ils ont transmis aux Européens, et qu'il faut prendre entre les mains de ceux--ci pour l'origine et le fondement de la supériorité rapidement acquise au XVt siècle sur les géomètres de l'Antiquité.
Géométrie chez les Occidentaux att moyen âge.
Pendant que les Arabes fournissaient une rapide et brillante carrière dans les sciences, les Européens étaient plongés dans l'ignorance. Ainsi , après Isidore de Séville , qui est le dernier que nous ayons nommé dans notre aperçu sur les travaux des Latins, peu d'écrivains , jusqu'au XIP siècle , nous ont laissé quelques traces , non-seulement de la culture, mais de quelques connaissances des sciences. Vers cette époque, un premier mouvement intellectuel s'opéra en Europe, et de nombreux efibrts furent faits pour y transporter les sciences anciennes delà Grèce, conservées et cultivées par les Arabes. Ce mouvement se reproduisit avec une nouvelle énergie vers le milieu du XV* siècle, et favorisé alors par la connaissance que Ton eut des manuscrits grecs , prépara les grandes découvertes du XYP siècle, d'où date l'immense supériorité des Modernes sur les Anciens, dans les sciences mathématiques.
Nous allons jeter un coup d'oeil rapide sur les travaux qui se rapportent à la Géométrie pendant cet intervalle de 800 ans.
Tiii« SIÈCLE. Au commencement du YIIP siècle, Bède eut une grande érudition pour son temps ^
et écrivit sur beaucoup de matières différentes. Ses ouvrages qui se rapportent aux mathématiques sont : 1<> deux traités sur la musique théorique et pratique; 2"* différentes pièces sur Tastronomie , où Ton distingue un petit écrit De circuliê sphœrœ et polo , un de gnomonique sous le titre De tnenêurâ horologii, et un De astrelabio , où il se sert de constructions graphiques ; 3® et enfin quelques pièces sur l'arithmétique. Une intitulée De arithmetieiê numeris , est un extrait extrêmement succinct de quelques définitions prises des traités d'arithmétique d'Apulée et de Boécc^, dont les noms sont cités par Bède. Une autre ^ De loquelâper gestum digitorum, montre à compter par les doigts et leurs articulations. Ce livre a été emprunté et reproduit par divers auteurs.
Une troisième, qui nous parait offrir aujourd'hui le plus d'intérêt dans le volumineux recueil des œuvres de Bède, est le traité De numerorum divisioney auquel on a fait jusqu'ici si peu d'attention , que les écrivains qui en ont rendu compte , se sont mépris sur son contenu ^ Ce traité est précisément le même que celui qui fait suite à la lettre de Gerbert à Constantin, où généralement on a cru voir l'exposition de notre système de numération. Est-il de Bède ou de Gerbert ? Nous avons déjà soulevé cette question , en parlant du passage de la Gréométrie de Boèce , relatif au même système de numération , et dont ce traité nous a semblé être une imitation et un développement : du moins l'un et l'autre roulent sur la même matière, et ont, à notre sens, la même origine ^. Du reste on trouve dans les manuscrits anciens de Bède les chiffres arabes comme dans ceux de Boèce. [fValliê, de algebrâ tractatuê^ cap. IV.)
Enfin , les œuvres de Bède contiennent un livre De arithmetiois propoêitionibuê , où l'on trouve d'abord différentes manières de deviner un nombre qui a été pensé; et ensuite un assez grand nombre de questions arithmétiques, ad acuendoê Juvenes y est-il dit, et qui prouvent l'intention d'entretenir la culture des mathématiques. Mais on yoit dans quel état déplorable elles étaient tombées , par les règles dont l'auteur se sert pour calculer l'aire du triangle et du quadrilatère. Nous avons rapporté ces règles en parlant des ouTrages de Brahmegupta.
1 HontocU, Histoire des mathématiques ,i, I, p. 405 : « Bède fut auteor d'un liyre dVithmétique intitulé De numeris ; et d'un autre , De numerorum divisione f-pn lequel on Toit combien dans son temps, cette opération était embarrassée. » — Deltmbre, Histoire de l'astronomie ancienne, t. I, p. 322. «Dans ce chapitre {pela division des nombres), Bède enseigne à se serTir des doigts et de leurs articulations , pour faciliter les divisions et les multiplications. »
^ Ifous nous empressons de réparer ici une erreur que nous aTons faite en disant précédemment, que Pon n'avait point encore remarqué que la lettre de Gerbert se trouvait dans les œuvres de Bède. Nous ne nous étions pas aperçu alors que la remarque en avait été faite par Ândrès, dans ton ouvrage DelPorigine, de progressi , e dellostato attuale d'ognilitteratura,- Parme, 7 vol. in-4o, 1782-1709 ; où il s'exprime ainsi: Ma è da osservarsi, cid che Tton vedo rifiettuto né da matematici, ne da critici, che taie luttera riportata fra le Gerberitiane i quella medesima affatto , che si ritrova nelle opère diBeda alprincipio del libro De numerorum divisionead constantinum ; ne io voglio deeidere se sia da riporsifra le opère di Gerberto ovperfra quelle di Beda (t. lY, p. 63).
Sais Andrès ne parle que de la lettre même , et non du traité qui lui fait suite \ traité qu'il n'a connn que dans les œuvres de Bède , et qu'il n'a pas su être le même que celui qu'on attribue % Gerbert.
Nous ajouterons enfin que ce célèbre bistorien , qui a commenté longuement le passage de Boèce , pour prouver qu'il ne peut en aucune manière s'appliquer à notre système de numération (t. IV, p. 41-45) , n'a pas remarqué son analogie avec le traité' De numerorum divisions en question.
Le livre De arithmeticit propo^itiontbu^ a élé reyendiqué pour Alcuin , et compris dans ses œuvres. La question de propriété ici est sans intérêt.
Alcuin, disciple de Bédé, fut, comme lui, un prodige d'érudition dans son temps. Nous nous bornerons ici à dire qu'il a écrit sur les sept arts libéraui , et en particulier sur l'astronomie. II ne nous est parvenu de ces ouvrages que les parties qui traitent de la grammaire et de la rhétorique; on reconnaît qu'elles sont imitées des écrits de Cassiodore. La célébrité qu'Albuin a conservée provient surtout de la part qu'il a prise dans la fondation des universités de Paris et de Pavie, et dans les efforts de Gbarlemagne pour résister au torrent des ténèbres qui se répandaient sur l'Europe , et rallumer le flambeau de la science.
Mais la scolastique prenait naissance, et l'élément religieux qui lui servait de base, fut tout puissant et occupa exclusivement les esprits. Aussi, chose très-remarquable dans l'histoire , aux efforts mêmes de Gbarlemagne succéda précisément l'époque de la plus profonde ignorance. Elle dura près de deux siècles.
Pendant ce temps l'histoire ne prononce guère que le nom de Gerbert ( qui devint pape en 999 et mourut en 1003), et de quelques-uns de ses disciples. Ce moine, à l'exemple des sages de la Grèce qui avaient été s'instruire en Egypte, alla aussi s'instruire en Espagne, seul point de l'Europe où les sciences, importées de l'Orient^ fussent cultivées par les Sarrazins. De retour en France, il répandit avec ardeur ses connaissances. Elles tenaient du prodige aux yeux de ses contemporains, au point qu'il fut accusé de magie. Mais cela montre combien l'ignorance était profonde alors , car on doit convenir que l'ouvrage de Gerbert sur la Géométrie et ses traités de la sphère , de Tastrolabe et des cadrans solaires , ne roulent que sur les matières les plus élémentaires de la science , et ne comportent que des connaissances très-superficielles. Le contraste que ces ouvrages présentent avec l'état avancé des sciences à cette époque , chez les Arabes de Séville et de Gordoue , fait douter que ce fût d'eux que Gerbert ait reçu ses connaissances , comme on a coutume de le répéter d'après Guillaume de Malmesbury. On y reconnaît plutôt, surtout dans sa Géométrie, une imitation et un commentaire des ouvrages de Boèce, qu'un reflet du savoir et des méthodes arabes ^ dont nous ne trouverons les premiers germes, en France, qu'au XIT^ siècle.
' Cette obseryation s^accorde aTec celle de Goujet, qui dit que le Toyage de Gerbert en Espagne est réel , mais que le motif qu'on en donne ne l'est pas {De Vitai des sciences en France depuis la mort de Charlemagne juS' qu'à celle du roi Robert, p. 56).
Andrés, au contraire, qui a attaché une grande importance historique aux connaissances et aux traTauxde Gerbert, leur attribue une origine arabe , en supposant toutefois que ce n'étaient pas précisément les Sarrasins qui avaient été les maîtres de Gerbert , mais bien les chrétiens espagnols leurs disciples , qui ne pouTaient enseigner aussi que les sciences et les méthodes des arabes. « Queste ragtoni mifanno congetturare non sensa qualche probahilità, che quel dotto e grand'uomo che fu Gerberto tutto eglisi fece soiio la disciplina dé* crisHawi spagnuoli, senza avère avuto bisogno di mendieare il soccorso dalle scuole dé* Saracenù Ma quantunqus spagnuoli fossero i maestri di Gerberto , arabica pur era la dottrina, eh'ei trasse dalle Spagne e comunicà aile Gallie ed aWItalia. La scien»a favorita di lui era la uMtematica / e la matemaOca^ que si sapeva in Ispagna, tutta venive délie scuole e da* libri de' Saraceni, Se vero ê, che Gerberto délia Spagna aile suuole Europee recasse Varitmetica arabica, colla quale facili divenivano moite operaMioni, che neU'anHco metodo troppo erano , imbO'
Voici l'analyse de ce traité de Géométrie qui a été mis au jour par Bernard Pez , dans le tom. III y seconde partie, de son Thésaurus anecdotorum novùsimus, (Augustœ Yiodelicorum, 1721, in-f».)
Après aToir donné les premières définitions relatives à la Géométrie, Gerbert fait connaître les mesures dont les Anciens faisaient usage; ce sont les digitus , uncia, palmus , êêxta, dodrans , etc., des Romains, dont on trouve la nomenclature dans la Géométrie de Boèce. Il se sert de ces mesures dans tout le cours de son livre , ainsi que des signes qui les représentent, et qui expriment aussi d'une manière abstraite les fractions telles que } , }, etc. Il emploie le mot corauetus pour désigner la base supé> rieure d'un quadrilatère. Il consacre plusieurs chapitres aui triangles rectangles, qu'il appelle irianguli pyihagoriei, et qu'il apprend à construire en nombres rationnels, un côté étant donné. Il se sert pour cela des règles connues , attribuées à Pythagore et à Platon, qui donnent des nombres entiers pour les cdtés du triangle ; et d'autres règles qui donnent des nombres fractionnaires. Les unes et les autres qui sont du même genre, dérivent des formules générales que nous avons trouvées dans les ouvrages indiens. Au sujet de ces triangles rectangles, Gerbert résout un problème remarquable pour l'époque, parce qu'il dépend d'une équation du second degré; c'est celui où, étant données l'aire et l'hypothénuse, on demande les deux côtés. Soit A l'aire, et e l'hypothénuse , la solution de Gerbert, traduite en formule, donne pour les deux côtés la double expression :
i[ Kc^H-4A± l/c'-4A ].
Ensuite il apprend à calculer avec l'astrolabe ou avec un autre instrument qu'il appelle horoscope, la hauteur d'une tour, la profondeur d'un puits, et la distance d'un objet inaccessible. Puis il calcule la perpendiculaire dans un triangle dont les côtés sont connus. Il prend pour ces côtés les trois nombres 13 , 14 et 15. Il donne pour la surface des polygones réguliers les formules fausses des arpenteurs romains , et résout aussi comme eux le problème inverse , Jtant donnée Faire d^un polygone régulier , trouver son côté. Pour le cercle, il donne le rapport "• On trouve sous les titres: In oa7npo quadrangulo agripennos cognoscere, et In campo triangulo agripennos invenire, les formules fausses que nous avons déjà signalées dans les œuvres de Bède, pour la mesure de l'aire du quadrilatère et du triangle; et Gerbert, dans ces exemples, se sert des mêmes nombres que Bède. Enfin on trouve (chapitre 85} la formule qui donne la somme des termes d'une progression arithmétique '. La formule pour l'aire du triangle en fonction
rttMzanii, queaia o immediaiamenie ,op9r mezMO de* vuiêêiri êpagnuoli rapiia fu da lui à Saraceni, corne dice Gugliêmo di Malesburi, (Dell' origine, de progressif etc., I* parte , cap. IX.) — La nature des ouTrages de Gerbert ne nons permet pas de partager cette opinion sur Porigine de ses connaissances.
' Yilloison dit qne dans nn mannscrit très-ancien, ce chapitre 85 contient les chiffres arabes. ÇVo'tr Analecia gr€Bea,U2<, p. 168). Hais nons devons confenir qne dans les deux manuscrits de la Géométrie de Gerbert qui existent à la bibliothèque royale de Paris (n^ 7186 et 7877 c), nous n'ayons tu que les chiffres romains, et les signes par lesquels les Latins représentaient les fractions. Ces signes ont été rapportés fidèlement par Pes dans son édition de la Géométrie de Gerbert.
To«. XI. 64
des trois côtés n'y est pas *, et oo en trouTe une autre pour le triangle rectangle , qui n*est pas exacte.
A la suite de la Géométrie, est un petit écrit intitulé: Gerberti epistola ad Adolholdum de causa diversUatia arearum in trigono œquilatero geotnetricè ariihmeticève experiêo, Gerbert explique que la formule géométrique y V^S" de Taire du triangle équilatéral est exacte, et que la formule arithmétique "^^ ne Test pas, et qu'elle n'est qu'approximative. Dans son explication Gerbert commet une erreur, car c'est la formule «'-»-« .|/Tqui devait résulter de son raisonnement; et celle-ci est véritablement approximative. Car si on la rend homogène, en y introduisant l'unité de mesure linéaire, que nous appellerons J, elle devient l-±f£.kli , et celle-ci approche d'autant plus de
l'expression ^ V^â, qui est l'aire exacte du triangle, que ^est plus petit.
On voit par cette analyse de la géométrie de Gerbert, qu'elle est dans le genre des écrits de Boèce et de Bédé ; et qu'on n'y peut reconnaître l'origine arabe qu'on a attribuée légèrement, et sans critique, aux connaissances scientifiques de l'auteur.
Il parait que Gerbert a beaucoup écrit sur l'arithmétique, particulièrement sur un système de numération différent du système latin alors en usage; et c'est pour cela principalement que son nom est resté célèbre dans l'histoire des sciences. Nous avons parlé, au sujet du passage de la Géométrie de Boèce , du traité de numerorum divisione qu'on lui attribue >; et, en remarquant que cette pièce se trouve dans les deux éditions que l'on a des oeuvres de Bède, nous avons eu la pensée qu'elle pourrait être de ce dernier. Mais Gerbert et ses disciples ont laissé plusieurs autres écrits sur le même sujet, qui prouvent qu'ils avaient alors une grande connaissance des procédés du calcul dans ce système de numération, qu'ils appelaient le système de VAhaque, Les écrits de Gerbert, qui la plupart se trouvent dans la bibliothèque du Vatican, sont intitulés : 1® Gerberti êcholastici Abacus eompositus ; 2^ De numeris ; 3° Regulœ Abaci; 4° Fragmentum Gerberti regulœ de Abaco ; 6" Gerberti arithmeiica. Le premier, Abacus compoêituê , existe dans plusieurs autres bibliothèques. Pcx ayant trouvé à sa suite , dans la bibliothèque de l'abbaye de S^-Émeran à Ratisbonne, une autre pièce intitulée : G. Liber subtilissimus de Ariihmeticâ , l'a attribuée , à cause de l'initiale (r, à Gerbert. Dans ce manuscrit de Ratisbonne, le traité de V Abacus porte aussi le nom d^Algorismus; il est adressé à l'empereur Othon III ^. La bibliothèque de Leyde possède deux manuscrits provenant de Scaliger et de Vossius , dont le premier est intitulé : Libellus multiplicationutn, in quo epistola Gerberti ad Constantinum de doc trinâ Abaci ; et le second : Gerberti de Divisionibus cum notis ad illas. (Gatalogus Bibliothegjb universitatis Luqduno- BATAyjB,p. 341 et 390.)
1 Le premier éditeur des lettres de Gerbert • rapporté, à la saite de la 161« et dernière lettre , les premières lignes de ce traité. Le second éditeur en conservant la lettre , en a supprimé ces premières lignes.
^ Gerberti Abacus eeu Algorismuê ad Otionem imp, (Voir Thésaurus aneedotorum novissimus, 1. 1 Dissertatio
isagogica, p. xxxviii.)
Quant au traité De numerorum divùione, il est assez singulier qu'il ne se trouTe sous ce titre dans aucun des grands dépôts littéraires \ du moins on ne le cite dans aucun catalogue, sous ce titre, disons-nous. Cette circonstance avait contribué à nous faire supposer que ce traité pourrait être do Bède , tout en reconnaissant que le procédé de calcul sur lequel il roule était familier à Gerbert ^ Quel qu'en soit Tauteur, nous persistons à le regarder comme imité du passage deBoèce sur le même sujet, et à penser qu'il roule sur un système de numération qui ne diffère du nôtre qu'en un seul point, V emploi du zéro qui y a été introduit postérieurement et a permis alors de supprimer les colonnes. Dans cette manière de ?oir, il ne resterait à résoudre, au sujet de cet Abaciu ^ que la question de savoir, si cette innovation heureuse, l'emploi du zéro, a été un perfectionnement direct du système même de VAhaque , ou bien si les Européens l'ont prise dans l'arithmétique arabe, vers le XI* ou le XIP siècle.
Plusieurs contemporains de Gerbert, qu'on regarde comme ayant été ses disciples, ont aussi écrit sur l'arithmétique pratiquée dans le système de VAbaqtte. Tels sont Adalbolde, évêque d'Utrech, Heriger, abbé de Laubes, etBernelin.
Il reste du premier, dans la bibliothèque du Vatican, un écrit intitulé : Alholdi ad Gerbertum ^cholasiicum de Astronomiâ, seu Abaco \ On trouve dans le t. III du TheeauruM anecdotorum novûeithue de Pez (2* partie, p. 86) un autre écrit d' Adalbolde intitulé: Libellue de ratione inveniendi craM^itudinetn jtphœrcBj où il donne pour le volume de la sphère, la formule D^---, D étant le diamètre, qui a pour base le rapport d'Archimède. Dans son calcul numérique Adalbolde se sert, comme Gerbert dans sa Géométrie , des caractères romains qui exprimaient les fractions j , } , etc.
Heriger commenta VAbactu de Gerbert , dans un écrit qui se trouve dans la bibliothè* que de Leyde, sous le titre : Ratio Abaci eecundùm divum Herigerum ^
Bernelin avait écrit sur la Musique, la Géométrie et l'Arithmétique, un ouvrage inscrit dans la bibliothèque du Vatican, sous le titre : Bemelini Abaci, Mueica, Arithmetiea et Geometria*^ ; et un autre traité en quatre livres , De Abaco et nutnerie, que Vignier, dans sa Bibliothèque hietoriale, assure que le célèbre jurisconsulte Pierre Pithou avait possédé '. On voit dans le t. XII de ï Histoire littéraire de la France, écrit en 1773, qu'alors un exemplaire de cet ouvrage se trouvait dans l'abbaye de S*- Victor de Paris. La préface
( Deax exemplaires de cet écrit, qui te trouTent à la bibliothèque royale de Paris tout d'antres titres, portent le nom de Gerbert , qui, il est yrai, a été ajouté à une époque rapprochée : le premier est intitulé Rationes numerorum ^6acs (manuscrit n« 6620) ; et le second Traciatus de Abaeo(n? 7180. A.). Nous supposons qu'une partie des manuscrits dont nous ayons rapporté les titres ci-dessus, particulièrement ceux de la bibliothèque de Leyde, ne sont aussi que ce même traité De numerorum divisione»
^ Kontfaucon , Biblioiheca bibliotheearum manuscriptorum nova, t. I, p. 87.
> nUioire littéraire de la France , t 7, p. 206.
* Hontfauoon , iHd, 1. 1 , p. 24 : on Toit à la pag. 116 que la bibliothèque du Vatican possède d'autres pièces du même auteur sons le titre : Semelinus junior de Abaco et alia plurima.
' Nous allons rapporter ce passage de Vignier, auquel il ne parait pas qu'on ait fait attention, et qui cependant a une importance historique qui n'est point à dédaigner, car il nous prouTC qu'au XV!» siècle on regardait nos ohifirea et notre système de numération comme dérivant , si non du système même de V Abaque, du moins
ayail pour titre : Ineipii prœfatio lihri Abaei qtiem junior Bemelinuê edidii Parisiis ^ C'est peut-être encore à ce traité de TÂbaque que se rapporte une autre pièce de Bernelin qui se trouve dans la bibliothèque de Leyde, à la suite de VAbactu de Gerbert, sous le titre : Scolica {Scholia probablement) Bemelini Parùiis ad Amelium suutn édita de minutii^.
On cite encore un moine nommé Halber qui, dans le même temps, a aussi écrit sur YAbacuê de Gerbert. [Hittoire littéraire de la France ^ t. 7 , p. 138.)
Il serait bien utile , pour éclaircir enfin les questions historiques relatives à l'origine ' et à rintroduction en Europe de notre arithmétique, et particulièrement à ce système de
V Abaque y qui tient une grande place dans l'histoire littéraire du X® siècle, et qui probablement n'était que renouvelé, après quelques siècles d'oubli , des ouvrages de Boèce, et de quelques auteurs du même temps ^, qui eux-mêmes le tenaient de l'école de Pythagore, ainsi que le dit Boèce 3, il serait utile, dis-je, que l'on mit au jour les différentes pièces de Gerbert et de ses disciples , dont nous avons rapporté les titres ci-dessus, et que l'on fit attention, dans les bibliothèques de manuscrits, aux pièces semblables que certainement on y devra découvrir.
xi^' SIÈCLE. Au XP siècle, Hermann Gontractus se fit un nom par différons écrits sur les ma-
thématiques, dont un sur la quadrature du cercle, et un sur l'astrolabe. Celui-ci, en deux livres, qui traitent de la construction et de l'usage de Tastrolable, a été imprimé dans le tome III du Thésaurus novissimus de Pez. Wallis dit, dans son histoire de l'aigèbre, qu'un passage d'un manuscrit i^ncien de la bibliothèque Bodléienne l'autorise à
de la même origine que loi ; ce passage] Tient à Pappui de Pinlerprétation que nous ayons donnée ^eVAlacus de Boôce :
« Gerbert , dit Vignier , eut encore un autre sien compagnon ou disciple es sciences géométriques et ma- » thématiques nommé Bernelinus, qui composa quatre livres De A haco et numeria. Desquels se peult apprendre » l'origine de Chiffre dont nous usons aujourd'hui es comptes d'arithmétique. Lesquels lÎTres K. SaToye Pithou
V m'a assuré aroir en sa bibliothèque, et recognoistre en iceux un sçavoir et intelligence admirable de la
V science qu'ils traitent. Et pour ce qu'avec ceux là furent encore fort renommés au même temps en la France -n plusieurs autres grands personnages , à cause de leur grand sçavoir es mêmes sciences philosophiques et » mathématiques , comme, etc. » {Bibliothèque historiale , 3 vol. in-f>. ; Paris 1588 ; second yoI. p. 642.)
' Il existait dans la bibliothèque de l'abbaye deSi^-Victor un autre traité de VAbaque , que Kontfancon inscrit sous le titre : Radulphi Laudunenais de Ahaco, {Bib, bib. t. II , p. 1374.)
3 Par exemple nous sommes porté à croire que Victorius, mathématicien contemporain de Boèce, avait aussi écrit sur ce système, ou du moins avait laissé des calculs qui s'y rapportaient ; et que c'est à ce sujet que Gerbert et ses disciples citent souvent le calcul de Y ictorius et sa brièveté , car il ne paraît pas que cela doive s'entendre du nouveau canon pascal que Victorius avait calculé.
' Un'estpas rare de trouver dans l'histoire des sciences, des idées, des principes, des théories même , qui ont paru et disparu ainsi , plusieurs fois et à de longs intervalles , avant de trouver un sol préparé pour y jeter de profondes racines et prendre une existence durable. Les polygones étoiles nous offrent un exemple de pareilles intermissions. Considérée d'abord dans l'école de Pythagore, et oubliée pendant dix siècles, Vétoile penlagonale reprend naissance dans la Géométrie de Boèce ; oubliée encore pendant six siècles, elle doit une nouvelle vie à Campanus ] un siècle après elle produit la théorie des polygones égrédienf ; deux siècles plus tard , le nom et les travaux mémorables de Kepler semblent devoir assurer un rôle brillant et durable à cette théorie , qui pourtant retombe dans un oubli complet pendant deux siècles, pour reprendre enfin l'existence impérisable que lui assurent les considérations analytiques qui l'unissent à la théorie des polygones ordinaires.
penser qae Hermann Gontraclus connaissait notre système de numération; et il le met après Gerbert , en tête des auteurs qui ont écrit sur ce sujet ^
Le XIP siècle se distingue par quelques efforts contre Tignorance générale. Plu- xii° sjècle. sieurs Européens, suivant l'exemple de Gerbert, quittent leur pays pour aller s'instruire au loin. On distingue parmi eux Adhélard , ou Atbélard , et Gérard de Crémone. Le premier yisita l'Espagne, l'Egypte et l'Arabie; et à son retour traduisit de l'arabe plusieurs ouvrages , au nombre desquels se trouvent les Èlémens d'Euclide. C'est la première traduction que l'on ait eue en Europe de cet ouvrage, que Ton ne connaissait que par l'extrait très-restreint et qui se bornait à quelques énoncés de propositions, que Boèce en avait donné dans le premier livre de sa Géométrie. Adhélard avait joint à sa traduction , des Commentaires sur les propositions d'Euclide. Cet ouvrage est resté manuscrit ^.
M. Jourdain attribue à Adhélard un Traité de l'Astrolabe et une doctrine de V Abaque K ( Recherche* sur les traductions <VAristote , pag. 100. )
Gérard de Crémone ( 1114-1187 ) alla résider pendant long-temps à Tolède, pour y apprendre l'arabe et y faire de nombreuses traductions qu'il rapporta dans sa patrie. Elles s'étendaient sur toutes les parties des sciences qui florissaient parmi les Maures d'Espagne. On y distingue l'Almageste de Ptolémée, le traité des crépuscules d'Alhazen et le
1 ffujusce nermanni menfionem reperio in quodam Bibliothecœ Bodleianœ M S 0^ ubi diciiur quod ah liermanno et Prodocimo didicerint kBxcuiiy hoc est {alio nominé) A.LGoaiS]iUH.
Hermann Contractus passe aux yeux de quelques historiens, de Brucker particulièrement^ pour aToir cultitë des premiers la langue arabe , et fait les premières traductions latines d^Aristote. Kais S. Jourdain , en remontant à la source de cette opinion , croit qu'elle est erronée , ou du moins qu'elle n'est pas justifiée \ il pense que le traité de Pastrolabe d^Hermann n'est pas une version d'un ouvrage arabe, mais bien composé d'après des matériaux déjà publiés. {Recherches sur Vâge et l'origine des traductions latines d*Aristote, p. 166.)
Je rapproche ce sentiment de H. Jourdain du fait cité par Wallis, parce qu'on en tire une induction favorable à l'opinion que j'ai déjà émise souvent , savoir que tous les écrits sur VÂbaquê,iél$ que ceux de Gerbert et de •es disciples, émanent de la même source que celui de Boèce et ne proviennent point directement des ouvrages arabes empruntés des Sarrasins d'Espagne.
^ Il se trouve dans la bibliothèque des dominicains de S^-Harc à Florence, sous le titre : Euclidis Geometria eum ComvMnto Adelardi ; et dans la bibliothèque Bodiéienne sous celui de : Euclidis elementa cum scholiis et diagrammatis latine reddiia per Adelardum Baihoniensem. La bibliothèque royale de Paris en possède aussi une copie {pp 7213 des manuscrits latins). Une autre , qui a appartenu à Regiomontanus , se trouve dans la bibliothèque de Nuremberg.
3 Nous ne savons sur quelle autorité H. Jourdain se fonde , au sujet de cette doctrine de VÀbaque, ni si elle portait précisément sur le système de VAbacus de Boèce et de Gerbert. Ce point historique est d'une grande importance, parce que tons les travaux d'Adhélard ont eu pour objet de faire connaître les ouvrages philosophiques et mathématiques des Arabes, dont il reconnaissait la haute supériorité sur les doctrines de la scolastique du temps j et nous serions porté à croire que s'il a écrit sur l'arithmétique, ce serait sur l'arithmétique même de» Arabes, qui reposait bien sur le même principe de la valeur de position des chififres , que le système de l'Abaque , mais qui en différait, suivant nous , par l'usage du léro. Peut-être l'ouvrage d'Adhélard établissait-il la transition du système de l'Abaque à celui des Arabes, et montrait-il l'identité des deux systèmes, dont le second néanmoins était d'une application pratique plus facile , et a remplacé le premier en prenant le nom à^Algorismus. Cet ouvrage d'Adhélard pourrait donc être très-précieux , comme résolvant peut-être la question , encore irrésolue, de la véritable origine, parmi nous, du système de numération en usage depuis cinq ou six siècles.
liyre de seientiù d'Alfarabius ^ H. Jourdain pense que c'est aussi à Gérard de Crémone qu'on doit le traité de perspective d'Alhaien. ( Rechercher critiques sur Us tradueiiom laiineêd*Ariêtote^ pag. 128.) Un traité d'arithmétique , qui se troufe dans la bibliothèque Bodléienne sous le titre Algoriêmu* magisiri Gerardi in integriê et minutiiê 2, serait-il aussi de Gérard de Crémone , qui , en effet, en rapportant d'Espagne une partie des connaissances scientifiques des Arabes , n'a pu négliger leur ingénieux système de numération, à moins que déjà il ne fût bien connu des hommes qui se livraient à l'étude des sciences , ainsi que nous serons porté a le penser , en voyant dans le siècle suivant le grand nombre d'auteurs qui ont écrit sur ce système de numération ou qui s'en sont servis dans leurs ouvrages.
Trois autres hommes , contemporains d'Adhélard et de Gérard de Crémone , travaillèrent aussi à faire connaître les ouvrages mathématiques répandus chez les Arabes. Ce sont Platon de Tivoli {Plato Tiburtinus) , le juif Jean de Séville, connu soua le nom Johannee Hiapaleriêis ^ et Rodolphe de Bruges ( Srughetuiê ).
Le premier traduisit de l'arabe les sphériques de Théodose , vers l'an 1120 (imprimé en 1518); de l'hébreu, un traité dé Géométrie de Savosarda ^; et divers autres ouvrages.
Jean Hispalensis traduisit les élémens astronomiques d'Alfraganus (en 1142, suivant G. J. Vossius et plusieurs autres auteurs ) , et divers ouvrages sur l'astrologie, au nombre desquels est un traité d'Albumasar qui se trouve en manuscrit dans la bibliothèque Magliabecchi sous le titre : Liber introductorii majorie in tnagieterio scientiœ Âêtrorum , editione Albumazar et interpretatione Johannis Hispalensis ex arabico in latinum. Cette version parait avoir été faite en l'an 1171 , car elle se termine par ces mots, scriptus est liber iste anno domini nostri Jesu Chris ti 1171. Elle est précieuse, en ce qu'elle contient des tables astronomiques en chiffres arabes ^ Ce sont peut-être les plus anciennes qui aient une date certaine. Jean Hispalensis a aussi laissé un traité d'arithmétique arabe sous le titre d*j4lgoristntis. C'est , jusqu'ici, le plus ancien traité d'arithmétique qui porte ce nom, que nous trouverons dans tons les ouvrages du XIP siècle. Ce traité commence ainsi : Incipit prologus in libro Algorismi de practicâ Arithmeticœ ^ qui editus est à Magistro Joha^ne Hispalensi. Il est très-complet; il comprend les sept opérations, addition , soustraction, duplation, médiaion, multiplication , division et extraction de racines, d'abord pour les nombres entiers, puis pour les fractions. On trouve à la suite, sans interruption , et de la même écriture , sous le titre:
> Fabricint a formé une première liste des traductions attribuées i Gérard de Crémone. (Bib, med, et imfimœ lai,^ t. 8, p. 115.) K. Jourdain en a donqé une seconde presque double. L'ouTrage d'Alfarabiusn'y est pas compris C'est M. Libri qui l'a trouvé dans un manuscrit de la Bibliothèque royale , sons le titre : Liber AlfanbU, de scieniiis, tranalatua à magistro Gherardo Crêmonetui, in ToUto^ ds arabieo in laiinum, {ffiêtoirê dês sciences mathématiques en Italie, t. 1 , p. 173.)
^ Heilbronner, Ifist, Math.,^. 601.
' Liber Embadorum a Savosarda judœo in hebraico oompositus , et a Plaione Tiburtino in Latinum êermonem translatuê. (In Bibliotbecè S. Sarci Dominicorumïlorenti».) H. Libri doit donner dans le second Tolnme de son Histoire des sciences mathématiques , une analyse de cet outrage important.
^ Targioni , Jtelazioni di alcuni Viaggi^ etc. , t. 2, p. 67.
Eafcerptiones de libro qui dicitur Gebra et Mucabala ^, un morceau d'algèbre qui parait en faire partie. C'est la résolution des équations du second degré. On y résout plusieurs questions telles que celles-ci : Quel est le nombre qui, ajouté à 10 fois sa racine, donne 39? Quel est le nombre qui, ajouté à 9 , égale 6 fois sa racine?
Cet ouvrage , qui parait être resté ignoré jusqu'ici , est précieux ^ , comme étant le plus ancien traité d'arithmétique arabe et d'algèbre qui soit connu. On avait regardé jusqu'ici celui de Léonard de Pise comme étant le plus ancien.
On doit à Rodolphe de Bruges la connaissance du Planisphère de Ptolémée, qu'il traduisit de l'arabe, sur une version commentée par un auteur nommé Molsem. Le texte, grec ne nous est pas parvenu. L'ouvrage de Rodolphe de Bruges a été imprimé pour la première fois en 1507 , à la suite de la géographie de Ptolémée ( Rome, in-folio ) ; puis en 1536 >. Gommandin en a donné en 1658 , une traduction plus correcte , accompagnée d'un commentaire qui est, en grande partie, un traité général de perspective ; ouvrage écrit d'un style géométrique assez facile qu'on ne rencontre pas, généralement, dans les nombreux traités de perspective qui ont paru dans les XVP et XVIP siècles.
Le XlIP siècle marque une ère nouvelle dans l'histoire des sciences. Il prépare leur xiu» siècle. rétablissement en répandant la connaissance usuelle du système de numération arabe , de l'algèbre , et de plusieurs ouvrages importans de l'école grecque. Cette époque est presque féconde en écrivains; on y trouve Jordan Nemorarius, Léonard Fibonacci de Pise , Sacro-Bosco , Gampanus deNovarre, Albert-le-Grand^Vincent de Beauvais, Roger Bacon, Yitellion, dont les noms sont restés célèbres et honorent le moyen âge.
Gampanus traduisit sur un texte arabe et accompagna de commentaires les treize livres des élémens d'Euclide et les deux qu'on a attribués à Hypsicle ^. G'est cet ouvrage qui a servi à répandre en Europe la connaissance de la Géométrie. Il a été imprimé pour la première fois en 1482, et a eu plusieurs autres éditions. Pendant long-temps encore , après la renaissance des sciences , il a joui d'une grande estime; et les commentaires de Gampanus ont été consultés par les géomètres qui ont écrit sur les élémens de la Géométrie,
1 Le manuscrit dit EacepHones de liiro qui dicitur Gleba et Mutahilia ; mais cela provient probablement dVrreurs du copiste.
^ Les copies en doivent être trds-rares , car les catalogues de manuscrits n'en indiquent aucune.
' Avec le Planisphère de Jordan , et différentes autres pièces concernant l'astronomie, sous le titre général : tfihœrœ atque astrorum cœlestium ratio, natura et motus ; Yaldenis , Basileœ, 1636, in-4o.
M. Delambre , dans son Histoire de P Astronomie ancienne (t. 2, p. 466), a donné à la traduction latine de Rodolphe de Bruges la date de 1644 , au lieu de 1144. Cette erreur a été cause que ce célèbre astronome s'est étonné qu'une traduction faite en 1644 se trouvât dans un ouvrage imprimé en 1636.
* Quelques historiens ont pensé que cet ouvrage de Gampanus n'était autre que la traduction d' A dhélard , à laqueUe Gampanus avait joint des commentaires. Voici comment s'exprime Andrès à ce sujet , Sei {Campano) non tradusse corne si dice eomunemente; eerto illustre con comenti VEuclide , tradotto primo dalV Arahoin Latino doit* Inglese Atelardo Gotho^ corne ha fatto vedere il Tirahoschi (DeW origine, de progressi, e dello statoattuale d'ogni liiieratura. Parte 1, cap. IX), Le titre suivant d'un exemplaire manuscrit de l'Buclide de Gampanus qui se trouve à la bibliothèque royale de Paris , sous le n» 7213, vient confirmer cette opinion : JEuclidis philosophi socratiei incipit liber Elementorum artis geometricœ translatus ab Arabico in Latinum per Adelardum Gothum Bathoniensem , sub commenta Magistri Campani Novarriensis, (MS. du XIV« siècle).
tels que Zamberti , Lucas de Burgo , Peletier du Mans, Glavius, etc., et par les algébristes qui ont traité des quantités incommensurables , comme Stifels dans son ArithmeUca intégra.
Nous ayons dit , en parlant du passage de Boèce où nous airons cru aperceyoir le pentagone étoile , que cette figure a été considérée expressément par Gampanus , dans son commentaire sur la proposition 32" du premier livre d'Ëuclide y et que c'est là que Bradwardin , dans le siècle suivant, a pris Tidée de ses polygones égrédiens , dont il a donné une théorie assez étendue.
On trouve, à la fin du quatrième livre, deux propositions de Gampanus ', dont la première a pour objet la trisection d'un angle ; et la seconde , l'inscription , dans le cercle , du nonagone régulier. Ge second problème dépend de celui de la trisection de l'angle; et la solution que Gampanus donne de celui-ci est remarquable par sa simplicité; elle se réduit, en pratique, à la construction d'une conchoïde de Nicomède. £n voici le principe: Que du sommet de l'angle, comme centre, avec un rayon arbitraire, ou décrive une circonférence de cercle, qui rencontrera les deux côtés de l'angle en deux.points a ; 6; que l'on mène un demi-diamètre perpendiculaire au premier côté, et que par le point b on mène une droite, de manière que sa partie comprise entre ce demi-diamètre et la circonférence du cercle soit égale au rayon ; et enfin que par le sommet de l'angle on tire une parallèle à cette droite , cette parallèle opérera la trisection de l'angle.
Gampanus ne dit pas comment on déterminera la direction de cette droite issue d'un point de la circonférence, et dont la partie comprise entre le diamètre et l'autre partie de la circonférence , doit être égale au rayon. Peut-être était-ce là un problème dont il avait donné ailleurs la solution. On voit qu'elle peut s'effectuer, comme nous l'avons dit , par une conchoïde de Nicomède. Ge problème a eu quelque célébrité vers la fin du XVIP siècle, parce qu'ayant été proposé publiquement avec deux autres, dans le Journal deê Savane (août 1676), il a été résolu par Viviani, dans son ouvrage intitulé : Enodatio problematum universis géométrie propoêitorum à CL et R, Z). Claudio Comier*, canonico Ebredunensi^ collegialie ecclesiœ de Temant Prœpoêito dignis^imo. Prœmiëëiij horum occasioney tentamenti* variie aj solutionem illuetris veterum problematis de anguli tri^ectione (Florentise, 1677, in-4*^). Viviani fit voir, par une démonstration géométrique très-simple, que les trois points où la conchoïde rencontre la circonférence du cercle, et qui répondent aux trois solutions du problème de la trisection de l'angle, sont sur une hyperbole équilatère.
On sait que la section d'une droite en moyenne et extrême raison, joue un grand rôle dans la théorie des quantités incommensurables du dixième livre d'Ëuclide, dans son treizième livre, et dans la théorie des corps réguliers. Les nombreuses propriétés de cette division d'une droite n'ont point échappé à Gampanus , qui les a signalées comme étant admirables, et dérivant de quelque principe digne de l'attention des philosophes^ G'est cette
' Dans rédition de 1637 (Basle , in-fol.), qui comprend tous les ouyrages d'Ëuclide qui nous sont parrenos , ces deux propositions sont placées à la fin du yolume. " Mirabilis itaque est poteniia lineœ secundum proportionem haheniem médium duoque extrema divisœ.
division que Lucas de Burgo a appelée proportion divine, dans son ouvrage qui a pour titre : Divina proportione, etc. , et dont il a détaillé treize effetti , ou utilités. Aujourd'hui ces propriétés sont peu connues , par ce qu'on ne voit dans la division d'une droite en moyenne et eitréme raison , que la résolution d'une équation du second degré qui doit renfermer toutes ces propriétés. Gela est vrai de celles qui sont purement analytiques , mais les plus remarquables et les plus nombreuses sont celles qui naissent de considérations géométriques. Elles mériteraient qu'on réunit de nouveau toutes les propositions qui s'y rapportent y comme quelques géomètres ont fait à l'égard de la division harmonique d'une droite '. Ce serait assurément un recueil de propositions intéressantes , qui donneraient lieu à de nouvelles découvertes sur le même sujet, et à quelques relations semblables et d'une plus grande généralité K
Gampannscite^dans une note qui est à la suite delà première proposition du quatorzième livre (le premier des deux d'Hypsicle), Aristée et Apollonius comme ayant démontré cette proposition, que les ëurfaces du dodécaèdre et de Vicosaedre réguliers inscrite dans la même sphère sont entre elles dans le rapport des volumes de ces deux corps. L'ouvrage d'Aristée , dit-il , était intitulé : Expositio scientiœ quinque corporum^ et celui d'Apollonius avait pour objet la Comparaison du dodécaèdre et de Vicosaedre, Au commencement de la proposition dixième du même livre, qui est précisément celle que nous venons d'énoncer, Gampanus prononce encore les noms d'Aristée et d'Apollonius. Les ouvrages de ces deux géomètres célèbres de l'antiquité ne nous sont point parvenus ; et peut-être étaient-ils inconnus aussi de Gampanus , qui a pu en parler d'après Hypsicle qui les cite à peu près dans les mêmes termes , au commencement de la seconde proposition de son premier livre. Dans sa préface, Hypsicle avait déjà parlé longuement d'Apollonius et de son ouvrage De dodecahedri et Icosahedri in eâdetn sphœrâ descriptorum comparatione. Il parait qu'on n'a fait attention généralement qu'à ce passage; car on ne cite ordinairement que l'ouvrage d'Apollonius, et nullement celui d'Aristée, et je ne vois que Ramùs
Cui cum pinrima philosophantium admiratione digna conveniantj hoe principium vêl prœcipuum es superiorum prineipiorum invariahili procedit natura, ut iam diversa solida tum magnitudine tum hasium nuniero ,tum etiam figura, irrationali quadamsymphoniarationabiliter conoUiei, (Lib. XIV, propotition 10»}
1 De Billy , Tractaiua de proportione harmonica. Paris, 1658, in-4o.>-Saladiiii , Délia praporMtonê armanioa, Bologne, 1761, in-^.
3 Par exemple : la dÎTision d'une droite en moyenne et extrême raison, se rédaite à troiiTer entre deux points donnés A, B, un troisième point G, tel que Ton ait ÂC = A.B. GB : un moyen facile de généraliser cette question, c'est de la regarder comme dérivant d^une autre , dans laquelle on a supposé qu'un point de la droite proposée a disparu en passant à l'infini. Soit I ce point ; le point cherché G devra satisfaire , par rapport aux trois points donnés À, B, I, à l'équation :
CÂ^Ib* = CB.CI.BA.IA.
En effet, si l'on suppose le point I à l'infini , l'équation se réduit à la première oi-dessus .
Cette équation a cela de remarquable, que chacun des quatre points qui y entrent y joue le même rôle par rapport aux trois autres \ et que , quel que soit celui des quatre points qu'on suppose à l'infini, l'équation résultante exprime toujours la division d'une droite en moyenne et extrême raison.
To«. XI. 65
qui ait mis ce dernier au nombre de ceux qui ont écrit sur les cinq corps réguliers. Les historiens des mathématiques ne parlent de lui qu'au sujet de ses cinq livres d^Élémen* coniques , et de ses lieibx géométriques ^ dont Yi^iani , comme on sait , a donné une divination.
Du reste, il n'est pas étonnant qu'Aristée ait écrit sur les cinq corps réguliers ; car cette théorie a été fort cultivée , et en grand honneur dés la plus haute antiquité des sciences chez les Grecs. Pythagore en avait fait le principe de sa cosmogonie , dans laquelle les cinq corps réguliers répondaient aux quatre élémens et à l'univers ^, ce qui a fait qu'on les appelait les cinq figures mondaines (fiqurœ mundanœ ^), Platon adoptait ces idées ^ , et avait aussi cultivé cette théorie ^ , sur laquelle Theatète, l'un de ses disciples, passe pour avoir écrit le premier '. Ensuite, on trouve donc Ârislée, puis Euclide, Apollonius et Hypsicle ^. Ce dernier cite dans ses deux livres, Isidore-le-Grand , son maître, de qui il avait appris ce qu'il savait sur cet objet.^Ges cinq corps réguliers ont joué un si grand rôle dans l'antiquité , par suite des idées pythagoriciennes et platoniciennes , qu'on les regardait comme étant le but final auquel étaient destinées et l'étude et la science des géomètres '.
Pappus Dous apprend ^ qu'Archimède a cherché à étendre cette théorie , et que ne pouvant former plus de cinq polyèdres réguliers, il en avait imaginé d'un nouveau genre, qu'on a appelés semi-réguliers : leurs faces étaient, comme dans les cinq premiers, des polygones réguliers, mais non tous semblables entre eux. Ces nouveaux corps étaient au nombre de treize. Pappus en a donné une description très-claire , que Kepler a repro-
1 Le cube représentait la terre; le tétraèdre , le feu ; PocUèdre, Tair^ l'icosaèdre , Peauj et le dodécaèdre PaniYers. (Plutarque, Placit. philos, y Ht. 11 , cap. 6.)
^ Proclus, Commentariua in Euclidem, lib. 11, cap. 4. — Kepler, harmonicBS mundi liber secnndas, p. 68.
' Timée, 3« partie. — Plutarque, P/atontece questiones.
* Pappus, ColleoHons mathématiques, liYre5,àla suite de la proposition xvn. — Proelaa, in Euclidem , lib. 11, cap. 4.
^ Theatetus, Atheniensis , Archytœ sodalis, Geomeirica auxit, primusquêde quinque solidis tractant vt Laertius etProclus produnt. (Heilbronner , ffistoria matheseoa , p. 149.)
^ On n^est pas d'accord sur Pépoque où a -vécu Hypsicle que les uns placent dans le second siècle de notre ère , et les autres dans le second siècle avant J.-C, un peu après Apollonius. Ost cette seconde époque que nous aTons adoptée en parlant d*Euclide; nous avons dit qu^Hypsicle lui était postérieur de près de 150 ans.
Ce fut là le sentiment de Bernardin Baldi, dans sa Cronica de matematici^ p. 37, et de Vossius, qui pensa qu'HypsicIeayaitTécu vers le temps de Ptolémée Lathyre ; et Isidore-de-Grand, son mattre, dont il parle dans ses deux livres , sous Ptolémée Physcone. Cet Isidore-le-Grand pourrait être , suivant Vossius , celui que cite Pline dans sa Géographie. (Vossius , De scientiis mathematicis , p. 328.)
Le savant médecin Heniel , dans la préface de sa traduction latine du petit ouvrage astronomique d^ypsicle, intitulé Ànaphoricua sive de Ascensionibus ; Paris 1657 — 4°\ et récemment H. Delambre {Histoire de Vastronomie ancienne, t. h^, p. 246) , et O. Franchini {Saggio délia storia délie matematiche, p. 146), ont placé aussi Hypsicle vers Tan 146 avant J.-G. Hais Tabricius {Biblioiheca grœca^ t. II , p. 01) , et d'après lui , Weidler , Heilbronner, Vontucla et Lalande Pont fait naître dans le second siècle de notre ère.
' JVihil in antiquâ Geometrid speciosius visum est quinque corporibus ordinatis, eorumque gratid Geometriam , ut es Proclo, initie, dictum est, inventa esse veteres illi crediderunt, (Ramus, Scholarum mathemaiicarum , liber xxx.)
B Collections mathématiques , livre 5 , à la suite de la proposition 17.
duite, en donnant les figurée qai s'y rapportent ^ dans le second liyre de son Harmonie du Mande. Les historiens passent sous silence ce travail d'Archimède : il est yrai qu'il est, par sa nature, bien inférieur aux autres découyertes de ce grand homme. Il eût été plus digne du génie d'Archiméde , puisqu'il youlait aller au delà d'Euclide et des autres géomètres, dans cette théorie des figures régulières, de créer les nouyeaux polyèdres itoiléê, qu'a décrits M. Poinsot, et qui forment layéritable extension dont cette antique et célèbre théorie était susceptible.
Reyenons à Gampanus. Lucas Gauricus, astronome et astrologue napolitain, a mis au jour, au commencement du seizième siècle , sous le nom de ce géomètre , un traité Ds tetragoniêmo , seu Quadratura circuli > ; et depuis , quelques auteurs ont répété que Gampanus a écrit sur la quadrature du cercle. Mais Touyrage dont il s'agit ne dénote qu'ignorance dans son auteur , et est absolument indigne de porter le nom du sayant interprète d'Euclide. L'auteur prend pour base de sa quadrature le rapport —- de la circonférence au diamètre , « êecundum quod plerique mathematioi êcripserunt etjtixta phy^ieam veri$a$emy> ;et, en passant par quelques propositions intermédiaires, il en conclut que le cèté du carré qui est égal en surface à un cercle, est 5 fois et i la septième partie du diamètre du cercle. De sorte que D étant le diamètre , l'air du cercle serait —- (y)* , au lieu de ^ • -y'
Sacro Bosco a dû une longue céli&brité à son traité De sphcerâ mundi, qui est un extrait de l'Almagesle de Plolémée , et qui pendant plus de 400 ans a seryi dans les écoles à enseigner l'astronomie. Imprimé pour la première fois en 1472 à Ferrare , il a eu depuis au moins cinquante éditions. Un grand nombre d'auteurs des plus célèbres , tels que Pnrbach , Regiomontanus , Elie Vinet, Glayius, etc. , l'ont éclairci par des notes ou des commentaires.
Mais il est important de remarquer ici , pour se faire une idée yraie de l'état de la science alors, que cet ouvrage ne contenait que les notions les plus élémentaires de Ptolémée; il faisait connaître les cercles de la sphère, les pl^nomènes du mouvement diurne, et disait quelques mots des éclipses. Ge n'est que deux siècles plus tard que l'on fit un pas de plus dans la connaissance de l'Almageste , et que Purbach expliqua la théorie des planètes , qui en est la partie la plus importante et la plus difficile.
Sacro Bosco a laissé sous le litre De jélgoriemo, un traité d'arithmétique écrit en vers. G'est notre arithmétique actuelle ^ : Sacro Bosco l'attribue aux Indiens. Il la divise en 9 parties, qui sont: Numération, addition, eouetraction , médiation^, duplation*.
' Teiragoniamuê , id est circuli quadratura per Campanum, Archimedem Syracusanum atque Bœtium, mathêmaticm perspicaciêsimos adinventa, VenetiU , 1603 , in-4o.
3 On a da même tempi , un autre traité d'arithmétique écrit aussi en yers latins, par iklexandre de Tilledieu. (Yossius , De eeientii» mathematicie , p. 40. — Daunou , Histoire littéraire de la France , t XVI , p. 113.)
^ BÎTision par deux.
* Multiplication par deux. Cette opération et la médiation ont été comprises dans les oufrages du XVI« siècle^ dans les règles générales de la multiplication et de la division ; de sorte que les traités d'arithmétique n'ont plus eu que sept chapitres au lieu de neuf. (Voir la Summa de aritkmetica de Lucas de Burgo.)
multiplication, division, progression et extraction des racines carrées et cubiques. Pendant très-long-temps , les traités d'arithmétique se sont composés de ces 9 chapitres : on les trouve encore dans des ouvrages du XVP siècle.
On a de Sacro Bosco quelques écrits sur Tastronomie , où les calculs sont faits en chiffres arabes. Ces pièces et le traité de Talgorisme sont restés manuscrits. Les chiffres de Sacro Bosco sont l'origine des nôtres ; on suit très-bien dans les manuscrits des XIY^ et XY" siècles , et même dans plusieurs ouvrages des premiers temps de Timprimerie, les petites altérations successives qui leur ont donné définivement la forme actuelle.
On doit à Jordan Némorarius :
l'' Un ouvrage d'arithmétique en dix livres y qui est un traité sur les propriétés des nombres , imité de ceux de Nicomaque et de Boèce. Cet ouvrage a été imprimé avec des commentaires de Fabre d'Étaples ( Faber StaptUensis ) en 1 496, et a eu depuis plusieurs autres éditions.
2"* Un traité d'arithmétique pratique, dans le système arabe, intitulé Algorismus , qui est resté manuscrit.
3'' Un traité du planisphère, qui a été imprimé en 1507, 1536 et 1558 avec celui de Ptolémée. C'est dans cet ouvrage que se trouve démontrée pour la première fois dans toute sa généralité, cette belle propriété de la projection stéréographique qui est le fondement de la construction du planisphère , savoir que : tout cercle se projette suivant un cercle. Ptolémée n'avait démontré ce théorème que pour des positions particulières du cercle de la sphère mis en perspective, parce que cherchant partout la clarté et la facilité , comme le dit Proclus au chapitre X de son Hypotypose, il n'introduisait dans ses ouvrages et n'y démontrait que les propositions géométriques qui lui étaient absolument indispensables.
Ptolémée faisait la projection sur le plan de l'équateur , l'œil étant placé au pôle , Jordan l'a faite sur le plan tangent à la sphère mené par le second pôle. Depuis, Maurolycus et les autres géomètres l'oijt imité. Nous remarquons ces légères différences entre l'ouvrage de Jordan et celui de Ptolémée, parce qu'elles sont, pour l'époque, de véritables innovations qui marquent les premiers pas de l'esprit de recherche et d'invention qui était rare au XlIP siècle , où les intelligences avaient assez à faire d'acquérir les connaissances que les Arabes leur livraient.
La dénomination de projection stéréographique , que l'on a donnée à la projection employée par Ptolémée dans son planisphère, est moderne; elle est due à Aguilon qui l'a proposée et s'en est servi dans son optique ^
La projection stéréographique jouit d'une propriété très-remarquable , qui consiste en ce que l'angle de deux cercles tracés sur la sphère , est égal à l'angle des deux
' Aguilonii Opticorum librisex» Paris 1618 , in-f»,
« Quare tametsi STSRKOOftAPBicis nomine nusquam vocaium hoe projectionis genus reperimus / quiâ tamsn nec alto quidem uîlo aolitum est appellari , placuit hoc nomen tisurpare^ guod nobis inprœsenii vUum est ad rem ipsam qiiàm maxime accommodatum )> (in prœfatione).
cereUê en projection. Ce beau théorème n'a pas été aperçu par Ptolémée ni par Jordan '. UouTrage le plus ancien, à la connaissance de M. Delambre, où il se trouye, est le traité de navigation de Roberston (1754). (Voir Traité d'astronomie , t. III. )
Il existe un traité manuscrit De triangulie de Jordan K
Il ayait aussi écrit trois livres De geotnetriâ , que Vossius suppose devoir se trouver dans la bibliothèque du Vatican ^ , et qu'a possédés aussi la bibliothèque de l'académie de Leipsick K
Ramus lui attribue la démonstration de l'élégante formule pour Taire du triangle en fonction des c6lés^ Nous ne savons dans quel ouvrage Jordan l'a donnée; H. Venturi ne l'a pas trouvée dans son traité De triangulie ®. Cette démonstration est la même que celle que Léonard de Pise a donnée dans le même siècle , dans sa géométrie pratique. Elle parait être d'origine arabe, car elle se trouve dans l'ouvrage des trois géomètres, fils de Musa ben Schaker, et dans celui du juif Savosarda.
Jordan a aussi écrit sur l'optique, et sur la mécanique ^.
Albert-le-Grand, ainsi nommé, dit Hontucla , soit à cause de sa réputation , soit parce que son nom propre qui est Grott, signifiait grand dans le langage du temps, avait écrit sur l'arithmétique, la géométrie, l'astronomie et la musique. Ces ouvrages ne nous sont point parvenus. Il^ut célèbre par son habileté en mécanique. Cet écrivain , d'une fécondité étonnante , avait une connaissance étendue des ouvrages arabes.
Roger Bacon, l'un des plus puissans génies du moyen âge, occupe le premier rang parmi les promoteurs de la renaissance générale des lettres et des sciences. II contribua particulièrement aux progrès des mathématiques en montrant dans plusieurs de ses ouvrages^ le rang qu'elles tiennent dans l'ensemble des connaissances humaines, et les secours qu'elles peuvent procurer dans toutes les recherches scientifiques , dont elles sont le fondement. Son optique contient, comme tout le monde sait, de savans aperçus et des découvertes réelles en théorie, et l'invention de plusieurs instrumens devenus delà plus haute utilité.
Ses connaissances en astronomie lui firent reconnaître les erreurs du calendrier, dont il conçut la réformation. Le calendrier qu'il calcula, et qui est resté manuscrit, se distingue par sa correction et par l'usage des chiffres arabes, qui sont les mêmes que ceux de Sacro Bosco.
' r^ous aTona dit dans notre cinquième Epoque que la projection ttëréographiqne jouit d'une autre propriété attei belle, concernant la détermination du centre d'un cercle en perspectiTe ; et que les principes de cette projection , transportés aux surfaces du second degré , forment aujourd'hui une méthode de recherche en Géométrie rationnelle.
3 Ce traité se trouve dans la bibliothèque des Dominicains à Tlorence (Hontfauoon , Bib. lib») ; dans celle de la ville de Basle (Hanel , caialogi^ etc.) , et dans la bibliothèque royale de Paris (n» 7878. A.).
' Db êcientiis mathematiciê , p. 833.
* C. Qe%ïitt ^ Biblioiheca universalts, ete , t. II, fol. 77 ▼«».
' Seholœ mathemathicœ ; à la suite du livre xxxi«.
^ CommentaH sopra la storia e le teorie delVoiHca. Commentario II ; del Traguardo , cap. xxx.
' Jordani de ponderibuê proposiHones XIII et demonstrationes. Korimbergœ, 1681 , in-4o.
^ Spécula mathemaiica, — Opus Sfajus; quatrième , cinquième et sixième parties.
Yitellion a laissé un savant traité d'optique, imité de celui de Tarabe Alhasen^et qui est remarquable , surtout pour Tépoque où il parut, par les principes de bonne Géométrie de Técole grecque, sur lesquels il repose.
Tout le premier Hyre est consacré à la Géométrie. L'auteur y a réuni les propositions dont il aura à faire souTcnt usage dans la suite, et qui ne se trouvent pas dans les élémens d'Euclide. Quelques-unes sont prises des coniques d'Apollonius que cite Vitellion. D'aU' très qui concernent la division harmonique d'une ligne droite, sont dans le genre de celles qu'on trouve dans le septième livre des collections mathématiques de Pappus. D'autres enfin sont dans le genre de celles qui se trouvent dans le traité De incUnationibus d'Apollonius. Hais il n'est pas fait mention de cet ouvrage, ni de celui de Pappus.
Yitellion, en citant les élémens d'Euclide et les coniques d'Apollonius, ouvrages avec lesquels il parait familiarisé, nous montre, d'une part, qu'une autre traduction d'Euclide que celle de Gampanus alors trop récente, était déjà en circulation en Europe , et ensuite que le fameux traité des Coniques y était aussi déjà connu. On avait pensé qu'on n'avait commencé à le connaître que 200 ans plus tard, vers le. milieu du XV' siècle où Regiomontanus en méditait une édition > .
Un autre écrivain , contemporain de Yitellion , Peccam , archevêque de Gantorbéry , a aussi laissé un traité d'optique ; mais qui est moins savant que celui du géomètre polonais.
Vincent de Beauvais n'est point un auteur original ; mais son êpeculumsnundi, recueil immense , qui a reçu le nom d'Encyclopédie du XI 11^ siècle y mérite d'être cité comme donnant une idée de l'état où les sciences se trouvaient à cette époque , si l'on n'y comprend pas, toutefois, les progrès notables qu'elles ont faits dans ce siècle même. On trouve dans cet ouvrage des extraits d'Euclide, d'Aristote, de Vitruve qui avait paru jusque là inconnu dans le moyen âge , de Boèce , de Cassiodore, d'Isidore de Séville , d'Alfarabius, d'Avicenne et de divers autres auteurs arabes.
Vincent de Beauvais dit qu'Alfarabius ^ distinguait huit sciences mathématiques , qui sont l'arithmétique , la géométrie , la perspective , l'astronomie, la musique, la métrique ou la science des poids et mesures, et la science des esprits (c'est-à-dire la métaphysique). Il n'y a là que sept sciences ; la 8* qui est omise, est l'algèbre, qu'AKarabius avait placée après l'arithmétique. Vincent de Beauvais n'en parle pas non plus dans la suite , ce qui fait penser qu'alors l'algèbre avait à peine pénétré en France, ou du moins qu'elle n'y était connue que dans le cercle restreint d'un très-petit nombre de mathématiciens.
Notre système de numération est exposé très-clairement avec le zéro, sous le titre A'MgorismtM.La Géométrie se réduit aux définitions et à quelques notions élémentaires. Ge qui nous prouve que les matières sur lesquelles roulaient les savans ouvrages de Sacro Bosco, de Gampanus, de Jordan, de Vitellion, étaient encore toutes nouvelles, et que la connaissance n'en était point parvenue à Vincent de Beauvais.
' Montucla, Ilistoire des mathématiques, 1. 1, p. 248.
^ Alfarabiut fut Pua des arabes les plus célèbres du X« siècle , surtout comme géomètre et astronome. Dans le catalogue de ses nombreux ouvrages on en remarque un dont le titre : JVilus felicitatum, seu discipUnarum maihematicarum Thésaurus, prouve tout le prix qu*il attachait à la culture des mathématiques.
Si nous avions suivi Tordre chronologique, dans notre examen des écriyains du XIII'* siècle, nous l'aurions commencé sans doute par Fibonaccî, appelé communément Léonard de Pise , dont le Liber Ahhaci porte la date de 1202. Mais cet ouvrage a eu une telle influence sur la direction qu'ont prise les sciences mathématiques au XY"* siècle, que nous avons voulu le distinguer spécialement de ceux dont nous avons parlé jusqu'ici. Ceux-ci appartenaient à l'école grecque, quoique ce soit par l'entremise des Arabes, et dans leur langue , qu'ils aient pénétré en Europe. Ceux de Léonard de Pise , au contraire nous pa* raissent être d'origine Hindoue, quoiqu'ils aient passé aussi par la main des Arabes. C'est de là que provient le caractère qui les distingue des autres.
Léonard Fibonacci^ a voyagé, comme on sait, en Orient ; et à son retour a fait paraître un traité d'arithmétique et d'algèbre , commençant par ces mots : Incipii Liber Abbaci composiitiê à Leonardo fUio Bonacci Pisano , in anno 1202. L'arithmétique est notre système actuel , avec le zéro ; Fibonaoci l'attribue aux Indiens : '
« Novêtn figurœ Indorum hœ sunt :
viiii, VIII, VII, VI, V, im, m, ii, i.
cujn his itaque fiovem figuri* et cum hoc signo o quod arabicè zephirum appellatur, êcrihitur quilibet fiumeruê, etc. » ^.
Le traité d'algèbre que Fibonacci appelle, comme les Arabes, jilgebra et Almuchaba, s'étend jusqu'à la résolution des équations du second degré, et de quelques autres qui se réduisent à celle-là. Il est une imitation de cette partie de l'algèbre, traitée par Mohammed ben Musa, qui était élémentaire, et en quelque sorte populaire au IX° siècle chez les Arabes. Fibonacci y fait des application de cette science à la Géométrie. Et c'est là le premier exemple et l'origine, chez les mathématiciens européens, de l'introduction de l'algèbre dans les démonstrations et les spéculations de la Géométrie. Cette alliance de deux sciences qui avaient été si distinctes chez les Grecs, forme le caractère propre de l'ouvrage de Fibonacci, où non-seulement elle se trouve mise en pratique, mais où elle
' Cet cliiffrea ressemblent à ceux de Sacro Bosco que beaucoup d*autenrs ont rapportés dans leurs ouvrages. [Voir particulièrement Heilbronner et Hontucla.] Du reste les cbifTres arabes qu^on trouve dans un grand nombre de manuscrits latins des XIII« et XIY" siècles ont toujours la même forme.
3 On Toit que presque tous les auteurs du XIII« siècle , fibonaoci , Jordan, Sacro Bosco , Vincent de Beauvais, Alexandre de Yilledien , Roger Bacon, ont écrit sur le système de numération arabe , ou plutôt indien. Gela prouTe évidemment que depuis long-temps ce système était déjà connu et pratiqué des mathématiciens ; et que les recherches à faire pour fixer la date de son introduction en Europe , dont Phonneur ne peut être attribué à Fibonacci niàaucun des autres écrivains que nous venons de nommer, doivent remonter au delà du XUI» siècle. On ne peut croire en effet que les écrivains du siècle précédent, qui avaient rapporté d^Espagne de nombreuses traductions des principaux ouvrages des Arabes , n^y aient pas compris leur système de numération, tant pour ' lui-même que parce qu^il devenait indispensable pour traduire leurs tables et autres ouvrages astronomiques , tels que ceux d'Ariachel, d^Alfraganus , etc.
Et en effet nous avons déjà cité un traité d^Âlgorisme qui paraît être de Gérard de Crémone , et un autre de Jean Hispalensis. Ces deux écrivains ont vécu dans le Xll^ siècle.
est exprimée formellement comme tenant à la nature même des deux sciences, qui doivent se prêter de mutuels secours ; car dans sa préface, Fibonacci dit : Ei quia ariihmeiiea et Geometriœ scientia sunt connexœ , ê$ êuffragatoriœ sibi ad invicetn, nonpotest de numéro plena tradi doctrina^ nui inêerantur geometrica quœdatn , vel ad Geometriam êpectantia; et il ajoute que souvent les règles et les opérations de l'algèbre tirent leur évidence et leurs démonstrations des figures et de considérations géométriques. Ensuite Fauteur annonce qu'il traitera avec plus d'étendue de ce qui concerne la Géométrie, dans un livre de Géométrie pratique qu'il a composé.
Cet ouvrage divisé en huit chapitres est intitulé : Leonardi Pisani de filiis Bonaeci Practica Geometriœ ^ compoêita anno MCCXX. Il est resté manuscrit, de même que le traité d'algèbre. Bernardin Baldi nous apprend queCommandin avait préparé une édition de ce traité de Gréométrie , mais qu'il est mort sans avoir pu réaliser ce projet i. Edouard Bernard, savant géomètre et astronome anglais du XYIP siècle, devait comprendre le traité d'algèbre dans le septième volume de la magnifique collection qu'il avait préparée des ouvrages des mathématiciens anciens ^.
Fibonacci avait laissé aussi un traité des nombres carrés, qui, d'après ce qu'on en peut juger par des passages de la summa de arithmetica ^ etc., de Lucas de Burgo, et de l'arithmétique de Cardan , qui le citent, roulait sur l'analyse indéterminée du premier et du second degré. Les formules dont ces deux géomètres font usage diffèrent de celles de Diophante, et sont les mêmes que celles que l'on trouve dans les ouvrages indiens , à l'exception toutefois qu'elles ne résolvent point des questions aussi difficiles et aussi générales que dans» ces ouvrages indiens. Nous devons regarder ce traité de Fibonacci comme une copie de quelque ouvrage arabe, emprunté lui-même de ceux des Hindous.
Ainsi, en somme, les écrits de Fibonacci, qui au XYP siècle ont été le modèle elle fondement de ceux de Lucas de Burgo, de Cardan et de Tartalea, avaient une origine purement arabe, et primitivement hindoue. C'est donc une opinion erronée, sur laquelle il faut revenir, que nous avons dû notre savoir et nos progrès dans les sciences , directement et exclusivement aux ouvrages des Grecs.
Les ouvrages de Fibonacci, dont on reconnaît aujourd'hui toute l'importance, sont cependant encore inédits-, les manuscrits en sont très-rares; et le traité des nombres carrés est déjà perdu , depuis une soixantaine d'années. C'est le sort réservé aux traités
' Cronica de matematici , p. 89.
^ Cette collection deyait avoir 14 Tolames ; le détail des ooYragea qui deTaient y entrer te trouve dans la Bi&Zto/A^ca ^HEca de fabricius (lib. 3, cap. 23).
On remarque dans le Toluihe VI , destiné à Talgèbre , le titre suivant d^un ouvrage de Thebit ben Corah , qui montre bien Palliance intime que les Arabes avaient établie entre Palgëbre et la Géométrie, qui forme le caractère propre de leur science mathématique : Tkàbeii iractatus de veriiaU proposiHonum algebricarum demofh' strationibus Geometricis adstruenda, cumaliU traetatibus egregiis, quœ Gêbricam arUm spectani, Arabicè et latine
Les immenses et précieux matériaux préparés par Éd. Bernard ont passé après sa mort dans la bibliothèque Bodléienne. On a lieu de s'étonner qu'une aussi belle et aussi utile entreprise n'ait pas reçu son exécution, dans un pays où les sciences ont trouvé souvent de nobles et généreux encouragemens.
d'algèbre et de Géométrie, si Timpression ne vient promptement nous assurer la conservation de ces monumens si précieux de Thistoire scientifique des Européens K
Le XIV* siècle parait avec moins d'éclat que le XIIP, dans l'histoire du moyen âge; xiv*' siècle. parce qu'en e£fet les productions neuves et importantes qui rendent célèbres les noms de Fibonacci, de Sacro Bosco, de Gampanus , de Jordan , de Yitellion, de Roger Bacon , demandaient à être méditées et étudiées silencieusement pour être bien comprises et porter leur fruit. Toutefois le XIY* siècle, trop peu connu encore , nous semble avoir rempli sa tâche; les études mathématiques ont continué d'être cultivées, et elles ne se sont point réduites à la simple reproduction ou à l'imitation de quelques ouvrages arabes: de premiers efforts ont été faits pour appliquer les connaissances acquises, et pour aller au delà ; les esprits ont été préparés à la lecture des textes grecs et au mouvement rapide et général qui a produit , dans le siècle suivant , le renouvellement des sciences.
Le premier tiers du XIV* siècle nous offre un homme qui a eu une grande célébrité par son savoir en philosophie, en mathématiques, en théologie et dans la littérature arabe, Thomas de Bradwardin, archevêque de Cantorbéry. Nous avons fait connaître la savante théorie des polygones égrédien^ que ce géomètre imagina, sur la simple donnée du pentagone étoile de Gampanus. Gette théorie était véritablement une conception nouvelle, qui doit faire honneur au XIY* siècle. Elle se trouve, comme nous l'avons dit, dans un traité intitulé : Geometria speeulativa, qui a été imprimé en 1496, et a eu depuis plusieurs autres éditions \ Gette date de 1496 parait avoir induit en erreur les historiens des mathématiques , Bernardin Baldi , Heilbronner et Montucla , qui ont placé l'auteur à la fin du XV* siècle; et c'est peut-être là la cause pour laquelle on n'a pas fait attention jus-
> a Les personnes qui ne se sont pas spécialement occupées de recherches historiques, ne sauraient sHmaginer
» combien de manuscrits précieux ont été détruits, même dans ces derniers temps Après de si coupables
» négligenees^ comment ose-t-on parler encore de la destruction des manuscrits au moyen ftge? Sous peine de V passer pour des barbares aux yeux de la postérité , il faut arrêter une telle dévastation, w {Histoire des sciences mathèmati^es en Italie , 1. 1, p. ij).
Ifous nous faisons un devoir de répéter ces paroles de M. Libri ; nous Tondrions qu^elles eussent souvent de Técho. Sais on sent que le devoir qu^elles commandent n^est point celui de simples particuliers ; mais bien pelai des gouvememens désireux de contribuer aux progrès dea sciences et au développement de rintelligence humaine. L'impression de quelques manuscrits auxquels s'attache un intérêt scientifique et historique , de même que la reproduction dans la langue nationale de quelques ouvrages étrangers , serait de leur part une digne et utile coopération , peu coûteuse du reste , aux travaux des hommes qui se vouent à Pétude.
Une seconde mesure à prendre , pour arrêter la destruction des raretés littéraires ( telles , par exemple , que les productions du XVIi« siècle , qui disparaissent tous les jours) , serait rétablissement d'une bibliothèque spéciale destinée aux sciences \ bibliothèque en quelque sorte historique, où se trouveraient réunies , par siècles, toutes les productions du savoir et du génie , et qui deviendrait un centre où chacun se ferait un devoir et un bonheur de porter ses petites propriétés particulières, qu'on laisse perdre aujourd'hui parce qu'on ne sait réellement à quoi les réunir pour les rendre utiles et leur assurer une conservation durable.
3 Dans un manuscrit de la bibliothèque royale {u? 7368 , copie du X1V« siècle) se trouve une pièce intitulée dans le catalogue, Fragmentum elementorum Geometriœ,où nous avons reconnu des passages de la Géométrie de Bradvrardin. La théorie des polygones égrèdiensj est ; mais on ne trouve dans les figures que le pentagone de seconde espèce et l'eptagone de troisième espèce, qui y sont appelés, comme dans l'ouvrage imprimé, pentagone dvL premier ordre , et eptagone du second ordre. Les autres polygones égrédiens n'y sont pas représentés.
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qu'ici à son ouvrage; car le rajeunir ainsi de plus d'un siècle et demi, c^était en diminuer le mérite. Pour Tépoque où il futéoril^ il noue paraît remarquable , non«<seulement parla théorie des polygones égrédiens, mais encore par plusieurs autres , patmi lesquelles on distingue quelques propositions sur lea figures isopérimétres.
Voici l'analyse de cet ouvrage :
Son second titre est : Brève eompendiumartU Geameiriœ à Thama Bravardini es libri» jEticlidiêy Boetiiy ei. Campant peroptimi^ eonipilaiufn. Vantent matait Aà nommer au^si Ârohimède et Théodose, qu'il cite souvent^ et de qui il a fait plusieurs emprunts, pris du livre De quadrature eirculi du premier, et des SphJriqueê du seoend.
L'ouvrage est eu quatre parties :
La première comprend les définitions , les axiomes et leB^ppstt^ta qui sont en tête des élémens d'Euclide ; et la théorie des polygones égrédiens. . ' • .
La seconde partie traite des triangles, des quadrilatères, du Cercle, et des figures iVopirimktr^ê , dont Euclide n'a pas parlé dans sa Géométrie , ainsi que le remarque Bradwardin. Mais on sait que dans l'école même de Py thagore cette théorie a*été ébauchée ; et que Zènodore, disciple de ce philosophe,. a laissé sur cette matière un écrit, destiné à combattre ce préjugé vulgaire que les figures de contours égaux avaient des capacités égales. Cet ouvrage , le plus ancien des écrits géométrîque& des "Grecs qui nOua sont parvenus , a été conservé par Théon dans son commentaire sur l'Almageste K Pappus a traité aussi cette matière, au commencement du cinquième livre de ses collections mathématiques. Brad^ardin ne dit pas si les propositions qu'il démontre sont prises de cet ouvrage, ou de l'Almageste, ou bien s'il les a imaginées de lui-même. En voici les énoncés :
Première proposition. — De tou^ les polygones iêopirimètres , celui qui a le plus grand nombre d'angles est le plus grand en surface.
Seconde proposition. — De tous les polygones isopérimitres d*un\ tnéme nombre d'angles , le plus grand est celui qui a ses angles égaux.
Troisième proposition. — De tous les polygones isopérimitres qui ont le même nombre de cotés et leurs angles égaux ^ le plus grand est celui qui a ses côtés égaux*
Quatrième proposition. — De toutes les figures isopérimitres , le cercle est la plus grande. L'auteur ajoute que la sphère Jouit de la même propriété parmi les solides,
La troisième partie de Touvrage traite des proportions et de la mesure des .aires du triangle, du quadrilatère , des polygones et du cercle.
Bradwardin dit que l'aire du cercle est égale à celle du rectangle construit sur la moitié de la circonférence et la moitié du diamètre , pour côtés. Il conclut celte proposition de celle d'Archimède qui est la même, en d'autres termes, et qu'il emprunte, sans démonstration, du livre De eirculi quadrature , où elle est énoncée ainsi : Un cercle quelconque est égal à un triangle rectangle dont un des côtés de V angle droit est égal au rayon de ce cercle , et dont Vautre côté de Vangle droit est égal à la circonférence de ce
' ClaTÎut Ta reproduit dans ton commentaire sur la sphère de Sacro Bosco.
mhiie oêrelê. Bradwardin ajoute que le rapport de la circonférence au diamètre est -^; « hoe ui habetur ab eodem Arehimênide > inprœdieto libella (De quadraturà oireuli.) »
La quatrième partie traite des figures à trois dimensions , des places , des angles solides , des cinq corps réguliers et de la sphère.
Le chapitre de la sphère est une collection de diverses propositions sur les cercles tracés sur cette surface , que Bradwardin dit avoir prises du livre des sphiriquee de Tbéodose.
Enfin on trouve un petit traité particulier sur la quadrature du cercle, qui est intitulé : Traotatue de quadrature eireuli editue â quodam archiepieeopo ordinis frairum minarum. Ce traité est précisément le même que celui que Gauricus a attribué à Gampanus. D'après ce que nous en avons dit, on pensera qu'il ne doit pas plus porter le nom de Bradwardin que celui de Gampanus.
Une idée de Bradwardin , fruit des. premières lueurs de la philosophie platonicienne qui commençait à pénétrer en Europe , mérite d'être remarquée. G'est que cet écrivain chercha , le premier , à appliquer la méthode géométrique à la théologie ; et répandit de la sorte les premiers germes de cet esprit d'indépendance qui ne tarda point à se faire-sentir dans les cloîtres et les couvens; et qui, cultivé avec plus de succès dans le siècle suivant par un autre prince de l'église, le cardinal Nicolas de Cusa , philosophe platonicien, secoua le joug de la scolastique du moyen âge, et atM)utit à la philosophie moderne.
Continuons l'histoire du XIY* siècle. Pediasimus, au commencement de ce siècle, a écriit sur la Géométrie et la géodésie-, le moine Barlaam a laissé un traité d'arithmétique, et un traité d'algèbre eli six livres , intitulé : Logietioœ libri VI ^ écrit en grec ^, quoique l'auteur fût italien ; mais il avait été résider en Orient pour apprendre la langue grecque. Une version latine du traité d'algèbre a été imprimée en 1672 (Strasbourg, in-8<^), puis en 1606 (Paris , in-4'*) , avec des scolies de Jean Ghamber. Le traité original est peutêtre le plus ancien ouvrage d'algèbre qui nous soit parvenu , après celui de Fibonacci , qui lui est antérieur de plus d'un siècle.
Killingworth a laissé des tables astronomiques , et un traité d'algorisme.
Simon de Bredon a commenté l'Almageste de Ptolémée >, et a écrit sur l'arithmétique.
Isaac Argyrus, moine grec, a calculé des tables astronomiques, et a écrit sur l'astrolabe; sur l'arithmétique, De extractione radieu quadraticœ quadratorum irrationalium ; sur la géodésie , Compendium geodœ^iœ seu de dimetuione locorum methodue brevù ae tuta; et sur difliérentes parties de la Géométrie, De inventiane quadrangularium laterum ; Theoremata de irianguliê ; De dimeneione iriangularum aliarumque figurarum ; De figuris non reetangulû ad reeiangulas redueendie,
< Bradwardin appelle Arebimède Arehimenidês.
^ Delambre , en rendant compte du lirre de eet euTrage qni te rapporte anx calcnlt attronomiqnea , a place Tantenr avant Bède , en ditant tontefoU qne l'on ignore Fépoque précite on il a t4c9l. Cette inad- ▼ertance est tingnlière^ car Barlaam est un personnage encore célèbre dans l'histoire littéraire et politique du XIV" siècle.
3 Ed. Bernard devait comprendre cet outrage dans le t. YIU de sa collection dont nous avons parlé pins haut. Il Pintitnle ; Smper tUmonsiroHones aliquets MmagêsHi Uns fUBOcruH.
Aucun de ces écrits n'a été imprimé ; nous regrettons de ne pouvoir dire quel en est l'objet y ni ce qu'ils offraient, dans le temps où ils ont paru, de neuf et d'utile. Edouard Bernard devait en comprendre un, en grec et en latin , sous le titre : De figurarum transmuiatione y dans sa collection des auteurs anciens.
Paolo di Digomari , connu sous le nom de Paolo dell Ahbaeo^ a écrit sur l'algèbre, la Géométrie et l'astronomie , et fut aussi un littérateur distingué , qui a mérité d'être cité à côté de ses célèbres contemporains le Dante et Pétrarque.
Montucla place au XIV^ siècle Biagio di Parma qui écrivit sur l'arithmétique , la Géométrie, l'astronomie et l'optique, et qui fut un homme distingué dans son temps. Lucas de Burgo le cite parmi quelques auteurs modernes dont les ouvrages lui ont été utiles pour composer sa Summa de jériihmetica^ etc. Mais il le place immédiatement après Léonard de Pise , et avant Sacro Bosco et Prosdocimo de Padoue, ce qui nous porterait à croire que ce géomètre l'a regardé comme étant du XIIP siècle ; car il a observé, du reste, l'ordre chronologique dans renonciation des autres noms qu'il cite. Ce sont parmi les Anciens , Euclide et Boèce, et parmi les Modernes, Léonard de Pise, Biagio di Parma, Sacro Bosco et Prosdocimo de Padoue.
Ce dernier a vécu sur la fin du XIY*' siècle et dans le commencement du XV^; il a calculé des tables astronomiques, et écrit un livre De algoriihtno , où Montucla suppose qu'il a traité de l'algèbre (Histoire dee Maihijnatiques , t. II , p. 716); mais cet ouvrage est probablement un simple traité d'arithmétique pratique, comme tous ceux qui portent le même nom à'algorisme ; d'autant plus que Bernardin Baldi ne cite Prosdocimo que comme ayant écrit sur l'arithmétique , et non sur l'algèbre. Du reste , le traité De algoriihmo a été imprimé en 1483. C'est peut-être le premier ouvrage sur notre système de numération que l'imprimerie ait mis au jour. Le Compendium arithmetices Boetii de Fabre d'Etaples a bien été imprimé en 1480 ; mais cet ouvrage ne roule que sur l'arithmétique spéculative, ou théorie des nombres, qui est indépendante de la manière de les représenter en se servant de quelques-uns seulement pour exprimer tous les autres i.
Cossali , dans son histoire de l'Algèbre^, cite plusieurs autres Italiens qui ont écrit sur cette science dans le XIY* siècle. On y voit que Guillaume de Lunis avait traduit l'algèbre de Mohammed ben Musa, sous le titre LaRegola delP algebra. Nous avons dit, en parlant de la Géométrie chez les Arabes, qu'on avait eu dans les XIII® et XI V<^ siècles plusieurs autres traductions latines de cet ouvrage, dont l'une a été reproduite par M. Libri dans le premier volume de son Histoire des sciences mathématiques.
L'astronomie a été la science la plus cultivée dans le cours du XIV® siècle, où l'on
* Le traité De algoritkmo de Protdocimo nous parait offrir de l'intérêt , parce qu'il confirme Popinion de l^'aliis aur Tidentité de la signification des mots abacus et algorismus , dont il pensait qne le second avait remplacé le premier dans les derniers temps du moyen âge. Wallis ayant lu dans un manuscrit de la Bib. Bodléienne que Hermann Contractus et Prosdocimo aTaient écrit sur VabacuSj ajoute que cela signifie, sons un autre nom , algorismus^ ou système de numération arabe. Le titre de Poudrage de Posdocimo , que Wallis ne connaissait pas, justifie pleinement son opinion.
^ Storia critica d'eW origine , trasporto e primi progressi in Italia d*eU* Àlgebra, Parme , 1797 ; 2yol, in*4».
trouve un grand nombre d'astronome»; la plupart ont laissé des traités de Tastrolabe. Nous n'avons point eu à les nommer , parce qu'il parait qu'ils n'ont pas écrit particulièrement sur la Géométrie.
On voit, par ce qui précède, que les connaissances mathématiques chez les chrétiens du moyen âge, se sont formées lentement depuis le Vlil* siècle jusqu'à la fin du XIV^', d'abord de quelques notions superficielles empruntées primitivement des Grecs et transmises par Boèce, Gassiodore et Isidore de Séville, et ensuite des ouvrages véritablement savans , que vers le XIP siècle on a tirés de l'Espagne et traduits de l'arabe en htin. Ceux-ci paraissent aujourd'hui , d'après les citations que nous avons faites , avoir été en très-petit nombre; car après avoir trouvé des traductions d'Euclide, de Théodose, de Ptolémée, d'Alhazen, de Mohammed ben Musa, nous avons auguré seulement, de quelques passages de l'optique de Vitellion , que les coniques d'Apollonius étaient connues , mais nous n'avons eu à citer aucune traduction de cet ouvrage important, ni de ceux d'Archimède, de Héron, de Ménélaus, de Pappus , de Serenus , de Proclus. Cependant nous ne pouvons croire que les ouvrages de ces géomètres grecs , dont il existait de nombreuses traductions arabes , n'aient pas pénétré chez les chrétiens d'Europe aux XIP et XIIP siècles, en même temps que les élémens d'Euclide. Et en effet il existe des traductions latines de quelques-uns ^ Mais leur rareté, et le silence gardé sur les géomètres qui en ont été les auteurs , ou qui s'en sont servis, prouvent que ces ouvrage ont été peu connus, et que les sciences mathématiques, à la fin du XIV® siècle, étaient encore dans Tenfance , en comparaison de l'état florissant qu'elles avaient atteint dès les premiers temps de l'école d'Alexandrie chez les Grecs , et dès le IX^ siècle chez les Arabes ^.
Hais au XY® siècle, qui est l'époque de la renaissance générale des lettres, des scien- xv« siècle. ces et des arts, en Europe, les sciences mathématiques reçurent une impulsion nouvelle et féconde qui prépara rapidement les grands progrès qu'elles firent dans le siècle suivant. Cette impulsion fut provoquée par la connaissance des ouvrages grecs que l'on étudia pour la première fois dans leur langue originale, et dont on prépara aussitôt des traductions qui firent connaître dans toute sa pureté la Géométrie d'Euclide , d'Archimède, d'Apollonius, et des autres grands écrivains de l'antiquité.
Ces premiers pas étaient déjà un progrès notable dans l'étude des sciences, qui suffirait seul pour rendre célèbre le XV® siècle. Mais en même temps, un autre élément scientifique, en quelque sorte étranger aux connaissances des Grecs , l'algèbre indienne qui languissait depuis bientôt 300 ans en Europe, sans qu'on parût y faire attention, fut reproduite de nouveau; ses usages furent enseignés , et son importance mise dans
' Particalièremeni dans le maniucrit de la Bibliothèque royale intitulé : Mathêmatiea (sapplëment latin , n» 40, in-fol.) H. Libri a donné dana •on ffiêioire des seienees maik, $n Italie , 1. 1*', p. 865, la Ibte des ouvrages qui se trooYent dans ce Tolume.
^ Il fant conTonir toutefois que nous connaissons très-imparfaitement l'histoire du moyen âge , que l'on a négligée jusqu'ici , tout occupé que l'on a été , depuis le XY^ siècle , d'étudier la littérature et les sciences grecques , et de puiser aux sources incomparablement plus précieuses qu'elles nous ont offertes , pour établir les fondemens de nos connaissances.
tout son jour. L'alliance entre elle et la Géométrie, queFibonacci avait prescrite, ne fut plus une idée stérile, mais un principe mis déjà en pratique. Enfin quelques ou- Yrages originaux, premiers essais du génie, et premières applications des connaissances empruntées des Grecs et des Arabes , viennent encore contribuer à Fédat du XV* siècle. Ajoutons que Tinvention de l'imprimerie, qbi prit naissance au milieu de ce siècle, apporta un secours immense et merteilleni aux efibrts de l'esprit humain entravé et rebuté auparavant par la rareté et la défectuosité des manuscrits. Cette invention mémorable était le complément, en quelque sorte, d'un autre grand événement du Xy* siècle, la prise de Constantinople qui livrait à l'Europe les arts, la littérature, la philosophie et les sciences de la Grèce ancienne '.
Nous allons passer rapidement en revue les géomètres à qui sont dus les premiers travaux d'où datent nos progrès dans les sciences.
A leur tête on trouve Purbach, et surtout son célèbre disciple Regioroontanus.
Le premier est connu surtout comme astronome, et'comme auteur du livre des Théo-riqueê desplaneteê^ Cet ouvrage était une suite de la sphère de Sacro Bosco, destiné à compléter la connaissance de l'almageste de Ptolémée, que Purbach avait débarassé des calculs et des démonstrations géométriques. Ensuite Purbach entreprit une traduction sur le texte grec, récemment apporté en Europe par le cardinal Bessarion, de la partie géométrique de cet ouvrage de Ptolémée. Cette traduction , qu'une mort prématurée Tempécha de terminer, fut continuée par Regiomontanus , et parut à Venise en 1496, sous le titre : Ptolemei Alexandrini (zstronomorum prinoipis in tnagnam conêêruc^ tianem Georgii Purhachii , ejusque diêcipuli Johanniê dé Regiomonté aêtronomicon epitoma. Venetiis , 1496 , in-folio.
Les deux savans traducteurs substituent dans les calculs trigonométriques de Ptolémée, les sinus aux cordes , ainsi qu'avait fait Albategnius , et aprèe lui les autres écrivains arabes ; mais ils conservent les expressions '^*"^'* , et ne font pas usage des tangentes qu'Ebn Jounis avait connues et qu'Aboul Wefa avait introduites dans la trigonométrie 500 ans auparavant. Plus tard Regiomontanus les imagina j à son tour, et en fit une table connue sous le titre de table féconde , qu'il lui donna.
Regiomontanus est un des hommes les plus remarquables que présente l'histoire des mathématiques. L'universalité de ses connaissances, la fécondité extrême de son esprit infatigable et le nombre de ses productions, peuvent le faire regarder comme le véritable restaurateur des sciences en Europe. Ces productions comprennent, d'une part, les principaux ouvrages des grands géomètres de l'école* d'Alexandrie, Euclide, Archimède, Apollonius, Ménéiaus,etc. , que Regiomontanus , le premier, lut dans leur langue ori-
1 Plasieiiri aatres ëvënement contemporaioâ j oomme la dtf ooaT6rt« de rAmériqne , da Cap-de-b<mii«*Btptfrance et des Indes Orientales , qni amena le perfectionnement de Pastronomie , de Toptiqae , de la Crtfomëtrie , Tinrent oontribner aussi à Pactivité générale des esprits , et à Pimpnlsion forte que reçut la cnltare des sciences à cette époque.
3 Thêoricœ Planetarum^ imprimé pour la première fois à Venise, in-4o, 1488, S8 ans après la mort de Tautenr ; et réimprimé depuis , un grand nombre de fois , le plus sonvent avec des commentaires.
ginale et dont il avait fait des yersions plas correctes que celles qtii nous Tenaient des Arabes; et, d^autre part, les propres découi^ertes de Regiomontanus. Parmi celles-ci on distingue surtout son traité Z>« triangulU otownimodiê lihri quinque (Norimbergœ, 1533 , in-folio). Cet ouipràge est un traité; complet de trigonométrie plane et sphérique. Les deux premiers livres sont pour les triangles rectilignes; ils renferment une foule de problèmes qui paraissent pour la première fois. Il s'agit toujours de déterminer, au moyen de trois données quelconques, les autres parties d'un triangle. Ainsi par exemple , dans le problème 7 du livre II, on donne le périmètre et deux angles d'un triangle *, dans le problème 12 du même livre, cm donne la base, la perpendioulaire et le rapport des deux côtés. Regiomontanus dit qi|e ce problème n'a pas encore été résolu par la 6é<»métrie ^ Et il y applique Talgèbre , qu'il appelle are rei et census; elle le conduit à une équation du second degré ; et il ajoute quod restai prœàepta artis edocebunt \ On voit par là que Regiomontanus possédait la connaissance de l'algèbre ^ qu'il avait acquise soit par l'ouvrage de Léonard de Pise, qu'il avait pu consulter en Italie ; soit par les traductions de l'algèbre de Mohammed ben Musa ; et cela n'est point étonnant , car un esprit vaste et pénétrant comme celui de Regiomontanus ne pouvait ignorer une in» mention aussi belle et aussi utile, l'un des plus précieux dons que nous aient faits les Arabes; mais ce passage offre de l'intérêt, parce que ses termes prouvent que déjà, vers le milieu du XV* siècle, la connaissance des règles de l'algèbre était répandue et vulgaire parmi les mathématiciens. Et en effet Regiomontanus, qui fait encore usage souvent de la règle rei et ceneue , dans ses lettres que le célèbre bibliographe De Murr a publiées^, écrit à l'astronome Blanohinus, qu'il pense que cet art lui est
' La solution de ce problème par la seule Géométrie n^offrait pas de difficulté, et je ne sais pourquoi Regiomontanus a cru devoir y employer nécessairement l'algèbre. En effet d'après Ténoncé de la question, le sommet du triangle cherché se trouTera d'abord sur une droite parallèle à la base donnée, et ensuite sur une circonférence de cercle, qui est le lieu des points dont les distances aux deqx extrémités de la base sont entre elles dans le rapport des deux côté^.
Cette proposition était connue des Anciens : Pappus Pénonce comme l'une de celles qui se trouvaient dans le second livre de Lieux flans d'Apollonius , et Eutocius l'a démontrée au commencement de ses commentaires sur les coniques de ce géomètre, pour donner un exemple des lieux géoméiriques qui servaient aux Anciens dans la solution des problèmes. Elle se trouve dans le Traité d$s connues géométriques de l'arabe Hassan ben Haitem (lor livre, proposition 9). Cheiles Modernes nous la trouvons dans le livre De proportionibus numerorum, motuum, etc., de Cardan ; puis dans un ouvrage d^ Alexandre Andersen (voir notre note III sur les porismes); dBnêle» Discorsiedimosirazionimatemaiichej etc. (p. 89) de Galilée; dans \e$ Lieux plans à' Apollonins , restitués par Fermât , Schooten et A. Simson j dans la Dioptrigue de Huygens , et dans beaucoup d'antres ouvrages. H. Legendre Ta comprise dans $e9 élémens de Géométrie*
s La base étant 20, la perpendiculaire 5, et le rapport des deux côtés ^ , Regiomontanus prend pour l'inoon^ nne la différence des deux segmens faits sur la base par la perpendiculaire ; et il arrive , par des considérations géométriques , à l'équation 20 census plus 2000 œquales 080 rébus ; c'est-à-dire 20 :r^+2000=680«.
Bans le problème 83 , où il s'agit de construire un triangle dont on connaît la différence des deux côtés, la perpendiculaire , et la différence des segmens qu'elle fait sur la base | Regiomontanus emploie encore la règle rei et census. If eus avons dit , en parlant de la Géométrie des Indiens , que ce problème se trouvait résolu dans le Lilavati de Bhascara.
' Bans le premier volume de son recueil intitulé : MemoraHlia Biblioihecarumpuhlicarum NoHmbergensium et universitaiis Àltdorfinœ ICorimbergtB , 1786, 2 vol. in-8o.
trétt-familier i ; et ceini-ci, en effet, s'en sert aussi dans ses réponses à Regiomontanus.
Les liyres III, lY et V traitent des triangles spbériques.
Le liyre III est dans le genre des sphériques de Ménélaus. Le livre IV renferme une trigonométrie complète ; et le livre V divers problèmes qui sont résolus pour la première fois. On y remarque cette proposition , qui correspond à une propriété des triangles plans connue des Grecs , savoir que : Uarc de grand eerele qui divùe en deux également V angle au sommet d'un triangle ^hér ique, fait êur la haee dewoetgmené dont lee sinus sont entre eux comme les sinus des côtés qui comprennent V angle.
Regiomontanus a écrit un traité d'arithmétique pratique qu'il appela Algorismus demonstratus. C'est l'ouvrage que Schoner a imprimé en 1534 sous le titre Algorith^ mus demonstratus} changeant ainsi le mot algorismus en algorithmus , ^Sivce qu'il pensait que l'ouvrage de Regiomontanus^ dont il avait trouvé une copie, avait dik être intitulé par ce géomètre algorithmes , ce mot provenant, dit-il, du mot grec apiSiisq altéré par les Sarrazins. Schoner ignorait donc que le mot algorismus était consacré depuis plusieurs siècles, comme on le voit par les ouvrages de Sacro Bosco, de Vincent de Beauvais , etc. , pour désigner notre système de numération 2; et qu'ainsi c'était à dessein que Regiomontanus l'avait employé. Cet ouvrage , que nous avons déjà en occasion de citer plusieurs fois, est très-remarquable sous un rapport dont nous n'avons point eu encore à parler ; c'est qu'il fait partout usage de lettres au lieu de quantités numériques suivant la coutume du temps ; et ces signes abstraits , qui constituent la forme des sciences mathématiques modernes, sont employés même pour exposer le système de numération , et pour démontrer les règles de l'arithmétique pratique. Si une mort prématurée n'avait enlevé Regiomontanus dans la première période d'une carrière si brillante, peut-être lui aurions-nous dû la grande conception de Viéte.
Dans le recueil de lettres que nous avons cité précédemment on remarque une solution trigonométrique de la question de construire avec quatre cotés donnés , un quadrUa-tire qui soit inscriptible au cercle. Nous avons donné, en parlant de la Gréométrie des Indiens, une notice historique sur ce problème dont plusieurs géomètres se sont occupés dans le XVP siècle.
Nous ne parlerons point des autres ouvrages de Regiomontanus, dont le nombre est très-considérable, mais dont la plupart, malheureusement, sont restés inédits. La liste s'en trouve dans plusieurs ouvrages dont nous citerons, comme étant les plus répandus, VHistoria matheseos de Heilbronner, et VBistoria astronomiœ de Weidler.
On concevra, à l'inspection de cette liste, d'autant plus étonnante que l'auteur a été enlevé aux sciences à l'âge de quarante ans, et que pendant sa courte existence il s'était
1 Sed nunc eam eligi quam vobù arbitrer familiarùsimam, per artem videlieet rei et cetuus quod quœrehoHs abwlvendo , p. 94 du 1er toI. da recueil cité.
^ La pièce ancienne miae au jour par GlichtoYëe tous le titre Opuiculum de prasi nuwiêrorum, quad algo" rismum vocant, et quelques autres, restées manuscrites (dont deux existent à la bibliothèque Ste^GéneTiè^e , et une 4 en français, k la bibliothèque de rArsenal), disent que le mot algoriamus provient du nom d^EUl philosophe appelé Aigus. Mais on ne trouve aucune preure de cette origine.
lÎTré principalement aux observations et aux calculs astronomiques, qu'il ayait fait des épbémérides comprenant trente années, dans un temps où le secours des logarithmes manquait au calculateur, qu'il était habile mécanicien et qu'il dirigeait une imprimerie, on concevra, dis-je, que Ramus Tait mis sur le même rang que les grands génies qui ont honoré la Grèce'.
Le cardinal Nicolas de Gusa, bien que ses œuvres mathématiques soient empreintes souvent de paralogismes qui leur ôtent aujourd'hui toute valeur, est cependant un des hommes qui ont le plus contribué au rétablissement des sciences, par l'importance qu'il leur reconnut et en les popularisant par l'usage qu'il chercha à en faire dans tous ses écrits, et même dans ceux qui se rapportaient à la théologie. Il suivait en cela l'exemple donné un siècle et demi auparavant par Bradwardin.
On cite Nicolas de Gusa surtout au sujet de sa quadrature du cercle , où il a eu le premier l'idée, en spéculations mathématiques, de faire rouler un cercle sur une ligne droite. On a cru voir dans cette idée les premières traces de la cycloîde, et Wallis s'est efforcé de faire remonter Torigine de cette courbe, devenue si fameuse dans le XYII® siècle, à Nicolas de Gusa; lui reprochant toutefois de l'avoir crue un arc de cercle. Mais rien ne nous parait annoncer, dans l'ouvrage de ce cardinal, qu'il ait songé à considérer la courbe engendrée par un point de la circonférence qu'il faisait mouvoir sur une ligne droite; et, l'arc du cercle qu'il décrit sert seulement pour déterminer le point de la droite où venait se placer, après une révolution du cercle, le point de sa. circonférence qui touchait d'abord cette droite. Il nous parait probable que l'auteur avait trouvé par des expériences mécaniques les principes de sa construction ^
Le cardinal Gusa est resté célèbre dans l'histoire, pour avoir adopté les principes de la philosophie platonicienne qui prenait naissance , et surtout pour avoir eu l'honneur de ressusciter, le premier parmi les Modernes, le système de Pythagore sur le mouvement de la terre autour du soleil , renouvelé depuis avec plus de succès par Gopernic et Galilée.
Le XY" siècle nous présente deux peintres célèbres Albert Durer et Léonard de Vinci , qui méritent d'être comptés aussi au rang des géomètres les plus savans de leur époque. Le premier a laissé un ouvrage de Gréométrie destiné aux architectes et aux peintres, écrit en allemand et qui a été reproduit en latin sous le titre suivant, qui fait connaître l'objet
1 Noriherga ium Regiomontano fruebatur : mathemaUci indè et studii et operis gloriam tautam adepta , nt Tarenium Archyta , Syraousœ Àrehimêde^ BtManHum Proclo, Alêsandria Ctêsibio , nonJusHtu quàm IVoriberga Regiomontano gloriari posait, (Scholao mathematicœ , lib.2, p. 02.)
9 Les écrits mathématiques de Nicolas de Gusa forment la troisième partie de ses œuvres complètes imprimées à Paris en 1614, in-f», et à Basic en 1565, in-f». Ils se composent des pièces suivantes: loDo Geomotricis iranêmutationibug ; 2» De ariihmetieis complementis ; 3» De mathematieis complementie ; 4° De quadrature circuli ; 6o De sinibue et chordis; 6° De und recti curvique meneurd ; ?<> Complementum theologicum figuratum in complementis mathematieis ; &> De mathematicd perfections ; 9° Reparatio calendarii ; IQo CorrecHo tabularum Alfonsi; W^Alia guœdam es Gaurico in Cusam adjecta,
la plupart de ces écrits roulent sur la quadrature du cercle , qui parait avoir occupé constamment Rieolas de Cos«« Dans celai De mathematieis complementis , Tauteur parle des sections coniques , et apprend à les décrire sur le plan.
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de cet ouvrage : Institutionum gêometrioarum lihri quatuor, in quibus linetu , superficie* et eolida corpora ita traciavit , ut non matheseos 9olum studiosie, sed et pietoribuê , fabri* œrariiê ac lignariis , lapicidiê ^ êtatuariis ^ et un4veréis demum qui circino, gnomons^ libella y aut alioqui certâ mensurâ opéra êua examinant ^ sint summè utiles et necessarii.
Dans le premier livre, Albert Durer apprend à décrire différentes lignes courbes; on y trouve plusieurs hélices planes, cylindriques, sphériques et coniques, la description de Tellipse par rallongement des ordonnées du cercle dans un rapport constant; ou bien en la considérant comme la section d'un cAne droit, que Tauteur appelle pyramtc/e. Il ap* prend à décrire aussi les deux autres sections coniques, Thyperbole et la parabole. C'est un des ouvrages les plus anciens chez les Modernes , qui aient traité des sections coniques.
On trouve aussi dans ce premier livre, la description par points, de Tépicycloïde engendrée par un point du plan d'un cercle qui roule sur une circonférence fixe.
Dans le second livre on trouve Tinscription des polygones dans le cercle, et différentes autres figures régulières formées par des arcs de cercle; puis une quadrature du cercle et la manière d'assembler différons polygones pour remplir exactement une surface plane; on n'y voit point les polygones étoiles. Après avoir donné la construction du pentagone inscrit au cercle qui se trouve dans le premier livre de l'Almageste dePtolémée, Durer apprend à construire un pentagone régulier sur un côté donné; et sa construction a cela de remarquable qu'elle se fait avec une seule ouverture de compas ; mais elle n*est qu'ap* proximative, et la figure, qui a conservé le nom de pentagone de Durer y n'a pas tous ses angles égaux > , ainsi que l'ont démontré J.-B. de Benedictis ^, et Glavius ^ dans le siècle suivant. Cependant à cause de sa facilité , la construction de Durer est employée par la plupart des architectes.
Le livre III traite des corps solides ; des colonnes et des pyramides de différentes formes ; et des lignes qu'on trace sur leurs surfaces , dans les arts ; de la construction des cadrans solaires, et de celle des lettres de l'alphabet.
Dans le cinquième livre, l'auteur donne la description des cinq corps réguliers, et de plusieurs autres corps formés par des polygones réguliers , mais non tous semblables entre eux, comme sont les treize corps semi- réguliers d'Archimède. Pois on trouve plusieurs solutions de la duplication du cube; et enfin un traité de perspective, dans lequel Durer a imaginé le premier instrument connu, pour faire la perspective mécaniquement sur un verre ou une toile transparente. C'est surtout pour cette partie que l'ouvrage de Durer est cité dans l'histoire des mathématiques.
Léonard de Vinci , l'un des plus grands peintres de l'Italie, fut un de ces génies rares qui manient avec une égale facilité tous les objets des connaissances humaines, et dont le nom se présente dans l'histoire de chacune d'elles. Il cultiva particulièrement les ma-
' Chacun des angle« dMn vrai pentagone régulier est de 108 degrés. Bans le pentagone d'Albert Darer , deui angles sont de lO?» 2"; deux autres de lOS» 22', et le cinquième a 100» 12'. ^ Diversarum speculationum mathematicarum etphysicarum Liber ; Turin 1686, in-f». ' Geometria practica, lib. vni, prop**. 29.
thématiques, et les sciences qui en dépendent, telles que la physique, la mécanique rationnelle et pratique, Thydrostatique, la musique, etc., persuadé, comme il ledit, qu'tV n'y a point de certitude dan* le* science* où on ne peut pas appliquer quelque partie deê mathématique* y ou qui n'en dépendent paê de quelque manière. Vérité trop peu sentie de nos jours encore, malgré les progrés qu'à faits depuis trois siècles, la raison humaine.
Léonard de Vinci a laissé de nombreui manuscrits , où se trouvent répandues ses Tues nourelles et ses spéculations sur toutes les parties des sciences mathématiques : mais malheureusement ils n'ont point encore été étudiés; et sont restés jusqu'à ce jour sans porter aucun fruit. H. Venturi, savant professeur de Bologne, devait en faire connaître les parties les plus importantes dans trois traités qui se seraient rapportés à la mécanique, à Thydraulique et à l'optique. Malheureusement ce projet n'a pas reçu d'exécution. On doit seulement à H. Venturi la connaissance de quelques fragmens détachés des œuvres physicomathématiques de Vinci ^ Dans le premier, intitulé : De la descente de* corps graves combinée avec la rotation de Içi terre, on voit que le célèbre peintre admettait l'idée du mouvement de la terre, émise déjà quelques années auparavant, par Nicolas de Cusa dont les œuvres n'étaient point encore publiées.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur les travaux physico-mathématiques de Léonard de Vinci. Mais il est une de ses inventions en mécanique que nous devons distinguer ici , parce qu'elle se rapporte essentiellement à la Géométrie , et que nous la regardons comme le premier germe d'une théorie, peu cultivée depuis, et qui mérite néanmoins de fixer l'attention des géomètres. Nous voulons parler du tour à ovale, queLomazzo, élève de Vinci, lui attribue en ces termes: « P^inci fut aussi l'inventeur du tour ovale ^ ouvrage admirable qu'un élève de Melzi apprit à Denis, Frère de Maggiore, qui s'en sert aujourd'hui avec beaucoup d adresse ÇLomazio ^ Trattato délia Pittura, p. 17.)
Or il nous parait que le tour à ovale, auquel les géomètres ont fait peu d'attention , car on n'en trouve nulle part la théorie mathématique, reposait sur une idée tout-à-fait nouvelle, concernant la description des courbes; et cette idée donnait lieu à une spéculation nouvelle en Géométrie.
Jusque là on avait décrit les courbes par la trace d'un stylet mobile , imprimée sur un plan fixe : Vinci conçut leur description d'une manière inverse , c'est-à-dire au moyen d'un stylet fixe qui imprime sa trace sur un plan mobile. Tel est l'ofiBce du tour à ovale, qui sert à décrire l'ellipse.
Quel mouvement fallait-il donner au plan mobile, pour obtenir ainsi une ellipse? Telle est la question qu'a dû se proposer Léonard de Vinci. Elle était, comme on voit, d'un genre tout nouveau ; et ce célèbre peintre a su découvrir, parmi une infinité de solutions dont elle était susceptible , la plus simple incontestablement ; elle se réduit à donner au plan mobile le mouvement d*un angle de grandeur constante, dont les deux côtés glissent
> £s»ai sur les ouvrages phystco-^aihèmaiiques de Léonard de Vinci, avec des fragmens tirés de ses manuscrits. Paris, an V, in-4o.
sur deux points fixes. L'histoire de la science serait intéressée à connaître les considéra^ lions de Géométrie qui l'ont conduit à ce beau résultat.
Malgré tout l'intérêt que cette question, considérée comme moyen nouveau et général de décrire les courbes,devaitoffrir,ct dans les arts, et comme pure spéculation géométrique, elle n'a fait presqu'aucun progrès jusqu'à ce jour. Si nos recherches historiques à ce sujet ne nous induisent point en erreur , nous croyons qu'elle n'a fiié Tattention que d'un seul géomètre, le célèbre Clairaut , qui l'a traitée dans un mémoire lu en 1740 à l'académie des sciences. Après avoir signalé le nouveau mode de description des courbes dont le tour à ovale offrait le seul exemple connu, Clairaut dit qu'il avait supposé d'abord que la courbe décrite sur ce tour devait être une conchoïde du cercle, mais qu'il n'a pas tardé à reconnaître qu'elle est une vraie ellipse d'Apollonius. Puis il fait deux applications de ce nouveau mode de génération des courbes. Il suppose dans la première qu'un cercle roule sur une droite ; et dans la seconde qu'un cercle roule sur un autre cercle. Un stylet Êxe imprime sa trace sur le plan du cercle mobile , et cette trace forme une courbe dont Clairaut cherche les équations. Sa solution est entièrement analytique, et les équations auxquelles il parvient contiennent même des intégrations qui ne sont pas effectuées. Dans un seul cas les intégrales disparaissent et l'on reconnaît la spirale d'Archimède.
Ainsi , sous le rapport géométrique, Clairaut a laissé celte question intacte; c'est-à-dire que les diverses propriétés géométriques de ce mode de description des courbes, ses rapports avec la description ordinaire par un point mobile, et la manière de substituer un mode de description à l'autre, pour produire la même courbe, sont encore des questions neuves.
Ces questions nous paraissent, tant sous le rapport théorique qu'à cause de leurs applications aux arts , mériter d'entrer dans les spéculations de la science. Nous y reviendrons dans un autre écrit. Pour le moment nous renvoyons à la Note XXXIY , où se trouvent quelques développemens sur celte théorie , qui offre un exemple assez remarquable de dualité. Nous nous bornerons à ajouter ici que de cette théorie il résultera , sans calcul , que les courbes dont Clairaut a trouvé des expressions algébriques fort compliquées , qui ne lui ont permis de reconnaître la nature que d'une seule d'entre elles, la spirale d'Archimède, sont tout simplement des épicycloïdes. Les unes peuvent être engendrées par un point mobile lié fixement à une droite qui roule sur une circonférence de cercle; et les autres, par un point du plan d'une circonférence de cercle qui roule sur un cercle fixe.
J. Yerner n'a pas été un écrivain d'un esprit aussi vaste et aussi fécond que Léonard de Vinci et Régiomontanus, les deux plus grands hommes du XV® siècle que nous ayons nommés. Mais , considéré comme simple géomètre, il nous paraît devoir être placé immédiatement après Régiomontanus. Ses ouvrages ne sont point l'imitation ou la reproduction des ouvrages grecs, comme c'était l'usage dans ces premiers temps de la culture des sciences; mais ils sont le fruit des propres idées de l'auteur et portent avec le cachet de l'originalité , celui d'une excellente et solide Géométrie.
Dans un livre qui a été imprimé en 1522, Yerner traite des sections coniques, de la
duplication du cube, et du problème d'Archimède où il s'agit de diviser une sphère par un plan en deux parties qui soient entre elles dans un rapport donné ^ Une quatrième partie de l'ouvrage est consacrée à Tastronomie \ Nous avons déjà parlé , dans notre III^ Époque, du petit traité des coniques, qui, outre lavantage d'être le premier qui ait paru en Europe, avait aussi celui de reposer sur une méthode différente de celle des Anciens. Verner considérait les coniques dans le cône, et se servait des propriétés de ce solide pour en déduire, d'une manière très-facile, celles de ces courbes. Méthode rationnelle , qui a été mise en usage aussi , 50 ans après, par Maurolycus et sur laquelle ont reposé ensuite les ouvrages de Desargues, de Pascal et de Dclahire.
Verner avait composé plusieurs autres écrits qui n'ont point vu le jour. Heilbronner en donne la liste dans son histoire des mathématiques ( p. 515). On y remarque un traité des triangles sphériques, en cinq livres, et un autre sur les applications de la trigonométrie à Tastronomie et à la géographie; un traité d'arithmétique et un de gnomonique, et un ouvrage intitulé : TraciaiiM resolutoriu* quipropi pedùequu^ exiHit lihriê Datorum Euclidù , qui parait, d'après ce titre, se rapporter à l'analyse géométrique des Anciens. Peut-être, faisant suite aux données d'Euelide, était-il dans le genre desporismes. (F'oir notre opinion émise à ce sujet dans la Note III.) Nous serions curieux de connaître cet ouvrage de Verner.
Il nous reste à parler de Lucas Paccioli , connu généralement sous le nom de Lucas de Burgo, dont l'ouvrage principal appartient à la fin du XV^ siècle et peut être regardé comme l'origine de l'école italienne qui a produit Cardan et Tartalea , et qui a contribué ai puissamment a donner aux sciences mathématiques la forme nouvelle qu'elles ont prise, dès la renaissance , et qui résultait de l'alliance de l'algèbre des Hindous et de la Géométrie des Grecs. Cet ouvrage est intitulé : Summa de jiriihmetica , Geometria , Praportioni e Proportionalita, Il a été imprimé pour la première fois en 1494 par Paganino de Paganinis de Brescia, et a eu une seconde édition en 1523. Nous avons eu occasion de le citer souvent , et de dire déjà l'influence qu'il a eue sur le renouvellement des sciences ; aussi nous nous bornerons à en donner ici une analyse briève , dont nous nous dispenserions même si cet ouvrage était moins rare et plus connu.
Il est divisé en deux parties principales : l'une, relative à la science du calcul , comprend l'arithmétique et l'algèbre, et l'autre traite de la Géométrie. Les ouvrages dont l'auteur annonce s'être servi pour composer le sien sont ceux d'Euclide, deBoèce,de Léonard de Pisc, de Giordanô Biagio de Parme, de Sacro Bosco, et de Prosdocimo de Padoue.
I Eaiociut, dans son commentaire snr le second livre de la sphère et du cylindre, a rapporté les solutions de ce problème données par Dionysidore et par Dioclès.
3 Libellvs svper viginii duohus elementis conicis, — Commeniariuê , seu paraphraêtica enarraUo in wtdecimmodos eonficiendi ejus problematis quod cuH duplicatio dioitur, — Commentatio in Dionysidori problema , quo data sphcera piano sub data raiione secatur, Alius modu* idem problema eonficiendi ab eodem Vemero novissimê eompertus, demonstratusque, — De motu octavœ sphœrœ troetatu* duo, ut et summaria enarraiio iheo* ricœ motus octavœ sphœrœ. lïorimbergœ , 1622 , in-4'>.
La première partie est un traité complet de Tarithmétiqae spécnlatÎTe, qui considère les propriétés des nombres , et de l'arithmétique pratique.
L'arithmétique spéculative est dans le genre des ouTrages de Nicomaque, de Théon,de Boèce et de Jordan Nemorarius. Mais elle est terminée par une partie sur les nombres carrés, qui ne se trouvait pas dans ces ouvrages et qui est très-remarquable. C'est une suite de questions qui appartiennent aujourd'hui à l'analyse indéterminée du second degré. Lucas de Burgo en donne seulement les solutions sans démonstration; il les emprunte, dit-il , du Traité des nombres carrés de Léonard de Pise , où elles étaient démontrées ^ctr des considérations et sur des figures géométriques. Ces solutions, particulièrement celle qui se rapporte à l'équation jr' + y^=A, sont différentes de celles de Diophante, et sont les mêmes que celles qu'on trouve dans les ouvrages indiens, et qui ont été imaginées dans le siècle dernier par Euler , ainsi que nous l'avons déjà dit en parlant de la Géométrie de Brahmegupta.
L'arithmétique pratique commence par l'exposition du système de numération y «dont les premiers inventeurs, suivant quelques-uns, dit Lucas de Burgo, sont les Arabes; ce qui fait que cet art a été appelé ahaco pour dire el muodo arahico; mais d'autres, ajoutet-il , font dériver ce nom d'un mot grec '. » On trouve les quatre opérations fondamentales de l'arithmétique^, la théorie des progressions, et l'extraction des racines carrées et cubiques des nombres, arithmétiquement et géométriquement ; puis le calcul des fractions; les règles de trois ; celles de fausse position que l'auteur appelle^ d'après Léonard de Pise, règles à'Helcataym , et qu'il attribue aux Arabes , mais qui leur venaient des Indiens ; et l'arithmétique commerciale , traitée avec une grande profusion de questions et d'exemples: cette partie de l'ouvrage a été imitée par beaucoup d'auteurs allemands, dans la première moitié du XVI* siècle.
Lucas de Burgo, en passant à l'algèbre (Z>f>^incfto octava)y la regarde comme la partie de la science du calcul la plus nécessaire à l'arithmétique et i la Géométrie. Il dit qu'on l'appelle communément YArte maggiore , ou la règle de la eosa, ou Algehra e Almucor kala. Gomme cet ouvrage est le premier traité d'algèbre qui ait été imprimé y et qu'on a
' Ce pttMsge fmîl voir que, ém temps de Lacet de Burgo, on n^étoil pet fixé tor le vreie origine de notre tyttéme de namérmtion. Le tignificetion qne nont evont donnée «n mot abacms employé per Boèce noat eatorite à edopter le tcconde tnppotition de Lacet de Bargo, c*e«t-i-dire à regarder le mot abaco comme dérivé da grec. Quoi qn^il en toit ce pettege mérite d'être prit en contidéretion dent let recherchet tur Torigine de notre tyttème de nnméretion.
* L^entenr donne plntieors proeédét ponr cheqne opération. Permi ceux de le maltiplicetion te trooTe une méthode indienne donnée per Genete dent tet commenteiret tnr le LUavati de Bhatcere, qui contitte à écrire le produit de cheqne chiffre dn mnltiplicende per cheqne chiffre du multiplicetenr, en plaçant téperément , dent let deux cetet triengaleiret d*nn cerré , let chiffret det nnitét et det dixeinet. Cette méthode ingénieuse tnr laquelle repote ceUe det bàiùns is I^'êpêr , peroit avoir été trét-ntitée dent le moyen âge et au XVI* tiède ; car on le trouve dent plutieurt menutcritt (vetr let n«« 7378. A et 7353 det menutcritt de le hihiiothèqae royale de Pérît) et dent plutieurt ouvraget imprimét, dont nout citeront le C&mpendùm ds lu abaco de Pellot; VanAwtelica pneUea d'Oronce Finée; Varitkwittica praetiea de Peverone, et let sekolœ maihemaHcœ de Bemut. S. Lihrt Te trouvée eutti dent un ouvrage chinoit. {Oisinrê et* seiêmeê» mathématiques en ItalU , t. I, p. 341.:
coutume de le regarder comme ayant initié les géomètres dans cette science, il est essen* tiel de remarquer que Lucas de Burgo ne présente point l'algèbre comme un art nouTeau, mais bien comme une chose connue depuis long-temps du vulgaire (det vulgo). Cela s'accorde avec la remarque que nous avons faite en rendant compte du traité De triangulû de Regiomontanus^ qui parle aussi des régies de l'algèbre comme d'une méthode familière aux géomètres. On peut en conclure que, depuis le XIIP siècle où l'algèbre a été introduite en Europe par Fibonacci ^ et par les traductions qu'on a faites alors de Ton- Trage de Mohammed ben Musa , cette science a toujours continué d'être cultivée.
Lucas de Burgo démontre d'abord la règle des signes; il apprend à faire les opérations arithmétiques sur les quantités irrationnelles , et démontre la plupart des propositions du dixième livre des élémens d'Euclide , qui forme une théorie étendue de ces quantités. Puis il passe aux équations du second degré, dont il considère trois cas , comme nous l'avons dit en parlant de l'algèbre de Mohammed ben Musa. Il dit que plusieurs autres équations d'un degré supérieur peuvent être ramenées à celles-là. Il considère les équations qui contiennent l'inconnue, son carré, et sa quatrième puissance; ce qui donne lieu à huit cas qui s'expriment , par les symboles actuels , de cette manière :
a?4 = a , ^4 + aj7 = hx^ ,
oA = ax , x^ ^ a = hx"" ,
ar4 = ax"" , ar4 -f- ax^=z h ,
x^ -f- ax'' = bx , ar4 -=s a -f- fea?* 2,
Il apprend à résoudre les trois premières , et les trois dernières ; mais la quatrième et la cinquième, dit-il, sont impo^&ible^. En effet elles ne peuvent se réduire au second degré, mais seulement au troisième. Cela prouve qu'au temps de Lucas de Burgo la résolution des équations du troisième degré était inconnue.
Cette première partie de l'ouvrage (arithmétique et algèbre) est terminée par les règles de société et une foule de questions relatives aux opérations commerciales , et même à la tenue des livres en pariiez double*.
Dans beaucoup de passages, Lucas de Burgo se sert de considérations géométriques pour illustrer ses règles de calcul ; il démontre ainsi les règles de fausse position ; la
' Iloat nons conformoiu à Popinion reçue, en répétant que fibonacci a, le premier, introduit Talgèbre en Barope, au commencement du XIII« siècle ; malt nous pensons cependant que , depuis un siècle au moins , on avait déjà quelque connaissance de cette science ] et nous fondons cette opinion sur ce fait rapporté précédemment, que Jean Hispalensis a écrit dans le XIl« siècle sous le titre à^Algorismus , un traité dWitbmétîque, à la suite duquel se trouve la résolution des équations du second degré, extraite, est-U dit, du livre De Gobrd et Mucahalà.
3 Lucas de Burgo énonce ses équations en langage ordinaire; seulement, par abréTiation, il se sert des lettres peim pour signifier plus (più) et moine {méno) ; il se sert du mot égal , mais non du signe ». Il appelle Pinconnue co#a; son carré censo^ et sa quatrième puissance oenso de eetiso ,et la quantité connue il numéro. De aorte quUl énonce la dernière équation , par exemple , ainsi : censo de censo equale a numéro e oenso.
règle des signes en algèbre; et les formules pour la résolution des équations du second degré. Nous allons Toir que, réciproquement, dans la seconde partie de Touvrage, qui traite de la Géométrie, Lucas de Burgo fait un grand usage de Talgèbre.
Ce traité comprend des élémens de Géométrie assez complets. 11 repose en partie sur les élémens d'Euclide; cependant, comme il en diffère sous plusieurs rapports, nous allons en donner l'analyse. Il se divise en huit parties, en considération, dit Tauteur, des huit béatitudes ( a revereniia de le 8 beaiitudine ).
Dans la première, qui traite des figures triangulaires et quadrilatérales, on trouve la plupart des propositions qui font l'objet des P', II® et VP livres d'Euclide. L'auteur démontre à la manière des Indiens que Taire du triangle est égale au produit de la base parla moitié de la hauteur; il démontre la formule de Taire en fonction des trois côtés, comme Fibonacci et les trois frères arabes Mohammed, Hamet et Hasen, dans leur ouvrage intitulé F'erba filiorum Moùi filii Schaker, Il apprend à calculer la perpendiculaire dans un triangle, et pour cela il se sert du théorème des deux segmens qu'elle fait sur la base. Il donne de ce théorème une démonstration géométrique très-remarquable. Il s'agit de prouver que la différence des carrés des deux côtés du triangle est égale à la différence des carrés des deux segmens faits par la perpendiculaire sur la base; ou bien, que le produit de la somme des deux côtés, multipliée par leur différence, est égal au produit de la base multipliée par la différence des deux segmens. Lucas de Burgo construit une figure dans laquelle se trouvent les expressions géométriques des quatre facteurs qui forment cette égalité; et, par la comparaison de deux triangles semblables , il conclut que le premier produit est égal au second. Cette démonstration est très-élégante et élémentaire, puisqu'elle ne fait pas usage de la proposition du carré del'bypothénuse. Elle a été reproduite par Tartalea dans son General Tratiato diNumeri e Mhure ( 4» parte , f° 8 ).
Dans la seconde partie on résout de plusieurs manières ce problème : Étant donnés les trois côtés d'un triangle et étant pris deux points sur deux d'entre eux, trouver la longueur de la droite qui joint ces deux points.
La troisième partie traite de Taire des quadrilatères et des autres polygones ; on y résout plusieurs problèmes sur les rectangles, par la voie algébrique : Lucas de Burgo se sert des formules qu'il a enseignées précédemment pour la résolution des équations du second degré.
La quatrième partie comprend les propositions qui sont Tobjet du IIP livre d'Euclide et la mesure du cercle. L'auteur démontre le rapport -y, comme Ârchimède, par Tinscription du polygone de 06 côtés; et apprend à former la table des cordes des arcs , donnée par Ptolémée dans le premier livre de TAlmageste.
La cinquième partie traite de la division des figures dans des rapports donnés; c'est cette partie de la Géométrie qui fait Tobjet de l'ouvrage De ^uperficierum divisionibus, de Mahomet Bagdadin, qu'on regarde comme imité d'un ouvrage d'Euclide , ou comme étant de ce géomètre lui-même. Lucas de Burgo complète cette matière, en traitant aussi de la division du cercle suivant des conditions données.
La sixième partie concerne les Tolumes des corps; elle contient les propositions du XI<> livre d'Euclide.
Dans la septième partie on parle des différons instrumens qui servent, dans la pratique, pour mesurer y à la vue simple, les dimensions des corps.
Enfin la huitième partie est un recueil de cent problèmes de Géométrie , résolus la plupart par Talgèbre, suivi d'un traité particulier des cinq corps réguliers.
Voici quelques-unes des questions qui font partie de ces cent problèmes :
Étant donnés deux côtés d'un triangle et son aire , trouver le troisième côté.
Étant données Taire et la différence des deux côtés d'un rectangle, trouver ces côtés.
Soit a"* l'aire, et d la différence des deux côtés; Lucas de Burgo prend pour le plus grand côté cosa piu |, c'est-à-dire ^7 + ^, et pour le second côté co^a mèno ^, ou X — ^. On a immédiatement, pour déterminer l'inconnue, l'équation
— Œs a', d ou X
d'où se concluent les valeurs dés deux côtés.
Cette solution est plus simple que si l'on avait pris directement pour inconnues les deux côtés , ce qui eût conduit aux deux équations
et à l'équation finale du second degré,
Dans la première partie de son ouvrage, Lucas de Burgo a donné d'autres exemples de pareils artifices de calcul, qui prouvent que l'algèbre, dans de certaines limites, était cultivée et perfectionnée depuis long-temps. Par exemple, que l'on demande deux nombres dont la somme des carrés soit égale à 20, et le produit égal à 8. Lucas de Burgo ne pose pas les deux équations j;'-*- y* = 20 etay = 8, qui conduisent à une équation du quatrième degré, réductible au second. Il fait mieux : il prend la somme de deux inconnues (a-^-z) pour le premier nombre cherché, et leur différence ( âir — z) pour le second 1; de sorte qu'on a immédiatement les deux équations :
a?» -h «' = 10, et a?' — «' = 8 ; d'où
ir' = 9 et »' = 1 ; a? = 8 , « = 1.
Les deux nombres sont donc 4 et 2.
1 Lacas de Burgo appelle la première inconnue cosa, et la «econde guantità. Il dit que les Ancien» appelaient celle-ci tosa uoonda ; mais que les Modernes la nomment simplement quaniiià, {Distinctio œiava ; tractatuê sestus,)
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Cette solution ressemble, par son élégance et sa simplicité , 4 cellea que nous avons remarquées dans les ouvrages indiens.'
TrouTor le diamètre du cercle inscrit dans nu triangle dont les côtés sont connus.
Dans un triangle décrire deui cercles égaux , tangens entre eux, et dont chacun touche deux côtés.
Étant donné un cercle , en décrire 5, on 4, ou 5 , ou 6 autres égaux entre eux , tangçns au cercle proposé, et tels que le premier touche le second, le second touche le troisième, le troisième touche le suiTant» etp.
Trouver le diamètre du cercle circonscrit i un triangk dont les côtés sont donnés.
Étant donnée Taire d'un triangle dont on sait qae le second côté surpasse le premier d'une unité, et le troisième côté surpasse le second aussi d'une unité ^ quels sont Içs côtés du triangle.
L'aire du triangle étant 84 , Lucas de Burgo détermine ses côtés par une équation du quatrième degré , résoluble comme celles du second; il trouve pour ces côtés les nombres 13,14 et 15.
Par les sommets d'un triangle on élève trois perpendiculaires sur son plan , et I'od demande de déterminer le point de ce plan qui se trouve à égale ilittanœ des extrémités dés trois perpendiculaires.
Étant donné un triangle , on demande le diamètre d u cercle qui , élant tangent k ses deux côtés, aura son centre. sur la base.
Dans tous ces problèmes les données sont numériques , et leurs solutions sont algébriques et dépendent la plupart d'équations du second degré.
Pareillement , dans les premières parties de l'ouvrage, qui forment des élémeus de Géométrie, les figures sont toujours exprimées par des nombres, comme s'il s'agissait de faire une application particulière d'un théorème. Ainsi, par exemple, pour démontrer la formule qui donne Faire du triangle en fonction des trois côtés, l'auteur prend le triangle ABC dont les côtés sont 13, 14 et 15, et se sert toujours, dans tous le cours de son raisonnement, de ces nombres, à la place des côtés, que les Grecs employaient d'une manière abstraite en les désignant ainsi AB, BG, GA. Gette méthode était empruntée des Arabes, qui la tenaient des Indiens; elle a été suivie exclusivement par tous les géomètres du XVI^ siècle , Gardan , Stifels , Tartalea , J.-B. Benedictis , Hemmius , Gommandin , Glavius, Stevin , Ad. Romanus , Ludolph Van Geulen , etc., jusqu'à ce que Yiète introduisit l'usage des lettres dans l'algèbre. Nous dirons plus loin la cause de cette manière de procéder, les avantages qu'elle offrait et les graves inconvéniens qui en résultaient.
Lucas de Burgo a laissé deux autres ouvrages, qui méritent d'être cités, mais qui n'ont pas l'importance de celui dont nous venons de présenter l'analyse. Le premier est intitulé : Lucœ Pacioli divina proportione, opéra à tutti glingegni perspicaci e curiosi nece**aria; ove ciaeun studioto di philoeophia , pro4pêttiva , pictura , êculptura , architectura, miuica e altre matematiche , ^oavwima, ^ottile e admirabile dottrina contequira e delectara^^i con varie queetione di eecretieeima ecientia, Yenetiis, 1509, in-4^. L'auteur appelle jpropor/toti divine la division d'une droite en moyenne et extrême
raison y dont il démontre de nombreuses propriétés, et dont il fait diyerses applications aux arts. L'autre ouTrage de Lucas de Burgo roule sur les polygones et les polyèdres ré* guliers , et sur l'inscription mutuelle de ces figures les unes dans les autres ; il a pour titre : Libelluê in tre^ partiales traetatus, diviêuê quorumeumque eorporum regulariutn et dependêniium active perecru$a$ionie ; Venise, 1508, in-4^. L'anteur fait encore un fréquent usage de Talgébre dans ces deux ourrages de Géométrie.
On Toit par ce qui précède, que les ouvrages de Lucas de Burgo, comparés à ceux des géomètres grecs, présentaient un caractère propre qui mettait entre eux et ceux-ci une difiérence bien marquée ; c'est qu'ils reposaient sur une union constante entre l'algèbre et la Géométrie ; et ce caractère a été celui de presque tous les écrits mathématiques du Xyp siècle. Gomme les ouvrages de Lucas de Burgo sont les premiers , parmi ceux qui ont enseigné les préceptes de l'algèbre et son application à la Géométrie , qui aient été imprimés, on les a regardés généralement comme la seule origine, au commencement du Xyp siècle , de la (orme nouvelle que les sciences mathématiques ont prise , et des progrès immenses qu'elles ont faits depuis. U n'est pas douteux, en effet, que les deux célèbres géomètres de l'Italie Cardan et Tartalea , n'aient dû leurs connaissances et la méthode qu'ils ont suivie à la Summa de Arithmetioa , etc., de Lucas de Burgo, qu'ils citent souvent. Hais il y a lieu de croire qu'en Allemagne surtout, quelques autres ouvrages formaient un autre foyer de lumières , et ont répandu les mêmes principes d'algèbre et d'application de l'algèbre à la Géométrie. On en juge par le savant ouvrage de Stifels qui a paru en 1544 sous le titre Arithmetica intégra (Nuremberg, in-4^}, où se trouvent des élémens d'algèbre et une foule de questions de Géométrie , résolues par cette voie, comme dans la Summa de Lucas de Burgo. Et cet ouvrage de Stifels présente avec celui-ci des différences qui y font reconnaître une plus profonde connaissance et une plus ancienne culture de la science algébrique, ainsi que quelques pas de plus vers la forme abstraite qu'elle a prise depuis. Ainsi, par exemple , on y trouve les signes -h et — et le signe radical i/ ; l'inconnue et ses puissances sont représentées aussi par des symboles, au lieu de rétre parles mots cosa, ceneo, cubo, censo de censo , etc.; et quand il y a plusieurs in* connues , les seconde , troisième , quatrième , etc. , sont représentées par les lettres A, B, G, etc. ^; le principe de la multiplicité des racines dans une équation , que Lucas de Burgo avait méconnu, est exprimé formellement et démontré^; et quant à l'application dogmatique de l'algèbre à la Géométrie, les exemples que Stifels en donne sont extrêmement
1 Voir IWre 3, ohap. 6, intitulé />« aeoundU radicibus.
C'est le premier exemple de Tusage des lettres, pour représenter dans les équations les inconnues de la question. Il n'a pas tardé à être suiTi par Peletier dans son Algèbre (anu. 1664 ) et par Butéon dans sa LogisHca (ann 1669). U est asseï singulier qu'une idée aussi heureuse , qui apportait dans le calcul une facilité actuelle si éTidente , n'ait cependant pas été appréciée de Cardan ni de Tartalea. C'est là une des preuves les plus frappantes de l'empire de l'habitude , même ohei les esprits les plus supérieurs.
^ Afnf autem œquationes g^uœdam , quibuê natura rerum hvjus mûdi , dedii habere duplicem radicem, videHoêt majorem et tninorem: idquodplenê docebo atque demonstrabo. (Ârithmetica intégra, f». 243). Plus loin l'auteur ajoute que l'équation ne peut aToir plus de deux racines : plureê autem duabus^ nulla œquaHo hahebtt. fo.844,TO.
nombreux ; on y remarque particulièrement toutes les propositions du 13^ livre d*Euclide, qui s'expédient facilement par le calcul des équations du second degré. Cet ouvrage, il est vrai y est postérieur de prés d*un demi-siècle à celui de Lucas de Burgo ; et Ton pourrait croire que les différences que nous venons de signaler sont le fruit de la culture, pendant ce demi-siécle, des principes mêmes enseignés par Lucas de Burgo. Hais Touvrage de Stifels n'est, dans tout ce qui concerne cette partie de l'algèbre , qu'une imitation des ouvrages de deux autres algébristes allemands, Adam Risen et Christophe Rudolff, qu'il cite souvent avec de grands éloges, le second surtout. On avait déjà de celui-ci un traité d'algèbre en allemand , imprimé en 1522 sous le titre Die Cote , et dont il a été fait , dans le temps, en Italie, une traduction latine qui existe dans les manuscrits de la bibliothèque royale (n^ 7366, in-4°, des manuscrits latins), sous le titre: Arithmetica ChrUtophori Rœdolphi ab Jamer^ è germanicâ linguà in laiinam d Chri^tophoro Auvero , Pétri Da^ nesii mandata y Romœ anno Chriêti 1540 conversa. Nous avons reconnu dans cet ouvrage les progrés notables de l'algèbre et ses applications à la Géométrie que nous venons de signaler dans celui de Stifels. On trouve encore, dans quelques petits traités d'arithmétique qui ont paru en Allemagne dans les premières années du XYP siècle, des exemples de l'application des règles du calcul aux questions de Géométrie : ainsi dans un Algorithmus de integris et minutiisy imprimé à Leipsick en 1507, les règles de fausse position sont appliquées à cette question : Étant donnés un cAlé de l'angle droit d'un triangle rectangle , et la somme des deux autres côtés , trouver ces côtés. Nous rappellerons enfin que , dès le XY^ siècle , Regiomontanus et Tastronome Blanchinus étaient très-versés dans la pratique des règles de l'algèbre, et que le premier en faisait usage dans son traité De triangulis y pour résoudre les propositions de Géométrie.
Ainsi nous pensons pouvoir dire avec certitude que l'algèbre, dès les premiers temps du renouvellement des sciences en Europe, a été cultivée et appliquée particulièrement aux questions de Géométrie, et que le caractère des sciences mathématiques, au XYI*' siècle, qui est résulté de cette union intime entre l'algèbre et la Géométrie, s'est manifesté même avant qu'eût paru l'ouvrage de Lucas de Burgo ; mais que celui-ci ayant été, le premier, mis au jour par la voie de l'impression, est devenu le plus répandu et a eu la plus grande influence sur les progrès des sciences mathématiques et la direction qu'elles ont prise.
Les bornes de cet écrit, que nous avons déjà depuis long-temps dépassées, ne nous permettent pas de donner une analyse des ouvrages de Cardan, de Tartalea, de J. B. Benedictis 1 et de quelques autres géomètres du XVP siècle , où nous aurions aimé à étudier la
' J. B. Benedictis , dans ton ouTrage intitalé : Diversarum spectUationum maHiêmaHcarum tiphyncarum liber; Taarini, 1585, in-f», fait usage continnellemeiit de considérations géométriqiMf pour démontrer on Térifier les règles d^aritbniétiqae et d^algèbre. Voici un exemple curieux de cette méthode. L'auteur se propose une question à trois inconnueS| qui s^exprime par les trois équations m-k-y=sa^ y-^g:=:h, M-^-m^=e, Il la résout algébriquement , et pour vérifier les expressions qu'il a trouvées pour les inconnues , il se sert de cette considération géométrique : Qu'on forme un triangle qui ait pour côtés les trois nombre a, b, c, et qu^on lui inscrive un cercle tangent à ses trois côtés , les segmens que les points de contact formeront sur ces côtés seront les
marche de cette science , qui différait tant alors ^ par sa forme ^ de celle des Grecs , à en suivre les pas et à en constater les progrès , jusqu'aux travaux de Viète qui lui ont fait subir une nouvelle transformation éminemment heureuse^ qui était nécessaire pour assurer à la (géométrie y dans toute retendue de ses besoins , les secours que la science du calcul devait lui prêter.
Mais il nous faut bien préciser cette nouvelle forme qu'a prise la Géométrie j qui fait la différence immense qui a lieu entre les ouvrages du XYIP siècle et ceux du XYP, et d'où datent véritablement les grands progrès qu'elle a faits depuis.
La Géométrie , dans tout le cours du XYP siècle , différait essentiellement de celle des Grecs ^ sous un certain rapport ^ c'est qu'elle n'opérait que sur des données numériques , ainsi que nous l'avons déjà dit ,à la suite de notre analyse des ouvrages de Lucas deBurgo. Cela était une conséquence naturelle de l'union intime qui s'était établie entre cette science et l'algèbre, union qui n'était possible qu'avec des données numériques , car l'algèbre alors n'était qu'une arithmétique supérieure , exclusivement numérique , qui ne différait essentiellement de l'arithmétique ordinaire que par l'usage de la règle des signes, et du mécanisme des équations; elle n'était point une science de symboles abstraits, comme Yiète l'a constituée sous le nom de Logistique spédeuse. Les opérations et les artifices de calcul, qui simplifiaient les démonstrations et remplaçaient les considérations géométriques dont tout géomètre grec aurait fait usage exclusivement, n'étaient donc possibles , dans le XYI® siècle , que quand la Géomètre se faisait sur des données numériques. Aussi c'est ce qui a eu lieu jusqu'à Yiète, ainsi qu'on le voit dans tous les ouvrages de cette
valeur» des trais inconnues x ^ y , s ; d*où l'on conclut immédiatement qne let Talenrt de cet inconnues êonis:=^ — f-H- ^ etc., comme le calcul les aTait données. {Voy, p. 82.)
Benedictis construit géométriquement, comme on fait aujourd'hui, iaracinepositiTederéqnationdra-Hix^63. Il est Trai quMI ne propose pas pécisément cette équation elle-même ; mais elle exprime immédiatement la question qu'il résout, et qui est oelle-ci : Étant données deus droites a, b^ on demande d'en trouver une troisième x teUe que Von ait («-4-a) j?=&^. (F. p. 368.) C'est peut-être le premier exemple de la construction géométrique d'une équation du second degré. Car les problêmes qu'Euclide a résolus (propositions 28 et 29 du •ixième liTre des J^;^m«u« , et 84, 8ff, 86 et 87 des Données ), bien que, traduits en algèbre , ils conduisent finalement à nue équation du second degré , différaient essentiellement , par leur énoncé géométrique , d'une question algébrique.
Les ouTrages de Cardan et de Tartalea , infiniment supérieurs à celui de J. B. Benedictis , font aussi constamment usage de l'algèbre en Géométrie et de la Géométrie en algèbre. Les principes d'une alliance intime entre ces deux sciences sont exprimés trop formellement , et les exemples en sont trop nombreux pour que nous ayons besoin d'insister sur cet objet.
Outre la partie algébrique des ouvrages de Tartalea, qui est la sixième partie de son Traité général des «lomhrsê et des mesures, ce géomètre avait composé un traité d'algèbre sous le titre à'' Algebra nova , qui ne nous est pas paryenu, et dont la perte est bien regrettable* Dans la cinquième partie du Traité général (f» 88 yo), Tartalea donne la solution d^une question dé maximum , dont la démonstration devait se trouver dans cet ouvrage d'algèbre. Cette question est remarquable pour le temps ^ il s'agit de diviser le nombre 8 en 2 parties, telles que leur produit multiplié par leur différence, soit un maximum, La solution de Tartalea est générale , et telle que la donnent les règles du calcul infinitésimal actuel. Prenez, dit-il , le carré de S, ajoutez-y le tiers de ee carrée et prenez la racine carrée delà somme, ce sera la différence des deux nombres cherchés. Ce cboix de l'inconnue , la différence des deux parties du nombre proposé , est très-heureux et annonce une profonde connaissance des pratiques de la science.
époque, Tune des plus mémorables de l'histoire de la science. Hais on conçoit que de la sorte la Géométrie avait perdu celte pureté de forme, et ce caractère de généralité et d'abstraction auxquels s'étaient tant attachés les Anciens, et qui paraissaient être l'apanage de cette science; et si , sous un rapport, il y avait avantages réels , sous un autre , il y avait inconvéniens graves, provenant, d'une part, de ce que l'esprit, en opérant sur des nombres , perdait de vue les objets qu'ils représentaient , et ensuite , de ce que, en effectuant au fur et à mesure les calculs , on détruisait la trace et le fil du raisonnement. Aussi les démonstrations géométriques sont-elles d'une lecture très-pénible dans les ouvrages du XVI* siècle.
La Gréométrie des Grecs avait donc subi une véritable altération, mais altération très* heureuse, puisque c'est dans cet état que Yiète a d& la prendre, pour lui appliquer sa grande conception de l'algèbre littérale, et lui rendre ainsi toute sa pureté et son abstraction primitives , en conservant néanmoins tous les avantages que la science du calcul pouvait lui apporter. Mais il est fort remarquable qu'il ait fallu, pour arriver k ce grand résultat , à ce perfectionnement de la Géométrie des Grecs , passer par un état d'al* tération, qui faisait perdre à cette science son caractère d'abstraction et de généralité , et qui la faisait descendre au rang des opérations concrètes et numériques.
Ces considérations peuvent nous faire regarder les XV® et XVP siècles, comme marquant dans l'histoire de la Géométrie une époque de préparations et de transition , où s'est élaborée la nouvelle forme qu'ont prise les sciences mathématiques; et nous devons ajouter que les Indiens et les Arabes ont une grande part dans cette transformation et ce perfectionnement , puisque le germe s'en trouvait dans leur principe d'application de l'algèbre à la Géométrie, et qu'ils l'ont développé eux-mêmes par leurs travaux d'un grand nombre de siècles.
FIN DES KOTES.
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Pa«b 28.
Héron d'Alexandrie, disciple du célèbre mécanicien Ctésibius, et célèbre lui -même par son Traité des Pneumatiques , et par diverses autres inventions mécaniques pour lesquelles il est cité dans le huitième livre des Collections de Pappus , excella aussi dans la Géométrie. Eutocius nous a conservé sa solution du problème des deux moyennes proportionnelles , et a emprunté d'un de ses ouvrages , xepl fierpacav la règle arithmétique pour l'extraction de la racine carrée d un nombre. Proclus le cite comme auteur de nouvelles démonstrations de diverses propositions des élémens , oi!i il n'admettait que trois seulement des axiomes d'Euclide ^ ; et Grégoire de Nazianze (ann. 828-889) le met au rang des grands géomètres de l'antiquité. [Oratio 10.)
Les ouvrages de Héron étaient nombreux , mais la plupart ne nous sont pas parvenus , ou sont restés inédits. De ceux qui concernaient spécialement la Géométrie il n'en est que deux qui aient été traduits et mis au jour. Le premier, dont les historiens des mathématiques , je ne sais pourquoi , n'ont point parlé , est dû à Dasypodius. Il a pour titre : Nomenclatura vocabulorum geometricorum ^. C'est une suite de définitions des diflférentes matières qui font l'objet de la Géométrie. Ces définitions sont accompagnées de commentaires et de développemens présentés avec clarté '.
Dans sa préface , Dasypodius annonçait qu'il possédait plusieurs autres ouvrages de Héron , qu'il se proposait de faire connaître. L'un d'eux , qu'il appelait ùaoïrrptxa , est le second des deux ouvrages géométriques de Héron qui nous sont parvenus. Mais celui-ci ne nous est connu que depuis quelques années. Nous en sommes redevables au savant professeur de Bologne J.-B. Yenturi, qui l'a traduit en italien, sous le titre : Il Traguardo (Le Niveau), répondant
> Commântariuê in Euelidem , liber tertiua.
3 Eticlidis EUmentOTum libêrprimus. Item HeronU À hsendrini voeahula quœdam Geometriœ anteà nunguam édita, grœcè et latine ; per CunradumDaêypodium. Argentin», 1571, in-S». — Oraiio C, Dasypodiidê Disciplinis maihematicis. Ejusdem Uerçnis Àleteandrini Nomenclaturœ vaeahulorum geometricorum translatio, Ejutdem Lesicon mathematicum , es diverais collectum antiguia acriptte. Argent., 1579, in-8o.
' Fabriciut {Bibl, grœca , lib. 8, cap. 24), et Heilbronner {ffiat, Matheseos , p. 308) , attribuent cet ouyrage à Héron le jeiine qai a vëcn à Con«tantinople , au Vll^ siècle de notre ère. Bernardin Baldi Tavait mit , comme Dasypodius, an nombre des ouTrages de Héron Pancien. Voir Cronica de matematici,^. 35.
au titre du texte grec, irep} ^irepoçy et Ta mis au jour dans ses commentaires sur Phistoire et la théorie de l'optiijue i. €et ouvrage est un traité de géodésie dans lequel se trouvent résolues graphiquement sur le terrain, à Taide de Finstrument appelé la dioptre par les Anciens, une foule de questions de géométrie pratique.
€e traité est digne du nom de Héron ; il est un monument précieux de la Géométrie des Grecs , et doit prendre place à la suite des ouvrages d'Euclide , d'Archimède et d'Apollonius. Il remplit une lacune qui existait dans les écrits qui nous sont parvenus de l'antiquité. Car les Anciens ayant toujours distingué sous le nom de géodésie , la Géométrie pratique de la Géométrie proprement dite ^, ils ont dû écrire particulièrement sur cette géodésie; et cependant il ne nous était rien venu de l'école d'Alexandrie, sur cette branche de la Géométrie.
Nous connaissions seulement le traité de géodésie de Héron le jeune, postérieur de près de huit siècles à Héron l'ancien. Mais cet ouvrage, qui se réduit aux opérations les plus simples, dépourvues de démonstrations , n'était pas digne de figurer à côté des ouvrages géométriques des Grecs. La proposition la plus importante qu'on y remarquât était la formule qui donne l'aire du triangle en fonction des trois côtés. C'était le seul ouvrage grec où l'on trouvât cette formule^ si répandue en Europe dès le commencement du treizième siècle , et qui paraissait d'origine arabe. Mais elle se trouve aussi dans le traité de Héron l'ancien , où elle est démontrée par une construction géométrique très-élégante. C'est là probablement que Héron le jeune l'a prise , car il cite souvent les ouvrages de son homonyme et ceux d'Archimède , et de plus il se sert dans l'application numérique qu'il fait de la formule , des trois nombres 18 , 14 et 18 pour côtés do triangle , qui sont ceux précisément de Héron l'ancien.
Ces trois nombres, et la formule en question, se rencontrent aussi dans la Géométrie des Indiens et dans celle des Arabes , et même chez les Latins, ainsi que nous l'avons dit en parlant des ouvrages de Brahmegupta.
Le traité de géodésie de Héron l'ancien étant encore à peine connu , nous allons énoncer plusieurs des questions qui s'y trouvent résolues au moyen de l'instrument qu'il appelle la dioptre. Elles font connaître ce qui constituait la géodésie , ou Géométrie pratique chez les Grecs ; et elles sont de nature à faire regretter que le texte original de l'ouvrage de Héron , et d'autres versions que celle de M* Yenturi, n'aient pas encore été publiés ^.
' Commentari sopra la ttoria e le ieorie deWotHca, Bologna , 1814 , iii-4o.
Cet ouTrage se compose des <ioatre parties saiTantet :
lo Considerazvmi sopra varie parti dell'ottica presse di antichi ;
2o Erone il meceanico del tragnardo iradotto dal greco ed iUustrato con note ;
So DelViride , degli aloni e dé paregli ;
4fi Appendice interne alPottica di Tolommeo,
3 Si enim in koe differret solum Geometria à Gêodœsia , quod hase guidem eorum est gvce sentimus , iUa vero non sensibUium est. (Aristote , Ut. 9 de la Métaphysique , chap. 11.)
3 H. Yenturî cite trois bibliothèques qui possèdent le traité de Héron ; ce sont la bibliothèque royale de Paris, celle de Strasbourg et celle de Vienne ; dans celle-ci Texemplaire est incomplet ; il est le seul dont les bibliographes aient fait mention ; on Ta pris, diaprés Lambecins, pour un traité de Dioptrique, — ( Toirf abricius, Bib. grœoa, lib. 3^ c. d4 ;— Heilbronner , Ilist, math. p. 282.)
H. Yenturi a fait sa traduction sur une copie de {^exemplaire de la bibliothèque royale , collationné sur celui de Strasbourg. Ce dernier est probablement Pexemplaire qui a été en la possession de Dasypodius. Que sont devenus les autres ouTrages de Héron que ce géomètre possédait aussi ?
Conrad Gesner dit , dans sa Bibliotheca universalis {sive catalogus omnium scriptorum locupletissimus in tribus linguis latina, grœca et hebraica, Tiguri, 1545, fol.) que le célèbre Diego Hurtardo de Hendosa,
V Mesurer la diffërence de hauteur de deux points invisibles l'un de l'autre.
2^ Tirer une ligne droite entre deux points invisibles l'un de l'autre.
S* Trouver la distance du lieu oi^ l'on est, à un point éloigné duquel on ne peut approcher.
4" Mesurer la largeur d'une rivière qu'on ne peut traverser.
K** Mesurer la distance qui sépare deux points éloignés.
6^ Mener, par un point donné , une perpendiculaire sur une droite dont on ne peut approcher.
7® Mesurer la hauteur d'un point inaccessible.
8® Mesurer la différence de hauteur de deux points inaccessibles.
9^ Mesurer la profondeur d'un trou.
10<* Traverser une montagne en suivant une ligne droite qui joigne deux points donnés des deux côtés de la montagne.
1 1" Creuser un puits sur une montagne , de manière qu'il aboutisse à une excavation souterraine déterminée.
12® Tracer le contour d'un rivage.
IS® Donner au terrain la forme d'un segment de sphère déterminé.
14® Donner au terrain une pente déterminée.
15® Mesurer un champ sans entrer dedans.
16® Le diviser en parties données par des droites partant d'un même point.
17® Diviser dans une raison donnée un triangle et un trapèze.
Page 45.
La première proposition du livre IV des collections mathématiques de Pappus est une propriété générale des triangles , que l'auteur présente comme une généralisation du théorème du carré de l'hypothénuse dans les triangles rectangles. On n'a pas encore remarqué que cette proposition est précisément, sous une autre forme, la propriété des parallélogrammes sur laquelle repose en mécanique la théorie des momens; laquelle propriété n'a été découverte qu'au commencement du siècle dernier par Varignon qui la présentée aussi comme « quelque chose de semblable à la proposition 47 du I®' livre des Élémens d'Euclide (celle du carré de l'hypothénuse) , n et l'a énoncée ainsi :
Si sur deux côiés contigus d'un paralléiogramtne y et sur la diagonale issue du même somnui qu'eux, on construit trois triangles ayant un sommet commun situé en un point quelconque du plan de la figure, la somme ou la différence des deux premiers triangles sera égale au troisième triangle, (Voir les Mémoires de l'académie des Sciences de Paris, année 1719.)
Déjà, long-temps auparavant, Varignon avait démontré, et avait employé en mécanique un théorème sur le parallélogramme , très-connu dans la Géométrie moderne , et qui n'est au fond que ce premier, sous un énoncé très-différent , savoir que : Si deux côtés contigus d^un parallé^ logramme et la diagonale issue de leur sommet commun, sont projetés sur une droite Quelconque, la projection de la diagonale sera égale à la somme ou à la différence des projections des deux côtés. (Voir Projet d'une nouvelle Mécanique, in-4® , 1687 , pag. 189.)
à qui FEorope fut redeTable d^on graud nombre de manuscrits grecs , en ayait plusieurs de Béron (rr>tr fol. 819 Terso). Ceux-ci se trouyent sans doute dans la bibliothèque de PEscurial, où est entrée la précieuse collection de Hendoia.
To«. XI. 69
Page (55. § 8.
Au nombre des géomètres qui , à l'imitation de Yiète , ont fait des transformations de triangles sphériques , il faut placer Albert Girard qui a fait aussi usage du triangle réciprûqtte , dans sa trigonométrie, imprimée en 1626, un an ayant celle de Snellius; mais ce géomètre a compris sous ce mot les quatre triangles différens formés par les arcs de cercle qui ont pour pôles les trois sommets du triangle proposé ; de sorte qu'il regarde comme réciproqueê d'un triangle donné, le triangle de Viète et celui de Snellius.
Ce Traité de Trigonométrie d'Albert Girard , qui est à la suite d'une table des sinus , tangentes et sécantes, est très-succinct, et néanmoins contient plusieurs choses intéressantes. Dans la préface on voit que l'auteur s'était occupé de V analyse géométrique des Anciens, et avait rétabli leurs traités dont les titres nous ont été transmis par Pappu»^ il dit , à ce svjçt , qu^après ce petit Traité de Trigonométrie , (( qu'il donne comme échantillon , il mettra au jour quelque chose de plus grand. »
Page 68* § U.
Fermât avait écrit sur les Lieux à la surface,
Mersenne nous l'apprend en ces termes : Omitto locos ad superficiem, cujus isaffogem vir idem Cl. (Fermatius) amicis comtnunem fecii, et alia quœ utinam ah eo tantutn impetremus. (Voir Universœ Geometriœ mixtœque mathematicœ synopsis, in-4®, 1644, p. 888).
Page 81. § 27.
Nous avons dit que Desargues avait proposé la question de couper un c6ne à base elliptique , hyperbolique ou parabolique , suivant un cercle , et que Descartes en avait donné une solution fondée sur les principes de sa Géométrie analytique. Nous aurions dû ajouter que Desargues avait résolu aussi ce problème , par une construction graphique ^. Ce que nous voyons dans la préface de la Synopsis universœ Geometriœ du P. Mersenne. Desargues réduisait ce problème à la recherche de l'axe principal du cône , c'est-à-dire de celui qui jouit de la propriété qu'un plan qui lui est perpendiculaire coupe le cône suivant une ellipse qui a son centre sur cet axe. 11 construisait cet axe en employant deux lignes dont il déterminait autant de points qu'il voulait. Mersenne ne dit pas quelles étaient ces lignes : c'étaient probablement des sections coniques.
Après avoir déterminé les sections circulaires du cône , Desargues s'en servait pour résoudre différens autres problèmes , tels que de couper le cône suivant une conique semblable à une conique donnée, ou qui satisfasse à la condition que le plus grand angle que fassent deux diamètres conjugués soit de grandeur donnée.
1 Archimède a résolu ce problème pour le cas où le sommet du cône est dans le plan mené par Tun des diamètres principaux de la conique perpendiculairement à son plan} ce qu'on -voit par les propositions 8 et 0 du livre des Sphéroïdes et des Conoïdes.
Ces propositions montrent aussi qu'Archimède ayait déjà , avant Apollonius , considéré le cône oblique à base circulaire ; mais néanmoins c'est Apollonius qui , le premier, a étudié la théorie des coniques dans le cône oblique.
Desargues résolvait encore ce problème , le plus général , dit Mersenne , qu'on puisse se proposer sur cette matière :
Étant donnés un cane à base elliptique ^ parabolique, ou hyperbolique , et un plan êécant , déterminer, sans construire la courbe d'intersection du cône par ce plan, ses diamètres conjugés faisant entre eux un angle de grandeur donnée, ses tangentes, ses ordonnées, ses paramètres, et les autres principales lignes de cette courbe.
Desargues fait lui-même mention d'un problème de cette nature , à la fin de son livret sur la perspective, compris dans le Traité de Perspective, arrangé par Bosse (in-8*», 1648; voir p. 8i4) ; où il s'exprime ainsi :
j^yant à pourtraire une coupe de cône plate , y mener deux lignes dont les apparences soient les essieux de la figure qui la représente»
C'est-à-dire; une conique étant mise en perspective, trouver sur son plan les deux droites qui seront , en perspective , les deux axes principaux de la perspective de la conique.
£n6n nous voyons encore dans la préface de la Synopsis de Mersenne , que Desargues avait composé un traité complet sur l'angle solide oh il résolvait ces quatre problèmes :
1^ Étant donnés les trois angles plans, trouver les trois angles dièdres;
^ Étant donnés deux angles plans et un angle dièdre , trouver l'autre angle plan et les deux autres angles dièdres;
8<* Étant donnés un angle plan avec deux angles dièdres, trouver les deux autres angles plans ^ et le troisième angle dièdre;
k^ Enfin , étant donnés les trois angles dièdres , trouver les trois angles plans.
Mersenne ajoute que Desargues formait un second angle trièdre , dans lequel les angles plans étaient les supplémens des angles dièdres du premier, et réciproquement. Ce qui réduisait les quatre problèmes à deux.
C'est, comme on voit, l'angle trièdre supplémentaire, qui répond au triangle supplémentaire de la trigonométrie sphérique que Snellius avait imaginé quelques années auparavant, dans son Traité de Trigonométrie. Et quant aux problèmes, ils constituent une solution graphique de la trigonométrie sphérique. C'est ce qu'on a appelé depuis la solution de la pyramide triangulaire. Ils forment aujourd'hui un chapitre des Traités de Géométrie descriptive et sont d'un fréquent usage dans les applications de cette science , principalement à la coupe des pierres. (Voir le Traité de Géométrie descriptive, de M. Hachette, et le S" cahier du 1"' volume de la Correspondance polytechnique.)
Pagi 88. § 28.
M. Poncelet a donné, comme correspondant, dans la Géométrie à trois dimensions, au théorème de Géométrie plane de Desargues , le suivant : Quand deux tétraèdres ont leurs sommets placés deux à deux sur quatre droites concourantes en un même point, les plans de leurs faces se coupent deux à deux suivant quatre droites qui sont dans un même plan. (Traité des Propriétés projectives, art. 582.) Ce théorème peut être généralisé de cette manière :
Quand deux tétraèdres ont leurs sommets placés deux à deux sur quatre droites qui sont les génératrices d'un même mode de génération d'un hyperboloïde à une nappe, leurs faces se coupent deux à deux suivant quistre autres droites qui sont les génératrices d'un second hyperboloïde.
Page 95.
Od trouve dans les lettres de Descartes de nombreux passages relatifs à la Géométrie. Son volume d'Optiscula posthuma (Amst. 1701 , in-4°) , contient aussi quelques morceaux de Géométrie. Il est à regretter que l'on n'ait pas encore songé à réunir tous ces passages épars, et à les comprendre dans une des nombreuses éditions que Ton a faites de la Géométrie de Descartes.
Nous nous bornerons ici à remarquer dans ses lettres, une méthode particulière, qu^ ce célèbre philosophe a imaginée pour résoudre un problème, alors fort agité entre lui et ses illustres contemporains Fermât , Roberval et Pascal ; le problème de la tangente à la cycloïde. Cette méthode , qui a eu alors une grande célébrité , était d'une simplicité extrême , et convenait aux cycloïdes accourcies et allongées , comme l'a très-bien vu Descartes , et même à toutes sortes de roulettes, décrites par un point du plan d'une courbe quelconque qui roule sur une autre courbe fixe. Elle consiste à regarder les deux courbes comme deux polygones d'une infinité de c6tés. Ces polygones sont en contact suivant un côté commun , et conséquemment ont à chaque instant deux sommets communs ; pendant un mouvement infiniment petit le premier polygone tourne autour d'un de ces deux sommets qui reste fixe ; le point décrivant engendre donc un arc de cercle qui a son centre en ce sommet fixe ; la normale à cet arc de cercle , qui est un élément de la roulette décrite , passe donc par ce sommet.
Cette méthode , qui diffère essentiellement de toutes les autres méthodes pour mener les tangentes , est d'une simplicité extrême , et a toujours été employée depuis. Mais , à raison sans doute de cette simplicité même, elle n'a point attiré autant l'attention des géomètres qui n'en ont fait usage que dans la même question , en se bornant seulement à l'étendre aux épicycloïdes sphériques. En reconnaissant ce que cette méthode a de distinctif et de spécial par rapport aux autres solutions du problème des tangentes , il était naturel de chercher si le principe sur lequel elle reposait n'était pas susceptible de quelque généralisation qui le rendrait applicable à d'autres questions.
Le théorème suivant nous parait offrir la généralisation de celui de Descartes :
Quand une figure plane éprouve un mouvement infiniment petit dans son plan, il existe toujours un point qui, pendant ce mouvement, reste fixe;
Les droites menées par les differens points de la figure, perpendiculairement aux trajectoire qu'ils décrivent pendant le mouvement infiniment petit, passent toutes par ce point fixe.
D'après ce théorème , quand une courbe est décrite par un point d'une figure en mouvement dans son plan , il suffira , pour mener sa normale par le point décrivant , de déterminer le point qui restera fixe au moment du mouvement où le point décrivant aura la position qu'on considère. Ce point se déterminera par les différentes conditions du mouvement de la figure.
Par exemple , si l'on connaît le mouvement de deux points de la figure , on mènera par ces points les normales aux courbes qu'ils parcourent , le point d'intersection de ces deux normales sera le point cherché.
Ainsi , qu'une droite de longueur donnée se meuve de manière que ses deux extrémités parcourent deux droites fixes , on sait que chaque point de la droite , et même que chaque point pris au dehors de la droite , mais fixé invariablement à elle , décrit une ellipse. Pour déterminer la normale à cette courbe, on mènera les normales aux deux droites fixes par les extrémités de la droite mobile ; ces deux normales se rencontreront en un point par oh passera la normale cherchée.
Le mouvement de la figure mobile peut être réglé par diverses autres conditions qui permettraient encore de déterminer très-aisément le point en question.
Soit , par exemple , la conchoïde de Nicomède décrite par un point d'une droite dont Fextrémité parcourt une droite fixe , pendant que cette droite mobile glisse sur un point fixe. Considérant la droite mobile dans une de ses positions ^ par le point fixe on lui mènera une perpendiculaire , et par son extrémité on mènera une droite perpendiculaire à la droite fixe ; le point de concours de ces deux perpendiculaires sera le point cherché par lequel passera la normale à la conchoïde.
Nous ne passerons point en revue ici toutes les autres conditions diverses du mouvement de la figure mobile pour lesquelles on saura déterminer le point en question, ni toutes les courbes auxquelles il sera facile par ce moyen de mener les tangentes.
Ce qui précède suffît pour faire voir que le théorème que nous avons énoncé est une généralisation de ridée de Descartes au sujet de la tangente à la cycloïde , et qu'il constitue une véritable méthode des tangentes , méthode difierente de toutes les autres , et même de celle de Roberval , quoiqu'elle repose comme celle-ci sur des considérations de mouvement. Mais on conçoit que cette méthode, si facile, sera aussi comme celle de Roberval, bornée dans ses applications , puisqu'elle suppose qu'on connaît les conditions géométriques du mouvement d'une figure de forme invariable , à laquelle appartient le point décrivant. Cependant elle s'applique à un grand nombre de courbes particulières et à des familles entières de courbes.
Les usages de notre théorème ne se bornent pas à la simple Géométrie ; il peut être utile aussi en mécanique pour le calcul des forces vives : car il en résulte que les forces vives des difierens points de la figure mobile sont proportionnelles aux carrés des distances de ces points à celui qui , pendant l'instant oii l'on considère le mouvement, est resté fixe : il suffit donc^ ce point étant déterminé , de connaître la force vive d'un autre point quelconque de la figure. M. Poncelet nous a appris qu'il avait fait un tel usage de ce théorème dans plusieurs questions sur les machines, oin l'on n'avait point jusqu'ici de méthode géométrique pour le calcul des forces vives.
En énonçant le théorème en question , il y a quelques années (voir Bulletin Universel des Sciences, t. XIV) , nous l'avons présenté comme un cas particulier d'un théorème sur le déplacement fini quelconque d'une figure plane dans son plan , et même d'un théorème encore plus général relatif à deux figures semblables , situées d'une manière quelconque dans un plan. Mais ces théorèmes dépendent eux-mêmes d'un principe encore plus général , que voici :
Si l'on conçoit dans un plan deux figures qui ont été primitivement la perspective l'une de l'autre j et qui se trouvent actuellement placées d'une manière quelconque l'une par rapport à l'autre;
Chaque point de Pune des figures aura son homologue dans l'autre figure;
Il existera généralement trois points dans l'une des figures qui se trouveront superposés respec^ tivement sur leurs homologues dans la seconde figure;
Vun de ces trois points sera toujours réel; les deux autres pourront être imaginaires,
11 résulte de là qu'il y a aussi trois droites dans l'une des figures , qui se trouvent superposées sur leurs homologues dans la seconde figure ^ ce sont les droites qui joignent deux à deux les trois points.
L'une de ces droites est toujours réelle , et les deux autres peuvent être imaginaires.
Quand les deux figures sont semblables^ ce qui est un cas particulier de la perspective^
deux des trois points , et deux des trois droites sont toujours imaginaires ; le troisième point est réel ; la troisième droite est aussi réelle ; mais elle se trouve située à Finfini.
Cela a lieu pareillement quand les deux figures sont égales entre elles.
Ces propriétés des figures planes ont leurs analogues dans les figures à trois dimensions, pour lesquelles j'ai dé^lt énoncé quelques théorèmes qui se rapportent à cette théorie. ( Voir Bulletin Universel des Sciences , t. XIV, p. 821 , année 1830.)
Page 98. § 4.
Les Arabes se sont occupés aussi de la description organique des courbes , et particulièrement des sections coniques. Nous le voyons par le titre des trois ouvrages suivans qui se trouvent dans la bibliothèque de Leyde :
P Ahmed hen Ghalil Sugiureus De conicarum sectionum descriptione ;
â° Abu Schel Cumœus De circino perfecio , quo etiam sectiones conicœ et aliœ lineœ curvœ descrihi possunt;
8" Mah. hen Husein De circino perfecto et formatione linearum. (Voir Catalogus librorum tant impressorum quam manuscriptorum hihliothecœ puhlicœ universitaiis Lugduno BatavWy infolio, 1716 , p. 454 et 4S8. )
Page 119.
Parmi les pratiques nouvelles que contenait la Gnomonique de De la Hire , il en est une que nous aurions dû citer , parce qu'elle repose sur des considérations géométriques qui rentrent dans les doctrines de la Géométrie moderne. '
11 s'agit de la construction des lignes horaires , en se servant de quelques-unes d'entre elles , qui sont déjà tracées. De la Hire résout trois questions :
Dans la première il suppose connues sept lignes horaires consécutives ;
Dans la seconde , 4 heures consécutives et Téquinoxiale ;
Et dans la troisième , 8 heures consécutives , Téquinoxiale et l'horizontale.
Et il détermine les autres lignes horaires.
Soient connues, dans le premier cas, les sept lignes des heures consécutives X, XI, XII , l , II , III et IV. Voici quelle est la construction de l'auteur pour déterminer les cinq autres :
Par un point o de la ligne IV, on mène une transversale parallèle à la ligne X ; elle rencontre les lignes III, H, I, XII et XI en des points a, b, c^d, e; on porte sur cette transversale, de l'autre c6té du point o, des segmens oa\ ob', oc', od\ oe' égaux respectivement à oa, ob, oc, od, oe; et les points a', b\ c', d', tl appartiennent aux cinq heures cherchées.
En effet , les deux plans horaires X et IV sont à angle droit ; les deux plans horaires III et V sont inclinés également sur le plan IV, et conséquemment ces deux plans sont conjugués harmoniques par rapport aux deux premiers X et IV. Il suit de là que les deux lignes horaires III et V sont conjugées harmoniques par rapport aux deux lignes horaires X^ et IV : donc toute transversale rencontrera ces quatre lignes en quatre points harmoniques ; et conséquemment , si cette transversale est parallèle à la ligne X , les deux points oi!i elle rencontrera les lignes If I et V seront à égale distance de celui oii elle rencontrera la ligne IV. C. Q. F. P. '.
' Cette démonstration géométrique , que nous empruntons de TouTriige de De la Hire , est aussi rigoureuse
Nous ne rapporterons pas les pratiques de De la Hire pour les deux autres questions ; elles sont aussi simples que la première , et reposent aussi sur les principes de la Géométrie élémentaire qui rentrent dans la théorie des transversales.
Mais ces trois problèmes donnent naturellement lieu à une observation que je m'étonne qu'on n'ait pas faite dans les ouvrages qui les ont reproduits. Cette observation porte sur le grand nombre de données que prend De la Hire pour construire les lignes horaires inconnues. Dans le P' cas il en prend sept, dans le 2^ quatre, plus la ligne équinoxiale ; et dans le 8" trois, plus la ligne équinoxiale et la ligne horizontale ] ajoutez à cela que les lignes données doivent être consécutives.
Est-il besoin de toutes ces données ? Et quel est le plus petit nombre de lignes horaires qui soit suj£sant pour construire les autres?
La réponse à ces questions , c'est que trois lignes horaires quelconques suffisent pour déterminer toutes les autres , dont on peut donner une construction tout aussi simple que celle de De la Hire pour le cas de sept lignes horaires consécutives connues.
Voici quelle sera cette construction , qui va nous offrir une nouvelle application de la Théorie du rapport anharmonique , sur laquelle nous avons déjà cherché dans plusieurs passages de cet ouvrage à appeler l'attention des géomètres.
Désignons par a^b^ c les trois lignes données , qui répondent à des heures déterminées , mais quelconques , et qui seront même des fractions d'heure , si l'on veut. Soit d la ligne d'une 4" heure quelconque , qu'on veut construire au moyen des trois premières. Le rapport anharmonique de ces quatre droites sera égal à celui des quatre plans horaires dont elles sont les traces sur le plan du cadran. Ainsi soient À, B , G, D ces quatre plans, on aura
sin. cja ^ sin. d,a sin. C,k sin. D^A sin. cjb * sin. djb sin. G,B * sin. D,B
que brièTe ; cependant H. Delambre ne la regarde pas comme bien satisfaisante j et comme la pratique en question lui parait utile et curieuse , et mérite une démonstration en forme , il se propose de la démontrer de la manière la plus générale et la plus rigoureuse. {Hist. de Gastronomie au moyeu âye, p. 634.) Mais nous dcTons le dire , la démonstration de M. Delambre occupe près de deux pages de calculs , et assurément n^est pas plus rigoureuse que le court raisonnement de De la Hire.
Nous ne faisons point cette observation dans un esprit de critique} le nom et les traTaux de H. Delambre, son déTouement à la science et les recherches fastidieuses et pénibles auxquelles il s'est livré pour écrire son histoire de Pastronomie , ne trouTent en nous que respect et admiration. Hais notre remarque rentre essentiellement dans Fesprit qui a présidé à la composition de notre ouvrage ; parce qu'elle présente , d'une part, un exemple palpable des avantages que peut offrir souvent la voie géométrique ou du simple raisonnement , sur celle du calcul j et qu'elle montre ensuite cette direction qu'ont prise les études mathématiques, où Ton ne trouve plus de preuTes claires et convaincantes de la Térité en Géométrie , et de démonstration en forme , que dans une Térification par le calcul algébrique. Cette direction nouTclle est l'inverse de ce qui s'est fait dans tous les temps : chez les Grecs, où la Géométrie fat renommée pour la rigueur de ses démonstrations; chex les Hindous et les Arabes qui se rendaient compte des résultats de l'algèbre , par une démonstration géométrique j chez les Modernes , jusqu'au siècle dernier où lYewton et Maclaurin n'employaient le calcul qu'à regret et au point où il devenait indispensable.
Quelle est la cause de cette direction exclusive dans les études mathématiques ? Quelle sera son influence sur le caractère et les progrès de la science? Nous n'essaierons pas de répondre à ces questions, sur lesquelles on serait peut-être difficilement d'accord. Mais quelles que soient les opinions à leur égard, on ne discon-viendra pas du moins, qu'il serait utile que la méthode ancienne, suivie jusqu'au siècle dernier, con^ tinuàt d'être encouragée et cultiTée concurremment avec la nouvelle.
Les angles que font entre eux les quatre plans A , B , G , D sont connus , puisque ces plans correspondent à quatre heures déterminées ; le second nombre est donc une quantité connue n.
On voit donc déjà que notre équation servira à déterminer la direction de la ligne d, et qu'ainsi elle résout la question.
Pour en déduire une construction facile , menons arbitrairement une transversale qui rencontrera les trois lignes a, 6, c en des points a ^ C, yet appelons <rle point où elle rencontrera la ligne cherchée d. Le rapport anharmonique des quatre points a^ €j *y, <f sera le même que celui des quatre droites a , b, o, d; Téquation précédente se transformera donc en celle-ci :
ya êa. ^, êx 1 ya.
— : — ^ «; dou — = -. — •
yQ êQ <rC n yC
Le second membre est connu; cette équation fera donc connaître la position du point <fqui appartient à la ligne cherchée.
Cette solution devient d'une facilité extrême , si Ton mène la transversale parallèle à Tune des deux lignes a , b, & Ia première, par exemple , car alors on a -^ = 1 , et Téquation se réduit à
«/C=n .yC.
Le segment yC est connu , donc le segment <tC Test aussi ; le point J" et , par conséquent , la droite cl sont donc déterminés. Ainsi le problème est résolu. Et cette construction générale, qui ne fait usage que de trois lignes horaires quelconques , et qui sert pour en déterminer une quatrième aussi quelconque , est , comme nous l'avons annoncé , tout aussi simple que celle de De la Hire qui nécessitait la connaissance de sept lignes au lieu de trois.
Quant à la quantité n , qui n'est pas donnée directement , mais qui dépend des angles que les quatre plans horaires A , B , G , D font entre eux , il est facile d'en calculer la valeur graphiquement , sans faire usage des lignes trigonométriques qui entrent dans son expression. Pour cela 9 on mènera par un point 0 quatre droites OA', OB', OC', OD' faisant entre elles, deux à deux , des angles égaux à ceux des plans horaires ; ou tirera une transversale quelconque , qui rencontrera ces droites en quatre points a', ^, v', «f'; le rapport anharmonique de ces quatre points sera égal à celui des quatre plans ; de sorte qu'on aura
yV ^ rx' _
Telle est la valeur de n. On simplifie son expression, en menant la transversale parallèlement à l'une des quatre droites OA', OB', OC, 01)', à la première, par exemple, car on a
alors ^rr-r = 1 , et il vient
Page 161 , § 17.
La considération des épicycloïdes remonte très-haut , puisqu'elles ont joué un grand rôle dans le système astronomique de Ptolémée. Mais il ne parait pas que l'on ait jamais étudié géo^ métrîquement la nature et les propriétés de ces courbes. Albert Durer les a mises au nombre des lignes courbes qu'il a appris à décrire par points et dont l'usage pouvait être utile dans les arts de construction ; mais il n'en a point étudié non plus aucune propriété.
La première épicycloîde dont la nature ait été connue est due à Cardan ; c'est celle que décrit un point de la circonférence d'un cercle qui roule sur la concavité d'un cercle d'un rayon double. Cette ligne est, comme on sait, une droite. Cardan a démontré cette proposition dans son livre intitulé : Opuê novum de proportionibuê numerorum^ motHum, etc. (^Fotr Proposition 178, p. 186).
Ensuite Huygens a trouvé (en 1678) que la ligne enveloppe des ondes par réflexion, dans un cercle sur lequel tombent des rayons parallèles est une épicycloîde engendrée par un point de la circonférence d'un cercle qui roulerait sur la concavité du cercle éclairé ; ce cercle mobile ayant son diamètre égal au quart du diamètre de celui-ci. Huygens a donné la rectification et la quadrature de cette courbe (voir son Traité de la Lumière, chap. VI).
Vers le même temps , De la Hire a trouvé que la caustique de Tschirnhausen , formée par la réflexion dans un cercle éclairé par des rayons parallèles est aussi une épicycloîde , qu'on engendre en faisant rouler une circonférence de cercle sur la convexité d'un autre cercle d'un diamètre double de celui du cercle fixe.
Cette courbe est précisément la développée de celle de Huygens.
Ce sont là , je crois , les premières épicycloïdes dont on ait connu quelques propriétés géométriques. Ces courbes se sont présentées ensuite dans plusieurs autres questions de physique et de mécanique oili elles ont joué un râle remarquable.
Page 218.
Clairaut a considéré avant Euler les courbes que celui-ci appelle iineœ affines; il les regarde comme étant la projection l'une de l'autre, c'est-à-dire comme deux sections planes d'un même cylindre ; et il les appelle courbes de même espèce, 11 fait voir que les coordonnées d'un point de l'une rapportées à deux axes pris dans son plan, étant x et y, les coordonnées du point correspondant dans la seconde courbe , rapportées aux deux axes qui correspondent dans le plan de cette courbe aux deux premiers axes, sont de la forme X^Ad?, Y=^y.Ce qui montre que ces courbes de Clairaut sont les mêmes que celles d'Euler. (Voir Mémoires de V Académie des Sciences de Paris ^ année 1781.)
Page 265.
Un caractère propre des principes de dualité et d'homographie tels que nous les exposerons, et qui repose sur l'usage que nous y faisons du rapport anharmonique, c'est que, par la nature même de ce rapport, tous les théorèmes que nous obtiendrons s'appliqueront d'eux-mêmes, presque toujours , aux figures tracées sur la sphère. De sorte que ces deux théories offriront un
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moyen facile et naturel de transporter aux figures sphériques toutes les propriétés des figures planes , et de généraliser même les propriétés déjà connues des figures sphériques.
Le principe de dualité, par exemple, fera voir qu'une première figure étant tracée sur la sphère, outre la figure supplémentaire ^ la seule connue jusqu'ici comme jouissant de la propriété que , dMi. points et aux arcs de grands cercles de la figure proposée ^ correspondent, dans cette figure supplémentaire, des arcs de grands cercles et Ae» points y respectivement ; outre cette figure supplémentaire , dis-je, on en pourra tracer sur la sphère une infinité d'autres jouissant des mêmes propriétés ; et ce principe enseigne le mode de construction de ces figures , parmi lesquelles la figure supplémentaire n'est plus qu'un cas particulier.
Ainsi nous pouvons dire que les deux principes de dualité et d'homographie offrent une véritable méthode rationnelle pour appliquer aux figures sphériques les propriétés des figures planes, et , en un mot,- pour former la Géométrie de la sphère ; et cette partie de la science de l'étendue peut dès aujourd'hui faire de rapides et faciles progrès.
Pagi 282.
Les deux porismes de Géométrie plane que nous avons appliqués à la Géométrie à trois dimensions ont aussi leurs analogues sur la sphère. En voici les énoncés :
1"' porisme. Étant pris sur la ^hère deux points fixes PjP', et deux arcs qui ren&mtrei^ Varo PP' en E et E' ; et étant pris sur ces deux arcs y respectivement y deux points fixée O , (f ;
Si de chaque point d'un arc donné on mène deux arcs aux points P, P', qui rencontreront respectivement les deux arcs EO, E'O' en deux points a , a', on pourra trouver deux quantités A, /u, telles qu'on aura toujours la relation
sin. Oa sin. O'a'
sm. £a sm. £a
2* porisme. Etant menés sur la sphère deux arcs de grands cercles^ qui se rencontrent en S , et étant pris sur ces deux arcs respectivement deux points fixes Oy O';
Si autour d'un point donné de la sphère on fait tourner un arc qui rencontrera les deux arcs fixes en deux points a, a', on pourra trouver deux quantités X, /jl telles qu'on aura toujours la relation
sin. Oa sin. OV
-: TT "*" ^- ": TTT = /*•
sm. Sa sm. Sa
Pagi 294.
Depuis cpie la note VII , sur l'ouvrage De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio de Jean Ceva, était imprimée, a paru le 24« cahier du Journal de l'école Polytechnique , on se trouve un mémoire de M. Coriolis , intitulé : Sur la Théorie des momens considérés comme analyse des rencontres des lignes droites ^ qui a le même objet que cet ouvrage de Ceva. M. Coriolis y démontre , en peu de mots et sans calculs , par la théorie des momens , des théorèmes de la nature de ceux qui se trouvent dans la théorie des transversales de Carnot , mais qui présen-
tentune plus grande généralité. On y remarcpe particulièrement une démonstration de la double génération de Thyperboloïde à une nappe par une ligne droite.
Page S18.
A la suite de Tarticle (12) , ajouter :
(12 bis). Il suit du théorème (12) que si Ton a trois systèmes de deux points A, A', B, B' et €, C, conjugués harmoniques par rapport à deux poinU fixes E, F, les six poinU A, A', B, B', C, C seront en involution.
Car soitO le point milieu du segment £F , on aura
OA.OA' = OÊ", OB.OB' = ÔF , OC.OC = ÔE\ Donc les six points A, A', B, B', G, C forment une involution (art. 12).
Page 890, Abt. 27.
Dans un mémoire qui a pour titre : Recherches sur ce qu'il y a d'analogue au centre des forces parallèles^ dans un système à forces non parallèles^ M. Minding, docteur à l'université de Berlin, a démontré un théorème remarquable qui offre une nouvelle propriété des deux coniques excentriques d'une surface du second degré. Voici Ténoncé de ce théorème :
«( Les forces d'un système étant supposées telles qu'elles ne se fassent pas équilibrcy si on les fait tourner autour de leurs points respectifs d'application , sans déranger leurs inclinaisons mutuelles, il y a une infinité de positions du système dans lesquelles toutes les forces peuvent être remplacées par une résultante unique. La direction de cette résultante coupe toujours les contours d'une ellipse et d'une hyperbole situées dans deux plans perpendiculaires entre eux; ces deux courbes sont d'ailleurs dans de telles relations , que les foyers de l'une coïncident avec les sommets de Vautre,
)) Réciproquement j chaque droite qui joint un point de l'ellipse à un point de l'hyperbole , peut être considérée comme la direction de la résultante unique , pour une certaine position du système. » (Voir le Compte rendu des séances de l'Académie des sciences de Paris, par MM. les secrétaires perpétuels, année 1835, p. 282.)
En considérant les deux courbes en question comme les limites d'une série de surfaces du second degré toutes inscrites dans une même développable {voy. p. 897), on est conduit à penser que le théorème de M. Minding n'est qu'un cas particulier de quelque théorème plus général , dans lequel ces surfaces du second degré joueraient un râle analogue à celui de ces coniques.
Par exemple, au lieu de supposer que toutes les forces du système doivent prendre autour de leurs points d'applications des directions telles qu'elles aient une résultante unique , qu'on suppose que le couple minimum relatif à chaque position du système ait une valeur donnée (qui sera zéro dans le cas de la résultante unique), et qu'on demande quelle sera dans l'espace la position de l'axe de ce couple minimum ou axe central des momens. (Voir les Élèmens de sta-
tique de M. Poinsot, 6"** édition , p. 859), Le résultat de cette recherche offrira nécessairement une généralisation du heau théorème de M. Minding; et peut-être que les surfaces du second degré y joueront le rôle que nous venons d^indiquer.
Cette théorie d'un système de forces qui tournent autour de leurs points d'application , en conservant leurs grandeurs et leurs inclinaisons mutuelles , peut prendre une grande extension et donner lieu à plusieurs questions intéressantes , si Ton y introduit la considération de l'axe central des momens , au lieu de se borner au cas particulier d'une résultante unique. Par exemple :
1^ Que l'axe central des momens doive rester parallèle à une même droite ; quelle sera la surface cylindrique qu'il décrira ?
2^ Qu'il doive rester parallèle à un même plan ; quelle sera la surface courbe qu'il touchera dans toutes ses positions?
8^ Qu'il doive passer toujours par un même point; quelle sera la surface conique qu'il décrira ?
4** Qu'il doive être situé dans un plan donnné ; quelle sera la courbe qu'il enveloppera ?
Nous ne pouvons nous occuper dans ce moment de ce genre de recherches ; nous l'indiquons , dans l'espoir qu'il offrira de l'intérêt à quelques lecteurs.
Page S96 , § 45.
Depuis que cette Note est imprimée , je suis parvenu à la généralisation des deux théorèmes des §§ 41 et 43 , et j*ai reconnu , comme je l'avais pensé , que le second conduit à une démonstration purement synthétique et indépendante d'aucune formule d'analyse , du beau théorème sur l'attraction que deux ellipsoïdes dont les sections principales sont décrites des mêmes foyers , exercent sur un même point situé au dehors de leurs surfaces. Une telle démonstration avait paru à d'illustres géomètres devoir offrir des difficultés , et être peut-être au-dessus des ressources de la synthèse ^.
Les deux théorèmes généralisés peuvent se déduire des deux cas particuliers énoncés aux §§ 41 et 43^ au moyen d'un autre théorème qui est aussi une belle propriété des surfaces du second degré qui ont les mêmes coniques excentriques. Nous nous bornerons ici à l'énoncé de ce théorème :
Quand plusieurs surfaces du second degré A , A\ A*\ etc. , ont les mêmes coniques excentriques^ si autour d'un point fixe S on fait tourner une transversale qui rencontre l'une d'elles A en deux points a , a', et qu'en appelant D le diamètre de cette surface qui est parallèle à la corde aa' . on porte sur la transversale , à partir du point S un segment 5m égal à J" J^^,f ^ étant une constante, l'extrémité m de ce segment sera sur une surface du second degré Z, qui aura son centre au point 5;
Pour les autres surfaces A% A'\ etc., on formera semblablement ^ avec d'autres constantes «K, <^', etc., d'autres surfaces L% S", etc.;
Toutes les surfaces S, S', L", etc. , auront^ en direction, les mêmes axes principaux ;
Et on pourra prendre les constantes ê\ «f", etc., de manière qu'elles aient aussi les mêmes coniques excentriques.
» tegenàre, Mémoire sur l'attraction des ellipsoïdes , inêéré d%nè le» Mémoires de l'Académie des sciences, année 1788; voir page 486. — Poisson , IVote sur le mouvement de rotation d'un corps solide^ année 1834.
Page 459.
La formule
dont les arpenteurs romains se servaient pour calculer l'aire du polygone régulier de n côtés, est celle qui exprime les nombres polygonaux de Tordre (n — 2).
Ces nombres polygonaux étaient très-connus des Anciens ; on les trouve dans les ouvrages de Nicomaque , de Jamblique^ de Théon , de Diopbante , et dans l'arithmétique de Boèce , où ils occupent une grande place. C'est là l'origine de cette formule , employée par les écrivains latins , et qui n'a dû être regardée par eux que comme approximative. Mais l'approximation est très-grossière , et ne repose sur aucune considération vraiment géométrique.
Nous avons dit que Gerbert avait reconnu que la formule relative au triangle n'était pas exacte , et qu'il avait essayé de la démontrer conmie une formule approximative ; mais que son raisonnement aurait dû le conduire à l'expression
qui est véritablement la formule approximative : l'approximation est d'autant plus grande que l'unité linéaire prise pour exprimer le c6té a est plus petite.
Page 469.
Les mots pagina et paginuia que nous avons traduits par le mot colonne , ce qui nous a conduit à un sens clair du texte de Boèce , sont employés par cet auteur dans le chapitre XVI du 4" livre de son Traité de la Musique , oili ils ont évidemment cette même signification ; les colonnes étant décrites , et indiquées dans la figure et dans le texte par des lettres.
Nous trouvons encore une signification à peu près semblable des mots pagina et paginuia dans une pièce sur l'astronomie, oii ils sont employés pour exprimer l'intervalle entre deux cercles concentriques , dans la description d'un astrolabe. Cette pièce se trouve dans un manuscrit du XI" siècle , à la suite de la lettre de Gerbert à Constantin , sur la construction d'une sphère céleste. (Manuscrits de la bibliothèque de Chartres. )
Page 470.
Au lieu de cette phrase : « Peut-être, quand on aura voulu supprimer les colonnes , et ne pas s'astreindre à l'usage d'un tableau préparé pour ce genre de calculs , aura-t-on laissé seulement celles oiî se trouvaient des zéros , de sorte qu'alors deux petites lignes verticales (formant une colonne), auraient fait l'office du zéro.» II faut substituer celle-ci : u Peut-être, quand on aura voulu supprimer les colonnes , et ne pas s'astreindre à l'usage d'un tableau préparé pour ce genre de calculs, aura-t-on laissé seulement celles oii se trouvaient d,es places vides ^ de sorte qu'alors deux petites lignes verticales (formant une colonne) auraient indiqué une place vide^ et fait l'office du zéro actuel. »
Page 472.
Le Focabularium de Nestor Dionisyus donne au mot Ahactts la signification suivante : Tabella super qua decuplationes fiunt : Alxicus dicta est quin etiam ipsa decuplatio. (Edition de 1496 , Venise, in-folio.) Ce passage s'applique parfaitement à notre explication de VAhacus, et semblerait prouver qu'au XV° siècle la signification de ce mot n'était pas encore perdue , comme nous l'avons pensé déjà d'après un passage de la Bibliothèque historùde de Vignier.
Pa«b 476.
Cela prouve-t-il qu'ails aient ignoré absolument ce système indien ? C'est par une inadvertance , causée par la précipitation que nous avons mise dans la rédaction de cette dissertation qu'attendait l'imprimeur dont nous retardions à regret le travail , que nous nous sonunes servi de l'expression système indien, au lieu de dire système de rÀBActis* Il est évident que nous avons eu en vue seulement de prouver que l'assertion de Boèce n'était point inadmissible ; c'est-à-dire que le système de numération qu'il exposait, avait pu être connu des Pythagoriciens , comme il le dit : et ce système , nous le répétons , n'était pas précisément celui des Indiens , c'est-à-dire le n6tre actuel ; mais il n'en différait que par l'absence du zéro, et par l'usage nécessaire de colonnes qui marquaient la place des chiffres.
Ce système n'était au fond que la représentation écrite de la table à compter, connue chez les Romains sous le même nom ^Abacus, qui était formée de cordons placés parallèlement, sur chacun desqueb on pouvait faire glisser neuf boules , destinées à former des groupes qui représentaient les nombres 1,2,8, 4,5,6, 7 , 8 et 9 ; et les cordons exprimaient la nature des unités que ces groupes représentaient; le premier cordon était celui des unités simples; le second celui des dixaines ; le troisième celui des centaines , et ainsi de suite. '
On voit que VAbacus figuré n'était autre que VAbacus manuel ou palpable^ les colonnes représentaient les cordons, et les neuf caractères (ou chiffres) représentaient les neufs collections de boules que l'on pouvait former sur chaque cordon.
La transition de VAbacus manuel à VAbacus figuré, était donc naturelle, et n'exigeait aucun effort de génie ; on ne refuserait pas d'en faire honneur aux Romains , si Boèce ne l'attribuait pas à Pythagore. Et c'est ce nom de Pythagore qui donne lieu , aux yeux de quelques personnes, à l'objection la plus forte contre notre explication du passage de Boèce ; car on ne veut pas admettre qu'Ârchimède et Apollonius aient eu connaissance de ce système de numération qui leur eût donné l'idée de la valeur de position des chiffres.
Mais déjà plusieurs écrivains ont pensé que les Grecs, du temps même de Pythagore, ont connu la machine à compter, que nous venons de décrire sous le nom d^Abacus des Romains ; car cette machine est de la plus haute antiquité chez tous les peuples ^. Or, cette machine ,
' Cette machine est le suanpan des Chinois. Elle était en usage non-seulement dans plusieurs parties de TAsie, mais dans plusieurs autres contrées de la terre, ches les Étrusques, en Egypte, au Pérou, Voir le mémoire de M. Alex, de Humboldt, inséré dans le tom. IV du Journal de mathématiques de H. Crelle, pag. 206, sous le titre : Uber die lei verschiedenen Vôlkem ùhlichen Système von Zahlzeichen und ûber den Urspruny des Stelhnwerihes in den indischen Zahlen : c'est-à-dire , Sur les systèmes de chiffres usités ches les diff'érens peuples j et sur Vorigine de la valeur de position dans V arithmétique indienne.
On trouve cette machine , soit celle des Chinois , soit celle des Romains , représentée dans plusieurs on-
comme l^observe Tillustre M. de Humboldt ^ , est fondée sur ie principe de la valeur de position des signes représentatifs des nombres. Elle devait donc, tout aussi bien que VAhacus figuré ^ décrit par Boèce, donner à Archimède et à 'Apollonius l'idée de la valeur de position, idée , du reste , que ces deux grands hommes ont eue , puisqu'ils Font appliquée , comme nous Tavons dit , le premier à ses octades et le second à ses tétrades.
Page 516.
On a imprimé sous le nom de Sacro Bosco , un traité d^Algorieme^ intitulé : Algoriemus dotnini Joannie de Sacro BuscOf noviter impressum^ Venetiis, 1528, in-^"". Cet ouvrage n'est pas de Sacro Bosco , dont le traité d'arithmétique est écrit en vers ; mais il est le même que celui que Clichtovée a fait imprimer sous le titre : Opusculum de praxi numerorum quod Algorismum vacant.
Ce traité présente avec les autres une différence légère, mais qui mérite néanmoins d'être remarquée. C'est que l'auteur dit de placer un point au-dessus du chiffre des mille, pour le distinguer des autres ; puis semblablement^ un point sur ie quatrième chiffre après celui des mille ; et ainsi de suite sur les chiffres pris de quatre en quatre. Ce sont , comme on voit , les tétrades d'Apollonius qui sont réduites , dans le système actuel , à des tranches de trois chiffres , puisque nous dénommons un nombre par tranches de trois chiffres en nous servant des mois unités , mille, millions, billions, etc. Au point on a substitué des virgules qui séparent ces tranches de trois chiffres.
On trouve aussi ces tétrades marquées par un point , dans le Traité d'arithmétique de Purbach , Algorithmus G. Peurbachii in integris, Viennae, 1515, in-^*».
▼rages. ( Voir VeUer, Rerum augustanarum vindelicarum libri octo, Yeniae, 1603, in-folio, pag. 368. — La Loubère, Du royaume de Siam , Paris, 1601, 2 toI. in-ld. — Du Holinet, Le cabinet de la bibliothèque de S^^ Geneviève , Paris, 1602, in-folio, pag. 23. — E%f^tT , An Esplanation of the Elementary Charaetere ofihe Chinese ; Lond. , 1801 , in-folio.
' Voir le mémoire cité de H. de Humboldt.
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PREMIÈRE PARTIE
PREfCIPB DE DUALITE.
§ h^. Deux méthodes d suivre.
Nous avons dit^ dans notre cinquième Epoque^ que le Principe de Dualité j que nou$ énoncerons d'une manière absolue^ comme une propriété inhérente aux formes de l'étendue^ n'est qu'une déduction rationnelle d'un seul théorème de géométrie. Il paraîtrait donc natu* rel de commencer par démontrer ce théorème^ pour en tirer ^ comme une simple conséquence^ le principe en question. C'est en effet ce que l'on peut faire aisément. Mais si^ généralement^ une déduction d'une vérité fondamentale , offre moins de généralité que cette vérité
première^ de telle sorte que Ton ne puisse passer indifféremment de l'une à l'autre^ il n'en est pas ainsi du principe de dualité^ tel que nous allons le présenter. Ce principe comporte une si grand généralité, et il est d^une manière si précise Texpression ou la traduction du théorème en question, dans toute sa portée, que l'on peut passer du principe de dualité à ce théorème , avec la même facilité que du théorème au principe.
De là résulte qu'on peut suivre deux marches différentes, l'une conduisant directement au principe, et l'autre directement au théorème.
Dans la première, nous faisons usage de la géométrie analytique de Descartes, c'est-à-dire de la doctrine des coordonnées; la seconde se renferme dans les seules ressources de la géométrie pure des Anciens qui 5 de la sorte, auraient pu parvenir, avec leurs seules connaissances acquises, au principe de dualité.
Cette seconde manière de procéder serait plus logique, et plus conforme au but que nous nous sommes proposé dans cet écrit, la généralisation et l'accroissement des doctrines de la géométrie ; mais, bien que cette marche soit extrémememt simple, il nous faudrait cependant prendre d'un peu haut diverses considérations géométriques auxquelles on est moins accoutumé aujourd'hui qu'à l'emploi des formules de l'analyse. Pour nous conformer donc aux habitudes de la plupart des géomètres, et offrir une lecture plus facile, nous emploierons, pour le moment, la méthode analytique. Ainsi nous démontrerons directement le principe de dualité, et nous en conclurons le théorème unique de géométrie, dont ce principe n'est que l'expression.
Nous donnerons dans un autre écrit, oh nous présenterons la théorie et diverses applications du rapport anharmonique , la démonstration directe, purement géométrique et indépendante de la doctrine des coordonnées, du» théorème général en question. Cette démonstration, quand les voies seront préparées, sera plus briève et plus facile que la marche analytique que nous allons employer pour le moment.
§ II. Méthode analytique. — Propositions préliminaires.
(1) Théorème I. Si l'on conçoit dans F espace un plan mobile , déterminé dans chacune de ses positions par une équation rapportée à trois axes coordonnés quelconques des x, y et z; et que les paramètres de cette équation contiennnent , au premier degré, les coordonnées dun point que nous appellerons directeur ;
1^ Quand ce point parcourra un plan, le plan mobile tournera autour d^un point fixe ;
2° Quand le point parcourra une droite, le plan mobile tournera autour dune seconde droite ;
3^ Quand le point parcourra une surface courbe, le plan mobile roulera sur une autre surface courbe;
Si la première surface est du second degré , la seconde sera aussi du second degré ;
Et si la première surface est géométrique et du degré m, la seconde surface sera aussi géométrique, et telle que par une droite quelconque, on pourra lui mener m plans tangens.
En efTet soient x', y\ z', les coordonnées du point directeur, l'équation du plan mobile sera de la forme
(1) Xa?' -f- Yy'-HZV = U;
X, Y, Z et U étant des polynômes de la forme ax + by '^r cz — d, où les coordonnées courantes x, y, s n'entrent qu'au premier degré. Soit
(2) La? -f- My -4- N» = 1
l'équation du plan que parcourt le point directeur; L, M, N étant des constantes. Les coordonnées a?', y', s' de ce point auront entre elles la relation
(8) La?' H- My' ^- NV = 1.
On voit aisément que les valeurs des trois coordonnées x, y, z , tirées des trois équations suivantes :
X = LU, Y = MU, X = NU
déterminent un point qui se trouve sur le plan mobile dans toutes ses positions. Car si on substitue ces coordonnées dans Féquation (1) du plan mobile , il en résultera Féquation Lx' + My' + Njs' = 1 , qui est identique^ puisqu'elle n'est autre que Téquation de condition (3).
Ainsi le plan mobile^ dans toutes ses positions^ passe par un point fixe^ dont les coordonnées sont déterminées par les trois équations (4); ce qui démontre la première partie du théorème.
Appelons ce point fixe le pôle du plan que le point directeur a parcouru.
Quand le point directeur parcourt une droite, qu'on imagine deux plans passant par cette droite ; le point directeur se mouvra dans ces deux plans en même temps; le plan mobile passera donc par deux points fixes qui seront les pôles de ces plans ; ce plan mobile tournera donc autour de la droite qui joint ces points ; ce qui est la seconde partie du théorème.
Si le point directeur parcourt une surface courbe A, le plan mobile enveloppera une seconde surface courbe A'.
Supposons la surface A géométrique et du degré m : une transversale menée arbitrairement la rencontrera en m points ; à chacun de ces points^ considéré comme point directeur^ correspondra un plan tangent à la surface A'; ces plans tangens^ qui seront en nombre m, passeront tous par une même droite ( d'après la seconde partie du théorème) ; la surface A' admettra donc m plans tangens passant par une même droite quelconque.
Si la surface A est du second degré , la surface A' sera donc aussi du second degré ; ce qui démontre les deux dernières parties du théorème.
(2) La surface A' , qui est l'enveloppe du plan mobile^ quand le point directeur parcourt la surface A^ peut être déterminée d'une seconde manière^ par points^ au moyen du théorème suivant:
Théorème IL Quand le point directeur parcourt une surface courbe A, la surface enveloppe du plan mobile est le lieu géométrique des pôles de tous les plans tangens à la surface A ;
Et le point oie le plan mobile, dans une de ses positions, touche
cette surface enveloppe y est le pôle du plan tangent à la surface A, mené par le point directeur auquel correspond cette position du plan mobile.
En effet, pour obtenir le point où le plan mobile, dans une de ses positions, touche sa surface enveloppe A', on regarde ce point comme rintersection de ce plan tangent et de deux autres plans tangens infiniment peu différens ; or ces trois plans correspondent à trois positions du point directeur infiniment voisines, c'est-à-dire à trois points d'un élément de la surface A, lesquels sont sur son plan tangent. Le point de contact du plan mobile et de la surface A' est donc le pôle de ce plan tangent à la surface A ; ce qui démontre^ en même temps y les deux parties du théorème énoncé.
(3) Remarque. Ce théorème sera très-utile pour construire, par points, la surface enveloppe du plan mobile, quand le point directeur parcourra une surface donnée A.
Car il suffira de mener les plans tangens de la surface A, et de chercher leurs pôles ; ce seront les points de la nouvelle surface. Or ces pèles se déterminent aisément, car soit La? + My -|- Njs = 1 l'équation d'un plan tangent à la surface A, les coordonnées de son pôle seront données par les trois équations linéaires
X = LU, y=:MU, Z = NU.
Ce moyen de construire par points la surface enveloppe du plan mobile^ sert aussi pour trouver immédiatement l'équation de cette surface, sans recourir au calcul différentiel, ordinairement indispensable dans les questions de surfaces enveloppes.
Car le calcul se réduira à éliminer entre les trois équations que nous venons d'écrire, et l'équation de la surface proposée A, les coordonnées x\ y\ js' appartenant à cette surface; l'équation résultante en X, Y, Z, qui sont des fonctions des coordonnées a;, y, js? de la surface enveloppe du plan mobile, sera précisément l'équation de cette surface.
Supposons, par exemple, que le point directeur parcourre la sur-
face du second degré représentée par l'équation
A^' ^ By' ^ Ca" -f- 2 (Dar -f- Ey -f- fz) = K;
l'équation du plan tangent au point (a^' , y' ^ 2' ) de cette surface sera
a:(Aar' ^ D) -H y (By' -f- E) ^- s (Cs' -f- F) = K — (Dj?' -h Ey' -h Fa').
Les trois équations de condition ci-dessus seront donc
X [(K — (Dip' 4- Ey' ^ Fa')l = (Aa?' -f- D). U , Y [(K -^ (Da/ + Ey' ^ F*')] = (By' -f- E) U , Z [(K — (Dx" -♦- Ey' -+- Fa')] = (CV h- F) U.
Il suffit d'éliminer x^ ^y' , z' entre ces trois équations et la suivante
A*" + By" + Cs" + 2 (D:r' -f. Ey' h- FV) =:= K.
Le résultat
X' Y' Z'\/ D^ E» F'\ / , LD ME NFV
'\ / . LD ME NFV
est l'équation de la surface enveloppe. Cette équation est du second degré ^ puisque X^ Y^ Z sont des fonctions linéaires des coordonnées courantes x^y^z.
(4) Théorème IIL Quand le point directeur se meut à rinfini, le plan mobile tourne autour dun point fixe , comme si le point directeur parcourait un plan.
En efiet^ si le point directeur est situé à l'infini sur une droite ayant pour équations
j? = aj5, y = fca,
on aura
et l'équation (1) du plan mobile^ correspondante à cette position du point directeur, deviendra
(aX^fcY^Z)V=:U.
Or j3' est infini; cette équation se réduit donc à
aX ^ fcY ^ Z = o.
Telle est l'équation du plan mobile^ dans sa position correspondante au point directeur situé à l'infini sur la droite dont nous avons posé les équations.
Ce plan passe évidemment par le point dont les coordonnées x^y^z sont déterminées par les trois équations
Donc^ dans quelque position que soit situé ^ à l'infini, le point directeur, le plan mobile passera par le point fixe que déterminent ces trois équations ; comme si le point directeur parcourait un plan. C. Q. F. D.
(5) Si l'on cherchait à déterminer ce plan, il faudrait mettre dans les trois équations (4), à la place àex^tfy z^ leurs valeurs tirées des trois équations ci-dessus; on aurait ainsi les valeurs des coefficiens L, M^ N correspondantes à la position de ce plan. Or ces équations deviennnent
LU = 0, MU = 0, NU =5 o;
U n'est pas nulle, puisque c'est une fonction à^ x, y, z, qui est devenue, un nombre par la substitution des valeurs de ces coordonnées; il faut donc qu'on ait
et dès lors l'équation Lar+ My + Ns = 1 représente un plan situé à l'infini, et indéterminé de direction.
Nous pouvons donc énoncer, avec M. Poncelet^ cettef idée paradoxale ^ mais d'une justesse mathématique :
L'espace indéfini a pour enveloppe une surface plane. ( Traité
DES PROPRIÉTÉS PROJECTIVES, p. 373 ).
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(6) Théorème IV. Quand le point directeur prend quatre posir tions a, b, c, d, en ligne droite y le plan mobile prend quatre positions correspondantes^ que nous désignons par \, B, C, D;
Ces quatre plans passent par une même droite , et leur rapport anharmonique ^ est égal à celui des quatre points a^ b ^ c ^ d ; c^est-^àr dire que Von a
sin. C,A ^ sin. D,A ca ^ da 8În. G,B * 8in. D,B cb * db
En effets les quatre plans A^ B^ C^ D passent par une même droite, puisque les quatre points a^b^ c, c/sont en ligne droite; par conséquent si on tire une transversale quelconque qui rencontre ces quatre plans aux points «^ &y y^ f, on aura
ya ^
sin.
sin.
rc'
dC
sin.
sin.
Il sufl&t donc de prouver que le premier membre de cette équation est égal au second membre de l'équation ci-dessus.
Pour cela, soient f , v, ç, les coordonnées d'un point fixe K , pris sur la droite des quatre points a^ b, c, rf; et soient r' , r" ^ r"', r^^, les distances de ces quatre points au point K; leurs coordonnées seront
y' sss y + nir' , I p«i|ir le point a ; ,' = Ç + nr'; \
y" = y H- wr" , \ pour le point h;
«" = Ç + fi*^'; (
y"' sss= y + mr^" , / pour le point c ; a"' = Ç ^ nr'"; )
et . ariv = ç ^ Ifrr ^
yiv es y ^ mrïv , \ pour le point d ; ««▼ 6=; Ç H- nf^;
' Nous avons donné dans la Note IX la définition du rapport anharmonique de quatre poiots, ou de quatre plans.
l^m,n étant les quantités angulaires qui déterminent la direction de la droite ab.
L'équation du plan mobile^ dans sa position A ^ correspondante au point directeur a , est
XÇ ^ Yv -f. ZÇ — U + (/X ^ mY H- «Z) r' = o.
soit p' la distance du point E au point où ce plan rencontre le droite ab ; les coordonnées de ce dernier point seront de la forme
elles doivent satisfaire à l'équation du plan; les y mettant^ on aura une équation qui donnera la valeur de/>\ Cette équation sera évidemment de la forme
P, Q, R, S étant des fonctions de f, v, ç, /, w, n.
Les distances /)",/>'", p^, du point K aux points où les trois autres plans B^ C^ D rencontrent la droite ah^ seront données parles équations semblables
P ^ Q/' H- (R -h s/' )f'' =0y p + Qpiv H- (R -f- S/ji^ )f^=o.
De ces équations^ on tire
r—p" r'^^f" Q-t-Sr' '
P^'^ — p' _ r»v-~f^ Q ^ Sr"
/»»▼—/' ~ t'y^f'' ' Q-i-Sr' *
D'où
/'_/ ^iy_^' /"-/ ^ nv-r'
équation qui démontre le théorème énoncé.
(7) Remarque. L'équation P + Q/)' + (R + S/»' ) r' = o fait Toir que : sur une droite quelconque, il se trouve en général deux points qui, regardés comme deux positions du point directeur ^ donnent deux plans mobiles qui passent par ces points respectivement.
En effets si on yeut que le plan A^ correspondant au point a, passe par ce' points on aura^ dans l'équation ci-dessus^ />' = ^^ et elle deviendra
Les deux racines de cette équation détermineront les deux points en question sur chaque transversale.
En général, quand le plan mobile passe par son point directeur ^ ce point a pour lieu géométrique une surface du second degré.
En effet Téquation du plan mobile est
si ce plan passe par le point directeur, cette équation sera satisfaite quand on mettra x' ,y' , z' k la place de x, y, z, dans X, Y, Z et U. Mais alors on aura une équation du second degré; cette équation représentera donc une surface du second degré sur laquelle sera le point directeur ; ce qui démontre le théorème.
Il faut observer, cependant, que si l'équation du plan mobile était telle qu'en y faisant x=x', y^y',z=z', on la rendît identique, ce qui est possible, ainsi que nous le verrons (155), le plan mobile passerait constamment par le point directeur.
(8) Théorème V. Étant données cinq positions du point directeur, on pourra prendre arbitrairement dans V espace cinq plans qui seront les cinq positions du plan mobile, correspondantes respectivement à ces cinq points.
En effet soient x' ^ y', s' les coordonnées d'un des cinq points donnés, et
l'équation du plan qui doit correspondre à ce point.
Cette équation doit être identique à Féquation générale du plan mobile^ que nous avons représentée par
Xy^.Yy'■4-Za' = U.
X, Y, Z et U sont des fonctions linéaires àe x, y , z de la forme
\ css ax -^ hy -^ Ci — rf,
Y == a'* ^- Vy -f- c'% — d' ,
Z = a"x H- fc"y H- c"% — d" ,
U = a'"x 4- 6'"y h- c'"s — rf'".
D'après cela^ l'équation générale du plan mobile est
(ax^hy^-cz-^d) af -4- (a'x h- b'y ^c'z^d')y' ^ (a"ir -♦- fc"y -h c"a — rf")a' = (o"'ar 4- fc'"y h- c'"« — d'" ) ; OU
(as'-Hoy H-a'V— a'")âf -f- (fti?' ^ fcy -*- r«' — fc'") y -f- (car'-f- cy h- c'V — c'")^ = ((te' -f- dy + d'V — d'").
Pour que cette équation soit identique à l'équation particulière du plan donné ^ il faut qu'on ait les trois équations de condition
ax" -f. a'y' -f- a"a' — a'" = P (d;r' ^ rfy ^ rf'V — d'") , i&i;' + fcy -f- fc"«' — fc'" = Q (rfx' H- rfy + d"«' — rf"'), ex" -*- cy H- c"«' — c'" = R ((te' -H (^y -f- d*'s' — rf'").
Pour chacun des quatre autres plans donnés^ on aura trois équations de condition semblables à celles-ci^ et où entreront les coordonnées du point auquel correspond ce plan. On aura donc en tout quinze équations de condition , qui serviront à déterminer quinze des seize coefficiens a^ b, c, d, a\ etc.; et comme ces cofficiens n'entrent qu'au premier degré dans ces quinze équations^ leurs valeurs seront toujours réelles^ et s'obtiendront facilement. Le théorème est donc démontré.
On voit par la forme des quinze équations ^ qui n'ont pas de termes connus^ que le seizième coefficient restera indéterminé. Car on peut diviser ces quinze équations par l'un des seize coefficiens.
(9) Le théorème I conduit à une proposition de Géométrie analytique dont nous aurons occasion de faire usage ( § XVII ) ; la voici :
Quand les coejficiens des trois coordonnées y dans V équation d'un plan mobile^ sont variables et ont entre eux une relation du premier degré ^ ce plan passe constamment par un point fixe;
Si ces coefficiens ont entre eux une relation du second degré, le plan enveloppe une surface du second degré ;
Etj en général, si ces coefficiens ont entre eux une relation du degré m , le plan enveloppe une surface géométrique à laquelle on peut mener m plans tangens par une même droite.
En effet, soient x\y\ z', les trois coefficiens de l'équation du plan mobile ; cette équation sera
chaque système de valeurs de x' ^ y\ z' déterminera un plan.
Mais on peut regarder ces trois variables comme les coordonnées d'un point, et la relation donnée entre elles représentera une surface, lieu géométrique de ce point; le théorème énoncé est donc une conséquence du théorème I.
§ III. Démonstration du Principe de Dualité.
(10) Nous diviserons ce principe en deux parties, dont la première est relative à la corrélation des relations descriptives des figures; et la seconde à la corrélation de leurs relations de grandeur, ou métriques.
Première partie. Lorsqu'une figure de forme quelconque est donnée ^ on peut toujours former, dune infinité de manières, une autre figure , dans laquelle les points, les plans ^ les droites, correspondront respectivement à des plans, à des points, à des droites de la première figure;
Les points situés sur un même plan, dans F une des deux figu-
resy auront four correspondans des plans passant tous par le point qui correspond à ce plan ;
Les points situés sur une même droite, dans l'une des deux figures y auront pour correspondans , dans Vautre figure^ des plans passant par la droite qui correspondra à la première ;
Les points situés sur une surface courbe y dans la première figure^ auront pour correspondans y dans la seconde^ des plans tangens à une autre surface courbe^ et les plans tangens à la première surface y en ces points, auront pour correspondans précisément les points de contact des plans tangens à la seconde surface ;
Enfin, tous les points situés à V infini, considérés comme appartenant à la première figure y seront regardés comme situés sur un même plan, et tous les plans qui leur correspondront passeront par un même point , qui correspondra à ce plan situé à tinfinù
Ce sont ces deux figures que nous appellerons corrélatives.
Ce principe résulte évidemment des théorèmes I^ II et III. Car on formera la seconde figure^ en faisant mouvoir un plan dont l'équation contienne au premier degré les coordonnées d'un point mobile auquel on fera parcourir toutes les parties de la première figure. La seconde figure sera l'enveloppe du plan mobile.
(11) Il est clair que des droites situées dans un même plan auront pour correspondantes^ dans la seconde figure, des droites qui passeront toutes par un même point ; ce point correspondra au plan des premières droites.
Par conséquent, des droites situées à l'infini auront pour correspondantes des droites passant toutes par le point de la seconde figure qui correspond à l'infini de la première.
Pareillement des droites passant toutes par un même point, dans la première figure, donneront lieu à des droites situées toutes dans le plan correspondant à ce point.
Par conséquent, des droites parallèles entre elles donneront lieu à des droites situées toutes dans un même plan passant par le point de la seconde figure qui correspond à l'infini de la première.
Des plans parallèles entre eux donneront lieu^ dans la seconde figure^ à des points situés sur une même droite passant par le point qui correspond^ dans cette seconde figure^ à l'infini de la première. Car les plans parallèles entre eux seront considérés comme passant par une même droite située à l'infini.
Enfin des plans parallèles à une même droite donneront lieu à des points situés tous sur un même plan passant par le point qui correspond à l'infini.
(12) Deuxième partie. Dans deuû^ figures corrélatives j à quatre points de la première, situés en ligne droite, correspondent y dans la seconde, quatre plans passant par une même droite y et dont le rapport anharmonique est toujours égal hu rapport anharmonique des quatre points /
Et, à quatre plans de la première figure , passant par une même droite, correspondent dans la seconde figure, quatre points situés en ligne droite, dont le rapport anharmonique est égal précisément au rapport anharmonique des quatre plans.
Ainsi soient a, b, c, d quatre points de l'une des deux figures^ situés en ligne droite, et A^ B^ G, D les quatre plans correspondans^ dans l'autre figure^ on aura toujours
sin. G,A sin. D,A ca da
^ ^ ' * ' * sin. C,B ' sin. D,B ch ' dh
Cela résulte du théorème IV.
Si on tire arbitrairement une transversale, qui rencontre les quatre plans A, B, C^ D aux points a. S, y, â, on aura
ya tfa, ca da
Car le premier membre de cette équation est égal au premier membre de l'équation du théorème.
(13) Si le point c/est situé à l'infini^ le plan D passera par le point qui correspond, dans la seconde figure, à l'infini de la première y le
rapport ^ sera égal à Tunité^ et les deux équations ci-dessus se réduiront à
sin. C,A ^ sin. D,A
ca
sin. C,B * sin. D,B "~
cb'
yoL ^ ^cs, ca yC ' ~C^ 7b'
Ajoutons que si le point de la seconde figure, qui correspond à l'infini de la première, est lui-même à l'infini, tous les plans qui répondront dans la seconde figure aux points à Tinfini de la première , seront parallèles à une même droite.
Si donc on prend pour transversale une parallèle à cette droite , le point i sera à l'infini, et la seconde des deux équations précédentes se simplifiera encore; elle deviendra
ya ca
yC cb
Ainsi une partie des relations métriques des deux figures pourront être exprimées par des équations de cette forme.
(14) L'équation (1) exprime la propriété la plus importante des figures corrélatives. On peut dire qu'elle est le fondement de toute cette théorie. Car c'est sur cette relation si simple que reposent la construction des figures corrélatives les plus générales, et la plupart des applications du principe de dualité.
C'est, le plus généralement, sous sa forme même , ou sous celle de l'équation (2), que nous appliquerons cette relation. Mais cependant elle est susceptible d'une autre expression, qui simplifiera extrêmement les transformations, dans certains cas, et que nous allons de suite faire connaître.
Ecrivons l'équation (1) de cette manière :
sin. C,A ^ ca sin. D^A da sin. C,B * cb sin. D^B ' cU)
A un cinquième plan £ de la première figure, passant par la même ToM. XL 75
droite que les quatre premiers^ correspondra un cinquième point e de la seconde figure, situé sur la même droite que les quatre premiers; et l'on aura l'équation
sin. E,A ea sin. D,A ^ da siD. E.B • eb ~ sin. D,B * db
Donc, en général, quel que soit un plan C mené dans la première figure, par la droite d'intersection de deux plans fixes A, B de cette figure, il lui correspondra un point c de la seconde figure, situé sur la droite qui joint les deux points fixes a, b qui correspondent aux plans A, B; et Ton a entre ce plan G et ce point c la relation
sin. G, A ca
-: — —- : -- = const.
sin. C^B cb
Maintenant, concevons dans le plan C un point quelconque m; le rapport ^7^ sera égal au rapport des distances de ce point aux deux plans A, B.
Au point m correspond, dans la seconde figure, un plan M qui passe par le point c, puisque le point m est pris dans le plan G. Le rapport ^ est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des deux points a^ b sur le plan M. Notre équation exprime donc que le rapport des distances du point m de la première figure, aux deux plans fixes , est au rapport des distances du plan M de la seconde figure , aux deux points a, b, dans une raison constante, quel que soit le point m , et le plan M qui lui correspond.
(15) Ainsi nous pouvons énoncer comme principe des relations métriques des figures corrélatives , ce théorème , qui est une autre expression de la seconde partie du principe de dualité :
Dans deuQO figures corrélatives , le rapport des distances d^un point quelconque de la première figure, à deux plans fixes de cette figure, est au rapport des distances du plan qui correspond à ce point, dans la seconde figure, aux deux points qui correspondent
auûi; deux plans de la première, dans une raison constante, quel que soit le point pris dans la première figure.
(16) Examinons le cas où Tun des deux plans fixes de la première figure est à l'infini. Soit le plan B situé à Finfini. Il nous faudra alors nous servir de l'équation (2) , qui devient
ya ca da
ffa ch * dh^
ca da
OU
''^'cb^'^'Jh^
ca ya l ^ sss const. ; cb
quel que soit, dans la première figure, le plan C mené parallèlement au plan A.
Or ya est proportionnel à la perpendiculaire abaissée d'un point m du plan C sur le plan A; ^ est égal au rapport des distances du plan M, qui correspond au point m, aux deux points a, c; Féquation exprime donc ce théorème :
Dans deux figures corrélatives , la distance (T un point quelconque de la première figure , à un plan fixe de cette figure, est au rapport des distances du plan qui correspond à ce point dans la seconde figure , au point qui correspond à ce plan fixe, et au point qui correspond à V infini de la première figure, dans une raison constante, quel que soit le point pris dans la première figure.
Ce théorème et le précédent seront d'une application spontanée dans beaucoup de cas de la transformation des figures.
S IV. Applications du Principe de Dualité aux propriétés descriptives des figures.
(17) Pour appliquer le principe de dualité, on devra d'abord con-
cevoir la forme et la description de la figure corrélative de la figure proposée; ce qui se fera rapidement et sans difficulté^ au moyen de la première partie du principe.
Par exemple 9 que la figure proposée soit une courbe à double courbure ; à cbacun de ses points correspondra un plan dans la figure corrélative; et cette figure sera une surface développable, enveloppe de tous ces plans. Chaque tangente à la courbe étant considérée comme le prolongement de la corde qui joint deux points infiniment voisins^ à cette tangente correspondra une droite qui sera Tintersection de deux plans tangens à la développable^ infiiiiment voisins, c'est-à-dire une arête ou caractéristique de cette surface. A un plan mené par une tangente à la courbe ^ correspondra un point de la caractéristique correspondante à cette tangente. Le plan osculateur en un point de la courbe proposée passe par deux tangentes infiniment voisines; le point qui lui correspondra sur la développable sera donc à l'intersection de deux caractéristiques consécutives; ce sera donc un point de l'arête de rebroussement de la surface.
Ainsi on voit que la forme générale de la figure corrélative d'une courbe k double courbure est parfaitement déterminée.
Réciproquement^ à une surface développable proposée, correspondra, dans la figure corrélative, une courbe à double courbure.
(18) Que la figure proposée soit une surface courbe coupée par un plan ; à cette surface correspondra dans la figure corrélative une seconde surface courbe ; aux points d'intersection par le plan correspondront des plans tangens à la seconde surface ; et tous ces points étant dans un plan, tous ces plans tangens passeront par un même point, qui correspondra à ce plan; ces plans formeront donc un cône. Ainsi on aura, pour figure corrélative, une surface courbe inscrite dans un cône.
(19) Si deux surfaces ont un point de contact^ les deux surfaces corrélatives auront aussi un point de contact. Car au point de contact des deux premières, et à leur plan tangent commun en ce point, correspojidront un plan tangent commun aux deux autres surfaces,
et un point qui sera sur ces deux surfaces leur point de contact commun avec ce plan (Théorème II).
D'après cela^ si deux surfaces sont circonscrites Tune à l'autre suivant une courbe ^ les deux surfaces corrélatives seront aussi circonscrites l'une à l'autre^ et les plans tangens à ces surfaces^ menés par les points de leur courbe de contact ^ formeront une développable correspondante à la ligne de contact des deux premières surfaces.
(20) Si deux courbes ont un contact de l'ordre n en un point , c'està-dire ont n élémens consécutifs communs ^ les deux développables corrélatives de ces courbes auront n caractéristiques consécutives communes; conséquemment tout plan les coupera suivant deux courbes qui auront un contact de l'ordre n; ces deux surfaces auront donc un contact de l'ordre n suivant une caractéristique commune.
(21) D'après cela, soient deux surfaces ayant un contact du premier ordre suivant toute l'étendue d'une courbe^ coupons-les par un plan tangent à cette courbe ; on sait que les deux sections auront un contact du troisième ordre; formons la figure corrélative, nous en conclurons aisément que :
Quand deux surfaces ont un contact du premier ordre suivant une courbe , si on conçoit la développable qui leur sera circonscrite suivant cette courbe , et qu'on regarde un point dHune caractéristique de cette développable comme le sommet commun de deux cônes circonscrits aux deux surfaces ^ ces deux cônes auront un contact du troisième ordre suivant cette droite.
(22) Si le plan sécant, au lieu d'être simplement tangent à la courbe de contact des deux premières surfaces, était un plan osculateur de cette courbe, les deux courbes d'intersection des surfaces par ce plan auraient, comme on sait, un contact du cinquième ordre (Développemens de Géométrie de M. Ch. Dupin , p. 230 ) ; on en conclut que :
Quand deux surfaces ont un contact du premier ordre suivant une courbe^ si on conçoit la développable circonscrite à ces surfaces suivant cette courbe^ et qu'on regarde un point de Varéte de rebroussement de cette développable comme le sommet commun de
deuw cônes circonscrits aux deux surfaces y ces deux cônes auront un contact du cinquième ordre suivant leur arête commune, qui sera la caractéristique de la dëveloppable , sur laquelle est pris leur sommet commun.
On voit comment les théorèmes généraux sur les contacts des surfaces^ démontrés par M. Gh. Dupin dans ses Développemens de Géométrie, donneront lieu à d'autres théorèmes aussi généraux ^ qui seront leurs corrélatifs.
(23) Soit ce beau théorème de M. Monge : a Si^ par tous les points » d'une surface courbe^ on conçoit des droites menées dans l'espace sui- )) yant une loi quelconque^ et qu'on considère Tune de ces droites; de )) toutes celles qui lui sont infiniment voisines^ il n'y en a générale- » ment que deux qui la rencontrent » ( Voir le Mémoire de Monge sur les déblais et remblais, inséré dans les Mémoires de r académie de Paris^ ann. 1 781 ^ et la Correspondance polytechnique, t. III^ p. 152.)
Formant la figure corrélative^ on aura une seconde surface courbe, dont les plans tangens correspondront aux points de la première. Les droites menées par ces points^ auront pour correspondantes des droites menées dans les plans tangens de la seconde surface , suiyaiit une certaine loi. Or, quand deux droites se rencontrent, leurs corrélatives se rencontrent aussi; on conclut donc du théorème énoncé le suivant :
Si, dans tous les plans tangens dune surface courbe, on conçoit des droites menées suivant une certaine loi, et que Von considère une de ces droites; de toutes celles qui lui sont infiniment voisines, c^est-à-dire qui sont situées dans les plans tangens infiniment voisins de celui où se trouve la première droite, il n^y eti aura généralement que deux qui la rencontreront.
Ainsi, par exemple, si l'on projette une droite fixe sur tous les plans tangens d'une surface courbe quelconque, et qu'on considère l'une de ses projections ; de toutes les projections infiniment voisines de celle-là, il n'y en aura généralement que deux qui la rencontreront.
(24) Le théorème général que nous venons de déduire de celui de Monge, comme son corrélatif pouvait s'en conclure directement^
comme n'étant au fond que ce théorème même^ présenté sous une autre forme. Car toutes les droites comprises dans les plans tangens à la surface vont rencontrer un plan fixe^ mené arbitrairement^ en ses différons points ; on peut donc les considérer comme issues de ces points^ suivant une certaine loi déterminée; dès lors chacune d'elles doit être rencontrée par deux de celles qui en sont infiniment voisines. Il arrive ainsi quelquefois qu'un théorème a pour corrélatif ce théorème lui-même , présenté sous le même énoncé ou sous un énoncé différent. Mais ce sont là des exceptions; car généralement deux théorèmes corrélatifs sont essentiellement différons.
§ V. Applications du Principe de Dualité aux propriétés métriques
des figures.
(25) Ce qui précède suffit pour montrer comment on établira toujours la corrélation de formes et de description des figures. Nous pouvons donc^ sans entrer dans de plus longs développemens, nous occuper de la corrélation de leurs relations de grandeur ; ce qui est la partie la plus iuf portante du principe de dualité^ parce qu'on a presque toujours de telles relations à considérer dans les recherches des propriétés de l'étendue.
C'est au moyen de la seconde partie du principe qu'on établira la corrélation des relations métriques des figures.
Supposons qu'on ait une relation entre les distances de plusieurs points d'une figure; on formera^ relativement à ces points et aux plans qui leur correspondront dans la figure corrélative^ autant d'équations semblables à celle du principe (12) ^ que la question en comportera; et, au moyen de ces équations y on cherchera à éliminer dans la relation donnée les distances des points de la première figure ; il restera une relation entre les sinus des angles des plans correspondans de la seconde figure; ou bien entre les segmens que ces plans feront sur certaines transversales; ce sera la relation corrélative cherchée.
n ne faut pas perdre de vue que quand des points de la première figure seront situés à l'infini^ les équations se simplifieront beaucoup (13).
Divers exemples vont faire comprendre parfaitement Tusage de cette méthode.
§ YI. Sur les pôles et les plans polaires des surfaces du second degré.
(26) Soit une surface du second degré ; si on lui mène deux plans tangens parallèles entre eux^ la droite qui joindra les deux points de contact a, b passera par le centre o de la surface; et l'on aura
oa ^=T ob j ou -— = 1 .
ob
Faisons la figure corrélative; nous aurons une seconde surface du second degré^ un point fixe i correspondant à Tinfini (10) , une droite menée par ce point , correspondant à la droite d'intersection , située à l'infini^ des deux plans tangens ; les deux points où cette droite percera la surface correspondront à ces deux plans tangens; et les plans A, B, tangens en ces points^ correspondront aux deux points a, A /donc leur intersection correspondra à la droite ab, et sera par conséquent dans un plan fixe O correspondant au centre o de la première surface; soit I le plan mené par cette droite et par le point i, il correspondra au point à l'infini sur la droite ab ; on aura donc
sin. 0,A ^ sin. I,A oa sin. 0,B * sin. I,B ob
Soient cl, S, cù les points où une transversale menée par le point i perce les plans A, B, 0; on aura^ d'après cette équation,
7^ ' Zc~
On conclut de là que :
Si^ autour (Tun point fixe pris arbitrairement^ on fait tourner une transversale qui rencontre une surface du secoîid degré, les plans tangens à la surface aux deux points de rencontre se couperont sur un plan fixe; et la transversale percera ce plan au point conjugué harmonique du point fixe, par rapport aux deux points de la surface.
C'est la propriété fondamentale des pôles et ^lans polaires dans les surfaces du second degré.
(27) Nous pouvons donc dire que : quandon fait la figure corrélative d'une surface du second degré ^ on a une seconde surface du second degré dans laquelle le plan qui correspond au centre de la première a pour pôle, pris par rapport à cette seconde surface^ le point qui correspond à Finfini de la première figure.
(28) La droite d'intersection de deux plans tangens à une surface du second degré s'appelle la polaire de la corde qui joint les deux points de contact de ces plans. Le théorème que nous venons de démontrer prouve donc que : Toutes les droites qui passent par un même point ont leurs polaires situées dans un même plan; et réciproquement.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur la théorie des pôles et des plans polaires , qui est parfaitement connue.
$ VIL Généralisation du théorème sur la proportionnalité des rayons homologues dans deux figures homothéliques \ — Construction nouvelle des bas-reliefs.
(29) Soient deux tétraèdres abcd^ a'b^&d^ semblables et semblablement placés; c'est-à-dire ayant leurs faces respectivement parallèles; on sait que les quatre droites qui joignent un à un leurs sommets homologues concourent en un même point u ; et le rapport des distances
1 Nous avons appelé ainsi deux figures semblables entre elles et semblablement placées. (Voir Annales de mathématiques j tom. XVIII, pag. 280.) Depuis, plusieurs géomètres ont employé cette expression abréyiative , dont nous continuerons dès lors à faire usage.
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de ce point à deux sommets homologues est constant ; c'est-à-dire ' qu'on a
tm ub
ix) • • • • • • • • • • ~ ^^^ ' ^^ CtC •
ua ub
Faisons la figure corrélative; nous aurons deux tétraèdres^ dont les sommets correspondront respectivement aux faces des deux tétraèdres proposés ; ces sommets seront donc^ deux à deux , sur quatre droites qui passeront par un même point i correspondant à l'infini (11). Les faces A ^B... de ces deux tétraèdres correspondront aux sommets ayb... des deux premiers; elles se couperont donc^ deux à deux^ suivant quatre droites qui seront dans un même plan U, correspondant au point t^ (10). Que, par la droite d'intersection des deux faces A, A', on mène un plan I passant par le point ^, il correspondra au point situé à l'infini sur la droite aa'; on aura donc
sin. U,A sin. I,A ua
sin. U,A' * sin. I,A' ua'
OU, en appelant a, «', > les points où une transversale, menée par le point ^, rencontre les trois plans A, A' , U,
Xx ta ua
Aa' * ta' ua'
Soient pareillement 6, 6' et [jl les points où une transversale, menée par le point ^, rencontre les plans B, B' et U, on aura
fiC ^ iC ub
On a donc, en vertu de l'équation (1),
ta Xa iC fiC
Les segmens ^^Ix' sont proportionnels aux distances des deux points
oLy a! au plan U;pareillemeut ^^ [£' sont proportionnels aux distances des deux points S, & à ce plan. On conclut donc de là le théorème suivant :
Quand deux tétraèdres ont leurs sommets situés deux à deux sur quatre droites concourantes en un même point i,
1^ Leurs faces se coupent deux à deux suivant quatre droites qui sont comprises dans un même plan U;
2^ Le rapport des distances du point i à deux sommets homologues des deux tétraèdres est au rapport des distances de ces points au plan Uy dans une raison constante , quels que soient ces deux sommets homologues.
(30) La première partie seule de ce théorème était connue ; elle est la base de la construction géométrique des figures homologiques dans l'espace, de M. Poncelet. (Voir Traité des propriétés projectives^ supplément 9 p. 374.)
La seconde partie^ qui est une généralisation de la proportionnalité des rayons homologues dans deux figures semblables et semblablement placées^ peut devenir très-utile en géométrie. Elle complète la théorie des figurefs homologiques, et servira pour les construire par de simples calculs numériques; car on cherche ainsi, le plus souvent^ dans la pratique^ à remplacer les opérations graphiques par des opérations numériques.
Soient a,a^ deux points correspondans quelconques^ dans deux figures homologiques; i le centre d'homologie^ et X le point où la droite iœx^ rencontre le plan d'homologie; on aura, suivant le théorème que nous venons de démontrer ,
ta ka
: = CODSt. = fl.
ta \A
Cette relation prend la forme
%tL
id iX
D'où Ton tire une expression très-simple de iJ en fonction de la, et réciproquement.
Il est diverses autres expressions qui simplifient encore les calculs; mais nous ne pouvons entrer ici dans ces détails.
Les bas-reliefs étant de véritables figures homologiques^ ainsi que Ta fait voir M. Poncelet *, la relation générale que nous venons de donner sera utile aussi pour leur construction^ qui pourra se faire ^ comme dans certaines pratiques de la prospective, par des cotes calculées numériquement.
Cette relation servira aussi pour exprimer, en géométrie analytique, la position des différens points d'un bas-relief, ou l'équation de sa surface, si le modèle est lui-même une surface exprimée par une équation.
Nous reviendrons dans un autre moment , sur la construction des bas- reliefs; et nous ferons voir qu'il est plusieurs moyens très-simples de la pratiquer. On peut, par exemple , en réduire toutes les opérations à une seule et unique perspective du modèle proposé, sur un plan. Cette manière, je crois, pourrait être agréée des artistes, auxquels, généralement, maintenant, les pratiques de la perspective sont familières ^.
§ VIIL Relations descriptives et métriques de deux surfaces du second degré inscrites dans un cône; et de deux coniques quel-conques situées dans un même plan.
(31) Soient deux surfaces du second degré semblables et semblablement placées; on sait qu'elles se coupent suivant une courbe plane,
^ Voir le supplément du Traité des propriétés projectiva.
2 Cette construction des bas-reliefs ^ par une perspective du modèle sur un plan , est facile à concevoir. Elle repose sur ce théorème : Étant donné un corps dans l'espace; si, de ses points
m, m', ..., on abaisse des perpendiculaires mp, m'p', sur un plan P; et qu'on fasse la
perspective du corps sur un plan parallèle à ces droites^ l'œil étant placé en un lieu quelconque de l'espace; puis, qu'on abatte ce plan sur le premier P , en le faisant tourner autour de leur intersection commune; les perpendiculaires mp, m'p', .... seront, en perspective^ des droites fir, /ccV, .... parallèles entre elles; qu'on relève ces droites, en les faisant tourner autour de leurs
et qu'elles ont une autre courbe d'intersection (réelle ou imaginaire) située à Tinfini.
Si on mène quatre plans tangens à ces surfaces^ parallèles entre eux^ les droites qui joindront deux à deux les points de contact sur la première surface aux points de contact sur la seconde , concourront deux à deux en deux points fixes qui seront les centres de similitude des deux surfaces; et ces deux points seront les sommets de deux cônes (réels ou imaginaires) circonscrits aux deux surfaces.
Faisant la figure corrélative , on aura deux surfaces du second degrés qui seront inscrites dans un même cône dont le sommet correspondra au plan situé à l'infini^ sur lequel est une des deux courbes d'intersection des deux premières surfaces; on aura donc ce théorème^ dont la dernière partie se démontre absolument comme dans le théorème précédent :
Quand deua; surfaces du second degré sont inscrites dans un même cône y si par le sommet de ce cône on tire une transversale qui les rencontre en quatre points , et qu^on mène les plans tangens à ces surfaces en ces points; les plans tangens à la première couperont les plans tangens à la seconde suivant quatre droites qui seront deux à deux sur deux plans fixes ;
t! intersection des deux surfaces se composera de deux courbes planes (réelles ou imaginaires) situées dans ces deux plans;
Le rapport des distances du sommet du cône à deux points pris sur les deux surfaces y en ligne droite avec ce sommet, est au rapport des distances de ces deux points au plan fixe sur lequel se coupent les deux plans tangens en ces points^ dans une raison constante.
(32) La dernière partie de ce théorème donne les relations métriques qui ont lieu entre deux surfaces du second degré qui se coupent suivant des courbes planes.
pieds T , T% . . . . , jusqu'à ce qu'elles soient perpendiculaires au plan P, leurs extrémités fi, /u.', . . , . formeront un corps qui sera un relief du corps proposé.
Pour construire un relief par cette méthode , on disposera du point de Fœil, du plan de projection et du plan sur lequel on fait la perspective , de manière à satisfaire aux conditions qu'on veut observer , soit dans la position , soit dans les proportions du relief par rapport au modèle.
On ne connaissait ces relations que dans deux cas particuliers; celui oii les deux surfaces sont semblables et semblablement placées^ et celui où les deux surfaces sont inscrites dans un cylindre. Ces deux cas sont des corollaires du théorème général que nous venons d'énoncer.
Il est clair que les mêmes relations métriques appartiennent au système do deux coniques quelconques situées dans un même plan. On n'avait considéré^ d'une manière générale^ que les rapports de situation que présente ce système; et quant aux relations métriques des deux courbes 9 on s'était borné ^ je crois ^ à quelques relations harmoniques ^ qu'on déduira aisément de la relation métrique fondamentale comprise dans la dernière partie du théorème ci-dessus.
Deux surfaces du second degré inscrites dans un même cône , ou bien deux coniques placées d'une manière quelconque dans un plan^ ont entre elles diverses relations métriques remarquables dont nous parlerons en traitant spécialement des figures homologiques dans la seconde partie de cet écrit.
§ IX. Transformation de diverses propriétés des diamètres conjugués • des surfaces du second degré. — Théorie des axes conjugués relatifs à un point.
(33) Soit une surface du second degré ; menons trois diamètre conjugués ^ c'est-à-dire, tels que les plans tangens aux extrémités de l'un quelconque d'entre eux soient parallèles au plan des deux autres; faisons la figure corrélative; nous aurons une surface du second degré ; un plan fixe correspondant au centre de la proposée, et un point i correspondant à l'infini; ce point sera le pôle du plan fixe (27). Aux trois diamètres conjugués, correspondront trois droites situées dans le plan fixe; aux points où un diamètre rencontre la première surface correspondront les plans tangens à la seconde surface, menés par une des trois droites ; et les points de contact de ces deux plans tangens correspondront aux plans tangens aux extrémités du diamètre; la droite qui
joindra ces deux points de contact^ qui sera la polaire de la droite en question^ correspondra à la droite d'intersection, située à Tinfini , des deux plans tangens aux extrémités du diamètre; le plan des deux autres diamètres passe par cette droite située à l'infini ; donc le point d'intersection des deux droites correspondantes à ces deux diamètres se trouve sur la droite qui joint les deux points de contact sur la seconde surface ; donc
A trois diamètres conjugués dune surface du second degré , correspondent^ dans la surface corrélative ^ trois droites situées dans un même planfiœe, qui sont telles que la polaire de chacune d'elles, prise par rapport à cette seconde surface , passe par le point d'intersection des deuœ autres;
Aux extrémités des trois diamètres de la première surface^ correspondent les plans tangens à la seconde surface , menés par ces trois droites ;
Et enfin y les points de contact de ces plans tangens avec la seconde surface correspondent aux plans tangens à la première surface , menés par les extrémités de ses trois diamètres conjugués.
(34) Soient A, B, C les trois droites en question; et A', B'^ C leurs polaires, prises par rapport à la seconde surface ; ces trois droites passent par le pôle du plan fixe dans lequel sont situées les trois premières, A , B, C (28); et elles jouissent de cette propriété caractéristique que la polaire de chacune délies est comprise dans le plan des deux autres. En effet la polaire de A' est la droite A ; il faut donc prouver que la droite A est comprise dans le plan des deux droites B', C Mais B' , par construction, passe par le point de rencontre de A et C; C passe par le point de rencontre de A etB; donc B' et C s'appuient sur A, Donc la droite A, polaire de A', est dans le plan des deux autres droites B', C'.
Chacune des trois droites A' , B' , C passe par les points de contact de la surface et de ses deux plans tangens menés par la polaire de cette droite. De sorte que les trois droites A', B', C, menées par le pôle du plan fixe, peuvent servir pour déterminer les plans tangens à la surface, qui passent par les trois droites A, B, C.
(35) Quand le point par où sont menées les trois droites A'^ B^G'^ est le centre de la surface, ces trois droites sont trois diamètres conjugués; de sorte que les théorèmes que nous allons trouver^ relativement soit à ces droites^ soit à leurs polaires A^ B^ G, seront une généralisation des propriétés des diamètres conjugués des surfaces du second degré.
Les trois droites menées par un point fixe, de manière que la polaire de chacune délies, par rapport à une surface du second degré, soit comprise dans le plan des deux autres y donnent donc lieu à une théorie analogue à celle des diamètres conjugués. Les propriétés de ces trois droites sont nombreuses ; et nous allons avoir plusieurs fois à parler de ces systèmes de trois droites , dans nos applications du principe de dualité, puis du principe d'homographie j par cette raison, et pour abréger le discours, nous les appellerons axes conjugués , relatifs au point par lequel elles sont menées.
(36) Si Ton conçoit que ce point soit le sommet d'un cône circonscrit à la surface, ces axes seront trois axes conjugués du cône, c'est-àdire que les plans tangens au cône menés par chacun d'eux auront leurs arêtes de contact situées dans le plan des deux autres. Et si l'on conçoit un hyperboloïde ayant son centre au point fixe , et auquel le cône soit asymptotique, ces trois axes seront trois diamètres conjugués de Fbyperboloïde. Ainsi nous pouvons dire que :
Trois axes conjugués dune surface du second degré , relatifs à un point fixe ^ sont toujours y en direction, trois diamètres conjugués dune autre surface du second degré ayant son centre au point fixe.
Nous donnerons , dans nos applications du principe d'homographie , une autre démonstration de ce théorème, qui est l'un des plus importans de la théorie des axes conjugués, et nous apprendrons à construire la surface par rapport à laquelle ces axes sont toujours trois diamètres conjugués.
(37) Soit une surface du second degré , dont le centre est o ; prenons trois demi-diamètres conjugués; on sait que la somme des carrés des perpendiculaires abaissées de leurs extrémités sur un plan diamé-
tralde la surface^ sera constante^ quel que soit le système des trois diamètres conjugués.
Faisons la figure corrélative; nous aurons une surface du second degré; un plan fixe O^ et un système de trois droites situées dans ce plan^ telles que la polaire de chacune d'elles passera par le point de concours des deux autres (33). Nous aurons de plus trois plans tangens à la surface, menés par ces trois droites respectivement; un point fixe pris dans le plan O, et correspondant au plan diamétral de la surface, dans la première figure; et enfin un second point fixe correspondant à Tinfini de la première figure, et qui sera le pôle du plan O par rapport à la nouvelle surface (27).
Appliquant à la propriété énoncée des trois diamètres conjugués, le principe de transformation des relations métriques de Fart (16), nous en conclurons immédiatement ce théorème :
Si par trois droites y prises dans un plan fixe, de manière que la polaire de chacune délies y par rapport à une surface du second degré j passe par le point de concours des deux autres , on mène trois plans tangens à la surface, la somme des carrés des distances de ces trois plans à un point fixe pris arbitroiirement dans le plan fixe, divisés respectivement par les carrés des distances de ces plans au pôle du plan fixe , sera constante.
(38) Les droites menées du pèle du plan fixe aux points de contact des trois plans tangens, sont, comme nous Tavons fait voir (34), les polaires des trois droites prises dans le plan; ce sont les droites que nous avons appelées axes conjugués relatifs au point par lequel elles sont menées ; nous pouvons donc donner au théorème précédent cet autre énoncé :
Si, par un point fi^e o, on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré , les plans tangens à la surface en trois des points où ces axes la perceront jouiront de cette propriété, que la somme des carrés de leurs distances à un point pris arbitrairement dans le plan polaire du point o, divisés respectivement par les carrés de leurs distances à ce point o, sera constante, quel que soit le système des trois axes conjugués.
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(39) Soit i le point pris dans le plan polaire du point o; aie point où l'un des plans tangens à la surface rencontre la droite oi; le rapport des distances de ce plan aux deux points i^ o , sera égal au rapport des segmens ai^ ao. Ainsi le théorème exprime que la somme des carrés des trois rapports, tels que — , sera constante.
(40) Si la droite oi est parallèle au plan polaire du point Oj tous les segmens ai seront égaux, comme étant infinis et comptés sur une même droite ; on en conclut ce théorème :
Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rap^ port à une surface du second degré ^ les plans tangens à la surface, menés par trois des points où ces atces la rencontreront y feront sur une droite menée par le point fixe parallèlement au plan polaire de ce point y trois segmens dont la somme des valeurs inverses des carrés sera constante^ quel que soit le système des trois axes conjugués.
(41) Si le point fixe est le centre de la surface, les trois axes seront trois diamètres conjugués de cette surface ; le plan polaire du point fixe sera à l'infini, et d'une direction indéterminée; de sorte que toute droite menée par le point fixe pourra être considérée comme parallèle à ce plan ; on conclut donc du dernier théorème cette propriété des diamètres conjugués :
Les plans tangens à une surface du second degré menés par les extrémités de trois demi-diamètres conjugués font, sur un axe fixe mené arbitrairement par le centre de la surface, trois segmens dont les carrés ont la somme de leurs valeurs inverses y constante.
$ X. Suite du précédent. — Propriétés plus générales des systèmes de trois axes conjugués relatifs à un point.
(42) La somme des perpendiculaires abaissées des six extrémités de trois diamètres conjugués d'une surface du second degré, sur un plan fixe mené arbitrairement dans l'espace, est constante.
On en conclut, par le principe de l'art. (16), que :
Si par trois droites, prises dans un plan fia;e, de manière que la polaire de chacune d'elles, pat rapport à une sur/ace du second degré , passe par le point de concours des deuon autres ^ on mène six plans tangens à la surface , la somme des carrés distances de ces six plans à un point fixe, pris arbitrairement dans r espace, divisés respectivement par les carrés des distances de ces plans au pôle du plan fixe, est constante.
(43) Par la considération des axes conjugués^ on donne à ce théorème cet antre énoncé :
Si, par un point fixe, on mène trois axes conjugués par rapport à une sur/ace du second degré , les six plans tangens à la surface, menés par les six points où ces trois axes la rencontreront, jouiront de cette propriété que, la somme des carrés de leurs distances à un point pris arbitrairement dans F espace, divisés respectivement par les carrés de leurs distances au point fixe, sera constante , quel que soit le système des trois axes conjugués menés par ce point.
(44) Soit o le point par lequel sont menés les trois axes conjugués , et i le second point fixe pris arbitrairement dans l'espace; soit a le point où l'un des six plans tangens rencontre la droite oi; le rapport des distances de ce plan aux deux points i et o sera égal à ^. On aura donc six rapports semblables à ^ ^ dont la somme des carrés sera constante.
Ainsi l'on aura
tff cT .
— ^ _ H- etc. = const.
ao Co
(45) Supposons le point i situé à l'infini ^ tous les segmens od. Si, eïc, seront égaux ^ comme infinis et comptés sur une même droite; il restera donc
zr H r -*- etc. = const.
ao Co
Donc : Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par
rapport à une surface du second degré, et que par les points où ils rencontreront la surface, on mène les sia; plans tangens; ces plans feront sur une droite fixe ^ menée arbitrairement par le point fixe, six segmens , compris entre ce point et ces plans respectivement, dont les carrés auront la somme de leurs valeurs inverses , constante, quel que soit le système des trois axes conjugués.
(46) Supposons que^ par le point o, ont ait mené trois droites fixes perpendiculaires entre elles; on aura pour chacune d'elles une équation semblable à la précédente; les ajoutant membre à membre > et remarquant que la somme des valeurs inverses des carrés des segmens qu'un plan quelconque fait sur trois axes rectangulaires issus d'un même point, est égale à la valeur inverse du carré de la distance de ce point au plan^ on en conclura ce théorème :
Si, par un point fixe , on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré, et que par les six points où ils per-cent la surface, on mène six plans tangens à cette surface, la somme des valeurs inverses des carrés des distances de ces six plans au point fixe sera constante, quel que soit le système des trois axes conjugués.
(47) Si l'on suppose^ dans le théorème exprimé par l'équation du n^ 44^ que le premier point o soit situé à l'infini, les segmens ao, So^ etc., seront égaux, comme infinis^ et l'on aura l'équation :
at -^ Cl -♦- yt H- etc. = coDSt.
Ce qui exprime que :
Si dans un plan diamétral dune surface du second degré on prend trois droites, de manière que là polaire de chacune dettes passe par le point de concours des deux autres, et que par ces trois droites on mène six plans tangens d la surface, la somme des carrés des segmens compris entre un point fixe de l'espace et ces six plans, sur une droite menée par ce point parallèlement au diamètre conjugué au plan diamétral, cette somme, dis-je, sera constante quel
que soit le système des trois droites prises comme il est dit, dans le plan diamétral
§ XL Autres propriétés des systèmes de trois axes conjugués relatifs à un point. — Réflexions sur les méthodes de transformation.
(48) Soient trois axes rectangulaires occ^ oy, oz, et une droite quelconque om menée par le point o; que ^ par le point m de cette droite^ on mène trois plans perpendiculaires respectivement aux trois axes^ et les rencontrant aux points aj% bi' , c/; on aura
Nous pouvons exprimer ce théorème en disant que la somme des carrés des trois projections de la droite om , sur trois axes rectangulaires^ est constante, quelle que soit la position de ces trois axes; ainsi Ton a
Pour transformer ce théorème, concevons une sphère qui ait pour centre le point o : les trois axes oa;^ oy ^ oz, seront, en direction, trois demi-diamètres conjugués de cette sphère : soient ai,bi,Cxy les points où ils la rencontrent; nous pourrons mettre notre équation sous la forme
oa\ ob\ oc\
(1) :=^ -^ :^ -f- ^^ = const.
Faisons la figure corrélative. Nous aurons une surface du second degré, trois droites X, Y, Z, comprises dans un plan O, qui seront telles que la polaire de chacune d'elles par rapport à cette surface, passera par le point de concours des deux autres; soient X', Y'^ Z', ces trois polaires; elles passeront par le pôle i du plan O, pris par rapport à la surface; et elles seront trois axes conjugués relatifs à ce
point i. Ce sont les droites qui correspondent aux trois droites situées à l'infini dans les plans yoz^ zox^ ^oy y de la première figure.
Nous aurons encore, dans le plan O, une quatrième droite correspondant à la droite om; et si l'on mène par cette droite un plan transversal M, il correspondra au point m.
Aux trois plans menés par ce point m, perpendiculairement aux trois axes ox, oy, oz , correspondront les trois points où le plan M rencontre les trois axes conjugués dont nous venons de parler.
D'après cela, on voit aisément que, aux quatre points Oy a/, a^ et Finfini, situés sur l'axe ox^ correspondront, dans la nouvelle figure, quatre plans passant par la droite X : le premier est le plan 0 ; le second passe par le point où le plan M rencontre l'axe X' qui est la polaire de la droite X; le troisième est tangent à la surface en l'un des deux points où cet axe la rencontre; et le quatrième passe par le point L
Le rapport anharmonique de ces quatre plans est égal à celui des quatre points de la première figure, auxquels ces plans correspondent, lequel est ^. Exprimons le rapport anharmonique des quatre plans par celui des quatre points où ils rencontrent l'axe X'. Soient a, a', a, les trois premiers de ces quatre points, dont le quatrième est i; on aura
oa, aa * ta
Par chacune des deux autres droites Y' , Z' , passeront pareillement quatre plans, qui donneront lieu aux deux équations
oh, ~ Cb • ib '
oc\ yc' Uf oCj yc * ic
OÙ l'on conçoit parfaitement les points représentés par les lettres
6, b, b'y yyC,c'.
On aura donc, d'après l'équation (1)^ la suivante^ qui en est la transformée^
\eta ta J \Cb tb J Kyc te J
on
/ta ia!\^ f ih iV\^ fie ic'\^
const.
oonst.
D'où résulte ce théorème :
Étant donnés une surface du second degré et un plan transversal^ si, autour dun point \, pris arbitrairement, on fait tourner trois axes conjugués par rapport à la surface ^ et qu^on désigne par OL, ê, y, les points où ils rencontrent le plan polaire du point i ; par a^ b^ c^ trois des six points où ils rencontrent la surface; et enfin par a', b', c', les trois points où ils rencontrent le plan transversal, on aura
^ ^ \aa' a'aj "*" l^bC ' Vc] "*" \cr * c'y) ~
quel que soit le système des trois axes conjugués menés par le point i.
(49) Ce théorème exprime une propriété très-générale des systèmes de trois axes conjugués d'une surface du second degrés relatifs à un point.
L'indétermination de position du plan transversal par rapport à la surface , ou de la surface par rapport au plan^ permet de faire différentes suppositions qui conduisent à quelques théorèmes assez simples.
Ainsi^ en supposant le plan transversal parallèle au plan polaire du point fixe iy les rapports
seront égaux ; et l'on aura
ta ib te
— -h — -*- — =5 const. ;
aa bC cy
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ce qui exprime que :
Si ^ par un point fixe, on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré, la somme des carrés des segmetis compris entre le point fixe et trois des points où les trois axes rencontreront la surface , divisés respectivement par les carrés des segmens compris entre ces trois points et le plan polaire du point fixe, sera constante, quelque soit le système des trois axes conjugués.
(50) Dans l'équation générale (2)^ qui a lieu pour une position arbitraire du plan transversal^ remplaçons le rapport ^ par le rapport des perpendiculaires abaissées des deux points a, a' sur le plan O. Soient ap, a'p' ces perpendiculaires; le premier terme de Féquation (2) deviendra
ap ' ayj
Changeons de la même manière les deux autres termes , nous aurons l'équation
/«a \' / ta' y
(51) Maintenant^ c'est un théorème de géométrie élémentaire^ trèsfacile à démontrer par une comparaison de triangles^ que si l'on mène par le point i une perpendiculaire au plan mené par ce point et Fin* tersection des deux plans M et O; que cette droite rencontre le plan M au point d^ y et que de ce point (t on abaisse une perpendiculaire ,d-s' sur le plan O, on aura
id' ta'
as a p
Cette équation a lieu quelle que soit la direction de la droite ta'. D'après cela, l'équation (3) devient
ou , en faisant passer le facteur (5^,)' dans le second membre , et le comprenant dans la constante ,
— ) COS. ' (a'id') -f- etc. = const. apj
Cette équation exprime une propriété générale des systèmes de trois axes conjugés d'une surface du second degré ^ relatifs à un même point. La direction de la droite tof', dans ce théorème, est arbitraire, puisque le plan transversal M, qu'elle a remplacé, était lui-même de position arbitraire.
(52) Si Ton conçoit, menées par le point i, deux autres droites, on aura, par rapport à elles, deux équations semblables à la précédente. Et si l'on suppose ces deux droites et la première id perpendiculaires entre elles, on aura, en ajoutant membre à membre ces trois équations,
ta tb te
— -*- rzr -♦- "^ = const. :
■—a "^ rr^a — a '
ap oq cr
Ce qui exprime ce théorème :
Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré, et que , sur chacun deux, on prenne un des deux points où ils perceront la surface ^ les trois points ainsi pris jouiront de cette propriété, que la somme des carrés de leurs distances au point fixe, divisés respectivement par les carrés de leurs distances au plan polaire du point fixe, sera constante, quel que soit le système des trois axes conjugés.
(53) Supposons, dans le théorème général (48), que le plan O soit à l'infini; le point i sera le centre de la surface; les trois axes conjugués m ^ ib, ic seront trois diamètres conjugués; les rapports ^, , etc. , seront égaux à l'unité, et l'équation (2) se réduira à
5^ ■*- S -«-ï = const.; ta'" f^' ic'"
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ce qui prouve que :
La somme des carrés de trois demi-diamètres conjugués dune surface du second degré , divisés par les carrés des segmens faits sur ces diamètres par un plan transversal fixe^ est constante.
(54) Enfin supposons que la surface, dans le théorème général (48), soit de révolution, et ait un foyer situé au point i; le plan O, qui est le plan polaire de ce point , sera le plan directeur correspondant à ce foyer, et les trois axes conjugués ia, ib, ic^ seront rectangulaires; de plus les trois rapports ^, etc. (50), seront égaux et constans, et l'équation (3) se réduira à
ôy' ïv' cv'
=1:7 •+- ==; -f- =5 = const.
iV ib' ic'
Ce qui signifie que :
Étant donnés deux plans et un point fixe dans T espace y si autour de ce point on fait tourner trois axes rectangulaires , qui rencontreront le premier plan en trois points , la somme des carrés des distances de ces trois points au second plan, divisés respectivement par les carrés de leurs distances au point fixe y sera constante.
Ce théorème peut se démontrer directement au moyen de la proposition exprimée par l'équation
^=^.cos.(a'id'). (81).
(55) II est curieux de voir tant de théorèmes différens, et dont plusieurs sont des propriétés si générales des surfaces du second degré, résulter d'une simple proposition de géométrie élémentaire relative aux projections d'une ligne droite sur trois axes rectangulaires. Cet exemple suffirait pour montrer l'utilité et la puissance des nouvelles méthodes de transformation.
Ces méthodes nous paraissent répondre parfaitement à cette pensée de M. Poinsot : a En géométrie, comme en algèbre, la plupart des )> idées différentes ne sont que des transformations; les plus lumi-
)) neuses et les plus fécondes sont pour nous celles qui font le mieux » image, et que l'esprit combine avec le plus de facilité dans le discours » et dans le calcul. » (Élémens de statique^ 6® éd. , p. 351). Ce sont ces idées les plus lumineuses et les plus fécondes, que les méthodes de transformation feront découvrir, soit en établissant les liens cachés qui ont lieu entre une foule de propositions qui semblaient d'abord isolées et étrangères les unes aux autres, soit en variant très-diversement, par des procédés certains, les formes d'une idée primitive.
Et que l'on ne croie pas que cette foule de théorèmes divers, qu'on peut aujourd'hui multiplier indéfiniment par ces méthodes, doivent compliquer la géométrie, et en rendre l'étude plus longue et plus pénible. Toutes ces propositions, nouvelles ou plus générales que celles qu'on connaissait déjà, auront, au contraire, pour effet certain, de simplifier cette science et d'en étendre les doctrines.
En effet, d'une part, les propositions d'un nouveau genre donneront lieu à des théories et à des considérations géométriques nouvelles; et d'autre part , les propositions qui rentreront dans des théories connues forceront, par leur généralité, d'élargir les bases actuelles de ces théories, et de les asseoir sur des principes susceptibles de déductions plus diverses et plus générales. Car nous considérons les méthodes de transformation comme des moyens précieux pour la découverte de théorèmes nouveaux , et la démonstration de quelques vérités partielles; mais quand il s'agit de vérités appartenant à une théorie déjà formée, les démonstrations que procurent ces méthodes artificielles ne nous paraissent pas complètement satisfaisantes; cette théorie doit trouver en elle-même les ressources nécessaires pour la démonstration directe des vérités qui lui appartiennent, sans qu'on soit obligé de s'appuyer sur les vérités correspondantes dans la théorie corrélative. Ainsi, par exemple, si nous faisions entrer dans un traité des surfaces du second degré les propriétés nouvelles que nous avons trouvées dans les paragraphes précédens, telles que celle des axes conjugués relatifs à un point, ce serait directement que nous démontrerions ces propriétés, et non par le principe de dualité. Ce sont ces démonstrations directes qui.
nécessairement 9 amèneront un perfectionnement notable dans les théories géométriques.
Ainsi ^ ce n'est pas seulement sous le rapport du grand nombre de propositions qu'on introduira dans la géométrie, que nous reconnaissons une haute utilité aux méthodes de transformation ; mais c'est aussi parce qu'il en résultera un perfectionnement certain des méthodes et des théories, et que, par suite, la science gagnera en étendue et en facilité.
Nous pouvons citer, à l'appui de ces réflexions, la théorie des coniques. On s'est effrayé parfois du nombre prodigieux de propositions dont elle s'est accrue depuis une trentaine d'années; et cela a détourné peut-être de l'étude de la géométrie ; cependant les personnes qui ont suivi ce développement, penseront certainement qu'un traité des coniques qu'on écrirait aujourd'hui, et qui embrasserait toutes ces propositions récentes ainsi que toutes les anciennes, serait beaucoup plus facile, plus lumineux, et plus court en paroles, en même temps que plus étendu en doctrine, que le grand traité d'Apollonius, et que les ouvrages célèbres de De la Hire, de L'Hôpital, et de R. Simson.
§ XII. Transformation des propriétés du centre des moyennes distances d^un système de points. Centre des moyennes harmoniques.
(56j Soient plusieurs points o, 5, c, en ligne droite; on sait qu'il
existera sur cette droite un certain point g tel que, quel que soit un autre point m pris sur cette droite^ on aura toujours l'équation
ma + mh + me + .... = n.mg , OU
ma mh me
mg mg mg
n étant le nombre des points a, i&, e,
Le point g est appelé le centre des moyennes distances des points a, Cy b \
1 La théorie du centre des moyennes distances contient implicitement celle du centre de gra-
Faisons la figure corrélative ^ nous aurons des plans A^ B^ C^ .... G et M passant par une même droite^ et un dernier plan I^ passant aussi par cette droite^ et correspondant au point situé à l'infini sur la droite ma. L'équation ci-dessus donnera ^ en vertu de la seconde partie du principe de corrélation (13)^
sin. M,A ^ sin. I,A sin. M,B ^ sin. 1,B sin. M,G * sin. I,G sin. M,G * sin. I,G OU
Wsin. M,A sin. M,B sin. M,G
sm. lyA sm. I,B sm. I,G
Tirons une transversale quelconque qui rencontrera ces plans aux points (Xy S^y, 8 y fiel <; on aura
LM uL sin. M.A sin. lA
/bcd * i& sin. MG * sin. IG ' >
et par conséquent
Wfia fiC fiy fié — H -*- h = n. — .
ui tC fy té
Le point m était arbitraire dans Téquation (l); donc le plan M^ et par suite ^ le point fx sont aussi arbitraires dans les équations (2) et (3) : prenons ce point /x à l'infini^ l'équation (3) deviendra
la iS ty tû
Donc^ quelle que soit la transversale menée à travers les plans
vite , parce que, pour passer de la première à la seconde , il suffit de supposer que plusieurs points du système se réunissent en un seul. On introduit de la sorte , dans l'équation (1) , comme dans toutes celles qui se rapportent à cette théorie , des coefficiens dont chacun marque le nombre des points réunis en un seul , et peut être regardé comme la masse de ce point unique. Ainsi nous pouvons , pour plus de simplicité , ne parler que du centre des moyennes distances , et néanmoins les théorèmes que nous obtiendrons s'appliqueront d'eux-mêmes au centre de gravité d'un système de points matériels.
A^ B^ G^... ^ G et I, les points où elle perceta ces plans donneront tou* jours lieu à cette équation.
Maclaurin a appelé, dans cette équation, la distance lO la moyenne harmonique entre les distances ux, tS, ly..,. ^ ; et M. Poncelet a appelé le point die centre des moyennes harmoniques des points «, 6 y y,.... par rapport au point i *.
(57) L'équation (4) exprime donc ce théorème, qui est le corrélatif de la propriété du centre des moyennes distances d'un système de points situés en ligne droite, exprimée par l'équation (1) :
Étant doMiës plusieurs pkms A^ B, Cy et un dernier plan I,
passant tous par une même droite; il existera toujours un certain plan G y passant aussi par cette droite, et jouissant de cette propriété, que, si F on mène une transversale quelconque, le centre des moyennes harmoniques des points où elle percera les plans A , B, C, ... par rapport au point otc elle percera le plan I, sera toujours dans ce plan G.
(58) Remarquons que si la transversale était menée parallèlement au plan I, on aurait
— 1 , — 1 , .... , et l'équation (2) deyiendrait
Ce qui prouve que le point 0 est le centre des moyennes distances des
points (X, S, y,
Ainsi nous pourrions dire que le plan G est tel que toute transversale, parallèle au plan /, le rencontre en un point qui est le centre des moyennes distances des points où cette transversale rencontre les plans A, B, C ,
(59) La position du point Q, qui est le centre des moyennes harmo-
^ § S8 de son Traité des propriétés générales des courbes géométriques; 2 Mémoire sur kê centrée des moyennes harmoniques « inséré dans le t. 111 du Journal de Mathématiques de M. Crelle.
niques des points a^ S, y,.... par rapport au point t, est déterminée indifféremment par Féquation (4)^ ou par l'équation (3)^ qui contient un point arbitraire ju; de sorte que ces deux équations sont identiques. Cette identité résulte de la propriété même du centre des moyennes distances^ exprimée par l'équation (1) où le point m est indéterminé; mais on peut en donner une démonstration directe^ très-facilement.
D'abord on passera de l'équation (3) à l'équation (4) en remplaçant, dans la première^ {lx par lu^^ta, /LtSpar p — £;et ainsi desautres segmens*
Réciproquement, on passera de l'équation (4) à l'équation (3) en prenant l'équation identique
— ■+• "~ -♦- ^ "♦- •••• ^= fi. — ,
et la retranchant de Téquation (4), après avoir multiplié les deux membres de celle-ci par (u; car il en résulte
^ fit — ta fju — tC fju — ty fu — 15 H H H ....ssn. ,
ta tC ty tB
fia fiG fiy iiA
la tC ty iB
Ainsi l'identité des deux équations (3) et (4) est démontrée directement. Elle exprime une propriété importante du centre des moyennes harmoniques d'un système de points situés en ligne droite.
(60) Maintenant, si nous considérons l'équation (4), non plus sous le rapport de sa signification propre dans la théorie du centre des moyennes harmoniques, mais comme exprimant une relation entre cette théorie et celle du centre des moyennes distances, relation fondée sur le principe de dualité, nous aurons ce théorème, qui nous sera utile dans la suite :
(( Si l'on a plusieurs points en ligne droite, et leur centre des » moyennes distances, et qu'on fasse la figure corrélatiye, on aura )) des plans passant par une même droite; dont le dernier , qui corres-
)) pondra au centre des moyennes distances, sera tel que si on tire )) une transversale quelconque, le point où elle rencontrera ce dernier )) plan sera le centre des moyennes harmoniques des points où elle )) percera tous les autres plans, par rapport au point où elle percera )) le plan correspondant au point situé à Finfini sur la droite des points » de la première figure. »
(61) Considérons plusieurs points en ligne droite, a, b^ c,..., et leur centre des moyennes harmoniques g, pris par rapport à un point o de cette droite; on aura
oa oh ' * og '
^ og
— -h sry -*- .... = fl.
oa ob
Faisons la figure corrélative. Nous aurons n plans A, B, G,... un plan 0, et un dernier plan G^ plus un plan I, correspondant au point de la droite ab situé à l'infini; tous ces plans passeront par une même droite. Menons une transversale quelconque, qui rencontrera ces plans aux points «, $, }^,. ...&>, 0 et i; on aura, d'après la seconde partie du principe de dualité^
6)0 id Oè tô
OSA la uC iC
OU
ta iC tô
(M 6iC ôa
OU, suivant ce qui vient d'être démontré ci-dessus,
CM UÇ Cûé
Ce qui prouve que :
« Quand on a plusieurs points en ligne droite, et leur centre des » moyennes harmoniques par rapport à un point de cette droite; )) si l'on fait la figure corrélative, on aura des plans passant par une
)) même droite^ dont FaTant dernier sera tel que si l'on mène une » transversale quelconque^ elle rencontrera ces plans en des points )) dont l'avant dernier sera le centre des moyennes harmoniques des )) premiers par rapport au dernier. »
(62) Soient des points a^i&^ c,.... placés d'une manière quelconque dans l'espace, et g leur centre des moyennes distances ; la propriété de ce point est que, si par tous ces points on mène des plans parallèles entre eux, une transversale quelconque les rencontrera en des points dont le dernier sera le centre des moyennes distances de tous les autres.
Faisons la figure corrélative; nous aurons des plans A, B, C,.... placés d'une manière quelconque dans l'espace, et un dernfer 6, correspondant au centre des moyennes distances g. Tous les plans menés parallèlement entre eux par les points a, b^.... g, donneront lieu à des points situés sur les plans A, B,.... 6, et tous sur une même droite passant par le point i qui répond à l'infini de la première figure; le dernier de ces point sera le centre des moyennes harmoniques de tous les autres par rapport au point i (60) ; on a donc ce théorème :
Quand on a plusieurs plans, placés dune manière quelconque dans V espace^ si, autour dun point fixe, on fait tourner une trans-versale, et qu^on prenne sur elle le centre des moyennes harmoniques des points où elle perce les plans, par rapport au point fixe, ce centre aura pour lieu géométrique un plan.
M. Poncelet a appelé ce plan, dans son Mémoire cité ci-dessus, le plan des moyennes harmoniques, relatif au point fixe.
Il est remarquable que ce théorème soit précisément le corrélatif de la propriété du centre des moyennes distances d'un système de points.
Maclaurin a démontré ce théorème pour le cas d'un système de lignes droites situées d'une manière quelconque dans un plan^; nous le reproduisons ici pour montrer cette relation remarquable qui existe
1 De linearum geomeiricarum proprieiaitbuê generalibus tradatuSf § 26.
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entre ce théorème et la propriété du centre des moyennes distances d'un système de points. On n'aurait pas suj^osé à priori des rapports aussi directs et aussi simples entre deux propositions en apparence si différentes.
(63) En appliquant le principe de dualité au théorème que nous Tenons de démontrer^ on parvient immédiatement au suivant :
Quand on a un système de points ^yh, c^.... dans Fesp^f^ce^ et un plan fiùoe I y si par une droite y prise arbitrairement dans ce plan y on mène des plans passant par tous ces points; puis qu^on tire une transversale quelconque, et qu^on prenne sur elle le centre des moyennes harmoniques des points où elle percera ces plans , par rapport au point ou elle percera le plan I, le plan mené par ce centre et par la droite prise dans le plan I , passera par un point fixe y quelle que soit cette droite.
Ce point fixe a été appelé par M. Poncelet le centre des moyennes harmoniques des points a y b^ Cy.. par rapport au poini /.
Ce théorème est une généralisaticm de la propriété du o^dtre des moyennes distances d'un système de points; car si le plan I est à l'infini^ le point fixe sera précisément le centre des moyennes distances des points a, b, c^...
(64) Le centre des moyennes harmoniques d'un système de points^ par rapport à un plan^ jouit de diverses autres propriétés que nous omettons ici^ parce que nous reviendrons sur cette théorie dans la seconde partie de cet écrite en a|^liquant le principe de déformation homographique.
§ XIIL Théorème de Newton sur les diamètres des courbes. — Propriétés nouvelles des surfaces géométriques.
(65) Soit une surface géométrique. Si on tire des transversales parallèles entre eUes^ et qu'on prenne le centre des moyennes distances des points où chacune d'elles rencontrera la surface^ le lieu géométrique de ces centres sera un plan.
Gela est une conséquence du théorème que Newton a donné sur les diamètres des courbes géométriques^ au commencement de son Énu^ mération des lignes du troisième ordre.
Faisons la figure corrélative; nous aurons une nouyelle surface géométrique: aux transversales correspondront des droites^ toutes situées dans un même plan^ qui correspondra au point de concours (situé à l'infini) des transversales; d'après ce que nous avons démontré (60) y sur la transformation de la propriété du centre des moyennes distances d'un système de points situés en ligne droite , on aura ce théorème :
Quand on a une surface géométrique et un plan , situé dune manière quelconque dans F espace y si par une droite y prise arbitrairement dans ce plàH ^ on mène les plans tangens d cette sur/ace; puis, qu^on tire une transversale quelconque et qu'on prenne sur elle le centre des moyennes harmoniques des points où elle percera tous les plans tangens , par rapport au point où elle percera le plan donné ; le plan mené par ce centre et par la droite prise dans le plan donné y passera par un point fixe , quelle que soit cette droite,
(66) Si la surface primitive est l'ensemble de plusieurs plans^ sa transformée se réduira à plusieurs points isolés^ et le théorème exprimera la propriété du centre des moyennes harmoniques d'un système de points^ déjà démontrée ci-dessus (63).
(67) Si par les points où une des transversales T^ dans la première figure y rencontre la surface y on mène les plans tangens à cette surface^ et qu'on prenne le centre des moyennes distances des points où toute autre transversale rencontre ces plans tangens , ce centre sera sur le plan P, lieu géométrique des centres relatifs à la surface. Car ce point sera sur un plan fixe P'^ parce que les plans tangens forment une surface géométrique; mais quand la transversale sera infiniment voisine de la première T, les points où elle percera la surface se confondront avec les points où elle percera les plans tangens; les deux plans P, P', auront donc plusieurs points communs y et se confondront.
Faisant la figure corrélatWe^ on conclut aisément de là, d'après le théorème (66) , ce nouveau théorème :
Quand on a une surface géométrique et un plan fixe situé dune manière quelconque dans V espace, si par une droite y prise arbitrairement dans ce plan^ on mène les plans tangens âlasurface^le centre des moyennes harmoniques de leurs points de contact avec la surface ^ relatif au plan fixe, sera toujours le même point de r espace, quelle que soit la droite prise dans ce plan.
(68) Si le plan fixe est à l'infini , on conclut de ce théorème cette autre propriété singulière des surfaces géométriques :
Étant donnée une surface géométrique , si on lui mène ses plans tangens parallèles à un même plan, leurs points de contact avec h surface auront pour centre des moyennes distances un point fixe, quelle que soit la direction commune des plans tangens.
(69) Les propriétés générales des surfaces géométriques, que nous venons de démontrer, ont lieu, bien entendu, pour les courbes planes; et elles s'appliquent aussi aux courbes à double courbure ; car dans les théorèmes connus d'où nous les avons déduites, par notre principe de transformation, la surface proposée pouvait être dévehppable et donner pour transformée une courbe à double courbure (17).
(70) Ces théorèmes, combinés entre eux, et appliqués à des systèmes de cônes et de cylindres circonscrits à une surface géométrique, ou passant par une même courbe à double courbure , conduisent à plusieurs autres théorèmes curieux qui sont une généralisation des propriétés des cônes circonscrits à une surface du second degré, et ayant leurs sommets sur une droite ou sur un plan.
Il ne peut entrer dans l'objet de cet écrit de nous étendre davantage sur ce genre tout nouveau de propriétés générales des surfaces et des courbes géométriques. Nous en avons fait d'ailleurs l'objet d'un mémoire spécial inséré dans la Correspondance mathématique de M. Quetelet. (Voir le second Mémoire sur la transformation para-bolique des relations métriques des figures. Correspondance, t. VI.)
Nous donnerons dans la seconde partie de cet écrit quelques autres
propriétés des courbes et des surfaces géométriques , qui appartiennent à la même théorie.
§ XIV. Propriété du quadrilatère gauche; double génération de Vhyperboloïde à une nappe ^ par une ligne droite mobile.
(71) Soit un quadrilatère gauche aa'b'b ; on sait que si Ton mène une droite mm' qui divise les côtés opposés ab, a^b', proportionnellement^ c'est-à-dire de manière qu'on ait
am a'm'
^ ' T^^ ÂW'
1^ La droite mm} sera dans un plan parallèle aux deux autres côtés aa\ bb ;
2^ Cette droite rencontrera toute droite, telle que nn\ qui s'appuie sur les côtés aa\ bb'y et qui est parallèle au même plan que les deux côtés ab^ a'b^. {Géométrie de Legendre, 5® livre.)
Faisons la figure corrélative. Nous aurons un second quadrilatère gauche aJè& y dont les plans des angles a, J^ 6, S'y que nous désignons par A, A', B, B', correspondent respectivement aux sommets a, a'^ b, A' du premier. Aux points m,m^ correspondront, dans la nouvelle figure, deux plans M ^ M' passant respectivement par les deux côtés «6, «'S'; et aux points n, n' correspondront deux plans passant respectivement par les deux côtés «a', €§'.
Soient I, F les deux plans qui correspondent aux points situés à l'infini sur les deux côtés ab , a'b'; ces plans passeront par les deux côtés (£ y J& respectivement ; et l'on aura
sin. M, A sin. I.A ma
sin. M,B * sin. I,B mb '
sin. M^A^ ^ sin. \ ,k' _ m'a' sin. M',B' • sin. r,B' ~ lHJv'
On a donc , d'après l'équation (1):
sin. M,A sin. I,A sin. M',A' sin. r,A'
sin. M,B ' sin. I,B sin. M',B' * sin. l\W
C'est-à-dire que le rapport anharmonique des quatre plans A.^ B^ I, M^ est égal au rapport anharmonique des quatre plans A', B'^ I'^ M^
Les droites aa^, bb\ mm' étant parallèles à un même plan , on peut les considérer comme s'appuyant sur une même droite située à l'infini; les droites qui leur correspondent^ dans la nouvelle figure^ s'appuieront donc aussi sur une même droite ; et cette droite rencontrera la droite d'intersection des deux plans I^ I'^ puisque celle-ci correspond aussi à une droite située à l'infini^ et que toutes les droites à l'infini sont considérées comme étant dans un même plan.
Enfin ^ la droite nn' étant dans un plan parallèle aux deux côtés aby a'b'y ces trois droites peuvent être considérées comme s'appuyant sur une même droite située à l'infini; à cette droite située à l'infini correspond la droite d'intersection des deux plans I, F; à la droite nn' correspondra donc une droite quelconque s'appuyant: 1^ sur la droite d'intersection des deux plans A, A'; 2« sur la droite d'intersection des deux plans B^ B^; et 3^ sur la droite d'intersection des deux plans I^ V.
De là on conclut ce théorème :
Étant donnés trois plans A^ B, ly passant par une droite / et trois autres plans quelconques A, B\ F, passant par une seconde droite; si autour de ces deux droites on fait tourner deux plans M y M^ ^ de manière que le rapport anharmonique des quatre plans A^B ,1, M^ soit égal au rapport anharmonique des quatre autres plans A y B', F y M'y la droite d intersection des deux plans M y M' s' appuiera y dans toutes ses positions y sur toute transversale qui s* appuierait sur les trois droites d! intersection des plans Ay B, /, parles plans A y -S', Fj respectivement.
Cela prouve que la droite d'intersection des deux plans M, M', engendre un hyperboloïde à une nappe ; et comme la transversale sur laquelle cette droite s'appuie dans toutes ses positions est indéter-
minée ^ on en conclut aussi la double génération de cette surface par une ligne droite.
Ce théorème correspond à celui que nous avons appelé^ dans la géométrie plane ^ propriété anharmonique des points dune conique {voir la Note XY). Il nous sera très-utile dans la théorie des surfaces du second degré.
f 72} Remarquons que Téquation (2) donne
sin. M,A sin. M',A^ sin. I,A sin. r,A'
• -^ • -— 5 const.
sin. M,B sin. M',B' sin. I,B sin. l%h'
^^^ est égal au rapport des distances d'un, point du plan M aux deux plans A^ B. Prenons ce point sur la droite d'intersection des deux plans M^ M^ Le rapport des distances du même point aux deux plans A', B', est égal à ||°,m%b^' Ce rapport est donc au premier dans une raison constante; donc
Si ton demande un point dont le rapport des distances à deux plans donnés soit au rapport de ses distances à deux autres plans , dans une raison constante , le lieu géométrique de ce point sera un hyperboloïde à une nappe.
Cela est encore un exemple assez remarquable qui montre la possibilité de tirer par nos méthodes de transformation^ d'un simple théorème de géométrie élémentaire , des propriétés générales des surfaces du second degré.
§ XV. Transformation des propriétés générales des surfaces géométriques rapportées à trois axes coordonnés.
(73) Soient une surface géométrique du degré m, et trois axes coordonnés ox,oy,oz; que par chaque point de la surface on mène trois plans parallèles^ respectivement^ aux trois plans coordonnés 9 les segmens ox^^ oy'^ oz' y que ces plans formeront sur ces axes^ auront entre eux une relation constante du degré m, quel que soit le point
de la surface; cette relation^ que nous représentons par
(l) F(ojf', oy\ o«') = o.
est l'équation de la surface.
Formons la figure corrélative; nous aurons une surface géométrique à laquelle on pourra mener, par une droite quelconque, m plans tangens (réels ou imaginaires); et trois droites situées dans un méoie plan 0 : les trois sommets A, B, C du triangle formé par ces trois droites correspondront aux plans coordonnés yzy zx et xy; de sorte que les trois droites BC, CA, AB, correspondront respectivement aux trois axes ox , oy, oz. Aux trois plans menés par un point de la première surface, parallèlement aux trois plans coordonnés, correspondront les trois points |', v^, C^ où un plan tangent à la nouvelle surface rencontrera les trois droites fixes menées des trois sommets du triangle au point t, qui correspond à l'infini de la première figure. Aux trois points x\ y', z\ correspondront les trois plans menés par les trois côtés du triangle et par les trois points où le plan tangent rencontre les trois droites issues du point i; soient X', Y', V ces trois plans.
Prenons sur les axes ox , oy^ oz, trois points fixes df, e, /*; et soient D, E, F, les trois plans correspondans, lesquels passent par les trois côtés du triangle ABC ; les trois plans tBC , tAC, f AB, correspondront aux trois points situés à l'infini sur les trois axes oxy oy, oz; on aura donc
ox'
8in. 0,X'
^ sin. tBC,X'
od
sio. 0,D
sin. tBC,D '
oy'
sin. 0,Y'
sin. fCA,Y'
sio. 0,£
' sin. fCA,E '
oz'
sin. 0,Z'
sin. tAB,Z'
of
sio. 0,F
' sin. t'AB,F
Soient ô, e, 9, les points où les trois plans D, E, F, rencontrent respectivement les trois axes tA, iB, tC; le second membre de la pre-
mière de ces trois équations sera égal à
Ml. £
on aura donc
o£ _ AT . *r ,
d'où
_, /AÇ' A
On a semblablement
/Bv' Be\
Mettant à la place de ox^ ^ oy^ , oz'^ ces valeurs dans l'équation (1) de la surface proposée, on aura une équation où les trois rapports
AT Bï/ cr if' '♦/' "^^
qui déterminent la position de chaque plan tangent à la nouvelle surface, entreront au degré m. Cette équation ne contiendra pas d'autres variables que ces trois rapports^ car A(J, ù^ od^ etc., sont des constantes. On peut comprendre ces constantes dans les coefficiens de l'équation; on a donc cette propriété générale des surfaces géométriques : Quand on a une surface géométrique , et un tétraèdre situé dune manière quelconque dans V espace y chaque plan tangent à la surface fera deux segmens sur chacune des trois arêtes aboutissant au sommet du tétraèdre; si on forme les rapports des trois segmens situés du côté de la base aux trois autres respectivement y ces trois rapports auront entre eux une relation constante dun degré égal au nombre des plans tangens qu'on pourra mener à la surface par une même droite.
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Et , réciproquement :
Si, ayant un tétraèdre, on mène un plan de manière que, n on forme le rapport des segmens quHl fera sur chaque arête aboutissant au sommet du tétraèdre {le segment situé du côté de la bctse du tétraèdre étant pris pour numérateur dans ce rapport) y les trois rapports ainsi faits aient entre eux une relation cofistante du degré m y le plan enveloppera une surface à laquelle on pourra mener m plans tangens par une même droite.
(74) Ainsi^ si la relation est du premier degré ^ le plan tournera autour d'un point fixe;
Si la relation est du second degré, le plan enveloppera une surface du second degré. D'où Ton peut conclure différentes propriétés des surfaces du second degré.
(75) Nous avons trouvé
ox^
si le point i est à l'infini, on aura seulement et pareillement
od
oe of
0,' = cr./ •
Mettant ces valeurs dans l'équation (1), et comprenant les constantes
od oe of
dans les coefficiens de l'équation , on aura une équation
F (Ar, B/, cîr) = o,
qui sera du degré m par rapport aux variables A|', Bi/' , Cç'. Donc : Si Von a une surface géométrique, et que par trois points fixes
on mène trois axes parallèles entre euw; chaque plan tangent à la surface coupera ces axes en trois points dont les distances aux trois points fixes reipectivement auront entre elles une relation constante cFun degré égal au nombre des plans tangens qu^on peut mener à la surface par une même droite ; Et réciproquement.
(76) Ainsi : Si F on a dans P espace trois droites parallèles entre elles j sur lesquelles sont pris trois points fixes ^ et qu^on porte sur ces droites^ à partir de ces trois points fixes, trois segmens qui aient entre eux une relation constante du premier degré ^ le plan déterminé par les extrémités de ces segmens passera , dans toutes ses positions, par un point fixe.
(77) Reprenons l'expression de ox',
Supposons les trois points Â^ B^ G^ à l'infini; il viendra
et pareillement
u. ce,
if, of.
Mettant ces valeurs dans l'équation (1), et faisant entrer les constantes dans les coefficiens^ on aura une équation
où les variables
JL JL JL
entreront au degré m.
Donc Quand on a une surface géométrique , si par un point on tire
ox'
oy' :
om'
trais axes fixes quelconques, chaque plan tangent à la surface les rencontrera en trois points dont les distances au point fixe auront entre leurs valeurs inverses une relation constante dun degré égal au nombre de plans tangens qu'on pourra mener à la surface par une même droite; Et réciproquement.
(78) Ainsi : si ton prend sur les arêtes dun angle trièdre trois points dont les distances au sommet de Fangle aient entre leurs valeurs inverses une relation constante du premier degré ^ le plan déterminé par ces trois points passera, dans toutes ses positions, par un point fixe.
(79) GonceTons le tétraèdre tABC^ et le plan qui coupe ses trois arêtes t'A, zB, tC, aux points ^', v', ç'j soient p, /, /o", jo'", les dbtances de ce plan aux quatre sommets t^ A^ B, C; on aura
/ _ Ar /' _ B/ /^ ^ fL.
on aura donc^ d'après le théorème (73)^ une relation
Cr'7-9)
OÙ les trois rapports entreront au degré m; si donc on multiplie tous les termes par p'^, on aura une équation homogène du degré m entre les quatre distances p, p\ p^' , jo'".
Donc
Bans toute surface géométrique, les distances de chacun de ses plans tangens à quatre points fixes , pris arbitrairement dans tespace, ont toujours entre elles une relation homogène dun degré égal au nombre des plans tangens {réels ou imaginaires) qu'on peut mener à la surface par une même droite.
Et , réciproquement :
Quand les distances dun plan mobile, à quatre points fixes, ont entre elles une relation homogène du degré m, ce plan enveloppe
une surface courbe^ à laquelle on peut mener ^ par une même droite quelconque^ m plans tangens {réels ou imaginaires) ^
(80) Ainsi ^ si l'on demande un plan^ tel que ses distances à quatre points fixes ^ multipliées respectivement par des constantes, aient leur somme égale à zéro^ une infinité de plans satisferont à la question y «t tous ces plans passeront par un même point. Et en effet on sait que ce point serait le centre de gravité des quatre points fixes^ s'ils avaient des masses proportionnelles aux constantes qui multiplient les distances du plan mobile à ces points.
$ XYI. Nouvelle méthode de géométrie analytique.
(81) Les théorèmes précédens offrent une manière de déterminer^ par une équation entre trois variables , tous les plans tangens à une surface courbe , analogue à celle par laquelle on détermine en géométrie analytique, par une équation entre trois variables, tous les points d'une surface.
On prendra arbitrairement dans l'espace un tétraèdre tABC. Un plan renconti;era les trois arêtes tA, tB, tC,en trois points I, u, ç, qu'il suffira de connaître pour que le plan soit déterminé. On déterminera ces points eux-mêmes par les rapports
fÇ tv ♦?
qu'on pourra appeler les coordonnées du plan, et que nous repré-
' Ce théorème s'applique à un nombre quelconque de points fixes ; c'est-à-dire que : ÉfaiU donnée plusieurs points fixes dans l'espace , si on mène un plan de manière qua ses distances à ces points aient entre elles une relation homogène constante du degré m, ce plan envtr iopperoy dans toutes ses positions , une suif ace géométrique à laquelle on pourra mener m plans tangens par une même droite.
Ce théorème se conclut , par le principe de dualité , de cette autre proposition , dont la démonstration résulte des premiers principes de la géométrie analytique , savoir : Le lieu d'un point dont les distances à plusieurs plans fixes ont entre elles une relation constante du degré m, est une surface géométrique qu'une droite quelconque rencontre en m points {réds ou imaginaires).
senterons par ^^ y ^ ^* Chaque système de valeurs de ces trois coor«* données donnera un plan. Donc une équation entre ces trois coordon-* nées représentera une infinité de plans ^ tous assujettis à une certaine loi exprimée par cette équation^ et qui, par conséquent, enveloppe^ ront une certaine surface.
Il résulte du théorème (73) qu'une équation F (a?, y , z) = o, où les variables a;, y^ s, n'entrent qu'au premier degré, représente un point; c'est-à-dire que tous les plans déterminés par cette équation passe** ront par un même point; qu'une équation du second degré représente une surface du second degré; et en général qu'une équation du degré m représente une surface à laquelle on peut mener m plans tangens par une même droite.
(82) Deux équations qui devront avoir lieu en même temps, détermineront les plans tangens communs aux deux surfaces que ces équations individuellement représentent; ces deux équations représenteront donc la surface développable circonscrite à ces deux surfaces.
Pareillement trois équations donneront les plans tangens communs aux trois surfaces représentées par ces équations.
Il suit de là que, quand trois surfaces seront inscrites dans la même développable, les équations de deux d'entre elles devront rendre identique l'équation de la troisième.
Ainsi, si l'on a deux surfaces du second degré représentées par les équations F = o, /* = o, toute autre surface du second degré, inscrite dans la développable circonscrite aux deux premières , aura son équation de la forme ¥ '\-'k. f=^ Oyl étant une constante.
(83) Chaque plan tangent à une surface la touche en un point qu'on déterminera par une formule semblable à l'équation du plan tangent à une surface dans le système de coordonnées en usage.
Ainsi soient F {ûû^ y^ ^) = ^ l'équation de la surface, et x^ , y', s' , les coordonnées de son plan tangent; l'équation du point de contact sera
d¥ d? dF
(84) Si l'on veut avoir l'intersection de la surface par un plan, on indiquera que le point dont nous venons de donner l'équation doit être sur ce plan. Soient a^ê^y^les coordonnées de ce plan; on aura l'équation de condition
Cette éc[uation représente une sur&ce dont les coordonnées courantes sont 0?^^ y'^ z^. Cette surface est telle que les plans tangens à la surface proposée^ en ses points d'intersection par le plan (a, S^ y), lui sont aussi tangens. Donc cette équation et celle F [x' , y' , z') = o de la surface proposée, représentent une développable circonscrite à celle-ci suivant sa courbe d'intersection par le plan dont les coordonnées sont a^ 6,y. Ainsi cette courbe d'intersection est déterminée.
(85) Nous ne pousserons pas plus loin ces analogies, qui suffisent pour faire voir le mécanisme de ce nouveau système, et à quel genre de questions il conviendra particulièrement. Mais on conçoit que, pour remployer avec avantage, il est nécessaire de le présenter directement et d'une manière élémentaire, pour connaître la signification des coefficiens de certaines équations qui se représenteront toujours, telles que celles du point et de la ligne droite. La méthode par laquelle nous venons d'exposer les propriétés principales de ce système ne suffit pas pour donner les expressions géométriques de ces coefficiens, parce qu'ils renferment les segmens, od^ oe, of, (73), qui appartiennent à l'ancien système. Nous reviendrons donc sur cette nouvelle '^méthode de géométrie analytique, pour l'exposer directement, et avec les développemens nécessaires.
(86) On remarquera que quand les trois axes ^'A, tB, tC, sur lesquels sont comptées les trois coordonnées de chaque plan, sont parallèles entre eux, ces trois coordonnées deviennent précisément les segmens Af, Bv, Cf , diaprés le théorème (75). Le système alors se simplifie beaucoup, et a une plus grande analogie avec le système de coordonnées de Descartes.
Au contraire^ quand les trois axes ik, tB, tC, passent par un même points et que le plan ABC est à l'infini ^ les trois coordonnées de chaque plan sont^ diaprés le théorème (77) , les valeurs inverses des distances du point i aux points où le plan rencontre les trois axes
t'A, iRy iCê.
§ XVII. Suite du précédent. — Applications du nouveau système
de géométrie analytique.
(87) Première application. Considérons le système de coordonnées le plus général^ celui où l'on a un tétraèdre t'ABC^ et où les coordonnées de chaque plan sont les rapports
AÇ hv cç
iÇ ty tK
On démontrera aisément^ en faisant les mêmes raisonnemens que pour la démonstration du théorème I {§ 11)^ le suivant^ qui d'ailleurs est le corrélatif du théorème (9) :
Quand, dans V équation d'un point mobile , les coefficiens des coordonnées courantes sont trois variables liées entre eUes par une relation du premier degré, le point engendre un plan ;
Si les coefficiens ont entre eua; une relation du second degré, le point engendre une surface du second degré;
Et, en général, si les trois coefficiens ont entre eux une relation du degré m, le point engendre une surface qui est rencontrée en m points par une transversale quelconque.
(88) Ce théorème conduit à une propriété géométrique du centre de gravité de quatre points matériels.
En effets soient w^ , y', z' , les trois coefficiens des variables^ dans l'équation d'un point; cette équation sera
^> y 9 ^9 sont les coordonnées qui déterminent chaque plan qui passe
par ce point. Nous ayons tu (79) qu'on peut les remplacer par les distances /j^ /?', /s", /?'", de ce plan aux trois sommets iy A,By C,da tétraèdre; on aura donc
ar'/ -1- y'/' -1- zfp'^' ^ K/) = 0.
Nous ayons tu aussi (80) que le point que représente cette équation est le centre de graTÎté des quatre points i. A, B, C^ si on leur suppose des masses proportionnelles aux quantités K, a;' , y', et jy'. On conclut donc du théorème précédent celui-ci :
Si Fon a qtiatre points fiœes matériels ^ et qu^on prenne leur centre de gravité ^ et que, la masse de Vun dieux restant constante, celles des trois autres points varient en conservant entre elles une relation constante du degré ra, le centre de gravité des quatre points engendrera une surface du degré m.
On pourrait faire Tarier les masses des quatre points; mais alors il faudrait qu'elles eussent entre elles une relation homogène; le centre de graTité de ces quatre points engendrerait une surface d'un degré égal à celui de cette relation.
(89) Deuxième application. Pour faire une seconde application du nouTcau système de coordonnées à une question qui offrirait des difficultés^ si on Toulait faire usage du système ordinaire , proposonsnous de démontrer cette propriété générale des surfaces géométriques :
Étant donnés une sur/ace géométrique, deux plans fixes et un axe parallèle à V intersection de ces deux plans , si on mène un plan transversal quelconque, et que par les deux droites suivant lesquelles il coupera les deux plans fixes on mène les deux faisceaux de plans tangens à la surface, les produits des segmens compris sur Faxe fixe, entre le plan transversal et les deux faisceaux de plans tangens, seront entre eux dans un rapport constant, quel que soit le plan transversal.
Prenons un système de trois axes coordonnés AxyBy, Cz, parallèles entre eux. Que le plan des deux axes h.x, By, et celui des deux axes kx,Cz , soient les deux plans donnés.
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Soit F [xy y, z) = o l'équation de la surface. Soient a?'^ y'j z', les coordonnées d'un plan transversal; les plans tangens menés à la surface, par la droite d'intersection de ce plan transversal et du plan des deux axes Kx^ By, couperont l'axe kz en des points dont les distances z au point G seront données par l'équation
On peut mettre cette équation sous la forme
OU
dz'^ ^ dz'^ 1.2 rf«'- 1.2.. ..m
w étant le degré de l'équation de la surface.
Les racines {z — js') de cette équation sont les segmens compris sur l'axe des Zy entre le plan transversal et les plans tangens; leur produit est égal à
m. F(a/, y%gO
Mais la transversale donnée est parallèle à l'axe Cz^ donc les segmens interceptés sur elle, entre le plan transversal et les plans tangens, sont proportionnels aux segmens interceptés entre les mêmes plans sur l'axe ÇaZ. Ainsi le produit des segmens faits sur la transversale est égal à
K.1.2....W. F(a?^y^gO d'-F '
K étant une constante qui ne dépend que de la distance de la transversale donnée au plan des deux axes kx^ By.
Pareillement, si par la droite d'intersection du plan transversal et du plan des deux axes kw , G;ar, on mène les plans tangens à la surface, le produit des segmens compris sur la transversale, entre le
plan transversal et les plans tangens^ sera égal à
JLf étant une seconde constante qui ne dépend que de la distance de la transversale au plan des deux axes kâ?^ Cz.
Le rapport des deux produits des segmens faits sur la transversale^ suivant l'énoncé du théorème^ est donc égal à
Ce rapport est constant^ parce que l'équation de la surface étant du degré m y les deux expressions
sont des nombres ; le théorème est donc démontré.
(90) Notre système de coordonnées peut procurer aussi une démonstration directe des propriétés générales des surfaces géométriques^ que nous avons déduites ($ XIII), par le principe de dualité, du théorème de Nev^ton sur les diamètres des courbes. Nous avons donné cette démonstration directe dans la Corresp. math, de M. Quetelet, t. YI, p. 81. Je ne pense pas que le système de coordonnées en usage puisse conduire à une démonstration de ces propriétés, d'un nouveau genre, des surfaces géométriques.
$ XVni. Construction analytique des figures corrélatives.
(91) Dans les applications que nous venons de faire du principe de dualité, pour démontrer des propriétés générales de l'étendue, nous avons fait usage de ce principe seul, pris dans toute sa généralité, sans avoir besoin de construire les figures corrélatives, et sans avoir égard aux différentes variétés de formes qu'elles pourraient présenter, suivant le mode de construction qu'on emploierait.
Mais on peut demander de construire la figure corrélatiye d'une figure donnée. Cela se fera très-aisément de deux manières générales, analytiquement et géométriquement.
' D^ abord par l'analyse. On prend l'équation générale d'un plan, rapportée à trois axes coordonnés quelconques, et renfermant, au premier degré, les coordonnées ^', y' , s' , d'un point; cette équation sera de la forme
(1) Xy -4- Yy' -4- ZV = U,
X, Y, Z et U, étant des fonctions linéaires des coordonnées courantes a;, y, s.
Si on veut déterminer un plan de la figure corrélative, correspondant à un point de la figure proposée, on mettra les coordonnées de ce point dans l'équation (1) à la place de ^S y% z'; et cette équation deviendra celle du plan cherché.
Si on veut déterminer un point de la figure corrélative, correspondant à un plan de la figure proposée, on prendra l'équation de ce plan ; je la suppose
(î) Lj? ^. My ^. N* = I ;
et les coordonnées du point cherché seront données, ainsi que nous l'avons démontré (1), par les trois équations
(3) X = LU, Yt=MU, Z = NU,
où ces coordonnées n'entrent qu'au premier degré.
(92) Si, réciproquement, on veut déterminer, dans la première figure, le plan auquel correspondra tel point désigné de la seconde figure, on fera usage des mêmes équations (3), où l'on remplacera les coordonnées ofy y^ z, qui entrent dans les polynômes X, Y, Z, et U, par les coordonnées a;'', y'', z^' du point donné de la seconde figure; et ces équations donneront les valeurs des paramètres L, M, N, du plan cherché.
Désignons par X", Y", Z", U", ce que deviennent les polynômes
X, Y, Z, U, par la substitution dont nous Tenons de parler; on aura
et l'équation du plan de la première figure^ auquel correspond le point {x'^ y y", js",) de la seconde figure^ sera
(93) Remarquons que si le point a?"^ y", js", était considéré comme appartenant à la première figure^ le plan qui lui correspondrait dans la seconde^ aurait pour équation
Cette équation diffère^ en général^ de la précédente; ce qui fait yoir que ;
Dans deux figures corrélatives ^ à un même point de F espace, considéré successivement comme appartenant à la première figure, puis à la seconde, correspondent deux plans différens.
Dans quelques modes de construction des figures corrélatives, tel que celui des polaires réciproques , ces deux plans se confondent toujours. Mais c'est là un caractère particulier de ces figures, étranger en quelque sorte au principe de dualité, et dont en effet nous n'avons point eu besoin de faire usage dans nos applications de ce principe.
Nous donnerons dans un des paragraphes suivans la théorie générale des figures corrélatives qui jouissent de celte propriété particulière.
(94) Nous avons dit comment on déterminera, au moyen des trois équations linéaires (3), les coordonnées du point qui correspond, dans une figure corrélative, à un plan de la figure donnée. Comme ce calcul, sans offrir de difficulté, est un peu long, nous aUons en donner le résultat.
Conservons à X, Y, Z et U, les expressions générales que nous leur avons données (8); et désignons par le symbole {ab'c^') le polynôme
a (Va" — fcV) H- a' {V'c — hc") h- a" {b& — fc'c);
par le symbole {a'b^^&'') ce que devient ce polynôme quand on y change a en a', b' en A" , et c" en c'"/ par (d'a"i6'") ce que devient ce premier polynôme, quand on y change a en df , A' en o", et c" en A'"; et ainsi de suite.
Les expressions des coordonnées ^r, ^^ ^^ du point qui correspond au plan donné, seront
"^ "^ (aAV) — (a'A' V") L ^ (a"fc'"c) M — (a'"i>c') N ' {da'c'') — ((^V V^O L -f- {d"a'''c) M — (rf^^^oc^Q N
_ {daV) — (rfV^rp L -f- {d'^a'^'h) M -- (rf^^^o^^^) N ' ~ {ah'c'') — (a'A"c'") L ^ (o"i>'"c) M — (a'"bc' ) N '
Au moyen de ces formules, on connaîtra tous les points de la figure corrélative, correspondans à des plans déterminés de la figure proposée.
Ainsi la construction des pointa et des plans de la figure corrélative la plus générale d'une figure proposée sera extrêmement facile.
(95) Si cette figure proposée est une surface courbe exprimée par son équation, nous avons vu (art. 3) comment, par une simple élimination , on trouvera l'équation de la surface corrélative.
Et si l'on veut déterminer cette surface par points, on observera que chacun de ses points est le pôle, ou point correspondant, d'un plan tangent à la surface proposée (théorème II). Les coordonnées de ce point seront donc données par les formules précédentes, où L, M, N, seront les coefficiens de l'équation du plan tangent en un point de la surface proposée.
Ainsi soit
l'équation de cette surface; et
l'équation de son plan tangent au point (a?' , y' , s') ; p' et q' étant les coefiiciens différentiels ^, ^ où Ton a remplacé les coordonnées â;.
y, s, par <r% y', s'. On a
p' rf — 1
Substituant ces valeurs dans les formules précédentes^ on obtient
^ ~ (aA'c") (joV -+- îY— «0 — (a'iV'O jo' ^ (o"fc'"c) g' -♦- (o'"Ac') '
^ ~ {ah'c") (pV -*- gy— «') — (a'/b'V")p' -+- {nd'y^c) q' + (a'"i&c') '
_ (da'b'') (jpV -f- gy--;g^)-> ((^V^y^Qp^ -♦- (d'Wb) g' -f- (d^^^qyp
"" ~ (aZ^'c") (pV + J'y'— «') — (a'A'V'Op' -+- (a"r'c) q' + (o'"Ac' ) '
Telles sont les coordonnées d'un point de la surface corrélative d'une surface proposée, en fonction des coordonnées d'un point de celleci. Les deux points se correspondent^ mais comme jusqu'ici le mot correspondant nous a servi pour désigner la relation entre deux parties corrélatives dans une figure et sa transformée , telles que un point et un plan, nous dirons que ces deux points des deux surfaces sont réciproques.
On reconnaît les points réciproques dont Monge avait donné une expression particulière dans le titre d'un mémoire qui , je crois, n'a pas été publié. {Voy. la note XXX.)
$ XEt. Construction géométrique des figures corrélatives.
(96) Soient a,b^c, d^ Cy cinq points quelconques delà figure proposée; on pourra prendre arbitrairement dans l'espace cinq plans A, B, C, D, E, comme devant correspondre respectivement à ces cinq points, dans la figure corrélative qu'il s'agit de construire. ($11, théorème V).
Il nous faut déterminer dans cette figure :
1<> Le plan qui correspondra à un sixième point quelconque de la figure proposée;
Et 2^ le point qui correspondra à un plan quelconque de cette figure proposée.
Pour cela, considérons le tétraèdre abcd. Par le point e menons trois plans passant respectivement par les trois arêtes ab ^ bc, ca:, et par un sixième point m menons trois autres plans passant aussi par les trois arêtes ab y ac, bc.
Soit M le sixième plan de la figure corrélative, qui correspond au point m; c'est le plan que nous voulons déterminer. Aux quatre plans qui, dans la première figure, passent par Farête ab, et qui sont caby dab, eab, mab^ correspondent, dans la seconde figure, les quatre points CÂB^ DAB, EAB, MAB^ Le rapport anharmonique des quatre plans est égal au rapport enharmonique des quatre points. (Théorème IV.) Cette égalité fera connaître le point MAB, c'est-à-dire le point où le plan cherché coupe la droite d'intersection des deux plans donnés A, B. Une égalité semblable fera connaître le point où le même plan cherché rencontrera la droite d'intersection des deux plans donnés A, G; et enfin une troisième égalité semblable fera connaître le point où ce plan rencontre la droite d'intersection des deux plans B, G. Ainsi le plan cherché est déterminé par trois de ses points. G'est la première question que nous avions à résoudre.
Maintenant, pour trouver le point n qui correspond à un plan N de la première figure, on prendra le point où ce plan N rencontre Tarête da du premier tétraèdre; à ce point correspondra, dans le second tétraèdre , le plan mené par l'arête DA et par le point cherché. On aura ainsi sur l'arête da quatre points qui seront 1^ a, 2<^ </, 3^ le point où le plan ebc rencontre l'arête da^ et 4° le point où le plan N rencontre cette arête; et l'on aura quatre plans correspondans, passant par l'arête DA, lesquels seront 1^ A, 2<> D, 3<^le plan mené par le point où le plan E rencontre l'arête BG, et 4^ le plan mené par le point cherché. Le rapport anharmonique de ces quatre plans
^ Nous désignons un point par les trois lettres qui représentent trois plans passant par ce point.
sera égal à celui des quatre points; cette égalité fera connaître le quatrième plan^ celui qui passe par le point cherché.
Deux autres égalités semblables feront connaître deux autres plans menés par les deux arêtes DB^ DG^ respectivement^ et passant par le point cherché. Ainsi ce point sera donné par l'intersection de trois plans qu'on déterminera facilement.
Le problème de la construction géométrique des figures corrélatives est donc résolu complètement.
(97) Dans la pratique^ on exprimera le rapport anharmonique de quatre plans par celui des quatre points où ces plans rencontrent une transversale; et on prendra pour cette transversale l'arête du tétraèdre opposée à celle par laquelle passent les quatre plans.
On réduira^ de cette manière, la construction des figures corrélatives à des formules très-simples et d'une grande généralité.
Les quatre plans A, B, C, D, de la seconde figure, forment un tétraèdre dont les quatre faces correspondent respectivement aux quatre sommets du tétraèdre abcd de la première figure. Désignons par a% b'^ &, d, les quatre sommets opposés à ces faces respectivement.
Soient e, a les points où les deux plans ebc^ mbc rencontrent l'arête ad; et soient e' , J les points où les deux plans £ , M rencontrent l'arête a'd du second tétraèdre.
Le rapport anharmonique des quatre plans abc, dbc, ebc, mbc sera le même que celui des quatre points, a, d^e, a; mais il est égal, comme nous l'avons dit ci-dessus (96), à celui des quatre points d' , a', e', a', qui correspondent aux quatre plans, dans la seconde figure; on aura donc
aa ^ ea ad' ^ s'd^ ad ed xa ea
d'où
aa a'd' /fo
^"^ 77' \Jd
fo . e'rf'
Le rapport ^-7^ est une quantité constante, quel que soit le To*. XI. 82
point m^ puisqu'il, ne dépend que de la. position du point donné e et du plan pris arbitrairement £ ^ qui lui correspond. Ainsi l'on a
ad a!a'
l étant une quantité constante.
Pareillement 6 étant le point où le plan mac rencontre l'arête bd du premier tétraèdre; et 6' le point où le plan M rencontre l'arête b'd du second tétraèdre, on aura
çh C'a'
ju étant une constante.
Et enfin, appelant y le point où le plan mab rencontre l'arête cd; et y le point où le plan M rencontre l'arête &d du second tétraèdre, on aura
rc r'd'
y étant une troisième constante.
(98) Ces trois équations donnient immédiatement la construction des points et des plans de la figure corrélative d'une figure proposée.
Car les points «',6', / , déterminés par ces équations, appartiennent respectivement à trois plans passant par les arêtes b'c', &a', a^b^ du second tétraèdre, et correspondans aux trois points «, e, y; et réciproquement les trois points «, 6| / appartiennent à trois plans, passant par les trois arêtes bcy ca, ab du premier tétraèdre, et correspondans aux points «' , 6' , y'.
D'après cela, veut-on construire le plan de la seconde figure qui correspond à un point m de la première? Par ce point m on mènera les trois plans mbc , mca ^ mab qui rencontreront les arêtes ad, bd, cd en trois points; on regardera, dans les formules ci-dessus, a, 6, y, comme étant ces trois points; et alors a', ê% y seront les points où
le plan cherché rencontre les trois arêtes a^d! , b'd! , c'd du second tétraèdre.
Yeut-on construire le point de la seconde figure^ correspondant à un plan de la première? On regardera^ dans les formules^ a^ èy y^ comme étant les points oii le plan donné rencontre les trois arêtes ad^ bd^ cd du premier tétraèdre; et alors J y& ^ / seront les points où les trois plans menés par le point cherché et les trois arêtes b'c'y c'a' , a'b' du second tétraèdre rencontreront les arêtes opposées a'rf' , b'dH y c'd ; ce point sera donc déterminé *.
§ XX, Suite du 'précédent. — Discussion des formules pour la construction géométrique des figures corrélatives. Divers théorème de géométrie qui s'en déduisent. Généralisation cTun porisme cPEuclide.
(99) Les formules (a) conduisent naturellement à divers corollaires^ dont plusieurs offirent des propositions de géométrie ^ nouvelles et très-générales.
D'abord ces formules expriment le théorème suivant :
Étant donnés deux tétraèdres quelconques àbcd, a'b'c'd', si par chaque point dHune figure donnée on mène trois plané passant respectivement par les trois arêtes bc, ca, ab du premier tétraèdre , et rencontrant ses arêtes opposées aux points a, S, y;
Puis y qu'on prenne sur les^ arêtes d'à', d'b', d'c' du second tétraèdre y trois points a! , & , y de manière qu'on ait toujours
aa a'd'
Hd
= *Va"
Cb
Cd'
ed
~ "• Cb' '
yc
yd
~ ■"• yc '
ft et
V étant trois
coefficiens
constans.
> Nous
regrettons d'avoir été obligé
de réserver exclusivement le mot
Le flan déterminé par les trois point a', &y y' enveloppera une seconde figure qui sera corrélative de la première.
De sorte qu'aux points de la première figure qui seront situés dans un même plan^ correspondront, dans la seconde figure ^ des plans passant tous par un même point.
(100) Maintenant^ remarquons que si du point m on abaisse des perpendiculaires sur les plans abc et dbc, leur rapport sera égal à celui des perpendiculaires abaissées du point a sur les mêmes plans, lequel est égal à
aoL, sin. (dayàbc) aa
; — ou — X consl.
da, sin. {^da,dbc) da
Dans le tétraèdre a'b'c'df^ le rapport des perpendiculaires abaissées des deux sommets d^ a', sur le plan a'e'y', est égal à -r?; donc, puisque ^ est proportionnel à ^, d'après les équations ci-dessus, nouspouyons dire, que le rapport des distances du point m aux deux faces abc, dbc est proportionnel au rapport des distances du plan M aux deux sommets d , a' du second tétraèdre. D'où il suit que :
Dans deux figures corrélatives , le rapport des distances dun point quelconque de la première figure à deux plans fixés de cette figure^ est au rapport des distances du plan qui correspond à ce point , dans la seconde figure y aux deux points qui correspondent aux deux plans de la première ^ dans une raison constante y quel que soit le point pris dans la première figure.
(101) De là on conclut le théorème suivant, qui n'est autre que le théorème (99) présenté sous un autre énoncé :
Étant donnée une figure dans V espace y et étant pris deux tétraèdres quelconques y dont A, By Cy D sont les faces du premier y e< a, b, Cy aies sommets du second;
Si de chaque point la de la figure proposée on abaisse desper-
désigner, dans la figure corrélative, le plan ou le point qui correspondent à un point ou à un plan de la figure proposée. Si nous avions eu une autre expression , nous aurions appelé cor^ respondans les points teb que a et a' , et nous aurions pu ainsi abréger le discours dans ce qui précède.
pendiculaires sur les quatre faces du premier tétraèdre, et qu'on prenne les rapports de la première perpendiculaire aux trois autres^
Et que Von mène un plan transversal M , de manière qu'étant prises ses distances aux quatre sommets a, b^ c^ d du second tétraèdre, les rapports de la première distance aux trois autres soient dans des raisons constantes avec les trois premiers rapports, respectivement, ce plan M^ qui correspondra ainsi, dans toutes ses positions, aux points m de la figure proposée ^ formera une seconde figure corrélative de cette proposée.
(102) La propriété caractéristique des figures corrélatives consiste en ce que^ aux points de l'une ^ qui sont situés dans un même plan, correspondent^ dans l'autre^ des plans passant tous par un même point. D'après cela^ on conclut du théorème (99) cette proposition de géométrie.
Étant donnés un tétraèdre S ABC, et un plan , situés dune ma-nière quelconque dans l'espace;
Si, par chaque point de ce plan, on mène trois plans, passant respectivement par les trois arêtes à In base ABC du tétraèdre, et rencontrant respectivement les trois arêtes opposées SA, SB, se, en trois points a, 6, y; et qu^on forme les rapports des segmens que ces points font sur ces arêtes, lesquels rapports sont
«s es yS ^
Tfî' Tb' 7c'
Puis, que F on prenne arbitrairement un second tétraèdre S' A' B'C\ et que F on divise ses arêtes au sommet, par trois points J ,& yy' , de manière que les trois rapports
afk' C'B' yC
soient aux trois premiers , respectivement, dans des raisons constantes et quelconques ;
Le plan déterminé par ces trois points a', S\ /, qui correspondra
dafis toutes ses positions aux différens points du plan donné, passera toujours par un même point fixe.
(103) Ce théorème^ qui résulte ici comme corollaire de notre théorie analytique des figures corrélatives^ en renferme néanmoins toute la doctrine. Et si ce simple théorème de géométrie était démontré à priori y et directement , nous en conclurions toute la théorie de ces figures^ comprenant leurs relations descriptiTes et leurs relations de grandeur.
C'est ce théorème dont nous avons voulu parler dans la partie historique de cet ouvrage (5® Époque^ $ XXXIV), en disant que la théorie générale des transformations analogues à celles que présente la théorie des polaires réciproques, et d'où résulte le principe de dualité, dëryvait dun seul théorème de géométrie. Nous donnerons dans un autre écrit la démonstration géométrique et directe de ce théorème, et nous ferons voir comment tout ce qui se rapporte à cette doctrine de transformation peut en dériver. De sorte que le calcul algébrique dont nous avons fait usage pour exposer cette théorie, ne sera nullement nécessaire ; et les ressources de la pure géométrie lui suffiront, comme cela doit être, puisque cette théorie est elle-même une simple question de géométrie.
(104) Reprenons les trois équations (a), sur lesquelles est fondée la construction des figures corrélatives; et supposons que la face abc du premier tétraèdre soit située à l'infini; les segmens oa, èb^yc seront infinis, et dans l'équation
qui a donné lieu aux trois (a) , le rapport ^ deviendra égal à l'unité ; cette équation se réduira donc à
ad ~ d'à! ' eV OU
ou
tfrf = -— X const.
Ainsi les trois équations (a) deviennent
On pourra faire usage de ces formules pour certaines transformations de figures dont les propriétés seraient exprimées en fonction des projections de leurs points sur trois axes fixes.
(105) Maintenant supposons que le sommet c/' du second tétraèdre^ lequel peut être pris arbitrairement dans l'espace^ soit situé à l'infini. L'équation
ed _ a'd' ^ s'd^ ad a'a' * ea'
s'écrira
f'rf' ed
ad =i a'a\ .
^df
et^ à cause que le rapport ^ est égal à l'unité^ on aura
ojd :^ <È a • ' i
4^ est une constante; on a donc enfin
(c) tfrf = A. a'a\
£t pareillement
^ yd = V , y'c\
Ainsi ce sont là les trois équations qui serviront aux transformations^ quand on voudra que le point qui correspondra^ dans la seconde figure^ à rinfini de la première^ soit lui-même à l'infini.
65â MÉMOIRE DE GÉOMÉTRIE.
C'est ce qui a lieu^ par exemple^ dans la transformation paraboliqucy et dans la transformation par voie de mouvement infiniment petite ou bien par la considération d'tii» système de forces.
(106) Mais ces divers modes particuliers de transformation rentrent^ comme on le voit^ dans le principe général exprimé par les trois équations ci-dessus; et ce principe général conduirait immédiatement à toutes les propriétés nouvelles des courbes et des surfaces courbes auxquelles nous sommes parvenu dans nos deux mémoires sur la transformation parabolique '. Et cela justifie ce que nous disions^ au commencement du premier de ces deux mémoires^ que ce n'était point un privilège exclusif pour la théorie des polaires réciproques^ de pouvoir servir à la transformation des figures; qu'il existait d'autres moyens^ qui même étaient d'une grande simplicité. Et si l'on observe que les formules (c) ne sont quW corollaire des formules {a), on verra que les théorèmes auxquels elles conduisent ^ tels que ceux que nous avons obtenus par la transformation parabolique^ ne sont^ ainsi que nous l'avions annoncé alors % que des cas particuliers de théorèmes plus généraux qui répondent aux formules {a).
(107) Supposons que les bases abc^ a'b'c' des deux tétraèdres soient l'une et l'autre à l'infini^ les rapports ^ et p^, dans l'équation (A), seront égaux à l'unité; et il en résulte que les trois équations (a) deviendront
du'
(108) Si les deux sommets d, d! des tétraèdres sont l'un et l'autre
1 Corretpondance mathématique et physique , tom. V et VI ; années 1829 et 1830.
2 Ibid. , tom. V, pag. 308.
à l'infini^ les formules deviendront
Ta'
"-fi-
yc
(109) Nous pourrions encore supposer que les deux tétraèdres se confondissent^ et ensuite que leur base commune^ ou leur sommet commun fût à l'infini.
(110) Les différens cas que nous Tenons d'examiner donneraient lieu à divers théorèmes^ semblables au théorème général (99)^ mais qui n'en seraient que des corollaires; par cette raison nous nous dispenserons de les énoncer.
(111) Enfin y il nous reste un dernier cas à examiner^ qui va nous conduire à un mode général de description purement graphique^ des figures corrélatives^ et à un théorème de géométrie^ correspondant^ dans l'espace^ à une proposition sur l'hexagone inscrit à deux lignes droites^ souvent répétée par Pappus, et regardée par R. Simson comme un des porismes d'Ëuclide.
Supposons que les quatre sommets a', b', c'^ d du second tétraèdre soient placés respectivement sur les quatre faces opposées aux sommets a^b, c, d àxk premier tétraèdre.
Soit e un cinquième point donné de la première figure ; prenons pour le plan correspondant £^ dans la seconde figure^ le plan déterminé par les trois points e'^ (f\ -^ où les trois plans ebc y eca, eab rencontrent respectivement les trois arêtes d'à', âb', d& du second tétraèdre. Soient ey <f, x, ^^^ points où ces trois plans rencontrent les trois arêtes da, db, de du premier tétraèdre.
Soient m un sixième point quelconque de la première figure^ et M le plan correspondant dans la seconde figure; soient a, 6 y y les points où les trois plans mbcy mcay mab rencontrent respectivement les trois arêtes day db,dc; et «', 6', / les point où le plan M To«. XL 83
rencontre les trois arêtes ri'a', d'b'y d'& du second tétraèdre. On aura l'équation
aa ea • ad' e^d' ad " ed a' a' * t'a'
Le premier membre de cette équation exprime le rapport anharmonique des quatre plans abc, dbc, tbc, abc qui passent par l'arête bc. Les trois premiers de ces plans rencontrent l'arête cT^a' du second tétraèdre aux points d , »% e' ; soit a" le point où le quatrième de ces plans rencontre cette arête; le rapport anharmonique des quatre plans s'exprimera d'une seconde manière^ p^r le rapport anharmonique des quatre points rf', a', e', «", lequel est
On a donc Tégalité
Comparant cette équation à la précédente, on en conclut qup les deux points J y J' se confondent; c'est-à-dire que les point a' lestà l'intersection de l'arête da' par le plan mbc. D'où l'on conclut que le plan M correspondant au point m , passe par les trois points où les plans mbc, mca, mab rencontrent respectiyement les trois arêtes rfV, ab'y d&.
On a donc ce théorème :
Étant donnés dans V espace y un triangle et un angle trtèdre dont le sommet est situé sur le plan de ce triangle y et dont les arêtes correspondent une à une aua; côtés du triangle / si par chaque point dune figure donnée y on mène trois plans passant respectivement par les trois côtés du triangle et rencontrant respectivement les trois arêtes opposées de V angle trièdre, en trois points; le plan déterminé par ces trois points enveloppera une figure corrélative de la proposée.
(112) Et, par conséquent ;
Ce plan passera toujours par un même point, quand le point de la première figure parcourra un plan.
C'est en cela que consiste le théorème de géométrie à trois dimensions qui correspond à celui de géométrie plane ^ connu sous le nom de porisme d'Ëuclide^ et qu'on énonce ainsi :
Étant donnés ^ dans un plan, deuw points fixes et un ungle dont le sommet est placé sur la droite qui joint ces deux points ; si de chaque point dune droite donnée on mène deux droites à ces deux points fixes y elles rencontreront respectivement les deux côtés de Fangle en deux points qui détermineront une droite qui tournera autour dun point fixe ^
(113) Si^ dans le théorème ci-dessus^ on place les sommets du triangle abc de manière qu'ils soient respectivement dans les plans des faces correspondantes de l'angle trièdre^ alors on démontre que le plan des trois points J j& yy\ passe par le point m , c'est-à-dire que
' M. Poncelet a aussi remarque que ce porisme d'Euclide offrait un moyen de transformer les figures sur le plan. [Analyse des transversales appliquée à la recherche des propriétés projectives des lignes et surfaces géométriques. Toir Journal de M. Crelle , t. VIII , p. 408 ; année 18SS.)
Pour conserver à cette proposition le nom de porisme, il faut l'énoncer sous la forme d'nn théorème local^ ainsi que nous venons de le fa ire , d'après R. Simson dans son traité de Poriêmatibus (proposition 34). Mais ce théorème est susceptible d'un autre énoncé , plus simple et plus expressif, dont s'est servi Pappus, en le considérant comme une propriété de l'hexagone inscrit à deux droites. Cette propriété consiste en ce que les trois points de concours des côtés opposés de cet hexagone sont en ligne droite. On peut se demander quel sera , dans la géométrie à trois dimensions, l'énoncé correspondant à celui-là. Pour répondre à cette question, nous présenterons sous une autre forme le théorème de Pappus ; nous dirons que :
Étant donnés trois points quelconques sur une droite , et trois autres points quelconques sur une seconde droite ^ si l'on regarde ceux-ci comme les sommets de trois triangles ayant respectivement pour bases les trois segmens formés par les trois premiers points, pris deux à deux; il passera par les extrémités de chaque segment , outre les deux côtés du triangle qui a pour base ce segment; deux autres côtés appartenant aux deux autres triangles] ces deux côtés se couperont en un point, et l'on aura de la sorte trois points;
Ces trois points seront en ligne droite.
Le théorème correspondant , dans l'espace , sera le suivant :
Étant pris arbitrairement dans un premier plan quatre points, et dans un autre plan quatre autres points ; si ceux-ci sont regardés comme les sommets de quatre tétraèdres ayant pour bases respectitement les quatre triangles formés par les quatre premiers points , pris trois à trois; par les côtés de chacun de ces triangles il passera, outre les trois faces du tétraèdre qui apour base ce triangle, trois autres plans appartenant respectivement aux trois autres tétraèdres; ces trois plans se couperont en un point; et Von aura ainsi quatre points dans l'espace;
Ces quatre points seront dans un même plan.
le plan correspondant à chaque point m de la figure propoêée passera par ce point.
Ainsi les deux figures corrélatiTes seront les mêmes que celles que nous avons formées par voie de mouvement infiniment petit.
De là pourraient découler plusieurs conséquences que nous sommes obligé d'omettre^ parce qu'elles s'écarteraient de l'objet de cet écrit.
§ XXL Différentes méthodes particulières pour former des figures
corrélatives.
(114) Il nous reste à axaminer diverses méthodes paticulières, propres à la construction des figures corrélatives^ dont nous n'avons point voulu parler encore^ pour mieux montrer combien le principe de dualité, démontré directement^ et envisagé de la manière la plus générale dans ses deux parties ^ est d'un usage facile et spontané. Mais on conçoit que des méthodes particulières pourraient , dans certains cas, ofirir des avantages ^ parce qu'elles établiraient^ entre deux figures corrélatives, quelques rapports particuliers , qui n'ont pas lieu explicitement, en général, dans deux figures corrélatives quelconques. Par exemple, ne pourrait- on pas établir la corrélation de manière qu'il y eût, entre les deux figures, des relations concernant certains élémens de ces figures, tels que les volumes, les surfaces, les longueurs de courbes, etc. De telles corrélations particulières conduiraient certainement à une foule de vérités géométriques qu'on ne peut soupçonner.
Le moyen de recherche, dans cette question d'une si haute ^importance , nous semble renfermé dans le peu d'analyse qui nous a servi à mettre en évidence le principe de dualité. En effet, pour former une figiure corrélative d'une figure donnée, analytiquement, ou géométriquement, on a à disposer de quinze constantes arbitraires ; et chaque variation dans une , ou dans plusieurs de ces constantes, donnera une figure difilérente. On devra donc prendre l'équa-
tion générale du plan mobile où entrent ces quinze constantes ^ et chercher quelles sont les différentes yariétés de cette équation ^ ou les yaleurs particulières de ces constantes ^ qui peuvent conduire à des modes de construction des figures corrélatives^ propres à mettre en évidence des relations de certaine nature entre les deux figures. Ce ne sera point le hasard qui guidera dans de telles recherches. Mais différeni; rapprochemens entre des propriétés connues ^ différentes circonstances géométriques^ pourront conduire à des analogies qu'on soumettra à l'analyse que nous venons d'indiquer comme la source commune de toutes les méthodes pour établir la corrélation.
Nous allons examiner rapidement plusieurs de ces méthodes , et montrer ce que les figures ont de particulier et de caractéristique dans chacune d'elles.
La première^ et la seule qui soit encore connue^ est fondée sur la théorie des polaires réciproques , si usitée maintenant ^ mais à laquelle on n'a point appliqué^ dans sa généralité^ et comme type unique des relations métriques transformables^ le théorème qui constitue la seconde partie du principe de duaUté.
§ XXIL Méthode des polaires réciproques. Réflexions sur la transformation des relations métriques.
(115) Toute surface du second degré est représentée par l'équation
As' H- By' -h Cji« -f. Da?y h- Rt* -h Fy« -♦- Gj? -f- Hy -4- I« — 1 = o.
Si l'on circonscrit à cette surface un cône ayant son sommet au point (^'^ y^, z')y sa courbe de contact avec la surface sera sur le plan qui a pour équation
(SiU' -H Dy' H- Ejk' -f. G) a? -*. (2Ey' + Di/ + F«' + H) y ^. (iC*' -h Er' -i- Fy' h- I) « -♦- (Gj/ h- Hy' ^- Lj' ^- i) == 0.
Cette équation ne contenant qu'au premier degré les coordonnées
x\ y\ %\ il résulte du théorème I(Sn) que^ si le sommet du cône parcourt un plan, le plan de contact tournera autour d'un point fixe; si le sommet du cône parcourt une droite, le plan de contact tournera autour d'une droite; et en général, si le sommet du cône par- % court une surface du degré m, le plan de contact roulera sur une surface à laquelle on pourra mener, par une même droite, m plans tangens. C'est-à-dire que le flan de contact formera une figure coxrelative de la figure parcourue par le sommet dundne.
Le plan de contact mobile est appelé le plan polaire du sommet du cône, et ce sommet est dît le pôle du plan.
Ainsi la théorie des pôles et plans polaires peut servir pour là construction des figures corrélatives.
(116) Ajoutons à ces propriétés descriptives des ûgmes polaires réciproques , la suivante, qui concerne leurs relations de grandeur :
Si le sommet du cône prend quatre positions a, b, c, d, en ligne droite^ le plan de contact prendra quatre positions A^ B, C ^ D, telles qu^on aura toujours
Sin. C,A ^ Sin. D,A ca ^ da Sin. i;,B • Sin. D,B ~ 'cb * db*
Ce qui résulte du théorème TV {§ II).
Cette relation complète la théorie des polaires réciproques, considérée dans ses applications à la construction des figures corrélatives et à la démonstration des deux parties du principe de dualité.
(117) Remarquons que l'équation du plan mobile, telle que la donne cette théorie, ne renferme que neuf constantes arbitraires, tandis que l'équation générale qui nous a servi à démontrer le principe de dualité, en contient quinze. Le mode de construction des figures corrélatives qui résulte de cette théorie n^est donc pas le plus général; de sorte qu'une figure donnée, et sa corrélative construite par cette théorie, n'offrent pas, dans leur ensemble, la plus grande généralité possible (ce que nous rendrons évident dans le $ suivant). On peut donc espérer qu'en disposant convenablement des quinze constantes arbitraires, on parviendra à des modes de construction
qui offriront 9 entre les deux figures ^ des relations que ne peut donner la théorie des polaires; de même qu'en variant la forme de la surface du second degré auxiliaire , on peut obtenir de cette théorie des propriétés différentes des figures.
Ainsi en prenant une sphère pour surface auxiliaire^ M. Poncelet, et d'autres géomètres ensuite^ sont parvenus à des résultats fort intéressans concernant les relations d'angles des figures. {Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques^ journal àe^W^Qx^MQ^ t. 4)
En prenant un paraboloïde, nous avons obtenu des résultats d'un autre genre, concernant principalement les relations métriques. {Correspondance mathématique de M. Quetelet , t. V et VI.)
(118) On sait que quand le plan polaire cPun point passe par un second point, réciproquement le plan polaire de ce second point passe par le premier. C'est de là qu'est venue la dénomination de polaires réciproques. Cette propriété résulte de ce que l'équation du plan polaire d'un point (^', y- , s'), ne change pas, quand on y met a^j y, z ^ h Isi place de a;' , y', js', et réciproquement. ^
Ainsi les plans polaires des différens points d'un plan P passent par un même point p^ qui lui-même a pour plan polaire, par rapport à la même surface , précisément le plan P.
Il suit de là que, dans les figures corrélatives construites par la théorie des. polaires, à un même point de P espace, considéré comme appartenant successivement à la figure proposée, puis à sa correlative , correspond un même plan.
(119) Cela n'a pas lieu en général dans la construction des figures corrélatives; ainsi que nous l'avons déjà vu (93). C'est donc là un des caractères particuliers des figures corrélatives construites par la théorie des polaires. Ce caractère se présente dans d'autres modes de construction, ainsi que nous le verrons dans un des paragraphes suiyans. Mais il est important de remarquer ici que cette identité de construction des deux figures corrélatives, l'une par l'autre, dans la théorie des polaires, doit être regardée, dans la théorie générale des figures corrélatives, comme un fait accidentel, tout-à-fait indifférent
soit pour la démonstration du principe de dualité^ soit pour Fapplication de cette théorie à la transformation des propriétés de l'étendue.
(120) Nous ne saurions trop appeler l'attention du lecteur sur l'équation du n^ (116),
Sin. C,A ^ Sin. D,A
ca da
Sin. C,B • Sin. D,B ""
"Tb* dh"
qui représente toutes les relations qui sont transformables immédiatement par la théorie des polaires, de même que par les autres méthodes du même genre. Faute d'avoir aperçu cette relation, et de l'avoir reconnue comme le type unique de toutes celles qu'on pouvait soumettre à la théorie des polaires réciproques, on a été obligé de faire intervenir dans les transformations polaires la théorie des déformations par voie Ae perspective y pour les figures planes, et par la considération des figures homologiques ^ pour les figures à trois dimensions. De sorte qu'on a fait dépendre les applications du principe de dualité, de la théorie des figures homologiques % tandis que l'un
1 M. Poncelet , dans son Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques, après avoir pris une conique, ou une surface du second degré quelconque, pour transformer les relations descriptives , prend , pour la transformation des relations métriques , un cercle et une sphère» Puis il justiûe cette méthode et démontre la généralité de ses résultats , en ces termes : « On peut » remarquer en passant , qu'attendu la nature particulière des relations que nous venons d'exa- M miner, ces différons théorèmes auraient heu, d'une manière analogue , dans le cas où, à » la place d'un cercle , on prendrait une section conique quelconque pour directrice ou auxi- » liaire; car on peut toujours considérer l'un de ces systèmes comme la perspective ou projec- » tion centrale de l'autre, pourvu néanmoins que les figures auxquelles ils se rapportent soient » elles-mêmes projectives de leur nature , et ne concernent par conséquent aucune grandeur » constante et déterminée.
n Au surplus, je crois devoir le dire expressément, cette observation, qui s'appUque éga- » lement au cas de l'espace que nous aurons bientôt à examiner , n'ajoute rien à la générahté » des conséquences qu'il est possible de déduire des théorèmes précédons , quoique leur énoncé » suppose que les figures polaires réciproques soient prises simplement par rapport à un cerde » auxiliaire. » (Voir Journal de M* Crelie , t. IV , p. 55.)
Ainsi M. Poncelet démontre à posteriori^ au moyen de la perspective, la généralité de ses transformations faites sur le plan avec un cercle pour conique auxiliaire. Pour le cas de l'espace il n'indique pas la démonstration analogue; mais on comprend que ce sera par son ing^ nieuse théorie des figures homologiques , dont il a déjà fait de nombreuses et belles applications dans le supplément de son Traité des propriétés projectipes des figures.
et l'autre doWent avoir une égale indépendance et une égale facilité d'action. Et si même l'on veut établir entre l'un et l'autre des rap^ ports^ ce sera la théorie des figures homologiques qui pourra dé^ riyer complètement du principe de dualité^ comme nous le ferons voir au commencement de la seconde partie de cet écrite tandis que ce principe ne peut nullement dériver de cette théorie. Aussi ^ dans nos applications du principe de Dualité^ nous n'avons point été obligé de rechercher 9 conune on avait fait auparavant^ les relations pro* jectives , c'est-à-dire qui sont transformables par la perspective ou par la théorie des figures homologiques; l'équation ci-dessus^ et lear diverses interprétations que nous lui avons données ($ III) ^ ont représenté toutes les relations transformables dont nous n'avons point eu à faire l'énumération. Il nous a suffi toujours de ramener les relations proposées à la forme du rapport anharmonique ^ et de leur appliquer^ d'une manière invariable^ le principe de l'équation (1) (même $9 art. 12) ou de ses diverses interprétations.
Mais^ pourra-t-on dire^ la relation anharmomque est elle-même projective, et par conséquent de celles que l'on sait transformer par la théorie des polaires. Gela est vrai. Mais il est vrai aussi ^ 1^ que cette relation n'a jamais été transformée d'une manière générale^ et qu'elle n'aurait pu l'être ^ dans l'état où nous avons pris la théorie des polaires en entreprenant cet écrite qu'au moyen d'une sphère ou d'un paraboloïde pour surface auxiliaire ; parce que la propriété des surfaces du second degré exprimée par l'équation ci-dessus, est nouvelle; 2^ que, bien que la relation anharmonique soit projective, on n'a pas songé à la prendre pour le type unique des relations projectives, ni des relations transformables par le principe de dualité, c'est-à-dire pour la forme unique à laquelle devaient être comparées et ramenées toutes les autres relations ; ce qui donne un caractère de généralité et de précision aux méthodes de transformation, qui auparavant étaient restreintes, et avaient quelque chose de vague et d'incertain dans leurs applications.
Les théorèmes nouveaux auxquels nous sommes parvenu dans les Ton. XL 84
paragraphes précédens^ la généralité qu'ils comportent et la facilité ayec laquelle nous les avons obtenus , nous semblent justifier l'importance que nous attachons à la relation anharmonique et à l'équation ci-dessus.
(121) Cette équation 9 abstraction faite de son importance dans la théorie des polaires réciproques considérée comme moyen de transformation des figures y exprime une belle propriété des sur&ces du second degré ^ dont on n'a* pas encore fait usage^ et qui mérite d'être introduite dans la théorie de ces surfaces^ où elle sera susceptible d'applications très-nombreuses. Nous en présenterons^ pour le moment^ une seule^ qui^ concernant la description des figures polaires réciproques^ ne sera point étrangère à l'objet de cet écrit : et même les théorèmes que nous y démontrerons nous seront utiles dans le paragraphe suivant. Mais pour ne point interrompre notre examen des différentes méthodes particulières propres à la construction des figures corrélatives^ nous reportons cette application de l'équation en question^ dans un dernier paragraphe sous le titre de Note.
5 XXni. Autre méthode tirée de la considération des surfaces du second degré y et plus générale que celle des polaires réciproques. Applications de cette méthode.
(122) Soit Téquation d'une surface du second degré
A^?' -^By» ^Cs' = 1.
Prenons pour l'équation d'un plan mobile
kx'x ^ By'y ^ Czz = 1 -i- W -i- My' -f- Njs' ,
OÙ OB^, y' y z'j sont les coordonnées du point directeur m' (§ premier).
Nous allons parvenir , par la considération de la surface du second degré^ à une relation géométrique entre ce point directeur elle plan mobile.
Ce plan a pour pèle , dans la sur&ce du second degré , un point
m^' dont les coordonnées x^' , y", z" , ont ponr expressions
CM
Soit fx le point où la droite om" perce le plan mobile ^ dont le point m'' est le pôle; et soit oa le demi-diamètre de la surface^ dirigé suivant cette droite; on a comme on sait^
// oa am = —
O/Lt
D'où
oa om
OfjL m'p' |/L^ H- M^ H- N'
Cette équation exprime les relations géométriques qui ont lieu entre le point directeur m* {x* , y', z') et le plan mobile.
On en tire
Ofc sss oa. — ^. const.
om
Ce qui donne lieu à ce théorème :
Si du centre dune surface du second degré on mène un rayon à chaque point dune figure proposée A' , et qu^on prenne sur ce rayon y à partir du centre de la surface, un segment qui soit à ce rayon divisé par la distance du point de la figure à un plan fiae, et multiplié par le carré du deminliamètre de la surface compris sur ce rayon, dans une raison constante, le plan mené par t extrémité de ce segment, parallèlement au plan diamétral conjugué à la direction du rayon, enveloppera une autre figure A qui sera corre- LATiTE de la proposée.
(123) Si le plan fixe est à l'infini^ cette figure A sera précisément la polaire réciproque de la proposée.
Car^ dans ce cas^ on a L = o, M = o^ N =^ o^ et l'équation du plan mobile se réduit à
Ax's H- By'y -♦- Cm'm = l ,
qui est l'équation du plan polaire du point {x', y', z',), par rapport à la surface du second degré.
Et la formule géométrique prend alors la forme connue
oa Ofi^ — ; om
Ainsi le mode de transformation exprimé par le théorème ci-dessus comprend^ comme cas particulier^ celui que donne la théorie des polaires réciproques.
(124) Ce mode de transformation jouit de la propriété suiyante;
qui est l'une des plus utiles dans les applications de cette théorie y savoir^ que
Le plan corrélatif dun point est parallèle au plan diamétral de la surface auxiliaire , qui est conjugué à la droite qui va du centre de cette surface à ce point.
Sous ce premier rapport^ le mode général de transformation offre donc les mêmes facilités dans ses applications^ que celui des polaires réciproques.
(125) Mais^ sous un autre rapport^ il offire un grand avantage que n'a pas cette théorie. C'est que^ à un même point de l'espace considéré comme appartenant successivement aux deux figures^ ne correspond pas^ dans les deux figures^ un même plan^ comme cela a lieu dans la théorie des polaires. Ainsi par exemple^ au point pris pour centre de la surface auxiliaire^ considéré comme appartenant à la figure A'^ correspond F infini dans la surface A; et à e^ point, considéré comme appartenant à la figure A, cort^espond le plan fixe dans la figure A'.
Cette différence rend notre mode de transformation immédiatement applicable à plusieurs relations métriques auxquelles la théorie des polaires réciproques n'est pas propre.
Quelques exemples éclairciront cela.
(126) Mais disons d'abord que le mode de transformation se simplifie quand la surface du second degré est une sphère. Alors les plans de la figure A sont perpendiculaires aux rayons menés du centre de la sphère aux points correspondans de la figure A'; et la formule de transformation est, en comprenant le rayon de la sphère dans le coefficient
constant ,
my
Ofi, =: A. — p.
Et si l'on vient à supposer que le plan fixe P, sur lequel sont abaissées les perpendiculaires m'p' , soit à l'infini^ la formule se réduira à
OfL= ;.
(127) Il faudra se rappeler toiijours^ dans les applications de la formule générale^ que^ au point o considéré dans la figure A^ corretpond le plan fixe dans la figure h! .
D'où il suit que :
1^ A un plan M mené par le point o^ et considéré comme appartenant à la figure A^ correspond^ dans la figure A' , im point situé dans le plan fixe P;
Ce point est sur la perpendiculaire au plan M^ menée par le point o (126).
2^ A une droite L^ menée par le point o^ et considérée comme appartenant à la figure A^ correspond^ dAtitis la figuré A% une droite située dans le plan P;
Cette droite est l'intersection de ce plan par le plan mené par le point o perpendiculairement à la droite L.
(128) La formule
ne donne directement que les points m' de la figure A' corréspondans aux plans de la figure A^ et non les plans de la figure A' correqiondans aux points de la figure A. Mais il est facile d'en tirer la mani^ne de construire ces plans. Pour cela^ étant donné un point ê de la figure A^ on conceTra mené par ce point un plan perpendiculaire à la droite m; on prendra dans la surface A' le point correspondant à ce plan^ et la droite correspondante à la droite os / le plan mené par ce point et par cette droite' sera le plan cherché.
D'où l'on conclut que :
Pour construire le plan S' de la figure A'^ correspondant à un point 8 de la figure A, on tirera la droite o%^ sur laquelle on prendra le point s' déterminé par la formule
sy
" = '• oS'
Par le point o on mènera un plan perpendiculaire à la droite m; ce plan coupera le plan fixe P suivant une droite ; le plan mené par cette
droite et par le point s' sera le plan cherché^ qui correspond dans la figure A^ an point a de la figure A.
(129) Première application. Soit une sphère A ayant son centre en o. Menons -lui un plan tangent; la distance o/a de ce plan au point o sera égale au rayon R de la sphère; on aura donc
A. — -• = R ; doù -7-,ss=const.
om my
Ce qui prouve que la figure A' est une surface du second degré de révolution^ qui a un foyer en o^ et le plan P pour plan directeur correspondant à ce foyer.
Nous aurions pu dire à priori que la surface A' serait de révolution, parce que la sphère proposée A est placé symétriquement par rapport au plan P; et alors l'équation ^ = consL aurait démontré la propriété du foyer et du plan directeur.
(130) Considérons trois plans diamétraux rectangulaires dans la sphère A; il leur correspondra^ dans la surface de révolution A^, trois points situés dans le plan P, qui seront tels que le plan polaire de chacun de ces points, par rapport à la surface de révolution, passera par les deux autres points. Ces trois points seront, par construction, sur les perpendiculaires aux trois plans diamétraux de la sphère, menées par le point o. Ces trois droites sont trois aa^es conjugués^ de la surface de révolution relatifs au point o, parce que ce point est le pôle du plan fixe, par rapport à cette surface; on conclut de là que :
Dans une surface du second degré de révolution^ trois axes conjugués relatifs à un foyer sont rectangulaires.
(131) Supposons maintenant que la figure A soit une sphère ayant son centre en un point quelconque s. La surface A^ sera du second degré, et l'on aura un plan S, correspondant au point s, qui sera le plan polaire du point o par rapport à cette surface A' ^.
' Foir § IX , art. S8 la définition des axeê conjugués relaHfs à un point.
2 Car, en général , le plan correspondant au point $ est le plan polaire, par rapport à la surface A' , du point qui correspond à Vinfinî de la première figure (27)', et ici ce point est le centre de la surface auxiliaire , c'estrà-dire le point o (12B).
A trois plans diamétraux rectangulaires de la sphère ^ correspondront trois points situés dans le plan S, qui seront tels que le plan polaire de chacun d'eux^ par rapport à la surface A'^ passera par les deux autres. Les droites menées du point o à ces trois points seront rectangulaires, comme étante par construction^ perpendiculaires respectiyement aux trois plans diamétraux de la sphère j et ces trois droites seront trois axes conjugés relatifs au point o^ puisque ce point est le pôle du plan S^ par rapport à la suriace A'. Ainsi trois axes conjugués relatifs au point o^ sont rectangulaires^ ce qui prouve que la surface A' est de révolution, et quelle a le point o pour foyer, et le plan S pour plan directeur correspondant.
Cette surface est située d'une manière quelconque par rapport an plan P^ puisque la direction de son plan directeur S dépend de la position du centre s de la sphère proposée^ et que ce centre est pris arbitrairement dans l'espace.
Si la sphère enveloppe le point o, la surface A^ ne coupera pas le plan P; parce que si elle le coupait^ à la courbe d'intersection correspondrait un cône circonscrit à la sphère^ et ayant le point o pour sommet.
Et si^ au contraire , le point o se trouve au dehors de la sphère Â^ le plan P coupera la surface Af.
(132) C'est un théorème de géométrie élémentaire ^ facile à démontrer^ que <( si autour d'un point fixe on fait tourner une trans- » versale qui rencontre une sphère en deux points^ et qu'on mène » les plans tangens en ces points^ la somme ou la différence des va- » leurs inverses des distances de ces plans au point fixe sera con- » stante. » Ce sera la somme quand le point fixe sera pris au dedans de la sphère^ et la différence quand il sera pris au dehors.
Prenons pour le point fixe le point o, et appliquons ce théorème à la sphère. A chaque transversale menée par le point o, correspondra ^ dans la seconde figure^ une droite comprise dans le plan P; aux points où la transversale rencontre la sphère, correspondront les plans tangens à la surface A% menés par cette droite; et aux
plans tangens' à la sphère correspondront les points de contact des plans tangens à la surface k' : on conclut donc du théorème énoncé, d'après la formule
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cette propriété générale des surfaces du second degré de révolution à foyers :
Étant mené un plan transversal dHune manière quelconque par rapport à une surface du second degré de révolution^ si par une droite quelconque, prise dans ce plan, on mène deux plans tangens à la surface^ et qu'on prenne pour chacun des deux points de contact le rapport de ses distantes à un foyer de la surface et au plan fixe , la somme de ces deux rapports y si le plan fixe ne rencontre pas la surface, ou leur différence, si le plan fixe rencontre la surface, sera une quantité constante.
(133) Si le plan fixe est situé à Tinfini^ les points de contact des deux plans tangens sont les extrémités d'un diamètre de la surface ; la distance d'un de ces points à un foyer est égale à la distance de l'autre point au second foyer; d'où Ton conclut que :
Dans une surface du second degré de révolution, la somme ou la différence des distances de chaque point de la surface aux deux foyers est constante \
(134) Pour mieux montrer sous quel rapport le théorème précédent est une généralisation de cette propriété des foyers^ nous remarquerons que la droite qui joint les points de contact des deux plans tangens à la surface, passe par le pôle du plan fixe; et que par conséquent le théorème peut être énoncé ainsi :
1 Nous verrons dans la seconde partie de cet écrit ( § XXI) , que ces propriétés, qui semblent être particulières aux surfaces du second degré de révolution , peuvent dériver d'une propriété générale des surfaces géométriques d'un degré quelconque.
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Si autour (fun point fixe on fait tourner une transversale qui rencontre une surface du second degré de révolution en deuw points, la somme ou la différence des distances de ces points à un foyer de la surface, divisées par les distances des mêmes points au plan polaire du point fixe, sera constante.
Ce sera la somme si le point fixe est situé dans l'intérieur de la surface^ et la différence s'il est situé au dehors de la surface.
Nous pourrions^ par la même méthode de transformation ^ démontrer diverses autres propriétés nouvelles des foyers des surfaces de révolution, mais elles se présenteront dans nos applications du principe d'homographie.
(135) Seconde application. Soit un polygone régulier de m côtés circonscrit à un cercle^ et soit n un nombre plus petit que m; la somme des puissances n des perpendiculaires abaissées d'un point fixe o sur les côtés du polygone, sera constante, quelle que soit la position du polygone par rapport à. ce point. Cela résulte d'un théorème de Stewart, qui donne l'expression de la somme de ces puissances n, en fonction du rayon du cercle, du nombre m et de la distance du point o au centre du cercle *.
Appliquant à ce théorème la formule
mp
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on en conclut le suivant :
Si, autour du foyer dune conique, on fait tourner une rose des vents de m rayons ^
n étant un nombre plus petit que m ;
La somme des puissances n des distances des m points où ces rayons rencontreront la conique , à une droite fixe , divisées respectivement par les puissances n des distances de ces points au foyer de la courbe, sera constante.
(136) On peut remplacer, dans ce théorème, la distance de cha-
' Some gênerai theorems of considerahh use in the higher parts of mathematics ; prop. 40.
qne point de la courbe au foyer ^ par la distance de ce point à la directrice. On donnera ainsi au théorème un autre énoncé. Mainte* nant^ si l'on observe que le rapport des distances d'un point de la courbe à la droite fixe et à la directrice.^ est au rapport des distances de la tangente en ce point au pôle de la droite fixe et au foyer, dans une raison constante (voir la Note, § XXVI), on conclut du théorème ci-dessus le suivant :
Si, autour du foyer dune conique y on fait tourner une rose des vents de m rayons; et que par les m points où ils rencontrent la courbe, on lui mène se^ tangentes;
n étant un nombre plus petit que m, la somme des puissances n des distances de ces tangentes à un point fisce, divisées par les puissances n de leurs distances au foyer, sera une quantité constante*
(137) Ce théorème et le précédent sont susceptibles d'une foule de conséquences, que nous ne pouvons examiner ici. Mais eux-mêmes ne sont que des cas particuliers de propriétés des coniques très-générales et où n'entre pas nécessairement la considération de leurs foyers. Une partie, par exemple, sont relatives aux diamètres des coniques, et sont une généralisation des propriétés des diamètres conjugués. Nous reviendrons, dans un autre moment, sur cette théorie, qui nous parait nouvelle, et qui comprendra un très-grand nombres de théorèmes.
(138) Troisième application. Si, autour de deux points fixes, pris sur une circonférence de cercle, on fait tourner deux droites, dont le point d'intersection soit toujours sur la circonférence, les distances de ces deux droites à un point fixe pris arbitrairement sur la circonférence, seront entre elles dans un rapport constant.
Qu'on prenne ce point fixe pour le point o, et qu'on applique à ce théorème la formule de transformation
Of^ = A. — ;- ; om
on obtient cette propriété générale des coniques :
Étant menées trois tangentes fixes à une conique y si Von mène une quatrième tangente quelconque^ elle rencontrera les deux premières en deux points, qui seront tels que le rapport de leurs distances à la troisième tangente sera au rapport de leurs distances à un foyer de la courbe, dans une raison constante.
(139) Si la conique est une parabole , on pourra prendre pour la troisième tangente fixe sa tangente située à l'infini^ et l'on aura cette propriété de la parabole :
Étant menées deux tangentes fixes à une parabole, une troisième tangente quelconque les rencontre en deux points dont le rapport des distances au foyer de la courbe est constant.
(140) En considérant^ dans le théorème général^ deux positions de la tangente mobile^ qui feront^ avec les premières tangentes fixes ^ un quadrilatère^ on en conclura ce théorème :
Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique, le produit des distances dune cinquième tangente quelconque à deux sommets opposés du quadrilatère est au produit des distances de la même tangente aux deux autres sommets, dans un rapport constant;
Et ce rapport est égal au produit des distances dun foyer de la conique aux deux premiers sommets du quadrilatère, divisé par le produit des distances du même foyer aux deux autres sommets ^
On 7oit que chacun des deux foyers joue, en quelque sorte, le même rôle, par rapport aux quatre sommets du quadrilatère, que chacune des tangentes à la courbe.
(141) La seconde partie de ce théorème donne une relation entre les quatre sommets d'un quadrilatère circonscrit à une conique et les deux foyers de la courbe , qui est exprimée par le théorème sui* vaut :
^ La première partie de ce théorème donne immédiatement , en vertu du théorème de l'article 159 (§ XXVI ) , le suivant :
Quand un qtMdrilatère est inscrit dans une conique^ h produit des distances d^un point quelconque de la courbe à deux côtés opposés du quadrilatère est au produit des distances du même point aux deux autres côtés^ dans une raison constante.
C'est le théorème ad très aut quatuor lineas des Anciens.
Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique y le produit des distances dun foyer à deux sommets opposés, est au produit des distances du même foyer aux deux autres sommets y dans une raison qui reste la même, quel que soit celui des deux foyers qu^on a pris \
(142) Quatrième application. Soit le théorème de Cotes sur la ^ division du cercle en parties égales. Donnons-lui ^ pour en faciliter la transformation^ cet énoncé : a Un polygone régulier de 2m côtés )> étant circonscrit à un cercle^ si d'un point O^ pris sur la droite » indéfinie menée par le centre du cercle et par le point de contact )> du premier côté du polygone^ on mène des droites aux points de )> contact de tous les autres côtés;
» 1^ Le produit des droites menées aux points de contact des côtés » de rang impair sera égal à OC — R*" ;
» 2"" Le produit des droites menées aux points de contact des côtés » de rang pair sera égal à OC"" — R*" ;
» R étant le rayon du cercle, et le point C son centre. »
Faisons la transformation. Au cercle correspondra une conique ayant son foyer en O (131); aux côtés du polygone correspondront des points de la courbe, situés sur des rayons qui diviseront l'espace angulaire autour de ce foyer en 2m parties égales; aux points de contact des côtés du polygone , correspondront les tangentes à la conique menées par les points pris sur elle. Ces tangentes se construiront comme nous Pavons dit (128). On obtiendra ainsi un théorème ^
1 Si l'un des foyers est à Finfîni , cette raison sera égale à l'unité , d'où il suit que :
Quand un quadrilatère est circonscrit à une parabole , le produit des distances du foyer de iacoufi)e à deux sommets opposés du quadrilatère y est égal au produit des distances de ce foyer aux deux autres sommets»
Si l'on suppose que les deux premiers sommets du quadrilatère soient deux points de la courbe , les deux autres sommets se confondront avec le point de concours des tangentes en ces deux points ; et il en résultera ce théorème :
Quand un angle est circonscrit à une parabole y le produit des distances des points de contact de ses deux côtés au foyer de la courbe ^ est égal au carré de la distance de son sommet à ce foyer.
Ce théorème est un de ceux dont Lambert s'est servi dans ses Insigniores orbitœ cometarum propriOates. (Section 1^, lemme S.)
correspondant^ dans une conique quelconque^ au théorème de Cotes.
L'expression de ce théorème est un peu compliquée. Pour la simplifier nous supposerons que la droite qui^ dans la nouyelle figure y est corrélative du point O de la première figure, soit située à l'infini. Alors on a le théorème suivant :
Si Von divise t espace angulaire autour du foyer dune conique en 2m parties égales^ en menant 2m rayons , dont le premier coïncide avec le grand asce; et qu^aux points où ces rayons rencontrent la courbe, on lui mène ses tangentes;
Le produit des distances des tangentes de rang impair, au foyer, sera égal à ^;^^;
Et le produit des distances des tangentes de rang pair, au /byer,
^ eth étant les deux demi-axes principaux, et c TexcentricUé de la conique.
Si la conique est une parabole , on a ce théorème : Si ton divise Pespace angulaire, autour du foyer d^une parabole, en imparties égales, par 2ra rayons, dont le premier coincide avec Taxe de la parabole, et qu^on mène les tangentes à la courbe aux m points où les rayons de rang pair la rencontrent, le produit des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces tangentes sera égal à la puissance la de la distance du foyer à la directrice.
§ XXIV. Autres modes de construction des figures corrélatives : — Par le déplacement fini, ou infiniment petit , cPun corps solide libre dans F espace. — Par la considération d'un système de forces appliquées à un corps solide libre.
(143) Quand on a un corps solide placé d'une manière quelconque par rapport à trois axes coordonnés, que nous supposerons rectangulaires, on sait que si l'on fait éprouver à ce corps un mou-
yement infiniment petit, les variations des coordonnées de chacun de ses points seront données par les formules suivantes^ dues à Euler;
^X' o= <f/ _ yVN -4- SVM ,
cTy' = i^m — ijVL -4- a?VN , «^y = <m — j?VM ^ y VL ,
OÙ les coefficiens H y 9m, in, dL, *M, (?N sont constans pour tous les points du corps. (Voir les Mém. de V Académie de Berlin, ann. 1750, pag. 185 — 217, ou la Mécanique analytique de Lagrange, tom, I^r, pag. 169,)
L'équation du plan mené par un point {x'^ yf , z'), perpendiculairement à l'élément rectiligne décrit par ce point, pendant le mouvement infiniment petit du corps, est
(« — y) cTar' -♦. (y— y') ^y' -^ (*—«') ^*=o,
xj'x' -4- ycTy' -f- sJ^z' = a?Va?' -4- y^Jy' -4- jsVjs'.
Mais le second membre est égal, d'après les formules ci-dessus, à x'il + y^fm + z^in ; l'équation du plan est donc
x^xf -4- y^ -+- zéz' c=a x'H -+- yVwi -4- JsVn.
^4?', (Jy', Sz^ sont des fonctions linéaires des coordonnées x^, y', ^'; de sorte que l'équation du plan ne contient ces coordonnées qu'au premier degré. On a donc, d'après le théorème 1 (§ II), cette propriété générale du mouvement d'un corps solide :
Quand un corps solide éprouve un mouvement infiniment petite les plans normaux aux trajectoires des points du corps situés dans un même plan, passent tous par un même point;
Les plans normaux aux trajectoires des points situés sur une même droite, passent tous par une même droite ;
Les plans normaux aux trajectoires des points situés sur une surface du second degré, sont tous tangens à une autre surface du second degré ;
Et, en général, les plans normaux auœ trajectoires des points dune surface du degré m, envoloppent une seconde surface géométrique à laquelle on peut mener m plans tangens par une même droite.
(144) Ainsi ^ quand une figure de forme quelconque^ éprouve un déplacement infiniment petite les plans normaux aux trajectoires de ses points enveloppent une seconde figure qui est corrélative de la première.
Yoilà donc une manière très-simple de concevoir la description des figures corrélatives.
(145) Cette méthode offre des avantages dans la géométrie spéculative^ parce que les figures y ont une dépendance particulière^ qui n'a pas lieu dans la théorie des polaires ; c'est que chaque plan de la nouvelle figure passe par le point correspondant de la figure proposée. Cela fait que la seconde partie du principe de corrélation, c'està-dire le théorème IV, n'a plus besoin de démonstration; il est une conséquence immédiate de la construction des figures.
(146) Mais il y a entre les deux figures un rapport de relations métriques beaucoup plus simple, qui repose sur ce théorème :
// existe dans le corps un certain axe qui n^a de mouvement que dans sa propre direction ;
Les plans normaux aux trajectoires de deux points quelconques a, b du corps rencontrent cet axe en deux points a, f, qui sont les pieds des perpendiculaires abaissées sur lui, des points a, b;
De sorte que Ton a toujours
aC = db» COS. (ab, X) ;
X désignant la direction de l'axe en question.
Ainsi l'on aura, entre les distances des points de la figure pro^ posée et les segmens que les plans correspondans, dans la figure corrélative, intercepteront sur l'axe X, des équations de cette; forme. Ces équations serviront à convertir les relations métriques de la figure donnée en relations appartenant à la nouvelle figure.
Nous nous bornons 9 pour le moment^ à énoncer cette proposition^ pour ne pas surcharger cet écrit de détails étrangers à son but principal; nous nous proposons de revenir sur ce sujets pour établir^ par de simples considérations de géométrie^ les propriétés générales du mouvement d'un corps solide; lesquelles propriétés sont nombreuses et intéressantes^ et sont susceptibles , quoique purement géométriques^ d'apporter quelque lumière dans plusieurs questions de « mécanique.
(147) Le déplacement fini quelconque d^un corps solide dans l'espace peut donner lieu aussi à la construction de figures corrélatives. Cette construction est fondée sur le théorème suivant :
Si Von a dans V espace deux figures parfaitement égales, et placées dune manière quelconque tune par rapport à t autre;
Que F on joigne par des. droites les points de la première figure aux points correspondans de la seconde; et que par le milieu de chacune de ces droites on lui mène un plan normal^
Tous ces plans envelopperont une figure qui sera corrélative de chacune des deux figures proposées, et corrélative, aussi, dune troisième figure formée par les points milieux des droites qui joignent les points homologues dans les deux premières.
Ainsi^ si la première figure est plane ^ la troisième sera plane aussi; et les plans menés par ses différens points passeront par un même point (ce point sera situé dans le plan de cette troisième figure).
Si la première figure est une surface du second degré ^ la troisième figure sera aussi une surface du second degré; et les plans menés par ses points envelopperont une autre surface du second degré.
Nous donnerons dans un autre écrit la démonstration de ces théorèmes^ qui peut se faire par de simples considérations de géométrie^ ou par l'analyse *.
1 On peut vérifier aisément ces théorèmes, au moyen des formules suivantes relatives au déplacement fini d*un corps solide dans l'espace , en fonction des six coeificiens indépendans qui suffisent pour exprimer ce déplacement.
Soient x^ y^ s\e^ coordonnées d'un point du corps dans sa position primitive, et x' ^ y% z
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(148) Le mode de construction des figures corrélatives que nous a fourni le déplacement infiniment petit d'un corps solide^ peut être présenté d'une autre manière^ où n'entre pas l'idée de mouyement. Voici comment :
Soit une vis , placée dune manière quelconque dans V espace; concevons que par tous les points dune figure proposée passent des hélices de la vis;
1^ Les plans normaux à ces hélices y menés par les points de la figure, envelopperont une seconde figure qui sera corrélative de la première ;
2^ Le segment compris sur F axe de lavis, entre deux plans normaux y sera égal à la projection orthogonale de la droite qui joint les deux points correspondans.
De sorte que les relations métriques de la première figure seront faciles à transporter dans la seconde.
(149) Il résulte de là que si F on coupe la surface dune vis (à
les coordonnées du même point considéré après le déplacement; ces coordonnées ont des valeurs de la forme
x'=l ^-^l/l-(L^-f-M^^N')-^(»l5-.Ny)H-:î L^ M^^n'^^^^' L.(Lr+My-hNs),
où /, m, n^ L, M, N, sont six coefficiens indépendans.
Ces formules sont la généralisation de celles d'Euler, qui ne convenaient qu'à un déplacement infiniment petit du corps solide.
Elles peuvent servir aussi pour la transformation d*un système de coordonnées rectangulaires en un autre système de coordonnées rectangulaires. Et sous ce rapport elles satisfont à une question qui a occupé dans un temps les géomètres , savoir , de trouver de telles formules qui ne contiennent que les trois coefficiens indépendans nécessaires et suffîsans pour exprimer la position des nouveaux axes, et où ces coefficiens entrent d'une manière symétrique.
Les formules de Monge qui ont résolu cette question {Mémoires de Vacadémie de Turin; ann. 1784 et 1785) ont l'inconvénient de contenir six expressions radicales différentes. Les formules précédentes n'en contiennent qu'une.
filets triangulaires on rectangulaires^ indifféremment) par un plan quelconque, et que parles différens points de la courbe d^ intersection on mène les plans normaux ausc hélices qui passent par ces points y tous ces plans pousseront par un même point. Ce point sera situé dans le plan coupant.
Ces considérations 9 qui conduisent â diverses propriétés nouyelles de la vis, offrent des méthodes de géométrie descriptive pour le dessin des épures relatives à différentes questions qui se présentent dans les arts.
(150) Toici enfin un dernier mode de construction des figures corrélatives, que nous pouvons exposer sans calcul.
Qu'on conçoive un système de forces sollicitant un corps solide libre ^ on pourra les remplacer d'une infinité de manières par deux forces uniques F , F'. L'une de ces forces sera tout-à-fait arbitraire de direction ; c'est-à-dire qu'on pourra prendre une droite quelconque pour représenter la direction de cette force; la seconde force sera alors tout -à-fait déterminée en direction et en grandeur.
Si on cherche le plan an moment principal des forces du système, relatif à un point quelconque de la force F, ce plan passera par la force F'. Donc si on fait tourner la première force autour d'un point fixe, la seconde ne cessera pas d'être dans un même plan, qui sera le plan du moment principal du système de forces , relatif au point fixe. Et réciproquement, quelle que soit la position de l'une des deux forces dans ce plan, Tautre force passera par le point fixe; d'où il suit que les plans des momens principaux du système de forces, relatifs aux différens points du plan, passeront par le point fixe.
On conclut de là que :
Si Von conçoit dans V espace un système de forces , et que Von prenne les plans des momens principaux de ces forces , relatifs à tous les points dune figure , ces plans envelopperont une seconde figure qui sera corrélative de la première ,• c'est-à-dire que les plans relatifs à des. points situés sur un plan passeront par un même point; ceux relatifs à des points situés en ligne droite passeront par une
même droite; ceux relatifs à des points situés sur une surface du second degré envelopperont une seconde surface du second degré, etc.
(151) Quant aux relations métriques de la nouyelle figure ^ on les conclura de celles de la figure proposée , au moyen de la proposition suivante, dont la démonstration est sans difficulté, mais serait ici sans intérêt :
Si Von prend un certain axe fixe , parallèle à la réêuUante de toutes les forces (Taxe que M. Poinsot a appelé Taxe central des momens * ), le segment intercepté sur cet axe par deux plans quelconques appartenant à F une des deux figures ^ sera égal à la pro^ jection orthogonale ^ sur cet axe , de la droite qui joint les deux points correspondans dans f autre figure, •
§ XXV. Caractères particuliers de divers modes de construction
des figures corrélatives.
(152) Nous avons vu que la théorie des polaires réciproques n'offre pas la construction la plus générale des figures corrélatives, parce qu^elle ne donne à disposer que de neuf constantes, au lieu de quinze. Il en est de même des autres modes que nous venons d'exposer dans le paragraphe précédent, dans chacun desquels on ne peut disposer que de six constantes. Dans ces dernières méthodes, les figures corrélatives ont un caractère particulier; c'est que les plans d'une figure passent par les points de l'autre figure auxquels ils correspondent. Mais ces méthodes ont un autre caractère propre, qui leur est commun avec celle des polaires réciproques , et qui ne se présente pas d'une manière aussi palpable ; c'est une réciprocité parfaite entre deux figures corrélatives; réciprocité qui consiste ' en ce que si, après avoir construit la figure corrélative A' d'une figure A, on voulait, par le même mode de construction, former
' Élémens de siaiique ; 6* édition , pag. 858.
la figure corrélative de A'^ on retrouverait la figure A. Cela a lieu^ comme on sait^ dans la théorie des polaires, parce que le point fixe par lequel passent tous les plans polaires des difiërens points d'un plan^ a précisément pour plan polaire ce plan (118). Il en est de même dans la construction des figures corrélatives par voie de mouyement infiniment petit; c'est-à-dire que si la figure qui est l'enveloppe des plans normaux aux trajectoires des points de la figure proposée^ éprouvait elle-même le même mouvement^ les plans normaux aux trajectoires de ses points envelopperaient la première figure; cela provient de ce que le point par lequel passent les plans normaux aux trajectoires de tous les points d'un plan a sa trajectoire normale à ce plan.
Il en est de même aussi dans le mode de construction fondé sur la considération d'un système de forces; c'est-à-dire que si après avoir construit la figure enveloppe des plans des momens principaux d'un système de forces, relatifs aux différens points d'une première figure, on construisait la figure enveloppe des plans des momens principaux des points de cette nouvelle figure, par rapport au même système de forces, on retrouverait la première figure; cela vient de ce que le point par lequel passent les plans des momens principaux des difiërens points d'un même plan a précisément son moment principal situé dans ce plan.
(153) Il est naturel de chercher s'il n'existerait pas d'autres systèmes de figures corrélatives où une pareille réciprocité aurait lieu.
Nous allons prendre la question d'un peu plus haut; et d'abord nous proposer la suivante :
Quand un point direcieuT parcourt une surface A^ le plan mobile enveloppe une surface A' {§ Jî, théorème I);
Si Von suppose qu^un nouveau point directeur parcoure cette surface A^ , quelle devra être V équation d'un nouveau plan mobile entrainé par ce nouveau point directeur^ pour qu^il enveloppe la première surface A 9
Soient a;', y' , z' les coordonnées du point directeur situé sur la
surface A^ et
Xy + Yy' H- Za' = U ,
Féquation du plan mobile ; ce plan enveloppe la surface A'. Soit
Lr -H My H- Na = 1 ,
L'équation d'un plan tangent à la snrface A en un point a. Si le point directeur parcourt ce plan^ le plan mobile tournera autour d'un point de la surface A' ^ dont les coordonnées sont données par les trois équations
X = LU, Y = MU, Z==NU
et ce point est précisément celui où le plan mobile touche la surface A' quand le point directeur est en a. (Théorème II.)
Soient ^", y", jj" les coordonnées de ce points et remplaçons ^ dans les trois équations précédentes X ^ Y, Z et U par X'', Y", Z" et U''^ pour indiquer que les trois yariables y ont les valeurs x^'^ y'' , js" ; nous aurons les trois équations
X"==:LU", Y" = MU", Z" = NU
L'équation
représente un plan mobile entraîné par le mouvement du point (^"> y"> ^'O- Si nous supposons que ce point soit sur la surface A', les trois équations précédentes auront lieu ; par conséquent l'équation générale de son plan mobile se réduira à
Lr -H My H- Na = I.
C'est précisément l'équation du plan tangent à la surface A. L'équation
X"jr ^- Y"y -H Z"z = U"
est donc celle qui convient au second plan mobile^ pour qu'il en-
veloppe la sarface A, pendant que son point directeur parcourt la surface A',
Or on voit que, pour former cette équation, il faut changer, dans l'équation du premier plan mobile, les coordonnées courantes en celles du second point directeur, et celles du premier point directeur en coordonnées courantes. On peut donc énoncer ce théorème général :
Quand téquation dun plan mobile contient au premier degré les coordonnées x', y', z' d^un point directeur /si on y change les coordonnées courantes x, y , z, e» x', y' , z', e^ vice versa, on aura une seconde équation qui représentera un second plan mobile , correspondant au même point directeur ;
Si le point directeur parcourt une surface A , le premier plan mobile enveloppera une surface A' ;
Et si le point directeur parcourt la surface A ^ le second plan mobile enveloppera la première surface A.
Ainsi les deux surfaces jouissent de la propriété réciproque d'être engendrées l'une au moyen de l'autre, mais par deux plans mobiles différentes, c'est-à-dire dont les équations sont différentes.
(154) D'après cela, on voit sur-le-champ que si l'on veut que le plan mobile ait la même équation , ou la même construction géométrique, pour les deux surfaces, comme cela a lieu dans la théorie des polaires réciproques et dans les autres systèmes qui reposent soit sur le déplacement d'un corps solide, soit sur la considération d'un système de forces, il faut que l'équation du plan mobile soit symétrique par rapport aux coordonnées courantes et à celles du point directeur; car alors elle restera la même quand on y changera Xy y^z^enx'yy'^z'et vice versd, et les deux plans mobiles du théorème précédent auront la même équation.
Cela a lieu dans la théorie des polaires; l'équation du plan polaire d'un point reste la même quand on y met les coordonnées de ce point à la place des coordonnées courantes, et vice versd. Il en est de même pour le plan normal à la trajectoire d'un point d'une
figure de forme invariable qui éprouve un déplacement infiniment petit; ce qu'on voit d'après l'équation de ce plan normal (143). Il en est de même aussi pour le plan du moment principal d'un système de forces^ pris par rapport à un point; l'équation de ce plan reste la même si on y remplace les coordonnées courantes par les coordonnées du points et vice versd. Car en supposant les trois axes coordonnés rectrangulaires ^ et en désignant par Â^^^ A^^ A. les sommes des composantes^ suivant ces trois axes, des forces du système, transportées toutes à l'origine, et par M,, M^, M, les projections sur les plans yz j zûd et xy ^ du moment principal relatif à cette origine, on trouve que le plan du moment principal d'un point quelconque (^', y', z') ^ a pour équation
(y'Ax — 3^ky — M, )« -H jf'Mx -♦- y'My -4- %'VL% = o ;
et une simple vérification fait voir que cette équation reste la même quand on y change les coordonnées courantes x ^ y ^ z en x' y y\ z^ et vice versd.
L'équation du plan mobile dans ce dernier mode de construction des figures corrélatives a tout-à-fait la même forme que celle du plan normal à la trajectoire d^un point d'une figure en mouvement; il y a en effet dans ces deux questions des rapports intimes remarquables, dont il serait hors de propos de parler ici, et sur lesquels nous reviendrons ailleurs.
(155) Il nous reste à faire voir que chaque fois que l'équation du plan mobile sera symétrique, comme dans les exemples précédens; elle aura nécessairement la forme de l'équation du plan polaire d'un point par rapport à une surface du second degré , ou celle du plan normal à la trajectoire d'un point d'un corps solide en mouvement.
En effet, Féquation générale du plan mobile est de la forme
{ax^hy-^cz—d) x* -»- {a'x h- fc'y -»- c'z — d') y' -f- {a"x -4- fc"y -♦- c"% — <l") «' — (a'"a? H- 6"'y -I- c'"«— <!"') = 0.
Cette équation sera la méme^ après le changement de x^ y, % en x\ y\ z' et vice versd^ si son premier membre est resté identiquement le méme^ soit avec le même signe soit avec un signe différent.
Dans le premier cas^ en comparant le premier membre à ce qu'il devient par le changement en question , on trouve les six conditions :
et dans le second cas^ on trouve les conditions
Telles sont les deux seules solutions de la question.
Les deux équations du plan mobile qui y correspondent sont
— d{x ^ af) — rf'(y -^ y') — ^'\^ -^ «') — ^'" = « ' et
Faisons
la première équation devient
(2As' + Dy' -H E«' ^- G> -i- (2By' -4- Dar' h- Fs' -h H)y ^- (2C«' -*- Es' -4- Fy' -f- \)% ^ Go?' -i- Hy' -h la' — d"' = o.
C'est l'équation du plan polaire du point {x\ y\ s'), par rapport à la surface du second degré qui a pour équation
Aj?" -+- By* -+- C«' H- Dxy -4- Eora h- Fy« h- Ga? -4- Hy -4- Is T" '^ ^-
Donc ^ dans le premier cas^ le plan mobile pourra toujours être
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considéré comme le plan polaire du point directeur par rapport à une surface du second degré.
, Nous devons observer que cette surface pourrait être imaginaire; alors en changeant le signe du dernier terme de son équation^ on aurait une surface réelle. Ainsi on pourrait encore^ dans ce cas^ diriger le mouvement du plan mobile par la considération d'une surface auxiliaire du second degré.
Dans le second cas^ si l'on fait
l'équation du plan mobile devient
(ar— j?') cT/ -♦- (y— y') <hn -^ («—«') Jn — (y'*— iP'y) c^N — (x'z-^z'x) m — («'y — y'j») d^L = o.
C'est l'équation du plan normal à la trajectoire du point (ûc' ^ y', s') considéré comme appartenant à une figure de forme invariable , qui a éprouvé un mouvement infiniment petit.
Remarquons que cette équation est satisfaite quand on y fait x — x\ y=y',eïz = z\
(156) Il résulte de cette analyse que :
Quand Véquation cTun plan mobile contient, au premier degré ^ les coordonnées x', y', z' d'un point ^ et qu'elle reste la même quand on y change les coordonnées courantes x, y, z en x', y', z' et vice versa, elle ne peut avoir que deux formes différentes ; et le plan mobile peut être considéré comme le plan polaire du point (x', y', z'), par rapport à une surface du second degré déterminée ; ou bien comme le plan normal à la trajectoire du point (x', y', z'), regardé comme appartenant à un corps solide qui éprouve un mouvement infiniment petit.
Mais on conçoit que ces deux formes de l'écpation du plan mobile pourraient avoir d'autres interprétations géométricpes; comme nous l'avons fait voir à l'égard de la seconde ^ qui convient aussi au
plan du moment ]Mrincipal d^un système de forces^ relatif au point
§ XXVI. Note sur une propriété géfiérale des surfaces du second
degré.
(157) La propriété dont il s'agît est exprimée par l'équation
éin. C,A siD. D,A ea da ^ , ^.
(1) -: — T^ : -r-rrr •=—:—, (voir l'art. 121.)
sm. C,B 8in. D,B cb db ^ '
OÙ A^ B^ G^ D^ sont quatre plans quelconques passant par une même droite, et a, h^ a, rf, les pôles de ces plans, respectivement, par rap port à une surface du second degré.
Cette propriété est bien simple; néanmoins elle est une des plus fécondes de la théorie des surfaces du second degré; nous aurons à en faire ailleurs un grand usage; pour le moment nous allons en présenter une seule application, concernant la description des figures réciproques.
L'équation (1) est résultée de notre théorie générale des figures corrélatives, et n'a pas besoin d'une démonstration particulière; ce^ pendant, à cause des nombreuses conséquences du principe exprimé par cette équation, indépendamment de ses usages dans la théorie des transformations, nous allons en donner une démonstration directe; ce qui est chose très-facile.
Soient <x, S, 7, ^, les points où les plans A, B; C, D rencontrent la droite L sur laquelle sont situés les points a, i&, c, c/; ces plans passent par une même droite; par conséquent on aura, par la propriété du rapport ankarmont^ue (Note IX} :
sin. C,A ^ $in. D,A ya ^ éa sin. G,B • sin. D,B ~ yC * ^c'
il suffit donc, pour démontrer l'équation (1), de prouver que ron a
yx itt ca da '^e * 7i~ cb * dh
Or, le point a étant le pôle du plan A, les deux points a et a sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points où la droite L rencontre la surface. Pareillement les deux points by 6, sont conjugués harmoniques par rapport aux deux mêmes points ; il en est de même de deux points c,yy et des deux points d, c^; donc trois quelconques de ces quatre systèmes de deux points forment une involution (Note X, art. \2 bis,^. 555 )j et par suite les huit points ont entre eux la relation que nous voulions démontrer (même Note^ art. 9).
(158) Maintenant^ pour faire l'application que nous nous proposons de la formule (1)^ mettons-la sous la forme
ac sin. A,C ad sin. A.D bc * sin. B,C M * sin. B,D
Le second membre est constant^ quels que soient le point c et son plan polaire G. Que dans le plan C on prenne un point m; son plan polaire M passera par le pôle c du plan C. Le rapport des distances
du point m aux deux plans A, B, sera égal à ^ï^tVcî ^® rapport des distances du plan M aux deux points a^ by sera égal à ^^ et^ d'après l'équation ci-dessus^ ces deux rapports seront entre eux dans une raison constante.
On a donc cette propriété générale des surfaces du second degré : Étant pris dans F espace deux points fixes a, b^ ef leurs plans polaires A y By par rapport à une surface du second degré ; si ton mène un plan transversal quelconque, le rapport de ses distances aux deux points a^ b^ sera au rapport des distances du pôle de ce plan aux deux plans A^ B , dans une raison constante quel que soit le plan transversal.
(159) Si le plan transversal est tangent à la surface^ son pôle sera son point de contact^ on en conclut que :
Étant pris dans F espace deux points fixes et leurs plans polaires par rapport à une surface du second degré ^ le rapport des distances dun point quelconque de la surface à ces deux plans sera au rapport des distances du plan tangent à la surface en ce point, aux deux points fixes ^ dans une raison constante.
D'après cela, on reconnaît de suite que plusieurs des théorèmes que nous avons démontrés sur les plans tangens à une surface du second degré menés par les extrémités de trois axes conjugués relatifs à un point fixe^ donnent lieu immédiatement à d'autres théorèmes différensy concernant les extrémités mêmes de ces trois axes conjugués.
Mais ces théorèmes devant se présenter dans la seconde partie de cet écrite comme application directe du principe de déformation homographique^ nous ne les énoncerons pas ici.
(160) Soit C un plan transversal mené arbitrairement dans l'espace^ et c son pôle par rapport à la surface du second degré. Désignons par Q la distance du plan C au point a^ et par (ô) la distance du point a au plan G; ces deux expressions seront égales^ mais envisagées sous un point de vue différent.
D'après cette notation^ le théorème que nous venons de démontrer s'exprimera ainsi
1 étant une constante indépendante de la position du plan transversal G et de son pôle c.
Pour déterminer cette constante^ supposons que le plan G se confonde avec le plan B; le point c se confondra avec le point i&; et il viendra
Or Q) est égal à (b) , comme exprimant la même distance ; il reste donc
D'après cette valeur de A, l'équation ci-dessus devient
Cette équation est susceptible de plusieurs conséquences.
(161) D'abord^ elle établit une relation générale entre trois plans quelconques et leurs pôles, pris par rapport à une surface du' second degré ^ qui fait voir que, trois plans étant donnés, on ne peut pas prendre arbitrairement trois points pour représenter les pôles de ces trois plans par rapport à une surface du second degré. Deux de ces points peuTent être pris arbitrairement, mais le troisième doit nécessairement être assujetti à une certaine condition exprimée par l'équation (2). L'expression géométrique de cette condition est que le troisième pôle doit être pris sur un certain plan déterminé.
Car Téquation (2) fait connaître le rapport (l) : (b), qui lui-même détermine la position du plan mené par la droite d'intersection des deux plans A, B, et par le pôle e du troisième plan G.
(162) Nous conclurons de là, d'abord, ce théorème :
Quand plusieurs surfaces du second degré sont telles que deux plans donnés aient chacun le même pôle par rapport à ces surfaces, les pôles dun plan transversal mené arbitrairement seront sur un même plan qui passera par la droite d intersection des deux plans donnés.
(163) Si le plan transversal est à l'infini, ses pôles seront les centres des surfaces; donc
Quand plusieurs surfaces du second degré sont telles que deux plans donnés aient chacun le même pôle par rapport à toutes ces surfaces y ces surfaces ont leurs centres situés sur un même plan.
(164) La même équation (2) donne le rapport (^) : (?); ce rapport détermine sur la droite ab un point par où passe le plan C; on conclut de là que :
Quand plusieurs surfaces du second degré sont telles que deux plans donnés aient chacun le même pôle par rapport à ces sur-
faces, les plans polaires dun point , pris arbitrairement dans V espace, passeront par un même point de la droite qui joint ces deux pôles.
(165) Désignons par L le plan mené par le point a et par la droite d'intersection des deux plans B^ C; par Mie plan mené par le point b et par la droite d'intersection des deux plans G^ A; et enfin par N le plan mené par le point c et par la droite d'intersection des deux plans A^ B. Le rapport des perpendiculaires abaissées du point a sur les deux plans B^ C^ sera égal au rapport des sinus des angles que le plan L fait ayec ces deux plans B^ G. Ainsi l'on a
Pareillement
et
fh\ /i&\ sin. M,C Uy V^A^ -8in.M,A'
L'équation (2) devient donc
sîn, L,B sîn. M,C sin. N,A sin. L9G sin. M,A sin. M^B
Gette équation prouve, par un principe de la théorie des transversales, que les trois plans L, M, N, menés respectivement par les trois arêtes de Tangle trièdre formé par les trois plans A, B, G, passent par une même droite. On a donc ce théorème :
Étant donnés un angle triède et une surface du second degré ; et étant pris, par rapport à la surface, les pôles des trois faces de cet angle trièdre ; les trois plans menés respectivement par les arêtes de r angle et par les pôles des faces opposées à ces arêtes, passeront tous trois par une même droite.
Ge théorème exprime la construction géométrique du plan sur
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lequel doit se trouyer le pôle d'un troisième plan, par rapport à une surface du second degré, quand les pôles de deux premiers plans sont donnés.
(166) Maintenant considérons le triangle abc, et soient /, m, n, les trois points où les plans A, B, C, respectiyement , rencontrent les trois côtés bc, ca, ab. Le rapport des distances des deux points A, c au plan A, sera égal à ^ j ainsi l'on a
pareillement
L'équation (2) devient donc
an hl cm
équation qui prouve que les trois points l^ m, n^ sont en ligne droite. Donc :
Un triangle étant placé dune manière quelconque par rapport à une surface du second degré ^ les plans polaires de ses sommets rencontrent respectivement les côtés opposés en trois points qui sont en ligne droite.
Ce théorème pouvait se conclure immédiatement du précédent par la théorie des polaires réciproques^ mais il nous a paru intéressant de montrer que Tun et Tautre sont exprimés par la seule équation (2).
(167) Des deux théorèmes (165) et (166) on déduit sans difficulté cette propriété générale des surfaces du second degré :
Étant donné un tétraèdre ^ et étant pris les pôles de ses quatre faces y par rapport à une surface du second degré, et les plans polaires de ses quatre sommets ;
1^ Les droites qui joindront les sommets du tétraèdre aux pôles
des faces opposées à ces sommets seront quatre génératrices dun même mode de génération dun hyperboloide à une nappe;
2^ Les droites d intersection des plans polaires des sommets du tétraèdre par les faces opposées à ces sommets respectivement y seront quatre génératrices dun même mode de génération dun second hyperboloide à une nappe.
(168) Ce théorème est susceptible d'une multitude de conséquences. Nous en avons exposé déjà plusieurs dans les Annales de Mathématiques, tom. XIX ^ pag. 76. Nous nous bornerons ici à faire remarquer qu'on eni conclut que :
Quand plusieurs surfaces du second degré sont telles que trois plans donnés aient chacun le même pôle par rapport à ces surfaces :
1^ Les pôles dun autre plan transversal quelconque , pris par rapport à ces surfaces, sont situés en ligne droite ;
2® Les plans polaires dun point quelconque de Fespace, pris par rapport à ces surfaces, passent par une même droite;
3^ Enfin, toutes ces surfaces ont leurs centres situés sur une même droite.
(169) L'équation (2) servira pour la solution de cette cpestion: Construire une surface du second degré telle que quatre plans
donnés aient pour pôles , par rapport à cette surface , quatre points donnés; ces points satisfaisant à la condition exprimée par le théorème (167).
On concevra un plan transversal situé à l'infini, et l'on construira son pôle, par trois équations semblables à l'équation (2), dont chacune déterminera un plan sur lequel sera ce pôle. Ce point sera le centre de la surface cherchée.
On déterminera de même le pôle de tout autre plan transversal.
Par le centre o de la surface et le pôle a d'un plan^ on mènera une droite qui rencontrera ce plan en a; le produit oa. oa sera égal au carré du demi-diamètre compris sur la droite. Si les points a et a sont d'un même côté du point o, ce diamètre sera réel; et si ces points sont de côtés différens du point o^ ce diamètre sera imaginaire. ToM. XI. 88
On déterminera ainsi autant de points qu'on voudra de la surface.
Si l'on veut construire ses trois axes principaux^ on cherchera d'abord un système de trois diamètres conjugés^ ce qui se fera trèsaisément. Pour cela on mènera par le centre un plan transversal quelconque^ et on cherchera son pôle; on trouvera un point situé à l'infini sur une droite dont la direction sera l'intersection commune de trois plans qu'on déterminera par trois équations semblables à l'équation (2). La droite diamétrale parallèle à cette droite sera le diamètre conjugué au plan transversal. Par ce diamètre on mènera un second plan transversal^ et on cherchera semblablement son diamètre conjugué. Ces deux diamètres et la droite d'intersection des deux plans formeront un système de trois diamètres conjugués. Ces trois diamètres feront connaitre^ par là coitstruotion que nous avons donnée dans la Note XXY^ les trois axes principaux de la surface.
Ainsi le« problème est résolu complètement.
Nous nous sommes étendu sinr cette solution^^ parce que nous croyons qu'il serait utile qu'on ne négligeât aucune occasion de construire les surfaces du second degré déterminées par diverses conditions^ pour hâter le perfectionnement de leur théorie, et arriver à la connaissance de la relation si désirée qui doit exister entre dix points d'une telle surface. Peut-être parviendra-t-on d'abord , en s'ocoupant de ce genre de questions, à quelques cas particuliers de cette relation , qui mettront sur la voie de la relation générale elle-même.
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DEUXIÈME PARTIE
PBINGIPE d'hOMOGRAPHIB.
§ I. Démonstratiofi du Principe (T homographie.
(170) Les propositions auxquelles nous aTons appliqué le principe de dtMlité nous ont conduit souyent à des propositions d'une plus grande généralité, dans leur genre, que ces premières dans le leur. On conçoit donc qu'en appliquant le même principe à ces nouvelles propositions^ on en obtiendra d'autres, du genre des premières, mais qui pourront être plus générales qu'elles. Le principe de dualité offre donc le moyen de généraliser une foule de propositions connues. Mais on voit sur-le-champ que ce moy^n devant toujours être le même, puisqu'il se réduit à répéter deux fois le mécanisme de la transformation des figures par le principe de dualité; on voit, dis-je, que ce moyen peut être érigé lui-même en principe général de l'étendue, immédiatement applicable aux figures proposées.
(171) Voici comment nous énoncerons ce principe :
Une figure de forme quelconque étant donnée dans F espace j on peut toujours concevoir une seconde figure du même genre, et jouissont des mêmes propriétés descriptives que la première, c^est-à-dire qtjùà chaque point, à chaque plan , à chaque droite de la première figure, correspondront, dans la seconde, un point, un plan, une droite;
Aux points à Vinfini dans la première figure , correspondront, dans la seconde, dès points situés tous sur un même plan ; de sorte qtHà des faisceaux de droites parallèles appartenant à la première
figure y correspondront , dans la seconde , des faisceauiv de droites concourantes en des points situés tous sur un même plan ;
Les deux figures auront entre elles des relations de grandeur, qui consistent en ce que :
l^ Le rapport anharmonique de quatre points situés en ligne droite dans la première figure, sera égal au rapport anharmonique des quatre points homologues dans la seconde figure ;
Et 2^ Le rapport anharmonique de quatre plans de la première figure j passant par une même droite, sera égal au rapport anharmonique des quatre plans homologues, dans la seconde figure.
Ainsi a, b, c, d, étant quatre points quelconques de la première figure^ situés en ligne droite, et a' ,b' , & ,â , étant les quatre points homologues dans la seconde figure^ on aura toujours l'égalité
ca da c'a' ^ rfV
^ ^ df "' "^ "^ ?y • 5^' '
et A, B^ G , D, étant quatre plans quelconques de la première figure, passant par une même droite, et A', B', C, D', étant les quatre plans homologues dans la seconde figure, on aura l'égalité
sin. G, A sin. D.A sin. C'A' sîn. D'.A'
(2) — • -^ BBS — - • — — .
^ sin. C,B * sin. D,B sin. C,'B' ' sin. D',B'
La démonstration de ce principe est bien simple; il suffit de concevoir une figure A^ corrélative de la proposée A, c'est-à-dire sa transformée par le principe de dualité; puis de former une autre figure A" corrélative de A' ; il est clair que A'' sera du même genre que A , et que les deux figures auront entre elles toutes les dépendances comprises dans l'énoncé du principe.
(172) Si les quatre plans A, B, G, D étaient parallèles entre eux, on remplacerait le premier membre de l'équation (2) par le rapport anharmonique des quatre points où ces plans rencontreraient une transversale quelconque; ainsi soient a. S, 7, d, ces points, on aurait
ya /« sin. C',A' sin. D',A'
yC • cf C sin. C',B' ' sin. D',B'
On agirait de même si les quatre plans correspondans A^^ B^ C'^ D'^ de la seconde figure ^ étaient parallèles entre eux.
(173) Ces formules se simplifient quand un ou deux des points qui y entrent sont à l'infini.
Si le point d de la première figure est situé à l'infini , l'équation (1) deyiendra
— — — . £fL
cb ■" cT • 7y'
Si l'un des quatre points a' , b'^ c' , d! de la seconde figure est aussi situé à l'infini^ Téquation deviendra encore plus simple ^ car le second membre ne contiendra que deux segmens, de même que le premier.
(174) Les deux équations (1) et (2) sont susceptibles d'interprétations géométriques qui faciliteront dans beaucoup de questions les' applications du principe d'homographie.
L'équation (1) s'écrit sous la forme
ca c'a' da d'à' 'cb * 7V ~ db ^* 7b''
Le second membre est indépendant de la position du point c, situé sur la droite aby et de son homologue c'; nous pouvons donc écrire
ca c'a' -:- = con.t.,
quel que soit le point c sur la droite ab.
Menons par le point c un plan quelconque M; considérons-le comme appartenant à la première figure^ et menons par le point c[ le plan M^ qui lui correspondra dans la seconde figure. Soient j9^ q^ les distances du plan M aux deux points a, i& ; on aura
p ca
q cb
Soient pareillement j9% q' ^ les distances du plan M' aiix points a', b'^ on aura
On a donc
— : — = const.
Le plan M a été mené arbitrairement par le point c / et ce point avait une position quelconque sur la droite ab / de sorte que le plan M a une position tout-à-fait arbitraire dans l'espace. Cette équation exprime donc que :
Dans deuœ figures homographiquesy le rapport des distances dun plan quelconque de la première, à deux points fixes de cette figure y est au rapport des distances du plan homologue, dans la^ seconde figure , aux deux points fixes qui correspondent à ceux de la première figure, dans une raison constante^
(175) Maintenant considérons Téquàtion (2)^ et écrivons-la sous la forme
sin. C,A ^ sin. C',A' sîn. D,A ^ sin. D',A' sin. C,B * sin. C',B' ~ sin. D,B " sin. D',B'
Le second membre est indépendant de la portion du plan G^ qui est arbitraire^ pourvu seulement que ce plan passe par la droite d'inter-* section des deux plans Â^ B; on a donc
sin. G, A sin. C\A'
■ ! '■ — =r const.
sin. C,B sin. C',B'
Prenons dans le plan G un point quelconque m appartenant à la première figure, et dans le plan G' le point correspondant w' de la seconde figure. Le rapport des distances du point m aux deux plans A, B, sera égal à "^^' ^'^ ; le rapport des distances du point m' aux deux plans A', B', sera égal à ^|°' ^:^,. Ges deux rapports seront entre eux dans une raison constante, d'après l'équation ci-dessus. On en conclut ce principe :
Bans deux figures homographiques y h rapport des distances dun point quelconque de la première , à deux plans fixes appartenant à cette première figure y est au rapport des distances du point homologue dans la seconde figure aux deux plans fixes qui correspondent aux deux premiers y dans une raison constante.
Cette raison ne dépend que de la position des plans fixes auxquels on rapporte les points des deux figures.
(176) L'un des deux plans fixes de chaque figure peut être pris à l'infini^ nous allons voir ce que devient alors le théorème.
Supposons que le plan B soit à l'infini^ les quatre plans Â^B^ C, D^ étant alors parallèles entre eux^ nous nous servirons de l'équation (3)^ dans laquelle 6 est à l'infini. Cette équation devient
ya, sin. C\M ^ sin. D',A' 72 ~ sin. C',B' • sin. D',B"
OU
OU enfin
^ sin. C\X' _ ^ sin. W.k!
^"^ • sin. C',B' ~ ^"^ ' $m. D',B' '
sin. C',A'
quel que soit le plan C^ et le plan C qui lui correspond dans la se-conde figure.
ya est proportionnel à la distance d'un point quelconque du plan C au plan À^ puisque le plan C est parallèle au plan A; ^!^' ^;^; est proportionnel à la distance d'un point du plan C aux deux plans Â^ B' ; on conclut donc de là que :
Dans deux figures homographiques , la distance dun point quelconque de la première à un plan fixe de cette première figure, est au rapport des distances du point homologue, dans la seconde figure, aux deux plans qui correspondent, dans cette figure, Tun au plan fixe et Vautre à Tinfini de la première, dans une raison constante.
(177) Si le plan fixe de la première figure est le plan qui correspond à l'infini de la seconde figure^ on voit aisément^ en sui-
vant la même marche que tout à l'heure^ que le théorème prend cet énoncé :
Dans deux figures homographiques, la distance dun point quel-conque de la première, au plan de cette première figure qui correspond à t infini de la seconde, est en raison inverse de la distance du point homologue de la seconde figure au plan qui correspond^ dans cette seconde figure^ à l'infini de la première.
Ces théorèmes^ qui sont des expressions différentes des deux équations (1) et (2)^ ont lieu pour toutes les surfaces homographiques, et seront très-utiles pour transformer immédiatement, et sans autre démonstration, un grand nombre de propositions de géométrie.
(178) Le principe à* homographie , ou de description de figures du même genre ^ comprend deux parties, dont l'une relative aux relations descriptives des figures, et l'autre à leurs relations métriques.
Les relations descriptives consistent en ce que : à chaque point et à chaque plan de Vune des deux figures^ correspondent^ dans Vautre^ un point et un plan ^ respectivement.
Les relations métriques consistent en ce que : quatre points en ligne droite ^ dans la seconde figure, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points de la première figure auxquels ils correspondent.
Mais nous devons dire que ces relations métriques sont une conséquence des relations descriptives, et qu'il n'est pas nécessaire de les comprendre dans la définition des figures homographiques ; les premières seules suffisant pour définir ces figures d'une manière caractéristique, et avec une précision rigoureuse.
Ainsi nous dirons que :
Deux figures ^ quelle qu^ait été leur construction, qui satisfont à cette condition que , à chaque point et à chaque plan de Vune correspondent^ respectivement, un point et un plan dans Vautre , sont homogralPhiques.
Et ces deux figures jouissent de cette propriété constante , que quatre points de Vune, pris en ligne droite, ont leur rapport anhar-
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monique égal à celui des quatre points correspondans dans Vautre.
Cela résulte de ce que dans les figures corrélatives y les relations métriques sont aussi une conséquence des relations descriptives.
Mais quand nous présenterons directement^ et sans le secours du principe de dualité ^ la théorie des figures homographiques ^ nous nous renfermerons dans la définition que nous Tenons faire reposer sur leurs relations descriptives seules^ et nous conclurons de cette définition même 9 les relations métriques des figures et toutes leurs propriétés.
On voit par cette définition ce que les figures homographiques ont de caractéristique parmi une infinité d'autres figures^ qu'on peut former l'une par l'autre de manière qu'aux poifits de la première correspondent des points dans la seconde. G^est que^ outre cette première condition^ les figures homographiques satisfont 'à cette autre que, à des points de la première figure, situés dans un même plan, correspondent toujours dans la seconde figure , des points situés aussi dans un même plan. C'est cette seconde condition qui caractérise ' les figures homographiques.
(179) On fait usage, dans les arts et dans la géométrie rationnelle, de plusieurs modes de déformation des figures , qui offrent des applications du principe d'homographie.
Par exemple, quand on fait la perspective d'une figure plane, on a une seconde figure plane qui satisfait évidemment à l'énoncé du principe.
Il en est de même de deux figures quelconques semblables entre elles.
Quand, des points d'une figure, on abaisse des ordonnées sur un plan, et que par leurs pieds on mène des droites parallèles entre elles et proportionnelles aux ordonnées, les extrémités de ces droites forment une seconde figure qui a encore avec la figure proposée les dépendances prescrites par l'énoncé du principe.
Il en est de même de la figure que l'on forme en augmentant, dans des rapports donnés, les trois coordonnées de chaque point d'une figure proposée.
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Enfin 9 la perspective relief, ou théorie des figures homalogiqueê , que M. Poncelet a exposée dans son Traité despropriétéê projectives, donne Heu encore à des figures qui satisfont à l'énoncé du principe.
(180) Nos figures homographiques ont une plus grande généralité de construction > quant à leur forme et à leur position respective, que les figures homologiques , qui n'en sont qu'un cas particulier; c'est pourquoi nous n'ayons pu nous servir du même mot pour les désigner. Nous conserverons du reste Texpression homologique chaque fois que nous aurons à parler des figures produites par le mode de déformation de M. Poncelet.
Le principe d'homographie conduit immédiatement, et sans aucune démonstration, à de nombreuses propriétés nouvelles des figures, concernant leurs relations descriptives et leurs relations métriqu^ts.
Nous allons faire diverses applications de ce principe; puis i^ous donnerons la construction géométrique et analytique des figuresi homographiques les plus générales; et enfin nous exposerons trois méthodes de construction particulières qui, bien qu'elles conduisent à des résultats moins généraux, seront plus ou moins utiles dans certaines questions particulières.
§ IL Applications du principe d^ homographie. Pâles et plana polaires dans les sur/aces du second degré. Axes conjugués relatifs à un point.
(181) Soit une surface du second degré 2; sa figure homographique sera une seconde surface du second degré V. A chaque diaipètre AB de la première surface, correspondra dans la seconde une corde A'B' passant par un point fixe G'. Ce point correspondra au centre G de la première surface; les plans tangens à la surface 2^, aux extrémités A% B' de la corde â'B', auront leur intersection située dans un plan I' qui correspond à Tinfini de la première figure. La droite A'B' percera ce plan F en un point D% qui correspondra au point
situé à rinfini sur le diamètre ÂJ3; on aura donc
C'B' D'B' CB
= i(iw);
ce qui prouve que les deux points C'^ D' divisent harmoniquement la corde A'B'.
On a donc ce théorème^ qui constitue la propriété connue des pôles et plans polaires :
Dans taule surface du second degrés si autour d un point pse oft fait tourner une transversale^ et quon mène les deux plans tangens à la surface^ aux points où la transversale la rencontre;
1^ Ces deux plans se couperont sur un plan fixe ;
2^ Le point ou ce plan rencontrera la transversale sera le conjurgué harmonique du point fixe y par rapport aux deux points où la transversale percera la surface.
C'est ce plan qu'on appelle le plan polaire du point fixe^ appelé lui-même le pôle du plan.
(182) La relation harmonique que nous venons d'énoncer fait voir que le plan polaire d!un point quelconque d!un plan passe par le pôle de ce plan.
D'où l'on conclut que : Quand un point parcourt une droite , son plan polaire tourne autour d'une seconde droite; et^ réciproquement^ les plans polaires des points de cette seconde droite passent par la première.
Ces deux droites sont dites polaires l'une de l'autre. Si l'une d'elles rencontre la surface^ les points de rencontre ont pour plans polaires précisément les plans trangens à la surface en ces points^ et ces plans tangens passent par l'autre droite.
Il suit de là que la polaire dJun diamètre de la surface est située à Vinfini.
(183) Il est évident^ d'après ces propriétés des p61es^ plans polaires^ et droites polaires^ que si l'on a deux surfaces du second degré homographiques^ à un point et à son plan polaire par rapport à la
première surface^ correspondront un point et son plan polaire par rapport à la seconde; à deux droites polaires réciproques par rapport à la première surface^ correspondront deux droites polaires réciproques par rapport à la seconde.
(184) D'après cela^ soient trois diamètres conjugués de la première surface 2; la polaire de chacun d'eux est située à l'infini dans le plan des deux autres; donc, à ces diamètres correspondront, dans la surface homographique 1', trois droites passant par le point C% qui seront telles que la polaire de l'une d'elles sera dans le plan des deux autres; et ces polaires seront toutes trois dans le plan polaire du point C\ On peut dire que ces trois droites sont telles que la polaire de chacune d'elles passe par le point de concours des deux autres.
Nous avons déjà eu à considérer, dans la première partie de cet écrit, le système des trois droites menées par un point fixe de manière que chacune d'elles ait sa polaire, par rapport à une surface du second degré, comprise dans le plan des deux autres. Nous les ayons appelées aa;es conjugués relatifs au point ficce.
Ainsi, par un point donné, on peut mener une infinité de systèmes de trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré. Ces systèmes de trois axes conjugués jouissent de nombreuses propriétés dont plusieurs sont des généralisations des propriétés connues des systèmes de diamètres conjugués des surfaces du second degré. Nous ayons déjà démontré un certain nombre de ces propriétés ; mais la matière est loin d'être épuisée, et nous aurons à y revenir dans plusieurs de nos applications de la théorie des figures homographiques.
JJ III. Lieu géométrique du point de rencontre de trois plans tangens à une surface du second degré assujettis à certaine condition.
(185) On sait que si l'on mène trois plans rectangulaires tangens à une surface du second degré 2, leur point d'intersection a pour lieu géométrique une sphère concentrique à la surface. Ce théorème est dû à Monge.
Pour le généraliser par la déformation homographique , au lieu de dire que les trois plans tangens sont rectangulaires^ considérons-les comme étant parallèles à trois plans diamétraux d'un sphère^ qui soient conjugués entre eux.
Concevons cette sphère et ses trois plans diamétraux conjugués; désignons là par U, et soit W la sphère décrite par le point d'intersection des trois plans tangens à la surface 1. Faisons la déformation homographique. Nous aurons deux surfaces du second degré 1^ , U'; un plan V correspondant à l'infini de la première figure; trois plans tangens à la surface 2' , ayant pour traces sur le plan V trois droites telles que la polaire de chacune d'elles^ par rapport à la surface U', passera par le point de rencontre des deux autres (184). Le point de rencontre de ces trois plans engendrera une surface du second degré W% homographique de W, et qui par conséquent aura une courbe d'intersection commune avec U' située sur le plan I' (parce que les deux surfaces U et W étant semblables et semblablement placées^ ont une courbe d'intersection à l'infini); et ce plan F aura même pôle dans les deux surfaces 2' et W (parce que ce pôle correspondra au centre commun des deux surfaces U et W).
Nous pouvons donc énoncer ce théorème général :
Etant données deuiv surfaces quelconques du second degrë^ si dans un plan fixe on prend arbitrairement trois droites ^ telles que la polaire de chacune d elles ^ par rapport à la seconde surface ^ passe par le point de rencontre des deux autres , et que par ces trois droites on mène trois plans tangens à la première surface ^ le point de rencontre de ces trois plans aura pour lieu géométrique une surface du second degré qui coupera la seconde surface sur le plan fixe; et le pôle de ce plan dans cette nouvelle surface sera le même que dans la première des deux proposées.
Ce théorème général est susceptible de plusieurs corollaires.
(186) D'abord, si le plan V est à l'infini, on en conclut que :
Étant données deux surfaces du second degré, si Von mène trois plans tangens à la première, qui soient parallèles à trois plans
diamétraux conjugués de la seconde^ le point d intersection de ces trois plans sera une troisième surface du second degré, semblable à la seconde et semblablement placée.
Quand la seconde surface est une sphère^ ce théorème est préci**sément celui de Monge ^ d'où nous sommes partis.
(187) Si le plan F coupe la seconde surface suivant une conique, les trois droites prises dans ce plan seront telles que le pôle de chacune d'elles par rapport à cette conique sera le point de concours des deux autres; on peut donc donner au théorème ce second énoncé, qui n'est moins général que le premier, que parce qu'il ne permet plus de supposer que le plan fixe soit à l'infini :
Si Von a dans l'espace une surface du second degré et une oonique; et que par trois droites prises dans le plan de cette courbe de manière que le pôle de chacune délies, par rapport à la courbe, soit le point de concours des deux autres, oh mène trois plans tan^ gens à la surface; leur point d intersection aura pour lieu géométrique une surface du second degré qui passera par la conique, et qui sera telle que le cône qui lui serait circonscrit suivant cette courbe aurait pour sommet le pâle du plan de cette courbe pris par rapport à la surface proposée.
La dernière partie de ce théorème prouve que si la conique est une section de la surface proposée, les deux surfaces se toucheront suivant cette courbe.
(188) On peut supposer, dans les théorèmes précédens, que l'un des diamètres principaux de la première surface devienne nul, c'està-dire que cette surface se réduise à une conique j on aura de nouveaux théorèmes, dont nous n'énoncerons que le suivant :
Si l'on a deux coniques situées dune manière quelconque dans r espace, et que par trois droites prises dans le plan de la seconde, de manière que le pôle de chacune délies par rapport à cette se-conde courbe, soit le point de concours des deux autres, on mène trois plans tangens à la première conique, leur point d intersection aura pour lieu géométrique une surface du second degré qui pas^
sera par la seconde conique, et le cône circonscrit à cette surface suivant cette courbe aura pour sommet le pôle de la droite din^tersection des plans des deuiXf coniques, pris par rapport à la première.
Il résulte de la dernière partie de ce théorème que^ si les plans des deux courbes sont parallèles^ le sommet du cône circonscrit à la sur- Ceicc suiyant la seconde courbe sera le centre de la première;
Et que^ si la première conique a son centre sur le plan de la seconde, cette seconde conique sera une section diamétrale de la surface.
On pourrait supposer que la première conique eût un de ses axes nul, et se réduisit à une ligne droite limitée à deux point fixes. Des trois plans tangens à cette conique deux passeraient par l'un de ces points, et l'autre par le second point. Et les théorèmes précédens s'ap* pliqueraient encore à ce cas.
On pourrait même supposer que l'un des deux points extrêmes de la droite fixe fût à l'infini.
(189) Reprenons le cas général de deux surfaces quelconques; si le plan V est tangent à la première , il est clair que tout point de ce plan appartiendra à la troisième surface, parce qu'on pourra le considérer comme l'intersection de trois plans tangens à la surface, menés par les trois droites prises dans ce plan; ces trois plans se confondant avec ce plan lui-même. Il résulte de là que dans ce cas la troisième surface sera le système de deux plans dont l'un est le plan fixe.
On a donc ce théorème :
Étant données deux surfaces du second degré, et un plan fisc, tangent à la première; si par trois droites prises dans ce plan de maière que la polaire de chacune déciles, par rapport à la seconde surface, passe par le point de concours des deux autres, on mène trois plans tangens à la première surface, le point dintersection de ces trois plans sera toujours sur un même plan.
La première surface peut se réduire à une conique, comme dans les théorèmes précédens; et à la seconde surface on peut substituer
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la considération d'une conique. On aurait ainsi diyers autres théorèmes.
(190) £n appliquant le principe de Dualité au théorème de Monge, ou au théorème général (185)^ on obtient sur-le-champ cette autre propriété générale des surfaces du second degré :
Étant données deux surfaces quelconques du second degré, si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rapport à la seconde fl84), le plan déterminé par trois des points de rencontre de ces trois axes avec la première surface roulera sur une troisième surface du second degré qui aura pour centre dhomologie avec la seconde surface le point fixe ; et ce point aura le même plan polaire dans cette troisième surface et dans la première des deux proposées.
Nous entendons ici^ avec M. Poncelet^ par centre dhomologie des deux surfaces^ le sommet d^un cône (réel ou imaginaire) circonscrit aux deux surfaces.
Nous ne nous arrêterons pas à montrer les diverses conséquences de ce théorème général.
$ IV. Propriétés des systèmes de trois axes conjugués dune surface du second degré relatifs à un point.
(191) Soient trois diamètres conjugués d'une surface du second degré; la somme des carrés des perpendiculaires abaissées de leurs extrémités sur un plan diamétral fixe sera constante :
Faisant la déformation homographique ^ on conclut de là^ d'après ce que nous avons dit ci-dessus (184)^ et par le principe de relations métriques du n^ 176^ cette propriété générale des surfaces du second degré :
Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré, et qu^ on prenne sur chacun deux un des deux points où il perce la surface, on aura ainsi trois points qui seront tels que la somme des carrés de leurs distances à un plan
fixe mené par le point donnée divisés respectivement par les carrés des distances des mêmes points au plan polaire du point donnée sera constante.
Si ToQ prend le plan fixe parallèle au plan polaire du point fixe^ le théorème sera susceptible d'un autre énoncé qui exprimera une proposition déjà démontrée d'une autre manière (I^e Partie, § XI, art. 49).
(192) Concevons menés par le point fixe trois plans rectangulaires; pour chacun d'eux on aura l'équation qui exprime le théorème cidessus. Ajoutant membre à membre ces trois équations, on Toit qu'il en résulte une autre propriété des systèmes de trois axes conjugués relatifs à un point. Cette propriété est le théorème de l'art. (52).
(193) Si dans le théorème général (191) on suppose le point fixe^ situé à rinfini, on obtient le théorème suivant, en observant que les trois axes conjugués relatifs au point fixe percent son plan polaire en trois points dont chacun a pour polaire, par rapport à la section de la surface par ce plan, la droite qui joint les deux autres :
Si dans un plan diq^métral dHune surface du second degré y on prend trois points tels que chacun cPeux ait pour polaire , par rapport à la section de la surface par ce plan, la droite qui joint les deux autres y et que par ces points on mène les trois cordes de la surface parallèles au diamètre conjugué au plan diamétral, la somme des carrés des distances de ces trois points à une droite fixe située dans ce plan y divisés respectivement par les carrés des trois cordes ^ sera constante, quel que soit le système des trois points.
La droite fixe, située dans le plan diamétral, peut être à l'infini; et on eh conclut que la somme des valeurs inverses des carrés des trois cordes est constante.
(194) Si on remplace dans ces théorèmes les trois cordes par les produits des segmens faits par la conique contenue dans le plan diamétral, sur des parallèles à une même droite, menées par les trois points en question, on aura de nouveaux énoncés , où n'entrera plus la considération de la surface et qui exprimeront des propriétés des coniques.
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§ V. Autres propriétés des systèmes de trois axes conjugués d^une surface du second degré relatifs à un point.
(195) La somme des carrés des perpendiculaires abaissées des six extrémités de trois diamètres conjugués d'une surface du second degré^ sur un plan fixe mené arbitrairement dans l'espaoe^ est constante.
On conclut de là^ par le principe de relations métriques du n^' 176, cette propriété générale des surfaces du second degré :
Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré, la somme des carrés des distances des six points où ils perceront la surface, à un plan fixe mené arbitrairement dans Fespace, divisés respectivement par les carrés des distances de ces points au plan polaire du point fixe, sera constante, quel que soit le système des trois axes conjugués relatifs au point fixe.
(196) Si dans la première figure on prend pour le plan fixe celui qui correspond à l'infini de la seconde figure, on aura, par le principe du n^ 177, ce théorème, qui n'est autre que le précédent, où le plan fixe est situé à l'infini :
Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rapport d une surface du second degré, la somme des valeurs inverses des carrés des distances des six points où ils perceront la surface, au plan polaire du point fixe, sera constante, quel que soit le système des trois axes conjugués.
(197) Et appliquant le théorème ci-dessus (195) à trois plans rec* tangulaires, on aura trois équations qui, ajoutées membre à membre, donneront lieu au théorème suivant :
Si par un point fixe on mène trois axes conjugués par rapport à une surface du second degré, ils rencontreront la surface en six points dont les cartes des distances à un second point fixe quelconque, divisés respectivement par les carrés des distances de ces
points au plan polaire du premier point fixe^ auront une somme constante.
S VI. Propriété très-générale des systèmes de trois axes conjugués relatifs à un points de laquelle les autres se déduisent.
(198) Dans nos applications du principe de Dualité^ nous sommes parvenu à plusieurs propriétés d^s axes conjugués d'une surface du second degré relatifs à un points concernant les plans tangens à la surface aux points où ces axes la rencontrent. Les propriétés de ces mêmes axes^ que nous venons de trouver dans les paragraphes précédons ^ concernent les points mêmes où ces axes percent la surface. Celles-ci peuvent être exprimées toutes sous un seul énoncé trèsgénéral, que nous allons présenter comme application du principe d'Homographie.
Soient trois diamètres conjugués d'une surface du second degré ; si d'un point fixe 0 on mène des droites aux six points A^ a^ ^y b y C, Cy où ils rencontrent la sur&ce^ on sait que la somme des carrés de ces six droites est constante^ quel que soit le système des trois diamètres conjugués.
Ainsi l'on a
OA* -♦- Oa -♦- OB' h- 01) -f- oc' + Oc* == const.
Concevons une sphère qui ait pour centre le point 0; et soient A% a% B'^ b*, (j!y &^ les points où ses six rayons qui aboutissent aux points ky ay etc.^ la rencontrent; on aura
oT ôS"
■ 7 -I- ==:r -¥• etc. = const.
OA' Oa'
Faisons la figure homographique^ et désignons par les mêmes lettres les points correspondans^ dans cette figure ^ aux points 0^ A, a, etc. 9 de la première; soient de plus L^ /^ M^ m^ N^ n^ les points
où les six droites OA^ Oa^ OB^ Ob^OC, Oc, dans la nouvelle figure, percent le plan qui correspond à Tinfini de la première, on aura^ en appliquant à chacun des termes de l'équation ci-dessus ^ la formule du n^ 173, le théorème suivant :
Étant donnés deux surfaces du second degré et un plan fixe; si par le pôle de ce plan par rapport à la première surface, on mène trois axes conjugués par rapport à cette surface, qui la rencontreront aux six points A,a,Bjh, C, c,et que par le pôle du plan^ par rapport à la deuxième surface, on mène six rayons aboutissant à ces points^ et rencontrant la deuxième surface aux six points A', a', B', b', Oj c', et le plan fixe aux points Z,l, M , m^ IV, n,on aura Féquation
/OA ^ ]U Y /Oo^ ^ lay
-\~ etc. = const.,
quel que soit le système des trois axes conjugués pris par rapport à la première surface.
(199) Ce théorème est l'une des propriétés les plus complètes et les plus générales des systèmes de trois axes conjugués d'une surface du second degré relatifs à un point. Aussi ses corollaires sont très-nombreux. On les obtiendra en faisant diverses suppositions sur la forme et la position des deux surfaces, et celle du plan fixe. On pourra supposer que la seconde surface soit l'ensemble de deux plans, lesquels pourront être parallèles, ou bien qu'elle soit de révolution et qu'elle ait pour foyer le point O; puis, que le plan fixe soit à l'infini, etc.
Nous n'entrerons pas dans l'examen de tous les théorèmes que l'on obtient ainsi, dont la plupart sont des propriétés de trois axes conjugués d'une surface du second degré relatifs à un point, que nous avons déjà démontrées, ou des propriétés connues des systèmes de trois diamètres conjugués.
Nous n'énoncerons que le suivant, que nous n'avons pas encore eu l'occasion de démontrer.
(200) Que l'on suppose que le plan fixe ait un même point 0 pour
pôle dans les deux surfaces ^ et que la première surface soit de révolution et ait ce point pour foyer, et le plan fixe pour plan directeur correspondant; que dans Téquation qui exprime le théorème général, on remplace chaque rapport ^ par le rapport des perpendiculaires abaissées des points A, A.% sur ce plan fixe; on aura le théorème suivant :
Si autour dun point fixe pris arbitrairement par rapport à une surface du deuxième degrés on fait tourner trois droites rectangulaires y qui rencontreront la surface en six points , la somme des carrés des distances de ces points au plan polaire du point fixe, divisés respectivement par les carrés des distances de ces mêmes points au point fixe, sera constante.
(201) Ce théorème a lieu aussi pour trois seulement des six points où les trois droites rectangulaires rencontrent la surface; parce que les six termes de l'équation sont égaux deux à deux. Car A et a étant les points oii l'une des trois droites menées par le point 0 rencontre la surface, et L le point où elle perce le plan polaire du point 0, on a entre les quatre points 0, L, A et a, la relation harmonique
OA _ LA Oa ~L«*
Mais AP et ap étant les perpendiculaires abaissées sur le plan, on a
LA _ AP La ap ^
donc
OA Oa AP " op
Ce qu'il fallait prouver.
$ VIL Propriétés du centre des moyennes harmoniques dun système
de points dans Fespace.
(202) Soient a, b, c, plusieurs points situés en ligne droite, g
leur centre des moyennes distances, et 0 un autre point quelconque de cette droite; on aura
(1) oa -♦- o6 H- oc -f- .... = n. ogf ;
n étant le nombre des points.
Formons la figure homographique; nous aurons des points a' , b^, c',.... situés en ligne droite^ un point g' correspondant au point ^^ un point o' pris arbitrairement pour correspondre au point o, et un point ^' correspondant au point situé à l'infini sur la droite ab ; et l'on aura
oa c'a' t'a'
og o'g' t/
og og %'g
l'équation (1) donne donc celle-ci
ih' i'c' i^g'
Cette équation a lieu entre les points a', b', &,.... g' et t', quel que soit le point o% sur la droite qui unit ces points. Si on suppose le point o' à Tinfini, on aura
Ainsi le point g' ^ qui correspond au centre des moyennes distances
g des points a, b, c, est déterminé par la condition que la valeur
inverse de sa distance au point i' est moyenne entre les valeurs inverses des distances des points a% b'^ c',.... à ce point i\ On dit que tg' est moyenne harmonique entre les distances i^a', i^b', i'& ^ etc.^
' Nous avons démontré directement, dans la première partie, § XII , l'identité des équations (2) et (S) , en montrant coQunent on passe de Tune à Tautre.
et que le point g^ est le centre des moyennes harmoniques des points a', A', &,....y par rapport au points' (t^ Partie, $ XII).
Nous dirons donc que :
c( Quand on a plusieurs points en ligne droite, et leur centre des » moyennes distances, si l'on fait la transformation homographique, » On aura des points en ligne droite, et leur centre des moyennes )> harmoniques par rapport au point qui correspond à l'infini de la » droite sur laquelle sont les points de la première figure. »
(203) Remarquons que l'équation (2) donne, quand le point o' se confond avec le point g' ,
g'a' g'h' && ta' %h %' c
relation très-simple, entre les différens points et leur centre des moyennes harmoniques.
(204) Si le point i est pris à l'infini, on aura, dans l'équation (2),
fV ta'
et elle dcTiendra
oV H- o'h' H- oV -♦- .... n. oy ;
le point & est quelconque , cette équation exprime donc que le point g^ est le centre des moyennes distances des points a', h', c'^....; de sorte que : le centre des moyennes harmoniques d^un système de points en ligne droite , relatif à un point de cette droite^ est précisément leur centre des moyennes distances , quand ce point est à rinfini.
Ce qui a été remarqué par M. Poncelet', et ne l'avait pas été par Maclaurin.
(205) Soient des points a, b^ c,...., situés d'une manière quelconque sur un plan, et g leur centre des moyennes distances; ce point jouit de
* Mémoire sur h$ cmtrea de$ moyennes hamumiques. Voir Journal de M. Grelle, année 18S8.
la propriété que^ si par tous ces points on mène des droites tontes parallèles entre elles ^ mais sous une direction arbitraire ^ elles rencontreront une transversale quelconque en des points dont le dernier sera le centre des moyennes distances de tous les autres. Faisant la figure homographique^ et obseryant que toutes les droites parallèles ont pour correspondantes des droites concourantes en un même points et que ce point appartient à une droite qui correspond à la droite située à l'infini sur le plan de la première figure^ on aura ce théorème :
Étant donnés j sur un plan, un système de points et une ligne droite , si par un point pris arbitrairement sur cette droite an mène des rayons à tous les points donnés, et un dernier rayon au centre des moyennes harmoniques des points où une transversale quelconque rencontre ces rayons , relatif au point où cette transversale rencontre la droite fixe , ce dernier rayon tournera autour d^un point fixe, quand le point pris sur la droite fixe parcourra cette droite.
Ce point fixe a été appelé par M. Poncelet^ le centre des moyennes harmoniques du système de points relatif à la droite fixe '.
(206) Ainsi nous pouvons dire que :
« Quand on a sur un plan un système de points^, et leur centre des » moyennes distances, la déformation homographique donne un sys- )> tème de points^ et leur centre des moyennes harmoniques, relatif » à la droite qui correspond à l'infini sur le plan de la première fi- » gure. »
(207) Soit un système de points situés d'une manière quelconque dans l'espace , et leur centre des moyennes distances ; si on les projette tous sur un plan^ par des droites parallèles entre elles ^ on aura, en projection , un système de points et leur centre des moyennes distances. Faisant la figure homographique, et observant que les droites projetantes deviendront des droites concourantes en un même point
' Mémoire sur les centres des moyennes harmoniques. Voir Journal de M. Grelle , anoée 1828.
d'un plan fixe correspondant à l'infini de la première figure^ on aura^ d'après ce qui précède ^ ce théorème :
Étant donnés un système de points dans V espace et un plan , si (Tun point pris arbitrairement dans ce plan on mène des rayons à tous ces points y et un dernier rayon au centre des moyennes harmoniques des points où ces rayons rencontrent un plan transversal quelconque y pris par rapport à la droite d intersection de ce plan transversal et du plan donné, ce dernier rayon passera par un point fixe, quel que soit le point pris dans le "plan donné.
Ce point est nommé le centre des moyennes harmoniques du système de points^ par rapport au plan donné.
(208) Nous pouYons donc dire que :
(( Quand on a un système de points dans l'espace^ et leur centre » des moyennes distances y le principe d'Homographie donne un sys- )) tème de points^ et leur centre des moyennes harmoniques, par » rapport au plan qui correspond à l'infini de la première figure. »
(209) Si par des points pris dans l'espace, et par leur centre des moyennes distances, on mène des plans parallèles entre eux, une transTersale quelconque les percera en des points dont le dernier sera le centre des moyennes distances de tous les autres ; faisant la figure homographique on conclut de là, d'après ce qui précède, cette autre proposition :
Étant donné un système de points dans Fespace, et un plan fixe y si par une droite prise arbitrairement dans ce plan on mène des plans passant par tous ces points ; et qu^on prenne le centre des moyennes harmoniques des points où une transversale quel-conque rencontrera ces plans, par rapport au point où cette transversale rencontrera le plan donné ; le plan mené par ce centre et par la droite , tournera autour cPun point fixe , quand on fera mouvoir cette droite dans le plan donné.
Ce point fixe est le centre des moyennes harmoniques du système de points^ par rapport au plan donné.
(210) Ces diyers théorèmes sont dus à M. Poncelet qui les a dé- ToH. XL 91
montrés par une voie directe dans son Mé^noire nur les centres des moyennes harmoniques. Ils expriment^ en quelque serte^ les pro*priétés descriptives du centre des moyennes harmoniques d'un système de points^ puisqu'ils apprennent à déterminer ce point par des intersections de lignes droites et sans calcul.
Dans Je paragraphe suivant^ nous allons présenter quelques autres propriétés du centre des moyennes harmoniques d'un système de points^ qui sont d'un autre genre^ et qui nous paraissent être les plus importantes de cette théorie^ parce que les preniières s'en déduisait aisément.
§ VIIL Autres propriétés du centre des moyennes harmoniques
dun système de points.
(211) Soit un système de points dans l'espace^ et leur centre des moyennes distances; ce point jouit de la propriété qite sa distance à un plan transversal quelconque ^ multipliée par le nombre des points y est égale à la somme des distances de tous les points â ce plan.
Faisant la déformation homographique ^ on aura un système de points et leur centre des moyennes harmoniques par rapport au plan qui correspond à l'infini de la première figure (208). Appliquant à la propriété du centre des moyennes distances ^ que nous venons d'énoncer^ le principe des relations métriques de l'art. (176)^ on obtient ce théorème :
Le centre des moyennes harmoniques dun système de points^ pris par rapport à un plan donné /jouit de la propriété que la somme des distances de tous ces points à un plan transversal mené arbitrairement , divisées respectivement par les distances des mêmes points au plan donnée est toujours égale à la distance du centre des moyennes harmoniques au plan transversal, divisée par sa distance au plan donné et multipliée par le nombre des points.
Ainsi ^ soit I le plan donnée et n le plan transversal mené arbitrairement^ et représentons par ad^ bi^ .... gi, les perpendiculaires
abaissées des points a^ by...... et de leur centre des tnoyennes har-f-
moniques g sur le plan I^ et par an, bir, .... gn, les perpendicidaires
abaissées des mêmes points sûr le plan n; on aura
ar br qtt
ax h% tg
quel que soit le plan transversal tt.
(212) Ce théorème peut servir à définir le centre des inoyemies harmoniques d'un système de points par rapport à un plan donné* On peut même lui donner un énoncé plus caractéristique; car si l'on suppose que les points soient matériels et aient ^ respectivement^ leurs masses proportionnelles aux valeurs inverses des distances des points au plan donnée on voit que le centre de gravité de ces poids sera le centre des moyennes harmoniques des points du système. De sorte qu'on peut dire que :
Le centre des moyennes harmoniques et un système de points , relatif à un plan donné , est le centre de gravité de ces points , supposés matériels, et ayant leurs masses en raison inverse des distances de ces points au plan donné.
Cette définition du centre des moyennes harm^miques d'un système de points relatif à un plan^ comprend les propriétés de ce points que nous avons démontrées dans le paragraphe précédent; c'est-à-dire que, de cette définition, on déduit aisément ces propriétés; et de cette manière la théorie du centre des moyennes harmoniques, bien que plus générale que celle du centre des moyennes distances, devient une simple application de celle-ci.
(213) On peut encore supposer que les points du système soient sollicités par des forces parallèles entre elles, et égales aux valeurs inverses des distances de ces points au plan donné; alors on dira que le centre des moyennes harmoniques de ces points par rapport à ce plan, est le centre de ces forces parallèles, c'est-à-dire le point par où passera leur résultante quelle que soit leur direction commune.
C'est sous ce point de vue que M. Cauchy a considéré le centre
des moyennes harmoniques d'un système de points \ et est parvenu ^ par des considérations de statique^ à en conclure les autres propriétés de ce point. Ce célèbre analyste a tiré de là aussi un moyen facile d'exprimer par trois équations ^ dans le système de coordonnées ordinaire^ la position du centre des moyennes harmoniques ^ soit d'un système de points, soit d^un corps solide de forme donnée.
(214) Si dans le théorème général (211) on suppose le plan trans-
versai n à l'infini^ les rapports ^, ^>- •• seront égaux â l'unité^ et
l'équation deviendra
at bt g%
Ce qui prouve que :
La somme des valeurs inverses des distances de plusieurs points à un plan, est égale à la valeur inverse de la distance, à ce plan, du centre des moyennes harmoniques de ces points , par rapport au plan y multipliée par le nombre des points.
(215) Si l'on suppose^ dans le. théorème général (21 1)^ le plan transversal parallèle au plan fixe^ en conclut cette autre propriété du centre des moyennes harmoniques :
Quand on a un système de points et leur centre des moyennes harmoniques par rapport à un plan, si dun point quelconque de V espace on mène des rayons à tous ces points, et qu^on fasse le rapport de chaque rayon au segment compris entre le point auquel ce rayon est mené et le point où il perce le plan , le rapport relatif au centre des moyennes harmoniques, multiplié par le nombre des points, sera égal à la somme de tous les autres rapports.
$ IX. Propriétés du centre des moyennes harmoniques dun système de points qui se meuvent dans F espace.
(216) Soient des points k, B^ C^.... auxquels on imprime desmou-
' Voir dans le tom. XVI des Annales de Mathématiques le rapport de MM. Legendre , Ampère et Cauchy sur le Mémoire sur leê centrée des moyennes harmoniques de M. Poncelet.
Temens quelconques ^ mais uniformes et rectilignes; on sait que leur centre des moyennes distances parcourra une droite.
Soient a, S, y,.... les positions de ces points après un temps 0; et
a, b, c, leurs positions après un autre temps t; on aura^ puisque
les mouTemens sont uniformes
Ââ ~ 7 ' Bô ~ 7 ' ^*^*
Faisons la figure homographique ; nous aurons un système de points A% B'^ C%.... qui parcourront des droites, de manière qu'au bout du temps e ils seront en a', &, y' ,... et qu'au bout du temps / ils seront en a% b' ^ c',.... On aura en désignant par i,j, k,... les points oii ces droites percent un plan fixe P correspondant à l'infini de la première figure.
ou
AV AV
m' • ta'
Ail Ka
if ' ib'
Bf Bb
AV m'
AV
Br
ib'
B'i' • ib'
et le centre des moyennes harmoniques de ces points, par rapport au plan P, parcourra une droite, correspondante à la droite décrite par le centre des moyennes distances des points A, B, C,....
Les distances des points J y et a' au point i sont entre elles comme les distances de ces points au plan P : on peut donc les remplacer par ces dernières, dans la première des équations précédentes; il en est de même des distances des points V et b^ au point j; et ainsi des autres; on a donc ce théorème :
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Si des point situés dans V espace prennent des mouvemens recalignes y de manière que les espaces qu^Hs parcourent , divises respectivement par les distances des points ^ dans leurs nouvelles positions, à un plan fia;e, soient proportionnels aux temps y le centre des moyennes harmoniques de ces points y pris par rapport à ce plan , parcourra une ligne droite.
(217) Supposons^ dans les équations ci-dessus ^ que les points A\ B'^ C... soient à l'infini y il viendra
Zi • ta' ^ t '
ce qui prouve que :
Si des points situés dans V espace prennent tous des mouvemens rectilignes y de manière que les valeurs inverses de leurs distances à un plan fixe soient toujours proportionnelles aux temps y le centre des moyennes harmoniques de ces points y par rapport au plan, décrira une ligne droite.
§ \. Propriétés nouvelles des surfaces géométriques,
(218) Nous avons démontré ^ dans nos applications du principe de dualité : que , Si, par une droite prise arbitrairement dans un plan fixe y on mène les plans tangens à une sur/hce géométrique ,. leurs points de contact avec la surface ont toufours pour centre des moyennes harmoniques y par rapport au plan y nn même point de V espace y quelle que soit cette droite. Cette proposition tlonne lieu, d'après les théorèmes du $ YIII^ à cette autre propriété générale des surfaces géométriques :
Si par une droite , prise arbitrairement dans un plah fix.ê, on mène les plans tangens à une surface géométHque y la somnie des
distances de leurs points de contact avec la surface , à un plan transversai quelconque , divisées respectivement par les distances de ces points au plan fixe , sera une quantité constante ^ quelle que soit la droite prise dans le plan fixe.
(219) Si le plan transTersal est à Finfini^ le théorème devient le suivant :
Si par une droite , prise arbitrairement dans un plan fixe ^ on mène les plans tangens à une surface géométrique, la somme des valeurs inverses des distances de leurs points de contact avec la surface j au plan fixe^ sera constante, quelle que soit la droite prise dans ce plan.
(220) Si c'est le plan fixe qui est à l'infini^ le centre des moyennes harmoniques des points de contact devient leur centre des moyennes distances, elle théorème (218) exprime une propriété générale des surfaces géométriques que nous avons déjà démontrée. (I''^ Partie^ art. 68).
(221) Ces théorèmes ont également lieu pour une courbe géométrique plane ^ ou a doublé courbure.
(222) Us s'appliquent aussi aux surfaces coniques. Yoici ce qu'ils deviennent dans ce cas.
Que dans le théorème général (218) on suppose que la droite prise dans le plan fixe^ tourne autour d'un point de ce plan; les plans tangens à la surface^ menés par cette droite^ seront tangens au cône qui a ce point pour sommet et qui est circonscrit à la surface; et si l'on suppose que le plan transversal passe par ce points le rapport des perpendiculaires abaissées du point de contact d'un des plans tangens à la surface sur le plan transversal et sur le plan fixe sera égal au rapport des sinus des angles que l'arête du cône qui passe par ce points fait avec ces deux plans ; on a donc cette propriété générale des cônes géométriques :
Étant menés deux plans fixes par le sommet cPun cône géométrique, si par une droite prise dans le premier plan et passant par le sommet du cône , on mène à cette surface tous ses plans tangens; la somme des sinus des angles que les arêtes de contact feront avec
le second plan, divisés respectivement par les sinus des angles que ces arêtes font avec le premier plan , sera constante, quelle que soit, dans le premier plan, la droite par laquelle on a mené les plans tangens.
(223) Par la considération du cône supplémentaire, formé par les perpendiculaires aux plans tangens du premier cône^ on conclut de ce théorème cette autre propriété des surfaces coniques :
Étant menées deux droites fixes par le sommet dun cône géométrique, si autour de la première on fait tourner un plan transversal et qu^on conçoive les plans tangens au cône suivant les arêtes comprises dans ce plan , dans chacune de ses positions, la somme des sinus des angles que ces plans feront avec la seconde droite, divisés respectivement par les sinus des angles quHls feront avec la première , sera constante pour toutes les positions du plan transversal.
(224) En appliquant aux surfaces du second degré, et particulièrement aux surfaces coniques^ les théorèmes généraux de ce paragraphe, on obtient diverses propriétés nouyelles de ces surfaces.
Si l'on prend une surface de révolution ayant un foyer, et que l'on observe que la distance de chaque point de la surface au plan directeur est proportionnelle à la distance de ce point au foyer, le théorème (218) exprimera la propriété générale des surfaces de révolution que nous avons démontrée dans nos applications du principe de Dualité (5 XXIII, art. 133). Ainsi l'on voit que cette propriété, qui paraissait d'un genre tout particulier aux surfaces du second degré de révolution , dérive d'une propriété très-générale des surfaces géométriques, comme nous l'avions dit alors.
(225) Les deux théorèmes (222 et 223) donneront diverses propriétés des cônes du second degré, lesquelles seront applicables immédiatement aux coniques sphériques, et plusieurs correspondront à des propriétés connues des coniques planes.
Et si le cône est supposé de révolution, on aura diverses propositions concernant un petit cercle tracé sur la sphère. Nous énoncerons
les qaatre suivantes qui sont assez simples, et qui nous paraissent nouvelles :
Un petit cercle étant tracé sur la sphère;
1^ La somme des sinus des arcs menés par les extrémités dun diamètre quelconque du petit cercle , perpendiculairement sur un grand cercle fixe y sera constante;
2^ La somme des sinus des distances dun point fixe de la sphère aux arcs de grands cercles tangens aux extrémités dun diamètre du petit cercle, sera constante;
3® Si, par un point quelconque pris sur un grand cercle fixe^ on mène deux arcs tangens au petit cercle, la somme ou la différence des valeurs inverses des sinus des distances des points de contact , au grand cercle fixe , sera constante /
Ce sera la somme si le grand cercle fixe ne rencontre pas le petit cercle proposé; et la différence s'il le rencontre.
4® Si autour dun point fixe on fait tourner un arc transversal qui rencontre le petit cercle en deux points , et qu^on mène les arcs tangens en ces points , la somme ou la différence des valeurs inverses des sinus des distances de ces arcs tangens , au point fixe , sera constante.
Ce sera la somme si le point fixe est pris dans Tintérieur du petit cercle, et la différence s'il est pris au dehors.
$ XL Généralisation du théorème de Newton sur le rapport constant du produit des abscisses au produit des appliquées, dans une . courbe géométrique.
(226) Le théorème de Newton, appliqué aux surfaces, consiste en ce que : Dans toute surface géométrique , de quelque point de Vespace qu^on mène deux transversales parallèles à deux axes fixes , le rapport des produits des segmens faits sur ces deux transversales , entre ce point et la surface, sera constant. ToH. XI. 92
Ainsi soit M ce points et soient A^ A% A'%... et B^ B% B''.... points où les deux transversales rencontrent la surface^ on aura
les
MA. MA'. MA
MB. MB'« MB ..
const. ,
quel que soit le point M.
C'est cette propriété des surfaces géométriques que nous allons généraliser^ en supposant que les deux transversales^ au lieu d'être parallèles respectivement à deux droites fixes ^ concourent en deux points fixes.
Pour cela, concevons un plan fixe quelconque P, et soient E, F, les points où les deux transversales MA, MB, le rencontrent. Le rapport ^ sera constant, quel que soit le point M. On pourra donc écrire Téquation ci-dessus sous cette forme
MA
ME
MB MF
MB' MF *
MB"
MF
= const.
Faisons la transformation homographique. Nous aurons une surface géométrique, un plan fixe, et deux transversales issues d'un point quelconque de l'espace et passant par deux points fixes t,j. Ces deux transversales rencontreront la surface en des points a, a' ,a",...byb^, i&",.... et le plan fixe en e et f; et l'on aura
MA
ma
ta
MM
ME
me
• te'
MB
mb
^ÊÊ^
MF
mf
'jf
L'équation (1) devient donc
ma ma' ma" ^ /wwN"
ta i^ ta" \ie/
mb' mb" fmf\ ^
19' jh"-'\jf)
mb
3= const.
n étant le nombre des points de rencontre de la surface par chacune des transversales. On tire de là
. ma, ma\ ma'* ^ ta. ta/ ta" /meV , f^f\
^ ^ * ' ' mh.mV.mb" ' jb.jV.jb'' "^ \^ ) ' [iT J ^
const. = const.
Ce qui exprime cette propriété générale des surfaces géométriques : Quand on a une surface géométrique et deux points fixes i, j, cfo quelque point m de V espace qu^ mène deux transversales passant respectivement par ces deux points fixes , le rapport des produits des segm^ns compris entre le point m et la surface sur ces deux droites, sera au rapport des produits compris sur ces mêmes droites entre les deux points i, j^ et la surface , dans une raison constante.
(227) Supposons le point m situé à l'infini sur la droite ij, et soient c, c\ c" ,.... les points où cette droite rencontre la surface; les rapports ^, ^v •• seront égaux à l'unité^ et l'équation deviendra
je. je'. ;c"....
. .,.„ = coiwt.
te. te . te ....
On a donc
ma. ma', ma*' ta. ta.' ta" j^* j^'^j^"
mh.mh'.mb" * jb»jb.'jb'' ie.ic.'ie.''
ou
ma.ma\ma'\... jb, jb\ jb" te. te', te"
ta, ta', ta".... mb.mbJ mb" j^^j^'^j^"
Cette équation exprime le beau théorème de Camot sur les surfaces géométriques. (V. Géométrie de position, p. 291.)
On savait que ce théorème donnait comme cas particulier celui de Newton, mais on n'avait pas cherché à remonter de ce cas particulier au théorème général de Camot. Le principe d'Homographie, en présentant sous un nouveau point de vue les relations qui ont lieu entre les deux théorèmes, sert à passer aussi facilement du cas particulier au théorème général, que du théorème général au cas particulier.
(228) Ce théorème conduit naturellement à une solution graphique du problème des tangentes et de celui des rayons de courbure des courbes géométriques. Nous donnerons cette solution^ qui est étrangère à notre objet actuel^ dans une Note à la suite de cet écrit.
(229) Le théorème de Newton ne pouvait s'appliquer aux courbes tracées sur la sphère; le théorème général s'applique à ces figures. Pour cela il suffit de substituer dans l'équation (2)^ aux segmens ma, ta,... les sinus des arcs correspondans sur la sphère. Nous n'avons pas besoin d'énoncer le théorème de géométrie sphérique qui en résulte.
§ XII. Généralisation des propriétés des surfaces géométriques rapportées à trois axes coordonnés. Théorèmes très-généraua^.
(230) Soient trois axes coordonnés Oa;, Oy, Oz; que par un point de l'espace on mène trois plans; parallèles respectivement aux trois plans yZy sx, xy^ et soient a^ i6^ e^ les points où ils rencontreront les trois axes O4?, Oy, Oz.
Si l'on a entre les trois segmeus Oo^ Ob , Oe, une relation constante du degré n F (Oa^ Ob , Oc) = o, le point m sera, dans toutes ses positions , sur une surface de l'ordre n ;
Et réciproquement, si le point m appartient à une surface de l'ordre n, il y aura entre les trois segmens Oa , 0^6 , Oe une relation constante
(1) F (Oa, Oib, Oc) = 0
du degré n.
C'est cette propriété des surfaces géométriques que nous allons généraliser.
Faisons la figure homographique; nous aurons trois axesO'^', O'y', O^z^ y et un plan, correspondant à l'infini de la première figure, qui coupera ces trois axes en trois points A', B', C, de sorte que ces trois points correspondront à ceux situés à l'infini sur les trois droites O2?, Oy, O^.
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Au point m correspondra un point m% et aux trois plans menés par le premier, parallèlement aux trois plans yOzy zOœ, aûOy^ correspondront trois plans menés par le second, et passant respectivement par les trois droites B'C, C'A', A'B'. Soient a', â', c', les points où ces trois plans rencontreront les trois axes O'a?', O'y', O'^?', respectivement. Soient enfin trois points c?, e,/*, pris arbitrairement sur les trois axes 0^, Oy,Oz, etd\ e'y f', les points correspûndans sur les axes O'o?', O'y', O'^'j on aura
Oa _ OV ^ AV Od ~ O'd' • A'cT '
0* _ 0^ ^ B'b' Oe ~ OV • BV •
Oc _ O'c' Ce'
0/ "" 07 * c/' Et Téquation (I) deviendra
Les facteurs Orf, Oe, O/*, sont des constantes que nous pouvons comprendre dans les coefficiens de l'équation, qui sera simplement
/OV OV 0[^ . OV OV ^ 07>v _
(^AV • aV B'y • BV ' cv • CfJ ~ '''
Remplaçons les lettres accentuées par les mêmes lettres sans accent, l'équation sera
m p/Oa^OD W^OE Oc.OFX
^ ^ (^Aa • AD' B* • BE' Ce -CFy *" '''
Cette équation signifie que
Si Von a un tétraèdre OABCy et trois points fioles D, E , Fy pris sur ses trois arêtes au sommet OA, OB, OC y et que par
les trois arêtes à la base, BC , CA, AB, on mène trois plans qui rencontrent respectivement ces trois premières arêtes en trois points eijhjQyde manière que les trois rapports
Oa OD Oh ^ OE Oc ^ OF Ta • ÂD' B6 '• il' C7 '• CF *
aient entre eux une relation constante du degré n, le point dintersection de ces trois plans sera sur une surface de V ordre n ;
Et réciproquement.
(231) Ce théorème est déjà très-général par lui-même , et est susceptible d'un grand nombre de corollaires; mais on peut encore le généraliser^ et lui donner une expression qui le rende propre à un plus grand nombre encore de conséquences.
Pour cela^ remarquons que les trois rapports qui y entrent sont des rapports anharmoniques de quatre points situés respectivement sur les trois arêtes au sommet du tétraèdre. A ces trois arêtes on peut donc substituer trois autres droites prises tout-à-fait arbitrairement dans l'espace. Ainsi soient A' , D' , a' et A'' les quatre points où les quatre plans ABC^ DBC, aBG, OBC^ qui passent par Tarête BG et par les quatre points A, D^ a et O^ respectivement^ rencontrent une transversale fixe quelconque, on aura
Oa DO _ AV ^ £A2 ]U • DA ~ AV ' D'A' '
Soient pareillement B', E', V et B'^ les points où les quatre plans BAC, EAC, AAC, OAC, rencontrent une seconde transversale fixe; et C, F', c\ C", les points où les quatre plans CAB, FAB, cAB, OAB , rencontrent une troisième transversale fixe; on aura les deux égalités de rapports anharmoniques
Oi& EO _ B[^ ^ rB^' BÏ '• ÊB ~ BT *• E'B' '
et
Oc FO _ CV ^ F'C" Ce ' FC ~" Ce' • FC '
L'équation (3) devient donc
/A^V WA^ B'T rB^ CV F'C"\ ^ ^ • ' • (^AV • D'A' ' B^ • E'B' ' CV * rC J ^ ""'
Et , quand cette équation sera du degré n par rapport aux trois rapports qui y entrent^ le point d intersection des trois plans eJBC y h^CA, &AB, sera sur une surface de Tordre n;
Et réciproquement.
Ce théorème est d'une extrême fécondité, à cause de l'indétermination de position des trois transversales et du triangle ABC. Nous allons examiner les principaux corollaires qu'on en déduit.
(232) D'abord, on remarque sur-le-champ que les trois rapports
D'A' ' Ê^' rc^
étant des constantes , nous aurions pu les comprendre dans les coefficiens de l'équation : nous ne l'ayons pas fait de suite, parce que, comme nous le verrons, la présence de ces trois rapports peut être utile pour donner plus de généralité à l'équation, et la rendre susceptible d'un plus grand nombre de conséquences, en permettant de supposer les points A' , B' , C , A", B'', C" , à l'infini. Maintenant, comprenons les trois rapports
D^' E^' rc
dans les coefficiens de l'équation, ou bien supposons que les trois points fixes D, £, F, soient à l'infini, ce qui nous conduira au même résultat; l'équation se réduit à
/A"a' B"y C"c'\ [JÛ^' Wb' ' CV j ™ ""*
Ce qui prouve que :
Étant donnés dans Fespace un triangle ABC, et trois droites fixes
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quelconques qui rencontrent le plan du triangle en trois points Al y B', O , et sur lesquelles sont pris trois points fixes A"^ B'', C"; Si, par les trois côtés BCj CA, AB, du triangle, on mène trois plans rencontrant, respectivement, les trois droites en trois points a% b% c% tels quil y ait entre les trois rapports
W B^ CV AV ' WV ' CV
une relation constante du degré n, le point d! intersection des trois plans aura pour lieu géométrique une surface de V ordre n. Et réciproquement.
(233) Supposons que dans l'équation (4) les points k!, W, O, soient à l'infini^ et comprenons les segmens A"D', B^'E', C"F', qui sont des constantes y dans les coefficiens de Téquation; elle deviendra
F(AV, B"A'. CV),=o;
ce qui prouve que :
Etant donnés un triangle ABC , et trois droites quelconques parallèles au plan de ce triangle ; et étant pris sur ces droites trois points fixes A', B', C' ;
Si par les trois côtés du triangle on mène trois plans qui rencontrent respectivement les droites en trois points a! , h^ , & , de manière que les segmens A'sl' , B'h', Ce' aient entre eux une relation constante du degré n, le lieu géométrique du point de rencontre des trois plans sera une surface de l'ordre n.
Et réciproquement.
(234) Maintenant supposons que dans l'équation (4) les points Â"^ B", C", soient à l'infini, et comprenons les constantes A'D', B'E' , C'F', dans les coefficiens de l'équation, elle deviendra
I^Av' B'fc'' cvy "^^
ce qui prouve que :
Étant donné un triangle ABC, et trots droites quelconques menées par trois points A', B\ O, pris dans le plan du triangle;
Si par les côtés de ce triangle on mène trois plans qui rencontrent , respectivement y ces trois droites en des points a'^ b^^ c', tels que ton ait entre les valeurs inverses des segmens A'a'y B^h', Oc' , une relation du degré n^le point d intersection des trois plans aura pour lieu géométrique une surface de l'ordre n.
Et réciproquement.
(235) Supposons que le triangle ABC soit à l'infini; les trois transversales conserrant des directions arbitraires dans l'espace ; les points A', B', C, seront à l'infini; et l'équation (4), si nous comprenons les constantes A^'D'^ B'^E'^ CT', dans les coefficiens ^ se réduira à
Ce qui prouve que :
Étant données trois transversales dans t espace, sur lesquelles sont pris trois points fixes -.4", B", C y si par chique point dune surface de V ordre vl, on mène trois plans parallèles respectivement à trois plans fixes ^ et rencontrant respectivement les trois transversales en trois points a'^ b', c', il y aura toujours entre les trois segmens A'a.'^ iî"b'^ C'c', une relation du degré n.
Et réciproquement.
(236) Tels sont les quatre théorèmes principaux qui se déduisent de l'équation (4). Mais chacun d'eux est encore susceptible de plusieurs corollaires^ à cause de l'indétermination de position des trois droites fixes.
Le dernier donne immédiatement le principe sur lequel repose le système de coordonnées en usage ^ si l'on suppose que les trois transversales passent par un même points que ce point soit l'origine des segmens comptés sur elles, et que les trois plans menés par chaque point de l'espace soient parallèles respectivement aux plans formés par ces droites deux à deux.
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(237) On peut supposer, dans les quatre théorèmes, que les trois transversales se confondent, de sorte que les trois segmens qui servent à'déterminer la position d'un point dans l'espace, seront comptés sur une même droite, à partir de trois origines différentes, qui pourront même se réunir en une seule.
Dans cette hypothèse le théorème (233) prend cet énoncé :
Étant donnés dans r espace un triangle ABC j et une droite parallèle à son plan y sur laquelle est pris un point fixe;
Si par les trois côtés du triangle on mène trois plans qui fassent sur la droite , à partir du point ficce , trois segmens entre les-quels il y ait une relation du degré n, le point dt intersection des trois plans aura pour lieu géométrique une surface de tordre n.
Et réciproquement.
(238) On peut changer l'énoncé de ce théorème, en prenant sur la droite donnée deux points fixes au lieu d'un seul ; alors le théorème s'exprime ainsi :
Étant donnés dans l'espace un triangle et une droite parallèle à son plan, sur laquelle sont pris deux points fixes 0, 0'; si par les côtés du triangle on mène trois plans , de manière que les six segmens qv! ils feront sur la droite 00' aient entre eux une relation constante du degré n, le point cF intersection des trois plans engendrera une surface de l'ordre n.
En effet soient a, i6^ c, les points où les trois plans rencontrent la droite 00'; si on remplace , dans la relation donnée entre les segmens Oa, O'a, Ob, O'b, Oc, O'c, les trois segmens O'a, O'b, O'e par leurs valeurs (00' — Oa) , (00' — Ob) , (00' — Oe) , on aura une relation entre les trois autres Oa, Ob, Oc, seulement; et cette relation sera encore du degré n. Donc, par le théorème précédent, le point d'intersection des trois plans sera sur une surface de l'ordre n.
(239) On a pareillement, dans la géométrie plane, le théorème suivant :
Si autour de deux points fixes A, B, on fait tourner deux droites, de manière que les quatre segmens qu^elles feront sur une droite
fixe 00' parallèle à AB^ aient entre eux une relation constante du degré n^ le point dintersection de ces deux droites engendrera une courbe de V ordre n.
(240) Donc :
Si la relation entre les quatre segmens est du premier degré, le point d intersection des deux droites engendrera une droite;
Et si la relation entre les quatre segmens est du second degré, le point dintersection des deux droites engendrera une conique.
(241) Réciproquement :
Si le sommet d'un angle dont les deux côtés tournent autour de deux points fixes , comme pôles ^ parcourt une ligne droite; les segmens que ses deux côtés feront sur une droite fixe de longueur donnée et parallèle à celle qui joint les deux points fixes, auront entre eux une relation du premier degré;
Et si ie sommet de V angle parcourt une conique, les quatre seg-mens auront entre eux une relation constante du second degré.
(242) Ce dernier théorème exprime une propriété générale des coniques^ cpii est la clef d'un grand nombre de propositions concernant le cercle, démontrées par Stewart dans son ouvrage intitulé : Propositiones geometricœ more veterum demonstratœ. Quelques théorèmes du même géomètre, donnés comme porismes par R. Simson dans son Traité des Porismes, sont aussi des conséquences du théorème précédent.
Si au lieu de prendre la transversale parallèle à la droite qui joint les deux points fixes, on lui suppose une direction arbitraire, on conclura du théorème (232) la propriété des coniques que nous avons énoncée dans le § 34 de notre IV® Époque, et de laquelle peuvent dériver aussi plusieurs des propositions de Stewart, relatives au cercle,
(243) Reprenons le cas général des figures dans l'espace, et supposons que dans le théorème (234) le^ trois transversales passent par un même point du plan ABC ; on aura le théorème suivant :
Étant donnés un triangle et un angle triédre ayant son sommet situé dans son plan , et dont les trois arêtes correspondent respectivement à ses trois côtés ;
Si par ces trois côtés on mène trois plans qui fassent respectivement sur les trots arêtes correspondantes de t angle trièdre, à partir de son sommet^ trois segmens qui soient tels quHl y ait entre leurs valeurs inverses une relation du degré n^ le point dintersection des trois plans aura pour lieu géométrique une surface de tordre n.
Et réciproquement.
(244) Nous ayons démontré dans la première partie de cet écrit (§ XV, art. 77) que dans ce cas, oii les segmens ont entre leurs valeurs inverses une relation du degré n , le plan déterminé par leurs extrémités enveloppe une surface à laquelle on peut mener, par une même droite, n plans trangens. Supposons que la surface soit plane, on conclut de là et du théorème précédent, que :
Étant donnés dans P espace un triangle et un angle trièdre ayant son sommet situé dans le plan du triangle , si par chaque point dun plan transversal quelconque on mène trois plans passant par les trois côtés du triangle ^ ils rencontreront respectivement les trois arêtes de F angle trièdre en trois points ; et le plan déterminé par ces trois points passera par un point fixe.
C'est le théorème que nous avions présenté comme la généralisation d'un porisme d'Euclide, pouvant servir à la construction de figures corrélatives dans l'espace (V® Époque, jj 32), et dont nous avons déjà donné une démonstration (première partie, § XX, art. 112).
(245) Enfin supposons , dans le théorème (234) , que les trois transversales soient perpendiculaires au plan du triangle ABC; les segmens A.'a', Wb'^ Ce', seront proportionnels aux tangentes des inclinaisons des trois plans a'BC, A'CA, c'AB sur le plan ABC; et les valeurs inverses de ces segmens seront proportionnelles aux cotangentes de ces inclinaisons; le théorème peut donc prendre cet énoncé :
Si par les trois côtés dun triangle on mène trois plans, de manière que les cotangentes de leurs inclinaisons sur le plan du triangle aient entre elles une relation constante du degré n, le
point dintersection de ces trois plans aura pour lieu géométrique une surface de tordre n.
Et réciproquement.
(246) Dans l'équation (4)^ au rapport anharmonique des quatre points k!y D', a'. A", exprimé par
AV • D'A
on peut substituer le rapport anharmonique des quatre plans menés par le côté BC du triangle ABC, et par les quatre points A', D', a', A" respectivement. Aux deux autres rapports anharmoniques qui entrent dans l'équation ^ on substituera pareillement les rapports anharmoniques de quatre plans : ces rapports s'expriment entre les sinus des angles que les plans font entre eux. Maintenant si l'on considère que les sinus relatifs aux plans qui passent par les points D', £', F', sont constans, et qu'on peut les comprendre dans les coefficiens de l'équation, on aura une équation entre les sinus des inclinaisons des trois plans a'BC, i&'CA, c'AB, sur le plan ABC et sur les trois plans fixes A"BC, B"CA, C'AB; ceux-ci forment avec le plan ABC un tétraèdre fixe ; on a donc ce théorème :
Étant donné un tétraèdre y si par les trois arêtes à la base on mène trois plans ^ de manière que les rapports des sinus de leurs inclinaisons sur la base^ aux sinus de leurs inclinaisons sur les faces adjacentes respectivement aux trois arêtes^ aient entre eux une relation du degré n, le lieu géométrique du point d intersection des trois plans sera une surface de tordre n.
Et réciproquement.
(247) Le rapport des sinus des inclinaisons d'un plan mené par une arête d'un tétraèdre sur les deux faces adjacentes, est égal au rapport des perpendiculaires abaissées d'un point de ce plan sur ces deux faces ; le théorème donne donc le suivant :
Étant donné un tétraèdre ^ si Von prend dans V espace un point qui soit tel que ses distances à trois faces du tétraèdre étant divisées
par sa distance à la quatrième face ^ les trois quotiens aient entre eux une relation constante du degré n^ ce point aura pour lieu géométrique une surface de Vordre u. Et réciproquement.
(248) Ainsi soient r, r^, r"^ r"', les distances d'un point de Fespace aux quatre faces du tétraèdre, on aura entre les trois rapports
une relation du degré n y
Multipliant tous les termes par r'" on aura une équation homogène du degré n, entre les distances r^ r'^ r^\ r'".
Ainsi :
Quand un point est pris de manière que ses distances à quatre plans fixes aient entre elles une relation constante du degré n^ ce point a pour lieu géométrique une surface de F ordre n.
Et réciproquement, étant donnés une surface géométrique de r ordre n, et quatre plans fixes, les distances de chaque point de la surface à ces quatre plans auront toujours entre elles une certaine relation homogène du degré n.
(249) Ainsi, par exemple, étant donnés quatre plans dans l'espace, si de chaque point d'un cinquième plan on abaisse sur ces quatre premiers des perpendiculaires r, r^ , ?^^, r'^' , on pourra trouver trois quantités a, S, y, telles quon aura entre ces quatre perpendiculaires, la relation constante
Les trois quantités «, S, y, ne dépendront que de la position du cinquième plan par rapport aux quatre premiers , et varieront avec la position de ce plan.
Pareillement^ si de chaque point d'une surface du second ordre ^ on abaisse des perpendiculaires r, r', r", r'"^ sur quatre plans fixes, on pourra trouver neuf quantités constantes y a, b, c, d, e, f, g, h, î, telles quon aura entre ces perpendiculaires la relation constante
Ces théorèmes sont des porismes. Os sont propres à montrer la nature de ce genre de propositions; et font yoir comment nous avons pu dire, dans notre Note III sur les porismes d'Euclide, que la géométrie de Descartes avait remplacé cette doctrine.
(250) Les théorèmes démontrés dans ce paragraphe sont de ceux qui n'offrent pas de difficulté à la géométrie analytique; mais par cette voie il faut une démonstration particulière pour chacun d'eux, et on ne découvre pas les rapports intimes qui ont lieu entre eux. U est intéressant de voir que tous ces théorèmes, au nombre desquels se trouve le principe même de la géométrie analytique en usage, sont ou des expressions différentes ou des corollaires les uns des autres , et tous des conséquences d'un même et unique principe exprimé par Téquation (3).
Tous ces théorèmes s'appliquent d'eux-mêmes à le géométrie plane, et la plupart ont leurs analogues aussi dans la géométrie de la sphère, où il suffira de remplacer par des rapports de sinus d'arcs de grands cercles, les rapports de segmens rectilignes.
§ Xin. Généralisation du système de coordonnées en usage.
(251) Chacun des théorèmes contenus dans le paragraphe précédent peut servir de principe à un système de coordonnées analogue au système en usage, et dans lequel les trois variables qui détermineront chaque point de l'espace, s'élèveront, dans l'équation d'une surface, au degré même marqué par l'ordre de cette surface, c'est-à-dire
par le nombre de points (réels ou imaginaires) où la surface sera rencontrée par une ligne droite quelconque. De tous ces systèmes de coordonnées^ il en est un que nous allons examiner, parce qu'il conserve une analogie parfaite avec le système en usage, dont il est une généralisation très-simple.
Concevons que dans le théorème (232) les trois droites transversales soient les arêtes au sommet d'un tétraèdre OABG, dont la base soit le triangle ABC; et remplaçons les points a% i6', c', dans Téquation, par les points a^ b^ c, on aura ce théorème :
Si par les trois arêtes à la base ABC dun tétraèdre OABC , on mène trois plans qui rencontrent respectivement les arêtes opposées aux points a, b^ c, tels que l'on ait entre les trois rapports
Oa 06 ' Oc
Â^' Si' Ce
une relation constante du degré n^ le lieu géométrique du point ^intersection de ces trois plans sera une surface de l'ordre n.
Et réciproquement.
(252) Puisqu'on a , pour tous les points d'une surface, une relation constante
^Oa Ob Oc\_
entre les trois rapports
Oa Oh Oc AÏ' bZ' C^'
il est clair qu'on peut, en prenant ces trois rapports pour variables indépendantes y représenter la surface par cette équation; c'est-à-dire (jue chaque système de valeurs de ces trois rapports qui satisfera à l'équation, donnera trois points a, b, c, sur les trois axes fixes OA, OB, OC, et les plans menés par ces trois points et par les côtés BC, CA, AB, de la base ABC, se couperont en un point qui appartiendra à la surface.
Appelons ces trois rapports les coordonnées de ce points et désignons-les par X, y, z; l'équation de la surface sera
F {xy y, ji) «= 0.
Si cette équation est du premier degré ^ elle représentera un plan; et en général si elle est du degré n, elle représentera une surface de Tordre n.
Deux équations du premier degré donneront tous les points d'une droite.
Ainsi une ligne droite sera représentée par les deux équations
4; = aji -4- a , y s= i&s -4- C.
En général, les formules qu'on aura à considérer dans ce système de coordonnées seront de même forme que les formules du système en usage; seulement les coordonnées courantes, au lieu d'être des lignes, seront des rapports, et leurs coe£Bciens seront respectivement égaux aux coefficiens des équations relatives aux mêmes questions dans le système usité, multipliés par des constantes (230).
(253) Les figures construites par ce système de coordonnées pouvant être considérées comme les homographiques des figures construites au moyen d'équations de même forme dans le système ordinaire, on voit sur-le-champ que tous les points de ces dernières figures qui se trouvaient à l'infini, ont pour correspondans, dans les premières, des points situés sur la base ABC.
Ainsi des équations qui représentaient des droites parallèles entre elles, représenteront, dans le nouveau système, des droites concourantes en un même point du plan ABC
Des équations qui représentaient des plans parallèles entre eux, représenteront des plans passant par une même droite située sur la base ABC.
Ainsi les deux équations
y — h» -^ C, ToH. XL 94
représentent une première droite; et ces deux -ci :
;F as OJB H- «', y =s: bz -^ C\
représentent une seconde droite qui rencontre la première en un point situé sur la base ABC Les deux équations
<M7 -4- by -4- CJK -t- ^'= 0..
OÙ les coefficiens des variables sont les mêmes ^ représentent deux plans qui se coupent sur la base ABC.
Les deux équations
A^» ^ By* -4- Çj5' ^- K = 0 ,
A(j?— «)' H- B(y— 0' H- C{z—ry -f. K' = 0 ,
représentent deux surfaces du second degré qui ont une courbe d'intersection sur le plan ABC; parce que, dans le système ordinaire, ces deux équations représentent deux surfaces semblables et semblablement placées, et qui, conséquemment, ont une courbe plane d'intersection (réelle ou imaginaire) située à l'infini.
(254) Mais ces rapprochemens entre les deux systèmes de coordonnées , qui sont propres à faire ressortir les propriétés caractéristiques du nouveau système, sont insuffisantes pour mettre en état d'en faire usage dans les questions auxquelles ne s'applique pas le principe d'homographie. Car on sent qu'il sera indispensable de connaître les rapports qui ont lieu entre les coefficiens de diverses équations et les élémens fixes du système.
Par exemple, on sait, dans le système ordinaire, ce qu'expriment les coefficiens a^ b, dans les équations
sp s=z az + a.
y = &JB + C,
d'une ligne droite; ce sont des tangentes trigonométriques. Il faudra
donc aussi savoir ce qu'expriment ces coefficiens^ et beaucoup d'autres^ dans le nouveau système.
Pour cela il faudra exposer le système directement et avec méthode, comme si celui d'où nous le déduisons n'était pas connu. Alors ce nouveau système de coordonnées pourra conduire à des résultats qui échapperaient à la méthode de transformation homographique.
(255) Nous avions déjà exposé succinctement le principe de ce nouveau système de coordonnées , dans la Correspondance mathématique de M. Quetelet (t. VI, p. 81, ^nnée 1830)j et nous en avons fait alors une application pour démontrer une des propriétés des systèmes de trois axes conjugués d'une surface du second degré, relatifs à un point. Nous n'insisterons pas davantage ici sur cet objet. Nous allons seulement démontrer une certaine relation générale entré les trois coordonnées d'un point et la distance de ce point à l'origine; relation qui sera souvent utile dans les applications du système de coordonnées, et qui, du reste, est un théorème de géométrie qui mérite par lui-même d'être connu.
Soient les trois axes coordonnés ox, oy, oz ; par un point m, menons trois plans parallèles aux trois plans coordonnés; ils rencontreront les trois axes aux points a, b^ c; les segmens oa, oby oc y sont les coordonnées du point m : soit mené par le point o un axe fixe oK, et par les points m, a, b, c^ des plans parallèles entre eux; ils rencontreront l'axe oK en des points [jl, ayS^y; et l'on aura, comme on sait,
OfiL =s oa -H oC -H oy,
oa o€ oy
(1) -f- -f- — «asl.
OfJi OfA OfJS,
Faisons la figure homographique. Nous aurons trois axes o'x' , o'y', o'js', coupés en A, B, C, par le plan qui correspond à l'infini de la première figure. Si par un point m' et les trois côtés du triangle ABC on mène trois plans, ils rencontreront les trois axes aux points a', b^ y & ; que par une droite prise dans le plan ABC, on mène quatre
plans passant par les quatre points m\ a\ V y c\ ils rencontreront un axe o'K' en quatre points fi' ^ a! ,6' , y; et Ton aura, en appelant i le point où l'axe o'K' rencontre le plan ABC,
OfA
oV ,
iy'
or
ition
Oh
oV
on a donc, à cause de l'équation (1),
ta
(256) Cette équation exprime un théorème de géométrie très-général, qui est susceptible de plusieurs corollaires, à cause de l'indéter* mination de direction de l'axe o'IL' , et de position de la droite prise dans le plan ABC*
Si Taxe o'K' est mené parallèlement au plan ABC, l'équation deyient
Si, l'axe o'K^ conserrant une direction quelconque, on suppose que la droite prise dans le plan ABC soit à l'infini , on aura
w' ^ ka' ' iC "^ By • iy' ~ Ce' '
Soit h le point où la droite o'm^ rencontre le plan ABC; on aura aussi
oV o'm' i'fi' ~ hm' *
L'équation (2) devient donc
Â7 ■*■ BA' ■*■ Ce' "^ W'
Les rapports
o'a! ^ o'& A^' W' cT"'
sont les coordonnées du point m% dans le nouveau système de coordonnées y nous pouvons donc dire que :
La somme des coordonnées dun point est égale à la distance de ce point à V origine , divisée par sa distance au point où la droite qui le joint à V origine perce le plan de la base \
(257) Nous avons fait dériver le nouveau système de coordonnées du système en usage ^ par la transformation homographique. Si cette transformation était faite de manière que les trois points A^ B, C^ fussent à l'infini, alors on aurait un nouveau système semblable au premier; et Téquation (2) du paragraphe précédent fait voir que l'équation d'une surface étant F {x, y>s)>=' o dans le premier système j, l'équation de la surface correspondante dans le second système serait de la forme F (^^ /uy, vz) = o.
Ajoutons que les trois axes du nouveau système étant indéterminés de position, on peut supposer qu'ils se confondent avec les premiers, de sorte que les équations F (a?, y, ^,) = o et F {}s,iJtyyVz) = o, qui se rapportent à un même système d'axes coordonnés, représentent deux surfaces homographiques.
C'est un tel mode de déformation des surfaces dont nous avons fait usage dans la Correspondance polytechnique (t. III, p. 326, année 1815), pour appliquer immédiatement aux surfaces du second degré les propriétés de la sphère.
§ XrV. Démonstration géométrique de trois propriétés générales des surfaces du second degré.
(258) Dans les applications que nous avons faites du principe d'Ho-
1 Nous nous sommes servi de ce théorème, sans le démontrer alors ^ pour faire une appUcatîon du nouveau système de coordonnées {Correspondance mathématique de M. Quetelet, t, VI, p« 86). Ce théorème est un de ceux auxquels se prête la méthode sto^i^ue de J. Ceva. (Foir la Note VII de l'Aperçu historique, p. 296.)
mographie^ nous ayons eu souvent à considérer des points et des droites situés à l'infini, qui se transformaient^ dans la figure homographique, en des points et des droites situés dans un même plan. Mais on peut avoir à considérer^ à Tinfini, des figures plus compliquées; alors le principe d'Homographie sera d'un secours très-utile, parce qu'il oflBrira le moyen de représenter avec vérité l'image de ces figures dans un plan situé à distance finie. Tout c6 qui se passerait à l'infini, dans la question proposée, aura lieii, ou s'exécutera en réalité, sur ce plan. Il su£Bra donc d'étudier les propriétés de la figure située dans ce plan, et d'en transporter l'énoncé à la figure située à l'infini. Par là on saisira mieux l'ensemble et les rapports de toutes les parties d'une figure proposée dans l'espace; plusieurs de ses parties qui, situées à l'infini, échapperaient aux yeux et à l'esprit, deviendront palpables dans la nouvelle figure. On évitera des constructions qu'on serait obligé de concevoir idéalement sur des objets entièrement à l'infini ; et les raisonnemens, devenus plus faciles, seront en même temps plus lumineux, et plus convaincans.
Ainsi, par exemple, quand on a deux surfaces du second degré, si l'on veut connaître la nature des relations qui ont lieu entre les deux courbes d'intersection de ces surfaces par un plan situé à l'infini, il suffira de concevoir deux surfaces homographiques, et de les couper par un plan réel qui représentera l'infini de la première figure; les relations générales des deux (Sections, transportées aux deux surfaces primitives, deviendront des propriétés de ces deux surfaces.
Cette marche va nous conduire aisément à trois propriétés des surfaces du second degré; propriétés dont on n'a connu jusqu'ici que des cas particuliers, et que nous allons présenter dans une généralité nouvelle qui en fera mieux connaître la nature et la raison première.
Mais nous sommes obligé de rappeler préalablement les propriétés générales du système de deux coniques situées dans un même plan.
(259) Quand on a deux coniques quelconques dans un plan, il y a à considérer :
l^ Trois points A, B, C, qui jouissent de la propriété que tun quel--
conque et entre eux a même polaire y "par rapport à F une et à F autre courbe^ cette polaire commune est la droite qui joint les deux autres points.
Ces trois points sont toujours réels^ quand les deux coniques se coupent en quatre points^ ou ne se coupent pas du tout; et l'un d'eux seulement est réel^ quand les coniques ne se coupent qu'en deux points.
Quand les deux coniques se coupent en quatre points^ ces trois points A, B, C, sont les points de concours des côtés opposés^ et le point de rencontre des deux diagonales du quadrilatère qui a pour sommets les quatre points d'insertion des deux courbes,
2^ Deux droites L, L', toujours réelles sur lesquelles sont les points d'intersection (réels ou imaginaires)des deux courbes^ et qui jouissent de la propriété que si par un point pris sur Vune délies on mène quatre tangentes aux deux coniques , les droites qui joindront les points de contact de la première courbe aux points de contact de la seconde , passeront 'y deux à deux^ par deux points fixes. Nous avons désigné ces deux droites par le nom d^axes de symptose (Annales de mathéma" tiques^ avril et juillet 1828)^ pour les distinguer des autres sécantes communes aux deux coniques^ lesquelles^ deux à deux^ peuvent étte aussi y dans certaines circonstances^ des axes de symptose^ c'est-à-^dire, peuvent jouir de la propriété que nous venons d'éiioncer; mais qui peuvent bien aussi selon la disposition des deux coniques, quand elles sont des hyperboles, ne pas jouir de celte propriété,
3<) Enfin les deux points fixes dont nous venons de parler, qui sont des points de concours des tangentes (réelles ou imaginaires) communes aux deux coniques. La propriété caractéristique de ces points consiste en ce que une transversale menée par Vun deux y si elle rencontre Vune des coniques ^ rencontre aussi T autre; et les tangentes aux points de rencontre se coupent deux à deux sur les deux axes de symptose.
Ces deux points, qui, dans le cas de deux coniques semblables et semblablement placées, sont leurs centres de similitude, ont été appe*
lés par M. Poncelet^ dans le cas général de deux coniques quelconques, leurs centres cPhomologie. (Traité des propriétés projectives , p. 164.)
Quand les deux coniques se coupent en quatre points^ elles peuvent avoir trois systèmes de deux centres d'homologie , ou n'en avoir qu'un seul. Quand elles ne se coupent qu'en deux points y ou qu'elles ne se coupent pas du tout elles n'ont qu'un seul système de deux centres d^homologie. [Annales de mathématiques^ t. XIX, p. 30.)
(260) Quand les deux coniques sont les courbes d'intersection de deux surfaces du second degré par un même plan transversal, chaque plan mené par l'un de leurs deux axes de symptose, coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui ont évidemment aussi cette droite pour axe de symptose.
Si le plan transversal ne coupait qu'une des deux surfaces, l'une des coniques serait imaginaire ; mais les deux axes de symptose subsisteraient toujours; parce qu'il existe généralement trois systèmes de deux axes de symptose; ce qui prouve que l'un de ces systèmes est toujours réel, ainsi qu'il arrive dans toutes les questions qui admettent généralement trois solutions.
Il en serait de même si le plan transversal ne rencontrait aucune des deux surfaces, ou bien s'il en touchait une, ou s'il les touchait toutes deux.
Nous dirons donc que :
Quand on a deux surfaces du second degré et un plan transversal mené arbitrairement ,
l^ Il existe toujours dans ce plan deux droites L^ JJ , qui sont telles qu'un plan mené par Tune délies coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui ont cette droite pour Vun de leurs axes de symptose;
2^ Si ces deux coniques ont quatre points communs réels, les deux droites Z, L\ seront deux des six cordes communes aux deux courbes; les quatre autres cordes communes pourront jouir de la même propriété que ces deux premières ; mais ne jouiront pas nécessairement de cette propriété.
S^ Enfin ^ dans tous les autres cas de la section des deux surfaces par le plan coupant^ il n existera que deux droites L, Z'.
(261) Considérons maintenant^ dans le plan transversal^ les trois points A, By C^ relatifs aux deux coniques (259). L'un d'eux A est le point de concours des deux droites L^ L'; ainsi il est toujours réel ; il a la même polaire dans les deux coniques; cette droite a pour polaires dans les deux surfaces les deux droites qui vont du point A aux pôles du plan transversal^ par rapport aux deux surfaces respectivement.
Si les deux coniques se coupent en quatre points^ ou ne se coupent pas du tout^ les deux autres points B^ C^ sont toujours réels. Cela a encore lieu quand une des coniques est imaginaire; c'est-à-dire quand le plan transversal ne rencontre pas l'une des deul surfaces. En effet ^ ces deux points B^ C^ jouissent de la propriété de diviser harmonique-* ment le segment compris (sur la droite qui les joint) entre les deux axes de symptose des deux coniques^ et le segment compris dans une troisième conique quelconque qui passerait par les quatre points d'inter* section (réels ou imaginaires) des deux proposées. Si l'une des deux coniques ; ou toutes deux sont imaginaires, ces deux segmens ne pour* ront être superposés, parce que cela indiquerait que les deux axes de symptose rencontrent la troisième conique, ce qui est impossible parce que les points de rencontre appartiendraient aux deux premières, dont nous supposons , au moins l'une imaginaire ; donc ces deux segmens ne sont point superposés; et on sait qu'alors les deux points B, C, qui les divisent l'un et l'autre harmoniquement, sont toujours réels. {Traité des propriétés projectiles , p. 201.) Donc
Étant donnés deux surfaces du second degré y et un plan trans^ versai;
1^ Si ce plan rencontre la courbe d intersection des deux surfaces en quatre points^ ou ne la rencontre pas du tout^ il existera dans ce plan trois points^ tels que les droites menées de Vun quelconque d entre eux aux pôles du plan ^ pris par rapport aux deux surfaces, auront la même polaire dans les deux surfaces y cette polaire com^ mune sera la droite qui joindra les deux autres points; ToM. XL 95
2® Si le plan transversal rencontre la courbe dintersection des deu(û surfaces en deux points ^ âeux des trois points en question seront imaginaires j et le troisième sera toujours réel ; c* est-à-dire quil existera dans le plan un point tel que les deux droites qui le joindront aux pôles du plan, pris par rapport aux deux surfaces, auront la même polaire dans les deux surfaces. Cette polaire sera située dans le plan transversal.
Ces principes généraux vont nous conduire aisément aux théorèmes que nous avons en vue.
(262) En effets considérons les deux surfaces et le plan transversal^ et formons la figure homographique de manière que le plan transversal passe à l'infini ; ses pôles deviendront les centres des nouvelles surfaces; les droites menées de ces pôles au point A deviendront deux diamètres de ces surfaces qui seront parallèles entre eux; et leurs plans conjugués seront aussi parallèles entre eux^ parce qu'ils passeront par la droite correspondante à la droite BC^ laquelle sera à l'infini; il en sera de même des droites menées des deux pôles à chacun des deux points B^ C^ si ces points sont réels; dans ce cas la courbe d'intersection des deux nouvelles surfaces aura quatre asymptotes ou n'en aura aucune ; et dans le cas oii les deux points B^ G y sont imaginaires^ cette courbe d'intersection aura deux asymptotes. On conclut donc de là ce théorème y dans lequel nous supposons les deux surfaces concentriques, pour en rendre l'énoncé plus facile :
Quand deux surfaces du second degré sont concentriques, et, du reste, dans une position quelconque V une par rapport à Vautre, si leur courbe dintersection a quatre asymptotes, ou nen a aucune, il existe toujours trois droites diamétrales dont chacune a même plan conjugué dans les deux surfaces; ces trois droites forment, dans Vune et Vautre surface , un système de diamètres conjugués;
Et si la courbe dintersection des deux surfaces a seulement deux asymptotes, deux de ces trois droites diamétrales sont imuginaires , et la troisième est toujours réelle; de sorte quil existe toujours une
droite diamétrale , et Un en existe quune , qui a même plan conju-gué dans les deux surfaces.
(263) On conclut de là qae si Vune des deux surfaces est un elrlipsoïdcy le système des trois diamètres conjugués communs existe toujours; parce que la courbe d'intersection des deux surfaces ne peut avoir aucune asymptote.
Mais si les deux s^ir faces sont des hyperboloïdes ^ elles n ont plus nécessairement un système de trois diamètres conjugués communs ^ ainsi qu'on l'avait «supposé d'après 1 énoncé^ trop absolu^ du théorème de Monge. {Correspondance sur V école polytechnique^ t. 2, p. 319.)
(264) Reprenons les deux surfaces quelconques et le plan transversal^ et considérons les deux droites L, L'. Tout plan mené par l'une d'elles coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui ont cette droite pour axe de symptose.
Faisons la figure homographique de manière que le plan transversal passe à l'infini, les plans menés par l'une des deux droites L, L', deviendront des plans parallèles ; et les deux coniques suivant lesquelles chacun de ces plans coupera les deux surfaces, auront un axe de symptose à l'infini, ce qui prouve qu'elles seront semblables et semblablement placées. On a donc ce théorème :
Étant données deux surfasses du second degré quelconques^ plor* cées arbitrairement Vune par rapport à Vautre y il existe toujours deux séries de plans parallèles , dont chacun coupe les deux surfaces suivant deux coniques semblables entre elles et semblablement placées.
Si l'une des surfaces est une sphère on en conclut le théorème suivant, que Monge et Hachette ont démontré analytiquement , et dont M. Poncelet a donné une démonstration purement géométrique dans son Traité des propriétés prqjectives , p. 299 :
Dans toute surface du second degrés il existe deux séries de plans parallèles qui la coupent suivant des cercles.
(265) Remarquons que les deux droites L, V, se coupent au point A qui devient, dans la figure homographique, l'extrémité, à l'infini,
d'une droite diamétrale qui a même plan conjugué dans les deux surfaces (que nous supposons concentriques) ; les plans qui coupent les deux surfaces suivant des coniques semblables et semblablement placées sont donc parallèles à cette droite. Donc
Quand deux surfaces du second degré sont concentriques, les deux plans diamétraux qui les coupent suivant des coniques sem-blables et semblablement placées passent par Vun de leurs trois diamètres conjugués communs.
(266) Quand les deux coniques comprises dans le plan transversal ne se coupent pas^ les deux droites L^ L'^ ne rencontrent pas la surface; quand les deux coniques se coupent en deux points seulement^ l'une de ces deux droites passe par ces deux points y et la seconde ne rencontre pas les coniques ; et enfin quand les deux coniques se coupent en quatre points^ les deux droites L, L^^ passent par ces points pris deux à deux. On conclut de là que :
Quand la courbe d intersection de deux surfaces du second degré concentriques ri a aucune asymptote y les plans des deux séries de courbes en question dans le théorème (264)^ les coupent suivant des ellipses;
Quand la courbe d intersection des deux surfaces a deux asymptotes ^ les plans dune des deux séries les coupent suivant des ellipses ^ et les plans de Vautre série suivant des hyperboles; ces derniers plans sont parallèles aux deux asymptotes;
Et, quand la courbe dintersection des deux surfaces a quatre asymptotes^ les plans des deux séries les coupent suivant des hyper-boles; les plans dunp série sont parallèles à deux asymptotes et les plans de Vautre série sont parallèles aux deux autres asymptotes^
(267) Nous avons vu que quand les deux coniques comprises dans le plan transversal ont quatre points d'intersection réels ^ il peut y avoir^ en outre des deux axes de symptose L^ L'^ deux autres systèmes de deux droites semblables (259); donc
Quand la courbe dintersection de deux hyperboloîdes a quatre asymptotes y il peut exister six séries de plans parallèles qui les
coupent suivant des coniques semblables et semblablement placées; ces plans sont parallèles auof asymptotes prises deux à deux.
(268) Eufîn considérons les deux centres d'homologie des deux coniques suivant lesquelles un plan tlransversal coupe deux surfaces du second degré. Supposons que le plan transversal ait le même pôle dans les deux surfaces. Autour de ce pôle faisons tourner un plan tangent à la première surface^ sa trace sur le plan transversal sera tangente à la courbe d'intersection de cette surface par ce plan transversal ; et quand cette trace passera par l'un des deux centres d'homologie, elle sera aussi tangente à la section de la seconde surface par le plan transversal. Donc y par la droite qui joint l'un des deux centres d'homologie au pôle du plan transversal, on peut mener deux plans tangens communs aux deux surfaces. Donc cette droite jouit de la propriété que, si on prend un quelconque de ses points pour sommet commun de deux cônes circonscrits aux deux surfaces, par cette droite on pourra mener deux plans tangens communs aux deux cônes; et dèslors un plan quelcon^e coupera les deux cônes suivant deux coniques qui auront pour l'un de leurs centres d'homologie le point où ce plan coupera la droite en question. Nous dirons, par cette raison, que cette droite est un axe central dhomologie des deux cônes.
Faisons la figure homographique , de manière que le plan transversal passe à l'infini; nous aurons deux surfaces concentriques, et le théorème suivant :
Étant données deux surfaces du second degré concentriques ^ il existe toujours deux droites diamétrales telles que si on prend un point quelconque de Vune déciles pour sommet commun de deux cônes circonscrits aux deux surfaces, cette droite sera un axe central dhmnologie des deux cônes; c^ est-à-dire que tout plan coupera ces deux cônes suivant deux coniques qui auront un de leurs centres dhomologie au point où ce plan coupera cette droite.
(269) Si on prend le sommet commun des deux cônes à l'infini sur l'une des deux droites, ces cônes deviendront deux cylindres qui auront pour axe commun cette droite. Tout plan les coupera donc suivant
deux coniques concentriques dont le centre sera sur celte droite ; mais ce centre sera en même temps leur centre d'homologie , ce qui exige que les deux coniques soient semblables et semblablement placées. Les deux cylindres seront donc eux-mêmes semblables et semblablement placés. Donc
Quand deuoif surfaces du second degré sont concentriques ^ il existe deux droites diamétrales telles que si on circonscrit aux deux surfaces deux cylindres qui aient l'une de ces droites pour axe commun^ ces deux cylindres seront semblables et semblablement placés.
(270) Si l'une des surfaces est une sphère, il en résulte que : Dans toute surface du second degré qui a un centre, il existe deux
droites diamétrales, telles que si on circonscrit à la surface un cy^ lindre qui ait ses arêtes parallèles à Vune délies, les sections droites de ce cylindre seront des cercles.
(271) Quand les deux coniques comprises dans le plan transversal (259) se coupent en quatre points, elles peuvent avoir six centres
* d'homologie ; on en conclut que :
Quand la courbe dintersection de deux surfaces du second degré concentriques a quatre asymptotes , il peut exister six droites diormétrales telles que si on circonscrit aux deux surfaces deux cylindres qui aient Vune de ces droites pour axe commun, ces deux cylindres seront semblables et semblablement placés.
5 XV. Construction géométrique des figures homographiques. — Divers théorèmes de géométrie.
(272) Pour construire une figure homographique d'une figure proposée, on pourra prendre arbitrairement dans l'espace les cinq points a', b', &, d, e', qui devront correspondre respectivement, dans la nouvelle figure, à cinq points désignés a,b,Cyd,e,àe\A figure proposée.
Ces cinq points suffiront pour déterminer chaque point m' et chaque plan M' de la nouvelle figure^ qui correspondront respectivement à chaque point m et à chaque plan M de la proposée.
Considérons les d^ux tétraèdres abcdj a^b^&d. Menons dans le premier les deux plans ebc ^ mbc ^ qui rencontreront Taréte ad en e^ a; et dans le second^ les deux plans e'b'c' ^ m^b'c', qui rencontreront l'arête a^d en e', J. Les quatre points a',d, 6% a!, seront , dans la seconde figure^ les homologues des quatre points a ^c/» e^ a, de la première figure; on aura donc l'équation
Les trois points a*, d y z\ sont connus; cette équation fera donc connaître le point à. De sorte que le plan mené par l'arête b^& du tétraèdre a'b^&d et par le point cherché m' y sera déterminé. Par deux équations semblales on déterminera les plans qui passeront par les arêtes ac, aby respectivement, et par le point cherché. Ce point sera donc déterminé par l'intersection de ces trois plans.
(273) Maintenant déterminons le plan M' qui^ dans la seconde figure y correspond à un plan M de la première.
Soit a le point où ce plan rencontre l'arête ad y et soit J le point correspondant à a dans la seconde figure; ce sera le point où le plan cherché M' rencontrera l'arête a'd\ On aura entre les quatre points a, d, e^ a^ eiles quatre points a\ d y t\ J y la relation
aoL ^ as aV ^ aV
qui fera connaître la position du point a'.
On déterminera par deux équations semblables les points où le plan cherché rencontrera deux autres arêtes du tétraèdre a'b^c'd'. Ainsi ce plan sera déterminé.
Si le plan M de la première figure est à l'infini, la solution restera la même ; seulement, dans l'équation précédente , qui sert à détermi^
ner la position du point a! du plan cherché^ le rapport -5^ sera égal à l'unité.
Le problème de la construction géométrique des figures homographiques est donc résolu complètement.
(274) Ce mode de construction peut être exprimé par trois formules très-simples^ qui se prêteront à la discussion des différons cas qui peuvent se présenter^ et qui nous conduiront à divers théorèmes de géométrie qui nous paraissent nouveaux.
Reprenons Téquation
aoL €L^ a' CL aV
dans laquelle e et a sont les points où les deux plans ehc , mhcy rencontrent Faréte ad y et e', «', les points où les deux plans correspondans e'À'c'^ m/b^Cy rencontrent Faréte a^d. Écrivons-la sous la forme
Le rapport ^ • ^ est une quantité constante^ puisqu'il ne dépend
que de la position du point fixe e de la première figure et du point fixe e' qui lui correspond dans la seconde figure. Représentons ce rapport constant par l ; il viendra
Pareillement S et & étant les points où les deux plans mac^ mfa!é' rencontrent^ respectivement^ les deux arêtes hd, b^d, des deux tétraèdres^ on aura
[i étant une constante.
Et enfin y^ y', étant les points où les deux plans mah, m'a'b\ rencontrent^ respectivement^ les deux arêtes cd^ &d , on aura
^^^ ;5 = ^/dF'
y étant une troisième constante.
(275) De ces équations on conclut ce théorème général sur les figures homographiques :
Étant donnés deu(v tétraèdres qtielconques àbcd, a'b'c'd'^ si par chaque point dune figure donnée on mène trois plans passant par les trois arêtes bc^ ca^ ab, du premier tétraèdre^ et rencontrant respectivement les arêtes opposées en a^ 6^ y^ et que sur les trois arêtes a'd', b'd', c'd', du second tétraèdre, on prenne trois points a\& ^ y' y déterminés par les trois équations
aa a'a'
eb Cb'
yc yV
ad a'd' '
Cd ^ Cd' '
rd y'd' '
X, |u, V, étant trois constantes, prises arbitrairement;
Le point dintersection des trois plans «'b'c', e'c'a', y'a'b', appartiendra à une seconde figure qui sera homogiuphique à la première.
(276) Le rapport ^ est proportionnel au rapport des perpendiculaires abaissées d'un point quelconque du plan abc sur les deux faces abc, dbc du premier tétraèdre , car * et jo étant ces perpendiculaires, on à
aa $ sîn. (da^dbc) ad p sïn. (ad, abc)
Pareillement, le rapport ^ est proportionnel au rapport des perpendiculaires abaissées d'un point du plan ab^& sur les deux faces a'b'c' , db'& du second tétraèdre.
D'après cela, soient py q^ r, s,\es distances d'un point m de la première figure aux quatre faces du premier tétraèdre, et jp', q', r', s', ToM. XI. 96
les distances du point homologue m' de la seconde figure, aux quatre faces correspondantes du second tétraèdre^ les trois équations (a) se changeront en celles-ci :
De là on conclut ce théorème général :
Étant donnée une figure dans V espace, et étant pris deux tétraè-dres quelconques dont les faces se correspondent ^ne à une;
Si de chaque point de la figure on abaisse des perpendiculaires sur les quatre faces du premier tétraèdre, et qu'on prenne les rapports de la première aux trais autres;
Puis, quon cherche un point, tel qu'étant prises ses distances aux quatre faces du second tétraèdre, les rapports de la première aux trois autres soient respectivement dans des raisons constantes avec les trois premiers rapports, ce point, qui correspondra ainsi, dans toutes ses positions , aux points de la figure proposée, appartiendra à une seconde figure homographique à cette proposée.
(277) Maintenant conceyons le plan déterminé par les trois points
oLy^y y; le rapport ^ est égal à celui des perpendiculaires abaissées des points a, d, sur ce plan. Pareillement^ le rapport ^ est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des points a', d, sur le plan J & y. D'après cela^ soient P^ Q^I^^ S^ les perpendiculaires abaissées des quatre sommets du premier tétraèdre sur un plan M et P', Q', R% S% les perpendiculaires abaissées des sommets du second tétraèdre sur le plan correspondant M' de la seconde figure^ on aura les trois équations
D'où l'on conclut ce théorème :
Étant donnée une figure dans t espace, et étant pris deux tétraèdres quelconques , dont les sommets se correspondent un à un ;
Si y pour chaque plan faisant partie de la figure, on forme les rapports de ses distances aux quatre sommets du premier tétraèdre^
Puis y q%£on mène un plan, de manière que les rapports de ses distances aux quatre sommets du second tétraèdre soient respecti-vement àtiw premiers rapports dans des raisons constantes , ce plan appartiendra, dans toutes ses positions , à une figure hotnpgna^ phique à la proposée.
(278) Reprenons les trois équations (a)
aa 7d
eb
Cd
^ -Cd' '
rd
Ces équations comprennent la construction complète des figures homographiques les plus générales. Car elles donnent les positions des troispointStf',e',y% correspondant respectiyement aux trois points «, 6^ ^; et ceux-ci déterminent un plan et un point de la figure proposée. Ce plan est celui des trois points ; et ce point est l'intersection des trois plans menés respectivement par ces trois points et par les arêtes bcy ca, abyàa premier tétraèdre. Les trois autres points «',§',/, déterminent semblablement un plan et un point de la seconde figure^ correspondant respectivement au plan et au point de la première.
Ainsi les trois équations serviront à la construction des points et des plans d'une figure homographique d'une figure proposée.
(279) Les quatre points a, b, c, d, qui sont les sommets du premier tétraèdre auquel on rapporte la figure proposée, peuvent être pris tout-à-fait arbitrairement dans l'espace, pourvu qu'ils ne soient pas dans un même plan; il en est de même des quatre points a', b', c', d, qui leur correspondent dans la figure homographique qu'on veut construire.
On pourra donner à ces divers points différentes positions qui sim-
plifieront les trois équations ci-dessus^ ou qui établiront entre les figures des relations de position particulières, propres à la transformation de certaines propriétés de grandeur métrique ou angulaire, de superficie ou de volume.
(280) Supposons le sommet d du premier tétraèdre situé à l'infini, les segmens ad^ ed, yd, seront infinis; les faisant entrer dans les con«* stantes ly fiy Vy les trois équations prendront la forme
aa
' Ch
Cb'
(281) Mais il nous faut peut-être démontrer rigoureusement ces équations, c'est-à-dire faire voir que nous pouvions comprendre les segmens infinis dans les cofficiens. Pour cela reprenons l'équation
CM ^ ea (do! ^ t'a'
qui nous a servi (274) à démontrer les trois équations (a).
Le point d étant à l'infini, les deux segmens ad y ed, sont infinis, et leur rapport est égal à l'unité; l'équation se réduit donc à
eu» « » f »
^« • ^) ®st une constante indépendante de la position du point et de son homologue a' ; on a donc
«.--Xcon.t. = A — .
Ainsi il est prouyé que dans nos formules de construction des figures homographiques^ nous pouvons faire entrer les segmens infinis dans les constantes.
(282) D'après cela, supposons que le point c/ étant à Tinfini, auquel cas on a les formules {b), son point homologue d soit aussi à l'infini} les formules (a) deyiendront
Iâca = A. «V , yc sss y y'd ,
(283) Si, au contraire, les points c/, dy étant à distances finies, les deux plans abc , a^b^c^ sont l'un et l'autre à l'infini , les formules seront de la forme
yd^ V y*à\
Ces formules comprennent le mode de transformation par accroissement, dans des rapports donnés, des coordonnées des points d'une figure. Mais la transformation qu'elles donnent est plus générale que celle-ci, parce que les coordonnées de la seconde figure peuvent être comptées sur d'autres axes que celles de la figure proposée.
Nous consacrerons deux des paragraphes suivans ($$ XXIII et XXIY) à ce mode de déformation homographique, qui est susceptible de nombreuses applications.
(284) Si l'on suppose le point d à l'infini, et le plan a^Vc^ aussi à l'infini, les formules deviendront
aa
Cb
yc
(285) Toutes ces formules sont très-simples. Elles expriment divers théorèmes de géométrie qui seraient nouveaux et qui pourraient offrir quelqu'intérét ; mais comme ils ne sont que des corollaires du théorème général (275), nous nous dispenserons de les énoncer.
(286) Les formules (a) peuvent donner lieu encore à d'autres cas particuliers du mode général de construction des figures homo^raphiques, qu'on obtient en donnant aux sommets a' , b' , c', cF, du second tétraèdre^ différentes positions particulières par rapport au premier tétraède. Il est deux de ces cas dont nous ferons l'objet de deux paragraphes particuliers {§§ XYII et XXII) à cause de leur importance.
(287) Les formules (a') et (a") sont susceptibles aussi d'une discussion analogue à celle des formules (a)^ et de différons cas particuliers^ comme celles-ci. Mais nous n'entrerons pas dans cet examen^ qui n'offre aucune difficulté^ surtout si l'on a égard aux théorèmes (176 et 177) €[ui se rapportent à cette question.
(288) Le théorème (275) donne lieu à deux propositions de géométrie^ qu'on peut considérer comme indépendantes de la théorie des figures homographiques*
La figure construite dans le théorème (275) étant homographique à la figure proposée^ aux points de celle-ci^ qui seront sur un même plan^ correspondront des points situés aussi sur un même, {dan; on peut donc énoncer ce simple théorème de géométrie :
Étant donnée un tétraèdre SABC, et un plan mené arbitraire* ment dans V espace;
Si par chaque point de ce plan on mène trois plans , passant par les trois arêtes a la base ABC du tétrOfèdre, et rencontrant les arêtes opposées en a, S, y ^ et qu^on forme les rapports des segmens que ces points font sur ces arêtes, lesquels rapports sont
aS ^S rS «A' 75' yC'
Puis, qu'on ait un second tétraèdre quelconque SA'B'O, et quon
prenne sur ses trois arêtes au sommet trois points J ^ &, y\ t^ls que les trois rapports
soient , respectivement, aux trois premiers dans des raisons données et constantes^
Les plans menés par les trois points J , &, y\ et 'par les trois arêtes B'O, A'O , AB^ , respectivement, se rencontreront en un point qui aura pour lieu géométrique un plan.
(289) Les trois points «, S, y, dans le théorème (275), déterminent un plan appartenant à la figure proposée, et les points J y& ^y\ déterminent le plan correspondant dans la figure homographique ; donc, si le premier plan tourne autour d'un point fixe, le second tournera aussi autour d'un point; on en conclut donc ce théorème :
Étant donnés un tétraèdre SABC, et un point situé dune manière quelconque dans t espace,
Si autour de ce point on fait tourner un plan transversal, qui rencontre les trois a7*êtes au sommet SA, SB, SC, du tétraèdre, en trois points a, 6, y; et qu^on forme les rapports des segmens que ce plan fait sur ces arêtes, lesquels rapports sont
aS es yÔ 7\' CB' ï^'
Puis, qtHon prenne un second tétraèdre quelconque SAB'O , et qu^on mène un plan transversal qui rencontre ces arêtes au som-met S'A', SB' , S'C , en trois points a , S', y', tels que les trois rapports
a'S' C'S' y 'S' 7X'' CB'' y'C
soient aux trois premiers dans des raisons constantes, ce plan passera toujours, dans toutes ses positions, par un même point. (290) Ce théorème et le précédent, que nous venons de déduire
de la théorie des figures homographiques^ en renferment^ l'un et Fautre^ toute la doctrine. Si Tun ou l'autre de ces deux théorèmes était démontré à priori et directement^ nous en conclurions notre principe de déformation homographique^ comprenant les relations de description et les relations de grandeur des figures.
C'est l'un ou l'autre de ces deux théorèmes dont nous ayons voulu parler dans notre Aperçu historique sur les méthodes en géométrie (V® Époque^ § 28) , en disant que toute la doctrine de transformation des figures en d autres du même genre ^ reposait sur un seul et unique théorème de géométrie. Nous donnerons dans un autre écrite qui traitera du rapport anharmonique et de ses nombreuses applications , la démonstration directe et géométrique de ce théorème. De sorte que le principe de déform^ition homographique se trouvera démontré directement^ et indépendamment du principe de Dualité.
§ XYL Construction analytique des figures homographiques.
(291) La propriété des figures homographiques exprimée par le théorème (276) conduit à Texpression analytique la plus générale de ces figures^ dans le système de coordonnées de Descartes.
En effet, prenons trois axes coordonnés quelconques ox, oy, oss, auxquels nous rapporterons les deux figures; et soient
Ax H- By -+- C« — 1 ssss o,
A'x -^ B'y H- C'js —1=0,
A"ir ^ W'y ^ a'z — I = o,
A'"jr ^ B'"y -f- C"'« — 1 = o ,
les équations de quatre plans appartenant à la figure proposée; et
ax -H iy -4- c« — 1 = o,
ax -^ b'y -+- c'« — 1 = o,
les équations des quatre plans donnés qui doivent correspondre, dras la nouvelle figure, à ces quatre premiers, respectivement.
Soient X, Y^Z, les coordonnées d'un point M de la figure proposée^ et cp^ y^ z, celles du point m qui lui correspondra dans la figure cherchée. Il faut déterminer ces coordonnées x, y^ z^ en fonction de X, Y, Z.
Le rapport des perpendiculaires abaissées du point M sur le premier et le quatrième plan de la première figure^ est égal à
AX -f- BY -f- CZ — 1 A'"X -^ B"'Y ^ C'"Z — 1
X const. ;
la constante étant indépendante des coordonnées X^ Y^ Z^ et ne renfermant que les coefficiens A,B, C, et A'", B'", C", des équations des deux plans ^ et les quantités angulaires relatives aux axes coordonnés^ que nous supposons obliques pour plus de généralité \
Le rapport des perpendiculaires abaissées du point m{x^yy z), de la seconde figure, sur le premier et le quatrième plan de cette figure, aura une expression semblable à la précédente.
On aura donc, d'après le théorème (276), les trois équations suivantes, entre les coordonnées de deux points homologues dans les deux figures,
as
CM
=S fA,
AX -I- BY H- CZ — 1 A'"X-f- B'"Y-f- C'"Z— r
A X -^ BT -f C Z — 1 • A'"B -^ B'"Y -f. C"Z — 1 '
A^^X -4- VY -f- C'Z — 1 A'"X + B'"Y -^ C'"Z — 1 '
De ces trois équations , on tirera les valeurs des trois inconnues x ,
' L'expression de la perpendiculaire abaissée d'un point {of' , y' , s'), sur le plan qui a pour équation
est
as -4-fty-4-cji — 1 = 0,
(as* -f- fty' -f- c«' — 1 ) |/l — coi.^ x,y — co«.3 SjZ — co« ^jf.z-^2 cos. s, y. co«. x^. co«. y^.
\/a^ $ïn.^y,M -4-6^ sin.^ z,s-^^ BÏn,^ x ,y -- Zab tin. y,£, sin. m^ coa. {zs,jsy) — 2ac sin. s,y. sin. m,y ooa. {ys,y£) — 26e tin. z^. tin. m^y cot. [xz^y).
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y y Zy qui déterminent la position du point m correspondant^ dans la seconde figure^ au point M de la proposée. Ainsi le problème est résolu.
(292) Les trois équations (1) renferment toute la théorie des figures homographiques. £n donnant des valeurs conyenables aux divers coefficiens qui y entrent , on exprimera par ces formules les différens modes de transformation particuliers. Mais nous n'entrerons point ici dans la discussion de ces formules^ qui ne peut offrir aucune difficulté, surtout si l'on prend pour base la discussion des modes de construction géométrique que nous avons donnée dans le $ précédent.
(293) La première figure étant donnée de forme et de position par rapport aux trois axes coordonnés y les douze coefficiens A, B, C^ A'^ B', C, A", B'S C", A''% B'", C", sont des quantités connues, et il n'y a d'arbitraires dans les formules (1) que les quinze coefficiens a, by Cy a\ b'y c'y «", A", c" y »'", i6"', c'" , X , /A ct V, qui servent à déterminer la forme de la nouvelle figure et sa position, dans l'espace, par rapport à la première.
Ainsi, pour effectuer la construction la plus générale des figures homographiques y tant par rapport à leur forme qtûà leur position dans l'espace y on a à disposer de quinze coefficiens arbitraires.
Mais si l'on fait abstraction de la position de la nouvelle figure par rapport à la première, et qu'on ne considère que sa forme, on n'aura à disposer que de neuf coefficiens. Car il faut six conditions, et par suite six coefficiens indépendans pour fixer la position d'une figure dans l'espace, comme on le voit par les formules du déplacement d'un corps solide, que nous avons données dans la note de la page 677. Il s'en suit que des quinze coefficiens ay b, Cy etc., six serviront à déterminer la position de la seconde figure dans l'espace , et les neuf autres à déterminer sa forme. Et en effet, cinq plans donnés, correspondans à cinq plans de la première figure, suffisent pour déterminer la seconde figure, quelle que soit leur position dans l'espace. Il suffit donc de chercher combien de données sont nécessaires pour déterminer la forme de la pyramide tronquée formée par ces cinq plans.
Or^ Fun d'eux coupe les quatre autres suivant un quadrilatère qu'on détermine par cinq conditions , et il reste à déterminer les quatre in* clinaisons de ces quatre plans sur le premier; ce qui se fait par quatre données. Il en faut donc^ en tout^ neuf. Ainsi, une figure étant donnée, pour construire une figure homographique de la forme la plus générale en faisant abstraction de sa position dans V espace, on a à disposer de neuf coefficiens arbitraires.
(294) Les valeurs des trois coordonnées x, y, z^ d'un point de la seconde figure, en fonction des coordonnées X, Y, Z, du point correspondant de la première figure, tirées des trois équations (1), seront de la forme
«'"X-^ r'YH- /"Z— 1'
Il n'est pas nécessaire de calculer les expressions àewyify z, pour vérifier qu'elles sont en effet de cette forme ; en voici une démonstration à priori.
Considérons les trois plans coordonnés yoz, zoWyXoy, comme appartenant à la seconde figure, et cherchons les plans correspondans dans la première figure; soient
as -4-Cy H-yj» — l=o, tf'j? -I- C'y -+- y'« — 1 = 0, a^'s ^ C'y ^- y"» — 1 == o,
leurs équations.
Concevons qu'on ait cherché le plan qui^ dans la première figure, correspond à l'infini de la seconde (273); et soit
son équation.
La distance du point m {x, y, z) de la seconde figure au plan aoy sera proportionnelle au rapport des distances du point M (X, Y, Z),
de la première figure, aux plans qui correspondent, l'un au plan xoy, et l'autre à l'infini; ce rapport est-
La distance du point m au plan yoz est égale à la coordonnée x multipliée par une constante; on a donc une équation de la forme
— «X ■»- CY -4- yZ — 1
On aura des valeurs semblables pour les valeurs de y et de z* C'est ce que nous voulions démontrer.
Ainsi les formules (2) expriment la construction des figures homographiques les plus générales, quant à leur forme et à leur position.
(295) Dans ces formules, les coordonnées des points des deux figures sont comptées sur les mêmes axes coordonnés. Si l'on voulait rapporter celles de la seconde figure à d'autres axes que celles de la première, on pourrait simplifier les formules.
Car regardons les trois axes ox, oy, oz, comme appartenant à la seconde figure, et soient OX, OY, OZ, les trois droites correspondant à ces axes dans la première figure; prenons -les pour trois nouveaux axes coordonnés auxquels se rapporteront les coordonnées des points de la première figure; soit
«X H- CY -t- o^Z — 1 = 0
l'équation du plan de cette première figure qui correspond à l'infini de la seconde; on aura, d'après le théorème (176) les trois équations
«X -H CY •»- rZ —
«'X + CY + yZ —
vZ
«X H- CY + yZ — J
X, |u, v, étant trois constantes.
Si Ton prend les trois axes coordonnés OX, OY, OZ, de manière que le plan ZOY soit parallèle au plan qui , dans la première figure^ correspond à l'infini de la seconde ^ l'équation de ce plan sera simplement
£t les formules seront
aX
Telles sont les formules les plus simples qui expriment^ dans toute la généralité possible^ la construction des figures homographiques.
(296) Pour les figures planes^ les formules les plus générales ^ relatiyes à un même système d'axes coordonnés^ sont
X -^ CY — 1 «'X H- CT
(o) . . . . jT as <f. -rr rm rt v = f.
Ces formules ont été données par Waring pour transformer une courbe en une autre {Transformare unam curvam in aUeram) , dans ses Miscellanea analytica de œquationibus algebraicis et curvarum proprietatibus ^ in-4^^ Cantabrigiae 1762; puis dans son traité des courbes géométriques intitulé : Proprietatea algebraicarum cur-varum, in-4°, 1772. L'auteur se borne à dire que la nouvelle courbe sera du même degré que la proposée^ sans faire entrevoir quelles seront les propriétés communes aux deux courbes^ et quels pourront être les usages et les applications de ce mode de transformation. 11 ajoute seulement que la construction d'une courbe semblable à une courbe donnée , et la construction d'une courbe dont les coordonnées de chaque point sont dans des rapports constans avec les coordonnées du point correspondant d'une courbe proposée^ sont des cas particuliers de ses formules. Dans la préface du second ouvrage^ Waring dit
que ce mode de transformation est la généralisation db la méthode de Ne'wton comprise dans son Lemme 20 du premier liyre des Principes. Mais nous ferons yoir dans la suite de ce paragraphe que cette généralisation ne porte point sur la forme des figures^ mais seulement sur leur position respective.
Ainsi ^ quoique Waring ait donné, pour transformer une courbe en une autre du même degré, les formules mêmes qui expriment la construction de nos figures komographiques ^ nous pouYons dire néanmoins €[ue notre théorie de la transformation homographique est nouvelle, tant sous le rapport des propriétés des figures que Fon y considère, que sous le rapport de ses usages pour la démonstration et pour la généralisation des propositions de géométrie.
(297) Reprenons les formules (5) ; les coordonnées a;, y, de la nouvelle figure sont comptées sur les mêmes axes que les coordonnées X, Y de la figure proposée. Si l'on veut se servir de deux systèmes d'axes coordonnés différens, on pourra simplifier les formules, comme dans le cas des figures à trois dimensions, et les réduire à la forme
Ces formules expriment la construction des figures homographiqnes les plus générales de forme et de position. Les deux axes os, oy étant considérés comme deux droites appartenant à la seconde fiigure, les axes OX , OY sont les droites correspondantes dans la première figure; et l'une de ces droites, la seconde OY, est prise parallèle à la droite qui correspond, dans la première figure, à l'infini de la seconde, et cette droite est celle qui a pour équation
(298) On peut encore trouver des formules répondant à toute la généralité de construction des figures homographiques , et néanmoins un peu plus simples que ces dernières.
En effet , qu'on rapporte les points de la première figure à deux axes
coordonnés, dont l'un OX soit la droite qui correspond, dans cette figure, à l'infini de la seconde, et dont l'autre OY soit pris arbitrairement; et qu'on rapporte les points de la seconde figure à deux axes coordonnés dont le premier om soit la droite qui correspond à l'infini de la première figure, et l'autre oy soit la droite correspondant à l'axe OY de la première figure; on aura, d'après le théorème (176) les deux équations
Ainsi ces deux équations, quoique très-simples, expriment les figures homographiques les plus générales.
Ce sont précisément les formules données par Newton.
Nous pouvons donc dire que les formules de Newton sont aussi générales que celles de Waring, puisque les unes et les autres répondent à la forme et à la position les plus générales des figures homographiques. Mais il y a cette différence entre les unes et les autres^ que dans celles de Waring les points sont rapportés à un même système d'axes coordonnés, tandis que dans celles de Newton il y a deux systèmes d'axes coordonnés difiërens.
(299) Jusqu'ici nous avons supposé aux deux figures une généralité absolue de position l'une par rapport à Tautre. Mais une question se présente naturellement, c'est de rechercher quelle position relative il faut donner aux deux figures, pour qu'étant rapportées à un même système d'axes coordonnés, elles soient exprimées par les formules les plus simples.
Les considérations précédentes conduisent à la solution de cette question. En efiet, quelles que soient les formules relatives à un même système d'axes coordonnés^ ces formules donneront lieu, si on change la position relative des deux figures , à des formules de même forme, relative à deux systèmes d'axes coordonnés. Les formules relatives à un même système d'axes coordonnés ne pourront donc pas être plus simples que les formules les plus simples relatives à deux systèmes d'axes coordonnés. Celles-ci sont les formules (7); il faut donc voir
si ces formules conyiennent à un même système d'axes coordonnés; c'est-à-dire si l'on peut placer deux figures homographiques données ^ de manière qu'il existe dans leur plan un système d'axes coordonnés pour lequel les formules qui lient entre elles les deux figures soient de la forme
Yoici la solution de cette question.
Que l'on cherche la droite I^ dans la première figure^ qui correspond à l'infini de la seconde; et la droite J' de la seconde figure^ qui correspond à l'infini de la première. Que l'on place les deux figures de manière que les deux droites soient superposées sur une même droite L. Cette position^ qui laisse encore quelque chose d'arbitraire puisqu'on peut faire glisser l'une des deux droites sur l'autre^ satisfera à la question. On prendra la droite L pour l'axe des y. Yoici comment on déterminera l'axe dei$ x. Il existe toujours dans deux figures homographiques quelconques y quelle que soit leur position^ une certaine droite qui^ considérée comme appartenant à l'une des deux figures^ est ellemême son homologue dans l'autre. {Voir ci-dessous^ $ XX Y). Ainsi pour la position que nous venons de donner aux deux figures^ il existe une telle droite. C'est cette droite qu'on prendra pour l'axe des x.
De cette manière , l'axe des y, considéré comme appartenant à la première figure^ correspondra à l'infini de la seconde; et^ considéré comme appartenant à la deuxième figure^ correspondra à l'infini de la première. Et l'axe des x, considéré comme appartenant à l'une des deux figures^ sera son homologue dans l'autre. Donc^ d'après les théorèmes (176 et 177)^ on aura les formules
' = x' ^ = T- Ce qu'il fallait démontrer.
(300) Ainsi nous pouvons dire que étant données deux figures dont les points se correspondent un d un, et sont liés par les relotions suivantes entre les coordonnées Xy Y de chaque point de la
première figure et les coordonnées x^ j du point correspondant de la seconde figure^ rapportées aux mêmes axes coordonnés
on peut y en changeant la position relative des deux figures , trouver un système diaxes coordonnés^ tel que les relations entre les coordonnées de deux points correspondans soient de la forme
Ce théorème est un de ceux dont la démonstration semblerait être particulièrement du domaine de l'analyse^ puisqu'il s'agit d'un changement de système d'axes coordonnés. Mais cette voie serait longue et difficile^ parce qu'il ne suffit pas de changer le système de coordonnées, il faut encore changer la position relative des deux figures proposées , ce qui exigerait, en analyse, de très-longs calculs. Les considérations géométriques, au contraire, procurent une démonstration extrêmement simple du théorème, et une solution de la question qui en dépend.
§ XYII. Théorie des figures homologiques. Leur construction.
(301) Soient a^b^c^d^ quatre points d'une figure , dans l'espace ; formons une figure homographique dans laquelle les quatre points correspondant à ces points, respectivement , soient ces points eux-mêmes.
Soit un cinquième point m de la figure proposée, et m' son homologue dans la figure homographique. Soient oLyS^y^ les points où les trois plans mbcy mca^ mab, rencontrent les trois arêtes ad^ bd, cd, du tétraèdre abcd^ et «', ê\ /, les points où les trois plans m'Àc, m^cay m^ah, rencontrent les mêmes arêtes; nous avons vu qu'on aura
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Le point m' peut être pris arbitrairement dans Tespace. Supposons qu'il soit situé sur la droite dm , et soit i le point où cette droite rencontre le plan abc y on aura
ax aa dm dm'
parce que l'un et l'autre membres de cette équation expriment le rapport anharmonique des quatre plans Oi&c ^ mhc , m^bc, dbc. Comparant cette équation à la première des trois précédentes^ on en conclut cette valeur de > ,
dm dm' dm * dm'
On trouvera que /u et v ont la même valeur ; de sorte que les trots coefflciens constans X, /jt, v, sont égaux entre eux.
(302) Réciproquement quand ces trois coefflciens sont égaux, chor que point m' de la seconde figure est situé sur la droite menée du point correspondant m, au sommet d du tétraèdre abcd. Car soit m^' le point où le plan mbc rencontre la droite dm , on aura
CUL ax' dm dm!'
Soit m''' le point où le plan m^ao rencontre la même droite dm; on aura
hÇ hff _dm ^ dm'" de* dp ~ d^'* d^''
Les premiers membres de ces deux équations sont égaux, puisque nous supposons dans les équations (1) X = /jt; les seconds membres sont donc égaux aussi; d'où l'on conclut que les points m", m'" se confondent; c'est-à-dire que les deux plans m'bc, m'ca passent par le même point de la droite dm, ou, encore, que les deux droites cm' , dm se rencontrent.
Ainsi , quand 1^=^ [îles deux droites dm , cm' se rencontrent toujours., quels que soient les deux points homologues m, m'.
Pareillement^ si Ton a ^ A = v^ les deux droites dm, bm' se rencontreront. Donc si l'on a en même temps A =» ^ = v^ les deux droites cm*^ bm' rencontreront la droite dm ; c'est-à-dire que le point m' sera sur la droite dm.
Ainsi ^ quand dans les équations (l)on aX = /u = y^ deux points homologues quelconques des deux figures sont toujours en lignes droite ayec le point d.
(303) Il suit de là que :
Chaque point du plan abc est luir-méme son homologue dans les deux figures ^^
Wiy par conséquent 9 deux plans correspondans des deux figures rencontrent le plan abc, suivant la même droite ;
Et deux droites homologues quelconques percent ce plan au même point.
On reconnaît, à ces propriétés descriptives, les figures homologiques de M. Poncelet. Le point d est leur centre dhomologie , et le plan abc leur plan dhomologie.
(304) Ainsi, les figures homologiques rentrent dans la théorie des figures homographiques et ne sont qu'un cas particulier du mode général de construction de celles-ci.
Les relations métriques qui ont lieu d'une manière générale entre les figures homographiques, s'appliquent donc aux figures homologiques.
De là nous allons conclure dififérentes relations métriques entre ces figures, qui n'ont point encore été remarquées, et sur lesquelles repose une partie considérable des applications de la théorie des figures homologiques.
(305) En général, les relations métriques des figures sont encore plus importantes et plus utiles à connaître que leurs relations purement descriptives, parce qu'elles sont susceptibles d'un plus grand nombre d'applications, et que d'ailleurs elles suffisent presque toujours pour arriver à la connaissance des relations descriptives. Aussi nous regardons comme le coté faible de l'école de Monge, en géométrie spéculative, de s'appuyer spécialement et par principe, sur les
propriétés descriptives des figures. La méthode des transversales est plus féconde^ et procure des résultats plus variés^ plus généraux et plus complets. Un examen comparatif de quelques théories géométriques^ ou seulement de quelques théorèmes obtenus par les deux méthodes^ justifierait constamment cette observation.
(306) Appliquons le principe de l'art. 176 aux figures homologiques. Prenons pour Tun des deux plans fixes de la première figure un plan passant par le centre d'homologie^ ce plan sera lui-même son homologue dans la seconde figure; et si l'on remarque que le rapport des distances de deux points homologues à ce plan est égal au rapport des distances de ces points au centre d'homologie^ on en conclura que :
Dans deux figures homologiques ^ le rapport des distances de deux points homologues au centre éthomologie y est au rapport des distances de ces points à deux plans homologues, quelconques, mais fixes , dans une raison constante, quels que soient ces points.
(307) Ce théorème admet deux corollaires qui sont deux propriétés importantes de la théorie des figures homologiques.
D'abord nous pouvons prendre pour représenter les deux plans fixes homologues des deux figures^ leuxt plan dhomologie; il en résulte que :
Dans deux figures homologiques, le rapport des distances de deux points homologues au centre' cPhomologie, est au rapport des distances de ces deux points au plan dhomologie, dans une raison constante.
Soient a, a' les deux points homologues^ S le centre d'homologie^ et a le point où la droite Saa' rencontre le plan d'homologie; le rapport des distances des deux points a, a', k ce plan sera égal à ^; on aura donc, d'après l'énoncé du théorème,
Sa CM
— : — ; = const.
oa aa
C'est la relation que nous avons déjà démontrée dans nos applications du principe de Dualité ($ VII).
(308) Ainsi ^ étant donnée une figure^ et étant pris un point S et un plan fixe y si de ce point on mène une droite à chaque point a de la figure ^ qu'on la prolonge jusque sa rencontre en a avec le plan fitce , et qu'on prenne sur cette droite un point a' tel que l'on ait
Sa eut Sa' aa
A étant une constante quelconque / le point a' appartiendra à une figure homologique à la proposée.
Le point S et le plan fixe seront le centre et le plan cPhomologie des deux figures.
La constante X peut être égale à l'unité. Alors les points a, a' sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points S et a.
(309) Soit r le plan de la seconde figure, qui correspond à l'infini de la première; ce plan est parallèle au plan d'homologie, parce que deux plans homologues doivent se couper sur ce plan d'homologie.
Le plan qui dans la première figure correspond à l'infini de la seconde, sera pareillement parallèle au plan d'homologie.
Le rapport des distances d'un point a' de la seconde figure, à un plan fixe mené par le point S et au plan V, sera dans une raison con- . stante avec la distance du point a de la première figure au même plan fixe (176).
Or le rapport des distances des deux points a, a', au plan fixe est
égal à 3^; on a donc, en appelant a'i' la perpendiculaire abaissée du point a' sur le plan I',
Sa' Sa = X. — -,
l étant une constante , pour tous les points des deux figures.
Ainsi : si d^un point fixe on mène un rayon à chaque point a dune figure , et que sur ce rayon on prenne un point a' tel que le rapport de ses distances au point fixe et à un plan fixe, soit au rayon dans une raison constante, ce point appartiendra à une seconde figure, homologique à la première.
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Le centre d'homologie sera le poiat fixe; et le plan d'homologie sera parallèle au plan fixe.
La distance entre ces deux plans sera égale à la valeur inverse de la raison constante donnée.
Car pour un point a du plan d'homologie^ on aura Sa »= Sa', et
1 = ^ on ai' =7. y et d'après l'énoncé, la raison constante est j
(310) Ainsi, si une figure A est donnée, et que le point S et le plan r étant pris arbitrairement , on mène de ce point des rayons à tous les points a de cette figure, et qu'on prenne sur ces rayons des points a' déterminés par l'équation
Sa'
ces points a' appartiendront d une seconde figure A' hatnologique à la première.
Le centre d'homologie sera le point S et le plan d'homologie sera parallèle au plan V. Sa distance à ce plan sera égale à la constante X.
Réciproquement, si la figure A' est donnée y et que le point S et le plan F soient pris arbitrairement ^ V équation
servira à déterminer les points a d^une seconde figure A qui sera homologique à la proposée.
Ces théorèmes seront susceptibles de nombreuses applications.
(311) r étant le plan de la figure A', qui correspond à l'infini de la figure A , soit J le plan de la figure A qui correspond à l'infini de A'; et soit aj la distance d'un point a de la figure A au plan J, et a'i' la distance du point correspondant a' au plan T; on aura, d'après le principe du n^ 177,
aj\ a'i' es const.
Cette équation donne une manière nouvelle de former la figure
homologique d'une figure proposée^ au moyen du centre d'homologie et de deux plans parallèles entre eux.
La construction des figures homologiques serait susceptible d'une plus ample discussion^ dans laquelle nous n'entrerons pas ici.
$ XYIII. Applications de la théorie des figures homologiques. Propriétés générales des sur/aces géométriques.
(312) Soient deux surfaces géométriques^ d'un degré quelconque^ homologiques entre elles; et soit S leur centre d'homologie.
Que par une droite^ prise arbitrairement dans un plan fixe P^ on mène les plans tangens à la première surface; et soient a, b, e^ ••.. leurs points de contact. A ces plans tangens correspondront des plans tangens à la seconde surface, en des points a', b', c'^.... homologues aux points a^ b^ c^ ....; et ces plans tangens passeront par une même droite située dans un plan fixe P', correspondant, dans la seconde figure, au plan P dé la première.
Soient ap, a'p'y les perpendiculaires abaissées des points a, a' sur les plans P, P' respectivement; on aura
Soit a'n' la perpendiculaire abaissée du point a' sur un plan fixe II' mené arbitrairement dans l'espace; et mettons l'équation sous la forme
Sa ^ ap a'ir'
Soient pareillement bp et b'p', les perpendiculaires abaissées des points b, b' sur les plans P, P', respectivement, et â'tt' la perpendiculaire abaissée du point b' sur le plan n'; on aura de même
Sb^ ^ ^p &v
Et ainsi pour les autres points.
Or les points a', A', .... étant les points de contact de la seconde surface par des plans tangens menés par une même droite prise dans un plan fixe P' on a (218)
On a donc aussi
a'*' éV
-— • -t- — - -^ .... ^ const.
Sa Sa' OU
ap Sb bp a T bu 0 TT
ap
Sa' Sb Sb' : -r-, -^ T- • rr", -*- •••• == const.
a T bp 6 T
Ce qui exprime ce théorème :
Si F on a deux surfaces géométriques homologiques , et que par une droite prise arbitrairement dans un plan fixe y on mène les plans tangens à la première surface ; puis ^ quon fasse le rapport des distances de chaque point cfe contact , au centre (Thomologie et au plan fixe y et qu^on divise ce rapport par celui des distances du point homologue dans la seconde surface y au même point et à un plan fixe mené arbitrairement dans V espace, la somme de totis les quofiens ainsi formés sera constante.
Ce théorème donne lieu à deux corollaires qui sont eux-mêmes des propriétés très-générales des surfaces géométriques.
(313) Que l'on suppose un second plan n'^ parallèle au plan II', et qu'on fasse pour ce second plan Téquation analogue à Téquation précédente ; puis , qu'on retranche ces deux équations l'une de l'autre y tous les termes du premier membre de l'équation résultante auront un facteur commun qui sera la distance entre les deux plans II', n"; faisant passer ce facteur dans le second membre, on aura l'équation :
— : Sa' -4- -- : Sjb -f- .... = const.; ap bp
ce qui exprime ce théorème :
Quand deux surfaces géométriques sont homologiques ^ si par une droite , prise dans un plan fixe y on mène les plans tangens à la première ; qtion fasse le rapport des distances de chaque point de contact au centre cPhomologie et au plan fixe, puis le quotient de ce rapport divisé par la distance du point homologue dans la seconde surface, au centre d^homologie ; la somme de tous ces quotiens sera constante , quelle que soit , dans le plan fixe , la droite par laquelle on a mené les plans tangens.
(314) Supposons que le plan II', dans le théorème (312), se confonde avec le plan P , et que celui-ci soit situé à l'infini , les perpendiculaires apy bp, a^Tr', i6'7r', .... seront infinies, et les rapports
ap hp
air
" fcV
seront égaux à l'unité; de sorte que l'équation (1) se réduira à
Sa Sh
_ ^ _ ^ .... = const.
Ce qui prouve que :
Quand deux surfaces géométriques sont homologiques , si Von mène d la première tous ses plans tangens parallèles à un même plan quelconque , la somme des distances des points de contact au centre cPhomologie, divisées respectivement par les distances des points homologues de la seconde surface au même centre dhomolqgie , sera constante , quel que soit le plan auquel les plans tangens seront parallèles.
(315) Ces trois théorèmes s'appliquent à des courbes géométriques homologiques, planes ou à double courbure. Gonséquemment ils s'appliquent à deux sections planes d'un cône quelconque géométrique, parce que ce sont deux courbes homologiques, dont le centre d'homologie est le sommet du cône.
Appliquons donc le théorème (312) à deux sections planes d'un ToM. XI. 99
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cône^ et remarquons que les perpendiculaires abaissées des différens points d^un plan sur un autre plan fixe sont proportionnelles aux perpendiculaires abaissées des mêmes points sur la droite d'intersection des deux plans; on aura cette propriété générale des surfaces coniques: Si r on fait deux sections planes dans un cône géométrique; et que par un point ditne droite fixe, prise dans le plan de la première section y on mène toutes les tangentes à cette courbe; qu'on fasse le rapport des distances de chaque point de contact au sommet du cône et à la droite fixe, et qu'on divise ce rapport par celui des distances du point homologue dans la seconde section, au sommet du cône et à une droite fixe menée arbitrairement dans le plan de cette seconde courbe; la somme de toics les quotiens ainsi formés sera constante , quel que soit le point de la droite prise dans le plan de la première section par lequel on a mené les tangentes à cette courbe.
(316) Si l'on suppose que la droite fixe dans la seconde section, soit à l'infini, le théorème prendra cet énoncé :
Si l'on fait deux sections planes dans un cône géométrique quelconque, et que par chaque point d'une droite fixe, prise dans le plan de la première section, on mène toutes les tangentes à cette courbe , la somme des distances des points de contact au sommet du cône , divisées respectivement par les distances de ces points à la droite fixe et par les distances des points correspondans , dans la seconde courbe, au sommet du cône, sera constante.
(317) Si la droite fixe, prise dans le plan de la première section, est à l'infini, le théorème devient le suivant :
Si Von fait deux sections planes dans un cône géométrique, et que Von mène à la première courbe toutes ses tangentes parallèles à une même droite quelconque, la somme des distances des points de contact au sommet du cône y divisées respectivement par les distances des points homologues dans la seconde section, au sommet, sera une quantité constante.
Ces théorèmes s'appliquent d'eux-mêmes à deux courbes planes ho-
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mologiques situées dans un même plan^ si au sommet du cône on substitue^ dans leur énoncé^ le centre d'homologie des deux courbes planes.
§ XIX. Surfaces du second degré homologiques. Propriété fondamentale des systèmes de trois axes conjugués relatifs à un point.
(318) Deux surfaces du second degré homologiques sont inscrites dans un même cône qui a pour sommet le centre d'homologie; ce cône peut être imaginaire^ bien que son sommet soit réel.
Mais on ne peut pas dire d'une manière absolue que^ réciproquement^ quand deux surfaces du second degré sont inscrites dans un même cône^ elles sont toujours homologiques. Gar^ par exemple^ si l'une des deux surfaces est un hyperboloïde à une nappe et l'autre un ellipsoïde ou un hyperboloïde à deux nappes^ il est évident qu'il ne peut y avoir homologie^ car l'hyperboloïde à une nappe pouvant être engendré par une ligne droite, sa figure homologique ne peut être aussi qu'une surface sur laquelle on peut tracer des lignes droites, c'est-à-dire un hyperboloïde à une nappe, ou un paraboloïde hyperbolique.
Il est un autre cas où deux surfaces du second degré inscrites dans un même cône ne sont pas homologiques; c'est celui où l'une des surfaces est un hyperboloïde à deux nappes placé à l'extérieur du cône, et l'autre un ellipsoïde, ou bien un hyperboloïde à deux nappes compris dans l'intérieur du cône, parce que dans ce cas aucune droite menée par le sommet du cône ne peut rencontrer en même temps les deux sur&ces; par conséquent aucun point de Tune de ces surfaces ne peut avoir son homologue dans l'autre.
Mais dans les autres cas , où une droite menée par le sommet du cône pourra rencontrer les deux surfaces en même temps, elles seroot homologiques; et l'on pourra prendre pour leur plan d'homologie, indifféremment, l'un ou l'autre des deux plans des courbes d'intersection (réelles ou imaginaires) des deux surfaces. Cela résulte du théo-
rème général démontré dans le § YIII de nos applications du principe de Dualité \
' Généralement deux surfaces du second degré inscrites dans un cAne se coupent suivant deux courbes planes (réelles ou imaginaires). Ce théorème est connu; mais il me semble qu'on rénonce d'une manière trop absolue ; car on suppose que , dans le cas même oik les deux courbes sont imaginaires , leurs plans sont toujours réels.
Cela n'est pas ; car ces plans peuvent être imaginaires , comme il arrive dans toutes les questions oii les choses qu'on considère sont doubles, ou admettent deux solutions.
Pour en donner un exemple , qu'on conçoive une section elliptique faite dans un fayperlxH loïde à une nappe , et un c6ne circonscrit à cette surface suivant cette section ; qu'on fasse dans le cône une seconde section elliptique qui rencontre la première en deux points, et qu'on inscrive dans le cône un ellipsoïde qui le touche suivant cette seconde section. Cet ellipsoïde et l'hyperboloïde devront se couper suivant deux courbes planes , réelles ou imaginaires. Dans ce cas ces deux courbes sont imaginaires ; car l'ellipsoïde est renfermé dans l'intérieur du cône , et ITi jperboloide est tout-à-fait en dehors. Mais de plus , leurs plans sont aussi imaginaires ; car ils doivent passer par les deux points d'intersection des deux courbes de contact du cône et des deux surfaces ; et si ces plans étaient réels , chacun d'eux couperait réellement les deux surfaces. Ce qui n'est pas possible puisqu'elles n'ont point de courbe d'intersection réelle.
Ainsi , dans ce cas , il est démontré que les deux plans sont imaginaires ; il n'y a de réel que leur droite d'intersection.
L'analyse conduit aux mêmes conclusions. Car soit f=io l'équation d'un cône, ou plus généralement d'une surface quelconque du second degré ; l'équation d'une seconde surface du second degré inscrite dans cette première, sera de la forme
F -f- mP" es o, P as 0 étant l'équation du plan de la courbe de contact des deux surfaces.
Pareillement l'équation d'une troisième surface inscrite aussi dans la première sera
F -f. WP'^ = o, P' as 0 étant l'équation du plan de la courbe de contact.
Des équations de ces deux surfaces inscrites dans la première, on tire
mP' — m'P'^ = o.
D'où
P zfc P
Cette d'ouble équation représente les deux plans sur lesquels se coupent les deux snrfiices. Mais on voit que ces plans ne seront réels que quand les deux coeffîciens m et m' seront de mêmes signes ; et qu'ils seront imaginaires quand ces deux coefficiens seront de signes contraires. Et dans ce cas l'équation donne les deux suivantes
Ce qui prouve que les deux surfaces n'ont point d'autres points d'intersection que sur la droite même sur laquelle se coupent les deux courbes de contact. Les deux points d'intersection peuvent être imaginaires ; mais cette droite est toujours réelle , parce qu'elle est l'intersection des plans des deux courbes de contact.
(319) Les diiFérens modes de construction des figures homologiques que nous avons donnés dans le § XYII^ appliqués aux surfaces du second degré^ conduisent à différentes propriétés nouvelles de ces surfaces^ relatives particulièrement à leurs relations métriques. Nous n'entrerons pas dans le détail de ces diverses propriétés ; nous allons seulement examiner un mode de construction qui va nous conduire à une propriété nouvelle et fondamentale des systèmes de trois actfes conjugués relatifs à un point.
(320) Soit une surface du second degré A^ un point fixe S ^ et un plan fixe P mené arbitrairement. Que du point S on mène une droite à chaque point a de la surface, et qu'on prenne sur cette droite un second point a' tel que l'on ait
ap
ap étant la perpendiculaire abaissée du point a sur le plan P, et A étant une constante; le point a' appartiendra à une seconde surface du second degré homologique à la proposée. Le centre d'homologie sera le point S, et àfims cette seconde figure , l'infini correspondra au plan P de la première.
Deux plans homologues dans les deux figures, auront pour pôles, pris par rapport aux deux surfaces respectivement, deux points homologues. Supposons €[ue le plan P ait pour pôle dans la première surface le point S, centre d'homologie; ce point étant lui-même son homologue, sera le pôle du plan situé à l'infini par rapport à la nouvelle surface; c'est-à-dire que ce point S est le centre de figure de la nouvelle surface. Ainsi :
Étant donnée une surface du second degré ^ tout point de P espace peut être pris pour le centre dhomologie cPune seconde surface homologique à la proposée , et ayant son centre défigure en ce point.
(321) Cette seconde surface est indéterminée de grandeur, puisque ses demi-diamètres Sa' ont pour expression
ap
où A est une constante arbitraire. Mais cette surface est déterminée d'espèce pour une position donnée du point S; c'est-à-dire que, quelle que soit la grandeur de cette surface, elle sera toujours semblable à une certaine surface unique, dpnt la nature ne dépendra que de la position du point S par rapport à la surface proposée.
(322) Mais si la surface A' est donnée, la surface A sera indéterminée d'espèce et de position; parce que poui* la former on disposera arbitrairement du plan fixe P. On construira ses points par la formule
— « - . Sa'.
ap A
(323) Si la surface A' est une sphère, on aura-^ = constante. Or, il est évident qu'à cause de la forme symétrique de la sphère, la surface homologique A doit être de révolution , et avoir pour axe de révolution la perpendiculaire au plan fixe, menée par le centre de la sphère; Féquation — = constante exprime donc une propriété des surfaces de révolution. Propriété connue, du reste.
Ainsi nous pouvons dire que :
Une surface du second degré de révolution^ et une sphère qui a son centre en Vun des foyers de cette surface ^ sont deux figures homologiques ; leur centre cPhomologie est ce foyer.
(324) Il suit de là que :
Deux surfaces du second degré de révolution^ qui ont un foyer commun^ sont homologiques, et leur centre dhomologie est ce foyer.
Car si l'on conçoit une sphère ayant ce foyer pour centre, elle sera homologique à chacune des deux surfaces; d'où l'on conclut que celles-ci sont homologiques entre elles \
' En général, quand deux figure* sont homologiques à une troisième^ et ont avec elle le même centre d'homologie , elles sont aussi homologiques entre elles ^ et ont ce même point pour centre d*homologie.
En effet soit S le centre d'homologie commun aux trois figures ; a un point de la première , et a', a", ses homologues dans la seconde et la troisième. Soit P un plan de la première figure et P', P'', les plans homologues dans les deux autres. Soient enfin ap, a'p\ a"p'\ les perpen-
(325) Ces deux théorèmes sont la source d'un grand nombre de propriétés des surfaces du second degré de révolution^ considérées par rapport à leurs foyers. Quelques-unes de ces propriétés^ celles particulièrement qui ne concernent que les relations descriptives des surfaces^ sont connues; mais beaucoup d'autres^ où entre la considération des relations métriques^ seront entièrement nouvelles. Nous exposerons celles-ci dans un paragraphe particulier {§ XXI).
(326) Reprenons les deux surfaces homologiques A^ A'^ dont la seconde a son centre de figure au centre d'homologie.
Considérons dans la surface A' trois diamètres conjugués ; leur propriété caractéristique est que le point situé à l'infini sur chacun d'eux a pour plan polaire ^ par rapport à la surface^ le plan des deux autres. Les trois droites homologues^ dans la surface A, jouiront donc de la propriété que le point où chacune d'elles perce le plan fixe (qui est le plan polaire du point S)^ a pour plan polaire le plaji des deux autres. D'où il suit que chacune de ces trois droites a sa polaire comprise dans le plan des deux autres. Ces trois droites sont donc ce que nous avons appelé axes conjugués relatifs au point S. Or ces trois droites sont^ en direction^ les trois diamètres conjugués de la surface A'; donc
Chaque système de trois axes conjugués cTune surface du second degré j relatifs à un point fixe , forme , en direction , un système de trois diamètres conjugués dune seconde surface du second degré, qui a son centre en ce point;
diculaires abaissées des poinUa, a\ a", sur les plans P, P\ V'\ respectivement. On aura Sa ap Sa ap
s^^^^'iy' ""^ Sa" -*"' aiy
D'où
Sa" ■" A a"p"'
Cette équation prouve que le point a" appartient à une figure homologique à celle à laquelle appartient le point a' (806). Les plans P', P" se correspondent, dans ces deux figures; et le point S est leur centre d'homologie.
Ainsi le théorème est démontré.
Cette seconde surface est homologique à la proposée; et le centre dhomologie est le point fixe.
Les demi-diamètres de cette seconde surface se construisent par la formule
ap
Nous donnerons^ plus loin^ deux autres constructions de ces demidiamètres^ sans se servir du plan fixe^ qui est le plan polaire du point S par rapport à la proposée.
(327) Du théorème précédent, et surtout de la formule
ap
découlent naturellement les propriétés des systèmes de trois axes conr jugués d^une surface du second degré relatifs à un point; car ces propriétés seront des conséquences de celles des diamètres conjugués d'une surface du second degré.
Ainsi, l'on en conclut d'abord que, parmi tous les systèmes de trois axes conjugués relatifs à un point y il en est un ou les trois axes sont rectangulaires.
(328) Ces trois axes déterminent sur la surface les points pour lesquels le rapport — a une valeur maximum ou minimum.
Si l'on demande les points pour lesquels le rapport — a une valeur donnée, ces points seront sur une courbe à double courbure provenant de l'intersection de la surface par un cône du second degré ayant son sommet au point fixe. Les axes principaux de ce cône seront précisément les trois axes conjugués rectangulaires de la surface, relatifs au point S.
Car il est clair que ce cône passera par la courbe d'intersection de la surface k! par une sphère concentrique; ce qui prouve qu'il sera du second degré, et qu'il aura pour axes principaux les trois diamètres conjugués rectangulaires de la surface A'.
(329) Soient trois axes conjugués Sa, Sb, Se, de la surface A, et
Sa', Sb'y S&^ les trois demi-diamètres conjugués de la surface A'^ qui leur correspondent; on aura
Sa ^^, SA ^ , Se
Sa' =: A — , Sy =3 A 7- , Se' = A — ,
ap bp cp
ap, bp, op^ étant les perpendiculaires abaissées des points a,by c, sur le plan P^ qui est le plan polaire du point S par rapport à la surface A. La somme des carrés des trois demi-diamètres Sa'^ Sb', Se', est constante; on a donc aussi
const.
ce qui exprime un théorème déjà démontré (52 et 191).
(330) La somme des carrés des projections des trois demi-diamè* très Sa', Sb', Se', sur une droite, est constante; on en conclut le théorème (191).
(331) La somme des carrés des aires des triangles formés par les trois demi-diamètres conjugués Sa', &6', Se', pris deux à deux, est constante ; de sorte qu'on a
(Sa'. Si', sin. a'&h'Y + (Sa'. Se', sin. a'Sc')» h- (Sfc'. So'. sin. i'Sc')" = const.
On a donc
(Sa. Si. sin. aSiV (Si. Se. sin. iSc)» (Se. Sa. sîn. cSa)*
' _, ^. — - -^ ^ — , — , — - -^ =r-=i — - == con«t.
ap . bp bp , cp cp . ap
Les numérateurs sont les carrés des aires des triangles formés par les trois axes Sa, Si6, Se, pris deux à deux. Cette équation exprime donc une propriété de ces trois triangles.
(332) Enfin si Ton a deux systèmes de trois demi-diamètres conjugués de la surface A', le tétraèdre formé par trois quelconques de ces six demi-diamètres est égal en volume au tétraèdre formé par les trois autres. Exprimant le volume d'un tétraèdre par le produit des trois demi-diamètres qui le forment, multiplié par une fonction des angles que ces droites font entre elles, on en conclut que :
To«. XL 100
Si Von a dans une surface du second degrés deux systèmes de trois axes conjugués relatifs à un point ^ le volume du tétraèdre formé par trois quelconques de ces six droites^ divisé par le produit des perpendiculaires abaissées des extrémités de ces trois droites sur le plan polaire du point fixe, sera égal au volume du tétraèdre formé par les trois autres droites , divisé par le produit des perpendiculaires abaissées des extrémités de ces trois droites sur le même plan.
(333) Si les trois demi-diamètres Sa'^ Sb', Se', sont rectangulaires^ on sait qu'on aura
donc
const.
SS
const.
Sa'
sT
Se''
(SJ-(SJ-(iJ-
ce qui exprime le théorème (201).
(334) La formule
ap
peut être transformée de deux manières en une autre y qui donnera les demi-diamètres Sa' de la surface homologique A.'^ sans se servir du plan P.
Soit b le second point où la droite Sa rencontre la surface proposée A^ bp^hi perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan P^ et i^' le point homologue sur la surfaee A'; on aura
bp
Mais Sb' = Sa', puisque ce sont deux demi-diamètres de direction opposée; donc Sa' = ^ ^' Le plan P étant le plan polaire du point S, par rapport à la surface A , les plans tangens à cette surface aux points
a y b, se coupent sur ce plan; on a donc^ d'après la propriété générale des surfaces géométriques (219)^
— d= -— es: COnSt. I
ap bp
le signe + étant pris quand les perpendiculaires apy bp, seront dirigées dans le même sens, et le signe — quand elles seront en sens contraire. Le premier cas a lien quand le point S est dans l'intérieur de la surface, et le second quand ce point est pris au dehors de la surface.
De cette équation on conclut
Sa' Sa' 1
- — ± -7- s= const. = - •
Sa Si& fi
D'oJi
c> è-'(i^iy
A.insi cette équation servira à déterminer les demi-diamètres de la surfSace A.', de même que l'équation (1). ^
On prendra le signe + quand le point fixe S sera dans Tintérieur de la surface, et le signe — quand il sera au dehors.
On conclut de cette équation, ce théorème : .
Si autour (Tun point fixe on fait tourner une droite qui rencontre une surface du second degré en deux points , et qtCon prenne sur cette droite, à partir du point fixe, un segment dont la valeur inverse soit proportionnelle à la somme des valeurs inverses des distances des deux points de la surface au point fixe, si ce point est dans t intérieur de la surface, ou à la différence des valeurs inverses des deux mêmes distances, si le point fixe est au dehors de la surface, t extrémité de ce segment sera sur une seconde sur^ face du second degré, qui sera homologique à la proposée j le centre dhomologie sera le point fixe ; et ce point sera aussi le centre de figure de la nouvelle surface.
(335) Les différens théorèmes que nous avons indiqués ci-dessus au sujet du rapport — , s'appliquent^ comme on Toit^ à l'expression
Sa SbJ
Ainsi nous pouvons dire que^ si Ton demande de mener la droite Sab de manière que cette quantité soit un maximum ou un minimum, trois directions de la droite satisferont à la question; et ces trois directions seront à angle droit. Si le point S est au dehors de la surface^ elles seront les trois axes principaux du cône circonscrit à la surface et ayant son sommet au point S.
Si on demande que l'expression
(^Sa "^ SbJ
ait une valeur donnée^ la droite Sab aura pour lieu géométrique un cône du second degré ^; et ce cône aura pour ses axes principaux^ les trois directions pour lesquelles cette expression a une valeur maximum ou minimum.
Si la droite Sab prend trois directions rectangulaires^ la somme des carrés des valeurs correspondantes de l'expression
\^Sa "^ SbJ
sera constante. Etc., etc.
' Ce sont ces cAnes du second degré dont M. Legendre s'est servi pour régler la marche de ses intégrales dans son mémoire sur l'attraction des sphéroïdes sur des points extérieurs , et dont il n'a donné qae l'expression analytique. Et les droites qui jouissent d'une propriété de maximum^ et qui marquent la limite des intégrales, sont précisément les axes conjuguée rectangulaires de l'ellipsoïde attirant, relatifs au point Miré', ce sont aussi les axes principaux communs à tous ces cônes. Les considérations géométriques précédentes procurent une interprétation géométrique de plusieurs autres résultats analytiques obtenus par M. Legendre dans son mémoire , et font connaître particulièrement la signification d'un beau théorème relatif à Tattraction de différens ellipsoïdes semblables et concentriques sur un même point extérieur. (Voir Mémoires de V Académie des Sciences de Paris ^ année 1788 , p. 454).
(336) Maintenant^ écrivons l'équation (2) sous la forme
J /Sb ±. Sa\
Sa' ~^' V Sa. SA /
On sait, par une propriété générale des surfaces du second degré, que d étant le demi^liamètre de la surface, parallèle à la sécante Sab,
on a sTTsj = const., quelle que soit la direction commune de ce diamètre et de cette sécante. Il Tient donc
Ji^ _ , S& db Sa Sa' ^* cT ■
Or, si le point S est dans l'intérieur de la surface, (Sa + SA) est la corde comprise dans la surface sur la droite Sab^y et si le point S est au dehors de la sur&ce, {Sb — Sa) est cette corde; la désignant par c, on a donc, dans les deux cas,
Sa' ~^' 5^'
Sa' = i ^.
ce qui exprime que :
Si autour dun point fixe on fait tourner une droite qui rencontre une surface du second degré en deux points , et qyion porte sur cette droite^ à partir du point fixe ^ un segment proportionnel au carré du diamètre de la surface qui lui est parallèle^ divisé par la corde comprise dans la surface sur cette droite ^ Textrémité de ce segment sera sur une surface du second degré qui sera homologique à la proposée. Le point fixe sera le centre dhomologie des deux surfaces , et le centre de figure de la seconde.
On déduit de là plusieurs théorèmes relatifs à l'expression —, correspondant aux différentes propriétés connues des diamètres d'une surface du second degré. Nous n'avons pas besoin d'insister sur cet objet.
5 XX. Propriétés générales, nouvelles, des surfaces du second degré.
(337) Les propriétés générales des surfaces géométriques, démontrées dans le $ XVIII, s'appliquent aux surfaces et aux courbes du second degré, et donnent lieu à de nombreux corollaires où se trouvent plusieurs propriétés. nouvelles de ces surfaces et de ces courbes. On y distinguera particulièrement certaines propriétés concernant leurs foyers. Nous réunirons celles-ci dans le paragraphe suivant. Nous allons présenter d'abord des propositions d'une plus grande généralité.
Supposons dans le théorème (312) que les deux surfaces soient du second degré; par une droite prise dans le plan fixe on pourra mener deux plans tangens à la première surface; la corde qui joindra les deux points de contact passera par un point fixe, qui sera le pôle de ce plan par rapport à cette surface; nous pouvons donc énoncer ce théorème :
Quand deux surfaces du second degré ont un centre dhomologie, si autour dun point fixe on fait tourner une corde de la première surface y les rapports des distances des extrémités de cette corde au centre dhomologie et au plan polaire du point fixe y divisé respectivement par les rapports des distances des deux points homologues dans la seconde surface, au même centre dhomologie et à un plan fixe mené arbitrairement, auront leur somme ou leur différence constante.
Cessera la somme, si le point fixe et pris dans l'intérieur de la surface, et la différence, s'il est pris au dehors.
Ainsi soient a, b, les extrémités de la corde de la première surface; a' , b', les points homologues de la seconde; op, bp, les perpendiculaires abaissées des points a, b sur le plan polaire du point fixe , pris par rapport à la première surface ; et a'n , b'n, les perpendiculaires abaissées des points a', b', sur un plan fixe II mené arbitrairement; on aura
Sa Sa' Sb Sb' ap air bp bir
(338) Si le plan fixe mené arbitrairement est à Tinfini^ on conclut du théorème (313) celui-ci :
Quand deux surfaces du second degré ont un centre dhomologie^ si autour dun point fixe on fait tourner une corde de la première surface, la somme ou Ut différence des rapports des distances des extrémités de la corde au centre dhomoloffie et au plan polaire du point fixe, divisés respectivement par les distances des points homo-^ logues de la seconde surface au centre dhomologie, sera constante.
Ainsi Ton a
Sa Sb
— ; Sa' dt ■— : Sy =5= const.
ap bp
On prendra le signe -{* quand le point fixe sera dans l'intérieur de la surface, et le signe — quand il sera au dehors.
(339) Si ce point fixe est le centre de la première surface^ son plan polaire sera à l'infini^ et le théorème prendra cet énoncé :
Quand deux surfaces du second degré sont hofnologiques , si du centre dhomologie on mène deux rayons aux extrémités dun dia^ mètre de la première, la somme ou la différence de ces rayons divisés respectivement par les rayons menés aux points homologues dans la seconde surface, sera constante.
Ce sera la somms quand la première surface sera un ellipsoïde , et la différence quand elle sera un hjperboloïde.
Si dans ce théorème on suppose que le centre d'homologie des deux surfaces soit le centre de figure de la première ^ on obtient le théorème de l'art. (334) que nous ayons démontré directement.
(340) Dans les trois théorèmes précédens^ on peut suposer que la seconde surface se confonde avec la première^ de manière que deux points de celle-ci^ situés en ligne droite avec le centre d'homologie^ seront homologiques; et le plan d'homologie sera le plan polaire du point pris pour centre d'homologie. Car soient a, a', les points où une droite menée par le point fixe S rencontre une surface du second degrés et soit a le point où elle rencontre le plan polaire P du point S j on aura^
comme on sait^
Sa oa Sa oa
ou-—: — ;s=s1b= const
Sa' ota' Sa' «a' '
ce qui prouTe que les points a et a' peuvent être considérés comme appartenant à deux figures homologiques (308),
Si le point S est pris au dehors de la surface^ son plan polaire^ qui est le plan d'homologie, divisera la surface en deux nappes , qui pourront être considérées comme étant les deux figures homologiques.
(341) D'après cela^ le théorème (337) donne le suivant :
Si y autour dun point fixe 0, on fait tourner une corde dune surface du second degré , et que dun second point fixe Son mène aux extrémités a, h de cette corde ^ deux droites qui rencontreront la surface en deux autres points a', b^; et qu'on appelle ap^ bp, les perpendiculaires abaissées des points a, h, sur le plan polaire du point O, et a'îT, b'ff, les perpendiculaires abaissées des points a', b', sur un autre plan fixe mené arbitrairement , on aura
Sa Sa' Sb Sy
— : -7- ± — : 77- = const.
ap ar bp dt
On prendra le signe + quand le point O sera dans l'intérieur de la surface^ et le signe — quand il sera au dehors.
(342) Si le plan fixe pris arbitrairement est à l'infini l'équation se réduira à
— : Sa' ± |5 : sy = const. (888).
ap bp
(343) Si le point O est le centre de la surface , son plan polaire est à l'infini^ et l'équation^ d'après le théorème (339)^ se réduit à
Sa Sb
— d= — =s const.
Sa' Sb'
Donc :
Si dun point fixe on mène deux ra/yons aux extrémités dun dia^
mètre (tune surface du second degré, ils rencontreront la surface en deux autres points / et la somme ou la différence des deux rayons di-visés respectivement par les segmens compris entre le point fixe et ces deux autres points , sera constante.
Ce sera la somme si la surface est un ellipsoïde^ et la différence si elle est un hyperboloïde.
(344) Si sur un diamètre quelconque d'une surface du second degré on prend deux points fixes situés de part et d'autre et à égale distance du centre^ les droites menées de l'un de ces points aux extrémités d'un autre diamètre quelconque^ seront égales réciproquement aux droites menées de l'autre point aux extrémités du même diamètre. D'après cela^ on peut donner au théorème précédent cet autre énoncé:
Si sur un diamètre 'quelconque dune surface du second degré on prend, de pari et d^ autre et à égale distance du centre , deux points fixes, et que de ces points on mène des rayons à un point quelconque de la surface, la somme ou la différence de ces deux rayons divisés respectivement par les autres segmens faits sur eux entre les points fixes et la surface , sera constante.
Smû soient F , F^ les deux points fixes pris sûr un diamètre quelconque d'une surface du second degré , de part et d'autre et à égale distance du centre; que de ces points on mène deux rayons aboutissant à un même point quelconque m de la surface, et rencontrant cette surface en deux autres points n, n^, on aura, quel que soit le point m,
Tm F'm
— dz ----- = COQSt.
Ce sera + ^î I^ surface est un ellipsoïde, et — si elle est un hyperboloïde.
(345) Dans les trois théorèmes des art. 337> 338, 339, les deux surfaces peuvent se réduire à des coniques situées sur un même cône; alors on aura diverses propriétés des c6nes du second degré.
Ainsi le théorème (337) donne le suivant :
Étant fait deux sections planes dans un cône du second degré, si ToM. XI. loi
autour et un point fixe y pris dans le plan de la première section, on fait tourner une corde qui rencontre cette courbe àu^ points a^ b^ et que sep, hp, soient les perpendiculaires abaissées de ces points sur la polaire du point fixe , prise par rapport à cette première section, et a'7r, b'îr, les perpendiculaires abaissées des points homologues de la seconde section sur une droite fixe menée arbi'trairement dans le plan de cette courbe, on aura , en appelant S le sommet du cône ,
Sa Sa' Sb Sfc' ap ayr bp dt
Ce sera le signe + quand le point fixe pris dans le plan de la première section sera dans l'intérieur de cette courbe, et le signe — quand il sera au dehors.
(346) Si la droite prise dans le plan de la seconde section est à rinfîni, l'équation devient
Sa ^ , . Sfc «„
— : Sa' =b r- S6 = conèt.
ap bp
(347) Si le point fixe, pris dans le plan de la première section, est le centre de cette courbe, la polaire de ce point est à l'infini, et l'équation devient
Sa Sb
- ± - = const.
ce qui exprime que :
Si ton fait deux sections planes dans un cône du second degré , la somme ou la différence des arêtes menées aux extrémités dun diamètre quelconque de la première section, divisées respectivement par les segmens compris sur ces arêtes, entre le sommet du cône çt la seconde section, sera constante.
Ce sera la somm^ si la première section est une ellipse, et la différence si elle est une hyperbole.
(348) Si dans le théorème (346) on supposé que le cône soit de révolution , et que la seconde section soit un cercle, les arêtes Sa', Si&'^
seront de longueur constante^ on aura donc Téqûation
Sa , Sb
— ± -- =s const.:
ap bp
ce qui exprime que :
Une section plane quelconque étant faite dans un cône de révolution, si autour dun point fixe du plan de cette courbe on fait tourner une droite qui la rencontre en deux points j la somme ou la différence des distances de ces deux points au sotnmet du cône, divisées respectivem,ent par leurs distances à la polaire du point fixe, prise par rapport à la courbe, sera constante.
Ce sera la somme quand le point fixe sera pris dans l'intérieur de la courbe 9 et la différence quand il sera pris au dehors.
(349) Si le point fixe est le centre de la courbe^ l'équation devient
Sa d= S£ = const.
D'où l'on conclut que :
Quand un cône de révolution passe par une section conique, la somme ou la différence des arêtes aboutissant aux extrémités dun diamètre de cette courbe est constante.
Ce sera la scymme si la courbe^ est une ellipse^ et la différence si elle est une hyperbole.
(350) Si dans le théorème (347) on suppose que le cône soit de révolution, et que la première section soit un cercle, son centre sera sur l'axe du cône, et le théorème prendra cet énoncé :
Quand un cône de révolution passe par une conique, la somme des valeurs inverses des arêtes comprises dans un plan quelconque mené par taxe du cône est constante.
$ XXI. Propriétés nouvelles des surfaces du second degré de révolution, et des cônes du second degré.
(351) Nous avons démontré (324) que : Quand deux surfaces du
second degré de révolution ont un foyer commun^ quelle que soit la position respective de ces deux surfaces^ elles sont homologiques , et leur centre dhomologie est leur foyer commun.
Appliquons aux deux surfaces le théorème (337), nous aurons celui-ci :
Quand deux surfaces du second degré ont un foyer commun F, si autour dun point fixe quelconque 0 on fait tourner une corde de la première surface , et que a e^ b soient ses extrémités; qrion mène les rayons Fa, Fh, qui rencontrent la seconde surface aux points dJy h'j homologues des points a, b; que ap, bp^ soient les perpendiculaires abaissées des points a, h, sur le plan polaire du point 0, pris par rapport à la première surface; et a'?:, b'îr, les perpendiculaires abaissées des points a', b', sur un autre plan fixe II, mené arbitrairement dans V espace , on aura
Sa Sa' S6 Sfc' ap ar bp bir
Le signe + ayant lieu quand le point fixe est pris dans Fintérieur de la première surface, et le signe — quand il est pris au dehors.
(352) Ce théorème donne lieu à plusieurs conséquences. D'abord on en conclut, comme nous l'ayons fait \oir (art. 313), un
théorème où n'entre point la considération du plan n, et qui est exprimé par Téquation
Sa Sh
— : Sa' ± — : SA' = const.
ap bp
(353) Maintenant, prenant pour le plan n, dans le théorème général, le plan polaire du point fixe O par rapport à la première surface, et supposant ce plan polaire à Tinfini, le point O sera le centre de cette surface; les rapports
ap bp a ^ OT
seront égaux à Tunité, et l'équation deviendra
Sa . Sb -±- = con.t.
Ce qui prouve que :
Quand deux surfaces du second degré de révolution ont un foyer commun , si par ce point on mène deux rayons vecteurs aux extrémités d^un diamètre de la première surface, la somme ou la différence de ces deux rayons divisés respectivement par les rayons de la seconde surface qui ont la même direction qu^eux, est constante.
Ce sera la somme si la première surface est un ellipsoïde^ et la différence si elle est un hyperboloïde.
(354) Le rayon mené d'un foyer à un point quelconque d'une surface de révolution est égal au rayon mené par le second foyer ^ parallèlement au premier^ mais en sens contraire; d'après cette remarque^ on voit aisément que le théorème peut prendre cet énoncé :
Si Von a deux surfaces du second degré de révolution placées dune manière quelconque dans V espace, la somme ou la différence des deux rayons vecteurs menés des deux foyers de la première à un point quelconque de cette surface , divisés respectivement par les rayons vecteurs de la seconde surface menés respectivement de ses deux foyers, parallèlement à ces deux premiers, sera constante.
(355) Ce théorème est une généralisation assez remarquable de la propriété connue des foyers d'une surface du second degré. Car si l'on suppose que la seconde surface soit une sphère^ on a précisément cette propriété, c'est-à-dire que
La somme ou la différence des rayons vecteurs menés des deux foyers dune surface du second degré de révolution à un point de la surface est constante.
(356) Si Ton suppose, au contraire, que la première surface soit une sphère, on aura ce théorème :
Si par les deux foyers dune surface du second degré de révolution, on mène deux rayons vecteurs sous une même direction
quelconque , la somme de leurs valeurs inverses sera constante.
Ce qui revient à dire que :
Toute corde menée par un foyer dune surface du second degré de révolution y est divisée en ce point en deux parties dont la somme des valeurs inverses est constante.
(357) Supposons y dans le théorème (352) que la seconde snr&ce soit une sphère^ les lignes Sa\ Sb', seront des rayons de cette sphère; on peut les faire passer dans le second membre de l'équation qui devient :
Sa , S6 ap bp
Ce qui prouve que :
SU dun foyer dune surface du second degré de révolution on mène deux rayons vecteurs aux extrémités dune corde de la surface, qui tourne autour dun point fixe, la somme ou la différence de ces deux rayons divisés respectivement par les perpendiculaires abaissées de leurs extrémités sur le plan polaire du point fixe y pris par rapport à la surface, sera constante.
Ce sera la somme si le point fixe est pris au dedans de la surface et la différence s'il est pris au dehors.
(358) Si dans le théorème (35 1 ) le point fixe est le foyer commun aux deux surfaces^ on aura
il restera donc
Sa Sh
aas -— = COn$t. ,
ap bp
a'ir b'r _d=_=const.,
ce qui prouve que :
Si par un foyer dune surface du second degré de révolution on tire une transversale quelconque, qui rencontrera la surface en deux points, la somme des distances de ces points à un plan transversal quelconque, divisées respectivement par leurs distances au foyer sera constante.
(359) Si l'on prend pour le plan transversal le plan directeur correspondant au second foyer de la surface^ on en conclut que :
Si cPun foyer dune surface du second degré on mène deux rayons aux extrémités dune corde passant par le second foyer, la somme de ces deux rayons divisés respectivement par les distances de leurs extrémités au second foyer sera constante.
Dans ce théorème^ comme dans le précédent^ c'est la somme que nous prenons et non la différence, parce que, dans les deux cas^ le point autour duquel tourne la corde de la surface est dans son intérieur;
(360) Quand une corde d'une sphère tourne autour d'un point fixe^ il est facile de démontrer que les tangentes trigonométriques des demi-angles que les rayons de la sphère menés aux extrémités de la corde font avec le rayon mené au point fixe^ ont leur produit constant \ Supposons que la sphère ait son centre au foyer d'une surface du second degré de réyolution; ces deux surfaces seront homologiques^ et le foyer sera leur centre d'homologie. Les points qui correspondront, dans la surface de réyolution, aux extrémités de la corde de la sphère seront sur les prolongemens des rayons menés à ces extrémités; on conclut donc, de la propriété de la sphère, cette propriété des surfaces de révolution :
Si dun foyer dune surface du second degré de révolution, on mène deux rayons aux extrémités dune corde qui tourne autour dun point fixe , le produit des tangentes trigonométriques des demiangles que ces deux rayons feront avec la droite qui joint le foyer au point fixe, sera constant, quelle que soit la corde menée par ce point.
(361) Si le point fixe est pris au dehors de la surface, et que la
> Ce produit est égal à ^^^ R étant le rayon de la sphère , et D la distance du point fixe à son centre.
Ce théorème, considéré dans le cercle, est dû à Lagrange , qui s'en est servi pour résoudre le problème d'inscrire dans un cercle un triangle dont les trois côtés passent par trois points donnés. (Voir Mémoire$ de l'Académie de Berlin, ann. 1776, page 286.)
corde soit menée tangentiellement à la surface^ son point de contact sera sur une courbe plane; et^ d'après le théorème^ le rayon yecteur mené à chaque point de cette courbe fera un angle constant ayec la droite menée du foyer au point fixe; d'où l'on conclut ce théorème : Le cône qui a four sommet un foyer (tune surface de révolution et pour base une section plane de la surface ^ est de révolution et a pour axe la droite menée du foyer au sommet du cône circonscrit à la surface suivant sa section plane.
(362) Si la corde^ en tournant autour d'un point fixe ^ reste toujours dans un même plan^ ses extrémités seront sur la section faite par ce plan dans la surface^ et le cône qui aura cette section pour base et le foyer de la surface pour sommet^ sera de réyolution; d'où l'on conclut que :
Si autour dune droite fixe^ menée par le sommet dun cône de révolution, on fait tourner un plan transversal , il coupera le cône suivant deux arêtes qui seront telles que le produit des tangentes trigonométriques des demi-angles qu^ elles feront avec la droite fixe, sera constant.
(363) Par la considération du cône supplémentaire, formé par les perpendiculaires aux plans tangens du premier^ on conclut de ce théorème le suivant :
Étant donné un cône de révolution et un plan fixe mené par son sommet, si par un droite prise dans ce plan et passant par le som^ met du cône , on mène deux plans tangens à cette surface, le produit des tangentes trigonométHques des demi-inclinaisons de ces plans tangens sur le plan fixe sera constant.
(364) Ce théorème et le précédent donnent lieu à dent propositions de la géométrie de la sphère^ dont yoici l'énoncé :
\^ Un petit cercle étant tracé sur une sphère, si autour dun point fixe on fait tourner un arc de grand cercle qui rencontre le petit cercle en deux points, le produit des tangentes trigonométrie ques des demi-arcs compris entre ces deux points et le point fixe , sera constant.
2^ Un petit cercle étant tr($cé sur une sphère^ si par un point pris arbitrairement sur un arc de grand cercle fixe, on mène deux arcs de grands cercles tangens au petit cercle, le produit des tan-gentes trigonométriques des demi-angles qu'ils feront avec F arc de grand cercle fixe, sera constant.
(365) La première de ces deux propositions peut être considérée comme répondant au théorème de géométrie plane qui exprime la propriété des segmens des cordes qui se coupent dans le cercle.
La seconde correspond aussi à un théorème de géométrie plane qui consiste en ce que :
Si de chaque point dune ligne droite tracée dans le plan dun cercle on mène deux tangentes au cercle, le produit des tangentes trigonométriques des demi-angles qu'elles feront avec la ligne droite fixe, sera constant.
(366) Les deux propositions précédentes peuyent être considérées comme exprimant^ la première une propriété de quatre points pris arbitrairement sur la circonférence d'un petit cercle de la sphère; et la seconde une propriété de quatre arcs de grands cercles tangens à un petit cercle. Sous ce point de vue , ces deux propositions seront très-utiles dans la géométrie de la sphère. Nous en ferons diverses applications dans un autre moment.
On peut encore dire que la première exprime une propriété du quadrilatère sphérique inscrit à un petit cercle; et la seconde une propriété du quadrilatère sphérique circonscrit à un petit cercle.
$ XXIL Méthode pour les relations angulaires. — Transformation de la sphère en un sphéroïde aplati.
(367) Considérons deux figures homographiques à trois dimensions ;
qu'elles soient coupées respectivement par deux plans homologues
quelconques P, P'; les sections seront deux parties homologues des
deux figures^ de sorte qu'elles seront elles-mêmes deux figures planes
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homographiques. On pourra placer les deux corps de manière que ces deux figures planes soient la perspectiye Tune de l'autre; c'est-à-dire de manière que les droites joignant les points a de la première aux points homologues a^ de la seconde^ concourent en un même point O de l'espace. (Cela sera démontré dans le $ XXVI.)
Considérons ce point O comme appartenant à la première figure; il lui correspondra un point 0'^ dans la seconde figure; et aux droites Oa correspondront les droites 0'^\ De sorte que /e« deux figures seront placées de manière que toutes les droites issues du point 0 dans la première^ rencontreront toutes leurs homologues^ respectivement, en des points situés sur un même plan P'.
Et^ plus généralement^
Deux droites homologues quelconques rencontrent respectivement les deux plans P, P^, en deux points a^ a^ qui sont en ligne droite avec le point 0.
(368) Maintenant^ prenons pour le plan P'^ qui est arbitraire^ celui dont le correspondant^ dans la première figure ^ est à l'infini; les points a seront à l'infini; on peut donc dire que :
Les deux figures seront placées die manière que, si F on prend deux droites homologues quelconques, une parallèle à la première, menée par le point O, rencontrera la seconde sur le plan fixe P'.
(369) Réciproquement^ une figure étant donnée^ nous pouYons en construire une seconde^ qui ait une telle forme et une telle position^ par rapport à la première, que cette relation ait lieu.
En effet, une figure étant donnée, prenons cinq points arbitraires, dans l'espace, a^, b^, &, d' et 0' pour former la figure homographique; et convenons que ces points correspondront à cinq points de la pre* mière figure^ que nous allons déterminer.
Que le point 0' corresponde à un point 0 pris arbitrairement dans la figure proposée. Que les points a\b\ & , correspondent respectivement aux points de cette figure situés à l'infini sur les droites Oa', Ob' y Oc'; et que le point rf' corresponde à un point de la première
figure pris sur la droite menée du point O au point (^ où la droite O'd' rencontre le plan a^b'&.
Nous pourrons^ ayee ces données^ construire la figure homographique de la proposée.
Dans cette figure^ il est clair que le plan a'b'& correspond à Finfini de la proposée.
Le point ^ correspond au point situé à Tinfini sur la droite 09.
Ainsi les quatre points a', h' y c\ d\ situés dans un même plan, correspondent à quatre points situés sur les droites Oa' Ob', Oc', Oâ'. Ce qui prouve que la figure située dans le plan a'b'c' est en perspective avec son homologue dans la première figure. Par conséquent tout autre point $' du plan a^b'c' a son homologue à l'infini sur la droite Oe'.
Il s'ensuit que
Toute droite^ dans la seconde figure^ aura son homologue^ dans la première, parallèle à la droite menée du point 0 au point où cette droite de la seconde figure rencontre le plan a'b'c'.
Et si l'on regarde le point 0 comme faisant partie de la seconde figure^ et qu'on le fasse entrer dans les propriétés de cette seconde figure^ on voit cpj^aux angles que différentes droites de la première figure font entre elles, correspondront des angles égaux, faits par les droites menées du point 0 aux points où les droites homologues , dans la seconde figure, rencontrent le plan a'b'c'.
Diverses applications de cette méthode particulière vont en faire connaître parfaitement l'usage.
(370) Supposons que la figure proposée soit une sphère ayant son centre au point 0; la seconde figure sera une surface du second degré. Prenons le point 0% qui est arbitraire^ sur la perpendiculaire abaissée du point 0 sur le plan P\ Cette surface sera alors de révolution autour de la droite 00' y parce que tout sera symétrique de part et d'autre d'un plan mené par cette droite. Ce moyen de déformation donnera donc des propriétés des surfaces du second degré de révolution^ correspondantes à des propriétés de la sphère.
Après avoir disposé du point 0' et du plan P'^ nous pouvons encore
prendre arbitrairement un point d! pour correspondre à un point d de la sphère > en observant cette seule condition que les droites Ody O'd se rencontrent sur le plan P'. Ainsi , pour un point 0' et un plan P' déterminés^ on pourra former une infinité de surfaces de révolution homographiques à la sphère; et les propriétés de la sphère produiront des propriétés de ces surfaces.
Nous pouvons faire en sorte que l'une de ces surfaces ait son centre au point 0 qui est le centre de la sphère.
En effets prenons le point d de la sphère sur la droit 00^; le point correspondant d' de la surface sera aussi sur la droite 00'; et ce point d' peut être pris arbitrairement sur cette droite. Cherchons en quel lieu il doit être placé pour que la surface ait son centre au point O.
Remarquons que le point O' correspond au point O de la première figure , et le plan P' correspond au plan à l'infini de cette première figure. Ce plan à l'infini est le plan polaire du point O par rapport à la sphère ; le plan P' est donc le plan polaire du point 0' par rapport à la surface de révolution. Donc^ si le point 0 est le centre de cette surface, on aura Orf' = 00'. Oc^.
Il faut donc prendre le point d de manière que Fon ait cette égalité; et alors la surface aura son centre au point 0.
Pour déterminer un point m' de la surface, correspondant à un point donné m de la sphère, on mènera par le point m les deux droites mO, mrf, dont les correspondantes passeront par les points 0' et rf' respectivement. La première passera par le point où la droite Om perce le plan P' , et la seconde passera par le point où une parallèle à la droite mdy menée par le point 0, perce ce plan P'. Ainsi le point w' sera déterminé.
Si la droite Ow est parallèle au plan P', la droite O'm' sera parallèle à Om. On trouve aisément, par une comparaison de triangles semblables, que O'm' = Od'. De sorte que^ une corde de la surface, menée par le point 0', perpendiculairement à Taxe de révolution, est égale au diamètre dirigé suivant cet axe. Cela prouve que ce diamètre est le plus petit de la surface ; car s'il était le plus grand, on ne pour-
rait pas inscrire dans la surface une corde qui lui fût égale. Ainsi la surface est un ellipsoïde aplati. Et le point O' jouit de cette propriété qu'il est pris sur Taxe de révolution de manière qu'une corde menée par ce points perpendiculairement à cet axe, est égale au diamètre de Fellipsoïde dirigé suivant cet axe.
Le plan P' est le plan polaire du point 0' par rapport à l'ellipsoïde. Si on veut le déterminer directement sans chercher d'abord le point 0% on trouve cette expression remarquable de sa distance au centre de lellipsoïde^ savoir que :
La valeur inverse du carré de la distance de ce plan au centre de V ellipsoïde y est égale à la différence des valeurs inverses des carrés des deux demi-axes principaux de Vellipse génératrice de Fellipsoïde.
(371) Dans ce qui va suivre nous désignerons toujours le plan en question par P' y et son pèle par 0^ Il est bien entendu que ce plan et ce point ne sont pas arbitraires^ et qu'ils sont^ au contraire^ absolument déterminés. Seulement si on les prend à droite de l'équateur de la surface^ il existera pareillement^ à gauche^ un pareil plan et un pareil point. Nous regrettons de n'avoir pas à donner à ce plan et à ce point des dénominations particulières. Ces dénominations pourraient tirer leur origine de celles de foyer et plan directeur; car le plan et le point en question ont une relation directe avec le foyer et le plan directeur d'un ellipsoïde de révolution allongé. C'est que si Ton fait la transformation polaire de cet ellipsoïde^ par rapport à une sphère concentrique^ on obtient un ellipsoïde aplati^ dans lequel le plan et le point en question correspondent respectivement au foyer et au plan directeur de l'ellipsoïde proposé.
(372) Concevons une sphère ayant son centre au point 0, et l'ellipsoïde de révolution^ aplati^ formé homographiquement comme nous l'avons dit; prenons le plan P' et le point O' de cet ellipsoïde; ce plan correspondra à l'infini de la première figure; et ce point correspondra au point 0^ centre de la sphère.
Nous allons passer en revue différentes propriétés de la sphère qui s'appliqueront à l'ellipsoïde.
Tout cène qui a pour base une section plane de la sphère et pour sommet le centre de cette surface^ est de réyolution.
A ce cône correspondra^ dans Tqllipsoïde^ un second c6ne ayant pour base une section plane de cette surface^ et pour sommet le point 0' ; et ce second cône rencontrera le premier sur le plan P'; d'où l'on conclut que :
Tout cône qui a pour sommet le point 0' et pour base une section plane de r ellipsoïde, rencontre le plan P' suivant une conique qui, vue du centre de la surface , parait être un cercle.
(373) Un cône circonscrit à la sphère est de révolution. A ce cône correspond un cône circonscrit à l'ellipsoïde^ qui rencontre le plan P' suivant une conique qui correspond à l'infini du premier cône. SK donc par cette conique on fait passer un cône qui ait son sommet au centre de Tellipsoïde^ il sera parallèle au cône circonscrit à la sphère; donc
Tout cône circonscrit à F ellipsoïde rencontre le plan P^ suivant une conique qui, vue du centre , parait être un cercle.
(374) Un plan tangent à la sphère est perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de contact; donc
Un plan tangent à VeUipsotde et la corde menés du point 0' au point de contact, rencontrent le plan P' suivant une droite et en un point qui sont tels, que la droite menée du centre à ce point estper^ pendiculaire au plan mené par le centre et par cette droite.
(375) Deux plans tangens à la sphère font des angles égaux ayec la corde qui joint les points de contact; donc
Étant menés deux plans tangens à V ellipsoïde et la corde qui joint les points de contact, si par les droites suivant lesquelles ces deux plans rencontrent le plan P' , on^ mène deux plans passant par le centre de la surface, ils seront également inclinés sur la droite me^ née du centre au point où la corde qui joint les points de contact rencontre le plan P'.
(376) Dans la sphère^ deux droites polaires réciproques sont à angle droit, donc
Deux droites polaires réciproques par rapport à V ellipsoïde ^ rencontrent le plan P' en deux points qui sont tels que les droites menées de ces points au centre de V ellipsoïde sont à angle droit.
(377) Trois diamètres conjugués de la sphère sont rectangulaires ; donc
Trois axes conjugués de V ellipsoïde y relatifs au point 0' ^ rencontrent lepltm -P' en trois points tels que les droites menées du centre de Vellipsoïde à ces trois points sont rectangulaires.
(378) Beaucoup d'autres propriétés de la sphère s'appliqueraient ayec la même facilité à l'ellipsoïde aplati. Il est inutile de nous étendre davantage sur cet objet.
Gomme nous l'avons dit ci-dessus^ la théorie des polaires réciproques^ ou plus généralement^ le principe de Dualité, établit une relation. tr.ès-simple entre les ellipsoïdes de révolution allongé et aplati^ et peuvent servir à passer des propriétés de l'un aux propriétés de l'autre ; de sorte que nous aurions pu déduire les théorèmes précédens des propriétés connues de l'ellipsoïde allongé. Mais ce n'était pas là notre but. Nous avons voulu donner une méthode qui servit à tirer directement^ des propriétés de la sphère ^ les propriétés de l'ellipsoïde aplati^ de même que par la théorie des figures homologiques on peut démontrer celles de l'ellipsoïde allongé. (Voir §§ XIX et XXL)
§ XXIII . Méthode propre pour toutes sortes de relations , de longueurs ^ daires et de volumes.
(379) Dans la transformation homographique d'une figure y le plan situé à l'infini peut être pris pour son homologue dans la nouvelle figure.
Dans ce cas^ les formules générales qui nous ont servi à la construction des figures homographiques [S XV, équations (a) ] se sont simplifiées et sont devenues
(1) ad = X. a'd\ Çd = /*. Ç'd'j yd = y. yd'. (Éq. (rf), art. 283.)
Ces formules expriment que :
Étant pris trois axes coordonnés quelconques Ox, Oj, Oz, dans la première figure; et dans la seconde trois aœes coordonnés 0'\', O'y', O'z', qui soient précisément les droites correspondantes aux premiers axes; ^e x, y, z, désignent les coordonnées cFun point quelconrque m de la première figure^ rapportées aux trois premiers axes , et x' , y' , z' , les coordonnées du point correspondant de la deuxième figure^ rapportées aux trois autres axes^ on aura
ly fjL et V étant trois constantes.
Réciproquement^ quand ^ entre les points de deux figures rapportées à deux systèmes d'axes coordonnés quelconques^ on a ces relations^ ces deux figures sont homographiques , et ont cela de particulier^ que le f)lan situé à l'infini^ considéré comme appartenant à Tune d'elles^ est lui-même son homologue dans Tautre.
(380) Des formules (2) nous déduirions aisément toutes les propriétés des deux figures^ et notamment celles sur lesquelles vont reposer les applications que nous allons faire de ce mode de transformation; mais nous préférons^ pour ne point nous écarter de la voie purement géométrique que nous avons suivie jusqu'ici^ déduire ces propriétés^ particulières aux deux figures^ de la théorie générale des figures homographîques.
(381) Soient donc deux figures homographiques^ telles que le plan situé à l'infini dans la première soit lui-même son homologue dans la seconde. Les propriétés caractéristiques des deux figures seront^ sous le rapport des relations descriptives^ que à deux droites parais lèles dans Vune^ correspondront deux droites parallèles dans Vautre; et conséquemment^ à deux plans parallèles dans F une, correspondront deux plans parallèles dans Vautre; cela est évident;
Et sous le rapport des relations métriques^ que deux droites ho-mologues sont divisées en parties proportionnelles par des points homologues ; c'est-à-dire que a, b, c, d, .... étant des points de la
Di^itized by
première figure situés en ligne droite^ et a'^ b', c', d'y .... les points correspondans dans la seconde figure^ les segmens ab, cd^ .... sont proportionnels aux segmens a'b', b^&y .... En efiet on a
ba da Va' ^ d'à'
Supposons le point d à l'infini^ le point d' sera aussi à l'infini et l'équation deviendra
ba h'a' bc ~ h'c' '
Ainsi les segmens ab, bc, sont proportionnels aux segmens a'b'^ b'&.
(382) Il suit de là que quand une droite de la première figure est divisée en parties égales^ la droite homologue dans la seconde figure est aussi divisée en parties égales par les points correspondans aux points de division de la première droite.
(383) Les deux sortes de relations descriptives et métriques que nous venons de reconnaître à nos figures homographiques donnent lieu à trois propriétés principales de ces figures^ sur lesquelles reposent les applications auxquelles ce mode de déformation sera propre.
Ces trois propriétés sont les suivantes :
\^ Le rapport de deux segmens pris sur deux droites parallèles quelconques dans la première figure ^ est égal au rapport des deux segmens correspondans dans la seconde figure.
2p Le rapport des aires de deux polygones plans quelconques situés dans deux plans parallèles^ appartenant à la première prgure^ est égal au rapport des aires des deux polygones correspondans dans la seconde figure.
3^ Les volumes de deux parties correspondantes des deux figures seront entre eux dans un rapport constant.
(384) Nous allons démontrer successivement ces trois propositions. Soient ab^ cd, deux lignes parallèles^ dans la première figure^ et
a'b'^ c'd, les deux lignes correspondantes de la seconde figure; il faut ToM. XI. 103
prouver qu on a
ab oT cd ^ c'd' *
Les deux lignes ac^ bdse coupent en un point e, et l'on a
ah ea cd ec
Pareillement les deux lignes a'c', b'd' se coupent en un point e\ et Ton a, parce que les deux lignes a'A'^ c'cP sont parallèles^
Or on a
ea e^a^
donc les premiers membres des deux équations sont égaux; c'est-àdire que
- = -. CQ.F.P.
(385) Soient deux aires planes T^ U^ situées dans deux plans parallèles^ et appartenant à la première figure, et soient T', U', les aires correspondantes dans la seconde figure^; elles seront aussi dans deux plans parallèles entre eux.
Quelle que soit la forme des deux polygones T, U, on peut les décomposer chacun en un certain nombre de petits parallélogrammes tous égaux entre eux, et ayant leurs côtés parallèles à deux axes fixes. T contiendra m de ces parallélogrammes, et U en contiendra n. Le rapport des aires des deux polygones sera — • Tous ces petits parallélogrammes auront pour correspondans dans la seconde figure d'autres parallélogrammes, et ceux-ci seront aussi égaux entre eux (382); de sorte que les deux polygones T', U^, seront divisés en autant de parallélogrammes, respectiYcment, que les deux T, Uj par conséquent le rapport de leurs aires sera aussi ^- U sera donc égal au rapport des aires des deux premiers polygones.
(386) n nous reste à démontrer la troisième proposition , savoir : que deux parties correspondantes des deux figures homographiques ont leurs yolumes dans un rapport constant.
Soient V, V, les YoIumes de deux polyèdres correspondans; il faut
démontrer que le rapport y, est constant^ quels que soient les deux polyèdres^ c'est-à-dire que v et t>' étant les yolumes de deux autres polyèdres correspondans^ on aura
En efiet^ que l'on diyise chacun des deux corps Y , t^^ en un certain nombre de petits rhomboïdes égaux entre eux^ en menant trois séries de plans parallèles^ dont les plans de chaque série soient également éloignés entre eux; supposons que les deux corps contiennent ^ le premier m rhomboïdes, et le second n;le rapport de leurs yolumes
sera ■- •
Les deux corps correspondans V, v', dans la seconde figure, seront diyisés aussi en m et n rhomboïdes, qui seront différens des premiers, mais qui seront aussi égaux entre eux. De sorte que le rapport des yolumes de ces deux corps sera ^* Il est donc égal au rapport des yolumes des deux premiers corps. G. Q. F. P.
(387) Les trois propositions que nous yenons de démontrer sery iront pour faire la transformation des relations de distances, d'aires et de yolumes d'une figure.
La transformation des relations de yolumes se fera immédiatement, puisque les yolumes des différentes parties de la nouyelle figure sont proportionnels aux yolumes des parties correspondantes de la figure proposée.
(388) Pour opérer la transformation des relations de distances et des relations de surfaces, conceyons qu'une sphère fasse partie de la figure proposée. Il lui correspondra, dans la nouyelle figure, un ellipsoïde.
Soit une ligne quelconque AB de la figure proposée, et R le rayon
de la sphère qui lui est parallèle; on aura dans la nouyelle figure une ligne A'B' et un demi-diamètre D' de l'ellipsoïde ^ qui sera parallèle au rayon R, et Ton aura
:^=^(m). D'où AB = :^. R.
Donc :
Pour faire la transformation (Tune relation entre certaines lignes dune figure proposée y il suffira de remplacer, dans cette relation, ces lignes par les lignes correspondantes de la figure homographie que, divisées respectivement par les demi-diamètres dun ellipsoïde quelconque^ qui leur seront parallèles, et multipliées par une constante.
Si la relation proposée est homogène^ on prendra cette constante égale à l'unité.
(389) Pour les relations d'aires, concevons toujours une sphère faisant partie de la figure proposée; soit S une aire plane, et 2 la surface du carré construit sur deux rayons rectangulaires de la sphère, compris dans son plan diamétral parallèle au plan de l'aire S. On aura dans la seconde figure une aire plane S' et la surface 2' du parallélogramme construit sur deux demi-diamètres conjugués de l'ellipsoïde correspondant à la sphère, ces demi-diamètres étant compris dans le plan diamétral parallèle au plan de l'aire S', et l'on aura
D'où
2 est une constante, quelle que soit la direction du plan de l'aire S; on conclut donc de là que :
Pour faire la transformation dune relation entre des aires planes dune figu7*e, il suffit de substituer, dans cette relation, à ces aires, les aires correspondantes de la figure homographique , divisées res-
pectivement par les surfaces des parallélogrammes construits sur deuoo demi" diamètres conjugués dun certain ellipsoïde^ compris dans des plans parallèles à ceux de ces aires, et multipliées par une constante.
Si la relation proposée est homogène^ on prendra cette constante égale à l'unité.
(390) Enfin nous pouvons énoncer de suite cette troisième règle : Pour faire la transformation dune relation entre les volumes de
différentes parties dune figure, il suffit de substituer à ces volumes dans cette relation, les volumes des parties correspondantes de la seconde figure, multipliés respectivement par une constante.
Si la relation proposée est homogène^ on prendra cette constante égale à l'unité.
(391) On voit que ces principes de transformation introduiront, généralement, dans la nouvelle figure, la considération d'un ellipsoïde.
Gela donne lieu aux observations suivantes, dont Tapplication se présentera dans beaucoup de questions :
1^ Cet ellipsoïde auxiliaire est indéterminé de position; et généralement il est indéterminé de forme;
2^ S'il se trouvait une sphère dans la première figure, il faudrait prendre dans la seconde figure, pour Fellipsoïde auxiliaire^ l'ellipsoïde même correspondant à la sphère, ou du moins un ellipsoïde homothétique (semblable et semblablement placé) ; parce que deux corps homothétiques dans la première figure, donnent lieu dans la nouvelle figure à deux corps qui sont sussi homothétiques entre eux ;
3^ Dans les théorèmes qui, par leur nature, seront susceptibles de l'application du principe des relations contingentes, on pourra substi* tuer à l'ellipsoïde auxiliaire une autre surface du second degréé
(392) Nous allons faire diverses applications de ce mode de déformation homographique.
Prenons d'abord une sphère; le principe de déformation donnera un ellipsoïde à trois axes inégaux ; et les propriétés de la sphère se convertiront immédiatement en propriétés de l'ellipsoïde. Il est évi-
dent qu'au centre de la sphère correspondra le centre de Fellipsoîde; et qu'à trois diamètres rectangulaires delà sphère correspondront trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde.
(393) Le cube construit sur trois rayons rectangulaires quelcon* ques a toujours le même volume ; donc
Le rhomboïde construit sur trois demi-diamètres conjugués duh ellipsoïde a toujours le même volume y quel que soit le système de ces trois diamètres.
Soient a^bjC les trois demi-diamètres principaux de rellipsoîde, le volume du rhomboïde construit sur trois autres demi -diamètres con* jugués sera toujours égal à abc.
(394) Le volume de la sphère est égal au cube construit sur le rayon, multiplié par | tt. Donc
Le volume de V ellipsoïde est égal au volume du rhomboïde construit sur trois demi-diamètres conjugués ^ multiplié par | ir, &està-dire à ^n abc.
(395) Quand deux sphères sont concentriques, les plans tangens à la plus petite retranchent de la plus grande des segmens égaux; donc :
Quand deux ellipsoïdes sont concentriques et homothétiques , les plans tangens au plus petit retranchent du plus grand des segmens égaux.
Les secteurs correspondant à ces segmens sont aussi égaux.
Les cônes circonscrits à Tellipsoïde suivant les bases des segmens ont aussi des volumes égaux.
(396). Prenons ce beau théorème d'Archimède : Le volume d'un segment de sphère est au cône qui a même base et même hauteur , comme le rayon de la sphère, plus la hauteur de l'autre segment, est à la hauteur de cet autre segment. {De la sphère et du cylindre; livre II, proposition 3.)
On en conclut immédiatement cet autre théorème, démontré aussi par Archimède, pour l'ellipsoïde de révolution seulement. {Des sphéroïdes et des conoïdeSy proposition 32.)
Le volume d'un segment d ellipsoïde quelconque est au cône qui
a même base et même sommet ^ comms la moitié du diamètre qui aboutit à ce sommet, plus Ut partie de ce diamètre non comprise dans le segment, est à cette même partie.
Nous appelons sommet du segment l'extrémité du demi-diamètre qui passe par le centre de la base du segment.
(397) La surface de la sphère est égale à quatre fois celle d'un grand cercle; donc
Si Von considère un ellipsoïde comme un polyèdre d!une infinUë de faces infiniment petites , Fintdgrale double qui donnera la somme de toutes ces faces divisées respectivement par les aires des sections faites dans Vellipsoïde par des plans diamétraux parallèles à ces faces, sera égale à quatre.
(398) Soit une sphère et deux plans fixes menés par son centre ; si autour de ce point on fait tourner un troisième plan , de manière que la somme des angles dièdres qu'il fera ayec les deux plans fixes ^ soit constante^ ce plan enveloppera un cône du second degré; et le produit des sinus des angles que chaque arête de ce cône fera avec les deux plans fixes sera constant ^
L'aire du triangle sphérique déterminé sur la sphère par les deux plans fixes et par le plan mobile sera constante ^ puisque la somme des trois angles de ce triangle sera toujours la même; conséquemment le volume de la pyramide sphérique comprise sous ces trois plans sera aussi constant. Le cône percera la sphère suivant une conique sphérique. Le produit des distances de chaque point de cette courbe aux deux plans fixes sera constant; ce qui prouve que cette courbe est sur un cylindre hyperbolique dont les deux plans fixes sont les plans asymptotes. On conclut de là que :
Étant donné un ellipsoïde, et deux plans fixes menés par son centre, si autour de ce point on fait tourner un troisième plan, de manière que la portion de Vellipsoïde comprise dans V angle trièdre
1 J'ai démontré ces deux propositions dans mon Mémoire sur les propriétés générales des cônes du second degré y art. 24 et 26.
formé par ces trois plans ait son volume constant, le plan mobile enveloppera un cône du second degré ; et Ut courbe d intersection de la surface de F ellipsoïde par ce cône, sera située sur un cylindre hyperbolique dont les plans asymptotes seront les deuw plans fixes.
(399) Si par un point fixe S on mène une transversale qui rencontre un sphère en deux point a, a\ on aura
Sa. Sa' SB= const. ;
Donc
Si par un point fixe S on mène une transversale qui rencontre un ellipsoïde en deux points a, a', on aura
Sa. Sa'
= CODSt.
D étant le demi- diamètre de F ellipsoïde parallèle à la trans-versale.
(400) Si par un point fixe on mène des droites aux extrémités a,b d'un diamètre quelconque de la sphère^ on aura
Sa ^ Sh tss, const.
Donc
Si dun point fixe on mène des droites aux extrémités dun diamètre quelconque d'un ellipsoïde, la somme de leurs carrés divisés respectivement par les carrés des demi-diamètres parallèles à ces droites, est constante.
Ainsi l'on a
sï' sT'
_ H.- =consl.
Or on a^ par le théorème précédent^
On conclut de là
Sa. Sa' Sh. Sh'
—^ as const. = A , —^77" «= ^•
Sa Sh
- ^g^= const.
C'est le théorème de l'art. 343 (S XX).
(401) La somme des carrés des droites menées des extrémités d'un diamètre à un point quelconque de la sphère est constante et égale au carré de ce diamètre; donc
La somme des carrés des droites menées des extrémités dun diamètre de l ellipsoïde à un point quelconque de cette surface y di^ visés respectivement par les carrés des diamètres parallèles à ces droites^ est constante et égale à Vunité.
Ainsi soient A^ B^ les extrémités d'un diamètre de l'ellipsoïde^ et m un autre point quelconque de cette surface^ et soient D^ D'^ les diamètres parallèles aux deux droites mA^ mB^ on aura
(402) Si^ sur un diamètre d'une sphère et sur son prolongement^ on prend deux points conjugués harmoniques par rapport aux extrémités du diamètre^ le rapport des distances de ces deux points à un point quelconque de la sphère sera constant ; donc
Si sur un diamètre dun ellipsoïde on prend deux points conjugués harmoniques par rapport aux extrémités de ce diamètre ^ les distances de chaque point de V ellipsoïde à ces deux points y divisées respectivement par les demi-diamètres parallèles aux droites sur lesquelles se mesurent ces distances y ont un rapport constant.
(403) Si l'on a un système de points dans l'espace ^ et leur centre des moyennes distances^ et que de ce points comme centre^ on décriye une sphère^ la somme des carrés des distances d'un point quelconque de cette sphère à tous les points du système sera constante ; donc
Si Von a un système de points dans V espace y et un ellipsoïde qui ait son centre de figure au centre des mmfennes distances de tous ces points y la somme des carrés des droites menées dun point quelconque de V ellipsoïde à tous les points y divisés respectivement par les carrés des demi-diamètres parallèles â ces droites y sera constante.
(404) Soit un cercle, et deux axes coordonnés rectangulaires me- ToH. XI. 104
nés par son centre. Qu'on mène deux rayons quelconques rectangulaires; soient ^'^ y '^ les coordonnées de Textrémité du premier^ et ix^\ y'^, les coordonnées de Textrémité du second; on aura évidemment^
x" = d= y' et y" = qp *'•
Faisons la déformation homographique; nous aurons une ellipse, deux axes coordonnés Ox^ Oy, dirigés suivant deux diamètres conjugués^ et deux autres diamètres conj ngués; et l'on en conclut ce théorème :
t! équation dune ellipse Rapportée à deux axes conjugués étant
si Von représente par x', y' et x", y", les coordonnées des extrémités de deux demi-diamètres conjugués quelconques, on aura
Ces relations entre les coordonnées des extrémités de deux demidiamètres conjugués sont très-simple^ et peuvent servir à démontrer rapidement les diverses propriétés connues de ces diamètres. Elles pourraient être introduites avec avantage dans la théorie analytique des sections coniques^ où on les démontrerait directement.
(405) Qu'on prenne le théorème de Cotes, et qu'on le transporte à l'ellipse, en observant qu'à des secteurs égaux dans le cerle, correspondront des secteurs égaux dans l'ellipse, on aura le théorème suivant :
Si Von mène dans V ellipse 2n demi- diamètres^ qui divisent sa
surface en 2n secteurs égaux ^ etquon appelle m^, m,, m,, les
points de division consécutifs; que dun point 0, pris à volonté sur le demùdiamètre Cm^, ou sur son prolongement, on mène des droites à tous les points de division;
1® Le produit des droites menées à tous les points de division de rang pair, divisé par le produit des demi-diamètres parallèles d ces
droites, sera égal à
Cnto
2^ Le produit de foutes les droites menées aux points de division de rang impair^ divisé par le produit des demi-diamètres parallèles à ces droites^ sera égal à
Nous pourrions dire que les points de division m^, m,, .... sont pris de manière que l'intégrale de l'élément de l'arc d'ellipse^ divisé par le demi-diamètre parallèle à la direction de cet élément^ a la même valeur entre deux points de division consécutifs quelconques.
On pourrait généraliser de même le théorème de Moivre.
§ XXIV. Suite du précédent. — Démonstration géométrique des diverses propriétés des diamètres conjugués (Tune surface du second degré.
(406) Soient trois rayons rectangulaires r^ r', r^'y d'une sphère^ et trois autres rayons rectangulaires p, p'y p''; le sinus de l'angle que le rayon p" fait avec le plan des deux rayons r^ r', est égal au sinus de l'angle que le rayon r'^ fait avec le plan des deux rayons p, p'; ^onc le rhomboïde construit sur les trois rayons r, r'^ p", a le même volume que le rhomboïde construit sur les trois rayons r'', p, p'. On conclut de là que :
Quand on a deux systèmes de trois diamètres conjugués dune surface du second degrés le rhomboïde construit sur deux diamètres du premier système et un diamètre du second y est égal au volume du rhomboïde construit sur les trois autres diamètres.
Nous avons déjà démontré (393) que le rhomboïde construit sur trois diamètres conjugués quelconques a toujours le même volume; on peut donc dire que :
Étant donnés deux systèmes quelconques de trois diamètres conjugués y le rhomboïde construit sur trois quelconques d entre eux a le même volume que le rhomboïde construit sur les trois autres.
(407) La somme des carrés des cosinus des angles que les trois rayons r, r', r'^ font ayec le rayon p est égale à l'unité; donc la somme des carrés des projections orthogonales des trois rayons r, r'^ r", sur le rayon p, est constante^ quel que soit le système des trois rayons rectangulaires r^ r'y r"; on en conclut que :
Si Von projette trois diamètres conjugués dPune surface du second degré sur un axe fixe^ par des plans parallèles au plan conjugué à cet axe y la somme des carrés des projections sera constante , quel que soit le système des trois diamètres conjugués.
(408) Si l'on mène une droite perpendiculaire aux plans projetans , la projection othogonale d'un diamètre^ sur cette droite^ sera égale à sa projection sur le diamètre fixe^ multipliée par le cosinus de l'angle que ce diamètre fait aTec la droite; on en conclut que :
La somme des carrés des projections orthogonales de trois diamètres conjugués sur une droite fixe^ est constante y quel que soit le système des trois diamètres conjugués.
(409) Si l'on fait les projections sur trois droites rectangulaires^ et qu'on fasse la somme de leurs carrés , on aura pour résultat» que :
La somme des carrés de trois diamètres conjugués est constante.
(410) Appliquant à ce théorème le principe du n^ 388, on le généralise de cette manière :
Étant donnés deux ellipsoïdes quelconques y la somme des carrés de trois diamètres conjugués du premier y divisés par les carrés des diamètres du second, qui leur sont parallèles respectivement y est constante.
(41 1 ) Et si la première surface est une sphère, on en conclut que :
La somme des valeurs inverses des carrés de trois diamètres rec-ttmgulaires dun ellipsoïde est constante.
(412) La somme des carrés des perpendiculaires abaissés des extré-
mités de trois rayons de la sphère^ rectangulaires^ sur un diamètre fixe, est constante ; donc
St^ des extrémités de trois demi^iamètres conjugués quelconques dun ellipsoïde^ on abaisse sur un diamètre fixe des obliquas parallèles au plan conjugué à ce diamètre y la somme des carrés de ces obliques, divisés respectivement par les carrés des demi-^diamètres qui leur sont parallèles , sera constante.
(413) Soient les trois rayons rectangulaires r, r', r"; la somme des carrés des cosinus des angles que les trois plans qu'ils déterminent deux à deux font avec un plan donnée est égale à Tunité; on en conclut que la somme des carrés des projections othogonales des parallélogrammes construits sur ces rayons deux à deux^ sur le plan donné, est constante; donc
Un rhomboïde étant construit sur trois diamètres conjugués dun ellipsoïde, si Von projette ses faces sur un plan fixe, par des droites parallèles au diamètre conjugué à ce plan, la somme des carrés des projections sera constante, quel que soit le système des trois diamè'très conjugués.
(414) Si on mène un plan perpendiculaire aux droites projetantes, on aura les projections othogonales des faces du rhomboïde sur ce plan; elles seront égales aux projections sur le premier plan^ multipliées par le cosinus de l'angle des deux plans ; d'où il suit que :
Les faces du rhomboïde construit sur trois diamètres conjugués quelconques dtun ellipsoïde étant projetées orthogonalement sur un plan fixe, la somme des carrés de leurs projections est constante, quel que soit le système des trois diamètres conjugués.
(415) Faisant les projections sur trois plans rectangulaires et ajoutant leurs carrés, on en conclut que :
La somme des carrés des faces du rhomboïde construit sur trois diamètres conjugués est constante.
(416) Substituant, dans ce théorème, au parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués, l'aire de la section faite dans l'ellipsoïde par le plan de ces deux diamètres , et appliquant au
théorème le principe de transformation du n^ 389^ on a le sniyant :
Étant donnés deux ellipsoïdes concentriques y la somme des carrés des aires des sections faites dans le premier par trois plans conjurgués, divisés respectivement par les carrés des aires des sections faites par les mêmes plans dans le second ellipsoïde ^ est constante.
(417) Si la première surface est une sphère^ il s'ensuit que : Dans un ellipsoïde , la somme des valeurs inverses des carrés des
sections faites par trois plans rectangulaires, est constante.
Pour appliquer ce théorème et le précédent aux hyperboloîdes^ on substituera aux aires des sectiohs diamétrales les aires des rhombes construits sur deux diamètres conjugués compris dans les plans de ces sections.
(418) On voit par les théorèmes précédens^ que les propriétés des faces des rhomboïdes construits sur trois diamètres conjugués sont analogues aux propriétés relatives aux longueurs de ces diamètres. £t en effets les unes se peuvent déduire desn autres facilement^ au moyen du théorème suivant :
Si par le centre dune surface du second degré on élève sur cha-que plan diamétral une perpendiculaire proportionnelle à Faire du parallélogramme construit sur deucc diamètres conjugués compris dans ce plan^ Vextrémité de cette perpendiculaire sera sur une seconde surface du second degré.
Soient Oa, Oby les deux demi-diamètres conjugués pris dans le plan diamétral^ et Oy la perpendiculaire élevée sur leur plan^ laquelle est égale à l'aire du parallélogramme construit sur Oa et O^. Ck)ncevons le demi-diamètre Oc qui forme avec les deux premiers un système de trois demi-diamètres conjugués^ et menons le plan tangent à la surface^ au point c , et la perpendiculaire Op sur ce plan. Cette perpendiculaire sera en raison inverse de l'aire du parallélogramme construit sur Oa et 0^^ d'après le théorème (393). Donc 0/ est en raison inverse de Op. Donc le point y appartient à la surface polaire réciproque de la proposée^ prise par rapport à une sphère auxiliaire con-
centrique. Cette surface polaire est du second degré; le théorème est donc démontré.
(419) Reprenons une sphère^ et soient r^ r\ r", trois rayons rectangulaires; menons un diamètre fixe p\ le plan tangent à Textrémité du rayon r rencontre le diamètre p en un point dont la distance au centre de la sphère a sa yaleur iuTcrse égale au cosinus de l'angle que le rayon r fait avec le diamètre p : donc les plans tangens aux extrémités des trois rayons r^ t^ , r", font sur le diamètre p trois segmens dont les valeurs inverses ont la somme de leurs carrés constante; donc
Les 'plans tangens à une surface du second degré aux extrémités de trois demi-diamètres conjugués^ rencontrent un diamètre fixe en trois points dont les distances au centre de la surface ont la somme des carrés de leurs valeurs inverses constante.
(420) Soient les trois rayons rectangulaires r^ r^, r", et un plan fixe P. Projetons sur ce plan^ par des droites parallèles au rayon r"^ le parallélogramme construit sur les deux premiers rayons r^ r'/ la projection sera égale à ce parallélogramme divisé par le cosinus de l'angle que son plan fait avec le plan P; donc la valeur inverse de cette projection sera égale à la valeur inverse du parallélogramme^ multipUée par le cosinus; si on projette de même sur le plan P les deux autres parallélogrammes construits^ l'un sur ret r"^ et l'autre sur r'^ r''^ on aura trois projections dont la somme des valeurs inverses des carrés sera égale à une constante. On en conclut^ dans les surfaces du second degré , une propriété que nous pouvons énoncer ainsi :
Les faces du rhomboïde construit sur trois demi-diamètres conjugués dune surface du second degrés rencontrent un plan fixe suivant six droites qui sont parallèles deux à deux^ et qui, prises quatre à quatre, déterminent trois parallélogrammes; la somme des valeurs inverses des carrés de ces trois parallélogrammes a une valeur constante, quel que soit le système des trois diamètres conjugués. On peut exprimer ce théorème de cette manière : Un rhomboïde étant construit sur trois demv^liamètres conjugués
quelconques dune surface du second degrés si on projette chacune de ses faces sur un plan fixe, par des droites parallèles au diamètre conjugué au plan de la face projetée , la somme des valeurs inverses des carrés des projections sera constante, quel que soit le système des trois demi-diamètres qonjugués.
(421) Si d'un point de l'espace on abaisse des perpendiculaires sur trois plans rectangulaires quelconques^ menés par un point fixe^ la somme des carrés de ces perpendiculaires sera constante^ et égale au carré de la distance des deux points; donc
Si dJun point m de F espace on abaisse sur trois plans diamétraux conjugués quelconques dun ellipsoïde trois obliques parallèles respectivement aux trois diamètres conjugués à ces plans , la somme des carrés de ces obliques, divisés respectivement par les carrés des demi-diamètres qui leur sont parallèles , sera constante, et égale au carré de la droite menée du point m au centre de Fellipsoide, divisé par le carré du demi-diamètre compris sur cette droite.
Ainsi soient a, b, c, trois demi-diamètres conjugués d'un ellipsoïde; prenons leurs directions pour celles de trois axes coordonnés O^;^ Oy^ Oz, et soient x, y , z les coordonnées d'un point m de l'espace; soit Od le demi-diamètre de la surface compris sur la droit Om, on aura l'équation
j?" y* JB* Om
quel que soit le système des trois demi-diamètres conjugués a, b, c. Cette équation fait yoir que la quantité
est plus grande ou plus petite que l'unité^ suivant cpie le point m est pris au dehors ou au dedans de l'ellipsoïde; et qu'elle est précisément égale à l'unité^ quand le point m est pris sur la surface; c^est-
à-dire qne Féquation
appartient à tous les points de la surface.
(422) Soient deux droites fixes menées par le centre de la sphère, la somme des produits des cosinus des angles qu'elles font avec trois rayons rectangulaires est égale au cosinus de l'angle qu'elles font entre elles; ainsi cette somme est constante, quel que soit le système des trois rayons rectangulaires; on conclut de là que la somme des produits des projections orthogonales des trois rayons sur les deux droites, est constante. Et si l'on conçoit deux plans diamétraux perpendiculaires respectivement aux deux droites fixes, on peut dire que la somme des produits des perpendiculaires abaissées des extrémités des trois rayons rectangulaires sur les deux plans, est constante.
A ces trois perpendiculaires, correspondront, dans la figure homographique, les obliques abaissées des extrémités de trois demidiamètres conjugués de l'ellipsoïde, sur deux plans diamétraux, parallèlement aux diamètres conjugués à ces plans. Ces obliques seront proportionnelles respectivement aux perpendiculaires abaissées des mêmes points sur les deux plans fixes; on a donc ce théorème :
Étant menés deux plans fixes par le centre dun ellipsoïde^ la somme des produits des perpendiculaires abaissées des extrémités de trots demi-diamètres conjugués sur ces deux plans, sera constante.
Si les deux plans sont conjugués, cettesomme est égale à zéro.
(423) Si l'on conçoit deux droites perpendiculaires aux deux plans respectivement, les perpendiculaires abaissées sur ces plans seront égales aux projections othogonales des demi-diamètres sur ces droites; on peut donc dire que :
La somme des produits des projections de trois demi^diamètres conjugués sur deux droites fixes j est constante.
Si les deux droites se confondent, on aura, comme simple corollaire, le théorème (408).
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(424) Soient deux plans fixes et trois plans rectangulaires quelconques menés par le centre de la sphère^ la somme des produits des cosinus des angles que ces trois plans feront avec les deux plans fixes sera constante et égale au cosinus de l'angle des deux plans. H s^ensuit que si l'on conçoit trois rayons rectangulaires y la somme des produits des projections^ sur les deux plans ^ des rhombes construits sur ces rayons pris deux à deux^ sera constante.
On conclut de là un théorème semblable^ à l'égard des projections des parallélogrammes faits sur trois demi-diamètres coi^ugués pris deux à deux; ces projections étant faites sur deux plans fixes par des droites parallèles aux diamètres conjugués à ces plans; et si l'on conçoit deux autres plans perpendiculaires respectiTcment à ces deux droites^ les projections othogonales sur ces plans seront égales respectiyement aux premières projections multipliées par les cosinus des angles que les premiers plans font^ respectivement^ avec les deux nouveaux ; on peut donc énoncer ce théorème :
Un rhomboïde étant construit sur trois demi-diamètres conjugués (Tun ellipsoïde^ si Von projette orthogonalement chacune de ses faces sur deux plans fixes ^ et qyion fasse le produit de ces deux projections ^ la somme de ces produits est constante , quel que soit le système des trois demi-diamètres conjugtiés.
Si les deux plans se confondent, on a le théorème (414).
(425) Si par un point fixe on mène dans la sphère trois cordes rectangulaires, la somme de leurs carrés sera constante (Géométrie de position y p. 166); donc
Si par unpointfixeon mène dans un eUipsoïde trois cordes parallèles à trois diamètres conjugués quelconques j la somme de leurs carrés y divisés respectivement par les carrés de ces diamètres y est constante.
Le point fixe peut être pris sur la surface de l'ellipsoïde.
(426) Si par un point pris dans l'intérieur d'une sphère on mène trois plans rectangulaires, la somme des aires des trois sections est constante {Géométrie de position y p. 167); donc
Si par un point fiwe pris dans t intérieur d!un ellipsoïde on mène trois plans parallèles à trois plans conjugués quelconques, la somme des aires des trois sections, divisées respectivement par les aires des sections diamétrales fhites par les plans conjugués, sera constante.
$ XXY. Réflexions^ sur la théorie des figures homographiques. — Démonstration de quelques-unes de leurs propriétés générales.
(427) Nous n'avons considéré^ dans ce Mémoire, la théorie des figures homographiques que comme méthode de transformation propre à la démonstration et à la généralisation des propositions de géométrie. Mais cette théorie est susceptible de développemens d'une autre nature. Deux figures homographiques, situées d'une manière quelconque dans l'espace^ donnent heu à un ensemble de propositions assez nombreuses qui appartiennent à la théorie propre de ces figures, et ces propositions pourront, soit dans leur généralité, soit dans divers cas particuliers, être utiles et offirir des résultats intéressans. Par exemple, deux corps semblables, ou deux corps parfaitement égaux, quelle que soit leur position dans l'espace, forment un système de deux figures homographiques; les propriétés générales de ces figures appartiendront donc aux deux corps. La théorie des figures homographiques conduira donc aux propriétés générales du déplacement fini quelconque, ou du mouvement infiniment petit d'un corps solide dans l'espace.
On voit donc que cette théorie mérite d'être étudiée pour elle-même, indépendamment de ses usages pour la transformation des figures. Aussi nous comptons revenir sur cet objet.
Nous nous bornerons, dans ce moment^ à faire connaître seulement deux propriétés générales des figures homographiques, qui trouveront des applications fréquentes dans diverses recherches géométriques. Elles justifieront la forme des énoncés que nous avons donnés à deux propriétés des coniques, dans nos Notes XY et XYI; et nous en
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déduirons une propriété particnlière à deux figures homographiques planes^ dont nous avons fait usage précédemment (§ XYI^ art« 299.)
Ensuite nous appliquerons^ dans le paragraphe suivant^ la théorie des figures homographiques à la perspective et particulièrement à une question dont nous avons parlé au sujet de la perspective de Stévin (NoteXYIII); question dont ce savant géomètre hollandais n'a résolu que des cas particuliers^ et qui depuis n'a jamais reçu une solution complète.
(428) Quand on prends dans deux figures homographiques^ trois droites qui se correspondent^ aux points a,byC,d, .... de la première correspondent des points a', b', &, d, .... de la seconde; et quatre quelconques des premiers points ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points qui leur correspondent.
Nous dirons que les deux droites sont divisées homographiquement par les points a, b^ c, .... et a% b^, &, ....
Pareillement aux plans A^ B^ C^ menés par une droite de la
première figure^ correspondent des plans k\ W, Q\ .... passant par la droite correspondante de la seconde figure. Et le rapport anharmonique de quatre quelconques des plans ky B^ G ^ .... est égal à celui des quatre plans correspondans. Nous dirons que les premiers plans forment xm faisceau et que les plans correspondans forment un second faisceau^ et que ces deux faisceaux de plans sont homographiques.
Si les figures étaient planes ^ au lieu de faisceaux de plans ^ nous considérerions des faiceaux de droites ; et nous dirions que deux faisceaux correspondans sont homographiques.
Ainsi ^ en résumé^
Deux droites sont divisées homographiquement, quand le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première est égal au rapport anharmonique des quatre points correspondans de la seconde;
Deux faisceaux de droites , compris dans un même plan ou dans deux plans différens^ sont homographiques , quand le rapport anharmonique de quatre droites quelconques du premier faisceau est égal au rapport anharmonique des quatre droites correspondantes du second faisceau;
Et deux faisceaux de plans sont homographiques quand le rapport anharmonique de quatre plans quelconques du premier faisceau est égal au rapport anharmonique des quatre plans correspondans du second faisceau.
(429) Les deux propriétés générales du système de deux figures homographiques que nous allons démontrer sont les suivantes :
Première proposition. — Quand deux droites y placées dune manière quelconque dans P espace ^ sont divisées homographiquement , les droites qui joignent deux à deux les points de division correspondans y forment un hyperboloïde à une nappe.
£n eiSet quatre points de division a y by c, c?^ de la première droite^ ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points correspondans a' y b'y c'y d'y de la seconde droite. Il s'ensuit (ainsi que nous l'avons démontré dans notre Note IX ^ page 306) que^ une droite quelconque qui s'appuiera sur trois des quatre droites aa', bb'y ce' y dd'y s'appuiera nécessairement sur la quatrième; d'où il suit que ces quatre droites appartiennent à un hyperboloïde à une nappe.
(430) Deuxième proposition. — Quand on a dans t espace deux faisceaux de plans hofnographiques , les droites suivant lesquelles se coupent deux à deux les plans correspondans, forment un hyperboloïde à une nappe.
Cette proposition résulte directement de la précédente; car soient \j, h' y les axes des deux faisceaux; A^ B^ C^ D^ .... les plans du premier faisceau^ et k'y B'^ C% D'^ .... les plans correspondans du second; les plans A^B^C^D^.... rencontreront la droite L' en des
points a y by Cy dy ; et les plans A', B', C, D', rencontreront
la droite L en des points a' y b', c', d' Les quatre points ay by Cy
dy ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre plans A^ B^ C, D; les quatre points a', b', c', d , ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre plans A', B', C, D'. Mais par hypothèse le rapport anharmonique de ces quatre plans est égal à celui des quatre plans correspondans A^ B^ C^ D. Donc le rapport anharmonique des quatrepoints a y by Cy dy est égal à celui des quatre points a' y b' y c'y d'.
Donc les quatre droites aa^ , hh\ c&y dd!, appartiennent à un hyperboloïde à une nappe. Or la droite cm' est Fintersection des deux plans A^ A'; bb^ est l'intersection des deux plans B, B'^ et ainsi des antres; donc^ etc.
(431) Les deux propositions précédentes ont leurs analogues dans la géométrie plane^ et celles*ci exigent des démonstrations particulières.
Première proposition. — Quand deuw droites sittiées dans un même plan sont divisées homographiquement, les droites qui joignent deux à deux les points de division corréspondahs , enveloppent une conique qui est tangente aux deux droites proposées.
Gela résulte évidemment de la propriété anharmonique des tangentes d'une conique, que nous avons démontrée dans la Note XYI.
(432) Deuxième proposition. — Quand on a dans un plan deux faisceaux homographiques , les droites de F un rencontrent respec-^ tivement les droites correspondantes de Vautre en des points situés sur une conique qui passe par les centres des deux faisceaux.
Cela résulte de la propriété anharmonique des points d'une conique, démontrée dans notre Note XY.
(433) Cette proposition et la précédente conduisent à une propriété remarquable du système de deux figures homographiques situées dans un même plan, dont voici l'énoncé :
Quelle que soit la position de deux figures homographiques dans un même plan, il existe généralement trois points qui, considérés comme appartenant à la première figure, sont eux-mêmes leurs homologues dans la seconde ; et trois droites qui, considérées comme appartenant à la première figure, sont elles-mêmes leurs homologues dans la seconde ;
Deux des trois points peuvent être imaginaires, le troisième, est toujours réel;
Et deux des trois droites peuvent être imaginaires ,etla troisième est toujours réelle \
1 C'est cette proposition dont nous avons fait usage dans un paragraphe précédent (art. SM )•
Il est évident que quand les trois points sont réels ^ les trois droites sont précisément celles qui joignent deux à deux ces trois points.
Pour démontrer le théorème^ concevons dans les deux figures deux faisceaux correspbndans dpnt les centres soient O^ O'; les droites de l'un rencontreront respectivement les droites correspondantes de l'autre en des points situés sur une conique. Pour deux autres faisceaux ayant leurs centres en deux points correspondans Q, Q', on aura pareillement une seconde conique. Les deux coniques passeront évidemment par le point d'intersection des deux droites OQ, O'û'; parce que ces deux droites sont des rayons correspondans dans les premiers faisceaux^ ainsi que dans les deux autres. Soient A^ B^ C^ les trois autres points d'intersection des deux coniques; je dis que chacun de ces points^ considéré comme appartenant à l'une des deux figures^ est lui-même son homologue dans l'autre. En efiet^ les deux droites O'Â^ Û'Ade la seconde figure correspondent respectivement aux deux droites OA^ ûA de la première; donc le point d'intersection des deux premières correspond au point d'intersection des deux autres; c'està-dire que le point A^ considéré comme appartenant à l'une des deux figures^ est lui-ïnéme son homologue dans Tautre.
Maintenant, les deux coniques ayant toujours un point d'intersection réel^ qui est le point de concours des deux droites 0$2^ O'Q', elles auront toujours un second point d'intersection réel; donc l'un des trois points A, B^ C^ est toujours réel.
Quand les trois points A^B^ C^ sont réels ^ chacune des trois droites AB^ BCy GA^ considérée comme appartenant à l'une des deux figures^ est évidemment sa correspondante dans l'autre figure ; de sorte qu'on peut dire que dans deux figures homographiques situées dans un même plan^ il existe^ généralement^ trois droites dont chacune est elle-même son homologue dans les deux figures; et de là on peut conclure que de ces trois droites l'une et toujours réelle^ parce qu'une question qui admet trois solutions en a toujours une réelle ; mais on démontrera cela directement^ par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait pour démontrer la réalité d'un des trois points. Au lieu de
prendre des faisceaux correspondans^ on prendra des droites divisées homographiqaement^ et l'on considérera les coniques enveloppées par les droites joignant les points de division correspondans. Cette démonstration est sans difficulté d'après ce qui précède.
Ainsi le théorème est démontré dans toutes ses parties.
(434) Quand on sait à priori que deux des trois point A^ B^ C^ sont réels ^ on en conclut que le troisième est réel aussi ^ parce qu'alors les deux coniques qui servent à déterminer ces points ont trois points d'intersection réels ^ et par conséquent ont leur quatrième point d'intersection réel aussi.
Pareillement quand deux des trois droites en question sont réelles, la troisième est nécessairement réelle aussi.
§ XXYI. Application de la théorie des figures homographiques à la perspective et à la construction des bas-reliefs.
(435) Une figure plane et sa perspective sur un plan sont deux figures homographiques ; car elles satisfont à la condition constitutive des figures homographiques, savoir que, d chaque point et à chaque droite de Fune^ correspondent un point et une droite dans Fautre.
Il suit de là que les relations générales, descriptives et métriques, de deux figures homographiques, et les propriétés qui en dérivent, s'appliquent à deux figures planes qui sont la perspective Tune de l'autre.
De ces propriétés, on n'a considéré, généralement, que celles qui sont purement descriptives; et c'est sur elles qu'ont reposé la plupart des applications que l'on a faites de la perspective en géométrie spéculative, depuis que Desargues et Pascal, il y a deux cents ans, ont introduit cette méthode dans la théorie des coniques. En fait de relations métriques, on s'est borné généralement aux relations harmoniques; et quoique Pascal, dans son Essai pour les coniques, ait mis au nombre
des propositions principales qui lui servaient dans son traité complet de ces courbes^ la propriété que nous appelons égalité des rapports anharmoniques de deuû^ groupes de quatre points cofTespondans , on n'a pas tiré de cette proposition ^ si simple et si féconde^ tout le secours qu'elle pouvait apporter dans les applications de la perspective en géométrie rationnelle. Aussi ces applications nous paraissent n'avoir pas reçu tout le développement dont elles étaient susceptibles. L'élément le plus important et le plus indispensable en géométrie^ les relations métriques^ manquaient à cette théorie.
Ces relations métriques sont les mêmes que celles que nous avons démontrées pour les figures homographiques les plus générales. Elles dérivent, comme celles-là, de l'égalité des rapports anharmoniques de deux groupes de quatre points correspondans. Nous allons les reproduire ici, en adaptant leur énoncé aux figures particulières que l'on a à considérer dans la perspective.
(436) 1® Quand deux figures planes sont la perspective F une de Vautre, le rapport des distances dune droite quelconque de la première à deux points fixes de cette figure, est au rapport des distances de la droite correspondante dans la seconde aux deux points correspondans à ces deux points fixes, dans une raison constante.
(437) 2<> Quand deux figures planes sont la perspective F une de Vautre, le rapport des distances dun point quelconque de la première à deux droites fixes de cette figure , est au rapport des distances du point homologue de la seconde, aux deux droites correspondantes, dans une raison constante.
(438) Dans ce second principe, une droite de chacune des deux figures peut être située à Tinfini; ce qui donne lieu aux deux corollaires suivans qui seront utiles dans beaucoup de questions :
Premier corollaire. — Quand deux figures planes sont la perspective Vune de Vautre, la distance dun point quelconque de la première à une droite fixe prise dans le plan de cette figure, est dans une raison constante avec le rapport des distances du point homologue de la seconde figure à deux droites fixes, dont la première To«. XI. 106
correspond à la droite prise dans le plan de la première figure, et la seconde est Fintersection du plan de la seconde figure par le plan mené par F œil parallèlement à celui de la première figure.
(439) Deuxième corollaire. — Quand deux figures planes sont la perspective tune de Vautre^ si Von mène dans le plan de la première la droite correspondante à V infini de la seconde (c'est-à-dire la droite qui est l'intersection du plan de la première figure par le plan mené par Tœil parallèlement à celui de la seconde) , et dans le plan de la seconde figure la droite qui correspond à tinfini de la première, les distances de deux points homologues quelconques des deux figures à ces deux droites, respectivement, auront leur produit constant.
(440) Ces théorèmes 9 qu'on n^avait pas encore donnés ^ je crois ^ permettront d'appliquer les principes de la perspective dans beaucoup de questions où l'on n'a point encore songé à en faire usage. Par exemple^ on généralisera les propriétés des diamètres conjugués^ et celles des foyers des sections coniques^ comme nous avons fait à l'égard des surfaces du second degré par la théorie des figures homographiques. Mais il est inutile d'entrer dans plus de développ^nens à ce sujet.
Passons à d'autres rapprochemens entre la théorie de la perspective et celle des figures homographiques.
(441) Puisqu'une figure plane et sa perspective sur un plan sont deux figures homographiques, on doit se demander si^ réciproquement ^ deux figures planes homographiques quelconques peuvent toujours être considérées comme la perspective l'une de l'autre; ou^ en d'autres termes , si deux figures planes homographiques quelconques peuvent toujours être placées sur une même surface conique.
Si ceU est 9 on conçoit que le problème de la perspective d'une figure plane sera réduit à une question de simple géométrie plane ^ sans considération aucune de géométrie à trois dimensions^ savoir^ de construire la figure homographique d'une figure donnée^ qui satisfasse à certaines conditions de forme et de position.
Il est donc important de résoudre la question que nous venons de poser.
(442) Pour parvenir à sa solution^ remarquons qu'une figure homographique d'une figure proposée sera parfaitement déterminée si l'on cbnnait quatre points qui doivent correspondre, un à un, à quatre points de la figure proposée; de sorte que la question se réduit à celle-ci :
Étant donnée deux quadrilatères plans , dont les sommets de Pun correspondent, un à Un, aux sommets de Vautre, on demande de les placer dans Pespùce de manière quHh soient la perpsective Fun de Vautre.
Il est clair que, dans cette position, les quatre côtés du premier quadrilatère rencontreront respectivement les quatre côtés correspondans du second quadrilatère en quatre points qui seront sur uUe même droite qui sera l'intersection des plans des deux figures. Et l'on sait que si autour de cette droite on fait tourner le plan d'une des deux figures, pour l'appliquer sur l'autre , les deux figures se trouveront, sur ce plan, dans les mêmes conditions que dans l'espace, c'est-à-dire que les droites joignant les sommets du premier quadrilatère, respectivement aux sommets correspondatis du second, concourront encore en un même point. (C'est un des théorèmes de Desargues. Voir deuxième Époque, S 28.)
(443) D'après cela, le problème se ramène à cette question de géométrie plane :
Étant donnés dans un plan deux quadrilatères quelconques dont les sommets de Fun correspondent un à un aux sommets de F autre, on demande de les placer, dans leur plan, de manière,
1^ Que les droites joignant les sommets de Fun aux sommets correspondans de F autre, concourrent en un même point;
Et 2^ que les côtés correspondans se rencontrent un à un en quatre points situés en ligne droite.
Solution. On regardera les quatre sommets a, i&, c^ c/, du premier quadrilatère, comme appartenant à une première figure quelconque,
et les quatre sommets a\ h\ & , d! du second^ comme appartenant à une seconde figure qui doit être homographique à la première. Nous savons construire cette seconde figure; c'est-à-dire que nous sayons trouver tous ses points correspondans à des points donnés de la première ; et réciproquement nous savons déterminer à quels points de la première figure correspondent des points désignés de la seconde. La construction des points des deux figures sert à déterminer leurs droites correspondantes {§ XV, art. 272).
On cherchera la droite I qui dans la première figure correspond à l'infini de la seconde; et la droite J' qui dans la seconde figure correspond à l'infini de la première.
On placera les deux figures de manière que les deux droites I^ J' soient parallèles entre elles. Le côté ab de la première figure rencontre la droite I en un point e qui correspond au point e' situé à l'infini, dans la seconde figure, sur la droite a'b'. A une droite quelconque eg menée par ce point e, correspondra dan^ la seconde figure une droite e'g' parallèle à la droite a'b\ Menons eg parallèle, ellemême, à la droite a'b', et supposons qu'on ait déterminé la droite e'g' qui lui correspond.
Pareillement, par le point f où le côté cd rencontre la droite I, menons une parallèle /% à la droite c't/% et soit fh' la droite correspondante dans la seconde figure (le point f étant à l'infini).
Les deux droites eg^ fhse rencontreront en un point S, et les deux droites e^g', fh' se rencontreront en un second point S'. ' On placera les deux figures de manière que les deux angles eS/", e'S^fy qui sont égaux, soient superposés l'un sur l'autre; et le problème sera résolu.
Démonstration. Remarquons d'abord que les deux droites I , J', dans cette position des figures, seront encore parallèles entre elles; ce qui est évident.
Maintenant, les deux droites Se, S/* de la première figure, ont pour correspondantes, dans la seconde, les deux droites S'e', S'f ^ les points S et S' se correspondent donc. Par conséquent, quand l'angle e'S'f est
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superposé surFangle eSf, le point S est lui-même son correspondant dans la seconde figure ; et les droites Se^ S/*sont elles-mêmes aussi leurs correspondantes dans la seconde figure. Il existe donc une troisième droite qui est elle - même sa correspondante dans les deux figures ($ précédent art. 434).
Le point situé à Tinfini sur la droite I, considéré comme appartenant à la première figure^ est à l'intersection de la droite I et de la droite située à Tinfini ; son homologue est donc , dans la seconde figure^ à l'intersection de la droite située à l'infini et de la droite J'; c'est-à«-dire que ce point est lui-même son homologue dans les deux figures. Par conséquent la droite Si^ menée par le point S, parallèlement aux droites I^ J' est elle-même son homologue dans les deux figures^ de même que les deux droites Se, S/I II suit de là qu'une quatrième droite quelconque Sk sera aussi son homologue dans les deux figures^ parce que les quatre droites Se, Sf, Si, Sk, considérées comme appartenant à la première figure^ ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites correspondantes dans la seconde figure. Les trois premières de celles-ci sont Se, Sf et Si^' elles-mêmes^ la quatrième est donc aussi la quatrième du premier groupe.
Il suit de là que deux points homologues quelconques a, a', des deux figures^ sont en ligne droite aTec le point S; ce qui est Tune des deux conditions du problème.
Il reste à prouver que deux droites homologues quelconques se rencontrent sur une droite fixe.
Soit £ le point de rencontre de deux droites homologues ab, a'b'; si on considère ce point comme appartenant à la première figure^ son homologue sera sur la droite SE et sur la droite a'b'j ce sera donc le point £ lui-même. Soient e et (f^ les points où la droite SE rencontre les deux droites I et J'. Considérons sur la droite SE les quatre points de la première figure qui sont S^ e, E et l'infini^ et les quatre points homologues de la seconde figure^ lesquels sont S, l'infini, E et f\ Égalant le rapport anharmonique des quatre premiers points à celui des
quatre autres, on a *
ES _ KS^ Ee ~ fS'
d'où
Cette équation fait toir que le point £ est sur une droite parallèle aux deux droites I^ J'^ et distante de la première I d'une quantité égale à la distance du point S à Ift seconde J^ C'est sur cette droite que se couperont^ deux à deux, toutes les droites correspondantes des deux figures. Ainsi la seconde condition dé la question sera remplie. Ce qu'il fallait prouver.
(444) Maintenant si l'on veut placer les deux figures dans l'espace^ de manière qu'elles soient la perspective l'une de l'autre^ il suffira de faire tourner l'une d'elles^ la seconde par exemple ^ autour de la droite sur laquelle se coupent les droites correspondantes. Pour chaque position de cette figure il y aura perspective : le lieu de l'œil variera de position; et Ton démontre aisément^ par des comparaisons de triangles semblables^ que^ dans toutes ses positions^ l'œil se trouve toujours sur une circonférence de Cercle^ dont le centre est sur la droite I, et dont le plan est perpendiculaire à cette droite. Quand le plan de la seconde figure aura fait une demi-révolution complète^ il se retrouvera abattu sur le plan de la première figure. Cette position des deux figures^ comprises encore dans un même plan^ présentera une seconde solution de la question que nous avons résolue^ de placer deux quadrilatères dans un même plan^ de manière^ etc.
Nous aurions pu obtenir directement cette seconde solution ^^ comme la première ; mais pour cela il aurait fallu retourner le plan du second quadrilatère et l'appliquer de nouveau sur celui du premier.
(445) Puisque deux quadrilatères dont les sommets se correspondent un à un peuvent être mis en perspective, on en conclut que deux figurée planes homographiques quelconques peuvent être placées de manière à être lu perspective Vune de Vautre.
(446) // suit de là que deux figures qui sont des perspectives dif-
férentea ctune même figure plane, peuvent être placées de manière à être la perspective Vune de Vautre.
Ou y en d'autres termes :
Quand deux cènes passent par une même courbe plane, de quelque manière quon les coupe respectivement par deux plans, les deux courbes cPintersection pourront être placées sur un troisième cône.
Donc^ si l'on fait la perspectiye B d'une figure plane A^ puis la perspectiTe C de la figure B^ puis la perspective D de la figure G^ et ainsi de suite ^ toutes ces perspectiTes étant faites sur des plans quel* conques et pour des positions différentes de l'œil ^ la dernière figure pourra être produite directement par une perspective de la première.
(447) Le problème que nous avons résolu au siget de deux quadrilatères plans donne lieu naturellement à cette autre question :
Étant donnés deux pentagones gauches quelconques, dont les somn mets de l'un correspondent un à un aux sommets de Vautre, peut-on les placer dans V espace de manière que leurs sommets correspond dans soient sur des droites concourantes en un même point, et que leurs côtés correspondans se coupent en des points situés sur un même planf
Xe premier pentagone étant regardé comme appartenant à une figure quelconque^ le second déterminera une figure homographique; la question revient donc à celle-ci :
Deux figures homographiques quelconques à trois dimensions peu-vent-elles être placées de manière à étreiiomologiques 9
La réponse à cette question est négative^ ainsi que nous allons le démontrer.
Que l'on cherche dans la première figure le plan I qui correspond à l'infini de la seconde; et dans celle-ci le plan J' qui correspond à rinfini de la première.
Que par un point m de la première figure on mène une droite ma parallèle au plan I; et qu'on cherche la droite homologue m'a' de la seconde figure; elle sera parallèle au plan J'; car le point «' où elle rencontrera ce plan correspondra au point a situé à l'infini sur la
droite ma de la première figure; mais ce point a sitaé à l'infini est smr le planl^ puisque ma est parallèle à ce plan; donc son correspondant oJ dans la seconde figure est à Tinfini. Donc la droite m'a' est parallèle au plan J'. Ainsi toutes les droites ma, mb, me,... menées par le point m parallèlement au plan I, ont leurs homologues m'a\ m'b', m'c',...., parallèles au plan J\ Si les deux figures étaient placées homologiquement, les deux plans I^ J' seraient parallèles entre eux^ et les droites ma, mb, me,.... seraient parallèles respectivement aux droites m'a\ m'b' , m'c' ,.... Or, on peut bien placer les deux figures de manière que les deux plans 1 , 3' soient parallèles entre eux^ et que deux droites correspondantes ma, m'a' soient parallèles entre elles; alors deux autres droites correspondantes mb, mb" seront aussi parallèles entre elles; mais aucune des autres droites me , md,.... de la première figure, ne sera, en général, parallèle à sa correspondante. ' En effet, prenons deux figures homographiques quelconques, plaçons-les de manière qu'une droite quelconque ab de la première coïncide avec son homologue a'b' dans la seconde, et de plus que les deux points correspondans a, a' coïncident; il existera sur ces droites un second point b qui coïncidera avec son homologue b' ; et il n'en existera pas un troisième, sans quoi les deux droites seraient divisées en parties égales ^ ; ce qui est un cas particulier de la division homographique de deux droites.
' En effet soit t le point de la droite ab qui correspond à Tinfîni de la droite aT, et soit/ le point de celle-ci qui correspond à Tinfini de la première ; considérons sur ab les quatres points a , by f , et l'infini, et sur a'b' les quatre points correspondans, a% (ou a , puisque ces deux points sont superposés), b', l'infini , et/; égalons les rapports anharmoniques de ces deux groupes de quatre points; on aura
ba_b^ bi j'a
Cette équation fait voir que si l'on veut que les points b et b' coïncident , il faudra qu'on ait bi Tssj'a ; condition qui détermine la position commune des points b , V.
Les deux points a^ b'^ coïncidant avec leurs homologues a, &, deux autres points homologues c, c^, ne peuvent pas coïncider, à moins qu'il n'en soit de même de tous les autres points d^ d', etc. Car si les quatre points a, 2», c, cj, correspondent respectivement aux quatre points a, b^c^d^^ en égalant les rapports anharmoniques , on trouve que les points dy d'y coïncident.
Supposons donc les deux points a y b, de la première droite superposés sur les deux points a', b^, de la seconde. Soient m^ m^, deux points homologues quelconques des deux figures ; menons du premier, aux points a^b, c,.... de la première droite^ les rayons ma, mb, fnc,....ye% du second^ aux points correspondans de la seconde droite, les rayons m'a'^ m'i&', m'c',.... Menons par la droite ab {a' h') un plan transversal quelconque; regardons-le comme appartenant à la première figure et soit Q' son homologue dans la seconde; puis^ regardons-le comme appartenant à la seconde figure et soit P son homologue dans la première.
Maintenant faisons la transformation homographique du système des deux figures, de manière que le plan transversal passe à l'infini, c'est-à-dire que son homologue dans les nouvelles figures soit à l'infini, les deux plans P^ Q', deviendront parallèles entre eux; ce seront les deux plans que nous avons désignés ci-dessus par I et J^ Les droites ma, mb deviendront parallèles respectivement aux droites m'a^y m'b'; mais les autres droites, me, md,.... ne deviendront pas parallèles à leurs correspondantes. Les deux figures ne seront donc pas homologiques.
(448) Ainsi nous pouvons dire que :
Deux figures homographiques à trois dimensions ne peuvent pas, en général, être placées de manière à être homologiques.
Il suit de là que les figures homographiques sont d'une forme plus générale que les figures homologiques.
(449) Toutes les propriétés des figures homographiques s'appliquent aux figures homologiques ; conséquemment elles doivent s'observer dans la construction des bas- reliefs. Ainsi les diverses relations métriques qui existent entre deux figures homographiques, ont lieu aussi entre une figure à trois dimensions et sa perspective-relief, de même qu'entre une figure plane et sa perspective sur un plan. Et si , au lieu de supposer qu'un relief est fait pour une position unique de l'œil, de même qu'une perspective plane, on le considère plus gênélement, comme une représentation d'un objet, dans laquelle des
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points correspondent à des points et des surfaces planes à des surfaces planes, alors la théorie des reliefs ne serait autre cpie la théorie générale des figures homographiques ; il y aurait simplement à prescrire certaines règles générales à observer dans la disposition des données de la question pour produira, selon la destination du relief , la plus parfaite illusion pour telle et telle place du spectateur. Mais ces règles d'ordonnance ne pourraient point être absolues^ et dépendraient dans chaque question de Texpérience et du sentiment de l'artiste; après quoi il resterait à construire géométriquement le relief, considéré comme figure homographique de l'objet qu'on, veut représenter.
§ XXVII. Note (§ XI, art. 228). Construction graphique des tan-gentes et des cercles osculateurs des courbes géométriques.
(450) Que l'on applique le théorème du $ XI à une courbe plane géométrique; et que Ton prenne le point m infiniment voisin du point de la courbe où l'on veut mener la tangente ; que les trois transversales mi, mj, ij, soient menées tout-à-fait arbitrairement; et que les points a, b, soient ceux où les deux premières rencontrent l'arc de la courbe duquel le point m est infiniment voisin ; cet arc sera pris pour la tangente, et le rapport ^ sera égal au rapport des sinus des angles que les deux droites mj, mi font avec cette tangente; après avoir remplacé le premier rapport par le second, on pourra supposer que le point m soit sur la courbe même; alors, en substituant dans l'équation de Tart. 227 , au rapport ^ le rapport des sinus des angles 6, a, que les deux droites mj, mi font avec la tangente à la courbe an point m, on aura l'équation
sin. C inh\mh"..,. im.ia'.ia".... j'c, ic\ jc^\.,.
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sin. a ma\fna .,., jm.jb ,jb „., te, te , te ....
Tous les facteurs du second membre sont des segmens faits sur les
troia transyersales arbitraires mi, mj , ij^ de sorte que le second membre est connu; et conséquemment la direction de la tangente est déterminée.
Ainsi ce problème des tangentes^ qui a eu une si grande célébrité il y a 200 ans^ qui était a le plus beau et le plus utile » que Descartes ait désiré savoir^ se trouve résolu géométriquement^ d'une manière tout-à-fait générale et très-simple^ pour les courbes même auxquelles s'appliquaient les deux solutions analytiques de ce philosophe.
Si l'on applique l'analyse à cette solution^ on obtiendra la formule employée en géométrie analytique.
(451) L'équation (2) conduit avec la même facilité k la solution d'un problème d'un ordre plus élevé que celui des tangentes^ du problème des cercles osculateurs aux différens points d'une courbe géométrique.
En effets soient pris sur une courbe géométrique trois points consécutifs b^ a, b\ infiniment voisins. Par le point a soit menée^ arbitrairement^ une droite rencontrant bb' en m et la courbe aux points
a\ a", Soient A"^ A'"^... les points où la corde bb' rencontre la
courbe ; et menons une transversale quelconque qui rencontrera ma en i, mb enj^ et la courbe en Cj c\ c".... On aura l'équation
"^-""^■""^^ X ^''' ^''^' ^'^^ X "' "^' ''' = i. art. (227).
ta, ia\ ta" mh.mb'.mh" J^^j^^j^"
Concevons le cercle qui passe par les trois points b^a, A'; et soit £ le point où la droite ma le rencontre, on aura
d'où
mt !
fna. fne := mb. mb'
mb. mb' ma
ion ci-
-dessus,
ma\ ma
;".... ^Jb.jb'.jW'....
ic.ic'. ic"....
mi".... ^ ta. ia\ ia'\...
Jc.yc'.jV'....
Pour chaque transversale menée par le point a on aura une équation
semblable. Ainsi l'on déterminera autant de points qu'on voudra du cercle passant par les trois points b, a, b'. YX si l'on suppose que ces trois points se confondent^ on aura le cercle osculateur à la courbe. Alors la droite bb' devient la tangente à la courbe au point m, et ce point m se confond avec le point de réunion des trois points b, a^ b'; la formule devient donc
wa' . ma" ... jm . jh",.,, ic. ic' .ic*\,.,
mb .... tm.ta . ta .... jcjc \jc ,»,.
La tangente au point m étant connue^ il suffira de déterminer un seul point e, pour que le cercle osculateur soit connu. Si l'on veut calculer son diamètre ^ on mènera la transversale mi perpendiculaire à la tangente ; alors l'expression de me sera la longueur du diamètre du cercle.
On convertira aisément cette solution graphique en la formule analytique connue.
(452) Il est important d'observer que pour ce genre de solution graphique des deux problèmes que nous venons de résoudre, il faut que la courbe soit tracée complètement , de manière que les transversales que l'on mène la rencontrent en autant de points réels que la courbe en comporte, c'est-à-dire, en autant de points réels qu'il serait indiqué par le degré de l'équation de la courbe, exprimée dans le système de coordonnées en usage.
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		DES MÉTHODES EN GÉOIŒÉTRIE

		CHAPITRE PREmER

		V. 285 «Tant J.-C

		V. 247 avant J.-C

		V. 150 avant J.-C

		CHAPITRE n

		PASCAL

		TROISIÈME ÉPOQUE

		CHAPITRE IV

		IS

		UDI

		oo

		CINQUIÈME EPOQUE

		OBJET BU MÉMOIRE QUI SUIT

		NOTE I

		NOTE II

		NOTE III

		NOTE IV

		NOTE V

		NOTE VI

		NOTE VIL

		NOTE IX

		NOTE X

		BA.BA' B'A.B'A

		AC.AC _ A'C.A'C AD.AD' "" A'D.A'IK

		BD B'D' A'B

		EA'.EB A'B

		OB

		Ô£'=0F OB. ==0B

		EA.EA' / FA.FA

		DEUXIÈME PARTIE

		AB • AC

		CA.A'B'.BC' = C'A'.AB.B'C

		AC'.A'B

		BX.B'C B'A'.B'A

		BA.BA' = BÊ' — 2«E.B

		NOTE XL

		DEUXIEME ÉPOQUE

		NOTE XIV

		NOTE XV

		TOM. XL

		NOTE XVI

		OS O'S

		NOTE XIX

		NOTE XX

		NOTE XXI

		NOTE XXII

		NOTE XXIV

		NOTE XXV

		NOTE XXVI

		NOTE XXVIII

		NOTE XXIX

		NOTE XXX

		NOTE XXXI

		NOTE XXXII

		NOTE XXXIV

		Première partie : Propositions sur le triangle

		Troisième partie. Propositions sur le quadrilatère

		devient j. ^6^=''' W

		X.LM.I I.M.I C.1W.I X.M.1 M.Î

		N=:A.10'' H- B.IO''-* H- C.IO'-^ H- ... H- E.IO.* H- F

		Chapitre. I. Première époque de la Géométrie

		FIX DE LA TABLE

		PREMIÈRE PARTIE

		X = LU, Y = MU, X = NU

		_, /AÇ' A

		m. F(a/, y%gO

		CM

		X = LU, Y = MU, Z==NU

		X"==:LU", Y" = MU", Z" = NU

		DEUXIÈME PARTIE

		C'B' D'B' CB

		AV AV

		MA. MA'. MA

		MA

		MM

		W B^ CV AV ' WV ' CV

		AV • D'A

		X -^ CY — 1 «'X H- CT

		SS

		ou-—: — ;s=s1b= const

		PREMIÈRE PARTIE

		I. Démonstration du principe d'homographie . Ib

		Sources et licence





