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L'ALGÈBRE- A Ll GÉOMÉTRIE.
INTfiODDCTION.
g I". — Notions prélisiin aires,
1 , On a vu, en Géométrie, que les ligncx, les surfaces et les solides peuvent, aussi bien que toutes les autres grandeurs, être esprimés par des nombres; il suffit, en eifet, pour cela, de prendre pour wiîté l'une de ces grandeurs géométriques.
C'est ainsi que \/â esprime la diagonale d'un carré dont le côlé est égal à I . De même, si 4 et 3 représentent les nombres d'unités linéaires contenues dans les deus côtés d'un rectangle, 4 x 3 ou vi exprime le nombre d'unités de superficie conteDues dans ce rectangle. De même encore, 4 X 3 X 5, ou 6o, exprime le vnlume d'un parallélépipède dont les trois arêtes coiiiigues sont représentées par 4, 3 et S.
Généralement, si l'on désigne par n, b, c les nombres A'unilés linémrcs contenues dans les arêtes contigiiës d'un parallélépipède, ab, ac, bc exprimeront les aires de trois de ses six faces, et abc son volume.
On voit donc que I'Aigèbrb, dont les méthodes sont applicables à toutes les questions numériques possibles, peut aussi servir à résoudre les questions relatives aux grandeurs que l'on considère en Géométbie,
2. Qu'il s'agisse, par exemple, de déterminer la longueur d'une ligne d'après la connaissance d'une ou de plusieurs autres lignes comprises avec la première dans une même figure : On suppose le pboblèj[ë bésolo, et l'on tâche, à l'aide de quelques pi-opnsitions de Géométrie, dont l'existence est déjà établie, et qui ont quelque rapport avec l'énoncé du pm~ blême, on tâche, dis-je, d'exprimer par des équations les relations qui Jp. de VM. à la G. i
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existent enlit: les données (repr&entues, soit par dos lettres, soit par dos chiffres) et les inconnues, toujours représentées par des lettres. On résout ces équations, et l'on obtient ainsi les expressions des lignes cherchées au moyen des lignes connues, expressions qu'il faut ensuite thadvioe en Géométrie.
Si la question proposée est un théorème à démontrer, on traduit al' gébriquemenl les relations qui existent entre les différentes parties de la figure, ce qui conduit à des équations auxquelles on fait subir diverses l!Yi/isfornmtions, dont la dernière donne lieu au théorème énoncé.
En un mot, traduire en Algèbre les questions de Géométrie, et, réciproquement, traduire en Géométrie les résultats obtenus par l'Algèbre, '"X est le but que l'on se propose en appliquant l'Algèsbe alaGÉométeie.
Développons ces notions générales sur quelques exemples.
3. Proposons-nous d'abord de rechervher les propriétés principales du triangle nECTANGLE et du triangle obuquanglb, en partant de ce seul principe, que deux triangles équiangles ont leurs côtés Immologues proportionnels, et sont par cnnséquent semblables.
Soit (PI, I,fig. 1} un triangle BAC rectangî.e en A; du point A abaissons AD perpendiculaire sur BC, et posons
EC = n, AC=i', AB = (;, AD=:/i, liD-^/«, et DC = n.
Les deux triangles BAC, ADC sont rectangles, l'un en A, l'autre en D ; de plus, ils ont l'angle C commun ; donc le troisième angle ABC du premier est égal au troisième angle DAC du second, et les deux triangles sont je/Mblablfs. 11 en est de même des triangles BAC, ADB.
Ainsi, comparant les côtés homologues et employant les uolatioiis qui vii'nnont d'fitrs établies, on obtient les trois proportions
È' --■- an, bc = a/i,
ogalMs auxquelles i
3n peut réi
inir celle-ci
a = in + n,
5ui existe nécessairement entre les deux segments BD et DC. Ces quatre équations renferment implicitement toutes les propriétés di?s
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triangles rcicangles; et il ne s'agil quo de lus taire ressorLir par des transformations convenablement exécutées.
1° Les égalités (i) et ( i), ou plutôt les proportions qui y ont conduit^ nous apprennent que citiiqae l'été de l'angle ilroil est moyen proportionnel entre l'/iy/Mléiiiixe entière et le segment adjacent.
C'est une des propriétés principales du triangle rectangle.
a" Ajoutons menibre à membre les égalités (i) et (a), il vient
(]U, à cause de l'égalité [4)>
Ce qui démontre que, dans tout triangle rectangle, le carré de l'hypoténuse est égal à ta somme des carrés construits sur les deux calés de l'angle droit.
C'est la propriété caractéristique du triangle rectangle.
3" Multiplions les mêmes égalités (i) et (2) membre à membre; on obliont
mais l'égalité (3) donne ai et, par conséquent,
i'mn^.a''h\
Ainsi, la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse est moyenne proportionnelle entre les dettx segments de l'hypoténuse.
4" Divisons membre à membre les égabtés (1) et (2); il vient
h' an ,,,,,,
•5= — 1 dou b' :& w 11: m;
c'est-à-dire que les carrés construits sur les côtés de l'angle droit sont entre eux comme les segments de l'hypoténuse.
En un mot, toute transformation exécutée sur les égalités (0, (2), (3) et (4} conduirait à un résultat qui, traduit géométriquement, ne serait autre chose qu'un théorème ou une vérité plus on moins remarquable.
i. Observons d'ailleurs, en passant, que, comme ces quatre équations renferment six quantités a, b, c, h, m et n, il s'ensuit que, deux cpielcon-
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ques d'entre elles étant données, on peut se pmpaser de tk'ierminet les
quatre autres à l'aide de ces éqiuiiions.
Supposons, par exemple, que coimiiissant V hypoténuse K. et la perpendicuLiire AD, // s'agisse de déterminer les deux côtés de l'oubli: droit et les deux segments.
Les équations (i), (a) et (3) donnent d'abord, comme on l'a déjà vu,
mais ai l'on double l'Égalité (3), on a
■J.ÙC = i.ah,
d'où, en faisant successivement la somme et !a diffâronce de ces deux dernières, on déduit
(/'--)'-"'-■ -^ "A, et, par conséquent,
b-t-c— </à'-T--i a/i, b — c -= \fd'—'i. ail.
Connaissant la somme 6 -i- <■ et la diiTérence ô — c des deux côtés b et r, il est facile d'obtenir chacun d'eux en particulier.
On a, d'après nn théorème connu, pour le plus grand côté (qu'on pijut toujours supposer exprimé par b),
i = i ,/a'-t-ii7h -+- ~ ^— a (//,;
et pour le plus petit, i?,
Quant aux deux segments m ot n, ils sont donnés immMjdli ment par les équations (i) et (a), puisque i, c et û sont maintenant connus.
5, Remarque. — La seconde partie des valeurs do i et de c nous apprend que, pour que lo triangle puisse exister avec les donné^'s i,lM\> s, il faut que l'on ait
fi' > a a/i , ou au moins a' --- a ali ; d'où l'on liio
h < -1 ou tout 311 plus II -, - ; car autrement les valeurs de J et de c seraient imaginaires.
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En effet, pour construire un triangle rcitangh; connaissant l'hypoténusp et la perpendicidfiirc abaissée du sommet de l'angle dii)it, on peut employer lo moyen suivant ;
Décrivez sur Vhypotémise BC [Jîg- a) comme diamètre une demi-circonférence; éltvez au point B une perpendiculaire BH égale à Li perpendiculaire ilonnêe; menez ViLparallèle à EC; et lesdeus triangles égaux, ABC, A'BC, satisfont à la question.
Or, pour que le problème soit possible, il faut évidemment que BIl soit
inférieur, ou tout au plus égal à - BC.
Lorsque l'on a EH — -BC, ou h = -«, le triangle rectangle devient isoscète, et les valeurs de fi, c se réduisent à
ce que l'on peut aussi reconnaître d'après la figure.
6. Considérons, en second lieu, un triangle, odliouanglb ABC [fig- 3), et proposons- nous d'exprimer l'un des côtés, AB par exemple, au moyen d:'s deux autres , en nous fondant sur la propriété caractéristique du triangle rectangle (3, 1°).
Abaissons du sommet A la perpendiculaire AD ( qui peut tomber en dedans ou au dehors du triangle, selon que l'angle C est aigu ou obtus), el conservons d'ailleurs les mêmes notations que précédemment, savoir ;
m-.-^a, A.C--.--b, AB = c, AD-//, BD = /M, DC = «.
Les deux tiiangles rectangles ADB, ADC donnent ics égalilés
auxquelles il faut joindre cella-ci ;
(le signe supérieur de l'égalité ( 3) correspond au cas où l'angle C est aigu, et le signe inférieur, k celui où il est obtus). Cela posé, retrancbons l'égalité (2) de l'égalité (1) ; il vient
6 inTLionuciio.N,
mais l'égalité (3) donne
Substituanl œlte i-alevir dans réqualion(4), on obtient enfin (5) .■=4-+»-T.™,
Donc, dans tout triangle oUiquangle, le carré d'un côté quelconque est égala ta somme des carrés des deux autres côtés, moins ou plus le double produit de l'urt de ces deuûs côtés par la projection de l'autre sur celui-ci.
L'égalité (5} comprend, sous une forme très-concise, les deux théorèmes principaux sur lea triangles obliquangles.
7. Le problème suivant est très-propre à faire ressortir l'ulilité de l'Algèbre dans la résolution des questions de Géométrie.
On propose de diviser une ligne donnée ÂB [Jîg. 4 ) en moyenne et EXTRÊME RAISON, (^est-à-dire en dmuc parties, dont l'une soit moyenne proportioanelle entre la droite entière et l'autre partie.
Supposons le problème résolu, et soit E un point de AB, déterminé de manière que l'on ait la proportion
Ali : AE : : AR : lîlî.
Posons
Aîl ---- a, AK --= .V ; d'où EB --■ a ■- x.
La jiroportion devient d'où l'on déduit l'équation qui, étant résolue, donne
De ces deaa: valeurs fournies par la résolution de l'équation , la première est la seule susceptible de satisfaire à l'énoncé du problème le! qu'il a été établi, car \a seconde (qui est négative) a une valeur numérique plus grande que a\ d'où il suit qu'elle ne peut exprimer laie partie de la droite donnée a. Nous verrons plus loin (25) pour quelle raisou celte valeur se rattaclie à la première, et comment on doit l'inlerpréter;
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;iiienient du la valeur
et voyons ce qu'elle signifie en Géométrie. Ce résultat indique évidemment que, pour obtenir la valeur de x en
ligne, i\ fdnt retrancher la moitié At a de l'expression t/n'-i- y Mais, on vertu de la propriété principale du triangle rectangle, v/"'''"T représente l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les doux côtés de l'angle droit sont c et ~ ■
On est ainsi amené à !a construction suivante :
De l'exti-émilê [fig. 4) de la ligne AB — /', élevez une perpendiculaire BC égale à~ a, Cl tirez AC ; il en résulte
Da point C comme centre, avec le jnyon CB -= -j décriiez un arc de cercle, BD, qui coupe AG ait point D ; vous aurez
AD ^-- AC - CD
■crclc AD de A <^/i E ; et le point V. si
Il est à remarquer que cette construction à laquelle on est parvenu, est précisément celle qu'on donne dans les Éléments de Géométrie.
Pour l'obtenir par des considérations purement géométriques, il faut une analyse assez délicate ; tandis qu'on la trouve facilement à l'aide des symboles de l'Algèbre,
C'est ainsi que souvent, en appelant l'Algèbre au secours de la Géométrie, on parvient à résoudre des questions qui, autrement, exigeraient des raisonnements difficiles et compliqués.
' la manière dont la dernière question vient d'être traitée, on voit que la résolution d'un problème do Géométrie par le secours de l'Algèbre se compose de trois parties principales :
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1° Tindiùrc (ilgébriqiœmnnt renoncé du prohlènu!, ou le inctirR en
a" Résoudre l'équation ou les équations, suivant que l'énoncé renferir.o une ou plusieurs inconnues.
3" Construire ou évahter en lignes les expressions algébriques auxquelles on est parvenu.
Généralement, on doit y joindre une quatrième partie qui a pour objet la discussion du problème, ou l'examen de toutes les circonstances qui y sont relatives ( -ouyez le n° b ) .
Or, il en est des problèmes do Géométrie comme des problèmes d'Algèbre, c'estrà-dire qu'il n'existe pas de règles bien fixes pour mettre un problème en équation. Le précepte établi en Algèbre est également applicable [voyez n" 2) aux problèmes de Géométrie; mais la manière de le mettre en pratique varie suivant les différents problèmes que l'on peut avoivà résoudre. Cependant, nous développerons ultérieurement, à ce sujet, une méthode générale constituant, ù proprement parler, la Gécuétihe
AKALTTIQUË.
Les équations unC fois obfemies, on peut les résoiulre d'après les moyens que fournit l'Algèbre, en s'attacbant à combiner ces équations de la manière la plus convenable pour en tirer le résultat cberohé.
■Quant à la limsiême partie, qui a pour objet de construit tr les expressions algébriques auxquelles on est parvenu, les règles à suivre sont faciles et en petit nombre.
C'est donc par le développement de cette troisième parlic qu'il convient de commencer.
g II. — Con-stj\i;ctio.\ des expressions algébrujues.
9. Nous ne considérerons, dans tout ce qui va suivre, que des expressions rationnelles OU irrationnelles du second degi-é, c'est-à-dire des résultats provenant d'équaIJons du premier on du second degré.
Les expressions élémentaires, c'està-dire les expressions à la construction desquelles on peut ramener toutes les autres, sont au nombre de six, savoir ;
(a, b, c, d,.. . exprimant les nombres d'unités linéaires contenues dans des lignes données).
CONSTaOCTlOîf DES l'XPRESSIOSS ALGÈnRlOUFS,
Nous renvoyons, pour la construction do ces expressions, aux Èlémcn, lie Géométrie (*).
Les expressions
!io sont que des cas parLîculîurs do QiKint ans iignes représentées par les expressions
leur construction se déduit facilement du mode de division d'une droite on 2, 3, 7,. .. parties égales.
Ainsi, pour construire la ligne a; = . — ^ i il suffît de dMier a en 7 parties égales, et de prendre 3 de ces parties, On bien de prendre une ligne égale à 3a, que l'on divise ensuite en 7 parties égaie.
10, La construction de l'expression se ramène à colla des deux expressions élémentaires En effet, si Von pose
m étant nécessairement /j/«î grand qao n, pour que l'expression âa.v soit refile.
Or, on obtient la ligne représentée par
en construisant d'abord \/a' -1- c"', /.'g-^-queron peut désigner parp, puis i/p'-i-f, que l'on désigne par q, et ainsi de suite.
{*) Voyez lo Cours de Géométrie élémeiilalre et V/li'égé de Géométrie àa M. VistEST. (Paris, Gauthier-Vilkra.)
11. Ce mode de construction peut si caiix iiumériqves du second degré
Cette valeur de x peut 6tre mise sous la forme
a: = t/'C-i ou X = i/4'-i,
et repr&enfe, en conséquence, l'un des côtés, />, de l'angle droit d'u: angie rectangle dont l'hypoténuse est a = 4, et l'autre coté, f--!. On trouverait de mémo
n tri-
Vn" =. i/g + I -H t =i/d"+ 1-1-1,
L'artifice consiste à décomposer le nombre soumis au radical en la somme (lîgébrique de plusieurs carrés; ce qui est toujours possible.
i% Nous sommes actuellement en état de construire toute expression algébrique rationnelle ou irrationnelle du second degré, provenant de la mise en éijaation d'un problème de Géométrie, chacune des lignes qui font partie de l'énoncé ayant été représentée par une lettre.
Commençons par les monômes ralionneh.
Soit proposée l'expression
_ '±f,bc^
On peut la meLlre sous la forme
Or, — -- exprime évidemment une quatiiéme proportionnelle aux t lignes-/, an et 6.
CONSTRUCTION BES EXPRESSiOKS M.GÉBRIQUES
Cette ligne étant construite, posons
qui exprime également une quatrième propoiiiomwUe aux trois lignes e. Soit encore à construire
Cette ex[)ression levîont à
•id '■ d'^ S'- f '■ s
Il — .,'-, — exprime une quatrième piniiorlioniieUc ai
lignes 3.-/, 2«ct ft.
Posant
f g • pi-aporiioi:ncUe s
En continuant ainsi, l'on parviendra, à l'aide de cinq quatrièmes proportionnelles, à une dernière ligne qni représentera la valeur proposée.
N. B, — Le nombre des quatrièmes proportionnelles est toi'jours marqué par le degré, ou par la somme des exposants du DÉnominateub.
13. Passons aux expressions fractionnaires po()-«dm«. Soit à construire
On peut (l'abord l'écrire ainsi :
, a[)i'cs avoir supprimé lo facteur a, commun aux (Icus U;rmes, (
et cette expression représente alors une quatrième pmporiinnnelle aii\ tmk lignes a — a6 -i-h, n et aa — ^b -\- m.
Quant aus deux lignes m et n, on peut les construire Eacilemcnfc, d'après ce qui a été dit plus haut.
^artifice de ces transformntioiu corniste à dècnmposer l'un îles termes, tant du numérateur que du dénominateur, en deux fcu-tetirs, l'un du premier dcgr-é, l'autre du degré « — i , il étant le degré de ce terme, ci il mettre ce dernier facteur en évidence.
On 3 soin d'ailleurs, pour restreindre autant que possihle les construclions partielles, de faire en sorte que ce facteur mis en évidence comprenne les lettres qui entrent le plus de fois comme facteurs dans les deux termes de la fraction.
On trouvera ainsi que l'expression
M'h-h-iob^c-ùhr:
lab'
~ib'~ ^b€'--rC'd
■>~n-i-ic-p)
on mettant le facteur ab' en évidence au évidence au déimminateur, puis posant
Ces dernières expressions étant construites, on en déduit la valeur de qui est une cjuntrième proportionnelle aux trois lignes an ~ ib — q -i
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On peut remarquer qu'il y a beaucoup d'analogie entre ces Iranslbniiations et celles que l'on exécute pour rendre les expressions algébriques Ciilcidables par logarithmes.
14. Considérons maintenant ks expressions radicales du icmiid degré, Soil, premièrement, l'expression
On peut ta mettre sous la forme
liijne facile à construire, il en résulte
i^spression qui représente une moyenne proportioiineUe e gnes a et (7 — fli .
AliTREME-lï. - Soit Tait
«' = bd.
d'où l'on voit qu'après avoir construit une moyenne proportionnelle n entre b et (/, il suffit de déterminer l'un des côtés do l'angle droit d'un triangle rectangle ayant a pour hypoténuse, et n pour autre côté.
fette expression revieiil à eelle-ci
Or on a
'on peut construire aissment, comme on I'li
l4 1NÏL.0DUCT1OK.
DésignaTit donc celte (iiiantilé ou cello ligne par /», on obtient
expression facile h. construire.
En général, pour toute expression radicale du second degré, il suffit du mettre en évidence, sous le radical, an des faetciirs littéraïux qui eiiti-eiit dans les termes du manérnteur, a par exemple, le second facteur sous li! radical est alors une expivssion rationnelle que l'on sail construire.
Désignant cette expression par une lettre m, on est amené finaleracnL à conslriàre la valeur
N. B. ~ Si l'on avait une expression telle que
il faudrait commencer par faire passer le coefficient u sous le radical; ce qui donnerait
on posant et construisant
Remarque importante surl'uanoGhikm',.
15. Dans chacune des expressions algébriques que nous venons de considérer, tous 1k termes sont de même degré si elles sont entières; et si elles sont fractionnaires : i" tous les termes du numérateur sont de menudegré entre eux, ainsi que tous les termes du dénominateur ; a" !e degré du numérateur surpasse celui du dénominateur A'uns unité pour les quantités rationnelles, et de deiu: uMtés pour les quantités irralionncltes du second degré.
Une expression qui doit représenter uiie ligne est dite homogène lorsque ces conditions sont remplies; et elles le sont toutes les fois que, dans la traduction algébrique de l'énoncé d'un problème, on a désigné par une lettre chacune des lignes qu'on a défaire entrer dans le calcul.
Pour comprendre qu'il en doit être ainsi, il suffit d'observer que, d'une pari, les relations employées pour la mise d'un problème en équation se
lIOmOGfiWÉITÉ DES EXPRESSIONS ALRÉimiQCLB
rcduiaent toutes à des égalités telles que
qui se déduisent, soit de la théorie des triangles senihinbles, Boit des propriétés relatives aux triangles rectangles ou ohUquahgles ; et que, d'autre part, les opérations ou transformations (') que l'on peut avoir à exécuter sur ces égalités pour arriver au résultat demandé conduisent toujours nécessairement & des égalités homogènes, dans le sens attribué, en Algèbre, à cette dènominaliol) .
D'après ce qui vient d'Otra dit, soit, par oxomplo,
d'où
le résultat auquel on est parvenu pour l'une des inconnues, .r devant exprimer une ligne.
1° B et A doivent être séparément /lomngèncs ;
a" Comme x exprime une ligne, il faut que le degré de B surpasse d'une unité celui de A; autrement la seconde égalité ne serait pas homogène.
Ainsi, dans !e résultat ■" = ■!-) les doux conditions énoncées ci-dessus seront satisfaites.
Quant aux radicaux: du second degré, qui peuvent être généralement représentés par l'expression
[A èlaxA entier et fraciinitnalre), comme on en déduit
et que le premier membre, x', exprima une surface, le second membre A doit exprimer une surface.
(') Quand il s'aRit A'addUion ou de souiti-aa
rion, les éiialitéB sur lesquelles
étant considérées séparément,
mais encore ellas doivent êlra da même OEcnÉ e^itj
16 elles; autramenl le résultat
do l'addition ou do la soustvaetloii de «es égalité
s, membre il membre, n'oflH-
mit nncna sens raisonnable. Ainsi, l'on no pou
rrait additionner des égalités
lellos que /t==b -\- c, a? =. b' -\- c^ ; pas plus qu'i
L;n Arilhmétique ou ne saurait
^ijoutev des quantités d'esjiiee difféienie.
Doù 1 ut que si A est/mc«oww;w, le degré du numératoiir doit urpa er le kiix unités celui du dénominateur.
Md s a df n de rendre les calculs plus simples, on com'icnt de prendre po r nié l une des lignes que l'énoncé du problème, prescrit de feire entrer dans le calcul, comme les diverses puissances de i sont égales à i , le cfcg-re de chacun des termes oi cette ligne se trouvait élevée à diverses puissances doit nécessairement diminuer d'une ou de plusieurs unités ; et, dans !e résultat obtenu pour la valeur de l'inconnue, les conditions de Vliomogénéité doivent, en général, cesser d'exister.
Par exemple, lorstjue, dans lèse:
on suppose h= i, elles se réduisent k
Cependant, cumme la construction de la lignt cherchés dépend de la longueur de chacune dos lignes données, et en particulier de la ligne pmepoiir iiniu, il faut préalablement rétdblir cette dernière dans l'espression de j-, ce qui n offre aucune difQcult^, car, en désignant celto ligne par une lettre, m par exemple, il sutht tle l'introduire dans les différents termes, comme facteur, a une puiisaiice d'un degré tel, //iie les ileiu: cnnditions d'Itomogénéité soient remplies
Ainsi, soit l'expression
qui n'est pas homogène, parce que l'on a supposé l'une des lignes de la question égale à i .
Puisque l'un des termes du numérateur est du troisième degré, et qu'un de ceux du dénominateur est du deiuciéme degré, tous les autres termes doivent être respectivement ramenés à ces mêmes degrés.
Donc, en désignant par m la ligne prise pour unité, on a
_ -i'- j.fnn'-^-Zhcm ^~ „m_ 26"+ »,-'"'
expression qui peut se construire d'après les règles établies précédemment.
HOMOCÉKÉITÉ DES EXPRESSIONS ALGÉDRIQUEE
De niÉmo,
x = ; -j-, devient — = — j—., — '--,\ —
Soit cncora
^=sl'i^
Chacun des termes, sous )o radical
, devant Être
1 du dcu^-iéinfl degré, on
aef nrfm ce c transformera -tt en — s-j- , y en bd bd fg
Tf'^i-
^ji et l'expression do-
viendra
Posant alors
'' - bd ~ b^ u'
d'où p --
Vî-^?'
d'où fj -
Vj-Î'
dur dm' '
, d'où r ----
et construisant/», 5, r, d'après les
principes connus, on obtiendra pour .
la valeur
expression qui rentre dans celle du n" 10.
iC. Conséquence. — Dès qu'on applique l'Algèbre à une question de Géométrie, la représentation des Ag-^cî par des te/res suppose toujours (1 1 que l'on ait pris une certaine ligne pour imité; mais il faut distinguer deux cas :
Ou le résultat auquel on parvient, pour l'expression de l'inconnue, est lo n^e ou bien il ne l'est pas.
Dans l pre mer cas, la connaissance de la ligne prise pour imiié es! m 1 fférente à la construction du résultat.
Da is le second, cette ligne est nécessairement une des lignes de l'émmcé, et son introduction dans îe résultat est indispensable pour la construction.
On estainsiconduit, en quelquesorte, à considérer deux espèces d'uniVc-^ linéaires : I'une que l'on peut appeler Yuniié implicite, c'est celle que comportent en elles-mêmes les expressions homogènks; I'atithe, qui serait
Ap. de VAl. à la G. 2
alors Vonrte ejp//c((^, c'est une dos lii^'iies données du la queslion, el que, pour simplifier le calcul, on a jugé à propos de faire égale à i. Son rétablissement dans le résultat tinal est toujours facile, au moyen des conditions d'homogénéité.
la Trigonométrie, où, soit en vue de simplifier les calculs, soit afin d'obtenir des formules plus faciles à graver dans la mémoire, on suppose généralement le rayon égal à l'imité, offre des applications nombreuses de ces principes sur \' homogénéité.
17. ScoLiE GÉNin*L. — Lea diverses propositions que nous avons développées dans ce paragraphe et dans le précédent sont suffisantes pour la construction de tous les problèmes dont les équations conduisent à des résultats rationnels, ou à des expressions irrationnelles du second degré.
Nous ajouterons que, dans chaque problème, il faut tâcher de faire servir la figure de l'énoncé à la construction des résultats ; car c'est ordinairement dans la liaison plus ou moins directe entre la construction et la figure, que consiste le plus' ou moins d'élégance de la solution du problème par le secours de l'Algèbre. Les problèmes suivants feront ressortir l'importance de cette observation.
Nous les proposons comme moyen d'initier les commençants aux méthodes de I'application de l'algèbre a la géojiéthie; nous aurons soiii, à cet effet, défaire quelques réflexions sur la manière dont ils auront été résolus .
QUESTlOfiS BBLATIVES A LA LIGN'E DROITE
18. Pbeuieb pboblèmë. — Inscrire un carré dons im triangle donné ABC Ifig. 5 ) ; c'est-à-dire, trouver sur le c6lé AB un point E tel , que si l'on mèneEF parallèle à BC, et EG, FH perpendiculaires sur BC, la figure GEFH soit un carré.
Supposons le problème résolu, et abaissons du sommet A la hauteur AD du triangle.
Il est évident que, si le point I où AD rencontre EF était déterminé do position, il en serait de même deEF, et par conséquent Au carré cherché.
Posons donc
DI = EG ^^ EP =^ a:,
et tachons d'obtenir une équation entre c«tte ligne .r et les lignes commet de la figure 171» peuvent nous étrp utiles.
Or, les deux triangles ABC, AEF étant semblables, leurs bases BC, EF sont entre elles comme leurs hauteurs AD, AI; c'est-à-dire que l'on a la
PElOBLiiMES S
DR I.,V LIGNE DROITE Ef LE
CIÎRCM
proporHon
BC : !îF : : AD : Ai.
Cela posé, soit
BC--=rt, AD.= /i;
comme on a d'ailleurH
DI r-.- EF ^,
il en résulte
AI
il'oii, en substituant ces
, notations dans la proportion
ci-desBi
ce qui donne
fih~nx — hx,
et, par eiiite,
Cette expression représente uns qmlriènie propmimnualle. aux trois lignes a-i-h, a et h.
Pour la construire, nous forons usage de l'angle ADXjpuiwf lie l'on a dijjà
et que le point I cherché doit être situé sur AD.
Pnitons d'abord BC, ou /i, de D en K, et AD, ou h, de K en L ; il c résuif o
DL.-. -nWi, DK--=^;
ja DA --=;-,
il s'ensuit que si l'on joint le }}omt L au point A, et que l'on mine l parallèle à LA, le point I se?-a le point chercM. En clfot, on a la proportion
DL : DK : : DA : DI, d'oi
Le point I étant déterminé, on mène, par ce point, EF pmnUèle à liC, et EG, FH perpendiculaires A BC ; ce qui donne GEFH pour le oahiié df;-
- Dans l'analyse de ce problème, nous avons eu le soin de n'établir les notations algébriques qu'après avoir reconnu quelles étaient les données absolument nécesioires. Ainsi, il nous a sufQ de faire
entrer on considération la basai la houteur du triangle, quoique les deus autres eûtes fussent également connus. C'est une attention que l'on doii. toujours avoir pour éviter les notations inutiles.
20. Deuxième pboblèmi!:. — Etant donnés de position et de grandeiti an cercle H {_fig. &) et une droite AB, trouver siir la circonférence l'ii point M tel, que, si on le joint aux extrémités de la droite AB, et que l'on tire la corde DE, cette corde soit parallèle à AB.
(Nous considérons particulièrement ici le cas où la droite AB est i.'xiC'-
Solution. — Remarquons d'abord que, si le point D était fixé de position sur le cercle, il en serait de même des deus lignes AM, Bîtf , et, par conséquent, de la droite DE.
La qnestion est donc ramenée à chercher le point D.
Or ce point serait connu, si l'on pouvait déterminer la dislance AG dii point A au pied de la perpendiculaire DG abaissée sur AB.
A cet effet, du point C, centre du cercle, abaissons la perpendiculaire CF, et posons
AB:r-«, AV - È, CF.^c, CD .--■,-, AG = .r, DG-'-^j-j
il en résulte
GF ^ DI = 6 - a;, CI = <^ - y.
(L'introduction d'une seconde inconnue, DG ou y, sert ici pour la commodité du calcul.)
Ces notations étant convenues, observons d'abord que le triangle rectangle CDI donne
CD^=Dl'-i-CÏ',
(l! ,.'-^[b-xY+[c~.yY,
première équation entre les inconnues x, y, et les lignes connues b, c, r. Pour en obtenir une seconde, nous considérerons les deux triangles MAB et MDE^ ils sont semblables et donnent la proportion
HA : MD : : AB : DE ; d'où î'on déduit
PBOBLÊJIES SIJR LA LIGNE DROITE ET LE CERCLE
miné de position, nous menons la tangente AL, nous avons, d'après u iliéorème do Géométrie,
(en désignant par m la nouvelle ligne connue AL) On a d'ailleurs
A!)'=*' + j% AB^c7, DE = iDI== a(i- J^), d'où
AB — DR = a — t.h-v- 'hX.
Ainsi, la proportion ci-dessus devient
telle est ia seconde équation du problème. Les équations (i] et (2), dont la premiôro, développée, dovienl
et dont l'autre peut se mettre sous la l'orme
sont susceptibles de simplification.
D'abord, les triangles ACF et ACL donnent
Ai' ou ni'-- ÀC'-LC'= &'-^c'- /■'.
En second lieu, la quantité — est ime tioisième proportionnelle qu'on peut supposer construite, et en la désignant par «, on obtient
Par suite, les deux équations du problème deviennent (3) j^'-4-j= = 2/.-c-+-2rr~ an.
Égalant entre elles ces deux valeurs de x''-^y', on trouve, toute ré-
i:<TRODL'CnON.
(5) {b-r,).T^-cy = n{a~b],
Équation qui n'est que du premier degré en x,^, et qui peut remplacer l'équation { 3 ) ; en sorte que la question est ramenée à éliminer j etitre les deux équations (4) et (5).
L'équation en j: que l'on obtiendra ainsi, étant résolue, fera connaître la distance AG, et, par suite, la position du point D qui donne celle du point demandé M.
Si l'on effectue cette élimination, on trouvera pour équation finale en x.
Nous n'entrerons pas dans le détail de la résolution de cette équation, parce que le résultat que l'on obtiendrait serait très-compliqué, et que la construction que l'on déduirait des principes établis précédemment n'offrirait aucun intérêt (').
Second moyen de résolution du problème proposé
Supposons toujours le problème résolu, et soit D ( Jîg. 7 ] le point à déterminer,
Menons en ce point la tangente DK, et par le point A la tangente AL, comme dans l'analyse précédente.
Les deux triangles ABM, ADK sont semblables, car ils ont l'angle A commun ; de plus, AKD = KDE, par la propriété des angles alternes internes ; mais KDE et DME sont égaux comme ayant même mesure : ainsi
AKD ^ DME ou AHB.
On a donc la prop
or lion
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INT^RPRÉTATIÛfi DES RÉSULTAIS NÉGATIFS, 5.3
Après avoir construit séparément (ou si l'on veut, sur la figure même) cette troisième proportionnelle, par l'une des méthodes connues, on la portera de A en K sur AB; puis, du point K on mènera la tangente KD au cercle donné.
Le point D sera le point qui servira h. fixer le point M cheuché,
N. B. — Comme du point K il est toujours possible de mener deux tangentes KD, KD', il s'ensuit que l'on a deux points M et M' qui satisfont à la question. Ainsi, le problème admet, en général, deux solutions.
Ce résultat s'accorde avec celui de 3a première méthode employée pour résoudre le problème, puisque l'on est parvenu à une équation du secwid degré,
S2. Remarque, — La construction de la tangente DK, qui a conduit d'une manière si simple à la résolution du problème, est une de ces idées qui s'offrent rarement à l'esprit de ceux qui nont pjb déj^ une grande habitude.
Quel que soit le problème proposé, il est toujoui^ facile de trouver dans la figure que prescrit l'énoncé, et à l'aide de quelques constructions qui se présentent naturellement, un premier mode de résolution, en faisant usage des relations principales de la Géométrie, telles que les propriétés des triangles rectangles, des triangles semblables ou des lignes considérées dans le cercle. Mais ia diiHculté est de découvrir les constructions susceptibles de conduire à des équations simples el à des
Nous observerons, à ce sujet, qu'Un problème de Géométrie est en général moins facile à mettre en équation qu'un problème ordinaire d'Algèbre. Dans celui-ci, il suffit, ie plus communément, de traduire, à l'aide des signes algébriques, les conditions explicites de l'énoncé, ou du moins des conditions implicites que l'on déduit aisément des premières. Les données et les inconnues y sont d'ailleurs en évidence ; tandis que dans un problème de Géométrie, qui se réduit presque toujours à fixer la position d'un ou de plusieurs points, il faut beaucoup d'atienlion el de sagacité pour déterminer, !a nature des relations qui , e-rprimées algébriquement, peuvent conduire à une construction simple et élégante du problème. Or, de la nature des relations qu'on emploie, dépend celle des données et des inconnues que l'on doit faire entrer en considération. L'iiabitude et le discernement peuvent seuls apprendre à surmonter ces diEFicultés.
Interprétation des résultats négatifs.
Nous allons maintenant nous proposer des problèmes qui donnent lie;! â des résultats négatifs pour les expressions des inconnues.
■I.j INTlt01>UCÎIOÎ'.
23. Troisième pkoblème. — Étaiil donné un triangle ACB [Jîg. 8), trotamr sur le côté AC un point D tel, que, si l'on mène la ciroile DE /itii-allèle à AB, cette parallèle soit égale à ane ligne donnée m.
D'abord, les deux triangles semblables ACB, DCE donnent la proportion
AC : AB : ; DC : DE
Prenons pour inconnue la distance du point fixe A au point D, ot posons AB--ft, kC = b, AD--=.r, d'où DC = i - J-. La proportion ci-dessus deviendra
On obtiendra facilement cette r7««(rièyne/jro;»rfii)"«e//e en prônant BAC pour l'angle de construction, puisque l'on a déjà
^ partir du point B .Si résulte
menez ensuite GO parallèle à BC; le point D sera le PC En effet, on a la proportion
AB: AC:: AGiAD, d'où
a -J?:: a- m: AU; donc AD --= -^"~-"-- = J-.
Il est visible d'ailleurs quo, si l'on mène DE parallèle à AB, on a DE = GB = m.
Discussion du réxul/at. — Tant que l'on aura m <^a ou AB, la valeur de x sera positive, et pourra être construite comme précédemment.
Si l'on suppose m = a, la valeur de a; se réduit à o, et le point D se confond avec le point A; ce qui doit élre, puisque la ligne AB satisfait à la question.
Soit maintenant n^ > o ; la valeur de x devient négaiii'e, et, le si^ne étant mis en évidence, elle prend la forme
yGoosle
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Afin d'ititorprcfer ce résultat, il faut, en vertu des principes établis eu Algèbre, remonter à l'iiquation du problème, ou à la pioporlion
et y changer x ca ■— ,r; ce qui donne
Or h — ,f , qui exprimait la distance CD, devenant b -+- x, représente maintenant la gomme de deux lignes; ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que le point cherché se trouve en D' sur le prolongement de CA, c'està-dire en sens coir/reiire de celui oà il était d'abord placé. Cette modification une [ois établie dans la proportion, l'on en déduit
ab^^-x^hi», d'où ^^^'"-"l.
Pour construire cette espression, il suffit de porter, à partir ia point I!, la ligne donnée m de B en G', ce qui donne AG' = m - a,
puis de mener G'D' parallèle à BC. Le point D' est le point demandé; c'est-à-dire que D'E', parallèle à AB, est égale à m. Cela est d'ailleurs évident.
2i. Remarque. — I^a solution négative que l'on a obtenue dur.s le ca? de m'> a indique, non pas une rectification à faire dans l'énoncé de la question (car, quelle que soit la grandeur de m, il est toujours possible de placer cette ligne dans l'angle ACB, parallèlement à AB, en prolongeant les deux côtés, si cela est nécessaire), mais bien une tUfférencc /le position du point D par rapport au point fixe A, suivant la grandeur de/71.
Ainsi, lorsque, pour résoudre le problème, on suppose le point D anilessus du point A, cette position est earocie tant que l'on a nj < «; mais elle devient /a«.Me dès qu'on a ?«> n; et le signe —obtenu dans ce cas sert à rectifier cette position, en indiquant que la distance dit point donné au, point inconnu doit être portée en sens contraire de celui où elle avait été d'abord portée.
Cela est si vrai, iyie l'on peut éviter tout résultat négatif ea fixant convenablement un autre point de départ, par exemple en prenant CD au lieu de AD pour inconnue.
En effet, soit CD = t'\ les autres notations restant les mêmes, on a
résultai qui est essenlielkment positif, quelles que soient les grandeurs relatives de a, b, m.
Tant que l'on aura m < o, la valeur de x' sera plus petite que h ; et après l'avoir construite, si on la porte sur CA, à partir du point C, l'extrémité D tombera aa-dessus de A ; mais si l'on a m > «, la valeur de x' eisi plus grande que b, et le point cherché tombe en D', au-dessous du point A.
Observons d'ailleurs que l'expression
peut se mettre sous l'une des deux forraos
la première correspondant au cas où l'on a m < a, et la deuxième à celui
Mais comme, par ia première manière de résoudru la question, on a trouvé
il s'ensuit que les deux inconnues x et x' sont liées entre elles par la relation
œ étant positif àsxi& le cas de m < a, et négatif lorsque l'on a m > «;
25. Reprenons maintenant le problème du n" 7, et t&clions d'en interpréter la solution négative.
Jl est clair, d'abord, que la première des deux valeurs obtenues est la seule qui puisse satisfaire à la question telle qu'elle a été énoncée, puisque l'on demande de diviser a en deux parties, etc., et que la valeur absolue de la seconde solution est plus grande que a.
Mais on peut modiBer l'énoncé ainsi qu'il suit ;
Étant donnés deux points Jîxes k. et B [fig- 9)1 trouver sur la ligne AB mi sur son prolongement an troisième point tel, que sa distance au point A soit moyenne proportionnelle entre sa dislance au point B et kl distance des deux points A et B.
D'après ce nouvel énoncé, comme i! n'y a pas de raison pour supposer iG point cherché à gauche plutôt qu'à droite du point A, on commence par le supposer à droite, c'est-à-dire entre A et B. (Il ne peut être en E",
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car AE^ étant plus grand à la fois que AB et BE", ne saurait être r proportionne! entre ces deux lignes.) Soit donc E le point cherché, et posons
AE = 37, AB=«, d'où EE = fi — j:; 011 a la proportion
La première valeur est positire et se construit comme il a été dit n' 7. La seconde est négative; et pour la construire, il faut, après avoir déterminé la ligne AC égale à \/^'-^-t' P''°^°"g^'' ^C jusqu'à sa renia ci/conférence déjà décrite, ce qui donne AD' égal ] puis rabattre par un arc de cercle, AD' de A en E' à lu gauclii! du point A (oonf imément a la remarque du n" 2f);et la dis-
tance AE' devra satisfaire également à la question &i effet, à cause de
AC
ïV-^5
fi-
AE' = AB X BE', ou bion AB : AE' : ; AE' : EE',
Ainsi le nouveau problème admet deuj: solutions.
Si l'on demande comment il se fait que ces deux solutions soient comprises dans la même formule, quoiqu'en mettant le problème en équation Von ait supposé le point cherché à droite du point A, et non à gauche, viiici l'explication que l'on peut en donner.
lH INTRODUCTION.
Soit d'atord ie point clierché entre A. et B; on a la proportion d'où
Puis, supposons-le sur lo prolongement, en E' par exemple; comme on o
il en résulte
BE'=n + J^, ot la proportion devient d'où « . ^ . . .i . . . ,
Cela posé, ai l'on résout l'équation (i) en ne tenant compte que de la valeur qui correspond au signe h- du radical, on obtient
rlomûma, si l'on résout l'équation (a) en ne tenant compte que de la v; leur qui correspond au signe + du radical, il vient
î-sP
Or cette valeur est précisément, au signe prèx, la seconde valeur que donne l'équation (i) par sa résolution complète.
Lb signe — , que l'on obtient pour cette seconde valeur, correspond (24) à une rectification, non dans l'énoncé du problème, mais dans iï/>odtion qui avait été primitivement attribuée aiu poinl demandé.
On éviterait, comme dans le problème précédent, toute solution négative, en prenant pour inconnue la distance du point cherché à un autre point A! tel, que l'on eut
BE
!_\TERPKËT,\TION CES RÉSULTATS iSÉGAtir:'-,
ia proportion iiidiqiiée [lar l'iinoiifié devient
ce qui donne et, par suite.
3a ^ R)ii^~,
Ces deuï valeurs sont essentiellement posilives, puisque le radical est miinernjuemcnt moindre que ^■ On peut d'ailleurs les mettre sous !a forme
il s'ensuit que xct 3/ sont liées par la relation
Seulement, .c est /ia(i/(/" pour ie point E, et iiégaiif foiir le point E'.
2G. N. B. — L'erreur que l'on commettrait en attribuant au point cherciié une position i'/«/J0ïn'6/e se manifeste par une expression iniaginaiir .
Supposons {Jlg. 9), en effet, que dans ce niÉme problème, au lieu di' prendre le poiat cherclié en E on en E', on le prenne en E", o'cst-à-dirt' à droite des deux points A et B.
En posant
AE"--- s:, d'où BE"=.i-^(/,
on trouve, par la substitution de ces valeurs dans la proportio:i
AB : AE' : : AE' : be",
yGoosle
3o INTRODUCTION.
Ce résultat imaginaire tient uniquement à ce que Von a attribué au point chetche une position abmlumeni impnwibie; car AE" ne saurait, comme nous 1 a\on& rtija dit, être rnnypit piopoitinnncl entre AB et BE".
27. Les principes établis (23, 2i et 25) peuvent être résumés de la manière suivante :
1° Toutes les fois que, dans la résolution d'un problème de Géométrie par le secours de l'Algèbre, Vlnconnue représente la distance d'un point fixe à un autre point, comptée sur une rlmite fixe, et que l'on obtient, pour expression de cette inconnue, des résultats, les uns positifs et Ifôi autres négatifs,
Si l'on est convenu de porter les valeurs positives ilana un sens quelconque à partir du point fixe, les valeurs négatives doioent être portées en sens contraire du précédent.
a." Le moyen de faire disparaître les solutions négatives, est de rapporter le point cherclié à au autre point fixe, dont la distance au. premier point fixe soit assez grande poui- que l'on soit assuré que tous les points susceptibles de satisfaire à l'énoncé se trouvent d'un même côté par rapport à ce second jyoint; et cela est toujours possible, en général, puisque la ligne sur laquelle se comptent ces distances peut être prolongée autant que l'on veut.
Les résultats négatif i proviennent uniquement de ce que Vorigine des distances a été d'abord choisie dans une position intermédiaire entre les points cherchés ; et le signe — indique la différence de position de ces points par rapport au pi entier point fixe.
3° Si dans la résolution d'une question {d'un problème ou d'un théorème], on veut faire entrer on considération les distances entre un premier point fixe et d'autres points situés avec celui-ci sur la même ligne, mais dans des sens diiîérents, et cp'on regarde comme positives les distances comptées dans un sens, on doit regarder comme négatives celles qui sont comptées en sens contraire du précédent.
Nous ne donnons point ici de démonstration générale de ces principes ; mais dans la suite, nous les verrons se confirmer de plus en plus, et nous en sentirons mieux l'usage et l'importance.
Le problème suivant mérite beaucoup d'attention, non-seulement sous le rapport des constructions auxquelles il donne lieu, mais encore et surtout sous le rapport de la iliseicssion.
28. Quatrième pnoBLÈME, — Étant donnés un angle YAX {fig. lo] et un point D dans l'intérieur de cet angle, on propose de mener par ce jioint une droite LDN, de telle manière que le triangle intercepté ALN soit égal à an carré donné m'.
INIEBFBÉTATIOU DES RÉSULTATS NÉGATIFS. Si
S des points N et D les perpendiculaires NP, DC, et menons DU parallèle à AY.
Prenons AL pour inconime, et posons
AL. -^ X, ne = h, AB rr. a, d'où BL -= x - a
Les deux triangles semblables ALN, BLD donnent
BL : rc : : AL ; NP, ou x — n:k::x: NP; donc
mais, d'après l'énoncé, on doit a^'oir
ALxNP ALN ou .— liî";
ainsi l'on a pour l'équation du problème,
ou, effectuant les calculs et orilonnant,
Cette équation étant résolue donne
Pour que ces valeurs soient réelles, il faut que Ton ait in- > a«/i, ou an moins m' --- an/i.
Arrêtons-nous à l'hypothèse m"= ^ah, d'oii x -■-= a'i.
Prenons AG double de AB ou égal à 20 et tirons la droite GDH, qui se trouve divisée, au point D, en deux parties égales.
Nous formons ainsi un triangle AGH dont la surface est égale à aa/.-
comme étant çHorfmpfe de celle du triangle DBG qui a pour mesure « x -
D'où l'on peut conclure que le triangle AGH correspondant à la valeui' de.c = ia, est le minimum de tous ceux qui peuvent satisfaire à la question.
Supposons maintenant m' > o^ak, et tâchons de construire le problème sur la figure elle-même.
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Les deux valeurs de a; étant mises, à col effet, sous la forme
prenons sur AX [fi;. 1 1)
AG-.2AB-=art et AK ==-'->
tmisième proportioimelie que l'on p5ul supposer construite sÉparément; il en résulte
GK = AK- AG = -^-a«;
iléciwoiis sur AK une demi -circonférence, èlei'oiis du point G la perpendiculaire GI, et tirons la corde Kl ; nous avons
rnbaUons par un arc de cercle Kl de K en L, et do K en L' ; les distance^
AL = AK + KL et AL' ^= AK - KL'
sont évidemment les deux valeurs de x.
Enfin tirons les droites LDN, L'DN', et nous avons ainsi ALN, AL'N' pour les deux solutions du problème proposé.
29. Première remarque. — Le point L', quic orrespond ù la seconde solution, tombe nécessairement entre B et G ; car on a d'abord
KL' ou Kl > KG ;
d'imautrecôt^, l'expression -7^ — — ,— formant les doux premiers term;:;
du carré de -^ ei, il en résulte
sM
la' < -p - u, ou K!i.
Dans l'hypothèse de -t- = -ia, les triangles ALN, AL'N' se réduisent au triangle unique AHG, puisque alors les deux valeurs de ^ deviennent égales à -?-•
PnOBLtHES SDH Ll l.iaKE DROITE ET LE CEllCi.E. 33
30. Seconde /■emarque. — La question proposée étant considérée sous le point de vue le plus général, présente quatre soliitjons, quoique la méthode employée pour la résoudre n'en ait fourni que ilciix.
En effet, outre les deux solutions déjà obtenues ALN, AL'K' [fig. 12), il est visible que l'on peut toujours mener par le point D deux autres droites DL", LL", de njamère que les triangles Al-'N", AL"'N'" soient égaux au carré donné m
De plus, pour ces deu\ solutions le rarré peiit 6trc aussi petit ou auK:;i grand que l'on veut.
Comment se fait-il que ces doux solutions ne soient pas comprises dans le résultat obtenu? — Nous allons répondre à cette question.
En cherchant à mettre le problème en équation, nous avons supposé It' point L « to droite du point A ; et les triangles ALN, BLD nous ont donno
NPlDC;- AL:BL, ou Ni' : /i :; .r : ^— n; doù
NP
ou, en simplifiant,
Maintenant, si nous considérons le point L h la gauc/ie du point A, en L" par exemple, les deux triangles A L"N°, BL''D donnent encore
NT" : DC : : al" : mf.
Sk f co nme en général une proportion ne doit être établie qu'entre des nonbres absolus, et que ^- est, par sa position, /légatif, il s'ensuit que la al ir absolue de AL° doit èlre exprimée par — x, et .celle de BL" par — x-\-e ainsi la proportion devient
N"P'':/i :: -a:: — ^+«; donc N"["'=:. ^^-^--i
ce q!!i donne l'équatior
OH. réduisant,
jr -i- -J-- x= —j-
éqviation qui diffère de
,(1) par le signe de ~.
Ap- d, l-M. à l,
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L'équation (a) Étant résoliio donne
De ces deux valeurs, qui sont essentiellement réelles, la première est /m. silive et la seconde est négative. Or, je dis que la valeur positive correspond au triangle AL^N'".
Bn effet, les deux triangles AL^'N'", BL"'D donnent
N"'p"':DC:: AL"':liL"',
WV ■.h::^:a — x; d'où N"'p"'= -^^, ot, par consét|iient,
hx
ce qui fait voir que If- «ulutions AL°h°, AL^N"* sont comprises dans la mâme équation.
Voici d'ailleurs h ton>>lraclion du re&vdtat
Prenez \ gauche du jxjint A une distance AK' [fig. la) égale à - ■t A DROITE du mène point, une distance AG-- aci, ce qui donne
Décrivez sur GK' une demi-circonférence; au point A élevez la perpe/i' tliculaire AI', et tii-ezla corde K'I'; lioua avez
Riibiittez enmite KT de K' eu V et de K' en L"'; il en résulte
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JV". £. — 11 serait aisé de reconnaltrB que le point h'" doit tombor entre A et B {2Ô1.
On peut comprendre les quatre solutions dans une même formule, en posant l'équation
"'h -\j- Il \^ h "^"j
Le signe supérieur de ± -j- coricspondi 1 1 dors aux deux solutions ALN, AL'N'; elle signe inférieur aux solutions AL^N", AL^N". Ou bien encore, on pourrait multipliei entre eus les deux facteurs
il on résulterait l'équation du qiuitrU
qui comprendrait les quatre solutions.
La remarque qui a iait l'objet de ce numéro est une nouvelle confirmation du principe (-27) sur les diangcments de signe des distances comptées
31. Examinons maintenant les circonstances relatives aux diverses portions que le point D est susceptible de prendre par rapport ans deux lignes AX, AY, en nous bornant à faire connaître les résultats, avec ia manière d'y parvenir.
Premier cas. — Supposons le point U (/?§-. i3) plac^ au-dessous de AX. et a la droite de AY, en W.
Cette condition s'exprime en introduisant (27), dans le résultat primitif, — Aàlaplace de A, puisque lesdtstances des points D et D'à la ligne AX sont comptées en sens contraire l'une de l'autre ; et il vient
La nature de ee lésultat, dont les valeurs sont toujours réelles, prouve <pe les triangles ijui lui cori espondent sont placés dans les doux angles Y.AX, Y'AX'.
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Deuxième cas. — Le point D {Jlg. i41 peut Être placé à la gauchi^ de AY, et au-dessus de AX, comme en D".
Dans ce cas, il est clair que la distance AB''est comptée en sens contraire de AB ; ainsi, il suffît de changer « en — a dans la formule primitive, co qui doniie
' = 7r- Vï(t^
Les sollitions correspondantes se trouvent encore placées dans les angles ÏAX, Y'AX'.
Troisième cas. — Le point D peut être situé en D'" [^g. i5) dans l'angle X'AY', opposé par le sommet à l'angle XAY.
Il faut alors changer à la fois o et A en — n et — /; dans le résultai, qui devient
et comme ces deux solutions peuvent être imaginaires, elles doivent êlri' toutes les deux placées dans l'angle X'AY'.
On pourrait, par des raisonnements analogues à ceux du n" 30, expliquer pourquoi, dans chacun de ces trois cas, on n'obtient que deux solutions, tandis qu'il doit y en avoir quatre quand on considère la question d'un^' manière g
32. Nous terminerons cetto discussion par rcsamcn de doux cas [inniculiers.
1° Soit le point D placé surlahgne AX {Jîg. iG),
Dans ce cas, on a
A = o, ut l'expression
De ces deux valeurs, la première est infinie, et l'autre se présente se la forme - •
proulèmcs sur la ligne droite et le cercle. a-j
Mais si l'on remonte à l'iSquation
elle se réduit, dans Vhypotlièse de h ;- o, &
-'im'3:.--~-Aam\ d'où .r = n = AD.
Connaissant la t.nse AD du triangle clierclié, on obtiendra sa liautenr.?-, d'après la condition
cette haut«tir étant trouvée et construite, on la portera sur AH perpendiculaire h ÂX; puis on mènera HN' paiallele à AX, et l'on aura enfin le triangle ADN' pour réponse a la question Quant à la solulion infime, elle signifie que 1 un des triangles de la
question a une base infiiàt et une hauteur nulle, pmtique ^r X — = "i'
c'est ce que devient la solution ALN de la^^. n lorsque le point D, se rapprochant de plus en plus de AX, finit par tomber sur AX. a" Soit le point D placé sur AY [fig-iy]-
et l'espression do x se rMuit à
D'ailleurs, l'égalité y x
et, par conséquent,
c'est-à-dire qu'en prenant sur AX une distance AL i5gale à -^, et tirant DL, on aura ALD ^oxit première solution.
Quant à la seconde, elle se r&luit encore à un triangle dont la base est mUle et la bauteur infinie; et c'est ce que devient la solution AL'N'de ia.^g-. 1 1 quand le point D, se rapprochant de plus en plus de la ligne AY, finit par se trouver sur AY,
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Nous n'en dirons pas davantage, pour le moment, sur la construction et la discussion des problèmes ; celui que noua venons de traiter renfermant dans ses détails tout ce qui constitue la résolution complète .d'un problème de Géométrie par le secours de l'Algèbre.
Les problèmes suivants ont principalement pour objet la recherche de quelques /or'/Hi/w qui nous seront utiles.
33. Cinquième problème. — Étant donnés les trois côtés d'un triangle ABC {_fig. i8), on propose de déterminer l'expression de sa surface. Dfeignons par a, t, c les côtés respectivement opposés ausangles A, B, C. Nous aurons, d'après ces notations,
BC = rt, AC -i, AB^c; posons d'ailleuis
AD^j-, 'm^---x'
DC-«-^ ou ^-a,
suivant que la perpendiculaire AD tombe en dedans ou au dehors du triangle.
On a, pour la surface du triangle,
en sorte que tout se réduit à détermîaer y en fonction des trois côtés «, b.c.
Or les deux triangles rectangles ADB, ADC donnent
Cette seconde équation restant la même quand on substitue a^ — n à Ici place de n — a:, convient également au cas où le triangle serait obtuuntglf en CD.
Retranchons l'équation (%) de l'équation (i); il vient
— a'+^ai: = c'— V, d'où ■r=- — — '- — '--'—■ Eeraplaçant x par sa valeur dans l'équation (i), on trouve
et, par suite,
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{ On nç met point ici le double signe devant le radical, puisque, d'après la nature de la question, l'on n'a besoin que de la valeur absolue de j. )
Rapportant enfin cette valeur de y dans l'expression du triangle ABC, et désignant la surface de ce triangle par S, on obtient, toute réductioi!
Telle est l'expression de la surface du triangle, évaluée au moyen des trois côtés (ï, è, (.-.
3i. On peut donner à l'expression [3) une autre forme, qui soit propre au calcul logarithmique.
Remarquons que la quantité sous le radical, étant la différence des deu^ carrés, peut se décomposer en
D'ailleurs, chacun de ces deux facteurs est lui-même la différence de deuï autres carrés, savoir :
lesquels se décomposent en
[a^^c^.-fy,{n + r~/,) et (&-H«-r)(/--«4-.l. Donc
S = ^ i/l« -^^ b^c)[a + c~b](h^a- c] ïb^^r^'^i i et si l'on fait, pour plus de simplicité, d'où "^ -+'-V>.
ou, toute réduction faite,
ce qui fournit la règle suivante :
Pour obtenir la valeur numérique de la surface d'un triangle, connaissant les trois côtés,
Faites d'abord la somme des mis côtés, et prenez la moitié de cette somme; relranclwz alternativement de cette moitié, chacun des tjvis, côtés; cela vous donne trois différences. Formez ensuite le produit de la demisomme et des trois différences, puis extrayez la racine carrée de ce produit.
Vous aïez ainsi en nombre l'expression demandée.
3S. Soit pour application,
donc
Appliquons les logarithmes.
On a, d'après les Tables de Callet :
logi7 = 1,23044894 log 2 =o,3o[o3iioo log 5 =0,69897000
Donc
Somme 3,23o448j)2
logS = [,Oi5'w4->,
c'est^-dire que, si l'onaprisle mètre pour unité linéaire, la srRL'ACB renferme 41 métrés can-és plus 23i millièmes de mètre carre.
36. Discussion. — Pour que la formule (4) donne une valeur réelle, il faut (commet est esse.ntiellement positif) que les trois autres facteurs soient positifs à la fois, ou bien qu'il y en ait deux négatifs et un positif.
Or on ne peut avoir en mfimo temps
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car l'addition de ces deux inégalités donnerait
c'est-à-dire le périmètre du triangle moindre cpjo la somme de deux côtés; ce qui est absurde.
On doit avoir les trois inégalités
iroù l'on déduit, en remplacant/j par sa valeur, et réduisant,
c'estrà-dire un <iiic.lcnnquc des côtés niùiniiie que la soiiiiue des dcii.x autres.
C'est, en effet, la condition nécessaire pour (|ii'un triangle soit, possible quand on donne ses côtés.
Si l'une des inégalités précédentes avait lieu dans un ordre hn'erse, l'expression serait imaginaire,
37. Nous proposerons encore comme application, de déiermiiiL-r la mr face d'un trapèze ABDC (Jlg. 19) enfonctinn des quatre celés . En posant AB = a, CD ~- h, AC = c, BD = d, on doit trouver
Soit a = Cl, auquel cas le trapèze se réduit à un triangle, il vicr
Q=^lp[p-b]{p^<:){p-d], comme au n°3i.
38. Sixième problème, — Déterminer la relation qui existe entre les trois côtés d'un triangle quelconque et le rayon du cercle circonscrit à ce triangle.
Avant de passer à la résolution de cette question, nous rappellerons la démonstration du théorème suivant de Géométrie :
Dans tout quadrilatère inscrit ABCD (Jîg. ao), le rectangle des diagonales est égal h la somme des rectangles des côtés opposés; c'est-à-dire que l'on a
BD X AC = AB X DC + AD X BG
Soit meni'e du point B sur AC la droite BE, de manière que l'on ait l'angle CBE égal à l'angle ABD; il en résulte nécessairement l'angle DliC égalàl'anijloABE.
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Cela fait, les deux triangles BCB, ABD sont semblables, comme ayant devix angles égaux, savoir : CBE — ABD par construction, et BCE = ADB, puisqu'ils sont inscrits et appuyds sur le même arc ÂB.
On a donc la proportion
CLiEC;; AD:CD; d'où l'on d&Juit
(i) CExBDr.^BCxAD.
Pareillement, les doux triangles ABE, BDC sont semblaliles, puisquo ABE = DBC d'après la construction, et que B.\E -- BDC comme appuyés sur le même arc BC.
On a donc la proportion
AE : AB : : DC ; RO ; d'ofil^n.tire
(i] AExBD AB X DC.
Ajoutant l'une à l'autre les égalités (i) et (2), on obtient
(CE-i-AE)BD ou AC X BD =.-^ BC X AD -H AB X DC,
Appliquons ce théorème à ia question proposée.
Soient ABC IJÎg. 21) le triangle donné, et 0 le centre du cercle circonscrit.
Tirons le .diamètre COU et les cordes AD, BD; puis faisons, d'après les notations du n° 33,
BC = «, AC = i, AB--t et OC :-- /•;
il en résulle
puisque les angles CAD, CBD sont droits. Cela posé, on a, en vertu du théorème précédent,
AB X CD :=. CB X AD -)- AC X GD
Telle est la relation générale qui existe entre les côtés d'un triangle et le rayon du cerclé circonscrit.
Cette formule renfermant quatre quantités «, h, <?, /■, on peut se proposer d'en déterminer une quelconque au moyen des trois autres ; et cela conduit à différentes questions que nous allons résoudre et discuter.
39. i° Étant donnêi:s , dam un cercle dont le rayon est ennnu, les cordes de deii^ arcs, on demande la corde de la somme de ces deux ara, .
Soient X (/g-, ai) le cercle donna, AC, CB les cordes aussi données; AB sera la corde de la somme des deux arcs.
On connait donc dans la formule (A) les quantités n, 0, r, et il ne s'agit que d'obtenir c.
Or cette formule donne immédiatement
i" Déterminer la corde du double d'an arc, connahsont la corde dr
Soit fait dans la formule (B], h = a\ alors c exprime évidemment la corde du double de l'arc sous-tendu par a ou par b {fi^. aa) ; et il vient
3" Réciproquement, déterminer lit corde de la moitié d'an arc, connaissant la corde de cet arc.
Dans la formule (C), les quantités c et o étant liées entre elles de manière que l'une est la corde du double de l'arc sous-tendu par l'autre, il s'ensuit que, réciproquement, la seconde a est la corde de la moitié de l'arc sous-tendu par la première c. Ainsi, tout se réduit à déterminer a en fonction de c, d'après la formule (C).
Or, si l'on .chasse le dénominateur, et que Ton élève les dcus nierabres au carré, il vient
ou, ordonnant,
Donc
et, par conséquent,
(D) a = sjr{'irA^s/W^
(nousnemettons point ici le double signe devant le premier radical, parci;
que nous n'avons liesoin que de la valeur numérique. de a).
L'expression de a que l'on vient d'obtenir présente deux valeurs essentiellement différentes, et cela doit être.
En elfet, la corde Ali appartient non-seulemont à l'arc AGI!, mais en-
44 IKTUOIIUCTIOK.
core à l'arc ADB ; ainsi, lorsque l'on demande la corde de la moitié de l'arc sous-tendu par la corde AB, il n'y a pas plus de raison pour trouver AC, corde de la moitié de ÂCB, que AD, corde de la moitié de ADB.
Toutefois, si l'on suppose d'avance que l'arc sous-tendu par la corde donnée AB est moindre qu'une demi-circonfé,rence , il faudra prendre pour a la plus petite des deux valeurs ci-dessus, c'est-à-dire celle qui correspond au signe inférieur du radical, et l'on aura
T.e contraire aurait lieu si l'arc donné était plus grand qu'une domi-c conférence, et il faudrait prendre pour a
Il est d'ailleurs facile de se convaincre que si AC est exprime par la p mière de ces valeurs, AD est représenté par la seconde. En effet, le triangle rectangle CAD donne
^, par Iiypotllèf
AD== v'4/-'-AC';
4° Etant données Ici: cordes de deux aies, trnm'cr la coiile de (car différence.
Soient {fig. ai) AB = c , AC = é les deux cordes données, et proposonsnous de déterminer CB ou ii, qui n'est autre chose que la différence des arcs sous-tendus par c et h.
La question est donc ramenée à traiter a comme une inconnue, dans !a formule (A), et à tâcher de l'en dégager.
Reprenons cette formule
■xcr^o /^'"^^ -+- h v/4p"^^^ ;
et observons que a se trouvant sous le second radical, il faut commencer par faire dispar'aitre ce radical. Or de cette formule on tire, par la transposition,
d'où, élevant au carré,
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OU, réduisant et brdonnant par rapport à a,
Cette équation étant résolue donne
(E) ,, = ^/4p-ZT'3irAy47^^r:^.
Pour interpréter ce résultat qui comprend ileiuv solutions, nous remarquerons que tes cordes données AB, AC appartiennent chacune à deux arcs, savoir :
ACB, ADB, pour la corde AB, et
AMC, ADBC, pour la corde AC,
Ainsi, lorsque l'on demande la corde de k différence des arcs sous-tendue par AB et par AC, le même calcul doit donner la corde de la dillérencs' entre l'un quelconque des arcs ACB, ADB, et l'un quelconque des arcs AMC, ADBC.
Or, si sur l'arc ARBon prend une partie AC égale à AC, et que l'on tiro la corde BC, on aura
I" ACB - AirC ^ CKB, qui correspond à la corde CB;
■ir ADD - AMC ou ADB - AM'C = C'DB CB :
3° ADBC - ACB ou ADBC - AM'C - CKB =-. C'DB. ... CB :
4° ■ ADBC - ADB = CNE ; CB ;
d'où l'on voit que les f/uniie itijjerences sont égales deux à deux et correspondent aux deux cordes CB, CB.
On voit encore {fig. ai) que, si les arcs sous-tendus par les cordes données sont supposés plus petits à la fois, ou plus grands à la fois qu'une jenii-circonférence, comme le sont les arcs ACB et AMC, ou .ADBC et ADB, la réponse à la question est nécessairement
mais si les deux arcs sous-tendus sont supposés l'un plus petit et l'auli-f plus grand qu'une demi-circonférence, on a pour réponse
ce ou „_^y47-'^trr= + ^v/^'^^.
Il est à remarquer qiic cette dernière formule est identique avec la for-
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mule (B) qui donne la corde de la somme de deux arcs ; et eela doit être, car C'B peut ûtro regardée comme la corde de la somme des arcs soustendus par AB et AC.
40. 5° Étant thniiés les Ir-ots côtés a, b, c, d'an triangle, on demamie Vexpi-essioH du rayon du cercle circonscrit à ce triangk.
La difficulté consiste à dégager r de la formule (A),
Or, dans le numéro précédent, on a déjà obtenu, par une première transformation exécutée sur cette formule, l'équation
r{^.ue'-^l^'] ■-. oe/4^~T'.
Élevant de Bouvoau les deux membres de cette éqiiatioii au carré, on a
r'-{a'^c'^-/j']'--^ia^c'r"--a^h':
d'où l'on déduit
nhe
(Le double signe devant le radical serai
mande que la valeur numérique du rayon,]
Autre expression — La formule (3j du i
l inutile, i)uis()uc 1° 33 donne
c'est-à-dire que le rayon du cercle circonscrit a pour expression h: pro' duit des troiscôtés du triangle, divisé par le quadruple de sa surface.
41. On peut encore, à cette occasion, se proposer de trouver le rayon du cercle inscrit à un triangle.
Soient {Jîg. aS) un triangle donné ABC et 0 le contre du cercle inscrit à ce triangle.
Tirons les lignes OA, OB, OC, et les rayons OP, OQ, OU, que nous désignerons par r'.
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On a évidemment, d'après la figure,
ABC ou S -= AIJO -^ ACO -r ECO d'où l'on déduit
Ainsi, le rayon du cercle inscrit à un triangle a pour expreisio/i lidouble de la surface du triangle, dimé par son périmètre.
Remarque. ^ On a vu, en Géométrie, qu'il existe quatre cercles tangents aux troia côtés d'un triangle, supposés prolongés indéfiniment- En désignant par /■', , /■',, r\ les rayons Aqs trois cercles ûm/'b* que celui qui vient d'être considéré, on a pour les expressions de ces rayons,
En effet, considérons, par exemple, le cercle dont le contre est oi trouvons
ABC ou S - - AO'li -+- IIO'C ~ AOX r^ !^^-^ ~ '""'
m. Scohie GBNÉHAL. — On a pu remarque) que dani tnutcs le" questions qui ont été traitées à partir du n" 28, les exprea-^ions algebiiqnes ont été constamment homogènes, parce qu'aucune des lignes que 1 on a fait entrer dans le calcul n'd été explicitement piise poui umté, ce qui confirme le principe général établi au n" IS, sur mOHOGENBioi
Les formules ou l'on introduit la lettre S pour désigner la surface d'un triangle ne font pas exception sous ce rapport car, pour les rendre koimgénes, il suflirait d'y remplacer S, qui n'est qu'une simple notation, par un carré (ci que ni'.
EXERCICES
Nous croyons devoir terminer cette introducïion en proposant quelques Exercices, comme moyen de familiariser les commençants avec la manière Rappliquer l'Algèbre à la Géométrie.
Plusieurs questions sont susceptibles d'une solution graphique; d'autres n'admettent, par leur nature, que des solutions purement mtméri/jues ; quelques-unes nécessitent l'emploi des principes de la Trigonométrie.
48 iNiRODucnos.
I. Étant lionnes dans un triangle kect.vuglu la somme des fleux côtés de l'angle droit ainsi que la somme de l'hypoténuse et de la perpendicutaire abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse : i° cakiiler lea côtés et les angles; a° construire 1% triangle; 3° discuter.
U. Étant donnés dans un triangle rectangle le périmètre et la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angie droit sur l'hypoténuse, eonstruim ce triangle. — Discussion.
m. On donne, dans un triangle quelconque, l'un des côtés, l'angle opposé, et la somme ou la différence des deux autres côtés : i" résoiulre lo triangle; a° le cçnsimire.
IV. Sur une base donnée, consiruirc un triangle dans lequel la somme des côtés soit double de la base, et dont le sommet soit sur une droite donnée de position.
V. Déterminer la su/face et les cSiés d'un triangle, en fonction des lroi> hauteurs.
VI. Diviser un trapèze en deux parties qui soient entre elles dans k' rapport de deux lignes m et «, par une droite menée parallèlement au\ bases.
Vil. Partager de môme un tronc de cône par un plan parallèle aux bases.
Vni. Inscrire dans un triangle quelconque un rectangle d'une surface donnée, — Parmi tous les rectangles inscrits dans nn triangle, quel est celui dont la surface est nn maximum ?
IX. Étant données trois circonférences concentriques, trouver le côté du triangle équilatéral dont les sommets seraient sur ces trois circonfé-
X. Par un point donné dans l'intérieur d'un angle droit, mener une droite telle, que le rectangle de ses deus parties comprises entre le poijit et les côtés de l'angle soit égal à un carré donné.
Généraliser cette question en supposant quelconque l'angle que forment les deux droites qui comprennent le point donné.
XI. Étant donné, dans l'intérieur d'un angle droit, un point à égaù' distance des côtés de cet angle, mener par ce point une dmiie telle, que la partie comprise entre les deux côtés soit égale à une ligne donnée im.
[Ce problème est susceptible d'une solution assez simple quand on prend pour inconnue auxiliaire la distance du point donné au point milieu de la droite demandée.]
GÉOMÉTRIE ANALÏTiaUE.
CHAPITRE PREMIER
I. Du point et do la ligne droite. — § II. Dn cercle. ^ § 111. Des lîaui géométriquas. — § IV. Application des théories précédenlea à la fésolulion de diverses questions et au problème des tangentes.
43. DÉFINITION. — La rinSthode que nous avons développée dans I'iniro- DUGTioN, pour résoudre toute espèce de questions [théorèmes ou problèmes) par le secours de l'Algèbre, n'est, à proprement parler, qu'une méthode indirecte, puisque les moyens employés sont particuliers à chaque question, et varient avec l'énoncé de chacune d'elles.
Il existe une méthode génëraic, appelée Analyse be Descartes, du nom de l'illustre philosophe qui en a donné la première idée; elle consiste à exprimer par des équations la position respective des points et des lignes droites ou courbes faisant partie de la figure d'une question proposée, paisà combiner ces équations de manière à atteindre le bui indiqué par l'énoncé de la question.
A proprement parler, c'est le développement des principes de cette méthode qui constitue la Géométrie analytique telle qu'on l'envisage maintenant.
Elle se divise en deux parties distinctes que nous traiterons successivement ; Géométrie analytique à deux dimensions, et Géométrie analytique à trois dimensions, suivant que les objets que l'on considère sont situés sur un même plan ou d'une manière quclcon(lue dans l'espace.
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Manière de fixer la position d'un point sur un plan.
a. Pour peu que l'on réfléchisse sur la naturu des problèmes do Gtîûmétrie, on voit que la plupart reviennent, en dernière analyse, à trouver la distante d'un ou de plusieurs points inconnus, à d'autres points ou à des droites ^^es et déjà déterminées de position. Si donc on avait un moyen de fixer analytiquement la position d'un point par rapport à des points ou à des lignes cownwei déposition, on serait en état de résoudre toute espèce de questions géométriques.
Soient deux droites nECTAMouLiiiiES, AX, AY (PI. II, fig. a4), fixes et données de position sur un plan ; et soit M un point quelconque dont il s'agit de déterminer la position sur ce plan.
Si, de ce point, on abaisse les perpendiculaires MP, MQ, il est visible que le point M sera fi^é dte que l'on connaîtra les longueurs des deux côtés contigus ÂP, AQ du rectangle APMQ, puisque ces côtés sont les distances du point ■S' aux deux lignes fixes AX et AY.
Donc, si l'on mène, à ces distances, deux droites PM et QM, respectivement parallèles aux lignes AX et Aï, le point d'intersection de ces deux parallèles sera le point DBiiAmiÉ.
On est convenu de donner le nom d' axés a^ix deux lignes fixes AX et AY.
La distance AP ou QM du- point M à l'axe AY s'appelle fabscisse de ce point, et se désigne algébriquement par x.
La distance AQ ou PM du même point M à l'axe AX est dite Yordonnée de ce point, et s'exprime par y.
Ces deux distances portent conjointement le nom de coordonnées du
Les deux axes se distinguent l'un de l'autre par les dénominations d'axe des abscisses ou des x, donnée à la ligne AX sur laquelle "se comptent ks abscisses, et d'axe des ordonnées ou desy, donnée à la ligne AY sur laquelle se comptent les ordonnées.
Enfin, le point A est ce que l'on appelle Vouigine des coordonnées, parce que c'est à partir de ce point que se comptent ces distances.
iVt. Équations du point. — Le caractère analytique de tout point conàdéré sur l'axe des y e&ï x = o, puisque cette équation exprime que la distance du point à cet axe est niiile.
De même, le caractère de tout point placé sur l'axe des x cs\,y= o.
EQUATIONS DU
Donc le système des deux équalions
caraotérisB V origine A des coordonnées; car p]les n'ont lieu t temps que pour ce point.
En général, les deux équations
considérées simultanément, caractérisent un point situé à une distance a de l'axe des/, et à «ne distance b de l'axe des x.
En effet, la première appartient à tous les points d'une parallèle à AY, menée à une distance AP — n ; la seconde, à tous les points d'une jHiral~ léle h. AX, menée à une distance AQ = b. Donc le système des deux équations appartient au point d'intersection M, et n'appartient qu'à lui. Elles en sont, pour ainsi dire, la représentation analytique.
On 1^ nomme, pour cette raison, les équations du point.
46. Remargiie. — On doit toutefois considérer, dans les expressions a et h, non-seulement les valeurs absolues ou numériques des distances du point aux deux axes, mais encore les signes dont elles peuvent être affectées, eu égard à la position du point dans le pian des aixes AX et AY.
Car, d'après le principe établi (27), si l'on convient de regarder comme posiihes les dislances telles que AP, comptées sur AX et à la droite du point A, on doit regarder comme négatives les distances (elles que AP', comptées à la gauche de ce point. De même, si l'on regarde comme positives les distances AQ comptées au-dessus du point A sur AY, on doit regarder conune négatives les distances comptées ait-dessous de ce même point.
A la vérité, le principe que nous venons de rappeler a été établi pour les distances de points situés de côté et d'autre sur une même droite, par rapport à un point fise; mais il a lieu également pour des distances de points à des droites fixes.
H suffirait, pour s'en convaincre, de prendre une nouvelle origine et de nouveaux axes parallèles aux premiers, et par rapport auxquels tous les points considérés Tussent situés du mêroe côté.
D'après cela, si nous mettons en évidence les signes dont n et i peuvent être affectés, nous aurons les quatre systèmes d'équations
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pour caracténxerXusquati-e positions esseatiellomont difiérentes du point, savoir : M, M', M", M".
On trouvera ainsi :
1° Que le point dont les équations sont {fig. aS)
est situé dans l'angle VAS à une distance AP = i de l'axe des j, cl i une dislance PM = 3 de l'axe des x ; 2° O^iele point exprimé par [fig. 26)
est situé sur l'axe AY[i5) à une distance AM'= 2; 3° Que le point
est situé sur l'axe AS vers la gauche de A, à une distance AM = i.
47. Nous avons supposé jusqu'à présent les axes PEaPENDicuLAinEs ENTRE EUX, parce que c'est la position la plus simple et la plus usitée. Cependant il y a des questions dont la résolution exige qne l'on considère des axes faisant entre eux un angle quelconque.
Dans ce cas, les coordonnées [fig. 27) ne sont plus des perpendiculaires abaissées sur les axes, mais bien des /Mira//èfej à ces axes; c'est-à-dire que les distances AP ou QM, AQ ou PM, se comptent parallèlement aux axes AX, AY.
Du reste, tout ce qui a été dit dans l'hypothèse où les axes sont nECTANGuLAiREs s'applique également au cas où ils sont obliques.
Expression aiialflique de la distance entre deux points donnés sur un plan.
48. Pour trouver cette expression qui est d'un usage continuel, prenons d'abord les axes bectakgulairks.
Soient ^\ /' {Jig. li) les coordonnées d'un premier point M, et x" , j" les coordonnées d'un second point M' ; en sorte que l'on ait
pour les équations respectives do ces points que l'on suppose connus de
Il s'agit d'exprimer la distance MM', que nous appellerons D, on fonction des coordonnées x', y', x" y".
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Pour cela, menons les ordonnées MP, M'P' de ces doux poinls, et tirons M'R parallèle à AX.
Le triangle rectangle MRM' donne
MR -=MP ~'KP=f'-f", M'Ii=:PP'=.c'-.r"; MM*' ou D'=(j'— /')'-h(^'-^")';
Cette formule est générale, et convient même au cas où les deux points sont dans une position contraire par rapport Sx l'un des axes. 11 suffit d'y introduire, pour las applications, les diangements de signe qui correspondent aux changements de position.
Ainsi, par eïemple, pour obtenir la distance de deux points dont l'un, M (fig. ïg), est placé dans l'angle YÂX, et a pour coordonnées
Il et b étant deux nombres positifs, et dont l'autre M' est placé dans l'angle YAX' ot a pour coordonnées
on aura
e donne, dans ce cas, abstraction faite des signes, MM''=MÏ!'+i\fR',
m'r = ap-hap'=«'-h(,;
Si l'un des points donnés, M' par exemple, est l'origine des coordonnées, comme on a alors x" = o, et 7" = o, la formule devient
ce qui est conforme au résultat que donne le triangle rectangle AMP dans lequel on a
Âm'= MP'-I-ÂP'.
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49. Lorsque les axes sont obliques, la formule est différente. En effet, le triangle MM'R [fig. 3o) est obtiquaitgle el donne, en vertu d'une formule trigonométrlque connue,
MM'V. mr'-h M^'- aMR X M'R oosMRM'.
Or on a
MR=/'-/", M'R = j^'-a:'; d'ailleurs
cosMRM'^ - cosMRK = - cosfl
(S désignant l'angle MRK, qui n'est autre close que celui des deus axes) ;
D'- (/-/?+(*'- ■^")'+^(r'-j")(^'-^"}cose,
Ce résultat, plus compliqué que le précédent, fait sentir Yavantage de supposer les ases ivECTAPiGiiLiiRES lorsque l'on doit faireentrer dans les calculs la distance entre deux points donnés, et que le choix des axes est arbitraire.
Manière de fixer analytiquenwM la position d'une droite sur un plan.
80. Soit «ne droite LBL' (fig. 3i et 3a) indéfinie et située à volonl^ dans un plan. Prenons dans ce plan deux axes rectangulaires ou obliques, AX, AY, par rapport auxquels la droite soit placée d'une manière quelconque.
Menons d'ailleurs de différents points M, M', M",..., pris sur cette droite, les ordonnées MF, M'P', M'P",. .., et par le point B où la droite rencontre l'axe des x, tirons BH parallèle à AX.
Les triangles semblables BQM, BQ'M', DQ°M°, ..., donnent la suite de rapports égaux
MQ _ WQ^ _ M"Q"
BQ ~ "BQ' ~ BQ" ' ■ " '
MP — AB_ M'P'— AB WP"— AS
Al' ^ TiP' ^" AP""""'"''
ce qui prouve que /a différence entre l'ordonnée d'un point quelconque (le la droite et l'ordonnée qui -passe par l'origine, est à l'abscisse du même point, dans un rapport constant.
Désignons donc par a: et j les coordonnées d'un point pris au hasard sur la droite, par b la distance AB (appelée l'ordonnée à l'origine)^ et
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par a le rapport constant dont nous venons do parler; nous aui relaLion
(i) y = ax^h,
laquelle sera satisfaite pour toiis les points de la droite L'BL, à ^exclusion de tout autre point.
Car soit N [fi^. 3t) un point situé au-dessus ou au-dessous de cette droite.
Comme l'ordonnée NP de ce point est plus grande ou plus petite que l'ordonnée MP correspondante à la même abscisse, et que, par hypothèse, on a pour le point M
MP-^ a.kV + h,
il s'ensuit que NP est plus grand ou plus petit que a . AP -!- b. Ainsi l'on a, pour les coordonnées de ce point,
JÎoi + S.
On voit donc que la relation (i) caractérise tous les points de la droite, et qu'elle en est, pour ainsi dire, la représentation analytique, en ce sens, que si, au moyen de cette équation, l'on veut retrouver les différents points de la droite, il suffit de donner à x une série de valeurs que l'on porte de A en P, P', P", — Menant ensuite par les points P, P', P', . . . , des parallèles à A¥, et prenant sur ces parallèles des parties PM, P'M', P'M",.-., égales aux valeurs de 7 correspondantes et tirées de l'équation (1}, on aura M, M', M",,.., pour autant de points do la droite. On appelle, pour cette raison, la relation (1) I'équation db l* dkoite L'BL.
Les quantités s: et y, qui expriment les coordonnées des différents points delà droite, sont des vamables; et les quantité a et b, qui, pour la même droite, ne changent pas , sont appelées les constantes de cette Équation.
51 . Le RAPPORT a est susceptible de deux acceptions di que les axes sont rectangulaires on obliques.
i° Si les axes sont rectangulaires, le triangle rectangle MBQ (Jig. 3ij donne
MQ _ tanaMBQ
BQ "" "-" r '
appelons h l'angle MBQ égal à LCX, et supposons , pour plus de simpii-
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cité, le rayon des tables égal à i; il en résulte
<ï = tanga;
ainsi, le rappobt constant est égal à la tangente trignn gle que forme la droite avec l'axe des x.
i" Lorsque les axes sont obliques {Jlg. Sa), on a
MO ____
BQ '"' " ~ sinUMQ "
ou bien, désignant par 0 l'angle YAX, d'où LBY ='i — n,
;'est-à-dire que, dans ce cas, le rapport constaot est ègil mi rapport ies sinus des deux angles que ta droite forme ofcc les axes des x et des y. Cette dernière valeur rentre dans la précédente, lorsque Ton suppose S = 90° ; car on a
Discussion de l'équation y = ax -\- h
52. Nous considérerons particulièrement, dans cetl« dis( axes à angle dboii, parce que c'est le cas le plus ordinaire.
Les constantes a ôt b, qui sont fixes et déterminées pour tous les points d'une même droite, peuvent, d'après leur nature, passer par tous les états de grandeur, soit positifs, soit négatifs, puisque la première est une tangente irigonoiitétrique, et que la seconde exprime la distance du point fisc A à un point placé sur la ligne AY.
Ces divers étals de grandeur dépendent de la position que peut avoir la droite donnée, par rapport aux axes; nous allons examiner ces différentes
Traitons, d'abord, le cas où la droite passe par l'origine. Dans ce cas, on a è — o {Jîg. 33), et l'équation devient
ce qui montre que l'ordonnée d'un point quelconque de la droite est à son abscisse dans un rapport constant.
Cette propriété caractérise toutes les droites qui passent par l'origine j
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car œpoint 86 trouvantsurDhacuned'elles, ses coordonnées [-i-=o,j= o] doivent vérifier leur équation ; ce qui exige que le terme indépendant de ^ etdej manque dans celte équation. -
Faisons actuellement tourner la droite autour de l'origine, et voyons ce que devient a dans ce mouvement.
D'abord, si la droite est couchée sur AX, l'angle a est nul, et l'on a
tangK ou a'^.o, ce qui réduit l'équation à
qui n'est antre chose que l'équation de i'axe des j-, puisque (iS) ell>* est le caractère de tout point placé sur cet axe.
Tant que la droite, en toijrnant au-dessus de l'axe dos x, sera placée dans l'angle YAX, l'angle « sera plus petit que 90 degrés, et tanga on o sera positif, mais augmentera de plus en plus.
Il est d'ailleurs évident, d'après l'équation j= ax, qu'à des abscisses positives AP, ou négatives AP', correspondront des ordonnées MP, M'P' respectivement de même signe qu'elles.
Si la droite vient à se confondre avec AY, comme on a alors
a = 90°, il on résulte a = m et - = o; d'où l'on peut conclure que l'équation, mise sous la fornie a; = -j, se réduit à ^ — o,
qui est en effet l'équation de l'axe des j (45).
Supposons maintenant que la droite soit placée dans l'intérieur de l'angle YAX', comme L'AL".
L'angle a. est obtus; donc tangaou a devient négatif, et diminue de plus en plus, naméii/jueme/it, h mesure que la droite se rapproche de AX'; et si l'on mel le signe de a en évidence, on a pour l'équation de la droite L'AL"',
d'où l'on voit qu'à des abscisses positives AP"' correspondent des ordonnées négatives P^M™; et à des abscisses négatives AP" correspondent des ordonnées positifcs P'M".
Ce résultat S' accorde avec la figure.
N, B. — Lorsque les axes sont obliques [fig. 34), le clmngement de, signe de a correspond au cas où l'angle k ou L'AX devient plus grand que l'angle Q des deux axes.
ÉQUATION DE LA LIGNE DROIÏE
En effet, dans l'expreBsioii a = -^—j^ r , le dénominateur sin (0 — y.)
pour a > 9 se change en — sin(K — 0), et l'on trouve
Revenons aux axes bectangulaikes. Si la droite, continuant de tourner, se place sur AX' (^j^. 33), tanga redevient nu/, et l'équation se réduit do nouveau à / = o, ou à l'équation de l'axe des x.
La droite passant dans l'angle X'AY', a. est >i8o'', mais <a7o''; donc tanga ou a est pusilif, et l'iqualion redevient
j - ax.
Et, en eifet, la droite étant prolongée au-dessus de l'axe des a;, reprend les positions qu'elle avait prises d'abord dans l'angle YAX.
Enfin, lorsque la droite passe dans l'angle Y'AX, auquel cas on a K > 270°, mais < 360°, tang^ ou a redevient négatif, et l'on refomte sur l'équation
j = - ax.
33. Considérons maintenant le cas où la droite passe par un point 15 [Jtg. 35 ) de l'axe des y situé em-de.isas de l'origine.
Dans ce cas, Vonhitnée à l'origine, ou b, est positive; et l'on a, pour l'équation de la droite,
La quantité b est essentiellement pnsilii-c; mais 11 n'en est pas de même de<ï.
Car, si l'on conçoit que la droite tourne autour du point B, comme dans ce mouvement elle prendta nécessairement des positions /'«?'«Wè/fs à toutes celles qu'elle avait prises auteur û<' l'origine, a sera positif ou ne^a(ifdans les mêmes circonstances
11 suit de là :
1° Que l'équation y = ax-\-b convient a toutes les droites, telles que UBL', qui forment, avec l'ase des x, un angle moindre que 90 degrés, ou plus grand que 180 degrés, mais moindre que 170 degrés;
1" Et que l'équation y — — ax -\- b convient à toutes les droites, telles que L'BL", formant avec l'axe des x un angle plus grand que 90 degrés et moindre que 180 degrés, ou plus grand que 270 degrés, mais moindre que 3 60 degrés.
Enfin, lorsque la droite est assujettie à passer par un point B' situi! ou-
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dessous de l'origine, b est négatif, et l'équation devient pour toutes les droites (elles que L'B'L, et
pour toutes les droites telles que L"B'L'''.
54. Examinons, comme cas particuliers, ceux où la droite ^%\ parallèle à l'un des axes.
i* Lorsqu'elle est parallèle à l'axe des ic, on a évidemment tangx ou o -- 0 ; d'ailleurs, b est positif ou négatif; Eiinsi l'équation se réduit à
résultat qui s'accorde avec ce qui a été dit n'* 45 et 46.
2° Si la droite est parallèle à l'axe des y, tanga doit être infini. Il en est de même de È, qui, exprimant la distance de l'origine au point cil la droite rencontre l'axe des y, devient nécessairement, dans le cas dont il s'agit, pltts grand qiiaiwune quantité donnée
Ces deux conditions, introduites dans
que l'on peut mettre sous la forme
Pour interpréter ce résultat, observons qu'afin d'obtenir la droite dans toutes les situations possibles, par rapport aux axes, nous avons supposé (B3) que la droite tourne autour du point B regardé comme fixe. Dans cette hypothèse, h a une valeur finie et déterminée, et il est impossible d'en déduire le cas où la droite devient parallèle à AY.
(On trouve seulement, dans la supposition de « = w,
ou l'équation de l'axe des j.)
Pour ce cas particulier, il est nécessaire do changer le centre de mmticment de la droite, et de prendre, par exemple, le point C où la droite rencontre l'axe des ^.
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Or, si l'on désigne la distanco AC par c, ou plutôt par — c, attendu que cette ligne est comptùe dans le sens des i-ibscisfes négatives, oti a évidemment
^^^tanga ou — :=«; dou
et l'équation dévie
Supposons maintenant que la droite, tournant autour du point C, devienne parallèle à Aï ; tanga ou a devient infini, et c ne change pas. Donc l'équation se réduit à
équation qui représente en effet [45) une parallèle à l'axe des j-.
Le signe de c dépend de la position du point C par rapport à l'origine A ; le point peut Stre en C ou C
L'expression de c, ou , offre l'exemple d'une fraction qui reste
constante, bien que ses deux termes deviennent infinis.-Cest ainsi qu'une fraction -i qui se réduit à - lorsque l'on suppose a =■ o, b = o, acquiert dans certains cas une vaîeurjîn/e et déterminée-.
S3, Nous ferons observer, en passant, que la relation a ~ — -^ introduite dans l'équation
j.= ax + h, la ramène à la forme
d'où
équation qui renferme comme constantes les distances de l'origine A aux points où la droite rencontre les axes.
En y faisant ^ = o, on trouve j = i ; ce sont les coordonnées du point où la droite rencontre l'axe des s:.
Soit j = o, on obtient x = c\(x, sont les coordonnées du point où la même droite rencontre l'axe des x.
11 y a quelquefois de l'avantage à employer l'équation de la droite sous la forme
cy -i-bx ^ bc ou "j -^ - = i ,
à cause de .IViomoge'nt'jVL- des termes de colle-ci.
QUESTIONS prélihinmues sur la ur.NE droite. Cette forme convient cnœro au cas où les axes sont obliques triangle BAC [Jig. 3a) donne
Conclusion. — Il résulte de la. discussion précédente, que l'équation
comprend implicitement les équations de la droite considérée dnns toutes les sUitatinns qu'elle peut avoir par rapport aux axes. II suffit d'y substituer pour n et è les valeurs correspondantes à ces diverses situations.
Questions préliminaires rclntii'es à In ligne droite.
56. Toutes les fois que la position d'une droite sera donnée par celle du point B où la droite rencontre l'axe des y, et par i'angle qu'elle forme avec l'axe des x, les constantes a et b auront une valeur cléteiminée. Mais on peut imposer à une droite d'autres conditions, telles, par exemple, que celles de passer par deux points pria à volonté sur un plan; de passer par an point donné et d'être parallèle OU perpendiculaire à une droite déjà connue de position ; de passer par un point et de faire aivr une autre droite un angle donné, etc.
Dans ces différents cas, a et 6 doivent être regardées comme des constantes indéterminées, dont les valeurs dépendent des conditions imposées à !a droite.
La recherche de ces valeurs donne lieu à une série de questions qui servent de base à la Géométrie analytique, et que nous allons développer successivement.
57. PREMifeRB QUESTION. — Trouver l'équation d'une droite assujettie, à passer par deux points donnés sur un plan.
(Dans cette question, les axes peuvent 6tre pris indilléi emmonl n rtangidaires ou obliques.)
Soient M et M' [_fig. 28 et io) deux points fixés sur un i laii pai leurs coordonnées x\ y' et ^, y".
L'équation cherchée sera de la forme
a et tétant deux constantes {inconnues pour la moment] qu'il s'agit d'exprimer en fonction de x', y', x", y", qui sont supposées connues. Or, puisque chacun des deux points M et M' se trouve sur !a droite.
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leurs coordonnées mises k la place de j: et / dans VéquaUon [i) doivent la vérifier. Ainsi, l'on doit avoir les deux relations
[3) x"^ar"-^0.
Comme ces équations ne contiennent n et 6 qu'au premier degré, on en tire facilement les valeure de ces inconnues. D'abord, si l'on soustrait (3) de (a), i! vient
Portant cette valeur dans l'équation [t], on trouve
et substituant ces valeurs de « et & dans l'équation [i], on obtient
équation qui contient encore Vincoimue a; mais en soustrayant (3) do (a), on obtient
y-j-= „(.■-.-), d'où .,-^-
Piwtant cette valeur de a dans l'équation précédente, on a
Équation qui, ne renfern;ant plus que les variables nécessaires x, y, et les données x' , y' , ^,x', convient encore A la droite cherchée.
L'identité des équations (4) et (5) peut être établie facilement. En effet, on tire de l'équation (S)
QUJiSTIONS FRÉLDllNAlilKS SLR LA LIGNE DROITE. bj
La seconde méthode, plus simple et plus élégante que la première, dorme lieu à un résultat dont l'emploi dans les calculs est, en général, plus commode.
Toutefois, l'équation (4) a l'avantage de laisser on évidence la quantité b, ou Vordonnée à t'oi-igme.
B8, Remarque. — L'éq\iatioi:
que l'on a d'abord trouvée en employant la seconde méthode, joue un grand rôle dans la Géouétrib analytique. Elle offre un caractère particulier : c'est de représenter toutes les droites qui passent par- le point particniier [x\ y']. En elfut, on y est parvenu par la combinaison de l'équation générale
avec la relation particulière
qui esprime que le point [r' r') se trouve sur la droite.
D'ailleurs, sil'ony feit àla fojsj» =j- a;= j; elle se réduit à 0=0; ce qui prouve évidemment que la dioite passe par le point [x', y').
Quant à la quantité a qui subsiste encore dans l équation, c'est une constante indéterminée dont la valeur dépend d une seconde condition qui peut être imposée à la droite Dans \\ questmn précédente, cette condition consiste à faire passer la droite par un ecoml point (x",y°)^ ce qui détermine complètement la \ oail on de c [te drjitc; et l'on trouve, en effet,
59. SiîC0NBE_ QUESTION. — Meiwr par an point donné une droilo parallèle à une autre déjà connue de position.
Commençons par établir analytiqucment la condition de parallélisme des deux droites.
Soient (fig. 36)
j- = ai: -,- i, y = a'œ -h- b'
les équations des deux droites EL et DU.
Puisque ces droites sont parallèles, les angles « et a' qu'elles forment avec l'axe des ^ sont égaux.
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Ainsi, dans le cas d'axes rectangulaires, on a
tangK'= tanga, ou bien a'=a.
Quand les axes sont fibl/i/ucs, on a do même
sintO— -j.'] ~ simû — a)' et, par consoquent encore,
RéciproqiieinciH, si l'on a la relation a = a', on peut conclure que les droites sont parallèles.
Il suffit, pour le prouver, de considÉrev le cas où les axes sont o/itiques, puisqu'il comprend celui d'axes rectanguUàrcs comme cas particu-
(isinOcosi ~- (isinKCOsO ~ sin*. ; d'où
[i-\- noos9)tangar-=nsin0, et, par suite,
On obtiendrait de même
//'sinS
Mais comme on a, par hypothèse, a = a', il vient
langa = tanf,-«', et, par conséquent,
(car il ne peut être ici question que d'angles < 180"),
Ainsi, les deux droites sont parallèles.
La relation a'=a est donc une condition ciiriKtériiliqfw du p LisMB de deux droites,
60. Reprenons maintenant le problème proposé. Soient x', y' les coordonnées du point M par lequel on veut m parallèle DH à une droite donnée BL.
L'équation, de la droite donnée étant
QUESTIONS PRÉLIMINMBES SUR 1,\ LIGKB DHOITE.
colle de la droite cherchée sera de la forme
II' et b' étant deux constantes qu'il s'agit de déterminer.
Or, la droite DH devant, par hypothèse, passer par le point M, i l'équation particulière (3} y=a'x'+b\
Retranchons les équations (a) et (3) l'une do l'autre, il vient y-f==a-[x-x-) (wiMen"58].
D'ailleurs, à cause dw pcirallélisme des deux droites, on a
Telle est l'iouATioN de la droite cBEECiiÉfi. Cette équalion pouvant s'écrire
ne diffère de l'équation (i) de la droite donnée que par Vordonnée à Pnrigine, qui est ici y' — ax'.
61. Troisième question. — Deux droites étant données, trouver les coordonnées de leur point d'intersection.
Soient (;%. 37)
y = ax + 0, y ^^ a X -\- b
les équations des deux droites données BL et DH.
Ifmt fixer la position de leur point de concours, remarquons que, ce point ae trouvant à la fois sur les deux droites, ses coordonnées AP, MP doivent vérifier leurs équations, et ne sont, par conséquent, autre chose que les valeurs de j^ et de j susceptibles de satisfaire simultanément à ces deux équations.
Donc, si i'ofl élimine :c et / entre les équations proposées, on aura les coordonnées cherchées.
Retrancbant d'abord ces deux équations l'une de l'autre, on trouve
d'où l'on déduit
;i l'on porto cette valeur dans la première équation, il vient, touie ré-
jif. de t'Ai, à la G. 5
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duclion laite,
Telles sont les expressions des coordonnées du point M. Discussion. — Soit, comme cas particulier,
n trouve pour les expressions des coordonnées
c'est-à-dire qu'elles deviennent infinies; ce qui doil Ctre, puisque les deux droites sont alors parallèles ( 59 ) . Si l'on a, en mûme temps,
valeurs iiidétei'mintcs ; et, en effet, dans ce cas, les deux droites, se confondant, se rencontrent en une infinité de points.
62. Quatrième question. — Calculer l'angle de deux droites données par leurs éijiuUioizs
Les résultats obtenus dans les trois questions précédentes sont indépendants de l'inclinaison des axes ; il n'en est pas de même dans celle-ci, et il y a lieu de distinguer deux cas : ou les axes sont hectangulaibës, ou ils sont OBLIQUES.
Premier cas. — Pour déterminer l'angle EMG des deux droites, angle que nous appellerons V, remarquons que le triangle MEG donne
EMG = MGX-MEG,
ou, si l'on désigne par «, a.' les angles que les droites Hî. et DU forment respectivement avec l'axe des x,
d'où
Cette formule est vraie, quelle que soit l'inclinaison des a
QUESTIONS PHËLIMlNÀinES SUR LA. LIGNE DROITE. Mais comme nous avons supposé les axes re.cl angulaires, on a langï = a, tangï'= (('; et la formule (i) devient
Second cas. — Los axes étant obliques, on a {S9 )
tanga= 71 t!mg«'= -, -x
i + «cûse n-o'cosd
d'où, substituant dans la formule (1),
)u, réduisant au mûmo dénominateur, et ayant égard à la relation
Ce résultat renlro évidemment dans l'expression [1], quand on lait
63. N. S. — Si, au lieu de l'angle EMG, on voulait obtenir son supplément EMD, il suffirait de changer a'~ rt en n — a\ dans les résultats {■>.{ et (3), puisque les tangentes de ces deux angles sont liées par la relation
En général, toutes les fois que l'on a à calculer l'angle de deux droites, il faut préciser quel est celui des deux angles, supplénwnt/iires l'un du l'autre, que Von veut obtenir.
Ci. Considérons le cas particulier où les deus droites sont perpendiculaires entre elles.
\—yi°, d'oit taugV-
œ Ciui donne, les ases étant i-ectangulaires.
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et les axes étant ubli'iues,
La relation i -f- aa'= o, que nous aurons souvent occasion de rappeler, peut ôtre démontrée !A'recïeme«( au moyen de la figure.
En effet, puisque le triangle EMG est rectangle enM(^- 38), les deux angles MEG, MGE sont compléments l'un de l'autre ; et l'on a
tangMGX ou «'--=- tangMGE, et tangMEG = n;
63. Cinquième ouestion. ~ D'un point donné hors d'une droite, on propose : i" d'abaisser une perpendiculaire sur celte droite ; 2," de trouver la longueur lie cette pcrpemUculaire, c'est-à-dire la dislumc du point donné h la première droite,
(Les axes sont supposés rectangulaires.)
SoientBLladroitei/o/wf'e [Jîg. Sg], MGla droite rferc/iec, perpendiculaire à BL et assujettie à passer par le point M dont nous désignerons les coordonnées par x' et y'.
Supposons que l'équation do la droite BL soit
Puisque la droite MG passe par le point [x', y'), son équation sera (tiSJde la forme
II' étant une constante qu'il s'agit de déterminer.
Or, puisque les deux droites doivent Être perpendiculaires l'une à l'autre, on a (64) la relation
Donc l'équation précédente devient
Tcllo est l'ÉQUATioN DE LA PERPEKOicCLAiHE MG ; et cette droite est ainsi déterminée de position.
Pour résoudre la seconde partie de la question, il s'agit d'obtenir l'ex-
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pression de la diitance du point M au point H où les deux lignes se rencontrent.
On connaît déjà les coordonnées x\ y' du point M ; si l'on pouvait déterminer calles du point H, il suffirait de substituer cas quatre coordonnées dans l'expression de la distance entre deux points donnés, formule trouvée n° 48, et l'on aurait la valeur da MH.
Comme le point H est ^i point d'intersectioitàeW^ et dcMG, il faudrait (61) éliminer ir et j entre les équations (i) et (a); mais observons que, d'après Ja formule déjà citée, ce sont moins les coordonnées des deux points M et H, que leurs différences, qu'il est important d'obtenir; ainsi la question est ramenée à éliminer entre (i) et (2) les quantité x — x', J-— y, considérées commeincon'îHej; et lesvaleurs de ces quantités étant substituées dans l'expression
à la place i^i x' — x", y' —y", donneront la distance demandée.
Afin de mettre en évidence les deux inconnues 3: — se' , y — _r', dars l'équation (1), comme elles le sont dans l'équation fa), nous écrirons lii première équation sous la forme
que l'on obtient en ajoutant — y' aux deux membres, puis en retranchant et ajoutant ux' dans le second membre.
Cela fait, rstranchons l'équation (2) de l'équation (3); il vient
Cette valeur, portée dans l'équation (a), donne
Substituant ces valeurs de a^ — x', y ~y', dans celle de D, et désignant par P la perpendiculaire, on trouve
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Tînfin, mettant en Évidence au numérateur le facteur [j' — nx —h]^, et supprimant lo facteur n' -m , commun aux deux termes, on obtient pour [i CHERCHÉE de la distance MH,
Discussion. — Le double signe ± dont ce résultat est affecté a besoin d'être interprété.
Si l'on cherche à traduire géométriquement la valeur do la quantité y' — ax'—b, on voit que j' désignant l'ordonnée MP, flj:'-i- 6 exprime l'ordonnée NP de BL, qui correspond à l'abscisse x' ou Al': car si l'on fait x = x' dans 7 = ctj: -^- 6, on a^ ou AP = ax'-^ h.
J)may'—ax' — b représente la dislance MN.
Or cette dislance peut élre (27) positive ou négative, c'cst-ù-dire ^ o, suivant que le point M est placé au-dessus ou au-dessous de BL. Par exemple, si le point était en M', on aurait
M'N'=N'P'-M'P', ou Wti' = ax'-\^b~f. D'un autre côté, demander la distance du point M à la droite BL, c'est en demander la valeur absolue ; d'où il suit que, sile point M est placé ou- 'lessus de la droite BL, auquel C3Sy'— ax'— b est > o, on doit avoir
! le point M est plaei; au-dessous, ce qui entraîne la condition
Chacun de ces deux résultats peut être vérifié par la Géométhib. En effet, MP, MH étant respectivement perpendiculaires àAP, BL, on a
angleNMH = angleBL'X = a.
Or le triangle rectangle NMH donne
MlI--MNcosx= ^.---^=- — ■■ ;
d'ailleurs
- b, et tsngH = «;
QUESTIONS PRÈLIBINAIBES SUR l,À LIGNE BnOJîE. ^1
Si le point M élait placé en M' au-dessous de liL, on aurait
W^'=<ix'+b~j\ d'oà p = :!i^±J,rL21 .
Examinons quelques cas particuliers
i- Supposons que le point duquel on veut abuisser la perpendiculaire [fig. 40) soit l'oBiGiNE des coordonnées. On a, dans ce cas,
et l'expression devient
résultat positif ou négatif, suivant que le point B est plarà mi-dcssus ou au-dessous de l'origine.
a° Supposons que la droite donnée l_fg. /[i] passe par l'origine.
On a alors
et l'expression se rÉduit a
67, N. B. — Dans la question que nous venons de traiter, nous avons supposé les axes rectangulaire ; s'ils étaient obliques, il faudrait, pour h première partie, faire usage [64) delà relation
qui donnerait
,_ (i + rtcosQ)
et substituer cette valeur dans l'équation
y — y'^ ri'{x-a:').
Quant à la seconde partie, après avoir effectué l'élimination de j7 — a^', 7 — 7' entreles équations des deux droites, on porterait ces valeurs dans l'expression générale de D (49); et l'on trouverait, tout calcul fait.
C8. Sexième question. — Par un point donné hors d'une divite, i mener une seconile qui forme tn'ev la première un angle donné.
Jï QUESTIOHS PRÉUHIHAIRES SUR l.A. LIGtCE DROITE.
Les axes étant supposés rectangui. aires, appelons x\ y' les coordonnées du point, et m la tangente de l'angle donné. L'équation de la droite donnée étant
celle de la ch-ûiie cherchée sera de la Corme
et puisque ces droites doivent former un angle dont k tangente est ». doit avoir (62)
■ : ~ '", ou bien ^ = '«,
Ces doux relations peuvent élre comprises dans une seule.
ce qui donne, pour I'équation de la droite cherchée,
La question admet donc généralement deux solutions; et cela est évident, car, do chaque côté de la perpendiculaire abaissée du point donné sur la droite y = ax-h- bjOn peut mener une droite qui fasse avec celle-ci l'angle donné.
Soit cet angle égal à 90 degrés, auquel cas on a
équation obtenue (63),
Nous ne considérons pas le cas où les axes sont obliques, parce que les résultats n'en sont pas assez simples.
69. ScOLiB GÉNÉRAL. — Lcs différentes questions que nous venons de résoudre se reproduiront presque à chaque instant dans tout le cours de la GÉOHÉTRiE ANALYTIQUE. En réfléchissant sur les résultats auxquels on a
ÉQUATION nu CERCLE. '^3
étë conduit par ieiir résolution, on doit sentir la nécessité d'éviter, autant quB possible, le système des axes obliques, pour que les calculs soient plus simples. Il faut toutefois escepter les cas où l'on n'a à faire entrer en considération (jue l'équation d'une droite passant par deux points doimés, et la condition de paiallélisme tie deux limites, ios résultats étant alors indépendants de l'inclinaison des axes.
g II. — Du CERCLE.
-e de fixer analytiquement la position d'iii.
Soit un c enO
Traçons dans nous d'en fixer
Si l'on désig
s de rayon quelconque r [f^.!,-i), dont le centre e;
n plan deux axes RECTANGOLAiBES AX, AT, et proposonsposition par rapport à ces axes.
par;>, q, les coordonnées AB, OB du centre, et par x,
î' les coordonnées AP, MP d'un point quelconque M de \& circoujéjcncc,
on aura, en vertu de la formulo du n" 48,
{X'-pY-h{r-qV= '■
Cette relation caractérise tous les points de la circonférence, en ce qu'elle est évidemment satisfaite par les coordonnées de chacun d'eus, et qu'elle ne peut l'être que par ces coordonnées.
En effet, soit N un point quelconque pris à Yextérieur on à Yintérieur du cercle; on a, en désignant toujours par x et ^les coordonnées de ce point,
pour le carré do la distance ON ; < OM, suivant que le point est exi suite nécessairement
^ il est évident que ON est > c iir ou intérieur au cercle, d'où ri
-;-)'+(/-?)'> ou <>■
Ainsi, l'équation (i) ne saurait être vériEÉe pour u trouve pas sur la circonférence.
Cette équation est donc I'équation du cercle, en ci complètement la position de c/uzcun des points de'la ciri
Les constantes qui y entrent sont îes coordonnées du feu et, en effet, un cercle est complètement déterminé avec ci
71. L'équation est plus compliquée lorsque les axes sont obliques
0 point qui ne so
i sens qu'elle Gxo rco,fé,e„ce.
-eet le rayon;
74 ÉQUA.T[ON DU GlifiCLî;.
{fig. 43 ) ; car, d'aprÈs la formiilo du n" i%, on a
â désignant l'angle des deux axes.
72. L'équation (i) (70) prend une forme plus ou moins simple, suivant les diverses positions du cercle par rapport aux axes.
1° L'origine fies coordonnées peut être placée en un point A' de la circonférence [fig. 1,1].
Dans ce cas, on a évidemment entre p, <] el /■ la relation
mais si l'on développe l'équation (1), elle devient
ou, supprimant les deux quantités égales p'' -h 5' et r\ (a) a:' — a/jj^H-j'^ 27/ = 0.
Telle est, dans' ce cas, la forme de l'équation du cercle. Si l'on pose j= o dans cette nouvelle é(|uation, il en résulte
ce qui prouve qu'en effet le point [x ^ o, / = o] ou l'origine, se trouve placé surla circonférence.
Remarque. — Comme, à l'hypothèse / = o, correspond encore l'abscisse X ■■= a/3, il s'ensuit que la circonférence coupe l'axe de? a en un second point G tel, que A'C est double de A'D ou p ; ce qui démontre que la corde A'C esl divisée en deux parties égales par hi pi/peiidniduue abaissée du cerjfre sur cette corde.
Cette propriété est connue en Géométrie; mais on voit comment on la met en évidence à l'aide de î'équation du cercle.
La démonstration s'applique d'ailleurs à une corde quelconque, puisque l'on peut faire varier à volonté la direction de l'axe A'X , pourvu que le second axe A'Y' lui soit mené perpendiculairement.
73, 1° L'origine peut Être placée à l'extrémité A" d'un diamètre A''G qui serait lui-même l'axe des x.
Dans cette nouvelle position des axes, on a
Equation du cercle. ja
ainsi, J'iSquation (i) devient
ou, réduisant,
On pourrait déduire œilo-ci de l'équalion (a) en y taisant
L'équation ( 3) peut servir à démontrer deux autres propriétés du cercle. En effet, d'abord, cette équation peut se mettre sous la forme
^r - X = k"G — k"îl =^ GR; Mr'=A"Rx GR, k''R:MR::MR:GR;
c'est-à-dire que /a perpendiculaire abaissée d'un point de la circonfén sur un diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux spgment re diamètre.
La même équation revient encore à
or, si Ton tiro la corde A"5I, on a évidemment
f + ^-' ou Mr' + Â^'=-- A^l', 2/'^A"G, .r=A''i\;
ubic^n
A"M = A"G X A''R, ou bien A"G : A"5I : : A"S1 : ATi ;
ce qui prouve que lu corde menée par l'une des extrénûtés d'un diamètre est moyenne proportionnelle entre ce diamètre et le segment adjacent formé par la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de lit corde sur ce diamètre.
1i. 3" Enfin, Yorigine des coordonnées peut Être placée au rentre. Dans ce cas, qui est celui que nous aurons à considérer le plus fréquemment, les coordonnées p ni fj sont nulles.
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Alors riqiiatioîi ([) se réduit à
C'est l'équalion du cercle rapparié à son centre comme origine, données étant regtanquluhes.
Si les axes étaient obliques, Téquation du cercle serait [71 )
N. B. — On parviendrait directement aux équations (4) et (5) par la considération du triangle rectangle OMR de la^g-, 4a, et du triangle oMquai/gle GMR de la^. 43, l'origine des coordonnées étant supposée en 0.
§ Kl. — Des lieux géométbiques.
73. Avant de pousser plus loin l'étude de la ligne droite et du cercle, il est utile d'entrer dans quelques considérations sur les équations des lignes en général, et sur le parti que l'on peut en tirer.
Nous avons déjà vu que la position d'une droite ou d'un cercle <^\fixéi: sur un plan par le moyen d'une équation entre les coordonnées x ety de duKun de ses points et un certain nombre de constantes dont la connaissance suffit pour détertniner celle position géométriquement.
Supposons actuellement que, ^ al y désignant toujours ies distances d'un point à deus axes rectangulaires ou obliques, la résolution d'une question ait conduit à une équation générale entre x et j, que nous représenterons par
(Le caractère F s'énonce : fonction de.)
Je disque, quand on voudra fixer la position du point qui satisfait à l'énoncé de la question ou dont les coordonnées vérifient l'équation, au lieu d'un point, on en obtiendra une infinité; et la série de ces points formera une ligne qui sera droite ou courbe, suivant la nature et le degré do i'équation.
En effet, puisque l'on n'a qu'anese/de équation entre les deux quantités *et/, on peut dispcffierarbitrairementde l'une d'elles (ces quantités sont, pour cette raison, appelées variables), et l'équation donnera les valeurs correspondantes de l'autre variable.
Donnons, par exemple, à l'abscisse x la suite des valeurs
Si l'équation n'est que du premier degré en /, on eu déduira succesâivi
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ment, pour les valeurs correapondantes de cette variable, ï^b, b\ l>\ i^ b'-, ù-,....
En portant sur AX les valeurs de x {PI. III, fg. 44) , et en menant par les pointsP,P',P',P"',... des parallèles à AY, égales aux valeurs de j, on aura différents points M, M', M", M", ... qui satisferont également à la question.
Comme rien n'empêche de donner à a: des valeurs extrêmement peu difféi'entes les unes des autres, et qu'alors les valeurs de y seront ellesmêmes, en général, très-peu différentes les unes des autres, on doit en conclure que les points M, M', M°, . . . seront très-voisins; et Von pourra ensuite lier ces points entre eux par une ligne continue MH'M"!!!". , . , dont tous les points seront autant do solutions de la question, parce que les points intermédiaires sont censés correspondre aux valeurs de x, _j-, tirées de l'équation du problème, et comprises entre celles qui ont déjà été construites.
Cette ligne sera d'ailleurs d'autant plus rigoureusement déterminée, que les points M, M'; M", . . . seront plus rapprochés les uns des autres.
Supposons maintenant que l'équation soit, par rapport à y, A' un degré supérieur au premier.
Comme, dans ce cas, à chaque valeur de x doivent correspondre plusieurs valeurs de / (j% 45), !a ligne est composée de plusieurs branches MM'M"...,NN'N"..., RR'R"....
Soit, par exemple [fig. 46), à construire l'équation
ce qui prouve : i" qu'à une même valeur de a: correspondent deiur valeurs de y égales et de signes contraires; a* qu'à des valeurs négatives de j: ne correspondent que des valeurs imagi/mires de y, c'estr.à-dire que la ligne demandée, qui est ici une courbe, ne peut uwir aucun point situé à la gauche de l'origine, ou de ÂY.
Cela posé, faisons d'abord
a: = o, il vient y=o;
d'où l'on peut conclure que l'origine des coordonnées appartient i h. courbe, ou que la courbe passe par l'origine.
Soit il en résulte
j = ± l/â = 1- 1 , 4 à moins do o, i près.
|j8 DES LIEUX G ÉOH ET BIQUES.
Après avoir pris sur AX une distance AP égale à Yiiniié linéaire, si l'on mène pai- le point P une parallèle à AY, et que l'on prenne mi-tlessits et au-dessous de AX deux distances PM, PN, égales ài,ïl,.--,M et N seront lieux pninU de la courbe demandée.
Faisons encore ^ = a ; d'où
Ces valeurs, étant construites comme les précédentes, donnent M' et N' pour deux nouveaux points.
En continuaut ainsi de donner à x différentes valeurs, et construisant les valeurs correspondantes de y, on obtiendra une courbe de la forme LAH qui s'étend indéfinimemt à In droite de l'axe des y, puisque, tant que X est positif, les valeurs de y sont réelles.
77. Prenons, pour second e^ciii/ile \fig. 47), l'équation de laquelle on tire
On voit, premièrement, qu'à une même valeur de x correspondent deax valeurs de y égales et de signes coutraires; secondement, que, quelque valeur positive ou négative que l'on donne à ic, on a toujours pour y des valeurs réelles. Ainsi l'on est déjà certain que la ligne demandée, qui est encore ici une courbe, s'étend indéfiniment au-dessus et au-dessous de l'axe des x, à droite et à gauche de l'axe des y.
Faisons quelques hypothèses :
Soit d'abord
on tire de l'équation proposée,
Prenons sur AY deux distances AB, AC, égaies à a; les points B et (', appartiennent à ta courbe.
Soit, en second lieu,
J- — du/s =±:2,'i, à moins de o,i près.
Si l'on prend sur AX, AP = i , et que l'on porte sur une parallèle h. AY, menée par le point P, deux parties PM, PN égales à a ^, M et N seront deux nouveaux points de ta courbe.
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ce qui donne
j- = ±:/â=:=t2,8, à moins de o,i près.
En construisant ces valeurs comme les précédentes, on obtiendra las deuspointsM'etN';
Et ainsi de suite, dans h sens positif de l'ase des .c
Actuellement, pour obtenir les points situés à la gauche de AY, observons que, puisqu'à des valeurs de a: positives ou négatives, mais ptombri- QUBMENT les mêmes, correspondent les mêmes valeurs ie y, il suffit, après avoir pris des distances Àp, Ap\... égales à AP, AP',..., de mener paroles points />,/?',.■• des parallèles à AY, et par les points M, M', -■■, N, N',,.. des parallèles àAX. Les points m, m',..., n, n',... seront aussi dea points de la courbe, qui sera évidemment composée de deux BBANCHES distinctes et opposées LBL', HCH'.
Ces exemples suffisent pour donner une idée de ces sortes do coiistruclions, sur lesquelles nous reviendrons plus tard avec détail.
La ligne représentée par l'équation
est appelée le lieu géométrique de cette équation.
Réciproquement, une ligne étant tracée sur un pjan, si, par un moyen quelconque, fondé sur la définition ou sur une propriété caractéristique de cette ligne, on par-rient à une équation qui existe entre les coordonnées X et 7 da tous ses points, et n'existe pas pour d'autres points, la relation ainsi obtenue est dite Véquation de la ugne. [f^oyez 50, 70.)
fious terminerons les notions générales sur les lieux géométriques par ■deux propositions qui seront d'un usage continuel, par la suite.
79. Première PROPOsmoiy. — On a vu précédemment que l'équation générale d'une ligne droite est de la forme
(Il f=:a-^^b,
les quantités a et ii pouvant passer par tous les états do grandeur.
Je dis que, réciproquement, toute équation du premier degré entre deux variables x et y, en tant que ces variables expriment des distances il deux droites fixes, a pour lieu géométique une ligne droite.
En elfet, quelle que soit l'équation proposée, on peut toujours la ramener à la forme
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Comparons entre elles les équations (i) et (a). 1° Si les axes sont rectangulaires, on peut poser a ou tanga — in et b =^ n.
Prenant alors sur AV (y%. 3ij une distance AB = », et menant par le point B une droite CBL qui forme avec AX un angle a dont m soit la tmigente trigonométrique, on aura (SI) pour l'équation de cette drcite ainsi fixée de position ,
y= a; tanga-HH, ou bien r= mx + n.
Donc cett« dernière équation a pour Ut-it géoméirk/iie une li&ne broite. 2° Si les axes sont obliques, on pose
Prônant sur AY {/g. 3a) une partie AB égale à », et menant par lo point B une ilroiieCBL qui forme avec AX un angle a tel que l'on ait
on aura {51 ) pour son équalion
r=x^-T^ r-h'i, ou bien y--in:e+n.
Donc, etc.
11 reste, toutefois, à savoir si l'angle a peut toujours ètro déterminé d'après la relation
siniO-a) a réconnu (58) que cotte relation donne
et l'on sait qu'une tangente peut passer par tous les états de grandeur; ainsi l'angle a est toujours susceptible de détermination.
80. Comme deux pointe déterminent la position d'une droite, ii s'ensuit qu'une équation du premier degré en x ut y étant donnée, il suffira, pour en construire le lieu géométrique, de fixer la position de deux de ses pointu.
Les plus remarquables sont ceux où la droite rencontre les axes ; et, pour les obtenir, on fait successivement, dans ré<iuation,
^=0, puis X = o;
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îes valeurs obtenues, pour x dans la première hypothèse, et pour y dans la deusième, représentent, l'une, l'ahgeisse du point de rencontre avec l'axe des x, l'autre, l'ordonnée du point de rencontre avec l'axe des j.
[On a déjà vu (B5) que l'introduction de ces deux quantités dans l'équation de la droite, lui donne une forme s) métrique. '\
Lorsque l'équation est de la forme
comme, en taisant,
y = o, on obtient x = o,
et réciproquement,
La droite passe par l'origine; et pour avoir un second point, il suffît do donner à a' une valeur particulière, et de construire la valeur de ^ correspondante.
82, Applicatiom nunwriquex. — [Les axes sont supposés lAlRES.]
Poui-j =- o, on trouve
Soit kl ~ I, et prenons sur AX une distance AC = — s' puis sur AY, AB = -1 nous obtenons CBL pour le lieu GÉOMÈrmotiE demandé.
On peut, à l'une da ces constructions, substituer celle de la tangente de l'angle a..
Or on a
tan a - -.
Soit prise sur AY la distance AB =: -! comme ci-dessus, et soit tirée la droite BH parallèle à AX; prenant sur cette droite BD ~i, et élevant au point D, DE perpendiculaire àBH, et égale à-i on aura
tangEBD = -,
et le point E appartiendra à la droite CBL.
Veutron connaître, en degrés, [a valeur numérique de l'angle a luimême? Voici comment il faut opérer,
Jp. de t'Ai, à la G. Ct
1. t3iiga--io-i-l.3 --1.2-io,i76o()i'i5; d'où, cherchant dans les Tables aesagÈsimales la valeur correspondante de
Pour7=o, j. ==-- j, et pour ^ -^ o, j = ~p tangK= — --.
Après avoir pris sur AS une partie AC = — ti et sur AV, AE'=-" — -,
on tire C'B' ; et l'on obtient ainsi la dboite demandée.
Ou bien, en menant B'X' parallèle à AX, et prenant B'D' ^■- — i , puis
y51ôvant D'E' perpendiculaire à B'X' et égale à ^i on oblient le point Ë' pour un autre point de la droite cherchée.
Pour calculer l'angle a qui est nécessairement obtus, puisque la tangente est négative, on pose
Les Tables donnent et, par suite,
tanga^=iOH- 1.5 — 1,3, 1. tangH .- [o/iarS^Sa
« = iao°57'49",5.
N. B. — Les constructions précédentes sont toutes applicables au cas ofi les axes sont obliquks.
Mais alors les quantités- et — ^1 expriment les valeurs du rapport
-; ; et, pour déterminer l'angle a, il faut faire usage de la formule
du n" Îf9,
'«"S^-^Y^TTc^' dans laquelle on remplace m par - ou — '-■, et sinS, cosfl par les si cosinus de l'angle 6 des deux axes, angle supposé connu.
les ases étant supposés quelconques.
Ed faisant successivement
^ = o, 1,2, 3, 4,.-., on trouve, pour/,
ce qui démontre, d'abord, que la droite ABB' passe par l'origine, et ensuite qu'elle divise l'angle ¥AX en deux parties égales.
Lorsque les axes sont nECTANGULAiRBs, l'angle a est égal à 45 degrés, c'est-à-dire est la moitié de l'angle droit.
83. Remarque importante. — L'équation proposée pourrait être en itou en y seulement, c'est-à-dire ne renfermer qu'une seule variable. On peut avoir, par. exemple {fig. 5i), l'équation
j'renanl sur AX, AB = - 1 et menant par le point B, W. parallèle à AY, on obtient une droite dont tous les points jouissent exclusivement [-ï'i] de la propriété d'avoir - pour abscisse, quel que soit d'ailleurs y.
Soit encore {Jîg. 5s)
Cette équation étant résolue, donne
r=' et /-=-3.
Si l'on prend sur AY, deux distances, AB = i , AB' = — a, et que l'on mène GH, G'H', parallèles à AX, l'ensemble de ces droites constitue le lieu, géométrique de l'équation.
GÉNÉRALEMENT, toute équation kune seule variable a pour lieu géomé- (ri^KeuNE DROITE ou UN SYSTÈJMB de plusieurs droites parallèles, soit àAX, soit à AY, suivant qu'elle est du premier degré ou d'un degré supérieur en j" ou en x.
84. La question suivante, qui se rattache aux lieux géométriques du premier degré, peut avoir son utilité dans les applications.
Trouver l'équation d'une droite assujettie àpasser par le point de contours de deux droites données.
Soient
les équations de ces deux droites. On peut les mettre sous la forme
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et si Von pose la nouvelle éqwaUon (2) [y — cij: - h) m -r- j - a'x - b' = o,
m étant une indéterminée quelconque, on obtiendra l'équation demandée. D'abord le lieu géométrique de cette équation est une ligne divite, puisqu'elle est du premier degré en x et en y. De plus, elle est salistaite lorsque l'on pose simultanément y~ax-b — a, y — a'3: — b'=o, y = ax-^b, y = a' x -i- h' -,
d'où l'on voit (61 j que ies coordonnées du point de concours des deux droites données, la vérifient.
D'ailleurs la quantité m est, par hypothèse, nue indéterminée qui peut recevoir toutes les valeurs réelles possibles.
Ainsi l'équation (a) peut être considérée comme l'équation générale de toutes les droites passant par le point d'intersection des den.v di-oites données.
Remarque. — Nous avons vu plus haut que toute équation da la formo A^ + Bj + C-^o,
qui est du premier degré, représente une ligne droite. Alors, si l'on prend jes équations dœ deux lignes droites sous les formes plus générales (3) A^ + B7-^C = o, A'-c + B'r4-C'=o.
l'équation générale d'une droite passant par leur point d'intersection sera de même
( A^ + Bj)- + C) m -+- Mx + E' j + C = o.
83, Seconde pitoposiïio.N. — On a trouvé (10) pour l'équation générale du cercle rapporté à des ascs HECTA-N'GUiAines,
(0 .-e + y'~ipx - -Kjy + p' + q' - r'= o.
Réciproquement, toute équation du second degré, de la forme (2) ;c' + j'-KA^ + Bj-i-C = o,
c'est-à-dire qui ne renferme pas le rectangle xy des variables, et dans laquelle les coefficients des carrés sont égaux à l'unité ou égaux entre eux (parce qu'on peut toujours diviser l'équation par ce coefficient commun), appartient (dans le cas d'axes rectangulaires} à une cireonjérencc de cercle.
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n effet, comparons l'une à l'autre les équations (i) et {i), et [ m déduit
Cela posé, traçons deus ases rectangulaires AX, AY [Jïg. 53), et conslrui-
sons ie point 0 dont les coordonnées soient et — - 1 quantités que
nous supposons ici positives. Puis, du point 0 comme centre, et avec on
rayon égal à t/ — C, décrivons une ciroonférence de cercle;
elle aura nécessairement pour équation
ou, si l'on remplace p, '/, r par leurs valeurs,
ou, développant et réduisant,
^' + Aj:-i-7'+Bj+C = o,
résultat identique avec l'équation (a). Donc, etc. Autre démonstration.— Ajoutonsausdeux membres de l'équation (a) la
quantité y +-7-' ^'''" *'^ compléter les carrés ^^-h\x et y'-'-lij; il vient
équation que l'on peut comparer immédiatement avec [^-pY->-{j~'iY=--''-\
n posant
d'où il suit que l'équation (3), et par conséquent l'équation (2) dont (3) n'est qu'une transformée, représente une circonférence du cercle qui a
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pour centre le point déterminé par les coordoiinùcs — -j — -, et pour
Cette démonstration, plus simple que la première, est moins dniilflifinc. Remarque. — Les quantités A, B, C étant quelconques, il peut arriver que l'on ait
C = o ou <o.
Dans le premier cas, le rayon /■ est nul, et la courljc se réduit à son centre, c'est-à-dire à un point.
Dans le deuxième, le rayon /■ est imaginaire, ce qui veut dire qu'il n'y a pas de courbe; et l'on dit alors que le cercle est imaginaire,
applications numériques. -— Ases RECTANGULAIRES
Soit à construire l'équation
■J.x'■^' ^y''— 3.Ï -i- 4/ — I ^ o; elle peut d'abord être mise sous la forme
, en ajoutant aux deux membres les carrés de la moitié du coefËcicnt - et de la moitié du coefficient a, c'est-à-dire -r; + i, ou— :i
Cela posé, déterminons d'abord le point 0 qui a ->■ pour abscisse et — i X>our ordonnée.
Ensuite, du point 0 comme centre \fi^. 54), et avec un rayon égal à
- v/^(fw 1^4 à o,i près), décrivons une circonférence; cette courbe
sera le lieu GÉoMÉrnierE demandé.
Soit, maintenant, l'équation
qui peut sa mettre sous la forme
PES UEOX GÉOMÉTRIQUES, 87
Après avoir fixé la position du point qui a ~ i pour abscisse ot - pour ordonnée, si de ce point 0 comme centre (fig. 55), avec un rayon égal à - i/ï3 ou 1,8, on décrit une circonférence, elle sera le lieu géométrique
de l'équation proposée.
I! faut observer toutefois que, dans cet exemple, comme l'équation est satisfaite simultanément par ^ = o, /=o, la courbe passe nécessairement par l'origine; d'où il suit que le rayon se trouve tout construit et est représenté par OA.
En effet, on a
0A= V^ÂbVÏJÔ', oubien OA = i/p + i = r.
On reconnaîtrait pareillement :
1° Que l'équation
représente un cercle dont le centre a pour coordonnées - et o, et qui a pour rajoii - \fl ; 2° Que l'équation
représente un point ayant pour coordonnées - et i. Car on peut la transformer en
et cette équation, dont le premier membre est la soirii ne peut Ôtre satisfaite qu'en pesant
œ qui donne
V-- ot 3° Que l'équation
.r'-hy'-h 4-'- — V-l- 7 = o ne représente men.
On peut, en etlel, lui donner la forme
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équation dont le premier membre, étant ki somme île ilcux cane.', r.? peut être égal à une quantité négative.
87. La proposition que nous avons établie et démonlrco au n" Sîi, suppose que les axes sont bectaniiUlaires,
Cherchons maintendnt, dans le cas à'axes obliql'es, les conditions nécessaires et sutQsantea pour que 1 équation complète du second degré à deux variables
(i) Aj' + Bj^ -H Ca:' -+- D/ + E j- + F ^ o
représente une di-conférence de cercle.
On a trouvé ( 71 ) pour l'équation la plus générale du cercle
Il ne s'agit donc, pour résoudre la question proposée, que de comparer terme à terme les équations {i) et (a).
En développant la dernière, et égalant entre eux les coefficients des
termes, analogues de cette équation et de la première, «■/iVwee d'abord
par A, on obtient les relation;
;s deux premières relations on déduit
ce qui prouve déjà que l'équation (i) ne peut représenter un cei-cte qu'autant que les coefficients de j:'' et y' sont égaux, et que la courbe est rapportée à un système d'axes dont l'angle fl a pour cosinus — j--
Ces deux conditions étant supposées remplies, reste à savoir si les quantités/», ^, rsont toujours réelles.
Or tes deux quantités p el '/ sont liées entre elles par les troisième et quatrième relations, qui, considérées comme deux équations du premier degré à deux inconnues, donnent
_ D cosfl - E _ Ecosfl — D
valeurs essentiellement réeUes.
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Quant à la quantité /-, elle est formée par la derniers relation, d'où l'on
= y/'' +'/+=/"/ ooaO-
expressioîl radicale du, second degré qui montre, sans qu'il soit besoin d'y substituer les valeurs trouvées pour /i et y, que r peut Otrc une qv-diitité réelle, nulle ou imaginaire.
D'où l'on conclut que, sous la double condition
A=,C, c«sD=»
l'équation (1) représentera toujours un ce/tle, à moins que la courbe ne se réduise à un point, ou qu'elle ne représente rien. Soil, pour exemple, l'équation numérique
et supposons la courbe rapportée à un système i'ii^cs 0. quels on ait
cosO:^ — 51 d'ofi sinS = "/â,
systënio qu'il faudrait préalablement construire. 11 on résulte
Ainsi, dans !e système particulier d'axes qui vient d'être défini, l'équation proposée représente un cercle dont le centre a pour coordonnées
~ â' "*" ft' ^^ '^'"'^ '^ rayon est ^j à moins de -^ près.
^V.J.— Danslecasd'asesrecîdfl^H/aiws ou d'un système d'asesoRLiouES, qui ne satisferait pas à la condition exprimée par cos9 = — ^ 1 l'équation
proposée représenterait une courbe offrant de l'analogie avec le cercle, ainsi que nous le verrons plus îoin.
Usiige des lieux géométriques.
S8, Les notions générales que nous venons d'exposer sur les lieux géû-
go USAGE DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES.
MiirniQUES étant bien entendues, voyons le pavli que Von peut en tirer dans 'a résolution des problèmes de Géométrie déterminés ou indéterminés.
Considérons d'abord te cas où la question est indéterminée, et supposons que cette question revienne à Jixer la position d'un certain point sur le plan d'une figure.
En rapportant le point cherché et les antres parties de la figure à deux axes, et désignant les coordonnées de ce point par x et j, on obtiendra, par la traduction algébrique de l'énoncé, une certaine relation, F(3',/) = o, entre ces coordonnées et les quantités connues, laquelle sera dite I'équa- TioN DU PROBLiîME ; puis, SI, Conformément aux principes établis précédemment, ou construit le lieu géométriijue de cette équation, la série des points faisant x>artie de ce lieu géométrique satisfera à l'énoncé de la question ; et îes coordonnées de ces points représenteront géométriquement tous les systèmes des valeurs de ^ et de / propres à vérifier l'équation
8J ho se lenent les lieux géombthioues servent à résoudre les (uest ons nJete ées, mais on peut encore en faire usage dans les problenes letern nés à deux inconnues.
Adme ton en effet, que l'énoncé d'une question ait conduit aux deux
I ton
et j r présentant les coiinlonnécs d'un certain point rapporté à deu?; ise quelconques
On pourra t d abord, éliminer a: et j entre ces équations, puis constru re tous les systèmes de valeurs que l'on obtiendrait; chacun des po ts a ns détern nés satisferait à l'énoncé.
Ma s sa s effectuer l'élimination qui, le plus souvent, conduit à des réaultala compliqués, et n'est d'ailleurs pas toujours facile, on peut fixer !u position de ces mêmes points.
En effet, l'équation F[j:, j)= o (fg. 56), considérée seule, représente une certaine ligne, lieu de tous les points dont les coordonnées vérifient cette équation. Supposons-la construite, et soit LBH ce lieu géométrique.
De même l'équation F'(a;,j) = o est celle d'une seconde ugnb dont tous les points sont tels, que teurs coordonnées vérifient cette équation ; supposons cette ligne construite par rapport aux mêmes axes que la précédente, et représentée par KCI.
11 est évident que les points M, M',. .., où ces lignes se renconti-ent, sont ceux qui satisfont à l'énoncé, puisque leurs coordonnées forment des systèmes de valeurs de ^ et do y, qui vérifient en même temps les deux
USAGE DES LIEUX fiÉOWÉTHIQUES, 9I
ùqualions. Ainsi ^ les points M, M',,-- sont autant de solbtions de la question dont ces équations sont la traduction algébrique, si toutefois on a eu pour objet àeficer, sur un plan, ^.position d'un point d'après certaines conditions.
Lorsque les inconnues x et y, au lieu d'exprimer des distances de points àdes axes fixes, expriment des lignes, les coordonnées des points M, M*,... représentent les valeurs géométriques de ces lignes.
En substituant ainsi les intersections des deux lieux géométriques à l'élimination entre leurs équations, on parvient souvent à des constructions simples et élégantes du problème. La suite de ce Cliapitrs nous en fournira plusieurs exemples.
90. Nous nous bornerons, pour le moment, à faire l'application de ces principes à un problème traité dans 1' Introduction, et qui a fait l'objet des n" 20 et 21.
Beprenons, à cet effet, les deux équations obtenues par la première méthode d'appiication do l'Algèbre à la Géométrie, savoir :
(1) ^h^^Y^^c~yy=r\
et observons d'abord que ces équations seraient celles qu'on trouverait en rapportant le point inconnu D (fig. 6) à deux axes rectangulaires dont l'un serait AB pris pour axe des x, et l'autre une perpendiculaireélevéeaupoint A.
Cela p<sé, au lieu d'éliminer .r et j- entre ces équations qui conduisent, ainsi que nous l'avons vu, à des résultats très- compliqués , tâchons de construire les lieux géométriques qu'elles représentent.
La pbemièbe est évidemment celle du cercle donné; car CD ou r étant le rayon, 6 et c ou AF et CF sont les coordonnées du centre.
Quant à la. seconde, qui peut se transformer ainsi,
elle représente (85) un cercle dont li (/§■. 7), en un point K pour lequel on
'l'I.rfiATlON DES THÉOniES PRÉCÉDENTES
Or le triangle rectangle A.CL donne
al' ou Hr=Ic'— cl',
'=v/?-"'ï-'-*'--'--v/Fï)'-
ailleurs, ù -est égal à KF; ce qui donni;
Mais si l'on mène du point K les tangentes KD et KD' au cercle donné, on a évidemment
D'où Ton voit que ces deux tangentes donnent, non -seulement ie rayon du second cercle, mais encore les points où les deux circonférences se coupent, c'est-à-dire ceux dont on demandait de fixer k position.
II est remarquable que la premiéi-c méi/wde eràployée pour résoudre la question, méthode que nous avons appelée indirecte (43), conduise, par le secours des lica^ géométriques, à la mâme construction que la méthode générale. Mais il faut un peu de réflesion et d'habitude pour découvrir ce rapprochement.
§ IV. — APPLICiTION DES THÉOCIES PBÉCËDEîiTES A l.A. RIÎSOLUTION DE DIVERSES OUESTIONS ET AU PROBLÈME DES TANGENTES.
Question sur la ligne droite.
91. Première question. — Rechercher par l'analyse les points d'intersection (fcïw à deux des droites menées par les sommets A, B, C (fig. 67) d'un triangle, et par les milieux F, E, D des côtés opposés. Prouver que ces trois médianes se coupent en un même point.
A DES QUESTIONS SIJR LA I.ldNE DROITE. gj
Prenons deux axes nECTA^"GUI.AmE^ AX, Aï, dont l'un, c«lui des a-, se; confonde avec l'un des côtés AB du triangle, Vorigi/ie Étant d'ailleurs placée au sommet A.
La question consista à former les équations des droites AF,, BE, CD, pnis (M ) à éliminer x et 7 entre ces équations combinées deux à deux. Mais, auparavant, il est nécessaire d'établir les coordonnées des points A,B, C,D, E, F.
Oii a d'abord pour les coordonnées de A,
(j.-.o, ^=:=o); soit ÂE = t; il en rtsultc pour celles de B,
posons d'ailleurs pour le point C,
Maintenant, comme D, I!, ¥ sont les milieu.'): de AB, AC, CB, on en dé-
ce qui donne pour les coordonnées dos points
Connaissant pour chacune des droites ÂF, BE, CD, les coordonnées de deux de ses points, nous pourrions obtenir son équation en sutetituant, dans la formule (5) du n" 57,
à la place de :c', y', af, y", les valeurs correspondantes ; mais il est plus convenable d'opérer de la manière suivante.
y4 S-PPLICATION DES THÉOltlES PRÉCÉDENTES
Comme AF passe par l'origine, son équation est do ia forme
et puisque cette droite passe par lo point F, ou ( ~i i on a ia
relation partiouliÈre
^ = r(('--^-'y d'où « = ^^-,;
ainsi l'équation de AF est
La droito BE passant par le point B, ou (o, c), son équation est (138) de la forme
Mais, comme cette même droite passe par le point E, ou 1 ^— i — ji on a la relation
~.^a'{-^-~X d'où "'=^£^^,i
donc i'équatlon de BE est
On trouverait de mÈme pour CD,
!1 reste actuellement à combiner les équations (i), (a) et (3). D'abord, on déduit des deux premières,
(■quation qui élant résolue donne
Portant cette valeur dans l'équation (i), on trouve
A DES QUESTIONS SUII r.t I.IGNK dhoite. Puis les éq-ations (i) ot (3) donnent
j. _ -.../. , et par conséquent x = :^-
D'où l'on voit que les coordonnées du point d'intersection des deux droites AF, BE sont identiques avec celles du point d'intersection de AF et CD. Ainsi, CES TROIS hkoitës se coupent en un même point. Si du point 0 commun à ces trois droites, on abaisse l'ordonnée OP, les deux triangles semblables DCH, DOP donnent
OP:CH::DO:DC; mais on a Of = ^j'==^; donc aussi
Le point 0 se nomme, en Statioue, ie centre de gravité du triangle.
92. En réfléchissant sur l'anaîyse précédente [fig. 58), on reconnaît aisément que les calculs sont les mêmes, quelle que soit l'inclinaison des aies. Ils deviennent beaucoup plus simples lorsqu'on conservant AB pour axe des x, on prend pour celui des ordonnées une droiie Aï pamltèhà CD, ce qui est permis, puisque la droite CD est connue de position.
Dans ce cas, il est évident que' l'abscisse x' du point C est égale à AD
ou-, d'où c = -i.x'\ et les équations (i], (a), (3) deviennent, savoir : L'équation de la droite AF,
celle de la droite BE,
et celle de la droite CD,
Cela posé, combinons cette dernière équation avec la première; il en résulte
En la combinant avec la seconde, i
gG APPLICATION Ttf.S TIlfiOElES PllÉCP.IlENTES
Ainsi , les coorrfoiinées des points d'iiUerscctin/i de CD et de AI', Ci de CD et de BE, sont
On voit par là combien le choix des axes peut influer sur la siraplicitiï des calculs.
93. Seconde question. — Déterminer lus points d'intersection deu^ h deux des perpendiculaires abaissées des ti-ois sommets du triangle ABC (_fig. 59 j, sur les côtés opposés. — Démontrer que ces peq>endiculaires se coupent en un même point 0.
On conçoit qu'ici il doit y avoir de l'avantage à supposer les axes hbc- TANGULAiREs, puisqu'il faut faire entrer en considération la relation de perpendioukrité de deus droites {voir ie n° 64) .
Prenons encore pour axe des abscisses la ligne AB, el pour asn des 07ilonnées la perpendiculaire élevée au sommet A.
En désignant toujours par c la distance AB ou l'abscisse du point B, et par a:', J-' les coordonnées du point C, on a d'abord pour l'équation de CD parallèle à l'axe des j,
Avant de rerhercher les équations de AF et de BE, nous commencerons par déteimmer celle des droites CB, AC, auxquelles elles sont perpendiculaiies
Or, la droite CB passant par les deux points (j ', j:') et (o, c), son équation est (S7)
Celle de la droite AC qui passe par l'origine et par le point [^\ y') est
Cela posé, AF passant par l'origine a une équation de la forme j = a'^-; et comme elle est perpendiculaire à CB, en a (6-i] la relation
= o la ayant pour valeur — ■ ; j;
Ainsi l'équalion de AF est
La clroilo BE étant assujettie à passer par lo point B ou [o, c), on a pour son équation,
et puisqu'elle est perîiendiculaîre à ÂC, on doit avoir la relation
i)ioi'-h I -- o f »! ayant pour valeur -■- j ;
d'où l'on déduit
m ~~ y' Donc enfin l'équation de BE est
Maintenant, si l'on combine les équations (i) et [a), on trouva
^-'^, y- y Comiiinant de mÉme les équations (i) et (3), on obtient
Donc les coordonnées du point d'intersection des droites CD, AF sonl les mêmes que celles du point d'intersection des droites CD, BE ; ainsi ces
TROIS DROITES SB COUPENT EN U« MÊME POINT
94. Nous indiquerons comme exercice se rattacliant aux questions qui viennent d'être traitées, les trois suivantes :
Démontrer par l'analyse :
i" Que les perpendiculaires élevées sur les milieux des côiés d'ii/t Iriaitgle concourent en un même point;
a" Que ce point et les points de rencontre qui se rapportent aux deux premières questions sont tous les trois placés sur une même droite;
3° Que les trois bissectrices des angles d'an triangle concourent en un même point.
Ap.dt: VAl. à ta G. ^
1)8 APPLICATION DES THÉORIES PUÉCÈDENTliS
La première et la troisième de ces queslioiis offrenL un rapprocliemert reniarquable avec celles du cercle circonscrit et du cercle insciit au triangle donné.
Qiieslioiis sur le cercle,
05. PiiEMiÉnE QUESTION. — Rechercher par l'analyse lc3 conditions qui expriment que deux circonférences de cercle se coûpein, se touchent, ou
Soient 0, 0' (fig. 6o) les centres de deux circonférences de cercle, r, r' leurs rayons, et 00' ~d\a distance des centres.
Prenons pour axe des a: la ligne des centres, et pour axe des j' la perpendiculaire OY élevée par le point 0.
Le cercle dont le rayon est r étant rapporté à son centra et à deux axe,- KECTANGULAiREs, on a (74) pour l'équation de ce cercle,
Celle du second cercle, dont le centre a pour coordonnéi.'S /^ = (l,n ---- o, est (70)
(2) r'^[x^df=r'-'.
Cela posé, pour exprimer que les deux circonférences de cercle se cou- /)e«/, el obtenir leurs points d'intersection, il faut (61) établir que leui-s équations ont lieu en même temps, et éliminer ,r, j entre ces équations.
A cet effet, retranchons l'équation (a) de l'équation (i); il vient
Cette valeur, portée dans l'éqiialion (i), donne
Discussion. — L'inspection seule de ces valeurs prouve d'abord que, dans l'hypothèse où la quantité sous le radical de la valeur de / étant positive, les valeurs de x, y sont réelles, et oii par cffliséquent les ciixonférences ont deux points communs, dans cette hypothèse , dis-je, les deux points d'intersection ont une même abscisse OP, mais deux ordonnées
Donc, toutes les fois que deux circonférences se coupent, la ligne des
A DUS QUESTIOKS SIJB LE CEUCI.E, ^Çf
iiiHici e\t pcipcndiinlaire à la œrde commune, cl la ilmsc in /hue
Maintenant, afin de <îavoir quand y eara j-éel ou iimgi'inhv, nous ferons bubir à l'etpreiBion ci-dessus une transformation.
La quantité sous le radical, éUnt la différence de deux cmrés., pout Être décomposée dans le produit
[-idr-^r^-^-fP- !■■■'] [idr -!■''- d'-i- r"] :
mais chacun des deux facteurs ontre |)arentîièscs estant lui-mûmo la diffcrcncc de deux carres
(,■ + ,()■-/■ ut ,■■'-(,•-,;;=,
on a pour le premier,
el pour le secûnd,
Donc, enfin, la valeur j* devient
Sous cette forme, comme le premier facteur soumis au radical est essentiellement/««■(«/, on voit que/ sera réel tant que ies trois autres seront positifs, ou l'un deux positif et les deux autres négatifs.
Mais cette dernière circonstance ne peut jamais exister, car dès qu'un de ces troisfacteursest^e^iK//", les deux autres sont évidemmenl/wjrtiA.
Par exemple,
r -+- d — ?■'<:_ Q revientà r -t-d -^i',
et donne nécessairement
r<ir' et d<,r'; donc
/■■—r-+-d el r'-d^r sont positifs.
Même raisonnement pour le cas où l'on aurait
,.-^,.'_,;<(, ou /+d-r<o.
A plus forte raison, les trois facteurs ne sauraient Être nêgaiifs à tnfois. Ainsi, il ne peut se présenter que deux cas :
Ou \ea trois facteurs sont /wjiïi/î à la fois, et dans cb cas, x est réel; Jono rleax circonférences se coiipciit toutes les fois c/uc l'on a
r+dyr', r-\-r":>d, r'-hdp-r;
iOO AITUCATION DES TilËOIlIES PRÉCÉDENTES
c'esirà-dire duicme des trois qiuiniUés, les rayons et la distance des contres, maindre que la somme des deux autres;
Ou bien, l'un des trois facteurs est négatif v,i les deux autres positifs; dans ce cas, y est imagimùre et il n'y a pas de point d'intersection : ainsi deux circonférences n'ont aucun point commun, lorsque l'une des inégalités ci-dessus a lieu dans un ordre inverse.
Il peut arriver que l'on ait
)■-(- d ~- r', ou '■-!- '■'= d, ou r'-\- d-- r.
Dans ces différents cas, les deux valeurs dey se réduisent à o, et les deux circonférences n'ont plus qa'un point commun, lequel est nécessairement placé sur la ligne des centres, [luisque son ordonnée est nulle
Donc, deux circonférences de cercle se touchent toutes It-s fou tjue in distance des cercles est égale à lu somme ou à la différence det riiyom
Ces résultats sont conformes aux théorèmes étahiis en Geometiie sur les intersections et les contacts de deux circonférences.
Cas particuliers. — Soit d~o, auquel cas les deux un,onftienLCj sont concentriques; les valeurs de j: et day devionuejic
expressions déforme infinie.
Ce résultat, qui exprime que les deux circonférences ne peuvent alors avoir aucun point commun, offre quelque analogie avec celui qu'on a oblenu au n" 61, dans le cas où deux droites sont parallèles.
Si l'on avait en môme temps
d^ci et r^= r\
iûs valeurs de x cl de y se réduiraient à
lignes ordinaires de X indétermination.
En effet, dans ce cas, les deux circonférences se confondent ot ont nnr infinité de points communs.
96. Seconde question. — Faire passer une circniiférencc de rcrcli par trois points donnés.
Toutes les fois que l'on conr.att la position du centre d'en cercle sui
A DES QUESTIONS SUH LE CEllCLE.
lO-
un pian, et la hnsuciir de son rayon, ies quantités constii. outrent dans l'équation
ntcsp, q,r, q;il
doivent Être regardées comme données à priori; et le cercle est complètement déterminé par cette équation.
Mais on peut, comme pour la ligne droite, se proposer de déterminer une circonférence de cercle qui satisfasse à certaines conditions, comme celles &% passer par des points donnés, d'être tangente à une ou plusieurs droites, à une ou pluâeurs circonférences, etc. ; dans ce cas, p, q, r sont des coRstantes indéterminées dont les valeurs dépendent de ces diverses conditions; et comme les indSlerminées sont au nombre de trois, il s'ensuit que l'on peut imposer à une circonférence trois conditions difTérentes, celles, par exemple, de passer par thois points bonnes.
Soient en général [3:', y'), (a?", j"), (.r"', j "j trois points donnés sur un plan par rapport h deux axes rectangulaires, et appelons p, q, r les coordonnées du centre et le rayon ; son équation sera de la forme
(') {^-py + {jy-'jY=r\
p, g, r étant des quantité r/u^îl s'agit tic déterminer.
Or, puisque chacun des trois points donnés se trouve sur la circonférence, on doit avoir les relations
:.=-'-ri^-:-Lr' -?)'='■',
{■>■■'•- pY-^ [y'" --iy-^r^;
et la question est ramenée à éliminer />, fj, r entre ces relations, pour les reporter ensuite dans l'équation (i).
En développant, puis soustrayant successivement la seconde et la troisième relation de la première, on trouve
(a) y - 3^''' -+- j'^-/" - tpix'-x" ] - 2(/ L)-'- r" i = o.
(3} ^•'-x"-i'y'-x'"''-%p[x'-x"')~iq{y'~y"') = o,
équations du premier degré en /), q, d'oît l'on peut tirer facilement le.i valeurs de ces inconnues ; après quoi, en les substituant dans la prcmièndes relations ci-dessus, on obtiendra la valeur correspondante de r.
Nous n'entrerons pas dans les détails de ces calculs qui n'offrent aucune difBculté réelle, et qui présenteraient d'ailleurs peu d'intérêt à cause de leur complication ; mais nous allons tâcher de traduire en Géométrie les équations [■>.) et (3).
APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES
Chacune do cos équations, considérée seule, éUnt du premier degré par rapport aux quantités /> et y qui expriment les coordonnées d'un point, représente (79) une ligne droite; et si on les construit succesàvetnent par rapport aux mêmes ases, le point d'intersection (61) de ces lignes sera le centre du cercle demandé.
Occupons-nous d'abord de l'équation (a); elle peut Stre mise sous la forme
Cela posé, soient M, M', M" {Jig, 6i) les points dont les coordonnées sont {^,y'], (^,y), (^", :/'").
L'équation de la droite MM' est (57)
D'un antre côté, les trapèzes MM'P'P, MM'H'R donnent, pous les ci données NQ, NS, du point N, im!ieic de MM',
imsi déjà ! Équation (4 ) est celle d'une droite passant par le point N,
En outre si 1 on compare les deux coefficients *— ; — ^ et — —, ^
les équ t ono (5] et {41 on o't q 'ils satisfont à la relation oû'-i- i = o
qu e\pr me (bi) que de \ drn tes sont joe/pe/ifAcutore* entre elles.
D ou 1 on peut conci re que 1 équation (4 ], qui n'est autre chose que 1 é I at on (a) tn sformée rep sente la droite Élevée par le point N mi- / e de aiM pe pe d la e e l c cette dernière ligne. Ainsi, sa constr et on est f c le
0 e on a trad nène q e 1 équation (3} représente la perpcndiat- /n elo a le N de MM dont l'équation est
Le centre du cercle chei-ché se trouve donc détermine de position; et la construction que nous venons d'en donner est précisément celle des éléments de Géométrie.
A DES QUESTiONS SUR l.E CEHCLE. Io3
97. On parviendrait à des résultats plus simples en prenant pour origine des coordonnées le point M {Jîg. 62), et pour axe îles abscisses la droite MM', le poiet M" ayant d'ailleurs une position quelconque.
Soient a la distance MM' ou l'absoisse du point M', a', & les coordonnées du point M".
On a encore pour l'équation du corde,
Or, puisque le point M doit se trouver sur la circonférence, ses coordonnées j; — o, j = o, doivent vérifier l' équation (1], et l'on a
pour premicre rdation entre les Inconnues/?, 7, r. D'un autre côté, le point M' ayant pour coordonnas x et o, l'on do;l
ou, h cause de la relation préci'donle,
Enfin, los coordonnées k', S' du point M" devant aussi -vérifier i'équa lion(i), on obtient
ou, d'après la même relation /^'-+-.'/= /■',
(3) ^'=_5/,^.'_uS"-2e'ï = o.
Si, maintenant, on construit les lieux géométriques des équations (i et (3), leur point d'intersection sera le centre du cercle chei-ché. 1,'équation [a) donnant
représente évidemment la perpendiculaire & MX, élevée par lo millm X de MM'.
Quant à l'équation (3), elle peut être mise aous la forme
ou Lion encore sous celle-ci :
I04 rnOBLÈME GÉNÉRAL DES TAKGENIE5.
et représente la droite élevée par le poÏQt N', dont les coordonnées sonl — • — 1 perpendiculairement à. ]dLAvoi\eMW, dont l'équalion est
On reeonnaîl encore ici l'importance du choix des axes.
Définition générale de la tangente à une courbe. Moyen analytique de fixer sa position en un point donné d'une courbe quelconque.
98. Commençons par fixer le véritable sens que l'on doit attacher au
mot TANGENTE.
On définit, en Géométrie, la tangente au cercle, une droite qui n'a qu'»/? point commun avec la circonférence ; mais il est aisé de voir que cette définition ne convient pas à toutes les courbes.
Soit, en effet, une ligne telle que LN'NKHH (/*§■. 63), Si, en un point quelconque M, on mène une droite MNN', qui semble se trouver, par rapport à la partie KMH, dans la situation d'une tangente telle qu'elle vient d'être définie, cette droite peut être supposée n'avoir qu'un point commun avec cette partie de la courbe; mais prolongée indéfiniment, elle passera par d'autres points N, N', ... de la courbe. Donc il ne serait pas exact de dire qu'elle n'a qu'un seul point commun avec LN'NKMH.
Il y a plus : une droite située dans le plan d'une courbe peut avoir un seul point commun avec cette courbe sans lui Être tangente dans le sens attribué à ce mot.
Par exemple, la courbe/'— i.x, dont nous av 1 qvé 1
tion au n" 76, est telle que l'axe ky est bien, par rapp à bi,
dans la position d'une tangente; mais il n'en es p d m d 1 des X qui n'a que le point A commun avec elle. L ô b ra
évidemment li^u pour toutes les droites menées p 11 1 X p
les différents points M, M', N, N', . ■ ■ ■
Pour avoir une définition, qui puisse s'applique 1 1
faut imaginer qu'une droite Sj {Pl.IV,fig.^êi) ayant deux points M, m, communs avec la courbe, tourne autour de l'un de ces points, M par exemple, de manière à prendre les diverses positions SM ms, S' M m' j', S° m'H s" ; on voit que, dans ce mouvement, le second point commun avec la courbe, qui était placé d'un côté du point M, en m, m', se trouve maintenant du côté opposé, en m°. Or, dans le passage de la première position m à la
PROliLfiME GÉNÉRSL DES TANGENTES. lo5
m', il doit nÉeessairement en exister une, uitcrmêdiaire, où le point m vient à Je confondre avec le point M; et c'est dans celte position, représentée par TMï, que la droite est dite une tangente.
On doit donc regarder une tangente à la courbe comme une sécante ebnt deux des points d'intersection vien/tent à se réunir en un seul.
89. I! n'est pas toujours nécessaire que le mouvement de la droite se fasse autour de l'un des points d'intersection ; il peut souvent se faire autour d'un point quelconque. La droite peut même, dans certaines circonstances, se mouvoir parallèlement à elle-même.
Beprenons encore la courbe
Comme, à chaque valeur de x positive , correspondent deus: valeurs de y égales et de signes contraires, il s'ensuit que toute parallèle à AY , menée à droite de cet axe, est une sécante qui a deux points communs avec la courbe ; mais à mesure que a: diminue, les dislances M'N',MN,..., entre ces points d'intersection, diminuent; et lorsqu'enfin on suppose a! = o, auquel cas la valeur de / devient j- = ± o, les deux points d'înlersection se réunissent au point A, et la droite AY est dite tangente à la courbe.
On reconnaîtrait de mÉrae que , dans la courbe disculée au n" 77 el ayant pour équation
d'où, résolvant pai- rapport à x, on lire
la droite IK, parallèle à AX, et située à la distance f = i, est une sécante donl les deux points d'intersection sont venus se réunir au point B. Une courbe étant ordinairement regardée comme un polygone d'une infinité de côtés infiniment petits que l'on nomme les éléments de la .courbe, ou comme la trace d'un point qui change à cbaque instant de direction, on. peut encore dire que la tangente à une courbe est un des éléments de cette courbe, prolongé indéfiniment. C'est ainsi qu'on l'envisage dans la haute analyse ; mais ici nous la considérerons comme uke sé-
CiNTE DONT DEUX POINTS D' INTERSECTION AVEC LA COURBE SE I1É«N1SSE«T
EN UN seul; et c'est ce caractère que nous allons traduire en analyse.
100. Prenons une sécante quelconque SMms [fig.&i) à la courbe M 'M M° rapportée à des axes bectangulaires ou obliques AX, AY; el
(IKOLINMSON,
I>!î L*. TANGENTE AU Cr.nCLU.
^', 7', ies coordonnées du point M, par x", _r", X'-h Â; celles du point m.
L'équation do la droite M'« rapportée ans mÈmes axes sorn
:r-r'-^^;-r^---,-GK-.r'), Ou J - j' -- j-^[x - ^-■
le rapport ^-__-' ,■ ou jj que l'on appelle le coe
ou coEEFiciiîwT ANGULAIRE, est la quantité qui doit fixer complètement la
position de la sécante.
Concevons maintenant que la droite SUms tourna autour du point M de manière cpie le point m se rapproche continuetlement du point M; il est clair que, dans le mouvement, A et & diminueront simultanémenl, et
que le rapport j passera d'une manière continue par différoAîs états de grandeur jusqu'à ce que le point m vienne tomber en ai avant que la sécante prenne une position telle que Mm'. Lorsque la coïncidence aura lieu, la sécante prendra la position-limitb MT; et, à ce moment, le rapport atteindra lui-même îa umite vers laquelle il aura sans œsse convergé.
D'où l'on peut conclure que l'équation de la tangente sera
e'est-à-dîre que le coefficient d'incliruiison dans l'équation de la tangente est lim j ; limite que l'on obtiendra d'ailleurs en faisant ^' — 3:', y ~ y' dans l'équation de la sécante, après que l'on aura exprimé toutefois que les points {x',y-'), (.i:",j") appartiennent à la courbe donnée.
C'est dans la détermination de cette limite, pour chaque courbe, que consiste la solution du problème des tangentes.
De la tangente au cercle. — Propriétés qui s'y rattachent.
■101. Soit d'abord un cercle rapporté à des axes kectasodl aires, et a sou centre comme origine des coordonnées. On a pour son équation
Une sécante quelconque srra représentée par l'ensemblG des trois rela-
mais si l'on retranche la seconde de la troisième, on a ou l]ien
ot, par suite; le système des trois relatioas (i), (a) etj3) peut être ri placé par celui des deux suivantes :
Si, maintenant, on veut que x', y' soient les coordonnées du point de contact d'une tangente à la courbe, il suffit (98) d'exprimer que le point (x", y") vient à se cunfoiub-e avec le point [x/, y'), c'est-à-dire de [loser
C9 qui donne
et l'équation de la sécante devient alors
Telle est l'équation de la tangente au cbrclb , pourvu que l'on y joigne
la relation (a] qui exprime que le'point [x', y') se trouve sur In cmirhe.
Il est aisé de reconnaître h posteriori que l'équation (4) caractérise la
tangente au cercla eu un point M [Jig.&i) dont les coordonnées sont
En eil'et, tirons le rayon OM dont réqi-iation , par rapport ans mûmes
on voit que les deux corffick relation na' -x- 1 ^ o.
lob CE H TANGEKTE AL CKRCl.E.
Ainsi, la droite SMT représentée par l'équation [4 j est perpendiculaire à l'extrémité du rayon OM ; donc elle est tangente en ce point.
Lorsque les axes sont obliques, les calculs nécessaires pour la dùterrnination du eoefficient angulaire de la tangente sont un peu plus compliqués.
L'équation du cercle est alors (74), Voiigme étant toujours placi'B au
celle de la sécante conservant la forme
On a d'ailleurs pour les deux relations qui expriment que les points {^'} X')r {i^°> X") sont sur la courbe,
J"'-^-,^•"--i-a.1c"_)-''cosO — o.
Retrancliant ces deux égalités l'une de l'autre, on trouve
Mais, pour en déduire le rapport .. _ , et, par suite, la LiiirrB de c^
rapport, il est nécessaire de transformer le facteur .v'j"^ x'j-'; c^ qui se fait eu lui ajoutant les deux termes, — x'y-i- x'y', qui se d;':truisent. Il vient ainsi
et l'égalité précédente se change en celle-ci,
équation qui donne
1>E IX T.iNGESTE *u cercl:;. îoç,
et passant à la li.hitis, ce qui revient à poser .v" ~- ^' et j " — y',
lim ^ r , ou lim -,- = ; ; — ~ ■
j;"— J^' /i j'-h-c'uosfl
Donc enfin, on a poiic l'équation de la tangente,
.r'-+-j'cose,
NI y joignant la relation nécessaire
■105. Reuarqcb iiiPOaTANTE. — En se reportant aux principes de l'Analyse algébrique, on reconnaît que les coefficients angulaires, -— — ,]
7 — r~ ■ â' 116 sont autre chose que les quotients <le la division de la
BÉBIVÉB prise par rappnrt à j: et en signe cimtroiie, par la néiiivÉE prise jmr rapport à y, du premier membre de l'équation du cercle, mise préalablement sous la forme
aprte qu'on y a remplacé les coordonnées courantes x el y par les coordonnées j;' et J-' du point de contact. On peut se rendre compte de ce fait d'une manière générale en obser-
QuOj toutes les fols que l'équation de la courbe est de ia forme
y éUnl au premier degré, et f{^) exprimant watt fonctinn entière de .r, qui, par conséquent, ne peut jamais devenir infime pour des valeurs ftnie.'i de xja limite ilu rapport j [fi et ^ désignant les a ecroissements des deux variables j; ely) &. pour valeur f'{x] ou la DÉnivÉB de. f{x). Et si l'équation de la courbe est de la forme
fl'.r) ■-'■>.
f{^,y] représentant encore une expression mtionneUi; et ciiiiAre en x et en y, la limite du rapport j est égale à
11(1 DE I.A TAKGlîNTE AU CEBCLi;.
/^(j-'.j) désignant la fonction débivér de/(a^, j-), prise par rappovl S x, eif'lx,y) lalonction dérivée de /{ic,j), prise par rapport à j.
Comme l'équation de chacune des courbes dont nous nous occuperon? dans les Chapitres suivants, rentrera dans l'une des deux catégories précédentes, nous pourrons, pour obtenir l'équation de ta tangente, ou appliquer les raisonnements qui ont été faits pour le cercle, ou faire usagii des règles de l'Analyse algébrique, relatives aux dèi-ii-écs.
103. Autre forme de l'équation de lu tangente, — Reprenons l'équation du cercle rapportée à son centre comme origine et à des axes hkctangulAiRES, ainsi que l'équation de sa tangente,
On poul, au moyen de la relation
qui est intimement liée avec celle de la tangonfe, faire subir à ecUo Llcruière une amplification.
Chassant le dénominateur j' et transposant, on a
ou, à cause de la relation (3),
(4) .-ex' +xy' --->■'%
équation qui ne diffère de l'équation {[) qu'eu ce que les carrés x' et j' sont remplacés par les rectangles x.v' etj-j-'; ce qui rend l'équation de la tangente facile à retenir.
Si l'on fait successivement j- =; o et.r — o, dans l'équation [4) {fig&H), on obtient
Ce sont évidemment l'abscisse OR du point de rencontre de la tangente avec l'axe des 3:, et Voi-domiée 011' de son point de rencontre avec l'axe desj-.
toi. Ou nomme sous-tangente dans une courijc, la partie de l'axe ffci abscisses, comprise entre le pied de l'ordonnée du point de ciintact, et te point où la tangente .
DE Ik TAKGENTE AL CERCLE. !1
I.ii sous-iangento est géamétiiquemcnt repri^senli^e piir i'R ; et si l'( veut obloiiif son expression analytique, comme on a, d'après la figur
PR r^ OB - OP, il cil résilie
Pli - ; '-; - x'= ---^ -.- ■''-,,
à cause de la relation (3).
On obtient encore \expiession de la sous-twi^ente en faisant r — dans l'équaiion (a), non simplifiée, d
Il vient en effet, pour/=o,
cxpri?ss!on dans laquelle x — x' représente nécessairement Vabscisse Oli du point où la tangente rencontre l'axe des jt, diminuée de l'abscisse du point de contact, et, par conséquent, la distance PR.
C'est même le moyen général d'obtenir la sous- tangente dans toutes les courbes :
Tirez de l'équation non simplifiée de la tangente la valeur de x — ar', qui correspond à j = o ; vous avez ainsi la valeur de la sous-tangente avec le signe qui convient à la position du point R par rapport au pied P de l'ordonnée du point de contact, c'est-à-dire positive ou négative suirant que le point R est situé à droite ou & gauche du point P.
105. Db la normale. — On appelle normale à une courbe !a perpendiculaire menée à la tangente par le point de contact, et sous-normalb la dislance du pied de l'ordonnée du point de contact, au point où la normale rencontre l'axe des x.
Pour le cercle dont l'équation la plus simple est
l'Dquation de la tangente étant
on a nécessairement pour l'équation de la normale, a raison de la relation aa'-{- 1 = o.
ou, chassant le dénominateur et réduisant, «quation iVunc droite passant par l'origine (82),
lia nE LA TANGENTE A'J CERCLE.
Quant il la sous-normale, il faut, pour obtenir son expression, chercher la valeur de a; — ^' cori-espondante à j = o dans l'éiiuation non miiiiUJic'c do la normale : ce qui donne
7' ~ '^ ' expression négative, parce que la distance est, d'après la définition, comme pour la mus-tangente, comptée à partir du pied de l'ordonnée du point de
Sa valeur absolue étant la même que celle de l'abscisse du point de contact, il en résulte bien, comme on l'a déjà reconnu, que la normale un cercle passe par l'origine.
Tangente au cercle menée par un point pris /loi's de la cîrcoiiférence.
106. Proposons- nous maintenant de mener une tangente au cercle par un point N situé hors de ta circonférence; et désignons par «, S les coordonnées du point donné N, en conservant ^, y' pour les coordonnées inconnues du point de contact.
Puisque la tangente est assujettie il passer par le point (ï, S|, son équation est {SS ) de la forme
a, ou le coefficient angulaire, ayant pour expression ,) et il s'agit de
<léterminer x' et y' pour reporter leurs valeurs dans l'esprcssion de a. Or l'équation simplifiée de la tangente étant (103)
on a nécessairement la relation
puisque cette droite doit passer par le point [a, S).
D'ailleurs, le point [s:\y') se trouve sur la courhe (j:'-t-/'= ?■'); ce <jui donne une seconde relation
les équations {■>.) et (3) peuvent donc servir à déterminer les inconnues j;'et j'.
On Lire de la relation (■>.)
DE LA TANGENTE AU CERf.I.r.
d'où, substituant dans la relation (3) et ordonnant par rapport à x on, résolvant et simplifiant,
Si l'on rcmplaco x' par sa valeur dans l'expression de y' en ^', i toute réduction faite.
r[rf, -^ Ci ■^a'+f.'- ->■■')
(les clous signes supérieurs se correspondant ainsi que les signes /"/<•'-
Ce résultat prouve : i' que par le point N on peut, en gémirai, menor deux tangentes; %" que le problème serait impossible si l'on avait
ON'<r', ou ON<r;
donc le point chnné ne petit pas être pris à l'intérieur du cercla. L'hypothèse a '+5' — /■'=: o réduirait la valeur de n à
et le point donné serait le point de contact lui-même.
Pour Qxer géométriquement la position du point (j'', j'), il faudrait construire les valeurs obtenues pour ces coordonnées; mais comme elle;sont assez compliquées, on peut avoir recours aux lieux géométriques ( 89 ) .
107. Phemier mode de construction. — Reprenons les équations [fig. Cj )
qui ont servi à déterminer x' et j'.
En retranchant la première de la seconde, on obtient
équation qui pout être substituée à la première ; et si l'on construit par
Jp.deVAI.àUG. a
Il4 DK LA TANGENTE AU CIÎECLE.
rapport aux mÈmcs axes chacune des équations (3) et (4) considérées commo renfermant deux variables x', y', tes yoints d'intersection des deux lieux géométriques seront les points de contact deoiandés.
D'abord, l'équation ( 3 ), en tant que œ' et y' sont ici des variables, représente le cercle déjà construit.
Quant à l'équation (4), qui est évidemment comprise dans l'équation générale du n° 8S, comme elle peut être mise sous la forme
elle représente une circonférence de cercle dont le centn: a pour coordonnées -, -, et qui a pour rayvn - /l'+ê'. Or, si l'on joint le point 0 au point donné 'R, on a
OL o. ^-^ ÏL..^.^, ■d'où
Donc !a circonférence décrite sai- ON comme diamètre est le tien, .géométrique de l'équation (4).
^asi les points M, M', oà les deux circonférences se coupent, sont les POINTS DE CONTACT, qu'on joint au point N pour obtenir les tangentes demandées.
Il est à remarquer que cette construction est précisémenl celle que Ion donne dans les Éléments de Géométrie.
108. Second mode de construction. — En opérant directement sur les équations (a) et (3), on est conduit à une propriété très-remarquable.
L'équation (3) représente toujours le cercle donné.
L'équation (a), étant du premier degré en x', y', représente une ligne droite; et comme les points où elle doit rencontrer la circonférence ne sont autre chose que les points de contact, il s'ensuit que cette droite
Afin d'en fixer la position, faisons successivement, dans l'équation (a), il vient
Le premier point j'— o, x' — — esl le point B {^g, 68) où la droilc
rencontre l'axe des x, et il s'obtient par la construction d'une troisième proportmiiiielle.
Le second point x' ~ o, j' = -g- est le point C où la droite coupe l'axf
des/, et s'obtient par une construction analogue. La droite de jonction des points de contact est donc Sa ligne BG. Or c'est ici que se présente la propriété que nous avons annoncés :
La valeur x'=—, qui correspond à/'= o, est indépendante de l'ordonnée ê du point N par lequel on veut mener les deux tangentes.
D'où il suit que si, par un autre point quelconque N' de la ligne indéfinie LNL' parallèle à OY, on mène des tangentes au cercle donné, la droite qui joint les deux points de contact rencontre l'axe des x au même point B.
Et, en effet, en appelant S et ê' les coordonnées du point N', on aurait pour l'équation de la droite M''M'",
qui, pour j'= o, (Joimerait encore
Observons d'ailleurs que, l'axe OX. élant une droite menée à volonté dans le plan du cercle donné, la droite LL', qui lui est perpendictdaire , peut elle-même être regardée comme tracée d'une manière quelconque dans ce plan, puisque l'on pourrait toujours, après avoir tracé cette dernière ligne ai-bitrairement, prendre pour ase des x la perpendiculaire abaissée du centre sur cette ligne.
On arrive ainsi au théorème suivant :
Si, des différents points d'une droite quelconque et im^finieW, on mène des tangentes à un cercle, toutes les droites qui joignent les points de contact des deux tangentes partant d'un méirie point, se réunissent en va HÊHE POINT B, qui se trouve placé sur la perpendiculaire abaissée du centre 0 sur la droite LL'.
Le point B est ce que l'on nomme le pôle de la droite LL', qui, à son tour, est appelée la poLAinB du point B { * ).
Il6 l'HOBLÈaii SUR I.ES LIEUX GÉOMÉTRIQUES.
2V.5. — IlrisultodereKpression^'= ^ = r '-, que toutes les fois que la droite LL' est extérieitre au cercle, auquel cas on a a > r, le point B
Si, au contraire, la droite est sécante à la courbe, comme on aalors a <'■, d'où — > r, le point de concours des lignes qui joignent les points de contact est extérieur.
Problème .sur les Ueiix géométri'jiiex.
109. Nous terminons ce Chapitre par la résolulion d'un problème sur les lieux géométriques.
Étant donnés deux points k et 3 {Jîg.&^), trouver un autre point Hlici, que, si on le joint aux points A et B, l'angle AMB formé par ces deu.r. lignes de jonction sort égal à un angle donné V.
Prenons pour axes la ligne AB et la perpendiculaire élevée par le point K, milieu de AB.
Nommons d'ailleurs ■ix' la distance AB.
La droite BM, assujettie ï passer par le point B, dont les coordonnées sont y=iy,x~x',a pour équation
On a de même pour l'équation de la droite Ml, assujollic à passer pa^' le point (j — o, X — — x'),
et comme, d'après l'énoncé, ces deux droites doivent former un angk; donné V, les quantités « et a' sont (62) liées entre elles par la ri^Iation
En donnant à a une valeur arbitraire, ce qui fixerait !a position de la droite BM, on tirerait de l'équation ( 3 ) une valeur correspondante pour a', qui déterminerait aussi la position de la droite AM ; et le point d'intersection de ces deux droites serait une réponse à la question, qui, par sa nature, est indéterminée, puisque l'on n'a que trois relations entre quatre incon-
Mais à, entre les équations (i), (a) et (3), qui existent en même temps pour un point quelconque M du lieu géométrique, on buminb a et «',
FBOBLËllE 8DR LES LIEUX GSOMËTBIQUES. I17
l'équation résultante en j: et y sera nécessair n Ét> du lieu
OÉOHÉTBIQUE, puisqu'elle exprimera une rpla n n es rdonnéea de chacun de ses points.
Or, pour effectuer cette élimination, il suffit d mp aie d ns l'équation (3) les quantités a et a' par leurs valeurs uées d équ ons (i) et (2). Il vient, par la subbtitution,
d'oti, chassant les dénominateurs et réduisant,
équation d'une circonférence de cercle (85), dont le cent7-e{p, g), a pour coordonnées f y? = o, g = "^^ \, et qui a pour rayon
Mais, comme l'hypothcEe j= o donne
et qu'ainsi la circonférence se trouve assujettie à passer par les points A . et B, il est clair que le cercle sera déterminé dès que l'on aura construit sur OY I expression
^ "~ tiing V ' qui fixe la position du centre.
Pour construire cette expression, faîtes au point B un angle ABL égal il l'angle lUirtné V; puis, élevez en te même point, "Sd perpendiculairi: h BL. Le point 0 d'intersection avec KY sera le centre du cercle cherché.
Car le triangle rectangle OBK donne
OK=BKx tangOBK= BKxcotKBL= --^■
Cette construction est précisément celle que l'on donne dans tes Éléments de Géométrie, pour décrire sur une droite un segment de cercle capable d'un angle donné.
î rHOBLfeUiS INDfiTERMIKÉS.
DiHCDSHioN. — Tant que i'angle V sera aigu, ^ serapnd
tif; et le
centre du cercle sera situé au-dessus de AB. Mais si l'angle V ■
est obtus
[fig. 69), tangV est négatif; par suite, —^ est aussi négn
tif, et h
centre se trouve placé au-dessous do AB.
tangV = -»
L'équation (4) se réduit alors à
et représente une circonférence décrite sur AB comme diaraèli'e Soit encore
" langV
deviennent iiifinies; et le cercle lui-mèrae, d'une grandeur infinie.
On doit d'ailleurs observer, dans le cas général, que tous les points do la partie sapérieure AMB de la circonférence donnée par l'équation ( 4). satisfont à l'énoncé, et que, pour la partie inféi-ieiire AM'B, ce n'est pas l'angle AM'B, mais son supplément AM'H qui est égal à l'angle donné.
On a, en effet, pour cet angle,
AM'Fl^M'Alî + ABM', d'où
.,.,,, tangM'AB+ iangABM'
tan"AMH ■-■ -——- rî,-r-îT-.— ^— .-kît-, •
= 1 — tangM'ABtangABM
tangM'AB.-- tangGAX- — n', tangABM' ■= n;
Ainsi, c'est bien pour cet angle AM'H que Véqnation (3) est satisfaite.
HO. Remarque générale sur les problèmes indéterminés.
Eu réfléchissant sur la manière dont la question précédente a été résolue, on voit que, pour obtenir l'équation d'un lieu géométrique, il faut commencer par établir des équations entre les coordonnées m et 7 d'un
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quelcoïK^ue de ses points, et d'autres quantités qui varient aussi avec la position de ce point.
I^ nombre de ces équations doit êtie moindre d'une unité que 1& nombre de* variables, y compns c et j , et ces équations une fois formées, on élimine les vanabies autres que j et 7 L'équation résultante est l'equaiion demandée, puii'qu'elle expnme une relation entre les coordonnées dan point quelconque du heu geameciiqiit, et des quantité-,
Mai"! d importe de choiiir convenablement le* a \es auxquels le libl GÉoHÉTBiQDE doit être rapporté, afin d obtenu des constructions simples et (acdes
En général, les équations se réduisent : 1° à celles de deux %nej (/amïm ou de deux circonférences dont les points d'intersection appartiennent au lieu géomëlrii/ue c\mrohé, ces équations renfermant, outre les coordonnées- 3: et y, deux autres quantités qui varient avec la position du point; 2° et à une relation entre ces deux dernières variables, immédiatement fournie par l'énoncé.
S'il arrive qu'il y ait trois ou quatre variables à éliminer, on doit avoir alors une ou deua: rebttons de plus.
Ces observations trouvent leur application dans la résolution des questions suivantes que nous proposons comme exercices :
i" Étant donnés deux points, trouver le lieu géométrique des points tels, que la somme ou la différenob des carrés des distances de chaque point de ce lieu aux deux points donnés soit égale à un carré donné ;
a" Un cercle et un point étant donnés sur un plan, si par ce point on lire autant de droites que l'on voudra, et que par les deux points d'intersection de chaque droite avec la circonférence on mène des tangentes, on demande le lieu géométrique dos points de rencontre de ces tangentes considérées deux à deux.
TnAKSFOliMATION DES CÛOliDONKÉES.
CHAPITRE II
g I. Tranaropination des coordonnéeâ. — g II. Holions proliminaires sur les courbes du second dogré. — g III. Réduction, par la transforinalioii des coordonnées, de l'équation géiiÉrsilo de second àesré h deux tariaLlcs.
§1 - T NF E
■m. L'une de q t 1 jl j t t d 1 G trie analytique est celle d I Ai m b oonro -vb
Si l'on jette le y 1 éq t n d 1 1 g d te t du cercle,
et que l'on con d 1 n d i d se t l n qu'elles peu -
lent avoir par r pp t à d a et n rec nnaJt qu Aiém ligne peut être représenl^ par une équation plus ou moins simple, selon sa position à l'égard des axes, et suivant que les axes eux-mêmes sont rectangulaires
Ainsi, l'équation la plus générale de la ligne droite étant cylle d'une droite passant par l'origine est
i7 ayant, dans l'une et l'autre de ces équations, une acception diffén selon que les axes sont rectangulaires ou obliques; Et l'équation d'une parallèle à l'un des axes est
Do mémo, l'équation la plus générale du cercle étant celle du cercle rapporté à deux axes rectangulaires menés par si
On conçoit donc que, lorsqu'une courbe est déjà fccée tle position sur un plan par le moyen d'une équation, si l'on s'aperçoit que cette courbe est dans une situation plus simple par rapport à deux nouvelles droites que
rKANSFor.Junori bes coordonnées. i^.i
par rapport aux ases primitifs, il est bon, pour faciliter la rocherclio de ses propriétés, de chercher à déduire l'équation de la courbe rapportée aux nouveaux: axes, de i'équation do la même courbe rapportée aux pre-
Tel est le but que l'on se propose dans le problème de la transformation des coordonnées, lequel peut s'énoncer ainsi :
Liant donnée l'éi/uation d'une courbe rappariée à deux axes quelconques, Irouver l'équation de la même courbe rupportée a deux nou-
112, La transformation la plus simple est celle qui a pour objet de passer de l'équation d'une courbe rapportée à un système d'axes rectangulaires ou obliques, à l'équation de la même courbe rapportée à un systfene d'ases parallèles aux anciens.
Soient AX, AY {Jïg.7'>) deux droites par rapport auxquelles une courbe M'MM° est fixée de position par le moyen de l' équation
et A'X', A' Y' deux autres droites respectivement /^<iroWèfcî aux premières.
Appelons x', y' les nouvelles coordonnées d'un point quelconque M de la courbe; a, b les coordonnées de la nouvelle origine A' rapportée aux anriens axes, coordonnées que l'on doit supposer connues.
On a évidemment, d'après la figure, les relations
AP = AB -1- BP = AB -t- A'P' ou ./.■ =-. a ^ x\ PM=PF'+P'M = A'B^-MP' ou j= i+j';
et si l'on substitue ces valeurs de a! et de j dans l'équation (i), on aura une nouvelle équation
qui fixera la position de la courbe par rapport aux nouveaux ases.
Comme application de cette première transformation de coordonnées, prenons l'équation du cercle rapportée à des axes recianguUiires quelconques, savoir (70)
et posons
^- = .r'-r-p, j--j' + '/; il vient
Telle est ("ïi) l'équation du cercle rapportée à son centre cl h des axes
De même, si l'on pose
réqualk'îi
da vient
ou, réduisant,
C'est i'équation du cercle, ijuand l'origine est pkwrs h l'cxirémité d'an diamètre.
Traitons maintenant la question générale, savoir
Passer d'iiri système de coordonnées obliques à un autre système de même espèce et d'origine différente.
Soient AX, AY [Jîg. 71) les anciens axes, et A'X', A'Y' les nouveaux; AP et MP sont les coordonnées a;, /d'un point quelconque M de la courbe rapportée aux premiers axes; A'P et MF sont les nouvelles coordonnées 3:', x' de ce même point.
Menons A'X" et P'H parallèles à AX, puis A'Y" et P' K parallèles à AY, en prolongeant A'Y° jusqu'à sa rencontre on B avec AX.
Faisons d'ailleurs
Aiî-=a, A'B :--.*, X'A'X'' = K, Y'A'X"^a' et
Y" A'X" ou YAX= S;
a, b sont des quantités connues, puisqu'elles ne sont autre chose que les coordonnées de la nouvelle origine, que l'on suppose donnée de position par rapport aux anciens axes; il en est de même des angles a, a', que chacun des nouveaux axes forme avec l'ancien axe des x, et de l'angle 9, qui est égal à l'angle YAX des anciens axes. Cela posé, la figure donne évidemment
AP ou :e r^ AB + BP ^= fi -h A'K + P'H, MP ou 7 = A'B-)-ML = ù-t-FK-i-MH;
ainsi, tout se réduit à déterminer A'K, P'K, P'H et MH.
Or, on a dans les triangles A'FK, MP'H, en vertu dun princioe connu de Trigonométrie,
1° A'K ; A'F :: sinA'P'K : sinA'KP';
ou, à cause de
A'FK - FA'ï':--- 0 --V..
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES
edeA'KP'= A'LM = i8o^- MLX"-: 180'- fl, A'K:x':: sïn{0 — y.] rsinO,
P'K:A'F::sinP'A'K:smÂ'KF,
FH : MF : : sinFMH : sinFHM ;
à cause de FMH = V'A'Y" = 9 — o.\ el à cause de FHM^ A'LM ^1 80" -0,
FH:j':: s]n(fl -a'):amQ, Mil : MP' : : sinMP H : sinP'HM,
Donc, en portant oes valeurs dans les expressions de j:, j, on obtient ( »'sin(l-«)-i-/8in(0-»')
Telles sont les formules les plus générales de la transformation des coordonnées, dont il est facile de déduire les formules particulières correspondant à toutes les positions de la nouvelle origine, et aux différentes tlireciions des nouveaux ases par rapport aux anciens, en donnant à n, 6 des valeurs convenables, positives ou négatioes, et aux angles «, a' toutes les valeurs depuis o jusqu'à 180 degrés, sans que a et a' puissent recevoir siimdtaaément la même valeur.
Quant à l'angle 9, il est toujours donné à priori, puisque c'est l'angle des anciens axes.
Nous nous conlenteroiis d'indiquer id les cas principaux.
124 TRANSFORMAnON DES COOItBONNÉES.
114, PniïJilKii CAS. — Les deiu: nouveaux axes sont parallèles aux anciens [fig. ;o) ; c'est le cas déjà considéré au n" 112.
On a alors
a^o e: a'- 0, ce qui donne
ainsi les formules se réduisent il
3: = 3:'~^a, y-^y'+b, résultats conformes à ceux trouvés précédemment.
115, Deuxième cas. — On propose (_/%. 7a) de passer d'an sjslème rectcmgulaire à un système oblique.
Dana cette hypothèse, ilBuffit de faire
dou
8inO = i, sin{9^a)-= cosa et sin(0 - ï.') - cosa';
ot les formules deviennent
(3) iC = a:'cos«-i-_y'cosa' + «, y = x' sàaa -i- f' siaa' -v- b.
116, Troisième cas. — Passer d'un système rectaiigulaii'e à un système aussi reclangalaire [fig. 73 ) : c'est un des cas les plus usités.
On a
G - go", «' ou Y'A'X" = Y'A'X'+X'A'X''^ «o'-a, d'où
sinâ = i, sin(e-a) = cos«, Bin[0 -a') ^- sintgo"- go"- a) = - sina, sina'= sin[9o''-)- a) = cosk; et l'on obtient pour formules oorrespondantes,
,,. l a: = a:'C0S« — j'sillK-l-«,
( r--a;'sLnK + j''cos:!+ft.
N. B. — On déduit ce dernier cas du deusième, en y faisant simplement «' r= go" + a, ce qui donne
1 17. OiTATftriiME CAS. — Passer d'un système oblique à un syslèii tangulaire {Jig. yi).
U sufat de faire dans les formules générales
a' ou ï'A'X''=go''-f-c
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i'ofi
Sina'^ COSï,
sm(e-»')==sm(e-9o'-al = ~sin[9o'-(0-a)] = -cos(fl-«). Ces formules deviennent alors
118. Chacun des trois systèmes précédents peut être obtenu diroctement au moyen de la figure; mais nous nons contenterons de rechercher celui qui correspond au dernier cas.
Soient toujours menées par les poinîs A' et P', A'X" et P'H parallèles ;\ AX, puis A'Y" et FK parallèles à AY.
11 résulte de œtte construction
AP ou x^Ah +A'K-FI1,
MP ou 7^A'B-r-P'K +M1I.
On trouve d'ahord, comme dans le problème général,
ysin(9-«) pK^^'ao^.
sm9 suiû
ll'un autre côté, le triangle MP'H donne
1° P'H ; MP' :: sinHMP' : sinMHF,
ou, cOTume UMF = Y'A'Y"^ Y' A'X' - Y"A'X' = 90" - (0 — ^ j, Fi!:/'::cos(û-a):sine; d'où -p'n^-^^^^^f^; ï- MH : MF :: sinMP'H : SinMHF;
MFH = MFA' — HFA'^ 9o''-XA'X'^ go"— ^l
MH;r':: coa^; sin9; d'où mi = ^~- Donc enfin
Dans le second ot le troisième cas, les triangles A'P'K, MHP' sont ri
120 TB,\îiSl'0U5LlT[0N l>ES noOEDONNfES.
tanglea, et la détermination des lignes A'K, P'K, P'H et MH, n'en est qne plus facile.
H9. Enfin, si, dans les formules générales et dans celles qui en ont été déduites, on suppose a = o et 6 = o, on obtiendra de nouvelles formules qui correspondront au cas oti \o?i veut cka/tger scidement la direction des axes, sans déplacer l'origine.
Ainsi,
sont les formules propres à faire passer d'un sj sterne rectangulaire à un autre système oblique ou rectangulaire de même oi g ne
En général, ou distingue deux espèces pimcipales de transformition de coordonnées, le déplacement de l'origine et ie changement de direction des axes. Lorsque la question exige cette double transformation il y i souvent de l'avantage à ne les exécuter que '^ucctaaivement nous en ver rons bientôt des exemples.
120. Nous terminerons cette théorie générale pari examen dedeuv cis particuliers :
1° On peut demander de passer d'un système oblique VAX à un système rectangulaire XÂY' [fîg. 75), l'origine restant la même, et l'axe des X restant aussi le même.
Dans ce cas, on a
d'où l'on tire
sin=i=o, siuK'
sin(9 — 1)= sin9, f
elles formules (ij s
e rédu
isent à
x--x' — j'colfl^ et J- — --.-V-- j'cosécO.
On fait usage de celles-ci lorsqu'une courbe étant rapportée à un système d'axes obliques, on veut rendre le système rectangulaire,
a" On peut, en conservant le même système d'axes (fig. 76), exiger <jue l'axe des y' se confonde avec celui des x, et réciproquement.
Dans ce cas, on doit avoir
in«'^o, si[i(9-K)=:
yGoosle
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Ou a, en outre, ainsi, les formules [i] se rMuisent à
ce qui est d'ailleurs évidont, car od ne fait ici que changer les diJnoitiinatiODS des axes.
121. On tire de là cette conséquence ; Lorsque les équations de deus: courbes sont telles, que Ut seconde est composée en y et x comme la première l'est en x et y, tes detu; courbes sont identiques.
Car on passe de l'une à l'autre équation en changeant x en y, et, réciproquement, y en x. Il n'y a réellement, dans ce cas, que la position de la courbe par rapport aus axes qui soit renversée.
122. Première remarque. — Comme, pour une même question, on a souvent besoin d'eflectuer successivement plusieurs transformations de coordonnées, nous conviendrons de supprimer les accents dans les seconds membres des formules relatives à ces diverses transformations; c'est-à-dire que nous désignerons toujours par a; et j les anciennes et les nouvelles coordonnées, quoique leurs valeurs et leurs positions soient différentes; mais l'emploi successif des formules suffira pour indiquer que la courbe, étant rapportée à un premier système, se trouve ensuite rapportée à un second, à un troisième,. . . système.
Ainsi, pour passer d'un système oblique ou rectangulaire à un système de coordonnées parallèles, nous ferons, dans l'équation de la courbe,
s^-x-i-a et y-j + b,
les vc et / du second membre désignant les coordonnées rapportées aux nouveaux axes, dont l'origine a d'ailleurs o et 6 pour ses coordonnées rapportées aux anciens axes.
De même, pour passer d'un système rectangulaire h. un système oblique de même origine, nous poserons
.r = a:cosa-i-7C03«' et y-^^smi-hysma'.
Cette convention a pour but de simplifier l'écriture des calculs en évitant la multiplicité des accents.
123. Seconde remarque. — Les quantités a, h, a, «', qui entrent dans les formules, sont des constantes dont les valeurs fixent la position de la nouvelle origine et les directions des nouveaux axes par rapport aux anciens dont l'ange est exprimé par 9, Elles doivent être regardées comme connues
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et données à priori, toutes les fois que l'on veut rapporter la courbe à do nouvelles lignes dont la position par rapport à cette courbe a été r<;coiinue plus simple que celle des anciens axes.
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Notions pnÉLiMinAiRES si
Afin de présenter la théorie des courbes du second degré d'une manière simple et îouc à fait élémentaire, nous commencerons par rechercher les équations de trois courtes dont chacune jouit d'une propriété qui lui est particnhère. Nous ferons voir ensuite que ces courbes sont les seides que puisse représenter une Équation quelconque du second degré à deux variables.
De rcUipsc.
124. On demande l'éijuation d'une cmabe telle, que, si l'on juinl flirican de ses points M {fig. 77 ) à deux points fixes l' et Y , la somme di:.'. distances FM, FM soit égale à une ligne donnée a A.
Cette courbe est ce qu'on nomme une ellipse ; les points F, F' en sont dits les /o/CT-j, et l'on appelle rayons vecteurs \ei distances FM, F'M.
Nous verrons plus loin la raison de ces dénominations.
Pour construire cette courbe d'après sa définition, prenons d'uburil le niitita 0 de la distance FF', et, à partir de ce point, jx/rtons In moitié de a A, (/eOenB, et rfeOe/iÂ;les points A et B appartiendront à la courbe.
11 résulte, en effet, de cette construction.
01} - OF ou Fîi --- OA - OF' FIt=:F'A;
FA
yGoosle
F'IÎ
+ FA --
: FB
-h FA =
1' FA
Ensuite, si des poinU V, F' comme centres, avec un rayon égal à A, t'on déirit deux circonférences qui se coupent en C, D, ces deux points d'intersection appartiendront encore à la courhe ; car on aura évidemment
FC-HFC = aA et FD4-FD.= 2A.
Ces points se trouvent d'ailleurs sur la perpendiculaire à la droite AD, élevée du point 0.
Pour obtenir des points intermédiaires, man/uez sur Ali ce entre les poinisf,V', un point quelconque h; puis des points W et V comme centres , et avec des répons respeetivenienl égaux à AL, LB, décrivez, deux circonférences qui se coupent en M, m ; vous aiircï deux nouveaux points de la courbe.
En effet, la construction donne
1° FM-i-FiM .= AL-4-LB = aA,
1" V'm-.-Vm =aA.
Ces points sont symétriquement placés par rapport à AB.
De même, des {joints F, F' comme centres, et avec les mêmes rayons kL, IJÏ, décrivez, deux circonférences ; vous obtiendrez encore (hua: noitpem'i: imnts M', m', qui seront avec les points M dans une pt -it'on ■ ' trique par rapport à la ligne CD. Cela est é Jent
Après avoir ainsi déterminé une série de po nts s (Ts n ent nppro elles les uns des autres, on pourra lea jo ndr par une 1 gne cont ACBDA qui sera la courbe demandée.
JV. S. — Pour que la construction pi sse s efÎPCtuer 1 fa t q e la i t<ince des centres FF' soit moindi-e que la somme du iiijons ou a A, et l'n même temps plus gixmde que leur différence.
Cette derniàra condition exige que le point L soit entre F et F'.
Car, prenons, par exemple, un point L' qui soit placé entre F et I) ; on aurait
AL'>AF et L'B-.:i'Ii:
d'où l'on déduirait
AL'-L'B>AF-FB ou >AF-FA ou >FF;
donc la distance FF serait moindre que la différence des rayons AI.', L' lî; et, par suite, les deux circonférences décrites seraient intérieures l'une » l'autre, sans se couper,
Ap. de l'Ai, à ?» G. g
ï3o NOTIONS SliR l. El.r.IPSE.
lâS. Ou peut consiruire l'ollipse d'un mouvement continu, ainsi qu'il stiit :
Fixez aux ]>oints Y et F, par le. moyen de deax épingles, unjildontlii longueur soie égale à aA. Faites ensuite gtiaser im style ou un crayon ijiii ■tienne ce fil toujours tendu ; et la courbe se trouve tracée e/uand l'inslrument mobile a fait deux demi-i-évohilitim, l'une au-dessus de FF, et ■l'autre oa-dessous.
Si l'ellipse doit être tracée sur le lerrain, on se sert d'un cordeau d'une longueur égale à tk et de trois piquets, dont deux fixent les extrémitijs du cordeau aux points F, F, et le troisième sert à tracer la courbe, en tenant le cordeau toujours tendu.
126. L'ellipse étant ainsi déterminée de forme et de position, recherchons son ÉQUATION, c'est-à-dire une relation entre les coordonnées du chacun de ses points rapportés à deux axes fixes.
Comme, d'après la construction précédente, la courbe se compose de points symétriquement placés par rapport aux lignes AB, CD, i de prendre celles-ci pour axes.
Soient
0P=.-. ^^ MP-r, FM- z, FM^ e', FP-ac
On a d'abord, pour les équations des deux circonrérenees qui ont leurs centres en F, F', et dont la rencontre détermine !e point M,
(a) y^^^,c-^cf-..z-'.
Eu oHtre, la définition même de la courbe donne l'équation de condition
et si, entre ces trois équations, on ilimine z et î', l'équation résultant en X, y sera (110) l'équation chercbi'e
Pour y parvenir facilement, ajoutons entre elles et retranchons I'utk; de l'autre les équation-, (i) et (a), d Ment
suais cellc^-ci rovieiit à
donc
Subslituant ces valeurs dans i'équation (4), on trouve
ou, chassant le dônominateur et ordonnant,
D'après en qui a él& dit précédemment, on doit avoir
FF' ou ac<2A; donc. A'— e' est essentiellfimant /imitif; et si l'on pose
A'-c'-W, l'équation prfnd la forme (6) A'j-^-^B'j^^.-^ A'B'.
Telle est I'éovation la tlus suiple de l'ellipse.
127. Cette Équation Étant résolue par rapport à ,1.. puis par rapport à x, ce qui donne
1° On reconnaît que la courbe est symétrique par rapport aux axes OX , oy, puisque chacun d'eux divise en deux parties égales toutes les corder telles que Mm, MM', menées pnrallélEincnt à l'autre;
a" Comme pour y -■-- o on trouve
il s'ensuit que la courbe rencontre l'axe des x ans points A, B, et l'ax des y aux points C, D, pour lesquels on a évidenunont
OC--OD= B- \JV~T'\
t3?. nouons SL'R LELLIPSL.
3° L'hypothèse x = k ou x = — A, réduisant la double valeur de x à une seule, j- = ± o, on peut (99) en conclure que la courbe est tangente en A et B aux deux droitos US, R'S', menées parallèlement à l'axe des^;
De mÊme, j-= B ouj'= — B donnant a: = ±o, la courbe est taiigenic en C et D aux deux droitMi BR', SS', parallèles à l'axe des x.
Comme, d'ailleurs, il est visible que, dès que l'on suppose a;>A on j->R, la valeur correspondante de 7 ou de x est imaginaire, ils'ensuiL que la courbe tangente aux quatre côtés du rectangle RSS'R' est cntièvcment comprise dans ce rectangle.
128. Si l'on évalue la distance du point 0 à un point quelconque [^,)-) de la courbe, on a, pour expression de cette distance,
=-- o, on trouve d'abord D = B ou OC. io X augmente, la quantité D augmente; et elle acquiert lorsque l'on donne à 3; la plus grande valeur possible, qui A; d'où l'on tire
Aina, la plas petite distance du point 0 à la courbe est OC, et la plus grande, OB ; en d'autres termes, CD est la plus petite corde qu'on puisse mener par le point 0, et AB la plus grande'.
Cette ligne AB ou 2Â est non-seulement la plus grande corde passant par le point 0, mais encore la plus grande de toutes les cordes de Fellipse.
Car, soit IK une corde quelconque; si l'on joint le point 0 aux points let K, le triangle OIK donne
IK < 01 + OK
mais on vient de voir que chacune des distances 01, OK est moindre qnti OAouOB;donc, H plus forte raison, l'on a
129. Le point 0 jouit de la proprlétû de di'-i. toutes les cordes qui y passent.
NOTIONS Sl!B LELLirSE, lii
T.n effet, Poit MO'"' une quelconque de ces cordes, représentée par "équation
Combinons cette équation avec celle de la courbe A"j'-+-B=j:== A'B'; en remplaçant dans celle-ci j par sa valeur, ce qui donne
(A'ir + B' ).!•=.:-: .VB=,
il vient
_ ±AB dz ABfl _
Ces valeurs de x etàe x qui expriment les coordonnées des points d'intersection, M, i>i', de la droite avec la courbe étant respectivement égales et de signes contraires, les distancea OP, OP' et MP, m'Y sont égales.
Donc les deux triangles OPM, OV'/ri' sont égaux et donnent 0M=: Om'.
130. On nomme, en général, centhe d'une courbe, un point situé dma le plan de cette courbe, et tel, que toutes les cordes menées par ce point y sont dinisêes en deux parties égales.
De cette définition et de la propriété qui vient d'être démontrée, il résulte que le point 0 est !e centre de l'ellipse.
Son caractère analytique est que, si des valeurs a:', y' satisfont y l'équation de la courbe rapportée à son centre comme origine, les valeurs — ^', —y', satisfont également, ou, en d'autres termes, que celte équation ne change pas lorsque l'on y change x ^a — x, etjen — /.
Les deux lignes 2 A, aB, ou ÂB, CD, ont reçu \& nom ^ axes princiiiaux.
On tes appelle encore premier axe et second axe, ou bien grand axe et petit axe.
Les points A, B sont dits les sommets du premier axe, et les pointa C, D les sommets du second axe.
L'équation A'y' -t- Z'x' = A'B' est l'équation de l'ellipse rapportée à son centre comme origine et à ses axes principaux comme axes des coordonnées.
131, Supposonsque, dans la recberche d'un lieu GÉOMiTRiijiie rapportai à des axes rectangulaires, on soit parvenu à l'équation
Mj'-i-N.e'=P, Jl, N, P étant des quantités ossentieUement/joji/fVe.ï.
KOTioss SUR l'kllips
raisons Si
.iccessivement, dans cotte Oqualion,
j = 0 et ^=c;
il en résulte
', pour 1 -- (1,
fX pour z --
Cola posé, soient
i/^==A, t/l-=B; d'où N--L M = -^.; l'équation ci-dcssiis devient, par !a substitution,
OH, rMuJsaiit,
D'où l'on "joil que l'équation proposée est celle d'une ellipse dont les lixes principaux sout a » /^ et **/??' o«. en d'autres termes, sont le ihuble de la valeur de x correspondant à j = o, et le double do la ya-
Connaissant les deux ases aA, aB ou a* /^^i a i/"iïï' po'^'' obtenir
k's/o/ew, on a recours à la relation
B^- k'-c\ qui donne
c=il/Â'— B^
Soient pris [fig. 78) sur deux lignes indéfinies à angle droit,
OBv^--0A = A et OC = OD = B;
puis du point C comme centre, avec un rayon égal à A, décrivons un arc de cercle qui coupe AB en deux points F, F'; ce seront \^ foyers. Car on a
OF' = OF -■= v'cf" - oc" = /A"' - !i-. Comme, par rapport à l'équation
KOTI0N8 SUR L ELLIPSE.
N. B. — Puisque, dans toute oUipse, on doit avoir 2A.> 2B, il faut supposer
S'il en était autrement, c'est-à-dire si l'on avait M < N, on changerait [12J)/ena; etiPcn j. Par là, Véqualion deviendrait
Nj".i-M,-; = --. P, et représenterait encore une ellipse, qui aurait, ^out piviiiicr nxc.
•a 1 /iyi et pour second axe a i /j^ ■
Avant la transformation des coordonnées, la courlje est dans la position indiquée parla_^g'. 79; mais après, elle prend, par rapport aux nouveaux axes, la position qu'on lui donne ordinairement [J/g-j"})-
132. Soit, comme cas particulier, M = N ; l'équation se réduit alors k
c'estrà-dire à l'équation d'un cercle ayant * /^ pour rayon; la quantité--^ — ^ -1 devient nulle; ainsi les deux foyers se réunissent an
Le OEBGLE peut donc être regardé comme une ellipse dont tes rlcii.r. oxes'iÀ., tQ soia égaux, et dont les deux /oje/'s viennent kmconfo/iilrc.
i33. Enfin, comme nous aurons souvent besoin de ramener une équation telle que
à la forme
Ay ; BU'' . A'B',
nous indiquerons un procédé simple et facile pour y parvenir.
Soient multipliés les deux membres de la première équation par un facteur indéterminé /i, il vient
Mais, pour que celte liquaLion ail la forme (kirjiindi.^o, il faut que l'i ail
P/; = M/ix N/(=--31N.A'; d'où l'oQ déduit
Donc il siifîit de multiplier Ir.s deux membres /le la propnséi: pnr le (jiioiient du second membre dwisc par la pmduit des eoejjieienls de y'' il
Celte mulliplication donne
t, par suite,
P(M-N) MN
Prenons pour exemple l'équation
On trouve, en multipliant par ^ ou -i
Soil encore l'équation Multipliant par w- --"i '^^ ""' °" obtient
u (131, N. J).), changeant j en j: et récipvoqucnwnl,
De Chyperbdc.
13i. On demande Véiiuation d'une courbe telle, que, ai l'oiijnhit cliti' cm de ses points M à deux points fixes F, F' (/g-, 80 ), la différence des distances VU, TU soit égale à une ligne donnée -t-k.
Cette courbe est ce que l'on appelle une hyperbole; les points F, F' eti sont \^ foyers, et l'on nomme rayons vecteurs les lignes FM, F'M.
Commençons par indiquer un moyen de construire cette courbe.
Prenez à partir du point 0, milieu de FF', deux dislances OA, OB égales» k; les deux pointe A et B appartiennent à la courbe.
En effet, il résulte de cette construction,
d'où
BF'— BF = BF'- AF
Les pomlï A B sont necLb«ai rement situés entre F et F cir autrement ce serait la "somme des distances de cbacun de ce-: points axa point-. T et'F tt non leur d fférente qui ^emt igale 1 a 4. Ainsi 2A doit être donné moindre qm FF
Pour obtenu d autres points de la courbe mrquLZ ur lu ligne OF et a droite du pni tt F un point queltinque L puis des points F F comme centres, atec la rayons AL BL detiivez mcceisioe nent lieux circonférences qui se coupent en M m vous obtiendrez amsi deov points de h ccurLe car en joignant le [nint M pir eiempk u\ points r F VOIS ne?
1 M Ml \L n \
De même, des points F, F' comme centres, et aeec les mêmes rayons, ilécrivez encore successivement deux circonférences ; vous aurez deux nouveaux points M', m', qui seront, avec les points M, m, symétriquement placés par rapport à la di'oite OC perpendiculaire sur AB.
Cette construction exige que le point L soit situé <4 la droite du poinl F; car s'il était en L', comme on aui'ait BL'<BF, il s'ensuivrait
AL'-r BL' ou AB M- iBL' < AB -i- iBF, ou <"FF';
et alors les deux circonférences seraient telles, que la distance des centres, FF', serait plus grande que la somme des rayons, en sorte qu'elles seraient tout à fait extérieures l'une à l'autre et ne se couperaient pas.
l33 NOTIONS S\iTl l.'HÏPEBBOLf;.
Mais le point L peut être pris vors la droite du point F, à une distance missi gronde tjWoa veut.
D'où l'on voit que la courbe se compose dp deu^c branches égales el opposées, mBM, m'AM', qui s'étendent indéfiniment à droite du point B cl à gauc/ie du point A, tant au-dessus qu'ati^essnas de la ligne AB.
Il existe bien un procédé pour tracer l'hyberbole d'un mouvement continu; mais nous noua abstenons de l'indiquer, parce que la pratique en est peu commode.
138. Nous allons maintenant nous occuper de la rccherclie de l'ÉyuA- TioN de cette courbe.
L'hyperbole étant, ainsi que l'ellipse, symétrique par rapport à AB et OC (fig. 80), nous prendrons cas deux lignes pour les axes des coordonnées.
Soient donc
OP =--:.(■, MP^j, OF-^OF'---: r, FM-=Ï, F'Mr-=l'. On a d'abord, comme pour l'ellipse, les deux équations
Cl j^+[.x-cY=z\
(a) r+{x-^cY^-,:'.
auxquelles on doit joindre, d'après l'énoncé, Xéquation de condititm
Pour éliminer z et s', combinons alternativement par addition et soustraction les équations (i) et (2) ; nous obtenons les suivantes :
■if-
celle-ci donne
d'où
l'on déduit
AT
Or 01
1 a déjà
--■ik;
donc
ct
NOTIONS SUR L HïPEnBOLE,
Portant ces valeurs'datis l'équation (4), on olitient
on, chassant le dénominateur et transposant,
Aj H(A=-6=)^ =AnA'~c').
Mais comme il a été reconnu précédemment que la distance FF' ou îf doit tnujourù être plus grande que aA, il s'ensuit que A'— c' est essentiellement négatif
Donc, en posant
on trouve, p irl {uitionde l!v).eihole,
(C) A'x'-Wx--^-. -A'B'.
Cette équation ne diffère de celle de l'ellipse, qu'en ce que B^ est remplaça par — B'. Aussi les deux tourbes, quoique étant de forme trèsdifférente, puisque l'une est liniitêe en tous sens, tandis que l'autre est iltimitéa, jouissent-elles de propriétés analogues.
Soit fait,?- ~ o dans l'équatioti ; il en résulte x — :i- A, ce qui prouve que la courbe passe par les points A et B, circonstance que nous avons déjà reconnue (134).
y'^i—S'- d'où r - ^ iii B /'"'i ;
ce qui fait voir que la courbe ne rencontre pas i'axe des y- Cependant on peut convenir de marquer sur cet axe deux points C et D
dont la dislance au point 0 soit exprimée par B ouV^' — A''. Pour fixer la position de ces points, il suffit de décrire du point B
comme centre, et d'un rayon égal à c ou OF, un arc de cercle qui coupe
OY auï deux points demandés ; car on a
OC = OD
Comnie, en faisant a^=-i-Aoiia;= — A dans l'équation résolue par rapport à r.
l4o NOTIONS SUII L
et qu'en donnant à .' des valeurs povUees ou négntu cv, ni'nwriijucmcnt plus petites que A, on obtient des valeurs unaginauc.s pour y, on penl en conclure : i" que la courbe est tangente en 4 et B aux deux droites H'S', RS, parallèles à I axe de^i j , a° qu elle s étend indéfiniment à la gauche du point A et à la droite du point B
On voit enBn que la courbe est composée de deux branches égnhtt lU opposées, dont chacune est divisée en deux parties égales par la ligne AB ; en sorte que si l'on pliait la figure, soit suivant la ligne CD, soit suivant la ligne AB, les quatre parties de la courbe se couvriraient parfaitement deux à deux.
Presque toutes ces circonstances avaient déjà (13i) été reconnui'd par la Géométrie.
136. Les quantit s a\ aB sont, comme dans l'eliipse, appelées les fixes principaitî. de Ihjperbole, ou le premier axe et te secnnil axe. Mais l'un quelconque des deux axes pouvant, d'après la relation B' = c' — A' être plus grand que l'autre, les dénominations de grand axe et de petit art seraient impropres.
On désigne encore le premier axe sous le nom ^axe transverse, et le second, sons celui d'axe non transi<erse, parce que l'un rencontre la courbe, et l'autre ne la rencontre pas. On peut avoir A == B, auquel cas l'équation se réduit à
On dit alors que l'hyperbole est éyidlatèrc, comme ayant ses deux axfis
Vhfperbole êquilatère est à l'hyperbole quelconque ce que le cente est à l'ellipse.
Les points A et B sont dits les sommets delà courbe.
137. De même que pour l'ellipse, le point 0 est le centre de l'hyperbole, ou, en d'autres termes, toutes les droites passant par le point 0 et terminées à la courbe sont divisées par ce point en deux parties égales.
Soit, en effet, ni'M une droite quelconque menée par le point 0, et rencontrant la courbe; si l'on combine enlre elles les deux équations
A'j"~BV= ^A'B', x^ax, un trouve, en mettant pour j- sa valeur ax dans la première,
(A'»'--B-),r'= - A'B'; d'où l'on déduit
NOTIONS Sîill I
Il résulte delà qiio OP = OP', et MF -- m'F; par^iuito, les doux tria^glos OPM, OP'm' sont égaux, et l'on a
Ainsi râquation
représente une hyperbole rapportée à son centri: comnio origine et à seiij:cs principaux comme axes des coordonnées.
138. Remarque importante. — On voit que les valeurs précédentes d^i .leet dejre sont réelles, c'est-à-dire qu'une droite menée par le cciUrc ne rencontre la courbe qu'autant que l'on a
les valeurs de x et de jr deviennent infimes; ce qui prouve que les droites correspondantes, dont l'une est située au-dessus de l'axe ( l'autre au-dessous, rencontrent l'hyperbole à ano distance infinie. Construisons les deux droites
Ti B
qui méritent une attention particulière.
Pour cela, soit achevé, sur les deus a rirtcmg/e R'RSS' ; on a évidemment
tangBOR :=-- ^, lang BOS - — -r-
Donc les droites OR, OS, menées par ie point 0 et par les points R, S. sont les deux droites demandées.
Nous verrons dans les Chapitres suivants quel parti l'on tire de ces droites dans la théorie de l'hyperhoîe; nous nous bornons, pour le moment, à les considérer comme deux lignes de séparation des droites passant par le centre qui rencontrent la courbe d'avec celles qui ne [a ren-
eant n jai y op "^ sultant d quo nous avons dit en commençant ce n mé
Lo sque lljpebole t y lei (130), c'est-à-dire lorsque l'on a B = A les tan nt s I n radt i les des angles BOR, BOS, ou T- et — , se édu nt et — donc ces angles sont chacun do
45 degrés et I d d 0 te OR OS nt perpendicalaifes entre elles.
131 Supp ns n en ni q n t obtenu pour l'équation d'un lii:» géni q le
cl multiplions [133) les deux membres par ;-7^,> il vient
Cette nouvelle équation comparée à œ.ile de l'iiyperliolo,
A'/'-B'-c'--^ - yw,
donne
donc la proposée représente «ne hyperhole dont lo premier uxt
T-a relation B" = t' — A' donne d'où, mettant pour A et B leurs valeurs,
MN
Pour fixer \a pnsitiondes foyers (_fig. 81), d mr deux droites rectangulaires.
'\Jr "^ "^'"''-'s/l-
puis é/efez aupninf B une perpendiculaire BD égale à B, et tirez OD.
La circonlérencc décrite du point O comme centre, avec le rayon OD, coupera AB en doux points, F, F', qui seront les points demandés.
NOTIONS SUR I
OF^OF'=OD .v'obVbd'-=i/A'h
!V. 11. — 11 est remarquable que cette construction donne en mémo temps la direclion OD de l'une des droites limites (138); quant à la seconde, on l'obtient on prolongeant DB d'une quantité BD'-^BD, et lirantOD'.
140. SiTéqualion était de la forme Mj'— N^'-- -t-P, on changerait )■ en X tix eiij, ce qui donnerait
Nj'-M,c'^= -P; et l'équaUon n'en serait pas moins celle d'une hypbrdole, qui aurait pour prçmier axe ^\l ^i-' ^^ Pt^ur .second axe '>-\l ^^■
Avant la transformation, la courbe a k position indiquée par la fig. 82 ; mais après, elle reprend la position de-la _^g-. 80,
Multiplions les deux membres de l'équation proposée par tj^j il vient P .„ P^^ P'
Telle est la forme que prend l'équation de l'hyperbole rapportée à son centrc-tl à ses axes principaux lorsque son axa i/an Iraiisfcrse est pris pour ase des .c.
On en déduit
ce qui prouve i|u'à toute valeur de jc correspondent des \aleurs réelle.': tiej.
Peur x-t, l'on a
et cette valeur est le minimijm de toutes celles q\ic peut recevoir j.
De la parabole.
lil. Trom'cr l'équation d'une courbe (elle, que la distance de chnruii
i44 NOT^o^s SUR la pababoi.e.
de sei pmiHx M à un point F [appelé /"/cr| soit égala à la lUsInnce île
ce même pnmt M n ane limita fixe DD' appelée rfi>fc/jice [fig. 83).
Voici d'abord le moyen de construire par points cette courbe connue sous le nom de pabadole.
Après avoir abaissé du point F une perpendiculaire sur DD', prenez le milieu A de la distance FG ; et le /mint A appartient à la courbe, jiuisque les deux distances AF et AG sont égales.
Ce point est dit le sommet de la parabole.
Pour oblsnir d'autres points, élevez, en un point quelconque Y pris vers la droite de A, une perpeniliculai/r à GF ; puis du point P cnmme centre, ni'cc le rayon GP, décrivez un arc de cercle qui coupe la perpcndiciduirien deux points M, m ; vous aurez ainsi deux points de la courbe ; car il résulte de cette construction
FM.= Fm ---GP TMO^='"Ii.
D'où l'on voit que la parabole se compose de deux parties, All'SI, Ain m, symétriques par rapport à GX.
Elle peut être aussi décrite d'un mouvement continu.
Prenez une équerre dnnt l'un des côtés de l'angle droit QR [PL V, fig. 84) soit assujetti à glisser suivant la direction DD'; fixez aux points F e( V les deux extrémités d'un fil dont la longueur soit égale au second côté QV de l'équerre; faites ensuite mouvoir celte équerre le long de DD', en ayant soin de tenir le fil tendu au moyen d'un style ou crayon qui s'appuie constamment sur QV ,
La trace de ce style sera nécessairement une pnrabolc. En effet, pour une position quelconque QRV de l'équorro, on a FM ^-MV :^iMO-f- MV; d'où FM -= MQ.
Lorsque l'équerre est arrivée dans une position Q'R'V telle, que Q'V passe par le point F, le fil se replie sur lui-même de F en A, et le paini A est le sommet de la courts ; car on a
FA -f- A\" r.^ AQ' 4- AV ; d ofi FA = AQ'.
Pour tracer la partie inférieure de la courbe, il suffit de renverser la position de l'équerre.
JV. B. — Ce procédé ne donne qu'une portion do la courbe; cette portion qui se termine au point V°, pour lequel on a
FV'' = V°Q"-=VQ, est d'autant plus grande que le côté QV de l'équerre a plus de longueur.
MOTIONS SUR LA Pi-RABOLE. l45
C'est proDablement ce moyen de desoriplion qui a fait JonnCT à la droits DD' le nom de directrice.
Recherchons actuellement Véqtjation de la paEiVBole
Nous prendrons pour are des x la ligne GF {^. 83), qui divise l;i courbe en deux parties égales, et pour origine !e point A qui appartient » la courbe.
Soient a:, j- les coordonnées AP, MP du point M, s la distance FJ!, olp la distance FG; d'ofi
AF ^ AG = -'■ et GP =.-. ^ + .r.
La circonférence décrite du point F comme centre, avec le rayon FM, a pour équation
mais on a l'équation de condition FM = PO, ou
Eliminant i entre ces doux équations, on trouve pour l'équation de I courbe,
ou, réduisant,
Telle est Véquation de la parabole rapportée à ses axes principaux.
AS est dit le premier axe principal, et AY le second, ou la langeiuc c
On déduit de cette équation.
d'od il suit que la courbe s'étend indéfiniment h In droite de l'axe des y, tant au-dessus qu'au-dessous de Vaxe des x. Et comme, pour ic = o, on a
cette courbe est tangente en A à l'axe des j.
143. On nomme paramètre le coefficient de x, -ip, c'est-à-dire le double de la distance du foyer à la directrice.
Ce paramètre est encore égal à la dtiidjle ordonnée ipii passe par le j"yer.
Àp. de VAI. à lit G. ,,,
LIAISON DES TSOIS COUR11U
Car, d'après la définition de la courbe, on a FN -NII--^ FQ; ce que l'on vérifie, d'ailleurs, au moyen de l'équation (3), qui, pov
Liaison des trois r.ourhes.
lii. Quoique la parabole semble, d'après sa définition, n'avoir auciino analogie avec Vellipse et Vhypcrbole, on peut établir un rapprochement entre la première courbe et les deux autres, au moyen d'une transformation de coordonnées exécutée sur les équations de ces deux dernières.
Rapprochement entre l'ellipse et la parabole. — Reprenons [fig. 77) l'équation de l'ellipse
et proposonsrnons da rapporter cette courbe au sommet A comme origine, en conservant la même direction pour les asea. Pour cela, il faut faire usage des formules ( 1 U)
en y faisant i — o, n = — A.; ce qui les réduit à
c'est-à-dire qu'il suffit de remplacer jt par a: — A dans l'équation cidessus, en laissant y tel qu'il est.
Il vient, par cette substitution,
C'est l'équation de l'ellipse rapportée à son sommet de. gmtchc, pris pour origine.
Cela posé, cette équation peut être mise sous la Corme
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ou bien en faisant — = />,
Or, si l'on suppose que les deus quantités A et B croissent indéfini-
B' ment, de manière cependant que la quantité p qv. -^ reste constante
(cela est permis d'après la relation -r- = P' •^^"^ laquelle, après avoir pris pour /ï une valeur fixe et iiuléterminée, on peut donner à A différentes valeurs, et calculer ensuite une valeur correspondant* pour BU il est clair que, dans cette hypothèse, plus A augmente, plus le terme i
diminue; et lorsque l'on suppose A = « , il en résulte Ç - " "■
Donc l'équation (3) se réduit alors à
j'' = "ip^, qui n'est autre chose que l'équation d'une parabole.
D'où l'on peut conclure que la parabole est une ellipse dont le grand axe est infini, ou dont le centre est situé à l'infini.
\&. Rapprockcment entre la parabole et Vhyperbolc. — Il faut rapporter cette dernière courbe à son sommet de droite B {fig. 80), ce qui l'équation
revient (lU) à
porter a; -h A à la place de 3: da
-Ello devient a d'où
A=j'-li'-e'-2AB-.r =
ou, en posant, 1
comme pour l'ellipse, -r --- p.
Actuellement
,, faisons augmenter A et B de 1
ïin«/; il vient.
pour A -- =0 ,
et l'équation (4) se réduit a
l48 UAISON DES TROIS COURBES.
DaiiS ce cas, la seronde bninche, le ceiilre et le sccrmd sommet, disparaisseist, ou sont situés à Vinfini.
146. Conclusion importance. — I! résulte de ce qui vient d'Être dit, que les tjwx courbes peuvent être, en général, représentées par l'équation
r'=->.px-i-qj:\
Lorsque la courte est
une pnrahoh, on a
et l'équalion se réduit à
ij = o; y- -: ipj:.
l'origine des coordonnées étant supposée au somni Enfin, dans le cas de Xhypcrbol,; on a
et lie gaiiclw.
Par analogie avec la parabole, on norami. i ibajuiiue de 1 ellipse ou de l'hyperbole, la quantité a/j ou —^ qui forme le coefScient de .c dans l'équation de la courbe rapportée à 1 un de ses sommets
Cette quantité, qui peut être roise sous la forme —7-5 ou — '-t — 1 n'est autre chose qu'iwe troisième proportionnelle nu premier et au se-
C'est aussi, comme dans la parabole, le double du l'onhiméi: qui piusc par le foyer.
Car si, dans l'équation de Vdlipie [iM]
on fait .)■ = A±c (ce qui pst l'abscisse de l'un ou de l'autre des foyers),
5!ûme résultat pour Y/iyperl/ole.
N. B. — Cette dernière propriété peut servir à faire reucnnailre la pesitlun àXii foyers.
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1 17. Autre manièiik d'établir la liaisoiv qui existe k^tre les trok. COURRES. — On demande l'équation d'une courbe telle, que la dhtimcc de chacun de ses points, M (fig- 85), àun pnint Jlxe, F, snit avec la distance de ce même point M à une droite DD' aussi donnée de position, 'l/ins un rapprjrt connu, m\\\ en sorte que l'on ait
Mr : MQ ; : /f/ : 1 ,
m désignant un nombre absolu quelconque, <, —, ou >i.
Construction de la courbe d'après celte définitinn. — Du point F abaissons FG perpendiculaire sur DD', et dinsons la distant FG dans le rapport /»; i, à partir du point F; le point A ainsi obtenu appartient nécesgairement à. la courbe.
Pour en obtenir d'autres, marqwms un point quelconque P sur ia droite indéfinie GFS, et élemms en ce point une perpendiculaire ; puis du point F comme centre, avec un rayon égal à bî.GP, décrioons un arc de cavîle qui coupe la perpendiculaire en M et M' ; ces points appartiendront à la courbe, puisque l'on a par construction
FJ\! -^GP.i/; - MQ.ra; d'où l'on tire
MF : aiQ ::-/': 1 ; et ainsi de suite.
Éqdation de la courbe. — Prenons pour axe des x la droite GFX, par rapport à laquelle la courbe est symétrique, et pour axe dos j la perpendiculaire élevée au point A qui, comme nous l'avons vu, est un point delà courbe.
Soient
KV--=x. IIP ^ r, FM ^ :, KY-^'^\
Cela poié, l'équation de la
cil-col
,fin
wre qui a sor
1 contre eu F.
po\iT rayon, FM ou s, est
(le plus, on doU avoir
FM:MQ ou G?::
in:^
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Ainsi, en éliminant s entre ces équations, on obtiendra (MO) l'équation demandée.
11 vient, tout* réduction l'aile,
148. Discussion. — L'équation (3) est privée du ternie indépendant ù&x et de j; et cela doit être, puisque, la courbe passant par l'origine A, ii faut que l'équation soit vérifiée par le système (a; = o, / = o).
Examinons successivement les circonstances qui correspondent aux trois hypothèses ffi<i, m = i, w>i. en commençant par le cas le plus simple.
Soit m =1.
L'équation ( 3 ) se réduit à
et est immédiatement comparable avec
Il suffit de poser
4x--3/j; d'où p = ici — 2KP;
d'oi l'on voit que la courbe est une pahmiolë dont le/"jw est en F, et qui a pour iliref:trice DD'.
Le point A en est d'ailleurs le sommet, puisque l'on a alors
1«. Soit m<i.
Le coefficient de j-' est essentiellement posiiif.
L'équation peut être mise sous la forme
et en la comparant à l'équation do l'ellipse rapportée gauche (IW), savoir :
on trouve
t, par suite,
Ainsi, la courbe est une elmpsb dont les axe.i principaux sont
Soit posé JT = a (ou AF) Oans l'équation
ce qui prouve (146) que lo point F est undes/cjers de la coisrbe.
Afin d'obtenir sur la figure le premier axe, remarquons que, le point A étant déjà l'un des sommets, il suffit de porter sur AX, et de Â en B,
une distance égale à ■/. , le point B est alors le second sommet i/e
la courbe.
Quant au second axe, comme on connaît déjà le foyer F, il n'y a qu'à décrire de ce point comme centre, avec un rayon OA, moitié de AB, un arc de cercle qui coupe en deux points C, C, la perpendiculaire élevéu du point 0, centre dô l'ellipse.
Enfin, l'autre /o;>-e7' F' s'obtient en prenant 0F'~, OF.
ISO. Soit "i>!.
Le coefficient de x' Étant négatif dans l'cquation (3), on peut meltro celle-ci soua la forme
et en la comparant à l'équation obtenue n" 14S
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donc la courbe est une iiypbhuui.e dont le premier axe est ■ — — - k second, — — — ^iii'^ i, et lu paramèlref a« [hi — i). L'hypothèse .t — x (ou AF), donne d'ailleurs
ce qui prouve que, comme pour la parabule et l'eWpse, le point F est ic fiiyer de la courbe.
La construction des axes et du second foyer s'exécuterait comme pou Vellipse. Toutefois, il faut observer qu'elle doit s'opérer de droite à gauch par rapport au point F; car si l'on tait / — o dans Téquation, il vient
On trouve ainsi le ccnlre 0', le second snmmet B' et le sccniid foyer Y"' 151. La droite DD' porte dans chacune des trois courbes le nom de
DEREOTBIGE.
Parabole. y' --■ ip.x.
ïl sufat, pour obtenir cette directrice, de prendre à fa jaacAc du point A [fig. 83), une distance ÂG = AF =^1 puis d'efcce/- au point G une perpendiculaire à l'axe des x.
Elupse. j'= xï (^Aj- — j.'-),
l'origine étant supposée (lii) en A [fig. 77), et le point fi^c on V. Comme on a trouvé (lifl)
TnOiS couni
on voil que le rapport coiistanl m ; i est ropiésonté gcométrifjiicn:fnl \m œiiii de OF' à OA.
D'oi'i il suit [Ii7] que la distance du point A à la directrice ost une quatrième proporthnndle aux trois lignes
OF' ou c, OA ou A, AF' ou A — t.
Construisant cette ligne exprirai5e par la quajitité
ot ia portant de A en G' vers la gaurhe du point A, on obtiendra le pied lie la directrice (que l'on s'est dispensé de tracer sur la figure). On a d'ailleurs, pour la distance OG' du centre à la directrice.
OG
. MA^j:) ^ ^
qui, n'étant autre chose qu'une troisîè/iie projiortionneUe à r et A, peut
être facilement construite.
L est en outre évident, à cause de la symétrie de l'ellipse par rapport
aux axes principaux, qu'il doit exister deux directrices de part et d'autre
A' A' du centre, aux distances AG', AG, exprimées par — — et -i
HïPEBBOLE. — On parviendrait à des résultats analogues [Jîg- 80 ) pour cette courbe.
Mais il faut remarquer que les pieds des deux dii-ectiices doivent Être âtaés entre les deux sommets de l'hjperhole, tandis que, pour Vellipse, ils sont situés sur les prolongements de AB.
1S2. Remarque, — On trouve dans les caractères
la raison des dénominations attribuées aux trois courbes : L'hypothèse m < i donne Vellipse, ou la courbe par défaut; L'hypothèse m = 1 donne la parabole, ou la courbe par égalité; L'hypothèse m > i donne Vhrperbole, ou la courbe par excès. Ces dénominations peuvent encore se déduire de l'équation
y''--- '}.px-\-q.r\ suivant que l'on a
Il él^nt constant pour les trois hypothèses.
^ m — ltBDDrTIO\ PAB LA TBANS FORMATION I
DE LEJUATION CÉNBBALE DU SEOONB DEGnÉ A PliUX VAIilAEI.ES.
Ibl Nous allons faire \oir maintBnant que I'ellipse, I'htpekbole, et la PA1IAB0I.E telles que nou> les avons définies précédemment, sont les SELLES courbe* qui puissent être représentées par l'équation générale du
cand (Il ^le a deii i %at tables
Aj'+B.rj+G.r=-!-Dj-t-Ejr + F = o.
Il semble, au premier abord, difficile de concevoir qu'il puisse y avoir identité entre toutes les courbes comprises dans cette équation et les courbes dont les équations sont de la forme
M/' + Nj;'^--: P, ou j' = Q^,
la PKEMIÈBE désignant une ellipse ou «ne hyperbolu, suivant que M, N, P sont positifs àia fois (131 ), ou bien, que M est positif, N négatif, et P négatif ou positif (139, 140) ; la seconde étant immédiatement comparable à l'équation, x' = ^/'■^i de la parabole.
Mais observons que, si dans les deux équations précédentes, on met à la place de ^ et de j les valeurs
jr=r a:cosa-i-jcos:t'-i- (i, y — x sina -i-'/sina' -h ûj
au moyen desquelles (US) on passe d'un système rectangulaire à un système oblique d'origine différente, l'équation qui en résulte est de œÈmo forme que l'équation complète Or il est évident que cette transformation de coordonnées n'a pas changé la /Jaiu^e delà ceurbe seulement comme les nouveaus axes se trouvent dinf une b tuation quelconque i \ égard de la courbe, l'équaUen qui la représente eat plus compliquée que lorsque cette courbe est rapportée à «es axes pnnupattx
Voyons donc si, par des tran'sfoi mitions de coordonnées on ne pourrait pas simplifier 1 équation la plus genétale et la lamener a l'une ou l'autre des deux foimes ci de&suh
Telle est la question qu il s a-it d examiner
154. Remarquons , avant tout, que rien n'empêche de supposer que la courbe soit primitivement rapportée à des axes rectangulaires i car s'il en était autrement, on pourrait (120), en conservant la même origine et le m^me </j^e des ^, les rendre rectangulaires, et l'équation résultante étant de mémo forme que la proposée serait celle sur laquelle ou aurait à opérer.
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Cela posé, reprenons l'équation
et lâchons d'abord de faire disparaître le terme en ^. Pour cela, nous aurons recours aux formules
au moyen desquelles (H9) on passe d'un système rectangulaire à un système de même espèce, l'origine restant la même. L'angle a est ici une indéterminée (123) qu'il s'agit de calculer d'après la condition que l'équation transformée soit privée du rectangle xy, c'est-ù-dire que le coefficient de ce terme soit nui.
En substituant ces valeurs de x et dey dans l'équation (i), ordonnant, et égalant à ïéro le coefficient de xy, on obtient, pour l'équation de con-
et, pour l'équation transformée,
il) Mj= + Nj;= + P,j-+Sj;-i-F = o,
dans latiuelle on a fait, pour plus do simpliciti',
M=- Acos'a — BsinsicosK-HCsin'a, N =^ A Siu=a -h B sina cosh + C cos'a, R= Dcosx-Esina, S = D sina h- E cos«.
[La quantité F est la môme dans l'équation [i] que dans l'équation (i)]. Mais "^équation de condition pouvant s'écrire
(A — C)2 sinuCOSa-f- B(cos'a — sin'a) i= o,
devient, en vertu de relations trigonométriques connues,
(A-C)sinaa-i-iicos'ia-= o; d'où l'on déduit
Or, une tangente pouvant passer par tous les états de grandeur, et même Être infini':, il s'ensuit que l'angle a est susceptible de détermination, quels que soient les ooefficienls A, B, C.
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Donc, il csl lo/ijiiiin possible de faire disparaître k terme en xr. liinl que A, B, C, D, E, F ont des valeurs réelles.
Soient AX, AY {_fig. 86} les axes primitifs; pour obtenir les nouveaux axes, menons par le point A une droite AL qui forme avec l'axe des x un angle ayant pour tangente ; ce qui revient à prendre une partie
AG = i , puis à élever une perpendiculaire GH = ■ _-,i expiesBion que nous supposons, pour fixer Ses idées, avoir une valeur positive (").
i)(Vi.ion^ ensuite cet angle LAX en deux parties égales ji3t la ligne AX'; cette dernière droite sera le noiwd axe des x, et Aï', perpendiculairi' à AX', le nouvel axe des /.
iV. £. — La relation
correspondant à deux angles différents, aa, i8o'' + 23;, il semble que l'on puisse prendre à volonté pour nouvel axe des x, la bissectrice de l'angle LAX, ou celle de l'angle iSo' + LAX. Mais observons que les angles îLAX et go*--!- JLAX ont pour différence 90 degrés; en sorte que, si l'une de ces droites est prise pour le nouvel axe des x, l'autre doit être prise pour le nouvel axe des r et réciproquement
Ainsi, tl ny a réellement qu cn seul système daxes rei.ianguIairL<i par rapport auxquels lequilion de la courbe peut être débarra-t)ée du terme en a-i
On convient daiUeuro de prendre poui lans' '« lo pl'J'" pf''^ "^ = deux angles donnis pai lexpres'-ion de tang >a
13S, Cet le première si mplili cation de 1 1 piition géncnle étant 0[eret calculons les valeurs de M et de N au ino>en de la valeur obtenue pour tang 2 a.
On a, d'après des formnles trigonométriques connues,
\/i H- tang^aa ^1 + tang'iia
(*) Tant que les coefficients A, B, C, D,... ne reçoivent aucune valeor particulière, il est impossible de déterminer le signe doni telle ou lelle fonction de ces quantités qu'on suppose réelles et de signes qaelconqaes, doit être affectée; mais alors il est d'usage de considérer ces fonctions eorame posiiioes .
Ainsi, qu'il s'0[;isse de construire l'expression d'une distance à porter sur l'un des axes, ou sur wxe paraltéle à ces axes, on lu porte dans le sens que
on 1b compte de droite à gauche; et les lîjjnoa triganaméirïgues sont elles-
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d'où l'on déduit, en remplaçant tangaa par sa valeur,
'" l/(Â^"C7-~-i-B"' "~ /(X^CjV-'^'
D'un autre cotii, les équations
M= Acos'ï — asinaCosa-i-CBm'a, N = A sin'x -h B sina w)3« -r- Ccos'h, étant d'abord ajoutées entre elles, donnent, d'après la relation
On trouve ûgalement, en les soustrayant l'une de l'autre,
M — N = (A— C)(cos'2 — sin'a) — Basinacosa, ou, à cause de cos2ï= cos'x — sin'x, sinait = asinacosa,
M- N= (A- OcosaH-Bsina?.; et, si l'on remplace cosa», sinasi par leurs valeurs,
,/[A-~C)--i-B' eu, en supprimant le facteur \/(A — G)'-i- B',
M-N^l/vA-Cj^-i-Ii'.
Connaissant les valeurs de M -f- N et de SI — N, i sivement
d'où, multipliant ces deux équations membre à membre et réduisant.
Ce dernier résititat preuve ; i" que les deux coefficients M et N sont i/e
{') CsB eipressione de H et de N, à cause du radical qui y onlre, eompovW oliacuiie deux valeurs qu'il sera néceasaivc d'intei'prétei' quiind nous en ïici drouB h dc3 applications iiuméritiue».
l58 REDUCTION PdR LA TBANSFORMATION DES COOBDÛSNÉES niëin? tiigiw ou de signes cmitriiires, suivant que la quantité B' — 4AC est négative ou positive ; i" que l'un de ces coelficienls est md toutes les fois que l'on a B' — 4AC = o, et ne peut être nul que sous cette conditioD.
N. B, — On ne saurait avoir en môme temps M -- o, N ~- o ; car il en résulterait
M + N -- o, M - N =-- o, et, par conséquent,
Or, celte dernière condition entraîne les deux suivantes
et celle-ci, combinée avec A ■+■ C = o, donne
Ar^O, C-o.
Ce serait donc supposer que l'équation primitive ne renfermerait aucun des trois termes en j-', xy, et x:'; ce qui n'est pas admissible, puisque alors l'équation ne serait que du premier degré.
1S6. Complétons maintenant la réduction de Véquntion générale du. second degré.
L'équation étant déjà débarrassée du terme en xy, essayons, par une translation d'origine, de faire évanouir les termes du premier degré en aretj.
Pour cela, faisons (Hi), dans l'équation (a] du n" iû[,
et égalons séparément à zéro les deux coefficients de a: et de j qui résultent de cette substitution.
On obtient d'abord, pour les deux équations du condition.
M, N, R et S étant des quantités essentiellement réelles, tion transformée,
( en posant F = MP -t- N-î' -H R è -1- Sn -+- F ). On déduit, des deux équations de condition,
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Or, ces valeurs de « et de b seront toujours réelles et Jinies tant que M et N seront différents de ïéra, c'est-à-dire (15S), tent que l'on aura
B'- 4AC^o.
Ozi pourra donc, dans ce cas, transporter l'origine eii ;iya(il pour coordonnées
et pour lequel l'équation de la courbe, rapportée a 'S à AX', AY' sera de la forme
Mj'-i-N^' = P
(P désignant ce que devient — V lorsque l'on y a remplacé a al b par leurs valeurs).
On pourrait avoir soit R = o, soit S = o, auquel cas (< ou « serait md, Gt la nouvelle origine serait située sur AX' ou AY'.
Aucun de ces coefficients R, S ne saurait d'ailleurs Être infini, d'après leur composition (ISi).
Ainsi, toutes les fois que, dans l'équation complète du second degré, la quantité B' — 4AG est différente de zéro, il est possible de faire disparaître kx deiuc termes en x et en y, et , par conséquent, de ramener l'équation primiti'e à Informe (3) M/^+Nj;'=P.
157. Supposons actuellement que l'un des deux coefficients M ou N Boit nul, ce qui exige (IKi) que l'on ait entre les coefficients A, B, C, de la proposée, la relation
B^- 4AC = o.
%i présente sous la forme de ^infini; et comme on ne l'origine à une distance infinie, il est impossible d'e: mation proposée.
Et, en effet, admettons, pour fixer les idées, que T'
L'équation (î) du n" 154 se réduit Mj'+Rji-
yGoosle
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et si l'on substitue dans cette équation les valeurs j:- = ^ -i- a, j = j -t- b, il vient
Mj' -h (aMi' + I11J-+ S.f ■+- MÉ= -i- lié -^ S« -i- F = o.
Or, le coefficient de J7, dans celte équation, étant indépendant i5ps indéterminées o et h, on ne peut disposer de celles-ci de manière à faire disparaître ce terme.
Mais voyons si, dans ce cas, il est possible de faire évanouir le lermo en_^ et la quantité indépendante de x et dey.
Il sufHt, pour cela, de poser les équations de condition,
■2M6 + R = o, Mi'.-i-!î6-^S^;-hF^- o; d'où l'on dijduit
ou, mettant dons l'expression de a la valeur trouvée pour b,
De ces deux valeurs , celle de b est nécessairement réelle et Jûiic, puisque (155, N. S.) on ne peut avoir M = o en même temps queN^o.
Quant à la valeur de a, si îe coefficient S n'est pas nul en même temps que N, elle est aussi réelle et finie.
Ainsi, lorsque la disparition du terme en xf aura donné lieu à celle du terme en a:', en laissant subsister le terme en x, la transformation précédente pourra s'eiécuter, et l'équation de la coutbo rapportée aux nouveaux axes sera ramenée à la forme
iI.r'-i-S.e = o, ou plutôt a celle-ci
S Q étant égal a — tt ■
N. B.~ Si au liou deN--o, on supposait M = o, R étant (/'//<-;(«; de zéro, on reconnaîtrait de même que l'équation peut ftro ïamLneL a la forme
mais eu \ Lhaneeint en t 1 1 i en j, ce qui rcviondtait ( 121 ) à ti/iverser la / onii ii di, h Lourbt po.r rapport aux axL's, on retomberait sur
iin l'équation gésIîrale bu sucond iiEcnt. iGi
l'Équation
Nj'-hB.r = o, ou j-'= Qj^ f en posant Q ^ — - J.
158. Les deux cas particuliers de N = o, S = o, ou de M = o, R = o, font exception à la transformation précédente, puisque alors la valeur de l'une des coordonnées «, b, de la nouvelle origine, se présente sous/omjc infinie.
Mais remarquons que l'équation (2) du n" 154 reçoit alors l'une des deux formes
Mj' -t- Rj- -I- F = 0, N,r' + S,^ + F ^ o ;
et comme chacune de ces équations ne renferme qu'une seule variable, elle représente (83) un système de deux droites parallèles soit à l'axe AX', soit à l'axe AY'.
189. En résumant tout ce qui a été dit n" 1S3 et smvants on doit rt garder comme rigoureusement démontré que toute e/itati n du. seeonl degré h deux variables peut, par une double Iran'foi mntion de coor <limiiéeSi être ramenée à l'une des deux formes
M J-' -i- N.I.-' =P, .r= = Qc
excepté dans un cas tout particulier, celui OÙ pai la d spjnl jn du terme en xy, le carré et la première puissance d une même ^anable di= paraissent également. Mais alors l'équation représente ainsi que nous venons de le voir, un système de deux étroites paialleles
On parvient à la premièiv forme d'équation toutes les fDis que M et N fOfA différents àQ zéro, c'est-à-dire (155) lorsque dans 1 équation pn mitive, on a
B'— 4AC<ou>o;
et à là seconde forme, toutes les fois que les cot,f cienl \ B C soi 1 1 entre eux par la relation
B"-4AC = o.
On a vu, d'ailleurs (131, 139 et liO), que la courbe est une ellipse ou une hyperbole suivant que M et N sont de même signe ou de signas contraires., c'est-à-dire (155) suivant que B- — 4AC est néj^aiif cm positif .
D'où l'on peut conclure enfin que, dans l'équation générale
Aj'-t-B.r,--i-C.r'-+-Dj-t-Ej:4-F=^ o, la condition
B-— 4AC <o caractérise les ellipses,
B- — 4AC > (I 1 les ilïPERBOLES,
B'- 4AC = o « les tau
Âp. de VAL à la G.
i6a iifinuGTiON tau la thansfouhaiion des cooi«i):;nNÉ!;s
N. B. ~ La dernière de cm relations donnant
B = av'Â.i/f, los trois premiers termes
A/=-i-Bj;r-i-G.î'
en l'équation générale peuvent, dans le cas qui s'y rapporte, se metti'e sous k forme
■et constituent ainsi un carré parfait.
Ce caractère, qui équivaut & la condition B'— 4AC= o, est généralement plu8 commode dans les applications numériques pour distinguer la parabole des deux antres courbes.
161. Variétés des trois courbes. — Le3 trois courbes du second degré que nous venons de reconnaître sont susceptibles de certaines variétés qui ressortent de la discussion de leurs équations respectives.
Considérons d'abord l'équation
My'-i-Nj:'- P,
dans laquelle on peut toujours supposer M positif, puisque, s'il était négatif, il suffirait de changer les signes des deux membres.
Il peut se présenter différents cas, par rapport aux signes et aux va/ew.^ numériques des autres coefficients.
Ellipses M e( N positifs.
Soit P positif en même temps que M et K.
L'équation M/' + Na;' = P représente (131) une ellipse qui, dans le cas particulier deM = N, devient lui cercle (132).
Le cercle est donc une première variété de l'ellipse.
Si l'on a M et N positifs et P négatif , l'équation est évidemment impossible; c'est-à-dire qu'à des valeurs de x réelles il ne peut correspondre que des valeurs imaginaires pour y; et réciproquement.
Donc la courbe est imaginaire, ou, en d'autres termes, l'équation n'a pas de lieu géométrique, ou ne représente rien.
Soit P ---: o. L'équation, se réduisant à
wr -+■ '^x' = o,
ne peut être satisfaite que par le système (.r = o, j=o). Donc la cou rbo se réduit à un point.
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Ainsi, les -Boi-iétés de I'elupse sont :
Le cercle, une courbe imnginaire et u?i point.
IIypebdoles M positif, N négatif.
P peut être négatif ou positif.
Dans le premier cas , l'équation Mj' ~ THa:' = P représente (139) un» hyperbole rapportée à son awe transverse comme axe des 3: ; et dans le second (140) une hyperbole rapportée à wn a^re non transoerse.
Le cas particulier de N négatif et numériquement égal à M donne l'fyperbole éijuilatère.
Si l'on fait P = o, l'équation se réduit à
Mj^-
= -'Vïl'
Donc, dans ce cas la courbe di'génère en un système de dm.v droites '/ni
Ainsi, les variétés de I'iiyperbole sont ; l'hyperbole c/juilalèic, et un système de deux droites qui se coupent.
pAnABOiES y'~ Q J'.
11 peut arriver que Q soit positif ou négatif.
Dans le premier cas, l'équation représente évidemment une parabole dont le paramètre, ip, est égal au coefficient 0-
Dans le second, comme en changeant a: en —x, l'équation y'=~- Qi^ devient/' = Q.k, il s'ensuit que la courbe est encore une parabole ; seulement elle est dirigée dans le sens des x négatifs. Mais en pliant la figure suivant l'axe des 7, on remet la courbe dans la situation ordinaire.
Le cas dans lequel on suppose (1S8) N = o, S = o, ou bien M = o, R = o, est regardé comme donnant luic variété de la parabole, par la raison que M = o, ou N — o, est le caractère général de cette courlîo.
Les équations
Mj=-4-Rj + F = o ou Nx'-hS.v-hl- =0,
qui correspondent à ces hypothèses particulières, donnant par leur résO' lotion
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il en résulte que, suivant que l'on a
R'-4MF>o, =o ou <;;, ou bien
S'~4>JF>o, =o ou <u,
l'équation représente deux droites parallèles, une seule dioilc, ou rien.:diviles imaginaires.
Telles sont les variétés de la parabole.
162. Mode de réduction de l'cc/ualion du second degi'é, i]Uï convient au cas rfeB'— 4AC< ou > o. — Nous avons vu [dS4à 1S6) comment, par une double transformation de coordonnées, on pHUt ramener toute équation du second degré à deux variables, & la forme
en tant que, dans l'équation primitive,
Aj=-f- B.rj + Ct ' -1- Dj -i- E.r + F -. o, B"-4AC$o,
c« qui caractérise X'ellipse ou Vhyperbote.
Mais, la méthode que nous avons exposée ayant, en général, l'inconvénient d'introduire des quantités irrationnelles dans les coefficients t quation(fûn^/o/'mee(15i), et, par suite aussi, dans les valeurs des coor données « et 6 de la nouvelle origine, nous allons montrer qu'on avec avantage, dans ce cas, intervertir l'ordre des deux transformations.
Reprenons, à cet eifet, l'équation
(i) A7=-t-Bj;j-HCa^ = + Dj-i-E.ï + F^o;
et tâchons de faire disparaître, d'abord, les termes {dits linéaires) on jet r, savoir :
Dj et E^.
Pour cela, remplaçons x, y, respectivement par x -h a, y -h b; il yknl Aj'^B.çr + C^'+ (aA?j + B«-FD)j+[2C« + BÈ + E)j^
+ Ai' M- Bal) H- Cn' + D6 + Efl 4- F = o ,
et puisqu'on veut que la nouvelle équation soit privée des termes linéaires, il suffit de poser
et de déterminer (123) a at b do manière C[ue ces dcus équations de a dition soient satisfaites.
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Or, on obtient, par l' élimination de a, b, entre ces équations,
= aAE - PD , _ a CD - BE " B' - 4 ÀC ' IJ"' - 4 AC" '
valeurs essentiellement réelles ethnies, puisque, par bypothèse, B' — 4 AC est d/fféreNl de o.
D'où l'on peut conclure que cette premiéhe transformation est toujours possible, tant que l'on a
B'-4AC< ou >o.
[.'équation tmnsfor-mée d^-ient alors
F' ayant pour valeur
Ai' + Efl& + C«'+-D& + Eo + F,
Celte dernière expression, qui n'est que le l'ésiillat de la sulKtiuitton de (ï, b, à la place de jt, /, dans le premier membre de la proposée, peut recevoir une forme pîus simple, à l'aide des deux équations de condition.
En effet, si, après avoir multiplié la première de ces équations par 6 et la seconde par a, ou les ajoute l'une à l'autre, il vient
a Afi= 'h- 5Bfl6 + -iZa? + D& h- Ea = o;
163. L'équation (2) mérite une attention toute particulière. En y posant J-— lUX, on obtient
''~ \ A//<'-,-li/f;-i-C'
Ce qui prouve, comme au n° 129, que toiue droite menée par la nawello origine An?, coordonnées, et terminée de part et d'autre à la courbe, est tlii'isée jiar ce point en deux oa/ties égtiles.
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Donc (130) ce point est le CENTBE delà courbe; et Ton dit alors qu'elle est rapportée à son centre comme origine.
N.B. —Dans le casde B'— 4AC = o, les valeurs des coordonnées « et b de la nouvelle origine sont infinies; et le centre est alors situé à ïinfinif résultat conforme à ce que l'on a établi au n" lii.
i6i. La première transformation étant opérée, la seconde, qui a pour but de faire disparaître le terme en :cj de l'équation (a), et qui (154) est toujours pos.siUe, s'exécute de la manière indiquée dans ce numéro.
Les opérations auxquelles donne lieu la double transformation sont donc, suivant la deuxième méthode, qui convient au cas de B' — 4AC ^ o, représentées dans le tableau suivant :
ky' -B,r/ + Cj:' + Dj + E.E + F = o.
risc'
"- jr
Prei
nière tran
,f.,mé.
Aj
HCx'-hF' =
A-hC_^
il/(A-C)"=
-hW
Rds
tdt Ht final
P désignant ce que devient F' ou F + - ^ après qu'on yarempla&^
a et b piirles valeurs ci-dossus.
La courbe se trouve ainsi rapportée à son centre ot à ses axes prinei-
16S. Remarque. — La seconde transformation devient inutile lorsque la première, qui correspond au déplacement d'origine, conduit à un résultat de la forme
Ar=+B.rj + Cx=^o.
Car cotte cquaLîon résolue par rapport à y donne
/_j!rtv'B'-4AC\
yGoosle
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expression q\ii montre : 1° que. dans le cas de B'-4AC<o,
ta courbe se .réduit à un point qui n'est autre que k seconde origine, puisque alors l'équation n'est satisfaite que par x --- d, y = 11 ; a" et que dans le cas de
B'-UC>o,
!a courbe dégénÈrc on un système de deux draiten qui se coupent à cette nousetle origine.
166. Interprétation du double signe des ■Dateurs deM. et de H.. —Noua avons fait remarquer (ISb, note au bas de la page), que les expressions de M et de N comportent chacune deux valeurs.
Pour interpréter ces doubles videurs, rappelons-nous qu'elles ont été déduites de celles-ci :
'"" v/lA — C)"+ii'' " "~ v'CA~^^cl""Vii'
Or, comme nous sommes convenus (ISi, N. B.) de prendre pour
l'angle 2 a le plus petit des angles fournis par la valeur tangaa = — ■■._a!
il s'ensuit que sînaa est essentiellem xA p fi dès lors i! peut se présenter deu.v cas :
Ou B est négatif dans l'équation p t 1 p p sée, ou bien B est positif.
Lansle PREMIER cas, le signe ■+■ d t a comp n 1 radical dans la valeur de sinaa; et, par suite, on a p 1 leurs de M ot de N,
N = ^^-^ -^s/(A-C}'-Hli'.
Dans le second, au contraire, pour que ânaa conserve le signe +, il faut que le radical soit affecté du signe — ; et les vraies valeurs de M et de N doivent être
M =-- — t-- - - l/lÂ^^Ft^, N = i:t^ + 1 v^iA-cy+B'.
167. Lorsque l'équation est aux paraboles, c'est-à-dire dans le cas de B' — 4AC = 0, il convient di; conserver l'ordre primitif des deux trans-
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formations, et l'on peut résumer c!û la manière suivante les résultais ai quels on parvient :
-vTÂ^
l'une dss deux qumililés M ou N cCm s\ipposant par excmplo N = o,
Mj' -f- Rr -I- S^ -I- F = o, première traïuformàr .
[Les coefficients R et S sont exprimés (134] au moyen des valeurs de cosa et de sina, déduites de celles de tangaa.]
sM' "~~ 4MS ' Mj^+ S-C = o, ou j'= Q^, rèiultnlfntil.
N. B. — Si l'on a S= o, la seconde transformation est impossible; mais alors la première transformée représente généralement deux droites parallèles au iinuvel axe des x; ces droites pourraient d'ailleurs se ri!duire & une seule, OU même être imaginaires.
168. Mode de transformation correspondant à W— (i AC ^ o. Soit, pour premier exempte,
y'' ~ i^.y -\- 3^'-(- aj — 4''^ — 3 ;" o;
A==i, B--=^-J, C = 3, D=a, lî= — 4, F = -3; d'où
B'— 4AG=; i — 1'2 = - 8, Ellipse.
CE l'équatiok générale
DU SIXOXD Di;Gllf.
appliquons les formules dii n" llîi :
aAE-BD I , JJ'-4AC 2'
B'— 4AC a'
d'où
P/viiiicre trniufiirim'-i: : J"'— a-'JH- 'ix' — - —o.
Soit pris sur AX, AC = - 1 et soit élevé au point C (fig. 87 ) une perpendiculaire CO = — ; si l'on mène, par le point 0, las deux droites
OX', OY' parallèles à AX, AY, la courLe se trouve rapportée à deux nouveaux axes paruUèles aux anciens.
taiigAOX' = - 1 ;
il sufBt donc, après avoir tiré la droite OAL, de diviser l'angle LOX' en deux pnriies égales par la droite OX", puis d'élever OY" perpendiculaire àOX"; et la courbe se trouve alors rapportée au troisième système d'axes OX", 0Y°.
On a d'ailleurs [1C6)
N = :?^ _ 1 vTÂ^Cf ^C^ = a - v^; ce f|ui donne la trunajoniici; Jînalc,
Pour comparer cette équation à celle-ci,
AV+B'j:'= A=C', et en déduire les valeurs numériques des aj:i!s principaux, aA, aB, il
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faut (133) la multiplier par
MN ,(^.+ i/ï)(^-^/,) 4'
On obtient ainsi
o\i, calculant ces valeurs ii o,i près, et doublant,
La courbe est irnc rllipse telle que DED'E' dont lu p-tmd nxe est dant le sens do OX".
d'où
B'— 4AC= - 4, Ellipse.
AE - BD
" B"~4AC -4' '' , îGD-BE +4 B'-4AC -4
La courbe se trouve ainsi rapportée au point [n = i, < nouvelle origine, et à des axes parallèles aux premiers.
el puisque B est ;îo.f(»/ dans l'équation „ A H- C
-v'(A-C)=+B'.-.---\/5, - \/[K~Cf^W =-+-!■ i/5;
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ce qui doune, pour la traïuformàe finale.
Comme dans cette équation les coefficients M et N sont tons les doux positifs, plie ne peut être satisfaite que par x —- q,j= o.
Donc, Veltipse 3e réduit à dh point qui n'est autre que la seconde origine à laquelle on aïait rapporté la courbe.
Ce résultat est conforme à la remarque du n" 103, et l'on aurait pu si^ dispenser d'opérer la seconde tra?isforniation.
Troisième exemple.
j= + î.rr - ajf' - 4j" a: + 10 ^^ c,
A = i, IÎ.-:-h2, C^-^-a, D- -4, E-- — I, F = I0,
B'- 4AC --: 4 + 8 = H-ri, Hïi'EKDOLB.
_ aAR-BD _i , _ ^CD — BF. _ 3 ' "~ W — ^-^Jù" -i.' ~ î)' — 4ALi "i'
Prenant, sur AX(/g-. 88), AN ■-= K et élevant MO perpendiculaire aAX
bt égale à-, on a le point 0 pour rraiwellc origine, et OX', OY' pour les
La preniiôre trunsfori
l'nmons, sur OX',OR- 1, ^•avs élevons, au point R,RS perpendiculaire àOX'ct égaleà — I, et (/™«.v la droite SOL; il en résulte
Donc, si l'on divise l'angle LOS' en deux parties égales, par la droite OX", on a OS" OY" pour le troisième svatème d'axes.
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Les quantités M et N sont d'ailleurs, à cause do B pnsiiif,
N ^ ^^— -+- ~ /(A - O' + Jî' = — ;- + ~ v/Tâ ; Cl! qui donne, pour la tramformée finale, après un cliangeraent de signe,
Ici, l'axe tnmsverse est (l'iO) Sur OY", c'est-à-dire que le premier axe principal est figuré par BB'.
On oblâendrait d'ailleurs les valeurs numériques des deux axes principaus, en opérant comme il a été dit au n° 139.
Quatrièiiif exemple.
y^ + xy — ■îx' — J -^ X -r. O,
B' — 4AC = -I- 9, HypEBDCLE,
B'-4AC 3 B"- 4AC
ce qui donne, pour première tranxfon
e U est positif.
- v'iA-Cj'+B' = - i - ^ v/^,
On obtient ainsi pour seconde transformée, en cliangeanl les signe multipliant par a,
DB l'éqijAtiox cénèrali; du seconi» degré.
lallation qui, résolue par rapport à j, devient
■sjf^
m, transformant et réduisant,
et représente, par conséquent, un système de <!eii^ droites qui se coupcni à la noiu<eUe origine dont les coordonnées sont
On voit encore ici se vérifier la remm-qne du n" 46S ; ot l'on serait parvenu au même résultat en traitant directement la première transformée
169. Mode de transformation pour le cas de W — 4iC = o. Soit, pour cinquième exemple,
A = i, B=-4, G = 4, D = a, E - - 7, F = ~ 1, B^- 4AC = 16 - iG = o, Parabolu.
11 y a lieu ici d'appliquer les formules du n" 1C7.
in.=.:^^
li ^Dco
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CD qui donno, \>ii\ït pi-cmière transformée,
Pour construire les deux nouveaux axes, prenez sur AX une dislance AC égale à i [fig. 89); élevez au point C une perpendiculaire CD égale à
—- ,7 ^w\?, tracez la droite DAB; vous avez ainsi
tnnnTliY — _1.
Divisez l'angle BAX en deux parties égaies, et vous obtenez les AY' pour .tcconil système de coordonnées.
4MS -"JS""- D'où l'on dMuit la seconde Hansfunni'e
Les quantités
« = ~|./5, « — gv/î, S = -|A
étant évaluées on décimales à o, i prés par exemple, deviennent respectivement
Prenons sur AX' une distance AE = — 2,7; élevant enK, EA' perpendiculaire à AX' et égal à — 0,7, puis, menant Â'X", A'Y" parallèles à AX', AY', on aura le système d'axes auxquels est rapportée la parabole.
dont le paramétre a pour expression i , 3, et qui, par conséquent, peut être facilement construite au moyen des procédés indiqués au n" 141. On obtient ainsi une courbe telle queMA'N, tangente en A' à l'axe A'Y".
SiJ'ièine exemple.
y- — %3:r-\- x' -V- :iy — ij: ~ Z = o.
I SËCONB J)E(iRÛ,
-l/a, iMSci— -</■/..
±Ç_i^/(A_cr
"^TF
Rr=DC0S«-
-Esma = ^V^, S
^Ds
qu
i donne la pie,
^n/cVe traïuformée.
37' + 2v/ïr-
La valeur obtenue pour tangaa, étant infinie {.fig.^o), indique que le nouvel axe des ^, AX', est la bissectrice de l'angle YAX.
Quant à la seconde transformation de coordonnées, il n'y a pas lieu (167, ÎV. B.) de l'effectuer, puisque l'équation de la première transformée ne renferme plus que la seule variable y.
Cette équation représente un système de deuœ droites parallèles au nouvel axe des x, système que l'on peut construire facilement en résolvant cette équation; il vient, toute réduction faite,
/=-V^ et j = — ~i/ï,
on
^ = 0,7 et r — — 'i,i, à 0,1 près.
Prenant sur AY' deux distances ÂB = 0,7 et AB'= — 2,1, puis, tirant !es droites BC, B'C, parallèles à AX', on obtient le système demandé.
Les différents exemples que nous venons de traiter suffisent pour montrer comment une courbe du, second degré exprimée par une équation numérique quelconque, peut, par une double transformation de coordonnées, être rapportée à son centre et à ses axes principaux, si c'est une ELLIPSE ou une HTPERBOLE, et à son axe principal, si c'est une pauabolb,
170. Remarque générale sur toutes les courbes exprimées par une équation du second degré en x et en /, ces lettres représentant les distances d'un point à des axes fixes ot donnés de position sur un plan.
Dans la double transformation de coordonnées que nous avons exécutée pour ramener l'équation générale du second degré à deux variables, à l'une ou à l'autre des deux formes
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nous sommes partis de la supposition que la courbe était d'abord rapporU'o à des ases rectangulaires; et que le troisième système d'axes était luimême rectangulaire.
Les trois classes de courbes du second degré ont é'é ensuite déterminées d'après des hypothèses faites sur les coefficients M, N, P, Q.
Mais si nous supposons qu'une courbe rapportée à des axes obliques soit exprimée par l'une de ces équations, peul-on n^lrmer que, pour les mêmes hypothèses faites sur les coefficients, la courbe, sous le rapport de la forme, est la même que dans le cas d'axes nECTANGULAmES'
Pour répondre à cette question, il faut remarqiier que chacune dos trois courbes obtenues dans la supposition d'axes rectangulaires offre, dans son cours, un caractère, qui lui est propre, et qui peut servir à la distinguer des deux autres.
Ainsi, Vellrpse, telle que nous l'avons définie au n° 124, est une courbo nENTBANTB ET FERMÉE OU Une COUrbe limitée dans tous les sens.
Vhjperbole (134) est une courbe composée de deux branches distinctes, égales et opposées, qui s'étendent l'une et Vautre indéfiniment. ■ Enfin, \Aparahole (lil ) s'étend indéfinimeut dans tai seul sens, et elle n'a qu'wic seitle branche.
Or ces trois caractères géoinétri'jues se reproduisent également par la discussion des deux équations précédentes, considérées par rapport il des axes obliques.
En eiîet, prenons l'équation
et supposons d'abord M, N, positifs [on doit aussi regarder P comme positif, autrement l'équation ne pourrait donner lieu à des valeurs réelles pour j: et 7).
Cette équation, étant résolue par rapport à j, donne
VKk""")*
et l'inspection seule de ce résultat démontre qu'à des valeui's do x, soit positives, soit négatives, numériquement plus pondent des valeurs imaginaires pour y.
Donc, la courbe est limitée dans le sens des j: positifs, et dans ce des 3: négatifs, par deux parallèles à l'axe des j, SS', ER' {fig. 91), n nées aux distances
= \Jl' °
OB
'■^^Jw
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En rcaolvaiit l'équation par rapport à a.', on reconnailrajt de même qu'elle esl limitée dans les deux sens de l'axe dos j, par deux parallèles
OC
= ^\/h "^"-'--s/yi-
La courbe est alors entièrement comprise on dedans du parallélogramme RSS'R', aux côtés duquel elle est tangente en B', C, B, G'.
Soient actuellement M positif, N négntif, et P négatif ou positif; ce qui donne, les signes étant mis en évidence,
L'équation résolue pur rapport à y devient
Dans le preuier cas, on oit que po u des vileurs de x, soit poslr tives, soit négatives, numér q ement o le je 1/5^' les valeurs correspondantea de i son! ag a re Ma « en lonnant & x des valeurs
/p fiius grandes que i/iji on obtient ] our y des aleurs toupiirs réelles,
quelque grande que soit d'ailleurs la valeur de x dans les deux sens.
Donc, la courbe n'a aiicun point situé entre lea parallèles à l'axe des 7, BL, B'L' {Jîg. îr*)) menées aux distancoa
OB'^-y/ï
Slais elle s'étend indéfiniment à droite et à gauche de ces deux parallèles, wi-deuus et au-ifesîoiw de l'axe des x.
Dahs le second cas, il est évident que toute valeur donnée à x produira pour j dès valeurs toujours réelles.
D'ailleurs, si l'on fait j; = o, ce qui donne
on doit regarder ces va'eurs comme les pUs petites »'o celles que peut recevoir y.
Eonc la courbe n'a mwun point cora; r!s entre les pïiralléles à l'axe
Jp. de l'Ai, à la G. j a
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des X, LBK, L'B'K' [fig. gS), meDcos aiix dislBnccs
Vr «-\/r
Mais elle s'étend indéfiniment w.-dessits et zM-densous de ces parallèles, à droite et î» gauche de l'axe des 7. Quant à l'équation [fig. 94)
j-'= Qi, d'où f = ± v'U-'',
il est clair qu'elle représente une coxirbe indéfinie dans le sens dos ,1; positifs, si Q est positif, et dans le sens des ^ négatifs, si Q est r.égiHif. De là on conclut que les équations
M/=-^N:r= = -f-P, Mj=-N^'==fP, j= = ±Q.r,
représentant des courbes, rapportées à des axes obliques, ont, la première, le caractère géométrique d'une ellipse, la seconde, celui d'une hyperbole, et la tmidome, celui d'une parabole.
Si, maintenant, pour avoir des axes rectangulaire.'^, on change d'abord (120)
X en j:'-jcot9, et j en -:~,
on aura des équations en y', ay, a;' et P ou Q'x, qui pourront ensuite, par une autre transEonnation de coordonnées ayant pour objet de faire disparaître lo terme en a^jr, être ramenées aux formes tout à fait car/iciéristiqiies
AV'-HB'a^'= A=B', A=j-'~B'^==4;A'D=, f=^p.v.
Donc enfin, toate équation du second degré à deux variables, rapportée à des axes rectangulaires ou obliques, représente, lorsqu'elle donne lieu à des valeurs réelles, une ellipse on une hïpebbole ou une parabole, telles que nous les avons définies aux n" 124, 13.i et 141 , ou bien une de leurs variétés, savoir ; un cercle, im point, un système de dmix (Imites qui se coupent, un système de deux droites parallèles, ou une seule ligne droite.
DE L'ELi.iPsr;.
DE L'ELLIPSE
pnoPosiTioNS
17J. Camctères analytiques des points pris sur la cmirhc, ait dedans 'itt au dehors. — L'équation de l'ellipse {Jîg. yS) rapportée a son cenlre et k ses axes principaux étant (130)
on a d'abord, pour chacun de ses points H, la relalion
Maintenant, si l'on considère un point N intérieur à la courbe, comme l'ordonnée NP do ce point est moimlre qne l'ordonnée MP correspondante
i la même abscisse OP, il s'ensuit que A' NP est mi/imhe que A'MP ; ainsi l'on a pour le point N, ou tout point intérieio;
Pour un point extérieur N', l'ordonnée N'P est iiliis gnmde que NP, at l'on a nécessairement
N. B. — Si lo point extérieur avait la position N", pour laquelle il n'y a pas d'ordonnée correspondante de la courbe, la même relation n'en subsisterait pas moins ; car Yabseîsse de ce point N° étant plus grande que OB, il en résulte B'j:' > A'B", d'où à fortiori, etc.
172. La définition de l'ellipse (124] fournit d'autres caractères qu'il importe d'établir.
Pour tout point M, sur la courbe, on a
Pour un point i'ilrn PM + Ml', ilen vésulle
F'M -h FM .
ur R , commi
F'R + RF est plus petit que
Pour un point extérieur R', on a, au conlrairc, F'R' -H R'F plus grand qwe F'M -4- MF ; et, par suite,
FR'+ FR'>2A
J73. On déduit da l'équation A=j' -t- Ti^x- = A'B' : r-_ &
Or, X et j étant les coordonnées d'un point quelconque M de la cOurbe, il est évident que k-hx, k~x expriment les distances ÂP, BP des sommets A, B au pied de l'ordonnée MP; ainsi, l'on a
MP
: APxPB :: B': A';
Le carré d'une ordonnée ificlcoiique de l'ellipse esl at'ec le prodidl des distances du pied de celle ordonnée aii.c deux sommets, dans un rapport constant;
En d'autres termes, les carrés des ordonnées sont respectivement pi-ojjortionnels aux rectangles des distances des pieds de ces onliinnées aux sommets de la courbe.
Si l'on suppose B = A, la relation se réduit à
ce qui exprime que l'ordonnée d'un cercle à un diamètre est mnjcnne proportionnelle entre les segments correspondants du diamètre, propriété connue en Gléométrio.
La propriété qui vient d'être établie pour l'ellipse n'est, du reste, qu'un cas particulier d'une autre proposition sur les courbes du second degré rapportées à des axes quelconques, et qui sera démontrée plus tard.
174. Décrivons sur le grand axe d'une ellipse {_fi^. 96], comme (liamètre, une circonférence de cercle; on a, pour son équation,
celle de l'ellipse rapportée aux mêmes axes étant
signe par 7 l'ordonnée d'un point quelconque de
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cette courbe, et par Y l'ordonnée du cejTle correspondant à la même iibidssc, on a la relation
c'est-à-dire que l'onlonnéi: de l'ellipse est à celte du cercle décrii sur son grand nj:e, dans le rapport du petit axe an grand axe;
D'où résulte un moyen assez simple de comtiutre l'ellipse par points .
Sur tes axes AB, CD, décrivez, deux tiicontérences, tirez le rayon OM, et par le point L, où ce rayon coupe la petite circonférence, menez LN parallèle à AB.
Le point N où celte parallèle rencontie 1 oidonnee du point M appartient à l'ellipse.
En effet, on a, d'après la- construction,
Prolongeant ensuite MP d'une quantité P« égale à PN, on obtient un second point de la courbe; lespoint9n',n'',^ï»^(jïV/Ke* des deux premiers, peuvent être ensuite déterminés comme l'indique la figure.
175. U esiste un autre moyen, fondé sur la même propriété, pour construire l'ellipse.
AB, CD étant les deux axes [J!g. 97), marquez ë'm CD un point K tel.
prenez, ensuîfe un point quelconque I situé entre 0 et K; puis, de ce point I comme centre, avec un rayon OK, décrivez un arc de cercle qui coupe AB eu L et en L' ; tirez IL, IL', et prenez, sur ces deux lignes pro-
ies points M, M' appartiennent à la courLe.
Car, si l'on mène IH parallèle à AB, et MQ perpendiculaire à IH, les triangles IQM, LPM sont semblables et donnent
1U:ML::MQ:MP; d'où MP=^MQ==|mQ.
Mais on a _
MQ ^ V^Mï' - ÏÛ' = v'^î'î' - ÔP' ,
donc, en posant OP -
Même raisonnement à l'égard du. point M' symétrique du point M.
Pour obtenir les deux points m, m' symétriques de M, M', il suffirait de prendre, sur OC, 01' = 01 et d'opérer comme précédemment.
Il est évident, d'ailleurs, que, pour que la construction soit possible, le point I doit être placÉ entre 0 et K.
Mesure de la surface ou quadrature de l'ellipse
Le rapport cnnstaatj, qui existe entre l'ordonnée de l'ellipse et celle
du cercle décrit sur son grand axe, conduit très -simplement à l'expression, soit de ia sa/face entière de l'ellipse, soit de Voire d'un segment compris entre deiLc ordon/tees paruUéîes.
En premier lieu, concevons que l'on ait inscrit au cercle un polygone quelconque dont MM' soit un côté.
Des sommets M, M',. . . {fig. 96) de ce polygone, abaissons des perpendiculaires sur le grand axe, et joignons par des cordes les points N, N',.., où ces perpendiculaires coupent l'ellipse; nous formons ainsi un polygone inscrit à cette courbe, et qui a NN' pour un de ses côtés.
Cela posé, soient Y, Y' les ordonnées des deux points M, M', et /, y', celles des points N, N' correspondant aux mêmes abscisses x, ^'.
Les trapèzes MM'P'P, NN'P'P donnent
MM'FP ^ I-±-^ (■*'- ■^). NN'P'P = ^'-^^- [x'-^)\
d'où
NN'P'P _ r:t..''_'
MM'P'P" Y -F Y'' Ol- on a
y-^-X, y-.-.^^^, p.rsuae, f^p^ = p
NN'P'P _ B MM'P'P^ a'
On reconnaîtrait, de la même manière, que chacun des trapèzes dont se compose Je polygone inscrit à l'ellipse est au trapèze correspondant du cercle, dans le rapport B : A.
D'oii l'on conclut, en vertu d'un principe connu, que la somme de ions les premiers trapèzes est à celle des seconds, dans ce même rapport.
OUAnRATUBE T>E L* COURBE.
Ainsi, soient/), P lus deux polygones; on a
Cette relalion, devant snbsister quel que soit lo nombre des côtés clex deux polygones, est encore vraie pour les polygones (imites qui ne sont autres que l'ellipse et le cercle.
Donc, si l'on désigne par s, S, leurs surfaces, il vient
l'aire du cercle a pour expression, ttA-, il en résulte
pour l'expression de la surface d'une cilipsi: dont les aj;es principaux sont 2Â, aB.
En second lieu, quant à l'aire d'un segment compris entre deiuc ordonnées parallèles, il suffirait, pour l'obtenir, d'appliquer à ce segment, et à celui qui lui correspond dans le cercle, le même raisonnement que celui qui a conduit à l'expression du rapport des deux surfaces entières; do sorte qu'en appelant *', S' ces segments, on arriverait à l'égalité
d'où l'on déduirait Vaire cherchée au moyen de colle de S' qu'on sait déterminer géométriquement.
§ I. — Diamètres dans l'ellipse. — Diamètres cojuugués. — Cordes supplémentaires; leurs relations avec les diamètres conjugués.
177, On appelle, en général, diamètre d'une courbe, une ligne (droite ou courbe) qià passe pai- les milieux de toutes les cordes parallèles menées soiu une direction quelconque.
De cette définition il résulte nécessairement que toute courbe a une infmte de diamètres dont la nature dépend de !a nature de la courbe elle-même.
Nous allons démontrer que, dans l'ellipse (et nous ferons voir plus tard qu'il en est de même pour les deux autres courbes du second degré), tous les diamètres sont des lignes droites.
i84 DE i.'ellipsk.
Soient, en effet, [i) A'j' + B',k'^ A'B'
l'équation de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes, et [a) y^-ax + b
celle d'une droite qui doit rencontrer la courbe.
En éliminant a; et / entre ces équations, on obtiendra les coordonnées des points d'intersection de la droite avec la courbe.
L'élimination de/, par exemple, donne
(3) (AW+B')^=-HaA'«6.T + A'(i'-B'} = o.
Cela posé, désignons par {x\ y'), [3^, y") les coordonnées dos points M, M' [fig. 93), et par X, Y colles du point milieu N. Ona(9G)
D'un autre côté, l'équation (3), étant du second degré, donne entre ses racines la relation
a^'+a-" A'nft
en sorte que l'on a, pour les coordonnées du point N,
(5) Y.,oX + J.
Mais des deux quantités a, b, ts^m fixent la position do la droite MM', l'une, a, est conuante pour toutes les positions que peut prendre cette droite parallèlement à elle-même; l'autre, b, varie d'une position à l'autre; d'où il suit que si, pour une valeur déterminée de «, on donne à b une série de valeurs auxquelles correspondent amant de valeurs de X déduites de l'équation (4) et de Y tirées de l'équation (5), on obtiendra les coordonnées de la série des points milieux de la corde MM' et de toutes les cordes qui lui sont parallèles.
Par conséquent, en éliminant b entre (4) et (5), on parviendra à uno équation qui, convenant exclusivement à tous ces points milieux, sera l'équation de leur lieu, géométrique.
Or, l'équation (5) donne 6 = Y — oX; d'où, substituant dans l'équation (4) et chassant le dénominateur.
(AV-H B=)X = - A-«(T - oX),
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OU, réduisant et rùaolvant par rapport h Y,
équation d'une droite passant par Vorigine.
Comme d'ailleurs on est arrivé à cette équation san^ donner h In constante a aucune valeur particulière, on peut conclure ;
1° Que, dans l'ellipse, tous les diamètres sont des lignes droites;
2° Que les diamètres de l'ellipse passent tous par le centre.
Ce dernier résultat s'accorde avec la définition dvt centre (130).
i7S. DiAMÈTBES cofiiuGUÉs. — Gonsîdérons, avec le diamètre LL' qui, passant par les milieux de ta corde MM' {J!g. gSj et des cordes parallèle h celles-ci, a pour équation
le diamètre H' parnllèle à ces cordes ; l'équation de ce dernier est (a) r=a^.
Eéciproquaneiit, si l'on considère les cordes parallèles au premier diamètre LL', et que i'on appelle a' la quantité — p- -, l'équation du diamètre, liea géométrique des points milieux de ces nouvelles cordes, sera (177)
■J"=~Â^'^' expression qui, après que l'on a remplacé a' par sa valeur, se réduit à
X ■-= ax,
c'est-à-dire à l'équation même du diamètre II'.
D'où résulte nécessairement cette conséquence ;
Si un diamètre LL' passe par les points milieux d'un système de cordes parallèles à un autre diamètre II', réciproquement, celui-ci passe par les points milieux de toutes les cordes parallèles au premier.
Ces deux diamètres, dont cluicun divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre, sont dits wamètbes conjugués.
L'ellipse a évidemment une infinité de systèmes de diamètres conjugués, puisqu'il y a une infinité de systèmes de cardes parallèles.
Autres conséquences immédiates
1° La. quantité — p- ayant été représentée par «', le produit de a par a'
odt égal à — r;; on sorte que, si l'on désigne par ■/., a.' les angles (jue
forment respectivement avec le grand axe les deux diamètres conjugués d'un système quelconque, on a, entre les coefficients d'inclinaison de ces diamètres, la relation
%■ Le raractéiï- analytique d'un pareil syslème est ([n'en y rapportant la courbe, on a une équation de la forme
Mj'+N^== P.
Car cette équation, donnant, pour une même valeur de a:, deux valeurs de y égales et de signes contraires, ou réciproquement, satisfait à la double condition que chacun des nouveaux axes divise en deiw parties égales toutes les cordes de la courbe parallèles à Xoittrc axe.
3° Par suite, les axes principaux forment un système de diamètres conjugués.
180. Le système de diamètres conjugués formé par les axes principaux est le seul qui puisse être rectangidaire, tant qu'il s'agit d'une ellipse proprement dite.
Car, pour que les deux diamètres soient perpendicalaires l'un à l'autre, il faut (64) qu'entre les angles a, a' qu'ils font avec l'axe des x, on ait la relation
tangn tangK'— — i;
et pour que ces diamètres soient conjugués, on doit avoir, on vertu de la première conséquence (179),
Or les demi-axes, A et B, d'une ellipse étant inégaux, ces deux relations ne peuvent exister ensemble qu'autant que l'on a à la fois
tangK = o, tangn' = co,
ou réciproquement : c'esi-à-dire qu'autant que le système dos diamètres conjugués est précisément celui des axes principaux.
Donc, etc.
N. B. — Dans le cas de B = A, qui est celui od l'ellipse devient un CERCLE, les deux relations n'en font plus qu'une seule; d'où l'on conclut que, dans le cercle, il existe une infinité de systèmes de diamètres conjugués perpendiculaires entre eux.
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Cola est, du reste, évident; car un diamètre étant tracé à volonté dans le plan du cercle, si l'on élève par le centre une perj>endiculaii-e h. ce diamètre, l'équation de ta courbe rapportée à ce système d'axes est toujours
181. CoriDES s>iPPimi>TAiiiEs — On ujrame iin-i dai !r ik /in parlant des cxtreiiulei d un diametie queknrtque te renrintr nt Mii la
Les angles qne ces droites, prises deuo. à deux, fïrmfnt avec le grand axe ont entre eux uiip relatim particuherc que nous allons établir
Considérons, à cet effet, en premier lu u , les deux conlet KU et BM (^- 99)1 menées d un point quelconque M de la couthe auîL ixtrémités A et B du grand are
La droite BM pissant par le p mt 1 d nt 1 s onidiîneis nt [y = o, x ^ &.) a pi ur cquitiim
nn a de mSme pour la droite AM', passant par le point A on (y — o, j^ = -A),
Si l'on désigne par x', y' les coordonnées du point M, comme elles doivent vérifier les deuK équations préccdentes, il en résulte
j'=«(^'-A); d'où " = j;^^>
j'^o'(x'-h A).; d'où "'=--7-—i;
D'un autre côté, le point {-'':', x') se trouve qui donne
d'ofi l'on di^duit
Égalant entre e)l«s les dcus valeurs de — r, — n > "« obtient la rulation
iflS OE l'élupse.
182. Soient, en second Itcti, deux cordes supplémeitlaii'cs, EM', E'M' aboutissant aux extrémités d'un diamètre r/uelconijne EE'.
Appelons .c", J"", les coordonnées du point E; celles du point E' seront (129) —■'':", —y"', et les êqnations de deux droites menées des points K, E' à un point quelconque M' de la courbe seront de la forme
Comme le point M' ou (.e', y') appartient à la fois aux deux droilas, on a les relations
:s points M', E, W se trouvant aussi sur la courbe, on a également A'j-"-h-B'j-"= A'B\ AV"M-B'.n:"= = A'B^
et, en égalant les deux valeurs de ; „^' ,,,1 on arrive à la môme relation
que Cl -dessus :
an == -^^ ■
N. J3. — Dans le cas de B = A, eetto relation devient
E CEKCLE, /w cordes supplémentaires sont a
183, Las deux relations
tangKtangK = — p' «« = '~ X'"'
obtenues aux n" 179 et 182, donnent lieu à un rapprochement utile entre les diamètres conjugués et les cordes supplémentaires. Appelons 7, 7' les angles que forment, avec le grand axe de l'ellipse, wrdes supplémentaires (/g-. 98J MM', M/« partant des extrémités ■e quelconque M'm; on a
ang7tang7 = — t-.'i
CORDES SU PPI.ÉSI ENTA 1RES. iSq
et comme, pour un système de diamélrt:s conjugués, on a pareillement
B' tanga taiiga^= — -v-j,
il en résulte la nouvelle relation
tang7 tang7'— tanga tanga',
qui diimontre que l'hypothèse 7 = a entraîne la condition 7'= -j.',
■ Cela signifie, en langage ordinaire, que la corde MM' étant supposée parallèle au diamètre 11', par exemple, le coniugué de celui-ci est nécessairement/mm/ièie à la corde supplémentaii-e M m, et n'est autre que le diamètre IL', passant par les points miueux de toutes les cordes pairrltéks à MM'.
Celte propriété fournit un moyen simple de construire le dinméire cimiugué d'un diamètre donné tel que LL' :
Tirez un diamètre quelconque M'm, et, par le point m, la corde »iM parallèle au diamètre donné LL'; tracez ensuite la corde sii/iplèmen' taire M'M, puis îe diamètre II' parallèle à cette corde. Vous obtenez ainsi le CONJUGUÉ du diamètre LL'.
N. £. — Il est plus commode, en général, de faire usage, dans cette construction, des cordes supplémentaires qui partent des extrémités du grand axe.
iSi. Proposons-nous maintenant de calculer l'angle que forment entre elles deux cordes supplémentaires menées par les extrémités du grand
Soient AM, BM {Jïg. 99) les deux cordes données.
Pour résoudre la question proposée, il suffit (69) de calculer l'oïprcssion
(( désignant la tangente do l'angle MBX, a' celle de MAX. Or on a trouvé [181 )
ce qui donne
r' r' .rZ-k .cVA îA.''
Mais, de la relatio
n A'j-'=+ &x"-^- A'BS on déduit
igo
d'où, substituant.
(i) tïingAMlî ^
(A^-li')j'
L'inspection seule de ce résultat prouve d'abord que, si l'on considère un point quelconque M de la courbe, situé au-dessus du grand axe, auquel cas y' est positif, la tangente de l'angle AMB est négative (car on a toujours A > B) ; donc cet angle est nécessairement obtus, ce qui doit être, puisque tous les points de l'ellipse sont intérieurs à la demi-circpnférence décrite sur AB comme diamètre.
On voit, en outre, que, plus j"' est grand, plus la valeur numérique de l'expression (i) est /)eï(«,- par suite, plus l'angle est grand, (On sait qu'un angle obtus est d'autant plus grand que sa tangente est numériquement plus petite.)
Le maximum de cet angle correspond au minimum de .;■, c'esl-à-dir(! àj'=B.
Ce qui donne alors, pour l'expression (i),
U) tungACB--^^^^.
Los valeurs de a et de a' deviennent d'ailleurs, pour j'= B, d'où
On peut vérifier facilement le résultat {■i.') sur k figure. En ellet, on a
ACB = 2AC0; d'où
a tangACO — tang' ACO
tangACB = tangaACO ---- -
(d'après une formule connue de Trigonométrie) ; A.
tangACO = ^
yGoosle
TANGENTE MENÉE PAR UN POINT DE LA COURBE. igi
CoNbEQUENCE IMPORTANTE pouv les diamètres conjugués
'angle de deux cordes supplémentaires partant dex i aj.e est, en même temps, le maximum de l'angle cpie peuvent former entre eus deux diamètres conjugués d'an même sys-
Car tout système de diamètres conjugués, tel que GG', HH' [Jîg. loo), étant (183) parallèle à an Système de cordes supplémentaires AM et BM, l'angle LOI est égal à l'angle AMB.
D'ailleurs, l'angle maximum ACB a pour supplément, soit l'angle A'GB, soit l'angle CBD formé par les deux cordes supplémentaires qui, partant des extrémités du petit axe, aboutissent à l'une des extrémités du gi-and axe, puisque BD est parallèle à AG, à cause de la symétrie de l'ellipse.
Donc, dans une ellipse donnée, Sangle de deux diamètres conjugués, s'il est OBTUS, ne saurait surpasser celui que forment entre elles les cordes supplémentaires menées des extrémités du grand axe, à l'une des extrémités du petit axe ; et s'il est aigu, (7 ne saurait étie moindre t/ue celui qui est formé par les cordes supplémentaires parlant des extrémités du jietit axe, et aboutissant à l'une des extiémités du grand axe.
N. £, ~ Le m6me maximum et le même minimum conviennent également i l'angle de deux cordes supplémentaires menées des extrémités d'un diamètre quelconque, puisque l'on a démontré ( 1 83 ) que ces cordes peuvent être regardées comme respectivement parallèles 'a deux diamètres conjugués.
i86. Afm d'obtenir l'équation de la tahgente menée par un point pris sur l'ellipse, nous emploierons la même méthode que pour le cercle (îiojra le n" 101 ).
Soient [x',x') 's point M {Jig. loi) par lequel on veut mener une tangente, (^",7") un second point d'une droite passant par le point M, et considérée d'abord comme sécante.
L'é(|uation du cette droite est de la forme
k;l il s'agit de délermiiier
Or, puisque les deux points (^', j'), (■».'", j") se trouvent sur la courbe; im a les relations
d'où l'on déduit, en retranchant la première de la deuxième,
AM/" + J') b'"-j') + B=(^" + ^'1 [^" ~ .<:') = o, et, par suite.
Maintenant, pour passer à la limiu; il faut supposer ^■ ce qui donne
Le
:ûe#d
■en( d'incUnahon ■
autre
chose (wi.'j
le n° 102) que la dérivée du premier membre de l'équation de ta courbe, prise par rapport à x avec un signe contraire, et divisée par la dérwée de ce nifinie premier membre, prise par rapport à y, après que l'on a remplacé a: et 7 par les coordonnées ^e' et/' éa point de conciwt.
187. On peut donner à l'équation (i) une forme plus simple, à l'aido de la relation (a).
En effet, si l'on chasse le dénominateur, et que l'on transpose, on a
ou, à cause de la relation (a),
(3) A',)7'+BV,t'= A'B',
résultat remarquable et facile à rappeler au besoin, en ce qu'il sullit, pour
TAHGKSTE ET NORMALE. lyj
l'oblenir do remplacer, dans l'équation de la courbe, les carres j;\ j', par les rectangles xx', yy' .
188. Expression de la sous -tangente. — Faisons, dans l'équation (i), r = o; il vient
C'est la différence entre l'abscisse OR correspondante à j = o, et l'abscisse OP du point de contact; fit, par conséquent, c'est (304) la valeur de la sous- tangente PR.
On arriverait au même résultat en faisant j -=-0 dans l'équation (3), ce qui donnerait
et en retranchant, de cotte valeur de j: l'abscisse OP ou ^' Ôv poi/ic de contact, il viendrait
ou, à cause de la relation (2),
189. "V expression f— 1 obtenue pour la sous-taiigente, fournît un
moyen simple de construire la tangente à l'ellipse en un point M de la courbe.
En eifet, comme elle est indépendante du second axe 2B, il s'ensuit que, pour toutes les ellipses ayant même premier axe 2Â, les sous-tangentes qui correspondent à la même abscisse sont égalas; ou, en d'autres larmes, si, d'un point P de l'axe des a:, on élève une perpendiculaire à cet axe, et que, par les points où cette perpendiculaire rencontre les ellipses supposées décrites sur le grand axe AB, on mène des tangentes à ces courbes, elles viendront aboutir au même point de l'axe des x.
Or le cercle décrit sur AB comme diamètre peut être considéré comme une de ces ellipses.
Donc, pour obtenir la tangente à l'ellipse en un point M, il suffit de décrire sur AB comme diamètre une demi-circonférence , de mener ensuite au point M', où l'ordonnée PM, prolongée, va rencontrer la demicirconférence, une tangente à cette courbe, et de joindre au point M le point d'intersection R de cette tangente avec l'axe des x. La droite MR est la tangente demandée.
i90. Équation de la normale et expression be la sous-normale. — La KORsiALB étant (lOSj une droite MS menée par le point de contact
Jp.de VAl. à la G. i3
BEL ELLIPSE
{x',y'), perpendiculiiiicment à la tangcnlc, on a (Kl), pour sou équation.
Soit fait, dans cette équation, y = o, il en K'siillu
c'est (lOS) la valeur de la sous-normale PS.
Il est à remarquer que, 'pour x' positif, \efi deux ear/jref TANGENTE et de la sous-normale , savoir :
sont, la première, posilive, et la seconde, négative; ce qui doit être, puisque les points R et S sont de côtés opposés par rapport au pied P de l'ordonnée du point de contact, et que c'est à partir du point P que l'on compte les distances PR et PS.
N. S. — On suppose ici que le point M est situé à la diviie de OY ; s'il en était autrement, les conséquences précédentes auraient lieu en sens
191. La discussion des valeurs de PS et de PS correspondant aus diverses positions que peut prendre le point de contact offre quelque intérêt.
Considérons d'abord l'expression
aûn de n'avoir que la seule variable x'. Pour a^'~ o, on obtient
et cela doit être, puisque la tangente au point C est évidemment pamllèlo à l'axe des x.
Quand x' augmente depuis o jusqu'à A qui est la plus grande valeur que x' puisse recevoir, l'expression de PR va sans cesse en diminuant; et le point R se rapproclie de phis en plus du point P.
Lorsque enfin on suppose
x' — A, il en lésHlte
COEFFltEE^T AKGULAIHE IIR !.* TANGEME. 11)5
ce t)iii doit ûlre encore, puisque alors la liingeiilo est iicrpeiidicidniie à l'assons à l'oxpreasion
(|ui, comme on le voit, est du sigth Pour x' = o, on a
PS = o;
ce qui prouve que le point S tombe au centre 0 de l'ellipse; et, en effol^ la normale, au point C, se confond avec le petit axe CO.
A mesure que x' augmente, la valeur de PS, toujours négative, augmente mimériqneinent jusqu'à ce qu'enfin on ait
auquel cas, on trouve
Celte valeur, abstraction faite du signe, n'est autre que la moitié du paramèiie (146), et a, pour représentation géométrique, Yordnnnéc passant par le foyer.
Elle est remarquable en ce que, tandis que les sous-tangentes passent par tous les états de grandeur depuis Vinjîm jusqu'à zéro, les sous-normales croissent numériquement depuis zéro jusqu'à une certaine limite, I, qu'elles ne peuvent d'
192. Dimission du coEFriciENT angolaibe de la tangente. — Reprenons maintenant le coefficient d' inclinaixon
et recherchons par quels états de grandeur il est susceptible de passer suivant les diverses positions attribuées au point de contact.
En feisant d'abord a;' = o, auquel cas le point de contact se trouve en C ou en D on a en se reportant à la relation A'j" -+- B'^ " = A'B',
} =±B, et a-= o;
c'est-à-dire que h tmttcnte aux points C et D est paem.lë[.e au gnind axe; ce qui est coliforme aux résultats établis au n" 191,
A mesure que x augmente, y' diminue , et la valeur de a migmeme de pins ea plus numcnquement.
Lorsque enfn on ^ujjobe ' ' — A, ce qui donne j' -- o, la valeur de « devient injùiu
196 i)Ë l'ellipse.
Donc, au point B, la tangente est pKapENQicuLMUK au grand axe.
L'abscisse j' passant par tons les étals de grandeur depuis zéro jusqu'à A, on reconnaît facilement que le coefficient d'inclinaison a passe par tous les états de grandeur depuis zéro jusqu'à — 00 , pour tous les pointa de la courbe situés aii-dessiu du premier axe, et à la di-oite du second; qu'au contraire, a passe par tous les états de grandeur depuis zéro jusqu'à -t- => , pour tous ies points placés au-dessous du premier axe, et à la droite du second; en sorte que, pour tous les points situés entre B et D, les angles sont aigus, tandis qu'ils sont obtus pour tous les points situés entre B et C.
La symétrie de l'ellipse, par rapport à ses axes prindpmix, prouve d'ailleurs que les mêmes circonstances se reproduiraient pour tous les points situés à la gauclte de OY ; seulement les angles seraient aigus pour \a partie supérieure AC de la courbe, et ils seraient obtus pour la jyartic inférieure AD.
On peut conclure de là que la tangente à Pcllipse prend toutes li:.< inclinaisons possibles par rapport au premier are.
Tangente menée par un point pris hors de la courbe.
t. SoitN (P/.fZ,^. 101) un point quelconque par lequel on se prode mener une tangente à l'ellipse; désignons par «, S les coordon-
zTs de ce point, et conservons j;', y' pour celles du point de contact.
L'équation de la tangente peut être présentée sous la forme
nées
nt angulaire, ayant pour valeur
suffit, pour fixer sa position, d'obtenir les valeurs des inconnuos x
Or, SI l'on considère l'équation simplifiée de la tangente, savoir ( 187 )
AV/ + B'-^-i:'-.A=B',
comme le point (a, @) appartient à cette droite, on a nécessaire nient
(') A'gj'+-li'ïj-' = A'B=.
D'ailleurs, le point [x',y') se trouvant sur la courbe, on doit avoir e
TAKGEKTE MENÉE PAR IN PniNT HXTftRlKUn A t.k COUUIir. I()7
mCme temps
ce qui donne rlcua: équations en cc',j', pour déteraiiner ces deux in-
On trouve, pour résultat de l'éliminalion , en opiîrant comme pour la cercle (106),
,,■ ^ B' (A'S =f a t/A'e'-f- B'a'-^'B^} A^S'-HB'a^
les signes supérieurs ss correspondant, ainsi que les signes inféricai Ces valeurs, qui montrent que, généralement , il y a dmix droites faisant à la question, donnent, par leur substitution dans 1'
\, après que l'on a multiplié haut et ba
iifin de rendre le dénominateur rationnel, et qu'oi simpliilcations,
L'expression do a, pour être réelle, exige que l'on ait
A'S'-HB'a' — A'B'>o, ou = o,
ce qui prouve (171) que le pnini donné (a, S} doit eire o courbe ou sur la courbe.
Dans le cas où l'on a
u extérieur ù la
les valeurs de ^',^'' se rcduisent au s/stème uniijue
igS DE l'ellipse.
c'est-à-dire que les deux points de contact sont réduits à un seul qui se
cùnfuiid avec le point donné.
La valeur de a devient, dans ce cas,
J94. Au lieu d'effectner l'élimination de a;', /' entre les équations (i) et (2), on peut construire les lieua: géométrie/iies qu'elles expriment, et l'on est alors conduit à des conséquences analogues à celles qui ont été ■déduites pour le cei-cle [108).
O'abord, l'équation (2), en tant que l'on considère x', y' comme des variables, n'est autre que celle de Xellipse déjà construite.
En second lieu, pour obtenir la droiie exprimée par l'équation (i), il suffit de chercher les points où elle rencontre les deux axes.
Pour f' -- o, on trouve
On a donc à construire dons troisièmes pi-oportionnelles, et à les porter successivement de 0 en I, et de 0 en H. Tirant ensuite la droite IH, qui va rencontrer la courbe en M, /«, on obtient les points de contact des deux tangentes partant dit point N.
Comme la valeur de x', x' = — est indépendante de l'ordonnée 6 du point donné, il s'ensuit que, pour tout autre point N' pris sur la perpendiculaire NQ abaissée du point N sur OX, la droite m'M'H', qui doit joindre les rfe«j;/^i);/j(i de contact correspondants, passera nécessairement par le même pointi du grand axe que la droite IH.
D'où l'on peut conclure cette propriété remarquable :
Si, des différents points d'une divite perpendiculaire au grand iijx d'une ellipse, on mène des tangente.'^ à cette courbe, et que l'on trace tes droites qui joignent les deux points de contact des tangentes parlant d'un même point, toutes ces droites postent par un MÉJIE L'oint sur le
On donne le nom de pôle au point do concours I, et celui de polaire ù la droite donnée IX'.
Il résulte d'ailleurs de l'inspection de la valeur x' — '—, que, si l'abscisse a de la polaire est plus grande que A, c'est-à-dire si la polaire est extérieure à la Cûurbe, le pôle lui esl iméricur; et i>ice -versa.
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N. S. — La relation y' = -^ conduit à la même pivpriété par rapport à l'aie tlesj, pour toute droite menée perpeiuticulairement à cet axa.
Tangente menée pariilliHemeiit à ti»e divUe donnée. 195. Soit
l'équation de la droite donnfe, que rien n'empedie de considérer comme passant par V origine.
La tangente demandée devant être parallèle à cette droite, son coefficient d'inrlinaison est m.
Appelons toujoura j;', _/' l^ cooïâoimées inconnues du point de conlacl.
Pour déterminer a', j', on a (186) les deux relations
d'où l'on déduit
' =bv/A'(«'-i-lt=' "^ ~ =^/^Fm''^h' (le double signe montre qu'il y a deux solutions). Substituant ces valeurs dans l'équation simplifiée de la tangente
a obtient, toute réduction faite,
pour les équations des deux tangentes parallèles à la droite donnée.
Les deux valeurs de j- sont iouioms réelles ; ce qui s'accorde avec la discussion établie au n° 192.
De la tangente condilérée par rapport aus: diamètres eonjitgués.
196. Soient MR [fig. io3) une tangente en un point quelconque de l'ellipse, et MM' le diamètre qui passe par le point de contact M, On a trouvé (186), pour le cneffu-ient angulaire do la tangente,
D'un autre côté, puisque le diamètre MJI', dont l'équation peut être
■,r, passe par le point (,!■
Si l'on nralliplic les deux expressions tle a et de n' l'une par raulrc, il
Mais, en désignant par a" la tangente trigonométrique de l'angle que Corme avec l'axe des x le diamètre mm' conjugué du diamètre MM', on a également (179)
Les deux égalités précédentes, comparées entre elles, donni'nl nécessairement
ce qui veut dire que la tangente en un point quelconque de l'ellipse est PAHALLÈLB au conjugué du diamètre qui passe par le point de contact.
Conséquence. — Si par les extrémités M, M', m, m', de deux dia-mètres conjugués, on mène quatre tangentes, ces droites forment un pa- RALLÉLOGHAMMe CIRCONSCRIT à Tellipse, puisque les tangentes menées aux estrémités du diamètre MM', par exemple, sont parallèles au diamètre mm', et réciproquement.
On déduit de là un procédé assez simple pour mener : i° une tangente par un point donné jd;- la courbe; a" deux iaxigauXes parallèlement à une droite donnée de position.
Pour )a PREMIÈRE CONSTRUCTION, déterminez jl83) le diamètre conjugué de celui qui passe par le point dortné ; puis menez par ce point une parallèle au diamètre ainsi déterminé.
Vous obtenez la tangente demandée.
Pour la SECONDE construction, tracez un diamètre parallèle à la droite donnée, puis, le conjugué de celui-ci; et, par les deux extrémités de ce conjugué, menez deux parallèles au premier.
Ces deux parallèles satisfont à la question.
Angles que la tangente forme avec les raj'om vecteurs menés au //oint de contact.
197. Soient R'MR {J!g. io4) la tangente en un point M ou {x\ j'), FM, F'M les rajo/is vecteurs menés à ce point.
TiSGËNTE TAR BAPVOIIT AUS HAÏONS \ECTF.UltS. aoi
Diisignons par a le cocfficienl d'inclinaison de la tangente par rapport a l'axe OX, par a', a" ceux des deux rayons vecteurs FM, K'M par rapport au même axe, et par V, V les angles FMR, F'MR. La figure donnant évidemment
FMTi ou V -=MliX --MFX, F'MR ou V':^ MUX -MF'X, on a (63)
Cela posé, calculons d'abord i'expr^sîon de tangV.
Le rayon vecteur FM devant passer par le point F, on a l'équation
et comme il doit aussi passer parle point [x\ y'), II en résulte la relatioi D'ailleurs on a (18G)
il ne s'agit donc plus que de remplacer (* et «' par ces valcvirs dans tanjrV. On trouve ainsi :
tangV =
__!^j£Zl_ {A'-R^)i'j'-AV
expression qui, à cause des deux relations
A'/'"-i-Fx'"=Â=B', A'-B'=f' (126)
devient
-A^'_ _ B'(c.r'^ A') - A'er' i:y'[cx' — A')'
d'où
(0 tangV-.|^-
Quant à l'expression de tangV, on peut l'obtenir sans recommencer le même calcul.
En effet, comme on a pour le rayon vecteur F'M,
et, par suite,
il csl, évident que, si l'on substiluait cetla valeur de n" dans l'expression posée pour lang V, on obtiendrait un résultat ne différant de celui trouvé pour tangV, que par le changement de signe de c. Par conséquent,
Les deux expressions de tangV, langV, étant égutes et de signes contraires, il s'ensuit que les angles F'MR, FMR snnt s«PPLÉME?(TAinBS. Cette propriété remarquable donne lieu à plusieurs propositions. D'abord, on a, suivant la figure et d'après ce qui vient 'd'être démon-
!<■ F'MH +■ F'MR'-- tSo°, F'MR -h 1^SH\ -- 180",
d'où
F'Mii'--^FME;
a" te rayon vecteur F'M étant prolongi? en K,
F'MH ^ DMK -^ i8o% F'MR -h FMR -■- 180", d'où
RMK FMR.
Ce qiii montre que ta langenie forme avec les deux rayom de part et d'autre du point de contact, des angles égaux,
Ou bien que la tangente divise en deux parties égales l'angle formé par l'un des ra^vns vecteurs et le prolongement de l'autre.
De plus, si l'on mène la normale MS, on a ces autres relations
F'MS + F'MR'=ijo'', FMSh-FMR = 90°;
d'où, à cause de F'MR'^ FMR,
F'MS- -FMS;
c* qui signifie que la normale dinse en deux parties égales l'angle formé par les deux rayons vecteurs.
198. Ces propriétés sont tellement liées entre elles, que, l'une quelconque étant démontrée, les autres s'en déduisent au moyen des principes les plus élémentaires de la Géométrie.
Ainsi, par exemple, on peut prouver directement la dernière propriété^ puis en conclure successivement toutes les autres.
à cet effet, l'équation de la normale (190), savoir :
yGoosle
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et pour obtenir l'abscisse du point S où cette normale coupe l'as posons >' = o; il en résulte
SF':SF::A^-i-f^':A'--:a''.
D'un autre côté, on a (120) pour les expressions des rayons vccicur.-,- F'M, FM,
F'M.-^A + -^':='^'"^'''''', et FM = ^-J^; d'où
F'M:FM::A' + cj.-':A'-fx'.
Comparant entre elles les deux proportions, on en déduit la suivante;
SF':SF::F'M:FM, qui prouVe, d'après un théorème connu de Géométrie, que la mmiiale MS est BISSECTRICE de l'angle FMF'.
Partant de là et remarquant que l'on a
F'MR'+ F'MS = 90", SMF + FHR =- 90", on parvient à l'égalité précédemment établie, F'MR'= FMU; et ainsi des autres relations.
199. La propriété de la taiigcnle considérée par rapjTort aux rayons vecteurs fournit un moyen très-simple de mener une tangente à l'ellipse : 1" par un point pris Jitr la courbe; a" par un point pris Aowi'/e la courbe, les deux foyers étant supposés donnés ou déjà déterminés.
Premièrement, soit M un point pris sur lu courbe.
Tirez les rayons vecteurs FM, F'M, et prolongez celui-ci indéfiniment, en K; prenez sur ce prolongement, MGr = MF, et joignez le point F au point G; puis, abaissez du point M la droite MIR perpendicitlaire sur FG.
Vous obtenez ainsi la tangente demandée.
Car le triangle MFG étant isoscèle par construction, il s'ensuit que la droite MIR divise l'angle au sommet, M, en deux pnriivs égales; propriété caractéristique do la tangente à l'ellipse (').
( * ) On 1 eut démoiilver à priori, et sans t>e fonder sur celle pi'opriélfi, que
ao4 t>E i.'iiLLii'si;.
SECON»ËMEîTr, soit N un point pris /mi-i rie rdlipse. Pour déterminer te point de coniact M, i! suffirait de fiser la posishu lie la droite F'K.
Or, sur cette droite se trouve, «n point G qui jouit de la propriété'' d'Stre distant : i" du point F' d'une longueur cmimte, aA; t° du point N d'une longueur également connue, NF ( puisque la tangente NMR est perpendiculaire sur le milieu de FG) ; d'où résulte la construction suivante : Décrivez des points F', N, comme cc/Hres, avec des rayons respectivement égaux à a A et àNF, deiix arcs de cercle qui se coupent au point G ; tirezT'G qiii rencontre la courbe en M; puis /nig'Hez le point N au point M. La droite NM est la tangente demandée.
Comme, d'ailleurs, les deux arcs ont, généralement, un .\r.cond point d'intersection, G', il s'ensuit que, si l'on tire F'G' et que Von joigne ]<• point N au point M' où la droite F'G' rencontre la courbe, on obtiendra ia SECONDE TANGENTE qui peut être menée par le point N.
On doit remarquer ici que, tant que !e point N sera extérieur à !'el-
lipse, la construction donnera toujours lieu à deux solutions; ou, eu
d'autres termes, que les circonCérencea décrites des points F' et N, comme
centres, se couperont.
Or cela peut ss prouver de deux manières : soit en faisant voir quo
a droite Mil (/g-, lo',) qni dinse en deux partie, enfles VanB'e f'>'K. lotir.i par le ra^on vecteur FM et le prolongement MK do l'autre, oBt tangente a Tel-
Il suffit, pour cela, do fuîre voir que tout point N de cetle droite, autre que W,
lis, tirant les droites MF',
rK-l-KG>FG;
mais comme le tciao(;le MFG est isoscèU pav construction, la droite MMK e; perpendiculaire sur FG et passe par son milieu. I; donc elle a tous sospoini également distants de F et de G ; par siiifa, KG = NF. D'un autre cflté, on a
F' G = F' M 4- MG — F' M H- MF -.-iK;
ainsi, riiicgalilé précédente devient
F'K-4-lVF>^A;
ce qui prouve que le point îj est un point extérieur.
Cette dùmonstration sjrnthétiqae est, comme Von voit, nniquement fond' sur la déjinitian géoniétrique de l'ellipse, et sur les earaetéres des points pi (UT la coaibe ou hors de la courbe.
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ia distance des centres est moimlrc ijiw la somme des rayons, et pliix grande i/iie leur différence, soit en établissant que l'une des circonférences décrites a deux points, l'un intérieur, l'autre extérieur à la seconde.
Démontrons, par exemple, en appliquant ce dernier moyen, que circ.NF a deux points, l'un i/iiéricur, l'autre extérieur à cire. sA.
En premier lieu, on a évidemment F'F < aA; d'où il résulte que le point F de cire. NF est intérieur à cire. aA.
En second lieu, soit prolongé F'N d'une longueur NF" ég/ile à NF; comme, par hypothèse, le point N est extérieur à l'ellipse, on a NF'-4-NF> a A, et par suite, NF'h-NF" ou F'F''> aA; d'où il suit que le point F" de cire. NF est extérieur à cire. aA.
Donc, etc.
Il est encore \ observer que les constructions précédentes sont, comme la démonstration .fjntMtique que nous avons donnée, uniquement fondées sur hd^ifiniiion de l'ellipse et sur les caractères qui (112) distinguent les points pris sur la courbe ou hors de la courbe.
200. Remarque sur les dénomiimlions de foïERS et de n.YïoriS vec- TBOBs. — On peut, eu se fondant sur la toi connue en Physique, de Ycgaliié des angles A'iaridence et de réflexion pour des rayons de chaterir ou de lumière, émanant d'un point déterminé, rendre raison des dénominations A^ foyers et de rayons vecteurs, données aux points F, F', et aux lignes FM, FM.
Concevons, en effet, qu'à l'un àe& foyers F {fig. 'o5) d'une ellipse (considérée comme le double de la génératrice d'une surface de révolution formée par la rotation de AM'MB autour de AB), soit placé un corps chaud ou lumineux dont émanent des rayons de chaleur ou de lumière, se dirigeant sur les points M, M' de l'ellipse, ou de la surface dont la demi-courbe est la génératrice. Les rayons FM, FM', formant avec les tangentes à la oourbe, menées par ces points, des angles d'incidence FMT, FM'T', doivent, en vertu du principe de Physique, se réfléchir suivant des droites faisant, avec ces mêmes tangentes, des angles de réflexion respectivement égaux aux premiers.
Ces droites ne peuvent donc être que MF', M'F', qui font, avec les tangentes, les angles F'M/, F'M'i', égaux aux angles FMT, FMT'; d'où il suit que, si l'on place un charbon ardent au point F, et un corps inflammable au point F', les rayons partis du premier point iront tous sensiblement se concentrer sur ce corps, qui s'enllammera comme si un fiiyer de chaleur était placé en ce point F' .
Même phénomène se produirait au point F par rapport au point F' où se trouverail placé le corps chaud.
Conséqiicncex des propriétés de la tangente considérée par rapport aire raynns vecteiiri.
§01. Premiéhë coNSÉQUEî^ce, — Si l'on se reporte à la construction du n" 199, qui a pour objet de fixer la position de la imigente en un point quelconque, M [Jîg. io4), de l'ellipse, on reconnaît que la droite FG est divisée en deux parties égales au point I , et que ce point peut être considérée comme le pied de ta perpei>dicidair<; abaissée île l'un des foyers, F, sur la tangealeMR.
Or, en joignant le point I au centre 0 (le la courbe, on forme un triangle FOI qui, à cause de FI = IG, et de FO = OF', est semblable m triangle FF'G ; et l'on a la proportion
F'G:OI::F'F:OF
Hais
On trouverait de même, à l'aide d'une construction anatogue, servant à déterminer le point I', pied de la perpendiculaire abaisiée du poiiU F' sur la tangente.
D'où l'on peut conclure que le lieu, géométrique des pieds de toutes les perpendiculaires abaissées des fnyers sur les tangentes est la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre.
202. Segonbb conséquence. — Soient abaissées des points F et F' les deux perpendiculaires FI, F'I' sur la tangente RR'; on vient de démontrer que les distances 01, 01', sont égales à A,.
Cola posé, si des points 0, F, on mène OL, FL', pandlélcs à la tangenti;, on a, d'après la figure,
FF^lL-t-LF,
IF = l'L' = l'L — LF'
( LF' étant égal à LU, à
ideOF'=OF; d'où l'on déi I'F'xIF=i'L'-LF''.
Mais l«s triangles rectangles l'OL, F'OL, dans lesc[uelH 01'-. A et OF'=e ou v^^',
PKOP. DE L» CÛUliBE
II.U'I'ORIÉK A I)F.S niA
in ET 11 ES
on obtient donc
-Ôl';
Ainsi, le produit des perpendicidaires abaissées des deux foyers sur une tangente est égalait CARRÉ BE LA MOITIÉ DU second axe.
203. Thoisiëme conséquence. — Soit mené le diamètre mm' conjogub de celui qui passe par le point de contact de la tangente RR', et tirons les rayons vecteurs FM, F'M, ainsi que la ligne 10 qui joint le centre au pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la tangente.
On a vu (196) que le diamètre mm' est parallèle à la tangente; d'ailleurs 01 est parallèle à F'M, à cause de la similitude des triangles FOI, FF'G ; donc la figure OIMH est un parallélogramme, et l'on a
MIU^OI-- A;
ce qui montre que ia partie d'un rayon ■aecieur comprise entre la tangente et le diamètre conjugué de celui qui passe par le point de contact, est égale à la uoniË du pbemier axe.
Toutes ces propriétés, qui ont été facilement déduites de celles de la tangente considérée par rapjjort aux rayons vecteurs, trouvent leur application dans la résolution des problèmes.
§ Kl. — PnopiuÉTÉs n
20i. La propriété caractéristique de tout système de diamètres conjugués consistant (178) on ce que chacun d'eux divise en deux parties égales toutes les cordes de la courbe menées parallèlement h. l'autre, il en résulte que , ai l'on rapporte la courbe à im semblable système, la nouvelle équation ne doit renfermer que les carrés des coordonnées et une quantité toute connue, c'est-à-dire doit être de même forme que celle de la courbe rapportée à ses axes principaux.
Nous pourrions donc poser immédiatement, pour l'équation de la courbo rapportée à l'un de ces systèmes,
[voir le n" 170) ; et par une transformation analogue à celle du n" i'33,
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nous la ramènerions a ccllo-ci :
Mais on conçoit que, pour cliaque système dont on donne la direction, les constantes &.' et B', qui, comme il est aisé de le voir, représentent les demi-diamètres, doivent avoir avec les dcmi-<4xcs certaiaes relations. Or, ce sont ces relations qu'il s'agit maintenant de déterminer.
Pour y parvenir d'une manière générale, nous nous proposerons la question suivante ;
L'équation d'une ellipse rapportée à ses axes prin, i/xmx étant donnée, rapporter la courbe à un nouveau système tel, que la nomclle é/pitiiioii conseroe la même forme.
C'est une simple application de la transformatioi des coordonnées, ins l'équation
AV ' + E'j^" =
substituons à la place de x, y les valeurs
x=.rcos« + /o
os«',
xsina-i-7S
in^',
qui (119) servent à passer d'un système oblique de même origine.
Il vient, par cette substitution,
; rectangulaire
(A'sin'a' s- B' cos'h'] j= + [A' sin'a -i- B' cos'a):t'.
-i- ^(.A'sinKsinK'-H- B'cosacosx') icj = A'B'.
Mais, d'après l'énoncâ, l'équation ne doit renfermer que les carrés des variables et ia quantité toute connue; il faut donc que le coefficient de cry soit égal à zéro ; ce qui donne
(i) .Vsin«sin«'-i-B'cosacos:<'=o;
et l'équation de la courbe se réduit à
(2) [A'sin'a'-i- B'cos'a')j'-h(,i.'Bin=«-i-B'c<)s'K)j^= =;. A-B".
Si l'un divise l'équation {1) par cosk cosi', elle devient
A' tanga tangK' + B' = o:
d'où
tanga tang:'.'= — — ■
seule équation [lour détermiin
PROr. DE LA couHDE happobtée a des diamètres conjugués, aof) angles k, «', il s'ensuit que /e nombre des systèmes de diamètres conjugués est infini.
Cette relation est d'ailleurs identique avec celle du n" 179: et las conséquences qui en ont été déduites se reproduisent également ici.
Soit tait successivement, dans l'équation (i],
il eu résulte
~ A"8in'a-+-B'cos'a' -^ '~ A'sinV-i- B'cos^a''
Ces expressions représentent les carrés des distances OM, Om {/'g. io3), ou des demi-diamètres con)ugués. Donc, en désignant par 2A', aB', les longueurs totales MM', mm', on a les relations
A'sin'ï-i-D'cos'x = -jj^, A'sin'M'-i-lt'cos'a'= -jj;^'
Substituant ces valeurs dans l'équalion (2), on obtient
pour l'Équation de l'ellipse rapportée h un système quelconque de <: mètres eonjugiiés.
Comme pour ic — ±iA', cotte équation donno
et que do même, cour .1 - - ± B', on a
on doit conclure que les droites menées par les points M, M', m, m', parallèlement aux deux diamètres, sont tangentes à la courbe, propriété qui a déji été roconnuo (196).
20s Les expressions de A'° et B" peuvent, à l'aide de formules trigonometnques connues, recevoir une forme qui permet d'établir les relations e'îitptanles entre deux diamètres conjugués queleonques et les (wrc.i piinapaiix
Il suffit, pour cela, d'y remplacer sin'a, cos'a, sin'a' et cos'a' par leur* valeurs en fonction de lang'a et tangua',
Ap.Jel'Âl. à la G. l4
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On trouve, par cette substitiiUon.
A'B^ln- taniî'K)
A'BMi + t.
,ng>
A^ tang'K + B'
^ - AUang'a'
Èquations qui,
réanies à l'équation de condition
tangK tang
run ferment les
W^ quantités A, B, A',
B',largH, tanga,i
en s.
n sorte que, si l'on élimine entre c«s équations les quantités tanga, tanga', on doit nécessairement parvenir à une certaine relation entre les quati-^ quantités A, B, A', B'.
Or, des deux premières équations, on déduit
tang'i
tang'
"-ÂMA-
autre côté, la irotsième équation donne
1 donc la relation
mg=^ tang=^ -B'Uli''-
Oni
ou, chassant ie dénominateur et développant les calcula, A' - A' A" - A=B"+ A'=B" = A"B"- B'B" - \ Réduisant et transposant, il vient
■d'où l'on tire, f
!n divisant par
■B" = A--i-BS
ou
ce qui prouve que la somm.
qu.elconqii.es est égale à la so,
3 de,
des a
e,v de deux iliami irrés des a-ces.
206. Cette propriété peut aussi se démontrer à l'aide de la ([uestion inverse de celle du a° 20i, et ayant pour objet ;
L'équation d'une ellipse rapportée à un système de diamètres conjugués étant donnée, trouver l'équation de la courbe rapportée aa système de ses axes principaux:.
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Pour résoudre cette question, nous ferons usage des forravdes
qui servent (117) à passer d'un système oblique à un systènio rectangulaire de même origine.
Substituant ces valeurs dans l'équation de la conrbo
el chassanl le dénominateuf, on obtient la transformée
fA'-cosV + B-cosUO-^)!/'
+ [aA^araaooaa — T.'BT sin(e _ «) cos(e - - «)] .xy
-t-[A'"sin=a4-B"sin'Ç0-a)3j;" = A"B'=sii)'9.
Comme le nouveau système d'axes doit jouir de la propriété caractéristique (178) des diamètres conjugués, il faut que le terme en ay disparaisse; œ qui exige que l'on ait
■;0 A"sinîC0Sa-B"sin(5— û)cos{Û-. *) ---r o,
et alors réqiiation de la courbe se réduit à
'** I -^-[A''sin'«-i- B''sin'[e- /)] c" --A"B"sin'S.
11 résulte d'ailleurs, de la nature de la tran^iformation , que le système itr-titel de diamètres conjugués est un système BECTANcrLAiiiË ; donc ce système est celui ies aj.es principaux, puisque Ion a reconnu (180) que c'est le seul système de diamètres conjugués perpendiculaires entre eux.
Ainsi, l'on doit regarder 1 équation (a) comme celle de l'ellipse roppnrtée à son centre et à ses axes.
Cependant, pour que l'on puisse la comparer à l'équation
AVM-B'j:-' = A'B=, il est nécessaire que lo second membre soit lo produit iVs lOiflinenl^
Or, pour la ramener à cet état, on sait (133) quil suffit de multiplier
les doux membres par un facteur K égal à jj^ , M, N, désignant les cocf-
ficienlsdej', :c', et P la quantité toute connue qui e^t dins k second membre.
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Calculons donc celte valeur do K relative à l'équalion (a ) ; on a
A"B"sin'6
^ - [F'" "ci^â^^ff" cos' (&-«)] [A" sin=« -H B" sin^S - « )] '
ElYectuant les calculs indiqués au dénominateur, et observant que l'éqiiiition de condition (i), étant élevée au carré, donne
A" sin'acos'a + B" sinHB — a)cos=(e - =<) = aA"B''sinacosasm(0 — «)cos(S-aj,
DU reconnaît que ce dénominateur prend la forme
A"B"[sin«cos(e — a] -t-sin(S — ajcosï]',
ou bien enfin
A'"!i"sin'(«4-S — a;--=. A"B"sin'0.
Ainsi la valeur de K devient
ce qui prouve que l'équation (2) n'a besoin d'aucune préiiaraUon pour être comparé* à l'équalion
Oii a donc immédiatement les relations suivantes ;
\"cos'a + B''cos^(fl — h) = A',
A"sin'K + B" sin'(fl - a) = B%
A"B'=sin'e = A'B'.
Lee deux premières relations, ajoutées entre elles, donnent
A" + B" = A'-hB^;
ce qui démontre ia propriété énoncée.
Quant à la troisième relalion, on en tire
A'B'sin^ ^ AB,
ou, en remarquant que 9 ou l'angle des deux diamètres conjugués est égal
A'Fsin(a'-a) = AB;
rnop. iiE Li nouRBE !iappoi\têe a des dumèthes cokiiîgdés. at3 d'où
4A'B'siiila'— a) = 4AB,
expression qu'on peut traduire, en Gcométrie, de la manière suivante :
Soient MM' = îÀ.',nim' — aB' deux diumèti-ts conjugués parles cslréraités desquels on a mené des tangentes, qui, comme on l'a vu au n" 196, déterminent un parallélogramme ITit'.
Si du point m on abaisse une perpendiculaire ml sur MM', on a évidemment
t'T -.-.Dm: -- a.V,
ml ~- mni smmm'l= 2B'sin(a' — a); d'où
5ui-f.TT'i('= 4A'B'sin(î!'~a):=^ 4AB,
œ qui prouve que le parallélogramme TT'/î' esl équivalent an rectangle lies axes principaux.
On voit ainsi que l'analyse précédente conduit, non -seulement à la propriété du n° 205, mais encore à cette autre, non moins importante :
Toux les parallélogrammes circonscrits à l 'ellipse et dont les côtés sont respectivement pai'allèles à eleux diamètres conjugués, ont une surface constante et égale au rectangle construit sur les axes.
307. Reh\r(jiie, — Celte surface constante jouit de la propriété d'être un minimum parmi celles des différents parallélogrammes que l'on peut, on général, circonscrire à une ellipse donnée.
En effet, considérons par exemple un parallélogramme OVV'D', dont deux côtés soient les tangentes menées par les estrémités du diamètre mm', et les deux autres côtés soient les tangentes menées par les extrémités d'un diamètre un' non corauGtÉ de mm'.
On a, pour l'expression de la smfare de ce parallélogramme,
U'V'x ml^ U'V'X aB'sinK-a);
i^rU'V, parallèle à MM', est évidemment /j^ks g-ra»;/ que ce diamèlreMM' ou ■zX'. puisque tous les points des lignes Ut)', VV, autres que /', n', sont extérieurs à l'cUipso.
Donc on a
surf.UVD'-V'>2A'x2B'sin(«'-a) ou >surf.TT'«'.
208. SïsTÎisiE DE DiAMBTnEs CONJUGUÉS ÉGAUX. — Parmi les systèmes en nombre infini do diamètres conjugués d'une ellipse, il y en a un, dijfé-eiit du système des axes principaux, qui mérite une attention par-
2(4 PK l'ellipse,
ticulière; c'est colui des deux àisiaiilres paroUéles aux doux cordes menées d'une des extrémités du petit aœe aux deus eslrémités du grand
les cordes AG, BC {Jïg- loo) étant également incUnées sur ce grand axe AB, il en est de même des diamètres 11', LL', qui leur sont parallèles, en sort* que les angles lOB, LOA sont égaux.
n résulte de cette égalité des angles et de la symétrie de la courbe par rapport à ses axes principaux que ces deux diamètres sont égmiœ; c'esl- L-dire que l'on a
et l'équation do l'ellipse rapportée à ce système pnrticulisr à'axesohli'/Ms se réduit à
équation identique avec celle du cercle rapporté à son centre comme origine et à des axes rectangulaires.
Comme d'ailleurs les angles que deux diamètres cmijugués do tout autri; système forment avec le grand axe AB, des deux côtés de CD, sont évidemment inégaux, et que, par suite, ces diamètres sont aussi inégaux, il en résulte que l'équation précédente ne convient absolument qu'n ca seul système d'a.xes.
Donc, en général, toute équation leilo qiiy
quand les axes sont obliques, est celle d'une ellipse rapportée h un système de DIAMÈTRES CONJUGUÉS ÉGWK.
209. Jutres piopnétés de l'ellipse rapportée à un système de diamètres conjugués. — Toutes les propriétés de l'ellipse qui ont été démontrées, indépendamment de l'inclinaison des aj:es, sont également vraies, quand on suppose la courbe rapportée à un système de diamètres conjugués.
Ainsi premièrement, son équation, dans ce cas, étant
A'=j-'-hB'=.ï' = A"B" ou AV-i-H"'^'- A"B"^a, on a
AV-(-B",r=-A'=B'>>o,
pour caractériser les points extérieurs, ot
pour caractériser les points ii
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Secondement, l'équation de la courbe pouvant Être mise sous la forme
ou, en langage géométrique,
Al' .< l'ii A"' on en conclut que :
Le earré d'une ordonnée parallèle à l'un des diamètres conjugués est au rectangle des distances des extrémités de l'autre diamètre au pied de l'ordonnée dans un rapport constant.]
210. Cette dernière propriété, qui correspond à celle du n° 173, montre que la liaison qui existe ea\x^\' ordonnée ^{,\ abscisse d'un point quelconque de l'ellipse est la même, quel que soit le système de diamètre;, conjuguer auquel la courbe est rapportée.
D'oJi l'on déduit le moyen suivant de conï(«<i/-.?B/ieei;i/5j'e, cnnnaii^ant an système de diamètres conjugués en grandeur et en direction
Soient OB, OC les demi-diamètres donnés.
Par le point 0 tracez OC' perpendiculaire à OB et égal à OC, puis, sur les deux lignes OB, OC considérées comme les demi-axes prindpaus d'une elîipse, décrit-ez, par l'un des moyens connus, la courbe AC'BD'A; êlefez aux points P, P', ... des ordonnées PN, P'N',... à cette courbe^ et menez les lignes PM, P'M',... parallèles à OC, et respectivement égales à PN, P'N', ....
Les points M, M', . . . appartiendront à In courbe cherchée, qui sera représentée par ACBDA.
Car da la disposition prise pour les axes des coordonnées et de la propriété précédente, il résulte évidemment que, pour les mêmes nbscisscs, les ordonnées des deux courbes doivent être égales.
De la tangente à l'ellipse rapportée à an système de diamètres conjugués.
211. Tangente menée par dm point pbis sur la coubbe et sous-tangente. — On reconnaît facilement que les méthodes établies précédemment pour obtenir l'équation delà tangente h. une courbe {Jîg. 107) sont tout à ^t indépendantes de l'inclinaison des axes.
Ainsi, l'équation de la courbe étant
A'V'+B"aT' = A''B'=, on a, pour l'équation de la tangente au point M, ou (■v', j'),
2lG GK l'ei.lipse.
et, pour l'cj^prtssion de ta soiis-twigcnlc,
Quant à l'équation de ta normale et à l'ej^pression de la sous-normale, comme on aurait à faire entrer en considération la condition de perpendiculariiê dans l'hypothèse d'axes obliques, on arriverait à des résultais compliqués, tous différents de ceux qui correspondent aux axes prim:ipaux; nous ne nous y arrêterons pas,
212. Tanggote menée pak un point extèhievr. — Si l'on propose de mener une tangente par un point donné hors de la courbe, on est conduit à l'une dea propriétés les plus remarquahlos de l'ellipse, dont celle du 11° Vèi n'est qu'un cas parlicolier.
Soit, on effet, une droite LL' menée à volonté dans le pian d'une ellipse ; et concevons que par chacun des points H, H',, .. de cette droite on ail mené deuj: tangentes à la courbe.
Supposons, d'ailleurs, l'ellipse rapportée à un système de diamètres conjugués OX, OY, dont l'un, celui des j, soit parallèle à la droite LL', ce qui est toujours possible.
Désignons, en outre, par a, ê les coordonnées du point H par exemple, x', y' exprimant les coordonnées inconnues du point de contact; et raisonnons comme au n" 19i.
Pour déterminer x', y\ et obtenir, par suite, la valeur du coejpdcnt
d'inclinaison, — jrri dans l'équation de la tangente, on a les deux relations
(i) A'=Sj'+B"aa-'.^ A"B'%
Cela posé, au lieu de cliercher ^\ y' par l'élimination, on peut construire les lieux géométriques de ces deux équations.
Or l'équation (a) n'est autre chose que celle Ae l'ellipse déjà construite, en tant que x', y' sont des variables.
Quant à i'équation (i) qui représente une li^ne droite, il faut, pour obtenir les points d'intersection de cette droite avec les axes, poser successivement j'= o, x' = o; et il vient pour
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et ces troisièmes propoiiinimeUes étant porf^ea, l'une de 0 en P sur OX, l'autre de 0 en G sur OY, si l'on tire la droite PG et qw'on la prolonge, de côté et d'autre, jusqu'à sa rencontre avec l'ellipse, aux points M, m, on aura les deux points cle contact des tangentes menées du point H.
Remarquons maintenant que l'abscisse — du point où cette droite rencontra l'axe des x est indépendante de l'ordonnée @ de ce point, d'où il suit que, si l'on considère un second point H', ayant pour coordonnées H, ê', la d!-ùite de jonction Wm' des deux points de contart doit passer par fe même point P de l'axe OX.
Comme un raisonnement analogue pourrait s'appliquer à un tout autre point pris sur LL', on est en droit de conclure que :
Une droite étant tracée arbitrairement dans le plan d'une ellipse, si de chaeun de ses points on mène deuœ tangentes à la courbe, et que l'on Joigne les deiuc points de contact par une droite, ces droites de jonction {qu'on nomme ordinairement ugnes de contact) doivent toutes panser par un MÊME POINT; lequel se trouve placé sur le diamèlrc conjugué de celui qui est parallèle à la droite donnée.
Le point de concours P est dit le pôle de la droite LL', qui reçoit, par contre, la dénomination de POLAIRE,
La propriété du n° 19i n'est, comme nous l'avons déjà dit, qu'un cas particulier de celle-ci ; car on avait supposé pour la précédente que la droite tracée sur le plan était perpencUculaire, soit au premier, soit au second axe principal de la courbe.
iV. B. — Tant que la droite donnée est extérieure à la courbe, auquel cas l'abscisse a de la droite LL' est plus grande que A', celle du point P, ou — 1 est moindre que A', et ie point de concours des lignes de contact
e aurait lieu si la droite donnée rencontrait la courbe, et, dans ce cas, il est à remarquer qu'on ne peut mener des tangentes que par les points cMérieurs de la droite.
213. La réciproque de la proposition précédente est également vraie,
Si d'un point quelconque pris dans le plan d'une ellipse j soit inlérien- 'emenl, soit extérieurement à la courbe, on mène des cordes ou sécantes sn nombre quelconque, et qu'aux deux points ou chacune d'elles rea- •:ontre la courbe, on mène des tansentes, les points d'intersection de
c/iaque couple de tangentes sont tous placés sur une mjïme droite, extérieure à la eoarbe si le point est intéiieur, et "oiee versa.
Le point et la droite conservent la dénomination de pôle et de polaire. Voici comment on peut démontrer cette réciproque, sans aucun calcul : Concevez la courbe rapportée à un système de diamètres conjugues, dont l'un, celui sur lequel se comptent les abscisses, soit la àToitejoignant le centre au point donné; puis, menez par les deux points d'intersection avec l'ellipse, de l'une des droites passant par le point donné, ifeac tangentes qui se rencontrent en un point; menez également par les points d'intersection d'une seconde corde ou sécante, avec la courbe, deux autres tangentes qai se rencontrent en un point; et joignez ces deux points
Il est clair, d'après la proposition directe, que si, de tous les autres points de cette ligne ûdjonetion, on mène des tangentes à l'ellipse, toutes les lignes de contact correspondantes se réuniront en un même point qui ne pourra être autre que le point donné
Donc, etc.
Prob/i-me.
2ià. Comme application de quelques-unes des propriétés que nous venons d'exposer, nous allons résoudre le problème suivant ; Une ellipse étant tracée sur un plan,
1° Déterminer son centre et ses axes principaux ; a° Trouver an syscème de diamètres conjugués faisant entre ciit un angle donné.
Solution, — On suppose tracée l'ellipse LHL'H' (fg. 108).
r Tirez deus cordes parallèles, mm', nn' , %l joignez les milieux do ces cordes par une droite HH'; cette droite sera (177) un diamètre de la courbe; et le milieu. 0 de ce diamètre sera le centre chercha.
Ce point étant trouvé, menez un diamètre quelconque LL' (on pourrait aussi se servir du diamètre HH', déjà déterminé) ; puis, décrivez sur ce diamètre une demi-circonférence qui rencontre la courbe en un point K. Tirez les cordes supplémentaires LK, L'K, et tracez les diamètres AOB, COD, l'espectivement/wrn/ié/sf à ces cordes.
Vous obtiendrez ainsi les deux axes principaux.
Car ces diamètres sont nécessairement (183) conjugués; de plus ils sont perpendiculaires entre eux, puisqu'ils sont parallèles à des cordes formant entre elles un angle droit comme inscrit dans une domi-circonférence.
APPLICATION DES PI10PH1ÉÏÉS PRÉCÉDENTES
Les quatre suninicts A, B, C, D se trouvent, par suite, également déterminés ; quant aux ^/f^ et aos deux directrices, on les obtiendrait par les moyens indiqués précédemment ( 131 et 1 31 ) .
a" Sur le diamètre LL' ou sur son égal KK' (208), tléerieez, au lieu d'une demi-circonférence, un segment de cercle capable de l'angle donné, et opérez, d'ailleurs, comme pour obtenir les axes principaux.
Cette dernière construction exige (185) que l'angle donné, s'il est nbtas, soit aa plus égal à l'angle ACB, et, s'il est aigu, au moins égal à CED.
Nousjnous dispensons de développer icila discussion à laquelle donnent lieu les constructions précédentes.
DE LnïPERBOLE.
DE L'HYPERBOLE
PBOrOSlTlONS PIIELIJIISAIRES.
2!S. On a vu (133) que, pour passer de Téqualion de l'ellipse â celle (le l'hyporboie, il suffit de changer -h B' en ~ B', et -vice versa. Aussi, quoique ces deux courbes affectent une forme très- différente, y a-t-il une {grande analogie dans les énoncés de leurs propriétés, et dans les modes de démonstration de ces propriétés.
C'est pourquoi, en exposant la théorie de l'hyperbole, nous nous bornerons le plus souvent, afin d'éviter des répétitions inutiles, au simple ônoncé des propositions; nous aurons soin, toutefois, d'insister sur celles qui peuvent offrir des différences notables, soit dans leur nature, soit dans la manière de les démontrer. On verra, en outre, que l'hyperbole jouit de certaines propriétés qui ne sauraient appartenir, ni à l'ellipse, ni à la parabole.
Pour mieux fixer les idées, nous suivrons ici le même ordre que povu' l'ellipse.
216. Caractères analytiques des points pris sur la courbe, nu itcdans ou au dehors. ~ L'hyperbole étant rapportée à son centre et à ses /ixcs principaus:, on a
Pour le point M, sur la courbe A'j'— B' .*■'-)- A'B' = o,
Pour le point N, au dedans A'j'— B's-'+ A'B' <o,
Pour le point N', au. de/tors A'/'— B'.t'-|- A'B'> o.
Lesdeuxj'n^gnWfej' sont évidentes pour des points tels queN, N'(j%. 109),
pour lesquels on a
SP<MP, N'P>MP
Qiiant au point N", dont l'ordonnée tombe entre les points A et U,
OP"<OB ou j^<A, il on résulte
d'où, àfirliori,
A'j-^— l}'.ic'-j- A=B'>o.
JÎARACTÈRES DES POINTS DE LA OOUHBK,
217. La dérmition do l'hyperbole fournit un autre caracti Pour tout point ïw la courbe, on a [13i)
Soit maintenant a
n point i/ilér
/<-«/-R,ef joigno
■ns-le a
ux poil
lis F'
Ue l'équation de l'hyperbole mise sous la forme
on diiduit, comme pour l'ellipse, que
Le carré de l'ordnnnée est au produit des distances du pied de l'ordonnée aux sommets de la courbe dans un rapport constant, celui des CARRÉS dtt second et du premier axe.
La différence à noter, c'est que dans l'ellipse le pied de l'ordonnée est situé entre les sommets A, B, tandis que dans l'hyperbole il est placé surle prolongement de AB, soit à d/vitc, soit à gauche.
Lorsque pour l'hyperbole on suppose B = A, ce qui donne (13fi) l'Iiyperbole équilntére, la relation devient
ce qui signilie que le carré de l'ordonnée est égal au rectangle des segments du premier axe, compris entre les sommets de la courbe et le pied de l'ordonnée ; propriété analogue à. celle du cercle.
222 nii L iiïi'iiRROLi:.
En comparant l'équation Je l'hyperbolf î-quikitère
à celle du cercle décrit sur U- premier lixe d'une iHijise, savoir (17i)
on reconnaît que l'hyperbole é'iidlaU-re est à l'hyperbole quelconque cique le cercle est à l'ellipse.
Ainsi l'on démontrerait, comme on l'a fait pour l'ellipse [voyez la fin du n° 176), par rapport au cercle décrit sur le grand axe comme diamètre, que les segments, compris entre deux ordonnées parallèles, d'une hyperbole quelconque et de l'hyperbole ^^^«fo/e/B dont les axes principaux sont égaux au premier axe de la première, nont entre eux dans le rapport constant du secnnd axe au premier.
Mais, afin de tirer parti de cette relation pour i évaluation des o/res/yperboUqu£s, il feiudrait savoir évaluer la surface d un segment d hyperbole
§ I. — DlAlliiTRBS l),V:iS L'HYPEHnOia:. — DIAMÈTKE* conjugués. — CoHlKiS
supplémentaires; — - leurs relations avec les diamètres co.->i]UGUÉs.
220. Tous les diamètres de l'hypei-bolc sont des lignes drriites passant
Même démonstration et mêmes calculs qu'au n° 177, saut l'échange de B' en — B'; ce qui conduit, si l'on désigne par a le mejpcient d'inclinaison d'une corde quelconque MM' (fig. uo) et de toutes les cordes qui lui sont parallèles, à l'équation
pour représenter le diamètre LL' passant par les milieux de ces cordes,
22i. DiAMÈTUBS CONJUGUÉS. — Si l'on considère, avec le diamètre LL', un autre diamètre KK.' parallèle il la corde MM', et représenté en conséquence par l'équation
on conclut pareiUement : i° que ce dernier passe par les points milieux d'un système de cordes parallèles au premier ; a" que, par suite, ces deux diamètres, étant tels, que chacun divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre, sont des diamètres conjugués; 3° que l'hyperbole a une infinité de systèmes de tUamètres conjugués ; 4° que les coefficients
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'riiic/inoisni! de deux diamètres d'un même syslème, tels que LL' et KK', sont liés par la relatioa
tiinga tangK'-: — ^i
a et a' étant les angles que ces diamètres forment respectivement avec l'ase des ^.
On déduit également, de l'équation de !a courbe
que les aves principaux forment un système de diamètres conjugués.
La relation tangatanga'--- p montre, d'ailleurs, que ce système de
diamètres conjugués perpendiculaires est le seul rectangulaire que puisse avoir l'hyperbole, de quelque nature qu'ollo soit, pulsqu'en aucun cas on ne saurait avoir
On remarquera seulement que si l'on a B = A, auquel cas I hyperbole est équilatère, les angles que font entre eus deux diamètres conjugués i/uelconques, satisfaisant à la condition
sont complémentaires l'un de l'autre.
223. Nous savons déjà que, dans l'hyperbole, les diamètres ne rencontrent pas tous ta courbe; ce qui les a fait distinguer en deux sortes, savoir ; diamètres transoerses et diamètres non transverses.
Nous avons vu, d'ailleurs (138, j%. 80), que si l'on forme sur les axes lA, aB le rectangle RH'SS', et que l'on tire les diagonales RS', SR', ces droites prolongées indéfiniment forment, pour les droites passant par le centre, deux lignes de séparation placées entre celles qui sont susceptibles de rencontrer la courbe et celles qui ne peui'ent ta rencontrer.
Pour construire ces lignes sur la Qgure actuelle, il suffit û'élever au point B une perpendiculaire indéfinie, et de porter sur cette perpendiculaire deux distances BR, BS, égales au âemi-second axe B, puis de tirer les droites OR, OS, en les prolongeant indéfiniment; ce qui donne les droites HH', H'.
Cela posé, remarquons que, d'après la relation
tangatatig«'--: -jï
324 i"5 l'hyperbole.
qui existe entre ics directions de deux diamètres conjugués, si l'on supposa
ce qui donne un diamètre tninst'cne., on a nÉcessairempit tang:.'> ^-
Donc !e conjugué du premier diamètre est non transecrsc.
On voit, deçlus, que l'angle a augmentant de manière à rester moindrr DUE HOX, l'angle «' diminue en restant toujours plus obanb que HOX.
Ces deux dîanictres se rapprochent ainsi de plus en plus de HH', jusqu'à ce qu'enfm on ait
a = HOX,
d'où il rÈsuIlD nécessairement
s/ = IIOX ;
auquel cas les deux diamètres viennent à se confondre en un seul et avec la droite HIl'.
N. B. ~ Nous ajouterons à ce qui vient d'être dit que \e pi Lima aie •lA est le plus petit de tous les diamètres transvenes, ce qu on reconnaet on observant que la distance OU est la plus murtt lignt que 1 on puisse mener du centre à la tangente RBS, et, à fortiori, a un pomt quoLonque de la courbe.
224. CoRBES SUPPLÉM ENTAI n ES. — On cloune ce, nom a deux di ne , telles que AM et BM ou AM' et BM' [fig. 1 1 ij, qui, pariant du sommet:. A. et h du preiT'er axe, se rencontrent sur la couibe, plus généralement, à dciix droites i, '^nées des extrémités d'un diamètre TnAA«\ERSE a un }X)int de la courbe.
En reprenant, pour l'hyperbole, les mêmes calculs que pour 1 ellipse (uo//-]esn">181, 182], on démontrerait ;
i" Que les angles MBX, MAX sont liés entre eux par la relation
", n' exprimant les tangentes trigonométriques do ces angles ;
2° Que cette môme relation existe entre les angles que forment avec 1( premier ase deux cordes supplémentaires partant des extrémités d'ui diamètre transverse iiuekoiuitw .
TAKGliNTE ET NORMALE.
Elle devient iiullr, lorsque l'on suppose j; ' = A , ou le poini 'le a
228. Équation de la normale et expression de la sous-normale. Or a, d'après l'équation (i) de la tangente, pour celle de la norinalf..
Gl en y fiisant r = o on trovivo
laleur toujours / ( tant i e l'abscisso x' du point de contact eS elle n Am / o ( e
n obtient pour Vexpri
ou la mmtié du p
Cettfl valeur est le minimum de celles que puisse avoir la sous-mor- UALE dans \'hypei-bole, tandis que pour Vdlipse (191 ), la même expression était u
(140), c'est-à-dire \ ordonnée qui pane. p<h
229. Discutons, comme nous l'avons tait pour l'ellipse, le coefficient ANorniRE de la tangente,
__Wx' " - k'y- ■ Remarquons d'abord que, dans V hyperbole, x' f.iy' nirgmentnnt et diminuant en même temps, il est impossible de suivre la marche de la valeur de a, considérée dans son expression artuelle, et qu'ainsi il est nécessaire d'éliminer l'une des variables, j' par exemple, à l'aide de b relation
AV"— B'a:"=^A'B'.
On trouve
d'où, substituant dans l'expression do />, et réduisant,
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Cela posé, ne considérons, pour )o moment, que le signe supérieur, et faisons crnttre x' depuis a jusqu'à + « . Pour x' = A, H vient
ce qui démontre qu'au point B la tangente est i>ELU'E>DiLinmL au /■;
A partir de ce point, x' nugmcntant, —7^ diimiuur, et le railiMl augmente en se rapprochant de l'unité, jusqu'à ce qu'enfin on suppose ^'= m , auquel cas la première vaîeur de a, actuellement considérée, devient
Si, maintenant, on cherche à quoi se réduit l'abscisse du pomt ou la tangente qui correspond à la valeur positive de a renrontre 1 jso des c, et qu'à cet effet on fasse y ~a dans l'équation ( i] du n" 226, on obtient
valeur qui devient mdlc pour œ' = so .
D'où l'on voit que la tangente se confond alors avec la droite 11011' qui 3 pour équation
Quant à la valour nègatii'e do ii, elle devient, pour 3,
et l'on reconnaît que la tangente se confond avec la droite 101' rcpr('.sentée par l'équation
Ainsi, les droites HH', H', qui, comme nous l'avons déjà vu au n" 223, sont les LIMITES de séparation des diamètres transverses d'avec les diamètres non triinsi'erscs, peuvent encore Être considérées comme les limites D
. En continuant la discussion de l'expression
CORDES SOFPI.ÉaENTAIRES. 225
[Pour l'hyperbole ét/uitatére, le rapport constant -v-j se réduisant à i,
il s'ensuit que les cordes supplémentaires forment avec le premier axe des angles compléments l'un de l'autre.]
D'un autre côté, on a, pour tout système de diamèti-es coi,jugucs, la relation
ianga tangK'= -^j-
Donc, si l'on snppose
tanga = n,
c'est-à-dire l'un des diamètres pamllèlo à Yune des cordes, il en résulte
tanga' = «',
ou l'autre diamètre parallèle à la seconde corde.
De là se déduit, comme pour l'ellipse, un moyen d'obtenir le diamètre CONJUGUÉ d'un diamètre donné.
Soit NK ie diamètre donné : tirez la corde AM pamltèle à NK, et joignez, le point M au point B, puis tracez K'N' parallèle à BM.
Vous obtenez ainsi le diamètï
225, Angi.ë de deux cohdes suppLÉMEnTAmES. — Le calcul du n" iSi, appliqué à l'hyperbole, donnerait
tanyAMB=j^,^^g^-,;
or ce résultat démontre que l'angle AMB ou AM'B, de deux cordes supplémentaires, correspondant à une valeur positive de y', est toujours aigu, et que j' croissant depuis zéro jusqu'à l'infini, cet angle décrott depuis 90 degrés jusqu'à o.
La relation aa' = -r-^', qui existe entre les directions de deux ronks supplémentaires par rapport au premier axe, conduit au même résultat.
En effet, le produit des deux tangentes a, a' étant positif, ces tangentes sont nécessairement de me'me signe; par suite, les angles correspondants MAX, MBX, ou M'AX, M'BX sont tous les deux aigus ou tous les deux obtus; donc leur différence AMB ou AM'B est un A?iGLB aigu.
Comme, d'ailleurs, pour <i = ^ , on a aussi a' = -ri il s'ensuit que les cordes supplémentaires qui correspondent à un point de la courbe situé à ['infini deviennent parallèles ou font un angle nul.
Elles sont parallèles, soit à la droite OH, soit à la droite 01, suivant la branche de courtie que l'on considère.
Jp. de VAL à la G. l5
226 DE l'iiïterbolë.
L'hyperbole étant f//j;e/Wj«e par rapport à su'a premier axe, les mêmes conséquences que ci-dessus ont évidemment lieu pour les parties inférieures des deux branches, c'est-à-dire pour ie cas de j' négatif.
Enfin, si l'on se reporte à !a relation qui lie deux diamètres conjugués et deux cordes supplémentaires, on peut conclure de ce qui vient d'Être dit, que l'angle de deux diamètres conjugues d'une hyperbole n'est pas, comme dans l'ellipse, compris entre certaines limites.
g II, — De la TA[VGENrE A l'hypemiole ex de ses pnoenrtTi'-.s
Ta/t^
'.ente menée parim i:
L'équation
de l'hyperbole étant
on trouverait pour courbe (vojvzleti
l'équation de la tangi
pour VA
1 que l'on y ,
joignft la relation
n point {■>:', y'] de cette
qui exprime que le point («', /') se trouve sur la courbe.
L'équation (i) peut se simpliQer au moyen de la rcktion précédente, et devient
résultat qui ne diffère de l'équation de l'hyperhole qu'en ce que les rectangles yy' , xx' remplacent les carrés y', ■v'.
227. Expression de la sous-tangente. — Si dans l'équation (i) non simplifiée (fig. iia], on posej = o, il en résulte
^-^ on Pa--^45 = *-^-
Cette valeur est essontiollemcnt négative pour toute valeur positice de x', puisque l'on a
et cela doit être, d'après la position qu'occupe nécessairement par rapport au point P, le point R où la tangente rencontre l'axe des x.
TANGENTE PAR RArrORI AUX RAYONS TECIEliBf
d'ailleurs on a (22(i)
il ne s'agit donc phis que do substituer ces valeurs dans l'expression {le tangV.
On trouve ainsi
a-'-c A"j-' n vertu des relations
'■J ('■■«— A-) m rùdiiisant,
tangV = —, Mmmc pour l'ellipse.
Pour obtenir tangV, remarquons que l'on a
et comme, pour passer de a' à ii", il suffit do changer l'expression de a', on a
donc, à cause du signe — qui est en avant dans l'expression de taogV,
tan8V'=— ,cy
(Oa voit qu'il y a un double changement de signe, ce qui n'a pas lieu pour l'ellipse.)
Les valeurs obtenues pour tangV, tangV étant ideniiijues, on en conclut que, liais l'hyperbole, la tangente difise en pbus pauties égalks l'angle des deiw rayons vecteurs.
(Il n'y a rien de particulier à dire sur la normale.)
234. Do la propriété qui vient d'être démontrée résulte un moyen de mener une tangente : i" par un point pris sur la courbe ; a" par un point pris hors de la courbe.
232 ns l'biferbole.
pREMlfcnËMENT. — Soit M le point donné.
TiYicez les rayons vecteurs F'M et FM; prenez sur SIF' utio \ov.' gueur MG ejç-o/c à MF; puis WmYd tl abaissczln droifoMIR perpeiidiadaire sur F&,
Vous obtenez ainsi la tangente demiUiidéb.
Car de ce que le triangle MGF est hoscèle par construction, on déduit que la perpendiculaire MIS divise l'angle FMG ou FMF' en deux parties égales; propriété caractéristique de !a tangente à l'fyperbole ('].
Secondement. — Soit N un point donné hors de la courbe.
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la tangente KMlî ^rou^■^;c ; et tirons les droites NF, NF', MF et MF'.
Si, sur la ligne MF', on prend MG = MF, on a
F'G = F'M — MG = F'M - MF -= a A ; d'autre part, de ce que la tangente jouit de la propriété do divisi'r en deux parliez égales l'angle F'MF des deux riija/is vecteun, il en résulLc
anglcF'MN ^-angleFUN;
par suite, les dens triangles NMG, NîilF, dans lesquels on a, d'aillc\irs, n et MG = MF, sont égaux et donnent
NG = NF.
(■) Démontrons à priori (tomme nous l'avons fait pour Vellijise) que la droite MR {fig.ti^) qui divise en deux parties égales l'angle l'MF est lan-
Cela B8 réduit à faîro voir que tout point N de cette droite, autre que M, ett
Prenant sur MF' une distance MG é|;iile k MF, puis ainsi que FG qui rencontre en 1 la droite MK, on i
F'ri-WG<FG; mais comme le triangle MFG est ùoscèle par construction, la droite NMR tsî perpendicalaire sur FG et passe par son milieu 1; donc elle a toua ses points également distants do F et de G; par suite, KG~iSF. D'un autre c6té, on a
FG = F'M - MG = F'M — MF== îA; ainsi, rinéjjalitc prccÉdenie devient
F'K — KF<aA; ce qui prouve que le poinl H est un point extérieur.
Cette démonstration repose nnigaerneiit sur In déllnîtion géomdtïique de l'hyperbole et sur les caractères des points pris sur la courbe, ou hors delà conrbe.
TANGENTE PAU HAPPOUT aux DlMlftTliKS CONJUGUÉS. ?^-()
on voit que le radical étant toujours moindre que r, tant que j:' est compris entre A et -+- co , la valeur positioe de a est nécessairement mpé-
rieure à —, timiie qu'elle atteint pour x' = » .
Donc l'angle HOX esl le minimum des angles oigiis quo la tangenfe forme avec \& premier axe.
Quant à l'atecisae, — ;) du point où la tangente, en général, coupe l'axe des x, elle est toujours /wj-rtife et moindre que A, tant que \^point de contact est sur la branche pndtii'e de la courbe ; ce qui veut dire que ce point de rencontre est constamment resserré entre le sommet B et le centre 0 ; il finit par se confondre ai-ec le centre pour a: ' = oo ,
A l'égard de la valeur jié^ntive de a, comme dans l'hypothèse j:'= co
elle se réduit à — -71 on en conclut que l'angle lOX est le n
des angles obtus qiie la tangente est susceptible de former avec le prc~
Tangente menée par un point pris hors de la courbe, nu pnrnllèlumenl à une droite donnée.
231. Nous renvoyons, pour ces questions et celles qui en dépendent, aux n"' 193 et suivants, parce que les raisonnements, les calculs et les résultats ne diflérent de ceux relatifs à Vellipse que par le diangemenl de -1- B' en — B', et réciproquement.
De ta taiif;t:ntf considérée par rapport aux diamètrvs conjugués.
232, Multiplions entre elles les deux expressions
dont la première est le coefficient d'inclinaison de la tangente, et la seconde celui du diamètre MM' [fig. ii3) passant par le point de contact
(j:', j']; il vient
Comparant cetti3 relation' avec l'égalité
a3o DE i/htpebbolt:.
qui correspond h deu,i: dinmètres cnnjiigcièa [?â1 ], ou a
im'= tangK tangn'; et si l'on suppose
il «n résulte nécessairement
«■= tangK'.
Ce résultat démontre que le dinmètre conjugué île celui qui pa.'ine par le point de eontaet est parallèle à la tangente.
D'où l'on tire (comme pour l'ellipse) un moyen de mener une tangente : 1° en un point donné de k courbe ; 3° parallèlement à une droite qiiel-
Voyez, pour la construction, le n" 196, en observant toutefois que, quant an second problème, il ne peut y avoir de solution qu'autant que la droite donnée forme avec le premier axe un angle au moins égal il l'angle TOX, ou un angle ait plus égal à l'angle (OX. C'est une conséquence de ce qui a été dit au d° 230.
Propriélcs de la tangente pnr rap/inrt aux rajons vecteur.', corre.spon danl.-i .
233. Quoique les calculs soient analogues à ceux qui ont été exécutés pour t'ellipso (197), nous les répéterons parce qu'ils comportent une modification importante.
Soient MR (_fig. n4) la tungentr, et FM, F'M les rayons vecteurs qui lui correspondent.
Désignons par a, a', a", les coefficients d'inclbuùson de la tangunte et des rayons vecteurs, par V, V, les angles FMR, F'MB,
On a, d'après la figure,
mis ou V^MFS-MRX, F'MR ou V' = MRX — MF'X;
Calculons d'abord langV.
I.e rayon vecteur FM devant passer par le point F, dont li données sont o et -i- c, a pour équation
et comme il doit au:
lion
5si passer par 1
e point {x'
, il en résulte la
d'où a'.
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(4 pour r = o, ^ = t,--, .i, — -}-■,
(5) pour X = O, r'= -,-5-.^-, :.j- ■ .,-,1
relations qui fournissent le moyen de passer de l'équation de l'hyperbole /■apportée à ses axes k celle de ia môme courut, /apportée à un système lie iHamètres conjugués.
Mais avant de former cette dernière équation commençons par prouver que les valeurs de x' et de 7', correspondant respectivement aux hypothèses j= o, j: = o, sont de signti cnntimrcs
Ces valeurs { li) et ( 5) peuvent en effet être miies sous la forme
oos=a(Anang'a— li') ' uis'j ^ V'tang'a'-B') Or la relation (2) fait voir que, si l'on a par exemple
ce qui donne évidemment pour l'expression de j;^ une valeur positiec, il faut, mtr conipciisalioii, que l'on ait en mémo temps
tangï.'
en sorte que la valeur de j' est négmive.
D'où l'on conclut que, si la valeur de x correspondant à y=o, est réelle, la valeur de^ correspondant à a; = o, fôt imaginaire, et réciproiiaement; en d'autres termes, que \un des deux diamètres auxquels la courbe est actuellement rapportée, rencontrant la courbe, ou étant tbans- VEHSE, son conjugué est NON TBANsvfinsB ; résultat qui s'accorde avec ce que l'on a établi au n" 223.
Si maintenant on prend le diamètre transi'erse pour nowel axe des x, et que, par suite, on pose
■/ transoerse, il faudra poseï
236 DE l'uïpeubole.
ot reportant ces valeurs dans la relation (3), on obtienL
Telle est l'équation de M hyperbole rapportée à l'iai di: ses sy.ilèmi-s de diamètres conjugués [en nombre infini, d'après la relation iiiii'iite (2) qui doit servir à déterminer « et a'].
239, En remplaçant dans les expressions de A'" et de B'' les sinus et cosinus par leurs valeurs en fonction de la tangente, on parvient aux nouvelles relations
^„ ^ A'B'C + tangV.) ^,, ^ A'B'ji + tang'a') B' — AHang-« ' AHrtng'a' -B'
, , B' tang K tang a = t-;i
qui, par l'élimination de tanga, langa' [voyez le n° 205), donnent lievi à celie-ei :
d'où l'on conclut qne, dans l'hyperbole, la différence des carrés des demidiamètres conjugués est égale à la différence des carrés des demi-axes.
2i0. De même que pour l'eliipse, la résolution du problème inverse de celui du n" 238, et ayant pour objet de remonter de l'équation de l'/irperbole rapportée à un système de diamètres conjugués h l'équation île (a courbe rapportée à ses axes, conduit à celte même propriété, en même temps qu'à une autre aussi importante.
En suivant, pour le détail des calculs, la même marche qu'au n" 20(i, on arrive aux résultats suivants :
A"cos'«-B''cos'(e -a) - A%
A"sin'a - B"sin'(& - «) = — B%
— A"B"sin=9==- A=B\
L'addition des deux premières relations donne
ou la propriété déjà démontrée; et la dernière, qui revient il
A'B'sln9 = AB, ou /|A'B'sin& = 4AB, signiSe que, comme pour l'ellipse :
Le parallélogramme construit sur un système de diamètres conjugués r>t, quel que soit le système, et équivalent au rectangle conr les axes.
T.VNlîENIË PAU HArrORT AUX RAÏOI
On voit donc que la position dit pnint G est Gséc par sa distance ik an point F', et par sa distance NG ou NF au point donna N.
On est ainsi conduit à cott« construction ;
1° Du point N comme centre et avec la distance conmw NF comoii.' rayon, clécrioez un ai-c de cercle.;
2° Du point ï' comme centre et avec le rayon a A, décrivez, tcit scc/md
Ces denx arcs se coupent en un point G. Joignant ce point au point F' et prolongenm F'Gr jusqu'à sa rencontre en M avec l'iiyperliole, puis tirant NM, vous obtenez la tangente demandée.
Ce que l'on peut dûmontrer à posteriori.
En effet, on a, d'abord, NG = NF par construction; de plus, puisqui> F'M— MF= 2A, et que
F'G ou FM-MG = a.\, il en résulte aussi
JIG :-- MF,
La droite NM ayant deux de ses pointe, K et M, également distants dos extrémités do la droite qui joint les points F et G, est perpendiculaire sur le milieu de cette droite FG, et divise l'angle GMF en deux parités égales; donc NM est tangente à la conrbe.
233. Discussion, — Les deus circonférences décrites se coupant en un second point G', le problème admet, en général, deux solutions.
Le second point de contact se trouve placé tantôt sur la même branche UBV de i'hyperboîe que le premier, tantôt sur la branche opposée, U'AV, suivant la position du point donné N.
Dans la figure actuelle, il devrait Être placé sur la partie inférieure k\' de la branche de gaiiclw; et on l'obtiendrait en tirant G'F', puis prolongeant cette droite jusqu'à sa rencontre avec cette partie inférieure.
On peut, d'ailleure, démontrer que, toutes les fois que îe point donné est extérieur h la courbe, les deux circonférences doivent se rencontrer en deu^ points, et qu'ainsi les deux tangentes existent.
En effet, comme on a toujours
F'F - ïA,
il s'ensuit, d'abord, que le point F de cire. KF est extérieur h cire. aA.
Soit, ensuite, pris sur NF' une partie NF" égale à NF; comme, par hypothèse, le point N est extérieur à la courbe, on a (217)
F'N-NF<2A,
234 ^^ l/llYPERBOLC,
d'oJi
l^'N-NF" ou Fr<2A,
en sorte que le point F" de cire. NF est i/rtt-ricirr a cire. aA. Donc les deux cercles se coupent.
236. Remarque. — Les dénominateurs de foïbus et de bâtons vecteurs se justifieraient, comme pour Vellipse, au moyen du principe di> Physique sur l'égalité des angks A'incideiir.e et de réflexion.
Car de l'égalité des angles FMT et TMF' {fig. 1 15), FM'T' et T'MT', on conclut celle des angles FMT et /M(, FM'T' et /'H'i', d'où il suit que des rayons de lumière ou de c/ialsiir émanés du point F, et allant frapper la courbe en des points M, M', .... se réfléckirment suivant des droites M/, M'/', . . , , qui, prolongées en sens contraire, iraient toutes nboatir au point F.
Coiiiéi/iipnces des propriétés de la tangente considérée par rapport aux rayons vecteurs.
237. Si des/oj-ereF, F' [fig. ii4), on dbmssa âss perpendiculairesVl, F'I', sur la tangente, on ferait voir , comme pour rc?^/».(e[n°'201 et 202):
1° Que les distances du centre aux pieds I, I' des perpendicidaiivs abaissées de cltaciindes foiers sur la tangente sont égales au demi pie mier axe A; en d autres termes que ciro A est le lieu geomeiitijue du pieds de loutet le perpendiculaires abaissées de clmcun des f jers s a les tangentes;
2° Que le piodiat rfeî pei pendict latres FI FI ûlanseti des <leix foyers sur une tangente quel onqie MR est constant et égal t i carre B'
§ M. — Propriétés de
CONJUGUÉS
§38. En répétant pour \' hyperbole les calculs et les raisonnements qui ont été faits au n" 20-i pour \ ellipse, on est conduit auï relations suivantes ;
(1) Â=sin«sin«'- B'cosa cosa'= o,
d'où (a) fangatanga'==^^,
[S) [A'sin=H'-B=cos'a']j'-H(A=sin'a-lï'cos'a).r'=- A=B=,
BÉFINITIOS liî Of.LEUïll NATION DES ASVMl'ÎOTEi!, ^.B^
di-iix points d'intcrscdhit avec la courbe situKs à nue distcincp, infime de l'origine.
La valeur de j que l'on vient d'obtenir, portée dans l'équation (i) de la courbe, donne
d'où l'on lire pour ^, et par suite aussi pour^", des valeurs do la formo
ce qui véi'iCe le résultat indiqué.
'N.B. — Des mStnes principes algébriques, il résulte qvie, si dans l'équation (3) on posait seulement
n aj^nt d'ailleurs une valeur quelconque différentp. de zém, les deux voleurs de X seraient, \\xvi^ finie, l'autre infime. Même résultat pour les valeurs correspondantes du y
24S. En jeconrfi/eîi, comparons l'équation (4), ou
avec l'équation do la courbe
et, pour plus de clarté, désignons par V l'ordonnée qui entre dans l'équation (4) Bt correspond à une abscisse x conwmne miw deux di-oita et à ta coarbc: il vient
d'eu, en élevant les deux, membres au carré, D'un autre côté, l'équation de la courbe revient à ■ et si l'on retranche cette dernière écjuation de la précédente, il en résulte
Or, à mesure que j: û&vi&al, plus grand a partir do aï = A, les deux ordonnées Y et ^ png'meKfcnï aussi, et il en est nécessairement de raSme de leur somme Y-i- j; d'où il suit que leur différence Y —x'/éci-oit di: plus en plus, et devient moindiv que toute grandeur donnée, lorsque x est infini.
Donc les deux droites Hll', II', exprimées par l'équation [4), sont, d'après la définition donnée n° 2i3, des asymptotes h l'hyperbole.
Remarquons, en outre, que l'équation
n étant un nombre quelconque différent de o, représente un système do droites respectivement parallèles aux deux asymptotes qui viennent d'ôlre déterminées.
Or, bien que ces droites aient un de leurs points d'intersection avec la courbe, situé à l'infini, elles ne sauraient être des asymptotes.
Carsil'onconsidère, par exemple, la branched'hyperboleSM ni (^,ii3), Yasymptole OH et une parallèle quelconque à cette asymptote, il ne peut arriver que deux cas : om la droite OH et sa parallèle sont situées â'un même côté par rapport à la courbe, ou bien celle-ci se trouve placée entre les deux droites.
Dans le premier cas, il est évident que la perpendiculaire commune à ces droites est la moindre distance qui puisse séparer la branche de la courbe ot la parallèle considérée.
Dans le second cas, la courbe, devant se rapprocher continûment et indéfiniment de son asymptote OH, s'écarte, par cela même, nécessairement, de plus en plus de la parallèle à cette droite.
Donc, dans aucun cas, les parallèles aus asymptotes HH', II' ne sauraiunt être elles-mêmes des asymptotes à la courbe.
Comme, d'ailleurs, on a vu que les droites HH', II', et leurs parallèles, sont les seules qui rencontrent la courbe à Vlnfiû, on peut affirmer que l'hyperbole n'a QCb r-^X ASïîiPl'OTES, qui sont les droites HH', H'.
Propni'tés de P hyperbole par rapport à ses asymptotes.
210. L'hyperbole jouît, par rapport à ses asymptotes, d'un grand nombre de propriétés dont nous allons exposer les plus importantes.
montre que, ai on a (le.mfivne
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Nous reviendrons sur cette propriété, pour espliquer !a disposition de \afg- ii3, qui s'y rapporte.
Remauqub. — La relation
A"-B'^^ A'-Ii= A = It, A'= B', ut que si A est différent de B, on ne peut pas //vtiir A' ég//I à B'.
D'où l'on conclut que, dans l'hyperbole èqiùlutcre, tout système dd diamètres conjugués est un système de diamètres égaux, et que, dans une hyperbole qui n'est pas équilalère, il ne saurait exister aucun système fie diamètres conjugués égaux.
Une ellipse, au contraire, admet toujours (208) un système de diamètres conjagaés égaux, et n'en admet qu'un seul.
242. Autres pbopmétés de l'uïperhole bappobtée a un svsTiiME DE DiAMÈTitEs CONJUGUÉS, ET TANGENTE A LA coUBBE. — Comme pour Vellipse (209), toutes les propriétés de l'hyperbole démontrfes indépendamment de l'inclinaison des axes, s'étendent au cas oii la courbe est rapports à un système de diamètres conjugués.
C'est ce que l'on peut reconnaître en répétant, notamment pour les propriétés énoncées aux n"' 209 et 210, les mêmes raisonnements.
De môme, l'équation de l'hyperbole rapportée à un système de diamètres conjugués étant
on trouverait, pour l'équation delà tangente mcuéc /mr un poitU (j:', x') pris sur la combe,
passant à la tangente menée par un piiint extérieur, on soriiit conà des propriétés analogues à colles qui ont été établies pour ['ellipse PS les n™ 212 et 213).
2i3. Dno ligne droite tracée sur le plan d'une courbe est dite asïjil>- TOTE de cette courbe, lorsque celle-ci ou seulement l'une de ics brandies s'approche continilment et indéfiniment île cette droite.
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En termœ analytiques, une droite asjmpioie à une courbe est une ligEP telle que, ai l'on suppose la droite et la courbe rapportées nii même système d'axes, la différence entre leurs ordonnées correspondant à une même abscisse décroît de plus en plus à mesure que l'abscisse augmente, et devient moindre ijue toute grandeur donnée quand cette abscisse est i.Jime.
De cetle double déûnition il résulte évidemment qu'une courbe, ou une branche de courbe, ne peut avoir A'nsymptoie qu'autant qu'elle s'étend à Xinfini.
ta. Afin de reconnaître si I'hyperbole a des asymptotes, nous établirons, en premier lieu, les conditions auxquelles doit satisfaire une droite située dans le plan de la courbe pour la rencontrer à Viiifim.
A cet effet, il suffit de combiner l'équation
avec l'équation générale d'une droite {^) X ■■•«':+«.
puis de déterminer les constantes m et n de manière que les valeurs de .v et de 7 qui leur satisfont simultanément deviennent infinies. On trouve, par l'élimination de y, et en ordonnant par rapport à j-.
Or, pour que les deux valeurs de x tirées de cette équation soient infimes, il faut et il suffit, d'après les principes de X'anafyse algébrique, que l'on ait les deux relations
mais la première donnant nécessairement
la seconde ne peut Être satisfaite que par
L'équatioi (4)
D'où l'on voit que les droites HH', H' {Jîg. iiSj, qui passent par le rentre, et dont nous avons [138) appris à fixer la position, jouissent toutes deux, et exclusivement à toute autre droite, de la propriété d'avoir leurs
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Nous ferons, avant tout, une observation essenlielle.
Lorsque les axes ïA, aB â'une hyperbole soRt donnés. Sa première diose à Uàtb pour sa conslriwtion^ e'est à6 firer la posilîon des asymptotes d'après le moyen indiqué au n" 223, parce que, ces lignes une fois tracées, on a déjà le sentiment du cours de chacune des branches de \i. courbe à partir des deus sommets, en raison de la propriété qu'elles ont . de se rapprocher d'une inanière continue el indéfinie de leurs asymptotcx respectives.
Cette observation s'étend h toute espèce de courbe ayant des asymptotes rectilignes ou même cuivilignes, ainsi que nous en verrons des esempli's dans la suite.
2i7. PnEMiÈRË PROPRIÉTÉ. — Les asymptotes d'une hyperbole élani construites, les deux parties d'une tangente mi-née en un point ijiiclfompie de la cniirbe et comprises entre les deux asyniptotes sont égaln .
Soient HH', II' {Jig. 116) les asymptotes, THT' une tangente en un point M.
Tirons le tUamèire M'OM, et supposons déterminé, d'après le procf^dt' du n°22i, son diamètre conjagiiéYY', lequel est, comme on l'a vu (232 parallète[k la tangente; concevons, en outre, pour le moment, l'hyperbole rapporta au syslème de i/iamètres conjugués XOX', YOV,
On a, pour l'équation do la courbe.
i"j-'-B".'''--A'=Ii"'
et les asymptotes sont, pour If 1 double équation
E combinanl ces équations entre elles, o'
valeurs qui cnmicnncnt exclusivement ( 244 et 24îi ) j Or, si dans la double équation de ces droites on f
il «n résidte
Donc les deux partions de. tangente MT, MT' sont égides. De plus, on voit que ces distances MT, MT' sont chacune égales moitié du diamètre conjugué de celui qui passe par le point de con Ap. de l'Ai, à la G. '^
24^ "E L'iiïPEnnoLE.
2-18. CoNSÉeuENCE. — Les droites TT', tt' 6lm\\, parallèles et égaks à aB', la figure TVi't est Mn parallélogramme ; et ce parallélogramme, dont les côtés sont respectivement égaux et parallèles aus diamètres conjugués qui joignent leurs points milieux, peut être considéré comme construit sur ces diamètres; ce qui conduit à la proposition suivante :
Tout parallélogramme consCriat sia deas, diamètres coi/iiigués a .ïi.w quatre lomi/ielt places sur les deux aiympt les
Les pirall logrammes ainsi con^tiuit^ aont dits inscrits a l hyperbole, tandis que dan* 1 dlipie les parallek grammes analogues sont circonscrits à la courbe
Il résulte d'ailleurs de ce qui a été établi au n" 2i0, que tous les parallélogrammes inscrits à l'hjperbole sont êijuivalcnts au rectangle coii-
On est maintenant en mesure de comprendre pourquoi, dans l3j%. ii3, qui se rapporte à ce n" 240, le parallélogramme ijA'B' et le rectangle 4AB ont chacun leurs sommets situés sur las droites HH', II', qui ne sont autres que les asymptotes.
ilT. £. — Il convient encore de remarquer que le diamètre &1M' est moindre que toute corde mm' de la courbe, menée parallèlement à ce diamètre; car on a
MAl'v^ïi et 1t<.mm'.
Nous forons plus tard i'ap[>li cation de cette remarque.
St49. Seconde propriété. — Les deux parties d'une sécante qaelcantjue comprises entre l'hyperbole et ses asymptotes sont égales.
SoitRR' une droite quelconque qui rencontre Xacourbe et les asymptotes aux poinis S, S', R, R'; il s'agit de prouver que l'on a BS = R'S'.
A cet effet, concevons le diamètre OP passant par le mi/ien P de la corde SS'; et au point M, où ce diamètre rencontre la courue, menons une tangente TMT'.
Cette tangente étant nécessairement (232) parallèle à SS', et sa partie TT' se trouvant, d'après ta première propriété, divisée en dcax parties égales au point M par la droite OP, il résulte d'un théorème de Géométrie que la droite RR', base du triangle ROR', est elle-même partagée égnlenicnt au point P. On a ainsi
PR ^ PR
el comme, par construction, on a d'aillours PS = PS',
P!t — PS ou aS = ['lï'~P5' ou ll'S'. Donc, etc.
CbI\s seconde propriété peut, du reste, se démontrer i'idcpciiil/imiiii:ni de la première, qui n'en est, à proprement parler, qu'un ats particulier.
En efiêt, supposons la courbe rapportée à un système de diamètres eenjugués, dont l'un, celui des/, soit parallèle à la sécante menée à volonté RR', et dont l'autre passe nécessairement (221 ) par le milieu de la corde SS'.
L'équation de l'hyperbole étant
celle dos asymptotes rapportées ans mêmes axes est
Or, si l'<
)ii faii .r = OP, il ■iîent
, = *|or;
li'oii il su
il que les doux valeurs do ,r, Pli, PU' sont
l'galcs.
D'un au
tre côté, on a par construction
RS .. IV S
Si, maintenant, au lieu de faire .t -.-. W, on {)OSe
Ot l'on arrive ainsi à Véitoncé de la première propriété.
2S0. Troisième propriété. — Le jtarattélogramiiie construil sur un système de coordonnées parallèles aux asymptotes a une surface ma- STANTB et égale au. HUITIÈME du, rectangle des axes, quel que soit le point de la courbe que l'on considère.
Soit M (_/i'j'. 117) un point quelconque de la courbe, et soient menées les droites MP, MQ, respectivement /nrra/^è/cî aux asymptotesWS, II'; je dis que le parallétngramme OPMQ, ainsi formé, a pour expression de
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lin efî'el, tirons le demi-diamùlre OM et la tangente- TMT'.
Les deux droites MP, OQ étant parallèles par construction, et le point H étant (247) le milieu de TMT', les points P et Q sont aussi respectivement les milieux de OT' et de OT; d'où il suit que le triangle TOT' se compose de quatre triangles équivalents comme ayant même base et même. hauteur.
Mais le parallélogramme OPMQ est lui-même composé de deux de ces triangles ; ainsi déjà il est la mnitié du triangle TOT'.
Or ce dernier est le quart du parallélogramme qui fierait construit sur le système de diamètres conjugués correspondant au point M, et par suile (218) du rectangle des axes principaux.
Donc h parnllelogiamme OPMQ est le HurTIÈME de ce rectangle.
2S1. LONSÉOUEM.B — Si l'on construit ce rectangle Eee'E', ot le io- .longe ACBD dont il surface en est évidemment la moitié, on remarqiii^ que !e petit losange OLBL', quart du grand, est, par rapport au point particulier B de la couibe, ce que le parallélogramme OPMQ est par rajiport à un point quelconque M; en sorte que l'on a, d'après la propriélé qui vient d'être démontrée,
OPMQ = OLBL'= 'jlosnnsekCm.
Or, si l'on désigne par x et f les coordonnées du point M rapporter-, aua: asymptotes comme nouveaux ases, et par 6 l'angle HOl' de ces asymjitotes, on a, d'après les principes tri gonoraé triques,
OPMQ = a:j sine ; ACBD = cxcsinO = c'siiiû,
c étant égal à v/A'-t-B'.
On est donc conduit à la relatioti
ï'.rsinû ^-<^ sinS ^ i{A'-i-B')sinO,
Vhyperhole rapportée à ses asymptotes.
2ë2. Le résultat simple et renmrquable que nous venons d'obtenir, comme conséquence de la troisième proprictd, s'appliquant à tout point de ta courbe, n'est autre chose que Yéquation de l'hyperbole rapportée à SCS asymptotes.
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On peut V parvenir iîi)vctr.meiit par une iraiisformation de coonloniiées.
Désignons, à cet effet, par a, «' les angles XOl'j HOX que les fisymp-
tntcs font avec lo premier axe, en prenant 01' pour nmwel uxe des x. et
OH pour nouvel axe des y.
On a (138)
tang.= -^, l«ns.= + ^;
d'ofi l'on déduit (l'angle « étant négatif]
Substituant ces valeurs dans les formules
qui se rapportent (119) an passage d'un système r t «me oblique de même origine, on trouve
irs qu'il ne s'agit plus que de reporter dans l'équation
in obtient, toule déduction faite,
n tire
pour l'équation de M hyperbole rapportée à ses asymptotes.
U carré égal à ■ — - — ■ est appelé puissance de l'hyperbole. Si l'on représente ce carré par i/i'^ l'équation devient
233. La discussion de cette équation montre que les droites SX', YY' (/^. 118) ont bien, suivant la définilion donnée au n" 213, le caractère d'asymptotes à la courbe.
Cur en la résolvant successivement par rapport à y et par rapport à x,
on trouve
d'où l'on voit qixo x AdGMENTAKT numérkjiwment dans le sens positif on dans le sens négatif d'une manière continae, depuis zéro jusqu'à Yinjîm, X DiMiNDE d'une manière continue depuis Xinfini jusqu'à zéiV} et réciproqiiemei t.
25i. L'équalion
ayant été obtenue (2b2 ), indépendamment des propriétés démontrées dans les numéros précédents, on peut s'en servir pour retrouver quelques-unes de ces propriétés, aussi bien que pour en découvrir de nouvelles.
Ainsi, si l'on multiplie les deux membres par sinfl, 0 étant l'angle des asymptotes, il vient
^/s!n& = m'sin9.
Or .ly sinfl est évidemmiMit l'espression du parallélogramme OPMQ \fig.y\-j'] construit sur les coordonnées d'un point quelconque de la courbe rapportée à ses asymptotes ; ni' sin9 est, d'ailleurs, nue constante qui ne dépend que des nrcî principaux et de l'angle 9 des asymptotes.
Donc tous les parallélogrammes construits sur rff t coordonnées parallèles aux asymptotes sont équivalents ( voir le n" 250 ) .
Pour reproduire la relation
OPMQ := ' AB,
do
Il suffirait de i-emplaccr, dans "i'sinO, /«' par sa valeur — '~T~~:
, et d
calculer s.mS.
On a, en eiVel,
Sinfl .-.= sin-^HOX ---- smty/:,
d'où
sinO-isin^t'œss' - ^^^
lit, eiïcctuant la substitution.
^jsinfl = OPMQ = ^'-^^ ^1^ - ^Alî.
2;iS, ÉQUATION ne la tangente. - L'hyperbole étant rapporté
nsyinptoies [Jîg. ii8), ou son équation étant delà forme
{.) .rj^nr.
on propose de trouver l'équation do la to«g-e"(e en un point (.t', j-
')de
courbe.
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L'équation d'une sécante passant par ce point et par un autre point {^'iX") de la courbe serait
ef ;-', .f" et j" étant liés par les rclalions
lietranchant la première de la seconde, on a
nouvelle relation qui pont être mise sous la forme d ou Ion déduit
zlrL.zL - _ zl
pour l'expreSBion i)u cortfficicnt migiilmii: de la sécmite, dont l'équatior devient.
veut exprimer que c<!tte droite devient tangente., il faut faire, dans l'équation (a), j" = _)■' (par cela même, ai" — x' , d'aprè.-! la relation /''j-"~jr'j;'= o), et l'on obtient
pour \ équation demandée.
N. B. — Pour passer de la sécante à la tangente, il suffit de poser
puisque x' n'entre pas dans l'équation de la sécante. Il résulte, en effet, de l'équation, de la courbe,
qui ne donne qu'une seule valeur de x correspondant à une valeur dej-, et réciproquement, que la condition
Il n'en est pas du môme lorsque !a courbe est rapportée à ses axes on à im système de diamètres conjugués, parce qu'alors à chaque valeur de y correspondent deux valeurs de x^ d'où il suit que l'on doit, dans ce cas, introduire les deux conditions à la fois.
2S6. Conséquences DÉnuiTEs pes équations (2) et (3), — r Si dans l'équation (SJ on pose y = o, et que l'on cherche la valeur de j: — jt' correspondante, on trouve pour l'expression de In sotut-iangemc,
X — x' ou PR = '^r .--: x' ou OP. J
D'où l'on voit que la distance OR est double de l'abscisse du point de conlact, et que, par suite, en raison du parallélisme des droites PM et OY, la tangente TR est divisée en deux parties égales au point de contact M ; propriéfé déjà établie au n" 247.
a" Considérons une séranie quelconque SS', et désignons encore par .r', j'et a'', j''les coordonnées des points d'intersection N, N' avec la courbe; puis, posonségalement 7 = 0 dans l'équation (a), qui représentu ainsi celle de cette sécante; il vient
ou, d'après la figure,
QS'=OQ'i
d'oui retranchant des deuï membres la partie commune QO',
Q'S'-OQ^NQ".
Les deux triangles NO"S, N'O'S' ayant les angles égaux ot un côté égal, Q'N = Q'S', sont égaux et donnent
Donc les deux parités d^une sécante comprises entre la courbe et tt'.i asymptotes sont égales^ propriété qui a fait l'objet du n" 3i9.
237. Cette propriété de la sécante à l'hyperbole fournit un moyen extrêmement simple de construire une hyperbole, connaissant les deux asymptotes et UN SEUL point de la courbe.
Soient HH', II' \Jig. iig) les deux asymptotes et M un point de la courbe.
Menesparce pointdes droites en nombre quelconque, qui rencontrenlles asymptotes 'aux points S et f , S' et s\ S' et s", S" et/",...; puis, à partir des points s, s\ s", ï",..., portez des distances sm, s'm\ .("m", s'"m'",...,
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respectivement égales à SM, S'M, 8"!^, S^M,. . , ; vous obtiendrez ainsi autant de points que vous voudrez, m, m', m", m'",. ... qui epparîtenilront à la courbe; et il ne s'agira plus que de lier ces points entre eux par ane ligne continue, en ayant soin toutefois do ne joindre que les points siiités dans le même angle WOV ou lOH'.
Rien n'empêche d'ailleurs, lorsque plusieurs points ont été df jà obtenus, de s'en servir pour en déterminer de nouveaux.
On peut ensuite trouver par le calcul les axes principaux de la courbe.
On obtient d'abord leur direction en divisant les angles HOI' et HOI en deux parties égales par les droites XX' et Yï'.
Pour déterminer leurs grandcui-s, on a les relations
, , A'-t-B' , 1 , B .rj^—~, tang^û^-,
dans lesquelles x', y' représentent les coordonnées OP, PM (iiii sunt connues, et 9 l'angle des asymptotes.
La seconde relation donne
d'où, substituant dans la première, on lire
AM n-lang'^s\= 4,p',i', eX, par suite,
A=- ix'y'cos'^0, A ------ a COS f 5 i/7'y,
ce qui lionne
DE LA PA.RABOLÎÎ
0BSEHVAT10N
238. L'analogie qui existe entre les équations de VdUpse et de Xhyperbole rapportées à leurs axes principaux devait faire pressentir, ainfl que nous l'avons en effet reconnu, que ces deux courbes jouissent de propriétés presque identique.i, sauf certaines modifications dans les énoncés, et k l'esceptiott aussi des propriétés qui, se rapportant aux asymptotes, appartiennent exclusivement à \hyperbole.
Il n'en est pas de même pour la parabole, dont l'équation n'offri' qu'une analogie assez éloignée avec celles des deus «altes, courbes; analogie que l'on reconnaît en transportant l'origine des coordonnées de ces courbes à l'une des extrémités de leur premier axe, et qui a été établie aux n-'ia et lia.
Ainsi ia parabole étant, par sa nature, prhéc de centre, et n'ayant qu'un seul foyer, on conçoit que toutes les propriétés relatives à ces poiiiii doivent donner lieu à des différences notables dans l'élude comparée de ceite courbe par rapport aux deux premières. De même, la direcirkr a pour la parabole une importance qu'elle n'a pas pour l'ellipse et l'hyperbole.
2S9. Commençons par indiquer les caractères analytiques et géométriques qui distinguent les points pris sur la courbe, de ceux qui sont placés au dehors ou en deilans.
i" Soit 7'= ipx l'équation de la parabole MA/h.
Considérons les trois points N, M, N' [Pl.FÎI,fig. lao) situés sur une même perpendiculaire à l'axe des x, et dont le premier se trouve hors de la courbe, le second sur la courbe, et le troisième en dedans de la courbe.
On a évidemment
NP>MP et N'P<MP;
CABAcrfiiiKS nus poifirs iik la counnE, aSi
donc, puisque pour le, point M,
IIP --- 2/)AP, ou y' — t.pj: --- o, il s'ensuit qu'on a, pour lo poiot exti'rieiirTs,
et pour le point ini<^neitr N,
J' - -ip.v < o.
iV. £. — Si le point extérieur avait la position K°, l'abscisse AP" de a point serait ncgalive, et l'on aurait à fortiori
2° Suivant la définition de la parabole (■IM), chacun de SCS poinls 11 est à égale distance du fojer F et de la ilirecirice DD'.
Mais Bi l'on considère deux points E et R', l'un au dehors et l'autre en rff'flSi/wde la courbe, en menant par ces points les droites Q'RM', Q"M"R', parallèles à AX, puis joignant le point F aux points R et M', R' et M°,
? ¥M' ou iVQ',
FR > RQ', et pour lo point R',
FR'<FMM-M"R' ou Q"M"-i- i^'R';
FR'<R'Q
ce qui montre que, selon fii'vn jinint es( f.XTbbieuh ou iM'ÉiUEim ''' f:i miirbe, sa distance au foyer est l'LUS CKArsiiE on ïioiriime que ta distamià la directriee.
2G0, De l'équation
on déduit
d'où ii résulte que, dans la parabole,
Le carré d'une ordonnée est à l'abscisse correspondante dans un rnpjiort constant appelé le paramètre de la courbe.
En d'autres termes, les carrés des ordonnées sont entre mtx comme les abscisses correspondantes; OU, les o?-donnèes croissent comme les racines carrées des abscisses.
Ce dernier caractère établit une différence sensible entre le cours de lu parabole et celui de chacune des branches de ]'hjpe/-bo!e.
iSz EK LA PARABOLE.
En effot. puisqiii; Ton a pour celle-ci (229)
il en résulte que les valeurs de 7 croissent presque pt«iii)n\onncUci 1UX abscisses pour des valeurs de x un peu considérables. L'hyperbole s'éloigne donc beaucoup plus rapîdemenl de l'asc des x
Lorsque ^' est irèï-g'riî«(/, le cours do l'Iiypevbole esL presque celui d'une ligne droite ayant pour équation
tandis que le cours de la parabole tend alors à se confondre avec celui d'une ligne droite parallèle à l'axe des ^.
26[. Si l'on combinait, comme on l'a fait au u" 2H, l'équation
j" = -'■p.r avec celle d une droite
afin de reconnaître si la parabole, qui est une courixi infime, a des asymptotes, on parviendrait à l'équation
dont les deux racines ne peuvent devenir injînlcs ensemble, ([uo lorsciiic Ton fait
ce qui exprime que les asymptotes de la parabole seraient itcii.^ ilrmtes parallèles au premier axe principal, mais situées n une distance infinie,
C'est dire, en d'autres termes, que la parabole n'a pas d'asymptotes.
L'équation
r - -ipx
donnant
on peut en conclure le moyen suivant de décrire la parabole par points : Prenez sur le premier axe principal, et à la gauche de l'origine A [fis- 121), une distance AC égale à -xp; élevez sur AX, de différents /minls P, P', P" :. . , , des perpendiculaires, puis décricei sur les lignes CP, CP', CP",..., comme diamètres, des circonférences i^nHa, par les points Q, Q'i 0"^ ■ ■ ■ , "" '^'■■f circonférences rencontrent le second axe, menez des
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Lus points M, M', SI",. . ., déterminés par la rencontre (le ces parallèkd avec les perpendiculaires, sont des points de la parabole demanda. Kn effet, pour une abscisse /juetconque AP, vous avez
CA : AO : : AQ : AP, on tp : MP : : MP : AP ; il'où
wf' ■== ■>.]> AP.
Les points de la partie inférieure de k courhe se déterminent en prolongeant les perpendiculaires de longueurs égales à elles-mêmes.
3Ki. Mesure d'un segment PAUiBOLiQUË. — Proposons-nous , comme pour l'ellipse (116), de déterminer Wdre d'un segment compris entre un arc de parabole MA?», et une corde Mm perpendiculaire au premier ase, ou simplement Vaire tla dcmi-si^gment APM.
Pour y parvenir, considérons sur l'arc AM [fig. i' poinlsM, M', M",...; et de tous ces points, menons d€ et des parallèles à l'axe AX ; ces droites déterminent des rec B''P'P"M',..,, que nous nommerons rectangles intcrieu. reclanglesR'QQ'M', R^Q'Q'M",. , ., qui seront appelés r.
.a) une suite de
is perpendiculaires
tanglesRPP'M',
rs, et d'autres
Cela posé, en désignant par a: et j, .: données des différents points M, M', M'',, rectangle iVj/A-ifwEPP'M',
x" et y", ... les eoor- , pour la surface s du
et pour celle / du rectangle extérieur correspondant
t-=xl[j-f]; d ou 1 on déduit
Mais puisque les points M, Si', ... se trouvent sur la courbe , relations
il vient donc, par la substitution,
On obtiendrait, pour les deux rcciiingles suivants.
et ainsi des autres.
Observons, d'ailleurs, que les poinls M, M', il ,. . . peuvent 6trc pn: sur la courbo, de telle manière que l'on ait la suite de rapports égaus
m étant Mw,fraciion co/ulantc aussi petite que l'on veut. Il suffit, pour cela, de prendre sur AY des parties
puis de mener par les points Q', Q", . . . des parallèles à A5. Au moyen de cette condition, les rapports '-i rr • ■ • deviennent
ce qui démontre déjà que le rapport entre la somme ries recliiiigles intérieurs et celle des rectangles e.'ctêi'ieiirs est égal à In quantité constante a -h m.
Maintenant, comme il est évident que, si l'on prend pour m une trèspetite fraction, la somme des rectangles intérieurs différera fort peu du demi-segment AMP; que la somme des rectangles extérieurs différera aussi fort peu de la figure mistiligne AMQ, et que ces différences seront d'autant plus petites que la fraction représentée j>ar m aura une moindre valeur, on peut conclure qu'à la limite, c'est-à-dire lorsque l'on supposera m = o, les deux sommes de rectangles se confondront avec les surliices AMP, AMQ, et que l'on aura
AMQ "
APMQ=-. 3AMQ,
AMQ^--;APMQ, ou AMP^ |APMQ ^ Sjy.
Donc, enfin, la surface du demi-segment parabolique AMP est égale aux deux tiers du rectangle construit sur les coonhnnêes extrêmes.
H résulte de là qu'un segment parabolique est «ne surface can-able; oe qui n'a iieu ni pour le cercle ni pour l'eilipse, dont les aires sont exprimées en fonction du rapport opprocité de la circonférence au diamètre.
ir.MENT PAllAnOLlQUE.
26i. Équation de la tangente et expbession de la sous-tangente. — ÂBn d'obtenir l'équation de la tnngente en un point {x' %y'\ donné sur !a courbe, appliquons, soit îa méthode du n" 101 comme pour l'ellipse (ISIi), soit la règle des dérwèes (102).
I) vient, pour le coe£kient d'inclhiaimn.
et, par suite, pour l'équation clierchée,
ou, simj)!ifi<uit à l'aide de la relation j'- -- ■i.px',
{■>.) r/ = /.(xH-^'),
équation que l'on peut déduire de celle de la courbe en y changeant j' cayx', et ^px o\x p{x -i-x) en fix-^ x'); ce qui rend cette équation facile à retenir.
Soit fait j — odans l'équation simplifiée (a) {fig. ia3); il on résulte
d'où
x---^.-x', ou AR:.-AP.
Ainsi, pour mener une tangente à la parabole en un point donné M sur la courbe, il suffit de prendre une distance AR é^aie a l'abscisse ÂP dr ce point, et de joindre le point M tia point R.
Si l'on fait de même j = o dans l'équation '/ou simplifiée {i), on trouve
pour 'i ca:pressiiin de la sous-tungenle PR.
Co qui démontre c^ abstraction faite da signe, la snits-tangcnte est DOUBLE de l'abscisse du point de contact.
Le signe dont cette ligne est affectée convient d'ailleurs à sa position actuelle, puisqu'elle se compte à ht gauche du point P.
356 DE LA r.lRABOLlî.
— L'équation de la tanjjento taant
OU a, [lOTir ccIIg de la normale au mèiiie point,
et si l'on fait encore dans cctlo Équation r — o, il vient
.-.' ou VS='4^-p.
Donc la sous -normale est constante, qtielle que so'it la position ilii point de contact, et égale à la moitié du paramètre.
266. Discussion du COEFFICIENT AKGULAliiK de la tiingeiitc. — Coilim;-
dans le coefficient d'inclinaison
l'ordonnée 7' peut passer par tous les étals de grandeur, il s'ensuil qoe la tangente est susceptible de prendre toutes les silnations possibles par nipport au premier ase.
Soit
on trouve
c'est-à-dire que la tangente menée par le point A est pcrocndicidaitc à AX.
Elie est parallèle à cet axe aux points pour lesquels on a
Si l'on veut connaître en quel point la tangente fait avec le premier axe principal un angle de 45 degrés, ou égal à la moitié d'un angle d}-oit, il suffit de poser
■^ = 1; d'où r'-=/., J -
et, par suite,
ce qui est (li2) la valeur de Xabscisse du, fcrfer.
D'où il suit que, dans la parabole, la tangente menée par le ])oint de l.i courbe dont l'ordonnée passe par le foyer fait avec l'axe des x un ang!,; de 45 degrés.
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Ce serait ici, d'après l'ordre que nous avons adopté pour les deux premières courbes, le lieu de considérer la tangente menée par un point extéi-ieurà la courbe; mais nous déduirons la solution de cette question de la propriété suivante.
Propriété de In tangente par rapport an rayon vecteur.
267. Menons ie rayon vecteur FM et calculons l'angle FMR, comme nous l'avons fait pour Vellipse.
En dÈsignant par a, a' les tangentes trigonométriques des angles MRX, MFX, on a évidemment
tangFMR ou tangV -= " ~"",- Or l'équation du rayon vecteur passant par le point F, pour lequel on a
est de la forme
et comme il passe en outre per le point do contact ( j^', j-'), il en résulte
Comme on a d'ailleurs
a- '-i'cïpression de tan g V devient
-ipx '-Pf
tangV= —
■i.pf
-hy>y'
ou bien, à cause de j-'^
■■ = -t-px',
tangV =
■tp^' + p-' ■ix'y'+py'
d'où l'on voit que l'angle FMR est égal & l'angle MRF.
Ainsi la tangente divise en deux parties égales l'ongle fiili formé pn ■ le rayon vecteur FM et une parallèle à l'axe des x, menée par le poini M.
C'est ce que l'on peut encore reconnaître ainsi qu'il suit :
A^. de l'Ai, à la G. 1^
Iï58 T)E L* P.VRABOLE,
On a vu (264) que les distances AR et AP sont égales; d'où résiiRe
FR = ^ -i- AP ;
d'un autre côté, DD' Étant la directrice, il vient
FM ^ MG = -^ + AP
angle FMR -- angle JIRF = angle KMIl.
268. Cette propriété [ournit le moyen de mener une tangente par un point de la coarbe, ou par aa point pris hors de la courbe. 1° Pour mener une tangente par le point M,
Tins la ligne MH parallèle à AX; joignez le point F aa. point G, où cette parallèle rencontre la directrice; puis abaissez MR perpendicalaire SurFG.
Vous aurez la TANaBNTE DEsiAHnÉB ; car, le triangle FMG étant isoscèk-, la ligne MR divise en deux parties égales l'angle au sommet FMG,
On peut reconnaître, à posteriori, que la bissectrice de l'angle FMG n'a que le point M de commun avec la conrhe.
Ea effet, soit N un autre point quelconque de cette ligne, et tirons les droites FN et GN, puis abaissons la perpendiculaire NK sur DD'.
On a, d'après la construction,
m ^ KG ;
mais l'oblique NG est plus grande que la perpendiculaire NK; donc HP est plus grand que NK, et, par conséquent (2S9), le point N est situé Itors de la courbe.
Il est à remarquer que cette construction dépend uniquement de la définition de la parabole.
1° Pour mener la tangente par un point N situé hors de la courbe,
Décrivez de ce point comme centre, avec un rayon égal à la distance NF, ^aie circonférence de cercle qai coupe la directrice au point G ; menez G/ àAX.
Le point d'intersection M de cette parallèle avec la courbe est le
POINT BB CONTACT
Car on a, par construction, et d'aprfes la définition de la parabole (Ul),
doncdelaligiieNMestper(jeiidioulaire sur le milieu delà corde FG, et divise l'angle FMG en deux parUes égales.
La même circonférence rencoQtre la directrice en un surond point G', lai que, si par ce point on mène une ligne parallèle à AX, le point ob celte parallèle rencontre la courbe est le point de contna de la seconde ' n peut mener par le point N.
Cûii/iéijueme.'i de la pnipriéié précédente .
269. Pkesiière conséquence. — Si l'on suppose un foyer de chaleur' placé au point F, tous les rayons qui viennent tomber sur les diiférents points de la courbe, devant se réfléchir de manifere à former un iingle de réflexion égal à cchd d'incidence, prendront nécessairement une direction telle que M/, parallèle à l'axe principal.
Cela explique pourquoi l'on donne à certaines .surfaces réjlèchissamas
la FORME PAHABOLIODE.
270. SECoiVDE cONSÉooENCE. — On vient de voir que, si Von joint le point F au point G, la ligne de jonction FG est perpendiculaire sur la tangente, et se irouvo divisée en deux parties égales par cette tangente.
D'un autre côté, l'axe des y, parallèle à DD', étant mené par le point A milieu de BF, passe nécessairement par le milieu de FG.
Donc le pied I de ia perpendiculaire abaissée du point F sur la tangente est situé sur l'axe des/.
Ce qui démontre que
iSï dufnycr on abaisse des perpendicalaircs siir les tangentes, le liei! GÉûUBlBlQiiB des pieds de toutes ces perpendiculaires n'est mare chose que le second axe de la parabole.
Cette propriété correspond à celle du n" 201 relative à l'ellipse.
g III. — Diamètres ue l.\ parabole. — Axes conjugoés.
271. En partant de la définition générale du diamètre d'une courbe [177), il est facile de reconnaître que, dans la parabole (Jig. 124), ions les diamètres sont des droites parallèles à l'axe principal.
En etîet, si l'on combine l'équation
y'=ipx avec l'équation générale
d'une cordu, telle que MM', et que l'on élimine d'abord l'iibscJsse x, i!
Or, en désignant par x' et j', x" et y" les coordonnées des points M, M' communs a la courbe et à la corde, puis par X et Y celles du point mi- /leuN, ona(961
d'un autre côtô, l'équation (i) étant du second degré en j-, la moitié du coefficient de y, pris en signe contraire, est Èsale à ^— ,— ^- ■ D'oil résulte la relation
Comme la quantité a est une constante pour touttis !es cordes paratlcks à MM', il s'ensuit que la valeur de Y est elle-mûme une constante, quel que soit X.
L'équation (a) est donc celle du lieu géoméirii/ue des points miliaiix de toutes les cordes ; et l'on voit que ce lieu n'est autre chose qu'«/;e droite parallèle à l'axe principal.
472. Axes conjugués. — De l'équation [2) on déduit pour lu cocj/icient d'inclinaison de la corde MM' par rapport au diamètre LL' ou à l'axe AX, qui lui est parallèle,
Y représentant l'ordonnée du point L.
Or ce coefficient est aussi (264) celui de la tangente II' au môme point L.
Donc la tangente en un jjoint de la parabole est parallèle à toutes les coi-des par le milieu desquelles passe le diamètre correspondant à cette tangente.
On donne le nom d'AXEs coraueuiis au système des deux droites LL', II', dont le système des axes principaux n'est, en quelque aorte, qu'un cas paiiiuulier.
De la parabole rapportée à un système d'axes conjugués.
273, Il résulte évidemment de ce qui vient d'être dit, que l'équation de la parabole ra/i/iortee à un système d'axes conjugués k'X', 1^'Y' (Jîg. 125)
PHOPR. BE LA COURBE RAPPORTÉE A DES AXES CONJUGUÉS. aGl
doit être de la formo
i étant une constante, qui dépend de la position du point A sur la courbe.
Afin de déterminer par l'analyse la valeur de cette constante, nous procéderons comme pour l'ellipse et V hyperbole (20i et 238) ; et nous nous proposerons cette question :
Étant donnée l'éiirialion de la parabole rapportée à ses aa;es principaux, trouver i'êqaatioa de la même courbe rapportée à un système quelconque rf'AXES CONJUGUÉS, c'est-à-dire à un systÈmè tel, que l'équa^ tion conserve la forme qu'elle affecte quand la courbe est rapportée à ses axes principaux: .
L'équation de la parabole rapportée à ses axes principaux étant (,) y' = o.pœ,
substituons pour x, y leurs valeurs
au moyen desquelles (115) on passe d'un système rectangulaire à un système oblique d'origine différente; il vient
isin=o:>-'+2siaa'sinaj7;--i-sin'a^'-l-(a6sina'--2pcos't')j '*' I ^-{a6sln5!— 2^cosH):c-i-fi"- ajjfl~o.
Cette équation devant se réduire à la forme
f^-- kx, il faut poser les relations de condition
èsinx'— /îCOSx'= o, 6'— ipa ~o; et l'équation (a} devient alors
Avant d'évaluer géométriquement le coefficient de x, remarquons d'abord que la seconde relation de condition entraînant nécessairement la première, on n'a réellement que trois équations distinctes pour déterminer les quatre quantités a, a!, a, b.
Ainsi le nombre des systèmes d'axes par rapport auxquels l'équatîon kl forme ci-dessus est INFINI.
DE LA PABABOI.E.
La relation
nous apprend d'ailleurs que le nouvel axe des x, qui, d'après la torme de l'équation (3), est un diamètre de la courbe, est parallèle à l'axe principal; ce qui conSrme le résultat énoncé n^a?!, savoir que, dans la pa- EADOLB, tous les dicunètres sont des parallèles à l'are principal. En second lieu, la relation
y-^pa = c
étant ce que devient l'équatioi
lorsque l'on y remplace a: et j par les coordonnées a et 6 de la 'îo«i'i origine, on doit conclure que ceCle origine est placée sur la eourhe. Donnant ka une valeur arbitraire [Jlg. ia5), on tirera del'équatioi
la valeur correspondante de b, et le point A' déterminé par c représentera la nouvelle origine.
Enfin, la relation
expression qui, comparée à la valeur
trouvée pour le coefiicient d'inclinaison de la tangente à la prouve que te nouvel axe des y est tangent à la courbe.
(Ces résultats s'accordent avec ce qui a été dit au n" 272 si conjugués.)
Reprenant le coefficient de a; dans l'équation (3), on voit que
et, par conséquent,
Or, si l'on suppose que AQ soit l'abscisse de !a nouvelle origine A' rfipportÉe aux anciens ases, et que l'on tire le rayon vecteur VA', on sait (267) que ce rayon veoUsur a pour expression
■e que le coefficient dt x dnns l'êrjuation (3), ou le. paramètre de la parabole rapportée a un irstème el'aj:es conjugués, est égal au quadruple de la distance dufoter à la nouivlle origine. Désignant par i.p' ce nouveau pnrainèli-e, on obtient
pour l'équation de \a parabole rapportée à l'un de ses diamètres.
Nous pourrions encore ici, comme nous l'avons fait pour Yellipse el Xfyperhole, nous proposer, réciproquement, de passer de l'équation de la parabole rapportés h un système d'axes roiijugaés, à celle de la courber rapportée h ses axes principaux i mais ce calcul ne conduirait à aucun résultat important.
27i. L'ét] lia lion
prouve que, pow un système quelconque rf'AxKS conjugués, les carrés des ordonnées sont proportionnels aux abscisses correspondantes; c'est la propriété du n° 260 généralisée, puisque les axes principaux forment un système particulier â'axes conjugués.
Cette propriété étant vraie quelle que soit l'inclinaison des axes, on peut, par un procédé analogue à celui qui a été employé (âiO) pour l'ellipse, construire la parabole, connaissant Vangle de deux axes conjuguas et le paramètre correspondant.
Soient AX, AY les deux axes conjugués donnés.
ÉlcocT. au point A une perpendiculaire AY' à AX {.fig. 126), et coït struisez sur AX, AY', considérés comme axes principaux, une parabole ANN' ayant ip' pour paramètre ; niciicz ensuite de différents poims
264 ï*" !■* PABAIOLE.
P, P', ... des parallèles à AY' et à AY, et prenez des parties PM,
P'M',... -^§-<ifej«PN, P'N',....
Les points M, M', - - . appartiendroiil à la courbe demandée.
De la tangente à la parabole rapportée à an système d'axes conjugués.
273. Tangente menée par un point pris sur la courbe, et soustangente. — La solution, du problème des tangentes éUnt indépendante ds l'inclinaison des axes, on a pour l'équation de la tansenle en un point M (lE, /}de la courbe [fi^. laS),
ou, simplifiant à l'aide de la relation 7" = a//j;',
yy' = p'[x-^x'\.
Si l'on fait y = a dans cette dernière équation, on trouve
j:^--x' ou A'R^-A'P.
La mâme hypothèse introduito dans l'équation non simplifiée do la tangente donne
pour l'expression de la sotts-tangente PR ; d'où l'on voit que la sous-tangente est négalii'e et numériquemEnt dourlb de l'abscisse du point de
Ces résultats sont conformes à ceux du n" 26i.
Quant à la propriété démontrée n° 2û3 pour la sous-noumaië, elle no saurait exister par rapport à des axes conjugués obliques, puisque le coeEScient de -z dans l'équation de la normale dépend essentiellement (61) de leur inclinaison.
276. Tangente menée par un point extérieur. — Si l'on propose de mener une tangente par un pointN [fig. la?) ovi (a, S) donné Iwrs de la courbe, on a, pour déterminer les coordonnées j?', y' du p<iin( de contact, les équations
y"=ip'x' et Sy'=-.p'{ii-hx').
Mais au lion d'effectuer l'élimination, on peut, comme au n° ^12, en ro-
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gardant ^r', y comme des variables, construire les lieux géomciriques de ces équations.
La première représente évidemment la parabole déjà conutndie.
Quant à la seconde, qui représente une ligne droite, en y faisant successivement
on trouve
Si l'on porte sur les axes AX, AY des parties AP, AH rcspcclivoment
égales à — ï, ^1 et qu'on tire la droite PH, on &]& second Ucu géomé-
trique demandéi ainsi les points M, m, où cette droite de jmiction coupe la courbe, sont les points de contact des deux tangentes qui doivent passer par le point N.
Comme le résultat a;' = — a correspondant ky'—o ne dépend pas de l'ordonnée 6 du point N, il s'ensuit que, si l'on prend un autre j/oint qaetcnnque N' sur une droite UL' pai-allèle à l'axe des j, menée par le point N, et que l'on tire les deux tangentes N' M', N 'm', \9 ligne de jonction des nouveaux points de contact M', m' doit passer par le même point P de l'axe AX.
Cette droite LL' pouvant ôlre considérée comme située à volonté sur le plan de la courbe, on en conclut, comme pour ¥eltij/se eiV hyperbole (212 et 224), la propositiott suivante, dont la réciproque {wo/es le n" 213) est également vraie :
Une droite étant tracée arbitrairement dans le plan d^une parabole, si, de chacun de ses points, on mène deux tangentes à la courbe, et que l'on /oigne les deux points de contact par une droite, ces droites de jonction, appelées liGNES DE CONTACT, doivent toutes passer par un même point, Irquel se trouve placé sur l'axe conjugué de celui qui est parallèle à la droite ilonnée.
Le point do concours P est le pôle de la droite LL', qui est dite polaire.
n faut observer toutefois que, si la droite donnée était une parallèle LL' {_^g. laS) à l'axe principal, c'est-à-dire un diamètre, les lignes de Jonction des points .de contact M et m. M' et m',. . . ne concourraient plus en un même point, mais elles servent toutes parallèles entre elles; c'està-dire qu'alors elles se rencontreraient toutes à \'infni sur Vaxe conjugué de ce diamètre.
En elïet, supposons pour un inslant la courbe rapportée à ce diamètre et à son axe conjugué ÂY ; comme , pour un point K de la ligne IL', on
3bb DE i.\
a " quelconque, mais ê égal à o, il s'ensuit que les résultats
obtenus ci-dessus et correspondant respectivement à se réduisent à
d'où l'on voit quo la ligne de jonction des deux points de contact M et m va rencontrer l'axe des y h, l'infini.
On arriverait à la même conclusion en remarquant que la ligne de jonclion dont i'équation est, généralement, de la forme
se réduit, dans l'hypotliÈse de ê = o, à
dwr.niire ;/(" + «') = «;
ce qui est l'équation d'une droite parallèle à l'axe des j'.
lON.NtËS rOLAlBES.
DES COORDONNÉES POLAIRES
Définitions.
277. Jusqu'ici, nous avons supposé une ligne déterniinée de position sur un plan, au moyen d'une équation entre deux variables exprimant les dislances de chacun de ses points à deux divites fixes , comptées parallèlement à ces droites.
Mais il existe un autre moyen de représenter analytiquement les lignes, et ce moyen offre, dans certains cas, des avantages sur le précédent.
Pour fixer les idées sur ce nouveau mode, considérons une courbe mMm' [fig. isg)', une droite quelconque OB, et un point fixe 0 sur cette droite.
Menons de ce point, nommé pôle, à un point M pris arbitrairement sur la courbe, une droite OM appelée rayon vecteur; et désignons par p ce rayon vecteur, par i> l'angle qu'il forme avec la droite fixe OB.
La courbe sera déterminée si l'on parvient à établir une relation entre p et ^, qui soit vraie pour tous les points de la courbe et n'ait lieu qiie pour ces points; car, en donnant à ç une série de valeurs ^', ^", qj'", . . . , on iârera de la relation /(p, ^) = o des valeurs correspondantes p', p', p",... pour p.
Formant alors au point 0 des angles U)B, L'OB,. .. égauï à f', tp",. ■■, et portant sur CL, CL', ... des parties égales à p', p", . . . , on obtiendra des points M, M', . . . , qui appartiendront exclusivement à la courbe.
Los variables p et ^ sont ce que l'on appelle des coordonnée!, pokdres, et l'équation
est dite ïéquntion polaire de la courbo.
Formates pour ta tninsfnnnation des coordonnées.
278, Une courbe étant déflnie, on peut se proposer de trouver une équation piSlaire de cette courbe, en choisissant d'une manière convenable le pôle et la droite fixe menée par ce point.
DES COORDONNÉES POLAIRES
Mais souvent on suppose que la courbe est d^jà reprÉsentée sur son plan par une équation entre coordonnées reciilignes; et il s'agit alors d'en déduire une relation constante entre des coordonnées polaires.
(Lorsque les axes primitifs sont rectangulaires , on donne quelquefois auK coordonnées la dénomination de coordonnées orthogonales.)
On est ainsi conduit à la question suivante :
Passer d'un jp'ïème de coordonnées rectilignes {orthogonales ou obliques) à un système de coordonnées polaires.
Soient, pour cela, AX, AY deux axes par rapport auxquels on ai! déjà i' équation
OB une droite quelconqne, et 0 un point ^xe pris sur cette droite.
Menons par le point Oies lignes OX', 0\' parallèles à ces axes, et désignons par a, b les coordonnées AH , OH du pôle 0, par « l'angle BOX', par 9 l'angle des deux axes; le rayon vecteur OM et l'angle MOB sont
d'ailleurs, comme r Cela posé, la figr
lous l'avons dit ci-dessus, représentés par p et f . ire donne évidemment
AP ou x = f, + OK,
MP ou j=6 + MK;
mais on a, dans le
trianglo MOK,
d'où l'on déduit
OK sinOMK iMK siniMOK. OM sinOKJtl' OM sinOKM'
Substituant CCS valeurs dans les expressions de x et doj-, un obtient les formules
valeurs qui, reportées dans l'équation
donneront X'éqitation polaire dcmiiiKlce.
Dans le cas ilHaxes rectangulaires, co qui a lieu communément, (
fl = 90°, dou
sin9 = 1, sin(9— 'f — h) — cos(9 -t- «),
EXEMI'LES l/fiQl'ATIONS POLAIIllîS. zljsf)
les formules deviennent
(a) a: = û+peOS(ï-+-a], _j-=&4-psin(l' + s:).
Outre cette hypothèse, on peut supposer que la droite fixe soit parallèle à l'asB des a, c'cst-ù-dire que l'on ait
il vient alors
(3) ^ = o-f-pcosï, x=^-^?sinf.
Enfin, il peut se faire que l'origine primithe soit prise pour péls; et l'on obtient, dans le cas de coordonnées orihogonukx,
Les deux derniers systèmes sont ceux dont l'emploi est le plus fréquenl.. N. B. — Dans le dernier cas, si l'on cai-re les deux membres de cliaque expression, et que l'on ajoute membre à membre, il vient
relation qui se trouve toujours intimement liée avec les relations (4].
279. RÉciPBOorEJiENT, une éi/itation polaire étant donnée, pour passrr à arie équation entre coordonnées rectilignes, de même origine OU d'origine différente, il convient de faire d'abord usage des formules
valeurs au moyen desquelles on passe de l'équation proposée à l'équation entre coordonnées orthogonales de même origine.
Après quoi, l'on a recours ai.\ formules, déjà connues, de la transformation des coordonnées rectilignes pour obtenir l'équation de la courki rapportée à des axes obliques et d'origine différente.
Exemples d'équations polaii'es el conséquences qui s'en dédttisciil.
S80. Équation poUtire du cercle. — Pour montrer le parti quo l'on pevtl tirer de Yéqaation polaire d'une courbe, proposons- nous de déterminer celle du cëucle, au moyen de la transformation des coordonnées (278), en prenant pour pôle un point quelconque 0 {fig. 1 3o ) pris dans son plan.
l'OLAIEES.
L'équation du cercle rapportée à son centre et à ] aires étant
il suflit de remplacer a; ut j par leurs valeurs (3); et Von obtient, toult' simplification faite,
p' + alacoso-F bs\n'a]p-^a'-i-b^ — K' — o.
(La droite ^a:e, à partir de laquelle se compto l'angle f, est une ligne OIS parallèle à l'axe des x.)
Désignons par p', p" les de\ix racines de cette équation ; on a, d'apros un principe connu,
Or, cette relation étant indépendante de l'angle ^ que forme la direction du rayon vecteur OM avec la droite fixe OB, il s'ensuit que, pour deux lignes quelconques M"', Wm' menées par le point 0, on a
OMxOm = OSrxO«/, ou OM:0M'::O/»' :0/'i;
CCI qui conduit h cette proposition connue, que dcnx cordes d'un eeirle jf coupent en parties inversement proportioiinelles . On suppose ici le point 0 intérieur au cercle ; 'd'où résulte
d'-i-lP- ou Âo'<R', et, par suite,
Donc, dans ce cas, les deux facteurs OM, On;, correspondant à une même corde, sont de signes contraires; et cela doit être, puisque ces distances sont comptées en sen^ contraire l'une de l'autre.
Lorsque le point est extérieur comme en O', on arrive à un résultat analogue, mais se rapportant aux sécantes entières et à leurs parties extérieia-es, telles que 0'N« et O'N.
Comme on a alors
fi' ^_ b^ > ir, d'oii
"' + /''-It'>o,
les deux facteurs O'N, O'n sont de même signe; et, en effet, les distances se comptent dans le même sens.
Enfin, si l'on mène la tangente O'D, et que l'on tire le rayon AD au point de contact, on a la relation
0^' = AO''-ÂD' = ^r-[- /-'-R'j
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et comme déjà ," d'après ce qui vient d'être dit, l'expression a'-t- b' — R' représente le produit O'N x O'/i, il en résulte
0l)'-^0'Nx0'« 011 0'N:0'D::0'D:0'N.
Ainsi, la propriété de la secQrtfe au cercle par rapport aune ta/igente issao du même point 0' se trouve également démontrée.
281. Équation polaire de l'hyperbole. ~ Soit encore proposé de trouver l'équation polaire de Ykxperbole, en prenant powr pôle lo centre do la courbe, et pour droite fixe le premier axe.
11 ne s'agit, pour cela, que de substituer les valeurs
(4) sr^^pcflSï, j=. psin^i,
dans l'équation
ce qui donne la transformée
f-[k' sin'f - D= CCS» =-- — A'B'; d'où l'on tire
AB
cos'jiv''''" A' tang'i'
Or l'inspection seule de c« résultat montre ■-
1° Que, si par le point 0 (Jîg. ii3), centre de l'hyperbole, on trace une droite quelconque rencontrant la courbe ea deux points M, SI', les parties OM, OM' sont égales et de signes coniraiivs;
a° Que la valeur de p exige, pour être réelle, que l'on ait
Si l'on fait
B' „ ^ ^ , li
tang 9 ^p' tloù tangqj- ^^,
on voit que les droites menées du point 0, de manière à former les angles dûnt les tangentes trigonométr iques sont -i- T ^^ " T ' sont les lignes de sÉPAEATiON des droites passant par le centre qui rencontrent la courbe, de celles qui ne la rencontrent pas {-aoycz le n" 223).
Ces exemples suffisent pour montrer avec quelle facilité les propriétés des courbes se déduisent d'une de leurs équations polaires.
DES COORDONNÉES POI.AIRUS
Equations polaires des trois courbes dit second degré.
282. Pour élablir les équations polaires des trois courLes du second degré, il est d'usage de prendre un fojer pour pâte et le premier a^c pour droite fixe.
Considérons successivement chacune des trois courbes, et, au lieu d'appliquer les formules (278) de la transformation des coordonnées, servonsnous des expressions trouvées pour les rayons vecteurs, d'après la défini lian des courbes.
Ellipse. — Soitprispour;îdfcle/(jje/-F [fi^. iSi); on a obtenu (■12(5), pour l'expression du rayon vecteur FiM,
is la figure donne
X ou OP =
Discussion. — Soit d'abord <p — o, auquel cas le rayon vectijur se confond avec le premier axe ; il en résulte
cos'j = i, d'où p = ^'~''- = A-c =FC;
on obtient ainsi B pour l'un des points de la courbe.
A mesure que f augmente, cosfp et, par suite, k -h c coso diminuent, en sorte que lé rayon vecteur devient de phis im plus gimid.
Soit
ij) = 1)0° ; d'où C03 tf II-- o i
le rayon vecteur se réduit à
on retrouve ainsi Xordonnée PN passant par le fojer {voyez le n° 146),
L'angle ç continuant d'augmenter et devenant obtus, cosç cliange de signe et augmente «umémquekbnt; donc le dénominateur diminue encore, et la valeur de p continue elle-même ^augmenter. Supposons 9 égal à l'angle CFX dont la tangente trigcnométrique a pour
EQUATIONS POLMRES DES TROIS COURBES DU 2"
il en résulte
à'oix, en substituant dans la valeur de p,
c'est, en effet, la valeur du rayon vecteur FC (13!). (f =-- 180°; d'où cosf =- — Il , = ^' = A + . = Fi.,
c'est le rayon vecteur correspondant au sonwict A.
Remarquons mainf«nant que, si l'on change ip en — y, cos^ ne change pas, et qu'ainsi l'on retrouve pour les angles cFX, /jFX, mFX, DFX,..,, situés aurdessoas du premier axe, les mêmes rayons vecteurs.
D'où l'on voit que toia les points de la courbe sont représentés par Véquntion polaire qui a été établie.
283. Hyperbole. —Ed fixant lo/jâ/e au /ojer F {fig. iS?), on a, d'après la valeur trouvée (133) pour FM,
FM ou p = ^ — A.
' A D'un autre côté,
X ou OP = OF — FP = f — pcosMFP;
et si l'on convient, comme en Tiigonométrie, de compter Ids angles à partir du sens /wjiï// de la dnite fixe OX, ce qui donne
cosMFP = — cosï, il vient
^ = rH-pcosT.
Substituant cette valeur dans celle de p, on obtient d'où l'on tire
Ap. de l'Ai, à la G.
■i-lll DKS COOHDONNÉEs POLAIHÏS.
Discussion. — Pour mieux faire comprendre les détails de cette discussion, nous partirons de l'hypothèse ^ = go degrés; puis nous ferons clécrottre et augmenter successivement l'angle q;.
Pour f ^ 90 degrÉs, on 3
d'où
A-tcosç = A;
c'est (146) Xordonnée qui passe par le/ojcrF,
L'angle ^i rfiminKcmï à partir de go degrés, cosf est positif et augmente sans cesse; et, par suite, la quantité A — ccosç diminue jusqu'à co qu'elle devienne nulle, aûque! cas on a
résultat qui a besoin d'être interprété. Or de la relation
A — c cos^ =
Ce qui prouve que, si l'on mène par le pôli: une parallèle GFG' à l'asymptote LL', cette droite représente la direction que doit prendre, dans l'hypothèse actuelle, le rayon vecteur qui, d'ailleurs, est infini, comme on vient de le voir.
Laissant, pour le moment, de côté les valeurs do ^, inférieures 'a l'angle GFX, faisons croître <^ à partir de 90 degrés.
Alors cosy devenant négatif si augmentant de plus en plus nuhériguEMEiST, A — ccoSî augmente également, et, par suite, p diminue, jusqu'à ce que l'on suppose
ç = iSo", d'où cos^ = — I ; ce qui donne
D'où nous pouvons conclure que tous les poiuis de la brandie supérieure BMM"M'". . ■ sont représentés par l'équation polaire qui a été établie cidessus, savoir : la portion BMN, au moyen des valeurs de <f, depuis 180 de-
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gréa jusqu'à 90 degrés, et la portion NM'".. . , au moyen des valeurs de f^ depuis 90 degrés jusqu'à l'angle GFX, correspondant à tangy = t"
Comme, d'ailleurs, en changeant ? en — ^, on retrouverait, ainsi que cela a eu lien pour \elUpse, les mêmes valeurs de p, la brEuiclie iiiférieiire SU'm"'iti'.. . est également représentée par l'équation dont il s'agit.
Il suffirait, pour une valeur positive donnée à f, M"FX, par exemple de décrire du point F comme centre, et d'uii rayon égal à la valeur correspondante de p, un arc de cercle ^fD/ii"', puis de prendre Dm'" = DM°.
Considérons maintenant les valeurs de f inférieures à l'angle aigu GFX.
L'angle y continuant de diminuer, cosf reste encore positif et nugmf«(e sans cesse; par suit*. A — coosf, qui était na/ pour -y = GFX,. devient négatif et va en augmentant numériquement; donc p, qui est lui-même négatif, va sans cesse en diminuant, jusqu'à ce que l'on sup-
co qui donne
0 = 0, d'où cosij c'- A= ,
en valeur résolue, représente FA, et correspond au sommet A.
Ainsi, la partie supérieure de la branche de gauche de l'hyperbole est déterminée par des rayons vecteurs, tels que PHi", mais en rayons néga-
If,.
La partie supérieure de cette même branche se déduit de la partie /«féiieure, d'après l'observation déjà faite, que le oliangement de ? on (— ç) n'altère pas l'expression de oosf.
284. Première remarque. — L'ellipse est représentée complètement en rayons positifs par son équation polaire, tandis que, pour I'hyper- BOLB, la branche de droite correspond à des rayons positifs, et la branche de gauclie à des rayons négatifs.
Cela peut s'expliquer nnalytiquement de la manière suivante.
Dans I'eixipse, lo rayon vecteur partant du point F \fig. iSi) a pour générale
valeur qui reste toujours positive, que! que soit le signe de x Dans l'hyperbole {fig. i3ï), au contraire, l'expression
iHS COORDONNf
qui est positive powr tous les points de ia branche de droite, devient »e^rtlive pour la branche de gauèhe, puisqu'alors x est négatif. Si l'on voulait ohtenir cette seconde branche en rayons positifs, il faudrait d'abord changer ^ en — .r, ce qui donnerait
comme on a, d'après la ligure, povir le point m\ sur lo partie i'/fé- •e de cette branche,
Pour la partie Mipéi-iciire, l'expression du rayon vecteur resterait la mCme, puisque
285. Deuxième rcmar'jnR. — Le changement de signe pour les rayons vecteurs de l'hyperbole est analogue à celui qui a lieu pour les sécantes tri gon ométriques .
On sait, en effet, que pour une sécante positive, l'extrémité de l'arc se trouve placée entre le centre et l'extrémité de la hgne, c'est-à-dire sur la sécante elle-même, tandis que, pour une sécante négative, l'extrâmité de l'arc tombe sur \& prolongement de la ligne et ea sens contraire de celui où Von compte cette sécante.
De même, pour les rayons vecteurs positifs, le point correspondant de la courbe se trouve placé sur la direction même du rayon; tandis que, pour les rayons négatifs, le point de la courbe est situé sur !e prolongement de ce rayon et en sens contraire de sa direction.
280. Parabole. — lapôle étant en F [fig. i33), le rayon vecteur FM a [142) pour expression
AP ■- .VF _ PF =.- ^ - r-
yGoosle
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u bien, à cause ds cosMFP ~ — cosif,
qui donne
Discussion. — Pour (f — 180 degrés,
parsnite
p = 2 = FA.
mimet A se trouve ainsi déterminé
Le snmmet A se trouve ainsi itéterminé.
A mesure que l'angle ij diminue, depuis 180 jusqu'à 90 degrés, cosf no cesseras d'être négatif, et va toujours en diminuant numériquement; I — oostpva doncsans cesse en dimimiant et p«((^mcn/e continuellement.
Quand on suppose ? = 90 degrés, d'où cosrf = o, la valeur de p devient
c'est (li3) l'ordonnée qui passe par le foyer.
L'angle y continuant de diminuer à partir de 90 degrés, cos^ est positif v,i augmente sans cesse; donc 1 — cos? diminue, et, par conséquent, p augmente de plus en plus, jusqu'à ce qu'enfin on arrive à ^ = o, auquel cas il vient
D'où l'on voit que pour ixiutes les valeurs de <p, depuis 1 80 degrés jusqu'à o, le rayon vecteur augmente continuellement de — à Yinfini.
Même conséquence d'ailleurs que pour I'elupse el l'iiYPEnDoLB, en ce qui concerne les valeurs négatioes attribuées à l'angle f.
Ainsi, la parabole est, comme Vellipse, représentée complètement en rajvm positifs par son équation polaire.
287. Équation polaire commune aox trois courbes du second degré. — On peut comprendre dans une seule formule polaire les trois courbes du second degré. Mais, pour cela, il est nécessaire de modifier l'équation polaire de I'bllipse, en prenant pour pôle le point F au lieu du point F, afin de donner à ce pûîe une position analogue à celle qu'il occupe dans les deux autres courbes.
BES cooRDON^ËES polaihes
Oïl a (126), pour lo rayon vecteurFM (Jlg. i3i),
donc
u OP = F'P- OF'
d'où
Cela posé, si, dans cette équation et dans celle de I'hïplrhole (283),
' A-tcos'?' remplace A'-- c' et e'~ A' par B', il vient, pour l'une et l'autre.
La quantité ^ ou ^ (qui exprime, comme on l'a vu au n" Kl ,\e mppoi-c des distances d'un point quelconque de la courbe à l'un desfojei-s et à la directrice placée du même côté que ce foyer à l'égard du centre 1 a reçu dans l'ellipse et l'hyperbole le nom d' excentricité. Dans la première, on a
A dans la seconde,
Quant à la parabole, comme son équation polaire ,
peut Être déduite de la précédente, en faisant c = i, il en résulte que
fiQUAT. POLAIRE COMH. AUX TnOIS COURBES BU 2" DEGRlï. 3^()
rùquation
raprésente à la fois les trois courbes, savoir :
Yei/'pse, pour e < i,
Vhyperbole, pour c ^ i et la parabole, pour e — i
N. B. — Pour que l'excentricité e ait une signification dans le cas de h paruhoie, il faut admettre que c et A deviennent t/ifiriu à la fois; ce qui est vrai (li-i) ; ot alors on a
Nous renvoyons an hmtirmc Chapitre la discussion de quelques équations par tien lié l'es de cette espèce.
CHAPITRE VIL
QUESTIONS SE RAPPORTÂNÏ AUX COURBES DU SliCOJ^D DEGlîÉ.
Après avoir exposé séparément, dans les précédents Chapitres, les propriétés de chacune des trois courbes du second degré, nous nous proposons, particulièrement, dans ce Chapitre, de traiter des questions qui se rapportent aux trois courbes considérées ensemble.
288. Première oltstion. — Étant donnée, pour un système d'axes rectangulaires, l'équation
qui comprend (146) les trois courbes du second degré,
Reckercîwr, dans le plan de chaque courbe, les points teh, que leur dislance à un point quelconi/ue de la courbe soit iine fonction nfaiOK^iEU.K de l'abscisse de ce dernier point.
On sait déjà que les foyers jouissent de cette propriété, puisque l'e:ipression de leur distance à tout point de la courbe est
A + — et ^•~-~r poi'" ^ellipse,
-^- H- A et Y — A pour l'hyperbole,
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m, remplaçant j par sa valeur tirée de l'équalion (i),
Cette expression, présentant deux radicaux qui se recouvrent, restera nécessairement, d'après les principes de î'Algètire, irrationnelle tant que le petit radical subsistera sous le grand ; il faut, par conséquent, que l'on
Mais cette condition doit, suivant l'énoncé, être satisfaite pour toute valeur de la variable x ; elle se réduit donc, pour la question qui nous occupe, à la relation
d'où l'on voit déjà que, s'il existe sur le plan de la courbe des points dont la distance à un quelconque de ses points soit i-iiUoniiellc en x, ils doivent être placés sur l'axe des x.
Dès lors l'expression ci-dessus se réduit à
h -ipx
Or, il résulte encore des principes de l'analyse algébrique, que la quantité soumise à ce nouveau radical ne peut être un carré qu'autant que l'on a
^[x'-p)^ = ^[^ + q)x^^ OU [x'.^pY = [,-^<i)x'\
OU bien, en effectuant les calculs et réduisant, (3) qx'''^%i,x'—i>^ = o.
Discutons maintenant cette équation de condition en considérant successivement chacune des trois courbes, et en commenc^ni par le cas leplus simple, celui de la parabole.
On a, danscecas{158),
y = o; et l'équation (3) so réduit à
ipx' — p'' ^ a; d'où rJ---'-
La valeur de D devient d'ailleurs
aSa OLESTIOKS se rappoktakt
D'où il suit que, pour la paraboio, il n'existe qu'ii/i seid point susceptible do satisfaire à l'énoncé de la question ; et ce point n'est autre que le/ojt?-, tel qu'il a été défini au n" 141.
Ellipse. - On a (liG)
ce qui donne, pour '.
'équation (3),
ou, simplifiant,
donc
Ainsi, pour l'ellîpsc, il esiste^e«.E points satisfaisant à l'énoncé; et ces points ne sont autres que les foyers, tels qu'ils ont été définis an n° 124. Si l'on porte la première valeur de x' dans l'expression (a) en même temps que celles de p et de q, on trouve, en désignant par D' la distance qui se rapporte au foyer de droite,
ou, remplaçants' par A'— c',
La quantité soumise au radical est évidemment le cari-é do ^ ^ (A + c), ou de A + t — -r-j el afin de savoir laquelle des deux racines il convient
de prendre, pour obtenir, comme cela doit être, une valeur positive de D', il suffit de remarquer que, pour une valeur de ^ moindre que i\,
-T~ — (A -+- ( ) serait négatif.
C'est donc A -h c — -- qu'il faut prendre ; et l'on a
Quant à la seconde valeur x' = A— r, reportée dans l'expression {■!), elle donne
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d'où l'on lire ia racine unique en valeur positive,
En faisant ta somme des deux distances D' et D", on obtient
Cette propriété constiUie, comme on l'a vu au n" 124, la définition ^'cométrique de l'ellipse.
Opérant d'une manière analogue pour l'HïPEKnoLE, on parviendrait aux résultats suivants :
j;"+2A^'-B'^ o, d'où
D"-D'^ aA; ce dernier résnltat n'est autre chose que l'expression de Va proprîél:^ qui (134) a servi de définition à I'hïpeiibole.
N. B. ~ On a supposé, dans 3'énoncé de la question qui vient d'ûtre traitée, les axes rectangulaires.
Il en devait être ainsi; car, si les axes étaient obliques, l'équation du la courbe conservant la mÈme forme
on aurait (i9), /joi"" l'e-rpression de la dit^i/inre D,
et le terme
rj COS 6 , ou 'X^ ^'j./>x+ q.c' COs
qui entrerait alors sous le grand radical, restant irrationnel pour une valeur de j; quelconque, la valeur de D ne pourrait généralement se réduire à une fonction rationnelle de x.
289. Seconde question — Déterminer la nature et la podiion des diamètres dans les trois courbes du second degré.
(Nous avons déjà résolu cette question séparément pour chaque courbe, en les traitant toutes les trois par une méthode analogue ; nous nous proposons maintenant d'arriver au même résultat, en considérant les trois courbes slmullanément.]
QUESTIONS SE T
Rappelons, d'abord, qu'on nomme diamètre d'une courbe, lo lieit gênmétrique des points milieux d'une série de cordes pm-ailèles menées dans une direction quelconque fi'ojca le n" 177).
Cela posé, prenons l'équation générale des courbes du second degré,
([) Aj-= -\- Ba;j-t- C^' -w DJ--1- E j; -h F -^ o,
les axos étant (ISi) rectangulaires ou obliques.
Appelons a, É, les coordonnées du i)oiia initimi d'une corde quelconque de la courbe, et contenons qu'on transporte Vorigine des coordonnées en ce point, sans changer la direction des axes; il sulïit, pour cela (114), du changer dans l'équation (i)
ce qui donne la tnmsfonuée
(F'= AÔ^'-t-Eflii-hC^' + Dii-E^i + F).
D'un autre côté, l'équation de la cordo rapportée à ce mfimo point comme origine, est nécessairement de la forme
et, si l'on substitue cette valeur de j dans la transformée, on arrivera ù une équation en x qui, étant résolue, donnera les abscisses des dcvj: points d'intersection de la corde avec la courbe. Opérant cette substitution, l'on obtient
(Aw' + Bn;-f-C),î;=-+.[(aAt-i-B«-i-Dlm + aCfl + B/'H-E].r + F'^o,
équation dont les deus racines doivent être égales et de signes contraires, puisque. le point (a, h], milieu de la corde, est supposé, pour le moment, l'origine des coordonnées.
Pour exprimer cette condition analytiquement, il faut et il suffit, d'après les principes de l'Algèbre, que le coefficient de x, dans l'équation cidessus, soit égal à o, ce qui donne la relation (3) [2Ai + B« + D)m + aCrt + B?; + E^=o.
Les deux valeurs de x étant, sous cette condition, égales et de signes contraires, il en est de môme de celle de j, en vertu de l'équation (•>.).
Remarquons maintenant que, pour toute valeur de m déterminée, la relation (3) convient aux coordonnées à^a points milieiur, de toutes les cordes parallèles à celle que nous avons considérée en premier lieu, et ne
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peut convenir qu'à ces points; d'où il suit <|ii'elle repréaedie leur Ueti piométrtqus.
Comme cette équation ( 3) est du pivmiei- degré en «, h, on peut déjà îonclure que
Tous les diamètres des courbes du second degré sont des lignes droites.
De phs, cette équation est évidemment satisfaite lorsque l'on y fait en même temps
2A6 + Brt-i-D = o, aCrt-i- BÈ + E = o.
Or ces deux nouvelles relations sont précisément (-163) celles qui survent à déterminer le centre de la courba. Donc tous les diamètres passent par le centre. Tant que l'on a
B'- ,'iAC< ou >o,
les deux valeurs de a, b sont réelles alfinii^s; elles deviennent injîmes
B'-4AC=o;
ce qui revient à dire que dans la paiiabole tous les diamàtres sont parid-
290, TfiOiaiÈME QOESTIOS. — Une droite étant menée à volonté dans le plan d'une courbe du second degré, si, de chacun de ses points, on mène deux tangentes à la courbe, et que l'on joigne les deux points de contact correspondants, toiaes ces lignes de Jonction jouissent de la propriété de CONCOUBIB EN UN HËME POINT. — Fixer la position de ce point de
[Cette propriété n'est autre que celle qui a été déjà établie pour cliacune des trois courbes [2i2, Wi. et 276).]
Concevons que l'on ait mené d'abord parallèlement S la droite donnée une tangente à la courbe, puis le diamètre passant par le point de contact; et prenons pour système d'axes ce diamètre et cette tangente, en choisissant le diamètre comme axe des x.
L'équation de k courbe rapportée à ce système est noce ssai remont de la forme (,) x''=^nx + mx\
m ot n ayant des acceptions déterminées pour chacune des trois courbes.
Cela posé, le coefficient d'inclinaison dans l'équation d'uue tangente
menée par un point quelconque (x' , y'] do la courbe, ayant (120) pour
a, pour l'équaiioD de cette tangente,
ou, simplifiant,
Maintenant, supposons qu'on veuille mener une tangente par un point (a, ê) pris hors de la courbe ei'sur la droite donnée. On est conduit, en raisonnant comme au n" J93, aux deux relations
qui peuvent servir à déterminer x' ot j'.
Mais il est plus simple (194) de substituer à l'élimination la construction de ces deux équations, dont la dernière représente la courbe donnée.
Pour construire la première, qui est celle de ia droite passant par len lieux points de contact, il faut faire, dans cette équation, siicce^iven:ient
Lo premier de ces deux résuUats, x' -- — — — i étant indépendant do
l'ordonnée 6 du point pris à volonté sur !a droite donnée, on est en droit de conclure que, quel que soit le point de cette droite par lequel on mène les doux tangentes à la courbe, l'abscisse du point od la ligne de contact rencontre l'axe des x est constante ot a pour expression
Donc, toutes les lignes de contact se rencontrent en un même point, qui est situé sur te diamètre pris pour axe des x.
291. Remahqub. — Tant qu'il s'dgit d'une ellipso, le système d'axes qui a servi pour la démonstration de la proposition peut toujours être employé. Il n'en n'est pas de même pour les deux autres courbes.
Ainsi, pour la parabole, si la droite donnée est un diamètre, on no peut prendre pour système d'axes un diamètre et une tangenle parallèle
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à cette droite, puisque dans cette courbe tous ks diamètres sont parallèles.
Mais rien n'empèclie alors de choisir ta droite donnée pour axe des .c, en prenant comme ase des y la tangente au point où elle rencontre la courbe; on a ainsi un système d'axes tout S fait analogue au précédent.
Seulement lé point de concouis est, dans ce cas particuler (276 ), situé à Vinfini, c'est-à-dire que toutes les lignes de jonction des points de contact sont parallèles à la tangente.
A l'égard de I'hyperbolb, i\ y a lieu de distinguer deux cas ;
OO la droite donnée forme avec le premier axe, du côté des x: positif:^, soit un angle aigu plus grand que celui dont la tangente trigonométrique a pour expres-sion + -j , soit un angle obtus molndt-e que celui dont cette tangente est ~ j] et alors, comme il est possible (230) de mener une
tangente parallèle à la droite donnée, on peut avoir recours au système d'axes indiqué.
Od bien l'angle que la droite donnée forme avec le premier axe est, suivant qu'il est aigu ou obtus, moindre ou plus grand que ceux qui ont respectivement pour tangentes trigonométriques
et alors la construetion précédente est impossible.
Dansée cas, c'est le diamètre parallèle à la droite rfonn^e que l'on choisit pour axe des x, en prenant comme axe des / la tangente passant par le point de rencontre du diamètre avecla branche de f^/o/Vc do la courbe.
L'équation n'en est pas moins de la forme
et Ton reconnaît que le point de Ule à la droite donnée,
292. Quatrième oubstion, — Une portion de courbe du second degré étant tracée sur un plan : — i° déterminer sa nature; — a° achever cette courbe et en déterminer les aa:es ainsi que les éléments principaux, tels que les sommets, les foyers, etc.
Pbbmibrehent. — Tracez successivement deux systèmes de deux cordes parallèles, etj'oignez les points milieux: de chaque système par une droite ; vous obtenez ainà (177) deux diamètres de la courbe.
11 peut alors se présenter tbois cas :
aSO QUESTIONS SE RAPrORTANl
Ou les (leuK droites de jonction sont parallèles; auquel cas la courba est nécessairement une porabole.
Ou les deux droites se rencontrent en dedans de la courbe, qui est alors une ellipse.
Oo BiBM enfin, ces droites se Fencontrent du côt^ de la convexité de la courbe qui, dans ce cas, ne saurait être qu'une hyperbole.
Secondement. — Traitons séparément chacun des trois cas :
Supposons, en premier lieu, que la courbe tracée MAB/x [fig. i34), soit une portion de parabole.
Soient AX un des diamètres construits et Mï« une des cordes que ce diamètre divise en deux parties égales au point P.
Ap()elons a/j' le paramètre à ce diamètre pris pour axe des x, la tangente au point A étant l'axe des j.
On a î'équation
ouj remplaçant y et x par les valeurs partictdiércs MP et AP que donne ]!>fgure,
AP
D'où l'on voit que le paramètre ip' au système actuel d'axes conjugués est une troisième proportionne/k- aux lignes connues AP et PM, et doit être lui-même regardé comme déterminé.
Cela posé, élevons an point A, sur la droite AX, une perpendioulaire AY' ; puis concevons que l'on ait construit sur le système d'axes AX, AY' une parabole ayant pour son paramètre puncipat ip et que Ion ait ainsi obtenu la courbe NAN'.
Maintenant, d'un point quelconque N de cette courbe abaissons la double ordonnée NP'N', perpendiculaire sur A\ puis contormément a ce qui a été fait au n" 274, inclinons cett* double ordonnée de manière qu'elle Boit parallèle k AY, et prenons sur cette nouvelle ligne deux parties P'M', Vni', égales à P'N, P'N'; les points M et d^ appartiendront à la courbe dont une partie seulement était déjà construite
On voit ainsi qu'au moyen de la courbe au3.dt are, il est possible d ob tenir autant de points que L'on voudra de la courbe principale.
H reste encore à déterminer \' axe principal et le paramètre à cet axe.
Or, si du point M' on abaisse une perpendiculaire sur AX, et que, par le milieu de la corde M'D, on mène la droite BIL parallèlement au diamètre AX, on obtiendra ainsi \'axe principal.
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Quant au paniuwtre, il aura pour expression -^w-t ou une trvisicme
proportionnelle à l'abscisse Bl et à l'ordonnée M'I.
En second liew, considérons la portion d'ellipse MA'AN; et soit 0 {fg. i35) le centre déjà déterminé par la rencontre de deux diamètres, A'X représentant !a direction de l'un d'eus.
Prenons sur A'X une distance OB' égale à OA'; nous obtenons ainsi la longueur aA' d'un diamètre; et si nous menons au point A' la tangente A' Y', qui ^i parallèle'^ la corde MN divisée en deux parties égales par ce diamètre, nous aurons pour l'équation de la courbe rapportée au système d'axes A'X, A'Y'(w/e3le n" 144),
d'où l'on déduit
ou, remplaçant y et ^ par les coordonnées particulières MP et A'P, et A' par la longueur OA',
v/A'P(iOA'- A'P) homogène qu'il est facile de construire d'après les moyens
( On construit le radical en décrivant sur jV'B', comme diamètre, une
demi-circonférence, et élevant au point P la perpendiculaire PK; ce qui
OA' MP \ rJduit la valeur de B' à la quatrième pm/inrtion/œlle ■- ' j
Connaissant les denx diamètres, aA', iB', on peut avoir recours h la construction indiquée au n" 210 pour ohleaîrV ellipse c«(/e/iedont MA'AN n'est qu'une partie.
Cette ellipse une fois tracée, on peut en déterminer tous les éléments d'après les moyens exposés au n" 214.
En troisième lieu, si la courbe tracée est une portion A'hyperbole, on peut opérer comme pour l'ellipse, en rapportant, de même, la coiirbo à un système d'axes tel, que son équation soit (145) de la forme
d'où Von déduit des constructions analogues aux précédenlcc.
Los deux questions suivantes sa rapportent spécialement à Yeîlipse et à V/iyperbule.
Jp. de VAl. à la G. If)
jgo QnESTioixs se happortakt
293. CïNOUiÉME QUESTION. — Coimaissant lus loi/gueiii:f ik', 2B' de deax diaméti'es conjugués d'aite ei.LIPSë ou d'une HYPERBOLE, et l'angle 0 ■ju'its font entre eux, trouver les longueurs des axes 2A, aB.
Traitons la question pour I'ellipse.
On a obtenu (206) les relations
(a) ÂB-A'B'sinS.
Si, d'abord, on ajoute, membre à membre, l'équatioa [i) et l'équation (a) préalablement double, et si, ensuite, on retranche de la première la seconde ainsi préparée, il vient
(A-f-B)'= A'=-f-B"-i-2A'B'sir.S,
(A -Bl'--^ A'"-f-B"-2A'Bsine; d'où l'on déduit
A ■:- li = v/A" -i- IS" -+■ îA'B'sinS
A-C = v/A"-^r-aA'l!'sinÛ par suite,
A ^ ^V'A-''-^^ B"+ aA.'^'siii'J ■'■ ^V-'^'"-'- 11"
— ■iA'B'siii5,
B - f i/A" -1- B'= -H 2 A'B' sin 5 - - j/A'- -1- B-
-aA'ïï'sm&.
Ces valeurs sont toujours réelles ; car de la relation évidente (A'— B'j'> o, on tire
A''h-B'=>2A'B', et, à plus forte raison,
A''-i-B'=>aA'B'sin5.
Les quantité A + B, A — B, sont susceptibles d'une construction assez simple, d'où l'on peut ensuite déduire celle des axes aA, aB.
A cet efîet, remarquons d'abord que sin9 peut être remplaco soit, par cos{go"— 6), soit par — cos[9o°-i- S), ce qui donne
A + B = /A" -f- B" — a A'B'cos (90" -+- S ) , A - B = v'À'=^^"B''"-;^âÂ'B' 003(90"- ti).
Cela posé, soient tracées deux droites XS', YY' ijîg. !36), formant entre elles un angle X'OY' égal à l'angle donné 6, supposé aigu, et soient prises sur ces droites, à partir du point 0, les parties
OC = OD = A', OE = OF -. fl' ;
abaissons du point F sur XX', lu perpendiculaire FP, et sur celte pcrpen-
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dieul lire prolongée de part et d'autre, portons de V en L et de F en Gune longueur égale à OC ou A'; tirons la droii* indéfinie LOK, et la droite OG; puis, du point 0 comme centre, et avec le rayon OG, décrivons une circonférence qui rencontre LK aux points I et H.
Je dis que OL et 01 représenteront les valeurs de A + B et de A — B.
En effet, l'angle OFP, dans le triangle rectangle OPF, étant égal à 90°— S, son supplément OFL vaut
180° -(90°- 6) ou !)o''+e; d'où il suit que Ses deux triangles LOF, FOG donnent
OL ^ i/p-+- B"— aA'B'costgô^ + S) = A + B,
OGr^/Â"-t-B''-aA'B'coslç)o''-0) = A - B.
Par suite, on a
LI = OL -h 01 = OL H- OG = aA,
LU = OL - OH = OL — OG = aB.
On résoudrait la mûrae question pour l'iiYraiiBOLE au moyen des relations 12i0)
A^-B'=A"-B"; AB=^ A'B'sinl
294. Sixième qoesteon. — Réciproquement, étant donnés tes axes 2A, aB d'une ellipse ou d'une hyperbole, trouver deux diamètres coiiju' gaés i.k', 0,^' faisant entre eux an angle donné 0. Nous nous occuperons encore ici spécialement de I'ellipse, En conibinant, comme au nuracvo précédent, les deux relations
Pour que ces valeurs scient réelles, 11 faut que l'on ait
Afin d'interpréter géométriquement ce résultat, rcmarc|iions que de la
(^a QUESTIONS S
jndition â! égalité
cl, par suite,
Or, on a vu (18i, 183) que ces valeurs sont précisément celles qui correspondent au minimuin et au maximum des angles que peuvent faire deux diamètres conjugués d'une ellipse, selon que l'angle de ces diamètres est aigu ou nbius.
De plus, il résulte de ce qui a été dit mêmes numéros, que les dous angles limites sont représentés {fg. loo) par l'angle CBD et son supplément ACB.
C'est donc ainsi qu'il faut entendre la condition trouvée pour que les deux valeurs de A' et de B' soient réelles.
Quanta ces valeurs, si l'angle donné 6 est tel, que l'on ait
elles se réduisent à la valeur
A'=B'=-. ' i/^A'-t-Ii'],
qui, d'après la relation
est bien celle des deux deini-diamèti'es conjugués égaux [-Dnyez le n°203). Les deux diamètres étant déterminés en grandeur, pour en obtenir la direction, c'est-à-dire pour trouver l'angle k, que l'un d'eux forme avec le premier axe, il faut recourir à la relation (179)
i, à cause de
0= ï'-a, d'où «'= 5-l-H,
AHangïtang(9 + ï}-t-B'-=o I, développant tang(û-t- h),
A= lang'a - (A' - B') tangfl tanga + B= = o.
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Celte équalion résolue donne
mg=î
t-4A'll=.
iA' 2A'^' '
Cines soient réelles, il faut que tang'f
) soi
C supériciL
c'est-à-dire que l'angle 0, s'il est aigu, ne soit pas moindre que celui dont la tangente est j-r^-m' et s'il est oi(w, ne soit pas /'/(«g'mm/ que celui
dont la tangente est ^ — fr-, ■ résultat conforme à ce qui vient d'élie dit. Si la valeur donnée de l'angle 9 est telle, que l'on ait
tan8'a = _--^^
les doux valeurs de langa deviennent
/ ±aAH\ _ _ B relation tanga tanga' — — -r-,
ou bien les tangentes des angles que forment avec le premier axe les diamètres 7K«ï7/;èto aux cordes supplémentaires BC, AC [fig. loo).
Si l'on voulait traiter la question pour rnvPEBBoiB, on se servirait des trois relations
A"-B'^^A'~B=; A'B'=^^; tanga tangK'=+ -■
29S. BEHAROtE. — Les deux dernières questions sont comprises dans la question générale que l'on peut se proposer de résoudre, pour I'ellipse et I'hïperbole, au moyen des relations obtenues entre les grandeurs et les directions des axes principaux et celles des diamètres conjugués,
1° Pour rËt.ui.sE,
A" + B' = A- + B', A' B' sin 0 ---■■ Alt, langa tang«' — — — 1 0 = a'— a;
:il)4 QUESTIONS SE iUPPORTAfir AUX COUUBKS DU 2" BMllt. 2^ Pour rjlïl'ERBOLE,
A" - B" -^ A= - B', A'B'giiiO^ AB, tanga lang«' = + — , 0 = a' — a,
Ces relations renfermant sept quantités, A, B, A', B', a, a', 0, an peut, étant données trois de ces sept quantités, demander de déterminer les quatre autres.
' DEGBÉ PAR LA SÉP.
CHAPITRE TIII
§ I. Discussion de l'éiiuation [jéfiérulu du second rjegré par la YHriobles, — § II. Applicatiou de cette méthode de discussion de dcjré supériouF, ot discussion de quelque» équations pol:
Noii>. nous propcorii \ ni t pil intnt dan', ce Lhapitre, de montrer comment par ia resolution des equat eus du second degré à deux vaiiaùles,ce^t k dire par h bÉPAPAno-j Dts variables on peut déterminer Ja nature h forme, et même la position pir rapport à des axes quelconques de la courbe représentée par ias équations
Nous appliquerons ensuite la même méthode à des Équations de degré Jiipeneui, susceptibles dètre résolues immédiatement par rapport à l'une des \arnbles et nous terminèrent pai la diwuBsion de quelques équation'! pdiitii
§ 1 — Dli!^,u•-il^o^ re leqiation oé^IiRAlc du ircoNo degré
FAn LA «EPADATION DE»
Dm. mil dci t.urli. lu iecoiid d gie m Inn genres. 296. L'équation générale
(dans laquelle on suppose A. différent de zéro), étant résolue par rapport à /, donne
-; i/(B' - iAC)x' + a(5"D - aAEV -I- D' - 4AI'
[)u, en posant pour plus do simplicité
__B_ ,__^ ■ _ B' - 4AG "~ ^a' aA' "'~ 4A' '
_ Bn - aAE _D'-fiAF
yGoosle
sgG Discussion GÈNÉIlilE DE l'ÉQUATION DU 2' OT.Glifi
et l'on voit que chaque valeur de y peut être considérée comme so composant de deux parties, l'une rationnelle en x, Vauire généralement irrationnelte, précédée du signe + ou du signe — .
La partie rattoimette, ax + b, est évidemment l'ordonnfo j' d'une droite
qu'on peut d'aliord cnnstriiire et représenter par une ligne telle que CBL (*), rapportée, ainsi que la courbe, à un système d'axes quelconques, AX, AY (fig. 137).
Cette droite étant constmite, il est également clair que, pour obtenir les deux points de la courbe qui correspondent à une abscisse quelconque, ^ = AP û suffit de porter sur 1 ordonnée PN de la droite, et à partir du po nt N deux di^stances NM ^M en ■^ens contraire et égales à la valeur numéiique du radical Les point=i M et M amsi obtenu'* sont deux points de la Lf. urbe
Comme la mène cnnslruLtiOn peut se réiétei pour (oute valeur donnée à a: on neut déj i c jnclure que la droite CBL jomt de la propriété de passer par les mi/ieux d une série de coides de la courbe, pnrattètes à 1 axe des i donc cette droite est un des diameties de la courbe (m).
Maintenant il faut examiner soua (iielle condition la quantité
•,oum s la r d cal c t /> iiti e lu «e, it ce qui loit déterminer la real le ou limaginanté des ^aleuis de y correspondant à une certaine valeur de 3
Oi 1 Algèbre nous ipprend que dans tout tnnome du second degré en a II r gne que leçoit ce trinôme pour des Mieurs particulières de x dépend essentiellement de celui du terme en a=
^ous sommes ainsi conduits a examiner les diiTérentes circonstances
qui peuien'' '-e présenter suivant que m ou . ■ ■; coefficient de x",
ou seulement B' — qAC est negatf ou j n itif
Mais il est nécessaire aussi de traiter le cas ou cette quantité est nulle; et c'est par cette hypothèse que nous commeiiceions, comme donnant lieu n la plus simple.
C) l'oir la note ilu n" 154 an bas de la page j5S.
PAR LA SlÎPAniTION DES VARIABLES.
Première hypothèse : B' — 4AC — o.
L'équation ['/,) se réduit, dans cette liypothèsc, à
(4) Soit, d'abord, faii
on exprime par là que le radical est nul, et, par suit«, que, pour l'abscisse particulière
l'ordonnée delà courbe devient égale à l'ordonnée DE du diamètre; donc E eat un point où \à courL e rencontre son diamètre.
Maintenant il peut se présenter trois cas : la quantité « est positive, negati e ou / ul/e
1° Si « est joiitif, 1 inspection de l'équalion (4) prouve que toute
\aleur de a- t lie que AP, plus grande que — —^ rend positif la second fa leur de la quantité soumise au radical, et donne par conséquent pour_^ des valeurs réelles D ailleurs ilhjpotliesc,
x = --^ correspond
d'où Ton peut conclure qu'à partir du point E, où la courbe est (98) tangente à la droite DEH, cette courbe s'étend indérmimont tant au-dessus qu'au-dessous de son diamètre, et dans le sens des x pruiiifs.
Si l'on donnait à ce dos valeurs plus petites que — ^i la quantité
soumise au radical deviendrait négalU'e, et le radical serait imuginaire . ce qui montre que la courbe ne peut avoir aucun point situé à la gauche de DEH.
Cette droite DEH peut donc être considérée comme une limite de la courbe, dans le sens des x négatifs.
agS BISCCSSIOM DE l'équation GfiNÉRAlE DU 2° DECnfi
i" Si n était négatif, on serait évidemment conduit à des conséquences tout à faire contraires; c'esl^-dire que, dans ce cas, la courbe ne pourrait avoir ancien point sittié à droite de DEH ; mais elle s'étendrait indéfiniment à la gawhe de cette même droite.
On voit ainsi que, dans l'un comme dans l'autre cas, la courbe est illimitée dans un seul sens.
3" Soit « = o; ce qui réduit l'équation [3) à
n y a lieu, dans ce cas, de faire des hypothèses sur la quantité /) ellemême, qui peut élre positive, nulle eu négative.
Si/) est positif, les deux valeurs de x ^onl constamment réelles pour toute valeur donnée h^; mais comme l'équation est alors du premier degré, elle représente un système de deux droites; et ces droites sont PARALLÈLES, puisque le coeificient de ce est le même dans les deux valeurs dej-.
Si p est nul, le radical disparaît, et l'équation représente une seule
Enfin, si p est négatif, le radical est imaginaire, et l'équation ne représente plus rien.
D'où l'on voit que le cas de » = o donne, comme variétés de la courbo que nous discutons, un système de deu^ droites parallèles, ou une seule droite, ou bien deux droites imaginaires.
Deuxième hypothèse : B'— 4AC<o.
L'équation (a) peut ôtre mise sous la forme
et si, pour obtenir le point où l'ordonnée de la courbe se réduit à celle
de son diamètre, c'est-à-dire le ixint de rencontre de ces deux lignes, on
pose
il vient
a: = ± — ^n' — pni.
Il peut alors se présenter trois cas ; les racines de l'équation (6) sont réelles et inégales, réelles et égales, OU bien iinoginabes .
PAR hk sÉPAUiXiON i)i:s vA!iiAiiLi;3, 299
Premier cas, ~ Désignons par x', ic" les racines qui sont, en général, de signes quelconques, mais que, pour leur construction, nous supposerons, par exemple, toutes deux posithes.
Soient AD = x' , AD'= ^°, et menons les droites DG, D'G', parallèles à AY [Jïg. i38) ; Ifô points E, E' seront les points d'intersection de la courbe avec son diamètre BL.
D'un autre côté, le trinôme x''-\ -^-^ '— pouvant, d'après les principes algébriques, être mis sous la forme [j: --x')(x — x'), réc|uatioB (5) devient
On sait, d'ailleurs, qu'on donnant à a^ des valeurs comprises entre x' et x*, on obtient pour la quantité sous le radical des résultais de signes conimireu à celui de m qui est ici supposé négatif; donc ces résultats sont pasiirfs, et les valeurs correspondantes de / sont réelles.
Au contraire, toute valeur de ^, non comprise entre œ' et j;", donnant des résultats Afimême signe que m, il ne peut correspondre à ces valeurs de x que des valeurs imaginaii-es pour /,
D'oii l'on esten droit de conclure que la coarb^ est entièreineni renfermée entre les parallèles DG, D'G", qui lui sont tnngenies, et qui la limitent tant dans le sens positif ({hb dans le sens négatif de l'axe des ^.
La variable x ne pouvant recevoir que des valeurs finies, dont la plus grande est AD' et !a plus petite AD, il résulte, de l'expression de y en .-e, que les valeurs de y correspondant à chaque valeur de x doivent être elles-mêmes des quantités /«iw.
Pour obtenir la plus petite et la pliis grande valeur de cette seconde variable, il suffirait de résoudre l'équation par rapport à j; ; ce qui donnerait un autre diamètre. En cherchant les points d'intersection de la courbe avec ce diamètre, et menant par ces points des parallèles à l'axe des x, on aurait les limites dans les deux sens des y positifs et négatifs. (Nous verrons plus loin qu'il existe deux linsites plus avantageuses que celles-ci.) La courbe est donc limitée dans tous les sens.
Deuxième CAS. — Si les racines de l'équation (6) sont réelles al égales, on a, entre les coefRcienis du trinôme du second degré, la relation
n' ^ pni = 0 (*) ; d'où /' = — i
3oo Piscussion de l'équation gékéhale du a" e
et l'on obtient alors la racine unique
Appelons j^' celte racine; Yôqiwtion (7) devient
OU
Or, m étant, par hypothèse, négatif, les valeurs de y seront imaginaires tant que l'on donnera à x des valeurs autres que j'. Mais pour .r :^ j:' on trouve
^oii l'on peut conclure que, dans le cas qui nous occupa, la courbe se réduit à un point représenté par le système des deux équations
TikorsiÈJiE CAS. — Les racines étant supposées imaginaires, on doit avoir la relation
>i''—pm <o, d'où
n' < pm
{p est nécessairement «eg-i7(;/ comme '»); et, par suite, on a
i' désignant un nombre essentiellement po.sitif. Dès lors, l'équation (5) devient
(BD-2AE-)'-(D'~4AF)(li'-4AC) = 0, ou, efTiictuiiiit 1o3 culculs et aimpliliHiit,
AE'-t-CD' + FB'— BDE — iJACF = 0.
On éci'it quelquefois cotte expression sous ta forme suivante, plus facile à
AE' — BDE -(- CD' -h- F(B- -~ /lAC) = 0.
PAR LA SÉPARATION DES VARIABLES. 3oi
et cette espressioii de j- est toujours imaginaire, quelque valeur qu'on donne à j:.
Ainsi, dans ce cas, il n'y a pas de courbe; en d'autres termes, la courbe est iinnginaii'e.
Donc, à l'hypothèse gÉaéralo B' — 4AC < o correspond une courbe limitée dans toas les sens, ayant pour variétés un point et une courbe imaginaire.
N. B. ■— Le cercle ne peut se reconnaître comme -variiti: de cette courbe par la simple séparation des variables; il faut avoir recours aux caractères qui ont été établis au n" 161 .
Tivisiéme hjjiothèse ; D'- 4AC> o.
299. Dans cette hypothèse, comme dans la précédente, ii y a lieu de distinguer les trois cas qui se présentent, suivant que les racines du trinôme x'-\ a -h — sont réelles et inégales, nulles ou bien imaginaires. ■
Dans lepRËMiEBCAS, en construisant les deux racinesAD = ^',AD'=j", puis menant les droites indéSnies DG, D'G' parallèles à AY [Jîg. iSg), on obtient E, E' pour les points où la courbe rencontre son diamètre.
L'équation (2] devient alors, comme précédemment,
et il est facile de reconnaître :
1° Que touti) valeur de ic, comprise entre x' et x', rendant la quantité soumise au radical, de signe contraire à celui de m, qui est ici supposé l'asiiif, donne lieu à des valeurs imaginaires pour y, et qu'ainsi la courbe ne peut avoir aucun point situé entre les deux droites DG et D' G' ;
2° Qu'au contraire, pour une valeur quelconque de a-, inférieure ou supérieure aux deux racines, les valeurs de y correspondantes sont réelles, et, par suite, qu'à partir des points E, E' où la courbe est (98) tangenteaax droites DG, D'G' [puisqu'on faisant x= x' ou j^= x", on trouve j' = ax-h b±o), la courbe s'étend indéjînimeiit tant au-dessus qu'au-dessous de son diamètre, dans le sens positif, comme dans le sens négatif de l'axe des x.
Elle se compose donc de deux branches apposées, ayant pour limites de séparation les droites DG, D'G'.
Dans le second cas, celui où l'on a
3o2 iiisGUSSiON DE l'équation généhai.e du 2' degré
CB qui entraîne lii condition
l'équation ci-dessus se réduit à
équation du premier degré représentant un système de âciuc droits.': qui se coupent sur le diamètre, au point dont les coordonnées sont
puisque pour j: = x' le radical disparaît et que l' ordonnée correspondant:; de chacune de ces deux droites se réduit à celle du diamètre. Le TROISIÈME CAS donne lieu à une circonstance remarquable.
les racines du trinôme jt'h a- + i- étant imaginaires [Jîg. 140),
on doit avoir la relation
d'où
«' < pm
[p étant nécessairement positif comme "() ; et, par suite, on 3
L'équation (2) du n° 296 devient alors, comme dan
Mise sous celte forme, elle démontre :
1° Que le radical ne peut jamais être md, quelque \aleur que l'on donne à a'jcequi.revientàdirequela courbe ne rencontre pas saaAiamhli&^h;
a° Que pour toute valeur de x te radical est réel, et qu'il augmente indéBniraent jusqu'à Yinfini, tant dans le sens positif que dans ie sens négatif de l'ase des x;
3' Que, pour obtenir le minimum du radical, il faut poser
omme dans riiypnlluise B- — /, AC < 0 99).
AK' -I- CD- -1-- Ml^ — BDË - !, ACF = 0.
d'où Von déduit Les deus quantités
peuvent être facilement déterminées dans chaque esemple particulier.
Soit AC = ; et menons du point C une parallèle CF à l'axe AY,
puis prenons sur cette parallèle, à partir da diamètre, deux distances OH, OH' égales à Kl — ~~' '^ points H, H' seront les points de la courbe les plus rapprochés du diamètre BL ; en sorte que, si l'on trace par ces points les droites DG, D'G' parallèles à ce diamètre, on aura deua: limites entre lesquellM il ne saurait exister aucun jmint de la courbe, qui alors détend indéfiniment au-dessus et au-dessous de ces parallèles, tant à droite ija'à gauche de CF, et de plus est tangente à ces mêmes painltètes, aux points H et H'.
Ainsi, pour l'hypothèse de B'— 4AC> o, ce qui distingue le cas des racines imaginaires de «ielui des racines réelles et inégales, c'est que dans ce dernier cas la courLe rencontre son diamètre BL, qui est un diwnétre transverse, et que dans le premier, le diamètre est non transecrse.
301). Beharque. ~ Dans la discussion précédente , il n'est pas fait mention du cas oii l'équation générale serait privée, soit de l'un des carrés des variables, sdl de tous deux.
Il est aisé de voir que ce cas se rapporte à la troisième hypothèse, B^— 4âC> o, puisque cette quantité se réduit alors à B'.
Examinons les différentes circonstances qui peuvent se présenter :
1° A = 0, C étant ditVérent de zéro.
Les quantités a, b, m, n, p [296), se présentant sous forme infinie, le mode de discussion employé n" 299 semble se trouver en défaut.
Mais rien n'empêcherait de résoudre l'équation par rapport à ^, et l'on serait conduit à des résultats analogues.
Observons, du reste, que dans ce cas, la variable/ n'entrant dans l'équadon qu'au premier degré, toute valeur réelle de a:, positive ou iiégntive, donnerait toujours une valeur réelle pour j.
Ainsi, la courbe existe et s'étend indéfiniment clans le sens des x positifs et dans celui des x négatifs.
3o4 DISCUBSIOS DE l'ÉQUATIOK GÉKÈRAIE Dt3 2' lliiGRIÎ
2° C = o, A étant différent de zéro.
La discussion du n" 299 est directement applicable dans ce eus.
Cette circonstance échappe véritablement ii la discussion tello que nous l'avons établie.
Mais il faut remarquer qu'alors les deux variables .k et y n'entrant qu'au premier degré dans l'équation, quelque valeur que l'on donne à l'une, on aura toujours «ne valeur réelle pour l'autre.
Donc encore, dans ce cas, In courbe s'étend indéfiniment dans loin lc\
301. Conclusion GÉNÉRALE. — Il résulte do toute cette discussion de l'équaUon générale du second degré qu'aux trois hyjjothèses faites sur les coefficients, savoir :
- 4AC < o,
-4AC>o,
correspondent trois genres de courbes ;
1° Des courbes limitées dans tous les sens, ayant pour variétt'S point ou bien une courbe imaginaire;
a° Des courbes limitées dans un sens et illimitées dans l'autre, aj pour variétés deux droites jiarallèles, une seule droite, ou bien d droites imaginaires ;
y Des courbes illimitées dans tous 1 lème de deux droites qui se coupent.
Ces résultats sont d'accord avec ceu mettant (1S3 et suivants) l'équation gé de coordonnées, opération qui nous a conduits aux équations
sens, ayant poiir variété m
\ avons obtenus le double transfo
hP, M7'--Nj;'= h:P, Mj' = Qj^,
dont chacune, considérée séparément, représente, ainsi que nous l'avons démontré, des courbes jouissant des mêmes propriétés, quelles que soient /es valeurs numériques des coefBcients M, N, F, Q.
Nous sommes donc en droit de conclure : i" que les civis genres de courbes auxquelles nous sommes arrivés ptir la séparation des variables, sont des ellipses, des pahaboles ou des hyperboles, telles qu'elles ont été définies géométriquement aux n" 124, 134, 141 ; et a" que l'on peut, dans les applications numériques, afin de faciliter les constructions, faire usage de toutes les propriétés que nous avons successivement établies pour chacune de ces courbes.
La division des courbes du second degré en trois genres étant ainsi opérée, nous allons voir comment on peut, dans chaque genre, déduire de
DËD. DE LA SËP. DES VAB. DANS l'ËQ. GËK. DU 3' DEGnfi. 3o5
la sÉPAiiiTiON DES vARiABLKs qucIques lignes remarquables qui servent à déterminbr la forme et le cours de la courbe.
1° Constriiriion d'an s^Hlème iVaxua ou de àiaméircs conjugitèi:.
302. Pababoles. — Reprenons l'équalion relative à ta première liy^ioihèse (297), savoir _^___^
le radical peul être regardé comme l'ordonnée de la courbe, comptée à partir du diamètre BL (fig. iS?); et si l'on prend ce diamètre comme nouvel axe des a:, \e conjugué de cot aseest (272) la tangente DBH.
Transportant -l'origine au point E, dont les coordonnées par rapport aux axes primitifs sont
et désignant par « l'ordonnée rapportée l pour l'équation de la courbe
On connaît ainsi le paramétre à ce système d'axes conjugués,
qui peut etro représenté sur ^^fignre pr.r
EN, MN étant les coordonnées d'un point quelconque de la courbe rapportée au système d'axes EL, EH ; et, par suite, ou est en mesure de construire complètement la courbe d'après le procédé du n" 2!)2.
303, Ellipses. — Comme la courbe est (298) tangente en E, E' aux deux droites DG, D'G' \fig. i38), il s'ensuit queEE' représente en grandeur et en direction un diamètre dont le point milieu 0 est le centre de la courbe.
Son conjugué a donc pour direction la droite indéfinie CE menée par co point parallèlement à ÂY ; et il ne reste plus qu'à en trouver la longueur.
Or l'abscisse AC du point 0, centre de la courbe, a pour expression
AD -H AT)' n — . ou ,
^ji. de l'Ai. » la G. 20
3o6 coNSTR. d'un système d'axes ou ejî dum. cosjcgués demi-somme des racines de l'équation
Par conséquent, si l'on remplace œ par celle valeur parl.iculière dans l'expression de /correspondante, on trouvera, pour la valeur do
dont le double représente ia dislance HH' entre les points H et H', où le second diamètre doit rencontrer la courbe, ou, en d'autres termes, la iongueur de ce diamètre.
Connaissant ainsi deux diamètres conjugués en grandeur et en direction, on pourra construire la courbe comme il a été dit au n" 292.
N. B. — Si l'on mène par les points H, H', déterminés comme on vient <le le dire, deux parallèles au diamètre EE', la conrbe sera inscrite au parallélogramme IKKT.
Les droites IK, l'K' sont hs deux limites dont il est fait mention au n" 298.
S04. HïPEHBOLEs. — Il faut traiter séparément le cas où les racines du trinûme mx' + inx -\- p sont réelles et inégales, et celui où ces racines sont imaginaires.
Premier cas. — On a vu déjà [299) que EE' [fig. iBg) représente un diamètre en grandeur et en direction; d'où il résulte que le point 0, milieu de ce diamètre, est le centre de la courbe.
En raisonnant comme au numéro précédent, on est conduit à faire
e du point 0, dans l'expression
Mais, comme la droite indéfinie CF est un des diamètres non transeerses de la courbe, celte valeur est nécessairement imaginaire et (139)
DÉD. DE L* SÉPAR. DES TAB. DANS L'ÉQ. GÉN. DU 2' DEGRÉ. 3o^ expression qui, divisée par /— i, donne aN pour la hngneiu- du diamètre conjugué, dont la dii-ection est déjà connue.
Si maintenaftt on porte sur la droite CF, et à partir du point 0, deux dislances OH, OH', égales à N, et (jneVon mène par les points H, H' deux parallèles au diamètre EE', on obtiendra un parallélogramme IKKT, im-crii hYhrperho/e{^S).
Puis, si l'on joint le point 0 aux (?««(re sommets de ce paraMogramme, on aura les asymptotes de la courbe, qui peut d'ailleurs être facilement constrnite, puisque l'on en connaît deux points E, E' [voir le n° 257 ).
Second cas. - La courbe éUnt (299) tangente à DG, D'G' {fg. i/jo), la droite HH' peut Être considérée comme une conle de la courbe; et comme elle est la />/«.* pctiie de toutes celles que l'on peut mener parallèlement à AY, il s'ensuit que cetfe corde est un diamètre, dont le poim milieu 0 est le centre de la courbe.
On a donc déjà un premier diamètre en grandeur et en direction.
Pour avoir son conjugué, remarquons que l'abscisse du point 0 ust
AC ou --,
ijuantité déjà conslruîLe (299) ot égale à la demi-somme des racines di' l'équation
lesquelles sont, par hypothèse, imaginaires; mais si l'on divise, commi; dans le premier vus, par \/— i la quanUté radicale de la forme
qu'ensuiteonporie, de part et d'autre du point C, deux distances CK,CK', égales à N, et qu'enfin on mène par les points K, K' des parallèles à A¥, on déterminera sur la droite BL, parallèle aux tangentes DG, D'G', deux points I, I'; et la portion de droite II' sera le diamètre non transnerse, conjugué de HH'.
Les quatre sommets du parallélograranke DGG'D', inscrit à l'hyperbole, étant ainsi obtenus, on passe, comme il vient d'être dit, à la construction des asymptotes, et, par suite, à celle de la courbe.
303. Remarque générale, — On pourrait également, pour chacun des trois genres de courbes du second degré, appliquer à la détermination des axes principaux le mode de séparation des variables dans l'équation générale en ayant soin, alors, do considérer les courbes comme rappor-
3o8 cossrnucTion i
tées, non plus, comme dans la discussion précédente, à des ases quelconques, mais bien à des axes rectanguhiircs, ce que l'on peut toujours faire (184). Toutefois cette opération présenterait d'assez grandes difficultés, et il est pvéïurable d'avoir recours à la méthode de réduction pour la transformation des coordonnées (n™ 153 et suivants).
t" Constriwlion da cnyniptvles dans Vliypcrbotc.
3(t6. On a vu (3S7) que lorsque l'on connaît les asymptotes de l'hyperbole et un seul de ses points, la construction de ia courbe s'exécute avec ia plus grande promptitude. Il est donc important d'obtenir directement ces droites.
Reprenons, à cet effet, l'équation générale
Aj--)~B.)7r-t-Cj;"-HDj-HEj^-+-F = o, que nous supposons satisfaire à la condition B' — 4 AC> o.
En conservant les mÉmes notations qu'au n" 296, on peut la mettrt» sous la forme ^_^___^__
X = ax -i-b± \fiii^^ 4- y.n^ -r- p, ou bien (299)
^i>±^,.{.^'^;)\..dr-
le signe supérieur de q; inli', correspondant au cas où les deux racines sont réelles et inégales, et le signe inférieur, à celui ofi elles sont imaginaires.
Cela posé, si, dans l'expression (i) de y ou fait abstraction du terme =p 7hA", elle se réduit à
équation du premier degré en x et en /, représentant tin système de deuj: lignes droites qui se coupent.
Je dis que ce système est précisément celui des asymptotes de la courbe.
En effet, remarquons d'abord que l'ordonnée de chacune des deux droites se réduit à l'ordonnée du diamètre j' = aj:-\- h, quand on fait
ce qui prouve que les droites appartenant à l'équation {-i) se coupent
ME LA SÉPAIl. DES V*n. DAKS l'ÉQCAT. GÉN. I
ir lo diamètre, au point qui a pour coordonnées
ilus, comme les expre=siuns (i) et (2) ont une partie commune, ; et ne difierent que par lea quantités radicales dont le signe est e pour toutes deux, sj 1 on pose
la différence entre les ordonnées de la courbe et les ordonnées de cliaque droite sera exprimée par
les deux quantités « et u' étant telles, qu'elles augmentent en même temps à mesure que .« augmente.
Ainsi, il s'agit ( 243 ) d'établir que cette (Vffêrence peu t devenir moindre que ioiile grandeur donnée, et se réduit à o, quand on fait x = 'x .
Opérons comnw au n° 2i5, et élevons au carré les deuj: membres des équations [3) et {{\)\ il vient
Or l'inspection seule de ce résultat fait voir que la différence u' — n. diminue sans cesse numériquement, il mesure que x auj^iiicme, et devient md lorsque l'on suppose x infini.
Donc l'équation [2) est bien celle des deux asymptotes.
Remarque. — Ce mode de détermination des asymptotes, que nous appliquerons bientôt à des équations de degré supérieur, se traduit en une règle pratique fort ample i
Extrayez algébriquement la racine carrée de la quantité soumise au signe radical, dans l'expression générale de l'ordonnée y, de ta courbe, et négligez le reste de l'opération .
La double ordonnée des deux asymptotes est égale à la punie ration-
i DÉDUITE
/le/lc de ly de la courbe, augmentée ou diminuée de la partie entière de la racine carrée.
Ainsi, dans l'équation
comme on trouve pour cette partie entière
le reste étant p — —■, il en résulte pour l'ordonnée des asymptotes
ou
résultat obtenu ci-dessus.
307. Cas ou l'équation générale est privée soit de l'un deb cabrés DES VARIABLES, SOIT DE TOCS' DEUX. — Ces cas méritent «ne attention particulière.
r Soit C = 0. — L'équation générale devient
Aj= + B^j -i- Dj H- Kjf -H V =- o, d'où
Extrayant la racine carrée et ne tenant compte que des deux premiè parties, on obtient successivement, après toute réduction,
ce qui prouve que, dans ce cas, l'ii?ie des asymptotes est parallèle à l'axe des X.
On peut encore parvenir aux mêmes résultats de la manière suivante :
L'équation, résolue par rapport à x, donne
ou, eiTecLuant la division,
A . AE-BD , ]îl>K — AE'-B'F
DE LA SÉPAH. BES VAR, DANS L'ÉQUAT. GÉN. BU ■>■' DEanÉ, 3l 1
Premiéremeni, si l'on fait, dans cette espression,
>e partie dont elle est composée s'évanouit, et l'abscise génirale de la courbe se réduit à celle de fc droiie
qui, jouissant de la propriété d'avoir ses deux points d'intersection avec la courbe situés à Viiifmi, ne saurait être qu'K«e asymptote [244 et 243) . On déduit, en effet, de cette dernière équation,
c'est la seconde des asymptotes trouvÉcs par le premier moyen. Secondement, si l'on pose
les deux premières parties de la valeur de 3: se réduisent à kAE ~ BD
et la troisième partie devient infinie, puisque, son numérateur étant unf; quantité /«i'e, généralement diilérente de zén}, son dénominateur est md.
est réquaijon d'une droite qui ne peut rencontrer la courbe qu'à une distance infinie; cette droite est, par conséquent, une asymptote : c'est la première obtenue par l'autre méthode, N. B. - Si, avec l'équation
on avait, en même temps, la condition
BDE - AE=— FB^ = o, ou AE= 4- FB' - BDE = o,
la valeur de x se présenterait sous la forme -1 qu'on peut interpréter en remarquant que cette condition s'obtient comme cns particulier, par
3l2 RÉCAP. DE LA DISCDSS. [lE l'ÉQ. OÉN. DU 2' DF.C.RÉ
rhypothcse C = o inlrodiiite dims la relation
AE' 4- CD" -f FB= — BDE — 4 ACF = o,
qui correspond {voir la note au bas de la page 3o2) an cas où la courbe se réduit à an système de deux droites.
2° Soit A = o. — B suffit, pour passer du cas précédent à celui-ci, de changer 7, A, D en x, C, E, et réciproquement.
On obtient ainsi
et l'on voit qu'alors l'une des asymptotes est parallèle à l'axe des y. y Soient à la fois A = o, C = o . — L'équation générale se réduit à
B3T/ + D/-i-E.r + Fr=o.
d'où, résolvant par rapport à j, et effectuant la division pour rendre le numérateur indépendant de j^,
résultat d'où l'on déduit, corn
les conséquences suivantes ;
Premièrement, si l'on fait
B BtBj^ + o dans le pre.
la valeur de l'ordonnée/ de la courbe se réduit à des deux parties dont elle se compose devient n
est l'équation d'une droite qui rencontre la courbe o à Yinfi/ii; c'est donc une première asymptote. Secondement, soit posé
la valeur de y devient infinie, tant que l'on n'a pas
DE - BF =: o.
L'équation
j;_ li
TAR LA. SÉPABATION DES VARIABLES. 3l3
est celle d'une droite qui généralement ne peut rencontrer la courbe qu'j Y infini, et est, par conséquent, une autre as/mpiole. La condition particulière
DE ^ BF = o,
que l'on peut déduire de la relation
AE=+FB=-BDE = o,
en y posant A = o , signifle encore ici , comme dans le premier cas, que la courbe se réduit h un syMème de deux di-oites; ce qui n'infirme pas la «inclusioii préc^enle.
Donc enfin les équations
r- ij' ■^- u
sont celles des asymptotes de l'hyperbole représentée par l'équation
B-c/ + Dj -t- E j; + F = o.
Ces asymptotes sont respectivement parnllétes aux axes .
On parviendrait au même résultat en faisant disparaître les termes tinéaires en X et y, par une simple translation d'origine, ce qui ramènerait l'équation à la forme
xy -. P,
que l'on sait être (2S2) l'équation do l'iiyperbole rapportée à ses asymp-
308. Remarque. ~- Ce n'est que sur des exemples numériques, où les véritables signes des coefficients sont connus, qu'il est possible d'entrer dans des détails de discussion propres à donner une idée nette du rx)urs de la courbe, tant par rapport aux axes que par rapport à certaines droites dont on fixe la position, en vue de faciliter la construction de la courbe elle-même et d'en faire connaître toutes les affections.
309. BÉcAPiTULATiON GÉNÉRALE. — Avant de passer aux applications numériques, nous croyons utile de faire une récapitulation des principaux caraclères servant à distinguer les différents genres et variétés que peut représenter une équation du second degré à deux variables.
i" Paraboles. B'~ 4AC= o,
relation qui (160) entraine lu. condition qi;e les trois premiers termes
Aj'-H B.CJ-+ Cj:', forment un carré parfait ,
3l4 nÉCAP. DE LA BISCTJSS. DE l'ÉQ. GÉN. DU 5.* DEGBÉ
Variétés. BD — aAE = o, D'— 4AF>, ~, ou < o, savoir :
i jy— 4AF > a, an système dedeux droites parallèles ; CD — ftAE =T o î D' — 4AF = o, une seule droite;
( D'— 4AF <6, deirs: droites imaginnires.
Le cas d'un système de deux droites parallèles est encore caractérisy par une équation de la forme
{ qy -i- rx -1- s) ( q'y -+- r'x -+- ,v') ^ o, dans Jacjuelle les coefficients q, r, q', r' sont ilireeiemenl pioportionnch ; caractère qui résulie de la forme que prennent les deux valeurs dej(297), lorsque l'on suppose
/; ou BD - aAE = o.
Et en effet, si l'on êgEde à o chacun des facteurs do l'équation précédente, il vient
et comme, par hypothèse, on a - = -ri il s'ensuit que les droites correspondantes satisfont à. la condition de parallélisme. 2° Ellipses. B'— 4AG<o ou négatif;
condition qui exige que A et G soient de même signe. Vamétés. a = C, B = o. Le eercte [vnir le n" 16i ),
Ces deux dernières relations étant développées [voir 'ki note au bas de la page agg) donnent
AE=-HCD"i- FB^-]tDE-4ACF " °' ""P°"'^'
[ <i o, iiiic courbe imaginaire.
Le point et une cowbe imaginaire sont aussi, respectivement, caractérisés par des équations de la forme
(77+ rx ■+■ Sf^iq'x -+- r'.r h- s'Y - »■
[qy+rx -f- sf + yq'y-^ r' x -^^f-V- P^O
if étant une quantité numérique quelconque).
PAR LA SÉPARATION- DES VABIABLTÎS. 3l5
Ces caractères résultent (298) de la double valeur de j correspondant
aux cas de deux racines réelles et égales, ou de deux racines imaginaires.
La première équation ne peut subsister qu'autant que l'on a, à la fois,
syslimededeiix équations à deux inconnues, qui ropri5sente généralement
Quant à la seconde équation, elle ne peut être satisfaite en valeurs réclli's de x et de y, puisque f est supposé différent de n.
3° Hyperboles. B"— 4AO0, ou positif;
A et C sont indifférernment de même signe ou de signes contraires.
Vaeiété. Un système de deux droites qui se coupent; et ce système est caractérisé, soit par la condition
,r—pm = o (299), ou, développani,
AE'^ -1- CD' -H Y& - BDE — 4 ACF = o, (voirla mie au bas de la page 3o2), soit par une équation de la forme
(tjy ^rx^s) (r//-H /-'^ -h S-) -^ o,
les coefficients y, r, q', r' n'étant pas directement pii>pnrtionnels.
Ce dernier caractère se déduit de la valeur générale de y (299), dans le cas où les racines sont réelles et égales.
Ciinstriiction de courbes du second degré données par des équations numériques .
Obsbuvation PBÉLiMiNArnE. — Pour éviter des répétitions inutiles, il noua arrivera, le plus souvent, d'appliquer les principes résultant de la discussion générale, sans entrer dans aucun détail sur les raisonnements ; nous laissons aux lecteurs le soin de les reprendre eux-mêmes sur chaque exemple particulier, jusqu'à ce qu'ils se soient bien feimiliarisés avec tous les principes qui ont été développés dans cette discussion.
En outre, nous supposerons, pour plus de commodité, les axes rectangulaires, quoique tous les pimeipes de la discussion précédeDte soient, ainsi que nous l'avon'* déjà dit, mdépcndants de l'inclinaison des axes.
Premier exempte
3lG CONSTIVDCTION DE COUnBES eu SECOND DEGRÉ
On déduit de cette équation,
Construction dti diamètre y' = rtz —-i.— On obtient successivement, et pour r'— o,
r les deux axes AY, AS, les dislances AB^ -I, AC = -i
et lira/Il la droite indéfinie BCE, on a le diamètre cherché. Point d'intersection lie la courbe et du diamètre. — 11 faut poser
Soit AG- ;
^o; d'où ■■>: = — '?.•
(hrc GG' parall élément à AY, le point H S'
le [f nt de nncontrc.
D un -lutie cote le coefficient do ^ sous le signe radical de la valeur de r étant po^i'rf, il s'ensuit (297) que la courbe s'étend indéfiniment à Il dioile de GG tant au-dessus quîau-dessous de son diamètre, et est tangente en H a GG'; donc elle affecte la forme et la position indiquées par la figure
On peut du reste, trouver autant de points de la courbe que Ton voudra en attribuant à x une série de valeurs, et en construisant les deux valeuridei correspondantes.
Il e=!t d usige de rechercher, par exemple, les points où la courbe rencontre les axe";
Or, pour ic = o, l'équation proposée devient
j'h-2j_[ == o; d'où x= — i-t,/^i,
et pour j= o
= v/ti5
La double valeur de j est facile à construire.
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Si l'on prend, à cet effet, d'abord AD = i , comme on a déjà AB = i , s'ensuit que BD = (/a ; portant alors BD sur AY, de B en K, et de B en I on obtient deux points K, K' appartenant à la courbe.
Quant aux deux valeurs de ^, on prend
AI=i^, et Ar=-^!
les points I, I' appartiennent encore à !a courbe, qui peut ensuite 6 tracée assez rigoureusement, comme étant assujettie a passer par les c, pointe K, r, H, K', I.
Deuxième exemple :
d'eu
Cttiistraction da diamètre y' = x -i- a. — On a pour i- = o
Prenant AD = AC ^- a et liiaiit CBE, on obtient le diamètre clicrclic. Point d'inierscction de la courbe et du diamètre. — Ce point, étant donné par la relation
l;st situé sur AY; et comme on a
il en résulta que la courbe est tangente en B à cet axe.
De plus, comme le coefficient de jt est positif sous le radical de la valeur de y, il s'ensuit que la courbe s'étend indéfiniment à partir du point B et à la droite de AY.
En faisant y -■=- o dans l'équation donnée, on t^ou^■e
équation du second degré en œ dont les racines sont imaginaire prouve que la courbe ne peut rencontrer l'axe des .'■. Pour obtenir d'autres points, faisons, par exemple,
v= Sdz i/3 ou j-= 3± 1,7 à moins d« 0,1 près.
3i8 rasSTiiucîiON m; coubrks »u seconii begrE
Comme, d'après les constmclions déjà exécutées, on a CP-=PQ-^ 3,
il s'ensuit que, si l'on porte 1,7 sur PQ de Q en M ot de 0 en points M, m appartiendront à la courbe. Soit encore
,r = AP' = 3 ; il en résulte
Portant la distance 3 de 0' en M' et de Q' eti m', les points M', partjennent à la courbe qui peut maintenant Êlre tracée d'une 1 suffisamment rigoureuse.
Troisième exemple :
_r'4- ejTj+gar^-^j.-
J--3^-hi±V^ = -
et, par suite,
équations dont l'ensemble représente un système de <Uit.v limites parallèles ayant respectivement H- 5 et — 3 pour oi-donnéa- à l'origine, et — 3 pour coefficient d'inclinaison.
On reconnaît ainsi que la proposée peut Être mise sous la forme
(J^_ 3^ _ 5] [ j-f- 3^-- 3) = o {voir le n" ?.09).
311. Remarque I. — Dans les deux premiers exemples, les droites IIG, HE lj%. 141) et BY, BE (Jïg. 14a) forment nécessairement un .ijstèmi: d'axes conjugués; et comme, pour la première courbe, le paramètre à ce système est égal à ^^ , que, pour ia seconde, il a pour expression -^ ou ^ I rien n'empêcherait d'appliquer le mode de construction développé au n" 292, ainsi que nousl'avons déjà indiqué (302) dans la discussion générale.
312. Re/nairjae JI. — Dans chacun de ces exemples, l'équation, résolue par rapport à x, conduirait à un second diamètre que l'on pourrait construire.
Égalant à o. la quantité soumise au nouveau radical, on en déduirait pour y une valeur qui exprimerait l'ordonnée du point de rencontre de la courbe avec ce diamètre; et, en menant par l'extrémité de cette ordonnée supposée construite, une parallèle à l'axe des .r, on obtiendrait une tan-
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gente à la courbe, qui la limiterait dans le sens des j. Le point de contact, qui n'est aiitve que le point de rencontre de la courbe et du diamètre, est dit un POINT LIMITE de la courbe.
Dansla/g'. 141 ce point limitb est très-voisin du point K', et dans la fîg, i4a il est très-rapproché du point m.
Ce mode de détermination des points limites dans le sens des axes, susceptible d'être employé toutes les fois qu'il s'agit d'une courbe du second degré, n'est pas toujours possible pour des courbes de degré supérieur. Mais voici un autre moyen applicable dans tous les cas. Soit/(.c, J-) =0 l'équation proposée.
Déterminez le coefficient d'inclinaison de la tangente en un point ((iielconque {x',y') delà courbe, d'après la règle du n" 102.
Égalez à o le numérateur de ce coefficient, ce qui donne une équation en 3:\y' qui, combinée par élimination avec l'équation f[x\j'] = o, fera connaître tous les points de la courbe où la tangente est purnUéle h l'axe des x.
En égalant à o le dénominateur, an obtiendi'ait d'une manière analogue les points où la tangente est parallèle h l'axe des y. Nous aurons plus tard l'occasion d'appliquer celte règle. Voici de nouveaux exemples pour la classe des paraboles, sur lesquels on peut s'exercer :
y' — ^xy -i- ^x'' -i^ iy — ^x -i- ^ = 0,
Premier exemple
j=~2ay-i-2^'— 3^H-a = o (/g-. 143'].
Cette équation donne
y..--X-^^^x'+Zx-^;
d'où l'on voit d'abord que le diamètre j' = o: est une droite AB passant par l'origine et taisant avec ÂX un angle de 4^ degrés [moitié de l'angle des axes).
Si l'on égale à o la quantité soumise au radical, il vient
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et la valeur de y prend la l'orme
Prenant sur AX les distances AG = i , AH = 2, et menant par Iss points G, H les pamllêies GG', HH' à l'axe des /, on obtient D, E pour les points où la courbe rencontre son diamètre.
Maintenant, il rfeulte 'de la forme même sous laquelle est mise la quantité soumise au radical, que toute valeur de x inférieure à i ou sapcrieure à 2 rendrait cette quantité négnthe, et que, par suite, les valeurs correspondantes de/ seraient imaginaires.
Il ne peut donc y avoir aucun point de la courbe situé en deçà et au delà des parallèles GG', HH'.
Biais toute valeur de x supérieure à 1 et inférieure à a rendant, au contraire, !e produit des deus facteurs x — \,x — i négatif, et, par conséquent, la quantité sous le radical positive, donnera pour_j' des valeurs
D'où il suit que la courbe est entièrement comprise entre les droites GG', HH' auxquelles elle est d'ailleurs tangente en D, E, et se trouve Umitée dans les deux sens des x positifs et des x négatifs.
Comme, d'après l'expression générale de 7 en a:, à des valeurs Jlnies. de x il ne peut correspondre que des valeurs ^nics de y, la courbe est aussi limiiée dans les deux sens des/positifs et des j négatifs.
Ces dernières limites peuvent s'obtenir (298) en résolvant l'équation proposée par rapport à x.
Mais il existe (303 ) d'autres limites plus avantageuses.
Puisque DE représente en grandeur et en direction l'un des dîamèLi'c-s delà courbe, h point ud/ieuO de DE en est le «■/«/■£■, et ce ceuiie a pour abscisse
AG +An _ 3
?, Posant X = - dans l'expression de f, ce qui donne
X^ ---; dou 7 = 2, y^-- 1,
et' portant sur la parallèle à ÂY menée par le point 0 les deux distances IN = 2, 1.N'= I, on obtient NN' pour le dininctre conjugué à\ià'mtnelT6BË, et les droites LNM, L'N'M', parallèles à DE, pour les limites de la courbe dans le sens des j; en sorte que la courbe est entièrement comprise en dedans du parai iélogramme LL'M'M,et peut, d'ailleurs, être construite d'après le moyen indiqué au n' 303.
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^=_ i^j ^ 3^'-4- 2j ~ 4-^ - 3 = o {fg. 144 )■ On déduit de cette Équation
Le diamètre y' = x — i peut ôtre facilement construit et se trouve rcprésenlé sur la figure par la droite indéfinie BCK. Points de rencontre de ce diamètre avec la courbe :
et, par suite,
Prenant sur AX,
AG---f, AU = 5,;
puis, élevant aux points G, Il des parallèliis à AT; et portant e droites di
on obtient I, 1' pour les poinls d'intersection cherchés.
Ces parallèles sont les limites de la courbe dans les deux sens do l'axi des J^.
Comme II' représente un diamètre en grandeur et en direction, le /wi« milieu 0 est le centre de la courbe; et AR, ou l'abscisse de ce centre, ) pour valeur
Faisant donc ■v = ~ dans l'expression de j-, on trouve
j = ±: - i/a = 7t. -1,1 , a moms de o , i près ;
et si l'on porte a, i de 0 en N et de 0 en N', on obtient NK' pour le conjugué Av. diamètre II', et, par suite, LL'M'M pour le parallélogramme circonscrit à la courbe.
Les hypothèses y=o, x = o, faites successivement dans l'équation proposée, donnent :
Pour r = 0,
V. .^-0,5, àmoinsdBO,.pràs
et pou; d'où
Ces dernièvra valeurs se construisent facilement et donnent D, D' pour les points où la courbe rencontre l'axe des y.
De même, si l'on prend AE =i,8, AE'-- — o,5, en obtient E,E' pour les points d'intersection de l'axe des x avec la courbe qui se trouve ainsi suffi sararoent déterminée.
Troisième exemple ;
j=:-^±l/-a^[:c_ï) [Pl.riII,Jîg. ,45).
Le diamètre ^'= — .r est une droite AB qui divise l'angle XAY' en rfeî^a^ parties égales.
On voit, on outre, d'après la quantité soumise au radical, que la courbe passe par l'origine et a pour première limite l'axe des x, auquel elle est tangente en A.
De plus, si l'on prend
ÂG = 2,
que l'on mène par le point G la droite GH parallèle à AV, el que l'on portt; sur cette droite une distance
GI
on obtient ainsi le point I pour l'autre extrémitii du diamètre, et Gll pour !a seeomle limite dans le sens des x.
Le point 0, milieu, de AI, étant le centre de la courbe et ayant pour
si l'on fait x = i dans l'expression de y, il vient
Ainsi il suffit de porter OA de 0 en N, et de 0 en N', pour obtenir le conjugué t^a' du diamètre AI, et, par suite, le parallélogramme LL'M'M circonscrit à la courbe.
JV. B. — Il est à remarquer id que les deux diamètres conjugués AI et NN' sont égaux et ont pour valeur a \/i,.
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En posant j = o dans l'équation proposée [Jîg. i45), on trouve
Prenant AE = |i on obUent le second point de rencontre, E, de la
courbe avec l'axe des x.
Quatrième exemple :
y'' — lîjry -h Sa:' — ij-h 5 = o,
Cette expression de j prouve que j^ = 2 est la seule valeur de ^c à laquelle puisse correspondre une ■valeur récite pour j*. Donc la courbe se r6duit à un poùit; lequel a pour coordonnées
Et, en effet, l'équation peut, dans ce cas, se mettre sous la forme
équation qui ne peut ûtre satisfaite que si l'on pose séparÉment
Aiiti-es exemples relatifs h des ellipses,
y -+- "^xy -H 2J7 — ^y — jx h- i = o,
47' — aa?>- + ^' — 87+437+4 = 0,
nVPKRBOLES.
Premier excmpie
j'-a-rj— 3j^'— 27 + 7J^ — 1 = 0(7%. M6). On tire de cette équation
yGoosle
3a4 CONSTRUCTION I>L COUUtlFS BU SECOND DEGRÉ
D'ahord, la droite CEI, pour laquelle on a
AC= - r, ^B= !, représente le diamèlrc
Ensuilo, le trinôme^'— -x-i-- égalé à o donne
racines Imaginaires; ce qui prouve que CBI est un diamètre non ti vene; et, comme alors on peut mettre la valeur de y sous la forme
^-sJ^(f-^-h
il s'ensuit que toute valeur de x, positive ou négatii'c, donnera constamment pour j* des valeurs réelles. Ainsi la courbe s'étend indéfiniment audessus et au-dessous du diamètre CBI, et dans les deux sens de Taxe des a;.
Pour obtenir la plus petite valeur que puisse recevoir le radical, et, |)ar suite, les points de la courbe les plus rapprocha du diamètre, il faut évidemment poser
.-1 = 0, d'où . = |i
ce qui i-éduil lo radical à
Vl »" \^^^■
Soit donc prise sur AX une distance AN = - , et soit élevée du point K , KO parallèle à AY; si, sur cette ligne et à partir du point 0, on prend
OM-OM'= ' v^= 6 ' no'ns de ,i près,
les poi ts M M se ont 1 po nts les plus r pp ochés du diamètre, de sorte qu en menant pa ce p nts les pa allèl -s GG HH' à CBI, on aura deux d 0 es u l ts e -de ou desq elles seront situés loiis les points de la o be
Observons mamienant [voyez le a" 30i) que MM', étant la plus petite de toutes les cordes de la courbe menées parallèlement .à ÂY, est un autre diamètre; son point milieu Oest, par conséquent, lo centre de la courbe.
DÉD. DE LA DISCCS9. DE l'éQ. GÉN. PAR LA SÉP. DES VAE. 325 On connaît ainsi l'un des diamètres tmnsi-erses, MM', en grandeur et, n direction; et pour avoir en grandeur son conjdgké, qui a pour direcon CBI, on pourrait avoir recours au proche du ntunéii) précité. Mais il est préférable, pour le tracé exact de la courbe, de fixer la potion des asymptotes.
Appliquons à l'expression de j la règle dn n" 306; il vient
ce qui prouve que les asymptotes se rencontrent sur le diamètre, au point 0 dont l'abscisse est ■^ = ô- Il suffit donc d'obtenir un autre point de chacune d'elles. Or, en faisant
on trouve, pour la première,
et, pour la seconde,
quantités faciles à construire sur l'axe des y.
Ces' asymptotes sont représenta par les droites LL', KK', passant respectivement par les points 0 et E, 0 et B.'.
La courbe peut ensuite, au moyen des points M, M', Être construite d'après le procédé du n° 2S7.
Deuxième exemple :
Cette équation donne
le diamètre est une droite L.\L' passant par l'origine et par vin point ayant pour coordonnées
a:=l=AIl, j = i = W.. Posant
on obtient
Donc, si l'on prend
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et que, par les points D, D', on élève des parallèles LG, D'G' à A.y, les points M, M', où elles rencontrent le diamètre LL', appartiennent à la courbe qui, d'ailleurs, est tangente aux droites DG, D'G', et s'étend indéfiniment à droite et à gauche de ces deux parallèles, au-dessus et audessous de son diamètre.
Si l'on extrait (306) la racine carrée de la quantité soumise au radical,
pour l'équation des deux asymptotes, qui se coupent sur le diamètre au point 0 dont l'abscisso est
En séparant ces deux valeurs de j, on trouve
dont la seconde représente une droite IQV parallé/e à Pn, conforme à ce qui a été établi au n^SO?). Quant à la première valeur, elle donne
ce qui prouve que l'asymptote correspondante est ui par le point 0 et par le point F, pour lequel on a
La courbe peut maintenant, ainsi que nous l'avons dit pour le premier exemple, être facilement construite.
On pourrait ici, pour la déierminatioit des asymptotes, appliquer le procédé du n° 307.
Résolvant, à iSît effet, l'équation proposée par rapport à j:, on trouve
m, effectuant la divis
De cette expression on déduit :
i" Que pour
l'abscisse de la courbe se confond avec celle de h droite représentée p
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l'équation
■£Ti sorte que cette équation est {Mi et 2-iS) celle d'uno asymptote à la courbe ; 2° Que pour k valeur particulière
l'abscisse de la courbe devient infinie, c'est-îi-dire que la droite j-^^ — i, parallèle à l'axe des x, est la stconde asymptote de la courbe donnée.
3iS. Rem*iioue importante. — Le mode particulier de détermination des asymptotes, esposé au ik" 307, et dont nous avons fait l'application au second exemple, est fondé sur la propriété démontrée aux n" 244 et 245, savoir : qne, dans I'hypebbolb, toute droite qui renco?itre la courbe à l'infini est nécessairement une asymptote.
Mais cette propriété n'existant pas pour les courbes de degré supérieur, il est indispensable, alors, de rechercher si une droite reconnue pour rencontrer la courbe à l'infini, satisfait, en outre, à la condition essentielle et caractéristique de s'en rapprocher indéfiniment et autant que l'on veut [2i3).
Avant de passer à ces sortes de courbes, appliquons celte recberLhe a Vexemple même que nous venons de traiter, en faisant, pour le moment, abstraction de la propriété sus-mentionnoe.
Reprenons à cet effet l'équation
qui, résolue par rapport à *, u donné
les asymptotes déterminées par le mode précédent sont rei les équations
1 premier lieu, y positif, et prenons la différence entre
CONSTUIJCTIOU DE COUIiBES HU SECOND IlEClift
c de la courbe et l'abscisse x' de la droite
Faisons d'abord y — o dans cette espre
c'est la distance RS qui sépare les points R, S, où la branche de courbe EM/» et la droite KK' rencontrent l'axe des a:.
On voit ensuite q\iepbsjw(g-we«(^, plus la différence diminm- ;
et les points de la courbe je rapprnchenl sons cesse des poÎDfs de la droite qui correspondent aux mêmes abscisses; lorsqu'enfln y devient infini, Ja différence des deux abscisses devient nulle.
Ainsi la branche EM/» de la courbe a pour asymptote la portion SK de la droite KK'.
Donnons maintenant àr des valeurs négutives, mais compviscs entre o et — I.
La première partie, ^ — - ) de i ab o e ar de K courbe devient négative, en restant toujours, mtméi q ement plus petite que -■
Quant à la seconde partie, elle estco tamment/widce et plus grande que I.
Donc la valeur de x est toujours p e et a „ enle sans cesse à mesure que y augmente dans le sens négatif Aï', jusqu'à ce qu'enfin on suppose _^ = — I ; auquei cas x devient égal à l'infini positif.
D'où Von déduit que
est l'équation d'une asymptote à la branche Rhi' de la courbe. Continuons de faire croître / dans le sens négatif à partir do — i . Soit fait/ = -(t -1- 5) dans l'expression de x, ce qui donne
on voit que a: est constamment négatif pour toute valeur de y comprise entre — i et Yinfinl négatif.
En posant, par exemple,
S = 1 = NK',
héd. le la iiiscus. ■
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Si, pour 3e moment, on fuit décroître 3 depuis i jusqu'à o, il est visible que la valeur générale de a; va en croissant numériijiœmèr>C sans cesser d'être négative, et qu'elle croît imléfinUnent, devenant égale à \injim négatif ^mi 5 = 0.
Donc la courbe, remontant vers la droite
^en rapproche continuelJcment et autant ijiie l'un veut; ce qui prouve que cette droite est asymptote à la branche Wn'm".
Revenant ensuite au point n', et prenant la différence entre l'abscisse générale de la courbe et l'abscisse de la droite
différence qui est égale à —^^ on reconnaît qn'elle diminue sans C^SSO et indéfiniment à mesure que S augmente, et qu'elle devient o pour S égal
Donc a; = ^— -est l'équation d'une droite fisjmptnte h la branche n'M' m"'.
Il est ainsi complètement établi que la droite
t asymptote aux deux branches Rjj/', n'ni", et que la droite
a asymptote aux deux branches Mm, n'Wm'".
Autres exemples relatifs à l'hyperbole.
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Ce deniier exemple présente «ne ciroonsLance remarquiibie lorsque l'ci; résout l'équatioD par rapport à la variable x. On trouve
d'où il semblerait résulter que la courbe se réduit a icic seule !îg' droits.
Mais observons que, ai la division s'est faite exactement, c'est que !e ni raératour peut se mettre sous la forma
Ainsi k valeur de x devient d'où, chassant le dénominateur et transposant,
-'^hi-}^"
équation qui peut être satisfaite par l'une des deux conditions: ■ir^i = o, d'où j' = 2; j:_^ — a=o, d'où r=ix—i.
Donc, la courbe se réduit véritablement au système de deux droitei donl: l'une avait disparu par l'eifet de la division.
g II. — Application de la hiéthode de ihscussiom par la sbparatiom DES VABiÀDLEs a des équations de DEGiiÉ supérieur; ei' uiscussiom
DIS QUELQUES équations POLAIHES.
316. Œservations préliminaires. — \° Toutes les fois que l'on se propose de déterminer le lieu géoméLrique d'une équation à deux variables, la détermination des coefficients d'inclinaison des tangentes et celle des asy-n^p-
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tûtes, si le lieu cherclié est susceptible d'eu avoir, sont deux questions d'un usage fréquent, parce que ces droites, une fois construites, donnent presque toujours le sentiment de la forme et des diverses circonstances du cours de la courbe qu'on a en vue de déterminer.
2° S'il arrive que l'expression de y en x, ou de x en r, renfenne un radical du second degré, on est conduit à la construction d'n» diamètre, parce qu'il facilite la détermination des différents points de la courbe; il suffit, en effet, pour chaque valeur donnée à l'abscisse, par exemple, de porter sur une parallèle à l'axe des j, de part et d'autre de ce diamètre, une distance égale à la valeur numérique du radical.
Les diamètres, comme les asymptotes, peuvent être, d'ailleurs, rectilignes ou curviligne.': ; maïs dans ce dernier cas, ce sont ordinairement des lignes plus faciles à const-uire que la courbe elle-même.
3° Les courbes peuvent jouu de la propriété d'avoir an ou plusieurs
En donnant ( 130) la définition du centre, noua avons fait voir que son caractère analytique con^i'^te en ce que la courbe étant rapportée à ce point, comme origine des coordonnées, son équation est telle que, si les quantités +or', +y', la vériflent, les mêmes quantités prises en signe contraire, — m\ —y', la vérifient également; ce qni revient à dire que réquaIJon reste la même lorsque l'on change-+-icet4- jen — ^ et en — y.
D'après cela, quand il s'agit d'une courbe de degré pair, la somme des exposants des variables dans chaque terme de son équation doit être un nombre pair; et le contraire doit avoir lieu ai la courbe est de degré «n-
Toutes les fois que cette condition n'est pas remplie, on peut affirmer que le point pris pour origine n'est pas un centre de la courbe.
Mais il reste à savoir si la courbe est douée d'un centre o\i même de plusieurs.
Voici, à cet effet, le moyen à employer.
Remplace:^, dans l'équation, x et 7 par a; -i- a et j + È ; puis, déterminez les quantités a, b, de manière à faire disparaître les termes dont !e degré n'est pas de même parité que celui de l'équation (c'est-à-dire de degré ^"> si l'équation est de degré pair ou vice versa) .
Comme il n'y a que deas: indéterminées a et è, on ne peut poser qi;o deux équations de condition; mais si la courbe a réellement un centre, il arrive nécessairement que les valeurs de a, b, ainsi obtenues, font disparaître à la fois tous les termes qui empêcheraient la condition carartérisdrjue d'être satisfaite.
Los deux équations de condition pouvant être de degré supérieur au premier, il s'ensuit quo certaines courbes sont susceptibles d'avoif plu-
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sifurs centres. Quelquefois mémo elles en ont une infinie (*), ce queVcTi reconnaît au caractère-i obtenu pour les valeurs de a et de h.
Enfin, la courbe n'a pas de centre si Von obtient des valeurs imnginaiirs
■mfnl.
Ces notions générales étant établies, quations particulières.
Vrcmicr exempte
s passons îi la discussion d'i'-
Remarqiions d'abord que cette équation ipendant de x et de y, est satisfaite par
= ol/-.,481.
lit privée du terme inilé-
ainsi l'origine des coordonnées que nous supposerons, pour plus de s plicité, rectangulaires, est un point de la courbe. On di/duit de cette équation
n qui se compose de deux parties principales, l'une riitim/nelli.', l'autre irriithimelh et précédée du double signe ±; d'où il résulte que l'équation
3st celle d'un diamètre de la courbe.
Ramenons cette équation à la forme ordinï il vient
(3) d'où
ayant elle-même pour diamèin: la droiio
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c'est-à-dire une parallèle FPF' à AY, menée à la distance AP = i de l'origine, et rencontrée par la parabole au point pour letiuel on a
aj-+3 .^û, (i'ûù j = — ^ = AD;
en aorte que si par le point D on tire la droite DD' qui rencontre IT' en E, la parabole sera tmigente en ce point à cette droite.
Il est à remarquer ici que les axes étant supposés rectangicl/iii-cs, les droites FF et DD' sont les axes principaux de la parabole ; le point E eu
En posant successivement dans l'âquation (3)
X- idr.<^-i et _j- = — I
ce qui donne trois autres points Q, Q' et B' par iesquols coLtc courbe otixiliairc doit passer.
Elle affecte ainsi la forme
RQEli'Q'R'.
Cherchons maintenant quelques points de la courbe qu'il s'agit de con-
Fabord, l'origine A étant un do ces points, si l'on prend, ii partir du iliunièlrc,
le point 11 lui appartient également; et c'est ce que donne, en eiïet, l'hypothèse j: = 0, introduite dans l'équation (i) ; il vient
d'où
j=- o et y= ~i.
Fciisons ensuite
j-=o; on obtient
d'où
X — o et JT — i /â -. i 1 , 4 ;
ce qui donne, outre l'origine, les points G', G, Soit encore
X --=1 = AP
le radical de l'expression {■}.] devient
d= -^/5 = ± 1,1, à moins de o,i prL.i.
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Portant sur la droite FF', à partir du point E, les deux dislances EE', EE", on a deux nouveaux pointa, E', E", appartenant à la courbR. Coit enfin
la valeur du radical devient
=h-/io = -Az^ — -±1,1, à moins de o,i \>rh:i;
ce qui donne les points K et K'.
Ces constructions donnent déjà une première idée de la courbe qui se trouve composée de quatre branches s' étendant au-dessus et au-dessous de \a parabole -diamètre, et toutes les quatre indéfiniment dans tous les sens, puisque l'expression {a) de j est toujours réelle, quel que soit jt.
Voyons actuellement si cette courbe a des asymptotes.
Le radical \/x' -+-4 revenant à .r'i A -î-t-ji si l'on néglige la fraclion — 1 la valeur de j se réduit à
etl'onprouverait, commeon Vafaitauii°306, que les lieii^ gêomélriqties exprimés par cette double équation sont des asymptotes h. la courbe cherchée.
Occupons-nous de leur construction.
Supprimant \acceiit et séparant les deux équations, on trouve, d'abord pour le signe inférieur,
puis pour le signe supérieur,
La première équation représente la droite L'B'BL, pour laquelle on a
AB' = — I, AB.= -i;
et co qu'il y a de particulier, c'est que celte droite est tangente en B' à la parabole-dinmètre .
En effet, si l'on applique la métnode des dérivées (102) à l'équation (3), on trouve pour le coefficient d'inclinaison de la tangente en un point quelconque {^',y'),
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Or, si Vùn pose
valeur qui correspond au point B' de la parabolo, on îrouve
qui exprime enmSme temps \a cnejficicu d'inclinaison de la droi'^
La seconde équation résolue par rapport à x donne
qui représente une autre pababolb ayant pour premier axe une parallèle NN' à AY, menée à !a dislance AC = -, et pour ordonnée de son point d'intersection aïec cet axe,
en sorte que le second axe est CIT.".
D'ailleurs, comme x = ci donne j = — i dans l'équation de la première parabole et dans l'équation de la seconde, il s'ensuit qu'elles passent toutes deux par le même point B'.
Il est alors facile de reconnaître la position de cotte seconde parabole, qui est représentée par la courbe S'E'IVS.
Celle-ci est asymptote à la portion U'AE'GKU de la courbe cherchée, et la droite LL'est asymptote à l'autre portion ÏÏ'G'HE''K'H".
iV. Jî. — Il existe, pour celte seconde partie de la courbe, une espèce à'wjlexioii au point H qui a pour coordonnées
.r ^ o ot x=-- — '>.,
infiesion qu'il est important de caractériser.
Formons, à cet effet, le cnejpcient général d'incUiuiison d'après l' équation (i); on obtient (192)
et si l'on pose il en résulte
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ce qui prouve que la Ungenle ÏHT' au point H est parallèle à l'asymplole
dont l'équation est
On justifie ainsi la forme donnée en ce point à la branche Il'Ilir.
Quant à la première branche U'AE'GKU, on voit qu'elle doit avoir nn point ju la tangente est /joraZ/èfe À l'axe îles x; et, pour l'obtenir, il faut égaler à zéro le numérateur de « ; ce qui donne, après la suppression des
■iJ^r — aj + 3j:'— a — o,
«qiialion qu'il sufiirait de combiner avec l'équation do la courbe
j" — X j- -i~ ïxy — X -I- T.f -t~ J.X = o.
Comme j n'entre qu'au premier degré dans la première, l'élimination de celte inconnue est facile, et l'on parvient ainsi à une équation du cinquième degi-é en a; dont le dernier terme est né^atij, et qui a, par conséquent, au moins une racine positive. Nous laissons ce calcul à exécuter.
Di:iixièmc exemple :
(i) .■L''f-^'ixy-x'+y = c, if g. 149).
En résolvant cette équation par rapport à jr, on a
expression qui montre que la courbe est située tout entière mi-ilessus l'axe des.r, puisque _^ ncgn/zf donne pour x des valeurs iineiginuiivs. Posant
pour avoir un des diamètres, et chassant !e dénominateur, puis, supprimant Veiccent, on arrive à l'équation
qui est celle d'une hyperbole équikttère (les ases étant supposés rectangulaiivs), rapportée à un système de coordonnées />o/oWèfc.ï à ses asymptotes (307, 3°), et que l'on pourrait construire facilement.
Hais on peut se dispenser d'exécuter cette construction sur la figure, parce que la forme et la position de la courbe se détermineront plus simplement par les considérations suivantes :
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L'Équalion résolue par rapport à j doiiiio ou, si l'on effectue la division,
Cette dernifcre forme met immédiatement en évidence deux asymptotes, savoir
Car X étant supposé égal à \infini positif ou à Yin/mi ncgalif, ~
âevit'nt nu!, et la valeur de j se réduit à
D'un autre côté, si l'on pose la \aleur de y devient infinie.; d'où l'on voit que les droitL'S
qui peuvent être représentées par îes droites B'BB", CC, respectivement p/irallétes aux ases AX, AY, et pour lesquelles on a
AB = 1 , AC
jouissent toutes deux de la propriété de ne pouvoir rencontrer la courlo qu'àl'in^/H,
Il reste à prouver, conformément à la remarque du n" 315, qu'elles satisfont à la condition essentielle de se rapprochpr indéfiniment de Ir courbe.
Reprenons, à cet effet, l'équation (5), et faisons d'abord croitre x depuis 0 jusqu'à -H os .
Pour X = o, on trouve
qu'indique, d'ailleurs, l'équation (1), qui fait voir, en outre, quel; urbe est tangente en A à l'axe des x, puisque de cette équation l'oi
des valeurs de plus en plus gnuidcs, 7—7-- diirdni^i
courbe est tire, pour/=: o
Al', ih VJl. à k
lie plut en plus, et, par suite, i — , ou /, iiiigmeiite continueUemenl
eans toutefois pouvoir dépasser i ; et, quand on suppose enfin
devient nul, et j se réduit à \' unité.
Donc une des branches de la courbe, en partant de l'origine A, Je rapproche sans cesse et autant que l'on veut de la partie B!ï' de la droite 7=^1.
Maint«nant, faisons croître ic dans le sens négatif .
Si l'on donne d'abord à x des valeurs comprises depuis o jusqu'à — i «t croissant er q enent x -h se m/J/JJ-ocfora de plus en plus deo;
donc en re tant po if deviendra de plus en plus grand et se
rapprocfera o t elle c t le l nfini [Jîg. i4d); il en sera do inÈfflo dej, etlon>q oa supposera
la valeur de y deviendra infinie; ce qui prouve qa'une seconde branche de la courbe, partant du point A, va en se rapprochant sans cesse de la droite CC' qu'elle ne peut rencontrer qu'à Yinfni.
Ces deux branches se réunissant au point A, et devant être tangentes à l'axe des x, constituent ainsi une première partie de la courbe cherchée, partie qui est représentée par la ligne continue D'AD.
On démontrerait par des raisonnements tout à fait analogues qu'il esiste, à la gauche de CC, une seconde partie de la courbe dont les deux branches réunies en une seule ont pour asymptotes la même droite CC, ou a; = — 1 , et la portion BB" de la droite j—i.
EGE' figure cette seconde partie dala courbe.
Troisième exempte :
(i) y' ~Zuxy-\- x'-. o [Fo^ium c/f Descamtës] {fg.i5o).
Cette équation ne peut être résolue directement ni par rapport à_j', ni par rapport à x\ mais la transformation des coordonnées fournit toujours, pour une équation du troisième degré, un moyen de faire disparaître la troisième puissance de l'une des variables, et permet ainsi d'exprimer celle-ci en une fonction explicite de l'autre.
En effet, si en supposant les ases rectangulaires on a recours aux formules
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ec qu'on remplace dans l'équaMon (i) les anciennes coordonnées par leurs valeurs en fonction des nouvelles, le coefficient de j, par exemple, a pour
espression
cosV - ein'-v..
Égalant à .
e cooilicient, et divisant par cos'«.
, on obtient
tani
I, (('où taiig«"i, siii
SH
Ces valeurs de si
ni, coB'i, reportées dans les forme
les ci-dessus,
donnent
r-iv/ît'+j)
i,-'~fil.^--r)
Par suite.
l'équation (i| devient
-Jl-.o,
ou bien, toute réduction faite,
„ + av'ï)j'+"--3
Telle est l'équation de la courbe rapportée au nouveau système d'ax AX', AY', formant avec les premiers des angles de 45 degrés, Cela posé, on déduit de l'équation (aj
et l'on voit déjà que la courbe est symétrique par rapport à Taxe AX'. qui peut être considéré comme un diamètre principal. Égalant à zéro le numérateur sous le radical, on tire do l'équation ré -
s citante
x'...a et ^ = Ç/ï.-ûv^ + w,/ï.
Si donc, après avoir construit, sur AD -- a, un carré ADET, ce qui
AE = « v'î,
on porte sur AX' une distance AB égale à AE -J--AE, la courbe sera limitée dans le sens positif par la droite IBl' menée parallèlement à AY',
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puisque toute valeur de x supérieure à — v'i donnerait des valeurs ininginaires pour j.
Mais en attribuant à œ des valeurs comprises entre -7- \/'i et o, on aurait une double valeur réelle pour /; en sorte que la coui'be afTocle la forme d'une bnitde passant par le point A, origine des coordonnées.
D'un autre côté, si l'on pose
et qu'en prenant
on mène la droite LGL' parallèle à AY', cette droite est une asymptntf . Car, d'abord, elle rencontre la courbe à Xiiijîm; et, do plus, comme on peut mettre l'expression [ 3) sous la forme
Lt que, si x croit négalivement depuis o jusqu'à — -v^, la quantité soumise au radical croît indrjimmcrtt ; il en eît, par suite, di.' même pour y.
Ainsi la portion BMA de la courbe se prolonge au delà du point A, en se rapprochant de plus en plus et indéfiniment de la partie GL de la droite LL', tandis que la portion BM'A se prolonge du côté de GL'. La courbe affecte donc enfin la forme CAMBM'AC. Noua ne pousserons pas plus loin la discussion des équations de degi-é supérieur; elle exigerait, pour être établie complètement, la connaissance de principes qui sont plus partjculièrement du ressort de Xanaljsc infinitésimale.
On peut, du reste, consulter à ce sujet l'ouvrago de CRAJtEa ayaiil pour titre ; Introduction à l'Analyse des lignes cou,?-bL:\.
DISCUSSrO\ DE QUELQUES ÉQUATIO.^S POIAIBIS.
A LA C0N3TR. DE LIGNES DOKMËES ES ÉQUAT. POLAIRES
tout ce qui va suivre, qu'on ait décrit du point 0 pris pour p6!c, comme centre, et avec un rayon égal à i , une circonférence sur laquelle on devra porter les arcs qui mesurent l'angle f.
Cela posé, soit OA — a et donnons à l'angle f une série de valeurs ;
Pour ï = o, ce qui suppose le rayon vecteur couché d'abord sur OX,
ninsi le point A appartient à la courbe. Pour tf = 30" = LOX, on a
sinf;--i cosy — -v'^; *
p--=-(7\/3 = o,8.«=01!<OA.
four ï= 45°= L'OS, on a
Snlf ^ COSf = - \'-i\
'rtl/2-O,7.-ïr^0C<01t.
Pour 0 = 00°= L''OX, (
Soit enfin f — go" ; il on résulte
ce qui prouve que la courbe doit passer par le point 0. Conune on a d'ailleurs
cos(— f)— cos'j,
il s'ensuit que la courbe est symétrique par rapport à Wixe polaire OX, et peut être représentée par la ligne continue ABCDOC'A.
Si l'on transporte ie pôle 0 au point 0', milieu de OA, et que l'on désigne par 0' et tp' les nouvelles coordonnées polaires, telles que O'B, BO'X, on a, pour exécuter cette transformation de coordonnées, la relation
OH, remplaçant q par sa valeur «cosœ.
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on, réduisant,
résultat indépendant de l'angle f .
Ce qui démontre que la courbe cherchée est une c décrite sur OA. comme diamètre.
Et, en effet, si dans l'équation
[,7- (ICOS^i
qui (S79) servent à transformer une équation polaire en u entre coordonnées ortknganales, il vient
équation d'un cercle rapportée à l'une des exlrémitte d'ucomme origine [voyez len" 73).
Deuxième exempte :
i et e désignant deux droites données do longue En posant d'abord
p = c r^ OC.
Tant que l'angle ç est compris entre o et 90 degrés, sin^f augmente et cosif diminue ; en sorte qu'il n'est pas possible de savoir, à l'inspection do la valeur de p, quand son dénominateur augmente ou diminue.
Mais si l'on met 6 sin !p •+■ ccos^sous la forme
tcosi^^tang-f-t-^j,
yGoosle
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on voit qu'en donnant à (p une valeur particulière, ç' ou lOX, telle que l'on ait
tanga)'= — y, dou nirn'/ — , ■ -1 C033 — ■ ■■
/> ^ yJb-' + c- ^ <Jb'^c='
on obtiendra pour p une longueur infinie; d'où il suit que la ligne cherchée est rencontrée par la droite LOL' en deux points situés à Yinjini,
Prenons maintenant un point quelconque M du lieu géométrique demandé, et proposons -nous d'évaluer la distance MP de ce point à la droite LU.
On a
MP = OM sinMOP =-- ^^.^^ l'^ccos ^'"**'^^' sinMOP = siiiLOM = sinfrp'- » ) = siuf'cos'^ — sin^icos^/; d'où, remplaçant sinc|j', co3^' par leurs valeurs,
ism<f> + ccos? \^ ^U'+c' ) ou, supprimant le facteur commun,
expression indépendante de la variable i» : ce qui démontre que ie lieu géoméirique cherché a tous ses points h une distance constance de la droite LL', ou, en d'autre termes, est une parallèle à celle droite.
Et, en effet, l'équation de la droite BC, en coordonnées orthogonales, est(gS)
et si l'on y remplace icel^par leurs valciirspcosy, psmf, exprimées (278) en coordonnées polaires, il vient
c'est-à-dire l'équation que l'on avait à discuter. Troisième exemple :
Décrivons du pôle 0 comme centre, avec le rayon OA = i, une férenœ de cercle, et menons par ce point les axes rectangulaire YT', ainsi que les bissectrices LL', L''L"' des angles YOX, TOS',
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Cela fait, calculons et construisons loa valeurs de q qui correspondant oux angles o", 45°, 90", iSS", 180", 225", etc. : iiif=-o; p = i = OA;
ï =: 45°, sin^ -- - v^; p - ■ — -Li ---= v'^ — I = 0,4 = 011;
p = 1 ^ oc, th-rs de OA :
p= /;i_i^ o,4 = 0M'= OM;
valeur négative qui (283) doit être porté en M"; de sorte que l'on ait 0M"= a, 4;
r le prolongement de OL',
valeur qu'il faut également porter e donne OC ;
iitniiip de 0¥', ca qui -^OA.
Ces différents résultats démontrent que la courbe cherchée doit passer ; 1° par les points A, M, C, M', B; a" par les points M", C, M", et qu'ainsi elle se compose de deiu: branches opposées.
De plus, ces branches s'étendent indéjîidmcni à droite et à givjike deAY.
Car la valeur do p devenant infinie quand on fait
- sJnSSo";;
inBo",
il en résulleque, si par le point 0 on mène deux droites KK', II', formant aveoriT^ce polaire OX, l'une au-dessus et l'autre au-dessoiis de ces axfô, des angles de 3o degrés, ces droites rencontreront la courbe à Vinfi/ii. Si maintonant ou fait, dans l'équation donnée,
cos<f ,
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qui (287) n'est autre que l'équation d'une hyperbole dont l'un des foyers est pris pour pôle; le demi-paramètre est p~i = OA, et Vexcentiicilé
Pour retrouver l'iîquation de la courbe en coordonnées orthogonales, il suffît (279) de poser
et l'iJquation polaire primitive devient
ou, âpres qu'on a supprimé le facteur commun \/.c'' h- j', chassé le dénominateur, fait évanouir les radicaux et ordonné, V--^'-4;^ + i=o, équation que l'on peut ramener à la forme ordinaire on changeant d'abord r en j + - ) ce qui donne
puis (i40] en multipliant par^ — =; et l'on trouve enfin
Sous celte forme, on rpconnalt ;
1° Que l'hyperbole est rapportée k son axe transeerse comme use des/; i" Qu'elle a son centre au point 0' dont l'ordonnée est - ou 00' ;
3° Qw\ii demi-axe Irnnsi'cr.ti:, ou A, = ^ et que \s demi-axe non (mns-
Mvïe,onB, = l\/3.
On déduit de là ;
Pour le demi-panimèlrr,
et pour le rr»:;/((;r«ï(/''«<-('//«'/m« des asymptotes par rapport à l'axe AY,
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Désignant cotte inclinaison par «, et l'angle camplémentuire par a', on a ,- _ ± I ^_ I
et, par SHito,
En conséquence, si l'on mène par le point 0' deus droites qui fassent,
aveel'aj^e polaire prîmilif Qk, les angles dont îe sinus soit égal à ±-1
on obtiendra les deux asymptotes auxquelles les droites II', KK', qu'on avait trouvées dans ia discussion de l'équation polaire, sont parallèles ,
Tous ces résultats sont en parfaite concordance.
Les exemples de discussion que nous venons de traiter ne peuvent donner qu'une idée tr^imparfaite de k méthode de discussion des équations polaires en général, parce que la détermination de certains /loinff et de certaines droites remarquables exige souvent la recherche des dérivées de différents ordres àes fonctions circulaires, question qui dépend plus particulièrement de ce que l'on nomme l'analyse infinitésimale ou transcendante; mais ces exemples suffisent pour mettre au fait de la marche à suivre, tant .ju'il nu s'agit que de courbes du second drgré.
CHAPITRE IS
COMPLÉMENT ET APPLICATIONS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ.
HA-CUHB DES CONDITIONS SERVANT A LA oéTEBMINATlOS SECOND DEGRÉ. — SOLUTIONS GÉOMÉTKIQOES POUR LA i CES COURBES d'après DES CONDITIONS E
319. On a vu (S6 et 96) que l'on peut se proposer de diiterniiner une ligne di-oice ou un cercle d'après certaines conditions dont le nombre est fixé,
La même nature de question s'applique aux u-ois courbes du second degré; les coefficients de leurs équations doivent alors être regardés comme des constantes indéterminées dont les valeurs dépendent des conditions imposées à la courbe.
Or, en divisant l'équation générale de ces courbes par le terme indépendant des variables, on la ramène à la forme
Cette équation renfermant cimi coefficients, il s'ensuit qu'on peut, généralement, assujettir la courbe à cinq conditions différentes ; et ces conditions exprimées algébriquement servent à déterminer les coefficients a, h, c, d, e.
Soit, par exemple, proposé de foire passer une cnurlie du second dcgrd par cinq points.
Appelons (j;', j'), (a;'",/"), [.c'", )■■'"}, {.v'", y'"), (x",/') les coordonnées de ces points.
En substituant succe^ivement dans l'équation (i) chacun de ces cinq systèmes, on obtiendra cinq équations du premier degré en a, b, c, r/, e, l^queiles, étant résolues, donneront les valeurs de ces coelEeients ; et, en rapportant ces valeurs dans l'équation (i), on aura celle de la courbe issujettie à passer par les cinq points donnés.
Cette courbe sera d'ailleurs une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que l'on aura (159 et 301) entre les coefficients «, b, c, des trois
Il pourra même se faire que la courbe se rÉduisc à l'une dos vi-iriéiés; c'est ce qui arriverait, par exemple, dans le cas où, sur les cinq points, on en donnerait trois en ligne droite.
L'équation du lieu géométrique passant par les cinq points, ne saurait appartenir, alors, qu'à une droite, ou à un système de deux droites.
Car la combinaison des équations d'une courbe du second degré et d'une ligne droite, donnant lieu à une équation du second degré, il s'ensuit que ces deux lignes no peuvent avoir, au plus, que deux points
On observera encore que, si la courbe cherchée doit être une pababolb, quatre points suffisent pour la déterminer; puisqu'on a déjà entre les coefficients de l'équation la relation particulière
Toutefois, comme cette équation est du second degré, tandis que les autres sont du premier degré, on devra généralement obtenir deux pai-aboles pour réponse à la question.
320. Au lieu de donner des points de la courbe, on peut supposer connues de position des droites auxquelles la courbe soit assujettie à être tan-
Si, par exemple, on veut que la courbe soit tangente à une droite
m et n étant des quantité connues, il suffit de combiner cette équation avec l'équation (i), et, après avoir formé une équation du second degré en r déi-rire (93 et iOi) que les deux racines dt cette équation sont cgalf^
On obtient ainsi une re cti n entre lea indelcrn nées n, b, t, d, e, et les quantités connues m n
Même raisonnement poui une seconde, une troisième, etc., droite à laquelle k courbe devrait être tangente
La connaissance d'une asywptote équivaut \ celle d'/iwe tangente et d€ son point de contact, puisque (244) les asymptotes sont des tangentes à l'infini. Ainsi, il suffit de trois autres conditions pour déterminer \z courbe,
321. Si la courbe doit avoir un centre, et que l'on donne la position d(
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ce point, Irais autres conditions sont encore suffisantes pour la détermination do la courbe.
En effet, comme rien n'empêche de prendre ce point pour origine, l'équation est alors (162) de la forma
et ne renferme que trois coefficients h déterminer; ainsi la connaissance du centre équivaut à deux conditions différentes.
Il est vrai que, dans ce cas, la courbe ne peut Èlre qu'une ellipse ou une HïPERBOLB, ou (1S8) un système de deux droiles piiratlèks.
332. Lorsqiie, pour une ellipse ou une hyperbole, on donne do position soit le système des axes principaux, soit un système de diamètres conjugués, il suffit de deux autres conditions pour déterminer la courbe.
Car ces courbes, rapportées à Vun ou à l'autre de ces systèmes, sont représentées par les équations
A'/'±:B'j;'=:± A'B', ou .\"j '± B"j:'^--; ± A"B"
dans lesquelles A et B o« A' et B' sont las deux seules constantes à déter-
Quant à la parabole, si l'on donne les axes principaux ou un système à.'axcs conjugués, il ne faut plus qu'une seule condition pour la déterminer, puisqu'il entre une seule constante, p ou p', dans les équations
j' = zps;, ou y' = nf/x,
qui représentent la courbe rapportée & l'un de ces systèmes.
323. Ces principes élant bien établis, nous anona laire connaître nu moyen plus simple ipie celui qui a été exposé (27i, 210 et 2i2) pour construire :
1° Une PABABOLE, connaissant un système i'axes conjugués et le paramètre à ce système ;
2° Une ELLIPSE ou une hyperbole, étant donné de position et de grandeur un système de diamètres conjugués.
Premièrement. — Soient AX, ÂY [fig. i54) un système d'axes conjugués, ■ip' le paramètre à ce système.
Prenons sur Aï et au-dessous du point A une distance AD égale à a;/, et menons par le point D une droite DL parallèle à AX; puis tirons piir le point A une droite quelconque AH.
Les équations de la parabole, de la droite AH, et de la purallcle DL.
y^ = ip'.r, _r="^, .r = -■!;-'.
i COMilITIONS
Or la TOmblimison des deus derniferes éqisations donne, pour les ooordonnfes du point E où la droite AH rencontre la ligne DL,
D'un autre côté, en combinant la première et ia seconde équation, on trouve pour ies coordonnées des deux pointa d'inLersection A et M, de AU avecJaconrbo,
d'où l'on voit que les distances DE, et MP ou AG, sont /égalas,
Cette propriété étant vraie pour toutes les droites menées par le point A, on en déduit le moyen suivant de construire la courbe :
Prenez iitr AT, et au-dessous du point A, AT) = ip', et menez DL parallèle à AX; tirez ensuite des droites indéfinies ÂH, AH',, , .; portez les distances DE, DE',..., de A e/î G',,.., et par ces derniers points tracez GR, G'K', parallèles à AX.
Les points M, M',..., c(i ies droites AH et GK, Ali' et G'K',..., se rencontrent, appartiennent nécessairement à la courbe.
Secondement — Considérons I'ëllipsb.
Soient OB = A', OC = B' {fig. i55) deux demi-diamètres conjugués, AY la tangente au point A, DL une parallèle à AX, menée à une distance
qui représente \<i paramètre au système donné. Tirons d'ailleurs deux cordes supplémentaires quelconques AM, BM. Les équations de ces deux droites et de la parallèle DL sont
:)=ax, j=û(a: — lA'), y = ~-jr;
les quantités a, a' étant ('182 et 209) liées entre elles par ia relation
Or la combinaison de la première et de la troisième équation donne,
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Dr les coordonnées du point E,
1 autre coté, si l'on tait j; = o dans la seconde équation, il vient 'ordonnée du point G où la droite BM rencontre AY.
a cause de la relation ad — ~ -y,,
d'où résulte
AG ^ DE
(Il est à remarquer que cette propriété renferme implicitement celle de la parabole, puisque, si l'on suppose le grand axe infini, la droite BM devient une parallèle à AX.)
De là on déduit k construction suivante :
Après amir tracé par l 'une des extréniilés du diamètre AB une parallèle à l'autre diamètre OC, pj-enez sur cette parallèle AY, et au-dessous
du point A, une dislance ÂB égale à — -r^— , puis menczDL parallèle à AS; tiret ensuite des droites indéfinies AH, Ail', ... ; portez les distances DE, DE',. ..,dekcn. G, G',. . . , et joignez ces derniers points avec le point B.
Les points M, M', ... , où les droites AH et BG, AH' et BG', . . , , se rencontrent, appartiennent nécessairement à la courbe. On procéderait d'une manière tout à fait analogue pour I'hyperbole.
324. La question résolue et discutée n™ 147 et suivants pour établir la liaison qui existe entre les trois courbes du second degré, et qui nous a conduits (101) à la détermination de la droite appelée directrice, fournit encore d'autres conditions d'après lesquelles on peut déterminer, et, par suile, construire ces courbes.
C'est ce que montre la propriété suivante :
Soient MNAM'. . . (Jîg. i56) une courbe du second degré, BD' la dirci:trice qu'on suppose donnée de position, et F un foyer.
Considérons deux points. M, N, de la courbe, tirons les droites îiN, FM, FN, en prolongeant MN jusqu'à sa rencontre en R avec la directrice, et joignons FR.
Je dis que la droite FB divise en deux parties cgide.s l'angle l!F/«
NOMBRE BT NATURE SES C
formé par le rayon vecteur FN et le prolongement F'" de l'autie rayon
vecteur FM.
En effet, menons du point N la droite NI parallèle à FM, et abaissons les perpendiculaires MP, NQ sur la directrice.
On a, d'après la propriété caractéristique de la directrice (loi),
MF : MP : : NF ; NQ,
ou
(i) MF;NF::MP:NQ;
mais les triangles semblables RPM, UQN, et lîFM, RIN donnent
MP : KQ : : RM : RN,
RM:UN::MF:NI
(a) MP:NQ::MF:NI;
donc, a cause <3u rapport commun aux proportions (i) et ['i),
.MF:KF::MF;NI; et par conséquent
KF = Kl.
Le triangle NIF étant isoscèle, il s'ensuit que les angles îsTl et MF oa IF ni sont égaus.
32S. De cette propriété il résulte qu'une courbe du second dogré ei-t déterminée, lorsqu'on donne un foyer ci trois points de la courbe; ce qui revient à dire que la connaissance de l'un des foyers équivaut à deux conditions difTérentes.
En effet, soient M, N, P {,fiif. iS?) trois points donnés par lesquels on veut faire passer une courbe du second degré, et F un foyer de celle courbe :
1° Si l'on tire les lignes MN, MF/n, FN, et qu'on mène la bissectrice FR de l'angle NFoi, le point R où les deux droites MN, FR se rencontreul, est nécessairement un premier point de la directrice ;
a" En exécutant une construction analogue par rapport à l'un des deus mêmes points N ou M et au troisième point P, on détermine un scœnd point S de cette directrice, qui est alors la droite DSHD'.
Maintenant, si du point F on abaisse FB perpendiculaire sur RS, on a la direction du premier axe. Menant ensuite de l'un des points donnés, N par exemple, NQ perpendiculaire à RS, on obtient NF : NQ pour le rapport constant qui doit exister entre la distance d'un point quelconque de la courbe au foyer, et sa distance à la directrice.
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DÈS iors on peut facilement (147 et suiv.) déterminer les grandeurs des
Suivant que le rapport NF : NQ est reconnu inférieur, sui>èriear, eu égal à l'unité, la courbe est, comme on l'a vu, une ellipse, une hyperbole ou une parabule.
Dans lafig. i5y, la courbe est (ma parabole, puisque l'on a
NF = NQ.
336. JV. S. — Lorsqu'on exige d'avance que la courbe soit une parabole [fig. i58), il suffit de donner deux points de la courbe avec lefojcr; et, dans ce cas, voici comment on dôtermiae la directrice.
Soient M et N les deux points donnés, F le foyer.
Après avoir déterminé le point R, comme précédemment, on décrit de l'un des points donnés, M par exemple, comme centre, et avec le rayon MF une circonférence; puis, du point B, on mène une tangente RT à cette circonférence.
La tangente ainsi tracée n'est autre chose que la tUrectrice ; car, de la définition de la parabole (141), il résulte que sa directrice est tangente à toutesles circonférences décrites des différents points de la courbe, comme centres, et avec des rayons égaux aux rayons vecteurs correspondants.
Puisque par le point R on peut, en général, mener deux tangentes à la circonférence, il s'ensuit qu'on obtient par co moyen deux directrices, et par conséquent deux paraboles; l'une est M'ANM, qui a pour directrice RT et pour premier axe BX- l'autre est «NnMm', dont la directiiee e-.t RT et le premier a\e lî \,
La question naurait qauiK ^euk srlution si la circonférence pas'^ait par le pomt R et d n v auriit aiuu/ie solution si le point R s> trouvait tit dfdait^ de la circonfdrence
327 Enfin la conmissance d un sinm t de li LjurbL epiMit in général, à deax condiU m
Car supposons, pour un instant qielon donne la diur jcmmtt du premier axe, pat exemple dune ellijse ou dune hyperbole et un point de la courbe
En joignant <,es sommets pir une droite in luia le ^rtinraxe ei gnndeui et en direction aïo'^i que le tentie de h courle
Dès lors, si dans l'équation
on substitue les coordonnées x\ y du point donné, rapportées au pre-
Jp. de VàI. àlaC. ^3
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mier axe et au second qui est lui-même connu de direction, il ^-iendra
équation dans laquelle la quantité B, étant seule inconnue, peut Être facilement construite.
La connaissance des deux sommets et d'un seul point de !a courbe suffit donc pour la déterminer; et comme, d'ailleurs, ces sommets sont symétriquement placés sur la courbe, un seul doit être compta pour deux conditions.
Solutions géométriques pour la détcrminntion d'une courbe du second degré, d'après des condition!^ données.
328. La détermination d'une courbe du second degré, d'après certaines conditions, est, en général, un problème assez difficile à résoudre par l'analyse, à cause de l'embarras que l'on éprouve souvent dans le choix des axes. Aussi s'^t-on attaché principalement à en rechercber des solutions purement géométriques, en se fondant toutefois sur les propriétés connues des trois courbes.
Les questions suivantes ont pour objet de mettre au courant de ces sortes de constructions.
PREUIÈBB QUESTION. — Trois droites et un point étant donnés sur un plan, trouver une courbe du second degré tangente à ces trois droites, et qui ait pour VOYEB. le point donné.
Soient Mm, Nn, Vp (J!g. iSg) les droites données, et F le foyer de la courbe cbercbée.
On a vu (201 et 237) que, dans l'ellipse et dans Yhfperbole, les pieds des perpendiculaires abaissées d'un foyer sur les tangentes ont pom- lieu géométrique la circonférence de cercle décrite sur le premier axe comme diamètre, fX (270) que, dans la parabole, ces mêmes pieds *e trouvent sur le second axe.
Cela posé, abaissez du point F les trois perpendiculaires FG, FH^ FK. Il peut arriver deux cas ; ou les trois points G, H et K forment un triangle, ou bien ils sont en ligne droite.
Dans le premier cas, jo'g'neE ces points deux à deux, puis élevez, par les milieux des lignes de jonction, des perpendiculaires LO, 10; elles so rencontrent en un point 0, qui est le centre de la courbe.
Tirez ensuite OF, et prenez sur cette droite deux parties OB, OA, égales à OG (distance du centre au pied de la perpendiculaire abaissée du point F sur Mml; vous obtenez AB pour le premier axe; et la courbe
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est une ellipse ou une hyperbole, suivant quo le point B se. trouve placé sur le prolongement de OF, ou entre les points 0 et F.
Dans \^Jig. lâg la courbe est une ellipse, et le second axe CD s'obtient (131) en décrivant du point F comme centre, et avec le rayon OB, un arc de cercle.
Si la courbe était une hyperbole, Se centre de l'arc de cercle serait en B (135), et OF serait le rayon de cet arc.
DanslesEcopfDCAS, c'est-à-dire fojïyue les trois points G, H, E(^j='. i6o) sont en ligne droite, cette ligne KHGY représente le second axe de la courbe, qui est alors une parabole; et pour avoir le premier ase, il suffit d'*?baisser AFS. perpendiculaire sur KY . tu quadruple de AF représente d'ailleurs [273 ) le paramètre ; ainsi la courbe peut être construite facilement. iV. -B. — Lorsqu'on sait d'avance que la courbe cherchée doit être une parabole, û aaî&i Ag ootatalUe deux tangenles ei le foyer, puisque le second axe est (270) déterminé par les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces tangentes; et, en effet, nous savons déjà que quatre conditions suffisent pour la parabole, et que la connaissance du foyer compte (325) pour deu3: conditions.
Dedsièmb question. — On demande de eo/istruire une ellipse, connaissant le centrv, la longueur de son grand axe, une tangente et son point de contact.
Soient 0 [Jig. i6i) le centre donné, A le demi-axe do la courbe, Tf la tangente et M son point de contact.
Du point 0 comme centre, avec le rayon A, décrii/ei une circonférence qm coupe généralement T( en deux points R, R'; puis élevez en ces ^\ais\^ perpendiculairesViS, R'S' à cette tangente; elles passent nécessairement (201) par lea/o/fz-î de la courbe.
Tirez ensuite la ligne OR, et par le point de contact M tracez MN parallèle îi OR ; il résulte de ce qui a été dit n° 203, que MN passe par h second foyer. Donc le point F', où R'S' et MN se rencontrent, n'est autre que ie second foyer.
Menez enfin la hgne F'O qui rencontre ïtS en un point F; et vous obtenez ainsi le premier foyer.
Les points A et B, où F'F rencontre la circonférence décrite, sont d'ailleurs les sommets de la courbe qui est alors complètement déterminée.
N. B. — Si le point de contact était placé sur la tangente It, en un point M' tel, que la droite M'N', parallèle à CE, rencontrât R'S' au point/' situé hors de la circonférence décrite avec le rayon A, la courbe, au lieu d'être une ellipse, serait une hyperbole dont le premier axe aurait pour direction /'O, et pour sommets <i, h. Les foyers seraient les poinls/', /, où la ligne /'O rencontre R'S' et RS prolongés.
yGoosle
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On \ M donc que bien qu'on ait demandé une ellipse, ir peut arriver que la construriion conduise à uile kyjmrbole.
Troisième questio"* — Construire une hypeibnlc, connaissant l'un des fjjers, une afjiiiptoie, et la hngueiir du pi'cniier axe ou le rapport des axes
Soient F {Jîg. 162) le foyer donné, LL' l'une des asymptotes, et 'A la longueur du premier axe, ou m le rapport B ; A.
Abaissez du point F \me, perpendiculaire sur LL'; le pied R de cette perpendiculaire est à une distance du centre de la courbe, égale à A (237), puisque l'asymptote LL' peut être considérée comme une tangente.
Ainsi, en supposant que A soit connu, /j/'enes à partir du point R sur LL', une distance RO égale n A ; et le point 0 est le centre de la courbe.
Menant ensuite OF, vous obtenez la direction du premier axe ; portant OR de 0 en A et B, puis OF de 0 en F', vous avez les deux sommets de k courbe, ainsi que les deux foyers. Tracez, enfin KK', de manière que l'angle FOK soit égala l'angle lûF; vous obtenez la seconde asymptote.
N. B. — Lorsque, au lieu de A, on donne le rapport m ou -^i la tan-
genle trigonométrique de l'angle FOR est connne ; ainsi la direction de la ligne FO peut être facilement déterminée. Quant aux grandeurs des demiaxes, elles sont évidemment représentées par OR et RF.
On a d'abord OR = A, conrime on l'a vu tout à l'heure ; et RF ^ B, d'après la relation
OF=<:=i/A=w-B',
qui donne nécessairement
QuATBiÈiiE QUESTION. — Etant donnés une asymptote, deux points, et le rapport des axes d'une hyperbole, construire la courbe.
SoienlLL', M, M'(_^g-. i63), l'asymptote et les deux points donnés, m le
rapport j que Ion suppose connu.
Menez la droite MSI' qui va rencontrer LL' en R, puis, à partir du point ti', prenez une distance M'il' égale ÀMR; le point R' appartient à la seconde asymptote (2i9),
Comme le rapport j , ou m, est donné, faites, en un point quelconque !
de LL', un angle LIG dont !a tangente trigonométrique soit égale à m, puis un angle HIL, double de LIG.
Tracez enfm par le point R' la droite KK' parallèle à III, et vous avez ainsi la seconde asymptote.
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La courbe peut donc être tracée facilement d'après la niélUode du n" 237. iV". B. — Si, au lieu du rapport des axes, on donnait ia position d'un troisième point, en joignant ce point avec l'nn des deux points déjà donnés, on obtiendrait un nouveau point de la seconde asymptote, dont la direction serait alors déterminée.
Voici les énoncés de nouvelles questions sur lesquelles on peut s'exercer : 1° Construire une parabole, connaissant le foyer, un point et une tan-
a° Construire une t-Uipsc, connaissant ileux tangentes, le centre cl l/i
3" CoHsti
îstrmre une fltipsc, connaissant deux tangentes, le centre cl du premier axe (la courbe peut être une hyperbole) ; tstrulre une hyperbole, connaissant une asymptote, un joyr.i
329. Nous complétons ces considc rations par la demonslralnn d'une propriété qui appartient aux trois courbe'* du socond dp^^rt et dont les géomètres ont tiré parti pour construiie cpti couibes d aptes certaines données.
Reprenons l'équation
(i) A,r'-HBjcr-l-Cj.'-i-Dj-i-E.r + F:=o,
([ue nous supposons représenter une des trois courbes, rapportée à un système rectangulaire OU oblique, AX, AY [Jîg. 164 ). Cette équation peut être mise sous la forme
Soit fait d'abord y --= o, pour obtenir les points où la courbu reiicontro
équation dont les racines ne sont autre chose que les abscmes des points demandés.
Si ces racines sont imuginaircs, c'est un indice que la courbe n'a aucun point commun avec l'axe des .r; et si elles sont égales, la courbe est (98) tangente à cet axe.
Mais admettons qu'elles soient réelles et inégales; et désignons par x\ j:", ces deuï racines, représentées sur \a figure par AB, AC,
Le trinôme j;' + r^ a- + - revient à ( j^ ^ x') [.x — .v"].
I l'SSTRUrTIf)"
Pour expiimet ce produit gcomeiinjue/iiËi/t, observons (]UK AP représentant une absciiMie quelconque, et ÂB, AC les a
(c-r')(j-- i') = PBxPC D'un autre côté, le dernier terme de l'équation (a
est égal au produit des deux racines de cette équation résolue par r; port à x; et ces racines sont représentées par PM et Pm, On a donc la relation
Pour d'autres abscisses AP', AP", . . . , on aurait également P'M' X f'm' C P"W X P'ni" G
et, par conséquent,
PBxPC ^ P'BxP'C P"lïxP"C
Ce qui démontre que, dans toute courbe du second degré, si l'on considère une sécante quelconque AX, puis une série d'autres sécantes parallèles entre elles et menées sous une direction tout à fait arbitraire, les i-ectangles des parties de ces parallèles, comprises entre leurs points de rencontre aven ht première sécante et leurs points d'intersection avec la courbe, sont aux rectangles des parties de la première sécante, comprises entre les pieds des parallèles et les points où cette sécante rencontre la courbe, dans un bapport constant.
Il est aisé de reconnaître que cette propriété, dite propnete de transversales, comprend implicitement celles qui ont été démontreeb dans les précédents Chapitres (209, 242 et 274).
En effet, si, la première sécante étant un diamètre quelconque, lo* autres sécantes sont parallèles au conjugué de ce diamètre, il en résulte PM = 2 m, P'M'= P'm',. . ., et la relation ci-dessus devient
Pm' _ fW' _ P"M"' PBxPC^P'Bx P'C^ P^BxfC' *
DE l'ÉQUATIOM DU SECOND DEGRÉ i I
On fait usage de cette propriété, pour faire passer uno courbe du second degré par cinq points donnés; mais les détails qu'exige cette construction nous entraîneraient beaucoup trop loin.
Nous renvoyons, pour ces sortes de constructions, au Traité des seclions coniques, par le Marquis de I.hôpital.
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DAN LES EQCAT 0\ NCULE Ë A UNE EULE NUE pRO
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bO DE DE D O LE 0 HO DE DE ^ 0 ÈDE
(il x''-i-px= 7,
on parvient, en général, à une expression composée de deus parties, l'une rationnelle et l'autre irrationnelle du second degré. Or, on a vu dans I'In- TBODUCTioN les moyens de construire ces sortes d'expressions.
Mais la Géométrie élémentaire fournit des méthodes pour construire les racines de l'équation proposée, sans qu'il soit nécessaire de la résoudre.
D'abord si jtJ et 7 sont deux droites données à priori, x désignant aussi une ligne, l'équation (i) n'est pas Iminogéne ; pour la rendre telle, il faut (■13), en supposant que r représente la ligne prise pour unité, la rétablir dans cette équation, ce qui donne
x' + p-v --= qr ; et si l'on met les signes en évidence, l'équation prend dérmitivement lu forme
(k désignant ici une moyenne proportionnelle entre r et la valeur absolue
Cela posé, i" soit à construire les racines do l'équation (3) ^..^^^=+/'.
Sur une droite indéfinie, preno/ts uno distance AB {PL I^,J'g- 165) égaie
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k p; m sur cette ligne conune diamètre, décrivons une circonférence de cercle ; élevons au poinl A une perpendiculaire AC égale à k, et lirons la droite CD passant par le centre 0 du cercle.
Les deus racines demandées seront représentées par CE et par — CD la racine négathe étant la plus grande en voleur absolue].
En effet, par construction, AC est une tangente, et CD une sécante au cercle; donc, en vertu d'un théorème connu de Géométrie,
CExCD = AC'=/-.
Mais CD étant égal à CE -h /j, l'égalité devient
CK{CE
d'où l'on voit déjà que l'équation {3), qui revientà
est satisfaite par x = CE.
Comme on a pareillement
CE = CD-/^, ou - Œ^-a>+p, l'égalité prend la forme
{-CD-hp).{~CD) ^ i'; ce qui prouve que l'équation (3), ou
est encore satisfaite par .r = — CD.
Donc CE et —CD sont les deux racines de l'équalion (3|. a" L'équation
ne différant de celle-ci que par le signe de ,r, on en déduit que ses racines sont CD et —CE (la plus grande racine est ici la racine /JoiiWVi?).
T Passons à l'équation x'^^px = — P, que l'on peut mettre sous la forme
Pour obtenir ses racines, tlêrrivons sur la droite AB = /j, considérée comme diamètre, une demi - circonférence ; élevons en k [fig. im) la droite AC perpendiculaire a AB et égale à I<; puis menons CL parallèle à AB ; et de chacun des deux pointa D, où CL rencontre la demi-circonférence, abaiuons DG perpendiculuire sur AB.
Les deux racines demandées seront AG et GB.
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Car on a, d'après un théorème de Géométrie,
AG X GB = Dg' -= Âc' = /.'.
Mais
CB -.= AB - AG := /; - AG, AG ^- p - GC;
d'où, subslitiiant dans l'égalité précédente,
AG(/> - AG) --= i\ G^p - GB) = P;
et si l'on compare chacune de ces nouvelles égalités à l'équation [4)1 on peut conclura que celle-ci est satisfaite, soit par a^ = AG, soit par ^ — GB,
Ainsi AG et GB sont les racines demandées.
N.a, ~ Pour que ces deux racines soient susceptibles de détermination, il faut que la parallèle CL puisse rencontrer la demi-circonférence;
ce qui exige que /■■ soit tout au plus égal à 01 ou - ■
On sait, en effet, que c'est la condition de réalité dos racines dans l'expression
4° Quant à l'équation ^''-h/is: — — P, ses doux racines sont essentiellement iiégtiiiivs, et sont représentées par — AG, et — GB, puisque cette équation ne diffère de l'équation ( 4 ] que par le signe de a:.
Tons les cas relatifs à l'équation
se trouvent amsi traités.
Lorsque les coefflcients de l'équation du second degré sont des nombres particuliers, il n'y a rien à changer au mode de constmction des racines; seulement, il tant se reporter à ce qui a été dît au n° H concernant les radicaux numériques.
liqtmtinns lu tr tsume lI du quntritint dc^ (
331. Ou vient de voir que h li^nc dmiic et le cprde suffisent à la construction des racines dune équition du second degré \ une seule inconnue; mais il n'en est pas de mê-ne pour les équations du troisième ou du quatrième degré : il faut avoir recours à la construction de deux courbes du second degré dont l'une au moins soit différente du cercle.
Le principe fondamental de c«s sortes de constructions consiste à re garder l'équation proposée comme le résultat de l'élimination entre deux équations a deux inconnues, dont l'une, supposée , est prise pour abscisse, et l'autre pour ordonné!!.
En construisant successivement et sur les mêmes B.xes les lieux géométriques de ces équations, on reconnaît que les courbes se rencontrent en an ou plusieurs points dont les abscisses représentent les racines réelles de l'équation proposée.
332, Développons ce principe sur l'équation du quatrième degré
(i) x'+a.x'+bx'-\-cx-r- <l^o,
à la construction de laquelle on peut ensuile ramener facilement celle d'une équation du troisième degré.
Nous supposerons d'ailleurs que les coefficients n, b, c, d sont indifféremment des lignes données à priori, ou des nombres. — [Dans le premier cas, il faudrait (13} commencer par rétablir l'homogénéité.]
Cela posé, faisons dans l'équation (i)
elle devient
(3) r^^<,xr + bj^cx^d=--o;
et comme l'équation (i) résulte évidemment de l'éliminatioa de j entre les équations [a) et (3), il s'ensuit qu'elle renferme toutes les valeurs de a; propres à vérifier les équations (i) et (3), en mftme temps que certaines valeurs de^; donc, si par un moyen quelconque on peut obtenir les systèmes de valeurs de a; et de j communs aux équations ( a ) et [ 3 ), en ne tenant compte que de celles de x, ou aura les racines de l'équation [i|.
Or, l'équation (a) étant construite par rapport à des axes que l'on peut supposer, pour plus de simplicité, rectangulaires, représente une parabole dont le premier axe est dirigé suivant l'ase des x [fis- '^7 ); l'origine élant le sommet de la courbe, et qui à i pour paramètre.
Cette courbe est facile à construire.
L'équation (3), étant construite sur les mêmes axes, a pour lieu géométrique une HîPERBOLE dont l'une des asymptotes est parallèle à l'axe des ^(307, i").
Ces deux courbes se coupent généralement en quatre points [puisque Y équation finale (i) est du quatrième degré], dont les coordonnées jouissent exclusivement de la propriéfé de satisfaire en même temps à leurs équations.
Ainsi les abscisses de ces points sont les racines demandées.
IV. ^. — Le nombre des racines réelles de l'équation (i) est égiil au nombre des points d'intersection.
DES îquat: du 3' kt nu 4' degké a. cne inconnue. 363 333. On peut, au moyen de quelques artifices de calcul, remplacer l'équation ( 3 j par une autre plus facile à construire, même par celle d'une circonférence de cercle.
Pour cela, il faut supposer que l'équation (i) ait ét^ prêalahkment débarrassée de son second terme; ce qui est toujours possible d'après la théorie des équations.
Supposons donc l'équation ramenée à la forme
et faisons, comme précédemment, i'éqiiaUon(i) devient
On remarque d'abord que, par ces premières opérations, les lieux géométriques sont deuï PARABOLTis dont la seconde a pour axes principaux deux iiarallèies aux axes coordonnés. Une simple translation d'origine suffirait pour la ramener à la forme
Mais si l'on apiiti: les deux équations (s) et (3), on obtient la nouvelle équation
qui (8S] représente une circonférence de cercle ayant pour coordonnées du centre
D'où l'on voit que /a canstrtwthn des racines de toute équation du ijuotrièine degré peut toujours être ramenée a celle d'ti
33i. Considérons maintenant l'équation du troisième degré Si l'on pose
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équation d'une «tpeiibole dont les asymptotes sont [307, 3°) paraUèles aux axes coordonnés, et qui par une simple translation d'origine peut être ramenée à la forme
Mais si l'on veut la remplacer par une circonj'ércnre ilc cercle, on doit commencer par faire évanouir le second terme de l'équation (i), ce qui donne
puis iiiirndmre le fiicleur r, dans cette nouvelle équation; on obLieiil
équation qui n'est plus qu'un cas particii/ier de l'équation du i/iiatrièiw degré, et sur laquelle, par conséquent, on peut opérer de la même ma-
iV. £. — Il est important do remarquer que l'introduction du iacteur ^ dans l'équation donne lieu k une racine x = o, qui est étrangère à la question primitive, et que l'on doit supprimer au résultat.
Nous aurons bientôt occasion de taire plusieurs applications numéri-! /]ites des principes précédents; nous nous bornerons, pour le moment, à résoudre deux questions connues des anciens et ayant pour objet : i" de diviser un angle, OU Varc qui lai sert île mesure, en trois ptuiies égales; 'abe nouBLE d'un cube donné.
Problème de la trisection de l'angle.
333. V/i nrc quelconque AB, de circonférence di: cercle, étant dmné, on propose de le dii'iser en trois parties égales.
N'ous pouvons supposer, pour ne pas trop compliquer la Qgure de construction, que l'are à diviser ait été décrit avec un rayon r, égal à celui des Tables; car, s'il appartenait à une circonférence quelconque ayant pourrayonR, il suffirait de rendre les deux circonférences concentriques i et alors les droites qui, partant du centre, diviseraient l'arc décrit avec le rayon ;■ en trois parties égales, diviseraient aussi, prolongées si cela était nécessaire, en trois parties égales l'arc dé.crit avec le rayon B. "
Cela posé, on a, en Trigonométrie, pour déterminer le sinus du tiers
PBOBLÈ«E ItE Li TRISECTION DE l'an
n fonction du sÎqhs de cet arc, la formule
et que l'on rÉtablisi
iel'homogdncitû,
Soit fait alors
^^..rj;
il en rfsulte
/\xx-ir.r-hr.<---o.
Menons, par le centre 0 du c«rcle donné, deux droites rccmngi/lnircs dont l'une, OX, passe par l'extrémité A de l'arc AB.
L'équation (a) représente une pabaholb dont \' (tcc piinci/jal est dirii^é saivani OY, et dont le pai-amèt?-e est égal h. r\ cette courbe est donc facile à tracer, et elle est figurée par la iigne LOL' tangente en 0 à l'axe
[Pour en déterminer plusieurs points, il suffirait de peser successivc-
r désignant le rayon des Tabies OA, puis do constnùic ces systèmes de valeurs.) Quant à l'équation [ 3 ] , en la résolvant pav rapport à j, on trouve
et d'après ce qui a été dit au n" 307, la courba, qui est une iiïPEr.ui a pour asymptotes les droites
c'est-à-dire l'axe des j et une parallcie FEF' l
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Comme d'ailleurs la courbe passe par le point C pour lequel on a, d'après l'équation (3),
on peut la construire au moyen du procédé établi n" 2S7 ; ce qui donne les deux branches nm'mn', n"m"n"', "La première de ces branches rencontre la parabole LOL', en <ieux points 'H, m'\ la seconde en un seul point m"\ et ces points sont tels, qu'en abaissant mp, m'p/, ni'p" perpendiculaires à OX, on a Op, Op', Op", pour les irois racines de l'équation (i)-
Cela posé, ces valeurs, dont l'une Op" est négaiii'i:, exprimant des sinus, il faut les jmrter sur OY, de 0 en R, R', R", mcnûr ensuite RM, RiM', R'M" parallèles à OX ; et l'on obtient oiifin
AM, AM', - AM
pour représenter les valeurs dos arcs
que l'on sait être les (roi^ valeurs du. tiers d'un arc dont on donne le sinus. Nous pourrions, comme au a" 334, substituer à l'hyperbole une circonférence de cercle qui serait différente de celle déjà tracée; mais nous préférons faire connaître un autre mojen de résoudre le problème, qui a l'avantage de faire servir le cercle donné, comme un des lieux géométriques.
336. AuTBË MODE PE SOLUTION. — Soient toujours AB [fig. ifi8) ou a l'arc qu'il s'agit de diviser en trois parties égales et qu'on suppose décrit avec le rayon r égal à celui des Tables, AM le tiers de cet arc, supposé connu pour le moment. Faisons d'ailleurs
OP ou coso = c, BP ou sino = .<, OQ = .t, MQ =^ j:
On a, pour première relation,
Maintenant, si l'on prolonge MQ jusqu'à sa roiicuiure en i\ avec la circonférence, que par le point N on mène NR parallèle à OX, jusqu'à sa rencontre en R avec BP prolongé, on obtient ainsi un triangle BNR semblable sm triangle OMQ (car ils ont leurs coiès perpeiiiliculaii-es) ; el i\ en résulte la proportion
OQ:QM::BR;RN.
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Mais, par construction,
BU =- .V 4- _r, UN = PQ = j- - ,■ ; donc cette proportion devient
d'où l'on dôduit la seconde relation
équation qui, combinas avec {i), donnerait par l'élimination do x la valeur de y ou de ain ■= •
Mais au lieu d'effectuer cette élimination, on peut construire les /ieuj: géométriques qu'elles représentent.
Or le ilea de l'équation (i) est le cercle donné lui-même.
Quant à l'équation (a), elle représente évidemment une hyperbole ÉQUiLATÈRE dont les deux axes sont parallèles aux axes coordonnés.
Pour en obtenir la position , résolvons cette équation par rapport Ay [Jig. iG8); il vient
rx -,- -■
distance
çm--~ -
BP
la ligne GG' parallèle à OX est un diamètre de la courbe, et par conséquent un des axes ohercliés.
On sait d'ailleurs (30-i) que la moitié du coefficient de ,c sous le radical,
pris en signe contraire, ou-i n'est autre chose cpie l'abscisse âace/Hre; donc la ligne HH' menée par le point V, inilieu de OP, et parallèlement à OY, représente l'autre axe.
Maintenant , puisque l'hypertole est éqaUatéiv, il s'ensuit que îes asymplotes divisent en deux parties égales les angles droits HIG', HIG.
Ainsi ces droites sont KK', LL'.
Enfin, il résulte de l'inspection de l'équation [2) que la courbe passe par l'origine, et peut facilement être construite. On obtient ainsi les deux branches MHM', B'H'M".
Ces branches rencontrent la circonférence de cercle en trois points, W, M', M", puis, en un quatrième, B', point où lo sinus BP, prolongé, coupe lui-même la circonférence.
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Discussion. — La position des trûi3 premiers points s'explique facilement. On a
2° Si l'on prend
il on résulte
3° En prenant
d'où
on en déduit
Quant au quatrième point B' dont les coordonnées sont si l'on substitue ces valeurs dans les équations (i) et (i], on obtient
:e qui prouve que ce point doit, en effet, appartenir ans doux courbes. Les équations (i) et^a) ajoutées entre elles, donnent
d'où, substituant cette valeur dans l'équation (i),
équation dont lo premier membre est divisible par r 4- j, et donne poui quotient
Or cotte dernière relation est idcnlique (au caractère do
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près) avec l'équation (i) du numéro précédonl; mais on voit en même temps que, d'après la seconde méthode, on a établi deux équations en .x et/, plus générales que ne le comporte la question proposée, puisqu'en éliminant a: on parvient à l'équation relative à cette question, mais embarrassée d'un facteur étranger.
337. Remarque. — C'est ainsi que l'on doit interpréter cette circonstance, que la détermination des racines d'une équation à une seule inconnue, par des intersections de courbes, donne lieu quelquefois à un plus grand nombie de points communs aux deux courbes, que la i/uestion n'admet de solutions récllus. Les coordonnées de ces points vérifient les deux équations à deux inconnues; mais leurs abscisses peuvent ne pas vérifier la proposée.
Pmblp/ne de la dupUcatiim du cube.
338, ie iiâté d'an cube étant donné, trouver le fêté d'un autre cube DOUBLE du premier.
Soient a le côté du premier cube, x lo c6té du second, on a l'équation
qui, multipliée par x, donne
il en résulte
ot la question se trouve ainsi ramenée à la construction de doux paraboles.
Mais si l'on ajoute les équations [2) et (3) membre à membre, il vient pour nouvelle équation
(41 y-hx'~oj-2ax ==0,
qui peut remplacer inditTéremment l'une d'elles, la première par exemple. Or l'équation (3) représente une parabole ayant son premier axe dirigé suivant AX, et pom paramètre an. Le foyer est en F, milieu de
Soit LAL' (j%. 169) cotte courbe construite d'après les procédés con-
^p. de l'Àt. à !a C. 24
PR0BL131E DE L
rUPLIClTEOS DU CL'
L'équ*
ilion
(4) est uelle dun
cereio
passant par i'.
centre a
pour
cooi données (8b)
r = a - AB, et _>- = - = ~ = BO.
Ett décrivant, du point 0 comme centre et avec la distance OA pour rayon, une circonférence, on obtient lo second lieu géométrique.
II est visible que les deux courbes ne peuvent se rencontrer qu'en un seul point M (l'origine doit être rejetée comme provenant de l'introduction du facteur a: dans l'équation primitive) ; et si du point M on abaisse MP perpendiculaire sur AX, l'abscisse AP sera le côté cherché.
339. Remarque. — Le problème de la duplication du cube n'est qu'un cas particulier de celui-ci ;
Trouver deux droites moïbnnbs proportionnelles entre deux droites données «, b.
Appelons x et y les deux lignes demandées, on doit avoir, d'après l'énoncé, la progression par quotient
■■^a\3::y:b, ou plutùt, a; xW^-.r, ^■■. y V.y.b; ce qui donne les deux équations (.) .x'^ay,
(a) r^bx;
d'ofi, en éliminant l'une des inconnues, j-,
et supposant b = a",
La résolution du problème général se réduit. d'ailleurs à la constmction des deux paraboles,
x'=ay, y'=bs^,
■ou bien do l'une d'elles et du cercle
ce qui rentre dans les constructions précédentes.
Détermination, par des intersections de courbes, du. nombre des r. réelles dans tes équations numériques à une seule it.
310. La construction de deux lieux géométriques sur les mêmes axes, ayant fait connaître les longueurs des abscisses de ieurs points d'inter'
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seclion, si, pour chaque abscisse, on cherche ensuite, d'après la règle que donne la Géométrie, le rapport numérique de cette longueur à la ligne prise pour unité, on obtient ainsi des valeurs plus ou moins approchées des racines réelles que renferme l'équation résultant de l'élimination de / entre îes équations des deux lieux géométriques.
Mais ce mode d'approximation est loin de valoir, sous le rapport de la rigueur, les méthodes connues de l'analyse algébrique.
Il n'en est pas de même quand il ne s'agit que de fiser le nombre des racines réelles. On sait que cette recherche exige, soit la formation de l'équation aux carrés des différences, soit l'application du théorème de Sturm; or les calculs dans lesquels on se trouve alors entraîné sont f^aveat foi-t taborieua: et même impraticables par leur longueur ; tandis que, le plus communément, on arrive très-vite au' but par la considération des lieua: géométriques.
Donnons quelques exemples.
Premier exemple. — Soit l'équalion
La substitution des nombres o, i, 2, 3,.. ., — i, — s,.--, dans cette équation ne donnant lieu qu'à un seul changement de signe, il faudrait avoir recours soit à Véquation aux différences, soit à l'application du théorème de Sturm,
Faisons usage des lieux géométriques.
Soit posé dans l'équation (0
(3) 2,ij-6.::T-7 = o;
et si l'on construit !ca équations (2) et {3) sur les mêmes axes, les abscisses des points d'intersection de leurs lieux géométriques seront les racines de l'équation (1).
Or le premier lien est une parabole LAL' ayant son axe principal dirigé suivant AY, son sommet en A, et a pour paramétre.
Le second est une hyperbole dont les asymptotes ont pour équations,
j- ^ 3 et .1- = o car l'éqnalion (3) revient à
S-^a IIÉTISRMIÎIATION PAK DES IKTERSECKOSS I)K COURIILS
D'ailleurs, la courbe doit passer par le point C pour lequel on a
J = o, ' = -li
elle est donc facile à construire (237).
Les deux courbes étant tracées, on reconnaît qu'elles ne se rencouirani qu'en un seul point M dont Vabscisse est comprise entre a et 3 [et, en effet, ces deux nombres substitués dans l'équation (i) donnent des résultats de signes contraires^
Ainsi l'équation (i) ne peut avoir qu'u'^e racine rèct/e.
N. B. — Comme les branches négatives des deux courbes sont asse^ rapprochées l'une de Vautre dans le voisinage des points correspondants à / = 1 , on pourrait penser qu'il y a de ce côté qaelqae point d'intersection .
Pour s'en assurer, soit posé
y .-. , .= AS dans les ■'-qualions (a) et (3) ; il vient, pour la première,
et, pour la seconde,
ce qui fait voir que le point N de l'hyperbole est e Deuxième exemple. — Soit l'équation
pour laquelle la substitution des nombres o, i , 3, . . . , — donne que deux changements de signe.
Posons
il en résulte
d'où, en ajoutant ces deux équations,
Les équalions (2) et (3) correspondent ;
r A la parabole LAL' dont i est h paramètre ;
a" A une circonCérenco de cercle GMM'G', dont le
DU HOHBItE DES BAC. RÉELLES DiKS l.ES ÉQUAT. NUMÉn. S'jS
coordonnées
jT=AB= — 4, j-=OB=-, cl qui a pour rayon
Or ces deux courbos n'ont ôvidemmont que les deux points communs M, M', dont les abscisses AP, AP' sont respectivement comprises entre o et i , - a et — 3.
[Et, en effet, l'équation (i) avait été formée par la multiplication des deux facteurs
dont le premier, égalé à zéro, donne lieu à des racines iraaginairfts, et le second aux doux valeurs
Nous pourrions multiplier les exemples; mais ceux qui précèdent suffisent pour montrer la marche qu'il faut suivre tant que l'équation proposée ne surpasse pas le quatrième degré.
Un procédé analogue peut être employé lorsque l'équation est d'un degré supérieur ; mais alors on est conduit à des constructions un peu plus compliquées. Nous prendrons, pour exemple, une équation du sixième degré.
Tmisième exemple. — Soit l'équation
Au lieu de poser x' = y, ce qui donnerait lieu à uno autre équation en X, X du troisième degré, dont la construction présenterait quelques difficultés, on peut faire
Le lieu géométrique de l'équation (a) est uno courbe du troisième degré; mais la construction en est très-simple.
Observons d'abord que les valeurs de ic et de / étant nécessairement ÛB même signe, d'après l'inspection de l'équation, la courbe doit s' étendre indéfiniment à la droite de AY, et au-dessus de l'ase des x, puis à la gauche de AY, mais au-dessous de AX,
3'j4 DÉTEEMIKATION PAII BES INTERSECTIONS BE COURBES
De plus, comme, en remplaçant -+- a:, -h j par — x, — y, on retrouve la môme équation, il s'ensuit (130) que l'origine des coordonnées est le ccniiv de la courbe qui passe d'ailleurs par ce point; car j: = o, j = o vérifient l'équation.
Enfin, si l'on forme le coefficient d'inclinaison de la tangente en un point (x, j), on trouve pour ce coefficient
qui devient ^ o, quand on pose
ce qui démontre (98) que la courbe est tangente à l'axe des a:, en A, origine des coordonnées.
Cela suffit à la rigueur pour donner le sentiment de !a courbe qui affecte la forme
KAK';
mais rien n'eniiiSche de donner à x quelques valeurs, et de construire les valeurs de^ correspondantes. On trouve ainsi :
Pour j;=i:--^AB, r=-=^-^KN, » X = i .-= ki), j = i = DN',
On voit, d'après les valeurs de y correspondantes aux valeurs de x, qu'à partir de a; = i, la courbe s'élève très-rapidement au-dessns de l'axe des.ïT; quant à la /«ïrti'e w/eWeiwe, elle est, comme on l'a vu, symétrique par rapport à la partie supérieure.
Occupons-nous maintenant de l'équation (3) pour laquelle on a onUc les coefficients (296) la relation
et qui, par conséquent, est celle d'une ellipse. Cette équation, résolue par rapport à j, donne
d'où l'on voit i
1° Que j- = .c — 1 , ou DD', e;
DU KOMDBE DES KAC. RÉELLES BiNB LES ÉQUAT. KliBlÉB. SyS^
a" Que les limites (ie la courbe dans le sens des x sont
valeurs tirées de l'équation
îlles sont représentées sur la figuro par DL, D'L'. Après avoir déterminé ses points d'intersection avec les axes,
l/ = o, x = i, x = --^ puis, x^o, j--
bl/3),
et le diamètre II' conjugué du diamètre DD', comme on l'a fait au n" 303, on obtient l'ellipse DIDTD, qui n'a évidemment que dcii.r. points communs avec KAK'.
Ainsi, l'équation n'a que deux racines réelles, l'une positive et comprise entre o et i , l'autre négative et comprise entre — i et — 2,
On peut s'exercer sur les équations
x^-~ 3.r^+ ?..t — 4 = 0, .r'— ^x'' -^ 5x — ii = 0;
et l'on reconnaîtra que chacune d'elles n'a qu 1 nt Kule ratme léelle.
342. Première remarque. — Lorsque l'équitirn prop'ïw renferme des racines égales, on en est averti par le contact des courbes en un ou plusieurs points. Or on sait que les méthodes d approximation de l'analyse algébrique ne peuvent, en général, s'appliquer à ces sortes d équations qu'après que l'on a d'abord ramené leur résolution \ celle d lutres équations dont les racines sont inégales ; opération'; sou\cnt labor euses,
âi3. Seconde remarque. — L'équation
dont on a fait usage dans le troisième exemple, est un cas particulier de l'équalion
qui étant construite pour toutes les valeurs attribuées aux coefficients n, 6, c,d,..., et suivant le terme auquel on arrête la série, conduit à des lieux géométriques désignés génériquement sous ia dénomination do courbes paraboliques.
Ainsi
r=a^bx+c,:'
yGoosle
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ost Tiiquatioii do la jinrabole ordinaire; et
est un cos particulier de l'équation des paraboles cubiques ou du trni-
Les géomètres ont encore tiré parti de la construction de ces courbes, pour expliquer les principes fondamentaux de la résolution des équations numériques. [ CoiisuUer, à ce sujet, XJlgébre de M. Garnier,)
Problèmes sur les lieux géométriques, se riipportaiit aux cowlirs <lu second degré.
Les questions suivantes ont surtout pour objet de faire connaître cerlainos propriétés des courbes du second degré, qui n'ont pu trouver place dans le développement de leur théorie,
3i4. Fbenier pboblèmb. — Une ellipse ou une hyperbole étant donnée, nn demande le lieu où se rencontrent deux tangentes perpendiculaires entre elles, quelle que soit la position de la première tangente.
Considérons d'abord une ellipse, rapportée à son centre et à ses axes,
et désignons par x', y' les coordonnées du point de contact de la première tangente, par x", y' celles qui se rapportent à la seconde. On a, pour fixer la position de ces deux tangentes, les systèmes d'équations
(0 Âyyy- + Vxx'= A'B=, A'/'" + Fj;'= = A'B^
(a) A>y -1- Wxx''= A=B', k'y" -4- B'^:"' = Â'B'.
De plus, comme ces droites sont supposées perpendiculaires l'une à l'autro, il faut (64) y joindre la relation
ou simplifiant,
(3) Ay.|-+D'x'.,- = „.
Ces cinq équations devant exister simultanément pour îe pomt c. aux deux droites, il s'ensuit (HO) que, si l'on élimine les quanf tts x', j-',x',x° qu' varient d'une position de chaque couple de tangentes ci l'autre, l'équation résultante, en x et en_j-, devra être ei^alement itI sfaite par les coordonnéesde ce point commun, et sera, par c ïs |ucnt 1 iquation du lieu géométrique demandé.
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La première des équations (i) donne
d'où, substituant dans la seconde et réduisant,
(4) (AV-^B'^').'^'"-aA'B'.r^'+AMB'-j=) = o.
Par un simple échange de A, x, x' en B, j, j', on trouverait, à causa de la symétrie des équations (i),
(51 (AV'+B'x')r'''-aA=B=j7' + BMA'-,>:=) = o;
et la résolution des équations (4) et (5) ferait connaître séparément x' et/' : mais il est facile de voir que ces deux opérations sont inutiles.
En effet, remarquons que les équations (a) ne diSêrent des équations (i) qu'en ce que ^ et j° remplacent j' et /' ; donc, si l'on voulait déterminer;);'',/", au lieu de a:',/', on retomberait sur les équations (4} et (5); seulement les caractères des inconnues seraient cbangés.
Il résulte de là nécessairement que l'équation (4) a pour ses deux racines la valeur de x' et celle de ^".
Même raisonnement pour les valeurs de /', /".
Or on sait que le dernier terme de toute équation du second degré à une seuîe inconnue, divisé par le coefficient du premier terme , est égal au produit des deux racines.
On a donc les nouvelles relations
et si l'on substitue ces valeurs de x'x\ y'y", dans l'équation de condition (3), on obtient, toute réduction faite,
x'-(-r' = A=-4-BS
équation qui, ne renfermant plus que x, /, n'est autre, d'après ce qui a été dit ci-dessus, que l'équation du lieu géométrique cherché.
N. B. — Qa arrive au môme résultat, d'une maniire plus simple, en substituant aux coordonnées .ï',/' et ^c",/" des points de contact, les coefficients d'inclinaison m et m' des doux tangentes.
Il rcBulle, en effet, de ce qui a été dit au n° 19S, que les équations des
PROBLÈMES SUR LES LIEUX GÉOMÉTRIQUES
deux tangentes peuvent être mises sous la tonne (I) r = mx±^&'m'^-h\
et comme ces droites doivent être perpendiculaircis entre elles, on a entre m et m' la relation
Ces trois équations doivent exister simultanément pour le point de rencontre des deux tangentes; donc l'équation résultant de l'élimination des quantités m et m' conviendra également à ce point, et sera celle du lieu géométrique cherché.
Or, si, en ne considérant que l'équation [i), on chasse le radical, et qu'après avoir effectué les calculs, on ordonne par rapport à m, on trouve
Comme l'équation (a) ne diffère de {i] que par te caractère de l'inconnue m' au lieu de m, on doit conclure que l'équation (4) a pour racines les deux valeurs de m et de »'', et, par suite, fiue .,~ , est écal au produit de ces deux valeurs.
On a donc la nouvelle relation
A.' — ^' (Yoù, substituant dans la relation (3), et chassant le dénominateur,
comme ci-dessus.
Pour résoudre la mémo question à l'égard de l'iivrEtiBOLis, il suOit de changer B' en — B' ; ce qui donne, pour l'équation finale, .î' + j-== A'-B=.
343. Discussion, — L'équation à laquelle on est parvenu pour I'ellipse montre que, dans cette courbe, le lieu géométrique des points de rencontre de chaque couple de tangente perpendiculaires l'une à l'autre est une circonférence de cercle concentrique aaec la courbe, et ayant pour rayon la diagonale du rectangle construit sur les demi-axes.
Si l'on suppose A = B , auquel cas la courbe donnée est un cercle, le lieu géométrique est un autre cercle dont le rayon A \/a est la demidiagonale du. CABRÉ CIRCONSCRIT au cercle donné.
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Pour I'hyperbole, le lieu géométrique est une circnnférenee ite cercle, concentrique avec la courbe, et ayant pour rayon un côté de l'angle droit d'un triangle rectangle construit sur la moitié du, premier axe pour hypoténuse et Faiitre demi-axe pour autre côté de l'ange droit.
Dans le cas de A = B, c'est-à-dire d'une hyperbole équilatère, le rayon devient md, et l'équation
qu'on obtient, ne pouvant être satisfaite que par
il s'ensuit que le lieu géométrique se réduit à un point qui est le centre même de la courbe.
Donc, dans l'hyperbole équilatère, il ne peut y avoir ijic'vn seul couple de tangentes perpendiculaires ; et ce sont les asymptotes.
Enlîn, si l'on a A < B, ou le premier axe moindre que le second, l'expression du rayon du cercle trouvé pour lieu géométrique est une quantité imaginaire; ce qui veut dire que, dans ce cas, il ne saurait exister aucun couple de tangentes perpendiculaires.
Il suEt d'avoir le sentiment de la courbe appelée hyperbole pour se rendre compte de ces circonstances qu'offre le calcul. ,
Nous pourrions nous proposer la même question par rapport à la para- Iml , mTJs elle n est qu un cas particulier de la question suivante,
3^6 Second problèub — Une parabole étant donnée, on demande le be ou se rencontrent deux tangentes quilronque^ assujetties à faite
i e elle n angle donne
Eenarq ons d abord que, si m désigne le coefficient angulaire d'une ttn^e te ,y' étant les coordonnées du point de contact, on a [W^\ les reh ons
On Lire do la prumiôro, d'où, substituant dans la Iroisiemu,
et reportant ces valeurs de x',y' dans la seconde.
lio rnouLÈJiES scu les lieux géomètbiques
i bien encore
C'est la forme que l'on peut donner à l'équation d'une tangente à la parabole, quand on donne son coefficient d'inclinaison, ou qu'elle doit être parallèle à une ligne donnée. [Voir, à ce sujet, ce qui a été dit pour l'ellipse, au n" 19S.)
Cela posé, revenons à la question, et appelons m, m' les coefficients des deux tangentes; les équations de ces droites sont
Soit d'ailleurs V l'angle donné qu'elles doivent fonner entre elles ; on 3 (62) pour relation entre les quantités tangV, /«, m',
(3) tangV = -'-"-^-— , ,
et l'élimination de m, m' entre ces trois Équations conduira à une équation en x,y, qui sera l'équation du lieu géimiét/irjm: cherché. L'équation (i), ordonnée par rapport à ni'; devient
et a pour racinrs les deux valeurs de /", m', à cause do la symétrie des équations [[) et (a).
On en déduit
par suite
yy^-
valeurs dans la relation (3), on obtient
SE llAPPOnTANT AUX COUilBES DU SKCOND TlKGlir;, 31 1
ou, cliassaiit le radical et ordonnant,
/'-- jr'tang'V— /'[■i-i- tang'V) J' — ■i;-tang'V=: o.
Telle est l'équation du lieu géométrique demandé.
Ce lifiu est une hyperbole dont les a3:es principaux sont ptirallèScs aux axes primitifs, puisque l'équation est privée du terme en ^ ; le centre de la courbe est d'ailleurs placé sur l'axe des œ, le terme en 7 manquant.
Nous n'insisterons pas sur la construction de cette courbe, ce qui n'offrirait aucun intérêt.
Mais nous chercherons ce que devient l'équation lorsque Von suppose les deus tangentes à angle tlmii.
Pour cela, il faut diviser tous les termes de cette équaUon par lang'V, ce qui donne
■toïïi^ - •^' - ti;;^'^ ~!'x-j==o, équation qui, pour tangV infini, se réduit à
ce qui fait voir (IBl) que le lieu giiométrique est, dans co cas, la iliii:ctrice de la parabole.
La.direotrjce dip bljuitdnd ttp[ te emarquable, que, si, de cha n d / l à la courbe,
ces droites so p 1 l ta II e 1 1 it d'ailleurs
iacile de démont éom t q m nt
iV. £. — Si 1 lait é ud la q t n q f t l'objet de ce
numéro, pour les d b d d d arriverait à
une équation d q t en d é n t t d que le lieu
géométrique sera t b d / l
On peut sep po-* tt qu t n mme d Icul.
3i7, Troisième puobièue. — Par un point quelconque pris sur le plan d'une parabole, on propose de mener une normale à la courbe.
Ce problème oifre un véritable intérêt sous le rapport de la discussion des résultats.
Soient a, ê les coordonnées d'un point quelconque situé sur le plan de la parabole
l'équalion d'une droite assïijeliie à passer par lo point («, ê) est de la
forme
et si l'on veutqueceltedroitesoitperpendiciilaireùla tangeiitoaycnt j;',_j' pour coordonnées du point de contact, il faut (0-4 et 2G-i) que l'on ait lu relation
CB qui donne, ])Our l'éqiiation do la normale correspondant à ce poin
y' étant une inconnue qu'il s'agit de trouver.
On a, pour cela, les deux relations (a) y^ = ïp-T- ,
dont la première exprime que le point {3^' ■,y'\ se trouve sur la courbe, et la seconde, que la normale doit passer par ce même point. On déduit de l'équation (2}
d'où, substituant dans l'équation [3] et ordonnant par rapport a.r, - (4) J" -I- ■i'PKp - «1^' - a V --= ",
équation qui, résolue , ferait connaître j', dont il sufBrait de porter ensuite les valeurs dans l'équation (i) pour obtenir la normale demandée.
Comme l'équation (4) est du troisième degré, on est en droit de conclure Cju'en général, par un point donné de posiliun dans le plan d'une parabole, on peut mener trois normales a cette coui-be.
Cette équation ne pouvant être résolue immédiatement et sans que ]'on donne à p, «, ê des valeurs namériques particulières, rien n'empêche, pour fixer la position de chaque point de contact, de substituer à sa résolution la construction des équations (a) et (3) dont elle est Xéquuiion
Or la courbe qui correspond à ( 2 ) est la parabole déjà tracée. L'équation ( 3), ramenée à la forme
fx'-i-[p — a)y'-èp = o, d'où /' = o + ^T-p^---^,
représente (307 ] une hyperbole ayant pour asyraptotJis y' — o, ou l'ase des a-, et
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c'est-à-dire ima parallèle à l'axe des y, menée à la distance « — /) de l'origine.
Cette courbe, passant d'ailleurs par lo point
pourrait (257) être facilement constriiito.
3i8. Discussion de l'équation (4). — L'Algèbre nous apprend que, dans toute équation du troisième degré ramenée à la forme
,r' + px + r/ ^ o,
c'esl-à-diro privée du second terme, suivant que l'on a
4 -^1 les trois racines sont réelles et inégales, ou deux des racines sont i-éelles Hégales à la moitié de ia troisième prise en signe contraire, ou bien une seule des racines est réelle.
Cela posé, considérons une parabole quelconque LAL' (Jig. lyZ) représentée par l'équation
r'' -. -zpj:.
Soit F le foyer ; et prenons une distance
A0 = -ikV -p.
Pour que le problème proposé admette trois solutions, c'est-à-diro pour que l'équation (4)
y" -h upip — x)x' — 2^p' = o,
ait ses trois racines rÈollcs, il faut, d'après ce qui vient d'Élre dit, que l'on ait
ou, supprimant le facteur p^,
ou bien,
Or ces deux conditions exigent, en premier lieu, p étant par sa nature un nombre absolu, que l'abscisse a soit plus grande que p, ou au moins égale à /).
3S4 rnoBi.iiMEs sur lus lieux géométriques
Si l'on fuit a — /) = AOdans l'équation [41, elle se réduit
équation du troisième degré à deu^ termes, qui, comme l'on sait, ne peut avoir qu'une seule racine réelle.
Donc, en second lieu, on ne saurait mener du point 0 qu'«/?e seule normale, laquelle passe d'ailleurs par l'origine; car, en posant a — /j dans la relation (6), on trouve
Je dis actuellement que les coordonnées ê et « pouvant Ctro considérées comme deux variables dont, les valeurs changent avec la position donnée au point par lequel ou veut mener une normale, si l'on construit le lieu exprimé par l'équation (6), ou
•^71' ce liou sera une limite de séparation entre les points par chacun desquels on peut mener trois normales, et îcs points par lesquels on ne peut en mener qn'une seule.
En effet, il est évident que si, pour une ordonnée de ce lieu géométrique supposé construit, on a
pour une ordonnée 6' plus grande que S, et correspondant à la mémo valeur de «, on doit avoir
ce qui est la condition d'i<«(/ jcu/e normale; qu'au contraire, pour une ordonnée ê" moindre que S et correspondant à la mémo abscisse, on doit avoir
condition relative à l'existence de troU normales passant pur le point donné.
Il résulte d'ailleurs des principes rappelés au commencement de celte discussion, que, potir chacun des points de la ligne à construire, deux des trois normales doivent se confondre; en sorte qu'à proprement parler, il ne peut exister que deux normales passant par ce point.
Construisons donc ce lieu géométrique.
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Pour simpliEor, r«mpiagons les variables S, a par^, 3:, ce qui donne
puis transpurions l'origine au point 0, en posant il vient la nouvelle équation
et l'on voit immédiatement que le //<■« gèoméiH'jue est une courbe qri s'étend iiulêfiniment dans le sens des ^ positifs, à partir de la nouvellu origine 0, et spnéiriquement au-dessus et au-dessous de l'axe des j:.
Les points les plus remarquables de cette courbe sont ceux où elle rencontre la pai-abote; et pour les trouver, il sufiit, après avoir posé
dans l'équation de la parabole, pour que les deux courbes aient la même origine, de combiner entre elles les deux équations
x'=->.lj[x-[-p], et J-'=--j-/'-
En égalant les deux valeurs de/', et ordonnant, on arrive à l'équation
quîest/wHog'è«e, et qu'on peut TaTiàvB mimcriqiir. en y substituant /îj.' nu lieu de x\ ce qui donne
L'application de îa méthode dos racines conimc-nsurabk:^ lait reconnaître facilement que l'équation est satisfaite par
j- .-.- 3/>, et, par suite,
sont les coordonnées des points où les deux courbes se rencontrent.
Prenons, , à partir du point 0, OC = Zp = 3A0, et élevons CD perpendiculaire h AX ; la courbe cherchée doit passer par les points D, D'
Pour nous en lormor une idée plus nette, déterminons le rorjjicie/it Àji.JcVM. àU G. 0.5
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d'Inclinaison de la tangente. La règle du n" 109 donne
qu'il faut tâcher d'exprimer en j^' seulement. Or, de la relation
ce qui donne, après la suppression du facteur x' \fx' , commun aux deux termes,
/,- étant une constante qu'il est inutile de calculer, pour le but que nous nous proposons Soit fcnt maintenant
valeur < oi respondante à l'origine 0 : il en résulte
ce qui prouve que la tangent* à l'origine se confond avec l'axe des ab-
De là on peut conclure que la courbe a la forme lOI', présentant sa convexité vers le côté posiiifà& l'axe des j^.
349. Bemarque. — La courbe qui vient d'Être construite est du genre de celles qu'on désigne ordinairement sous le nom de cissoïdes.
Leur caractère principal est d'être ^métriques par rapport à une cer- 1 aine droite, tangente au point qui leur sert, en quelque sorte, de point de départ, et de s'étendre indéfiniment au-dessus ou au-dessous de la droite dans un même sens.
Quelquefois les cissoïdes ont une asymptote; telle est la cissoïde de DiocLÈs, courbe susceptible d'une défmition rigoureuse et très-gimple.
De (jttelques courbes remarquables.
3S0. Cissoïde de DiocLÈs. — Un cercle étant décrit sur une droite AB (fis- 174) comme diamètre, et une droite indéfinie BI étant menée perpendiculairement a AB, par l'une des extrémités de ce diamètre, si de l'autre esctrémité A on mène une sécante quelconque AL rencontrant ta
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circonférence et la perpendiculaire cri deux points C, D, que sur celte sécante on prenne AM = CD, on demande la ligne engcjtdrêe par lipoint M dans toutes les situations que peut prendre la sécante.
La condition à esprin
ler iimdytiquement est, d'après l'énoncé.
On a d'abord
AM= CD---. AD— AC
AM=-i/6^+^;
d\in autre côté, l'équE
ilion du cerclB, rapportée au sommet A comme
or]giTi6j est (^ * 0 }
celle de la Kccante AL,
et celle de la perpeii dieu! aire !i!,
Si l'on combine successivement l'équation (3) avec cette dernière et avec l'équation (a), on obtiendra les valeurs des coordonnées des points D, C; d'où il sera facile de conclure les valeurs de AD, AC, et par suite celle cfc AD-AC.
Or les équations (4) ot (3) donnent
x = -ir, j^ %mr, d'où
AD = 2rv/^' + L;
et les équations [a) et (3),
:iSS coKciioïDE DE mooaiÈCE.
Observons maintenatit que, d'après le triangle rcc.taDglc AMP, on a
tangMAP ou m = ^,
œ qui donne, toute réduoLion faîte, pour la valeur do AD — ÀC.'
D ne resta plus qu'à remplacer AM et AD — AC par Jaurs valeurs àav.s l'équation de condition, et Ton trouva
ou, cliassant le dfinominatciir, et résolvant par rapport à J^,
011 bien, en remplaçant S et a par j et x,
Telle est l'équation de la cissoïde de Dioclès.
Discussion. — Ou prouverait facilement, comme on l'a fait i que (lette courbe, qui passe par l'origine, est tangente à l'ax sc.isses.
De plus, si l'on pose
il en résulte
AO
ce qui fait voir que la courbe doit rencontrer le cercle aux extrémités du diamètre NN' perpendiculaire à l'axe des œ.
On reconnaît enfin que plus x augmente en se rapprochant de ii\ plus ie dénominateur de la valeur de y' diminue, tandis que le numérateur augmente de plus en plus ; donc la courbe se rapproche sans cesse et indéfiiûmcnt de IBI', qui est, par conséquent, une asymptote.
Au delà de j.-^a/-^ AE, la valeur de j- devient wi/^g-wm'/v.
Coiichoïdc de Kicomède.
3j1. An n&miire des courbes algébriques, on distinguo encore la cou-
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e/wï/le de Nicomedb dont il existe également une déQnition giîomctrique que nous allons énoncer.
On donne une droite indéfinie LL' (_/%■. 175 j, et un point A dont la distance AB à LL' est égale à «ne ligne connue a. Si du point A, on mène une divite quekomiun AH, que sur cette nouvelle droite et à partir du [«tint D, où elle rencontre la première LL', on prenne une distance DM égale à une seconde ligne connue b, on demande le lieu du point M pour toutes les positions que l'on peut donner à la droite AH.
Comme rien n'empêche de porter la distance 6 de D en M', au lieu de la porter de D eu M, il résulte évidemment de la définition précédente, que la courbe cherchée se compose de deux branches distinctes qui s'étendent indéfiniment à droite et ù gauche de la perpenditulaire AK abaissée du point A sur LL', et ont pour asymptote commune la droite LL'.
La construction de cette courbe, qui n'offre aucune difficulté, a quelque analogie avec celle de l'hyperbole, quand on donne les asymptotes et an poim.
Pour former son équation algébrique, prenons pour axe des a: la droite LL', et pour âne des / la perpendiculaire AK ; l'origine des coordonnées est Elora en B.
Posons
AB = o, BC = b, BP =^-- -r. MP = .)-;
prolongeons d'ailleurs l'ordonnée MP jusqu'à sa rencontre on R avec une parallèle II' à LL', menée par le point A. tes deus triangles semblables AlIB, DMP, donnent
AM:MD::MR:MP ou m:h\\a+j:y; d'où l'on déduit
Ml„'""-'-'.
D'un autre cûté, on a, d'après le triangle AMIt,
Âïi' = AÏt + MR' = x'-\- la + r)=;
équation du quatrième degré en j, mais du deuxicmc degré ei! x, et à deux termes; ce qui prouve que la cwurbe est symétrique par ra[jport à l'axe des /.
Sgo coNCnoÏDE de nigomède.
Discussion. ~- Soit fait
ràsullat conforme à ce qui a été dit plus liaut, que LL' est une nsymptntr. Pour x.^0, l'équation devient
(i=— .r')[rt-!-j)' = o; d'où j = ±-h, j = — «.
Les deux premières valeurs -t- 6 et — fi donnent les points C ot C ; es qui doit être ; mais la troisième, qui semble donner le point A pour un point de la courbe, a besoin d'Être interprétée.
Or il résulte de la déflnitiou que la branche inférieure peut avoir son point de départ entre les points B et A, en C, ou sur le prolongemeni de BA, ou bien se confondre avec le point A, suivant que l'on a /'<«, !>>,/, h^a.
Dans le second cas, il est visible que la courbe doit avoir une espèce de boucle (fig.i-j^), analogue à celle du falium de Descaotes (317, 3' exemple).
Quant ail troisième cas, puisque pour a- = o on a
ces deux valeurs deviennent identiques quand on suppose les deux distances f) et 6 égales entre elles, et l'on a alors le point A pour point de départ de la seconde branche.
Voilà pourquoi y = — a peut être admis comme solution ■- elle n'est véritablement étrangère que dans les deux autres hypothèses : h<<,, b>a.
L'équation polaire de la courbe est assez remarquable par sa simplicité. Prenons le point A (/g-. lyS) pour pôle ot la droite AK pour iixc
Lo triangle rectangle ABD donne
AB = AD.coslîAD, ou rt = AD.cosv; d'où
An ^- — - j et AM = AD -f- i ----- -^ -H b.
eos^ 0OS9
Il vient donc pour l'équation polaire
la longueur h pouvant Être considérée avec le double sigi.
COKCnoÏDE
n fait dans cette équation
ce qui donne C et G' comme points de la courbe. Pour y = 90°, on a
et le rayon vecteur devient parallèle à LL'.
De cette équation polaire, il est facile de déduire l'équation pureraenl algébrique obtenue précédemment.
Le triangle rectangle ARM donne d'abord
AM = VarV MH -^ VëpV (pM + PR)';
Puis on a, d'après le trianglo DPM,
PM = DM.cosDMP- Ècosip; d'où cosci-^^''t-
Ainsi réqnation polaire devient par la substitution des valeurs de p cl de cos?,
d'où, élevant au carré et transposant,
c'est l'équation algébrique qu'on avait obtenue directement (").
e son Histoire des Mathématiques, 1. 1, p. 254 ei expose on moyen de construii'e cette courbe d'nn mouvement corei fait donnaitre l'application ù la construction des deuK problèmes d tien de l'angle, et de la duplication du cube. {Voir les n" 335 et bu
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§ 111. — Des courbes du sncoND degré semblables. — Identité des COURBES DU SECOND degré AVEC LES SECTIONS PLANES d'un cône droit ou d'un cône oblioue a base circulaire. — Des sections conioues SEiiBLAiti.ES. — De la section ptanb dans dn cylindre droit ou
OBLIQUE A BASE CIRCULAIRE
Des courbes du second degi'é semblables.
382. Deux ellipses ou deux hyperboles sont dites semblables, lorsqu'elles ont leurs axes proportionnels.
Ainsi, soient A et B les demi-oxes d'une première ellipse, n et i ceus d'une seconde ellipse ; elles sont semblables si l'on a la proportion A:B:;(i:6, ou k:a::^:b.
Cette dénomination vient de ce que les deux courbes jouissent alors des mêmes propriétés que les figures semblables considérfes en Géométrie, ainsi que nous allons le démontrer.
Ellipses. — Pour faciliter le développement des diverses propositions, nous supposerons les courbes placées l'une sur l'autre de manière qu'elles soient concentriques, et que leurs axes aient la même direction.
Soient donc deux ellipses pour lesquelles OÂ, 0« {fig< 178) désignent les moiiiés des grands axes, et OC, Oc les moitiés des seconds.
1° Si l'on tire les cordes AC, ac, elles seront nécessairement parallèles, et l'on aura la suite de rapports égaux (1) kC:ac::A:a::Ji:h.
3" Considérons une ligne quelconque OL menée par le centre, et appelons D, rf, les (fe«;i-t;m«(rf;refOM,Om; y, X, les coordonnées du point M; y, a:, celles du point m.
Puisque les trois points 0, m, M sont en ligne droite, on a la nouvelle suite de rapports égaux
et comme les points M, m appartiennent aux deux courbes, on a aussi les doux relations
a ou, a cause de - — - 1
Di:s C0URRK5 nu SEroxn bkghé semblables. 3^3
donc
X'-.j.-'-.uV-K'-.a'—x'ce qui donne
n^X' -■ AV.", par suite,
Par conséquent
3° Soient F et / les foyers de droite dans les deux courlies, et dfeignons par C, c les distances OF, 0/; puis menons les rayons vecteurs FM = R,
d'où l'on déduit, à cause de -j = -;
C:c::A:«; et les triangles OMF, 0/»/, qui sont alors n&essai renient semblables, donnent aussi
(3) FM://« ou R:/-::C:r::A:fl.
4° Aux points M, m, menons ies tangentes MR, inr; ces tangentes sont p/irnllèles, car leurs coefficients d'ineliimiiim, _ B^ X _b_^x A" Y ' «■ y
sont égaux en vertu des relations priîcédemment élabiies,
d'où l'on voit que les distances OH, Or, et, par suite, les sous-tangentes et les sous-normales qui correspondent aux points SI, m sont aussi dans le rapport
(4) D:d ou k:<,.
5° Puisque les tangentes MB, inr sont parallèles, il s'ensuit que les deux diamfetres conjugués des diamètres Oîl, 0;", doivent avoir une mcme direction.
Soient donc ON, 0« ces deux diamètres ; comme, en vertu do ce qui a été dit plus haut, on a
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A' et B', ci été' désignant respectivement deux dtmi-dinm'i}!,i miijugut^s pour chaque ellipse.
6° Enfin tirons une autre droite quelconque OL' qui rencontre les deux courbes aux points M', m', et menons les cordes M^(', mm'
Les triangles OMM', Gmm' sont semblables nommp ayjnt un angle
égal, 0, compris entre côtés proportionnels, et donnent, par conséquent,
W&':mm':\k:a.
Concevons maintenant qu'on ait inscrit aus ellipses deux polygones dont les sommets soient deux à detix en ligne droite avec le centre; il suit de ce qu'on vient de dire, que ces polygones ont leurs côtés parallèles et respectivement proportionnels; donc ils sont seinhlabîes.
Ainsi les contours de ces polygones sont proportionnels aux demi-axes des deux ellipses, et leurs surfaces sont entre elles comme les carrés ds ces demi-a^es.
Ces deux résultats étant vrais quel que soit lo nomlire des côtés des polygones, le sont encore à la limiie.
Donc les contours E, e des deux ellipses sont entre eux dans le rapport des deux axes, et leurs surfaces S et ^ dans lo rapport dos carrés de ces méroes lignes; c'esirà-dire que l'on a (6) E:c:;A:fl, s : -■ : : A' >/'.
On pourrait multiplier indéQniment les conséquences qui résultent do la proportionnalité des axes; mais celles qui viennent d'élre développées suffisent pour établir que ces ellipses ont tous leurs éléments Jiomoîogues proportionnels à ces axes s'ils sont linéaires, ou dans le même rapport que les carrés des axes s'ils sont superficiels.
Les mômes propriétés s'appliquent à I'hypeubole et se démontreraient de la même manière.
Mais on voit, en outre, immédiatement : i" que deux hyperboles semblables dont los axes ont lit même direction, ont aussi les mêmes asymptotes; a" C[n& deux hyperboles éqailatércs sont toujours semblables, piisque les rapports -^ ! - sont identiques et égaux à i.
353. Deux pababolbs quelconques sont \,oxi\o\).t6àss figures semblables, parce qu'ainsi que nous allons le faire voir, leurs éléments homologues
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sont proportionnels, et dans le rapport des paramélres si ces éléments sont linéaires, on dans le rapport des carrés de ces paramètres s'il s'agit de surfaces.
La proposition est déjà évident* pour les (îistances des foyers et des directrices aux sommets respectifs des deux paraholes, puisque aP, ip
désignant les paramètres, les expressions de ces distances sont - P, ~p.
Pour mieux !a faire ressortir à l'égard des autres éléments, concevons que les denx courbes soient placées l'une sur l'autre, de manière à avoir même sommet A et même axe principal AX.
Soient V,f[fig. 179) les doux foyers pour lesquels on a
S.) AF:A/::P:y,.
Cela posé, tirons une droite quelconque AL, qui rencontre les courbes en M, m ; abaissons les ordonnées MP = Y, mp = j, qui correspondent aux abscisses AP = X, k.p = j' ; et menons les rayons vecteurs MF = B, mf= r.
Les triangles AMP, kmp sont semblables et donnent
(a) AM:Am::V::f ::X:.r;
mais les équations des deux courbes
Y'-aPX, y'^-'Lp.^ reviennent ii
d'où l'on conclut, à cause de la relation (2),
aP ^p ., P y X
-^ = -i-1 par suite, - = — -■ —• Y j ' ' p y X
On a donc aussi
(3) AM:Am::T:j::X:.ï'::P:/>.
De celte dernière suite et do la proportion (i) on déduit
AM:Anj::AF:A/; ainsi les deux triangles AMF, An;/ sont eux-mûmes semblables et donnent
(4) AM:Am-.;MF:/H/;:AF:A/:-.P:/..
Les sous-tangentei èlsht (2fi4) doulles des abscisses des points de contact M. ;h, sont aussi dans le rapjwrt des paramélres.
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Ce même rapport esisle évidemment pour les sous-normaks dont les expressions sont (26S) respectivement P et p.
Enfmsi, cofûme on l'a tait pour l'ellipse (352, 6"), on mène une seconde sécante quelconque- AL', et que l'on tire les cordes MM', mm\ elles sont nécessairement parallèles, et l'on arrivera à la conséquence que les aires des surfaces comprises entre les droites AM, Ani et les portions de courbes correspondantes, sont proportionnelles aux carrés des paramètres.
La proposition est donc complètement démontrée.
3Si. Eemakqkë srti les paramètres dans les courbes en général. — On se rend compte de la propriété dont jouissent les paraboles d'être tout*is sembhihles, par cttcodét qlntdsl eq simpliRée qu'une seide c né ahamè iie
Dans l'ellipse et l'hyp b d t 1 dq t n pi fié f t
deux constantes A, B, 1 t ece p q les co b d raêm
genre soient semblables qu ces ta t ^P P "
Ce n'est que par anal 1 p rab 1 q dé 1
de paramètre dans l'ellipse et l'hyperbole la quantité — ,— ; mais dans les questions de haute analyse, on est généralement convenu d'appeler paramètre les constanles dont nous venons de parier, en tant que leur connaissance est nécessaire et suffisante pour que la courbe soit complètement déterminée.
Il ne suffit pas que les longueurs des deux diamètres conjugués d'une oUipse, par exemple, soient connues pour que la courbe puisse être tracée ; il faut encore donner l'angle qu'ils font entre eus. Ainsi ces longueurs ne peuvent être considérées comme des paramètres qu'autant que l'on y joint une troisième donnée.
n en serait de même si l'on donnait le paramètre •i.p' pour un système A'axes conjugués dans une parabole sans donner en même temps l'angle
Identité des courbes du second degré ai'ec les sections planes d'un CÔNE DKOIT OU d'un CÔ.NE OBLIQUE à base circulaire.
333. L'intersection d'un cône droit ou oblique, à base circulaire, par un plan, donne lieu aux trois courbes du second degré, ou à une de leurs variétés, suivant la position du plan, et ce sont les seides lignes que l'on puisse obtenir; ce qui a fait donner à ces courbes le nom de sections coniques.
Soient d'abord SADBE (/g-. iSii) un cône drmt, SC son axe, CU le
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rayon de la bpse, LL' la tracR du plan d'inlersaclion [appelé plan sécant) sur celui de la base, et OMO'M' la courbe diiiloisoction dont il s'agit du trouver la nature.
Chercbons l'équation de cette ligne.
A cet effet, abaissons, du centre G de îa base, CG perpendiculairo sur LL' ; puis, par CG et SC, conduisons un nouveau plan, dit plnn jirinci/wf/ [ on donne ce nom à tout plan passant par l'axe du cûne); son intersection avec le plan sécant est une droite GOX perpendiculaire à LL', en vertu d'un théorème connu de Géométrie.
C'est cette droite OX que nous prendrons pour axe des a-; et celui des _i sera OY, ou la perpendiculaire élevée par le point 0 à GX dans le plan de la courbe (la ligne OY est alors parallèle à LL').
Si, par un point quelconque P de OX, on conçoit un plan parallèle h la base, la Géométrie noua apprend que son intersection avec le cÔne est un cercle. Ce même plan coupe le plan principal suivant lïï parallèle à AB, le plan sécant suivant une droite MPM' parallèle à LL', et par conséquent à OY; en sorte que MPM' est à la fois perpendiculaire sur GX et sur m.
Cela posé, f.iisons
OV = .x, MP=r, S0-=o, angSOX = a, angASB ou OSO' =:i: S, d'où ASC----f'.
Comme JSIP, ordonnée de la courbe, est en même temps une ordonné-' du cercle, on a, d'après un théorème de Géométrie,
11) j'=IPxPIÎ;
et la question est ranience à exprimer IP, PII en fonction de ^ et des données S, h et a.
Or le triangle OPI domio
IP:OP::sinlOP:5in01P,
sinIOP--;sinSOX-= sin^.,
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Afin d'obtenir PH, cterchons d'abord la valeur de 00' et de PO'. On a, d'après le triangle SOO',
O0'.:so::sinoso':sjn00's, ou oo':fl::sine:sm(a + s); d'où
00*^ sinïg'+gr par suite, PO'.^ .^.^ "^^-|.- ::^
5Iais le triangle PO'H donne
PII:PO'::sinPO'H:sinPIIff,
donc
Substituant les valeurs de IP et do PH dans l'équation (i}, on obtient on (in
cos-@ cos-S
(a) t'-— ^- [usina sinÈ..E-sm;!sin(H-i-6),r]
cos'-^3
pour l'équation gônûraîe des sections conique-:.
Cette équation étant du second degré, il s'ensuit que toutes las sections coniques sont des courbes du second degré.
Discussion. — Si l'on compare l'équation (a] à l'équation aux trois courbes du second degré [HQ],
après y avoir remplacé sinS par sa valeur a sin- oosS - 6, on i deux relations
' K— sinasinfa-^-êl _
Or cos'-â est ossentiellement /joîiïi/, et sina peut, comme nous allons le voir, être lui-même supposé positif; en sorte que le signe du coefficient de x', et par suite le genre de la courbe, ne dépend que du signe de sin(a -4- ê) ; d'où il résulte que cette courbe est une ellipse, une parabole
El i>ES siiCTiofiS CONIQUES. Sgg
ou une hyperbole, suivant que l'on a
mn[^ + S] positif, nul ou nég^ilf, a + S < 180°, a -f- 3 = 180°, a + ê > 180°.
Traduisons ces résultats géométiiquement : 1° La condition
signiSe que la droite OS, intersection du plan sécant et du plan principal, rencontre les deux génératrices opposées SA, SB d'im mfime côté du sommet S; et l'on obtient alors une courbe rentrante et fermée OMO'M'O ; c'est une ellipse qui devient un cei-cle, lorsque le plan sécant a une position parallèle an plan de la base.
a-r-Cir= [So-,
c'est dire que la droite OX (Jîg. iSi) est parallèle à la génératrice SB; donc le plan sécant est lui-même parallèle à cette génératrice , ou ne la rencontre qu'à Vinfini, auquel cas on a une courbe indéfinie dans le sens OX ; c'est une parabole FOE, la trace du plan sécant étant LEGFL', 3° EnRn l'hypotlièso
correspond au cas où la droite OX [fig. 182) va rencontrer la génératrice SB sur son prolongement en O'; c'est-à-dire qu'alors le plan sécant coupe les deus nappes de la surface conique, et détermine une courbe e deus branches indéfinies et opposés l'une à l'autre : c'est une E ayant 00' pour premier axe.
Quant aus variétés des trois genres de courbes du second degré, on les obtient successivement en supposant que le plan sécant passant par la génératrice SA [fig. 180, 181, i8a), et ayant d'abord pour trace sur le plan de la base la tangente au point A menée à cette base, tourne autour du point 0, de manière que l'angle SOX prenne toutes les valeurs ;wî- .iièto depuis îero jusqu'à i8o degrés.
Si ce plan venait à continuer son mouvement autour du point 0, et dans le même sens, i! reprendrait évidemment ies mômes positions qu'auparavant, et, par suite, reproduirait les diiférentes courbes déjà obtenues. Ce nouveau mouvement devient donc inutile, et, par conséquent, siuk peut toujours être considéré comme positif, ainsi que nous l'avons énoncé en commençant la discussion.
Jusqu'à présent nous avons supposé que le plan sécant était assujetti, dans son mouvement, à passer par un point déterminé 0 de la génératrice SA; mais rien n'empôcho qu'il l'esécute autour du sommet S.
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Dans ce cas, on voit encore facilement que la courbe d'intersection f?. réduira à un point, tant que le plan restera dans l'intérieur de l'angle BSA'; qu'elle se réduira à une sente droite, lorsque le plan conduit suivant SB sera exté rieur, k\a fois, aux deux angles BSA.' et BSA, et qu'elle se trauffonnsraenun système de deux droites qui se conpeiH [deux génératrices du cône), quand le plan se trouvera dans Yi/itériear de l'angle BSA.
On voit ainsi que le point, une seule droite, ou deux droites qui se coupent, font partie des sections du cône par un plan.
C'est ce qu'en peut reconnaître Également au moyen do l'équation [?; en Y faisant
^ a ou S0:-o.
Elle se rédi:it, dans celte hypothèse, à
équation qui, pour a -+- fi < 1 80", est de la forme
y'-i-/.x- = o (tétant positif),
ot qui ne peut 6tre satisfaite que par j' = o, x -= o; pour =■. -h ^ -— 180°, elle devient
j'--^û, d'où j-=o;
enfin, pour x -1- ê > 180°, elle prend la forme
t' = /-j.'= ou r-~=^xi/I- (A étant encore positif),
et représente "n système de deux droites qui se coupent.
JV. £, " Le système de deux droites parallèles, qui , comme on l'a vu aux a"* 161 et 297, est un cas particulier de la parabole, semlile faire exception tant qu'il s'agît d lin cône pioprement dit; mais nous reviendrons bientôt sur ce cas pari culier
336. Pour compléter U démonstration de Yidcntiié des courbes du second degré et des sections co iiqucs, il nous reste encore à faire voir qu'une courbe du second digrc étant donnée à priori, i! est toujours possible de la raproihùre au mojen do 1 inter ertion d'un pUm et d'un cône droit.
A cet effet, reprenons les doux relations établies dans la discussion prùcédenle,
-, ^;.i -, i.,.!,! 1 fi — ., sin'^isinl^ -h il ___
et tâchons de déterminer a et «, connaissant p, ij c
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Comme la seconde de ces relations ne renferme que l'inconnue x, cllo_ peut servir & la déterminer ; après quoi, la première fera connaître l'inconnue a en valeur i-éelle, si la quantité a est susceptible elie-m6me d'une valeur réelle.
Nous n'avona donc à nous occuper que de la résolution, par rapport à a, de !a seconde relation, qui revient d'ailleurs à celle-ci :
(i] 8inasin[K + S) =— f/coi'-S.
Pour déterminer l'angle a d'après cette équation, il faut faire subir à œlle-ci une transformation, La Trigonométrie donne la formule
sini t.- - 0) sin i [a -+- h) = S2^^.^^, et si 'l'on pose
d'oïl l'on dÉdiiit en ajoutant, puis en soustrayant,
la formule ci-dessus devient
par suite, on a la nouvelle équation
ce qui donne enfin
(a) cos (-2 ^ + 3 ) = cosf: -1- ary cos'' ^ î ;
c'est cette dernière équation qui doit servir à fdre connaître s..
Elle donne d'abord immédiatement l'angle sa ■+■ ê, puisque S et i/ sont connus: retranchant 6, puis divisant par 2, on obtiendra finalement la valeur de tt.
Mais pour que l'angle aa -h 6 (et par conséquent j} soit susceptible d'une détermination j-celle, il faut que le cosinus de cet ani;le, ou sa
lc soit ni supérieur ni inférieur à ses deux limites -\ Àp. de VAi. à la G.
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quo l'on doit avoir
CosG + ajcos'- '"^ 1 et £—1.
Analysons chacune dos deux inégalités, en leur faisant subir une nouvelle transformation.
On connut k formule
cosS -- cos'-ê — BÎn'-S == 2C0s"-S — i*
de là on dûduit, pour la première inégalité,
ou bien, remplayant ■ par sa valeur i + Umg' - C,
cos^ - S
(3) <] <tang'^S.
La seconde inégalité devient, par !a même substitution, acos'^ê — i-i-a-7C0s'-Ë> — i,
(i-H'/) cos'7S> o; ou bien, divisant par cos' - S,
Cela posé, considûrons successivement chacune des trois courbes. Pour la VAKABOLE, on a ç — o; les inégalités (3) et (4) se réduisant
sont évidemment satisfaites d'elles-mêmes.
Ainsi une parabole et un cône droit étant donnés, il est toujours possible de trouver un plan dont l'intersection avec te cône produise ta combe donnée.
S'il s'agit d'une ellipse, comme 7 est négatif, l'inégalité (3) est satisfaite
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ailleurs («0)
.+ 7 = T- ~^~-A, (ActaQt>El.
II en est donc de même de l'inégalilé Ç 4 ).
Ainsi, une ellipse et un cône étant donnés, il est tmijours possible de Irouvei- un plan qui coupe le cône suipoiit la courbe donnée.
Quant à i'atPERBOLE, comme q est positif, l'inégalité (4) est satisfaite d'elle-même.
Mais l'autre devenant, par la substitution de -h ^ à la place de q.
exige que i'angio - ê soit un moins égal à l'angle dont la tangente a pour valeur numérique -r ; ce qui veut dire, en langage géométrique , qu'une
hyperbole étant donnée à priori, on ne peut la placer sur un cône qu'autant que l'angle ê de deux génératrices opposées est au moins égal à l'angle que forment entre elles les dciix asymptotes de la courbe donnée : condition qui peut toujours être remplie.
On doit donc regarder comme complètement démontré que toute courbe du second degré peut être considérée comme une section conique,
3B7. Remarque. — La condition particulière à l'hyperbole peut s'expliquer par la Géométrie.
Concevons, en effet, qu'on ait mené dans un cône droit un phkmier eystème de plans parallèles entre eux et, de plus, parallèles à l'axe du. cône; ces plans donnent lieu à une suite d Inperboles dont les asymptotes forment entre elles le même angle; car, dans 1 équation (a) du n° 3B8, le coefficient de 3,', qui pour le cas de l'hyperbole a pour expression jjj est indépendant de la distance a du plan sécant au sommet du cône, ce qui prouve que -r est constant pour toutes les hyperboles dont il est ici question.
L'un de ces plans passant par l'axe lui-même détermine sur la surface conique deux génératrices dont l'angle est égal à celui des asymptotes.
Maintenant, considérons un second système de plans parallèles entre eux, mais non parallèles à l'axe, et tel qu'il donne encore lieu à des hyi. L'angle des asymptotes de ces hyperboles est aussi constant et
yGoosle
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égal à l'angle des deux générulriccs déterminées par celui des plans de ce système qui passe par le sommet du cône. Or ce nouvel angle est nécessairement moindre que celui dont ie plan contient l'axe; car dans Xangla trièdre formé par l'axe et les deux génératrices dont nous venons de parler, l'angle de celles-ci est moindre que la somme des angles qu'elles forment avec l'axe, somme qui est égale à ê ou à Vangle au sommet du cône.
D'où l'on voit que le maximum des angles que forment entre elles les asymptotes de toutes les hyperboles qu'on peut obtenir sur la surlace d'un cône droit est \ angle de deux génératrices opposées, ou Y angle au sommet du cône, et qu'ainsi il n'est pas possible de placer sur un cône droit ime hyperbole dont les asymptotes font un angle plus grand que l'angle au sommet de ce vône.
3S8. De la section ANTip.vEiALiaaE ou sous-contraihe dans le cône OBLIQUE A base ciBCULAiRB. ^ L'îiiterseclion d'un cône oblique à base circulaire par un plan donne également lieu aux trois courbes du second degré; mais elle offre «ne particularité, c'est qne Von peut obtenir un cercle au moyen de deux systèmes différents de plans parallèles : ce qui n'est pas possible dans le cône droit.
our faire ressortir immédiatement cette propriété, il est d'abord indispensable de prendre le plan sécant dans une position spéciale que nous allons déterminer.
Lu sommet S (fig. i83) abaissons SK perpendiculaire sur la base ; et par se, SK conduisons un plan (appelé plan principal) qui coupe celui de la base suivant la droite indéfinie GCB représentant la projection de l'axe sur la base. Élevons ensuite en un point quelconque G de GCB, et dans le plan de la base, la droit* LL' perpendiculaire à GC; c'est cette droite LL' qu'il faut prendre pour la trace du plan ticant. L'intersection, de ce plan avec le plan principal est une droite quelconque GOX; et la courbe OMO'M' produite par ce même plan sur la suiface conique est celle dont il s'agit de former l'équation.
Prenons OX pour l'axe des abscisses, et pour a\B des j la droite Oî parallèle à LL'; puis, par un point quelconque P de OS, conduisons un plan parallèle à la base, ce qui détermine une circonférence de cercle dont le diamètre est III, et l'intersection avec le plan sécant une droite fJPM', parallèle à OY et à LL', et par conséquent perpendiculaire à la fois à IH et à OX (puisque LL' est en môme temps perpendiculaire à GC et !» GX, d'après les principes de Géométrie), Pais, posons
OP =- .'^ MP = r, SO = a, a:igleSOO'- ^:, andeOSO' ou ASB = S, angleSAB-7.
ET CES SECT!(i!<S IRONIQUES.
MP étant une ordonnée du cercle, on a d'abord
j'=IP xPII, et il faut calculer IP et PH.
En opérant comme au n" 3jj, on obtient
et, par suite,
^sin(a ■
d'où, substituant dans l'expression de_r°,
sin7sin(@ + 7)' sin7àn(â -i- y)"'
Comme il résulte des conditions indiquées ci-dessus, que les ases auxquels la courbe est actuellement rapportée sont rectangutmres, il s'ensuit (8S) qu'elle deviendra une circonféi-encc de cercle â l'on fait en sorte que le coefficient de ^', qui est ici précédé du signe —, soit égal à l'unité.
Or on arrive à ce résultat, soit en posant
Car la premièro hypotlic
se donne
d'où
!in(. + 8
l = .in(C + 7,, (« + S1 ,.
la seconde donne
puis
sin7 SOI
sin(S + v),
d'où sinv=sln(-
et, par soite,
sin»
sm(. + «) j.
siniË-^VJ sin^ en sorte qu'il ne reste plus qu'à traduire sur la figure ces deux condiliors
La première, qui revient ù SOO'--- SAB, indique que le i/tan sècam doit être pm-attèle au plan de la base.
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La seconde csprime que l'angle SOO' doit ôlre cgal à l'angle SBA, puisque SBA = iSo"— (§-+-7).
Cette autre seaion circulaire porte le nom de section antiparalléle ou
On fait usage de cette propriété dans îa construction des moppemondes.
3S9. Pour obtenir l'équation la plus générale d'une section faite par
un plan dans le cône oblique à base circulaire, on opère de la manière
Soit LL' [Jîg. 184) la trace du plan sécant sur celui de la base, jfte/îfez du centre C de la base une perpendiculaire CG sur LL' ; puis conduisez suivant l'axe SC et la perpendiculaire CG un plan qui coupe la surface conique suivant deux droites SA', SB'; concevez ensuite par LL' un plan quelconque dont l'intersection avec le plan A'SB' est une droite GOX, et ijui détermine, comme précédemment, «ne courbe telle que OMO'M'.
En prenant pour axes les droites OX et OY parallèle à LL', et conservant les mêmes notations que précédemment, on parvient à une équation tout à fait identique; mais il y a cette différence, c'est que l'ordonnée MP du cercle IMH est bien perpendiculaire au diamètre IH, mais ne l'est pas à i'aïe 00'; en sorte que la courbe OMO'M' se trouve rapportée à un système d!axes conjugués dont l'origine est placée à l'une des estrémités d'un diamètre.
Quoi qu'il en soit, il n'en est pas moins démontré que l'intersection du cône oblique à base circulaire par un plan donne également lieu aux trois courbes du second degré.
Des seciioiis coniques semblables.
3G0. On appelle sections coniques semblables toutes les courbes que l'on obtient en coupant un cône par une série de plans parallèles entre
La considération de ces sortes de sections est une suite ntiturelle de la remarque du n°3S7.
En effet, s'il s'agit d'ELiiPSEs ou d'uiPEuBOLES, comme dans Véquation générale des sections coniques (33B}, le coefficient de a;' a (W6] pour espression
oit que, pour un même système de plans parallèles, le rappori
BES SECTIONS CYLINDRIQUES
(, et que, par suite, les courbes correspondantes ont Icujs axes pro/iortionneh, co qui (352) constitue la définition des ellipses ou des hyperboles femblables
Quant à Sa p\b\bole, comme on ne peut 1 obtenir quen coupant le cône par des plans parallèles a l'une dts geneiatnce^, il s'ensuit que toutes les sections paraboliques, dans un cône donné sont semblables; ce qui confirme la proposition piécedemment établie (3b3), que toutes 1rs paraboles iont semblablet
Mais ce quil importe de lemirquer, ecst quen gëninl on no saurait obtenir des ellipsts ou des hyperboles semblables que par les sections \^ planes faites dans des cônes semblables, c'est-à-dire dans des cônes engendrés par des triangles rectangles semblables ou ayant même angle au sommet; tandis que toutes les paraboles auxquelles donnent lieu les intersections planes des cônes ayant des angles au. sommet différents, sont nécessairement des courbes semblables.
De la section plane dans un cylindre dmit on oblique à base circulaire.
361 . Ileclierchons maintenant ce que donne l'intersection d'un cylindre par un plan.
Nous conàdéverons d'abord un cylindre oblif/ue et un plan tout à fait arbitraire.
Soit un cylindre ayant pour plan principal le parallélogramme ABB'A' [fig. i85); ce plan est déterminé par l'axe CC et la projection de l'axe sur le plan de la base; d'où il résulte qu'il est perpendiculaire à cette base.
Désignons par LL' la trace d'un plan quelconque sur la base, et abaissons du point C une perpendiculaire CG sur LL' ; puis cenduisons un plan selon CG et CC : ce nouveau plan détermine sur le cylindre une section abb'a', et sur le plan sécant une certaine droite GOO'X que nous prendrons pour axe des x ; l'axe des 7 sera une droite OY parallèle à LL'.
Par un point quelconque P de OX, concevons une section parallèle à la base, et par conséquent cii-culaire; le plan de cetla section coupera abbW suivant une droite IPH parallèle à GC, Posons enSn
OP=^.r, MP^r, angle«'OX=a, nngloO^iC ^= 7,
et appelons ar le diamètre de la base.
Puisque MP, ligne commune au plan de la section circulaire et de la section dont nous cherchons l'équation, est parallèle à OY et à LL', et
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que, par conslruclion, LL' est perpendiculaire à CG, il a'ensiiit'que S est aussi perpendiculaire au diamètre IH de la section circulaire, et pe être considérée comme une ordonnée à ce diamètre; et l'on a
Mais !e trian;
;le OIP donnis
donc
IP
IsintOPlsinOlP,
ou
et, par
■ suite.
IP = ^.^l!!?
sm7
PH = lîl — IP
= -ir
d'où, en substituant dans la relation ci-dessuS,
équation dans laquelle le coefficient de *' est essentiellement négm/f. Donc la courbe d'' intersection est toujours a/ie ellipse. Si maintenant on considère un cylindre di-oic [Jîg. 186), on a
et l'équation (1) dovienl.
(2) j'=2rsinsc.;r-^'sin'a;
résultat que l'on peut obtenir directement.
Comparons l'équation (a) à celle de l'ellipse rapportée à l'un de s sommets et à son grand axe comme axe des x, savoir (144) ;
il vient les deux relations
d'où l'on déduit, en divisant la première par la douxièir.?;
A = 7^—1 et, par suite, B — ?■;
ce qu'il est f&cile de vérifier au moyen de la figure. En effet, soient 00' le grand axe, et oo' le petit axe; ïi.
LES SECTIONS CÏLINORIQIIES, ^O^
on mène OK parallèle à AB, et que des points n, o\ on abaisse les perpendiculaires ni, n'k' sur le plan de la liase, on a premièrement
OK = 00'cosO'OK-00'Hin^; d'où 00'=aA=-^~'
En scennil lien, la droite no' étant parallèle à OY et à LL', est parallèle an plan de la base, et se projette dans sa véritable grandeur suivant le diamètre kh'; d"où résulte
362. Première remarque. — Si, comme pour le cône droit, on conçoit .gue le plan sécant tourne autour du point 0, supposé fixe, de manière à former tous les angles possibles depuis o jusqu'à 180 degrés, il est visible que, tant que I0 plan rencontrera la génératrice opposée à AA', on obtiendra une courbe rentrante et fermée qui , ainsi que l'on vient de le prouver, est une ellipse. Mais, dans les deux cas particuliers de a = o, a = 180°, ce qui donne sina = o, l'équation se réduisant à
y''=--o représente une seule ligne droits ou (w<? variété de la parabole, qui n'est elle-même antre chose (14-i) qu'une ellipse infiniment allongée ou dont le grand axe est infini.
Il Xa plus : si l'on imagine que le plan sécant, mené suivant la génératrice AA', se meuve parallèlement à lui-même et h. AÂ', et de manière que sa distance à cette droite soit inférieure au diamètre AB de la base, il est évident que l'intersection de ce pian avec la surface cylindrique sera un système de deux droites parallèles; résultat que ne semble pas comporter l'équation (a). Majs on va voir que, par une simple transformation de coordonnées, on peut faire en sorte que l'équation de la section cylindrique comprenne ce système couane cas particulier.
Pour cela, il suffit de transporter l'origine des coordonnées au point G, en posant 3; = .r — OG dans l'équalion (a) ; ce qui exige que l'on évalue d'abord la distance OG.
Or, si l'on désigne par a la longueur CG qui exprime la distance du centre de la base à la trace du plan sécant sur celte base, on a
d'oii 0G==-
AG inGOA"" Par suite, l'équation (a) devient
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ou développant,
Soit fait maintenant h = o; on trouve
OTi réduisant,
Ce résultat prouve évidemment que, tant que l'on aura a < /-, la section cylindrique sera un système de deus droites parallèles; pour « = r, on a r = o, ou "«e seule droite; et pour ii > r, lin système de deux droites imaginaires .
I« cylindre pouvant Être considéré comme un cône dont l'angle au sommet ë devient nul, il en résulte que ces trois variétés sont implicitemeni comprises dans les sections coniques : ce que l'on aurait pu reconnaître directement par une transformation de coordonnées exécutée sur l'équation (a) du n" 3^3.
363. Seconde remarque. — Le cylindre oblique, comme le cône oblique, donne lieu à deux systèmes de sections circulaires; il suffirait, pour le démontrer, d'opérer comme on l'a fait au n" 3S8 ; mais nous ne croyons pas devoir insister sur ce point.
il.ïTTQlJi; A TROIS IlIMESSIOISS.
CHAPITRE X
DU POIMÏ, DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN DAMS L'ESl'ACE.
JHijiintions du pciint.
3Ci. Do mSme qu'un point ost déterminé de position sur un plan par le moyen de ses distances à deux droites menées à volonté dans ce plan, de même sa position est fixée dans l'espace , dès que l'on connaît ses distances à trois plans.
Soient trois plans YAZ, XAZ, XAY (Pl.X,Jig. 187), que noua supposerons d'abord perpendiculaires entre eux, et qui se coupent suivant trois droites AZ, AY, AS, dont chacune est nécessairement perpe/idicidaire auï deux autres.
Appelons a, 6, c les distances d'un point de l'espace à ces trois plans, distances qui sont censées connues ; je dis que le point est complètement déterminé de position, en admettant toutefois qu'on sache aussi d'avance que ce point se trouve situé, par exemple, dans l'intérieur de l'angle trièdre AXYZ.
En effet, prenons sur les trois droites AX, AY, AZ des distances AB, AC, AD, respectivement égales art, b, c; et menons par les points B, C, D des plans parallèles aux plans donnés. D'abord, puisque les deux premiers plans parallèles ont leurs points respectivement placés aux distances a, b, des plans YAZ, XAZ, il s'ensuit que tous les points de Mm, intersection commune de ces plans parallèles, jouissent, exclusivement a tout autre point, de la propriété d'être à ces mêmes distances de YAZ et de XAZ. Donc déjà lo point cherché se trouve sur cette ligne. D'un autre côté, le point doit aussi être situé quelque part sur le troisième plan pa-
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rallèle , puisque les points de ce plan sont, à l'exclusion de tout autre point, à !a distance AD = c, du plan XAY.
Donc enfin le point cherché n'est autre chose que le point M où le troisième plan parallèle coupe l'intersection commune des deux premiers, el sa position est tout à iàit déterminée.
Nous conviendrons de désigner par x les distances au plan YAZ comptées sur AX, par x les distances au plan XAZ comptées sur AY, et par a les distances an plan XÂY comptées sur AZ, en sorte que les droites AX; AY, AZ, intersections des trois plans deux à deux, seront les axes des j , désuet des z. On les appelle conjointement axes coordonnés, et les distances dont nous venons de parler sont dites les coanhnnéeî da point.
Toutes ces dénominations sont analogues à celles que nous avons employées dans la GÉojtètRiË a deux dimensions.
Nous nommerons aussi plan des j-s, !e pian YAZ perpendiculaire à l'axp des a;; plan des j;a, le plan XAZ perpendiculaire à i'axe des/; et plan des xy, le plan XAY perpendiculaire à l'axe des z. Ce dernier plan e;it ordinairement représenté dans une position horizoniale, et les deux autres dans une position ■verticale.
Il résulte de ce qui vient d'Être établi, que les équations
xr..a, y^b, -. = c
\a, b, c étant des quantités connues) suffisent pour fixer la position du point dans l'espace; elles sont, pour cette raison, nommées les équations du point.
On doit remarquer toutefois que, comme Ira trois pians coonlonnéi, étant prolongés indéfiniment, déterminent liait angles trièdres, savoir, quatre formés au-dessus du plan des xy et ijuatre au-dessous de ce m6me plan, il font encore exprimer par l'analyse dans lequel de ces huit angles le point se trouve situé. Jl suffit, pour cela, d'étendre aux distances à des plans les principes qui ont été ét3bli3(27) pour les distances à des points ou à des droites; c'est-à-dire que, si l'on regarde comme positives tes distances comptées sur AX, dans un certain sens AX par rapport ait point A, on doit regarder comme négative les distances comptées en sens contraire, c'est-à-yiire dans le sens AX',
Môme raisonnement pour les deux autres coordonnées.
On doit donc distinguer (46) dans les quantités a, b, c non-seulement les valeurs numériques de ces quantités, mais encore les signes dont elles sont affectées, eu égard aux diverses situations que le point peut avoir dans les angles trièdres formés par les trois plans coordonnés.
D'après ce principe, on a, pour exprimer complètement la position d'un
ÉQUATlOhS BIT POIKT DANS l'1!SFACB. 4'^
point dans l'espace, les /mil combinaisons suivantes ;
.V -: -h //, _r = -H />, a = + r, point situé dans l'imslc AXVZ ■ x^-~/i, r = -^/^ z = -+-(■, n AS'YZ,
^ -^ -/- ,/, y .^ -t- /j, 3 = ~ ,■, « AXYZ',
.r--rt, r--=~ù, ^ = -'.-'■, » AX'Y'Z,
^ = --;, Y-^'.-\-b, s ==-(■. >) AX'YZ',
^.■ = -+-,7, r^-b, z---.'---, >. AXY'Z',
1;:=-,^/, x=-f>, z=--.-r, « AX'Y'Z':
œ qui donne deux systèmes dans lesquels les signes des trois coordonnées
sant les mêmes, trois qni ont un signe négatif et les deuï autres positifs,
et Irais pour lesquels un signe est positif et les deus autres négatifs.
365. Le point peut, d'ailleurs, se trouver dans dos positions particulières. Par exemple, pour exprimer qu'un point est situé dans le plan des jy, il faut écrire que sa distance s à ce plan est mdtc; et l'on aura; pour les équations de ce point,
De même, un point placé sur l'axe des x, pour lequel les (iistunces a plans dos a;i et des icj- sont imUes à la fois, aura pour équations
et ainsi des autres points placés, soit sur les plans, soit sur les axes coordonnés.
366. Prcmièi-e remarque. — Les plans parallèles ans trois plans coordonnés, et qui ont servi à fixer la position du point M, déterminent avec cous-ci un parallélépipède rectangle, dont les douze arôles, ét,alBù quatre à quatre, ne sont autre chose que les trois coordonnées ^, i s du point M.
D'un autre côté, on sait que les pieds m, m\ m" de^ perpLndiculaiies abaissées sur les plans coordonnés sont, en terme de Geomélno des<..riptive, les pivjcctions du point M sur ces trois plans.
D'après cola, si l'on suppose que
soient les équations du point M, on a pour les coordonnées du point n tes équations
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lOiir celles du point m',
;e qui donne pour celles du point «.>",
D'où Ton voit que les projections du point M =;ur deux, des plans coordonnés étant connues, la tmisièn e piojection en est une consiquence
307. Seconde remarque. — On peut explquerpou! quoi dans ia Géométrie descriptive, il suffit de deux plant le projectio i poui fixer la position d'nn point, tandis que dans la Géométrie amiylique 1/ fan trois plans coonhimés.
La connaissance des projections d un point sui un flan hoiizontnl et sur wn plan vertical est en effet suffi'iante pour leo constructions, i^rapliiques; mais si l'on veut fixer analj tiqueraent la position de cliacune de ces projections, par exemple des ponts m m iS faut premieicmenl, tracer dans le plan Iioriwntai {x;f ) deux axes lectajigulaires A\ AI secondemcni, tracer dans le plan leitical [rz) deux as.es A\ AZ en prenant, pour plus de simplicilé, pour axe co nm m \ intersection des deus plans de projection. Or il est évident que les deu^ axes AY AZ déterminent un troisième plan recianaulaire avec le« deux autres Ainsi géométriquement deux plans suf6^,ent, mais anafytiqtiement il en faut trois.
S68. Lorsque les plans coordonnés ne sont pas rectangulaires, auquel cas ies ases AX, AY, AZ {Jï§. 18B] font entre eux des angles quelconques et sont dits des axes obliques, les équations d'un point M sont en-
Mais alors «, b, c expriment des distances comptées parallèlement à ces axes; et les projections du point M s'obtiennent par les lignes Mm, H;i(', M'"", respectivement parallèles à AZ, AY, AX.
Du reste, tout ce qui a été dit dans les précédents numéros est applicable au cas où les axes sont obuques.
Expression de la distanre entre deu.z )>oints.
3G9. La recherche de cette expression est, comme celle relative à deux points donnés sur un plan (48), une question essentielle.
Soient j;',j', s' les coordonnées du premier point M (fig. 189), x', y', z" celles d'un second point N, rapportées d'abord à trois ases rectangulaires AX, AY, AZ.
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Si l'on abaisse des points M et N les perpendiculsiires Mm, N« sur h plan des ay, puis des points m, n les perpendiculaires «iP, «Q sur l'ast' des X, il résulte de la remarque (366) que l'on a
AP = .;', mV=--j', iim=:', et AQ =^", "Q-=y\ Vnd-.z".
Tircms ensuite nw, ce qui détermine un trapèze MNnw;; et menons dans ie plan de ce trapèze NH parallèle à /im ; puis , sur le plan des ^j , rtL parallèle à AX.
Cela fait, les triangles rectangles MNll et miiL donncn
MN = NU + MH = mn + MH , et
li^i' = 111'.-+- iia' ::= PQ' -h ^' ; d'où l'on dÉduit
Mais on a évidemment
PQ- .r'-.r", „iL=r'-r\ MH ^ :;'- ^'
d'où ■ " __
[lonc enfin
mm' ou D' ----(,<.■'-..■;")-+ (/' — .)■";'+[:'—: et, par conséquent,
Telle est l'expression générale de la distance de deux points on fonction des coordonnées de ces points rapportés à des axes rectangulaires.
Nous verrons pins loin quelle est l'expression de cette distance lorsque les axes sont oblùjues.
N. B. ~ Cas particulier: — Si l'on suppose l'un des deux points à l'origine, la valeur de D devient
li^/uatioiis de la ligne drvile.
370. Lorsque des points sont en ligne droite dans l'espace, on sait que leurs projections sur un même plan sont aussi en ligne droite; et cette seconde droite est dite la projection de la première sur ce plan. On sait encore que les projections d'une droite sur deus plans suffisent pour dé-
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terminer aa position; d'où il suit qu'une droite serait fisée analytiqueaient si l'on connaissait les équations de ses projections sur deitx des trois plans coordonnés.
Ordinairement, on considère les projections de la droite sur les plans des ^a et des yz\ et comme ces deux plans ont pour axa commun AZ, c'est cette ligne qui, dans chacun des i)lans, est regardée comme l'axe des abscisses ; AX est alors l'axe des ordonnées sur le plan des arz, et AY l'axe des ordonnées sur le plan desjz.
Ainsi, soient MN [fig. 190) une droite quelconque dans l'espace, mn, m' n' ses projections sur les plans des xz et desj's, nous présenterons les équations de ces deux projections sous la forme
CI, b sont des constantes qui (SI ) d s ^nei t les tinrent di,s ai glcb 1 e ■ forment mn, m'a' avec l'axe des z et a ë expnment les dist-mces de l'origine aux points où ces droites rencontrent 1 axe des x et î a^e des j
II est à remarquer que l'équation
exprime non-seulement une relation entre les x et les z de tous les points, de la droite mn, mais encore une relation entre les ic et les s de tous les points du plan H;nNM imaginé par mn, perpendiculairement au plan des xz\ car, pour tout point ti de la perpendiculaire nM à ce plan, les coordonnéesaretasont(366) représentées par mP, AP, qui appartiennent aussi à la droite mn.
Pareillement, l'équation
convient non-seulement à tous les points de la projection m'n', mais encore à tous ceux du plan hi'«'NM mené perpendiculairement au plan des j2 par la droite m'n'.
Donc le système de ces deux équations existe pour tous les points de la droite HN, intersection des plans perpendiculaires, et n'existe que pour ces points. Ces équations sont, en ce sens, les éqtuuions da la droite ellemême, quoique, d'abord, nous ne les ayons établies que comme celles des deux projections.
Il résulte de !à évidemment que l'élimination de la variable z entre les deux équations donne lieu à une troisième équation en x et_j', qui représente la projection m'n" de la droite sur le plan dos xy\ ou plus généra-
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lament, œtte équation appartient h tous les points du plan ll'Sfi'ni" mené par li droite MN perpendiculairement au plan des an-.
372. Cas particuliers. — Lorsque la droite passe par l'origine, il en est de même de ses projections; ainsi (370) les distances a, ë sont nulles et les équations de la droite se réduisent à
Il peut arriver que la droite soit située dans l'un des plans coordonnés, par exemple dans le plan des xz. On a alors, pour tous les Doints de cettu droite, r = a, et les équations deviennent
ce qui est évident d'ailleurs, d'après la figure, puisque la projection de la droite sur le plan des ja se confond avec l'axe des s. Marne raisonnement par rapport aux deus autres plans coordonnés.
373. Tant que les constantes a, b, a, S sont données à prinri, la droit" est complètement déterminée de position. Pour en obtenir les différents poinls, il suffît de donner, dans lus deux équations
h. la variable î par exemple, une valeur particulière a' : ce qui entraîne pour chacune des deus autres, x et /, une valeur correspondante,
Prenant alore sur AX une distance AP = x', on mène Vm" parallèle à AY et égale à /': puis au point m" on conçoit une perpendiculaire au plan des xy qui soit égale à a", et le point M ainsi déterminé appartient à la droite. On obtiendrait de la même manière tous les autres points.
Hais on peut se proposer de déterminer les constantes a, b, a, S, d'après ceriaines conditions ; ce qui donne lieu à une série de problèmes en trois dimensions, analogues à ceux que nous a présentés la ligne droite considérée sur «n plan.
Questions préliminaires relatiocs à In ligne droite.
374. Première Ouestion. ~ Trouver les éi/iiatioiis d'une droite, assit- /eltie à passer par deiix poinls donnés.
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Appelons ^', y', ^ les coordonnées du premier point, .c", y'\ z." celles du second point. Les équations de la droite cherciiée seront d'abord de la forme
ti, b, a, ë étant des quantités inconnues pour le moment.
Or les points (j?', j', s'), [x", y", s") appartenant à la droite, leurs coordonnées doivent vérifier les équations (i) et [2], et l'on a les quatre relations
(3) :c' = nz-^:..
(G) y'^bz"^'',.
En appliquant à ces sis équations la métliode du
d" 'SI,
œssivement
j^y'^!j[z~z-), y^y"^l,[z' d'où
et, par conséquent,
Ces deux dernières équations, qui ne rfenlerment plus que les variables x,x, z, et les quantités connues a', y\ ^\ x", y'\ z", sont les étpmtions cherchées.
N. £. — Quant aux équations
■obtenues dans le cours du calcul, elles caractérisent une ligne droite passant par le point {^',f', z'], puisqu'elles sont satisfaites par les liypothèses
I.es quantités a, b se déterminent ensuite au moyen d'une seconde condition que l'on peut imposer à la droite ; dans le problème précédent, «ette condition consiste à faire passer la droite par un second point.
375.- Deuxième question. — Pur an point donné hors d'une droite, mener une parallèle à cette di-oiit;
SUR LA LICNE DROITE
', j', z' les coordonnées du point donné, et soient
tes équations de la droite aussi donnée. Celles do la droite cherchée sont (ST-i) de la forme
a', h', étant des quantités qu'il s'agit de déterminer.
Or, puisque les droites sont parallèles, t^ plans qui les projettent respectivement sur les deuï plans des iczet des ja doivent être parallèles; donc les intersections de ces plans parallèles avec les plans coopdonnés, c'est-à-dire les pmiections des deux droites, sont ellEB-mûmcs /lurallèlej. Ainsi l'on a nécessairement (59) les relations
co qui donne (inali'.ineiit pour les équations de la droite chercliéc,
376. Troisième question. — Deux droites étant données par leurs équations, exprimer par l'analyse que ces droites se rencontrent, et troufer, dans ce cas, tes coordonnées de leur point d'intersection.
Soient (,} ^^«.^.,
et
les équatjons des deux droites.
Si elles se coupent, les coordonnées de leur point d'intersection doivent vérifier à la fois les quatre équations ci-dessus : ainsi ces coordonnées ne sont autre chose que les valeurs de x, y, z propres à satisfaire en même temps à ces équations; et comme on a trois inconnues à éliminer entre quatre équations, on doit nécessairement parvenir à une relation entre les constantes u, i, «, §, «', V -, "', ^'^
Les équations (i) et (3), (a) et (4), retranchées successivement l'une
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de l'auire, donnent
0= (a-«')î-f-i — a', d'où s = ^"Ji
Or ces dcuï valeurs de z doivent être égales; on a donc
Telle est la relation qui doit exister entre deus droites se coupent.
En supposant que celte relation soit données du point d'intersection,
constantes, pour que les on obtient, pour les coor-
lA--e,h<
Soit, comme cas particulier, a — les deus droites sont parallèles; Vét
Il = 6', ce qui signifie (375) qne n (5) est satisfaite, et les valeurs
de X, y, z se réduisent à la forme — , résultat analogue à celui du n* 61 ,
377. Quatrième question. — Deux di-oites étant données par leurs équations, déterminer l'angle qu'elles forment entre elles.
les équations des deux droites.
Il peut se présenter deux circonstances : ou les droites se coupent, auquel cas l'équation de condition du numéro précédent est satisfaite; ou bien, elles ne se renconti-ent pas.
Dans l'un et l'autre cas, si d'un point quelconque de l'espace on conçoit deux autres droites respectivement parallèles aux droites données, c'est l'angle formé par ces parallèles qu'il s'agit de déterminer.
Pour plus de simplicité, nous prendrons le point dont nous venons de parler, à l'origine même des coordonnées.
Swent donc AL, AL' [fig. igi) dos parallèles aux dous droites, on a (372, 37b), pour leurs équations,
ï = oî, j=L,,
Pour obtenir l'angle LA.L', prenons sur les côléâ de cet angle deux parties AM, AM', égales à i; puis joignons les points M et M', dont nous désignerons d'ailleurs les coordonnées par x", y', z', et j;", y", z".
Cela posé, en appelant D la distance MM', on a (369), pour l'espression de celte distance,
ou développant, et observant que les coordonnées du point M et celles du point M' sont liées [309, N. £.) par les relations
D'un autre côté, le triangle AMM' donne, d'après un principe de Trigonométrie,
ASÏ'-t-AM''- WS' 2-D'
GosMAM' ou cosV = -
îAMxAM' " a ' ou, meUant pour D' sa valeur dans cette expression,
(5) C0sV-= x':i'''-i-j-'f''-nz'z.\
Donc tout se réduit à obtenir les coordonnées x', y', z' et ^°, j', z' en fonction des constantes a, b, a', b'.
Or le point [x\x', z') se trouvant sur la droite AL, ses coordonnées doivent vérifier les équations (i); ainsi l'on aies deux relations
suffisent pour déterminer les trois quantités x', y\ z'.
Portons dans cette dernière relation les valeurs de x' et de 7' tirées 3es deux premières ; il vient
:o qui donne ensuite, pour y' et .r ,_ b
yGoosle
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On obtiandrait de la même manière , pour les coordonnées a-", _t", ;' du point M,
Substituant ces valeurs dans l'équation (5), on obtient enfin, pour le cosinus de l'angle demandé,
(6) C0SV= _'"'''^!'''[^\^- :r..:=:-
Cette expression, renfermant un radical, est susceptible de deus valeurs : et cela doit Être, puisque les deux droites forment entre elles deux angles suppléments l'un de l'autre,
378. On peut trouver une autre espression de cosV, au moyen nh certaines considérations dont nous ferons souvent usage.
Abaissons du point M la perpendiculaire Mm au plan des .rj, et menons mP parallèle à l'axe des j; on a, d'aprte cette construction, AP — 3;', Pm = j', Mm= ï'. Déplus, le plan MmP étant parallèle au plan des j-^, la ligne qui joint le point M au point P est perpendiculaire à AP ; et comme on a pria AM = 1, il s'ensuit que AP ou x' est égal au cosinus de l'angle que forme la droite AM avec l'ase des .z.
On démontrerait, d'une manière analogue, que 7' et z' sont respectivement égaux aux cosmos des angles que forme la droite avec les axes des jet des .:.
Donc, en appelant n, ê, -^ ces trois angles, on a les relations
On obtiendrait de même, par rapport aux angles a.', fi', 7', que forme la droite AM' avec les trois axes,
Ces valeurs, étant portées dans l'équation (5) du numéro précédent donnent
(7) cosV— cosacosa'-i-cosS cosS'-i-cosycosï'.
379. Les calculs précédents conduisent à des conséquences fort im portantes.
1° La relation '3) (lu n° 377 donne, lorsqu'on y remplace ^', j', :
SUR LA UGKE DROITE
par cosK,cos<^, COS7,
cos'h -I- cos'S ■+- cos'7 = 1 :
ce qui démontre que /a somme de a l o nus des angles que forme une droite quelconque avec le as- e "aie à l'unité; proposition qui résulte encore de la reia on es an e re la diagonale d'im parallélépipède rectangle et les trois ô on gués (-yo/r la^g-. 187). a" Des relations .'.' = «z', y' = 6 on e
COS7 COS
Donc les constantes o, b des équaliops d'une droite ont respectivement pour valeurs les rapports des cosinus des angles que forme la droite avec l'axe des x et avec l'axe des y, au coiinas de l'angle qu'elle forme ai>ec
y Enfin les équations (8), ou
cos* — acos7,
cosp = icos7,
étant olovées a
u carré et ajoutées a
veo l'identité
donnent
cos'o donc
.-HCS-S^CO...,'.
coaS ''
Ces dernières formules servent à déterminer les angles que forme une droits avec les trois axes, connaissant les tangentes a, b des angles que les projections sur les pians des xz et des )-z font avec Taxe des z.
Béciproquement, lorsque l'on donne les angles que la droite forme avec les trois axes, les formules (8) font connaître les constantes a,b des équations de la droite.
Nous observerons à ce sujet que, d'après la relation
Il lie les angles w, 6 / on ne peut donner artitrairement que deux de s angles, et la relition dmne la valeur correspondante du troisième
380 Re].renon>. h l')rmule (01, et voyons ce qu'elle devient dans les
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deux hypothèses où les droites données sont pamtlèles ou perpend/ni- Imres entre elles
Dans le piemier cas, on doit avoir cosV = i, et l'on obtient entre «, b,a,b' la relation
Faisant di'iparaitre le radical, développant et réduisant, on. peut lu transformer aini
Li^uatioT qm ne peut évidemment exister, & moins que l'on n'ait a?parâment a = a\ b = b', ib' = bn'.
La dernière de ces trois relations est implicitement comprise dans le? deux autres; et l'on sait déjà (375) que celies-cî expriment que deux droites dans l'espace sont parallèles.
Dans le second cas, cosV doit être /l'd : ce qui donne nécessairement
Telle est la condition qui exprime que deus droites sont pcr/iemlkutaires; ce qui peut avoir lien d'ailleurs sans que ces droites se coupent. En y réunissant l'équation
trouvfe n° 37l>, on aurait les deux relations qui doivent exislcr entre les constantes, pour que les droites se coupent à angle droit. La formule (7) devient, dans la même circonstance,
C0SaC0Sa'-HC0SêC0sS'-+-C037C0B'/ = o,
résultat dont nous ferons souvent usage.
Nous pourrions, à l'aide des principes qui viennent d'Être établis , résoudre en trois dimensions le problème que nous avons résolu (i5S) en deux dimensions ; abaisser d'un point donné hors d'une droite une perpendiculaire sur cette droite, et trouver la longueur de cette perpendicalaire.
Mais les calculs relatifs à cette question ne laisseraient pas que d'être assez compliqués, et nous verrons bientôt un moyen beaucoup plus ample de la résoudre.
381. Scolie général. — Les principes établis sur la ligne droite, depuis îe n" 370 jusqu'au n" 376 inclusivement, sont vrais, quidle que ioic Pinclinaison des axes coordonnés. Ainsi, dans le cas d'axes obliques, les équations d'une droite sont toujours de la forme
sealement les droites, au Jieu d'être projetées sur les plans coordonnés par des perpendiculaires à oes plans, le sont (iQ%] parallèlement aii:^ axer, et les quantités a, b n'expriment plus des tangentes trigonométnques, mais des rapports de siniix ; les constantes a, ê conservent la même acception.
I.es équations d'une droite passant par deux points donnés, les conditions de parallélisme de deux droites, etc., sont aussi indépendantes de Y inclinaison des axes; mais il n'en est pas de. même de la question qui a pour objet la détermination de l'angle de deux droites, et de toutes les conséquences qui en ont été déduites, puisque l'on fait entrer en conâdération l'expression de la distance entre deux points donnés.
Cette remarque est importante pour ceux qui voudraient faire quelques applications de ces principes
§ H. — De l.'liQUATION DU PLAN ET BE SES COSIBIXAISONS
3S2. De mâme qu une ligne dioite est fixée de position sur un plan par une équation du premier degré eniie les coordonnées x, y de chacun do ses points rapportés à deux d\cs nous allons reconnaître qu'un plan se détermine aussi de position par ripport à trois autres plans, au moyen d'une équation du pren ler dc^ié en x,y, z\ ces variables désignant les distances de chacun des point» du plan aux trois plans coordonnés.
Soient DB, DC {fig. iga) les traces d'un plan quelconque, c'est-à-dire les intersections do co plan avec deux des plans coordonnés (qui peuvent être indifféremment rectangulaires ou oblk|ues).
Parmi les difTérentes manières de concevoir une surface plane, il en est une qui consiste à regarder cette surface comme engendrée par le mpupeinent d'une droite indéfinie glissant le long d'une antre divite, aussi indéfinie, sans cesser d'être parollélu à elle-même.
Ainsi, par exemple, ai, par les différents points de la droite BD, on imagine une suite d'autres droites D'C, D'C°,,,,, parallèles à DC, il es; évident que cette suite de droites appartient au plan que nous considérons ; par conséquent , ce plan peut être regardé comme engendré par le mouvement de la trace DC le long de la trace DB, de manière à rester constamment parallèle à sa direction primitive.
C'est cette propriété caractéristique que nous allons essayer de traduire en analyse.
Comme la droite DB se trouve tout entière dans le plan de xs, ses équations sont (372] de la forme
ÉQUATION DU PLIS
Par une raison analogue, les liquations dD la trace DC son!
[Nous supposons ici les équations résolues par rapport à i, parce que les deux traces doivent passer par un point D, dont le s [ou p) est commun aux seconds membres de ces équations,]
Cela posé, considérons la trace DC dans une situation quelconque, D'C par exemple; on a nécessairement (375), pour les équations de cetto droite parallèle à DC,
j e sont des quantités confiantes pour loua îe=i points d une même position DC de la géneratnce maio ratichlta dune position à une lulie D'L"
Il nous redite encore \ exprimer que la géniîratnce rencontre dans toutes se- positions la (nce DB et pour reh il faut (376) écrire en anahse qui, les équations (i) et (31 ont heu en môme temps ; ce qui donneia une lelation entre les mdetei rainées ,- ê et les quantités connue"* m u, p
Combinons doue ensemble ces quatre équitions
La seconde des équations ( 3 ) devient, à cause de la première des é([u.itions (i),
Portant les deux valeurs
dans la seconde des équations (i), on obtient, pour la relation demandée,
Observons actuellement que, pour chaque position delà génératrice, les équations (3) et l'équation (4) doivent être satisfaites simultanément ; donc, si l'on élimine entre ces équations les indéterminées «, S, l'équation résultante en .ï7, y, i et Ira quantités connues appartiendra aussi à tous les points du plan.
Or les équations ( 3 ) donnant
l'équation (4) devient
(5) s=-- mx^uj ^p.
Telle est, en général, l'équation qui exprime la position d'un plan dans l'espace, et qui en est, pour ainsi dire, la représentation analytique.
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Pour faire concevoir comment cette équation reprôsente chacun des points de la surface plane, supposons qu'on ait pris, pour los variables x, y, un système de valeurs
■^Ad',
si du point (^ on élève c'E perpendiculaire au plan des xy, et égale à la valeur correspondante de z, tirée de l'équation [5], le point E', ainsi déterminé, appartiendra au plan, et ne peut appartenir qu'à lui.
Même raisonnement pour d'autres valeurs attribuées à .c et à j.
N. S, — De tous \fa moj ens qu on emploie ordinairement pour trouver l'équation du plan , nous ai ons prcferé le précédent, d'abord parce qu'il a l'avantage d'être indépendant de 1 inclinaison des ases coordonnés, et ensuite parce qu'il s applique à la recherche des équations d'autres surfaces dont la génération ollie de 1 analogie avec celle du plan. Noua en verrons des exemples pnr la suite
383. Les constantes m, «, p, qui entrent dans l'équation du plan, sont faciles à définir. Ainsi les quantités m et n ne sont autre chose que lex tangentes des angles que forment les traces DB, DC avec les axes des a; et des j. Quant à la quantité p, on l'appelle le î à l'origine : c'est la distance de l'oiigine au pnini où le plan i-encontie l'axe des z.
Lorsque le plan passe par l'origine, on a
"X l'équation se réduit à
équation qui ei
n effet, v
Je dis que, i-édproqiiement, tout trois variables
appartient à un plan.
En effet, on en déduit
Or, si l'on considère deus droites dont les équatioi
équation du premier degré à
; soient, pour la pre-
•s droites comme les tr 1 cherche l'équation d
•s d'un plan sur cous des ^z, e plan d'aorès la méthode du
ÉQUATION ru TLAS.
cessidrcment
Donc, réciproquement, etc.
iV". B. — Quoique l'équation
hnj-+-p
lie renfecme que /ras constantes, tandis que i'équation (i) en renferme quatre, elle n'en est pas moins aussi générale que celle-d, dont le premier membre peut toujours être divisé par l'un de ses coefficients. Mais nous considérerons presque toujours l'équation du plan sous la forme (i), parce qu'elle est plus symétrique, et qu'en outre, lorsque l'on aura à déterminer un plan d'après certaines conditions, comme l'équation ( i) renfermera une traire de plus que l'équation
m en profitera pour introduira certaines simplifications dans les calcul?;. Cette remarque est très-utile.
Faisons successivement ,r = o,y=: o, z — o dans l'équation
pourj = o, et pour ; — o,
ce sont les équations des livces du plan sur les et des a:j.
En posant à la fois j^ = o, j = o, on obtient
trois plans des /a, des,-
ce qui donne les coordonnées du point o On aurait de même
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pour les coordonnées des points où le plan rencontre Faxe des r et l'axe des J^.
38S. On peut taire entrer dans l'équation du plan les dislances de l'origine à ces trois points d'intersection, et l'équation prend alors une forme très-élÉgante.
Posons, en effet,
AB.-?.,, AC= -^., AD
d'où, substituant dans l'équation du plan et réduisant,
lix M- fpx ■+- ly^ — ?™i
équation analogue à celle qui a été obtenue pour la ligne droite (55), ninsi que pour les équations de l'ellipse et de l'hyperbole, rapportées à leurs axes.
Elle ne renferme, comme l'équation
([lie trois constantes, mais elle est plus symétrique.
Questions préliminaire relatives à In ligne ibotte et au plan
380. Nous allons maintenant nous occuper de la résolution d une série de questions relatives au point, à la ligne droite et au plan, qm avec celles que nous avons déjà traitées (374 et suivanf>.), consUluent ce que l'on appelle ^a préliminaires de la Géométrie analj tique a troia dîmen-
I'hemiÈrb ouËSTiox. — Faire passer un plan par trois points liannés.
Désignons par {^',r', s'), (-f", /", 2"), (x"',]-"', z"") les coordomiécs dus trois points, fit par (1) Â:K + B,r-!Cî-i-D^o
l'équation du planclierclié; A, B, C, D sont des constantes qu'il s'agit do déterminer.
Puisque le plan est assujetti à passer par les trois points, son équation îoit Elre vérifiée lorsque l'on y remplace successivement x, j, i par les
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avdonnées de chacun de ces points ; ainsi l'on a les trois rolationa Aj-' + Bj'-hCs'-i- D^o,
AJ:'"^-B.^"■-^-C^"''^■I)= «, \i peuvent être transformées de la manière suivante ;
En appliquant à ces relations les formules pour la résolution des équations du premier degré à trois inconnues, et observant que le coefficient D étant tout à fait arbitraire, on peut l'égaler à la quantité qui sert de dé-
. , A B C nommateur commun aux trois expressions 'ï" ^r i ^^ j ^r i on trouve, tout
calcul fait,
D= .ryz°'—x'z"x'"-i-z'j:'f"—r'x'z'"-i~j'z"j:"'—z'f"j:'".
C = — jr'j-"-H j/f"— x"x"'-\-j-'j:''—f'x'"+y''j:"'.
Vi ne s'agirîùt plus maintenant que de substituer ces valeurs dans l'équation ( 1 1, et l'on aurait l'équation demandée.
Soit, comme cas particulier, à faire passer un plan par les trois points E, C, D, pour lesquels on a les relations
Les valeurs précédentes des coefficients D, A, B, C se réduisent à
Xi=pij!; A = — qi; B = — _pr, C. = —pq;
et l'équation devient
5/-.C -:- jiry -.- pqz. =^jxjr,
OTmme au numéro précédent.
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387. Seconde question. — Faire passer un plan par un point et uni; tlroile ilomws.
Soient.):',/', s' les coordonnées du point,
les équations de la droite : celle du plan cherché sera de la forme
(2) A^-hBf-l- C3-HDr=0.
Comme ce plan doit passer parle point (.j:', f', z'), on a pour première relation
(3) Ajr'+Bj'+Cs'-f-D =
d'où, retranchant les équations (a) et (3) l'une de l'autre.
C'est la forme caractéristique de l'éqiiation d'un plan passant par un point donné; nous aurons souvent occasion d'en faire usage.
Maintenant, il faut exprimer par l'analyse que la droite donnée se trouve tout entière dans le plan eherché ; et, pour cela, il suffit d'écrire que les coordonnées x, y, z de tous les points de la droite vérifient l'équation dti plan. Or, en substituantpourj: et /leurs valeurs tirées des équations [i), dans l'équation (ï), il vient
Alri3 -t- te) + B(/;; + S)-h Cî ■-)- D = o;
ou bien, elTcctuant les calculs et ordonnant par rapport à s,
(A^« + B6 + C)s-i-AH+lïfi + D= o.
Or celte équation doit se vérifier indépendamment de toute vaieur particulière attribuée à z \ ainsi chacune des quantités
A«-t-B64-C, AH-4-Be + D doit être mille séparément; et l'on a les deux nouvelles relations (5| A«-i-B(0-t-C= o,
(6) A«-i-Bfi-^D.---o,
pour exprimer que la droite est comprise tout entière dans le plan. En soustrayant la dernière de ces relations de l'équation (3), on obtient
équation qui ne renferme plusD, et qu'on peut substituer à l'équation (li).
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La qucsli
ion se rMuit i
3onc à trouver les valeur!
5 de A,
B, C, 011 pliUflt
des rappori
4,»ar.
ide des deus relations
Or on trou
ve, par l'élimination,
r'-- ^.-ùs'
l(x'-ii.]-a{ /-■,]'
ir'„ -<_„j'l
a comme
on peut (lispo
scr arbitrairement de l'ui
1 des trois coefficients
B, C, il n'
y a qu'à pose;
œ qui doimo
■■-b'J et ^ ----[.>:■-
d'oii, substituant dans l'équation (4),
Telle est l'équation du plan demandé.
388. Remarque. — Dans la question précédente, nous avons établi deux relations
Â(-- + Bfr + C=o, A-/.-^■B!?^D = o,
qui méritent quelque attention, parce qu'elles sont fréquemment employées dans la Géométrie analytique à trois dimensions. Reprenons les équations de la droite et du plan,
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d'où
(A^-f-BS-i-Di
A«-i-Ûi-i-C '
et, par suite;
fl(AK + BS-i-Di
■^ " An-i-B6-+-C '
ou bien
« ( A^ + Bi + C) - a ( A^ H- lis? -K D)
A« + Bi + C
puis
i(A-.:-i-BS + D)
ou bien
e[Arf + BS + C,)-ft{A^ + BS-hD)
Cela posi5, si l'on veut exprireer que la d/m'le cl le plan sont pnrnllùles, il faut écrire que les valeurs de j:, j, z correspondant au point d'intersection sont infinies^ ce qui se fait en posant
A«-^Bt-i-C = o,
car ces valeurs deviennenl iilors
_ ^ \\,_, -L,nq-un-) ^ _ «(A:^-h B^_-K p)
_ _ *_( Aj<_l-A^ ">■ iJL) Si, au lieu de la condition
les valeurs de x, y, 3 se réduisent à
Or il est aisé de reconnaître que le point correspondant à ce système de coordonnées est celui où la droite rencontif le plan des jy ; car si l'on pose, dans les équations de la droite.
Supposons maintenant qu'on ait à lu fois
Afl4-Bfi + C^- o, A^-^B5 + D^ ^p. de VAl. à la G.
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les valeurs de .k, y; a se réduisent à la forme -i signe de l'indéurminntion; ce qui prouve qu'alors la droite se trouve tout entière dans le plan. On peut conclure de là que, des deux relations ci-dessus, la première exprime seulement que la droite et le plan sont parallèles ^ la seconde, que le plan passe par un point déterminé de la droite (celui ofi la droite perce le plan des xy); et que toutes les deux, conjointement, expriment que la droite et le plan se confondent.
389. Troisième question. — Un plan et un point hors de ce pUm étant donnés, on demande ; l" d'abaisser du point une perpendiculaire sur le plan; 1° de Irouoerla longueur de cette perpendiculaire, c'est-à-diro la distance du point au plan donné.
Soient ^', j ', z'ies coordonnées de ce poini, et
(i) Aj7 + Bj-)-Cs + D = o
l'équation d'un plan supposé connu de position. Les ikjuations do la droite cherchée seront [374) do la forme
«, b étant deux constantes qu'il s'agit de déterminer.
Pour cela, nous rappellerons un des principes de la Géométrie descriptive, lequel consiste en ce que, si une droite est perpendicidaire à un plan dans l'espace, In projection de la droite sur an des plana coordonnés est perpendiculaire h la trace du plan donné sur le même plan coordonné.
Cela posé, si, pour obtenir les traces du plan donné, on feit successivement j- ^ o et j^ = o dans l'équation (i), il vient
A.r + C3^-D = o, Bj-r-Cz + D--- c,
que l'on peut mettre sous la forme
Or, puisque les droites exprimées par les équations (a) doivent être respectivement perpendiculaires aux droites exprimées par les équations (3), il faut (64) que l'on ait entre les coefflcients de s les relations
Substituant ces valeurs de o, b dans les équations (a), un obtient pour les équations do la perpendiculaire
(il .-.=^(.-.), r-j=-{.-.).
Actuellement, pour résoudre la seconde partie du problème proposé, observons que, d'après l'expression (36flj, qui donne la distance entre deux points, il suffît de déterminer les valeurs de
propres à satisfaire en même temps aux équations (i) et Ç4]i et de substituer ensuite ces valeurs dans l'expression de la distance (puisque, par cette élimination, on obtiendra nécessairement les différences entre les coordonnées du point oii la perpendiculaire rencontre le plan et celles du point donné).
A cet effet, nous ferons subir à l'équation fi) la transformation suivante ; ajoutons au premier membre la quantité
— A.r' — Br'— Ca'-+-A.r'+Iij'+C:^',
qui est identiquement nulle, et posons
(5) A.i:'+Bj'+Cs'+D = D';
il vient
A(,^-,^')+li(j-j') + C (;-=') + D'=o.
Or, si l'on met dans cette équation, à la place de ^ — .k', j — y', leurs valeurs (4), on trouve
+ itM-C-'
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irais on appelant P la perpendiculaire demandée, on a (369)
A.^'+Bj'+C3'-
(Fô^es ce qui a été dit n" 6S sur le double signe dont le radical est nffeclé. )
390. Cas particuliers. — \° Le point doiiné peut i^tre l'origine même des coordonnées. Dans ce cas, on a
et l'expression de la perpendiculaire se réduit à
/A' + li'-i-C' Le pied de la perpendiculaire a d'ailleurs pour coordonnées
a" Si le po nt donné se trouve sur le plan, ses coordonnées doivent vérifiei 1 1 lualiun du phn ; c'est-à-dire que l'on a
391, Quatrième question. — Réciproquement, im point et une droite étant donnés duns l'espace, mener par le point un plan perpendiculaire à la droite, et trouver la longueur de la distance du point à ta droite.
Soient
les équations de la droite donnée, et .r', 7', z' les coordonnées du poinl. L'équation du plan cherché sera (387) do la forme
Or, par hypothèse, la droite et le plan sont perpendiculaires entre eu.'* ; on a donc (389) entre les coefficients A, B, C et «, b les relations
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d'où, siibfliUiant dans ]'équation (a) et divisant par C,
C'est l'équation du plan cherché.
Maintenant, pour obtenir k distance du ipoint[sc',f', i') au point où 1d plan rencontre la droite, il suffit de chercher les valeurs de .-c—x', y — y', 2 — ï' propres à satisfaire en mÈme temps aux équations (t) et (3), puis de porter ces valeurs dans l'expression générale de la distance entre deux points donnés.
Afin d'effectuer cette élimination, nous mettrons les équations (i) sous la forme
(Celte transformation est analogue à celle du u" 65.)
Cela posé, si l'on substitue pour ■>: — x',x — y', leurs valeurs dans l'équation (3), il Tient
en posant, pour simplifier,
(5J K = ,.(.'"-")+»lj'-î)*='-
Portons cette valeur du z — z' dans les équations (4); il vient pour leurs correspondantes de a: — ■■>:', y —y',
Faisant la somme des carrés Û^s valeurs àe x — ^^', r—y', z— z,', et observant : i' que les premières parties élevées au carré donnent pour somme, — — -i-, ; a" que la somme des doubles produits se réduit,
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d'après l'équation (5), à-^ — jj 1 onlrouveen
plus simple de la distance du point à la droite donnée,
d'après l'équation (5), à — — ^^ 1 on trouve enfin, pour i'cx(iressioii]a
392. Coiiàfijiœnee. ~ Si l'on joint le point (x\ y\ &') au point où la droite est rencontrée par le plan qui lui est perpendiculaire, iwint dont nous désignerons, pour le moment, les coordonnées par x", y°, z", il est évident que cette droite de jonction est perpendiculaire sur la droite demandée.
Or les équations de celte droite sont (37i) do la forme
et les rapports -'-■;; — -^-^ • ,_ , ne sont autre chose que les rapports
des valeursdea: — a;', je — j', z — z' trouvées dans le numéro précédent. Donc, en effectuant cette substitution, l'on obtiendrait les équations de la perpendmdaire abaissée d'an point sur une droite dans l'espace: question dont nous avons annoncé une solution à la fin du n° 380.
Nous n'achèverons pas ce calcul, qui n'offre aucune difficulté et qui conduit d'ailleurs à des résultats peu élégants.
393. Cinquième que^ion. — Par un point donné dans l'espace, mener un plan parallèle à un autre.
Avant de résoudre ce problème, nous commencerons par établir les «inditions analytiques qui expriment que deux plans sont parallèles.
Soient
A .r 4- Bj- + Ca + D = o, A'^ + B'j + C'2 -M- D'= o
les équations de deux plans donnés dans l'espace.
Si ces plans sont parallèles, leurs traces sur le plan des xz et sur cûlui des j^ doivent être aussi parallèles.
Or (384, N. £,) les équations do ces traces sont, pour le premier plan,
A.r + Gs + D=o, Bj-hC5-i-D=o,
pour le second,
A'-c + C's-i-U'=o, B'j +C'3-t-D'^o, et pour qu'elles soient respectivement pandlèle.s, il faut (378) quo l'on
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Désignons acluellement par 3:', j', z' les coordonn&s du point donné, L'é([uation du premier plan étant
A,r + lt_r+'C2 + D = o,
celle du second, qui est assiijetli à passer par le point {j:',x', z'], sera de la forme
mais, par hypothèse, les deux plans doivent klK parallèles ; on a donc
d'où
A..-^C, B-gC.
Portant CCS valenrs de A', B' dans l'équation prÈcédente, et divisant par C, on obtient, pour l'équation demandée,
Af^-.^')-^B[r-r'H-C(;-^') = o,
équation dont les trois premiers coefficients sont les mSmes que ceux de l'équation du plan donné ; il n'y a que le z de l'origine, e'est-à-dire le premier terme indépendant des variables, qui soit différent.
Si le point par lequel on veut faire passer le plan parallèle est l'orif^inc même des coordonnées, on a
et l'équation ci-dessus se réduit à
Aa: + Bj-t- G; = o. (roj-î^lo n° 383.)
3^)4. Distance de deux plans parallèles. — Lorsque li deux plans parallèles sont données, savoir
A,r-i-Bj + Gï + D^ o,
A:c-=-B/+Cj-(-D'^0,
on peut demander l'expression analytique de leur distanco. Pour l'obtenir, abaissons de l'origine des coordonnées une droite per-
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pendicntaire à l'un: oile est nécessairement pap^ndicidnirc à l'aiitrô, et l'on a (3&0), pour la distance de l'origine à chacun de ces plans,
ce qui donne (P, dfeignant la distance demandée) D'-D
i/A'-^^ii'-i-C"
La quantité D'~ D exprime une différence ou une somme, suivant que les deux plans sont situés d'an même côté, ou de cûlés différents par rapport à l'origine.
Comme d'ailleurs le radical est toujours affecté du double sipie, on doit lé prendre, avec ie signe + ou le signe —, selon que D'— D est une quanlilé /w.t/iii'e ou négutivc,
393. Sixième Ouestio\. — Trowcr les étjimtions de- l'intersection commune de deux plans.
Soient (r) A.K + Br-^C2 -i-D =
(î) A'.'. + D'j-fC'î + D'^o
les équations des deux plans donnés.
Nous observerons d'abord que celte intersection est tout aussi bien déterminée par les équations des deux plans donnés que par celles de ses projections, qui ne sont d'ailleurs elles-rnSmes (371) que les équations de deux plans perpendiculaires, l'un au plan des xz^ et l'autre au plan des ji.
Mais on peut avoir besoin, pour certains problèmes, de connaître Ses cquat'wns des projections.
Or, si l'on élimine^ entre les équations (i) et (a), l'équation résultante en 3; et E appartiendra S un plan perpendiculaire au plan des 3:z, et passant par la droite; donc elle sera i'équation de la projection de la droite sur le plan des xz.
Même raisonnement pour la projection sur le plan desjs.
En effectuant ces calculs, on trouve,
1° Pour la projection, sur le plan des xz,
[AB' - BA' 1 .r + (CB'- BC) a + DB' - BD' =- c ;
a° Pour la projection sur le plan desjs,
(Aff - BA'}r + [AC- G.V) B -H AD' - DA' = v..
yGoosle
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L'Élimination cifi z donnerait également i'ixiiiation de la proiccUon sur lo plan des a-y.
39S. Septibsie OTIESTIO?!. — Deux pinns Étant chnitàs daim l'es/mce, trouver l'angle qu'Us forment entra eux.
Le moyen qui se présente au premier abord, pour résoudre cette question, consisterait à rechercher ; i° les équations des projections de l'intersection commune des deux plans; 2° l'équation d'un plan perpendiculaire à cette intersection; 3° celles des traces de ce plan sur les deux plans donnés; 4° enûn, l'angle formé par ces traces. Mais on juge aisément que ces calculs, tous exécutables d'après les principes établis précédemment, seraient assez laborieux.
Voici un autre moyen plus simple ot plus élégant. Supposons que les droites OB, OC (/■§■. igS) représentent dans l'espace les intersections des deux plans donnés avec un troisième qui leur soit perpendiculaire. Si du point 0 l'on élève OB', OC, respectivement perpendiculaires aux deux plans, il est clair que ces droites seront situées dans le troisième plan BOC dont nous venons de parler.
Or, puisque les angles BOB', COC sont égaux comme droits, il en résulte nécessairement B'OC'= BOC; c'est-à-dire que Vangle formé par deux dixiiles menées en un ptAnt de l'intersection commune de deux plans, perpendiculairement à ces deux plans, est égal à l'angle que cei plans font entre eux.
Cela posé, soient
A.r + B/-F C2-f-D= o, A'.i--F-B'j--HC'i-wD'^ o
les équations des deux plans.
Celles des deux droites qui leur sont respectivement perpendiculaires, de quelque manière que ces droites soient d'ailleurs situées dans l'espace, seront de la forme
et
rt, b, fi', b' ayant (380] pour valeurs
Or on a trouvé (377) pour l'anglo de doux droites,
„,sY= ^■■'^"'^- -_.
1 II, d , b, b' par leurs viilciirs, oa obtient, toute
tprpssion independinte de D, D'; ce qiii doit être, car tous les plans parallèles aux deux plans donnés forment entre eux le même angle que ceux Cl
Le radical que renferme cette expression rend indéterminé le signe de coaV, parce qu'en eifet les deux plans font entre eus deux angles, l'un aigu et l'autre obtus ; cette indétermination cesse dès que l'on sait d'avance de quelle espèce est l'angle cherché.
Esaminons quelques cas particuliers.
397. Si les deux plans sont perpendiculaires entre eux, on doit avoir cosV= o; ce qui donne
AA'-*-BB'-i-CC'=o,
pour la condition de perpendicularité de deux plans.
Supposons les deux plans parallèles entre eux, auquel cas on a co9V= i ; si l'on égale à l'unité le second membre de la formule ci-dessus, et qu'on développe les calculs, on trouve, toute réduction faite,
(AB'- BA'j'-i-(AC'- CA')'-H-(BG'~ CB'y = o, égalité qui ne peut être vérifiée qu'autant que l'on a séparément
AB'-CA'=o, AC'-CA'r^o, BC'-CB'=o; d'où
Ce sont les conditions déjà obtenues n" 393.
398. Angle-i d'un plan avec les plans coorchimés, — Faisons maintenant coïncider l'un des deux plans avec chacun des trois plans coordonnés. On obtiendra aii^i les cosinus des angles qu'il forme avec chacun d'eux.
Supposons, par exemple, que le second plan soit le plan des ay:
Comme l'équatJon
A'^' + B'j+C'2-f-D'=o se réduit alors à
et la valeur du cosV devient
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[cos(^j), cos(j'ï), cos(j2) sont des notations que nous adopterons pour désigner les cosinus des angles qu'un plan forme avec les plans coordonnés].
Par un raisonnement analogue, on obtiendrait pour les angles que le premier plan forme avec les deux autres plans coordonnés
(.] cos(
[yz]
Si l'on ajoute entre elles les équations (i), (2), (3), après les avoir élevées au carré, on trouve
cos'(.o-)+ C0S'(.r3)+ cos'(j")-- 1; relation analogue à celle qui a été trouvée (379) entre les cosinus des angles qu'une droite forme avec les trois axes.
Désignons parcos(a:j-)', cos(j7s)', cos[j3)' les cosinus des angles qu'un second plan dans l'espace forme avec les trois plans coordonnés ; on aurait également
Pjw(.rj-)'^ . . COS(.î;a)'= - ---^;
4' cos(jz)'=- -======■
En multipliant ces trois expressions respectivement par celles do cos ( j:j) , cos(a;s), cosfjïj, et ayant égard à la valeur de cosV, on a cette nouvelle relation,
cos(a;7)cos(ay)'H-cos(.3;!)cos(j-zy-(-cos[j-s)cos(/2)'= cosV.
Enfin, &\ les deux plans sont perpendiculaires entre eus, on doit avoir
C0S(.rj)c0S(j-jy-HCOs(.E!)c0S(;ra}'-HCO8(7s)C0S[7s)'=o.
Tous ces résultats nous serviront dans le problème général de la transformation des coordonnées en trois dimensions,
399. HuiTIËiiE QUESTION. — Tivuner l'angle d'uni: dixAle. e.t d'un plan dans l'espace.
Si d'un point quelconque de la droite on abaisse une perpendiculaire sur le plan donné, et qu'on joigne le pied de cette perpendiculaire avec le point où la droite rencontre le plan, la ligue de jonction est, comme on sait, la prnjectiiin de la diiiite sur lej/kui.
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Cela posé, on appelle angle d'une droite et d'un plan celui cjue Forme la droite avec sa projectioa sur le plan. Or il est évident que cet angle est le complément de celui que fait la même droite avec la perpendiculaire abaissée sur le plan.
Soient donc
les équations de la droite donnée,
A^-f-Bj-t-Cs + D---- o celle du plan.
Les l'qiiations d'une droite perpendiculaire à ce plan seront de la forme
', // ayant (380) pour valeurs
Mais on a (377), pour le cosinus de l'angle de c
donc, en remplaçant a', li' par leurs valeurs, on obtient, pour le sinus de l'angle cherché,
sioV =. A» + B^, + C .
S) la droite est pandléle au plan, on doit avoir sinV =- o ; ce qui donne la relation
déjà établie au n°3S8.
400. Neuvième question. — Plas courte dhtance de di^ux droites données par leurs équations.
Cette question, qui forme, avec celles que nous venons de traiter sur h ligne droite et le plan, ce que l'on appelle les préliminaires dans la Géomé TniE DESCRIPTIVE, est une conséquence facile à déduire des principes précédents; nous nous bornerons à. indiquer la marche à suivre pour arriver : 1° à l'expression de la longueur de cette plus courte distance ; a" aux ér/ualions de la droite Sbr laquelle elle est située.
Phesiièreuent, former les équations de deux plans parallèles passani par les deux droites données (388, 393) ; puis déterminer (394) la distance de ces deux plans, qui n'est autre que la longueur cherchée.
Secondement, former les équations de deux autres plans assujettis, l'un
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à passer par la première droite et à être perpendiculaire au second des deux plans parallèles (388, 397), l'autre, vice versa. Ces équations fixent ainsi \i position de la plus courte distance (395); à moins qu'on ne veuille obtenir les équations de ses projections, ce qui se tait (même numéro ) en éliminant successivement deux des trois variables a:, y, z.
401 . ScoLiE GÉNÉRAI. — Tels sont les principes à l'aide desquels on peut résoudre toute espèce de questions relatives à la ligne droite et au plan dans l'espace. On ne doit pas toutefois perdre de vue que quelquesuns des résultats obtenus préa^emment sont indépendants deV inclinaison des axes, mais que toutes les questions dans lesquelles on a dû faire entrer en considération, soit la distance entre deux points, soit l'angle de deux droites ou de deux plans, et, par conséquent, la condition da perpemlicularieé de deux droites ou de deux plans, toutes ces questions, dis-je, conduiraient à des résultais beaucoup plus compliqués, dans l'iiypothèse
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CHAPITRE XI
3 SURFACES COtJRliES, ET EN PARTICULIER DES SURFACES DU SECOKD DEGRÉ.
NotUiin iiréUm inaircs
402, Une surface courbe étant donnée de forme et de position dans l'espace, si, après avoir traduit algébriquement une de ses propriétés caractéristiques, on parvient à une relation F[3;,/,z)= o entre les coordonnées de chacun de ses points, cette équation est dite Yéquation de In surface, et !a détermine complet emer: t ; car, en donnant à deux des variables des valeurs arbitraires, on tire de l'équation une ou plusieurs valeurs pour la troisième variable ; et le point correspondant à chaque système de coordonnées se trouve nécessairement sur la surface, puisque, par hypothèse, l'équation convient à tous les pointa, et ne convient qu'auï points de cette surface.
Eéciproquement, toute équalion (1) V(.r,r,z]-=o,
dont les variables a:, j, z expriment les distances à trois plans reeinngulaires ou obliques, comptées parallèlement aux intersections de ces plans, a pour tiea géométiique une certaine surface, dont la nature et la forme dépendent de la manière dont les variables sont combinées entre elles et avec d'autres quantités constantes, données à prioii.
Pour démontrer cette seconde proposition rigoureusement, considérons une seconde équation
(ï) ri.r,j,»)=„,
et recherchons le lieu de tous les points dont les coordonnées sont susceptibles de vérifier à la fois les équations (i) et (2).
Supposons d'ailleurs, pour plus de simplicité, les axes rectangulaires.
D'abord, si l'on élimine entre ces équations une des trois variables, y par exemple, l'équation résultante
csprime une certaine relation entre des coordonnées de points situfs dans
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le plan des xs, et appartient, par conséquent (3711, S une ligne courbe située dans ce plan. Mais en imaginant, par les différents points de cetla courbe, des perpendiculaires au plan des scz, on forme, dans l'espace, une surface (dite mrj'ace cylindrique') pour chacun des points de laquelle les X et a sont les mêmes que ceux de la courbe; ainsi l'équation (3) convient également à tous les points de, cotto surface, et ne peut convenir qu'à ces points.
De infime, l'équation
qui résulte de l'élimination de x entre les équations (i) et (a), caractérise tous les points d'une surface cylindrique dont les arêtes sont perpendiculaires au plan des /s, et qui a pour base la courbe représentée par l'équation (4).
L suit de là que le système des équations (a) et (4), lequel peut remplacer celui des équations (i) et (al appartient à tous les poiuts qui se trouvent à la fois sur les deux mi faces cxlindiiquei, et par conséquent, à leur intersection commune qui en a;énéral est une hgne courbe. Donc ausà le lieu des points dont les coordonnées sati'ifonl en même temps aux équations (i) et (a), tsX une li^ne ce qui esige que les lieux géométriques de ces équations soient dei mrfuces, et non rff t solides, comme on pourrait d'abord se l'imaginer
On doit remarquer cependant que si 1 équation (i) outre les variables 3:,y, z, renfermait une ou plu^eurs indéterminées cette équation fournirait autant de surfaces différente'; que 1 on pourrait donner de valeurs aux indéterminées, en sorte que dans ce cas le heu géométrique serait l'assemlilage d'une infinité de suifices ou de couches mSniment minces, qui formeraient alors, à propiement parler, un solide 403. SuppMons actuellement que l'on ait trois équations,
F(;r,r,î)=o, F(,r, j, s)=. o, r[x, r, z) = o, existant en même temps pour différents points.
Comme les deux premières équations caractérisent tous les points de la ligne d'intersection des surfaces exprimées par ces équations, que la première et la troisième caractérisent la ligne d'intersection des surfaces qui leur appartiennent, il s'ensuit que les trois équations conviennent aux points où ces lignes se rencontrent, c'est-à-dire à ceux qui se trouvent à la fois sur les trois surfaces, et l'on obtiendra les coordonnées de ces points en éliminant x, y, z entre les équations proposées.
Le nombre des points communs est égal au nombre des systèmes de valeurs réelles de x, y, z, propres à vérilier ces équations simultanément,
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i. Oq peut conclure des considéralions précédentes
1° Qu'une seule équation entre trois variables a^, j-, z détermine analytiqueraent une surface;
a° Que le système de deux équations en x, y, z caractérise une lignr courbe désignée ordinairement sous le nom de caurbe à double courbim- (comme tenant de la nature de l'une et l'autre surface représentées par les deux équations} ; cette même courbe est encore déterminée parles équations de deux de =es projections' ce sont (402) les équations que l'on obtient en élimmant successif empnt a: et ^ entre les équations proi,OBées
3 Que le système de trois LiuatiOn« en j; j a fixe h pcsition d un certain ncmbre de points dans 1 espace en sorte qu il n est pas toujours nécessaire de se donner exj licitement les coordonnées de ces points mais bien les équations de trois surfaces sur leb [uelles ils se trouvent places
Ces premières notions étant etiblies ncus allons nous occupei de la resolution dun problème imlo^ue i c lu pir lequel nous aïons faitpre Léderla fi eohe des courbes du econd degré eest et lu de la trdn=ror mation des coordonnées en trois dimensions.
^ DES COOnUO.-VNEBS DANS LESPAC
Etant donnée l'équation d'une surface rapportée à des a trouver l'équation de la même surface rapportée à de n
La méthode consiste, comme on l'a vu au n" Hl , à esprimet les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles, puis à substituer les valeurs ainsi obtenues dans l'équation donnée.
Nous ne traiterons point ici la question la plus générale, parce que les formules en sont peu usitées, et nous nous bornerons à considérer les cas suivants :
406, Pbeuier cas. — Passer d'un système de coordonnées rectangulaires ou obliques à un système de coordonnées parallèles d'origine diffé-
Soient AX, AY, AZ [Jig. 194) les axes primitifs; A'X', A'Y', A'Z' les nouveaux que nous supposons parallèles aux premiers, et prolongés jusqu'à leur rencontre avec les plans des yz, xz, xy en B, C, D ; les parties A'B, A'C, A'D représentent les coordonnées de la nouvelle ori^jine A' rapportée aux anciens axes. .
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Si d'un point quelconque M de la surface, nous menons les coordonnées MP, MQ, MR, ces droites perceront les plansj's', x' z\ x'f aux points P', Q', R', et l'on aura
MP -^ .!-, MQ = j-, MR ^ r, puis
MP'=^'', MQ'=)-', MR'=::', ot
PT=A'ÎÎ=«, Q'Q = A'C-i, R'R = A'D=.-f;
ce qui donne, par conséquent, les relations
Telles sont les formules au moyen desquelles on passe d'un système quelconque de coordonnées i un sytèmt, parallèle.
Les signes des quantités a h c font connaître (364) dans lequel des haii angles tiiedres formes par les troi>- axes primitifs se trouve la nouvelle ori^ne
If. M ~ Dans tout ce qui ^a siinre nous supposerons que l'origine reste la même parce que si elle étiit différente, on commencerait par transporter les ases parallèlement a fu\ mêmes d'après ies formules cidessus, et 1 on changeiait ensuite la direction des ases autour de la nou-
407. Second cas. — Passer d'un système rectangtiloire à un système oblique de même origine.
La méthode que nous emploierons pour obtenir les formules relatives à ce nouveau cas, est fondée sur la proposition suivante ;
Soient LL', KK' (Jig. igS) deux droites indéfinies situées ou non situées dans un même plan. Abaissons de deux points A, B de la première droite des lignes An, Bé, perpendiculaires sur la seconde ; la partie ab de cette seconde droite est. dite la projection rfeÂB sur KK'. Cela posé, je dis que
o5=ABcos<', c désignant l'angle que les deux droites LU, KK' font entre elles.
En eifet, soient menés par les points A, B deux plans MN, PQ, perpendiculaires à KK'; ces plans contiennent les deux perpendiculaires A«, B6
Du point A tirons ensuite AI, perpendiculaire sur !e plan PQ, et joignons le point B avec le point \ où cette perpendiculaire rencontre PQ; le triangle AIB est rectangle en I, et donne
AI = AB cosBAI.
Mais AI -— nb, comme parties de parallèles comprises entre pliins parai-
Ai,, de VAL à lu G. 29
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lèles ; d'ailleurs l'angle BAI n'est autre chose que l'angle des deux droites LL'j KR'. Donc enfin
«& = ABcos»;
c'est-à-dire que la projection d'une droite sur une autre est égale ait produit de la droite multipliée par le cosinus de l'angle qu'elle forme avec sa ptojectioii.
Appliquons ce résultat à la question proposée.
Soient AX, AY, AZ (j%- '96) trois ascs rectangulaires; AX', AY', AZ' trois axes obliques.
Menons d'un point quelconque M de la surface les anciennes coordonnées MP, PQ, AQ, et les nouvelles iUP', P'Q', AQ', puis par les points M, P', (y, concevons trois plans perpendiculaires à AX.
U est évident que le plan mené par le point M coupe AX au point Q, puisqu'il se confond avec le plan MPQ. Quant aux deux autres, soient /;', q' leurs points de rencontre avec AX.
Il résulte de cette construction que la dislance AQ ou j: se compose ds trois parties A9', q'p', p'Q, que l'on peut regarder comme les projections respectives des coordonnées AQ', P'Q', MP' ou x', y', z" sur l'axe des ^; Donc, en convenant (vojez le n" 398) de désigner par (x', x), (x', ^), {z\ x) les angles que les nouveaux axes forment avec l'ancien axe des x, on aura, d'après le théorème précédent.
Concevons actuellement qu'on ait projeté de la même manière les coordonnées a:', x\ ^ sur chacun des deux axes des jet des z, et employons des notations analogues aux précédentes ; on obtiendra également
(2) j-=.'.it'cos{.i-', r}-[-jr'cos{j', j)-i-s'cos(3', r),
(3) z = û:'cos[x\ z| + 7'cos(j', z]-^- z'co&{z', z).
Les ne«/ constantes qui entrent dans ces trois formules sont d'ailleurs liées entre elles (379) par les relations
(4) I cos'(.i-,.r)-i-cos'(r', j)+cos=(r',zl=i,
' COS'fî', J^)-HC0S'(3', J']+COS'(ï', z) = l.
408. Comme application immédiate des formules qui viennent d'Être obtenues, proposons-nous de trouver l'expression de la distance entre deux points U, M' [fig. 197), rapportés à des axes obliques.
Afin d'éviter toute confusion dans les notations, nous conviendrons.
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pour la résolution de cette question, d'appeler x, y, z, x', j', s',..,, les coordonnées do points rapportés à un système d'axes rectan^ulaireu, et X, Y, Z, X', Y', Z', - ■ . , les coordonnées des mêmes points rapportés à des aies obliques.
l«s formules précédentes deviennent alors
^ = X COS(X, .c)h- Y COS( V, x) ■+■ Z cos(Z, .r],
j=Xcos(X,ji + Ycos(Y, rj-HZcos[Z, j),
î =Xcos(X, 3)+ Y fios(Y, î)-t-Zcos(Z, aj,
cos'(X, a;)+cos'(X,jj-i-cos'(X,3) — I,
cos=(Y,a.)+cos'(Y,j-)+cos'(Y,^) = i,
cos'(Z, ^) + cosMZ, ji+ cos'tZ, j) = ..
Cola posé, on a trouvé (369), pour le carré D' de la distance entre doux points rapportés à des axes rcctangalaires,
et tout se réduit à y remplacer j-',j-', a', x°,y\ z" parleurs valeurs en fonction des nouvelles coordonnées X', Y', Z', X", Y", Z", Or, d'après les notations convenues, on a nécessairement
^■'-,>-"=(X'-X")cos(X, .7.-)-K(Y'-Y'')cos(Y,^;)
+ (Z' — Z^jcoslZ, ,r), r'-y.-(X'-X'')cos(X, .rl + (Y'-Y")cos(Y,j)
+(Z' — Z'')cos(Z, y), 3'-î" = (X'-X°)cos(X, 3)-i-(Y'-Y")cos(Y, z)
+ (Z' — Z'')coslZ, z),
oKpreasions qu'il faut élever au carré pour faire ensuite la somme de ces carrés.
En exécutant cette double opération, il est facile de reconnaître que le résultat doit se composer de deux parties principales : i° de la somme des carrfs
ayant respectivement pour multiplicateur Ui somme des carrés des cosinus des angles que forme c/iacun des iioweaux axes avec les trois axes primitifs, laquelle dernière somme est égale à i , d'après les trois dernières des relations ci-dessus ; ce qui réduit la première somme à
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a" de !a somme des doubles produits
a(X'-X"jl¥'-ï''], a|X'-X"}(Z'-Z°), 2(ï'- ï") (Z'- Z"),
ayant respectivement pour multiplicateurs la somme des pitxhdts deux à deux des cosi/ius des angles que forment d'abord les nouoeaux cuces des x et des y avec les trois axes primitifs, puis les nouveaux axes des x et des z avee les mêmes axes, et enfin les noiweaitx axes des y et des z
Or, en vertu de ce qui a été dit au n" 396, les trois multiplicateurs dont noua venons déparier ont respectivement pour valeurs
eos(X, Y), co3(X, Z), cos(Y, Z); donc enfin
D' = iX'-X"i'+(Y'-Y'•)'-^-(Z'-^°)'
-^ a(X'- X°] lY'— Y")cos(X, Y)
+ a(X'-X")(Z'~Z'')cos{X, Z)
^a(Y'- Y')(Z'-Z']cos(Y, Z).
Telle est l'expression la plus générale de la distance entre deux points. C'est en même temps l'expression de la diagonale d'an parallélépipède oblique.
409. Troisième cas. — passer d'un système rectangulaire a un ntttrc système rectangulaire de même origine.
Les formules sont les mêmes que dans le cas du n" 407; mais il Faut joindre aux relations déjà établies entre les cosinus, celles qui expriment (378 et 380] que les nouveaux axes sont perpendiculaires deux à deux; ce qui donne
COS(^',J:)C0S(j',.r] + COS{.c', r)cos (.)-', j) + COS[.t',;:)C0s(7', 2) = o, COS(.l-',j:)C0S(a'. .i-l-l-C0s(-i;',j)COSf3',7) + C0S(j7',3)cO9(î',s) = o,
cos(r',;c)coa(i', x)^co&[j',y)zos(z\ y) + coi(y\z]<:as{z\z) = o.
On voit donc que les constantes qui entrent dans les formules relatives au cas actuel sont liées entre elles par six relations différentes , d'où il suit que de ces nei;/ cosinus, il n'y en a que trois dont on puisse disposer arbitrairement.
U existe, en effet, d'autres formules propres à faire passer d'un système rectangulaire à un autre de même espèce, et dans lesquelles on ne fait entrer en considération que trois constantes, savoir :
r L'angle que la trace du plan des x 'y' sur le plan dos xy forme avec l'ancien axe des x ;
i coorconsKes dans l'espace. 453 2° L'angle qnD font enlro oux le plan des jt'jc' et celni des jy; 3° Enfin l'angle que tait l'axe des x' avec la trace dont nous venons de parler.
Il est aisé de reconnaîtra que ces données suffisent pour fixer la position des trois -nouveaux axes, par rapport aux anciens ; mais ces formules étant très -compliquées et peu symétriques, nous renvoyons, pour leur détermination, au tome II, n" i^', de la Correspondance' de l'École Polytechnique, ouvrage dans lequel nous avons puisé également la méthode suivie dans ies deux derniers cas de la transformation des coordonnées.
Cfis particuliers du précédent.
A\Q. rHEHiiiREaEOT. — On peut, en conservant l'un des anciens axes, celui des z (fig. 198), par exemple, changer la direction des deux autres axes dans le, plan des xy.
Dans ce cas, on a évidemment
COS(j', ,r) = cos[90°+(.r', .r)]--= - sin(j;', ^],
COs[.ï',jj=Bin{^',^l, cos(,r',j) = cos(,r',,^'), ces(j', r)=o,
COs(.e', s|=0, C0E(r'.sj = O, COs(a',s)=ii
ce qui donne, pour les formules correspondantes,
N.B.— Les deux premières sont identiques avec colles du n^HD, parce qu'en effet tout se réduit à une simple transformation de coordonnées en deux dimensions.
411. Secondement. -— On verra plus loin que la discussion d'une surface est fondée principalement sur la détermination de ses intersections par des plans menés sous différentes inclinaisons. Or l'élimination d'une va ■ bl p pie, entre l'équation de la surface et celle du plan
do 1 à éq ation qui représente (402) la projection de la courbe d' l ect 1 plan des ^, mais qui, en général, n'apprend rien
su 1 l d tte courbe; et il serait important de pouvoir rfi^rfu/re d l éq al I p ée une équation de la courbe elle-même rapportée à de 00 d pn es dans son plan.
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Tel est le cas particulier de la transformation des coordonnées que nous avons à traiter.
Remarquons d'abord que le plan sécant, qu'on peut supposer, pour le moment, passant par l'origine A [Jlg. igg), est complètement déterminé par sa trace AX' sur le plan des a^/, et par i'angte qu'il forme avec celui-ci.
On obtient cet angle en concevant au point A deux droites AL, AY', perpendiculaires à la trace AX', l'une située dans le plan des xy, l'autre dans le plan sécant.
Soit posé
X'AX =:=<;, et UY'='J.
M étant un point quelconque de la courbe d'intersection, abaissons MN perpendiculaire sur le plan des ^y, et tirons NP parallèlement à l'axe A¥; AP, PN, NM sont les .r, /, z du point M. Prenant ensuite les deux droites AX', AY' pour nouveau système d'axes, menons SIP' parallèlement à AY',
AP'=.'7', MP' = _
Comme les coordonnées ^, y, z du point M sont déjà liées entre elles par l'équation de la surface
il s'ensuit que si, par un moyen quelconque, on parvient à exprimer x, y, 3 en fonction des quantités a;', y', "^ etfl, et que l'on substitue ces valeurs dans l'équation de la surface, on aura l'équation demandée.
A cet effet, traçons P'N, et menons P'I parallèle à AY, KK parallèle àAX.
Les triangles rectangles P'MN, P'NK, P'AI donnent successivement
MN --- !\lFsinMP'N,
P'N^-- MP'cosMP'iN ou P'N^r'cosfl; KK = IP = P'N sinKP'N = _r'cos8 Bin'j>
{ car les angles KP'N, X'AX sont égaux comme ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires);
P'K = P'NcosKP'N = r'cosecosî>; AI = AP'cosP'AI = .r'cos»; P'I-- AP'sinP'AI^-..'sin-i).
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Par suite ijîg. 199),
KP -■- IK ^ P'I - P'K ou y ^ .-■'sinï - j'cosO cosu ; AP ^ AI + IP ^ AI -H- KK ou .7: = .,;'ms-^ -,- j-'cosS siiiq.. Ainsi les formules ciiercliées sont
; = .r'cOStp 4- j'coàSsiniy, - = .K'sinf — j'cosOcoSf ,
et i! ne s'agit plus que de reporter ces valeurs de x, y, z dans l'équation de la surface.
Ordinairement, les angles ^ et 6 relatifs au plan sécant sont donnés à priori; mais on peut aussi les déduire de l'équation même du plan A^ + Bj -1- Ca H- D = o.
Ona,enciïet (398),
• <JV^ Ji"-i- c'
quant à l'angle ç, comme l'équation de la trace si
Aa^ + Bj -I- D ^ o, il en résulte
_ _A _D ^' ~ li'"^ S)'
N. B. — Zi le plan sf^cantae passait pas par l'origine, il suffirait d'augmenter les seconds membres des formules ci-dessus, respectivement des coordonnées a, b, c, de la nouvelle origine, en vertu de ce qui a été dit au n" 406.
La même remarque s'applique à toutes les transformations des coordonnées, exécutées dans les numéros précédents.
Passons à l'étude des différents genres de surfaces.
Quoiijue nous ayons poui jirAni ipil bui, dani. ce chapitre, d'exposer la théorie des surfaces du -.eoind cle};ré, nous cioyons devoii donner quelques notions sur certaines suitaces auxquelles on est bouvent conduit par
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la résolution de problÈmes indéterminés en trois dimeTisions, parce que, dans la discussion même de l'équation générale du second degré, nous retrouverons les caractères qui appartiennent a«s surfaces que nous allons faire connaître.
De la surface sphériqiie et de son plan tangent.
412. Dne surface sphérique étant celle dont tous les points sont également éloignés d'an même point nommé centre de la surfïice, si l'on désigne par X, y, z les coordonnées d'un quelconque de ses points, par a, 6, 7, celles de son centre, et par r son rayon, on a nécessairement (3C9 et 408) pour l'équation de cette surface,
lorsque les axes sont rectangulaires) et
lorsque les axes so.it obliques.
La forme compliquée de cette dernière équation en permet rarement l'usage.
La sphère étant rapportée à son centre comme origine, et les axes étant rectangulaires, son équation devient (3) ^■.+ ,-._^^'==,-
et c'est principalement dans ce cas qu'on l'emploie.
L'équation (i) étant développée, prend la forme
^'-+- j^'-K s'+Â.r -+- B/ + Cï + D = o.
Eéciproqucnient, toute équation de cette forme caractérise une surfacs <i dont le centre a pour coordonnées
et qui a pour rayon
Nous renvoyons pour la démonstration de celte réciproque à celle qui a été donnée au n" 85 pour le cercle, comme étant, en tous points, semblable.
AM. Pour déterminer la nature de l'intersection d'une sphère par un
plan, il suffit de remplacer dans l'équaLion de la splière ^. y, ^ psp leurs valeurs tirées des formules du n° 411,
Or on obtient ainsi une équation en x' , j', dans laquelle le rectangle x'j disparait do lui-mÈme, et les coefficients de j^" et de /"sont égaux à 1.
Donc (85) cette équation est celle d'un cercle.
Les calculs n'offrent aucune difficulté.
4iS, Du, plan tangent à la sphère. — On sait, en Géométrie, que ce plan est perpendiculaire au rayon qui passe par le point de contact ; c'est cette condition qu'il faut traduire en annlj-fe.
Soient a:', j', 3' les coordonnées du point de contact, l'origine étant placée au centre de la sphère, et
a,' = az, r = *2
les équations du rayon passant par ce point.
Comme les coordonnées x\ y', z' doivent vérifier les deiiK équations, on a les relations particulières
d'où l'on déduit
D'un autre côté, le plan tangent devant passer par le même point, son équation est (387]
et puisque ce plan est perpendiculaire au rayon considéré, on doit avoi;- (380)
A = «C, B=^C; d'où
d'où, substituant dans l'équation du plan,
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ïelie csl l'équation du plan tangent à la surraco spliérique, rlont l'i/Cjualion
Si on la développe et qu'on ait é^arâ à la relation elle devient
équation d'une forme plus simple et ne différant de celle de la surface sphérique qu'en ce que les carrés J^', j', s' sont remplacés par. r^', 7/',
iV. -S. — Si l'origine était placée ailleurs qu'au centre, il faudrait, en désignant par et, 6, 7 les coordonnées du centre, remplacer -c, j-, s, x', X', z' respectivement jiar
dans l'équation (s); co qui donnerait
C'est sous cette dernière forme que l'on considère ordinairement l'équation du plan tangent, les axes étant rectangulaires, et l'origine étant placée ailleurs qu'an centre.
Des surfaces cjUmlriqitcs.
iI6. On nomme ainsi toute surface engendrée par le mouvement d'une droite qui glisse parallèlement à une autre droite donnée de position le long d'une certaine courbe appelée la directrice de la surface ; la droite mobile s'appelle générathice.
Tâchons d'exprimer ce caractère généra! par l'analyse.
Soient
les équations de la génératrice considérée dans une position quelconque, et
celles de la courbe qui sert de directrice.
Puisque la génératrice, dans son mouvement, ne doit pas cesser d'être parallèle à, elle-même, il B'ensuit (375).que les quantités*!, 6 restent les mêmes pour toutes les positions de la génératrice; mais les quantités b, 6, qui (388) expriment les x et les y du point où la génératrice rencontre
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le plan des iij, sont constantes pour tous les ])oints d'une même position de la génératrice, et varient lorsque le point passe d'une génératrice à une autre. Il doit donc nécessairement exister une certaine rdation entre ces quantités a, ê, ou leurs égales x^az, y — bz, puisqu'elles, sont constantes ensemble et variables ensemble.
ASn de parvenir à cette relation, remarquons que la génératrice devant, dans toutes ses positions, rencontrer la courbe qui sert de directrice, les équations de cette courbe et celles de la génératrice doivent exister simultanément pour tous les points d'intersection ; et comme elles sont au nombre de quatre, si l'on élimine les coordonnées x, j, s, on parviendra à une équation entre a, g, et des quantités connues, qui ne sera autre clicse que la relation cherchée.
Cette relation, que nous pouvons représenter en général par
/[a,S)=.o ou e=/(^),
devient, lorsque l'on y remplace a, S par leurs valeurs x— az,y— bz,
f[;r-az,r~bz)=o ou f-bz^.f{x-a^).
Pour fixer les idées, proposons-nous, par exemple, de trouver l'équation du cylindre oblique à hase circulaire.
Soient (i) ^^-^r^r^ et .= o
les équations du cercle qui doit servir de directrice, et que nous supposons, pour plus de simplicité, placé dans le plan des xy, le contre étant d'ailleiirs silué à l'origine.
Les équations générales de la génératrice sont toujours
Or, pour exprimer que la génératrice, dans toutes ses positions, rencontre le cercle, il faut combiner entre elles les<7(Mireéquations(i)et (a). D'abord, l'hypothèse z = o, introduite dans les équations (a), donne
d'où, substituant ces valeurs dans la première des équations [i),
c'est la relation qui lie entre elles Iss quantités a, S. Si maintenant on reporto à la place do h, S, leurs valeurs
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X-bz, dans(3), il vient
pour l'équation du cylindre oblique à base circulaire. 417. Il est facile de recontiaStre, à posteriori, que l'Équation
appartient à une surface composée d'une infinité de lignes droites paroilèles entre elles; ce qui caractérise la surface cylindrique. Prenons, pour plus de généralité, une équation de îa forme
et dont l'équation
n'est qu'un cas particulier.
Si l'on coupe la surface par une suite de plans parallèles entre eux, et ayant pour équations
A,K-t-Bj-^-Cs = D, D', D", D'",..., l'équation (i) devient, pour chacune des valeurs D, D', D",. . .,
M.Ï-I-N/ + PÏ-Q, Q', 0", Q'",--M les lettres Q, Q',. . ., désignant des quantités indépendantes de a-, y, z. Ainsi les lignes d'intersection se trouvent sur une autre suite de plans parcillètes entre eus:, et sont, par conséquent, des àY(A\^ parallèles entre
Des surfaces coniijacs.
418. On donne cette dénonnination à toute surface engendrée p/ir le mouvement d'une droite qui passe constamment par un point donné (qu'on nomme centre de la surface) et assujettie à glisicr le long d'une courbe aussi donnée de position dans l'espace ; cette PJDurbe s'appelle directrice, et la droite mobile est dite la génératrice.
Soient ^',f\ s' les coordonnées du centre delà surface, et
les équations do la directrice. Celles de la génératrice sont (374) do la forme
Observons maintenant que, pour touto surface conique, lorsque le point
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c, j-, z clKinge de position, sans quitter la même génératrice, les quanlités a et b, ou leurs égales
sont constantes ; mais elles varient toutes deux si le point passe d'une génératrice à une autre. Donc ces quantités, qui sont constantes et variables ensemble, dépendent, d'une certaine manière, l'une de l'autre.
Pour obtenir cette relation, il sufSt de combiner entre elles les équations (i) et (a), qui, étant au nombre de yuo(?y, donnent lieu, par l'élimination dé x, Xi ^-^ ^ une éqimtion de condition entre a et b.
Substituant dans cette équation, pour ces dernières quantités, leurs valeurs
on obtient enEn pour l'équation de la surface conique
ff. B. — SiVorigino des coordonnées est wicenire de la surfac quel cas on a
l'équation se réduit à
Prenons, par exemple, le cône oblique à base circulaire, et supposons que, la base étant située dans le plan des .17, le centre de la base soit à l'origine, auquel cas on a, pour la directrice,
Combinons-les avec les équations de la génératrice
L'hypothèse ï = 0, introduite dans celles-ci, donne
d'où, substituant dans la première équation,
c'est l'équation de condition qui doit exister entre les quantités a, 1 même temps que les équations de la génératrice.
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Substituant pour (I, b, leurs valeurs ' —j - — —^7 : on obtient
OU réduisant
pour l'équation demandée.
Dans le cas du cône divit, c'est-à-dire lorsque le centre du côno est situù sur Vaxe des s, on a à la fois
et l'equalion précédente se réduit à
On pourrait, en faisant usage des formules du n''iH, obtenir les difiïirenls genres d'intersection de la surface conique par un plan ; mais nous ne nous arrêterons pas à cette discussion, qui a déjà été traitée dans le dernier Chapitre de la Géométrie analytique à deux dimensions.
419. Réciproquement, toute équation à trois variables, de la forme
(.c', y, z' désignant les coordonnées d'un point fixe dans l'espace), caractérise une surface conique.
En effet, coupons la surface par une suite de plans qui aient pour équa-
comme l'équation (1) devient alors
les lignes d'intersection de îa surface par les plans correspondant à ia première série d'équations se trouveront également situées dans les plans exprimés par la seconde série; d'où il suit que toutes c> sont des lignes droites.
D'ailleurs, un système quelconque de deux équations de la premîè
par exemple, repri5sente une droite passant par le point qui a pour coordonnées a;', y, ^'■
On peut donc regarder la surface comme composée d'une infinité do lignes droites qui, toutes, passent par ce même point.
Dus surfaces eanoïilcs.
420. On appelle ainsi toute surface engendrée parle mouvement d'une droite qid, sans cesser d'être parallèle à un plan donne, glisse à la fuis le long d'une droite fixe de position dans l'espace et appelée première uiRECTRicE, puis le long d'une courbe aussi donnée, et appelée seconde
Pour faire concevoir une mil 11 g é t pposons que l'on ait
mené dans l'espace une infin t d pi parallèl plan donné; chacun
d'eus coupe la droite fixe p t t 1 co b en un ou plusieurs
points. En joignant ces de p ts cel le la droite fixe, et
répétant cette même opérât p t 1 pi p rallèles, on obtient une infinité de droites dont 1 se bl 1 1 / faee eonoïde.
La dénomination de ces te d f t d l'analogie qu'elles
ont avec les surfaces coniques. Le centie ou le summit du cône se trouve ici remplacé par la première directrice.
Passons à la recherche de leur équation.
Pour plus de simplicité, nous prendrons pour axe des z la première directrice, pour plan des -ty celui auquel la génératrice ou la droite mobile doit Être constamment parallèle. Les axes des x et des j seront d'ailleurs deux droites menées à volonté dans le plan dont nous venons de parler, et par le point de rencontre de ce plan avec la droite prise pour axe des z. On voit, d'après cette construction, que la surface se trouve, en général, rapportée à des ases obliques.
Cela posé, soient
les équations de la courbe prise pour seconde directrice.
Celles de la droite mobile, considérée dans une position quelconque, seront de la forme
puisque sa distance au plan des ^j, comptée suivant l'axe des a, doit êlre
464 DIÎS DIFFÉRENTS GENRES DE SUBFACES.
coiutaiitij, et que sa projection sur le plan des xy passe nécessairement par Y origine.
Or i! est évident que, pour tous les points d'une certaine position de la
génératrice, Ses quantités m et n, ou leurs valeurs — et s, restent les
mêmes; mais elles varient d'une position à une autre. Ces quantités étant semble et variables ensemble,' sonl fonction l'une de l'autre.
est ia forme générale de l'équation des surfaces mimïdex.
Pour déterminer la nature de cette fonction, dans chaque cas particulier, il faut éliminer ^, /, z entre les équations (i) et (a) qui doivent exister simultanément pour chaque point de la surface ; ce qui donne lieu à une certaine relation entre «j, n. Si l'on remplace ensuite dans cette relation m et n par leurs valeurs - et z, on obtient l'équation demandée.
421 , Comme application, supposons que la seconde directrice soit aussi une ligne droite, et aQn d'arriver à une équation d'une forme trôs-simple, prenons un système d'axes tout particulier.
Soient CC', DD' [fig- 200) les deux directrices.
Imaginons par la première un plan parallèle à la seconde, et prônons ce pian pour celui des js.
L'un des plans auxquels la génératrice doit Être parallèle rencontrant las directrices en A et B, par exemple, rien n'empêche de prendre pour axe des x la ligne .\B, représentant une des positions de la génératrice.
Ce même plan coupe celui dont nous avons parlé d'abord, suivant une certaine droite qui sera l'axe desj-; on conserverad'ailleurs, comme dans la formation de l'équation générale de ces sortes de surfaces, la première directrice pour axe des a.
Cela posé, d'après la situation des deux directrices par rapport aux plans coordonnés, on a, pour les équations de la seconde DD',
et pour celles de la génératrice, comme au n° 420,
et il ne s'agit que d'éhminer x, y, z entre ces quatre équations. On arrive ainsi à l'équation de condition ma-^ bu:
yGoosle
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d'ofi, en remplaçant m et n par - et ;,
Telle est l'équation de la surface engendnîe. Soit fait, dans œtle équation, y — o; il en rfeu!t3
d'où
OU
Le premier système [/ = o, j: = o] représente l'axe des ï, et le, seconJ [y = o, s = o] celui des a: ; ce qui doit être, puisque chacun de ces ases appartient à la surface, d'après sa génération.
Nous aurons occasion de revenir sur cette sorte de surfaces, qu'on trouve dans la Géométrie de Legendre sous la dénomination do quadrila- TÈKB GAUCHE, et qu'on désigne également sous le nom de plan gauche.
Des surfaces rie révolution .
422. Oe nomme ainsi lo'ile surface engendrée par la réi'otuiion d'une ligne [droite ou courbe), dite la géNÉRATBice, autour d'une droite fixe qu'on appelle /'axë DE RÉVOLUTION, de manière que cliacun des points de la génératrice décrive une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe, et le centre est situé sur cet axe.
Pour obtenir l'équation de la surface, remarquons d'aiiord que l'une quelconque des circonférences dont elle se compose d'après la définition, peut toujours être exprimée analytiquement (414) par le système de deux équations dont l'une est celle d'un plan perpendiculaire à l'axe, l'autre est l'équation d'une surface spliérique ayant son centre placé sur l'axe.
Soient donc
les équations de l'asc [a., g, 7 désignant les coordonnées d'un point pris à volonté sur l'axe); celles du plan et de la sphère seront (389)
et (412|
Los quantités k et r', qui entrent dans ces équations, sont des quantités
Jln.ife l-ytl. à fa G. 3o
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semble pour tous les points d'une mÔme circonfârence, et variables ensemble lorsque le point de la surface de révolution passe d'une circonférence à une autre; ainsi elles simi jonction l'une de l'autre, «t l'on a
(3) (j._„)"+[j-_e)'+(2^.;]==F(rt:r + 6j+=),
pour l'équation générale des surfaces de réoobition.
La nature de la fonction désignée par le caractère F dépond esscntielkment de la nature de la génératrice, et se déteririine facilement dès que l'oo connaît les équations de cette génératrice.
Soient en eiîet
ces équations. Comme la circonférence représentée par le S}«lème des équatioiK (i) et (2) est engendrée par l'un des pomts de la génératrice il faut exprimer que celle-ci, dans sa premîeie position et h uonle renée ont un point commun ; ce qui se fait par 1 élimination de i > ■entre leurs équations qui sont au nombre de quatre
On est ainsi conduit à une relation entre r' et A dai s h juell il s iRit de remplacer ces quantités par leurs valeurs
{^-cy->-[f-SY+{z-yy et rî^C +
423. On suppose souvent, pour plus de simplicité, que Vaxe de j-évotuiion se confond avec l'un des axes coordonnés, celui des z par exemple.
Dans ce cas, l'une quelconque des circonférences placées sur la surface se trouvant dans un plan parallèle au plan des xy, et ayant son centre sur l'axe des z, peut être représentée par les équations
dont la première exprime un plan horizontal, et la seconde, la surface d'un cylindre droit dont l'axe se confond avec l'axe des z. On a donc, quelle que soit la génératrice de la surface,
(5) ^■+j-=F(ï), ou a = F(,,-' + j'J,
pour l'équation de cette surface.
On trouverait de même
x-'^z'=V[x), ou j = F(.j^' + î'), j= + :'=F(.ï;), ou ^=F{7=4-j'),
pour les équations des surfaces de révolution qui auraient pour axe celui des / ou celui des x.
SUm'ACES DE RÉVOLUTION. 4^7
&i. Soit proposé, pour première application, de trouver la surface engendrée par la léeoluiion d'une droite ijuelconque autour ih l'axe des a.
Si, en vue de simplifier les calculs, on prend pour ase des x la droite sur laquelle est siluée la plus courte distance entre la génératrice et l'axe des s, auquel cas la génératrice est nécessairement parallèle au plan des/3, les équations de cette génératrice sont alors
Celles do la circonférence étant d'ailleurs, comme o précédent,
l'élimination fie .r, r, z donne lieu fi la relation
d'ofi, en remplaçant /■' et k par leurs voleurs ■>:
Telle est l'équation de la surface engendrée.
425. En second lieu, soit prise une ellipse pour génératrice, et supposons que son centre soit à l'origine, et le grand ace sur l'axe des z. Les équations de la génératrice sont alors
et en les combinant avec celles de la circonférence
on arrive à Véquathn de condition
d'où, remplaçant r' et l- par leurs valeurs,
La surface ainsi obtenue est celle de I'ellipso'ide de révoluhon. Prenons maintenant pour génératrices les hyperboles ayant pour équations
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(L'ase transi'crxe est, dans le premier cas, sur l'axe des s, et dans lo second, sur l'axe des j, !e centre étant d'ailleurs à l'origine.) On obtient, pour les équations des deux surfaces,
La première équalion est celle de I'hyperboloïde à deiu: nappes; \à. seconde, celle de I'hypeuboloïde à une seule nappe.
Il est remarquable que la dernière équation est identique, sauf les notations relatives aux constantes, avec celle de la surface obtenue par la réookilion d'une ligne droite.
Considérons enfin une parabole ayant pour équations
x = o, x'= tpz.
Leur combinaison avec les lîquations
donne lieu à la rdalion
^pl --- r^ par suite, à l'équation
x' + j^=iipz, :
c'est celle de la surface d'un pauaboloïde iiiî uévolution autour do l'axe desz.
Celle surface jouit d'une propriété fort curieuse.
Si on la coupe par un plan quelconque
3 = Aj: + Bj-i-C, on oLlicnt, pour l'équation de la projection sur le plan des ^7, x' + j-= ^piKx-i-'Br-i-C),
équation que l'on a vu (85) être celle d'un cejc/e.
Ainsi, quelle que soit la courbe A' intersection d'un paraboloïde de révolution par un plan, la projection de cette courbe sur un autre plan peipendiculaire à l'axe est constamment une circonférence de cercle, excepté toutefois lo cas où le plan sécant est parallèle à l'axe; car on obtient alors pour intersection une ligne droite.
Nous reviendrons sur les diverses surfaces de révolution dont nous venons de former les équations.
MNimiQUES DU SECOSD DECIll
§ III. ~ Discussion r
a SECOND DESKE.
427. Les bornes que nous sommes obligé de meltre i cet ouvrage ne nous permettant pas de donner ici une théorie complète des surfaces du second degré, nous nous attacherons surtout à faire ressortir les circonstances relatives à leur classification, ainsi que les propriétés qui résultent immédiatement des équations les plus simples auxquelles il est toujours possible de ramener une équation quelconque du second degré à trois variables. Nous suivrons d'ailleurs, pour la discussion de cette équation, une marche analogue à celle que nous avons employée, dans le deuxième Chapitre, pour l'équation à deux variables.
L'équation la plus gér.irale des surfaces du second degré étant
ou peut d'abord [ ISi), par une première transformation de coordonnées, faire évanouir les trois rectangles 73, a;s, xy, c'est-à-dire ramener l'équation à la forme
[Voyez, pour cet objet, le deuxième volume do la Correspondance de l'École Polytechnique, 3' numéro, ouvrage dans lequel j'ai consigné la démonstration complète de cette proposition, ainsi qu'une Note assez étendue sur les surfaces de révolution du second degré.)
Il résulte de cette proposition que les surfaces représentées par l'équation (a] sont identiques avec celles que comprend l'équation (i)-
Voyons actuellement si, au moyen d'une translation d'origine, nous ne pourrions pas (136) faire disparaître les termes linéaires en j, j, a.
Or, en substituant les formules
dans cette équation, et en égalant à o les coefficients de x',y',z\Qn obtient les équations de condition
iWa + W=o, -iWb-i-W^o, 2Mwc-i-N = o; d'où l'on déduit
Tant que la disparition des trois rectangles ne donne lieu à la dispari-
4';o '•l H ES CILINDRICUES BU SI OMJ BLGUÈ.
tion d'aucun des trois carrés les qu-mtiiés M M M" sont différentes de o, et la nouvelle tran«f rmat on est poss ble en d'autres termes, l'équalion 1 eut Être ran ei ée à Ii ft e
(3) M^■^-M'J-'-HM"J:'^-P= o
(P ayant pour valeur
Mr-i- M'i"-' H- MVr -h Nr -+- N'i^ -t- N"./ + D).
428. Si l'on suppose que l'un des carrés s'ôvanouisso en même temps que les rectangles, que l'on ait, par exemple,
ia transformation précédente ne peut être exécutée, puisqii'alors a devient infini.
Dans ce cas, l'équation étant de la forme
on peut tâcher de faire disparaître les termes en z et en f, ainsi que la quantité qui en est indépendante.
On obtient, en efïet, par la substitution des formules
et en égalant à o le coefficient de z', celui de 7', et la quantité indépendante de .x'if', z',
- aMc-+-N^ o, aM'i-+-K'=o, Mf' -+- M'i' -f- Ne -+- N'È -h N"« H- D = o; ce qui donne
valeurs réelles et finies tant que ti" n'est pas nid; et l'équation se réduit à celle-ci :
(4) Ms= + My + K"x=.o.
Lorsque l'on a eu même temps
51'= o, N°=o, la dernière transformation est impossible, puisque a est encore Infini;
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mais dans ce cas particulier l'équation (a) devenant
Mî= -H M'j= + Ka + N'j + D ^ o,
ne renferme plus que deux -variables, et représente évidemment (402) UNE SURFACE CYLINDRIQUE dout Ibs génératrices sont perpendiculaires au plan des /s, et qui a pour base, soit une ellipse, soit une hyperbole, suivant que, dans l'équation ci-dessus, les coefficients M, M' sont de même signe ou de signe contraire.
430. Supposons encore que deux des carrés j' et 3:' aient disparu en même temps que les trois rectangles, c'est-à-dire que, par la première . transformation des coordonnées, l'équation ait ét*^ réduite à la forme
Mz'-f- Ne + N'j -h- N"J^ -h D = o;
on pourrait, dans ce cas, chercher à opérer l'évanouissement de quelques termes; mais cela est inutile pour la détermination de la surface représentée par cette équation.
En effet, posons successivement
ce qui revient à couper la surface par une suite de plans parallèles au plan des .kj; l'équation devient, pour ces différentes hypothèses,
d'où 11 suit que les intersections de la surface par des plans horiïontaus sont des droites parallèles entre elles. Ainsi (4J7) la surface est encore de la nature des surfaces cjliiidriqiies ; et, si l'on veut connaître une directrice de cette surface, il suffit do poser j — 0, par exemple, dans son équation.
Il vient, par cette hypothèse,
ME'+Nî-t-N"..+D = o,
équation qui exprime une parabole située dans le plan des ,rî.
Donc, enfin, la surface n'est autre chose qu'une suhface cylindrique à base parabolique.
431 . En réfléchissant sur la discussion préccdento, on doit conclure que toutes les surfaces du second degré se trouvent implicitement renfermées dans les deux classes d'équations
Ms'-I-M'j=+ Hra:M.. P .= o, M:'+ M',r''+ N".-: == 0,
472 SUEF. DU 3° DEGRÉ A CENTRE OU DÉNUÉES DE CEKTliË,
à l'exception de ceiles qui correspondent aux équations Ms'h- M'x'--+- N 3 -)- N'j- -f- D = o,
et que nous avons reconnu appartenir à des surfaces cïlindbiques à base elliptique, hyperbolique ou parabolique.
432. N. B. — Il est bien entendu que nous comprenons dans ces trois variétés générales celles qui (161 et 309) correspondent aux variétés de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole.
Ainsi lorsque l'ellipse se réduit à un cerde ou & lui point, la surface cylindrique devient un cylindre à base circulaire ou iine seule droite.
Si l'hyperbole dégénère en un système de deux droites qui se coupent, la surface cylindrique se réduit à un système de deux plans qui se coupent.
Enfin, quand la parabole 8e réduit à deux droites parallèles ou à une seule droite, la surface cylindrique devient un système de deux plans parallèles ou un plan unique .
433. Avant do passer à la discussion de chacune des équations
nous ferons quelques observations générales sur la nature des surfaces qu'elles représentent, et sur les systèmes d'axes ou de plans coordonnés auxquels les surfaces sont actuellement rapportées.
PREMIÈREME^T, l'équation (OiUe renfermant plus les termes du premier degré en x^ y, z, reste la même lorsqu'on y change -i-x, -+- j-, -h s en — ^1 ~y< — ^ ; ce qui prouve que toute droite menée par la nouvelle origine et terminée de part et d'autre par la surface, est divisée en deux parties égales en ce point. Donc (130) toutes les surfaces comprises dans l'équation (i] ont un centre, qui n'est autre chose que l'origine actuelle des coordonnées.
Remarquons d'ailleurs que l'équation pourrait renfermer les rectangles des variables ainsi que les carrés, sans que !a surface cessât d'avoir un centre, et d'être rapportée à ce centre comme origine, puisque la condition caractéristique du centre serait encore remplie. On pourrait même supposer la surface rapportée à des axes obliques menés par cette origine.
Ainsi, dans le cas d'axes quelconques, une équation telle que
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dont plusieurs coefficients peuvent ôlre nuls, rcpi'ésoiite une surface qui a an centre, et ce centre est t' origine.
Secondement, on appelle pian diahétrjil d'une surface, un plan qui divise en deux parties égales toutes les cordes de la surface parallèles entre elles et menées sous une direction quelconque.
Or, d'après la forme de l'équation [i) qui, étant, résolue succpssivement ' par rapport à chacune des variables, donne deux valeurs égales et de signes contraires pour cette variable, il est évident que chacun des trois plans coordonnés divise en deux parties égales toutes les cordes menées parallèlement à l'intersection commune des deux autres. Donc ces trois plans sont des plans diamétraux; de plus, on peut les regarder comme formant un système de plaks biamétbaux conjugués PEnpENmcuLAiREs ENTRE EUX, Conformément à la définition donnée (178) d'un système de deux diamètres conjugués.
TitoisiÈiiEMENT, considérons l'équation (a) :
Puisque le troisième terme change de signe lorsqu'on remplace + x, ■+ X, -i- z par — X, — /, — s, il s'ensuit que l'origine actuelle des coordonnées n'est pas un centre. On a vu d'ailleurs (428) que, dès qu'un des carrés manque en même temps que les rectangles, il est impossible de faire disparaître à la fois les trois termes du premier degré ; donc les surfaces représentées par l'équation (a) sont des tur^aces dépourvues dt
Observons encore que, des trois plans coordonnes deux seulement, les plans des xy et des xz, peuvent être regard & con me des plans dia métraux, puisque le premier divise en deux parties égales toute'î les cordes parallèles à l'axe des i, et le second toute* les cordes panlleles à l'ase des /.
Concluons de ce qui vient d'être dit, que les surfaces du second degré se partagent en deux classes distinctes, savoir les surfaces qiu ont \r\
Discutons l'équalion
Afin de déterminer les différents genres de surfaces représentées par cette équation, nous ferons successivement [4H)
474 nEs sDBFAcns bu jiiîuxièîie begsIS douiîes d'un cektue. ce qui reviendra à couper la surface par des plans respectivement parallèles h. chacun des trois plans coordonnés; mais on sait (161) que la nature de ces intersections dépend surtout des signes dont les coefficients M, M', M" sont affecWs; ainsi nous sommes conduits à faire les hypoltièsei suivantes :
1° M, M', M" /msîlifs à la fois ; Ellipsoïdes.
Dans cette hypothèse générale, le dernier terme P peut être lui-même négatif, nul ou positif.
Soit d'abord P négatif, et mettons le signe en évidence ; l'équation de-
(î) Mr.'-FM'.r'-i-M''^'=P.
Cola posé, faisons successivement dans cette équation,
il en résulte
d'où l'on voit que les intersections de la surface par des plans parallèles aux trois plans coordonnés sont des ellipses qui deviennent inmginaires lorsqu'on suppose
"'■^ir' ^'''m'' '''-^m'
c'est-à-dire a, ê, 7 positifs ou négatifs, mais numériquement plus grands
\/m"' Vm'' yST'
Cos mêmes ellipses se réduisent à un point, pour les hypotbèscs
puisque alors les équations des intersections se réduisent à
Ms'h-M'j' = o, Ms=-I-M''j7' = o, M'/' -I- MV>' = o. La surface que nous considérons est donc limitée dans tous les sens. De plus, elle est inscrite au parallélépipède qui a pour faces les plans
"^"'-VSr' ^^-yâr' '''~~'-\lïi
éi.' e = ±i
yGoosle
ELLIPSOÏDES
La mture d"i mter'ieftions do uetle sut face avec les plsns pamllèlct: mx Iroi» plan» coordonnés lui a tdit donner le nom (I'ellipsoide.
Pour déteiminei les trots sections principales [Jîg. aoij, en d'autres termes, lef traces de la surface sur les plans coordonnés, il suffit de poser luccessu ement
Quant aux points d'iritersection avec les axes, on obtient pour
j=o, -.„o, M"x'=,l.; d'où « = ±^1;!
.,-... .. = ,,, M,-,P; d'.i, .^---^s/l- Les lignes
"'=V»" "'-'Vb" '^'^''Va
1 appelle les axes principaux de la surface ; et le quation lui donne une forme symétrique et anal
de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes
effet
"i-\/ff' """Vî- "'"-■'s/l-'
il en résulte
d'ofi, substituant dans l'équation (2), et chassant les dénominateurs,
43S. Cas particuliers de L'ELLiPsoïnB :
Supposons deux quelconques des trois coefficients M, M', M" égaux ™tre eux, M = M' par exemple, ce qui donne G = B; l'équation devient
A'B'z' -+- k'Wy'' + B' x^ --^ -VB', ou, divisant par B',
sont ce qu'on appelle les axes principaux de la surface ; et leur introduction dans l'équation lui donne une forme symétrique et analogue à celle de l'équation de l'ellipse rapportée k son centre et à ses axes. Posons en effet
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Celte équation, qu'oiL peut raeUre sous la forme
cBraotérise (423) une surface de réwlulion autour de l'axe des jt; car en faisant x = const., on obtient
j'-T- 2' = const.;
ce qui prouve que toute section faite perpcndiculairoracnt à l'axe des x est une circonffivence de cercle.
Les deux hypothèses successives / = o, i — o, donnent
Ce sont !es équations de la génératrice considérée dans deux de ses positions, savoir : dans le plan de xz et dans le plan des xy.
Si l'on avait M = M", ou M' = M", on reconnaîtrait de même que la surface serait de nimlution autour de l'axe des^, on bien autour de l'axe des z.
Supposons maintenant
M = M' = M', d'où C=B=A; l'équation se réduit à
et représente une surface sphérique dont le centre est à l'origine des coordonnées.
Les coefficients M, M', M° étant toujours positifs et quelconques, égaux ou inégaux, on peut avoir P — 0, ou P positif.
Dans le premier cas, l'équation devient
et n'admet qu'un système unique de valeurs réelles, savoir,
donc la surface se réduit à un poini.
Dans le second, l'équation
n'admet aucun système de valeurs réelles. Ainsi la surface est imaginaire.
Concluons de là, qu'à l'hypothèse générale M, M', M" positifs à la fois
correspond un seul genre de surfaces, I'ellipsoïoe, comprenant comme
nypliUBOLOÏDES A DEUX KaPPES. 4;;
variétés Ycllipsoule de révolution, la sphère, un point et une surface iina-
M, M' positifs et
^galif; IlYPEnBOLoTn
[Il sera tout à fait iautile de considérer le cas où doux des coefficients ÎI, M, M" sont négatifs, puisqu'en changeant les signes de tous les termes de l'équation, on retombe sur le cas où eleiix de ces coefficients sont positifs.]
436. Supposons d'abord M, M', P positifs et M" négutif. L'équation (i) du n° 434 devient, après qu'on a rais les signes en évidence,
[i] Mî'-i-M>^-îir.t== —p.
Or, si l'on
fait successivement
il vient pour
cc^a, \W^Wy'=W'j}-V,
--6, M3'-!ir.):= = -(iU'S=-i-P),
Us Équations (4) et (5) prouvent que toute section faite dans la surface parallèlement au plan des xz, ou au plan des j^j, est une hyperboh: dont 1 ase transe erse est dirigé suivant une parallèle à l'axe des x.
Quant a léquation (3), elle représente évidemment une ellipse réeilc, tant que l'on donne à k une valeur positive ou négative, numériquement
qui veut dire que, s
ï deux
plus grmde que i/g-„ [fig.
on imagine deux plans parallèles au plan des /z, la surface n'a aucun point compris entre ces plans; mais elle s'étend indéflniment à droite et à gauche de ces deux plans, dans le sens des x positifs et dans le sens des x négatifs; d'où l'on peut conclure que cette surface se compose de deux parties distinctes, égales et opposées.
On l'appelle pour cette raison, et à cause de la nature de ses intersections par des plans parallèles à deux des pians coordonnés, hïpeeboloïde à deux nappes.
Les trois sections principales s'obtiennent en teisant successivement dans l'équation (a),
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e qui donne
La première section est imaginaire ; mais les deux autres sont des hyperboles MAM' et mk'/u', NAN' et nk'ri, rapportées à l'axe des x comme axe transverse.
Soit posé
'-'"■'s/w-' '"'"s/ff" ■■"■■■■■Va'
il en résulte
iroù, substiluant dans l'équation (2) et réduisant,
Des trois lignes 2A, 2B, aC, appelées les tixes principaiu: do la surface, la première seulement a ses deus extrémités A, A' placées sur la surface. Qoantauxdeux autres, on convient de les représenter sur la figure par lieux distances BB', CC', comptées sur les axes des_7* et des e; mais les points B, B', C, C n'appartiennent pas à la surface, comme dans l'ellip- Foïde. En un mot, l'hyperboloïde à deux nappes a un seul axe transoene et deux autres non transverses.
437. Soient actuellement M et M' posiiifs, W et P négaiifs. L'équation (i) devient
M3=-t-M>'- Wj;'- +P; el l'on en déduit successivement pour
.X = î, M s'^- M'/'= iWa^H- P, y=t, M s= - Wa:'' -^ - M'S' + P, z^-'U iAY—Wx'= -Mv'-i-P.
La première équation représente «ne ellipse toujours réelle, quel que soit «; et les deux autres, des AK/ie/-io/eï rapportées à l'axe des a;, comme axe transferse ou non transverse, suivant que l'on a
On voit donc que, dans le cas actuel, il n'esisie aucune discontinuité
HÏPERBOLOÏIIES A UNE NAPPE. 4^9
dans la surface qui, pour cetto raison, porte le nom d'iivPERnoLoifE h une nappe.
Les hypothèses successives
x.-o, j- = o, =--o(/g-,M3), donnent
Ma'+M'7==P, Ms^-M'^c'^^P, M'/'- irj.-= = P.
VcUipse représentée par la première équation est la plus petite de toutes celles qu'ott obtient en coupant la surface par des plans parallèles au plan desja.
Les deux autres équations expriment des hyperboles situées, l'une dans le plan des xz, l'autre dans le plan des xy, et ayant pour axe non trans-
Cela suff t pour donner une idée assez exacte de la surface dont deux axes prmcqauv s nt trnnsoerses, et le troisième est n En ( 0 ant
d'où, substituant dans l'équation de la surface, on déduit A=B'a'+ A'C"7-- B'C'^'=. -h- A'B'C.
43S. Cas particuliers des deux hyperboloïdes :
1° Soit M = M', d'od C — B, les équations des doux surfaces so réduisent à
A'a'-i- A'j'- BV ---.-. - A=B',
A=ï'-i-_Vj'— lî'^'--= — A'B'; ce qui donne
Donc les deux hyperboloïdes deviennent des lurfaces rie r/hmluiion autour de l'axe des x [voyez le n" 423). 2° Soient M, M' posilifs, M" négatif, et P èg^l h o.
.XIÈIU' DHGLIÉ nESUÉES BE CENIRI
f-fâ^
c'est (419) i'éqiialion d'une surface conique dont !e cciKre se tiuuv« placé à l'origine.
439. Remarque. — Cette surface, comparée aux deiis hyperboMiles, jouit d'une propriété curieuse, qui consiste en ce que ses génératrices se confondent avec les asymptotes des hyperboles résultant de l'intersectio/i des trois surfaces par lui plan mené à volonté suivant l'axe des z, ce qui lui a fait donner la dénomination de cône asymptotlque aux deux hyperboloïdes.
Il suffirait, pour démontrer cette propriété, de substituer dans ies équations
les valeurs de x, y, z en x', y', tirées des formules du n° il! , qui, dan le cas actuel, à cause de 6 = go", d'où
Nous nous dispenserons d'exécuter ce calcul, qui n'offre aucune difii-
Siirfaccs dénuées de cfiit/c.
440, Discutons maintenant l'équation (a) du n" 433,
Ms'-f-M'jr' -t- N'a: = o; Paraboloïdes.
H peut également se présenler deux cas principaux : IVf et SI' peuvent être de mène signe ou de signe contraire.
i" M, M' pùsHifs à la fois.
Dans cette première hypothèse, N" peut être indifféremment nègaOj ou positif.
Supposona-lc d'abord négatif, et mettons le signe en évidence; l'équation prend la forme
En faisant successivement
JJDES ELLIPTIQUE ET HYPERBOLIQUE. l\Sl
on obtient
Mz'+M'7' = N"a, Uz' = ti'j:-M'§\ M'y' = V!'j: -Uf.
La première équation est évidemment celle d'une ellipse toujours réelle tant que a est positif, et de plus en plus grande à mesure que « augmente.
Si l'on suppose a= o, l'ellipse se réduit à un point, et elle devient imaginaire, dès qu'on suppose k négatif.
On voit donc que la surface s'Étend indéjiniineni dans ie sens des x positifs, et n'a aucun point à la gauche du plan des js, auquel elle est tangente, à l'origine même des coordonnées.
Les deux autres équations représentent des paraboles dont l'axe principal est dirigé parallèlement à l'axo des j", et dans le sens des x positifs.
Les paraboles correspondant à l'hypothèse j = S ont toutes le même
N" paramètre -jtj-; et celles qui repondent à s == 7 ont pour paramètre con-
stantg,- En posant j = o (_/îg-. 204), puis ; = o, on trouve
pour les deux sections principales, suivant les pians des xz et des ^y.
D'après ces données, il est facile de se former une idée nette du nouveau genre de surfaces auquel on a donné le nom de paraboloïde ellip-
Sûit actuellement H" positif , auquel cas l'équation revient ;i Ms"-i-M'r" = -N°x; comme, en changeant x e-a ^ ^, on la ramène à la forme
il s'ensuit que !a surface est la même que dans le cas où N" est négaUE : seulement elle s'étend dans le sens des ^ négatifs, comme elle s'étendait d'abord dans celui des ■>: positifs.
4il. Lt paraboloïde elliptique devient une surface de révolution autour de l'axe des x, dans le cas particulier de M = M'; car alors on a pour son cquation
ce qui démontre que toute section faite parpendiculairement à l'axô des ar
GÉNÉRATION' BES DEUX PARADOLOÏDEE
est une circonférence de cercle dont le contre est sur cet axe [voyez le n-iSS).
1" a positif et W négatif .
442, 11 nous suffira de considérer dans cette nouvelle hypothèse, comme dans la précédente, le cas où N" est négatif; puisque, si N" était positif, on remplacerait x par — x, ce qui changerait simplement la situation de la surface, mais non sa nature.
En mettant les signes en évidence, on a Véqualion
Soit fait successivement
Les deux dernières équations représentent encore des paraboles dont l'axe principal est parallèle à l'axe des x; mais celles qui correspondent à Y = Ê sont dirigées dans le sens des x positifs, et ont pour paramètie
constant -jTfi tandis que les paraboles correspondant i. z = -j sont, au contraire, dirigées dans le sens des x négatifs, et ont pour paramètre constant — —,•
Quant à la première équation, c'est celle d'une suite d'^j/jfij'Èo/esai-ant pour axe transverse une parallèle à l'axe des z tant que « est positif, et une parallèle à l'axe des y pour toute valeur négative de a. De là vient la dénomination de paraboi^ïb?! hyperbolique donnée à ce genre de sur-
Les deux sections principales par les plans dos 3:z et des xy sont
c'est-à-dire deux paraboles COC, B'OB (fig. aoS). La section par le plan des jz ayant pour équations
a-=o, Ms'— M'j'=o ou
se réduit à un système do deux droites qui se coupent à l'origine. Il est remarquable que les hyperboles représentées par l'équation
ont pour asymptotes les deux droites dont l'équation est
VS
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d'où il suit que les plans menés par ces droites et par l'axe des ic déterminent au-dessus et au-dessoua du pian des ^j deux angles dièdres, qui comprennent îa surface tout entière; et l'on peut considérer ces deux plans comme des plans asymptotes par rapport à !a surface.
Comme les coefficients de a' et de j' sont de signes contraires, l'hypotbè9eM= M' ne peut donner tiêu à une surface de révolution. D'ailleurs, nous verrons bientôt que, quelle que soil la position du plan par lequel on coupe cette surface, il est impossible d'obtenir pour section une courbe limitée, et par conséquent une circonférence de cercle.
HZ. GÉNÉRATION DES DBOX PABABOLOïoES. — Le paraboloïde hyperbolique étant une surface assez difficile à se représenter, nous allons faire connaître un moyen de génération, commun aux deux paraboloïdes, qui sera très-propre à donner une idée exacte de l'un et de l'autre. Ce moyen, qui ofl're beaucoup d'analogie avec celui que nous avons employé {382] pour le plan, consiste à faire glisser une parabole ayant pour équations
parnllèlement à elle-même, suivant une autre parabole
de manière que le sommet de la première, appelée génératrice, se trouve constamment placé sur la seconde, qu'on peut appeler !a direetriae.
D'après ce mode de génération, il est évident que les équations de la génératrice, considérée dans l'une quelconque de ses positions, seront de la forme
1^ paramétre de cette parabole mobile, ou — — i reste constant; mais comme le sommet qui, d'abord, est situé à l'origine, occupe ensuite une position quelconque sur la directrice, il s'ensuit que la seconde équation doit renfermer un terme k indépendant de x et de y.
Cela posé, remarquons que, pour tout point de la surface placé sur la même génératrice, la distance au plan des xz et la position du sommet de cette génératrice restent les mêmes; mais lorsque le point passe d'une génératrice à nne autre, les deux éléments dont nous venons de parler changent néceœairement ; donc les quantités Ë et a, qui correspondent à ces éléments, sont des quantités constantes ensemble et variables ensemble; ainsi elles doivent dépendre d'une certaine manière l'une de l'autre. Or, on obtiendra cette relation en exprimant, par l'analyse, que la génératrice et la directrice se rencontrent ; ce qui revient à dire que
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les équallo'
ns
r=§, Mî^+N"^' + .-o,
ont lieu en D'abord, donne
même temps, la valevir z = o, portée dans la seconde des équations ( i
Substituant ensuite les valeurs / = 3 , j- :■-= — jt^, dans la seconde dos
Oquations (a), on trouve
Telle est la relation qui lie entre elles les quantités a, 8, et qui doit exister en même temps que les équations (i) pour toutes les positions de 1 1 génératrice, c'est-à-dire pour tous les points de la surface.
L ne s'agit plus que d'éliminer h, g entre ces trois équations, et pour cela il suffit de remplacer a, S par leurs valeurs tirées des équations (i); co-qui donné
MV — (~Mz'-N''a)= o ou Uz^^-'i.Vr+Wx= o;
c'est l'équation commune aux deux paraboloïdes.
Lorsqu'on a M, M' posil/fs et N" négatif [Jig. 204 ) , les paramètres de N" N" la parabole générairice et de la parabole directrice sont tt 1 jrp ' quantitos
lie même signs; donc les axes sont dirigés dans le même sens.
Mais si l'on a M ponilif, M' négatif et N° négatif {fig. ao5), les para-
mètres sont ^1 -,-, - ou de signes contraires ^ donc les ases Ue ces paraboles sont dirigés on sens contraire l'un par rapport à l'autre,
ai. Conclusion générale. — 1! résulte de la discussion précédente que les surfaces du second degré se divisent en cinq genres : I'eli.ipsoïde, ayant pour variétés, Vellipsnïde de rêwlation, la sphère, un point ou une surface imngi/iaire;
L'byperboloïdk à deus nappes et VHïPEBROLoïnE à une nappe, ayant tous deux pour variétés, Vhjperboloïde fie révolulinn et la surface coniiiae de révolution ;
Le PABABOLoÏDB HïPEBBOLiQCE, qul n'oiTfe aucune variété, à moins qu'on ne suppose N" = o, auquel cas l'équation se réduit à
yGoosle
rejirésetilant un système de deux plans qui se coupent.
Toutefois, les surfaces c}iindriques à base elliptique, hyperbolique ou parabolique (4^9 et 430) sont les surfaces qui se rattachent aux paraboloïdes, puisqu'on les a obtenues en supposant que Vun des carrés, oti deux des carrés, aient disparu en même temps que les rectangles, dans l'ëquation générale.
Sections planes des surfaces du seconddcgré.
44o. Cherchons actuellement de quelle nature peuvent être les intersections des surfaces du secoi.d degré par un plan quelconque. II suffit, pour cela, de substituer dans chacune des deux équations
à la place de r, j, z, leurs valeurs tirées des formules du n" il 1 , savoir
ce qui donne une équation du deuxième degré en j:', j-'.
qu'il s'agit ensuite de discuter pour chaque genre de surface.
4i6. Sections cihculaibes. — Hous nous bornerons à faire usage de ces formules pour démontrer une propriété très-remarquable, consistant on ce que taaie surface du second degré (le PABABOLOÏDE hïpeuboliqijr excepté) donne lieu à deux systèmes de SECTIONS cibculaires ; propriété dont celles qui ont été établies aux n" 358 et 363 pour le cône et le cylindre obliques, à base circulaire, ne sont que des cas particuliers.
On sait déjà [88} que l'équation (3) ne peut représenter un cercle, les axes étant rec/n«g'H^i/-«, qu'autant que l'on a entre les trois coefficients A, B, C les deux relations
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qui, exprimées en fonction des quantités M, W, M", m et 9, deviennent
(4) (iff-M'jacosasmïCOS^i-o,
(5) Msin'S + Ji'cos'fl cos'f -i-M"cos'9sin'ï = M'sin'ip -i- Jfcos'f .
[Il est inutile de tenir compte des coefficients D, E, F. ]
Analysons ces équations de condition, on considérant d'abord les surfaces douées d'un centre; ce qui suppose qu'aucun des coefficients M, M', M" n'est nul.
Comme, en général, M° est dijférent de M', il en résulte que la relation (4), pour être satisfaite, exige que Tenait ou cosô = o, ou sinf = o, ou bien cos^ = o. Tels sont les cas que nous allons examiner sucœssive-
i" cosQ = o, d'ofi sinfl ~ i ;
l'équation (5) devient
m plaçant si
tans'?
on trou^'e pour
l'équati
.on ('))
te qui donne
Msin' tangE
^fl+M'cos'9
3" Enfin,
:oSï =
0, d'où si
l'équation (5) si
i réduii
Msin
'o + ivrcos'o
Discutons ces valeurs de tangf et de tang9, qui peuvent être réelles ou imaginaires) suivant les hypothèses faites sur les coefficients M, M', M". Or, si l'on multiplie entre elles les quantités sous le radical,
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il vient pour produit
résultat essentiellement positif; ce qui démontre d'aLord que Vitne de ces Irois quantités, au moins, est /)o«Wue; mais je dis que si la première, par exemple, est positiae, ]es deux autres sont négatives.
En effet, pour que ^^r^ij, soit positif, il faut que M"— M el M — M' soient de même signe, c'est-à-dire que l'on ait en m6rae ieraps
M"- M > ou < (1,
M — M'> ou <o; d'oti, ajoutant ces deux inégalités membre à membre,
M"-M'> ou <o.
On voit donc que M" — M' eb M — M" sont de signes coniraires ; ainsi M"- M' . _, ...
5ï^rsï^est«4-««y.
Pareillement, M'— M" et M - M' sont do sig
yZTM^est^eg.»/.
On démontrerait de la même manière que, si la seconde oi était positive, les deux aiitres seraient négatives. Concluons de là que, sur les trois systèmes
9 = o, lang7 =
/il" - M
il y en a toujours un d'essentiellement icd, mais que les deux autres sont imaginaires.
D'ailleurs, comme, à cause du radical, chacune des trois hypothèses donne deux valeurs pour la tangente de l'angle réel, il s'ensuit qu'o« peut toujours, par chaque point d'une surface du second degré, douée d'un CENTRE, faire passer deux plans sécants qui donnent lieu h une circonférence de cercle.
Si l'on se rappelle î'acception donnée aux quantités ? et 0 (iH), on reconnaît sans peine que ces trois hypothèses correspondent à des plans
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respectivement perpendiculaires aux plana dos trois sections principales.
Ainsi cos9 = o indique que le plan sécant est perpendiculaire au plan des 3:^;cosf = o, qu'il est perpendiculaire au plan desa;z; et sino) = o, qu'il est perpendiculaire au plan desjs.
Dans le cas particulier d'une surface de révolution, c'est-à-dire lorsque l'on a M — M', par exemple (435, 438), les trois systèmes se réduiseot à
0080 = 0, tang^ = o3 ou 0031* = o,
sina. = o, tang9 = ± v''— i,
cos^ = o, tangfl = 00 ou cosO — o.
Le second est évidemment imaginaire. Quant aus doux autres, ils sont identiques, et signifient qu'il n'y a qu'un plan perpendiculaire à l'a^e des X qui puisse produire une eirconffii'ence do cercle.
447. Les conséquences précédentes souffrent quelques modifications pour les deux paraboloïdes.
En effet on a, pour ces deux surfaces, M"= o, par suite, les relations B = o, A ^ C deviennent
cos^sin^ coso ~ o, Msin'e —- M'(sin'f ~ cos'Scos'ï);
or l'hypotliÈse sinij' = o est inadmissible; car, à cause de C = M'sin'o, il s'ensuivrait aussi C = o, ce qui ne peut être pour que la courbe d'intersection soit une circonférence do corcle. On est donc conduit à faire deux liypotlièses seulement, savoir ;
cosO= o;
sin6 = i, M=M'sin»o,
Dans le cas du paraboloïde fijjierbolique, ces deux systèmes sont iinnginaires, puisque M el M' sont alors de signes contraires (442).
Pour le paraboloïde elliptique, Se premier système seul est admissible
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lo contraire a lieu lorsaue l'on a
Soit
ce qui est (i-i1) le cas du pnriibolo'ùk- rli: réfolatinn (elliptique), il en r(5sulte
par suite,
(Mè«i = o ;
cosï- = 0 et sin'j = i±i, par suite,
d'où l'on voit que ces deus systèmes rentrent l'un dans l'aulre, et celi signifie que !e plan sécant est perpendiculaire à Vaxc des x.
^48. Rehaeques. — f" Les conditions B = o, A = C, ne déterminanî. que les angles 6, <p, et non les coordonnées n, &, e, il s'ensuit que, pour toute surface du second degré, outre que le paraholoùle hyperbolique, il doit exBter deux systèmes de plans parallèles entre eux et en nombre injîni. qui donnent des sections circulaires.
Toutefois, si la surface est de ï'e'i'o/udort, les deux systèmes se réduisent
■H" On peut alors demander le lieu des centres de toutes les sections pour chaque système.
Pour résoudre cette question, remarquons que rien n'empÉclie, pour cliaque section obtenue, de disposer des indéterminées «, b, c, de manière que l'origine des coordonnées soit placée au centre de la section : ce qui exige (316} que, dans la transformée (3) du n" 4i3, les coefficients T), E soient nuls.
La question se réduit donc à former ces coefficients et à les égaler à zéro. On trouve ainsi, pour les surfaces correspondant 'a
Mz^+Wy'+Wx'-i-y = o,
îMesinC' — 2M'6cosflcos<p -i-aM''iîcos9sino- -.- o,
aM'èsinfl-i- 2M''flC0S^ = o,
et pour les surfaces correspondant àMa'-i- M'j'^-)-N"j: = o,
aMcsiuB — aUricosOcostp ■+■ N'cosSsin^ = o,
2M'Ésin9 ■+- K"cos^ = o.
Dans les deux cas, on a, pour déterminer <ï, h, r, deux équations l'-
4^0 PLANS lANdENTS
néaires qui représentent deux surfaces plumes dont l'intersection est uc ligne droite..
D'où l'on voit que pour chaque système de plans sécants, le tien géi métrique des centres lie toutes les sections est tîNE BBOiTE.
Ses plans tangents a
urfaces dit second degr
ii9. De même que nous avons défini (99) la tangente en un point quelconque d'une courbe, Vêlement de cette courbe, prolongé indéfiniment, nous considérerons aussi le plan tangent en un point déterminé d'une surface comme l'élément de cette surface prolongé indéfiniment.
11 résulte de cette définition que, l'élément de la surface en un point quelconque se composant de tons les éléments des courbes que donne l'intersection de la surface par une suite de plans qui passent par ce point, et ces éléments n'étant autre chose que les tangentes aux courbes en ce point, il en résulte, dis-je, que le plan tangent est encore le lieu de toutes les tangentes aux différentes courbes qu'on peut imaginer sur la surface par le point donné, et que sa position est déterminée, dès que l'on connaît celle de deux des tangentes.
C'est cette dernière conridération qui va nous servir à trouver l'équation du plan tangent.
Soit d'abord
Ms'-t-H'j'-
l'équation générale des surfaces qui ont un centre, et appelons x\ y\ s', les coordonnées du point par lequel on veut mener un plan tangent à la surface; on a déjà la relation
Maintenant, si par ce point on imagine successivement deux plans parallèles au plan des xî et au plan des js, on aura pour les équations des intersections de la surface par ces deus plans,
', Mî'4-M"4^=
+ uy-
■.'+iAy-
-t-MV
et pour les équations (wre3]enM87),
des tangentes
à ces sections, au
rr^.r:
, Ms
■'-hP-o,
ï'h-M'^ij
Or le pla
n tangent i
loit, e
n vertu de ce qui
a été dit ci
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par cos deux tangentes : ainsi la question est ramenée à trouver Téquation d'un plan passant par deux droites dont les équations sont données.
L'abord, comme le plan doit passer par le point x', j', z', son équation est de la [orme
Il suffit maintenant d'exprimer que ce plan, qui renferme déjà un point commun aux deux droites, est parallèle à chacune d'elles. On a pour cela (388) les deux conditions
Ao'-i- Bù'^ C = o
mais
les équatio'
ns(3jet(
[i] peuvent se mettre so
us la forme
Ma'
Uz-
IM
œqi
ji donne
Ma'
Mz'
par suite les deux relations de condition deviennent
Bx-Ï!:,^C = o, d'où B-Ï^C.
SubsUluant ces valeurs dans l'équation (5), on obtient
(6) Uzlz~z') + Myir-r'] + W.>:-{.:c~.^') = o,
ou, développant et ayant égard à la relation (a),
équation qui ne diffère de l'équation de la surface, qu'en ce que les carrés ^',y', ^' sont remplacés parles rectangles zz',jy', xx' .
4S0. Passons aux surfaces dépourvues de centre. L'équation générale des paraboloïdes étant
(i) Mî=-H-M'j--^2N"jT-.o
(on verra bientôt pourquoi l'on pose ici le cocflicient de a: t^gal à aN"]
49^ Pl,*f(S TANGEKTS
on a pour le point de !a surface dont les coordonnÈes sont s:', r', z\
Les équations des intersections de la surface par doux plans parallèles aux plans des xz et j-s, passant par le point (x', y\ s'), sont
r=r', Ms'-HaK".^-(-M'.r" = o,
et celles des tangentes à ces courbes, roen^es par le mÉme point, sont (2Gietl87)
r ^ r', lUz--^ N'-f.r -t- x') + HV" = o,
Maintenant, le plan tangent devant passerpar le point ic',j', s', son équation est de la forme
les relations qui expriment que ce plan est parallèle aux deux droites, étant toujours
An-î-B^-+-C-:o, Art'+Bi'-f-C^o,
on a évidemment ici
SU' , , ,, Mj'
ce qui donne poat' les deux relations de condition,
Bx-^,+ C..-o, d'où E = M>,'c.
li vient ainsi, par la substitution de ces valeurs dans l'équation (3),
(4) },U'(z~z-] + My{f-_r') + J^''(.v~^-']-=o;
ce qui donne une première forme de Téquation du plan tangent. Mais en la simplifiant par le moyen de la relation (2), on obtient fmaie-
N. B. — Los équations de la normale, c'est-à-dire de la droite élevée par le point de contact perpp.ndiculniremi'.nt au plan tangent, sont faciles
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à déterminer d'après les principes établis au n" 383 ; il est donc inutile ds s'y arrêter.
451. Soit maintenant proposé de mener un plan Uin^eitt par un point extérieur, en sa bornant à développer la méthode pour les surfaces qui ont un centre.
Désignons par a;", j', s" les coordonnées du point donné, et conservons x', y', z' pour représenter celles du point de contact inconnu..
Le pian langent devant passer par le point x", j", s", ces coordonnées doivent vériQer l'équation (7 ) du n" i\^ ; et l'on a la première relation
(i) MeV+ Wr'r"+ Wx'j:~+ P = o.
D'un autre cûté, le point x', y', a' se trouvant sur !n surface, on a pour seconde relation
Comme ces équations sont les seules qui puissent servir à déterminer y', z', on est conduit à cette conséquence, que
peut menei
hors d'une surface dit second degré douée d' ■ une infinité de plans tangents.
rviendrait a
u même résultat pour les surfaces dépoumiirs
Si l'on éliminait alternativement j' et .r' entre les équations (1) et (a), on obtiendrait deux équations en 3;', s' et en j', z', qui ne seraient autres que celles des projections sur les deux plans des xz et des j^, de la ligne passant par les points de contact de tous les plans tangents; ligne qui, pour cette raison, est appelée la courbe de contact.
Cette courbe est nécessairement plane et du second degré, au plus; car elle provient de l'élimination des inconnues entre l'équation (1) qui est celle d'un plan, et l'équation [a}, c'est-à-dire celle de la surface du second degré proposée.
Elle peut être regardée comme la base d'une sur&ce conique ayant pour centre le point donné, et enveloppant la surface proposée.
Enfin, il est facile de reconnaître qu'elle a les mêmes plans tangents que la surface, et que ses génératrices sont les intersections de tous ces plans considéré» deux à deux
Ces propositions découlent eiidemmtnt do la nature de la question qu'on setait propuao do iLsoudie
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Génération de l'hypcrhohule à une nappe et du pnraboloïde hyperbolique.
4S2. Nous terminerons la théorie des surfaces du second degré par la démonstration d'une propriété comnmne à l'hyperboloïde à une nappe et an paraboloïde /ifperbotîfjue, c'est de pouvoir être engendrés par le mouvement d'une ligne droite de deux manières différentes.
Déjà nous avons vu (42i et 423] que l'équation de la su/face de révolution engendrée par le mouvement d'une droite située d'une manière quelconque dans l'espace, autour d'un axe fise, est identique avec celle de l'hyperboloïde de réi^olution à une seule nappe; et (421) que la surface eonoïde dont les deux directrices sont des droites, est une surface du second degré, surface qui, d'après la nature de ses intersections par des plans, ne saurait être autre qu'un paraboloïde hyperbolique.
Nous allons maintenant généraliser ces propositions au moyen de ki considération des plans tangents.
is d'abord l'équation générale des surfaces douées d'un eenin-,
Mz'^-Wy'-^W^-'-
Ccilo du plai
n langent en un point j:', j', a
aU'. + M'j'j-i-M''^'.
et l'on a, en
L outre, la relation
Cela posé, si l'on double l'équation ( a ) et iju'oii la retranche de la somiiudes. deux autres, il vient
cqudtiofl qui peut Être substituée à l'équation (i), en ce sens que les points ej/nmun-t au plan langent ( î j et à la surface (i ) sont aussi communs au plan tangenl et a la surface représentée par l'équation (4)i et réciproquement
La question est amsi ramenée à chercher quels peuvent être les pointa qui appartiennent a la fois aux deux surfaces exprimées par les équations(a) et {4)
Remarquons d'abord que si M, M', M" sont tous trois positifs, l'équation (4) ne pout être vérifiée que par
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ce qui prouve que, pour un e!!-:p.mïdi?, le plan tangent ne peut jamais avoir qu'«« poinc commun avec la surface.
Si l'on suppose M, M' positifs et M" négatif, et qu'on molt« les signes en évidence, les équations (2), (3) et (4) deviennent
(5.) Ms'^ -+- M'j'.r ~ Hf .c',r -t- P ^ o.
(6) Ms'--hM',.'=--MV+P-- n,
Cette dernière équation représente (419] une surface conique dont le centre est le point x', y' , i'.
Comme, d'ailleurs, ce mÉme point appartient au plan tangent, il s'ensuit que, si les deux surfaces ont d'autres points communs, ils sont nécessairement en ligne dmite et constituent une ou deux des génératrices de la surface conique.
Pour reconnaître si les surfaces exprimées par les équations (5) et (7) ont eu effet d'autres points communs que le centre {x',y, z') de la surface œnique, on est conduit à combiner les équations
d'une droite passant par ce même point, avec celles des deux surfaces, pt & s'assurer si les constantes rr, b peuvent être déterminées de manière que ieâ quatre équations s'accordent entre elles.
Or, en substituant les valeurs de x — ,r', y —y', que donnent immédiatement les équations (8), dans chacune des équations (7) et (5), on trouve
{z- zy{M-z' -^Wbf ~Wax')'-= o,
ou, si l'on supprime le facteur {z — z'f correspondant au point x',r', z' qu'on sait déjà être commun aux deux surfaces,
^^' \ Ms'-HMyi-M",j:'«=.).
Telles sont les relations qui expriment que la droite se trouve tout entière sur les deux surfaces.
Si l'on élimine a, 6, et qu'on ait égard à la relation (6), il vient, toute réduction faite,
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ce qui fait voir que b étant susceptible d'une détermination réelle, il en sera de même de a.
11 reste à savoir dans quel cas la quantité b aura une valeur réelle.
Or cela ne peut avoir lieu (M, M', M" étant, dans l'expression de cette valeur, essentiellement positifs), qu'autant que P est négatif, condition qui [iZl] correspond à I'iiyperboloide à une nappe.
Donc, pour ce .genre de surfaces, le plan tangent en un point quelconque jouit de la propriété à'm'oir devix droites communes avec la surface conique (7), et, par suite, avec la surface
Mz-t- JO-=-M".'-' = + P.
En d'autres termes, il n'existe pas un /mini de rltypcrbaloïde à une nappe par lequel on lie puisse imaginer deux droites qui s'y troueent placées tout entières;
Ou bien encore, \' hyperholoïde à une nappe peut être considéré comme engendré par une ligne droite de deux manières différentes.
N. B. — La propriété du plan tangent à cette surface n'infirme pas la définition que nous avons donnée au n" ii9 du plan tangent; au contraire, elle en est une conséquence naturelle, car, puisqu'il doit se composer de toutes les tangentes en un point quelconque, si l'un des éléments de la surface est une ligne droite, le plan tangent doit passer par cette droite qui est sa propre tangente.
&Z. Passons avx paraioloides dont l'équation est ([) H£'-i-M'j'-f-aN".i; = 0.
On a obtenu, pour l'équation de leur plan tangent, {■!) M22'-i-M'rr'H-N°(^- + ^')^o,
,r', y\ s' étant liés par la relation (3) Mî"+M'j-"-!-aKV-' = o.
En ajoutant les équations Çi) et (3), puis retranchant âa leur somme le ilouble de la seconde, on trouve
résultat qui peut remplacer l'équation (1) en tant que l'on cherciic les points communs h. la surface proposée et au plan tangeni.
Or, comme dans l'hypothèse où M et M' sont tous les deux positifs, l'équation (4) ue peut être satisfaite que par
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11 s'ensuit que le paixiboloïdc ettiptique ne saurait avoir qu'un point commun [x',y', z') avec son plan langent.
Mais supposons M' négatif, et mettons le signe en évidence ; l'équation ( !\ ) devient
d'où l'on déduit
Ainsi l'équation (5) représente an syntème de deux plans perpondiculiircx au plan des js, et ses intersections avec le plan tangent sont, en général, deux lignes droites.
Nous sommes donc en droit de conclure immédiatement que le paraboloïde hyperbolique et .ii/i plan tangent en un point quckonijuc oui deux droites eomniunes passant par ce point.
Mais, pour fixer la position de ces droites comme on l'a fait pour Vhyperboloïde, il faut combiner l'équation (5j et celle du plan tangent, miso préalablement (iSO), M' étant ici négatif, sous Sa forme
(6) MS{z-z')-Wy{y~j--) + -N"[.-:-.^-]^'y,
avec celles d'une droite passant par le point (j:', j-', z'],
On obtient pour résultat les doux équations
La quantité b étant essentiellement réelle dans le cas du paraboloïde liyperbolique, il en est de même de la quantité o.
Donc il II')- a pas de point sur'la surface d'un paraboloïde /lyperholir/iie par lequel on ne puisse imaginer deux droites qui s'y trouvent placées tout entières.
La substitution de lu valeur de b dans la seconde dos équations (;) donne
résultat identique avec celui qu'avait donné l'équation (5). 4H4. REJiAnQTJE. — La valeur de b étant indépendante de x', y', z',
Jp. de l'Ai, à la G. 32
4g8 HÏPEHBOLOÏJIE A UNE NAPPE ET PABABOLOÏDE HYPERBOLIQUE.
en résulte que, dans les deux systèmes de génération du paraboloïde hyperbolique par une droite, les projections de toutes les droites d'un même système sur le plan dpt icy sont parallèles entre elles; ce qui prouve qu'elles sont situées dans dei plans parallèles entre eux.
Cette propriété «ert a di^tin^uei dans certains cas, le paraboloïde fyperioliijue de l'hyperboloide a une nz/ppe, bien qu'ils aient un mode commun de géneiation D'aïs le premier, toutes les droites génératrices d'un môme système sont paballbles a un méke plan, tandis que pour l'autre les génératrices ont une direction quelconque dans l'espace.
Il résulte enfin de là que la surface conoïde, telle que nous l'itvons définie au n° 421, n'est autre, ainsi que nous l'avons déjà dit, que le paraixilo'ide iiypsrbolique considéré dans lo cas le plus général.
NOTES DE M. DARBOM.
INOTE I.
I LK TIlÉOlltSlE DES PROJECTIONS ET îlïS CUOnDOSKÉES.
iNSFORJIATFOPi
Considérons une droite fixe XY ot wn plan fixe MN non parallèle à ia droite [,fig. \j. Si, par les extrémités d'un segment de droite AB, on mène des plans parallèles au plan MN, ces plans couperont la droite en deux points «, È. On dit que les deux points n, h sont les projections des deux points A, B, faites parallèlement au plan fixe MN, sur l'axe de projection XY. Le segment ab est dit la projection du segment AB. Les droites Aa, Eé sont évidemment parallèles au plan fixe MN,
Le cas particulier le plus remarquable et le plus fréquemment considéré est celui ofi le plan MN est perpendiculaire à i'ase XY. Alors les droites Aa, B6 sont les perpendiculaires abaissées des points A et B respectivement sur l'axe XY; a est dit la projection orthogonale du point a, ab est la pmjection orthogonale du segment AB.
Ainsi, pour avoir la projection orthogonale du segment AB, on abaisse, des points A et B, des perpendiculaires sur l'axe de projection ; le segment ab compris entre les pieds de ces perpendiculaires est la projection orthogonale de AB. Pour les applications, on a jugé utile de donner un signe aux projections, et voici comment on détermine ce signe.
Soo NOii; 1.
Imaginons que sur le segment AB {Jig. a ) un mobile se déplace et aille Pj„ 2, ^^ ^ ®" ^' ^' considérons à chaque instant
la projection de ce mobile sur l'axe XY. Aii commencement du mouvement, la projection du mobile est en « ; à la un, le mobile projeté est venu en b. Si, pendant le mou- . vement, le mobile s'est déplacé dans un sens déterminé, celui de X vers Y par exemple, on considérerala projection comme positive ; si le mobile s'est déplacé en sens contraire, la projection sera négative. Cola posé, il peut arriver les trois cas suivants :
1° Soit PQ le plan projetant A en a ; supposons que le segment considéré soit AB, à la droite du plan PQ. I! est clair que, dans ce cas, lorsqu'un mobile ira de A en B, la projection de ce mobile se déplacera de u en b, dans le sens XY. On aura donc, d'après notre convention, proj. AB = -I- ab.
a" Considérons, au contraire, le segment AB' placé à la gauclie du plan PQ. Lorsque le mobile de l'espace se déplacera de A en B', la projection de ce mobile ira de ft en b\ et se déplacera dans un sens contraire au précédent, celui de Y vers X, On aura donc, d'après la convention, proj. AB'— — nb'.
3" Enfin, soit le segment AB' dirigé à partir du point A dans le plan PQ, c'est-à-dire, en définitive, parallèle à la direction commune des plans projetants. Quand un mobile ira de A en B°, sa projection se fera invariablement au point a; dans ce cas, la projection du segment sera nulle,
proj.AB"— o.
On voil donc quo ia projection d'un segment de droite peut être, suivant les cas, po iti* e nulle ou négative. Pour déterminer le signe d'une projection, il faut i° md quer «ne fois pour toutes sur l'axe de projection le sens des projections pos tives. Ainsi, revenons à !a projection du segment AB ; cette projection est -h ab, parce qu'elle est dirigée dans le sens de X vers \ ma s si nous avions fait la convention de prendre comme positives toutes les projet^tions dirigées au contraire de Y vers X, ta projection de AB eût été négative ; a° i! faut aussi indiquer le sens dans lequel on suppose le segment de droite de l'espace, te! que AB parcouru par le mobile. Il est clair que, si au lieu de parcourir ce segment de A eu B, on le parcourait de B en A, le mobile projeté se déplacerait en
NOTE r. 5oi
sons contraire sur la droite XY, ot la projection devrait être changée de signe. On indique le sens dans lequel est parcouru un segment par l'ordre des lettres. Ainsi la notation proj.AB indique que le segment a été parcouru par un mobile allant de A à B; la notation proj.BA indiquerait, au contraire, que le mobile est parti do B pour aller on A. On a évidemment
proj. AB = — proj.BA,
car le segment ab est parcouru dans les deux cas, dans deux directions opposées, par le mobile projection.
Théorème des feoiections. — Si l'on projette une ligne brisée quel- FLg.3. conque ABCDE {Jîg. 3) sur un axe XY, la
somme des projections des différents côtés de la ligne brisée AB, BC, CD, DE est égale à la projection de la ligne droite AE qui réunit les deux extrémités de la ligne
Lehjie. — Considérons un segment AB (/^, 4), et soit X la distance du point a, projecSon de A, à un point 0 suifisamment éloigné sur la gauche.
,. , Lri distance du point b, projection
de h, à Vorigine 0 sera dans tous les cas, et grâce aux conventions adoptées,
t- proj. AB ;
r on suppose seulement que le point 0 soit à gauche des deux points a, b.
Démonstration. — Considérons d'abord un segment AB, dont la projection est positive. Alors, quand un mobile ira de A en B, sa projection étant positive, le mobile projection se déplacera dans le sens de X vers Y, et s'Éloignera de 0. La distance du point b sera donc, dans ce cas,
Soit, au contraire, le segment AB', dont la projection ab' est négative. Dans ce cas, le mobile projection, qui se déplace dans le sens de Y' vers X, se rapproche de 0, et la distance du point b' à l'origine 0 est
mais ici la projection de AB' est négative. On a proj.AB'— — 'ib';
donc la distance de b' ii la nouvelle origine est encore
.T H- proj.AB'.
EnQn, si le segment AB" était parallèle au plan projetant, la projection serait nulle, et la distance à l'origine 0 demeurerait invariable; elle serait
'/: ^- proj.AB",
puisque proj.AB" serait nul.
Le lemme précédent étant étaLli la démonstration du tliéoréme di'i projections se fait sans difficulté
Soient, en effet, a, b, c, d, e les projections des différents sommets de la ligne brisée. Soit O une origine pnse j la gauche de tous ces points, et soit X la distance du point a h. cette oiismo. D'après le lemme précédent, la distance du point b sera
s; -+- proj.AB,
De même, la distance du point C s'obtiendra, par une nouvelle application du lemme, en ajoutant à la distance du point b la projection de BC, ce qui donne
X -r- proj.AB -I- proj.BC -i- proj, CD
et enfin pour le point t
(i) .r -t^ proj. AB + proj. BC n- proj. CD ■+- proj. DE.
Supposons maintenant, qu'au lieu du polygone, on considère la droite AE. On aurait pour la distance du point e l'expression nouvelle
Égalant les expressions (i) et [■}.), et supprimant x dans les doux membres, on trouve
proj. AE =r= pvoj.AB + proj.BC r- proj. CD + proj, DE, c. q. p. d.
Remarque. — Si un mobile se déplace sur les côtés du polygone de A vers E, le déplacement de ce mobile indique le sens dans lequel sont parcourus les différents cotes du polygone, et, par suite, donne le signe des projections.
1/ égailla fondamentale peut s'ùcrirc, en renarquanl quo
proj. AE -- ~ proj.KA,
proj.AB -r- proj.BG -i- proj.CD + proj.DE -h proj.EA = o,
et l'on est ainsi conduit à la proposition suivante ;
Si un mobile parcourt les différents côtés d'un polygone dans un sens déterminé, ta lomme des projections des différents côtés sur un axe quelconque est toujours égale à zéro.
CoROlLAiEË. — Ou voit encore que *( rfeitc lignes brisées de forme quelconque sont terminées aux ileu.v iiÉHES points, leurs projections sur m axe QUElCOJiQUE sont égales entre elles.
Car, pourcliaque ligne brisée, cette projection est égale à la projection de la ligne droite qui réunit les deux estrémités de la ligne brisée.
Expression'trigonométrique de la projection ortlmgonale d'un segment de droite, — Le théorème des projections s'applique aux projections quelconques; mais, comme on en fait surtout l'application aux projections orthogonales, nous donnerons d'abord l'expression de la projection orthogonale d'un segment.
Commençons par défmir l'angle de deux directions. On sait qu'étant données deux droites AB, CD [jig. 5), qui sont ou non p,^ . dansun même plan, il faut, pour avoir l'anglo
u qu'elles font entre elles, déplacer l'une, paral-
lèlement à elle-même, jusqu'à ce qu'elle vienne rencontrer l'autre. Quand la droite CD coupo la droite ab parallèle à AB au point 0, il y a autour du point 0 quatre angles deux à deux égaux, deux aigus et deux obtus, qui peuvent être considérésindjlféremmentcommeles angles desdeux droites. lln'en est Fi^_ e_ plus de même si l'on considère l'angle de deux
directions. Supposons, en effet, qu'on donne des directions aux deux droites. Alors, si d'un point 0 [ffg. 6) de l'espace on mène des pa- , rallèles aux deux droites partant du point O <l "^ et tracées d'un seul cM, dans la direction
^:^' des flèches, ces deux parallèles font un angle
0 ~-^^^~b aigu ou obtus, mais bien déterminé, qui sera
dit Vanglc des deux directions.
Cola posé, considérons un segment AB (fig.j] parcouru dans le sens de AB, et soit r l'angle qu'il fait avec l'axe de projection XT, ou plutôt avec la direction XY des projections positives, Je dis qu'on aura dans tous les cas
proj.AB= ABcosj.
Remarquons d'abord que si l'on déplace îe segment AB parallèlement à lui-même, ni sa projection, ni son angle avec XY ne changent. On peut donc supposer que le segment AB est dans le môme plan que XY, et même que le point A est sur XY. Cela posé, considérons les trois cas qui peuvent se présenter : 1° AB fait avec XY (fig.Z\ un angle aigu. Alors, d'après les conven- _.. „ lions faites plus haut, la projection do AB
''L ' CBt + AB :
/1 proj. AB = + Ai,
. si l'on applique au triangle rectangle les formules connues kh^- ABcosBA;^ = ABcosa.
On a donc, dans ce cas,
pTOJ.AB = AB'cosa,
La formule précédente subsiste si AB vient se placer en AB' perpendiculairement à XY; alors a — ~, et, la projection étant nulle, les deux
membres de l'égalité précédente restent égaux en devenant nuls.
Considérons le cas où le segment AB' fait avec XY un angle obtus. Ici, d'après les conventions relatives aux angles,
a = B'AY, et la projection de AB' est
proj.AB'^- - A6'=^^ - AB'cosB'Ai'.
L'angle B'A U est d'ailleurs lo supplément de B'AY ou de a ; on a donc
proj. AB'= — AB'cos(7t — k)= AB'cûsa.
Donc, rfara.f toiu les cas, on obtient la projection d'un segment de divile en muhiptiant la longueur de ce segment pur le cosinus de l'angle qiie fait la droite avec l'axe de projection. W ne faut pas. d'ailleurs oublier les conventions relatives aux angles ou aux signes des projections.
NOTE 1. 5o5
D'après cela, considérons une ligne briste ABCDE (voir fig. 3), et soient a, b, c, d les longueurs des côi^ AB, BC, CD, DE ; «, p, y, S les angles que font ces côtés avec l'ase de projection.
Désignons par / ia longueur de AE, et par i l'angle que fait cette droite avec l'axe de projection. On aura, d'après le théorème des projections,
(3) rtcoSK-i-icosp + i:ciis,'i + dcoiS :- Im&i-.
Le théorème des projections nous fournit donc uno relation entre les différents côt^s d'un polygone et les angles que font ces côtés avec une droite quelconque.
Application h la tnuixforination des coorthnnécs dans le plan , — Soient
deux axes fixes OX, OY(_^.g) faisant un angle quelconque, et désignons
p, par X, j les coordonnées d'un point M. Il est
^, facile de voir que ces coordonnées sont les
/ projections de la ligne OH, faites sur chaque
° ^w" axe parallèlement à l'autre axe. Si lepointM
L-^ I est en effet dans l'un des angles YOX, Ï'OX
"^ 7" '' ^ on voit que la projection de OM sur Vase
1/ M / des X, faite parallèlement à l'ase des /, est
/\^ / -t- OP ou X. De même, si le point M est dans
v — F -,l ? l'un des angles YOX', Y'OX, la projection rie
y/ OM sera — OP ou j^ encore. La démonstra-
tion pour l'axe des x s'applique à l'axe des y. Cela posé, il est facile d'exprimer les projections de la ligne qui joint doux points A et B (_/îg'. lo) sur chacun des axes. Soient en effet [j:,j), {a:\ y'\ les coordonnées des points A et B. '^' '"■ Dans le triangle OAB, on a, d'après le tliéo-
Zrème des projections, -'^^-^ proj.OB=:= proj.OA-i-proj. AB;
/ proj.AD = proj.OB — proj.OA.
Si l'on suppose que les projections aient été faiics sur Taxe dos x parallèlemenl & l'axe des /, on aura
proj.OB = J", proj.OA = x\ d'oii
proj.AB -- ■'■' — .c.
Ainsi l'en voit que la projection d'un segment de droite sur chaque axe est
NOTE I
égale à la différence des coordonnées des points extrêmes relatives à cet axe. Cette proposition générale nous sera utile.
Transformation d'axes prirallè/es a a^es parallèles. — TJn premier cas simple à examiner est celui où l'on changerait simplement la direction des axes; si l'on change la direction de l'axe des x, par esemple, il est clair que l'abscisse devra Être changée de signe, et , par suite , si l'équation d'une courbe était
cette équation, quand on aura changé le sens des abscisses positives, deviendra
D'après cela , dans les formules qui suivent , nous pourrons supposer qu'on ail donné aus axes telle direction qui sera la plus commode, que les abscisses positives soient comptées Eur l'axe normal des x dans un sens plutôt que dans tel autre, si cela est plus commode pour le raisonnement. Ainsi, dans le passage d'axes parallèles à axes parallèles, nous supposerons que les nouveaux axes aient môme direction que les premiers. Soient o, b les coordonnées de la nouvelle origine. Le théorème dès Fiij.ii, projections nous donne [fg, ii) l'équa-
y Y lion
/ (,,/ ^^-i:'^ proj.OM = proj.OO'-t-proj.O'M.
' Projetons, par exemple, sur OX pas rallèlement à OY, et désignons par X, Y
les anciennes, et par X^, Y, los nouvelles coordonnées du point M. On aura
proj.OM -: .r, proj.OO' ----^ n.
Quant à la projection de ffM, elle est évidemment égale à ta projection sur OX , faite parallèlement à OY, c'est-à-dire à a:. On a donc, d'après l'équation écrite plus haut,
Telles sont les formules cherchées.
Transformation d'axes à axes ajnnl mêms origine. - Soient OX, 0\" [fg. Il) les axes primitifs, et supposons qu'on prenne pour nouveaux axes les deux droites OX,, OY,. On déterminera ces droites par les axes qu'elles font avec OX, angles comptés de OX vers OY, et compris entre
NOTE I
o et ir.. On voit que ces angles détermineront sans ambiguïté les direcp. ^ , lions positives des nouveaux ases. Soient
\ï^ /, X;OX=«, Y,OY=p, YOX---^
et désignons par (^, j), ( J^,. y,) tes an- " ciennes et nouvelles coordonnées du
point M. Figurons les deux chemins MPO X et MP'O formés des coordonnées du point M dans les deux systèmes, en menant par fli uneparallèleMP&OYjusqu'àla rencontre avec OX et une parallèle MP, à OY, jusqu'à la rencontre avec OX, . Cela posé, les deux chemins OPM,OP'M, étant terminés aux mêmes extrémités , ont des projections égales. Projetons-les ortHogonalement sur un axe ON feisantavecOX un angle «compté, cette tois, dans le sens de OX vers OF, On aura évidemment
proj.OP -" OP cosfo -- ■r cosoi,
proj.OP'--^ OP' cos(w -r- a) -.^ .r^ cos(i.: -i- «) ;
quant aux droites PM, P'M, elles font avec ON les niénies angles respectivement que OY, OY,. On aura donc
proj, PM ^ PM cos(w ■+■ '1] --.rcos(w -i- ''|, proj.P'M - P'Mcos(m-i- f.) = .r, cos(o' -1- p); et par suite, en égalant les projections des deux chemins OPM, OFU, on trouve l'égalité
cette égalité contient une arbitraire 1' dont on peut disposer de la manière la plus avantageuse .
Faisons d'abord m = — - , ce qui revient à prendre ON perpendicuà OX. L'égalité précédente devient
sinl --
Donnons ensuite à w la valeur - — S, ce qui revient à prendre OK perpendiculaire à OY. Nous trouverons de même
.tsinO -- j-, sin[6-2)-,-j-, sîn{0-r^].
On a donc les deux forniides
qui déterminent les anciennes coordonnées en l'onction des nouvelles. Ce sont les formules établies dans le texte, p. ia3. Nous ne les développerons pas, et nous ferons seulement remarquer que l'on peut égaler les deus valeurs de la distance à l'origine dans les deux systèmes, ce qui donne l'identité
j-^-i-_j-' + a.c)'cosfl =.(■; H-jî -!- ■X'!:,r, C0S9',
9' désignant l'angle des deux nouveaux axes.
Remcu-ijue /. — La démonstration que nous venons de donner ne doit pas être regardée comme générale; elle donne lieu aux objections suivantes.
Considérons, par exemple la projection de l'un des côtés OP [fig. i3). ^.^ ^j Nous dvons supposé que OP était dirigé dans
le sen^ des abscisses positives. Si le point M btait place lutiement, dans l'angle YOX' par exemple la projection de OP n'aurait plus la môme expre^ion elle serait
OP
(POX) -1,,) ■^-. -OP.c
a pression de OP a donc pciui' expression toujours
Même remarque pour les aulres projections.
Reiiiai-que II. — Nous avons fait encore une autre supposition qui n'est pas générale. Prenons, par exemple, la projection de P'M ; nous avons supposé que l'angle de P'M avec ON est p -i- m.
Mais si ON et OY, ont les positions indiquées dans la fig. 14, il est facile de voir que l'angle des deux directions ON, OY, n'est pas ^ -1- «>, air — B — w. Dans tous les cas, le cosinus de l'angle est le même que le cosinus as p + (u.
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[il i[d-,peiîj IIp^i pour rumnii crc de la tç'ni iiliLe de Id démonstidlion ijui prtcedt tomme ellps sont dune applicition gêné r<ilf noH=i ne les ferons plus quanl nous cmplojerons le théorème des projection=i
r- Aj phcation du Cheireme de pmjecti nf a 11 délerimnalion des nnt^lcs que fui/ jiiie dnjilL a ec la iwc — Soit une droite 0^1 [_fig. i5) déterminée par les coordonnées a:, j- dun de ses ponts M Proposons-nous de dclemiLner en fonction des coordonnées x, y , la distince OM = / et les angles a, P que tait OM avecles axes. Projetons orthogonalement sur les deux axes les deux chemins OM et OPM; en écrivant 'x que les projections sont égales, on aura : 1° Pour les projecliong sur l'axe des x,
Icosa = .c -H r CDsO,
9 désignant toujours l'angle XOY ; t" Pour les projections sur l'axe des j-,
3' l^our les projections sur Oïl, On a donc les trois équations fondamentales
Si Ton porte les valeurs de cosa, cos^, déduites des deux premières équations, dans la troisième, on trouve
16) I- = J=^-J■- + 2a;jcosO.
Une fois /déterminé, les deux premières équations donnent cosa, cos[;.
On peut se proposer une autre question. Il est clair qu'il doit y avoir une relation entre les angles a et p ; trouver cette relation.
Pour cela, des deux premières relations on tirera les valeurs de x^ et
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de /, qui sont
et en portant ces valeurs dans la troisième, l disparaîtra comme facteur commun, et il restera
Cette relation nous sera utile.
NOTE II
ES DISTANCES PROI
Étant dornife deux points A et B {Jîg. 16), dont on coniiait loa coor- Fig. i6. donnéiîS(j:, j), [x',y') ; proposons- nous de
^ , ^ trouver les coordonnées X, Y du point M qui
* ^1 B (divise la droite AB dans un rapport donné.
Pour la simplicité du résultat, nous supposerons qu'on ait attribué aux
deux points A et B dos coefficients m, m', tels que
On voit que si m et m" représentaient des forces parallèles et de mSme sens appliquées aux points A et B, M serait le point d'application de la résultante de ces forces, égale à m ^- m'.
Pour résoudre le problème, nous remarquerons que les segments AM, MB étant parallèles et de même direction , leurs projections seront de même signe, et leur seront respectivement proportionnelles ('). Oa aura
a aurait de même
11 faut donc, pour avoir la coordonnée du point M, multiplier les coordonnées de chaque point par le coefficient correspondant, et diviser la somme des deux produits par celle des coefficients. Du reste, X, comme
cela doit être, ne dépend que du rapport — 1 car on peut écrire sa valeur
(') La projeclion de AM sur l'i jirécéilonle (p. jo5), X — j; de n
sous la forma
t)e même pour Y.
Nous avons suppos^;, dans ce qui précède, que le segment était divisé ^'^S- n- intérieuremeiit.MaislepointH(_/r§'. 17)
i, _.. , ._, peut êlre supposé placé sur le projoii-
" ' gement do AB. Alors les form'jles
changent un pou, Oii a cotte fols
AM 2L:l£ - "■'
UM "" X - .t' ~ 'm ' n'où résultent les formiilcB
On voit que ces formules ne différent des précédentes quo par le changement de signe de m' ou du rapport — ■
D'après cela, on peut convenir que les coefTicionts "(, m' affectés à chaque point sont susceptibles de signes, et que la division du segment AB se fera intérieurement quand m, m' auront le même signe , c'est-à-dire
lorsque — , sera positif, extérieurement quand —, aura le signe — ,wel m'
étant de signe contraire. Avec ces conventions, les formules
peuvent être adoptées dans tous les cas. On voit que ces formules expriment les coordonnées d"an point quelconque M de la droite que font les
points (^, j), (■'•', j*'} exprimés en fonction de l'arbitraire — , qui est le
rapport dons lequel la droile esl divisée au point M si la division es! intériem'c , ou ce rapport changé de signe si la division est extérieure.
Ainsi à une valeur de — correspond un seul point de la droite AB, compris entre A et B si — est positif, en dehors du segment si — est
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Los deux points qui divisent daiis le même rapport la droite AB intérieurement et extérieurement sont dits conjugués harmoniques par rapport au segment AB.
Passons maintenant au cas de plos de deux pointa A, B, C, D, . , . affectés des coefficients positifs ou négatifs m,'m', m", m",..., et ayant pour coordonnées {x, f), [x', x'),{x",y°),.... Supposons qu'on divise AB dans le rapport indiqué par les ooefTiciKitS m et m', intérieurement si ces coefficients sont de même signe, extérieurement s'ils sont de signes contraires, et qu'on donne au point de division le coefficient m ■+■ m' ; qu'on opère de même sur P et C, ce qui donnera le point Q avec le coeffloient m ■+■ m'-h m", puis s«r Q et D, etc. On arrivera k la fin des opérations à un seul point qu'on appelle centre des mnyettnes proportionnelles du
système A, B, C, D, Il est facile de trouver les coordonnées de ce
point unique.
On a, en effet, d'après les principes précédents, pour les coordonnées du point P,
el, pour 1
es coordonnées du point Q,
^ [m + m'jX + m"^" mx-i-m'x'-hii
En continuant de la sorte on arrivera à l'expression suivante des coordonnées cherchées ;
on sorte que le numérateur des coordonnées se composera de la somme des produits des coordonnées par les coefficients des différents points, et le dénominateur de la somme de ces coefficients. Le mode de formation lies coordonnées finales montre que le centre des moyennes proportionnelles est indépendant de l'ordre dans lequel on a considéré les points. Cette remarque se justifie par des considérations tirées de la mécanique, car si l'on considère tous ceux des coeïïicients positifs m, n^,... comme représentant des forces parallèles et de môme sons, et tous les coefficients Jp. de VAL à la G. 33
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négatifs comme représentant des forces parallèles entre elles et aux premières, mais de sens opposé, le centre des moyennes proportionnelles esl le point d'application de la résultante de ces forces, point qui est indépendant de l'ordre dans lequel on les compose.
Appliquons ces remarques à un système de trois points formant un triangle ABC {fig. i8), affecté des coefficients m, k, p\ les coordonnées Fii;. I S. '''^ centre des moyennes proportionnelles seront don-
nées par les formules
D'ailleurs on peut olitenir ce centre de trois n nières différentes ; En divisant AB, au point C, de telle maniore que
et ensuite en divisant CC dans !e rapport inverso de m montre que le point cherché se trouve sur CG' ; %" En divisant AG, au point B', de telle manière que
et ensuite BB' dans le rapport inverse de m h- p à n, ce qui montre que !e point cherché se trouve sur Bit' ; 3° En divisant BC, au point A', de telle manière que
BA'x" --= CA'x/j,
et le point cherché devra de même se trouver sur AA'.
Il suit de là que les trois droites AA', BB', CC' doivent se couper en un même point. Or, si l'on multiplie membre à membre les trois équations obtenues précédemment, on trouve
AC X CB' X BA' = BC x AB' x CA',
c'est-à-dire que les trois points A', B', C divisent les trois côtés du triangle de manière que le produit de trois segments non consécutifs soit égal au
produit des trois autres. D'ailleurs, les trois rapports —■,-,'— ayant un
produit égal à l'unité, un nombre pair de ces rapports est négatif, ce qui ' indique que les trois points A', B', C sont sur les côtés du triangle, au
■ los prolongements. Nous sommes donc conduits a
lieu que deux sont si théorème suivant :
Si l'on diahe les trois côtés du triangle de telle manière que le prodaii de trois segments non consécutifs soit égal au produit des trois autres, tes diviles gui joignent les points de division aua: sommets opposés se coupent en an même point, pourvu qu'un nombre impair de ces points de division soit placé sur les côtés du triangle et non sur leurs ptvhnge-
La réciproque est évidente ; soient, en effet, trois droites se coupant en un mémo point (Aa, B6, Ce) {fig. 19). Considérons deux d'entre elles, p. j A«, Bè, et déterminons sur A.b un point c' te), que
le produit de trois segments non consécutifs soit égal au produit des trois autres; alors la ligne Ce' ira passer, d'après la proposition directe, par l'intersection de An et deBi; elle coïncidera donc avec Ce, et, par suite, le point d coïncidera avec le point c ; il y aura donc entre les siï segments formés par les points o, È, c la relation déjà indiquée. Nous allons maintenant démontrer, au moyen des principes qui précèdent, une proposition qui se lie naturellement à celle que nous venons de démontrer, et nous commencerons par résoudre la question sui-
Élniit donnée (fig. ao] l'équation d'une dmile (CD)
A.rH-Bj-t-C = <J,
*e( les coordonnées de deux points A e( B [s:, y) (x', j'), indiquer dans quel rapport le segment AB est divisé an point 0 par la dmile CD,
A cet eifet remarquons que les coordonnées de tout point 0 de la droite AB sont données par les formules
furmulPi ou le rapport — est, en valeur absolue, égal au rapport ^. et mdique par son signe si le point 0 divise inlérienrement ou extérieurement le segment AB. Pour déterminer ce rapport —, nous n'avons qu d exprimer que los coordonnées du point 0 vérifient l'équation de la
not:
droiK
iCD,
ce
qui donne 1
'équation
«|A^ + Iî/
■ + C) + "/{Ar'^
■' + Bj'
Cela posé, considérons trois points A, B, G [fig.-i-i) et une droite ne, et cliorchons successivement dans quels rapports la droite ac divise lostroiscôtés du triangle. Pour cela, irons qu'à appliquer trois fois la formule précédente, ce qui donnera les trois formules
ka:'
kx
+ lïr + G '
'-,. Cr'-i-C
kx'
A^ + B,r-hC
hB/S
dans les premiers membres desquelles il faudra prendre lo signo + si !s second membre est positif, c'est-à-dire si !e cût^ correspondant est divisé extérieurement. Faisant le produit membre à membre des trois équations, on trouve i dans le second membre ; on a donc
Ùbx B«xAc = AAxCoxBc.
Le produit de trois segments non consécutifs est égal au produit de trois autres, mais ici il y a un nombre pair de côtés divisés intérieurement, car il doit y avoir dans le premier membre des trois équations précédentes un nombre pair de signes négatifs-. On obtient donc la nouvelle propo-
Si les trais côtés d'un triangle sont dhisés de manière que le produit de trois segments non consécutifs soit égal aa produit des trois autres, les trois points de division sont en ligne droite, poaiuu que les points de division soient placés en nombre pair sar les calés et non sur leurs pro-
Les dous théorèmes que nous venons d'indiquer font partie de la théorie des transversales.
Au moyen des formules précédentes, on peut, étant données les coor-
NOTE
données des sommets d'un triangle, trouver les coordonnées de certains poinis remarquables du triangle. Soient U, y), {j:',j'), (-c", j") les coordonnées des trois points A, B, C (_/%. 19), et supposons qu'on donne à ces trois points les coefficients
Les trois points a, b, c que nous avons considcriis seront alors les milieux des trois côtés, et les trois droites An, Bi, Ce seront les mêilianes. Les coordonnées de leur point de rencontre, qu'on appelle centre de grai'ilé c/ii triangle, seront données par les formules
Si l'on donne aus coefficients m, n, p les valeurs
<i, b, c désignant les trois cotés du triangle, les trois droites An, B/i, Ce seront les bissectrices intérieures du triangle, et les coordonnées do leur point de rencontre, qui est le centre du cercle inscrit, auront pour valeur
Si dans ces formules on change successivement ie signe de n, de 6, de c, on aura les centres des trois cercles exinscrits. Enfin si l'on donne aus coefficients m, n, p les valeurs
m = tangA, n=tangB, /) = langC,
A, B, C désignant les angles du triangle, les trois droites Art, B6, C seront les trois hauteurs du triangle, et l'on aura pour les coordonnées de leur point de rencontre
, _ a: tangA -h a:' tangB + 3^''t<ingC I ' ,~ tangA + tangB+ tangC ' -y _/t3ngA-i-r'tangD+.r''t3nRC \ ~ tangA-H tangB-1- tangC
La méthode précédente ne parait pas s'appliquer aux coordonnées du centre du cercle circonscrit, qui est le point de rencontre des perpendiculaires élevées au milieu des trois eûtes; mais, si l'enjoint {Jîg. aa) les milieus A', B', C des trois côtés, on forme un triangle A'B'C semblable
u Iriangle ADC; on a : pour les cuordonm'es du point A',
pour celles du point B',
pour celles du point C,
D'ailleurs les angles en A', B', G' sont égaux aux angles A, B, C, et les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du triangle ABC sont les hauteurs du second triangle. Le centre du cercle circonscrit est donc le point de rencontre des hauteurs du nouveau triangle, et, par suite, en appliquant la formule (g] relative au point de rencontre des hauteurs, non au triangle ABC, mais au triangle A'B'C, on trouve, pour les coordonnées du centre circonscrit, après quelques réductions évidentes,
( _ ^(tangB-htaneC)+j^'(tangC-t-tansAl+^(taDgA+tangB) a [tangA + tangB -v tangC) ''" ' L, - r(tanêB + tangC)H-j-'[tangC+t3ngA)+j'(taiigA-j-tangBl \ 2ltaTigA-4-tangB-WlangC)
Les formules que nous venons de donner permettent d'établir facilement que le centre do gravité, le centre du cercle circonscrit et le centre de gravité sont en ligne droite.
HOTE m.
SUR LA DISTANCE ll'UN POINT A UNE DROITE ET SUR i.A SURI
DU ïniAseLE i)Eter«iné par trois points.
(Pa^^e fis.)
Nous commencerons par la démonstration d'une propositio]i tros-
Si deux équations ([) A.r + Br+C = o,
(a) A'.fi-B'iH-C'.:=o
représentent la même droite, leurs coefficients sont proportionnels, c'efià'ilire qiian a
On sait, en effet, qu'étant donnéo l'équatiott d'une droite
Aa^ + Bj + C = o,
le coefficient angulaire de cette droite m et l'ordonnée à l'origine «, quantités géométriques parfaitement définies par la position de la droite, sont données par les formules
Si l'on applique ces formules aux équations (i) et (2), on obtiendra les égalités suivantes ;
A__.v __c _cy
d'où résultent les égalités
Proposons -nous le pioblÈme suivant ;
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On détermine une droite par les angles k et p [/g-. s3) çne Jfiit la
perpendiculaire OP, abaissée de l'origine sur
S' ^3. ia droite apec les axes, et par la longueur p
/ de cette perpendiculaire . Trouver l'équation
^, / de la droite.
Pour trouver cette équation, nous projetterons le ctemin OQMP formé des coordonnées
/"- __ MQ, OQ d'un point M de la droite, et de Pîl
/ u A \^ s sur la îigne OP, et nous écrirons que la pro-
jection de ce chemin est égale à OP.
Soient x, y les coordonnées du point M. La projection de OQ sera évidemment X mullipliée par le cosinus de l'angle a que fait OX avec OP ; do même la projection de QM sera jcos^; enfin la projection do MP perpendiculaire à OP sera nulle; on aura donc la relation
(3) XOOS-J. + J-COS^ = /i ou JîCOSa -i- JCOS^ — p = o,
qui constitue l'équation cherchée de la droite. N'oublions pas, d'ailleurs, que d'après une formule établie (p. 5io), il y a entre les angles a., § la relation
(4) cos'a-i-cos'^ — acosïCOs^cosO = sin'fl.
Dans îe ces où les axes OX, OY sont rectangulaires, on peut facilement faire disparaître l'angle p de l'équation (3); les angles « et p pouvant alors être considérés comme complémentaires, on a
et l'équation de la ligne droite prend la forme
(5) ^cos«+7sin:c^/.^o,
qui ne contient plus que deux arbitraires a, al p. Dans le cas des axes obliques, il y a au contraire trois arbitraires «, p, p\ mais deux d'entre elles, a et §, dépendent l'une de l'autre par la relation ( 4 ) .
Cela posé, supposons que les axes étant quelconques, l'équalion d'une droite soit
(5) A.r-t-Bj4-C = o,
et proposons-nous de dôtermïnor les quantités géométriques a., p, p relatives à celto droite. Si nous connaissions ces arbitraires, l'équation de la ligne droite serait
(6) a;cosa -h rcos^ — p = o.
11 résiillo i3e là que les Équations (5) et (6) doivent représenter ia mêmq droite; leurs coefficients seront donc proportionnels, et l'on aura
Ces relations ne suffisent pas à déterminer les trois quantités arbitraires a, p, p; il faut leur adjoindre l'équation (4) qui a lieu nécessairement entre a et p, et alors on aura trois équations pour déterminer les inconnues a, p et p. Pour donner de la symétrie au calcul, nous introduirons une arbitraire >. définie par la formule
cosK _ cos_^ _—;>_., A U C '
ce qui permet d'exprimer a, p, p en fonction de 1 par les relations
(8) cosx = AJ, cosf, = Bi, p^~Cl.
Si, maintenant, nous portons les valeurs de cos" et de cosp dans la relation (4), nous trouvons
</k'-hW—ïAB~cos9
Cette formule donne 1, d'où l'on déduira pour les équations ( 8 ) les valeurs de a, p, p; la valeur de 1 contient un double signe, mais on choisira la signe de manière que la valeur de p donnée par la dernière des équations (6) soit positive. On prendra le signe + si C est négatif, et le signe — si C est positif.
Le calcul précédent conduit d'une manière rapide à l'expression da la distance d'un point [■>:', j') à une droite dont l'équation est Aj: + Br4-C = o.
Considérons, enoifct, un point M [fig- t^] du plan; il est facile devoir que la projection orthogonale de OM sur la perpendiculaire OP à la droite est dans tous les cas
S désignant la distance du point M à la droite ÂB. Supposons d'abord que le point M soit, par rapport à la droite, dans la région opposée à l'origine. Dans ce cas, soitH! la projection do i^i s :r 01', la projection de GSi sera O/'j =Or + Pm.
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Or la ligne V/n est év iemment é île à la distance S du point M à la
droite. Donc, dans ce cis la project ot de OM est égale h p-^- S,
Supposons, au contra re que le po nt M' étant, par rapport à la droite, dans la même région que 1 or gjne 0 sa projection se fesse en m' entre 0 et P; la projection Om' de OM' sera, dans ce cas, OP — Pm' ou p — S.
Bnfin, il peut arriver que le point M étant du m6me cûté que l'origine, par rapport à la droite, sa projection se fasse en m' sur le prolongement deOP; alors, d'après la définition des projections, la projection de 0M° sera
— On," ou — (Pï.(''~0P) = — (J — /)} = ^-5.
On voit donc, en résumé, que la projection de OM sera p-hSanp — S, suivant que le point M sera du côté opposé à l'origine ou du même colé par rapport à la droite. D'ailleurs, nous avons déjà évalué la projection de OM sur 01' : elle a pour valeur
(.o) ^=.±(a.'cos«+j:'cosp-/;).
Telle est l'expression de la distance du point M à la droite, et si nous remplaçons coss:, cosp, p, par leurs valeurs tiroes des formules (8), nous
5 = dzl(A^'+Bj'+C);
et enfin, en r
emplaçant ï par sa valeur tirée de l'équation (g).
,„^(A*'+llj'+C)si.î
Telle est l'expression définitive de la distance du point à la droite. On voit que cette expression s'obtient en remplaçant, dans le premier membre de l'équation de la droite, x,y par les coordonnées du point dont on cherche la distance à la droite, et en multipliant le résullat de cette substitution par un coefficient constant qui ne dépend pas des coordonnées du point
Dans le cas où les axes sont reclangulaires, la formule se simplifie beaucoup et devient
On peut faire l'application de la formule (41 à la solution du problème
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Étant données les coordonnées ds trois points {.t:,x], (■^',j')i (■'■"> /"Ji
trouver la surface du triangle formé par ces trois points. Pour cela, nous prendrons, pour base B du triangle, la droite que fonl
lesdeuxpointsl^'.j'), {x\y"), dont l'expression est
. et pour avoir la hauteur, noua chercherons la distance du point (^, y) à la droite passant par les deuï autres points. L'équation do cette droite est, d'après ce qu'on a vu (p. 6),
ou, en chassant les dénom inatours,
Pour obtenir la hauteur h du triangle, c'està-dire la distance du point [x, y) à la droite définie par l'équation précédente, nous appliquerons la formule [li), ce qui donne
Exprimons maintenant que la surface S du triangle est égale à — ■^ nous
aurons
(i3) 2S = :^{xy' — yx' + x' y' — y' x° -y- x:' y — ^y")s\a^.
La loi de cotte formule est facile à saisir ; elle se simplifie heancoup si l'ui des points est l'origine des coordonnées. Faisons, par exemple,
(i4) s = i(xj'-j-;c')^.
Telle est l'expression do la surface du triangle formé par l'origine et les points [x,y), [x', y']. Cette expression nous sera utile; on choisirale signe de tefie sorte que S soit positif.
Nous terminerons ce que nous avons à dire sur la distance d'un point à une droite par une remarque très-importante, La formule [ii) présente un donhle signe, mais il résulte évidemment de la méthode que nous avons suivie, que ce signe devra être le même pour deux points situés d'un même côté par rapport à la droite. En d'autres termes, le signe de la fonction kx'+By'-i-C restera le même pour tous les points situés d'uit
NOTE HI
même côté de la divite; en sorte que la droite sépare les poi/it.! du phiit pour lesquels cette fonction est positive, des points pour lesquels elle devient négative.
Cette remarque permet de traiter certaines questions. Par exemple, soit réqiia Lion
représentant uno droite dans un sy tème d axes, rectingul e= ^i l'on cherche la parallèle à cette droite à une distance quelconque il faudra exprimer que la distance à la droite précédente d un point de la paiallèle est tgalo à I ; ce qui donne, d'après I l j lation {12 )
On trouve donc deux droites, suivant qu'on prend l'un ou l'autre des signes -t- ou — . Et, en effet, il y a deux parallèles situées à la même distance de la droite. Si l'on veut la parallèle située du mËme côté que l'origine par rapport à la droite, on remarquera que, pour tous les points de cette parallèle, la fonction a: -i-iy — 5 a le même signe que pour l'origine, où elle se réduit à — 5, et est négative. Donc la distance 5 sera alors exprimée pai- la formule
, _ _ .r -)- ar — 5
puisque a^ -h aj — 5 est négatif ; on aura donc, pour l'équation de la parallèle cherchée,
KOIE IV.
SUR LA BISCUSSICIK Dl! l'EQIIATION GÉNÉBALE DU SECOND DEGRÉ. (Page 395.)
Considérons l'cqualioii
Si l'on suppose x connue, l'ordonnée j sera donnée par une équation du second degré, qui fournit pour j la valeur suivante ;
valeur qui prend la forme
en posant
m^B'— 4AC, H = BE-2CD, /)=--E'-4CF.
Cette formule suppose d'ailleurs C essentiellement différent de o.
Cherchons la condition pour que l'équation représente deux droites; il l&udra alors qu'une des deus valeurs de y soit, quelle que soit ^, de la forme a'x -+- b', ce qui donne la relation
qui doit être vérifiée quelle que soit x. On tire de là
±-^^m^'^^nx^p=.[a'-a)x^b-~b,
mx'+ a«^ +/. = 4C' [(«'- «)^ + b'- b]\
On voit donc que le polynôme h;j;'+ 111 j: -+- p doit Être un carrû parfait, et, par conséquent, qu'on doit avoir la relation
5afi NOTE IV.
Celte relation développée dans le texte est
4C[AE'~BDE -(- CD' + F(B-- 4AC)] = o, et comme C est supposé différonl de o, elle se réduit h la foriiie (i) AE'--BDE + CD'+F(E=--(lAC)---.o;
les équations des deux droites sont alors données par les formules
,. = .. + 6±iA,(.+ ^).
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il résulte de la discussion faite dans le texte, que :
1° SiB'— 4 AC>o, l'équation du second degré représente deux droites concourantes ;
2° Si B'— 4AC <o, l'équation représente un point unique;
3° Si B' ~ 4 AC — o, la formula qui donne j prend la forme
j ^= «^ + '' - -"ë V^'-^Ci'.
L'équation représente deux droites parallèles distinctes si E'— 4CF > o, une seule droite ou deux droites confondues si E' — 4 CF = o ; et enfin l'équation ne représente rien si E' — 4CF < o.
On peut traiter la même question au moyen de la théorie du centra dans les courbes du second degré. Soit, en effet,
A^-' -t- Bxf + Cj' -I- D^ -h Ejr + F = o l'équation d'une courLe du second degré. On sait que le centre sera dorme par les deux équations
' ' ( B.j;-T-aCj + E = o;
et si l'on transporte l'origine des coordonnées au centre de la courbe, l'équation prendra la forme
Aj:'-4-B,t;r-(-Cj'- F, étant donné par la formule
où rt et ô désignent les coordonnées du centre. Cela posii, si l'équation doit représenter deux droites concourantes, le centre se trouvera à Fin-
terseclion dD ces deux droiles al fera j)artie de ia courbe. Le nouveau terme constant F, devra donc 6tre nul ; il faudra donc qnti les coordonnées a:, / du centre, qui sont données par les équations (2), vérifient en outre i'équalion
Si l'on déduit les valeurs de a:, y des équations [a), et qu'on les porte dans l'équation précédente, on retrouve l'équation de condition déjà donnée {r).
La même méthode s'applique à la recherche des équations de condition nécessaires pour que l'équation représente deux droite parallèles. On sait alors qu'il y aura une ligne de centres, et, par suite, que les deux équations (a) représenteront la même droite. Il faudra donc que leurs coefficients soient proportionnels ; ce qui donne les deux équations
îA B 1)
En égalant deux à deux les trois rapports, on trouve
4AC — B==o, 2AE~BD = o, BE~îCD = o,
dont l'une est la conséquence des deux autres.
Il ne faut pas croire pourtant que, dans «ne discussion complète, on puisse omettre aucune de ces trois équations. Il est bien vrai, qu'en général, si aucun des coefficients A, B, C, D, E par exemple n'est nul, l'une des équations est la conséquence des doux autres, car deux d'entre elles établissent l'égalité des trois rapports -^ -r- = n s il n'en est plus de
même ai quelques-uns des eoefficienls d nnent nuls : par exemple, si A et B sont nuls, les deux premières s nt t f t mais la troisième ne l'est pas nécessairement. Cela tient à ce que d t is rapports qui doivent être égaux, le premier disparut al rs ans q e les deux autres soient
On traite de même la question des conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation représente deux droites confondues, c'est-à-dire que le premier membre de l'équation soit un carré parfait. Il faut alors : i" qu'il y ait une ligne de centres; a" que tous les centres soient sur la courbe, ce qui exige que les deux équations (1) et l'équation (3) représentent la même droite. On a donc d'abord les trois équations
4AC-B'=o, 2AE-BD=.o, BE ~ 2CD ---. o,
et ensuite
co qi;i donne en tout les six relations
i B=-4AC=o, D--4AF^o, l];=-4CF=-<i, 1 BE- -iCD^^o, lîD-aAE^o, DE-aBF^o.
Ces six relations se réduisent h. trois, en général ; mais ici- encore, on doit faire la même remarque que dans le cas précédent. Il est impossible, dans ce groupe de sis équations, d'en choisir trois qui soient dans tous les cas, nécessaires et suffisantes. Si, par exemple, on prenait les trois équations
B'-4AC--=o, BE-2CD^o, E'-4CF = o,
qui sont nécessaires et suffisantes lorsque C est diiTcrcnt du zéro, on remarque qu'elles sont satisfaites pour
et l'équation se réduit alors à
qui n'est un carré parfait que si D'— 4AF = o.
La discussion générale de l'équation du second degré donne lieu encore aux remarques suivantes, qui permettent de reconnaitre dans bien des cas le genre de la courbe.
Considérons l'équation homogène
qui est vérifiée pour j; = o, j = o. Cette Équation représente donc une courbe passant à l'origine, et ayant au moins un point réel. Pour reconnaître la nature de cette courbe, écrivons l'équation sous la forme
L'un des facteurs du premier membre doit être nul ; si c'est .r, l'équaiion donnej'=o : ainsi l'on n'a quel'origine. Quant au second facteur, il donne, égalé à zéro, une équation du second degré en - ■ Cela reconnu ; [" si l'équiition du second degré a deux racines réelles.
c'est-à-diro si li- — 4AC > o, alors on aura ks deux solution:;
qui repr&cntent deux droites distinctes passant à l'origine.
a" Si B'-4AC<o, l'équation n'est satisfaite par aucune valeur de-, et la courbe ne se compose que d'un point à l'origine des coordonnfes.
3° Si B^ — 4 AC = o, =- ne peut prendre qu'une seule valeur, l'équation ne représeiifo qu'une droite ou mieux deux droiles confondues,
devenant un carré parfait.
Appliquons ces remarques à l'équation du second degré
Â^= + B^/ -+- Cf' -h D.r -i- E j + F = o.
On voit que :
1° Dans la cas de l'ellipse, les termes du second degré, égalés à zéro, ne représenteront qu'un point, l'origine;
a° Dans le cas de la parabole, ces termes formeront un carré parfait; égalés à zéro, ils donnent une droite parallèle aux diamètres;
3° Dansle cas de l'hyperbole, les termes du second degré, égalés à zéro, représenteront deux droites réeîles, et il est facile de voir que ces droites sont parallèles aux deux asymptotes de la courbe : ainsi, dans le cas de l'hyperbole, les termes du second degré se décomposent en deux facteurs réels du second degré, qui, égalés à zéro, représentent les deux parallèles aux asymptotes menées par l'origine.
Ces remarques permettent, dans bien des cas, de reconnaître immédiatement la nature d'une courbe du second degré. Supposons, par exemple, qu'on demande le lieu des points tels, tjue la somme des carrés de leurs distances à deux droites soit constante. Soient
les équations des deux droites, et supposons les axes rectangulaire?. L'équation du lieu cherché sera
(Aj:-i-]ilM-C)' . (A'^ + B'j^-C)' _ A' + B' A"4-B'= ^^^■
Dans cette équation, les termes du second degré sont (A;r-hBj)' (A'.^ + B'j1^ A'-Kti' A'---hll"
^;j. Je VAL à la C. 34
Égalons-l S à zéro : il faudra que chacun dos carres Boit nu), ce qin dounc
Ces deux équations représentent deux droites qui ne se coupent qu'à l'origine, à moins que AB'— BA' ne soit égal à zéro. On voit donc que les termes du second degré, égalés à zéro, représentent un point. Donc la courbe est une ellipse.
Proposons-nous, au contraire, de chorclier le lieu des points tels, que le produit de leur distance aux lieux droites soit constant. On atara r équation
(6) (kx -h Br + C] { ^-s +. B'j + C'I = dr K /A' H- B" i/W^^W. On -voit que le lieu se compose de deux courbes du second degré correspondant aux deux signes qu'on peut choisir. Dans ces courbes, les termes du second degré sont formés par le produit
(A^ + Br]lA'^ + B'j}.
Égalés à zéro, ils représentent deux droites réelles et distincfes; donc les courbes du second degré sont deux hyperboles; chacun des deux facteurs Xx M- B;r, A'.r + B'/, égalé è zéro, donnant la parallèle aux asymptotes menées par l'origine, on Voit que les asymptotes des deux hyperboles seront parallèle aux deux droites. Il est même facile de démontrer que les asymptotes seront les deux droites elles-mêmes.
Reprenons, en effet, la formule (a) donnée au début de cette Note; on déduit de cette formule, pour i'équation des asymptotes,
On voit donc que l'équation des asymptotes ne dépend en aucune manière de la valeur de p, et par conséquent de celle de F, qui entre dans p seulement. On a donc le théorème suivant :
Si dons l'éguation d'une hyperbole on fait varier le terme constant, on a une série d'hyperboles ayant toutes les mêmes asymptotes.
Appliquons ce théorème à l'équation (6), faisons-y K= o; il est clair que cela revient à changer simplement le terme constant dans cette équation. Alors l'équation se rédiiit à
( A:^ 4- B7 -h G) [k-z ^ Wy + C'} = o, et représente les deux droites qui sont à elles-mêmes leurs propres asymptotes. Ce sont donc les asymptotes de toute la série des hyperboles obtenues en donnant à K toutes les valeurs possibles. c. q. f. d.
Lo mOme tlièorènie permet de trouver l'équation générale des hyperboles ayant pour asymptotes de\ix droites donnûes
Cette équation est
(A^ + B/ + C) i-Vx + B'j + C] = K.
Nous terminerons cette Note par la remarque suivante. On a vu (ju'étant donnée l'équation générale du second degré
X sera donna par une équation de la forme
On peut se demander si l'on ne pourrait pas remplacer cette formule qui contient un radical par une expression rationnelle, en sorte qu'on ait pour toutes les valeurs de .c
P et Q désignant deux polynômes en ^.
I! est facile de voir que cela n'aura lieu que lorsque la quantité soumise au radical sera un carré parfait, c'est-à-dire quand l'équation représentera deux droites.
En effet, on peut supposer que, dans la formule précédente, les polynômes P, Q soient premiers entre eux, c'est-à-dire qu'ils n'aient aucun diviseur commun de la forme x— a, qu'ils ne s'annulent pas pour une même valeur de ^, Alors l'identité (7) pourra s'écrire
et, en élevant au carré, on devra avoir, quelle que soit x.
Les deux membres devant Être égaux, quelle que soit x, c'est-à-dire identiques, donnons à x une valeur a qui annule Q. L'équation précédente se réduira à P' = o, c'est-à-dire que P et Q devraient s'annuler pour une raÈme valeur de x, ce qui est contraire aux hypothèses. L'identité précédente est donc impossible, tant que le polynôme Q ne se réduira pas à une constante. Si ce polynôme est une constante C, alors cette identitf)
Il faut donc que les racines de l'équation Hia:=-i-a«.r+// = û soient égales, c'est-à-dire que mx^ -^ %nx -^ p soit carré parfait, et alors l'équation du second degré représentera deux droites.
Ainsi on ne peut, tant que l'équation du second degré contient b terme en y'', donner à l'expression de / une forme rationnelle en a:, que ri, l'équation représentant deux droites, son premier membre est le produit de deux facteurs du premier degré.
NOIE V
i l'inteiipbétation des inégalités i;rj gEohéteie analytique,
(PaaecLe.)
Dans la discussion des lieux géométriques, on est souvent conduit à l'examen des inégalités, telles que
ç(j:,/)>o ou <».
Nous allons nous occuper de l'étude de ces inégalités, on supposant que f {jT, j) soit un polynôme algébrique en a: eif. Pour cela, construisons la courbe dont l'équation est
■!{'\J) --=•>■ En général cette courbe séparera les points du plan en plusieurs régions telles, qu'on pourra aller d'un point à un autre point situé dans la même région par un chemin qui ne rencontrera pas la courbe. Au contraire, on ne pourra passer des points d'une région à ceux d'une autre qu'en traversant une ou plusieurs fois la courbe. Pu exemple , supposons que le lieu de l'équation précédente se compose de dpux ovales séparés , on formera trois régions A,B, C {^g- aS) ; les deux premières, formées des points à l'intérieur des deux ovales, la troisième C, des points situés à l'extérieur
Cela posé, il est facile de voir que, dans chacune des régions ainsi définies, ia fonction ? ( j^, j) conservera son signe; c'est-à-dire que si l'on prend deux pointa (a;,, /,), (^j, jj situés dans la même région, et qu'on substitue leurs coordonnées dans ï(a', j), les deux résultats f[x„x,), y (■^„/'J seront de même signe.
En elîet, les deux points M, N {j?g-. iG), étant situés dans une même région, on pourra imaginer un ctemin curviligne Mm/jN, allant d'un de ces points à l'autre sans rencontrer la courbe dont l'équation est
Fig. î5.
ïl.'-,
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Ce chemin curviligne peut lui-mÈme évidemment être remplacé par un chemin brisé Mmpqrsîi composé de droites parallèles aux deux axes, et dont aucune ne rencontrera la ^'S- ^^- courbe. Considérons la variation
do la fonction ? [x, y) sur le premier côléMni de ce chemin brisé.
Quand on se déplace de M en m sur la ligne Mm parallèle h. l'axe des y, Vabsoisse ne varie pas, l'ordonnée X change seule pour tous . 'cspoints situéb entre M et m. La fonction f[T,y) doit donc être considérée ^ur ce premier côté, comme dépendant de la seule \aiiable j , t utrscr^era la valeur x, qu'elle a ou point M, quant à j, elle vaneia enire la valeur^, qu'elle a au point M et la valeur )„ par exemple , qu'elle acquiert en m. On sait qu'un polynôme ne dépendant que d une seule variable e=t une fonction continue de cette variable, et quil ne peut changer de signe qu'en s'annulant; or le polynôme ^(x,^) ne devient nul poui aucun point de la droite Mh(, car cette droite ne lencontro pas le heu des points pour lesquels ce polynôme eit nul, il a donc le m6me signe au point M et au au point m. En appliquant le m6me laisonnement au i,ôté inp sur lequel l'abscisse seule est variable, aux côtes /"/, r/r, is, jN, on voit que le polynôme, quand on parviendra au point N, aura le même signe qu'au point de départ M. C'est ce qu'il s'agissait de prouver. La proposition précédente permet d'interpréter les inégalités, lellcs
Pour cela, on construira la courbe déterminée par l'équation
Cette courbe partagera le plan en plusieurs régions, et il n'y aura plus qu'à chercher celles pour lesquelles la fonction T>[a^,j') est positive. C'est dans ces régions que devra se trouver le point (x, y).
Appliquons ces propositions à quelques exemples simples. L'équation
A^-f- Bj+C = o
représente une droite. Cette droite sépare le plan en deux régions. Dans l'une de ces régions, la fonction Aj: -f- Bj -f- C sera positive ; dans l'autrei elle sera négative. Si l'on considère, en effet, un point situé sur l'axe des y
NOTE V
dont l'abscisse est nulle, la fonction devient, pour co point,
On voit qu'elle prend des signes opposés pour doux valeurs très-grandos de j-, l'une positive, l'autre négative. Considérons de même V '
^'+r^-+-2^jcos5H-Â3T-HBj + C-^ o, qui représente un cercle si e désigne l'angle des axes ; en mettant en évidence les coordonnnées a, h du centre et le rayon R du cercle, le premier membre de cette équation peut s'écrire
il représente, pour un point quelconque du plan, le carré de la distance au centre, moins le carré du rayon. Ce premier membre sera donc négatif pour tous les points intérieurs au cercle, et positif pour tous les points extérieurs, ce qui est conforme à la proposition générale que nous venons d'établir.
Considérons enfin une courbe du second degré dont l'équation
et soit une droite MP {fig. a? ) parellèle à l'axe des j, coupant la courbe en deux points distincts.
Si nous étudions la valeur de la fonction pour tous les points de cette pj droite , nous voyons que x sera le même pour
tous ces points; /(a?, j) devra être considéré comme un trinôme du second degré en y. Il changera donc de signe en s'annulant, ce qui prouve que, dans le cas du second degré, pour deux régions juxtaposées, la fonction aura des / / signes contraires. Ainsi, dans le cas d'une hy-
— fô p — ' -■i' perbole, la fonction aura le même signe à l'intérieur des deux branches, et un signe contraire pour les points situés entre les branches de la courbe.
Les courbes du second degré ayant des branches infmies, il est difficile, dans ce cas, de déQnir l'intérieur d'une courbe. Nous adopterons la déflnition suivante : Vintérieur d'une courbe du second degré se compose des pimts d'où on ne peut lui mener de tangentes. On sait que , dans le cas de l'hyperbole, ces points sont placés à l'intérieur des deux branches. Il est facile de donner un caractèrs analytique qui permet de reconnaître si un point est intérieur ou extérieur à la courbe. Pour cela, nousréK>udrons la question suivante :
Etant (tonnée /'érj/i/i/ïr/n
reconnaître si l'origine des coonhniiées est à l'inlcriciir oa à l'cxiéric. de la courbe représentée par cette équation. Menons par l'origine une droite dont l'équation soit
et cherchons si l'on peut disposer de m de telle manière que celte droite soit tangente à la courbe. Cherchons les abscisses des points d'intersection de îa droite et de la courba. 11 faudra remplacer dans l'équation de la courbe y par mx, ce qui donne
Pour que la droite soit tangente, il faut que les deus abscisses donmies par cette équation soient égales, ce qui entraîne la relation
(D + EmY - 4 F {A -1- Bm -1- Cw=) = o,
qui détermine lis coefficients angulaires des tangentes menées de l'origine à !a courbe. Ordonnons cette équation, elle devient
(E" - 4CF) H!' + 2(DE - -iBFj m-i-Vf — 4AF = o.
Si l'origine est extérieure à la courbe, cotte équation devra donner pour m deux valeurs réelles; elle aura, au contraire, ses racines imaginaires si l'origine des coordonnées est intérieure à la courbe. Formons la condition de réalité des racines
(DE - ïBF)'- (E= - 4CF) (D- - 4 AF) > o, qu'on peut écrire
4F[ÂE'-BDE + CD'+F(B=— 4AC)]>o.
La quantité entre crochets est bien connue; égalée à zéro, elle représente la condition pour que l'équation du second degré représente doux droites; désignons-la par A. On voit donc que si
Fi>o l'origine des coordonnées est extérieure à la courbe, et que si
FA<o
l'origine est intérieure a la courbe.
Soit maintenant un point («, pj ostérieur à la courbe. Si l'origine est
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exLéricuve, le point eL l'origme éUnt iluns la iiiÈme région, !u foni^tioii f{^< X) prendra ie même signe pour le point [?-, P) et pour l'origine. Sa valeur à l'origine est F. Donc
Fet/(a, p) ou Fiet/{^, p)i
seront de mfime signe; comme FA est positif, on aura aussi
Au contraire, si l'origine est intérieure à la courbe, pour l'origine et pour le point (a, p), la fonction f{x, y] prendra des signes contraires. On aura donc pour
Fict/(«, ^)i
des signes contraires, Par suite encore^ comme dans ce cas Fi est négatif,
Ainsi l'on voit que, pour qu'un point (a, p.) soiL intérieur à la courbe, il faut et il suffit que le prodTiit/(a, P)i soit positif, c'est-à-dire que /(a, p) et û soient de même signe. Au contraire, si le point était estérieur, /(a, §) et a seraient de signes contraires.
NOIE VI
i LIEUX GÉOMÉTRIQUES.
{P=i(eMC.)
1 On cûn nif rt lî r ntes moli odes qui periii ttenl ri l rire l'équalion à6i lieuit géométriques Nous lea rappellerons ici et noua présenterons quelques remarques qui n ont pas été dé^ eloppées dans le texte.
n arrive assez souvent qu on obtient immédiatement I équation d'un heu géoraetnque en traduisant analytiquement la proi^riété qui sert de déBnition au heu C es^ amoi pour prendre un exemple simple, que si i on cherche I équation du heu des points tels que le'produit de leurs distances à deux points fixes (a, b], [a, b ) soit constant, on obtient immi^dlatement l'équation du lieu. On a
i{x - uY+[y - bYl [(^ - «'f -H [j- b'n -^-. K.
Cette méthode ayant été employée plusieurs fois dans le tesLe, nous no la développerons pas.
2, Dana d'autres cas, on trouve plus commode d'introduire un paramètre arbitraire que nous désignerons par a. Alors les points du lieu, correspondant à une valeur de ce paramètre, ont leurs coordonnées déterminées par deux équations
Ces deux équations s'interprètent de la manière suivante : si dans la première on donne à « différentes valeurs, elle représente une série de courbes, en sorte qu'à chaque nouvelle valeur de a correspond, en général, une nouvelle courbe. La deuxième équation, considérée séparément, donne une deuxième série de courbes. Cela posé, si dans les deux systèmes on choisit les courbes correspondant à une môme valeur de a, les pointa d'intersection de ces courbes appartiennent au lieu.
Ainsi, par les équations précédentes, le lieu peut être dérini comme engendré par l'intersection des courbes de deux systèmes différents : à une
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courbe du premier système correspondant à une valeur du paramèlre, ii faut adjoindre la courbe du deuxième système correspondant à la m6me valeur du paramètre.
Ce mode de génération, qu'il était utile de signaler, n'indique en aucune manière comment on trouve l'équation du lieu. Revenons aux équations (i) et (a), et supposons qu'elles soient vérifiées par les valeurs a^iij,, a,, ûe^,f, a.; alors a:,, j, seront les coordonnées d'rin point du lieu, et l'on
D'après cela, si l'on considère les deux équations
contenant l'inconnue a, on voit qu'elles seront \etiQee3 pour h metni> valeur x, de a ; elles devront donc avoir une racine commune Exprimon», par conséquent, que ces équations en a ont une racme commune, c'està-dire éliminons a entre ces équations. Nous aurons une lektion
=^(^„jJ----o, qui sera l'équation cherchée.
Il est évident d'abord que tous les points du heu devient satisfaire a cette équation, et, réciproquement, il est facile de démontrer que tout point (^1, j'i) dont les coordonnées satisfont a l'équation
est un point du lieu. Supposons que Von ait
Cette relation est le résultat de l'élimination de h entre les deux équa-
c'est-à-dire qu'elle est la condition nécessaire et suffisante pour que ces équations aient une racine commune. La théorie de l'élimination apprend que cette racine commune sera donnée par une équation du premier dogré. Par exemple, si les deux équations sont algébriques et entières par rapport à a, le plus grand commun diviseur des premiers membres sera du premier degré, et, comme on l'obtient par une série de divisions, lu racine commune h^ sera donnée par une équation du premier degré; elle sera donc réelle et de la forma
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CeLfe racine commune satiafaisant à la fois i
d'où l'on voit que a:,, j, seront bien les coordonnées d'un point du lieu conaspondant à la valeur réelle a, de k. Ainsi tous les points de In courue
ïsront bien des points du lieu.
3. Le raisonnement précédent serait en défaut ; i" si, contrairement à Cil que nous avons supposé, pour tout point de la courbe
ko e 11 al ns en h avaient plusieurs racines conmmnes. Alors ces racines crmmunes étant données par une équation de degré supérieur, pour- I aient fort ben être imaginaires; 2° si, pour des points particuliers de la courbe ti [ r j) = o, les deux équations en a ont plus d'une racine commune il î -iuta lieu, dans ce cas; d'examiner si ces points particuliers font partie du lieu.
i Nous allons donner des exemples de ces deux cas d'exception. Pro-: posons nous d'abord le problème suivant : Une droite de longueur rontante se meut de telle manière que ses extrémités glissent sur deux ho Us tectangidciiresO%, OY {fg.id). Lieu décrit par un point "il invai-iablenient lié à la d/nile.
Nous supposerons que le point M soit lié à la droite par la perpendicn- Fi„, a8, laire CSl = c, soit AB = a, CB =- b. La
figuro ACBM formera un système invariable dont les points A et B se déplaceront sur les deux axes 0¥, OX. Nous emploierons l'arbitraire f , qui est l'angle que fait la droite BA avec OX ou plutôt avec OX'. Soient x, y les coordonnées du point M. L'abscisse x sera la projection orthogonale de OM ou du chemin OACM. La projection de ce chemin se compose de celle de AC augmentée c'e celle de CM; ce qui donne
.r = «cos^H-csin».
Telles sont les équations que déterminent x et 7 en fonction de «. Pour
On aurait de mémo
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avoir l'équation du iieu, il faut éliminer f entre ces deux équations, l'our cela, nous alloua d'abord tirer des deux équations les valeurs de ein? et de cosy; ce qui donne
Écrivons ensuite qne sin'» + cos'» = 1, nous trouvons pour l'équation dii
lieu cherché
[4) iai-f^j=4-[i.-c^) ={„l>~c'Y,
qui représente une ellipse, puisque les termes du second degré sont la somme de deux carres Cetto ellipse est évidemment rapportée à son centre. Réciproquement, à (out pomt de cette ellipse correspondent des valeurs de sinf et de cosç donnéea par les équations [3). Ces valeurs sont acceptables, puisque la somme de leurs carrés est égale à 1 d'après l'éqnation (4 ), et elles déterminent sans ambiguilé la valeur de f correspondante à chaque point de 1 ellipse Donc tout point de l'ellipse fait partie du lieu, l'ellipse tout entière est déciite par le point M.
3. Mais considérons le cas particulier où ab — c'= o. Dans ce cas la problème se simplifie. Reportons-nous aux équations qui donnent ^ ctj-, multiËlions la première par b, la seconde par — c, et ajoutons-les. Nous aurons l'éqnation
qui tiendra lieu d'une de ces deux équations et qui sera l'équation du lieu. Dans ce cas particulier, le point M décritune droite passant par l'origine, et les équations qui donnent x, y peuvent être remplacées par le système suivant :
Tout point de la droite bx ^cy = o est-il un point du lieu? D est évident, géométriquement, que non ; car le point M ne peut s'éloigner indéfiniment de l'origine, d'après la nature de la question : c'est ce que va nous montrer lé calcul. Soient en effet x„ j, les coordonnées d'un point de la droite, la valeur de f correspondante sera alors donnée uniquement par la première équation du système (5) [équivalent au système des deux équations qui donnent .c et 7],
j-, — ucosç-Hcsino,
qui fournit pour v deux valeurs ; mais ces valeurs ne sont réelles que si
5|a NOTE VI.
Ainsi, les seuls points de la droite qui soient points du lieu sont ci dont l'abscisse satisfait à l'inégalité
o poui- tout point de la droite oi
l'inégalité peut s'écrire
Picniplaçons c' par sa valeur nh^ on aura
Ainsi les seuls points de la droite qui soient points du lieu sont ceux qui sont à une distance de l'origine moindre que « -k /> ou AB. C'est, du reste, co qu'on peut facilement expliquer par la géométrie.
6. Revenons maintenant au problème général, et examinons le deuxième cas d'exception dans lequel le raisonnement ne s'applique plus. Étant données les équations
on obtient l'équation du lieu en éliniinant a entre ces doux équations, ce crui donne la relation
Réciproquement nous avons vu que tout point de cette courbe [ .i-, , y, ) est un point du lieu, pourvu que les deux équations en a
ra mm n lors cette racine sera donnée par
n d m n obtient après une série de divi-
bupp n m n nn q p point (a^,,/,) les deux équations
en a aient plus d'une racine commune, qu'elles aient deux racines communes par exemple. Alors ces deux racines communes seront données par une équation du second degré
PK'-hQï-i-R= o, uîi les coefficients P, Q, R sont des fonctions do x^, y^ ; cette équation du
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second degré pourra avoir des racines imaginaires, et l'on ne pourra déterminer alors aucune valeur réelle de a correspondant au point (a^,, j,). Si donc on a supposé que le paramètre a prend seulement des valeurs réelles, le point (■j^,,/,) ne fera pas partie du lieu. On peut énoncer les propositions suivantes, qui sont généralement vraies et que nous nous dispenserons de démontrer :
1° Si l'équation du second degré en a a ses racines imaginaires, le point (■^n 7(1 sera un point isolé sur la courbe;
2° Si l'équation a ses racines réelles et inégales a,, a,, le point [x^,y,) correspondra à deux valeurs du paramètre «,, a^, et sera, en t^ém'iat, un point double du lieu cherché,
7. Pour donner un exemple du cas que nous venons d p\aminer, proposons-nous le problème suivant : D'an point on abaisse ilei, perpendiculaires sur les tangentes à un cercle : on demande le lien des pitds de ces perpendiculaires ?
Soient
l'équation du cercle, et a, b les coordonnées du point. L'équation d'unu tangente au cercle, en fonction du coefficient angulaire, sera
La perpendiculaire abaissée du point sur cette tangente aura pour
et le pied de la perpendiculaire sera donné par les deux équations ( 5 ; et (6). Pour avoir l'équation du lieu, il faut éliminer m entre ces deuj équations. On tire de l'éciuation (G)
Rendons l'équation [ 5 ) rationnelle i elle devient
et si nous remplaçons m par sa valeur tirée de l'équalion ( 7 ) , nous trouvons pour l'équation du lieu
(9) (j'+«'-««-sj)'=R'[(j:--«)--i-(j--sr].
A tout point de la courbe (9) correspond une seule valeur de m, déter-
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minée par l'équation (7) et ràelle. On voit donc que tous les points de lu courbe font partie du lieu.
Il faut cependant faire une exception pour le point [/ = b, x = a) qui fait partie du lieu. Pour ce point, la valeur de m fournie par l'équation (7} est illusoire, elle se présente sous la forme -; en d'autres termes, l'équation est satisfaite d'clle-mÈme; il faut avoir recours à l'équation (S), qui devient
(i -maY = 'B}(m^-i-i), m'{o'-~W) - 7.b(im -\- 1>'-~R^= o, et donne pour m deux valeurs. Ces valeurs sont réelles si
il faut que le point soit extérieur au cercle. Si lo point est intérieur au cercle, les valeurs de m sont imaginaires, et l'on voit bien alors, conformément à la théorie, que ce point ne peut faire partie du lieu, puisque les points du lieu, étant les pieds des perpendiculaires sur les tangentes, doivent être tous extérieurs au cercle, tous les points d'une tangente étant en dehors du cercle.
La discussion de la courbe (9) montre que si le point {a,b) est extérieur au cercle c'est un point double, et que s'il est intérieur, c'est un point ivAé La courbe est d'ailleurs un limaçon de Pascal, Ces résultats sont confoimes aux propositions générales que nous avons énoncées sans démonstration
8 H est utile de faire remarquer, en terminant ce sujet, que le cas de deui. racines communes aux deux équations en a n'est nullement un cas e\ceptionneI Pour que les deux équations
aient deuï rjunes communes, il faut que deux équations do condition soient Kitisfaitfô Or, comme on dispose de deux inconnues x^,f„ on pourn en général, déterminer ces deux inconnues de telle manière que les deux équations de condition soient satisfaites. On aura donc un nombre limité de points du lieu, qui seront, en général, des points multiples, et pour lesquels les équations en a auront deux racines communes. Pour chacun de ces points, il sera indispensable de faire une discussion particulière,
9. Le problème général que nous traitons donne lieu à d'autres remarques importantes. Nous avons vu qu'étant données les deux équations
yGoosle
NOTE VI
n obtient, en. élirainaiil ?, i'tjquation du lieu
A tout point do la courbo {^c,, j,) correspond une valeur do «, domiiîe par une équation de la forme
d'où il résulte qu'à tout point de la courbe correspond une valeur réelle de a [àpart les cas d'exception signalés), et par suite que tous les points de la courbe sont des xioints du Heu. Mais celle conclusion suppose essentietlement que le paramètre « peut prendre toutes les valeurs possibles, et c'est ce qui n'a pas lieu nécessairement. De là, dans certains cas , la nécessité de rejeter certaines parties de la courbe , comme on le verra dans l'exemple suivant.
Étant donnés un cercle tt un point D [Jîg. ag), mi mène par le point A _, dis sécantes, cl l'on demande le lieu des
Supposons qu'on ait pris des axes rec- ^ tana;ulaires l'axe des x passant par le , ^ ij . point A et aoit n l'abscisse de A, Une sé-
^r^^ — p — H"ô^ ) cante pib»ant par le point A aura pour \\A. ' équation
L'équation du cercle sera
(ni j' + x-=I\-.
Cherchons les abscisses des points d'intersection du cercle et de la sécante. On portera la valeur des y tirée de l'équation (10) dans l'équation (II], ce qui donne
L'abscisse du point milieu X si Ou aura donc
D'ailleurs le point milieu est sur la droite (10). Ses coordonnées ■
l'équation
[.3) \^mij.-a\.
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Pour avoir i'équation du iieu, il fauJra éliminer m entre les ik(imtions (i^), (i3). On trouve ainsi
Laissons (le cûté lo facteur X — n, qui ue répond pas à la quostio:
qui est l'équation du cercle décrit sur AO comme diamètre. A tout point (■^.1 /i) ^^ '^^ cercle correspond une valeur de m donnée par la forrnulo
En résulte-t-il que tout point du cercle soit un point du lieu? Ce serait exact, si ni po t p d t t l 1 1 sécante ANP devant rencont ] 1 I q d ra et valeur absolue inférieure a fl t & I d 1 I t ô du point A au cercle. îlny qlptdî t \1 térieur du cercle primitif qm d t i 1 b! d Ainsi les points seuls du c ! d t 04 mm d m t q ta l'intérieur du cercle MN devront faire partie do lieu,
10. Enfin une dernière remarque tifes-irapor tante se rapports au cas où les courbes do l'un des systèmes.
passent toutes par des points fixes. Supposons, par exemple, que toutes les courbes du premier système passent par un point [a, b). Je dis que ce point fera partie du lieu. En effet, si toutes les courbes du premier syslèrae passent par co point, l'équation
sera satisfaite, quel que soit e; elle sera donc identique. Alors on pourra toujours satisfaire à la seconde
par une valeur convenable de a, et, dès lors, les autres équations étant satisfaites, le point (a, b] fera partie du lieu. Il est vrai que les valeurs de a correspondantes à ces points peuvent être imaginaires; mais co cas a>été déjà examiné à part.
NOTE VT
li. Après avoir considéré le cas où l'on introduit dans les équations un paramètre arbitraire , nous dirons quelques mots des lieux géométriques que l'on obtient en faisant intervenir un nombre quelconque de paramètres. Pour plus do simplicité, nous examinerons le cas où les coordonnées d'un point du lieu dépendent de deux arbitraires «, p. Alors ces coordonnées sont définios par doux équations de la forme suivante ;
Supposons d'abord que les arbitraires a, p soient indépendantes, il est facile de voir que, dans ce cas, le point ( x, j) ne décrira pas une courbe, mais sera un point quelconque du plan. Donnons en effet à j^, 7 des valeurs quelconques ic,, y^, les deux équations précédentes deviendront
On pourra toujours trouver des valeurs de a et de § vériljant ces deux équations. Pour que ces valeurs soient réelles, il faudra peut-être que a;,,/, vérifient certaines mégrilités cest \ dire que le point (j: j ) soit placô [voir \3. NoteV} dans certames régions du plin Mais on pourra le choisir arbitrairement dans ces régions Ainsi le pou Hx j) ne décrira pas une couibe quand ./ p jrendr nt (ouïes les valeurs possibles, il pourra occuper toutes I s pos tions pobs blés dans certaines parties du plan.
Supposons maintenant que les paramètres «, p ne soient plus indépendants, qu'ils soient liés par une équation
Par cette équation, § pourra être considéré comme une fonction de a, et les équations (ro)' et (i 1)' pourront être considérées comme ne contenant qu'un seul paramètre 2 ; alors le point [x,y] décrira uno courbe, dont on obtiendra l'équation en éliminant ï, p entre les trois équations (lo)',
12. Proposons-nous, par exemple, le problème suivant ; On donne un un cercle [Jig. 3o), deux points A, B sur ce cercle, et iin point C ayant une position quelconque. Par le point C, on mène une sécante CPN coupant le cercle en deux points P, N, on joint AP, BN, et l'on clemumle le lieu, du. point de rencontre de ces droites.
Nous prendrons pour axe des x la ligne AB, et pour axe des j la perpendiculaire élevée sur le milieu do ÂB. Désignons par a la distance OA.
L'équalion du cercle sera
L'équation de la droite AP sera
celle de la droite BN
et les deux droites se coupant en H, l d
{ 4) { 5) dé t n I p ] t n
minent p I lieu. S 1 m t fermP t d p m', et I q I I f t 1 iation. Cette telati.n sobtiendia en expu mant que le point P où la droite AP va couper le cercle, le point N où la droite BN rencontre le cercle et le point C sont en ligne droit*. Déterminons les coordonnées du point N. Ces coordonnées satisfont aux deux équations (i5)et (la). Portons la valeur de j tirée do l'équation (iS) dans l'équation du cercle, nous trouvons
qui donne les abscisses des points B, N d'intersection de la droite et du cercle.
Divisons par x ~ a, qui est le facteur correspondant au point A , nous trouvons, pour l'abscisse x' de N,
et par suite pour l'ordonnée j', d'après la formule (i JÏ,
Désignons par x,y les coordonnées du point P; elles seraient do même données par les formules
Enfin soient «, p les coordonnées connues du point C, les trois points
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{■^,f), {^\x')< [^< P) doivent fitre en ligne droite, ce qu'on esprlmtt par la relation
1 l'on remplace dans celle équation les coordonnées par leurs valeu n trOMve
Telle est la relation ijui existe entre les paramètres m, ni. Il faut maintenant éliminer ïn, m' entre les équations (14), (i3), (17). Des deux premières, on tirera les valeurs de m, m\ et on les portera dans l'équation [17J; on aura ainsi l'équation du lieu.
Mais l'exemple que nous avons choisi montre bien l'attention qu'il faut apporter dans la recherche des lieux géométriques. En eifet, d'après la définition du lieu, on voit que si l'on mène la droite AP de coefBcient angulaire m, la droite CP coupera le cercle en un seul point nouveau H, et, par suite, la droite BN sera bien déterminée ; ainsi à une valeur du paramètre m correspond une seule valeur de m'. Cependant la relation (17), que nous avons trouvée, fournit, pour une valeur de m, deus valeurs de m'. Il y là un fait qu'il faut expliquer.
Remarquons que l'équation (17), ou, ce qui revient au mâme, l'équation (16), serait vériûéo si l'on avait
c'est-à-dire si le point N coïncidait avec lo point P; alors les deus droites AP, DN se couperaient au même point sur le cercle. On voit donc que si nous avions continué le calcul sans attention , nous aurions trouvé nonseulement le lieu cherché, mais encore le cercle primitif. A une droite AP correspondraient deux droites BN, EP.
On supprimera la solution donnant le cercle en écrivant l'équation (iG) sons la forme nouvelle
Le facteur commun à ces différences, égalé à zéro, donne la condition
pour que les deux droites se coupent sur le cercle; si nous le supprimons dans le quotient, nous aurons fait disparaître la solution étrangère que nous avions aperçue. Alors l'équation (18) deviendra
«u, en chassant les dénominateurs;
I-eur facteur 1 + i/i' peut Être supprimé, et l'on a enfin, pour la véritable
relation correspondant au lieu géométrique,
Portons dans cette équation les valeurs de »! et de m', tirées des équations (i4) et(i5) qui déterminent le point M; l'équalàon du lieu deviendra
C'est une courbe du second degré. Cette courbe se décomposera en deux droites quand le point C sera soit sur le cercle, soit sur la droite AB. Comme les droites qui , par leur intersection, donnent le lieu passent par les points fixes A et B, le lieu passe par ces deux points, comme il est facile de s'en assurer.
NOTE YII.
SUK LES DÈtllItHIEKAMS ET LEUR APPUI^A-l'ION E ASALYIIQL'E.
Nous commentons par rappeler les propriàtés cl la JûHnition des diilcr-
Considérona des quaulilés ou ùl(;meiiLs rangés en lignes horizontales eL colonnes verticales
Ces éléments sont évidemment au nombre de «'. Cela posé, on appelle déterminant des li' éléments le polynôme défini de la manière suivante : i" Le déterminant de quatre éléments ou du deuxième ordre
a" Le déterminant de neuf élémenls ou du troisième ordre
3° Le déterminant d'un nombre quelconque «' d'éléments ou du /)'"'"" ordre est im'polynôme défmi comme il suit.
Chaque terme du déterminant contient un élément d'une ligne ou d'une colonne, et un seul. Ainsi, dans le cas d'un déterminant de neuf éléments déjà écrit, il y a des termes qui contiennent a, des termes qui contiennent a', des termes contenant o", et le détertninant peut s'écrire
Ij3S cocfiicionls A, A', A" ne coatiennenL ni «, ni n', ni a". En d'autres
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termes, le ddtorminanl est une fonction linéaire et homogène des ÉliJmcnU d'une ligne ou d'une colonne quelconque.
Il suit de là qu'étant donné un déterminant, on pourra le supposer ordonné par rapport aux termes d'uneligne ou d'une colonne quelconque; et, pour la définition complète, il suffira de connaître quel est le coefficient de chaque élément. Voici la règle pour déterminer ce coefficient.
Pour avoir le coefficient d'un élément quelconque dans le développement du déterminant, on supprime la ligne et la colonne auxquelles appartient l'élément considéré ; le déterminant des éléments qui restent est, au signe près, le coetBcient cherché
Ainsi, supposons qu'on veuille avoir dins le dt'ermmant du tioisiemc ordre le coefficient de b'. On supprime la I ^i e el h coknnt auxquelks appartient è", il reste les quatre éléments
dont le déterminant est, au signe près, le coefficient de h'.
II ne reste donc plus qu'à déterminer le signe avec lequel doit être pris ce déterminant. Voici la règle. Considérons, par exemple, le déterminant
et supposons qu'on veuille obtenir le signe du coefficient do c". On partira de l'élément «, et l'onse déplacera sur la première ligne jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la colonne qui contient c°, en commençant par le signe -i-, et en changeant de signe chaque fois qu'on passera d'un élément au suivant ; on répétera la même opération en suivant la colonne jusqu'à fi" : on voit qu'ici on arrive à t" avec le signe 4- . le coefficient de i" sera le déterminant obtenu en supprimant la ligne et la colonne de c", pris avec ksigne obtenu par la règle précédente,
les règles que nous venons de donner suffisent h la définition des déterminants Ainsi supposons qu'on veuille développer le déterminant du troisième ordre. On aura, en l'ordonnant suivant les éléments de la première ligne,
On peut développor aussi la seconde. On a ainsi
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iiit les élôraonts d'u
Do nifme pour le (lélej-minant du quatrième ordre
On obtient ainsi les termes qui contiennent «, ceux qui contiennent rf, a", a", c'est-à-dire, par la définition, tous les termes du déterminant. On développe de m6me les déterminants du troisième ordre, puis ceux du second ordre, jusqu'à ce qu'on ait le polynôme entièrement développé. Exemples :
Cette formule montre que la surface du triangle ayant pour sommets trois points (^, j), [^\j'], [^",y') peut s'écrire {woH-p. 523]
La règle que nous avons donnée relative au signe peut encore s'énoncer de la manière suivante. Le coefficient d'un élément sera le déterminant obtenu en supprimant la ligne et la colonne auxquelles appartient l'élément pria avec le signe + ou ~- , suivant que la somme du rang de la ligne et de la colonne sera paire ou impaire.
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Prnpriétcs du {Jétcrmimiiit, ~ \. Un déterminant ne cliange pas quand en change les lignes en colonnes et les colonnes en lignes. Ainsi
2. Le déterminant change de échange entre elles deux lignes o
signe sans changer de Yalonr a deux colonnes:
Le déterminant e identiques
\ deux colonnes sont
i. Si l'on multiplie tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne par im nombre, le déterminant est multiplié par ce nombre :
î dm b' \ \ d h' \
S. Si les éléments d'une ligne sont nuls à l'exception d'un seul, le dél.erminant se réduit, au signe près, au produit de cet élément, par le déterminant obtenu en supprimant la ligne et la celonno auxquelles il appartient. Ainsi
Il 'Suffit, pour se icndre compte de cotte propriété, de supposer que le deletmmant est dé\eloppé suivant les éléments de la première colonne.
6 Si les éléments d une ligne sont chacun la somme de deux quantités, le déterminant peut se remplacer par une soramo do deux déterminants.
7. Le produit de deux déterminants du même ordre est un déterminant ^u'on obtient de la manière suivante.
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Considérons, par exemple, deux détermitianls du l
lém t m It pi 1 1
dan 1 p d 1 d
mm d p d i t
1 p m lonne en
p Ère 1 DES dans
p d ts 1 deuxième
ta d 1 p mière ligne
1 t m t t faisant la
i 1 p lier degré
lo dtaon nateu coïimun d s nconnues e cientsdes nconn es
Quant au nun at n 1 11 nt po 1 aque nconn e n remplaçant,
dans le d le n na i cèdent I I n i ff / ■tic incoii-
/raepa la olo ne des le mes tout COQ us des équ t ons / /,•',:..,/■■„.
9. Si 1 on a a élmiiner ;; inconnues entre n + i équations du premier degré, le résultat de l'élimination s'obtient en égalant à zéro le dfitenninant formé par tous les coefBcients. Ainsi le résultat de l'élimination de j;, X entre les équations
Xx + B;- -I- C = o, A'j+B'r + C' = o.
Il arrive quelquefois que le problème se présente d'une manière un peu différente : on a n équations contenant n inconnues, mais ces équations sont privées du second ternie. Par exemple, pour « = 3,
^'j: 4- B> -+- C"2 = o, et ces ^^quations doivent être yérifiées pour des valeurs do x, y, s qui ne sont pas toutes nulles. En divisant !es premiers membres par z, les équations ne contiennent plus que les rapports -i -i et le résultat de l'élimination de ces rapports s'obtient on égalant à zéro le déterminant des coefficients :
Les propositions précédentes reçoivent de nombreuses applications. Nous traiterons, pour le moment, seulement la question suivante, dont la solution par les méthodes ordinaires serait fort longue.
Soient les équations.
(0 A.'- +Bj -+-C =.0,
(■2) A.r'^-B.r'-rC'=o,
(3) A.i-'-'-wB.>''-t-C"=o,
représentant trois droites. On demande la surface du triangle formé par ces trois droites. Soient lx,y) les coordonnées du point d'interseclion des côtés (a) et (3j, 3^„x, celles du point de rencontre des côtés [i), (3), enfin (^,,75) celles du sommet opposé au côté (3). On aura, en introduisant trois arbitraires^, />,, ;>,,
(4) S A'.K +fl',.-i-C'.
{ A'.f-r-BV + C".
/ A.r, -i-Br, -^ C ■-
Le premier groupe, par exemple, exprime que le sommet [x, j) se trouve sur les deux côtés (a), (3) du triangle, et non sur le troisième. D'ailleurs k surface du triangle formé par les trois points est, d'après une formule rappelée plus liaut,
riliiltiplions le déterminant du seMiid membre par le s'
1 C A" D'après la règle de mul implication (7) n
,-hBj, C'-t-A'
t-B> C"h- X".r -i-B"j' ^ G'/, C"-i- A".'-,-i-B"_v, hB'j-, C-i- A".r,-^B"j,
Tout se réduit à la détermination de//, //, p". Considérons le groupe (4), on peut l'écrire
Aj- -f-Bj- +C ~p^«,
A'.r -i-BV -.-G'=--= o,
Pour avoir p éliminons x, y entre ces trois équations, ce qni donne (D)
I A" U" I I A IS
et, par suite, la formule (7) donno
- -^ [AB'C— AC'B'-i-CA'C-SA'C+BC'A'-CB'A')' 2 "" (ÂB'— BA')(A'B"-B'À'') (A°B-B''Ay"
La mélliode f|iie nous venons de suivre est due à JoacIiimstiiaK
KOIE ¥111
i RÉDUCTION DE l'Équation du siîcond degré a sa foumî!
BIÎS COORDONNÉES.
Considérons une éf[iiation du second degré
rapportée à des axes obliques faisant un angle 0.
On a vu (p. i54) que cette Équation peut 6tro ramenée à l'une des deux form(s
, l MX'-wNY'-i-P = o,
'^' lPY'-i-aQX=o
par la transformation des coordonnées. Je me propose d'indiquer, dans cette Kote, une méthode différente de celle qui a été exposée (p. i54), et qui s'applique au cas où les axes primitifs font un angle quelconque et ne sont plus nécessairement rectangulaires. Cette méthode est fondée sur la notion des invariaiUx, due i un géomètre anglais, M. Boole.
Supposons d'abord <|ue, dans l'équation primitive, on déplace les axes parallèlement à eux-mêmes, il faudra, en désignant par .r,, y, les nouvelles coordonnées et par a, b les coordonnées de la nouvelle origine, remplacer, dans l'équation { i }, a^ par jr, -+- a, y par j, + 6 ; si nous ellectuons cette substitution et que noua développions les calculs, la nouvelk' équation sera
(3) A.cî + B.r,j,-HCj;+ ^,/,; [a, b) -.-rJl {", b)+f{". b) = o.
On voit que, dans cetl« nouvelle équation, les termes du premier degré et le terme constant n'ont plus !es mêmes coefficients; au contraire, les coefficients dfâ termes du second degré sont restés les mêmes. Ainsi :
Quand on passe d'im système d'axes à un autre système d'axes parais lèlcs et de méiiie direction, les termes du second degré coiiscivent las
Supposons maintenant qn'on effectue une transformation des axes en changeant les directions, et en conservant la même origine. On sait
( vo!r Note I) que, dans ce cas, v,, j', désignant les nouvelles coordonnées, les formules du transformation sont de la forme
D'ailleurs l'origine restant la même, les deux expressions
j: - + /'-!- ÎXJCOSII et a:; + jj+ ajTiriOOsO,,
qui représentent toutes deux le carré de la distance d'un point à l'origine commune, doivent être identiques. Ainsi les formules de transformation sont telles que l'on a identiquement
Cela posé, substituons, pour avoir la nouvelle équation de la courbe, les \aleurs de .r, y en fonction de x„ j, dans le premier membre de l'équation (i). On aura une nouvelle équation
et il est évident, puisque les formules sont homogènes, que les termes du second degré de la nouvelle équation proviendront des termes du second degré de la première. Par les formules de substitution,
se transformera en
A',i; + B'.r,r,-HC'j;.
On aura l'identité
(6) A.r'+B.cr-i-Cj'= A'j^;-f-n'j;,j,4-C'j;.
Si nous ajoutons membre à membre les deux idenlitùs (5) et (6), après avoir multiplié la première par )., nous obtenons
il) i
c'est-à-dire quo lo premier membre de cette identité donnerait le second si l'on y mettait à la place de -e,j leurs valeurs en x„x,.
Il résuHe de là que si, pour une valeur de \ le premier membre devient un carré parfait, pour la même valeur de )., le second sera aussi un carré parfeit; en effet, si le premier membre devient le carré de [aa; -j- 6^), le second deviendra le carré de {«["'■^,-i-''J',] + !>{px,-h r/y^)'], obtenu en remplaçant x et y par leurs expressions en a-,, /,. Par suite, les deux membres de l'idenlité deviennent carrés parfaits [lour les mêmes valeurs de ï.
>>'+lB + jUi)s9)ij+((
(.V-t-X)j7^H-(E'+2lC0Sej
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Or le premier membre est vn carré parfait si
(B -i- aicosS)'- 4{A 4- 1) (C -+- J) = o;
ce qui donne, pour 1, r&iuation
(8} 4ï'sin=a + 4X(A-i-C — BcosG) -+-4AC-B'= o.
Lo second membre deviendra de même un carré parfait si i est racine da l'éqnalion pareille
(9) 4';n a,)'-*- 43>(A'+C'- B'cos9, j -i- 4A'C'- B'-= o.
Les deui. membres devenant carres parfaits pour les mêmes valeurs dei, les équation'! (8) et (g) doivent avoir les mêmes racines. Il suffit, pour ce)d que la somme et le produit des racines soient les m6raes dans les deux équations On aura donc nécessairement
, , *-hC — Bcose A'+C— B'cosfl, Co) — ^i^g = —,j^rf^ •- .
E'— 4AC_B" — 4A'C' *"' sin^e ~ sin^O, '
C'est ce qu'on esprime en disant que, lorsqu'on passe d'un sysième d'axes à un autre système ayant même origine, les deux expressions
A + C — Bcosa B'-4AC f'*' sin-fl ' sin'Ù
conservent la même valeur. C'est en raison de cette propn é q n appelle des invariants.
Supposons maintenant que l'on passe d'un système d'axe un système quelconque. Cette transformation peut s'effectuer ; d p
çant les axes parallèlement à eux-mêmes, ce qui ne change p de A, B, C, et par conséquent celle des expressions [la) ; 2° ensuite les directions des axes sans changer l'origine : alors le A, B, C prennent des valeurs A', B', C, mais les expressions [ ) avec les nouveaux coefflciects conservent la même valeur q anciens. On voit donc que, dans un déplacement quelconque d'axes, les deux expressions
A-+-C — BcosO B'~4AC
sont invariables, ce que nous nous proposons d'établir.
Toutefois, le résultat précédent suppose que, dans la transformation, on a simplement remplacé j:, y par leurs nouvelles valeurs, exprimées en x', f', sans cliasser les dénominateurs des formules générales de j,?. de rjl. à Ui G. 30
NOTE VIII
transformation
X^ b-t-jix' -hrjj',
iJe telle manière que le premier membre de la nouvelle équation soit
f{^-', y') = /(" ■+■ i"^' ■+■ "y\ b-^-px' -\- qy').
11 y a une autre fonction des coefficients qui demeure invariable par lu transformation des coordonnées, c'est l'expression
AE' ~ lîDE + CD' +F(B'— 4AC)
On peut établir ce rfeultat de la manière suivante. Soit
l'équation de la courbe que nous supposons ôtro une ellipse ou une hyperbole; alors, si nous rapportons cette courbe à son centre, son ôqualioa deviendra
où
<i et h désignant les coordonnées du centre. Cos coordonnées ont pour valeur {-Boir p. ili5)
_ a en - BE _ 2AE- BD
"~~ B'-4AC' "" F-4ÀC'
et, en les substituant, on trouve
BDE + CD'+F{B=-4AC
Or on sait que le nouveau terme constant est la valeur de la fonction f[3:,y), dans laquelle on remplace x, y par les coordonnées «, b du centre. On a donc
- DDE H- CD'-+- F{B'- 4AC)
Supposons maintenant qu'on rapporte la courbe à un autre système d'axes, et que f{x,y) devienne t^[x\ y'); alors en appelant a', b' les nouvelles coordonnées du centre, /(n, i) deviendra ^(ct', i'), et d'ailleurs on a, pour la nouvelle équation,
, ,, , , ,,, A'E"— B'D'E'+C'D"-t-F'(B"— 4A'C'l U41 7(«,M = - ii-^-4A-C- ^ î
yGoosle
NOÏE VI!).
it, po\ir abriîgijr,
(ïî
ridenlité
(iG)
et comme on a aussi
E'-BDE + CD=-i-FlB'-4AC), ) A'=iVE"-B'D'E'-;-C'D" + F'(B"— 4iVC'),
n peut multiplier membre à membre, ce qui donne
En résumé, on voit que si l'on considère les trois quantités , _A + C~Bcoa'! „,__B'-4AC
AE=-TÎDR + CD=+ Piè-
ces trois quantités conservent la même valeur lorsqu'on passe d'un système d'axes à un autre, en substituant dans/(ic, _r),àla plac« àex, y, leurs valeurs en fonction des nouvelles coordonnées.
Ces résultats conduisent, nous le verrons, à de nombreuses conséqueuces; mais, auparavant, nous ferons remarquer que nous n'avons démontré le dernier que dans le cas où la courbe a un centre unique. 11 n'en est pas moins vrai pour le cas de la parabole, car on conçoit qu'on puisse le vérifier par des calculs assez longs, mais dont le résultat ne dépend en aucune manière de la nature de la courbe.
Quandletroisièmeinvariant est nul, l'équation représente deux droites; quand le second s'annule, elle représente une parabole ; il est facile de démontrer que, si le premier est nui, la courbe est une hyperbole équilaière. Appelons m' et m' les coefficients angulaires des deux asymptotes, la condition de perpendicularité sera
On sait d'ailleurs que m', m" sont les racines de l'équation Cw'-t-Bm-t- A = o;
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d'où résulte, pour la condition cherciiée,
Mais la iransFormation des coordonnées n'est pas la seuîe dont une équation du second degré soit susceptible. Quand on a obtenu une équation
on peut la multiplier par une constante m pour chasser, par exemple, certains dénominateurs. Alors, tous les coefficients étant multipliés par m, nos trois invariants sont multipliés, le premier par ;n, le second par n;', le troisième par n^ ; mais les deux quotients
fB'-4AC)
conservent encore la mième valeur. On les appelle des invariants absolus. Il suffit que deux équations représentent la ujÈme courbe pour que ces fonctions aient la même valeur, quand on les forme, soit avec les coefficients de la première, soit avec ceux de la seconde.
Les théorèmes précédents permettent de résoudre immédiatement lu question proposée.
Htant donnée une équation
rapportée a des axa faisant un angle S, trouver les coefficients de l'équolion réduite
MX'+KY' — r = o,
i/ui rtpn sente la courbe rapportée à ses axes.
Pour résoudie cette équation, nous égalerons les valeurs dos invariants relatives aux deui équations à l'équation primitive et à l'équation réduite Soient H, H , H" les invariants pour l'équation primitive donnés par les formules (17). Pour l'équation réduite, ces invariants prennent les 'saknr'-
M-i-N, — 4MN, 41'MN.
On a donc les trois équations
U--^M-hN, H'=-4MN, H"=4MNP.
H^P, H''=4PQ
formules qui déterminent P et Q
On peut encore uiih-«r les notions relatives aus invariants pour la démonstration des llnSoiomc- d Apollonius. Soit
l'Équation d'une ellipse. Si l'on passe des axes à un système de diamètres conjugués, le premier membre de cette équation deviendra !e premier membre Je l'équation suivante
qui représente l'ellipse rapportée à deux diamètres conjugués. Les invariants formés avec les coeiîicients prendront par conséquent la même valeur dans les deus équations. On a ici
Sitf» '
«"ù"sm"S'
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d'où résultent les deiix équations
ab = a'6'sinO,
On sait que deux conrbes à centre unique sont semblables quand leurs uses sont proportionnels. Il faut donc que, dans les deux équations réduites des deux courbes
MX' +NY' — P =0,
M'S;+N'ï;-P'=o, les coeflîeients M, N, M', N' soient proportionnels, que l'on ait
m_m; M^^ll
N^ N' °" N~M'' C'est ce qu'on exprime par la formule unique (,8)
r! + N)' _ (M' + N')' 4M.M "^ iM'N' '
qui, résolue par rapport à — , donnerait, soit
Or les deux membres de l'égalité (rg) sont los invariants absolus yj-, relatifs aux deux courbes. La condition de similitude est donc que l'invariant absolu
H' _ sin'9(B'— UCl
soit le même pour les deux courbes.
Si les deux invariants absolus étaient égaux, les deux courbes seraient
NOTE IX
SUR LES THÉORÈMES RELATIFS AUX DIAfflÈTRES CONJUGUfiS DANS l'eLLIFSE.
Considérons doux diamôlrcs conjugués OA, 0!i (^. 3 1}, et ne traçons que p. j les parties de ces diamètres situées
au-dessus du grand ase de l'ellipse.
On sait que la tangente en A est parallèle au diamètre OB, et la tangente en B est parallèle à OA. Désignons par X, y les coordonnées _ du point A, par jr', /'celles du point B. On aura évidemment les rela- - tions
-Zl-,
D'.iilleurs le produit des coefficients angulaires de OA et deOB, ---,-, doit être égal a -\ ce qui donne la troisième relation
Cela posé, supposons que x, y soient connus, et proposons-i terminer x\ y'. On déduira de l'Équation ( 3 j
5 de (ié-
n porte cette valeiir de j' dans l'équation (a), on trouve
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ot, en tenant compte delà relalion (i),
y = -^1 d'où
X et/' étant les poatits, on doit avoir
el en portant celte valeur dans l'équation {3], on obtient
Ainsi les coordonnées x, j, j;', y' sont liées par les relations simples
Kl ï = f ï--r
Ces équations permettent de démontrer un grand nombre de Oiéorèmes relatifs aux diamètres conjugués ;
1° La somme des can-és des projections orthogonales des deux diianctrès sur un axe est constante et égale au carré de cet axe.
En effet, les projections des demi-diamètres OA, OB sur l'ose des x sont X et x'. La somme des carrés des projections est
qui est égale, en remplaçants;' par sa valeur déduite des équations (4);ii
On aurait de même
a" La somme des carrés des diamètres conjugués est constame. En effet, on a
ou, d'après la proposition précédente,
Ok-\-m'=a''hli'.
KOTE IX.
islriiit sur delta: diamètres
En effet, ce parallélogramme est évidemment égal à huit fois le triangle OAB. La surface S de ce triangle est d'ailleurs égale [voirç. SaS) à
liemplayons x:',y' par leurs valeurs tirées des formules (4), on trouve
4' La somme des carrés des projections des diamètres faites sur une droite quelconque parallèlenient à une droite quelconque est constante. Soit, en eiîet, MN [fij^. Sa) la droite sur laquelle on projette. On peut FJg. 3i. supposer évidemment qu'elle
passe au centre ; et soit PQ la direction des lignes projetantes.
5 Les projections des demi-dia- ^ _^_^_^_ mètres sont OK et OL, et elles J.^-^^^ 7 sont dans un rapport constant,
'iT '■ / quel que soit le système de
** diamètres conjugués, avec OG
et OH, projections sur le grand axe OX parallèlement à PQ. Il suffit donc de démontrer le théorème pour les projections sur le grand ase faites parallèlement à une droite quelconque PQ. Soit m le coefficient angulaire de PQ. L'équation de la droite sera
Cette droite coupe l'axe des ^ en un point H, dont l'abscisse s'obtient en faisant Y = o; ce qui donne
Tulle est l'abscisse du point H ou la projection de OA ; celle de OB serait de môme
11 faut donc prouver que
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est constant. C'est ce qui résulte immédiatement do la première proposition et des formules (4).
Enfin, nous appliquerons les formules [ 4) à la solution de la question suivante :
On mène en chaque point de l'ellipse A la normale, et Von porte sur cette normale une longueur AM = \b' proportionnelle aa diamètie h' conjugué du diamètre qui passe en A, lieu dupoint M.
Étant donnée l'équation d'une courte
on sait que l'équation de la normale en un point (.r, j) sera X-J^ ^^^ Y-.r
Appliquons cette formule à l'ellipse, l'équation de la normale en A sera X - - y .- r
D'après une formule relative aus rapports, on aura pour un point (x,y] de la normale
Pour le point M,
AM' = (X-^r + (Y-j)', et, d'après les formules (4),
D'ailleurs AM doit être égal à W pour tous les points du lieu ; gd aura donc
Ces formules donnent les coordonnées X, Y du point SI ;
NOTE IX
Le double signe correspond aux deux points qu'on obtient eti portant AM = W dans les deux sens sur la normale. Prenons simplement le signe — pour passer de l'un des lieux à l'autre, nous changerons 1 en — ^,Nous
Exprimons que a:, y vérifient l'équation de l'ellipse, nous trouvons, pour le lieu des points M, l'équation
qui représente une ellipse. 11 y a quatre cas particuliers remarquables :
i" Supposons que À = - > les formules (5) nous donnent Y-- o; le lieu décrit est l'axe des a?. On a donc
Telle est l'expression de la normale terminée au grand axe.
2° Supposons que \ = -■■, on aura X = o ; le lieu se réduit à l'axe des Y ; on a donc
3° Supposons que 1 = i, c'est-à-dire qu'on porte dans le sens de AE une longueur AC = &' ; l'équation du lieu devient
Ainsi, si l'on porte sur la normale, du c6té dirigé .vers l'intérieur, une Ion gueur AG égale au diamètre OB conjugué de OA, le lieu du point C ei un cercle de rayon « — fi ; on a
4" Supposons que \ = — i, c'est-à-dire qu'on porle en sens contr^rc du précédent une longueur AD = AC = fi'; l'équation du lieu sera
X^ + Y' = (« + fi)', on aura
OD ^ n H- h.
Ces propositions conduisent sans diificulté à une solution, donnée par M. Ciiasles, du problème suivant : Etant donnés deux diamètres conjugués OA, OB d'une courbe, construire les axes.
On mènera la normale on A qui est la perpontliculaire & OB, et on prendra deux points D, G, tels que
AC = AD = OB ; on aura alors
OC = « - È, OD = -7 -1- fi ; d'où
QC + CD _ OD - OC _
ce qui détermine la grandeur des axes. Pour la direction, il est facile de voir que le grand axe sera la bissectrice intérieure de l'angle COD, Repor- ^ons-noua en eifet à la figure, on aura
CE _ ÇA - AË En~ AD-f-AIî'
et, en remplaçant AC, AD, AE par les valeurs trouvées plus haut,
CE _ a-b _ qc
Donc la droileOE, ou le grand axe, est bien la bissectrice de l'angle COD, Le petit axe sera perpendiculaire au grand axe, il sera la bissectrice estérieure du même angle COD.
NOTE l.
BDR LA THÉORIE DES TANGENTES
(l'.SC 104.)
On a vu (p- io4 ) la définition générale de la tangente à une courbe en un point M. C'est la limite des positions d'une sécante MM' quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M. Si l'on désigne par jt, y les coordonnées du point M, par x', y' celles du peint M', le coefficient angulaire de la sécante MM' est
celui de la tangent* sera donc la limite du rapport précédent quand lu différence :e ' ~ ^ tend vers zéro.
Si l'on considère l'ordonnée de la courbe comme fonction de l'abscisse, .x' — x sera l'accroissement de la variable j; quand on passe du point M au pointM';/'— r sera l'accroissement de la fonction j correspondant ii l'accroissement de la variable. La limite du rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable, quand l'accroissement de la variable tend vers zéro, c'est, par définition, !a dérivée de la fonction. On voit donc que la théorie des tangentes se ramène à celle des dérivées. Le coefficient angulaire de la tangente au point (a;, _^) sera la dérivée de j considéréL' comme fonction de l'abscisse x.
Soit, par exemple, la courbe définie par l'équation
Le coelïïcient angulaire de la tangente au point [x,y] sera la dérivéL! cosj: de y par rapport à x, et comme la tangente passe au point [x, y), sou équation sera
Y-j = cos^{X-..-).
En général, une courbe est définie par une équation de lu forme L'algèbre apprend {p. 109) qiic, dans ce cas^ la dérivée .r' de j p!:r
NOTE X
rapport b. x e
isL dûiiQte par la formula
et, par suite,
formule
l'équation do la tangente au point (a:, j
-) sera donnée
qu'on peut écrire d'une manière plus symétrique
La normale à une courbe est la perpendiculaire élevée à la tangente au point de contact. Son équation est donc de la forme
et pour exprimer qu'elle est perpendiculaire à la tangente, il faut écrire qu'il y a entre les coefficients angulaires m et j' des deux droites la rcla-
Remplaçonsj' par sa valeur tirée de l'équation {2), et suhslituons la vi leur de w dans l'équation de la normale. Nous trouvons
telle est l'équation de la normale : on voit qu'à l'inverse de l'équation de la tangente, elle dépeiid de l'angle des axes. Si ceux-ci sont rectangulaires, elle prend la forme simple
fi j;
Par la méthode précédente, le problème des tangentes est résolu dans toute sa généralité, mais il y a quelques cas simples oi il est inutile et oïl il pourrait être trop long d'avoir recours à la recherche d'une dérivée.
Supposons, par exemple, qu'une courbe passe à l'origine. Alors le coefficient angulaire d'une sécante passant par l'origine et par un point voisin SI de la courbe de coordonnées {x,y) est — - On aura donc à déterminer
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lim - quand x tend vers zéro. Ainsi, quand une courbe passe à l'origine, \i coefficient angulaire de la fangente est la limite de - quand xcly tendent vers ï<'^ro. Dans bien des cas, cette limite s'obtient sans difTiculté. Considérons, par exemple, la courhe dont l'équation est
/sera réel pour toutes les valeurs de a: comprises entre — a et +(-;, et la courbo passe évidemment à l'origine. On trouve ici
dûù
Ainsi, il y a deux branches de courbe à l'origine dont les tangentes sont les bissectrices des deux axes.
Supposons encore qu'une courbe passe par un point («, h). Le coeiBcient angulaire d'une sécante passant par ce point et le point (x, j-), voisin sur la courbe, est évidemment
Le coefficient angulaire de la tangente est la limite du rapport précédent lorsque a:, j- se rapprochent de a et deÈ. Cette limite s'obtient quelquefois directement- comme dans l'exemple suivant. Soit l'équation
r'=(.i~,)(«-ir(i-3)",
représentant une courbo du sixième degré. Cette courbe passe évidemment par les trois points
ij-=o, \r = o, ij=o,
Le coefficient angulaire de la tangente au premier point est lim -' ■pour a: = I . Or l'équation donne
donc lim - ■■ =-- « . La tangente ayant un coefficient angulaire inlîni est parallèle à l'axe des y.
l'our le second point, c
NOIE X
à chercher lim — ^ — ■ Or, i
Emln, pour le troisiome poin i'équation
il faut clierclier lim
tini ^_g — o ;
la tangente est l'axo des x.
Il résulte encore de la définition do la tangente une conséquence relative aux courbes algébriques. Étant donnée une courbe algébrique, une sécante quelconque la coupe en m points au plut, t I n h h p exemple, les abscisses des points d'intersection 1 q t n vt 1 ~se est en général du degré m; quand la sécante d t ta ^ t d des points venant coïncider, l'équation aux absc se d ée
deux racines qui deviennent égales. Ainsi, pou q un d t d tangente à la courbe, il faut que l'équation aux b ss u d
nées des points communs à la courbe et à la droite ait une racine double.
Appliquons cette proposition à une courbe algébrique passant par l'origine. Soit
o = A.C -H Br -t- AV'4- !î',r|-+ Cy=-1- A".r= -+-. . .
l'Équation de cette courbe. Si on la coupe par une droite passant par l'o-
On voit que cette équation aura une racine nulle j; = 0 donnant j — o, qui donne l'origine, point commun à la courbe et à la droite. Si l'on veut que la droite devienne tangente à l'origine, il faut que l'équation aux abscisses ail une deuxième racine nulle, et, par suite, que l'on ait
A-i-Bm = o
d'où
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NOTE
L'équation de la langeiitc à l'origine ser
^îr=c.
Donc, quaitd une courbe passe à l'origine, on obtient ta tangente en égalant à zéro les termes du premier degré.
Cette méthode, que nous venons d'appliquer à un point d'une courbe algébrique située à l'origine, peut être Étendue à un point quelconque d'une courbe algébrique. Soit
(4)' /(X.Yl^o
l'équation de la courbe algébrique, et proposons -nous de mener la tangente en un point quelconque de- la courbe (x, y) ; l'équalion d'une sécante passant par ce point sera
et, si l'on cliercho l'équation qui donne les abscisses des points d'intersection do la courbe et de la sécante, il faudra, dans l'équation de la courbe, remplacer Y par sa valeur déduite de l'équation de la sécante, ce qui donne (6)' /[:X,r+«[X-^n = o.
Cette équation est toujours vérifiée par l'abscisse x du point do la courbe ; car, pour X = x, le premier membre se réduit à /(^, j) qui est nul, puisque le point [x, y) fait partie de la courbe. Cela posé, pour que la racine X = j: soit racine double, il faut que le premier membre do l'équation algébrique (6)' s'annule en même temps que sa dérivée pour X = j^ : ce premier membre peut être considéré comme une fonction composée de X et de a=j-i-/«(X — x). Appliquant la règle relative aux fonctions composées, nous trouvons
pour la dérivéo du premier membre ; cotto dérivéo doit s'annuler (lour X = J7, alors (i devient égal à 7, ce qui donne l'équation
Ainsi, la valeur du coefficient angulaire de la tangente est la même que celle déjà trouvée plus haut. Mais la méthode que nous avons suivie ici présente un grand avantage sur la première; d'abord elle n'exige pas la connaissance de la définition et de la dérivée dos fonctions implicites; en Ap. d,^VM. à lu C. 3-j
second lieu, elle donne la sign fie liion plus pitciso dans tous les cas de l'équation de la tangente. Par exemple supposons que/;, f^ soient mib pour un point de la courbe, l' équation de la tangente
devient indéterminée; dans ce cas, la première mélhode ne nous apprend rien sur la nature du point (a;, j); dans la seconde, au contraire, on voit que, i' équation (6)" étant vérifiée pour toutes les valeurs de m, tonte sécante passant parle point {x,f) coupera ia courbe en deux points confondus en un seul au point (x, /), On dit, dans ce cas, que ce point est un point singulier de la courbe. Si, par exemple, une courbe du second degré se compose de deux droites, pour leur point d'intersection l'équation de la tangente se présentera sous forme indéterminée, car toute droite passant par ce point y coupe la courbe en deux points confonduslievenons à l'équation générale de la tangente, à l'équation ( 3 )
qu'on pout écrire
Si l'on suppose que l'équation
soit algébrique, entière et du degré m, la courbe représentée sera du degré m, et l'on voit que, dans l'équation de la tangente, les coefficients de X, y seront du degré m — i par rapport aux coordonnées du point de contact, tandis que le terme constant
sera du degré m par rapport îi ces coordonnées. Mais i! est facile de voir qu'en tenant compte de l'équation de la courbe, ce terme constant peut être simplifié et réduit à ne plus contenir que les termes du degré j;, xjSIais, pour effectuer cette transformation d'une manière simple, nous devons rappeler un théorème d'algèbre relatif aux fonctions homogènes.
Considérons un polynôme entier, fonction de variables x, /, s, quo nous supposerons au nombre de trois pour fixer les idées. Co polynôme se compose de termes tels que le suivant
On sait qu'on appelle degré de ce terme, la somme a + p-^'/ des expoeantfi de x, y, z. Gela posé, un polynôme sera dit homogène du degré m
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quand tous ses termes seront du même degré. Ainsi
Â.E'-HBa:/-)-C/=,
sont des polynômes homogènes du second degré à deux et à trois variables respectivement.
Considérons une fonction homogène/[jr, y, z) du degré m. Le tliéorèmo des fonctions homogènes consiste dans l'identité suivante :
n est facile de vérifier cette identité pour chacun des termes du polynôme; et, d'après sa nature même, elle s'étend à la somme de ces termes qui constitue le polynôme.
Si le polynôme était homogène, de degré m, et ne dépendait que de deux variables, on aurait de même
Nous allons faire une application de ces identités, et simplifier, en les employant, l'équation de la tangente.
Soient X, Y les coordonnées d'un poini, et posons
Si l'on connaissait x, /, z, les formules qui précèdent feraient connaître les coordonnées X, Y ; nous dirons que x, j, z sont les coordonnécu homogènes du point. On voit que les quantités x, j, z ne sont pas complètement déterminées; il suffit que leurs rapports soient connus pour que le point soit déterminé, on pourra disposer arbitrairement de l'une d'elles. Si l'on tait, par exemple, a = i, en vertu des formules (9), on aura
alors X, j sont, on le voit, les counhnnévs ordinaires du point.
Soit M /(X,Y) = o
l'équation d'une courbe ; pour avoir l'équation entre les coordonnées h mogènes, il suffira de remplacer X par -1 Y par ^- Pour mieux voir
résultat de cette substitution, écrivons l'équation (10) c
vante. Désignons par y (X, Y) l'ensemble des termes de degré m.
e, (X, Y) ks termes de degré ni~i. par a. (X, Y) les termes do degré m — a, etc. ; on aura alors
Les polynômes 7, s,, f.^ sont des polynômes homogènes à deux variables de d^rés m, m — <, m — a, respectivement.
Remplaçons dans >p(X,Y),X par'-i Y par - : l'un quelconque des a de ce polynôme, AY'Y"'", deviendra ' ',,; — ; le polynôme tout
-•'.«11' ■ ■ ■ * L'équation de la courbe prendra la forme
et, si l'on multiplie tous les termes par z"', on aura (11) 'i>(.<^,j)+ 2?i(^,j)+s'i'M^. /) + ■■■=<'.
!.e premier membre de la nouvelle équation que nous considérerons comme dépendant des trois coordonnées homogènes j, j-, ?, sera donc un polynôme homogène et du degré m ; nous le désignerons par f(x, y, s ) = o. Ainsi, toute courbe de degré m est représentée par une équation homogène et de degré m entre les coordonnées .r, y, z. Il est d'ailleurs fiicile de revenir de cette équation à l'équation primitive; il suffit d'y faire a = I , alors x, y sont, on l'a vu, les coordonnées ordinaires du point, C'est ainsi que l'équation du premier degré
AXh-BY + C= 0 est remplacée par l'équation homogène du premlur degré
A,cM-Bj-i-Cî = o.
Ce même, l'équation
AX' -H DXY + CY'-4- DX -i- EY + F ^ o devient, par la suhstitulion des coordonnées homogènes,
Du reste, il suffit de faire, dans cette équation, 2 == \ pour retrouver 1 équation primitive.
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Soit une courbe reprosentée par réquation homogèno
il est facile de voir que le coefficient angulaire de la tangente au point [x, j, z) sera encore donnée par la formula
On sait en effet, que les rapports seuls des coordonnées a-, /, 3 sonl déterminés pour un point. On pourra donc supposer que la valeur de z demeure la même pour tous les points de la courbe, qu'elle soit constante. Alors l'équation (12) établira entre x et jr une relation qui permettra de considérer y comme fonction de x. D'après les théorëtiies d'algèbre relatifs aux dérivées, la dérivée de y par rapport à x sera donnée par l'équation
Cela posé, considérons un point fil dont le coordonuée s lent x, y, î, et désignons par x',y\ z' les coordonné d un point M Le coefFicient angulaire de la sécante MM en é^al -m quotient de la difiérence des
-- par ladifleieice de ibsc sses eest à- dire à
On mit bien que la limite d l ji c. it loia \\ I (, 1 pi r die de nj, c'est la dérivée de j' considereeconme loncli [ d x n aura ionc, poui !e coefficient angulaire m de la lan^ente
L'équation de !a tangente sera donc
X, Y, Z désignant les coordonnées homogènes d'un point quelconque do cette droite. Si nous chassons les dénominatetirs, nous trouvons
GSa NOTE s.
Slais d'après le théorème des fonctions homogènes, on a l'identitÉ
^/^(■«, y, ^) + r/;(.^, j, ^) + ^l'À^, J, ^) = "'/(^. js =^).
et comme le point de contact [x, j, s) se trouve sur îa courbe^' (■^i J'i ^) = "• l'identité précédente donne
-'JA^'. T. >) + J-/;i«, /, ■) = -•/'(.!, r, ^).
■Cette équation permet de simplifier le coellicient de Z dans i'étiuation do la tangente, qui devient
(i3) x/;(^,j,^) + Y/;(^,/,si + z/;(^,/,2) = o,
Il suffira de faire dans cette équation 1= z — i pour que les coordonnées homogènes deviennent les coordonnées ordinaires. On voit que la nouvelle équation ne sera plus que du degré m — i par rapport aux coordonnées du point de contact.
Appliquons cette méthode à, l'équation du second degré
/(X, Y) = A^' -HB,rj + C/ + -0^^ Ej + F - o.
Si l'on rend cette équation homogène, elle prend la forme
A*^ + Barr -H C/ -1- D.EZ + Ejï + Fz' ==^ o.
Appliquant la formule (i3), nous aurons, pour l'équation de la tangente,
(i4)X(2A.r-i-Bj-l-DE) + Y(Ba;-i-îCj' + EE) + Z(D.r4-Kj-h3Fî)--=o,
et si l'on veut revenir aux coordonnées ordinaires, il faudra faire Z — s = i , ce qui donne
(i5) X [ikx + Bj+ D) H- Y (B^ + îCj + E} + D.-^; + Ej- + ^F = o.
Cette dernière équation peut encore s'écrire
(i6) 2AXj; + B(Xj+Y-c)H-2CYj + D(X-4-^)-i-E(Y+j') + aF-;o;
sous cette forme, on voit qu'elle ne change pas si l'on échange X, Y avec
A ce propos, notons l'identité plus générale relative à la fonction homogène du second degré /(.r.j-, z)
'"' i-^yi(X,Y,Z} + //i(X,Y,Z) + î/^(X,Y,Z),
qu'on vérifie sans difficulté.
Au moyen des équations procidentes, on peut résoudra un problème
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très-important relatif aux courbes du second degré ; Mener pur un point [x',y\ z') des tangentes à la courbe.
Supposons d'abord que le point soit sur la courbe alors lY'qiiaLio!i lio~ niogÈne de la langente sera
Si le point [a:' ,y, z') est en dehors de la courbe, prenons comme inconnues à déterminer les coordonnées ^, y, z du point de contact de la langente: ces coordonnées doivent satisfeire d'abord à l'équation de ia courbe (.8) /(»,j,.).,o.
Il faut en outre exprimer q\ie la tangente au point ( j, j, z) ya passer au point donné (a;', f, ^ ) . L'équation de cette tangente est
Exprimant qu'elle est vérifiée par les coordonnées du point, nous avons la deuxième condition
qu'on peut encore écrire, d'après l'identité [17), (20) ^fA^\y\z']+yf;.{^\x\z')^zn.[^,y;z') = o.
Les points de contact doivent donc se trouver à l'intersection de la courbe et delà droite rayirésentée par l'équation (20). Comme «ne droite coupe une courbe du second degré en deux pointa, on voit que d'un point on peut mener deux tangentes à la courbe. L'équaUon (20) représente la corde qui joint les points de contact des tangentes menées du point {s:\ x')\ on l'appelle la conle de contact ou polaire du point [3^, y' , z']. En résumé, on voit que l'équation (20) représente la tangente au point [x', y', s') si le point est sur la courbe, la corde de contact des tangentes issues de ce point s'il est en dehors de la courbe.
Nous avons traité le problème précédent avec des coordonnées homogènes, il suffirait de faire partout i = 1, s' = 1 pour avoir les coordonnées ordinaires d'un point. Ainsi la polaire d'un point {^,y') a pour équation
(2l)■»^[aAa^'-^BJ'-!-D)-^J'(Bx'+2CJ-''i-E) + D.r'-^-E/' + 2F = o.
Nous avons résolu, dans ce qui précède, le problème de mener une tangente à la courbe par un point pris sur cette courbe. l\Iais on peut encore se proposer le problème suivant que nous n'avons pas traité :
Etant donriie l'cijiiiition d'une dniite (22) n)*-Hnj'-+-/>2 = o,
exprimer que cotte droite est tangente à la courba
Une première mÉthode s'offre pour la résoluUon do ce problème. On peut chercher l'équation qui donné les abscisses des points d'intersection Af, la courbe et de la droite; si la droite est tangente à la courbe, l'abscisse correspondant au point de contact devra Être racine double de l'équation. On aura donc à exprimer qu'une équation à une inconnue de mûme degré que la courbe a une racine double.
Mais on peut encore traiter le problème de la manière suivante. Si la droite est tangente, désignons par if', y', z' les coordonnées du point decontact; l'équation de la tangente en ce point sera (24) ^/.^(.r',j',î'l+j/;,(^',j',î'} + a/;,(^',j',z'l=o.
Les deux équations (aa) et (24) devant représenter la œCmo droite, leurs coefficients doivent être proportionnels, ce qui donne les équations do condition
Joignons à ces équations la relation suivante :
que doivent vérifier les coordonnées du point de coiiUct. Nous aurons ainsi trois équations, l'équation [a6 jet les deu s équations (25j, auxquelles doivent satisfaire les coordonnées du point de contact. Si nûus éliminons les deuK coordonnées entre les trois équations, nous aurons la relation cherchée.
Remarquons que l'équation (a6) peut, en vertu du tlii'orèmo dos fonctions homogènes, s'écrire
et si l'on remplace /i'',^'', /y par les quantités proportionnelle m, n, p,
cette équation deviendra
(27) ,^^'^ny+pz'--=o-
eile exprime que le point de contact se trouve sur la tangente et peut remplacer l'équation (aO).
Appliquons celle méthode à l'équatiou du second degriS Ax' + lixy-i-Cf -i-'Dxi-hExz-hYz' -^ o : les équations (iS) et (27) deviennent ici
aA,r -+■ liT + 1)3 E.r -t- aCr -+- Iîj U.r -h Er ■
lîepr&entons, pour plus de symétrie par — 1 la valeur commune c trois rapports égaux. Nous aurons les équations
■ika: -^ B 7 -I- D 3 -!- ml - o,
pnlre lesquoIlBS il faut éliminer les quatre inconnues ^, jr, s, > , ■ les rapports de ces inconnue. Le résultat de ces éliminations se sur les déicrminants, prop. IX}
11, en développant,
~2///j(BD- aAE) - imp[m. - aCD) - 2m« (DE -
Ll plutôt
a [Nuic
KOTE XI.
Slill l'intersection de deux, courues I)(i SECOW) DliGRÉ.
Lemmc. — Pour que les équations du second degré
(1) a.:'^bx^r = ,>,
aient une racine commune, il faut et il suffit que l'on ait
[3) [ac' -ca'f-laU -bn'){cU — cb') ^ o,
et la racine commune aux deux équations sera donnée par la formule
Quand celte valeur de a^ se présente sous la forme -, on a
les équations ont leurs coefficients proportionnels, et leurs racines sont les mêmes.
Nous omettons la démonstration facile de ce lemme, qui est utile dans un grand nombre de questions.
Soient
(6) ? {^, y, z) = A'.f'-t- B'.rj'H-C'^' -T. B'xz -t- E> 4- Fa= = o
les équations, en coordonnées homogènes de deux courbes du second degré. Nous supposerons, pour plus de simplicité, que l'on ait choisi l'ase des 7 de manière que C, C soient différents de o. Cela suppose que la direction de l'axe des j- n'est direction asymptotique pour aucune des <leus courbes. Alors nos deux équations donneront, pour chaque valeur de Vabscisse, deux valeurs de l'ordonnée finies et déterminées. Désignons par x,y, z les coordonnées d'un point c
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courbes. Ces coordonnées devront vérifier les équations
/(.■,j, z)=o, ï[^,j,^)=o, et par suite les deux équations cnY
devront avoir au moins une racine commune Y = j. Réciproquement, si ces équations ont une racine commune Y = r, les coordonnées x, j, z vérifieront les équations des deux courbes, et le point déterminé par ces coordonnées sera un des points cherchés. Nous sommes donc conduits,
pour déterminer les abscisses -des points d'intersection, à éliminer 7 entre les équations des deux courbes, c'est-à-dire à chercher la condition pour que les deux équations en Y
(7) /K r>^)=C/' + (B^ + Ezl7-i- .4^^-4-0x2-^ F:.' = 0,
(8) <pl^.7, a) = C'7--M-(B'.i;-i-E'z)7-HA'x=-(-D'j-3+F:== o
aient au moins une racine commune.
Pour identifier les équations (7) et (8) aux équations (i)ct (a), il faut poser
n' = C', b' --= B'.r + E', c' ^ A'a:= + D'xî-r F's',
et, en remplaçant a, a',... par leurs valeurs dans l'équation (3), on aura la relation cherchée. On voit ici immédiatement que les expressions
sont des polynômes du premier, du second et du troisième degré de lu forme suivante :
ab'-ba-=mx + pz, où m = GB' - BC.
ac' — ea'= m' x' -\- p' xz -^- q' z'' , où. m' = CA' — AC,
fa' ~ ci' ^ m"a?-i-i>'Wz + q'xz,' -v- >'" z\ où m" = BA' — AE'.
En substituant ces valeurs dans la relation (3), on trouve la comlition cherchée
Faisons passer tous les termes dans le premier membre, et développons, nous trouvons une équation de la forme
L'Équation (lo) détermine les abscis desfu t con s
courbes. La valeur correspondante de se trou e a en aj pi ] formule (3] du lemme, ce qui donne
^ ' ■' IlliC-^pZ
On voit donc qu'en général, l'équation (lo) fournira quatre valeurs réelles ou imaginaires de l'abscisse, et & chacune deces valeurs correspond la valeur de l'ordonnée fournie par la formule (12). Donc, deux courbes du second defiré se coupent en général en quatre points réels ou imaginaires. Examinons maintenant les cas particuliers, et les objections qu'on peut faire à la conclusion générale que nous venons d'énoncer.
D'abord, il était nécessaire de calculer le coefficient R pour reconnaître que ré<iuation (10} est bien, en générai, du quatrième degré. Ce coefficient est donné par la formule (11)1 et, d'après le lemme, il ne serait nul que dans le cas où les deux équations
auraient une racine commune. Comme ces équations donnent les coefficients angulaires des directions asymptotiques, on voit que le coefficient R ne sera nul que dans le cas où les courbes auront une direction asymptotique commune, ce qui n'a pas lieu en général.
En second lieu, nous avons supposé que, pour chaque valeur de - radnede l'équation (10), les deux équations enrayaient une seule racine commune ; ne pourrait-il pas arriver qu'à une racine de l'équation en -
correspondissent deux valeurs de l'ordonnée, et, par suite, deux points communs aux deux courbes^ Il est clair que, si cette hypothèse se réalisait pour les quatre racines de l'équation (10), le nombre des points communs aux deux courbes s'élèverait à huit, en admettant que les quatre racines fussent distinctes. Pour écarter cette objection, remarquons que, si l'on avait deux points communs aux deux courbes, et ayant la même abscisse, l'axe des y serait parallèle à la droite qui joint ces deux points d'intersection ; or on peut supposer, comme il s'agit de la démonstration , que l'axe des y sut été choisi de telle manière, qu'il ne
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soit paraliolc a aucimo des droites qui joignent deux points quelconques d'intersection.
Autrement ; sans faire aucune hypothèse sur l'axe des y, admettons que, pour une valeur de l'abscisse -' = a, les deus équations en/ aient lenrs deux racines communes, elles devront avoir leurs cocfricionts proportionnels. Ainsi, les polynômes
oh'-ba\ m--cd, bc'-chs' annuleront tons les trois pour '" — ■'■; donc, d'après la composition même de l'équation en -i
[,ii:'-Cf{Y~[nb'-- ba'){Oc'-cb']= o,
on voit que - = a sera racine double de cette équation; elle lient donc la place de deux racines distinctes, qui, comme elles, donneraient deux points.
Si, dans l'équation (lo), Ses premiers ooefBcientsR, S, T,... deviennent nuls, ily a 1,2, 3,.. . points rejetés à l'infini, s est facteur de l'équation. Cela ne fait pas de difficulté, mais il y a à examiner d'une manière particulière le cas où Péquation (lo), ayant tous ses coefficients nuls, serait identiquement satisfaite.
Alors, pour toutes les valeurs de ic, l'équation (lo) étant identique, les deux équations en x auront au moins une racine commune. Si cette racine commune, donnée par la formule (la), ne se présente pas, quel que soit j;, sous la forme -i les équations en 7 n'auront, en général, d'après le lemme, qu'une racine commune. D'ailleurs l'équation (10), ou plutôt l'équation 1.9) devenant une identité, on voit que le polynôme 1)1.7:-+- pz
du second membre de cette équation doit diviser le premier membre, c'est-à-dire le polynôme (n'j:' + /'' ica -f- '/'ï'. On aura identiquement
et, au moyen de cette identité, la valeur de 7 commune a lions deviendra
Sgo NOTK XI.
L'équation _?" -- «^ -t- ^3 reproscnte donc unu droile dont tous les points sont communs aux deux courbes. Il faut donc que les dpux courbes se composent de deux systèmes de deux droites ayant une droite commune. Soient [A, B), (A, B'} les deux systèmes de droites. Les points communs sont tous les points de A et le point d'intersection de B et de B'. Il est facile, d'ailleurs, de trouver l'abscisse de ce dernier point. En effet, pour cette abscisse, leséquationsenj auront deux racines communes, celle qui détermine le point sur la droite A, et celle qui détermine le point commun à (B, B'). n faudra donc que la formule (i3), qui donne j, se présente sous la terme --, c'ost-à-dire que l'on ait
telle est l'abscisse du point (B, B').
Examinons enfin le cas où, pour toutes les valeurs de ^, les équations en Y auraient deux racines communes. Dans ce cas, tous le^ points sont communs et les équations représentent la même courbe, et l'on doit avoir,
quelle que soit l'absciîso -,
On déduit de là, comme on sait, que l'on doit a'
En d'autres termes, il faut que les équations aient leurs coefficients proportionnels. Ainsi :
Qiiaïul deux équations représentent la même courbe, leurs coefficients sont proportionnels.
En résumé, on voit que : deuss courbes du second degré ne peuvent avoir plus de quatre points communs, à moins qu'elles coïncident on qu'elles se composent d^deux systèmes de deux droites ayant une divitc commune.
Du reste, les quatre points d'intersection ne seront pas nécessairement distincts. Pour nous faire une idée des différents cas qui peuvent se présenter, considérons les points d'intersection d'une courbe indécomposable, une ellipse par exemple, et d'un système de deux droites.
En général, les deux droites AU couperont la courbe en quatre points distincts, a, n', b, b', et l'équation aux abscisses aura ses quatre racines
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dlstincles, pourvu que l'axe des j nesoit parallèle à aucune des droites na\ ah', ab, a'b', a'b, hb\ qui joignent deux points d'intersection. Mais, si la droite B vient se confondre avec la droite B', le point B viendra se confondre avec le point a; le système (.ï^, /, s) correspondant à ce point a sera un système double ; l'équation aux abscisses ou aux ordonnées aura une racine double.
Si la droite A vient se confondre avec la tangente en a, C, le point a' se réunira au point o, et îe système (B'C) coupera la courbe en un point simple eten un point a, qui devra être compté pour trois. L'équation aux abscisses aura une racine triple, quelle que soit la direction de l'axe des^. Si les deux droites A, B' se confondaient, si B' venait coïncider avec A, les deux points a, ti tiendraient lieu, chacun, de deux points d'intersection, et l'équation aux abscisses aurait deus racines doubles.
Enfin, si les deux droites viennent toutes deux se confondre avec la tangente en a, C, les quatm points d'intersection viennent se réunir en a ; l'équation aux abscisses a une racine quadruple.
Si les deus courbes sont toutes les deux indécomposables, et que deux de leurs points d'intersection A, B viennent se confondre en A, ia sécante commune AB se confond avec la tangente en A, les deux courbes sont dites simplement tangentes, et le point de contact compte pour deux. Les courbes sont tangentes en ce point et se coupent en deux autres points C, D. Si ces deux derniers, C, D, se réunissent en C, les courbes sont tangentes aux deux points A et C, qui doivent ehaoua 6tre comptés pour deux. On dit qu'elles sont doublement tangentes.
Si les deux courbes sont simplement tangentes en A, et qu'un autre G de leurs points d'intersection vienne se confondreavec le point A, ce point A devra compter pour trois. On dit alors que les courbes sont osculatrices, et qu'elles ont trois pointa confondus en A.
Enfin, les quatre points peuvent se réunir en un seul ; les courbes sont dites osculatrices en A, mais on ajoute qu'elles ont en A quatre points confondus.
La discussion des points à l'infini se fait au^i sansdiEiioulté. Si l'un des points d'intersection s'éloigne à l'infini, les deux courbes ont une direction asymptotique commune, et l'équation aux abscisses se réduit au troisième degré. B est nul dans l'équation (lo). C'est ce que nous avons déjà vérifié.
Si deux points s'éloignent à l'infini , les deux courbes ont, ou bien leurs deux directions asymptotiques communes, ou bien une tangente à l'infini, e'est-à-dire une asymptote commune, et l'équation aux abscisses ne sera plus que du second degré.
Silos deux courbes sont doublement tangentes aux deux points à l'in-
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fiai, elles doiveTit avoir les mêmes asymptol^s; et, dans co cas, elles ne se coupent en aucun point à distance finie, etc. On peut vérifier toutes ces conclusions par des calculs directs.
Enfin, on peut examiner les points d'intersectioa de deux courbes au point de vue de leur réalité. Si les coefficients des deux équations
sont réels, l'équation aux abscisses aura aussi ses coefficients réels, et ses. racines, si elles sont imaginaires, devront être conjuguées deux à deux. A deux racines conjuguées, il correspondra, par la formule (la], deux valeurs de j imaginaires conjuguées. Les points d'intersection des deux courbes seront donc, ou tous les quatre réels, ou tous les quatre imaginaires, ou deux seulement réels et deux imaginaires ; et les points imaginaires seront toujours conjugués deux à deux. Si les deux courbes avaient deux, trois, quatre points réunis en un seul,
la racine - correspondant à ce point multiple, et étant seule de son degré
de multiplicité, serait réelle, le point correspondant serait réel. Il faut faire une exception pour le cas des courbes doublement tangentes. Dans ce cas, l'équation aux abscisses ayant deux racines doubles, ces racines pourront être imaginaires conjuguées, et les deux points de contact correspondants seront alors imaginaires conjugués.
On sait qu'une droite dont les coefficients sont imaginaires a toujours un point réel. Considérons, de même, une courbe du second degré dont les coefficients soient imaginaires. En séparant les parties réelles et imaginaires, l'équation de cette courbe prendra la forme
Les seuls points réels dont les coordonnées doivent satisfaire à ces équations seront déterminés par les équations
H faudra donc chercher les points réels d'intersection de deux courbes du second degré à coefficients réels. Ces points peuvent ne pas exister, ou être au nombre de deux, de quatre. Ainsi, une courbe à coefficients imanaires du second degré a, au plus, quatre points réels ; elle peut n'avoir aucun point réel.
Kemarijne. -~ Il est facile de démontrer d'une manière directe que, si deux équations
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représentent la ni^me coiirbo, leurs cosfriclenls sont proportionnels. Cousidérons, en effet, l'équation
où III désigne un coeffici(,nt arbitraire cette équation étant vérifiée, en même temps que les deuî. premières de^ ra représenter la même courbe qu'elles. D'ailleurs, disposons de m de manière que la courbe (y.) passe par un point quelconque du jlan ceh est toujours possible. Alors l'équation (a) représentera une courbe du second degré et un point ; ternie droite passant par ce point coupera la courbe en trois points et en fera par conséquent partie. C'est-à-dire que l'équation (») sera vérifiée pov.r tous les points du plan; elle sera donc identique, et l'on aura, par suiiu, pour toutes les valeurs de x et de j-,
P = ;hQ.
Les deux premières équations ne différeront par conséquent l'une de l'aulre que par un multiplicateur constant m ; elles auront leurs coefficients proportionnels.
NOTE XII
I. ÉQUATIOK QUI DÉTËUMIWE LES COUPLES DE SÉCASTL: COMSTUNES A DEUX COEBBES !)U SECOKU BËGllÉ,
On sait que, par l'intereection de deux courbes du second degré , on peut en général taire passer trois systèmes de deux droites. Soient A, B, C, D les quatre points d'intersection. Ces trois couples seront formés respectivement des droites (AB, CD), (AC,BD),{ AD, BC), et seront évidemment distincts toutes les fois que les quatre points d'intersection ne seront pas confondus. Nous nous proposons de déterminer, dans ce qui va suivre, l'équation de ces différents couples de droites, passant par l'intersection de deux coniques P, Q. Soient
les équations des deux courbes, l'équation générale des coniques passant par leur intersection sera
et il faudra déterminer le rapport - de telle manière que l'équation précédente représente deux droites. Or nous savons exprimer la condition pour qu'une équation du second degré se décompose en doux facteurs linéaires. Écrivant que cette condition est satisfaite pour l'équation (3), nous trouvons V équation ,(4) ^),^^-9•,,',,. + 6'>.pM-y,.^'=.o,
qui détermine, comme cela doit être, trois valeurs pour le rapport -■
On a d'ailleurs
„c' - bde -+- cd' -(- f[b- - iac n'E" - h'dW^ b'd"+f'{b"- k<t'c
t les dérivées de a par rapport à c, ô. . .; A^,, ûj,. désignant de même les dérivées de A' par rapport à a', b',
Par exemple, si les deux courbes P et Q étaient deus syslèmes de deux droites, on voit que A, A' seraient nuls. L'équation du troisième degré contiendrait en facteur Ip. Pour i= o, on aurait la courbe Q ; pour|/. = o, la courbe P, et il resterait un facteur du premier degré, donnant la valeur de - correspondant au troisième couple de sécantes.
H faut maintenant discuter l'équation en -> et, pour cela, nous allons
examiner les différents cas qui peuvent se rencontrer quand on étudie l'intersection des deux courbes, et voir ce que deviennent les dilferents couples de sécantes communes.
Noua avons déjà vu que, lorsque les quatre points d mter-ecti n lont distincts, on a trois couples de sécantes communes, auxquels doivent nécessairement correspondre trois valeurs différentes de - Donf dans ce cas, i'équation du troisième degré aura ses trois racines distinctes.
Supposons maintenant que les points ne soient plus distincts, que le point B vienne se confondre avec le point A. L«s deux courbes P et Q seront tangentes en A. Un des couples se composera de la tangente en A, qui est la limite de AB et de la droite CD. Quant aux deux autres
(AC,BD), (AD,BC), ils viendront se confondre en un seul, le couple AC, AD. Les deux valeurs correspondantes de - deviendront égales, et l'équation en - aura une racine double. C'est à cette racine double que correspondra le couple dont le centre est au point de contact commun des deux courbes P et Q.
Si les deux points C et D se rapprochent , si le point D vient coïncider avec le point C, les courbes P et Q seront doublement tangentes : le couple qui correspondait à la racine simple se composera des tangentes en A et en C ; quant au couple AC, AD, il se composera de deux droites confondues avec AC. L'équation en - aura encore une racine double ; souleraont
5^6 kote XII.
le couple correspondant à celle racine double se composera de deijx
droites confondues. Ainsi :
Quand les deux courbes sont simplement ou doublement tangentes, l'équation on - a uno racine double qui fournit, dans le cas des courbes
simplement tangentes, le c pie ya t son cent e au point de contact, et, dans le cas du double conta t le co pie fo né 1 deux droites confondues avec cette corde de onta t
Supposons maintenant que \\m de d ux po nts d'intersection viennent se réunir en un seul. Quand les d u le étaient simplement tan-
gentes en A, on avait en o ele de ix couples ded oites
(AT, CD) et (AC,AD}.
Si un troisième point D, par exemple, vient se réunir aux deux pointa confondus en A, la sécante AD vient se confondre avec la tangente en A, la droite CD avec CA, les trois couples se réunissent et en forment un seul (AC, AT), qui correspond à une racine triple de l'équation en -■ Enfin, si le dernier point C vient se confondre avec !e point A, le couple correspondant à la racine triple est (AT, AT), et se compose de deux droil«s confondues avec la tangente. Ainsi :
Dans le cas où trois au moins des points d'intersection sont réunis,
l'équation en - a une racine triple à laquelle correspond le couple unique
de droites passant par l'intersection des deux courbes P, Q. Si ce coupla est composé de deux droites distinctes, les courbes n'ont que trois poinls confondus au centre même de ce couple. Si le couple se compose de deux droiles confondues, les quatre points d'intersection sont réunis en un seul.
Il nous reste enfin à examiner !e cas où Ie3 deux courbes P, Q coïncident. Dans ce cas, leurs équations ne différent que par un facteur coustant, et sont
P=o, mV = o.
L'équation générale
représentera la même courbe que les deux premières. La condition pour que cette courbe se décompose en doux droites étant du troisième degré par rapport aux coefficients contiendra
en facteur. L'équation en - aura donc encore une racine triple; mais.
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en substituant cette racine triple, l'équation se réduira à une identité. On voit donc, en résumé, que :
1° Toutes les fois que l'équation en - aura ses racines distinctes, les deux courbes P, Q se couperont en quatre points distincts ;
a° Toutes les fois que l'équation en - aura une racine double , les
courbes P et Q seront simplement ou doublement tangentes, suivant que !e couple correspondant à la racino double se composera de deux droites diatinctes ou de deux droites confondues;
3° Enfin, quand l'équation en - aura ses trois racines égales, les
courbes P, Q seront osculatrices; elles auront trois ou quatre points confondus, suivant que le couple unique se composera de deux droites distinctes ou de deux droites confondues; si l'équation de ce couple se réduit à une identité, les deux courbes coïncideront.
Dans la discussion qui précède, nous avons supposé que l'une des deux comquea P était une courbe indécomposable. Il nous reste donc, pour la compléter, à étudier l'intersection de deux systèmes de deux droites.
Soient les deux systèmes de deux droites ap, -jS. 11 ne pourra évidemment se présenter que les cas suivants ; 1° les quatre points sont distincts ; dam, ce cas trois couples distincts en tout ; 2° 7, 3 viennent se couper sur une des droites ap, sur p, par exemple, en A ; alors toutes les coniques passant par l'intersection sont tangentes en A à p, le couple {AC, AD) est double et correspond à une racine double de l'équation en J; 3' deux droites a, p des deux systèmes se confondent. Alors les équations des deui. systèmes sont
ap = 0, «7 ^ o, et l'équation
représente dans tous los cas des droites : donc l'équation en - est identiquement satisfaite ; 4° les quatre droites se coupent on un même point. Dans ce cas, l'équation en i est encore identique. Si l'on prend, en effet, le point commun pour origine des coordonnées, les deux courbes P, Q ont eu pour équations
aj-y -h barx 'i- c;y' — o, a'a'-i- b'.vy-t- i''j'= "• et l'équation
représente toujours un système de deux droites distinctes ou confondues.
On voit donc que l'équation en - sera identique dans les deux cas suivants seulement : i° quand les deux courbes P et Q seront des couples ayant une droite commune; a" quand ces mêmes courbes seront des couples ayant leur centre commun.
Telle est la discussion complète des différents cas qui se présentent dans l'étude des couples de sécantes. Nous savons maintenant dans quel cas
i'équation en ■- sera identique, dans quel cas elle a une racine double ou
triple. Il ne nous veste plus qu'à dire quelques mots sur la manière de reconnaîLre combien de points réels communs ont deux courbes du second degré.
Nous supposerons non pas que les courbes P et Q soient réelles, mais qu'elles soient représentées par des équations à coeIScients réels, et nous rappellerons que, dans cette liypothèse, si les points communs sont imaginaires, ils sont conjugués deux à deux, et qu'il y a toujours un couple de sécantes réelles communes aux deux courbes P et Q.
Nous n'examinerons ici que le «s où, les quatre points étant distincts,
les trois racines de l'équation en - sont distinctes. Dans ce cas, cette équation ayant ses coefficients réels, elle aura ses trois racines réelles ou bien une seule racine réelle et deux imaginaires, Commengons par le cas des trois racines réelles.
Un couple est toujours formé de sécantes réelles. Soit «^ ce couple
correspondant à la racine - = ^. Cherchons un autre couple correspondant à une autre racine réelle- =^'; ce couple, ayant une équation réelle,
aura son centre 0 nécessairement réel. S'il se compose de deux droites réelles 7, S, ces droites couperont les deux premières en quatre points réels; donc si les couples correspondant à deux racines sont formés de droites réelles, les quatre points d'intersection sont réels, et le couple correspondant à la troisième racine est évidemment réel aussi.
Si , au contraire , le couple correspondant à la racine réelle - = k' est formé de deux droites imaginaires, on sait (l'équation du couple ayant ses coefficients réels) que le point de rencontre de ces droites , centre du couple, est réel. Les droites du couple n'ont pas d'autre point réel que leur point de rencontre, et, par conséquent, elles vont conper les droites du premier couple en quatre points imaginaires. Le couple correspondant à la dernière racine ne pourra pas non plus être réel; car, s'il l'était, les quatre points d'intersection seraient réels.
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Dotii- =1 ]c toupie i,orreapondarit à l'une des trois racines réelles est imaginaire les luatre points d'intersection sont imaginaires.
En résumé on \ oit que ;
Lorsque 1 équation en - a ses trois racines rc«llcs, les quatre points d'inlflr-flction sont toub réels ou tous imaginaires.
II ne reste plus qu à considérer le cas où l'équation en - a deux racines
imaginaires. Dans ce cas, soit a + p? une valeur imaginaire de -1 l'équation
représentera le couple correspondant à c«tte racine. Cette équation étant du second degré à coefficients imaginaires, la courbe qu'elle représente ne pourra avoir de points réels que ceux qui satistonl à la fols {voir p. 5gï) aux équations
pp=-o, kPh-0 = o ou P= o, Q = o,
obtenues en égalant à zéro les parties réelles et les parties imaginaires de l'équation.
On vo I donc q e e omlre le po t eelf du couple e t le mé e ju e nombre de po nts réels co n unt aux co q es P et Q D ailleurs le couple se om^o ant de de x d 0 tes mag a res 1 y a n n po î t réel sur chaîne d 0 te Donc les deux courbes P et Q ont de t po ts communs réelf eule ne t
Ce ra sonnement semt en défaut s 1 s d x d o es qu cou p se t !e couple correspondant aiarcnec + p n étaient pa n ag a e Ma s 3 1 une au mo ns Liait réelle on voit que les deux courbes 1 et Q aura ont me nfin té de po ts communs réels tous ceux de la dro te réelle, ce qui est contraire a I hyputliese que les deux courbes se coupent en quatre points seulement. Donc 1
Si l'équation en - a deux racines imaginaires, il y a deux points d'in-
lersection réels; les deux autres sont imaginaires.
i" jippUcation . — Supposons qu'on se propose de déterminer les points d'intersection de deux courbes du second degré. La méthode la plus simple sera celle que noua avons exposée dans la Note XI. On cherchera l'équation aux abscisses des points d'intersection. On résoudra celte équation par les méthodes employées en Algèbre , et les ordonnées correspondantes seront déterminées par une équation du premier degré. Mais on peut encore se servir de l'équation aux couples de sécantes. Pour
cela, on formera l'équation en -j et l'on en déterminera doux racines.
A. ces deux racines correspondront deus couples de sécantes, et l'on n'aura plus qu'à chercher l'intersection de deux systèmes de deux droites. C tt roétl d exige comme on voit, la résolution d'une équation du troièm d g é t en outre quind on aura i décomposer chaque couple en d X d t séparée'- lextractioa dune racine carrée, c'est-à-dire la es 1 t d np e|uation du ■■econd degré. Pour les équations numéri- ]u cott éthode n est nullement préférable à la première ; mais il y a ne nséqu nce importinte a tirer de la comparaison des deux méthodes : c'est que la résolution de l'équation du quatrième degré peut se ramener à celle d'une équation du troisième degré, suivie de deux extractions de racines carrées. C'est ce que le calcul suivant explique complètement. Soit
une équation du quatrièmo degré. Posons
i'équation précédente pourra s'écrire
y + ^j^_^-(-5a;=H~ J-.r-i-.r = 0 et l'équation (5) pourra se remplacer par le système des deus équations
qui représentent deux courbes du second degré. Soit
(7) j|- = H-/îxr + r7.i:'+rj:-[-.v+i(.t'-j,-)= o
l'équation générale des courbes qui passent par leur intersection. On détermine î- par la condition que l'équation précédente représente deux droites, ce qui donne, pour i, l'équation
ou, on ordonnant
(B) V T- q')?-i-{pr— 4.v)î' + r' +- s/i'— ^sq.
Si l'on prend pour l une racine V de cette équation, le premier membre
de l'équation ( 7 ) se décomposera en deux fecteurs linéaires, et l'on aura
une identité de la forme
= ( A7 -V- B.r -i- C.) (A'j- + iï'a- -t- C);
cotte équaiion davant Ctrn vÉrifiée quelle que soit j;, ;', faisons r = ./■', i^lle devient
et est vitrifiée, quelle que soit ■)■. Ainsi, le premier membre de notre équation du quatrième degré est décomposé en deux facteurs du second degré. Aux trois valeurs de 1 correspondent les trois décompositions possibles de ce premier membre en deux facteurs du second degré. Si l'on a effectué deuï de ces décompositions, les racines de l'équation du 4° degré devant être communes, chacune, à deux équations du second degré, on les obtiendra sans nouvelle extraction de racines. On voit qu'il y a analogie complète entre le problème des sécantes communes et la décomposition de l'équation du quatrième degré en deux équations du second degré.
%° Application. — Étant donnée une ellipse, proposons-nous de lui mener des normales d'un point donné. Soit
l'équation de l'ellipse, et (a, p) les coordonnées du point donné. Nous prendrons pour inconnues les coordonnées [a:, y) du pied de la normale. La normale en ce point aura pour équation
et si l'on exprime qu'elle passe par le point (k, G), c
ou, en réduisant,
(lo) c\Tj^-a'a.y+ S'^.r = o.
Los coordonnées chcrcliées du pied de la normale devront vérifier les équations (g) et (lo). Ces équations prises séparément représentent, Tune l'ellipse, l'autre une byperbole équilatère ayant ses asymptotes parallèles aux axes et passant par le centre de l'ellipse. Puisque l'byperbole équilatère a une de ses branches passant au centre de l'ellipse, elle coupera cette courbe au moins en deux points ; il faut savoir si elle la coupe en quatre points réels ou en doux ECulement. Pour cela, formons l'équa-
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tioii en - relative aux deux courbes. L'équation
(") ''-r + fc^^J + ^TZ -*- è'pf*ic — n'a/j.j— ), = o
représente toutes les courbes passant par l'intersection des deux premières. Exprimons qu'elle représente deux droites. Nous obtenons ainsi
OU, en ordonnant,
équation qu'on peut encore écrire
Si celte éqoition a ses racines réelles, le« quatre pomth d intersection doivent ètie tous rétls ou tous îmagmairet comme il y en a deux qui sont réels ils sei ont tous réels au contraire si 1 éqmiion a «es racines iraaginaires il j aura deux points réels seulement Ainsi "îi l expression
est positive, on ne pourra mener du poJnl «, ^ que deux normales h la courbe; si elle est négative, on pourra, du point a, §, mener quatre normales. Remplaçons a, ppar j;, j, et égalons cette expre^ion à zéro. L'équation
(la) {„\r'-^-hy^-c'Y + -^7<:^b'-c\^\r^=r.o
représentera une courbe qui séparera le plan en plusieurs régions, dans chacune desquelles le premier membre aura un signe déterminé. Tout se ramène donc à la discussion de la courbe représentée par Véqualion (12). Écrivons cette équation
et extrayons les racines cubiques dos deux membres. Nous trouvons
yGoosle
Cette dernière équation se transforme encore, et peut s'écrire
d'où
et, cemmo lo second facteur ne peut être nul, pour des valeurs réelles de M et de i; il reste l'équation simple
Sous cette forme, on discute facilement ia forme générale de la courbe. On voit qu'elle partage le plan en deux régions. Dans la région intérieure à la courbe, le premier membre de l'équation (la) est négatif; par esemple, h l'origine, ce premier membre se réduit à — c". Au contraire, en dehors de la courbe, par exemple, au point A, sommet du grand axe, lu même fonction est positive. On voit donc que des points situés à l'intérieur de la courbe on pourra mener quatre normales, et deux normales seulement des points situés à l'extérieur. Si le point placé à l'intérieur vient se placer sur la courbe, deux des quatre normales viennent se confondre, car l'équation en - ayant une racine double, l'ellipse et l'hyperbole deviennent simplement tangentes. Ainsi, des points situés sur la courbe, on peut mener trois normales, l'une d'elles pouvant être considérée comme double. La courbe représentée par l'équation (12) s'appelle dénehppéc de la courbe.
KOÏE XlII.
L DÉTEESHN.VTION DES COUKBES DU DIÎGRÉ l'AR (JH NOÎIBEE DONNÉ DE POIHTS.
Soit une fqnation algébrique
représentant une courbe de dogré m, el cherchons combien le premier membre de cette équation contient de termes dans le cas le plus général. I,' équation peut s'écrire
où ?, ïii f, désignent les termes do degré m, m ~ \ , m — ■!.,_ Le polynôme (|i sera donc delà forme
et contiendra, en général, m -+- 1 fermes; de même, le polynôme ip,, de
degré moindre, aura m termes; le polynôme ifj, ni — i, On voit donc
que le nombre total des termes on des coefficients arbitraires de l'équation
C'est ainsi que l'équation du second degré contient 6 termes; celle du troisième degré, lo termes; du quatrième degré, i5 termes, etc.
Cela posé, supposons que l'on se propose de déterminer une courbe de degré m, satisiaisant à des conditions données. Voici comment on traitera ce problème. On écrira l'équation la plus générale du m"'"' degré; cette
équation contient ^— ^ ■ coefficients ; mais on peut toujours, en
divisant le premier membre de l'équation par l'un des coefficients, réduire ce coefficient à l'unité. L'équation ne contiendra donc en réalité que
Pour déterminai' ces inconniios, il faudra autant d'équations , Donc, en général, une courbe de degré m psl déterminée par - ■■ ■■ ~^ — ' conditions indépendantes.
C'est ainsi, on l'a vu, qu'il faut cinq conditions pour déterminer une courbe du second degré, il en faudrait neuf pour une courbe du troisiÈmc degré, quatorze pour une courbe du quatrième degré, etc., etc.
Nous allons dire quelques mots du plus ample des problèmes qu'on peut se proposer pour la détermination d'une courbe de degré m. Supposons qu'on donne les coordonnées de ■ ^ ■ ■■ ■ points d'une telle courbe,
et proposons -nous de déterminer les coefficients de l'équation.
Pour cela, nous prendrons l'équation générale du degré m, et nous exprimerons qu'elle est vérifiée par les coordonnées de chacun des points.
Nous obtiendrons ainsi évidemment équations de condition
qui seront du premier degré par rapport aux coeCTicients de l'équation A,
B,..., F. Cos coefficients seront au nombre de-
divisant par l'un d'eux, F par exemple, les équations ne contiendront plus
que les rapports p;i p'--' et seront du premier degré par rapport à ces
nouvelles inconnues. On aura donc à résoudre des équations du premier degré en nombre égal à celui des inconnues, et qui donneront, en
général, pour les rapports -51 ^i des valeurs finies et déterminées. Donc :
En général, il j a uni: i-ourbe de ilugré m, et une seule passant pur
par exemple, qu'on ait à déterminer une courbe du second degré passant pur cinq points. Soit l'équation générale du second degré
kx'-^ BJ-J+ CJ-+ Dj: -I- F/ -H F = o.
Si.nous exprimons que cette équation e«t vérlQée par les coordonnées des cinq points, nous aurons cmq relations Iméaires et homogènes entre les six coefficients A, B,C F mais si nous divisons les premiers mem-
bres par F, par exemple, ces «li equation=î ne contenant plus que les cinq rapports ^^ii fi---i et étant du premier degré par rapport à cos nouvelles inconnues, délcrmineiont en ^tni.idl, un système unique do valeurs pour les inconnues Donc
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En général, itj a une coai-be du second degrp, et une seule passant par cinq points.
Examinons maintenant les cas particuliers qui peuvent se présenter. Les inconnues sont fourmes par des équations du premier degré ; ces équations peuvent Être impossibles ou indéterminées. Nous allons démontrer qu'elles ne sont jamais impossibles dans le cas spécial que nous étudions. Pour cela, nous nous appuierons sur le lemme suivant :
Lemme. — Soient n — i équatioifâ homogènes et du premier degré par rapport à « inconnues .->:, y, 3, . . . , t, qui doivent être vérifiées par des valeurs des inconnues qui ne soient pas toutes nulles. Ces éciuations fournissent, en général, des valeurs finies et déterminées pour les rapports des inconnues ; elles peuvent être indéterminées, mais elles ne sont jamais impossibles.
Commençons par le cas le plus simple. Soit Véquation
(2) ax + bj = o.
Si <i et 6 sont nuls, cette équation est identique ; si a seul est nul, clic est vérifiée pour le système
y =0, X quelconque ; enfin, si n n'est pas nul, on a
Le théorème est donc vrai dans ce premier a Soient maintenant ies deux équations
Si les sis coefficients <î, 6, c, a', b' , c' sont nuls, elles sont vérifiées pour toutes les valeurs de j:, /, s, et sont, par conséquent, indéterminées. Supposons que l'un des coefficients, c', par exemple, ne soit pas nul. Alors, de la seconde équation, on pourra tirer la valeur de z en fonction de X et de y,
Portant cette valeur de z dans la première équation, on aura une équation de la forme
Aj.'H-B_r=o,
qui est toujours vérifiée par des valeurs de se et de j, dont l'une, au moins, soit différente de zéro. PorKint ces valeurs dans la formide qui
NOTE XUI. DO'J
donne s, on aura pour [x, y, z) un système de valeurs (iiii ne seront pas toutes nulles. Ainsi, dans ce cas encore, le problème n'est jamais impossible.
Examinons ensuile le cas de trois équations à quatre inconnues
; ri.v ■i-bj-\-cz -t- dt = o, (4) I n'j:-i-h'r-\-c'z-^d't = o,
Si tous les coefficients sont nuls, toutes les valeurs de x, y, z vérifieront les équations qui sont identiques, et, dans ce cas, le problème est tout à fait indéterminé. Supposons que l'un, au moins, des coefiicients, d", par exemple, ne soit pas nul. Nous tirerons de la dernière équation la \'aleur de t :
et, en portant dans les autres équations cette valeur do ', on aura un système de la forme
h.x -i-Bj-i-C^v^o,
A',J7-l-B> -t-C'ï=rO,
tout semblable, par conséquent, au système (3j. Nous avons déjà vu que, dans ce cas, les équations sont toujours vérifiées par un ou plusieurs systèmes de valeurs des inconnues ( a:, j-, z], l'une au moins de ces valeurs étant différente de zéro. Portant ces valeurs de a:, y, a dans l'équation qui donne (, on aura la valeur de ( correspondante à chaque système de valeurs de x, y, z, s'il y en a plusieurs. La marche que nous suivons est évidente, et l'on voit que le théorème s'étendrait sans difficulté au cas général de i — i équations a n inconnues
Le problème de géométrie analvtique que nous avons traité au commencement de cette note nous fournit une application immédiate de la proposition dal^ebie qui précède On voit en effet, que si Ion veut
m Ira ■+ Hl fiire passer une courbe de degré m par points, les équations
de condition sont du premier deçré et homogènes par rapport aux — — -4- 1 coeffcients de 1 équation coeificicnts qui sont ici les inconnues à déterminer. En apphquint ici le tlii-orème d algèbre, on voit que ces équations pourront être indét«i minées, mais ne seront jamais impossibles. Donc, par points, on peut toujours faire passer
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En particulier, par cinq points, on peut toujours faire passer au moins une courbe du second degré.
Examinons les cas particuliers qui peuvent se présenter dans le problème relatif aux courbes du second degré. Si le problème est indéterminé, on pourra, par les cinq points, faire passer deux courbes distinctes du second degré. Or, nous avons vu (p. 5go} que deux courbes distinctes da second degré ne peuvent te couper en cinq points à moins qu'elles ne se composent de deux systèmes de deux droites et qu'elles aient une droite commune. Dans ce caSj ellesne peuvent avoir qu'un point commun en dehors de cette droite. Il faudra donc que quatre, au moins, des cinq points donnés soient placés sur la droite commune. D'ailleurs, si quatre des cinq points donnés sont en ligne droite, on voit bien qu'alors le problème que nous traitons sera indéterminé. Toute courbe composée de la droite sur laquelle se trouvent quatre points, et d'une autre droite quelconque passant par le cinquième point, repondra évidemment aux conditions du problème. Si les cinq points étaient en ligne droite, on pourrait prendre une courbe formée de la droite contenant les cinq points, et d'une autre droite quelconque du plan. Donc ;
Par cinij points donnés, on peut toujours faire passer une courhe du second degré, et une seule, pourvu que quatre des cinq points ne soient pas en ligne droite,
La proposition d'algèbre que nous avons démontrée plus haut est aussi utile pour la résolution des questions analogues relatives aux surfaces.
KOTE XIT.
LU VUN TANGENT DANS LtS S^JBVACES AltlÉBRlQUES.
I. Soitf{x,x, z,t)~o l'équation homogèned'une surface, et proposonsnous de trouverle lieu des tangentes menées en un point A(a:',y, a', (') à la surface. Pour cela, nous allons chercher la condition pour qu'une droite, passant en A, y coupe la surface en deus points confondus.
SoitM(.K, j, 2, t)an point quelconque de l'espace; les coordonnées de tout point de la droite seront AM données par les formules
et, si nous exprimons que ce point est sur la surface, nous obienons l'équation
qui délermine les valeurs de l correspondantes aux points d'intersection de la sécante AM et de la surface. Cette équation est vériBée pour 1 = 0, car cette valeur de \ correspond au point A qui se trouve sur la surface, et réduit le premier membre à f[^\ j', s', i') qui est nul. Si la droite AM doit être tangente en A, il faudra qu'un second point d'intersection vienne se confondre avec le premier, c'est-à-dire que l'équation en X ait deux racines nulles. Il faudra donc, d'après la théorie des racines égales, que la dérivée du premier membre de l'équation (a], par rapport à 1, s'annule pour i = o. Cette dérivée est
Faisons-y ). = o, d'où .i.\ = .j:', ... ; nous obtenons l'équation de condition
qui exprime que la droite AM est tangente, et comme j-, j, z, ( sont les coordonnées d'un point quelconque do cette droite, l'équation précédente étant satisfaite, pour tous les points de cliaque tangente, et pour ces points seulement, représente le Heu de ces tangentes. Ce lieu est un plan qu'on appelle plan tangent en A.
^p.da VALàlaG. Sq
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La méUiodo que nous avons suivie montre, d'une manière précise, quelle est la nature d'un point pour lequel l'équation du plan tangent devient indéterminée. Si, pour un point de la surface, les quatre dérivées
f« f;. fi, f;
s'annulent, l'équation de condition ( 3) est identiquement satisfaite. Toute droite passant au point y coupe la surface en deus points confondus. C'est ce qui arrive, par exemple, au sommet d'un cône du second degré. Alors les tangentes véritables sont celles qui coupent la surface en un point de plus ; il faut exprimer que l'équation en ï a trois racines nulles, mais nous ne développerons pas cette discussion.
Nous remarquerons seulement que, les coordonnÉes d'un point singulier devant satisfeire à quatre équations, une surface ne contient pas nécessairement des points de cette nature.
Les sections des surfaces du second degré par leurs plans tangents méritent d'être remarquées. Soit A le point de contact. Toute droite menée par le point A dans le plan tangent y coupera la surface en deux points confondus. La courbe de section par le plan tangent a donc un point double au point de contact. Elle se compose donc de deux droites réelles ou imaginaires se coupant au point de contact.
II. Proposons-nous maintenant la question suivante, fttant donnée l'équation d'un plan
(6) niX-^nl^pZ^^iT-:^,
exprimer que ce plan est tangent à une surface. Soit
l'équation de la surface. Si le plan précédent est tangent à la surface en un point A (a;, _r, z, e), son équation pourra s'écrire
Celte équation et l'équation (6) représentant le mémo plan, leurs coefficients sont proportionnels. On aura donc les équations de condition
auxquelles il faut joindre la relation
qui exprime que le point est sur la surface. Celte dernière équation peut
■e être écrite
ou,cnyremplagantlcsd6rivéesparlesqiiantitésproportionnellcsi?),",/j, 7,
Cette dernière équation exprime que le point de contact se trouve dans le pian tangent. Pour avoir la relation cherchée entre m, n, p, 7, il faudra éliminer les rapports de j;, j-, z, t entre les équations (7) et (S).
Appliquons cette méthode aux surfaces du second degré. Ici, nous introduirons une inconnue auxiliaire ai égale à la valeur commune dos rapports (7); et en nous servant des valeurs des dérivées données, page ^Gq, équation (i), nous aurons
Éliminons, entre ces équations, les inconnues .r, j-, 2, t, \, nous ai relation cherchée. Le résultat de cett« élimination est
Cherchons, de mémo, la condition pour qu'une droite définie par les équations
P= mX -I- nY --/îZ -h 7T . ■ 0,
Q = ï«'X + «'Y -!- p'I -h rj'T = o
soit tangente à une surface. Soient .r, j, z, t les coordonnées du point de contact; le plan tangent à la surface en ce point aura pour équation
Comme il doit passer par la droite {P, Q), le pre
ir membre doit (Hit de
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>.'Q, ce qui donne les relations
auxquelles il l'aut joindre I(
ni -. «')
suivantes :
-qt = >.).
qui expriment que le point de contact est sur la droite. Entre les sis équations (lo) et (ii), on éliminera Ifâ rapports des sis quantités x, y, z, t, l, V, et l'on aura la relation cherchée. Dans le cas des surfaces du second degré, cette relation est
On peut ae proposer le même problème sous une autre forme, en considérant la droite, non plus comme infersection de deux plans, mais comme déterminée par deux points A, B. Alors, soient (a-, j„ z, i), [x', j', z\ t') les coordonnées des points; on substituera, dans l'équation, les valeurs x -{-"i-x/ correspondant à un point quelconque de la droite AB, et l'on exprimera que deux valeurs de \ sont égales. Appliquons cette méthode aux surfaces du second degré ; l'équation en i sera
La condlion d'égalité des racines est ici
Si cette condition est satisfaite, la droite AB sera tangente à la surface. D'après cela, si l'on suppose x', 7', a', e flses, x, y, z, t seront les coordonnées d'un point situé sur une tangente quelconque, menée à la surface par le premier point. En d'autres termes, l'équation [12) représentera le
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cane circonscrit à la surface, lieu dos tangentes menées par le point [x',x', z', t'), c'est-à-dire ayant son sommet en ce point. On voit que, ei le point est sur la surface, /(j-',/', s', l') est nul, et le cône se réduit au plan tangent en ce point.
m. Étant donnée une surface du second de-gré, proposons-nous de déterminer lûusles plans tangents passant par un point Â(^', j-', z'). Nous prendrons pour inconnues les coordonnées x, y, z, i du point de contact. L'équation du plan tangent sera
x/; -f Yf; + i.n + T// :-= o.
Si l'on exprime que ce plan passe par le point A, on a la relaliun qu'on peut encore écrire
('4) -^,/;'.-Hj/;.+^.a^-H^r; = o.
Cette équation représente un plan qui ctDupera la surface aux points clierchés. Ces points se trouvent donc sur une section plane, réelle ou imaginaire. Si l'on joint tous les plans de cett« section au point A, on forme un cône du second degré, dont' toutes les génératrices sont tangentes à la surface. C'est le cône circonscrit dont nous avons déjà donné l'équation (la).
Le plan représenté par l'équation [14) s'appelle /^ton rfe contact <mpkm polaiiv du point A. Lorsque le point A est sur la surface, son plan polaire est le plan tangent en Â. C'est ce qu'on peut expliquer de la manière suivante.
Le plan tangent en A coupe la surfkce suivant deux droites. Soit B un point de l'une de ces droites, AB sera une droite sur la surface, et le plan tangent en B contiendra la droite AB, qui est à elle-même sa propre tangente en B. On voit donc que ce plan tangent doit passer par le point Â.
IV. Supposons qu'on demande de mener à la surface un plan langent passant par une droite. Soient A, B deux points de cette droite, et ^\ x',. .. leurs coordonnées. Le plan tangent devant passer à la fois par le point A et parle point'B, son point de contact devra se trouver à la Cois dans les plans de contact de A et de B, ce qui donne les deux équations
yGoosle
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La droite représentée par ces deux équations coupera la surface aus points cherchés. On pourra donc mener deux plans tangents à la surface par la droite AB.
Dos deux équations [i5), oq déduit
Cette nouvelle équation est celle du plan de contact d'un point quelconque M (x' 4- ).a:°,.,,) située sur la droite AB. On vérifie donc que les plans de contact de tous les points de la droite AB passent par !a droite ( i5j. €ela doit être, puisque tous ces pians doivent contenir les points de con. tact des deux plans tangents qu'on peut mener par la droite AB. La droite déterminée par les équations (i5) s'appelle la droite polaire de AB.
On démontre de la manière suivante que la relation entre les deux (droites AB, CD est réciproque. Soient A, B les points où la première rencontre la surface, C, D les points où la seconde la coupe.
Les deux droites AC, BC sont tangentes en A, et comme elles contiennent un autre point A ou B de la surface, elles en font partie tout entières. De même pour les droites AD, BD. D'après cela, les deux plans (AC, AD), (BC, BD) sont les plans tangents en A et B menés par la droite CD; les deux plans (AC, BC), (AD, BD) sont les plans tangents en C, D, menés par la droite AB On voit donc que chacune des droites contient les points de contact dee plans tangents menés par l'autre.
Les méthodes précédentes nous fournissent un moyen simple de trouver les équations des deux [.lans tangents menés par une droite AB à une surface du second degré On prendra l'équation du cône circonscrit à la surfice tyant son sommet en A, équation que nous avons donnée plus haut on cheichera ensuite le lieu des tangentes menées du point B à ce i.one en emrlojint de nomeau l'équation (12). Ce lieu se compose des deux plans tangents au cône menés par le point B ; ces plans passent par la dioite AB, et sont tous les deux tangents à la surface.
V. Enfin, la théorie du plan tangent nous donne un moyen de classer les surfaces du second degré d'après la nature de leurs points singuliers.
Le plan tangent en un point de la surface est toujoure bien déterminé tant que les quatre dérivées
ne sont pas nulles en un point de la surface. Cherchons quelles sont les surfaces du second degré ayant des points singuliers.
Revivons les c^quations
; id = A .îT + B'f -i- B'ï - C ; r-T o, 1 i f' = BV + A'r + Bs -1- Ci = o,
:es quatre équations, auxiiuelles il faut joindre l'équation
qui exprime que le point est sur la surface, déterminent les points oii le plan tangent est indéterminé. L'équation de la surface, qui peut s'écrire
est une conséquence des équations Çi6). La question se réduit donc à l'eKaraen do ces équations. Leur déterminant
ABC
s'appelle le hessicn de 1 i,q latnn ou de la surface du second degré. Tant qu'il ne sera pas nul, Tes ilquation (i6) ne seront vérifiées que par le système inadmissible de i Tleurs
Si le hessien est nul, les quatre plans représentés par les équations (i6) se couperont au moins en un point, et la surface aura au moins un point singulier. N 11 t q d ce cas li se éduit à un cône
du second d é
Soit SIep tàdtcef fin p Iqlle plan (angent
devient ind te é T t d t i t S p a la surface en
deux points 1 f t p p t p t d I irface, elle cou-
pera celle-c t p t t I t î t lie tout entière.
On voit do q 1 f dp é de droites pas-
sant par le p 1 8 ce d .6 t 6 ^yant pour base
une courbe d coddt,é[N d cylindre comme
un cône ayant son sommet à l'infini.)
Si les quatre plans (i6) se coupent, non plus en un point unique, mais suivant une droite, nous avons vu que, dans ce cas, tous les mineurs du
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premier ordre du hessien seront niils. Alors, il y a une ligne de points doubles ; toute section plane de la surface contiendra un de ces points doubles, et se composera de deux droites distinctes. On aura nu c6ne donl ïa base sera formée de deux droites C'est le Sîitème de deiu: pians dis-
Enfin, si les quatre plans (ib) se confondent, il y aura un plan de points doubles. Toute section phne aura une ligne de points doubles, elle sera formée de deux droites confondues , 1 équation représentera deux plans confondus, son premier membte sera un carré parfait. Dans ce cas, tous les mineurs du second ordre du !ie%!en seront nuls En résumé, nous avons quatre classes de surfaces 1° Les surfaces générales, pour lesquelles le be>«ien n f^t p nul t dont le plan tangent n'est jamais mdttermme
a" Le cine général, ayant pour base une courbe oen^ralo du second degré pour lequel le hessien est nul, sans que ks mineurs du premier ordre le soient tous ;
3° Le syxtcme de deux plans distincts, pour lequel tous les mineurs du premier ordre du hessien sont nuls sans que les mineurs du second ordre le soient ;
4° Le système de deux plans eonfoiidi s, pour lequel toi ^ Ils mu eurs du second ordre du hessien sont nuls
On distinguerait encore ces deux dernières classes du cune genénl en rerriarquant que la condition de contact do t Être iduntiquenient satisfailt pour tout pian dans le cas de deux plans distinci-, et pour toute droite dans le cas de deux plans confondus
L'équation générale de deux plans di'vtmcts conlient six coefficients, celle d'une surface en contient neuf On voit qu'il doit y avoir trois relations entre les coefiicients quand la surface se compose de deus plans. Par conséquent, les dj\ équations qu'on obtient en égalant à zéro tous les mineurs du premier ordre ne sont pas distinctes; mais, comme nous l'avons déjà fait remarquer, on ne peut faire, entre ces équations, !e cbois de trois, ou même d'un plus grand nombre, qui soient toujours nécessaires et suffisantes. La même remarque s'applique au cas de deux plans confondus. Si l'oa demande qu'une surfece se compose de deux plans, il faudra exprimer que les quatre équations (i6) se réduisent à deux si les plans sont distincts, & une s'ils sont confondus.
NOIE XV
DU l'LAH l'OLAini! DAKS LES SURFACES I)U SËCOmi DEGIlC.
On dit que deux points A et B sont conjugués par rapport à une surface du second ordre, quaniî la droite AU coupe la surface en deux points N, N', divisant Iiarmoniquement le segment AB. D'après cela, à nnpointA correspond sur toute sécante un conjugué B, qui est le conjugué harmonique du point A par rapport aux points d'intersection de la sécanU et de la surlace.
Soient (.r,, . , , ^', . . .) tes coordonnées de deux points A et B, et clicrchons la relation qui doit être satisfaite pour que ces deux points soient conjugués dans la surface Substituons dans l'équation de cotte surface a: -h Ix",. . ., nous aurons 1 équation
qui donne les valeurs de 1 correspondantes aux points N, K' d'intersection de la droite ÂB et de la surface. Pour que les deux segments AB, NN' so divisent harmoniquement, i! faut que les deux voleurs de 1 correspondant aux points N, N' soient égales et de signes contraires. L' équation du second degré en 1 ne doit donc pas avoir do termes du premier degré, ce qui donne la relation
qu'on peut encore écrire
Si, dans l'équation précédente, nous regardons 3:', j', s', i' comme fixes, elle représentera évidemment le lieu des conjugués de ce point sur toutes les sécantes passant par ce point. Ainsi :
Si l'on prend les conjugués d'un point A par rapport à une surface du second degré sur toutes les sécantes passant en A, îe lieu de ces conjugués est un plan ; on l'appelle plan polaire du point A,
L'équation de co plan est identique à celle que nous avons déjà trouvée
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pour le plan de contact. En effets ai, par le poînl A, on mène une tangente à la surface, le conjugué de A sur cette tangente est évidemment le point de contact. On voit donc que le plan polaire doit contenir tous les points de contact des tangentes menées de A à la surface : il doit donc coïncider avec le plan de contact.
On peut encore employer la méthode suivante pour trouver ia lieu des conjugués harmoniques d'un point A. Menons làr le point A un p!an quelconque qui coupera la surface suivant une conique, et cherchons les points du lieu situés dans ce plan ; pour cela, il faudra, par le point A, mener les sécantes situées dans le plan considéré, et prendre le conjugué du point A par rapport aux points d'intersection de ces sécantes et de la conique de section. Ce lieu est évidemment une droite polaire du point A par rapport à ia conique de section. On voit donc que !ô lieu cherché est coupé, suivant une droite, par un plan quelconque passant parle point A. En d'autres termes, toute droite qui a deux de ses points dans le lieu y est contenue tout entière. Le lieu est donciîD plan, et il contient les pointa de contact de toutes les tangentes menées de A à la surface. C'est le plan de contact.
Discussinn du plan polaire. — L'équation du plan polaire de A {^', y', z', t'\ peut s'écrire sous l'une des deux formes suivantes ;
'fi + 7* + .*-ny;, o.
Ce plai
î deviendri
1 indéterminé si i'on a en même temps
Ainsi :
Pour tout point singulier de la surface, le plan polaire est indéterminé; pour tout autre point, le plan polaire est déterminé C'est ce qu'il est. facile de justifier, car la sécante passant pai un poml double S coup» ia surface en deux points confondus en S, et le conjugué hiimonique de S est indéterminé.
Le plan polaire ne passe pas en général par un pomt fike cir l'équation ( 3 ) ne peut être vérifiée, quels que soient j, i - ( que si les quatre dérivées s'annulent pour un système de valeurs de a', j , s, t : Ce qui n'arrive que lorsque la surface a des points doubles et pour les coordonnées de ces points. Donc :
Quand la surface a des points doubles, le plan polaire contient tous les points doubles.
Ainsi, les plans polaires dans le cQne passeront tous par le sommet du cône; dans un système de deux plans distincts, ils passeront tous par la
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ligne d'intersection dos deux plans ; enfin, dans un système de doux plans confondus, ils coïncideront avec le plan unique représentû par Véqualion. Deux points A, B(-c',.. ., j:",. . .) n'ont pas en général le même plan polaire, car, si les deux équations
représentent le même plan, elles auront leurs coefficients proportionnels, et l'équation
devisndra une identité pour une valeur convenatle de - • Or coite équa-
F tion représente le plan polaire d'un point HÇla^'+ \-.x',...] situé sur la droite AB. Le plan polaire étant indéterminé, puisque son équation est identique, le point H sera un point double de la surface. Ainsi ;
Deux points ont toujours des plans polaires distincts, à moins qu'ils ne se trouvent sur une droite passant par un point double.
Par suite :
Dans une surface générale, les plans polaires de deux points sont toujours distincts; dans un cône, tous les points situés sur une même droite passantpar le sommet auront même plan polaire; dans le système de deux plans, tous les points situés dans un même plan passant par la ligne d'intersection des plans auront même plan polaire; enûn, dans le système de deux plans confondue, tous les points de l'espace ont même plan polaire.
Diipôle d'un plan. — On appelle pâle d'un plan tout point dont ce plan peut être regardé comme plan polaire. D'après la discussion précédente, on voit que, dans certains cas, un plan peut avoir plusieurs pôles.
l'équation d'un plan, et proposons- nous de déterminer les coordonnées du pûle de ce plan. En écrivant que cette équation est identique à celle du plan polaire, on trouve les équations
qui déterminent le pôle; représentons par al la valeur
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ports prâcâdonts. Les équations qui détGrminint le pôle seront
1 y: ^B'.r+ Ej +A":-hCV=/A,
et elles détcrniinoront en général un système unique de valeurs pour les rapports ?i ^! ?> ^i et, par conséquent, un pôle unique. Nous allons faire îa discussion de ces équations.
Leur détenninant est !e hessien H de la surface. Donc, tant que le hesslen n'est pas nul, c'est-à-dire pour toute surface générale, un plan a toujours un pôle, et un seul.
Si ]a surface se réduit à un cône, soient «, p, 7, 5 les coordonnées du sommet de ce cône. En mulUpliant les équations (5) par «, p, 7, 5, et les ajoutant, on trouve
Si le plan ne passe pas par le sommet du cône, le facteur
n'est pas nul, et l'équation précédente donne
Les équations (5) se réduisent à celles qui déterminent le sommet du cône. Donc :
Le pôle de tout plan ne passant pas par le sommet d'un côtic est unique; c'est le sommet du cône.
On a vu, en effet, que ce sommet a «n plan polaire tout à fait indéterminé.
Si, au contraire, le plan passe par le sommet du cône, l'équation (6) est identiquement vériBée; les quatre équations se réduisent, par exemple, aux trois suivantes ;
qui déterminent une droite passant par le sommet du cône, et lieu des pôles du plan. Donc :
Le pôle de tout plan passant par le sommet du cône est indéterminé sur une àtoiie passant par ce sommet.
Supposons maintenant que la surface du second degré se réduise à deux plans distincts, et que le plan dont on cherche le pôle ne contienne pas la droite d'intersection de ces deux plans. Soient «, p, 7, S les coordonnées d'un point de cette droite en dehors du plan dont on cherche le pôle. L'équation (6) nous donne i = o, et les équations (5) se réduisent alors à celles qui déterminent les points doubles. Donc ;
Quand la surface se compose de deux plans, le pôle de tout plan ne passant pas par la ligne double est un quelconque des pointa de cette ligne double.
Si le plan dont on cherche lepôleconlient la ligne double, soient («, p, 7, S), (k', 6', 7', S') les coordonnées de deux points do cetle ligne. On aura, en opérant comme pour trouver l'équation (6), les équations
qui tiennent lieu de deux des équations (5), et qui sont identiquement satisfaites. Les équations (5] se réduisent alors à deux distinctes, par exemple aux suivantes :
qui déterminent un plan. Ainsi, il y a un plan de pôles. Ces conclusions sont d'accord avec celles que nous avons données en étudiant directement le plan polaire.
Enfin, si la surface se composait de deux plans confondus, le pôle de tout plan serait indéterminé dans le plan double, et le pôle du plan double serait indéterminé dans l'espace.
T/iéorèmes sur le plan polaiic. — Quand un point décrit un plan, son plan polaire passe par tout pôle du plan.
Supposons, en elïet, qu'un point M soit dans un .plan P. Soit A le pôle duplanP, les points A, M, d'après la définition du plan polaire, sont conjugués dans la surface, et, par conséquent, le plan polaire do M passe par le point A. c. q. v. d.
Autrement, soit.
i'i'quation d'un plan, et soient s:', y, z\ t' les coordonnées d'un point do
o« plan, on aura
Le plan polaire du point ^' aura peur équation
qu'on peut écrire en tirant t', par exemple, de l'équation du condiUoii
On voit que ce plan passe, quels que soient ^', f. z', par les points dûfinis par les équations
c'est-à-dire par le p6le ou les pôles du plan considéré.
Quand un point décrit une droite fixe, son plan polaire passe par une droite fixe.
Soient, en effet. A, B(.'t,. . ., .'.',- . .) deus points fixes. Un point M de la droite aura pour coordonnées
et son plan polaire aura pour équation
\ { x/; + Y/; + If: + t// ) + k- (x/; -h- y/,: + z/;, h- t/; ) = o.
On voit que ce plan, quand le rapport - prend toutes les valeurs possibles, passe par l'intersection des deux [ilans
Autrement, soient a, b deux points d'une droite û, et A, E leurs plans polaires se coupant suivant une droite A'. Tout point M de A' aura pour conjugués a et 6, et, par suite, tout autre point de la droite ab. On voit donc que les deux droites A, A' sont telles, que le plan polaire d'un point quelconque de l'une passe par l'autre. On les appelle limites polaires l'une de l'autre. Quand une droite passe par un point, sa polaire se déplace dans le plan polaire de ce point. Toute droite qui les rencontre les coupe en deux pointa conjugués dans la surlace.
Il résulte des théorèmes précédents que :
Un plan polaire P d'un point a peut être considéré : i" comme plan de contact du point ii; a" comme lieu du conjugué de a sur toute sécanU;;
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3° comme lieu du pôle de tout plan passant par a; 4" coramo lieu do \a droite polaire de toute droite passant par a.
Une droite a', polaire de i, est : i° l'intersection de tous les plans pclaîres des points de a ; a" le lieu des pôles 6e tous les plans passant par A ; 3° le lieu des pôles de la droite û par rapport aux coniques déterminé*« dans la surface par les plans qui contiennent i ; 4° le lieu des points conjugués à la fois de tous 1m points du i ; 5° la corde de contact des deux plans ta gents menés par a à la surface.
NOTE XTI.
DU CENTRE ET DËÎ l'UNS DlAMÉTRiUS.
(l'ago/lGg.)
Un point C est dit centre cFiine surface quand toute corde menée par ce point coupe la surface en des points placés deux à deux symétriquement par rapport à ce point.
II résulte de cette définition que, dans les surfaces du second degré, le plan polaire du centre sera le plan de l'infini ou un plan indéterminé; car, si le centre n'est pas sur la surface, toute droite passant au centre coupera la surface en deux points distincts et, le centre étant le milieu de ces deux points, son conjugué harmonique sera rejeté à l'infini. Si, au contraire, le centre est sur la surface, toute sécante passant au centre devra couper la surface en deux points confondus, ou être tout entière sur la surface : le plan polaire du centre sera indéterminé. Or, tout point dont le plan polaire est indéterminé peut encore être regardé comme pôle d'un plan quelconque, et en parliculier du plan de l'infini. Nous appellerons centre tout pôle de ce plan, et nous sommes assuré que, toutes les fois que ce pôle sera à dislance finie, il satisfera à la définition géométrique du centre.
Les équations de la Note précédente donnent les coordonnées de ce pôle. Il suffit d'y faire m= n = p~i>, et l'on a les trois équations
{l) i/; = Wx+ A'r + Bs + Ci - o,
U/; = B':c-HB7-HA''3-hC"/ = o,
qui déterminent le contre. Si l'on résout ces équations, par rapport à x. /, s, leur détermimint A sera donné par la formule
I A B" B' i=. 1 B' A' B = AA'A"+iBB'B"- AB=.- A'B"- A"B".
Tant que ce déterminant i sera différent de zéro, les équations fourniront pour -ri'-Ti j des valeurs finies et déterminées, La surface aura u!i centre unique situé à distance Unie,
NOTE XVI
La théorie des pôles nous permet de faire, sans nouveau calcul, la discussion de ces équations.
Prenons d'abord la surface générale, sans point double. Pour cette surface, le p61e d'un plan est toujours unique. Ce pôle ne se trouve d'ailleurs dans le plan que si le plan est tangent à la surface.
Donc, si la surface n'est pas tangente au plan de l'infini, elle a un centre unique, non situé dans le plan de l'infini, c'est-à-dire à distance finie.
Si la surface est tangente au plan de riuQni, le centre sera le point de contact de ce plan et de la surface. On vérifie, en effet, en appliquant la condition du contact (p. 611) au plan de l'infini quo l'on a dans ce cas
Les trois plans, dont l'interjection détermine le centre, allant se couper en un point unique à l'infini, ils sont parallèles à une même droite, sans être deux à deus parallèles.
Ainsi, les surfaces générales se divisent en deux familles ; les surfaces ayant un centre unique à distance linie, les surfaces ayant un centro unique a I infini.
Considérons maintenant la surface à un point double, c'est-à-dire la cune ayant pour section une courbe du second degré. Si le sommet ou point double de ce cône n'est pas à l'infini, le pâle du plan de l'infini est unique . c est le sommet du cône.
Si le point double est dans le plan do l'infini, la surface est un cylindrp. Le plan de l'infini passant par le sommet du cône, son pôle est indéterminé sur une droite : il y a donc une ligne de centres. Mais il y a une distinction importante à faire.
Si le cône, ayant son sommet à l'infini est coupé suivant deus génératrices distinctes, une section plane de la surface aura deux points distinels à l'infini sur les deux génératrices ; ce sera une ellipse ou une hyperbole, on aura un cylindre elliptique ou hyperbolique. Le lieu des pôles du plan de l'infini sera une ligne à distance finie, et qui sera îe lieu des centiTS de toutes les sections planes de la surface.
Si, au contraire, le cône ayant son sommet à l'infini, est coupé par le plan de l'infini, suivant deux génératrices confondues, le plan de l'infini sera tangent au cône, le lieu de ses pôles sera la génératrice de contact; il y aura une ligne de centres à l'infini. D'ailleurs, toute section plane de la surface, ayant ses deux points à l'infini confondus au point où elle rencontre la génératrice à l'infini, sera une parabole, le cylindre sera parabolique. Ainsi, la deuxième classe de surfaces comprend: 1° Les cônes ayant un centre unique, leur sommet ;
Jp. de l'Ai, à la G. 4"
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a" Les cylindres elliptiques ou hyperboliq\ies ayant une ligne de centres à distance finie;
3° Les cylindres paraboliques ayant une îigne de centres à rinfiTii.
Considérons maintenant le système de deux plans distincts. Si la ligne d'intersection de ces deux plans n'est pas à i'inQni, les plans sont concourants, les pôles du pian de l'inflni sont tous les points de la ligne double, il y a une ligne de centres, à distance finie.
Si, au contraire, le plan de l'infini passe par la ligne double, son pôle est indéterminé dans un plan ; il y a un plan de centres, ce qui est évident géométriquement, car, dans ce cas, les deux plans qui composent la surface sont parallèles et la surface a pour centre tous les points du plan mené à égale distance des deux premiers. Si l'un des deux plans s'éloigne indéfiniment, le plan des centres est rejeté à l'infini. Ainsi ; Deux plans qui se coupent ont une ligne de centres, leur Signe d'intersection. Deux plans parallèles ont un plan de centres, qui s'éloigne à l'infini quand un des deux plans s'éloigne à Tinfini.
Enfin, la quatrième classe de surfaces, formée de deux plans confondus, a, en généi'al, un plan de centres, le plan double qui constitue la surface Cependant, si ce plan double est le plan de l'infini, le centre est indéterminé dans l'espace.
Dei plans diamétraux. — On appelle surface diamétrale le lieu des milieux d une série de cordes parallèles d'une surface. Nous allons démontrer que, dans les surfaces du second degré, toutes les surfaces diamétrales sont des plans.
En effet, toutes les cordes parallèles à la direction définie par les équa-
Ia)
vont concourir en un point situé à l'infini dans la direction de c«s cordes, et le milieu de chaque corde est conjugué harmonique de ce point à l'infini. Donc : Toute surface diamétrale est un plan, qui est le plan polaire du point à l'infini dans la direction des cordes.
Les coordonnées de ce point à l'infini sont définies si l'on ajoute aux formules (2) l'équation ( = o. Son plan polaire a pour équation
Telle est l'équation du plan diamétral conjugué à la direction m, n, p. Cette équation montre que tous les plans diamétraux passent par le centre. Cela doit être, car le plan diamétral étant le plan polaire d'un point à l'infini doit contenir tous les pôles du plan de l'infini.
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Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan diamétral, car son pôle étant contenu dans le plan polaire du centra est rejeté à riormi.
Si le point de concours d'une série de cordes parallèles se trouve sur la surface en A, toutes ces cordes ne coupent plus la surface qu'en un point à distance finie, il n'y a plus heu de uhercher !e plan diamétral. Alors l'équation (3), qui repiesente dans tous les cas le plan polaire du point de concours des cordes, devient celle du plan langent en A. I! doit donc être parallèle aux cordes D' aillent s, toutes les cordes qu'il contient allant passer par le point A y sont tangentes à !a surface, deux d'entre elles sont même les droites, intersections de la surface et du plan tangent. On voit donc que l'équation ( 3 ) représente dans ce cas le lieu des cordes parallèles à la direction donnée rencontrant la surface en deux points à l'inflni, ou situées tout entières sur la surface.
Des sections planes îles surfaces du, second degi-é. — Toute surface du second degré est coupée par un plan suivant une courbe du second degré. Cette courbe du second degré peut être réelle ou imaginaire, se composer de deux droites ou être indécomposable, etc., etc.
Supposons que la surface soit une surface générale du second degré. Si la section se compose de deux droites distinctes, toute ligne menée dans le plan de la section par le plan de rencontre de ces droites coupe la surface en deux points confondus, et, par suite, est tangente à la surface. Ainsi : Les sections de la surface par ses plans tangents sont les seules qui se composent de deux droites distinctes.
Réciproquement, tout plan passant par une droite de la surface sera un plan tangent, car il coupera la surface suivant une courbe se composant de deux droites, dont le point de rencontre sera le point de contact du plan. Pour la surface générale, il n'y a pas de plan coupant suivant deux droites confondues, car nous avons vu qu'un plan ne peut avoir qu'un pôle et par conséquent un plan tangent ne peut avoir qu'un point de contact. Si la section de la surface par le plan se composait d'une droite double, tous les points de cette ligne double pourraient être considérés comme points de contact, et le plan aurait une ligne de pôles, ce qui ne peut arriver tant que le Hessien n'est pas nul.
Deux plans quelconques coupent la surface suivant deux coniques ayant deux points communs; les points où la droite d'intersection des deux plans rencontre la surface appartiennent évidemment aux deux coniques de section. On peut donc dire que, si les plans passent par une droite A, toutes les sections planes de la surface passent par deux points fixes, les points où la droite A rencontre la surface. Si la droite A s'éloigne à l'infini, les plans passant par cette droite de-
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viennent parallèles; on voit donc que ies sections planes situées dans deuK plans parallèles ont en commun deux points à l'inlini sur la surface ; en d'autres termes, elles ont les mêmes directions asymptotîques, elles sont homo thé tiques. C'est ce qu'il est facile de vérifier par un calcul direct.
f[.x, y, s, 0 = kx-'^k'f+iWxy -i- K"z^-^.. . =-- o
l'équation d'une surface du second degré, et supposons que l'on coupe la surfacQ par des plans parallèles au plan des xy. Soit s=-a l'éciuatioii d'un de ces plans. L'équation
f[x,X, a.) —Aiv^+ky'-l- ^B'^x-hA/'a.'-]-... = o
représentera la projection de la section sur le plan des xy, projection qui s'effectue ici en vraie grandeur. Comme les termes du second degré ne dépendent pas de H et sont les mêmes pour toutesles sections, il est démontré que les sections planes faites par des plans parallèles au plan des j^j" sont toutes homo thé tiques, qu'elles seront du même genre et auront des directions asymptotiques communes. A cause de l'indétermination des axes, la démonstration s'étend à toutes les sections faites par des plans parallèles. Soit
l'équation d'un plan, et proposons de trouver le lieu des centres des sections parallèles à ce plan. Nous allons démontrer que le lieu de ces centres est une droite qu'on appelle le diamètre conjugué à. la direction du plan des sections.
Considérons, en effet, la droite à l'infini i, suivant laquelle se coupent tous les plans parallèles à la direction donnée. Cette droite est définie par les deux équations
( = 0, i>ia:-hnj-f-pz=^o.
Sa polaire A' aura [voir Note XV) les propriétés suivantes : 1° Si par la droite à on fait passer un plan sécant, la polaire A' sera le lieu des pôles de A dans la conique de section. Comme ù. est à l'inQni, la polaire i.' sera le lieu des centres des sections passant par la droite i, c'est-à-dire parallèlesà la direction fixe déterminée par la droite i ; a" la polaire û' sera le lieu des pôles des plans passant par A. Cette seconde propriété nous permet d'écrire l'équation du diamètre. Soit, en effet, ,ï', j', a', t' les coordonnées d'un point du diamètre. Le plan polaire de ce point a pour équation
Ce plan polaire devant passer par la droite A devra être parallèle à la
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direction des plans sécants, ce qui donne les équations
qui définissent le diamètre û'.
La théorie des droites polaires nous donne sans difficuliÉ los propriél^s du diamètre.
1° n est le lien des centres des sections parallèles ; a° il contient les pôles des plans sécants, c'est-à-dire les sommets des cônes circonscrits à la surface suivant les sections planes correspondantes ; 3° il coupe la snrface aux points où le plan tangent est parallèle au\ plans "sécants, i" tous les plans passant par te diamètre ont leur pôle à î mflni sur la droite i, c'est-à-dire, ce sont les plans diamétrauv conjugués de^ cordes parallèles aux plans sécants.
Les équations (4) montrent d'ailleurs que fous les diamètres passent par le centre. Réciproquement, toute droite pa'-=ant pat le centre est un diamètre, car elle a sa polaire dans le plan \ ulaire tlii centre qui e^t le planderinfîni.
Soit
f[x,y, z, t) = k3:'--i-.Vf+k'z,''+ aBjs-l- aB'*ï4- aB"j^3 -i- 'iCa:t-^...= o
l'équation de la surface du second degré, et coupons-la par le plan dont l'équation est
Pour reconnaître le genre de la section, cherclions ses poïnls à l'infini. Ces points satisfont aux trois éc[uations
î = o, mx-^my-^-pz- o, A.-;^+ .0-'+ X.'s'-i- aBjs + iB'xs -r- 2B'^j = o. Le genre de la section ne dépend donc que de la direction du plan et des termes du second degré en x, y, a dans l'équation de !a surface.
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NOTE XVII
KES PLANS PRINCIPAUX DANS LES SURFACES BU SECOND DEGBÈ- (Pnge 4S9.)
l'équation d'une surface du second ordre. Le plan diamétral conjugué à la corde passant par l'origine et le point (^, j, s), et dont le*; équations
aura pour équation
i ^;AS-r-B"Y+B'Z + C)-h7(B"X + A'Y--i-BZ-*-G')
^' I -r-î(B'X-:-BV4- A"Z^C") = <:.,
ou, en ordonnant,
X(A.r-4-B''j + B'a) + ¥(B".t' + A'x-^Bï) + Z(B'^-l- Bj-l-A''3) + C.c + C'r-)-C":-o.
En désignant, pour abréger, par fi^tX, ^) 'es termes du second degré dans l'équation (i), l'équation du plan diamétral prend la forme
{4) iXtl + iY-?;. -i-ilf; + C:r-i- C'y + Cz = o.
SI l'on veut que ce plan soit perpendiculaire à sa corde, on aura les équations de condition
qui, au nombre de deux, déterminent les rapports 71 =7; ou les coefficients angulaires de la corde. Si l'on introduit, pour plus de symétrie, une inconnue auxiliaire S, égale à la valeur commune des rapports prccédonti,
Ces trois Équations, si l'on y regarde S comme donnée, représentent trois plans passant par l'origine. Ces trois plans, devant contenir tous les points de la corde, devront se couper suivant une ligne droite. Leur déterminant sera nul. On aura
Ce déterminant est le déterminant des équations du centre (p. 624) dans lequel on a remplacé A, A', A" par A — S, A'— S, A" - S. lïn le développant, on trouve
i (A-Sj(A'-S)(A"-Si ' 'j +2BB'B"-(A-S)B'- (A'-S)B"-(A''-S)B"^^o.
C'est l'iSquation qui détermine S. Développons cette équation et ordonnons-la; nous aurons
AA"- B'=-i
-ÇA'A"-B'+AA''-B'=-i-âA'— B"')S — i = o.
û désigne ici le déterminant des équations du centre. Cette équation en S donne trois racines. Les équations (5 ) fourniront la corde correspondante, et enfin l'équation ( 4) donnera le plan diamétral. L'équation de ce plan peut s'écrire, en tenant compte des équations (5),
(8) S(X-t: + Yr+Zs) + C,c-HC'j-i-C"z = o.
Nous allons discuter successivement l'équation en S ; celles qui iournissent la corde, celle qui donne le plan diamétral.
1° Discussion de l'équation en S. — Les équations { 5 ) sont d'une forme remarquable qui nous ramène à un problème déjà traité ['). Considérons les deux coniques représentées par les équations homogènes
(9) tO^-tJ-, =)^A-t=-HA'j'-f-A"j=-:-aB,i-3+ -iB'j-!, ^iB".0'=^o,
. QttiibuéG ÙM. Hermilc.
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L'.'s équations (5) expriment que la conique
In) ( . )-S(i' + r'+=-l = o,
(lassant pai 1 mtersection des deux premières, se roduit à un système de ilôus droites et que j: j z sont les coordonnées homogènes du point commun au d d te L éq t S t d q 1 éq t on du
troisième dgéq dtm 1 pi d cat pe£at\r i'in-
iHFsection d d q (g) ( ) C tte m j mè h dis-
cuBsion de I éq S \ 11 d p 1 1 m dé] té
La (oniq\ (jétatt mtm Iqtpts d'in-
lersection des 1 comq t t g D 1 iialion
en S, qui d t 1 t pi d é t é il, ses
trois racine II t d
Nousavo qléqt dt èmdgé pt d racine
double que Icoi t plmt dblmttg tes. La
conique (loj t m p t êl la t i | nt à la
conique (9), .ans quoi ce point set ait réel, û faut doue quelle soit doulileraent tangente, et alors le système de sécantes correspondant à la rac:ine double se compose de deus droites confondues. Soit S cette racine double. On a
Expririions que le premier membre forme un carré parfait. Nous aurons les six équations
[ (A-S)B- B'Ii".-- o, (A— S)(A'-S)-B"=--o,
(,■2) ) [A'-SlB'-liB"-.., (.\-â)(A''--;)-Q"-<.,
Si les rectangles B, B', B" ne sont pas nuls, les trois dernières résultent des trois premières, et l'on a
Ainsi, pour que Téquation en S ait une racine double, il faut que les trois ijuantités
soient égales, et leur valeur commune est celle de la racine double.
Si l'un des rectangles, B, par exemple, est déjà nul, il faut avoir recours aux six formules (12}. On a alors
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Supposons
B' = o, la troisième donno
et, en portant ces valeurs dans les trois dernicres, on a
(ijj B'--=o, S^A.", (A"-A)(A''-A')-B"=o.
Si l'on avait pris B"— <>, on aurait eu
Telles sont les conditions pour que l'éqiiaUon en 8 ait une seconde racine nulle. On voit qu'il faut qu'un second rectangle soit nul.
EnQn, l'équation eii S ne pourra avoir une racine triple [uo//- Note XII) que SI les deux comquoa [g) et (lo) ont trois ou quatre points d'intersection confondus ou coïncident Elles ne peuvent avoir trois points d'intersection confindus en un seul ce point serait réel; elles doivent donc coino der et par suite pour la valeur de S, racine triple de l'équation, l'équation
doit eire une identité. On doit donc, avoir les conditions
En d'autres termes, la surface du second degré doit être une sphère. En résumé, la fonction
se décompose en deux facteurs distincts pour une racine ample de l'équation en S : elle est «n carré partait pour une racine double; elle est identiquement nulle pour une racine triple.
a" Discussion de la corde. — Si dans les équations [5) on substitue la valeur de S, elles déterminent a;, 7, z, considérés comme coordonnées homogènes du centre du couple correspondant. Donc, à toute racine simple, il correspond un couple de droites distinctes, et, par suite, un seul système de valeurs pour les rapports des quantités x, y, z.
Les équations (5} peuvent s'écrire, quand les rectangles ne sont pas nuls,
BB
Telles sont les équations que déterminent les rapports de x,x, ^■
Au contraire, à une racine double correspond un couple de droites confondues; les trois équations (5) doivent être identiques. Elles représentent la droite double. C'est ce qu'il est facile de vérifier. Supposons d'abord que les rectangles ne soient pas nuls, elles se réduisent toutes les trois à la suivante :
('7) Ti'^' 'W^ W "''■
Il y a donc une infinité de directions principales, toutes situées dans le
plan (>7).
Si l'un des rectangles est nul, supposons que le système (i4) soit vérifié; les trois équations qui déterminent la corde so réduisent aux deux
, ) (A-A'jr + B'V-o
se réduisant à une seule, en vertu des équations (lij). On vérifie donc qu'il y a encore un plan de directions principales.
Enfin, si l'équation en S a une racine triple, les équations {5} sont identiquement vérifiées.
En résumé, à une racine simple de l'équation en S correspond une seule direction principale; à une racine double, toutes les directions d'un plan ; à une racine triple, toutes celles de l'espace.
Deux directions principales correspondant à des racines différentes sont toujours perpendiculaires. Soient, en effet, x, y, z, x', y', z' deus systèmes de valeurs correspondant à deus racines S, S' différentes. On aura
h!.— s.c = o, i»;.— sv=ro,
¥?j--Sv-o*, -iç;--S'r'=o,
iç;-S2 = o, i?;,— S'3=o.
Multiplions les équations du premier système par jc\ y\ z', et ajoutons. Nous aurons
Multiplions de même les équations du système par x,f, z, et ajoutons.
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Nous aiirons
Les deux premiers membres de ces dernières équations étant identiques,
ou, comme SS' sont supposés difiérenls,
ce qui montre que les deux directions principaioa sont perpendiculaires. Il résulte de la proposition précédente qu'on peut toujouis tiou^er daiia tout* surface trois directions principales, deux à deui. rectangulaires Car si l'équation en S a ses racines distinctes, les trois dnections coneipon dantes sont deux à deux perpendiculaires. Si i équation en S a une racine double et une racine simple, toutes les directions principales cor respondant à la racine double sont dans un plan et sont perpendiculaires à celle qu'on déduit de. la racine simple. 11 suffira donc de prendre dans le plan correspondant à la racine double deux directions perpendiculaires entre elles; avec celle qui correspond à la racine simple elles formeront lin trièdre trirectangle. Enfin, si l'équation en S a une racine li iple toute'^ les directioifâ étant principales, il suffira de prendre danf 1 espace les trois arêtes d'un trièdre trirectangle quelconque.
3° Du. plan principal. — Le plan principal correspondant à une corde et à une racine S sera donné par l'équation (8). On voit que ce plan sera à distance finie tant que S ne sera pas nul. Nous avons donc à examiner si l'équation en S peut avoir des racines nulles.
On voit que ce cas se présentera toutes les fois que le déterminant A des équations du centre sera nul, c'est-à-dire pour toute surface ayant un centre à l'infini.
Si la racine nulle est simple, il correspond à cette racine une seule direction principale; l'équation du plan diamétral se réduit à
Cj^-hC'j+Cs^o.
Le p an p ne p 1 est rejeté à l'infini, si cette constante n'est pas nulle ; il es nd e n es pour la direction principale J^,r, s, on a aussi
Si la. racine nulle est double, à cette racine correspond un plan de directions principales. Si toutes ces directions principales sont dans le plan
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tous leurs plans principaux sont indéterminés. Si toutes ces directions ne se trouvent pas dans le plan précédent, l'une au moins s'y trouve. Donc les plans principaux sont rejetés à l'infini, excepté celui qni correspond à celle des cordes située dans le plan précédent. Enfin, l'équation en S ne peut avoir trois racines nulles, car on aurait
d'après la discussion faite plus haut relativement à la racine triple. Nous avons vu (p. 633) que la fonction
ïKj- -l-Sl^'+r'-H-')
se décompose en deux facteu d i g u nulle suivant que
S est racine simple, double t pi d léq In S. Appliquant ce résultat à la racine nulle, t q dan 1 d'une seule racine
nulle ï[ic,jr,z) se décompo nd f te rs d t n ts ; dans le cas de deux racines nulles, c'est u é p f t E é mé, l'ensemble des
termes du second degré égal é p t cône, deux plans distincts ou deux plans confond t q ! é i l n en S n'a pas de racine nulle, a une seule rac II d uUes.
Discussion directe de l'équation en S. — Nous avons vu, dans ce qui précède, que l'équation en S s'obtient en exprimant que l'équation
représente deux plans, que son premier membre se .décompose en deus facteurs du premier degré. Pour cela, on prend les trois dérivées
(10) N;-^Sy=o,
Ces trois équations doivent déterminer la corde principale passant par l'origine, et en éliminant x, y, z, entre ces trois équations homogènes du premier degré, on obtient l'équation en S. Cette équation prend une forme remarquable, si les termes du second degré f [x, y, z), sont écrits sous la forme suivante :
(20) »(.., j, .) = ax^^ a-f^a'z-- K(&^ + h' y ^ If ?.)\
Cette forme se présente dans beaucoup de questions. D'ailleurs, si les termes du second degré
î(.^,j-,-) = A-^-i-A'.r' + AV-w.Bj'^-H^IV.ri + iI!",rj-
yGoosle
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sont tels, qu'aucun des rectangles B, B', B" ne soit nul, on peut toujours les ramener à la forme (20) on les écrivant
, . {. ]rB"\ , [., Bli"\ , (.„ BIV\ ,
On voit donc que notre méthode s'appliquera à Véqualion générale du second degré; car on peut toujours supposer que les axes aient été clioisif de façon qu'aucun des rectangles ne soit nul. Si l'on forme les équations (ig), on a ici
/ [a--s).r-kb (&j--t-i'j-t-i''s) = o, {■11) j [n- - s)y - kb- [bx -1- h-y^b'z) = o,
( {a-- s)z -hb'ibx -^ b'y-^ b-z) ^^.
On déduit de ces trois équations
et en remplaçant, dans l'une quelconque des équations (ai)' ■'"j Xi - !'■'■'' les quantités proportionnelles, on trouve l'équation
qui détermine les valeurs de x, et qui est du troisième degré en s. La forme même de cette équation indique que ses racines sont réelles. En effet, chassons les dénominateurs, on aura
^^^1 ) +W\>~a-)(s^a]+hb-[s-a){.^a-] = o.
Supposons que a, a', a' soient inégaux et rangés par ordre de grandeur croissante, et substituons dans le premier membre les nombres —«,(/, a', ii°, + oD , Nous trouvons les résultats suivants ;
_ l.h^[„-a')(a~~a'], /^b'^ {,.■-,>") {n' -a\ kb" [a" ^ a) [a ^^ <i' ], -r-
qui ont les signes des expressions suivantes ; — li, — ^", -t-^', -t-. Il y a donc une racine de l'équation entre a et a', une entre a et a"; la dernière sera, suivant le signe de *, supérieure à a° ou inférieure à «. Les trois racines sont, on le voit, réelles et distinctes.
Si deusdes trois quantités a, a", a", a, a!, par exemple, sont (égales, le premier membre de i'équation (a3) devient divisible par j~i7,
L'équationdu second degré, qui reste après la suppression du facteur s- — «, a deus racines distinctes. Si l'on substitue, en effet, ~ os , n, n", + «> , on obtient des résultats des signes suivants : -i- /-, — / , -i- . 11 y a donc une racine entre « et a", l'autre en dehors de cet intervalle, et par conlïéquent différente de la première et de a. Les trois racines sont encore distmctM Mais si l'on a o = a' = a'', lo premier membre de l'équation (a3) ile«ent divisible par (j — «)',
(,-a)'[s~a+iib' + h"- + b"'y\^o.
L'équation en S a une racine double et une racine simple 11 n 5 aurait une racine triple que si k était nul.
Quand on aura S, les équations [%i) ou (21'] détermineront la direction de la corde. On voit que, pour une racine simple, ces équations sont distinctes et déterminent les rapports des coordonnées (-r,^', ;) Au contraire, pour la racine double, onaî = fl = a'--«°, les troiséquations(ai) se réduisent à une seule,
te-i- b'j+b"z — o.
11 y a un plan de directions principales,
La forme ( 20 ) que nous avons adoptée pour les termes du second dogré convient, nous l'avons vu, au cas od les trois rectangles sont nuls,' Elle pourrait encore être obtenue si deux des rectangles étaient nuls; mais si un seul est nul, la méthode que nous suivons ne peut s'appliquer.
Supposons B" — o, l'équation en S se réduit alors à
Il suffit de substituer dans le premier membre les nombres — w , A, A', + 00 pour séparer les racines. Le cas des racines égales s'examine aussi
NOTE XÏIII.
IlE LA RÉDUCTIOH IDE l'éQUATIOS D[I SECOND DEGRÉ A SA FOilJlE LA PLUS SIMPLE PAR tE CHAÎIGEMEHr DES COOliDONNÉËS.
l /(^, r, z) = A^-'+ A'j'+ 4"^'+ 2Bjï-i- aB'^3 +- ■xW^j-
) -^ ■t.C^ -h iC Y -h tC Z -h X) — O
l'équation générale du second degré. Nous supposerons, comme dans la Note précédente, les axes rectangulaires, et nous désignerons par ï(j^, j, zj l'ensemble des termes du second degré. On a admis, dans le teste (p. 469), que, par un changement d'axes, on peut faire disparaître les rectangles B, B', B". C'est la proposition que nous allons démontrer.
Pour cela, nous rappellerons que l'on peut toujours trouver trois directions principales deux à deux rectangulaires. Effectuons un changement d'axes en prenant les trois nouveaux axes parallèles à ces trois directions. Nous allons montrer que les rectangles disparaîtront dans la nouvelle équation. Soit, en effet,
A.,x] ■+- à', J-; -t- A'; ^] -+- 2B,,r, ;-, -i- iB', ,>;, :,"-.- ait" j-, -i; -+-... ^ o
la nouvelle équation; le plan diamétral conjugué k l'a-ie de 3 a pour équatiOTi
Ce plan devant être parallèle au plan des xy, on doit avoii-
et l'équation de la surface est ainsi ramenée à la forme simple
(2) A.x~--i-k'fH- A"ï-H- îCe -H 2C'/+ 2C"î + D = o.
Pour trouver les coefficients de l'équation réduite, nous nous appidorons sur un théorème général relatif aux invariants de l'équation du
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TjijionÈMiï, — Soie
t'équatinii générale du second degré rapportée à des a Quand on passe du système d 'axes employé à tout au rectangulaires, les fonctions
■xes rectangulaires, ■ire système d'axa
E'- A'A"-!- ])■■'- AA"-i- B"' - AA' = ■
AA'A"+ aBB'IÎ'— A8^ - A'I!"- A^B'^
coefficients de l'équation en S, et te Hessien H consenvnl lear valeur, c'est-à-dire que les fonctions analogues formées avec les nouveaux coefficients ont la même-valeur que celtes formées par les coefficients primi-
•ifi.
Démonstration.— Les trois premières fonctions K, L, û ne dépendent que des coefficients du second degré A, A', A", B, B', B". Si l'on déplace les axes parallèlement à eux-mêmes, i! faut remplacer dans l'équation générale du second degré x,y,z pur x -i- a, y-i-h, z + c Les termes du second degré restent les mêmes, et par conséquent aussi les fonctions K, L, i. Examinons maintenant c« qui arrive quand on change la direction des axes, sans déplacer l'origine des coordonnées.
Les formules de transformation sont de la forme
mx' -i-nf -^ p^, m'x'-i-ny-i-p'z', m"x--hny+p'^;
et elles sont telles d'ailleurs que l'on a
Les deux membres de cette équation sont, en effet, des expressions différentes d'une même quantité, le carré de la distance du point à Torigine. Les formules (i) étant homogènes, tous les termes du second degré if'(x', y, z') de la nouvelle équation proviennent des termes d'i second degré de la première. On a
c'est-à-dire que le premier membre de cette égalité devient identique au second, si l'on y remplace -i;, y, a en fonction de x', y', t par leurs valeurs tirées des équations [ 3 ) .
Multiplions l'équation (4} pari et rotranclions-la de l'équation (5). On
Cola posé, exprimons que le premier membre so dccomposo en deux facteurs linéaires. Il en sera évidemment de même du second, car, si pour une valeur de 1 le premier nombre prend la forme
en substituant les valeurs de j^, j", s, on aura un produit de même forme en x\ y', z'. Ainsi, les deux membres se décomposent en deux facteurs linéaires pour les mômes valeurs de i. Or, nous avons vu, dans la Note précédente, que ces valeurs de 1 pour lesquelles la fonction
se décompose en deux facteurs linéaires, sont précisément les racines de l'équation en S. 11 résulte de là que les racines de l'équation en S conserveront leur \aleurquind on feit le changement de coordonnées indiqué en d autres termes ce '^ont des mvarnnts
Les fonctions k L i qu sont le« coefficients de 1 équation en S et qui repr( sentent K, la somme des racines L la somme des produits deux a deux A le produit des trois racmes demeurent donc inïdrubles par tout chaneement de cnoi données dans leqi el 1 origine domeui c invariable les axes res'ant toujouis rectanguhires
Enfin le déplacement le plus grand résulte évidemment i" dun àiplacement d origine sins chinsement de diieclion a" d un simpli, changement de direction sans déplacement d origine et nous a\onsvu que cesdeut opérations successuesne changent parles fonclionsK L û La démonstntion est donc générale pour les tros premières fonctions II
Pour ceh suppo-^tus que pir un changcm nt q lelconqui, d n s, î{r , ] devienne / ( t J o ) On ^u^a
En particulier, si l'on considère le centre dont les coordonnées soient a, 0, c dans le premier système, n', h', c' dans le second, on aura
La valeur de la fonction /(^, f, s) au centre sera la même dans tous les systèmes de coordonnées. Calculons celte valeur. Rendons l'équation homogène en y supposant implicitement / — i ,non3
Jp. de l'Ai, à la G. 4 '
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aurons ou
Pour le centre, on a
iy:
--: A.r H-BV-i-B'ï -!
î if;-^W^-f-K'r-i-S^ -^C'^o,
et, par
uite,
/=C^h-CVh-C"2-hD,
C,r + C'j + C'j ^ Cî + D -/= o.
Pour av
oir la valcAir de /, éliminons x, j-, s entre les quatre
î^qwation
(7>ol(
8), nous trouvons
D'après les propriétés des déterminants, on peut Scrire cette équation
(Note pr.), d'où, l'ou déduit /— ■ ■ Le dénominateur à étant un invariant, il en est de même du Hossien. Le théorème général est donc démontré.
Applications. — i" Supposons diabordque, par un oliangemant dans la direction des axes, on ait ramené l'équation à la forme
A^'-i-Ay-i~A";'+ aCi'-i- 2CV+ aC"i-t-D == a. L'équation en S est ici
(A-S)(A'— S){A"~S). Donc A, A', A', coefficients de l'équalion réduite, sont les trois racines do
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l'équalion en S et réqiiatioii prend la forme
S'^' -i- S"/ H- S"'z=-h aCj' -H 2C'j -h aCï 4- D = o.
C'est ce qu'on peut vcrifior par un calcul direct.
a" Équations réduites des surfaces générales. La théorie des invariants permet do trouver les coefficients de l'équation réduite des surfaces du second degré. Soit, en etfet,
l'équation de la surface. Calculons d'abord les invariants K, L, ù,, H. L'équation en S sera
(g) S' — KS'-i-LS-iT=û
et l'on pourra calculer ses trois racines S, S', S", qui demeurent invariables par tout changement des axes rectangulaires.
Cela posé, supposons que la surface ait un centre à distance finie. En prenant pour axes coordonnés les ases principaux de la surface, l'équfition de cette surface prend la forme
AX'-hA'Y= + A"Z'-;-'i = o
et l'on voit, comme précédemment, que A, A', A" doivent être les troî^ racines de l'équation en S. L'équation est donc
(10) SX=-+-SYM-S''Z^ + a^ o.
Pour déterminer a, calculons le Hessien de cette nouvelle équation, qui doit être égal au Uessien de la première. Le Hessien de l'équation (9) est SS'SV. On a donc
SS'S"a ^ îl, d'où
On peut remplacer, d'après réquation(9),leprocluit SS'S^par A. L'cqiir.tion réduite des surfaces à centre unique est donc
(!i) SX'-i-S'YN-S"Z'-i- 7=0.
Quand les trois racines SS'S" sont de même degré, la surface est un ellipsoïde. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit, d'après le théorème de Descartes, que l'équation n'ait que des variations [et alors les trois racines sont positives) ou que des permanences (les trois racines étant
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négatives]. Il faut donc et il suffit que les inégalités L>o, Ki>o
soient toutes deux satisfaites. Autrement on a un hyperboIoïJe à deux nappes. On est ainsi conduit, sans peine, aux résultats indiqués dans le tableau suivant :
H, i différents de zéro, surfaces générales à centre unique :
L<o ou L>oICi<o. Ilyperboloïdo.. , , ^*^ „ ' (a deux nappes H < o.
Prenons maintenant les surfaces générales dépourvues de centre. Oti a vu que leur équation peut être ramenée à la forme simple
Ici A = o, une des racines de l'équation en S, est nulle, les deux autres
sont données par l'équation
([2) S^-KS + L-^o;
A', A" sont encore évidemment les racines de cette équation en S, et l'on
peut écrire l'équation réduite
Le Hessien do l'équation réduite a pour valeur — C'SS' = — C'L. On a donc
-C'L=H, d'où C
Cette formule montre que H et L sont toujours de signes contraires dans :s dépourvues de centre. L'équation réduite est
Cela posé, on est conduit au table<iu suivant ; H différent de zéro, à = o paraboloïdes :
L > o. Paraboloïde elliptique, L < o. 0 hyperbolique,
et alors, H > o.
Il y a une conclusion intéressante à tirer de ce tableau. C'est que.
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toutes les fois que la surface est réelle, elle est réglée quand H > o et dépourvue de génératrices quand H < o. Quand le Hessicn est positif, la surface est réglée ou imaginaire.
3° Réduction dans le cas des cônes et des cyli/idres.
Dans ce cas, le Hessien est nul, sans que ses mineurs du premier ordre le soient tous.
Pouruncùne ayant son sommet à distance finie i est différent de zéro. L'équation réduite s'obtient en faisant II = o dans l'équatioii (i 1). C'est
On est conduit au tableau suivant :
I. > o Ki > o. Cône imaginaire, L<o ou L>oKA<o. Côneréel
Si a = o, on a un cylindre ayant pour base une ellipse, une hyperbole ou une parabole. I^s équations réduites pour ces cylindres sont
pour les cylindres à centre,
Sj'M-aC.E==o
pour le cylindre parabolique. Mais, les deux invariants H, A étant nuls, on n'a aucun moyen de calculer par la théorie des invariants « ou C. Nous allons lever cette difleulté, en établissant l'existence d'un nouvel invariant spécial pour les cylindres.
Soit
l'équation du cylindre. On a, identiquement,
et, par suite,
Le second membre, égal à zéro, représente deux plans; il doit en être de même du premier. Donc, pour le premier membre, le Ilessien et tous ses mineurs du premier ordre seront nuls. Le Hessien est
C C G" D— ï Prenons les mineurs obtenus en supprimant la première ligne et la pre-
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mièr
e colonne, la deuxième ligne
et la deuxième colonne,
etc.
. Ces [i
devr
ont être nuls. Prenons le premier
1 C C On déduit de hi
Hj désignant le dcterminanl qi
j! est évidemment la dérivée du
par rapport k A. En prenant les deux équations analogues et les ajoutant à la précédente, on trouve
«(A'A'— B' + AA"— B"-AA' — B"| = H;H-U;. + n;.,,
Le numérateur de cette expression est donc, comme le dénominateur, uu invariant, mais cet invariant, il faut îe remarquer, est spécial aus cylindres. Nous le désignerons par M. On a
et l'équation réduite des cylindres à centre est
En considérant le cas du cylindre parabolique comme cas limite, on voit que, dans ce cas, M sera encore un invariant. Calculons-le sur l'équation réduite
nous trouvons sa valeur égale à — ■ CL. On a donc
- C^S ■= Ji, d'où C = » /-yet l'équation réduite du cylindre parabolique est
Sj' + ^.J=^.v. Ici S-----K.
En réunissant les résultats qui précèdent, on a dono le tableau sui-
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Il -= û L> o elliptique !
( \ t imaginaire, si M < o,
) Cylindres { û— ol lL<o hyperbolique,
M f 0 / \ L ;-- o parabolique.
4° Réduction dam k cas de deux plans distincts. — On a ici toujours H = o, M = o, A = o. Si les deus plans se coupent, l'éciiiation en S a une seule racine uulle, l'équation réduite est
li6) SX"+S'Y'--=o.
Si les deux plans sont parallèles, Isur équation réduite est de la forme
I.^ invariants précédemment établis ne donnent aucun moyen de déterminer a,. Mais, en suivant la même marche que pour les cylindres, on est conduit encore à un invariant spécial. On a
_ D|_A H- A'+A")- C= - C-' - - C™ ^ DK-C'-C"- (7'
Désignons par N le nouvel invariant
jS = D(A+ ,V+ .V'j - C'-C'=-C"^ inéquation réduite sera
(iG) SX'^i-^=.= c.
Ici S = K.
Les résultats trouvés sont renfermés dans le tableau qui suit :
\ réels, si L<o j imaginaires, si L> o, i réels, si N<o N ^ o ""■■*" ' '-"" i imaginaires, si N > o.
i L ^ o doux plans qui se coupent doux plans parallèle Enfin, si II, i, L, M, N sont nuls, on a deux plans confondus.
NOTE XVIII
On ïoitquelaîorme dessurfaces du second degré dépend en tout de sk fonctions, K, L, a, H, M, N, les deux dernières n'étant des invariants que pour des surfaces particulières. On poiat, au moyen de ces fonctions, assigner, d'une manière précise, les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation du second degré représente une surface d'une espèce indiquée a priori.
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