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PRÉFACE
^ ) uAND les premiers mathématiciens, après avoir atteint les bornes de la géométrie élémentaire , ont voulu s’élever jusqu’aux problèmes de la géométrie transcendante , quand après avoir épuisé tout ce qui a rapport à la ligne droite et au cercle , ils ont passé à la considération des courbes de ditTcrens genres, ils ont eu besoin, pour avancer dans celte carrière, d’une force d’attention extraordinaire , et leurs progrès ultérieurs ont fait preuve, et de leur esprit inventif, et des ressourecs de lem' génie.
Mais lorsque l'algèbre eut pris naissance , lorsqu'on eut enfin conçu l’idée heurense de l’appliquer à la géométrie, lorsque Fitle et surtout Descartes, ces deux hommes à jamais célébrés , eurent frayé cette route nouvelle, loi'squ’on vit le calcul, au moyen de quelques formules, mettre en évidence la nature et les propriétés de toutes les courbes , alors les questions résolues par les anciens avec tant de peine et de travail , ne furent plus qu’un jeu pour les modernes ; alors la science fit des pas si rapides qu’on ne peut SC lasser d’admirer la fécondité de cette grande et belle invention.
Comment serait - il possible de préférer encore la marche des anciens à celle des modernes ? Ce qui a été démontré d’après leurs procédés porte peut-être avec soi un plus grand caractère d’évidence, mais en revanche chaque vérité se trouve alors isolée en quelque sorte , séparée de toutes celles qui ont quelque rapport avec elle. L’analyse algébrique a non-seulement plus de puissance et d’énergie que la synthèse , mais elle a encore plus d’étendue et plus d’ensemble ; c’est le coup - d’ocll du génie , qui rassemble, qui généralise, qui voit les rapports des choses enü’elles, qui en fait un tout , et se l’approprie. Aussi , faut-il l’avouer , quand on est familiarisé avec elle, il est besoin de courage et de patience pour se résigner ' *
à sulrre les anciens dans tous les pas qu’ils ont voulu faire au delà des pre» miers élémens. C'est moins pour connaître les résultats de leurs travaux qu’il faut les étudier , que pour observer leur marche et apprécier leurs efforts.
“ Le rapprochement de la géométrie et de l'algèbre , dit M'. La Place dans le Journal des Ecoles normales, répand un nouveau jour sur ces deux sciences; les opérations intellectuelles de l’analyse, rendues sensibles par les images de la géométrie , sont plus faciles à saisir plus intéressantes à suivre. Cette correspondance fait l’un des plus grands channes attachés aux spéculations mathématiques ; et quand l’observation réalise ces images , et transforme les résultats mathématiques en lois de la nature ; quand ces lois , en embrassant l’univers , dévoilent à nos yeux ses états passés et à venir ; alors la vue de ce sublime spectacle nous fait éprouver le plus noble des, plaisirs réservés à la nature humaine
Cependant, malgré les travaux des Descartes , des Newton , des Euler , des Cramer , et de plusieurs autres grands géomètres , les ouvrages élémentaires du XVIII'. siècle, sont restés, pour la plupart, vraiment audessous du progrès des lumières : quoique leurs dcmonsti'ations reposassent sur l’algèbre , elles étaient toujours plus ou moins bornées au cas particulier que l'on avait sous les yeux ; et la marche des modernes perdait ainsi son plus précieux avantage.
Enfin M". Lagrange, Laplace, Monge, et quelques autres mathématiciens du premier rang , appelés dans la chaire des professeurs , par le progrès des idées libérales , ont produit dans ce genre la révolution la plus, nécessaire et la plus heureuse.
J’aurais donc pu sans doute adopter pour mes cours quelqu’un des ouvrages qui ont paru dès lors sur l’application de l’algèbre à la géométrie ; mais il n’aurait point été calculé sur la portée et sur les besoins des étudians de notre académie; il n’aurait surtout pas été en rapport avec les divers ouvrages élémentaires que j'ai déjà publiés, et qui sont depuis long-tcms entre les mains de ces jeunes élèves. Ainsi [e me suis vu forcé de travaillcjc
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wir un plan neuf, et qui m'a paru d'ailleurs olllir quelques avantages assez marqués. On en pourra prendre une première idée en jetant un coup-d'oeil sur la table des chapitres, à laquelle on me permettra de renvoyer.
Je me bornerai done à faire observer que j’ai considéré les sections coniques toutes à la fois , que je les ai décrites par un procédé unique et trèssimple , par lequel outre la parabole , l'ellipse , et l’hypei bole , on peut encore obtenir le cercle, le point, une ligne droite seule, et deux droites qui se croisent. L’équation que l'on déduit de ce procédé comprend aussi toutes ces choses. De cette équation résultent donc entre autres les propriétés des sections coniques et celles du cercle ; lesquelles ainsi rapprochées et comparées , mettent en évidence les rapports que les quatre courbes ont entr’elles.
Par tout d'ailleurs j’ai fait ensorte de donner des formules plus générales que les formules communément usitées.
J’espère qu’on voudra bien remarquer aussi la marche neuve des deux trigonométries. Je n’avais point pensé d’abord à m’occuper de la trigonométrie sphérique , parce que je ne voulais considérer que deux dimensions de l’étendue ; jeme suis enfin décidé à la placer à la fin de l’ouvrage sous la forme d’un supplément. Je l’ai du reste traitée d’une manière purement algébrique ; et j’ai beaucoup profité du mémoire de Lagrange inséré dans le Journal de l’école polytechnique.
En général j’ai mis quelque soin à discuter les formules, pour en faire ressortir tous les cas particuliers. Cette opération , qui est une véritable analyse logique , est sans doute ce qu’il y a de plus intéressant dans l’application de l’algèbre à la géométrie;. elle commence où cesse le mécanisme du calcul ; elle apprend à interpréter , à lire l’algèbre , à en extraire pour ainsi dire toutes les vérités qu’elle renferme; et elle fait disparaître jusqu’à l’apparence de sécheresse et d’aridité que l'on croit si communément accompagner cette science.
iv PRÉFACE.
Je désire bien sincèrement que cet ouvrage , tel qu’il est , puisse remplir l'attente des jeunes gens auxquels il est plus piurticulièremcnt destiné ; et J’ose l’espérer un peu, puisque déjà il a obtenu l'appui d’un gouvernement éclairé , qui attacha constamment beaucoup de prix aux progrès de l’instruction publique , et qui , dans ses soins toujours renaissans , ne voit jamais que le plus grand uranlagc du peuple heureux qui lui a coudé ses intérêts les plus chers.
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Page 5 , lisez ainsi le n°. 1 1 ; Etant donnés le côté d'un polygone régulier inscrit dans un cercle et le rayon de ce cercle, trouver le côté d'un polygone semblable circonscrit. ( Géom. App. Probl. XXVII ).
On connaît AB et AC , Hg. a, et on demande EF; quantités que nous désignerons par a , par r, et par x.
Les triangles CAG , CEll, donnent la proportion :
CG: AG y, ch: eh,-
OU, ce qui revient au même:
d’où l’on tire:
. . % ar
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7 ligne ii en remont. corde AB, User corde AD. g — 6 en remont, jamais plus grands , lisez jamais ni l’un ni l’autre
plus grands.
lo à la fin, ajoutez ceci: D’ailleurs on peut prouver directement que lés dénominateurs' de ces trois formules ne font qu’un seul et même nombre, et que ce nombre est une fonction symétrique des trois côtés a, b, d; c’est en développant et réduisant les quantités qui sont sons les signes radicaux ; Chacune d’elle donne ainsi :
20, bu l’une ou l’autre des formules , lisez les formules.
1 , 2, on prendrait x dans (C), etc. on prendrait d’a- ' bord celle de x dans (C), puis la substituant dans (,- 4 ), on
obtiendrait celle de y.' On aurait ainsi :
J S — 1 en remont, s = { xy, lisez s = ] zy.
— 9 en remont. 1 + m P , lisez l ni + /I.
iC — H, 1 2 / =, lisez I zy 19 — i 5 , circulaire, /liez sphérique.
3i — 9 m remont. BIF , lisez CD ' .
33 — 3, apres A'I’’. ajoutez, is.
Page
33 ligne
( ix ) ■ r
4 , hors de celte droUe, ajoutez et d'un même côté, • 5 en reinout. circonféres, lisez circonférences. ‘‘ i 12, ensorlc que 'A, lisez ensorte que B,
Soo'bo", lisez — 6o°8o
6, pentagone, lisez décagone. ^
1 en remont. iig. 4> < Hzet iig. 43 *
— 10 en remont. — »> élisez «■
i 3 ... —, JT, lisez —X.
» mr
to4
3 , 4 > à .dX par exemple , effacez ces mots et continuez ainsi: on ait, en nommant D son point dintersection avec Foutre ligne, ÇD — AD,
2z, z 5 ... = «* +, Usez= •* — . ' ■
l, X — ff , lisez X — mf. ^
12, 6’G«, lisez
6 , qui est l’origine, lisez qu’on a pris pour origine.
7 en remont, du même numéro, lisez du n“. 173.
2 en remont, a = 1 , lisez A =: i, .
17, 19, a = 5, tf = O, lisez A 1 , A = o, '
7, (n®, 160), lisez (n®. ao 4 ),
4, le petit axe, lisez le second axe.
tt en retuont. équation de deux droites qui passent par l’origine, modifiez ainsi les deux ou trois lignes suivantes:
Or les tangentes trigonométriques des angles que ces droites font avec l’axe des jr valant y' h* — i (n®. 121) , ces
tangentes sont égales et de signe contraire, et doivent sc prendre en-dessus et en-dessous de l’axe en question. Les hyperboles se réduisent donc
y * (2c ^ x') x', lisez y * I (ac ^ x') sd
9 en remont. (n®.
9 en retnont, par (1 5 en remont. (n®. i; 7 en retuont.
on trouvera
trouvera y =» litez dans (19)
la, c*g, lisez f*S*.
3 en mnont. L’équation de AM, passant, lisez L’équation de AM, ligne qui passe.
Page 190 ligne i , « — e, lisez • + <r.
193 — 20, form. (7), lùez form. (9).
jg 4 — dem'*. l’ordonnée, lisez l’abscisse. ^
200 — 10 en remont. n®. 25 a (£), lisez n“. aSa (AT).
208 — 17, du centre, lisez du
209 — dem'®. — Usez —
241 — 4( l’équation (g), lisez l’équation (12).
a€o — > 2, donc si l’un, lisez donc si, dans (n), l’un.
262 — Il en rémont. lisez aifisi le reste du n®. 333 : Enfin, si l’on suppose a b f nous commencerons, pour comparer plus facilement A et B, par tirer de ( 3 ) oe rapport général, applicable é tous les cas :
tang I A sin i ( c + a — &) sin [Je - f-J (a — b) ]
tang J B sia J (c + A — a) sin [Je — J (a — A)]
sia j c. eos | (a — b) + sin J (a — 6) cas J c _
sin 5 c. cos J (a — b) — sin J (a — A) cos J c .
Mais puisqu’ici a > A, a — A est en plus; d’alUeui* chaque cAté est plus petit que 200°, et par conséquent (a — A) < 2oo®etJ(a — A) < 100®, tout comme Je. Donc les sinus et les cosinus de ces dernières quantités sont en plus , de même que leurs produits deux à deux. En outre les tangentes de I yf et de I £ sont aussi en plus (n®. 332 ). Il résulte de tout cela que le dernier numérateur est plus grand que son dénominateur, et qu’il en est de même par conséquent du premier nuniérateur et de son dénominateur, ou cpje tang\ A > long {B, que \ A Ji 9 ,ct qucy^ > B.
INTRODUCTION
1. Puisque le calcul arithmétique et le calcul algébrique peuvent pliquer à tout ce qui est quantité , il est évident qu’ils peuvent s’appliquer aux questions relatives à l’étendue, c’est-à-dire à la Géométrie. Quand je parle de la Géométrie , je n’entends pas seulement les élémens de cette science , je désigne par ce mot des recherches quelconques sur les propriétés de l’étendue, considérée sous le rapport de ses formes et de ses dimensions. Ainsi la Trigonométrie, les Sections coniques, la théorie des lignes et surfaces de tout genre et de toute espèce, sont ici comprises sous cette dénomination générale.
2. La Géométrie, envisagée ainsi , a été cultivée avec beaucoup de succès par les anciens, avant meme qu’on eût inventé le calcul algébrique. Thalès de Milet, qui vivait six cents ans avant J. C. , peut être considéré comme le plus ancien géomètre; vinrent ensuite Pylhagore , Jlippocrale de Chio, Platon y Ari$tée y Mcnechme , Dinoslrate y Euclide , Nicomèdr , Archimède, Apollonius , Pappiis, Dioclès et quelques autres. Euclide vivait trois cents ans avant J. C. , Archimède deux cent cinquante ans , et Apollonius deux cents ans.
3. Quant à l’Algèbre , c’est Diophante d’Alexandrie qui passe pour en être l’inventeur ; il florissait vers l’an trois cent soixante-cinq de notre ère , environ cent ans après Dioclès. Elle fut ensuite cultivée j^ar les Arabes , et tr ansplantée en Italie vers l’an quatorze cent. Là clic fit de grands progrès entre les mains de Scipion Ferreo, de Tartalea, de Cardan, de Louis Ferrari, de Raphaël BombelU, etc. Enfin , mathématicien français , lui donna une nouvelle forme’, vere l’an quinze cent soixante et dix,
À. Avant Viète on avait déjà essayé d’appliquer l’Algèbre à la Géométrie,
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c’est-à-dire de traduire en quelque sorte la Géométrie en Algèbre , et réciproquement de représenter par des figures de Géométrie les formules de l’Algèbre; mais ce fut lui qui le premier sut généraliser ces procédés, et leur donner un intérêt qu’ils n’avaiait pas eu jusqu'alors.
Cependant on ne s’occupait encore, dans cette application de l’Algèbre à la Géométrie , que des équations déterminées ; et ce fut le célèbre Descartes, qui , cinquante ou soixante ans après Viète , eut la "gloire d’étendre cette branche des mathématiques jusqu’aux équations indéterminées et à la théorie des courbes ; ce qui rendit à la science un service des plus importants , et prépara les grandes découvertes du dix-septieme siècle.
6. Cela posé, nous allons suivre, dans ce cours, la division que nous venons d’indiquer, et qui estconfoimeà la nature des choses; nous traiterons d’abord des équations déterminées, et ensuite des équations indéterminées ; ce qui divisera notre travail en deux parties bien distinctes.
CHAPITRE PREMIER
Questions géométriques , résolues en nombres par T algèbre.
N. B. Al serait difficile de donner ici des règles générales ; il faut s'exercer sur des exemples particuliers: leur choix est plus ou moins aibitiaire , et l’ordie à suivre assez indiffèrent.
6. Trouver la distance qu’il y a dun point B où Von se trouve , fig. f , jusqu'à un point G , qui est inaccessible; et cela scuts le secours des angles et sans les formules de la trigonométrie.
Prenons une base que noua puissions mesurer (*)', et supposons fait le triangle BGB ; pour en avoir un semblable à celui-là , nous imaginerons une parallèle EF h la base BD, menée par un point E accessible et pris sut le côté DG ; nous aurons, en nommant x la distance BU , et désignant les côtés connus par de petites lettres semblables aux grandes lettres des angles opposés ; nous aurons , dis-je :
EF : g GF x;
alors pour trouver la valeur de EF, au moyen de deux autres triangles , dont elle soit un des côtés , nous prendrons A dans l'alignement de BD , et C dans les alignemens de BG et de j4E, ces points et C étant accessibles,
(*) Je suppose qu’on conn.n’t l’usage des jalons et de la chaîne d arpentatr ; si cela n’étoH. pas, on lirait, avant d'aller plus loin, le a*. 69, où ces instrumciis sont deerits à l'occasion de la trigonométrie. ^
Quant aux alignemens, ils sont très-faciles à prendre, an moyen de jalons planlc's de manière à sc recouvrir ou à se cacher les uns les autres.
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et nous tnêsurerons AB ou c , AC ou b , EC ou f, et BC ou a ; nous aurons alors, à cause des triangles semblables CEF , CAB:
b:c::f: EF, c f
ce qui donne EF =z -j- ; ensorte que la première proportion dcTient :
: g :: GF : x.
Mais il est facile de voir par la figure, que GF —x — FB, ou
X + CF — CB , ou x + C/’ — a; on a donc:
cf
— g \ : x + CF — a : x.
Maintenant il n’y a plus qu’à trouver l’expression de CF, ce que l’on peut faire au moyen des triangles CEF, CAB qui donnent :
b : a w f : CF ;
ensorte que CF = valeur qu’on peut mettre à la place de CF dans la proportion générale , qui devient enfin :
Multipliant les extrêmes et les moyens , on obtient cette équation :
d’où l’on tne :
c/x ,afg
Toutes les lignes a, b, c,f, ÿ,ou BC, AC, AB , EC, BD, ayant été mesurées , et se trouvant connues , on calculera facilement la valeur de x ou de BG.
7. Zn général, dans tous les problèmes de ce chapitre, on supposera que les lignes connues ont été évaluées numériquement , au moyen d'une certaine unité de longueur , et qu’il s’agit de trouver combien il y a de ces unité# dans les inconnues que l’on cherche.
Lorsque l’équation à résoudre sera du second degré , si elle donne pour la seconde valeur de l’inconnue une quantité toute en moins , on ne s’arrêtera pas à discuter ces sortes de valeurs , sur lesquelles nous reviendrons plus tard.
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8. Etant donné le rayon d'un cercle , trouver la valeur du côté du triangle équilatéral inscrit. ( Gcom. Append. Pfobl. XXIV, Sch. I, ).
On connaît Cd , fig. 2 , et on voudrait trouver jéB ; quantités que nous désignerons par> et par x.
• Puisque AH côté de i'hexagone est égal à AC , le triangle AC H est isosccle et CG— { CH= \ r. Mais AG= — ce*, ou, ce qui revient au
meme :
ïx = \//-* — Jr*; d’où l’on tire : a:== y^3 r*=r \/3.
9. Il est facile de voir que si l’on cherchait le côté du carré inscrit , on aurait a;*=r* + r*, d’où l’on tirerait: x = ry/2. ( Géora. Append. Probl. XXV.Schol. ).
1 0. FAanl donné le rayon dun cercle , trouver la valeur du côté du décagone régulUr inserit. ( Gcom. App. Probl. XXVI. ).
Pour trouver géométriquement le côté du décagone , il faut diviser le rayon en moyenne et extrême raison, cette moyenne est le côté cherché. En le désignant donc par x et le rayon par r, on a :
r : X X : r — x ; d’où l’on [tire : x*=r* — rx; et cette équation, pour ne parler que de la valcm* en plus dex (n°. 7)j
donne :
x = — lr+\/ r* + irl; ce que l'on peut écrire ainsi :
H. Etant donné le côté dun polygone régulier inscrit, trouver le côté dun polygone semblable circonscrit. (Géom. App. Probl. XXVII.).
On connaît AB, fig. 2, et on demande EF; quantités que nous désignerons par a et par x.
Dans le triangle isoscèle ABC , on a les angles et la base , on peut donc déterminer le rayon AC, que nous appellerons r. D’ailleurs les triangles CAG, CEH , donnent la propox tion :
CG X AG CH : EH
ou , ce qui revient au même :
V^r»— (1 ay : laxxrx \x;
2ar
QQ W I I w. ■ ■ I I
12. Dans le cas du carré, l'angle ACB^esX droit, ce qui donne a* -=2r* et par conséquent 4r’=2a’ ; ensorte que le dénommateur de la formule
ÇDÏSTÏONI GÉOMâTHlQOÏl,
devient \/2a* — a*=a; d’où x— ~— 2r. C’eat-à-dire que /is eâtédu carré circonscrit égale le diamètre.
13. Dans le caa du triangle, on ti a = r\/Z (n®. 8) ; enaorte que la formule générale devient alors :
2rV3
J?= , =r =2rv'3.
C’eat-à-dire que le côté du triangle équilatéral circonscrit est double du côté du triangle équilatéral inscrit.
iÀ. Maintenant , avant d’aborder un problème intéreasant , que nous devons résoudre , noua allons démontrer , comme un lemme préparatoire , le théorème suivant :
Supposons un quadrilatère ABDE, inscrit dans un cercle, fig. 3, avec ses deux diagonales AD , BE; si l'on mène DG de manière à faire l’angle BDG = ADE , les deux triangles BDG , AQE, ayant, outre ces angles que Ton vient de faire égaux, l’angle DBG ou DBE égal à DAE, seront semblables et donneront :
AE^BD+AB'ADE
AD
BG+GE omBE = et en multipliant par AD :
BE'XAD =^AE-XBD + AB-X, DE.
C’est-à-dire ique dans tout quadrilatère inscrit , le rectangle des diago»
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noies est égal à la somme des deux rectangles que Ton peut former avec les côtés 'opposés.
15. Cela posé, ôn demande de trouver une équation qui exprime le rapport qu’il y a entre les trois côtés (T un triangle inscrit dans un cercle et le rayon de ce cercle; ensorle qu'une de ces quantités étant inconnue, on puisse la trouver au moyen des autres.
Soit ABD, fig. 4, le triangle en question, on demande le > rapport qu’il y a entre a, 5 , J et le rayon r.
Pour rattacher cette question au lemme précédent , et pour que le rajoa fiasse en même tems partie de la figure , je mène du point B k diamètre BE, et je joins AE et DE ; alors J’ai, par le n*. 14:
2rb = AEXa-^DE>^d.
Mais , puisque les triangles BAE, BDE , sont dans ce cas rectangles en A ci en D , on
AE = ^/Àr^—d'
DE~‘s/TF^' ;
quantité.s que nous ne prendrons qu’avec le signe plus , d'après ce que noua avons dit au n®. 7, et qui ne seront d’ailleurs Jamais imaginaires, puisqu’une corde comme d on a n’est jamais plus grande que le diamètre 2r. Mettant ces valeurs, dans l’équation précédente, à la place de AE et de DE, elle
devient :
2rb = a ^Àr^ — d* + d y'4r* — a* . . . {A). •
C’est la formule demandée, que nous allons appliquer à quelques cas particuliers,
16. 1*. Etant donnée la corde BD ou suT un arc , trouver la corde AB ou b du double de cet arc.
Comme une cordc répond toujours à deux arcs , qui en général sont inénous supposerons , dans ce problème et les suivans , que chaque corde est rapportée au plus petit des deux arcs qu’elle soustend ; car quand on connaîtra un de ces arcs, on connaîtra aussi l’autre, puisqu’ils composent «ntr’eux la circonférence entière. D’ailleurs cela simplifiera les résultats , çt évitera l’emploi du double signe au-devant des radicaux.
Dans la question actuelle , on suppose les arcs AB et BD égaux , et par conséquent leurs cordes d ci a sont égales ; de plus b, qui est riûcoanuc, •e représente par x ; ensorte que la lonnule iA) devient ;
2UZSTI0NS CÉOHÉTatQUBS, 2rx^2a\/ — a*.
d’où l’on tire :
Si l'on «voit a = 2r , on trouveroit — x = o ; et en effet quand a =s 2r l’arc devient la demi-circonférence ; or la corde de la ciiconférence entière est certainement nulle.
En faisant a < 2r, si r = \/ ^ — , on a x = a; c’est-à-dire que la corde de l’arc double est égale à la corde de l’ai c simple. Mais de /^v' Àr* — a* , on tire facilement a = r\/3, ce qui est la corde du tiers de la circonférence (n". 8) ; donc les cordes du tiers et des deux tiers de la circonférence sont, égales ; cc qui est du reste évident. Il faut remarquer que quand deux arc« composent la circonférence entière , leurs cordes sont toujours égales ; mais ce n’est que dans ce cas-ci que le second arc est double du premier.
Si r< •v/4/'* — a*, on aura x > <j; ensorte que la seconde corde sera plus grande que la première. Or de r < — à*, on tire a < r^3; c’est-à-
^re que quand la corde donnée appartient à un arc moindre que le tiers de la circonférenc e , celle d e l’arc double est plus grande.
Enfin si r > — a*’ on a x< a; et dans ce cas a^ry/3-, de ma-
nière que si la corde donnée appartient à un arc plus grand que le tiers de la circonférence , celle de l’arc double est plus petite.
17. 2*. Etant donnée la corde AD ou b d'un arc, trouver la corde AB ou d de la moitU de cet arc.
On suppose encore les arcs AB et BD égaux , de même que leurs cordes d et a, et l’on demande la longueur de ces cordes. Il faut donc mettre, dans la formule (^A) , la lettre x à la place des lettre s d et a; elle devient ainsi :
2rb = 2x \/ — x* ;
divisant par 2 , élevant au carré , et transposant , on aura une équation du quatrième degré en x , que l'on pourra résoudre comme une équation du second degré, et qui donnera (Algèbre d’Emile, n”. 517) :
X = V2r^—^Âr*—r^b^ . . . (^B) ou par le n®. 619 du meme ouvrage:
X = y' /■‘-J tI rb — y'r’ — |r6 . . . (C).
Quant aux signes que nous avons mis ici, voyez les obseï valions des n®*. 15 et 16. Il est du reste facile de voir par (C) que x sera toujours en plus.
Si
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Si l’on a^’ait , par exemple , b = 2r, l'arc de cette corde ne serait autre chose que la demi.circonfcrence, et l’on trouverait, par ( ^) ou par (C), x — r\/2 pour la corde du quart de cercle (n“. 9).
Si l'on avait b = r\/.^, l’arc de cette cordc serait le tiers de la circonférence , et l’on trouverait très-vite , par (B), x = r pour la corde de la sixième partie de la circonférence, ou du côté de l'hexagone régulier inscrit. On aurait le même résultat par ( C) combiné avec la règle du n®. 519 de l’Algèbre.
18. 3*. Etant données les cordes AB, BD, ou d et a de deux arcs, trouver la corde AD ou b d’un arc égal à leur somme.
U suffit de mettre dans la formule (A) x à la. place dé b et l’on a ;
2rx — a \éÀr^ — d*-4-£/y'4r- — a* ;
d’où l’on tire :
Si on avait, par exemple, d — r\/3 et a = /-, les deux arcs proposés seraient le tiers et la sixième partie de la circonférence, et l’on ü'ouverait x = 2r pour la coide de j + j =
Si on avait d~a — r\/d, chacun des arcs vaudrait le tiers de la circonférence, et l'on trouverait x = r y'd pour la corde de j. On obtiendrait le meme résultat par le n". 16.
19. 4°. Etant données les cordes AD, AB, ou b et d de deux arcs, trouver la corde BD ou a (T un arc égal à leur différence.
Il faut mettre x .à la place de a dans la formule fA) et l’on obtient :
2/ Ô = X \/Àr ~ — d*-\~d \/Ar * — a;* ;
transposant le premier radical , élevant au- carré les deux membres , réduisant , divisant par 4r^ et ordonnant , on a une équation du second degré en X, laquelle étant résolue donne:
x = l d* — ér ô*.
"Voyez, pour les signes, les observations des n"’. 15 et 16.
Nos deux arcs n’étant jamais plus grands que la demi -circonférence (n*. 16), la plus grande des deux cordes données répondra .au plus grand des deux arcs dont on doit considérer la diiTérence; soit donc en général 6 > rf , on aura visiblement le premier terme de la valeur de .r plus grand que le second, et x sera en plus.
Si , par’ exemple , 6 = 2r et d = r, les arcs proposés seront la moitié
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et la sixième partie de la circonférénee , et l’on aura x=zr pour la
corde de | — é— f
Si b — 2r et d = r \/3 , les arcs proposés seront la moitié et le tiers de la circonférence, et l’on aura x = r pour la corde de i — ï = Z-
Si b — r^3 et d=r, les arcs seront le tiers et la sixième partie de la circonférence , et l’on aura x — r pour la corde de | — I = è-
20. 6*. Etant donnés les trois eûtes a, b, d, d'tin triangle quelconque ^ trouver le rayon BC ou r du cercle circonscrit à ce triangle.
11 faut mettre x à la place de r dans la formule (y/) et l’on a:
' 2bx = a y/ kx'^ — ~<i} -f- d \/4x^ — ;
transposant le premier radical, élevant au carré, réduisant, divisant par
Âx , et transposant de nouveau , on trouve :
( a* + 6* — d}) x — ab \/àx- — ,
( a* + 6’ — c/* ) '^x^ = 4a}b*x^ — a'b^d^ ; d’où l’on lire facilement, en transposant, réduisant et extrayant la racine;
abd
Observons que le numérateur de cette formule est une fonction symétrique des trois côtés, ce qui ne semble pas avoir lieu dans le dénominateur, puisque le côté d manque dans le premier terme sous le radical, et qu'il est pris en moins dans le second. Cependant on ne voit pas comment un des côtés peut jouer dans la fonnule un rôle différent des deux autres. Et en elVet, si l’on carre immédiatement la première équation, en laissant les deux radicaux dans le second membre , on arrivera , par un calcul un peu plus compliqué , à ce résultat :
abd
— (fl* + )* ;
et si l’on commençait par transporter le second radical dans le pi'emier membre , pour faire ensuite le carré des deux membres, on trouverait, après les réductions :
abd
\é4b^d^ — ib^-^eB—a-ÿ’
Ensorte qu’on peut se servir indifféremment de l’une ou de l’auü'e de ces formules, qui conduiront toujours au meme résultat.
JIÉIOIÜBS TAn L'Al.GèBin'. H
SI le triangle est rectangle en R, on a = mettant cette
valeur à la place de i* dans le dénominateur de l une de ces fonnules, de la seconde par exemple, il se réduit à ou à 2ad\ cnsorte que la
formule elle-même donne, pour ce cas, ar = |6; c’est-à-dire que le rayon est alors la moitié de la corde AD, En effet, quand l’angle B inscrit est droit , AD devient diamètre et passe par le centre , ce qui fait que le rayon est bien la moitié de AD,
22. Etant donnés les trois cétés d’un triangle quelconque , trouver sa surface et le rayon du cercle inscrit.
Soit ABD, fig. 5, un triangle quelconque, dont on connaît les côtés a, b, d, on demande sa surface s et le rayon r du cercle inscrit.
1°. Pour trouver cette surface, il faut depuis un des angles, comme A, abaisser une perpendiculaire AP sur le eôté opposé a, ou sur son prolongement, et désignant cette perpendiculaire inconnue par x, on aura;
il s’agit donc de calculer d’abord la valeur de x.
Or on a Z)P = \/b* — et BP = \/(P — , ce qui donne , en dé^ignatit
par b le plus grand des côtés b etd:
et de là on tire , par des calculs semblables à ceux du n’. 20 , ou l’une ou l’autre des formules suivantes :
JuPtp — ( a’ -+- d* — b-)* ,
sur quoi il faut observer que la lettre a , qui est au dehors du radical , désigne le côté sur lequel tombe la perpendiculaire.
En prenant successivement ces trois valeurs de x, et les mettant dans (1) on obtient : .
s = J y/libhP — ( 6* -h d> — a> ) » ; )
c'est l’expression de la surfaoe du triangle. Du reste nous allons transformer ces formules eti une autre qui sera plus avantageuse pour l’application du cal-
QUESTIONS O É OMÉ T R IQ U El , cul , surtout si on Tcut opérer par logarithmes , et qui se montrera plus ty~ métrique l'clativement aux trois côtés.
En se souvenant que la différence de deux carrés est égale au produit de la somme des racines par leur dilFérence, on pourra écrire ainsi la première fonnule ( 2 ) :
j = Jy/[2o6-|-i.a*-l-ô> — [2aô — (a’ + ô> — </*)]; ce qui est la même chose que :
J = i >/[(«*+ 2aô + ô*) — cf‘] L«^—(«’ — 2aô + ô’)] ; eu que :
J = i v/[(o + ô)-— i/*] [ti* — (a — ô;*]; et , par le principe dcj.à cité :
s = \\/ {a-^b + d) (rt + i> — d) {d + a — ô)(cf — d'où l'on tire, en divisant la quantité sous le radical par 16 , carré de 4 : s = y/ \ia+b-^d). {{a+b — d). \{_a+d—b). {{b+d—a).
Cela posé, si l'on fait|(a+6-+-<f) ou le demi-périmètre égal à p, on aura \{a + b — d) ou \{a-\-b-^d — 2d) ou l^a + b-^d) — d=p — d\ on trouvera de même + — b)=p — b, et {{b + d — a')=p — a; ensorte que la dernière fonnule deviendra :
s = Vp(.p — (0 — (p—d).... (S),
dans laquelle , comme nous le savons , p exprime le demi-périmètre , cia , b , d, ks côtes. On trouverait le même résultat au moyen des autres formules f 2 '.
2°. Maintenant si depuis le centre Cdu cercle inscrit, on mène CA, CB, CD, on décomposera le triangle principal en trois autres CAB, CBD , CDA, et la somme de leurs surfaces vaudra celle du triangle principal. Pour calculer ces surfaces, on abaissera sur les bases AB, BD , DA, les perpendiculaires CE, CF, CG, qui seront des rayons, et l'on aura CAB =-~rd , CBD = \ra CDA = {rb; ajoutant l'on obtiendra :
s = lr(a+b + d) = rp,
et par conséquent ,
ou ce qui revient au même ;
23. Du reste la formule s = rp, nous apprend que si l'on connaît le rayon et
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le contour, on peut trouver la Burface en multipliant le demi>contour par le rayon ; et la formule nou* dit que si l'on connaît la surface et le contour, on peut trouver le rayon en divisant la surface par le demi-contour.
2L Si le triangle A BD est rectangle en A, on a a’ = 6’ + rf* ; mettant cette valeur de a’ dans l’une des formules ( 2), par exemple la dernière, ou trouve :
s-=\bd-,
c'est-à-dirc qu’alors la surface vaut la moitié du produit des deux côtés de l'angle droit ; ce qui est d'ailleurs évident , puisque l’un est la base et l’autre la hauteur.
Mais si l’on met cette valeur de s dans (4) on a;
hd bd
Or en écrivant le dénominateur ainsi, on peut le considérer
comme la somme des deux quantités 6 -f- d et a ; donc si on le multiplie par la diirérence de ces mêmes quantités ou par (ô -f-rf) — fl, on aura au produit la diitérence des carrés de ces quantités ou ô* -f- 2bd -|- rf* — fl’ ; ce qui revient à — ô’ — d} o\i&2bd. Ainsi ( a-J-ô-f-d) — a^ = 2W,
et par conséquent
W=(fl-+-ô-f-d). 5(ô + d — fl};
d’où il résulte que
Si le triangle était rectangle en Zf , on aurait ô* = a’ -J- d* , substituant dans la seconde formule (2 J on aurait s = | ad, et ensuite r = p — b.
Enfin s’il était rectangle en D, on aurait d* = a^ , et l’on obtiendrait, par la première formule ( 2 ), s = ~ab , d’où l’on conclurait r=p — d.
C'est-à-dire qu’en général, dmis le triangle rectangle , la surface vcmt le demi-produit des deux côtes de F angle droit , et le rayon vaut le demi-contour moins F hypoténuse.
Nous allons trouver encore cette valeur du rayon , par un calcul particulier, 25. Etant donc donnés le* trois côtes d’un triangle rectangle, trouver im~ médiatement la grandeur du rayon du cercle inscrit à ce triangle.
On connaît les trois côtés « , 6, d, fig. 6 , du triangle ABD, rectangle en d , et on demande CE ou x.
On sait que la ligne AC partage l’angle A en deux parties égales ; chacune d’elles vaut donc un demi-droit. 11 suit de là que le triangle ACE, rectangle en
|4 QUESTIONS ojSométiuq V?l,
£, est Isocèle et donne CE ou x = AE\ mais AEr=AO^ tout commo BE—BF ci DG^DF; appelant donc le périmètre entier 2p, on a CE ou AE ou
x=2p — 2BF—2DF — x;
d’où l’on tU’c :
Ainsi le rayon est égal à la moitié du périmètre du triangle moins Ihypoténuse ; ou , ce qui revient au même , il vaut la moitié de la somme des deux côtés de l'angle droit moins la moitié de rh>’potcnuse. On peut donc facilement le calculer.
Si par exemple les deux côtés de l’angle droit étaient de 3 et 4 pouces et l’hypoténuse de 5, le contour serait de 12, sa moitié de 6 , d’où retranchant l’hypoténuse 5, il resterait 1 pouce pour la longueur du rayon.
26. Etant donnés l'hypoténuse dun triangle rectangle , et le rapport de ses deux autres côtés, trouver sa sur/ ace.
Soit a, fig. 6, l’hypoténuse du triangle, et représentons les deux autres côtés inconnus beid par x et par y\ enfin supposons que l’on ait :
x:y::in:n,
les deux nombres m et n pouvant varier, pourvu que leur rapport ne change pas et soit connu.
On tire de cette proportion ;
ensorte qu’un des côtés de l’angle droit étant cr, l’autre est ^ a? ; ce qui donne pour l'expression de la surface s , cette première équation en x :
d’un autre côté , on a ar* + 1 /’ = a* , ou
TW*
équation de laquelle on tire :
m’rt*
substituant cette valeur dans (B), on obtient :
Ans
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Si on voulait calculer la valeur des côtés de l’angle droit , on prendrait x dans ( C ) et substituant dans (A), on aurait :
x ou 6 = y ou<i =
ma
na
Enfin si l’on prenait la moitié du produit de ces deux quantités, on retrouverait l’expression de la surface ou ( Z) ), comme on le voit d'un coiip-d’œil.
27. Si le triangle rectangle était isocèle, il faudrait faire n = m et les formules ( £■ > et ( i) ) donneraient ;
C’est-à-dire que la surface <Tun triangle rectangle isocèle, est le quart du carré de F hypoténuse ; ce qui est d'ailleurs évident.
28. Etant donnés la somme des trois càtés d'un triangle quelconcfue , et les rofyports qu'ils ont entr'eu r , trouver ces côtés.
Soient les trois côtés inconnus x,y et z, désignons par 2p leur" somme connue ou le périmètre du triangle, et supposons que l’on ait:
on en conclura :
d’où l’on tirera , en mettant 2p à la place de a. + j/ z , et 2à‘ à la place de / + m +p-
Si on veut alors la surface du triangle et le rayon du cwclc inscrit , on les calculera par les formules du n®. 22.
29. Etant donnés le périmètre d’un triangle rectangle et le rapport de * Thtjpoteimse à la sonune des deux autres côtés, déterminer la surface du triangle.
Soient x l’h>'poténusc ,y etz les deux autres côtés , et f la surface cher; chce; on aura d’abord s=î.\xy. Mais puisque nous connaissons le rap-
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port de l’hypotémue à la somme des deux autres côtés, supposons que
l’on ait:
on en tirera:
î/ + s = — X.... (2), y* + 2zy + z' — ^x*;
mettant à la place de le carré de l’hjpoténuse x*, transposant, ré-
duisant et divisant par 4, on obtiendra:
* xy ou f = -
Cherchons donc à présent.Ia valeur de x* pour’ la substituer ici. La proportion ( 1 ) donne :
d’où l'on tire , en désignant pai' 2p le contour connu x 4* y "l" s ;
faisant le carré , prenant le quart ^ subsituant dans ( 3 ) et réduisant , on obtient :
Observons que nous avons trouvé outre la surface s , l’hypoténuse x ; cherchons aussi les autres côtés y et z. On a d’abord, par la propriété du triangle rectangle, et par (4^:
^ — J/’ = T^TT-rrr-- y’ •'
d’ailleui-s (2) et (4) donnent:
élevant au cai-ré et égalant les deux valeurs de z*, on aiua une équation du second degré en y , laquelle étant résolue donnera :
Et comme les équations qui ont donné les deux valeurs de s* , que l’on a égalées pour éliminer z , sont les mêmes pour z et pour y , si l’on eût éliminé y au lieu de z , on aurait obtenu pour z les mêmes valeius qu’on a obtenues
pour'
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pour y ; en*orte que ces deux valeurs sont celles des deux côtés désignés in- (Utréremment par y et par z.
30. Trouver la surface et les côtés x et y , fig. 6 , d'un rectangle , dont on ne connaît que le contour c et la diagonale d.
Il est évident qu’on a les équations ;
la première donne , en la carrant, pour avoir un terme qui exprimera la sm lace :
a;* 4- 2ary + S'* = î c» ; d’où l’on tire, au moyen de (.5) :
et en divisant par 2 :
xyo\xs — \c* — (C).
C’est-à-dire que la surface dun rectangle vaut la huitième partie du carré du contour , moins la moitié du carré de la diagonale.
Maintenant si l’on met à la place de y dansf C) la valeur de cette lettre prise dans (A'), ou ic — x, on aura une équation du second degré en x ,
qui donnera :
x = lc±,Ÿ'ld^ — ^c*.... (D).
On trouverait le môme résultat pour y si l’on mettait dans ( C) la valeur de X prise dans (.A), parce que ces deux équations {A) et ( C ) sont symétriques en ar et en y ; d'où il résulte que la première de ces deux valeurs appartiendra au plus grand côté , et la seconde au plus petit.
31. Si l’on suppose que J d* = ^ c*,‘on aura, au moyen de (i?) et d’après fit que nous venons de dire :
x = lc, y=’fC,-
c’est-à-dire que chaque côté vaudra la quatrième partie du contour ; ce qui est le cas du carré.
Or cette équation \ c = x, donne mettant cette valeur dans
|d* = ^c*, on a |d* x’; d’où l’on tirefl* = 2x* et d = x\/2; ce qui est
le principe de la diagonale incommensurable avec le côté du carré.
D’ailleurs en supposant jV c’ = J d* , on a j c’ = d* ; mettant donc dans ( C) d* à la place de g c*, on trouve :
c’est-à-dire que la surface dun carré vaut la moitié du carré de sa dia~
QUESTIONS CÉOMÉTKIQUES, qoiuxle; ou que si F on construit un carre sur la diagonale ^un antre cami, eciui-tà est double de celui-ci. ( Gcom. Liv. IV. Th. IX. Cor. IV ).
.32. Trouver les rapports de la surface de la sphère avec les sur/aces latérales et totales , soit du cylindre droit circonscrit , soit du cdne éguiiatcral utssi circonscrit.
Désignons f>ar 2r le diamètre de la sphère, et par t : » le rapport général du diamètre à la circonférence du cercle, on aura d’abord 1 :»::2/ ;2»rj et de là on conclura :
Circonférence de la s))hère . . . 2 » r ,
Surface d’un grand cercle »•/•*,
Surface de la sphère 4 » r*.
Le cylindre circonscrit a poim base un grand cercle de la sphère, et pour hauteur le diamètre, ainsi:
Surface latérale du cylindre ...2»rX2r = 4»r*,
Surface totale 4»r* + 2»r* = 6«' /•*.
Le cône équilatéral circonscrit a pour diamètre de sa base , tout comme pour apothème, 2ry'3 (n*. 13), il faut donc faire 1 ;»::2rv^3: 2*ry'3, et l*o» aura :
Circonférence de la base ... 2 » r y'S ,
Siu'face de cette base 3 .
Surface latérale du cône .... 6 » r* ,
Surface totale du cône 9 * r*.
Nous pouTons conclure de tout cela: 1*. que la surface de la sphère est égale à la surface latérale du cjlindi'e droit circonscrit ; 2". qu’elle est les deux tiers de la surface totale de cc cylindre, et aussi les deux lici's de la surface latérale du cône équilatéral circonscrit ; ensorte que la surface totale du cylindre est égale à la surface latérale du cône *, 3°. que la surface latérale du cône est double de la surface de la base, et qu’elle est les deux tiers de la surface totale; ensorte que ces trois surfaces sont entr’elles comme 1 , 2,3; 4°. que la surface de la sphère est à la surface totale du cône comme 4 est à 9. Les surfaces totales des trois corps Sont donc enlr'elles comme les nombres 4,6,9; ensorte que celle du cyliadi'c est moyenne proportionnelle entre les deux autres.
33, On trouverait de la môme manière que les surfaces de la sphère, du cylindre droit inscrit (*),ctdii cône équilatéral inscrit, ont pour expres-
(*) J’enUnds celui dont le diamètre de la base est égal à la h.'tulcur.
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8 Î 011 4»/-, 3»r*, |»r*(n”. 8 et 9), et sont entr’elles comme les nombres 16 , 12 , 9 ; ensorte que la surface totale du cylindre inscrit est aussi moyenne propoilionnelle entre celle de la sphère et celle du e6ne équilatéral inscrit,
34. Quant aux volumes de la sphère , du cylindre droit circonscrit , et du
cône équilatéral circonscrit, on trouvera facilement qu'ils ont pour expression f ils sont donc aussi entr’eux comme 4, 6, 9.
Mais les volumes de la sphère , du cylindre droit inscrit , et du cône équilatéral inscrit, ayant pour valeur }»/•», J»/-’y'2, |»fS, leurs rapports ne sont plus les mômes que ceux des surfaces de ces corps. Cependant la solidité du cylindre est toujours moyenne proportionnelle entre les deux autres.
35. Ne quittons pas encore la sphère ; supposons q\ie le secteur circulaire ACn, fig. 7, tourne sur AC., il décrira un secteur sphérique CDAE, dont nous allons rechercher le volume.
Or il est évident , par les n°. 45 et 38 du Liv. X des Elémens de Géométrie, 1*. que le volume de ce secteur est égal à la surface circultiire décrite l>ar l'arc multipliée par le tiers du rayon /•; 2®. que cette surface ellemèine est égale à la circonférence d'un grand cercle de la sphère, multipliée par la ligne AL, que l'on détermine en abaissant />L perpendiculairement sur- AC. Nommant h cette ligne AL, on aura donc :
Circonférence d'un gr.and cercle ... 2 *■/•,
Surface sphérique décrite par AD . . . 2 » r/t ,
Solidité du secteur sphérique jîr ;•*/[.
On voit par là que si l'on compare les volumes de deux secteurs d'une même sphère, appuyés sur des calottes dont les hauteims sont h ‘ci h' , ces secteurs seront entr'eux comme les hauteurs des calottes.
36. Cherchons maintenant le volume de la calotte décrite par ADL.
Il est évident qu’il est égal à celui du secteur sphérique, moins celui du «ône droit décrit par CDL. Or le volume de ce cône vaut surface DLyc\ CL ; d'ailleurs DL est moyenne proportionnelle entre AL et I.ff, ou entre AL ti AB — AL , ou entre hd 2r — h; ainsi DL = — T/i* ; ce qui donne ;
Circonférence de DL 2» y' 2/ A A*,
Surface de DL , «r(2rA — A* ),
Volume du cône » »(2rA— -A‘) (r — h),
Volumede la calotte, réduct*. faites . , . a-A*(r — |A).
37. Si on voulait avoir le volume du solide décrit par DL CO, en supposant le rayon CG perpeadiculaire sur AC, il faudrait de la demi-sphère décrite pai
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■‘iCG soustraire la calotte décrite par ALD. Mais pour faire entrer dans l’expression de ce volume la hauteur CL de la zone en question , il faudra nommer cette hauteur i, et mettre, dans le volume de la calotte, r — t à la place de h. Cela pose on aura:
Volume de la demi-sphère (n". 34)
Volume de la calotte (n“. 36) f*'(2r* — S/r’ + i’),
Volume de la zone décrite par CZ,/?(7, réduct’. faites .. . » (ir* — j t’).
38. Maintenant il sera facile de trouver le volume de la zone décrite par PJ.DM; il suffira pour cela dé retrancher du volume de la zone precedente, celui de la zone décrite par CP MG, dont on suppo.se la hauteur CP désignée par k. Or ce volume égale, pai* ce qui précède, ^ (Ar’ — |A’); on aura donc, pour celui de la zône de PLDM:
— Ji’) — <r(kr'^ — %k^), quisereduit — A') + |(A’ — *’)]•
Mais pour ne laisser dans cçtle expression que des lignes qui appartiennent à la zône, faisons PL=zl, PM=in, DL-^n, nous aurons d'abord.... i=.k-{-l, et si nous mettons cette valeur à la place de i dans la formule précédente , elle deviendra , après les réductions :
Or f* — A* = (^r-4-A) (r — k)=zBP x.PA^PM* = m^ ; donc la formule peut encore s’écrire ainsi:
^l(m* — kl—}P);
et il ne reste plus qu’à voir ce que vaut kl exprimé en /, m , n.
Puisque r’ — A* = , on a r* = m® + A* ; mais , d’un autre côté , le triangle
C/,/>donner®=n*-|-P, et parce quet=A+f, onar* = n* + A*+2A/+^;
égalant la première et la dernière valeur de r®, on trouve
m* A’ =«’-+-A^-f-2A7 -+-/*; d'où l’on tire, après les réductions: kl z=^(trP — n- — P);
mettant enfin cette valeur de kl dans la formule, elle devient, calcul fait:
Cette expression étant indépendante du rayon peimet de calculer la solidité d’une zône , lorsqu’on connaît sa hauteur et les rayons de ses deux bases. Remarquons que l’on peut encore écrire ainsi cette même formule : K^ifP+wn^) l + l^P.
On voit alors que «■m* et »«’ sont les surfaces des deux bases de la zône, dont / est la hauteur , et que J » est le volume d’une sphère qui aurait pour diamètre la hauteur l de la zône. On peut donc dire, comme Legendre,
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que la solidité dune zone a pour mesure la demi-somme des beises , multipliée par la hauteur , plus le volume dune sphère dont cette même luuitcur serait le diamètre.
r 39. Du reste , pour que la zone devienne une calotte , il n'y a qu'à supprimer la base supérieure, ou faire /i = o; alors la formule précédante «c réduit à ceci :
Or il est facile de voir que le premier terme est le demi-volume d’un cyliadre droit, qui aurait pour bosc la base de la calotte ou m, et pour hauteur celle de cette même calotte ou l; quant au second terme, il n'a pas changé. Ün peut donc aussi dire, avec Legendre, que le volume dune calotte vaut la moitié d'un cylindre de même base que la calotte et de même hauteur qu'elle , plus une sphère dont celte hauteur serait le diamètre.
Mais cette règle s'accorde-t-elle avec la formule du n®. 36 ? C'est ce qu'il faut examiner.
Et d’abord , si dans cette formule on met l au lieu de h , pour représenter la hauteur AL, on a :
•l'ir — |/);
ensuite le triangle CDL donné = — ly , parce qu’actuellement
DL — m ‘et AL = 1, et de là on tire :
mettant cette valeur dans la fonnulc précédente, on trouve, après toutes les réductions :
ce qui montre l’accord du n*. 36 avec celui-ci.
CHAPITRE II
Formules algébriques , construUes par la géométrie : principes généraux,
40. Si l’on a la formule x — a + b , dans laquelle a et i représentent des lignes droites données, dont il faut trouver la somme, il pourra arriver deux choses ; ou ces lignes seront données en nombres et rapportées à une certaine unité , comme si l'on parlait d’une longueur de 10 pieds, de 8 pouces, de 5 décimètres, etc.; ou ces lignes seront, pour ainsi dire, matériellement données, par exemple, tracées sur le papier, sans être numériquement évaluées.
Dans le premier cas, la valeur de x pourra se trouver par une opération de calcul , et c’est ainsi que nous avons supposés résolus les problèmes du chapitre précédent. Dans le second cas , il y aura lieu à ce que l’on appelle une construction géométrique, qui f«ra connaître la valeur de x , et l’on voit bien qu'il suffira pour cela de mettre bout h bout, et dans une même direction , les deux lignes a et b.
On construira tout aussi facilement l’équation x = a -f- A -f-c-f- etc.
Quant aux soustractions de lignes , il est évident qu’elles se font par des superpositions , et nous n'avons rien à ajouter à cet ég.ard : on voit bien comment il faudrait construire ces funnules, a; = a — b, x — a — b — c, x=a + b — c, etc.
Du reste , je ne prends ici (jue des termes d'une seule lettre chacun , et je ne donne point d’exposans aux lettres, et cela pour ne pas mêler avec l’addition et la soustraction des opérations iliilcrentes , que nous allons successivement examiner.
4). Si l’on avait à construire la formule x — ah , il faudrait bien se souvenir de tout ce qui a été dit, dans la Géométrie, de la prétendue multiplication des lignes (Voyez Liv. III. n°. H avec la note. Liv. IV, n"’, 3, 11, 13, 14, 15;; on comprendrait alom que si les doux lettres a ci b représentent réellement deux lignes, leur produit ab ne peut être que le rectangle de ces lignes ; dans ce cas x serait une surface. Mais si , par la question qui a donné la formule, x doit être une ligne, comment accorder ces choses? Il n’/ a
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qu’à supposer que x est multiplié par une certaine ligne prise pour unité , et que nous désignerons généralement par l; alors 1 équation deviendï’a /a: = et donnera la proportion l:a::b:x. Construire l’équation dont H s’agit , pour trouver x, ce n’est donc autre chose que chercher une quatrième propoitionnelle aux lignes l,actb; et c’est ce que l’on sait faire géométriquement (Géom. App, Probl. XV ).
Si l’on avait x = abc^ on supposerait x multiplié par /*, et Ton aurait à construire ;
l*x = abc ou x = ^^ P
On ferait d’abord :
l: a:: b: Mne -4**. /
et cette quatrième proportionnelle vaudrait on forait ensuite*
, ab '
I : : : c : we A
, . abc
et cette quatrième vaudrait ou
On voit donc comment il faudrait construire x = abcdfXz=abcdc et«. Et si l’on avait a; = (a + 6) (e + d), (c — d), etc., ce né
serait qu’une combinaison des opérations précédentes.
-42. Si les lignes à multiplier étaient égales , ou si la formule à construire^ indiquait une élévation aux puissances, au Heu d’une simple multiplication, on opérerait à peu près de la même manière : ainsi x=aa donnerait te = aa, ou i:a::a:x; ce serait donc une troisièmè proportionnelle à chercher, au lieu d’une quatrième (Géom. App. ProbL XV. Schol. If).
D’après cela x = aaa donnerait Zte = aaa , ou x = , et l’on ferait
d’abord :
l: a:: a: une -4**. , qpi vaudrait S; on ferait ensuite :
, aa
l: a:: -j- : une 4 *'. , qui vaudrait ^ on a; . *
Et ainsi de suite.
Il est donc clair que x=a*-h2ab + b* ouar=(a-f-i) (a + ô) donnerait l:a-^b::a + b:x; et l’on voit bien comment il faudrait comUtiire af=a’4-3a’i> + 3a6*+6* oua: = (a 4 - 6 ;»; etc.
FORMULES ALGEBRIQUES,'
43. La formule étant x = — , on écrira d'abord bx = al, ce qui donnera
b:a::I:x; l’inconnue est donc encore ici une quatrième proportionnelle.
Si l'on avait x = — , cela donnerait cx=:aoet c:a:: b: æ; etsi l’on avait a
a:=-p- , onferait Acoî = a//, ce qui rentre dans les cas précédens. bc
44. On voit du reste que les additions et soustractions de lignes ne méritent pas qu'on s’/ arrête , à cause de leur simplicité , que les divisions rentrent dans les multiplications , et , réciproquement , que les multiplications
' rentrent dans les divisions. Occupons-nous donc encore un peu de ces dernières.
rtic + def — ghi nvi
A5. Prenons x -.
, ce sera la même chose que :
abc ^ de/' ghi
■V mn mn inn ’
quantité qui se construira facilement par tout ce qui précédé. - xtbc -1- de/'
Que l’on ait a: = — , c’est la même chose que :
gh+ik
nbe + def
ik
et si l’on prend une ligne m égale à /» -j , ce qui est facile à trouver, la
formule à construire deviendi’a :
• abc + def
gm
et rentrera par conséquent dans la précédente. '
4f>. Ces procédés, dans de certains cas, peuvent se simplifier; en voici des exemples.
O • ab-{-bc ... , . ...
ooit X = ; , au heu de préparer cette formule ainsi 2
ab , bc , . b{a-\-c) . ,
X = : 1 : — , on écrira x = — — — , ce qui donnera . . .
Sok
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a<i — bb aa bb
Soit X = , au lieu d’écrire x = , on fera
, d’où l’on tirera m : a+ ô :: a — b:x.
Soit enfin x-.
abcc — aabb abc -}- ccc
, c’est la même chose que
ab Ê cc — ai , ab/C — —
c'oi-t-cc' c ' — + c
ai ^ ab ab
c ce’
47. Puisque nous avons déjà vu les élévations aux puissances (n*. -42), ▼oyons donc à présent les extractions de racines.
x = \/a donne x* — a ou ar’=a/, d’où l’on tire l:x::x:a. Cette construction se réduit donc à trouver \me moyenne proportionnelle entre fêta ( Géom. App. Probl. XVI ).
X = \/ab donne x* = ab, puis a:x::x: b; ce qui est la même consthiction que la précédente.
x = \/abc donne x‘*=zabc, ou ïxx-=abc,o\ixx = {^^ c; on fera donc ~ :x::x:c.
X = v'a + i + e/e. revient à a; = y'm , tout comme xzx=^ a — b — etc.
x = y/ (a+b ) (c — d) etc. revient k x = y/mn etc.
X = ^ab-{-bc est la meme chose que x = \/b ( a + e ) , et revient à x — ^mn.
x-=i y/aa-4-bc est la même chose que a: = v^a(a -+--7 ), et revient aussi à \/mn. On cherchera donc d’abord une ligne égale à , on l’ajou-
bc
tçra avec la ligne a , pour avoir a H , et l’on prendra enfin une moyenne
proportionnelle entre a et a -]
X — y/ab-\-cd est la même chose que a; = \/a ( ô + v ^
tre dans le cas précédent.
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X = i/ab + cd — ef revient à x= on cherchera
donc d’abord une ligne m = b+^- — et on n’aura plus qu’à cons- X = ctm.
x = \/ ^ revient à \/m , tout comme x = y' i , parce que i ,
■ ^ revient à x = ^ a ( ^ ) +d( — ),etren-
▼ m+n V 'ni+rt/
tire dans la formule x = \/ag+di.
^8. Pour construire x = y'a* + 6*, on pourrait faire x=V^a(<» + -^), ce qui reviendrait aux formules précédentes ; mais il est facile de voir que X est ici l’hypoténuse tfun triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit sont les lignes a et ô ; ainsi la construction se présente d’elle-ro ème.
Pour construire x = \/a* — ô* , on pourrait faire x = y'( a + 6)(a — ôi; mais il est clair qu'on peut aussi considérer x comme un des côtés de l'angle droit d’un triangle rectangle , dont l’hypoténuse est a et l’autre côté b. Si l’on décrit donc un cercle sur la ligne BE, égale à a, prise pour diamètre , fig. 4 , que l’on porte ensuite en B A la ligne b , comme corde de ce cercle, et que l’on joigne AE, cette dernière ligne sera x; car l’on aura x* = a* — b* ou x=y^«* — b*.
Si l’on avait x = -J- b* -+- c* -J- etc. , au lieu de procéder comme dans
le n*. 47, on prendrait AB, fig. 8, égale à a, l’on mettrait BC, é gale à b, à angle droit avec AB, et joignant AC, cette droite vaudrait \/à*-i-b*; mettant ensuite CD, ég ale à c, à an gle droit avec AC, et joignant AD , ce tte droite vaudra it v/a^ + ô’-J-c*; on continuerait de même pour avoir b* + c* + etc. ou x.
Dans le cas oü il y aurait sous le radical des carrés en moins , on ferait , ^ar ce qui précède , la somme des carrés en plus , puis celle des carrés en moins , et l’on n’aurait plus à construire que la formule y'/n* —
49. Il est à remarquer qu’on peut ramener aux formes du numéro précédent toutes les quantités radicales du second degré: si l'on a, par exemple, x = v^ôi + c<i — ef, on pourra chercher d’abord une ligne m égale à \/ob, une ligne ;i = \/c<f, et une ligne p = y'ç/’; on aura alors m’=aô,
n* = cd et ensorte que la formule à construire deviendra
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£0. Voici maintenant deux exprcsaiona un peu composée* sur Icsqueltes on pourra s’exercer.
Supposons d'abord :
ab-i~cd
si l’on prend une ligne m = •y/c* + d* et une ligne n — \/ab + cd, on aura m* = c* + d*, et n* = aî>-i~cd; ensorte que la formule deviendra :
En prenant alors une ugne p = — ^ , on aura p*
et il ne restera
plus qu’à construire x = \/a* — p*.
Supposons ensuite x = ■V^a* + £ y'c’ — on prendra une ligne , . . m = \/c^ — d’ , et l’on n'aura plus qu'à construire x = \/a* + iwi.
51. Prenons enfin l’équation générale du second degré x*±px ±q=.Q, mais pour être sûrs que x n'ait aucune valeur en moins , valeurs dont nous nous occuperons bientôt, prenons-la sous cette forme x* — px — q — o •,
elle donnera:
x=lp + y/'ip* + q.
Je n’ai mis au radical que le signe plus , toujours pour éviter les valeurs en moins.
Cela posé, on cherchera d’abord une ligne t=z y/ql, et l’on aura .... t* =ql—q ; ensorte qu’on n’aura plus qu’.à constniire
.r = Jp + V^(|p)* + (*.
62. Il résulte de tout ce que nous avons vu dans ce chapitre , que les équations déterminées du premier degré peuvent se construire par de* intersections de lignes droites ;^ct que pour constiuire celles du second degré on ii’a besoin que de la ligne droite et du cercle. Qu int aux équations de degrés plus élevés, il faut en général faire usage, pour les construire, de combes qu’il est difficile de bien choisir et de décrire; ensoite que les méthodes pu- , rement algébriques sont, dons ce cas, bien préférable*.
Cependant les radicaux du 4“*. degré , du 8"*. degré , etc. , rentrent cncqre dans le* méthodes précédente*. Pour construire x = , on prendra une ligne
m = y'a ( n®. -47 ) , et l’on aura m’ = a et x == yfm* = v^m.
2S rosmn^ ALctBiiQUEs, constbuitu r» la cioM^iH.
Si l’on avait x=.i^ab, on chercherait un ligne m — ‘^ab (n*. -47), et
l’on aurait m* = ab et a: = y'm* = y'/n.
Si l’on avait x = ^abc, on chercherait une ligne m — ÿ/abe (n*. -47),
et l’on aurait m* = abc et a? = v/«i* =
Et ainsi de suite.
Si la fonnule était x = y'a‘i’, il est clair qu’on aurait, par une simple
réduction, x — y/ab; ce ne serait donc pas proprement un radical du quatrième degré.
Si l’on avait x — ^a, on chercherait une ligne in = Ya, et l’on aurait
m* = a et a: = \/m^ = y^m.
Ayant X = yab , on chercherait imc ligne m = ^àb , et l’on aurait . . .
m* = ao et X — y'm* = ytn.
Et ainsi de suite.
CHAPITRE III
jipplication des principes à des questions particulières.
63. droite étant donnée, on demmide de la diviser en moyenne et extrême raison ; c’est-à-dire en deux parties telles que la plus grande soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière et la plus petite partie (Géom. App. Probl. XVII).
Soit la droite donnée a, et sa plus grande partie inconnue x; la plus petite partie sera a — x, et l’on aura a\x-.:x:a — x;. d’où l’on tirera . . , 3 ^-a*-^ ax. Enfin résolvant cette éq uation on obtiendra :
64. Maintenant si la droite a est donnée en nombres , nous aurons la valeur ou les valeurs de x en mettant à la place de a le nombre que cette lettre représente, et en eflectuant les opérations de calcul exigées par la formule. Or cette formule peut encore être écrite aiirsi :
x = — ia±la\/5 ;
ce qui prouve que le calcul ne nous donnera jamais les valeurs de x que par approximation , si a est un nombre rationnel.
65. Mais si la ligne a est donnée sur le p apier, et que l’on veuille construire les valeurs de x, on observera que est l’hjpoténuse d'un
triangle rectangle qui aurait pour ses autres côtés a et | a, c’est-n-dire la droite donnée et la moitié de cette droite. Ainsi, dans la fig. 9, si est la di'oite donnée, en mettant BC, égale à | AB, à angle di'oit avec j4B, en aura \/a’ -J- J «*.
Cela posé, comme pour avoir la première valeur de x il faut de retrancher | « , il est clair qu'en décrivant avec CB ou {a pour rajon , et du point C pour centre, une circonférence qui rencontre en D, on aura X — ; valeur qu’on pourra porter en sur .AB , d'où il résultera . . ,
AB ■. AF w AF \ FB.
66. Quant à la seconde valeur de x , on peut l’écrire ainsi :
Abstraction faite du signe, il faut donc à -y/a*-+-ia’ ou à AC ajouter \ a,
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OU CB, OU Ciy, ce qui donne AU , ligne fonniîc en prolongeant juaqu’à la rencontre de la circonférence en //.. Mais que signifie le signe — de cette ligne ? Par le n®. 35 de l' Algèbre , il faut retourner à l’cquation a:* = a* — ax , et l'écrire ainsi a:* = a* + ox ou x* = a(a-h x) , d'où l’on tire la proportion a:x::x: a + x; ce qui nous apprend que x, qui est ici AU, est moyenne proportionnelle entre AB et AB-\- AU.
Nous avons donc, pour les deux valeurs de x, qui sont AD et AU, ces deux proportions :
AB:AD::AD:AB — AD, AB : AU AU :AB+AU
Et par conséquent la première valeur ou AD répond à notre première ques-> tion , que l'on peut du reste énoncer de cette manière :
Trouver une ligne moyenne proportionnelle entre une cMtre ligne donnée et la différence det deux.
La seconde valeur de x ou AU répond à cette autre question :
Trouver une ligne moyenne proportionnelle entre une autre ligne donnée et la somme des deux (
. 67. On peut observer ici que notre construction géométrique, considérée d’une manière abstraite et théorique , a donné exactement les valeurs de x ; tandis que le calcul ne les aurait données que par' approximation (n°. 64). Mais dans la pratique l’erreur qui résulterait nécess.nircment , soit de l’imperfection des instruraens, soit de l’inexactitude de l’opération, serait plus grande que celle du calcul; car celle -ci pourrait être atténuée à volonté en poussant l'approximation aussi loin qu’on le voudrait.
68. Deux droites a et b étant dowiécs, en trouver une troisième x, telle que la seconde soit moyenne proportionneUe entre cette troisiàne et la somme de celle-ci et de la première.
On a tout de suite x:6::6:x-|-a, ce qui conduit à l’équation ..... x^~i~ax~b^; laquelle étant résolue donne:
Or il est éndent que cet valeurs de x se construiront comme dans la que», tion précédente, et qu’elles seront AD et AU, si, pour ne pas changer de figure, on suppose BCxxla et AB = b,
Mais pour savoii' à quelle question répond la seconde valeur .r^iy, qui est
( * ) Francoeur a considéré cette seconde valeur de x comme insignifiante , mais On voit qu’elle ns l’est pas.
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•ffectée du «igné — , nous retournerons à l'équation a* + ox = A*, et nou* l’écrirons ainsi xi* — ax = b*; ensorte que la proportion d’où provient l'équation deviendra x:b::b:x — a; ce qui fait voir que la seconde valeur de X ou yfiy répond à cette question : '
Deux droUes & et h étant données, en trouver une troisième x, telle que la seconde soit moyenne proportionnelle entre cette troisiènïe et la différence de celle-ci et de la première.
Les deux valeurs de x étant AD et AD>, AB étant b et RC étant |a, la première proportion peut s'écrire ainsi : AD:AB::ABxAD+2BC ou* ce qui revient au même , AD \ AB . \4B -. AD + Diy , ou encore : * ’
AD -.AB .-.AB-. AD
et la seconde peut s’écrire de cette manière: AD' ’.AB -.-.ABiAD' Dl>
ou , en réduisant :
AD'.ABmABiAD.
C’est-à-dire que les deux valeurs de x forment dans les deux cas les deux extrêmes d’une seule et même proportion (Faites a-=.\2, à = 8.)
6<). Partager une droUe donnée a en deux parties entre lesquelles une autre droite donnée b soit moyenne proportionnelle.
Soit l’une des parties x , l’autre sera a — x, et l’on aura x:b:.b:a x-
ce qui donnera l’équation : x» — ax = — b*, d ’où l’on tirera : *
x=lazh\/ia* — b*.
D après le n®. 48, pour construire la partie radicale de x, il faut ici sur une ligne AC, fig. 10, égale à J AB ou égale à | a , et prise pour diamètre, décrire un cercle, porter ensuite en A£ la ligne b, comme corde de ce cercle, puis joindre C£; cette dernière ligne sera Et comme
on doit, pour avoir les deux valeurs de x, ajouter ce radical à | a et l’en retrancher, on fera tourner C£ sur le point C, comme sur un centre, adn que cette ligne sc place d’abord en CD sur le prolongement de AC, et ensuite en BD' sur AC mêm e ; il est clair que les deux valeurs de x’ toutes
deux en plus, puisque Vi<*' — b*<\a, seront^/) et AD-. On aura donc :
AD':AE::AE:AD
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ce qui ne fait, comme on voit, qu’une seule et même proportion ; le» deux partie» de la ligne AB étant toujours AD et AU , et la lettre a; ne devant pas plus représenter l’une que l'autre.
60. Du reste, voici, pour ce cas, une construction tin peu différente, et qui offre quelques avantages. Ayant pris une ligne CC, fig. Il , égale à b, puis ayant mené une droite indéfinie perpendiculaire à l’extrémité Cde GC ^ si depuis le point G , pris pour centre , et avec un rayon égal à | a, on décrit une circonférence, elle 'coupera en général la droite indéfinie en deux point» Z> et //, et les triangles GCD , GCU, donneront CD ou CD' , égale à . . y' I a* — 6’ ; faisant alors CA = {a, on aura :
AD—la + ^'la^ — b*, AD' = \a — y/ la* — b'.
61. Il est clair que si |a était égal à 6, le radical s’annullerait , et la
formule deviendrait x—\a; ce qui donnerait la proportion
î rt : I a : : I a : I a. Dans ce cas , la droite A C de la fig. 11, au lieu d’étre sécante du cercle décrit avec \a ow b pour rayon , en deviendrait tangente au point C, et les points D et »e confondraient avec le point C; d'où résulterait AD = AU = AC = \a.
Mais si l’on donnait la ligne b plus grande que la ligne [a, on aurait . . . 6’ > Jd*, et les deux valeurs de x seraient imaginaires ou le problème serait impossible. Dans ce ca» , le cercle de la fig. 1 1 , décrit avec un rayon | a plus petit que b ou que CG, n’atteindrait pas la droite AC, et le» ligne» AD, AU , n'auraient aucune existence.
62. Nous avons à faire ici une observation assez importante : si on demandait de constiTiirc l’équation générale du second degré x'A^px±Ç'=o, on pourrait d’abord l’écrire ainsi («.".Ài)'. x~±px±vl — °> puis, en procédant comme au n®. 61 , on la ramènerait à cette forme; a*i;/»x±t*=o. Cela posé il est évident que dans les n”. 58 et 59 nous avons examiné tou» le» cas de l’équation du second degré , sauf celui-ci :
X* +/II
Mais en résolvant cette équation , on trouve :
or comme — t* est pKus petit que \p, il en résulte qu’ici le» deux
valeurs de x sont en moins. Il faut donc, par le n*. 35 de l’Algèbre, écrire ainsi l’équation proposée:
aloK
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*lor* ce sera le cas du a®. ô9 , et les deux valeurs de je , la question étant ainsi rectifiée, se trouveront toutes deux en plus.
63. Etant donnes de posilivn une droite inde/mie XV, et deux points et B hors de cette droite , de manière cependant que ces points et la droite soient dans un même plan , on demande de décrire un cercle qui passe par ces deux points , et qui soit tangent à la droite.
Puisque le cercle clicrcfié doit piisscr par les deux points d et B, la droite dB, qui joint ces deux points, sera une cordc, et si ces points sont à une même distance de l'indéfinie A'i'" la corde dB sera parallèle à celte indéfinie, qui doit devenir tangente. Dans ce cas si l'on mène une perpendiculaire sur le milieu de dB elle passera par le centre, et elle ira marquer sur l’indéfinie le point de contact de* cette ligne avec le cercle. Or dans tous les cas le problème se réduit à déterminer ce point de contact , puisqu'on sait faire passer^ une circonférence par trois points non en ligne droite.
Si les points d tt B ne sont pas à une meme distance de l'indéfinie, celle-ci sera rencontrée par le prolongement de la corde dB dans un point corttme D , et il faudra déterminer la distance du point de contact M à ce point D. Supposons le problème résolu, nous aurons, par la propriété de la tangente et de la sécante ,
dD : MD : : MD : BD ou dD : x : ; x : BD ; or dD et BD sont des quantités connues , parce que les points A et B sont" donnés de position relativement à l’indéfinie, il faut donc les désigner comme telles par de petites lettres; mais pour avoir la construction la plus élégante, on a trouvé qu’en supposant le point C le milieu de AB, il fallait prendre CD -t- ^ 6 à la place de dD , et CD — CB ou CD — AC à la place de BD ;
faisant donc CD = a et ACz=b, la proportion précédente devient
a-i-b :x ::x:a — b ; ce qui donne x’ = a’ — 6’ , et par conséquent ,
X = 'v/rt’ — b\
On décrira donc sur CD ou a, prise pour diamètre, une circonférence CED, on fera tourner CA ou b en CE, et l'on joindra D£ qui vaudra . . , ■v/a* — b^ et représentera, par conséquent , la grandeur de x. Mais comme cette quantité doit être prise sur l’indéfinie, on fera encore tourner DE jusqu’en DM, pour avoir le point M qu’il fallait trouver.
Voilà donc DM qui est la première valeur de x, m.ais quelle est la seconde? On voit que sa grandeur est la même, et qu’elle ne dillère de liautre que par le signe. Or si l’on reprend l’équation x* = a* — 6’ , la
APPLICATION DES PRINCIPES
règfe du n®. 35 de l’Algèbre ne permet ici aucun changement ; il n’y a donc point d'autre question résolue avec la proposée. Dans tous les cas de ce genre , on ti’ouvera de deux choses l'une, ou la valeui' en — pourra être prise en sens contraire de celle en+, ou elle sera absolument insignifiante. Ici , par exemple , on verra que /)£ peut se placer sur l'indéfinie ou dans un sens ou dans l’autre, à compter du point /J; et donner ainsi un nouveau point iV, par lequel et par les points /I et B on peut faire passer un second cercle. Ainsi les deux valeurs de x sont DM et DN ; elles sont égales, et les deux signes + et — n’indiquent que des directions opposées ( Voyez , après le Chap. IX de la seconde partie , la tiigression sur te sens du signe moins dans guelgues formules').
64. Une figure quelconque étant donnée , en ‘construire une semblable , et telle que F aire de la première soit à F aire de la seconde dans le rapport de la droite mà la droite n. ■'
Puisque les surfaces des figures semblables sont enlr’elles comme les carrés de leurs dimensions homologues , il suffira que ces cairés soient entr’eux comme m à n. D’aillciu's le problème se réduit à trouver une dimension x de la seconde figure, homologue à la dimension a de la première; ainsi l'on a /n : n : : a* : »* , ce qui donne :
na-
et X = ;4;^
ou , ce qui revient au même :
On prendra donc d'abord une ligne/» moyenne proportionnelle entre m et n, pour avoir P = \/mn, et ensuite une ligne x quatrième proportionnelle à m à a et U p; ce sera la dimension cherchée de la figure demandée.
Quant à la seconde valeur de x, on voit bien qu'elle est insignifiante; que serait la dimension dont il s’.igit prise en sens contraire? Il n’y a rien eu de déterminé sur la positition des ligures qui ont fait le sujet de ce problème.
66. Plusieurs figures semblables étant données , en trouver une égale à leur somme ou à leur différence , et qui leur soit aussi sanblable.
Le problème se réduit a trouver une dimension de cette figure homologue à telle ou telle dimension des auU'es Soient donc A, A', A", etc., les aires des figures données , et X celle de la figure demandée ; soient
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aunM a, a!, a", etc., et r, une dimension homologue dans les premières et dans la dernière on aura :
et , par conséquent ,
A ± A" ±etc:a*±za'* :^a"*±etc :: X: i*.
Or on veut que le troisième terme de cette proportion soit égal au premier, donc il faut que le quatrième soit égal au second; c’est-à-dire que* *’ = a* ^ a'* ± a*” ± etc. ; d’où l'on lire :
X = + \/a’ ± a'= ± a"* ± etc.
Cette formule est facile à construire par le n“. AS ; mais on voit que la seconde valeur de x est insignifiante, tout comme celle du numéro précédent.
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Aotions préliminaires.
66. TTkois points non en ligne droite, situés à la surface de la terre ou dans l’espace, peuvent toujours être considérés comme les sommets des trois angles d’un triangle , dont les côtes ne sont autre chose que les distances respectives de ces mêmes points Or un triangle, sauf une ou deux exceptions, est déterminé par trois de ses parties, sur les six dont il est composé; c’est-à-dire que les trois angles et les trois côtés d’un triangle dépendent tellement les uns des autres qu’en général la grandeur de trois de ces choses étant fixée celle des autres ne peut plus varier (Géom. Liv. IL Th. IV et Schol. I. II. III. ). Si l’on peut donc mesiuer immédiatement trois parties d’un triangle, comme cela arrive souvent dans la pratique, on doit pouvoir en conclure la grandeur des autres parties, sans mesui'er celles-ci; sauf, comme nous l'avons dit, un cas ou deux dans lesquels le triangle n'est pas déterminé.
Pour faire voir comment on peut mesurer tel ou tel angle, et tel ou «tel côté d’un triangle, nous allons parler d’abord de la division de la circonférence en degrés, minutes et secondes, et donner la description de quelques instnimens les plus simples, qui servent à ces mesures.
67. “ Jusqu’à ces derniers temps les géomètres s’étaient accordés à diviser la circonférence en 360 parties égales appelées degrés, le degré en 60 minutes , la minute en 60 secondes , etc. Ce mode présentait quelques facilités dans la pratique , à cause du grand nombre de diviseurs de 60 et de 360 ;
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mais il était réellement sujet à l’inconvénient des nombres complexes, et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. „
“ Les savans à qui on doit l’invention du nouveau système des poids et mesures ont pensé qu’il y aurait un grand avantage à introduire la division décimale dans la mesure des angles. En conséquence ils ont regardé comme unité principale le quart de circonférence ou le «/uat/m/if, mesure de l’angle droit , et ils ont divisé cette unité en 100 parties égales appelées degrés , le degré en 100 minutes, et la minute en 100 secondes. „
• Nous n’emploirons désormais que la nouvelle division ou la division décimale de la circonférence. C’est celle qui convient le inieii.x à la nature de notre arithmétique , et qui est la plus propre à abréger les calculs. „
“ Les degrés, minutes et secondes se désignent respectivement par les caractères “, ', ", : ainsi l’expression- 16“6'7ô" représente un arc ou un angle de 16 degrés 6 minutes 75 secondes. Si on rapportait ce meme arc au quadrant, pris pour unité, il s’exprimerait par 0.1 60675. On voit, en même temps, que l’angle mesuré par cet arc est à l’angle droit comme 160075 est à lüOOOOO, rapport qu'on ne déduirait pas aussi facilement des expressions données par l’ancienne division de la circonférence. „
“ Les arcs et les angles sont exprimés indistinctement , dans le calcul , par des nombres de degrés, minutes et secondes. Ainsi nous désignerons l’angle droit ou le quadrant par 100“ , deux angles droits ou la demi-circonférence par 200“, quatre angles droits ou la circonférence entière par 400“ ; ainsi de suite. » (Legendre;.
Il faut observer à cet égard une chose assez importante , c’est que si un angle ne change point, les arcs décrits entre scs côtés et depuis son sommet pour centre , avec des rayons inégaux, seront toujours des portions semblables des circonférences entières; et contiendront par conséquent le meme nombre de degrés , minutes , etc. : car on sait ( Géom. Liv. V. Th. XXII. .Sch. II. ), que dans deux circonférences les arcs qui répondent à des angles au centre égaux sont entr’eux comme les circonférences. En nommant les circonféres c et c', et les arcs a et a', on a a : a'; : c : c'; mais est une portion de c et a' une portion de c* , on peut donc écrire ;
cd ,
— : — '.\c\c , cn\cm\\c‘.c; m n
d'où l’on tire edn = cdm et n = m.
Il devient donc indilîërent que le rayon soit plus grand ou plus petit ; s’il
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eut plus grand les degrés seront plus grands, puisqu’ils sont entr'eux comme les circonférences , et par conséquent comme les rayons ; mais leur nombre sera toujours le même. Ainsi ptiiir comparer les angles nous pourrons comparer le nombre des degrés des arcs décrits entre leurs côtés avec des rayons quelconques égaux ou inégaux.
68. Pour mesurer les angles sur le terrain, on emploie des instrumens, qui sont toujours ou des cercles ou des portions de cercles divisés en degrés. Le graphomètre suffit dans bien des cas.
“ C’est un demi-cercle de cuivre, fig. 13, divisé en 200*, et sur lequel on marque même le.s demi-degrés, selon la grandeur de son diamètre I.a demi-circonférence DHB, sur laquelle les divisions sont marquées, n’est pas «ne simple ligne; c’est une couronne demi -circulaire , à laquelle l’ouvrier donne plus ou moins de largeur; et cette couronne est ce qu'on appelle le lïmbc de rinstrument. Le diamètre DB fait corps avec l’instrument ; mais le diamètre EC, qu’on nomme alidade, n’y est assujetti que par le centre d, autour duquel il peut tourner, et parcourir par son extrémité C toutes les divisions de l’instrument. Chacun de ces deux diamètres est garni à ses deu.x extrémités de pinnules ( *), à travers lesquelles on regarde les objets. Quelquefois, au lieu de pinnules, chacun de ces deux diamètres porte une lunette. Celle qui répond au diamètre BD est parallèle à ce diamètre; l’autre, fixée à l’alidade EC, peut se mouvoir avec elle, et s’incliner un peu sur elle, afin de n’étre pas obligé de déranger le plan de l’instrument pour apercevoir le.s objets qui seraient un peu élevés ou abaissés à l’égard de ce plan. L’instrument est porté sur un pied, et peut, sans rien changer à la position du pied, être incliné dans tous les sens, selon le besoin. „
“ Pour- rendre le graphometre propre à mesurer les angles avee plus de précision, à indiquer les parties de degré, on fait, le plus souvent, sur la largeur et à l’extrémité du diamètre mobile des divisions qui, selon la manière dont elles correspondent à celles du limbe, servent à connaître les parties de degré de 10 en 10 minutes, ou de 5 en 5 minutes, ou etc. „
“ Pour mesurer un angle avec cet instrument , par exemple , pour mesurer
{*) Ce sont des lames métalliqties placées à équerre sur les di.-imitres et fendues de haut en bas d.ms le milieu de leur largeur, ooniinc on le voiCdaiis la figure. On vise à l'objet à travers ces ouvertures , afin qu’il sc trouve sur une droite «pii soit le prolongement du diainclre.
NOTIONS PHÉLiSIINAIRES, l’angle que formeraient au point A les lignes qu’on imaginerait tirées de ce point aux doux objets G et qn place le centre du graphomètre en A ^ et on dispose l’instrument de manière qu’en regardant à travers les pinnules du diamètre llxe BD on aperçoive un de ces objets F, et qu’cn même temps l'aiUre objet G se trouve dans le prolongement du plan de l'instrument ; ce qu’on fait en inclinant plus ou moins le graphomètre ; alors on fa'l mouvoir l’alidade EC jusqu’à-ce qu’on puisse apercevoir l’objet G à travers les pinnules £ et C; l’arc BC, compris entre les deux diamètres, est la mesure de l’angle G AF. „
“ Lorsqu’on veut employer le graphomètre à mesurer des angles dans un plan vertical, c’est-à-dire des angles formes dans un plan qui passe par ce qu’on appelle une ligne à-plomb , on donne au plan de l’instrument la position verticale, à l'aide d'un poids suspendu par un fil, dont on attache une extrémité au centre du graphomètre : lorsque le fil rase le bord de l’instrument , le graphomètre a la disposition convenable. „ ( Bézout ).
69. Pour mesm-er une ligne droite sur le terrain, on.se sert, dans les opérations ordinaires, de la chaîne d arpenteur ; c’est une mesure composée de plu.sieurs pièces de gros fil de fer , qui ont chacune un décimètre ou un double décimètre de longueur, en y comprenant les anneaux qui les joignent ensemble. On peut lui donner en tout dix mètres ou un décamètre, et chaque mètre est distingué par un plus grand anneau. Ceux des deux extrémités tle la chaîne sont assez grands pour qu’on puisse y pa.sser la main. Deux hommes portent cette chaîne par les deux bouts , et rappliquent bien tendue sur le terrain, toujours dans la même direction. Pour mar<iuer chaque fois le point où l’extrémité de la chaîne tendue arrive, le premier porte. - chaîne plante une fiche y c’est-à-dire une baguette de fer de trois à quatre décimètres de longueur, pointue par un bout, et ayant un anneau à l'autre bout. Le second porte-chaîne ramasse ces fiches à mesure qu’il les rencontre, et autant il en a ramassé autant la longueur qu’il s’agi.ssait de mesurer contient de chaînes. Les fractions s’estiment par les fractions de la chaîne.
Les extrémités de ces lignes droites qu’on veut évaluer, et quelquefois les points intei-médiaires , se marquent par des jalons; ce sont des bâtons droits plus ou moins longs, garnis par un de leurs bouts d'un fer pointu, qui permet de les entbneer dans la terre, et portant à l’auti'e bout un papier blanc qui les fait distinguer avec plus de facilité depuis une cciTainc distance.
70. Cela posé’, soient A, B, C, fig. 15, trois points situés à la surface
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de la terre, supposons que l’on ait mesuré l’angle A , l’angle B, et le cùté c, on en peut d'abord conclure l'angle C, puisque les trois angles d'un triangle valent deux droits; mais on doit pouvoir en conclure encore la grandeur des côtés a et 6 , puisque le ti'iangle est déterminé par les données actuelles ( * ).
Or il est clair que lorsqu’on saura trouver les parties inconnues d’un triangle au moyen des parties connues, on pourra calculer les distances inaccessibles, et déterminer la position relative de tant de puints visibles qu'on voudra, situés à la surface de la terre ou dans l'espace.
• Cette grandeur de a et de ô, avec les données actuelle.s, peut se trouver par la simple géométrie, en partant de la propriété des triangles équiangles entr’eux d’avoir leurs côtés homologues proportionnels. Mais il faut alors un nouvel instrument qui permette de faire sur le papier des angles égaux à ceux qu’on a mesurés sur le terrain. Cet instrument , fig. 14, qu’on appelle rapporteur , sert aussi à mesurer sur le papier les angles déjà faits.
“ C’est un demi-cercle de cuivre ou de corne, divisé en 200". Le centre de cet instrument est marqué par une petite échanciiire C. Quand on veut mesurer un angle , tel que ECD , on applique le centre sur le sommet C de l’angle qu’on veut mesurer , et le rayon CB du meme instrument sur l’un des côtés CD de cet angle; alors le côté CE, prolongé s’il est nécessaire, fait connaître, par celle des divisions de l’instrument par laquelle il passe, de combien de degrés est l’arc du rapporteur compris entre les côtés de l'angle ECD, et par conséquent de combien de degrés est cct angle. „
* Pour faire, avec le même instrument, un angle d'un nombre déterminé de degrés, on applique le 'rayon CB de l’instrument sur la ligne qui doit servir de côté à l’angle qu’on veut former , [et de manière que le centre C soit sur le point où cet angle doit avoir son sommet ; puis cherchant , sur les divisions de l’instrument , le nombre de degrés en question , on marque sur le papier un point en cet endroit; par cc point, et par le sommet, on tire une ligne droite CE , qui fait alors,’ avec la première, l’angle demandé. » (Bézoutj.
Il faut de plus avoir une élr/te/A:, c’est, comme nous l’avons dit (n*. 7 note),
une
(*) Nous désignerons ordinairement les angles des triangles par de grandes lettres, et leurs côtes opposés par les petites lettres correspondantes (n*. 6).
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\xne longueur ai-bitraire mais proportionnée au papier sur lequel on opère, et qui doit être divisée en pai'ties égales.
On trace alors sur le papier une droite ^ fig. 15, à laquelle on donne autant de parties de l’échelle, qu’il y a de mètres dans la base AB, et l’on l’ait avec le rapporteur en A et Æ' , des angles égaux aux angles mesurés A et B; en prolongeant les lignes A'C , IfC , jusqu’a-cc qu’elles se rencontient en C. Les deux tiiangles ABC, A'B’C sont équiangles entr’eux, et autant on trouve de parties de l’échelle dans A'C et i^C autant il y a de métrés dans AC et BC.
On po.iirait aussi , sans graphomètre et sans rapporteur , faire sur le pajiier un iriangla semblable au triangle ABC, et cela au moyen de la plancitfUe, instrument très-simple et trés-commode dans bien des cas; mais nous n’entrerons pas dans ce détail.
71. Une chose essentielle à remarquer, c’est que toutes ces méthodes graphiques sont très-sujettes à erreur; car plus on emploie d'instrumens , plus on est exposé à se tromper. On a donc senti qu’il était nécessaire , pour obtenir un certain degré de précision , d’en revenir au calcul , et de n’employer que lu plus petit nombre d’instnnnens possibles.
Or trouver par le calcul la grandeur des parties inconnues d’un triangle, au moyen de celles qui sont connues, c’est ce qu’on appelle résoudre le triangle; et l’on nomme Irigonomélrîe la science qui nous fait connaître les principes nécessaires à cette résolution. Lorsque les côtés des triangles sont des lignes droites, la ti'igonométrie est rectiligne ou plane; et quand les triangles ont pour côtés des arcs de grands cercles tracés sur une sphère, la trigonométrie est sphérique.
Cette science est sans doute une partie de la géométrie; elle semble meme appartenir aux élémens ; mais à cause de l’importance de son objet , du but spécial qu'elle se propose, et des développemens qu’elle exige, on en fait une branche à part. Il parait que les principes de la trigonométrie rectiligne n’étaient pas ignorés des Eg^'ptiens , et qu'ils étaient familiers aux Grecs; mais la naissance de la trigonométrie sphérique a été plus tardive. Ce sont les Arabes qui les ont perfectionnées l'une et l’autre. Nous allons nous occuper de la première.
72. Pour entrer en matière, observons que dans le cas où l’on connaît les trois angles d’un' triangle, sans connaître aucun de ses côtés, le triangle n’est nullement detenmoé ( Géom. Liv. II. n®. 22 j. Il faut donc toujoui's,
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pour pouvoir résoudre un triangle, qu'il y ait un côté parmi les trois choses
connues. Ainsi nous aurons à examiner les cas suivans :
1*. Un côté connu, et deux angles connus de grandeur et de position ;
2®. Deux côtés connus , et un angle connu de grandeur et de position ;
3°. Trois côtés connus.
Premier cas de la re'soluUon des triangles.
Définition et usages des sinus.
7S. On connaît un côte du triangle et deux angles, on connaît donc aussi le ti'oisième angle ; ainsi on peut supposer que le côté connu est adjacent aux deux angles connus; comme si l’on avait, dans la figure 15, le côté c et les angles // et B. La question est donc de calculer les côtes a et b.
Trois quantités connues en font trouver une quatrième, quand les quatre forment une proportion. On a donc cherché si les côtés d'un triangle étaient eiitr’eux comme les angles' opposés à ces côtés; ce que l’on aurait pu soupçonner d’abord, parce que dans un triangle un plus grand angle répond à un plus grand côté , et réciproquement ; mais on a trouvé que cette pro- ] ortion n’avait point lieu: ce qui est évident par cette seule observation p.articulière , que l’hjpothénuse d’un triangle rcetangle n'est pas égale à la somme des deux autres côtés , quoique l’angle droit soit égal à la somme des deux autres angles.
Les côtés n’étant pas entr’eux comme les anglc.s opposés, ils ne seront pas entr’eux comme les arcs qui mesurent ces angles. Etant donc donné le triangle ABC, fig. 16, .si l’on décrit des points A e\ B comme centres,
et avec un même rayon à volonté, deux cercles, on n'aura pas
AL : RC : : t arc NS : F arc MR.
On aurait pu penser que les cordes n’étant pas cntr’cllcs comme les arcs qu’elles soutendent ( Géom. Liv. V. n*. 20 ) , les côtés des triangles pour- ■ raient être entr’eux comme les cordes des arcs qui mesurent les angles opposés; mais on a encore reconnu que cette proportion n’était pas vraie.
Ainsi quand on mènerait les cordes MR et NS, on n’aurait pas
A C : BC : : la corde NS : la corde MR.
Enfin , voici le rapport qu’on a trouvé ; Abaissons sur AB les per)iendi. culaires MP , NQet CD, les triangles semblables ACD, AMP , donneront:
AC'.BC-. -.NQ^ .MP
La même chose a lieu pour les cas des figures 17 et 18, comme il est facile de le voir.
Pour énoncer cette propriété, on a donné un nom aux perpendiculaires comme MP , NQ. Si on les prolonge jusqu’à la rencontre de la circonférence en T et y, on verra qu’elles sont les moitiés des cordes des arcs MRT, NSf^ , doubles de ceux qui mesurent les angles A et B ; or les anciens nommant les cordes inscriplœy nommèrent les perpendiculaires en question semisses inscriptœ ; bientôt on n’écrivk plus que s. ins.; d'où l’on fit enfin sinus. Les lignes MP, NQ, sont donc les sinus des angles A et B; ensorte que le sinus d’un angle est la moitié de la corde d'un arc double de celui qui mesure cet angle. En d’autres tonnes, le sinus d’un angle est la perpendi- ' culaire abaissée d'une des extrémités de l'arc qui mesure cet angle sur le rayon qui passe par l’autre extrémité. On appelle aussi ce sinus, le s'uius de l'arc.
Cela posé nous avons ce théorème:
Pbemier principe : Dans tout triangle rectiligne, les sinus des angles sont proportionnels aux côtés opposés à ces angles.
Ainsi, dans le ti'iangle ABC, fig. 15, quoique les sinus n’y soient pas marqués, on a:
sin A'.aw sin B : b : : sin C : c ; et toutes les proportions qu’on peut tirer de là.
7-4. Si le triangle est l'ectangle, il est facile de voir, par la figure 18, que le sinus de l’angle droit n’est autre chose que le rayon du cercle; ensorte que le principe précédent peut alors s’énoncer ainsi :
Dans tout triangle rectangle, le rayon est à F hypoténuse comme le sinus diui des angles aigus est au côte opposé.
75. Maintenant, comment tii'cr parti de ce que nous venons de découvrir? Puisque le triangle, fig. 15, donne sin C : sin A :: c: a, on voit bien qu’on pourra calculer a si l’on connaît sin C-, sin A, et c; or on suppose qu’on a mesuré le côté c et les angles A ci B , ce qui donne aussi l’angle C;
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il faudrait donc, ayant les angles C et A, pouvoir déterminer îa grandeur de leurs sinus. Ce calcul préliminaire des sinus, dans chaque cas particulier, pourrait être fort long et fort embarrassant; on a donc senti qu’il serait necessaire de calculer d'avance les sinus de tous les angles possibles ; en •supposant les angles de tous les triangles quclccuiqucs mesurés au moyen d’un même cercle, comme dans les figures 16, 17, 18, et l’on en a consti'uit des tables. Entrons dans quelques détails à cet égard.
Et d’abord, il est facile de voir, par la figure 19, que si l’angle CAB se ferme tout-à-fait et devient nul, son sinus MP devient aussi nul. Si au contraire cet angle augmente, et devient CAB, CAB, etc., son sinus augmente graduellement, et devient M'P" , M"P" , etc. Quand l’angle C'AB est devenu di'oit , le sinus M“A se trouve égal au rayon. Enfin quand l’angle C^AB est devenu obtus, son sinus rediminue graduellement, à mesure que l’angle augmente, pour se retrouver nul quand l’angle est tout-à-fait ouvert .et en quelque sorte égal à deux droits. Mais toujours le sinus de l'angle obtus C''AB est égal au sinus de l’angle aigu C'AB , avec lequel il fait deug angles droits. Ou , en général , le sinus d’un angle obtus est égal au sinus de son angle de suite. Le plus grand de tous les sinus, est donc le sinus de l’angle droit; on l'appelle à cause de cela le sitU4s total, ou simplement le rayon.
Pour construire les tables de sinus, en a supposé le rayon ou le sinus total divisé en un certain nombre de parties égales , comme 100000, 10000000 , suivant les tables, et l'on a calculé combien chaque sinus, depuis l’angle zéro jusqu'à l’angle droit, contenait de ces parties. On a fait alora une table à deux colonnes verticales , dans la première on a écrit les degrés , minutes, dans leur ordre de grandeur, et dans l’autre les sinus, qui se suivent aussi dans leur ordre de grandeur. Ainsi quand on connaît un arc ou un angle, par le nombre de ses degrés, minutes, etc., il est facile de trouver dans la table son sinus; et réciproquement, si l'on connaît le sinus d’un angle , la table vous indique le nombre des degrés de l’angle. Dans les tab'es modernes, on ne trouve point les sinus mêmes, mais les logarithmes de ces nombres ; alors les multiplications et les divisions sont changées en addi ions et soustractions.
11 faut observer 1*. que l’on n'a mis dans les tables que les arcs plus petits que le quart de cercle, parce que, comme nous l’avons vu, le sinus d’un angle obtus est le meme que celui de son angle de suite. 11 faut ob-
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«erver 2*. que la grandeui- absolue du rayon est indifTcrente ; s'il est plus grand ses parties seront plus grandes et réciproquement ; mais le sinus d'un angle donné en contiendra toujoure le même nombre j^car il est facile de Voir que les diiférens sinus, que l'on aurait pour un mliie angle, en prenant dilférens rayons, seraient toujours entr’eux comme ces ra 3 'ons (voyez n” 67 ). Il en sera de même pour les autres lignes trigonomclriques que nous considérerons par la suite.
Connaissant donc un côté d'un triangle avec ses angles, on trouvera dans les tables les sinus de ces memes angles, et il sera facile de calculer les deux côtés inconnus , par le principe du n°. 73.
Si les trois côtés étaient inconnus , on n’en pourrait detenniner aucun ( n®. 72); mais on pourrait du moins, par- le principe cité, trouver les rapports de ces côtés , puisqu'ils sont entr’eux comme les sinus connus des angles qui sont supposés donnés. Cela peut avoir son utilité.
NB. J’invite les commenqans , quand ils seront parvenus ici , à faire queL ques suppositions différentes pour les angles ^ et if et pour le côté c de la figure fô, et de calculer, au moyen des tables, les longueurs de a et de h dans ces suppositions-là. Ils feront la même chose pour les cas suivans.
Second cas de la résolution des triangles.
Défimiion et usages des tangentes.
76. On connaît deux côtés et un angle; mais cet angle peut être opposé à l’un des côtés connus, ou compris entre ces mômes côtés.
1®. L'angle connu est opposé à Fun des côtés connus. On connaît, par exemple a et ô, dans le triangle ABC, figures 20, 21, 22, 23, 24, 25, avec l’angle A; il faut trouver les angles il et C et le troisième côté c. Mais si l’on connaissait les angles, on trouverait le troisième côté comme dans le cas précédent ; cherchons donc seulement les angles.
Si l'on avait a — b, fig. 20, on aurait aussi A = B, et l’on trouverait làcilcraent C.
Supposons donc que a et b sont inégaux, figures 21, 22, 23, 24, 25, et faisons a : ô ; : sin A : sïn B, nous obtiendrons :
s in B =
b sin A a
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En multipliant entr’eux les nombres connus et fixes désignés par btisin A et en divisant leur produit par le nombre connu désigné par a, on aura un quotient fixe et c^erminé, qui sera le sinus de H. Mais chaque sinus, sauf le cas de l’angle Woit, appartient à deux arcs ou à deux angles qui sont de suite, l’un aigu, l’autre obtus (n”. 75); ctisorte que, généralement parlant , on ne saura pas si le sinus trouvé doit être considéré comme appartenant à l’angle aigu auquel il correspond dans le^ tables , ou à l'angle obtus qui vaut* deux droits avec celui-là.
Celte incertitude n'aura pas lieu si A est droit ou obtus, figures 21 , 22 , parce qu’alors B et C seront décidément aigus.
Elle n'aura pas lieu non plus , lorsque A étant aigu , on aura b, fig. 23 ; car alors, on aura aussi B ; ensorte que A sera aigu.
Elle n’aura pas lieu non plus, lorsque A étant aigu, et a <C b, le calcul donnera pour le sinus de B le rayon même des tables , ou le sinus total , car alors B sera droit , fig. 24.
Cette incertitude n’aura donc lieu que dans le cas où A étant aigu et a < 6 on trouvera le sinus de B plus petit que le rayon ; car alors ce sinus appartiendra ou à l’angle aigu désigné d.ans les tables, ou à l'angle obtus qui vaut deux droits avec cet angle aigu, fig. 25 ( Géom. Liv. II. n°‘. 22 , 23, 24). Il faudra donc alors, pour résoudre le triangle, savoir d’avance si l’angle B est aigu ou obtus.
77. 2®. L’angle connu est compris entre les côte's cowius ( n®, 76 ). On connaît, par exemple, a et b dans le triangle ABC, fig. 26, avec l'angle C; il faut trouver les angles A et B et le troisième côté c.
Mais si l'on connaissait les angles , on trouverait le troisième côté comme précédemment; cherchons donc seulement les angles.
Connaissant l'angle C, on connaît aussi la somme A B des deux autres ; si l’on a donc az=ib , on en conclura A ~ B , et par conséquent chacun de ces angles vaudra \{A-\- B).
Supposons que l’on ait a'>b, et faisons a : sin A ii b: sin B ; cette proportion, quoique juste, ne nous apprendra rien, parce qu’elle renferme deux tennes inconnus. Cependant si nous ne connaissons ni A ni B, nous connaissons du moins A-^B, comme nous l’avons déjà dit; si donc nous pouvions trouver la valeur de A — B, nous aurions bientôt celle de A et de B (Algèbre n®. 711 avec la note).
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En réfléchissant là-dessm, voici ce qu'on a découvert: De la proportion précédente on tire:
a + b\sinA + sinB::a:sin J , a — bis'inA — sin B :ia: sin A ; d’où il résulte :
a-i~b:a — b : : sm A + sin B : sin A — sin B.
Cela posé, supposons dans le cercle des tables, fig. 27, DGE=A et DGF— B, les lignes Eff et FI, perpendiculaires sur le rajon DG, seront les sinus de A et de B, et si l'on prolonge Eff jusqu'à la circonférence en
F, et que l'on mène FM parallèle à DG , on aura
Eff+FI=Eff+L//=//A+ LH=LK; c'est-à-dire:
sin A -4- sin B = LK.
On aura aussi EH — Fl =^EH — EH ■=. EE ; c'est-à-dire :
sin A — sin B =r EL.
La proportion précédente deviendra donc :
a+b-.a — bv.EK-.EL.
Maintenant si l'on joint ME. et MK, et que l'on mène entre ces lignes une parallèle quelconque A’O à la droite EK, on aura LK\ EL:-. PQ: NP ( Géom. Liv. III. Th. V ) ; et par conséquent :
a-\-b-.a~b::PQ:NP.
Or si du point M, pris pour centre, et du raj^on MP , on décrit l'arc OR , la ligne KQ sera tangente à cet arc; et si MP— GD, l'arc OR sera décrit avec le rajon des tables , et nous pourrons appeler la ligne PQ la tangente trigonamétrique de l'angle PMQ\ alors AT* sera celle de l'angle NMP.
On appelle Aonc tangente d'un .arc ou d’un angle, une droite perpendiculaire à l’extrémité du rayon qui passe par une des extrémités de l’arc , et teminée à la rencontre du rayon prolongé qui passe par l’autre extrémité du même arc (,NB. L'arc en question doit être décrit avec le rayon des tables).
Nous disons que PQ est la tangente de PMQ ou de FMK, elle est donc aussi la tangente de | FGK, oude ouàe{{DGE~^DGf'),
ou enfin de I (
De même NP, qui est la tangente de NMP ou de EMF, est aussi celle de 5 EGF, ou de |( DGE — DGF) , ou enfin àe\{A — B).
Ensorte que l’on a :
a-\-b:a — b:: long \(,A+ B): tairg \{A — B y
Cette proportion peut s’énoncer ainsi :
Af , TBIGONOMÉTEIE R B C 1 1 1. 1 G W E ;
Secoitu principe: Dans tout triangle rectiligne, la somme de deux côtés quelconques est à leur différence, comme ta tangente de la demisomme des angles opposés à ces cotés, est à la tangente de la demidifférence de ces memes angles.
Dans le cas actuel, on suppose que l’on connaît a, b,C, et par conséquent A-^B; on connaît donc aussi a + b, a — b, et \{A-{-B). Or, tout comme on a calculé d’arance les sinus de tous les angles, on a aussi calculé leurs tangentes, et l'on en a fait des tables; ces tables donneront ici tang \ (,A-\-B); et des trois premiei's termes connus de la proportion , on conclura le quatrième on tang A — B). Cette tangente, cherchée ensuite dans les tables, fera connaître \(^A — B); et l’on tirera enfin de cette valeur, combinée avec celle de *(^ + 5), les grandeurs de A et de B; ainsi que nous l’avons fait observer il y a un moment.
78. On peut remarquer que puisque deux angles d’un triangle valent
toujom-s ensemble moins de deux droits, la moitié de leur somme sera toujours moindre qu’un droit On aura donc toujours, dans le principe précédent, \ iA-\- B") 1 droit , et à plus forte raison \{A — ü)< I droit.
Or la fig. 28 fait voir que si l’angle CAB devient nul sa tangente TG sera nulle aussi, que cette ligne augmentera progressivement avec l’angle , qu’elle deviendra TG, TG' , TG" , quand l’angle sera CAB, CAB, CAB; et qu’enfîn la tangente sera infinie quand l’angle sera droit , parce que la ligné AC" se trouvant parallèle à la tangente ne la rencontrera plus.
79. Du reste si l’angle connu C, compris entre les côtes connus aoib , est droit , fig. 29 , il est évident que la tangente TG de l’angle A est parallèle nu côté CB bu a; ensorte que les triangles semblables ATG, ACB, donnent AT : tcmg A\\b\a ou
R : tang A b; a.
On trouverait de même :
R : tang B:: a ; b. . joV.
On a donc ce théorème : ■ . ’
Troisième principe: Dcuis tout triangle rectangle, le rayon est à la tangente d’un des angles aigus, comme le c6ié de F angle droit adjacent à cet angle aigu est au côté opposé à ce même angle.
Par ce principe on trouvera les angles inconnus plus facilement que par le second principe , quoique celui-là puisse aussi servir dans le cas actuel.
Troisième
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Troisième cas de la résolution des triangles.
On connaît le* ti'oi» côtés, il faut trouYcr les angles
Si les trois côtés étaient égaux , les trois angles le seraient aussi , et chacun d’eux vaudi'ait le tiers de deux droits.
Si deux côtés a et ô étaient égaux , on pourrait ramener ce cas à celui où l'on connaît un angle et deux côtés ; il sullirait pour cela de supposer le triangle ABC, Sg. 3ü , partagé en deux triangles rectangles , par une perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle C sur la base AB ou c; car cette perpendiculaire diviserait l’angle du sommet et la base, chacun en deux parties égales; et puisqu’on connaît AB ou c, on connaîtrait aussi
lAB ou |c. Faisant alors, dans un des triangles partiels égaux,
Ji : a:: sin | C,: | c , on trouverait la valeur de sûi | C, et les tables donneraient î C; enfin on conclurait de là B, et par conséquent .^.puisque ces angles sont égaux.
Si les trois côtés étaient inégaux , en supposant encore une perpendiculaire CD abaissée d’un des angles C sur le côté opposé AB , pris pour base, fig. 31, ou sur le prolongement de ce côté, fig. 32, on pourrait encore résoudi'e lie triangle proposé ABC en résolvant les triangles rectangles A CD, BCD ; et pour résoudre ceux-ci, il suffirait de trouver la valeur des lignes AD , BD, que l'on appelle les segmens. On remarquera que ces segmens ne sont pas toujours des parties de la base ; mais qu’ils sont, dans tous les cas, les distances de chaque sommet des angles sur la base au pied de la perpendiculaire. Or on connaît AB, qui, dans la fig. 31, est la somme des segmens, et, dans la fig. 32, leur düTérence; il suffirait donc, pour avoir chacun d’eux en particulier, de déterminer, dans le premier cas, leur difl’érence, et, dans le second, leur somme (Algèb. n*. 711 avec la note). Recherchons s’il n’y aurait point quelque proportion entre la somme et la dilférenoc des segmens de la base, et entre la somme et la différence des deux autres côtés du triangle.
Pour ajouter le plus petit côté CA au plus grand côté CB, et pour l’en retrancher, il faut décrire, avec CA pom* rayon, et du point C pris pour centre, une circonférence, et prolonger .flC Jusqu’à la circonférence en E. Mais alors AB et UE, fig. 31, seront deux sécantes géométriques, qui
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donneront (Géotn. Liv. V. Th. XXI. Coroll. III) AU : BEw BF : BG , on, ce qui revient au meme :
AB.BC'Jr AC.-.BC—AC.BD — AD.
Prolongeant aussi B AD, dans la fig. 32, jusqu'à la circonférence en G, les lignes BG et BE seront deux sécantes géométriques , et l’on aura . . BG : BE : : BF \ AB, ou AB: BE : : B F : BG , ou encore : AB:BC-{-AC::BC—AC:BD + AD.
Les trois premiers termes de ces proportions étant connus, on pourra donc trouver les quatrièmes , savoir la diflcrencc des segmens , dans le cas de la fig. 31 , et leur somme, dans le cas de la fig. 32. D’où l'on conclura les segmens -même, comme nous l'avons déjà dit. Etc.
Nous avons donc ce théorème :
Quatrième principe : Dans tout triangle rectiligne , un edté gtielconque , pris pour base , est à la somme des deux autres cdtés , comme la différence de ces mimes tétés, est d la différence ou à la somme des segmens.
Si le calcul donne le quatrième terme plus petit que le premier , cela prouve que le premier ou la base est la somme des segmens , que le dernier est la différence des mêmes segmens , et que la perpendiculaire tombe au dedans, fig. 31.
Si le calcul donne le quatrième terme plus grand que le premier, cela prouve que le premier ou la base est la différence des segmens, que le dernier est la somme de ces segmens , et que la perpendiculaire tombe an dehors, fig. 32.
Enfin si le calcul donne le quatrième teime égal au premier, cela prouve que la différence des segmens est égale à leur somme ; c'c.st-à-dire que le segment AD est nul, que la perpendiculaire CD tombe sur CA, et que fangle A est droit , fig 33.
Dans ce dernier cas, la base AB est tangente au cercle, et moyenne proportionnelle entre la somme des deu,x autres côtés et leur différence (Géom. Liv. V. Th. XXI. Cor. IV). Si, par exemple , la base est 4, et les deux autres côtés 5 et 3, on a;
ou
Il est d'ailleurs facile de voir que si le principe actuel n’apprend rien lorsque le triangle proposé a ses trois côtés égaux , ou deux côtés égaux avec
lisOLUTIOK DES TRIANGLES, une base plus petite ou plus grande que chacun deux , il s’étend cependant à ces cas-là, et que son énoncé est tout-n-fait général.
81. Ce même principe, combiné avec le premier , peut servir à trouver une distance inaccessible AC, flg. 34, sans instrumens.
Choisissez une base AB , et vous plaçant en et en j 9, faites planter en C et en C" des piquets dans les alignemcns AC et BC; mesurez avec une perche les côtés des triangles ABC, ABC"; les côtés connus du premier vous feront trouver l’angle C'AB , les côtés connus du second vousjléront trouver l’angle CBA , et comme vous avez mesuré AB vous pourrez calculer ' AC et BC par le premier principe.
Si , par ce mo_yen ou par quclqu’autre , vous avez déterminé les distances dCet AD, fig. .36, avec l’angle A, le second principe vous donnera les angles C et D, et vous pourrez alors trouver CD.
Des lignes trigonométriqnes , en général.
82. Nous savons maintenant résoudre un triangle, dans tous les cas où la chose est possible. Nous n’avons eu à considérer pour parvenir à ce but, que les principales propriétés des sinus et des tangentes ; mais il existe d'auUes lignes trigonometriques fort intéressantes à considérer, et dont nous allons parler actuellement Les rapports que ces lignes ont entr’elles et avec les côtés des ti iangles , fournissent des formules que l’on peut combiner de mille manières, et qui sont d’un très-grand usage dans toutes les parties des mathématiques. Quelques-unes servent d'ailleurs à calculer los tables de sinus.
Quand on a décrit l’arc qui doit mesurer l’angle CAB , fig. 36 , et qu’on a abaissé le sinus MP, on a, dans le triangle rectangle AMP , deux côtés qui sont les sinus des angles opposés, savoir AfP = j/n d et AM— AD — R, qui est le rajon des tables ou le sinus d’un angle droit quelconque, et par conséquent le sinus de l’angle P. Qu'ant au troisième angle AMP , il est égal à MAD, dont le sinus est MQ = AP; ainsi le troisième côté AP est aussi le sinus de l’angle opposé A MP. On a donné un nom aux deux angles MAP et AMP , ou MAP et MAD, qui font ensemble un angle droit, et on a dit qu'ils étaient complémensVwnAe l’autre. Plus généralement, lorsque d'un angle droit on retranche un angle quelconque, celui qui reste et celui qu’on a retranché sont dits complemms l'un de l’autre. D’où il résulte que
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si mi angle aigu est considéré comme étant en +, son complément est aussi en +, et que si un angle obtus est considéré comme étant en son complément est en — . Ainsi le complément de CAB^ fig. 19, c’est
+ CAC"\ et le complément de C^AB c’est C'AC". On dit la même
chose des arcs , qui servent à mesurer ces angles. Un angle ou un arc de 25“-40' a donc pour complément 74°60'; un angle ou un arc de lt)0"80' a pour complément — 6üü°80'. Généralement un angle ou un aie étant de son complément est 100® — A°.
Lorsque de deux angles droits ou de 200° on retranche un angle ou un arc quelconque , la quantité qui reste et celle qu’on a retranchée sont dites supplémens l’une de l’autre. Ainsi les angles C'^AB, C'^AE, qu'on appelle en géométrie angles de suite, sont dits ici supplémens l’un de l’autre, et il en est de même de CAB et de CAE, etc. Généralement un angle ou un arc étant de A° son supplément est 200° — A°. Dans un triangle, un angle est toujoui-s le supplément de la somme des deux autres et réciproquement ; et dans ce cas ces supplémens sont toujours en -H, puisqu’ils sont moindres que 200*.
Cela posé, étant le sinus de CAC" ou de AMP , est le sinus du complément de CAB; pour abréger on dit que MQ ou AP est le cosinus de CAB ou de l'arc qui mesure cet angle. En général le cosinus n’est autre chose que le sinus du complément; ou, si l’on veut, c’est la partie du diamètre comprise entre le sommet de l’angle et le pied du sinus. MP et AP, MP et AP', M"P" et AP", sont les sinus et cosinus des angles CAB, CAB, CAB.
Il est facile de voir, par la figure, que si l’angle est tout-à-fait fermé ou nul, son cosinus est égal au rajon, que ce cosinus diminue ensuite à mesure que l’angle augmente, et qu’il se trouve nul quand l’angle est droit. Si l’angle devient obtus le cosinus sc rétablit, et augmente en même temps que f angle, pour se retrouver égal au rayon quand l’angle s’est toul-à-fait ouvert ou qu'il est devenu égal à deux droits. D'ailleurs le cosinus d'ùn angle obtus est toujours égal au cosinus de son supplément aigu ; m.us il est dirigé en sens contraire, parce qu’on doit rapporter tous les angles aigus au premier quart de cercle, et compter la longueur des cosinus depuis le ccnti'e jusqu’au pied du sinus.
Tout comme on a considéré les sinus de complément, on a aussi considéré les tangentes de complément , qu’on a nommées cotangentes. Dans la lig. 36,
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BE est la tangente de CAB , et DC est sa cotangente ; réciproquement D C est la tangente de CAD, et BE est sa cotangente. Quand l’angle est nul la cotangente est infinie , parce que AC trouvant couchée sur AB est parallèle à DC, la cotangente diminue ensuite giaduellement quand l’angle augmente, et elle est nulle quand l’angle est droit.
Si on veut considérer ces lignes relativement à l’angle obtus, on verra que la tangente qui était infinie pour l’angle droit fn“. 78), redevient finie et se trouve dirigée en sens contraire dès que l’angle est obtus ; ainsi BEI est la tangente de C’AB. On voit aussi que DC est la cotangente de ce meme angle; ensorte que cette ligne, qui était nulle pour l’angle droit, a repris une longueur finie, dirigée en sens contraire. A mesure que l’angle obtus augmente, la tangente diminue et la cotangente augmente, et quand il s’est tout-à-fait ouvert, et qu’il est égal à deux droits, la tangente est nulle et la cotangente est infinie.
Enfin nous devons dire que lorsqu’on a mené une tangente à l’extrémité d’un arc, le rayon prolongé qui passe par l’autre extrémité, et qui rencontre en général la tangente , s’appelle la sécante trigonomélrique. de l’arc ou de l’angle mesuré par cet arc. Et la sécante du complément se nomme eosécante. Ainsi AE est sécante de CAB et AC est sa cosécante; réciproquement AC est sécante de CAD et AE est sa cosécante (*). Tout comme le sinus, le cosinus, et le rayon, forment un triangle rectangle, on voit que la tangente , la sécante , et le rayon , en forment aussi un , et qu’il en est de même de la cotangente , de la cosécante , et du rayon.
Si l’angle est nul , la sécante est égale au rayon , et la cosécante est infinie ; quand l’angle augmente , la sécante augmente , et la cosécante diminue. Lorsque l’angle est droit, la sécante est infinie, et la cosécante est égale au rayon. Enfin si l’angle devient obtus, la sécante va en diminuant, et la cosécante en augmentant; mais tandis qu’elles étaient d'abord dirigées dans le même sens -, elles sont maintenant dirigées en sens contraire l’mie
( *) On voit donc q>ie , d.ms la trigonométrie , la sécante part toujours du centre et SC termine de l'autre côté à la rencontre de la tangente , et que la tangente part toujours d’une des extrémités de l’arc et sc termine à la sécante Ce qui fait envisager ces lignes sous un point de vue plus particulier que celui sous lequel on les envisage dans la géométrie.
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de l'autre, comme AP et AC. Alors si l'angle s’ouvre tout-à-fait, la sécante devient encore le rayon, et la cosécanie est infinie.
Sans garder tous ces résultats dans la mémoire , on pourra les retrouver au besoin au moyen d’une figure très-facile à construire. Et l’on pourrait même suivre ainsi les sinus, cosinus, tangentes, cotangentes, sécantes, cosécantes , dans des arcs plus grands que le demi - cercle , et qui comprendraient môme une, deux, ou plusieurs circonférences, avec des fractions de circonférences; cela ne peut sou/frir aucune dilücullé.
83. M'. Lacroix, en suivant un plan dfférent du nôtre, s’est servi d'un procédé très-ingénieux pour amener la considération des lignes trigonométriques, et pour les faire naître en quelque sorte; nous allons transcrire ici ce morceau, qui nous paraît fort intéressant.
“ Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, par une suite d’opérations numériques, ou par des formules algébriques, les relations qu’ont entr’ellcs les difl'érentes parties d'un triangle, ont dù se trouver aiTèlés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la grandeur des angles , (jui , mesurés par des arcs de cercle, ne peuvent être comparés avec les lignes droites ( *). Mais ils ont bientôt reconnu que s’ils pouvaient, par un moyen quelconque, calculer une suite de triangles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles , cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait semblable au triangle que l'on aurait à déterminer, quel qu’il fût, et et qu’alors de simples proportions sufliraient pour déduire les parties du second de celles du premier. L’exemple suivant éclaircira ce que ces notions peuvent avoir d’abstrait. » i
“ Supposons que dans le triangle ABC, fig. 15, on connaisse l’angle A , l’angle , et le côté c , on cherchera dans la suite des triangles calculés ,
celui qui a deux angles A et B respectivement égaux aux angles A et B ; il sera nécessairement semblable au triangle proposé ABC; et puisque toutes ses parties a', b', c' sont connues, on aura les proportions: c* : c : : a' : a , c' : c : : ô' : ô ,
dans chacune desquelles les trois premiers termes sont donnés. On trouvera, par conséquent :
ca' ^ cb' c' ’ c' '
(*) N’cst-ce pas trop dire?
et comme on a d’ailleurs C= C, toutes les parties du triangle ABC seront détenninées. »
“ Maintenant qu’on voit le parti qu’on peut tirer d’une suite de triangles faits sur tous les angles possibles , et dont les côtés seraient calculés , il est naturel de chercher les moyens de foimer une pareille suite. „ ( Ici nous quittons M'. Lacroix, pour le reprendie" dans un moment). Or tout triangle ABC, figm-es 16 et 17, peut être ramené au triangle rectangle; car ayant pris un 'côté AB pour base, si du sommet C on abaisse sur (cette base une perpendiculaire CD, dès qu’on aura déterminé les triangles rcc. tangles ACD, BCD , le triangle ABC sera aussi déterminé. Cela posé, tous les triangles que nous avons à calculer sont rectangles. “ Il est facile de voir qu’on les pouiTa construire tous dans un quart de cercle, en abaissant de chacun des points de l’arc , fig. 19, des perpendiculaires .A//* , M'P", Al" P", etc., sur la ligne AB ,cX. tirant les rayons AM, AM' , AM", etc; les triangles AMP, AM'F , AM"F' , etc., formés ainsi, seront rectangles en P, P', P', etc., et les angles PAM, PAM, PAM" , etc., auront successivement toutes les valeurs possibles: enfin les angles AMP, AM'F, AM" F', etc., qui, avec les précédons, forment un angle droit, seront aussi tels que l’exige la nature des triangles rectangles ; et il ne saurait exister de triangle rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu’un de ceux que fournit la construction présente. Il est à propos de remarquer que ces derniers ont tous une meme hypothénuse, égale au rayon de l’arc. „
“ On pourrait encore former une suite de triangles rectangles, ayant tons on des côtés de l’angle droit égal au rayon du cercle; il suffit pour cela d'élever la tangente indéfinie TG, fig. 28, à l’extrémité du rayon AT, et de mener par le centre A et par les points M, A/', A/", etc., les sécantes AG, AG', AG" , etc. Il est évident que les triangles ATG, ATG' , ATG" , etc. , auront successivement toutes les combinaisons d’angles qui peuvent exister dans un triangle rectangle ; et paimi ces triangles , il s’en trouvera nécessairement un semblable à tel triangle rectangle qu’on voudra. „
Viennent ici les dénominations des lignes MP , M'F , etc., fig. 19, et des lignes A/Ç, M'Qf , etc., ou AP , AF , etc., qui sont les sinus et cosinus des arcs correspondans ; celles des lignes TG, TG' , etc., fig. 28, et des lignes AG, AG' , etc., qui sont les tangentes et sécantes des arcs correspondans, Lnfiii la définition des cotongehtes et cosécantes.
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Formules relatives aux lignes trigonométriques.
84. Dans le» analogie» précédente», destinée* à la résolution des triangle», nous avons nécessairement dû faire entrer le» côtés de ces figures (n®. 72); maintenant nous allons, en quelque sorte, prendre chaque angle à part, et chercher des formules relatives aux lignes trigonométriques de CCS angle», sans considérer en aucune manière les côtés de» triangle».
La première chose à observer ici , c’est qu’il est très-facile de calculer le cosinus d’un angle quand on connaît son sinus, et réciproquement; caria seule inspection de la fig. 36 prouve que l’on a : sin* coi* = R } ,
d’où l’on tire : ^
cos = ± — «it* = ± \/ iR-\-sin) jR — rin) , sin = ±:\/R^ — cos* = ±\/ (R+cos) {R — cos).
On a donc aussi:
iirt* A + cos* A = siri* B + cos* B , sin* A — sin* B = cos* B — cos* A ,
A + sin B) isUi A — sut B)=z{cosB + cos A) (cos B — cos A ) , sin A + sin B: cos B cos A :: cos B — cos A: sin A — süiB. J
Avec un même sinus, on a donc deux cosinus égaux, lunen plu», 1 autre en moins; ce sont évidemment les cosinus de deux angles, l’un aigu, 1 autre obtus, supplémens l’un de l’autre; cosinus que nous savon» être égaux et dirigé» en sens contraire (n®. 82). Mais avec un même cosinus, dirigé dans un seul sens, on voit par la foimulc qu’on a aussi deux sinus égaux et de signes ditlérens. Ces sinus appartiennent à deux angle» égaux séparés par le diamètre NB sur lequel on a abaissé les sinus , qui se trouvent ainsi dirigés en sens conü aire. D’où l’on voit que les sinus sont en plu» au-dessus du diamètre NB, qu’ils sont en moins au-dessous; et que le» cosinus sont en plus à droite du diamètre DG, et en moins à gauche de ce meme
diamètre. . ,
85. On peut observer ensuite que lorsqu’on connaît le sinus et le cosinus
d’un angle, on peut facilement calculer sa tangente , sa sécante, gente, et sa cosécante: le» triangles AMP et ABE , AMQ elACD, fig- 6. doiment :
cos ;
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cos-.sin::R:tang cos : R :: R : se'c =
R. sin cos 7 ?» ' cos ’
sin : cos ::R: cotcmg ■
R. cos
siniRiiR: cose'c = .
sin
Il résulte de ces formule»: 1“. Que toutes les fois que le sinus et le cosinus seront de même signe la tangente et la cotangente seront en plus ; ce qui aura lieu dans le premier quart de cercle Dyéli et dans le troisième J/Aü. Alors la tangente et la cotangentc sont dirigées comme BE et DC. 2*. Que toutes les fois que le sinus et le cosinus seront de signe contraire, la tangente et la cotangente seront en moins; ce qui aura lieu dans le second quart de cercle DAH et dans le quatrième G AB. Alors ces lignes seront dirigées comme BE' et DC. 3®. Que quand le sinus et le cosinus seront en plus, la sécante et la cosccante seront en plus; cela aura lieu dans le premier quadiant. Alors ces lignes se superposeront et marcheront depuis le centre en sens direct de la seconde extrémité de l'arc. 4®. Que quand le sinus et le cosinus sei'ont en moins, la sécante et la cosécante seront en moins; cela aura lieu dans le troisième quadrant. Alors ces lignes se superposeront encore et marcheront depuis le centre en sens inverse de la seconde extrémité de l'arc, puisqu'elles reviendront dans le premier quadrant. 5°. Que quand le sinus sera en plus et le cosinus en moins, la sécante sera en moins et la cosécante en plus; cela aura lieu dans le second quadrant. Alors ces lignes seront prolongement l'une de l’autre, la sécante marchant en scn.s inverse de la seconde extrémité de l'arc et la cosécante en sens direct. 6’. Que quand le sinus sera en moins et le cosinus en plus, la sécante sera en plus et la cosécaute en moins; cela aura lieu dan» le quatrième quadrant Alors ces lignes sc mettront encore bout à bout, la sécante marchant directement vers la seconde extrémité de l'arc et la cosécante se dirigeant en sens inverse.
86. Du reste les formules (1) et (2), soit qu’on les prenne isolément, soit qu’on les combine entr’elles , peuvent donner plusieurs expressions différentes de chaque ligne trigonometrique , et certaines analogies plus ou
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moins remarquables. Mais il vaudra mieux les rechercher lorsque nous serons
da!\8 le cas d’en taire quelqu 'application ; nous nous bornerons ici à en
indiquer quelques-unes.
Par exemple , on tire tout-de-siule de f 2 ) :
tang. cotz=Ji* , tang — , col — ...(3).
^ ^cot tang ' '
On a donc aussi ;
tang A : long £ : :
cotB
ccl A: col B:'.
tang A ' tang B ’
cot A
d oü il résulte également :
tang A : tang B eot B •. cot A , ( 4).
Les formules ( 2 ) donnent aussi ;
tang :cot:: sin^ : cos* , séc : coséc ::sin: cos ... (5).
Parmi les résultats qu’on pourrait obtenir de la combinaison de ( I ) et de (2), il en est qui resultent plus simplement de l'inspection des figures, et qu'on retrouve ainsi plus facilement au besoin ; en voici deux exemples. La fig. 36 donne:
se'c* — ■ tang* = R* , coséc* — col* = R* ; d’où l’on peut conclure :
séc* — tang* = cos^c* — cot * , séc* — coséc* = tanç* — cot * , J . . . (6).
séc + tang : coséc cot :: coséc — col : séc — tang,
séc -4- coséc : tang cot :: tang — cot : séc — coséc.
S7. Tout revient donc, dans le calcul des lignes trigonométriques , à la
détermination des s’mus ( n“*. 84, 85); reste à^voir comment on peut trouver ccux-ci. Nous en obtienrlrons du moins asscx facilement quelquesuns.
1°. On sait que le sinus de l’angle droit est le rayon , et que son cosinus est nul ; faisant le rayon égal à 1 , ou prenant pour unité le rayon quel qu’il soit (n®*. 67, 75), on aura;
sin 100® = 1 , cos 100® = O.
2*. .Si l’angle MAP, fig. 36, est de 50®, l'angle AMP sera aussi de 50®, et le sinus MP sera égal au cosinus AP , on pourra donc tirer de ( 1 ) . . . 2 sin* 5ü* = 1 ; d’où
sin 50® = I , cos 50° = I \/2.
(Voyez Geom. Append. Probl. XXV;.
3*. Comme le cùté de l’hexagone régulier inscrit est égal an rayon du
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cerde (Géom. Append. Probl. XXIV), on a la corde de la sixième partie de la circonférence égale à 1 ; mais la moitié de cette corde est le sinus de la douzième partie de U circonférence, ou du tiers de i'angle droit; calculant donc le cosinus par les formules ( i ) , on a :
sin J ( 100») = î , cof I ( 100* ) = ! V'3.
4°. Comme le côté du pentagone régulier inscrit est égal à la plus grande partie du rajon divisé en moyenne et extrême raison (Géom. Append Probl. XXVI), si l'on fait a =: 1 dans la formule du n*. 64, on trouve pour le côté du décagone, ou pour la corde de 40°, î ( %/5 — 1 ); donc rin 20° = Jfv'fi — D, cor 20® = i + 2 v/5.
Il faut du reste observer, que le sinu.s de chaque arc est le cosinus du complément de cet «rc, et réciproquement que chaque cosinus est uu sinus.
88. Voilà donc quelques sinus connus, qui peuvent servir de point de dépai-t. Il faudrait voir maintenant, si connaissant sin A et cos A, sin B et cos B, on ne pourrait pas généralement déterminer sin {A-^B) et . . . cos (Azt.B)',csir il est évident qu’on n’a pas sin (A:±:B )—sinA ±sin B.
Supposons que GM soit l’are A, fig. 37, et DM l’arc B, on connaît sin A et cos A, ou MP et 6P, outre sin B et cos B, ou DE et CE ; et l'on voudrait trouver la valeur de sin {A-\-B) et de cos i^A + B'), ou DF et CF.
Menant EH parallèle à MP et EK parallèle à CP, les triangles semblables 'CA/P, CEH, donneront:
R:sin A:\cos B‘. EH—
sin A cos B
R : cos B : : eos A : CH=i
cos A cos B
Les triangles semblables CMP, DEK, donneront:
^ B cos A
R'.sin B:\cosA-.D K — — , R:siiiA::süiB:EK-
sin A sin B R ■
Ajoutant la valeur de DK à celle de EU ou KF , pour avoir DF ou
sin {A B ) , et retranchant la valeur de EK = FH de la valeur de C//,
pour avoir CF ou cos (A + B), on obtiendra:
. , , , „ . sin A cos B + sin B cos A sm(A + B-)= ,
cos A eos B — sin A sin B cos (A + B) == JT .
FORMULES nrtATIVES
On a donc aussi, sans consulter aucune figure,
. . „ sin B' cos B + \in B cos
sin(B' + B)=z J— ,
cos B" cos B — sin ff sin B cof (^'4-5)= ^ ;
faisant B =. A — B, on aura B B ■=. A , substituant ces Taleur» et
uiukipliant par R , on trouvera :
. R sin A — cos B sin (A — B) + sin B cOs (A — B),
R cos A = cos B COS (A — B) — sin B sin ( A — B);
considérant vvi/t C/l — B) et cos (A — B) comme les inconnues de ces
deux équations, éliminant pour calculer leurs ralcui's, et se souvenant que
Si/i- + cos* = R*, ou trouvera, après les réductions :
sin A cos B — sut B cos A sin (A — B) =
cos (A — Æ ) = -
cos A cos B -f- sin A sin B
Si l’on fait dans (7) B = A, on aura (n
sin 2A =
2 sin A cos A
cos2A = -
cos* A — sin* A 2 cos* A
Ces formules servirent à calculer le sinus et le cosinus d’un arc double , lorsqu’on connaîtra le sinus et le cosinus de l’arc simple.
Si l'on fait ilans (7) B — 2 A, qu’on substitue ensuite à sin 2/1 et à cos 2 A les valems de ( 9 ) , et qu’on simplifie encore les résultats au moyen lie ( I ) , on aura :
sin Z A = 3 sin A ■
4 sin* A
eos 3A = — 3 cos A -4- ■
4 cos* A
Et si l’on faisait dans (7) B=3A, B = ÀA, etc., on pourrait obtenir le* valeurs de sin 4 A , cos 4 A , sin 5 A , cos 5 A , etc. ; toutes exprimées au moyen de sin A , de cos A, et de leurs puissances.
Maintenant, .après avoir tiré de ( 1 ) cette équation
I cos* I /I + 1 sin* lA = iR*,
Si l'on met -J/l à la place de A dans la seconde formule (9) sons sa première forme, qu’on multiplie par R, qu’on divise par 2, et qu’on prenne le second membre pour le premier, on aura ;
I cos* lA — I sin* iA = tR cos A ;
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retranchant d’abord cette équation de la précédente, puis les ajoutant ensuite , et extrayant les racines , on obtiendra :
sin\A=y/\R' — \RcosA, cos{A==y/iR= + IR cos~Â ... (tl) ce qui servira à calculer le sinus et le cosinus de la moitié d'un arc , par le cosinus de cet arc. On pourrait aussi trouver des formules où ces vakiu’s seraient exprimées au moyen de sin A.
Si dans lo« valeurs des sinus et cosinus de 3 A, de 4.4, de 5A, etc., on met succe.ssivcinent à la place de A, lA, i A, \A, etc., on obtiendra des équations propres à donner les sinus et cosinus du tiers, du quart, de la cinquième partie, etc , de tel ou tel arc connu; mais elles seront de degrés plus ou moins élevés.
91. Du reste les formules (7) et (8) en peuvent donner beaucoup d’autres , plus ou moins importantes ; nous allons voir celles que Ton emploie le plus fréquemment.
. Ajoutez d’abord la valeur de sin (A — B) à celle de sin f ^ + 5), ensuite retranchez la première de la seconde ; et faites la même chose pour cos (A — B) et cos ( A B), vous aurez, après les réductions : sin A cos B=lRsin(A-i-B) + lRsin(A — B), 1 sinBcos A = lR süi(A + B) — lRsin(A — B), I cos A cos B— IR cos {A — B)+ 1 R cos ( A + B) , l’” sin A sinB=l R cos (A — B) — }Rcos(A + B). }
92. Supposant A -i~ B = P, A — B ~Q, ajoutant ensemble ces deux équations , puis retranchant la seconde de la première , on aura ;
À=liP + Q), outre A + B = P, A~B = Q;
substituant ces valeurs dans ( 12), on en tirera facilement :
si,, P + ,1,, s ^ ?‘'-i(l‘ + Q)^osi(P-Q)
/^ 2 COJ { ( P + O) cor î ( P — O)
cos P + COJ O = î-i ^ ^
ensQ 2rin|CP+g)JinK^-g) -
93. Divisant ces fonnulcs les unes par les autres , et ‘^observant que, d’après (2j,
on obtiendra:
siii P + siri Q
sin
- sin
sin
jP -f- 5tn
cos
P -f- cos
sin
P -f- sin
cos
- cos
,sin
- s in
cos
P -J- cos
sin
- .ti/j
cas
- cos
cos
P + cos
TOBMULES BELATITES sln tang R i
cos H cot ' ‘
f f” î ^ Î {Lz — ^^9î(P-^Q)
cosl(P+Q)tin{iP—Q) tang{\^P—Q)' ûti {( P + Q ) ^ ^gi(-P + Q) coVi(P+Ç) S
cosl(.P — Q ) _ cotlCP — Q) sinliP — Q) R '
sin{(P — Q ) ‘ tang\(.P-‘Q) cos I ( i* — Q) R ’
CQj|(P+g) colj(P+Q)
sml(P + Q)
cos — cos P sin { (,P + ^)sinl{P — Q) tang\{:P — Q) '
94. SI dans Ica deux prciuièrca de ( 12 j on làit B = A, on retrouvera une des foimulea ( 9 ) ; mais si on fait la même supposition dans les deux dernières de Cl2), on aura:
cos* A -\-i P cos 2 A , sin* .4 = | ^ — s R cos 2 A... (iS).
Ces résultats se tireraient aussi de ( 9 ).
Si dans les deux premières de ( 13) on fait Q = o, on obtiendra:
. ^ 2 sin i P cos { P
suiP== ^ î_... (16).
Si on fait la même supposition dans les deux dernières de ( 13), oa trouvera :
JC R
Si dans la seconde ou la quatrième de ( 14), on fait encore Q^ — o, et de même dans la troisième ou la cinquième, il en résultera:
sin P tang- P R sin P col {P R
R + cosP R. col{P’ R — cosP R tang\P
£n faisant la même supposition dans la sixième , on trouvera :
R + cos P coPlP R*
R — cos P K*
La première ne donnerait que 1 =; 1.
tang* | P
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$6. Prenant dans (2) la valeur de la tangente de B , substituant dans cette valeur celles de sin (j 4 + ^) et de cos {A + B), tiiées de (7), et observant que l’on a aussi, d’après (2),
sin A =
cos A tang A
sin B =
cos B tang B
tcmg + i?)
substituant encore ces valeurs, et divisant tout par cos A cos B, on aura;
/f* (tang A + tang B)
— tang A tang B
on trouverait de même : (20).
X* (tang A — tang B) g. + ^ B .
Si dans la prenüère on fait B— A, il en résultera ;
2 R* tang A
tang 2 A = -. - (21).
R* — long- A
En faisant B = 2A, on aurait;
R* (tang A + tang 2 A)
tang 3A= — — . .
' R* — tang A tang 2 A
d’où l’on pourrait tirer, au moyen de (21), J... (22).
3 R^ tang A — tang^ A
tang 3 ; . . .
R^ — 3 long A
Et ainsi de suite.
Pour avoir tang | .d, on pourra écrire la valeur de «in | sur celle
de cos I A, prises dans (11), multiplier ensuite haut et bas par la valeur
de sin J A , mettre sin* il à la place de R* — cos* A , extraiie la racine
indiquée et réduire; on obtiendra;
. R* — R cos A
tang\A= ^ — ... (23).
sm A
Au moyen des valeurs de sin ] A , cos | A , sin J A , cor J A , etc. (n*. 90 )^ on pourrait avoir celles de tatig | A , tang J A , etc.
On pourrait aussi trouver des formules pour e.xprimer ces tangentes , en mettant dans (21 ), (22), etc., IA,\ A, etc., à la place de A.
Notions sur le calcul des tables de sinus, tangentes, etc.
96. Nous avons vu (n®. 87 ) que tout revenait, dans le calcul des lignes trigonomélriques , à la détenninaüon des sinus. Or, en prenant le rayon
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pour unité , tous les autres sinus seront des fractions , que l’on représentera par des dcciraales; et puisque les fractions de cette espèce ne sont pas toujours finies, il faudra se déterminer a donner dans les tables, un certain nombre de figures décimales à chaque sinus, suivant le degré d’approximation que l’on voudra obtenir; supposons, par exemple, sept décimales. D’ailleurs comme ces nombres doivent souvent être muhipliés et divisés les uns par les autres, pour le calcul des lignes trigonomcü-iques, il faudra leur donner d’aliord cinq ou six décimales de plus que celles qu'on veut leur laisser dans les tables. Ainsi, pour calculer le sinus de 50°, égal à J v/“ (n“- fi7), il faudra extraire la racine de 2, puis en prendre la moitié, ensuite que la fraction ait au moins jusqu’à douze décimales. Il
faudra faire la même chose pour le sinus de 20°, qui vaut I (^5 i)
(n". 87). Etc.
Cela posé, si l’on part des sinus et cosinus connus du n”. 87, on en pourra trouver d’autres par les formules (7), (8), (9), (10), (11), et ceux-ci en feront trouver d'autres encore par les mêmes foimules. Il est facile de comprendre qu’on les trouvera tous de cette manière. Ainsi le sinus et le cosinus de 60" feront trouver par ( 11 ) ceux de 25°, de 12° 50', de 6° 25', etc. Ceux de 20° donneront p.xr (9) ceux de 4o° et 80°, par (10) ceux de 60°, par (11) ceux de 10°, de 5°, de 2° 50', de 1° 25', etc. Les sinus et cosinus de 50° et de 20° donneront par ( 7 ) ceux de 70° , et par ( 8 ) CCU.X de 30°.
Et ainsi de suite. »
97. Il fuit remarquer que les arcs très-petits différent fort peu de leurs sinus ; d'où il resuite que lorsqu’on sera arrivé à ces arcs, par les procédés que nous venons de décrire, si on calcule Icui-s longueurs en parties du rayon 1 , on trouxTra qu’elles sont représentées par les même fractions que leurs sinus, au moins jusiju’à un certain nombre de figures décimales. Aloi'S, à plus forte raison, les arcs plus petits encore seront- ils égaux à leurs sinus, ensorte que pour avoir ceu.x-ci, il suffira de calculer ceux-là. Si on trouvait , par exemple . que pour le nombre de figures décimales que l’on veut, douze, par exemple, le sinus d’une minute fût égal à sop arc , et qu’on voulût avoir les sinus des cent premières secondes , on calculerait la longueur de l’arc d'une seconde, que l'on multiplierait par 2 , 3, À, 5, etc., pour avoir les longueurs des arcs de 2", 3", à", 5", etc., et ces
longueurs
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longueurs seraient aussi celles des sinus de ces arcs. Or rien n’est plus facile que de calculer la longueur d’un arc donné.
Le diamètre étant 1, on sait que la circonférence vaut, (Géom. Lir. V. Th. XXIII. Schol, III),
ainsi , le diamètre étant 2 ou le rayon 1 , la circonférence vaut
et par conséquent le quadrant égale
Donc le degré , qui est la centième partie du quadrant , vaut
La minute, qui est la centième partie du dcgié, égale
La seconde, qui est la centième partie de la minute, vaut
Cette valeur est aussi celle du sinus d’une seconde, et en la doublant, triplant , etc. , on aura les sinus de deux secondes , trois secondes , etc. , jusqu’à une minute.
98. En partant de cette donnée, qu’avec douze décimales, pour en garder sept dans les tables, la longueur de l’arc d’une minute doit être prise pour le sinus même de cet arc , on peut trouver un procédé qui permette de s'élever de minute en minute , ou de seconde en seconde , jusqu’à cent degré.s , pour calculer successivement toUs les sinus du quadrant. Ajoutons la première formule (7) avec la première formule (8), nous aurons: sin B) =2 sin A cos B — svn ( A — B ),
Supposons maintenant que A vaille m fois B, ou que l’on ait A =: m B, et substituons cette valeur , nous trouverons :
sin ( m + 1 ) B =2 sin m B cos B — sin ( m — i) B... ( 24 ) ; d'où l'on tire, en faisant successivement /n=l, 2, 3, 4, 5, etc., sin 2 B = 2 sin B coi B, sin 3 B z=z2 sin 2 B cos B — sin B, sin À B = 2 sin 3 B cos B — sin2 B, sin 6 B = 2 sin À B cos B — sin3 B , suit B =2 sin 6 B cos B — sin 4 B , etc.
Connaissant donc le sinus et le cosinus d'une minute, on pourra calculer,
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par ces formules , le sinus de deux minutes , puis celui de trois minutes , puis celui de quatre minutes, etc., etc.
Si on voulait calculer en même temps les cosinus, en ajoutant la seconde formule ( 7 ) avec la seconde formule ( 8 ) , et faisant les suppositions que nous venons déjà de faire, on arriverait à ces résultats : cos 2 B = 2 cos* B — 1 , cos 3 B = 2 cos 2 B cos B — cos B, cos 4 B = 2 cos 3 B cos B — cos 2 B , cos 5 B = 2 cos 4 B cos B — cof 3 B, coi b B = 2 cos 6 B cos B — cos 4 B , etc.
Mais si l’on calcule en même temps le sinus et le cosinus de chaque arc , il sulHra d’aller jusqu'à 5ü®, puisque les cosinus des 50 premiers degrés sont les sinus des 50 derniers , et réciproquement ( n°. 87 ).
De la résolution des triangles par dautres principes.
99- En traitant de la résolution des triangles, nous n’avons pas indiqué tous les procédés qui peuvent conduire à ce but ; nous nous sommes attachés à des principes faciles à saisir et à démontrer, et auxquels on pût immédiatement appliquer le calcul logarithmique. Maintenant que nous sommes plus avancés, nous allons repn'cndre cette matière, et faire connaître d’aU' très principes qui y ont rapport , et qui sont utiles et intcre>sans.
too. Considérons le triangle ABC, 6g. 31, la géométrie nous apprend qu’on doit avoir, (Géom. Liv. IV. Th. X),
O* = i* + c* — 2c. AD.
D’un autre côté, le principe de trigonométrie du n®. 74 donne, pour le triangle rectangle ACD ,
R:b’.‘.sin ACD: AD ; ou (n®. 82) R:b iicos A •. AD.
Nous préférons cette dernière proportion, parce que l’angle A appartient au triangle proposé , et non l'angle ACD. Ainsi
AD = b
co s A R ■
Substituant cette valeur dans la première équation, elle devient
COS
a* = 5* -H c* — 2bc. — ^ — . . . ( 27 ).
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Si l’angle A était obtus, fig. 32, le dernier terme de U première équation serait en plus, mais le cosinus de A étant en moins (n“*. 82, 84), le dernier terme de la formule se trouverait toujours en moins.
Si ranglc A était droit , on aurait cos A =. o , et le dernier terme serait nul.
Ainsi la formule est démontrée pour tous les cas; et si on l’applique aux auties côtés du triangle, on obtiendra, en extrayant les racines ,
2bc.
cas A
Va-
• 2ac.
cos B
2ab.
cos C ~~R~'
Il est clair que ces formules peuvent servir à calculer immédiatement ua côté d’un triangle, quand on connaît les deux autres côtés et l’angle compris. On se trouve ensuite, pour déteiminer les deux autres angles, dans le cas où les données sont les trois côtés. Or ces mêmes formules en donnent d’autres propres à ce cas-là.
101. Traitons cos A, cos B, cos C comme les inconnues, carrons les deux membres, transposons, multiplions par Æ , et divisons par le coéfficient du cosinus, nous trouverons:
cos
2bc
cos
2ac
formules qui feront connaître les angles , lorsque les trois côtés seront donnés.
102. Elles peuvent aussi s’appliquer au cas où l’on aurait deux côtés et un angle opposé à l’un de ces côtés, et où l’on voudrait calculer immédiatement le troisième côté. Supposons qu’on connaisse les côtés a et b, fig. 31 , et l’angle A opposé au côté a, et qu’on veuille calculer le côté c. Prenons (27), tout y est conuu sauf c, résolvons donc cette équation comme une équation du second degré dont 1 inconnue soit c, nous aurons:
b cos AA/ ô* sur A c = — ^±'Va’ (30).
Discutons un peu cette formule , puisque nous savons que ce cas peut offrir quelque chose de douteux (n°. 76).
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D'abord le côté c sera impossible si a* <
ô’ iin* A
ou si a <
h sin A
• , b sin A . ,
mais U est facile de voir que cette seconde quantité — ^ — exprime la perpendiculaire CD; car le triangle ACD donne:
R : b : sin A : CD ;
ainsi le côté c est impossible , et par conséquent le triangle à résoudre , si
on veut supposer le côté opposé à A plus petit que la perpendiculaire CD.
„ b sin A ^ b sin A
Donc a = ;; ou a > .
Si a
b sin A
. b cos A „
, le radical s annulle, et 1 on trouve c = — . Dans
ce cas A ne peut être droit, car on aurait cos A = o, et c = o, parce que a ne pourrait se placer que sur b ou CA. On ne pourrait pas davantage avoir A obtus, car on aurait cos A en moins et c en moins; ensorte que le triangle ne serait pas fermé du côté de fangle obtus. En effet la perpendiculaire ne peut jamais tomber dans cet angle. Ainsi dans ce cas A est aigu , et l’on n’a pour c qu’une valeur en plus, comme dans la fig. 24. h sut A
Si a > , la formule donnera deux valeurs pour c ; or toutes les
fois qu’une de ces valeurs sera complètement en moins, elle devra être rejetee, parce qu’en portant cette seconde valeur en sens contraire de la première, sur une même ligne droite, on fermerait un second triangle, qui ne contiendrait pas l’angle donné, à moins que cet angle ne fût droit.
Si A est di oit , fig. 21 , sin A = R , cos A — o , et la fonnule donne : c = H;; y'a® — ô*.
Dans ce cas la seconde valeur de c, égale à la première, pourrait en effet être portée en sens contra’u-e, pour fermer un second triangle égal au premier ; mais ce ne serait que le même triangle dans une autre position.
Si A est obtus , fig. 22 , cos A est en moins , et par conséquent aussi la seconde valeur de c, qui devient insignifiante , d’après ce que nous venons de dire.
Si A est aigu , le terme
b cos A
•sera en plus, alors si la valeur du radical
est plus grande que cc premier terme, la seconde valeur de c sera en moins,
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et par conséquent insignifiante. Mais elle sera en plus, comme la première, et ne pourra ètrq rejetée , si l’on a
V . 6* îi/«* A b cos A
•U, ce qui revient au même, comme on le voit en mettant pour cos A sa
valeur tirée de (1) et réduisant, si l’on a^
y b-si^ V b^sin^A
Or , il est évident que cette condition aura lieu quand on aura ccllé-ci : « < fr.
Les deux valeurs de c en plus seront alors les deux lignes AB de la fig. 25;
et c’est précisément là le cas douteux.
^ b sin A , , , .
A étant toujoure aigu et a > ou plut grand que la perpendicu-
laire , si on a a = 6, la fonnulc donne, en mettant R} — cos* à la place de sin* A , et réduisant :
b cos A b cos A
c’est- à-dirc ,
2b cos A
ou c = zéro.
C’est le cas de la fig. 20 , ou de la fig. 30. On voit en elTct , dans cette dernière , que AB owc vaut 2 AD ; or le triangle ACD donne R:b:: cos A : AD, La seconde valeur est nulle, parce qu’en portant a sur 5, il n’y a plus de ti'iangle.
Enfin , avec yi aigu et a > — , si 1 on a a > o , comme dans la
fig. 23 , la seconde valeur de c est en moins , et , d’après tout ce que nous avons dit , elle est in.signifîante.
103. On peut remarquer que les formules (28) ou (29), renfermant le» six partie» d'un triangle, pourront toujours en faire trouver trois qui seraient inconnues, loreque les trois autres seront connue»; du moins dans les cas où le triangle est déterminé. Aussi, venons-nous de voir qu’elles s'appliquent aux cas où l’on connaît deux côtés et un angle, ou le.s trois côtés (n°‘. 100, 101 , 102). El il n’est pas difficile d'en tirer le principe des sinus proportionnels aux côtés; d’où il résulte qu’en ell'et elles comprennent tous les cas, et qu’elle» rcnl'crraent implicitement toute la trigonométrie.
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On sait par CO que siri* j4 = R* — coi» A ; substituant la Taleur de cou* A, tirée de (29), réduisant, extrayant la racine, et divisant ensuite par a, on obtient :
s in A R \ i !
En partant de sin' B, e t substituant la valeur de cor* B, o n aurait: sin B R A/ '
Enfin on trouverait aussi :
s 'ui C R Af j ~
Donc :
sin A sin B sin C
ou , ce qui revient au môme ( n*. 73 ) ,
sin A : a : : sin B : b : : sin C : c.
Mais il faut convenir que ce principe, ou du moins un cas particulier de ce principe, nous a servi lui -meme à démontrer les foraiules en question (n“. 100), et qu’il devait donc être connu avant elles. Si l'on _y fait attention, on trouvera que toute la trigonométrie dépend du principe des triangles semblables d'avoir leurs côtés homologues proportionnels ; du moins en le combinant avec les propriétés des proportions et la connaissance de la composition du carré d’un binôme (Vojez Céom. Liv. IV. n“. 36 40 49 ).
104. Du reste les fomiulcs (2S) et (29) ne sont pas commodes lorsqu’on veut calculer par logarithmes , à cause des additions et soustrations qu’elles renferment. On a donc cherché à les modifier ; et voici ce qu’on a trouvé: Nous commencerons par la première formule ( 28 ) qui donne
a* = i* -f- c' — 2bc.
cos A
d'où l’on peut tirer:
a' =: (b' — 2bc -4- c*) -4- 2bc — 2bc ,
B}a' ~R'{b~ cy -\-2hc(,R} — R cos A) ; mais la formule (11) donne :
R' •— R cos A — 2 sin' i A.
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Tt
(ubstituant , on a :
Æ*a* =E*(b — cy + hhc sin^ | A, ou , en multipliant et divisant le dernier terme par ( b — c ) •
Àbc (b — e ) •
„ . / sin^ i A \
Or le dernier terme, qui ne renferme que des connues, et qui est facile à calculer par logarithmes , des qu’on a pris { d et qu’on a retranché c de b, peut être considéré comme l’expression du carré de la tangente d'un certain angle, que nous désignerons par ♦ , car il y a des tangentes de toutes les grandeurs, depuis zéro jusqu'à l'infini; ce qui n’a pas lieu pour les autres lignes trigonoméUiques. On connaîtra donc ta/ig^ 9 , et par conséquent aussi
tang 9
2 sin I A b — c
\/bc;
et la dernière formule deviendra:
£*a* = (fi — c)* (iî* + tang* « ) , ou , au moyen de ( 6 ) ,
Jî*a* = ( é — cy séc* 9 , Jî a = ( 6 — • c ) sec * ;
ou enfin , au moyen de ( 2 ) ,
Jla =
cos 9
Divisant par R, pour avoir a, et rapprochant de cette valeur celle de tang 9 , on aura:
2s'mlA
tang 9 = — — î — ybe , b — c
RÇb — c)
cos 9
Connaissant donc 6, c et ^1, on aura d’abord tang 9 , et les tables donneront 9 ; alors on trouvera a par la seconde formule.
Les autres formules (28) en donneraient d’analogues à celles-ci, pour déterminer soit b, soit c, quand on connaiUait les autres côtés et l’angle compris.
105. Voyons aussi les formules (29); prenons -y la valeur de cos A, et
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substituons • la dans celle de sin { A, donnée par ( 1 i ) ; nous en tirerons
apres quelques réductions :
sini A
Abc
mais comme la différence de deux carrés égale la somme des racines multipliée par leur différence, on aura aussi :
smlA = R y ^ .
Faisant le périmètre connu du triangle égal à ^ , il en résultera
(a+i — c) =2p — 2c, (a -f-c — b) = 2p — 2 b ; d’où l’on conclura :
fin î A
bc
On trouverait des formules analogues pour fin {B, sui \ C.
On remarquera que comme A < 200", on a { yl < 100°; ensortc que le sinus trouvé appartiendra toujours à un angle aigu, dont le double sera A. D’ailleurs la valeur en moins du radical doit être rejetée, comme insignifiante.
106. On pourrait aussi avoir les valeurs du cosinus et de la tangente de î A.
Pour trouver la première , il faut dirns la seconde foimule (11) susbstituer la valeur de cos A prise dans ( 29 ) , et procédant comme nous venons de le faire pour sin | -l , ori trouvera :
Pour trouver la seconde , ou tang {A, il faut multiplier par R la valeur de siii j A , prise dans ( 32 ) , et la diviser par celle de cos | A , prise dans ( .33 ) , on obtiendra :
tang 1
pip — a)
On rejettera les valeurs en moins données par les radicaux, parce que, comme nous venons de le dire , | A sera toujours aigu.
107. Pendant que nous en sommes à l’usage des logarithmes dans les calculs ti igonométriques , observons que les côtés a et 6 d'un triangle , lorsqu'on connaît l'angle compris C, sont souvent, dans ces calculs, donnés pai' leurs logarithmes. Si on veut alors calculer les angles par le second
principe
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principe (n®. 77), on est diina le cas de chercher d’abord, dans les tables, la valeur de a et de b, d'après celles de leurs logarithmes, puis de reprendre les logarithmes de a 4-^ et de a — b, pour acliever le calcul. Or on a trouve le moyen d'eviter tous ces circuits, comme nous allons le voii actuellement.
Reprenons l'analogie
a 4- 6 : a — b\: taiig \( A -i~ B) : tang | ( 4 — B), nous pourrons , pour rapprocher les a et les b , l’écrire ainsi ;
a — b tang A — B) a + b latig^(A + B)'
prenant le premier membre à part, pour lui donner une autre forme, quiconvienne mieux aux logarithmes , nous pomrons faire d abord . a — b .? — 1
si l'on suppose ensuite que f- soit la tangente d’un certain angle o , qu’il s’agira de déterminer, et si l'un prend en même temps le rayon des tables pour l'unité, comme cela est permis pourvu qu’on fasse le même changement dans les autres lignes trigunométriques , on aura 1 = tant/ 60°, parce que la tangente de 50° est égale au rayon , comme on peut le voir par une figure, ou par la formule C2), en faisant le sinus égal au cosinus.
Compaiant alors le second membre de l’équation précédente avec le second membre de la seconde formule (20) du n°. 95, on verra qu’ils sont égaux , puisqu’on peut les écrire tous deux ainsi :
tang » — tang 50°
1 4 “ tang 9
Cette quantité vaut donc le premier membre de ( 20 ) ou tang (9 — 50® > ; c’est-à-dire qu’on a
== tang ( » --50°);
et, par conséquent.
tang {(A —B)
tojtg ( 9 —50°)=
tang HA + B)
tang ( 9 — 50° ) X tang |(,4-f-it>=lx tang |( — JS ) ,
1 : tang (9 — 60° ) : ; tang l(A-i-B): tang \(A — B); ou, en reprenant un rayon quelconque, qui influera sur toutes les autres lignes trigonométriques ,
sisOLUTION DES TRIANGLES R\tang{9 — 50°) : : tang\(A + B'\:tang\{ A — B)... (35 ),
Dan» cette analogie, les trois premiers termes seront connus et feront trouver le quatrième, quand on aura déterminé • et par conséquent » — 5u°. Or
nous avons fait , le rayon étant 1 , — = long 9 ,
d’où l’on tire :
i. a = b. tang,9, i:tangt::b: a, et, en reprenant le rayon R,
R : long *::b:a;
ce qui n’est autre chose que le troisième principe ( n*. 79 ). Ainsi on aura le logarithme de la tangente de ♦ , en ajoutant celui du rayon à celui de a et en soustrayant celui de b.
Du reste , il est facile de figurer cet angle • , et de faire voir qu’il est plus grand que 50°. Le triangle proposé étant ABC, fig. 38, et le côté a étant plus grand que b , comme nous l’avons supposé ( n". 77 ) , décrivons avec CA ou b poui' rayon, et depuis C pour centre, l’arc ADEG, faisons l’angle BCE droit, et joignons EB et EG, nous trouverons ( n“. 79):
K ; long CEB : : 6 : a ;
donc CEB = •. Et puisqu’on a a > 5 et CEB EBC =. f00°, il en résulte que CEB ou ♦ est plus grand que EBC, et plus grand que 60°. De plus, comme CEG=b\i° ,BEG =.9 — 50°.
107 bis. Voici encore , pour le cas actuel , une foimule différente. Menons sur le côté a la perpendiculaire AP, nous aurons :
BP : AP -.Z R : Umg B=
R. AP
R: b :: cosC: CP = sToù il résulte que
taitg B =
BP b. cos C
R:b::sinC: AP :
BP = a-CP=z:a-
b.sin C R ’ b. cos C
Rb sin C
Ra — b cos C
Si l’angle C connu est droit, on a rin C = R cl cos C ~ o, d’où il ré- Rb
suite tang B = ; ou , ce qui revient au même , ( n®. 79 ) ,
R : tang B :: ai b.
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Si l’angle connu C e*t obtu» , cos C c*t en mrtin» et la tangente de il e*t dccidéinenl en plus , comme cela doit être parce qu’alor» B e#t aigu.
Si l’angle connu C est aigu , cos C est en plus , et le second terme du dénominateur reste en moins. Alors, b cos C
r. St l’on a a = , ou a =x CP, on trouve tcuig B = i; parce que
le triangle ACB devient le triangle ACP, et que l’angle B devient l'angle droit P (n“. 78).
2". Si l’on a a > — , ou a > CP, la tangente de B se trouve en
plu.s, parce que cet angle, dont le sommet est plus éloigné de C que le pied de la perpendiculaire AP , est par conséquent aigu.
„ b cos C
3°. Si ton a a < — , ou a < CP, la tangente de B se trouve en
moins , parce que cet angle, dont le sommet est plus rapproché de C que le jiicd do la perpendiculaire AP , est par conséquent obtus.
te 2
CHAPITRE PREMIER
Des principes relatifs à celle partie.
108. T- ot'TES le* lignes possibles sont ou droites ou courbes; mais il n’y a qu’une seule et même espèce de lignes droites , et il y a une infinité de courbes differentes.
Dans toute ligne on trouve une succession non interrompue de points , et la position respective de ces points caractérise la ligne et la distingue de toute autre.
On peut faire les mêmes observations relativement aux surfaces ; et quant aux solides, on voit bien qu'ils sont détenninés par leurs surfaces, qui les enveloppent en quelque sorte , et les circonscrivent de toutes parts.
109. Il est évident qu’il ne serait pas possible de trouver la position absolue d’un point dans l’espace; mais aussi résulte-t-il de ce que nous venons de dire, que ce n’est que sa situation à l’égard de tel ou tel autre point, de telle ou telle ligne, de telle ou telle surface, qui peut nous intéresser. C’est pourquoi on se représenté dans l’espace trois plans indéfinis , s’entrecoupant entu’eux »aus des angles donnes, et la position d'un point se trouve détenninéc quand on connaît la longueur des ti'ois droites menées depuis ce point jusqu’à la rencontre des trois plans, parallèlement à leurs intersections communes.
En cherchant à déterminer ainsi la position d’une suite de points formant une ligne ou une surface, il faudra, pour commencer par cc qu'il y a de plus simple, ne considérer d’abord que les lignes, et parmi cellcs-ci prendre en piemicr lieu la ligne droite et les courbes planes, c’est- a -dire
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tes courbes que l’on peut tracer sm- un plan; (le cercle, par exemple, est du nombre de ces dernières); tandis que si l’on courbait un plan sur lequel on aurait tracé d’abord une courbe, celle-ci cesserait d'être plane, et appartiendrait dès lors à la classe des courbes à double courbure.
110. Cela posé, nous nous réprésenterons sur un plan, deux droites indélinies XX', iT', fig. 39, s’entrecoupant entr’elles sous un angle donné, et la position d'un point M, pris dans ce plan, se trouvera déterminée quand on connaîtra la longueur des droites A/P, MQ, menées depuis ce point jusqu’à la rencontre des lignes XX ' , Yï' , et parallèlement à ces lignes
Si le point M s’écarte ou se rapproche des deux lignes AX, Yl" , les longueurs MP , MQ augmenteront ou diminueront, cl si le mouvement de ce point ne se fait pas par sauts, mais qu’il soit continu, il tracera sur le plan une ligne droite ou une courbe plane. Alors on pourra se représenter les longueurs MP, MQ comme deux quantités dont chacune passe par dilférens états de grandeur, en répondant successh’ement aux divci-s points de la ligne décrite. Or les quantités qui, dans une même figure, changent ainsi de grandeur, s’appellent des variables, et se désignent ordinairement par les dernières lettres de l’alphabet, x , y , z, etc., comme les inconnues dans l’algèbre ordinaire; tandis que les quantités qui ne changent point , dans une même figure, sont des constantes , et se représentent par d’autres lettres que les dernières, comme les connues dans l’algèbre. Dans un cercle donné, par exemple, le rayon, le diamètre, la circonférence, les arcs d’un certain nombre de degrés, sont des constantes, pendant que la perpendiculaire abaissée d'un point de la circonférence sur le diamètre, et les portions correspondantes de celui-ci, sont des variables.
11 1. On voit évidemment dans la fig. 39, qu’on peut à la place de PM, QM , prendre .dQ, AP ; mais pour ne pas alaandonner, en quelque sorte, le pohit M, ne faisons qu’une de ces substitutions, et prenons ÇJ/et AQ, ou PM et AP. En nous arrêtant à cette dernière manière , nous appellerons toutes les longueurs QM , rapportées en AP sur la ligne AA' , des coupées ou des abscisses, que nous désignerons par x, et toutes les lon-
(•) Si l’on connaît MP, A/^,et l’angle des axes, égal à MQY, égal à AlPX, on déterminera facilement la grandeur des perpeudiculaircs abaissées du point M sur les a.\es.
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gucurs PM , que nous ne rapporterons point en quoique nous pus. sion» le faire , des appliquées ou des ordonnées , que nous désignerons par y. Alors la ligne .ÏA’ s’appellera Faxe des abscisses ou des x, et la ligne y y s'appellera l'axe des ordonnées ou des y ; en même temps le point A 8*a)>pellera rorif/ine des abscisses. L’abscisse et l’ordonnée correspondante sont souvent comprises aussi sous la dénomination générale de coordonnées.
1 12. Si le point que l'on considère, au lieu d’ètre en M , est en M , l’abs. cissc AP sera toujours x , mais l’ordonnée PxW sera dirigée en sens contraire de PM et deviendra — y. Si le point est M" les coordonnées seront donc .dp' — — X et P'M" = y. Enfin si le point est AT" les coordonnées scron — X et — y.
113. Appliquons quelques-uns de ces principes, par forme d'exemple, à la courbe circulaire , que nous connaissons si bien.
Supposons que les axes des coordonnées se rencontrent à augles droits au centre du cercle de la fig. 40, les perpendiculaires MP, M'F , etc., abaissées de la circonférence sur le diamètre AB, seront les ordonnées y, y' , etc., et les lignes CP , CP' , etc., seront les abscisses x , x' , etc.; en menant donc les tlroites CM , CM' , etc. , on aura y = V'cTw^ — x'^
y' = \/'cJl"' — x'* , etc. ; mais puisrjue dans le cercle tous les points de la courbe sont à une même distance du centre, ou que tous les rayons sont égaux , on a CM = CM' = etc. = r. Donc y ■= i^r'^ — a,* , ÿ' = y'/ ’ — x'* , etc. ; ou , ce qui revient au même ,
y’ = /■* — .x’, y"~ = /■’ — x'* , etc.
De là il résulte :
Or /■» — x‘ = (r+x)(r — x) = (C/i4-é^/’)(C.ff— =
On trouverait de même r* — x'* = (’/‘ + x')(r — x' ) — AP 'A. BP.
Cela posé, pour énoncer plus facilement le.s égalités et les rapports que nous venons de trouver , quand nous considérerons une ordonnée quelconque, nous appellerons segmens correspondans les distances du pied de cette
(•) On prend ici AC pour CB. parce que ce sont des rayons c'gaux et qu’il ne s'a.qit nullement de leur direction; il s’agit seulement d’avoir une ligne égale à eu + CP, comme qu’elle soit placée, fût clic, si l’on veut, hors du cerde.
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ordonnée aux deux points où la couibc rencontre l’axe des abscisse#. Nous dirons donc que dans le cercle le carré de chaque ordonnée est égal au rectangle des segmens correspondons , et que les carrés des différentes ordonnées sont entr’eux comme les rectangles des segmens correspondotis.
Sur quoi on doit observer que dans telle ou telle courbe les carrés des ordonnées pourraient être entr’eiix comme les rectangles des segmens corri.-*nondans , sans que le carré d'une ordonnée quelconque fût égal au rectangle des segmens. La première partie du théorème ne peut avoir lieu sans la seconde ; mais la seconde pourrait avoir lieu sans la première.
ti-i. On pourrait donner aux deux proportions précédentes cette forme, qui les généraliserait beaucoup ( Algèbre , n®. 335. D ) :
/(y) :/Py')
et nous avertirons , dès à présent , que c’est là le caractère d’une ligne régulière, savoir que certaines fonctions semblables des ordonnées soient entr’elles comme certa'mes fonctions semblables des abscisses correspondantes.
115. Enfin, si l’on veut que les seuls caractères y ci x désignent toutes
les ordonnées A/P, M'F, etc. , et leurs abscisses correspondantes CP, CP", etc. , qui ne sont qu’une seule ordonnée et une seule abscisse , l’une et l’autre variables et passant par tous les degrés de grandeur que comporte la courbe, on n’aura besoin que de la seule équation y ~ — x* , pour caractériser
le cercle; c’est pourquoi, soit qu’on la laisse sous celte forme, soit 'qu’on l’écrive ainsi y* = r* — aP , ou ainsi y*=(r-\-x) (r — x), ou etc., on l’appelle T équation du cercle.
Il est à remarquer que sous cette dernière foime, elle exprime, d’une manière très - explicite , que le carré de chaque ordonnée est égal au '.eclangle des segmens correspondans ; propriété qui du reste n’est par différente de celle qu’on énonce dans les élémens de géométrie, en disant; la perpendiculaire abaissée d’un point de la circonférence sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segmens de cette ligne. Et pour rendr e bien sensible l'identité de ces deux théorèmes , il suffit de tirer de la dernière équation cette proportion ■. r-\-x:y.:y'.r — x.
116. Nous venons de voir que de l’égalité des rayons résulte la propriété de la perpendiculaire; l’on sent bien d'avance que cela est réciproque, et qu’en alî irmant de la courbe la seconde propriété il en résulte la première : ensoite qu’on doit avoir la même équation en traduisant l’ime ou l’autre en
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algèbre. Il en serait de même si l'on parlait de quelqu'aulre propriété caractéristique du cercle ; et en général toute propriété particulière à une ligne régulière et qui n’appartient qu'à elle, peut servir à la caractériser, à la distinguer de telle ou telle autre ligne ; et cette propriété renferme implicitement toutes les autres. Elle peut donc fournir une définition de la ligne et conduire à son équation, laquelle sera toujours la même lorsqu’on ne changera ni l’inclinaison des axes l’un sur l’autre ni l’origine des absci.sscs. Et nous verrons que de l’équation on peut retourner à la ligne, que l’on appelle alors le lieu géométrique de l’équation : on peut la décrire , reconnaître sa forme et sa nature , et découvrir toutes ses propriétés.
Mais si l’on change l’angle des axes, ou l'origiiic des abscisses, ou bien l’iine et l’autre de ces choses, alors l’équatiofi pour l’ordinaire change aussi; et une même ligne se trouve avoir par là plusieurs équations. Cependant on peut trouver pour chaque ligne une équation la plus générale pos.sible , et dont Ic.i autres ne sont alors que des cas particuliers. On peut même souvent comprendre dans une seule équation plusieurs courbes de genres différens.
Quant aux lignes vraiment irrégulières, il est évident qu’elles n’ont point d'équation , puisque les rapports des fonctions de Icuis coordonnées changent continuellement.
En reprenant l'équation du cercle
et en se souvenant que x ti. y désignent dans cette équation des variables passant par différens degrés de grandeur, il est clair qu'on pourra chercher quelles seront les longueurs de ÿ pour diirérenles.longueurs qu’on voudra supposer à ar; et cela, soit qu’on cherche ces longueurs en nombres, soit qu’on veuille les construire géométriquement. C’est là un des moyens que l’on emploie pour reconnaître la forme de la ligne dont on a l’équation.
l’ar exemple, si l’on fait ici a: = o, on aura y — ±r, ce qui
exprime qu’il y a à l’origine des abscisses , deux ordonnées égales au rayon et dirigées en sens contraire.
Si l’on fait x — r, on a y = o, ce qui apprend que la longueur de l’ordonnée est nulle lorsque l’abscisse égale la constante r, ou que la ligne rencontre l’axe des a: à la distance r.
Ou pourrait aussi en supposant r = 10, par exemple, faire successivement
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ment x igal à 1 , 2 , 3 , 4 , etc. , et chercher quelles seraient les Taleors correspondantes de y.
Or on voit que cette manière de procéder rattache les équations des lignes aux problèmes indéterminés qui ne fournissent qu’une équation avec deux inconnues ; car l'équation d'une ligne contient toujours des abscisses et des ordonnées , ou des x et des variables qui se rapportent aux inconnues des problèmes en question ; et dans ces problèmes on peut aussi , en général, supposer à une des inconnues plusieurs valeurs successives qui donnent les valeurs correspondantes de l'autre inconnue. Ensorte que chaque équation à deux variables x ti y est censée appartenir à une ligne dont les x sont les abscisses et les y les ordonnées.
CHAPITRE II
De la ligne droite; équations, construction des équations, propriétés de
cette ligne.
118. onprosoNS que la ligne droite, fig. 41, passe par l'origine des
abscisses , on aura , à cause des triangles semblables
y ; X ; ; ^ ; aé ; sé' ;; etc.
Mais si l’on désigne par m et n les angles que cette droite fait avec les lues des abscisses et des ordonnées on aura aussi y;x; ; sin m ; sin n.
De ces deux proportions l'on tirera :
smm , sin m , „ sin m „
X, y»-: af, }/ =— a?", etc.
sin n sin n sin n
Et , en désignant par x et y seulement les coordonnées variables , on aura pour l'équation de la ligne en question :
sin m sin n
119. Sur quoi l’on peut observer que si m est donné la position de la droite relativement à l’axe des x est déterminée ; elle l’est aussi relativement i l’autre axe quand n est donné. Mais comme on doit supposer que l'inclinaison des axes entr’eux est fixe et connue , si im de ces angles m ou n est donné , l’autre l’est aussi.
120. Voyons si cette équation convient à toutes les positions de la droite qui passe par l'origme.
1*. Si l’angle m diminue , son sinus diminue aussi ; en même tems l’angle n et son sinus vont en augmentant, alors désigne bientôt une fraction, qui devient toujours plus petite, de même que le produit x relatif à telle ou telle abscisse, et, par conséquent, l’ordonnée correspondante y, égale à ce produit , devient aussi toujours plus petite : c’est ce que l’on voit du reste fort bien dans la figure. Mais quand la droite arrive sur l’axe des x et se confond avec hû , l’angle m est nul , de même que son sinus , et l’on a
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Le contraire de ce que nous venons de dire a lieu quand l’angle m aug< mente , et lorsque la droite se confond avec l’axe des y , le sinus de n est
sin fl
nul ; alors l’ëqtiation écrite ainsi : x = y , donne x = zéro,
• sut m
pour toutes les valeurs de y. C'est donc là l’équation de l’axe des y. Je dia x = o.
2°. Si l’angle m continue d'augmenter , 6g. 42 , et devient obtus , après avoir été droit, son sinus, après avoir atteint en longueur le ra/on, redi* minuera de nouveau , mais il sera toujours en + tant que l’angle n’aura pas 200". En même tems l'angle n , qui était devenu zéro , se rétablira en sens contraire et il ira en augmentant ; mais en passant d'un côté à l'autre de l’axe des y il prendra le signe — , de même qtie son sinus. Cependant la formule ne sera point changée , puisque l’abscisse x aura pris aussi le signe — ; ce qui donnera ;
sin m sin m
— stn n sin n
Si la droite , en continuant son mouvement , vient se placer encore sur l’axe des x , on aura de nouveau sin /n = o et y = o.
3*. Si elle va plus loin , m devenant plus grand que 200" son sinus sera en — , tout comme celui de n; mais x et y seront aussi en ; ce qui donnera :
— sin m
— Stn n
sm m
ou y = X.
sin n
La droite se couchant encore sur l'axe des y, on aura, pour la seconde fois , sin n = o et a: = o.
4 “. En6n la droite passant dans le dernier angle formé par les axes , l’an* gle m, plus grand que 200 ®, et plus petit que 400 ° , aura toujours son sinus en — ; mais l'angle n , ayant passé les 200" depuis qu’il est en moins , son sinus sera f/n n = + sin n ; ce qui donnera :
— sin m -H sin n
sin m
■ X, ouy=——x, sut n
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. Ensorte que l’équation convient à toutes les positions de la droite lorsque celle-ci passe par l’origine des abscisses.
. 121. Si les axes sont perpendiculaires l'un à l’autre , on a. sinn ss f os m , et l’équation devient , pour ce cas particulier ;
sirt m
cos m
tcuig m ~~R
Et si l’on suppose le ra^ on des tables R égal à 1 , on a :
y = lang m'xix;
mais il ne faut pas perdre de vue qu’alors le raj'on est f.
^ . ... sin m , ,
122. Dans tous les cas, si 1 on représente ■- - - par la lettre a, on aura:
sm n
y — ax;
et cette formule sera encore l’equation de la droite qui passe par l’origine
des abscisses ; bien entendu que a , qui vaut - - , preud le signe — dans
s in n
le second angle des axes et dans le quatrième.
123. Supposons maintenant que la droite ne passe point par l’origine des abscisses, et considérons-la d’abord dans la po.sition /t.V, fig. 43, c’est-à-dire comme rencontrant les deux axes. \ous pourrons lui mener par l'origine une
parallèle AM, dont l'équation sera = ce <jui donne
AP=a X AP -1- AJN=a'X.AP-{- AB ; faisant A'P=y, AP=x , et AB=b , parce que AB est constante pour la même droite , on obtiendra ;
y = ax-\-b;
c’est l'équation de cette droite.
124. On peut observer que si BN se meut parallèlement a elle-même , soit dans un sens , soit dans l’autre , les angles m et n, une fois fixés , ne changeront point, ensorte que a restera le même; mais alors la ligne AB ou b deviendra plus grande ou plus petite. £n revanche , si la dioite tourne sur B, b ne changera pas , mais a changera , paice que les angles m et n n'auront plus la même valeur. Voyons donc quelles seraient les données nécessaires pour déterminer la position de BN.
1®. Pour que le point B soit fixé , il faut non-seulement que la grandeur de dd ou de 8 le soit, mais il faut encore que l’angle des coordonnées soit donné , ce qui est évident.
2®. Pour que l’angle m soit fixé , et par conséquent aussi l'angle n , il faut ,
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«i l’un ou l'autre ne sont pas donnés immédiatement , qu’en supposant AM parallèle à ittA’ le rapport de MP à ,d7^soit donné en nombres; et c’est ce rapport, qui du reste est le même que celui de ùn in à sui n, que nous
s in m AJ P
avons désigné par a. Si par exemple on avait a , ou - - , ou - ^ , égal a x ,
on en tirerait MP = { AP. Quelle que fût donc la longueur de AP , il faudrait que celle de MP en fût la moitié. ^ ■'T
Mais si a, au lieu d’être donné en nombres, était représenté par une droite , il faudrait encore , pour qu’il ne restât rien d arbitraire dans la posi-
AJP
lion de BN, que l'unité de ligne l fût aussi fixée ; car alors de = a ,
Ji r
on tirerait l •. a w AP : AIP; ce qui ferait trouver MP , quand on aurait pris AP k volonté.
Dans l’équation y=ax, il suffit de fixer a, avec l'unité de ligne, et l’angle des coordonnées, pour que ia ligne soit déterminée ( n°. H9); mais c’est qu’alors on a déjà la condition (jue cette ligne passe par l’origine.
125. Si la droite, au lieu d’élrc placée comme BJf, l'était comme DO, il est facile de voir qu’on aurait y = ax — b; mais il n’est pas besoin de changer^pour cela i équation , il suffira de prendre b en moins lorsque cela sera nécessaire.
126. L’examen que nous avons fait de l’équation y-=ax, pour les quatre angles des axes , peut nous éviter la peine d'en faire un semblable de l'équRtion yz=ax-i~b; cependant il faut faire attention à ceci: que les deux droites BN, DO, accompagnant en quelque sorte la ligne AM, qui est placée dans le premier angle et dans le troisième , on a , pour ce cas , a en -H ( n% 122); mais que si le système des trois droites, tournant sur le point d, se plaçait de manière que AM fût dans le second angle et le quatrième, on aurait alors a en — ( n®. 122 ) ; b ayant toujours le signe pour li( ligne d'en haut et le signe — pour la ligne d’en bas.
127. Si dans ce mouvement AM se plaçait sur l’axe des x ; les droites BN, Du, se trouveraient alors parallèles à cet axe ; en même tems l'angle fr% serait devenu nul , ainsi que son sinus ; et la longueur de b aurait plus ou moins changé. Mettant donc zéro à la place de sin m , et i' à la place de b,
dans l’équation y = x A- b, elle deviendrait y=z-i- U, C’est l’équasin n * '
lion d’une droite parallèle à l’axe des a:. Je dis....
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Si AM te plaçait sur l'axe dea y, les lignes BN, DO, se trouveraient
parallèles à cet axe ; en même tems l’angle n serait devenu nul , de même
que son sinus , et 6 , après avoir été 2b, 3b, ib, etc . , aurait enfin acquis
. . . . sinm b , .
la longueur - . L équation devenant ainsi y = ■ a; ± - , on en tirerait
6 ir
X — -I — : ; ou, en désignant cette valeur par b', et remettant le signe
sin m
+ en haut, x = ±b‘. C’est l’équation d’une droite parallèle à l'axe des y. Je dis a: = -t-
Ainsi dans la parallèle à l’axe des x, l’ordonnée devient constante , tandis que l’abscisse varie et prend toutes les grandeurs possibles ; et c’est le con* traire dans la parallèle à l’axe des y.
128. Après avoir vu comment de la ligne droite on allait à l’équation de cette ligne , essayons de retourner de l’équation à la ligne , ou , comme on dit , cherchons le lieu de cette équation :
y = ax + b,
comme si nous ne savions pas à quelle ligne elle appartient.
Nous pourrons d’abord l’écrire ainsi y — b-=ax; or y — b est une variable , puisque y l’est , mettons donc z à la place de y — b, et nous auions ;
z = ax, ou- = a; et si nous trouvons la valeur de z, nous aurons aussi
celle de y en ajoutant à z la constante b , puisque y~b=zz donne. . . . y=z-4-6.
Cela posé, l’équation ^=a, nous dit que le rapport de l’ordonnée à
l’abscisse est constant ; d’où il résulte :
z : X : : z' ; : ; z" : ar" : : etc.
Si nous supposons donc arbitrairement que XX , fig. àà, étant l’axe des X, et .<4 l’origine, les points M, M' , M" , etc. , appartiennent à la ligne que nous cherchons , il est clair qu’en menant jusqu’à la rencontre de XX' , et sous un angle quelconque , les parallèles MP, MP , M'P' , etc. , qui seront les ordonnées z,z',z", etc., on aura:
MP : AP .'.M'P V. AP V. M'P' : AP' .'. etc.
Ainsi joignant AM, AM , AM" , etc. , les triangles AMP, AMP, AM" P', etc. auront un angle égal en P, P, P', etc., compris entre côtés
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proportionnels , et seront par conséquent semblables. Donc les angles MA P , Af A P' , Ai" AP" , c\.c., tarant égaux, et AM ^ AM' , AM", etc.,
qui paraissent distinctes dans la figure , n’auront qu’une seule et même direction. C’est-à-dire que tous les points A/, M' , M" , etc. , de la ligne que nous cherchons seront avec l’origine A sur une seule et même ligne droite.
Supposons que cette ligne soit AM, fig. 43, son ordonnée sera MP=z, et si l’on mène à AM une parallèle quelconque £N, chaque ordonnée MP ou Z sera augmentée d'une quantité, constante MN=AB, qu’on pourra supposer égale k b ; on aura alors NP = MP AB=z-\-b:=y ; et I4 droite BN sera le lieu de l’équation y=ax+^«
Z MP
Du reste puisque - = , et que l’on a MP : AP :: sin A : sin M
MP sin A
ou
on a donc a —
sin A sin m
(voyez fig. Ài ),
AP sin M ' " sin M sin n
129. Il faut observer qu’en opérant ainsi nous avons pris arbitrairement le rapport de MP à AP , c’est-à-dire a, et que nous avons aussi pris AB ou 6 à volonté ; mais si a et 6 étaient des quantités données , soit en nom-r bres , soit en lignes , on ne pouirait plus les prendre en quelque sorte au hasard. Cependant on pourrait , dans tous les cas , les représenter par des di'oites.
Reprenons l’équation z = ax, elle donne / : o :: a? : z (n*. 41 ); >insi 3 est une quaünème proportionnelle à l’unité de ligne l, que l’on suppose connue (n*. 124), à la ligne donnée a, et à une certaine abscisses prise à volonté : on déterminera donc ainsi z. Alors sur une droite indéfinie , XX , fig. 43, on prendra AP — x, et l’on mènera PA/=z, faisant avec AP un angle égal a celui des coordonnées, qu’on doit aussi supposer conni| pour que la droite soit déterminée par son équation ( n°. 124) ; AM sera le lieu de z — ax. Cela fait, si par l’origine A on mène la droite Yï' parait lèle à A^P, elle sera l'axe des y; faisant encore AB=b, puis menant BAf parallèle à AM, cette droite B N sera le lieu de la proposée y=sax-{-b,
130. On pourrait aussi trouver la ligne en question de cette n^anière : Cherchons d’abord si elle rencontre l'axe des y et dans quel point. Il est évident que lorsqu’une ligne rencontre l’axe des y son abscisse est nulle ; or si nous faisons x = ziro l'équation donne y = b; ayant donc mené les deux axes .TA', YY' , fig. 41, nous prendrons AB=b pour l’ordonnée dp l'origine ; et la droite que nous ebereboss, puisqiie nous savons bien qu#
SB lA LIGNE droite: HQUATIONI, c'est une droite (n®. 128), devra déjà passer par le point B; il n’en faudra plus qu’un pour la déterminer. Voyons donc si elle rencontre l’asc des x et où; faisons pour cela y=zero, car l’ordonnée est nulle lorsque la ligne l'encontre l’axe des x, l’équation nous donnera, par cette supposition,... b
ar= i d'où nous tirerons , en laissant de côté le signe , a : b :: l : x:
cherchant donc une quatrième proportionnelle à a, 6, et/, nous la porterons de A en C sur I axe des x , à gauche de l’origine à cause du signe — ; et par les points C et B, ainsi déterminés, nous mènerons la droite CBN y qui sera toujours le lieu de l’équation y =zax + b.
131. Ce dernier procédé nous a fait connaître quelques circonstances du cours de la ligne ; Toyons-cn d’autres.
1*. Supposons a et ô en -i- :
Si X est aussi en 4- et va toujoui-s en augmentant , l'équation prouve que y ira aussi en augmentant sans cesse. C’est-à-dire que la ligne s écarte indéfiniment de l'axe des x et ne le rencontre plus vers la droite.
•Si on prend x en moins , ou vei's la gauche de l’origine , on aura
y — — ax-\-b; et tant que cix sera plus petit (juc b, y sera encore en-+-, ou au-dessus de l’axe des x; mais comme le terme ax augmente en même tems que x, b — ax ou y diminue, et cela jusqu’à ce qu’on ait ax — b; car alors b — ax ou y se trouve nul, et la ligne, comme nous l’avons déjà vu, rencontre l’axe des x.
Si X continue à augmenter vers la gauche, le terme ax devient plus grand que 6 , et la valeur de y se trouve en mo'ms; c’est-à-dire que l’ordonnée est au-dessous de l’axe des x. La ligne alors s’écarte indéfiniment de cet axe et ne le rencontre plus.
Il faut observes que ces circonatancc.s se reconnaissent en partie dans la figure , mais que c’est l’équation qui vient de nous les dévoiler. '
2*. Supposons a en -f- et b en — :
Si on prend * en 4- réquatiotv aura la forme y = ax — b, et depuis a; = o, qui dotine yxx: — 6, l'ordonnée sera au-dessous , et deviendra toujours plus petite à mesure que x augmentera , du moins tant qu’on aura rtx < i ; mais lorsque ax .sera égal à ô, on aura ax-^b ou y nul. Depuis là ax deviendra pins grand que b, et ax — ,b ou y prendra le signe et sera au-dessus de Taxe.
Si on prend x en-— l'équation aura la forme y-xx—^ax — 6, et l'ordonnée,
placée
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placée au-desson* de l’axe, ira toujours en augmentant avec x.
Ce* circonatance* appartiennent à la ligne DO , et la figure aidera à le» comprendi'e.
3', Si on «opposait a en — et 6 en +, et 4". si on supposait a en — et b en — , on pourrait conclure de l’équation modifiée pour ce» ca» , suivant qu’on prendrait x en + ou en — , le coui’s de la droite tracée du deuxième au quatrième angle de* axe*, et au-de*«u* ou au-de«*ou* de l’origine.
132. Du reste , déterminer ainsi le cours d’une ligne d’aprè* son équation , reconnaître sa nature , sa forme , sa position , se» propriétés , c’est ce que l’on appelle discuter cette équation; et l’on dit ausssi quelquefois discuter la ligne.
Discuter une équation, c’est donc faire plus que de trouver le lieu At celte équation ou que de la construire (n*, 128). Quand on a construit, ou trouvé le lieu , on n’a pas encore achevé la discussion.
N,£. Essayez de construire 2y-{-x=2, y=— 3+x, y=— x— 1, etc.
CHAPITRE III
Problèmes généraux relatifs à la ligne droite.
133. ^»oL-s savons maintenant qu’une équation qui peut être ramenée h celle foniic y — ax-i-b, appartient à une ligne droite; or il est facile de voir que c’est le cas de toute équation du premier degré à deu.t inconniic.s.
Lorsque les coéfllciens a et b ne sont point donnés , nous savons seulement que la ligne est droite , mais nous ne connaissons pas sa véritable position rel.itivcment aux axes ; pour que cette position soit déterminée , il faut que a et b soient donnés , et que l'on ait de plus l’unité de ligne, et l’angle que font entr’eux les axes (n“. 124).
Ccpemlant il peut arriver que a et ô n’étiuit pas immédiatement donnés, on ait certaines conditions propres à detenniner ces quantités. La recherche des coéiliciens a et b , dans ce cas, donne lieu aux questions suivantes, que l'on rencontre souvent en appliquant l'algèbre à là géométrie.
134. Trouver F équation d'une droite assujettie à passer par deux points domiés.
I..CS deux points en question étant donnés , leur position relativement à deux axes fixes sur un plan est connue ; c’est-à-dire que l’on a la grandeur de leuVs coordonnées ür il est clair qu’on ne demande p.os ici une opération graphique , qui consisterait à tr.acer avec une règle la ligne demandée , en la faisant passer par les deux points donnes : on demande une équation qui soit celle de cette ligne , et qui exprime la condition à laquelle elle est assujettie.
L’équation générale de la ligne droite est y = ax-\-b; elle com|)rend donc la droite en question , comme un cas particulier ; mais il faut trouver quelles sont les valeurs de a et de 6 qui peuvent satisfaire à la condition exigée. Nommons», les ab.scisscs connues du premier et du second point donnés, ctiS, s', leurs ordonnées aussi connues. L’équation générale sera satisfaite quand on y mettra ces valeurs à la place de x et tic y, et l'on aura l’maltanémcnt :
iS =«» -f- 5 , à' = « »' -f- 6.
Voilà deux équations, dans lesquelles », », , sont les connues, a et b
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les inconnues , il faut donc traiter .cm rirjuaiions par l'éliraination , pour en tirer les valeurs de n cl de è qui conviennent à lu ligne , et qui seront exprimées en X, X , fi , fi'.
Si l’on retranche la seconde équation de la première, on a.
fi — Û'=a(* — X ) , d’où l'on tire :
et — et
mettant celte valeur de a à la place de cette lettre dans la première équation, on obtient:
fi — fi' X S — B X
En substituant cette môme valeur de a dans la seconde
équation
on aurait :
Mettant enfin les valeurs particulières de a et A dans l’équation de la ligne droite, on trouvera pour Icquation demandée :
générale
135. On pourrait donner à cette équation une forme plus simple; il faudrait pour cela, en substituant la valeur de b dans l'équation générale, premlre cette valeur sous l’une ou l’autre des formes qu'elle a en (Aj et (B) avant la réduction ; on aurait ainsi :
S — .S B — fi! fi — 3. B — fi'
y=- ou y= -X + B .x'i
« — * «—fl* (t — % X—, tt
d’où l’on tirerait :
fi — B
y— e = .(X — »)-.-CC),
ce — • «
et ^ at
équations qui reviennent l’une à l’autre, comme il c.st facile de le vérifier.
N. B. J’ai préféré faire tout ce calcul de cette manière , parce que les commençans aiment à retrouver dans les équations, au moins pour le premier moment, les foimes (|u’ils connaissent.
136. Si dans cette équation , sous l’une ou l’autre de scs formes , on fait x = «; on trouve y= B, comme cela doit être, et réciproquement si l’on
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fait y = fl , on trouve x = «. De même si l’on fait x = «’ , on trourey = 8 et réciproquement.
Si l’on fuit fl = 3' , ou fl — fl' = O , on trouve y — fl , pour toutes les valeurs de X , c’est-à-dire que l’ordonnée est constante , ou que la droite est pnralléle à l’axe des x ; ce qui doit être puisqu’elle passe aux extrémités de deux ordonnées fl et fi" qu’on vient de supposer égales (n*. 127).
Si l’on fait«=«' ou « — «' =o, on trouve x= «, pour toutes les valeurs dey; ce qui signifie que la droite est {xai'allèle à Taxe des y; comme cela doit être, puisqu’elle passe par deux points qui ont la meme abscisse, ou qui sont également éloignés de l’axe en question (n®. 127 ).
Si l'on fait «=oet 6 = o,un des points donnés sera l’origine, et l’équation deviendra:
fl sin m
y — -x, ou y = -: ou y — ax;
car fl' : : s/n m : sin n. Ce serait la même chose si l'on falsoit ■’ = o et fl" = o.
Si l'on supposaitfl = o etfl' = o on trouverait y = o, pour toutes les valeurs de X ; parce qu'alors la ligne ne serait autre chose que l’axe même des x (n*. 120).
Si l’on voulait enfin que » et «' fussent nuis , on trouverait x = o , pour toutes les valeurs de y ; et en effet la ligne deviendrait l’axe des y ( n*. 120 ).
137. Du reste, on voit facilement dans la fig. 45, que la distance * des deux points dont les coordonnées sont « , fl et , fl' est un côté d'un triangle dont les autres côtés sont ■ — a' et fl — 8. Si l’on désigne donc par r l’angle des coordonnées , celui qui est opposé à i sera , dans la disposition de la figure , son supplément , et son co.sinus aura un s’tgne contraire; d'après cette observation et d'après le n'. 100, on aura:
»=V («-«')'-+ (fl-fi')’ + 2f«-.')(fl-fl)^.
Ce serait la même chose si les plus petites coordonnées étaient «, fl, et les plus grandes x, 8; car- les deux carrés resteraient les mêmes, et le dernier terme ne changerait point par un double changement de signe.
Si la droite était placée comme dans ta fig. 45. bis , l'angle opposé à î serait r meme, et le dernier terme de la fonnule semblerait devoir prendre le signe moins (n®. 100); mais d’un autre côté fl— ■fl' serait aussi en moins, ce qui redonnerait le signe plus.
Si la droite ctoit parallèle à l'axe des x , il est clair qu’on aurait fi' = fl
■ ELATIFt A LA LIGNE DROITE.
et par conséquent fl — «’ = o ; ensorte qu’on trouverait + — «')•
Si elle était pai-allcle à l’axe des y , on aurait »=:«, « — » = o, d'où U résulterait î=+(fl — fl")-
Si elle passait par l’origine des abscisses , et que ce point fût un des deux dont on cherche la distance, par exemple celui dont les coordonnées sont désignées par , û’ , ces quantités seraient nulles , et la fonnnle générale donnerait : ^
. \/ . . , . COJ y
»= y •»+fl’ + 2>fl
Si on voulait supposer en même tems la droite parallèle à l’un des axes ou à l'autre, elle ne serait plus que ces axes eux-mêmes, et l’on aurait ou . . . B — Q ou « = O ; d’où il résulterait >=±« ou > = -I- fl.
138. Dans tous les cas , si l’angle des coordonnées était droit , on aurait cos y = O , et la formule générale deviendrait ;
> = V («_.')»-+-(fl_tf)».
139. Si l’on n’avait assujetti la ligne qu’à passer par ufl seul point donné ( a , fl ) ( • ) , en mettant « et fl à la place de i et de dans l'équation générale >-= oo: -f- û , on n’aurait eu pour déterminer a et b que l’équation. . . B = b. C'est-à-dire que la valeur de a aurait toujours été exprimée en û , ou celle de 6 en a ; ainsi il aurait toujours fallu fixer au moins une de ces quantités pour que la position de la ligne fût déterminée.
Si de l’équation précédente on tire la valeur de b exprimée en a , on a b = S — mais si l’on prend la valeur de a exprimée en b, on trouve
a = ce qui donne ces deux équations:
y = ax + (6 — a») ... (£>,
qui peuvent être considérées comme étant chacune l’équation de la droite en question.
Mais il faut observer que lorsque b est connu, il y a alors un second point donné par lequel passe la ligne ; c’est pourquoi les équations du
(*) J’entcuds un point dont les coordonnées sont s et fl ; J’eroploirai désormais, d’après Francueur, cette expression abrégée.
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n“. 13.5 redonnent lorsqu'on y fait »' = zéro et B z=tb.
Du reste, si l’on donne a (£■) et à {F) les fonnes suivantes :
on verra mieux leur analogie avec celles du n®. 13-5; et de celles-là on fera ressortir (A') , tout comme on en a fiit ressortir (F) ; car que *' ettf soient
(8 _ iS*
connus ou non , on a toujours i = a,
1 iO. Nous venons de considérer une seule droite , nous allons en considérer deux, qui seront nécessaireraent , l'ime à l’égard de l’autre , ou parallèle», ou perpendiculaire», ou obliques.
t-il. Trouver F équation d'une droite parallù'e ù une autre droite donnée.
Soit y •= ax -{-b l’éijuation de celle-ci :
1®. Si la parallèle demandée peut être plus ou moins éloignée de la droite . donnée , il suiRra qu’elle fasse avec les axe.» les memes angles qu’elle ; la quanütc a sera dijnc la meme; mais non la quaniitc b, qui pourra être prise à volonté; et l’on aura d'apres cela >i = <7x -h 6', pour l’équation de la parallèle ; b' pouvant être plus ou moins grand
2®. Si la parallèle est assujettie à pas.scr par un point («, B) il Aiudra qu’on ait B=a*-{-b', ce qui donnera b' — B — a«,ct substituant on obtiendra :
jp = «7X-f-(fl — fl“), ou y — B = a ( X — «),
pour l’équation de la parallèle menée par le point donné.
C'est l’équation (£) ou (£') du n“. t.3y, mais nous avons préféré refaire ici le calcul , pour être mieux compris de» commençans. D’ailleurs dans le n“. 139 a. est quelcon([ue, tandis qu’ici la valeur de a doit cire la même que dans l’équation de la droite donnée.
142. Venons aux droites qui se rencontrent, et voyons d’abord comment on peut trouver ta valeur des coordomtées du point d' intersection de deux' droites do?tC on a les équations.
Soient ce» équations y — ax -f- 6 , jr = a'x b' ; on doit supposer que les qmuitités a, b, a', b', sont constantes et connues, car sans cela le» droites ne seraient pas données. Quant aux variables x et y , on peut bien faire que les x soient toujours les mêmes pour le» deux lignes , mais alors les y correspondan» différeront en général entr'eux d’une ligne à l’autre , et
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réciproquement. Il y a cependant une exception , c’est pour le point où le» lignes se coupent ; là les coordonnées sont les mêmes pour les deux ligne» et sont constantes ; en les désignant par ■» et s , on aura : s O. « -j- b , B U * -J- b' j
et de là on tirera, par 1 élimination :
b' — b ^ ab' — ba'
Alors si a' devient égal à a et b' à b, on aura « = g et 3 = 9, valeur» indéterminées, répondant au cîïs où le» doux lignes coïncident et où le point d’intersection c.st par tout ; comme cela doit être par la supposition que nous venons de faire.
Si et' = « seulement , les valeur» des coordonnées ■ et 3 prennent la forme g; ce qui indique que les deux droites ne se rencontrent cpi’à une distance infiniment grande, ou plutôt qu'elles ne se rencontient pas du tout, et que par conséquent elles sont parajicles; comme cela doit être aussi quand on a et = a, et qu'on n’a pas b' = b ( n", 141 ).
143. La méthode que nous venons d emplojer pour trouver les coordonnées du point d’intemection de deux droites , peut s’appliquer à deux lignes quelconques tracées sur un plan , car on raisonnera dans tous les cas comme nous avons fait dan» celui-ci.
144. Trouver l'équation d'une droite perpeiuliculaire à une autre droite donnée ( n“. 1 4« ).
Si la droite passe par l’origine des abscisse» , comme la première droite, fie. 46 , on a ar : V ; : sin n : sin in , ou y = x :
" •' ^4êMn
c’est l’équation de celte première droite ; et l’on connaît m et n , puisqu’on suppose la ligne donnée.
Maintenant si on lui mène la première ligne perpendiculaire , passant aussi par l’qrigine des abscisses, on aura pour celle-ci, comme on le voit par la figure x: — y : : s'in q : sin p , ou y = — ^-£ x.
Or dans le grand triangle, qui comprend les deux autres, l’angle w+p est droit, donc n et q sont complémcns lun de l’autre. Ainsi l’équation précédente devient y = — x.
Faisant, comme à l’ordinaire, é"— = n , et représentant de plus par la lettre c , les deux équations deviendront : y = ax, y = — ex.
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Cda po«é, 81 la première droite et sa perpendiculaire s’écartent inégalement de l’origine des abscisses , toujoms parallèlement à elles-mêmes , et deviennent la seconde droite et la seconde perpendiculaire , il est clair qu'elles auront alors pour équations :
yz=zOX-\- b , 31 = — ex -{-b'.
Mais si l’on avait assujetti la perpendiculaire à passer par- un point («, fl), les deux équations auraient été celles-ci :
y=.ax-\-b, y B = c{x «).
145. Si l'angle des coordonnées est droit m et n sont coraplémens Tun
de l’autre , et puisque a = f , il est clair que l’on a aussi
<•« "■ , _ 1 Ensortc que les équations des deux droites sont en
général :
y = ax + b, y = — +
ou lorsque la seconde est assujettie à passer par un point ( « , -fl ) : y = ax + b, y — fl = — }(x — «).
146. Trouver la longueur de la perpendiculaire , depuis le point dont les coordonnées sont « et fl , jusqu'à la rencontre de F cadre ligne.
On voit par le n“. 137 et la fig. 47, que l’on a pour cette longueur :
V eos y
ce que l’on peut écrire ainsi :
V . cos y
(a: — .)» + 0-fl)‘4-2Ca^— -)()'—«) -y-.
Cependant ce n’est là que la formule générale de la valeur de t; il faut pour l’appliquer au cas dont il s’agit ici, y mettre à la place de x — « et et de y — fl les valeurs de ces quantités , tirées des équations des deux droites.
L’équation de la perpendiculaire est
y — fi = — c(x — «);
celle de la droite est y = ax + b; mais pour la comparer plus facilement à l’autre , on peut lui donner cette forme :
y — fl = cur+ô — fl; de ces deux équations il résulte celle-ci :
ax-^-b — fl = — c(x — «).
Pour en tirer la valeur de x — «, qui doit être substituée dans celle de ï, nous pourrons encore l’écrire ainsi : a v
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(vr — fi«+rt«+6 — B =. — (x — « ) ; on obtiendra alors facilement :
Mettant donc cette valeur, à la place de x — », dans l’équation de la'ptrpendiculaire , on aura :
/fl — a* — Av
y — fl = — c { — \
V a + fl '
Substituant enfin dans l'expression générale de t les valeurs de x — « et de y — fi, que nous venons de trouver, et faisant pour abréger î^-=e, nous aurons :
. X /"I + c* — 2ce
» = (fl - a. - A ) Y J
147. Si l’angle des coordonnées est droit on a y =m4-«=100®, et
par conséquent e = zéro; on a aussi fl = î (n". 145), et par conséijucnt
. . , , . V. («’ + iy 1+fl’ _ 1
f» =. , ( fl
Alors la formule se réduit à ceci :
fi — a« — A
(a -J- fl )’ a’ + 1
148. Deux droites étant données par leurs équations, trouver l'expression du sinus, du cosimu, et de la langente de F angle que ces droites forment enlr’elles ( n°. 140 >.
Soient y = ax-\-b , y = céx-{-b' , les équations de ces droites; .... a, a', b, h’ sont connus. Mais il est évident qu’on peut faire mouvoir ces droites , parallèlement à elles - mêmes , jusqu’à ce qu’elles passent toutes deux par l’origine des abscisses, sans changer par la l'angle qu’elles font entr’elles. Leurs équations seront alors y — ax, y = a'x ; ensorte que les quantités A et A' ne doivent point entrer dans les expressions du sinus , du cosinus, et de la tangente, qui sont indépendantes de ces quantités.
Si sur la seconde di’oite , fig. 48 , on prend AL égale au rayon des tables R , et que du point L on abaisse sur la première droite la perpendiculaire IS , cette perpendiculaire sera le sinus dont il faut trouver la valeur. Or cette valeur est pour ainsi dire toute calculée dans la dernière fomuilc du n“. 146; mais il faut y introduire a' à la place de • et de fl.
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Comme » et B sont des coordonnées de la seconde droite, on peut les mettre à la place de a? et de y dans l'équation de cette droite , et l’on a :
fi = a'«.
D’un autre côté le triangle donne (n®*. 137. 1^6 ) :
Æ> = «* + fl*4-2e.»fi.
De ces deux équations on tire par l’élimination :
fl:
Mettant ces valeurs dans la dernière formule du n'. 146, et observant que b = zéro , on obtient , toutes réductions faites :
• rjr dA/ (a' — «)’ H-C> — 2cc
sui F AL — R ^ — ,
Et comme en général le cosinus est égal à la racine du carré du rayon
moins le carré du sinus , on trouve :
cos
FyL = R\li-
Enfin, puisque la tangente vaut le rayon multiplié par le sinus et divisé par le cosinus , on a :
tang F AL ~ R ^ -
(a'— a)»(l4-c>— 2ce)
( l+a'’4-2aV; (a+c)>— (a'— a)*(l4-c*— 2ce)
149. Si les droites sont parallèles, a' = a, et les formules donnent. . l sin FAL — zéro ^ cos FAL = R^ 1 =Æ, et tang FAL = zéro , comme cela doit être.
Si les droites sont perpendiculaires, a' = — c, et les formules donnent sin FAL = R\/\ = R,cos FAI. ~ R^ 1 — 1 = zéro , tang FAL —
= 1 = 5 , au.ssi comme cela doit être.
Si l’angl FAL était égal à m — /i , on aurait LAX — m — (m — n) = n ,
etLAyx:n-\-(m—n)=zm. Or a*= - — ; donc a' = ■ ^ = i Alors
sm LAY sin m
l’équation de la première droite étant y = ax, celle de là seconde est ... . y = I X. Dans ce cas les deux triangles AFx , AQx , sont semblables ; car , outre l’angle commun , ils ont chacun un angle égal à m et un égal à n.
150. Si l’angle des coordonnées est droit, on a les valeurs du n®. 14T, qui substituées dans les formules du sinus, du cosinus, et de la tangente , donnent :
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iin F AL
cos F AL \
\/ 1 -f- et* ’v/ 1 -f-
/a»o F AL , -
aa
Alors, si les diûiles sont parallèles, en faisant a' = a, on a, comme au n*. 1-49, le sinus nul, le cosinus égal au rayon, et la tangente nulle. £t si elles sont perpendiculaires, en faisant a = — j (n“. 144. 145 ), on a le sinus égal au rayon, le cosinus nul , et la tangente |.
151. L’angle des coordonnées étant toujours droit, on peut se servir des formules précédentes pour faire le chemin inverse de celui que nous venons de faire.
Ainsi veut-on que les lignes soient parallèles? on écriri) la valeur du sinus égale à zéro, ou celle du cosinus égale au rayon, ou enfin celle de la tangente égale à zéro, et de l’une ou de l’autie de ces équations on tirer» également a! -=a.
Veut-on que les lignes soient perpendiculaires ? on écrira la valeur du sinus égale au rayon, ou le cosinus zéro , ou la tangente et l'on obtiendra, de l’une ou de l'autre de ces équations, cé ~ — ou, ce qui revient au même , 1 -J- ad = zéro ; ou encore ad = — 1 (*).
^*) En général a=^j, et dans le cas actuel '^ = —5^ (n*. 145 ) ; ensorta »ue no' = — 1,
CHAPITRE IV
Problèmes pm ticidiers relatifs à la ligne droite.
152. Supposons deux axes rectangidaîres , et une droite passant par Forigine des abscisses, F équation de cette droite étant donnée, ou de~ mande celle dune autre droite qui partagerait en deux parties égales F angle que la première fait avec F axe des x.
Soft ye=ax l’équalion de la première droile, et y — kx, celle de la seconde ; on connaît a et l'on veut trouver k exprimé en a.
Or la seconde droite fait avec l’axe des x un angle dont la tangente est Rk ( n'”.. 121 et 150 ) , et elle fait avec l’autre droite un angle dont la tan- R(a — k) „
gente est ) 7 et comme ces deux angles sont égaux , Icui's
deux tangentes sont égales ; on a donc
i~hak
équation de laquelle on tire ccllc-ci:
k‘-i,tk~l=o....O)f
laquelle étant résolue donne :
Ensorle que l’équation demandée est
Elle est double , parce que la droite donnée fait avec l’iuce des x , deux angles, et qu’il y a par conséquent deux droites qui partagent ces angles chacun en deux parties égales.
Du reste on voit par l'équation fl) que le produit des deux valeurs de k égale — 1 ( Algéb. n®. 4ü3 ); désignant donc ces valeurs par k et P , on a kk' = — 1 , ou Wf -i- 1 = o; d’où il résulte que la droite qui passe au milieu de l’angle de la gauche est perpendiculaire à celle qui passe au milieu de l’angle de la dr oite ( n®. 151 ). Et U est facile de voir que cela doit être ainsi.
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153. Etant donne T angle que font entr' elles deux drcilcs AB, AX, ( fig. 49 ) déterminer dans F intérieur de cet angle un point C tel que si de ce point on mène wie parallèle à Fune de ces lignes, à AX par exemple, on ait CD = AD.
Prenons une des lignes , AX par exemple , pour axe des abscisses , et Je sommet A de l'angle poui" l’origine , supposons de plus que les axes se rencontrent à angle droit; celui des deux dioitcs étant connu, si l'on divise sa tangente par le rayon, et qu’on appelle le quotient a, on aura (n®*. 121. 122 ) y = ax pour l'équation de la droite AB , a étant donc connu. Maintenant si le point C était trouvé, et que l’on menât par ce point la droite .dC, il est clair que tous les points de cette droite auraient la même propriété que le point C ; c’est donc cette droite qu'il faut mener. Désignonsla par cette équation y =■ kx ; il faudra trouver A' inconnu, exprimé en a connu.
Représentons les coordonnées du point C , par » ,B , et celles du point D par fl, nous aurons, par les équations de AB et de AC, fl =T£ï«' , fi=k «... (2).
Or a est connu, et l’on peut supposer que « l’est aussi, parce qu’il résulte de ce que nous avons dit qu’on peut le prendie à volonté ; on a donc
D’ailleurs la grandeur de AD est q/ «'* + fl*, et celle de CD est « — et ces deux quantités sont égales , ce qui donne :
Effaçant les termes qui se détruisent , et substituant les valeurs de S* et de «' , tirées de l’équation (2) et de l’équation (3) , on trouve :
•* A* = «* + 2 — A ou A*-}~ - A — 1 = 0 .
Cette équation étant la même que l’équation (1) du n®. précédent , prouve que la droite AC partage l’angle BAX en deux parties égales; il est donc facile de la mener et de trouver ainsi le lieu de tous les points C, qui ont la propriété indiquée.
Une droite perpendiculaire à AC, serait dans l’angle BAX' le lieu de tous les points ayant la même propriété fn®. 152).
On peut remarquer que « a dispani de l’équation ; c’est qu’en eflet la valeur de A, ou, ce qui revient au même, la valeur de l’angle C'.-J-l , n«
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dépend point de la grandeur de l’abscUsc », que l’on peut prendre à volonté, comme nous l’avons déjà dit.
15-i. Détarmifier coimnent s'entrecoupent les trois perpendiculaires abaissées des trois sommets d'un triangle quelconque sur les côtés opposés.
Si le triangle est rectangle , il est clair que les perpendiculaires en question s’entrecoupent au sommet même de l'angle droit.
Si le triangle est acutangle ou obhisangle comiTTe A»C, fig. 50 , pour avoir quelque chose d’uniforme, prenons le plus grand côté..^« pour l’axe des X et. pour l'origine , et supposons que les coordonnées sont rectangulaires. Désignons le plus grand côté A* par «, et les coordonnées du point C par , iS', l’équation de la droite AC sera de la forme y = ax ;
mais comme elle passe par C, on aura ft = a» , d’où a = donc l’équa-
tion de la droite AC deviendra y—^x. Et par conséquent l’équation de la
perpendiculaire « E , assujettie à passer par le point • ( « , zéro ) , sera . . . (n“. 1-44. 145. ) :
Sur quoi il faut observer que les quantités « , ■ , , sont connues quand le
triangle est donne ; mais qu'elles restent indéterminées quand le triangle est quelconque, comme nous l’avons supposé.
Maintenant l’équation de la droite «C, assujettie à passer par deux points «et C ( « , zéro ) ( «' , /*■ ) , sera ( n*. 134) :
et celle de la perpendiculaire assujettie à passer par le point A (zéro, zéro > sera (n“. 144. 145):
I Or les deux pcrpendicuLiires que nous venons de considé;rer ont dans
leur point de concours les mûmes coordonnées ; ainsi dans leurs deux équations (4) et (ô), y a. la même valeur et x aussi (n". 142. 143). Les seconds membres de cés étjuations sont donc égauç et donnent :
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'd’où l’on tire bien vite x = jS'. Il en résulte que la perpendiculaire abaissée du point G sur A» , et qui est ici l’ordonnée y, aboutit au même point ((ue celle qui est abaissée du point C sur la même ligne A « ; c’est-à-dire qu’elles se confondent.
Ainsi les trois perpendiculaires abaisse'es des trois sommets d'un triangle quelco)iqiie sur les côtes opposés , se coupent dans un seul et même point. D’où résulte pour les mener cette construction fort simple :
Comme l’angle inscrit appuj’é sur le diamètre est droit, il faut sur le plus grand côté • , pris pour diamètre , décrire une demi-circonférence , et par les point.s E et F où elle rencontrera les côtés du triangle ou leurs pro^ longemens , mener les droites «E et AF, puis par leur point de concours G et par le sommet C du triangle mener CG» ; ces lignes seront les perpendiculaires.
155. Avant d’aller plus loin faisons une observation assez importante. On a vu dans ce chapitre, et dans les chapitres 1 et 3 de la première partie, deux méthodes bien differentes pour mettre en équation les problèmes de géométrie: “l’une, dit Lacroix, consiste à déterminer les équations des lignes qui contiennent les points cherchés , en partant des propriétés de ces lignes ; ” c’est celle du chapitre actuel ; “ et l’autre à déduire immédiatement de la considération des U'iangics semblables et des triangles rectangles que présente la figure résultante du problème supposé résolu , en s’aidant même de quelque construction préparatoire, les relations des droites qui détenninent la position de ces points; ” c’est celle des chapitres i et 3.
“ La première de ces méthodes , quelquefois plus élégante que la seconde , est toujours plus générale; mais la seconde est souvent plus simple; et cela doit être, puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, et qu'on pai't de propriétés plus voisines de celles qu’on cherche à découvrir. ”
Voyez, par exemple, le problème du n®. 153, il n’est pas seulement besoin de le mettre en équation. Si on le suppose résolu, on a dans la fig. -i9 CD = AD , ensorte que le triangle ACD est isoscèle ; les angles DCA, DAC sont donc égaux : mais DCA — CAX, à cause des parallèles , donc DAC = CAX ; donc la ligne AC pai tagc l’angle BAX en deux parties égales.
156. Pour comparer les deux méthodes dans une question un peu pliu difficile que celle-ci, reprenons celle du n®. 22 et essayons de la résoudie par les équations des lignes.
PROBtfeMES PARTICULÎEKS
Étant donnés les trois colés du triangle ABD ^ fig 51 , trouver sa surface.
Rapporton» ce triangle aux deux axe» rectangulaires , AX, AV, dont un pourrait être dirigé suivant un des cotés, mais que nous placerons comme dans la figure pour rendre le calcul plus général. Afin d’avoir la hauteur du triangle, abaissons du point d , qui est l’origine, la perpendiculaire AF ou î sur la base BD ou a, nous aurons pour la sui'face | «ï; il ne reste ■donc qu’à trouver
La perpendiculaire tombant sur BD , il faut pour avoir sa longueur établir d’abord l’équation de la droite BD. Or celle-ci passe par deux points B et D ( *' I ^ ^ son équation sera donc ( n®. 134 ) :
Dans cette équation le coélficient de x est la valeur de la lettre a de la formule du n". 147, qui nous donnera î, et le terme sans x ni y est la valeur de b de la même formule. D’ailleurs « et fl, qui désignent la les coordonnées du point d’où part la perpendiculaire (n®. 146), sont ici nuis , paixe que ce point est l’origine. 11 résulte de tout cela que :
Mais dans notre triangle BD ou a vaut le dénominateur de cette, valeur de 1 ; donc
Du reste, il ne faut point confondre ccta ,qui exprime le côté .ff/),avcc le a de la formule n*. 147; on a mis à la place de celui-ci sa valeur , et il a disp.'ii'u , de même que le b de la formule , qui n’est pas non plus celui du triangle.
Ç2uant à la surface demandée on voit donc qu’elle vaut :
5 = K «'fl' — «'fl' ),
Et cette expression mérite d’étre remarquée, parce quelle donne la surface en fonction des coordonnées de la base , qui suffiraient ainsi seules pour calculer la surface , lors meme que les côtés ne seraient pas donnés.
Pour avoir cette valeur en fonction des côtés, comme dans le n®. 22, et comme le problème le demande , il faut faire ici quelques transformations.
Nous
B>tATirS A lA ItON* DROIT*.
Nous ayons vu d’abord que le dénominateur de » avait pour valeur a, ou le côté sur lequel tombe si on l’éléve au carré, pour n'avoir plus deatgue radical , on U'ouve :
Mais = et retranchant ces valeurs de l'équation
précédente , on a
.V'+Ay'=i(ô« + £p — a‘J ;
puis, en carrant,
«'V'* + + 2«'.'W'=: ' (ô* 4 . fp _ a*)\
D’un autre côté on a (.'• + <'*) ou, en effectuant Ta
multiplication ,
4 fl- 4 4 — l,* (fi.
retranchant de ce résultat l’avant dernière équation , on obtient :
extrayant la racine des deux côtés il vient ;
— «' >" =l\/Àli*cP — (i’ 4 d* ■“ «’)* ;
substituant enfin cette valeur dans la formule de la surface, on retrouve,' comme au n*. 22 ;
CHAPITRE V
De la transformation des coordonnées.
157. !Nod 8 avons vu que l'équation de la ligne droite est plus simple quand cette ligne passe par l’origine; nous avons vu aussi que la plupart des formules relatives à la ligne droite se simplifient quand les coordonnées sont rectangulaires. Or nous pouvons bien prévoir qu’il y aura quelque chose d’analogue pour les équations des lignes courbes , suivant la manière dont l’origine sera placée et suivant l’angle que les axes feront entr’eux. Il pourrait donc être avantageux « lorsqu’on aurait l’équation d’une ligne , de savoir trouver la fornJe que prendrait cette équation en rapportant la ligne à d’autres axes ; c’est cette opération qu'on appelle la tramforinalion des coordonnées.
Nous allons parcourir les cas suivons: 1*. changement d’origine et non de direction, 2®. changement de direction et non d’origine, 3®. changement d'origine et de direction.
, Changement d origine et non de direction.
168. Soient AX, AY , fig. 52, les anciens saes,A‘X , A*y , les nouveaux parallèles aux premiers. Les coordonnées de la nouvelle origine A' , relativement aux anciens axes, doivent être connues, et nous les désignerons par f et g. Cela posé les anciennes coordonnées du point M étant x ,y, et les nouvelles sé , y’ , on voit par la figure que l’on a o?=/+x', y = g + y'.
Si l’on met donc ces valeurs à la place de x et de y dans l’équation donnée d’une ligne, on aura l’équation de la même ligne rapportée aux nouveaux axes. Mais il faudra prendre f cl g avec les signes convenables, suivant la mamère dont la nouvelle origine sera placée relativement à l’ancienne.
Par exemple, l’équation de la droite CN, fig. 43, étant y = ax + b, si en veut qu’elle passe par l’origine, il suflira de transporter l'axe des y
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parallèlement à lui-mème jusqu’en C, sans changer l’axe des x, on aura donc f AC Ç.X. g = zéro. Mais pour savoir ce que vaut AC, il n'y a qu’à faire y = zéro dans l’équation de la droite y = ax + b\ on a alors O = ax + ^ > d'où X — — t = — AC. Donc f=z — 'L,g =. zéro ; .... donc x = — ^+x',y = ÿ; donc l’équation y = ax + b, devient . . . y' = aC — ^ + + ou y' = ax^ ; et c’est en effet ce qu’elle doit être
puisque la droite passe par l’origine et que les angles m et n n'ont point changé. En partant de cette nouvelle équation et faisant le chemin inverse on retournerait à la première équation.
Par exemple encore, puisque nous avons eu — x* pour l’équa-
tion du cercle , quand les coordonnées sont rectangulaires et que l’origine estaucenti'e (n*. 115), si nous voulons, en laissant les axes à angle droit, transporter l’origine à l’extrémité. du diamètre, en A fig. 40 , nous aurons y = — r et ÿ = zéro , ce qui donnera x ~ — /• + x' et y = y' ; mettant ces valeurs dans l’équation de la courbe, elle deviendra ÿ*~2rx' — x'*. Et de celle-ci , qu’on appelle t équation au sonvnet, on retournerait à l’autre, qu’on appelle F équation au centre.
Changement de direction et non d origine (n®. 157).
169. Ce cas se partage en plusieurs autres : 1®. passage de coordonnées rectangulaires à des coordonnées obliques; 2®. de coordonnées rectangulaires à d’autres coordonnées rectangulaires ; 3*. de coordonnées obliques à des coordonnéés rectangulaires ; À’, de coor données obliques à d’autres coordonnées obliques.
160. Passage de coordonnées rectangulaires à des coordonnées obliques ( ou quelconques ).
Les axes AK, AY , fig, 6.3, deviennent , AT , et l’on suppose connus les angles XAX , XAT , que nous désignerons, pour abréger et pour les reconnaître sans figure , le premier par ( xx' ) et le second par f x/ ) ; ces lettres assemblées n’indiquant donc point une multiplication. Les anciennes coordonnées du point AI étant AP , MP , ou x, y, les nouvelles seront AP , MP, ou x' , y' ; et l’on aura
x = AL + P'N, y = MN -+• PL.
Or les triangles ALP , MNF , donnent, en faisant le rayon des tables égal à l’unité : «
{05 THANirOXMATION
M («') \AL^ l:x‘r.spi (r.t') : FL
(*y'> : FN , 1 : ji/i (x/) : ^fN;
tirant de là les valeurs des quatriinaes termes et les substituant dans les
équadoos précédentes , on a:
» = x'cos (xx') + y’cos (x>') , y = a'j.7/1 (xx') + ÿsin (xy')-
Par exemple , si le point Af apptu tient à une ligne droite , dont l'équalion soit y = ax-{~b, et que l'on y substitue les valeui-s ci-dessus de x et de _y, on trouvera, après les réductions , une équation de cette forme . . . y = jx/ + 6' ; ensorte que dans la ligne droite , la même forme d’équation convient aux coordonnées rectangulaires et aux coordonnées obliques ; et c’est ce que nous avions déjà pu remarquer.
Il n’en serait pas de même de toutes les autres lignes, du cercle par exemple ; supposons que le point A/ appartienne à cette courbe , dont l’équation au centre est y* = r* — x* , lorsque les coordonnées sont rectangulaires ; substituons-y les valeurs de x et de y ci-dessus , elle deviendra :
y'*=z:r* x'* — 2 [ sin f xx'; sin {xy) -+- cos {xx') cos (xy‘) ] x'y.
Mais on sait par la trigonométrie (n“. 91 ) que l’on a, lorsque le rftyon
des tables R égale 1 , sin a sin b + cos a cos b z=
— I cos (a+b) -4- i cos {a— b) 4- 1 cos (a+b) { cos {a— b) = cos (a— b) ;
d’où U résulte que le coefficient de x'y' vaut
2 cos ( xÿ — xx') = 2 cos (x'/) = 2 cos r , cette lettre désignant toujours l’angle des deux axes. On a donc pour l’équation du cercle au centre et aux coordonnées obliques ;
y'» =zz r* — x'* — 2 x;'y. cos y.
Pour que celte foime fût la même que celle de l’équation >•* = r* — x»» il faudrait que l’on pût avoir, dans tel ou tel cas, cos y — zéro; mais le cosinus d’un angle ne peut être nul que quand cet angle est droit ; donc dans le cas des coordonnées obliques l’équation contient toujours un terme en x'y (*).
(•) Si l’on avait voulu supposer imracdiatement ,
sin (.xxf) sin (xy) -t- cos (xx!) cos {xÿ) = o , on aurait eu, en divisant par le second terme,
sin (xx!) sin^ÿ 2 4. , = o } coslxx') ' cos(xÿ)
ou encore , parce que le rayo% des tables est 1 C n*. 85 ) •,
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Dans tout ceci nous anticipons un peu sur la théorie du cercle , mais il était assez nécessaire de faire quelques applications de la transfonnation des coordonnées ; et d’ailleurs il est d’usage que l’on prenne dans ces raa- ' tières le cercle pour exemple, en raison de ce qu’on le connaît déjà par la géométrie; c’est aussi pourquoi nous en avons parlé dès le n". 113.
161. Passage de coordonnées rectangulaires à d’autres coordonnées rectangulaires (n®. 1.59).
Il n’est pas nécessaire de faire ici une nouvelle figure et un nouveau calcul, il sufiit d’ob-server que les formules du numéro précédent peuvent facilement être modifiées pour le cas actuel. Lorsque l’angle (x'/) est droit, on a (x/)= 10û®+(xx'); or le complément de cet angle est — (xx'); donc alors sin (,xÿ) = cos (xx') et cos (x/) = — sin (xx'); substituant ce» valeurs dans les formules précédentes , elles deviennent ;
a: = x' cos (xx') — y sin (xx') , ' ; •
y = x' sin (xx') -1- y' cos (xx‘).
Si on les applique à la ligne droite et au cercle , les équations .... y — ax -+- 6 , y^ = r~ — a:* , deviendront y' = ix' -H 6', ji'* = r' — x'* } ensorte qu’elles n’auront pas changé de forme.
162. Passage de coordonnées obliques à des coordonnées rectangu-> laires (n', 159).
Il faudra faire le chemin inverse du n“. 160, et supposant que les premiei's axes sont AX' , Af, fig. 53, et les seconds AX, AY , que les premières coordonnées sont x' , y' , et les secondes x , y , on traitera pai' l’élimination les équations du n®. cité, pour en tirer les valeurs de v' , y , exprimées en X, y; et si l’on se souvient que (n’. 88. (8)),
sin (x<i) cos (xxf) — cos (xy'j sin (xx') = sin (xÿ — xx ') , puis si l’on remarque, dans la figure, que sin (xÿ — xod) = sin (x'ÿ) , on aura ;
^ X sin (xÿ) -'■y cos (xÿ)
sin (x'ÿ) ’
tang (xxt) tang (xy") -p i = o.
Or en considérant les nouveaux axes comme deux lignes droites rapportées aux axes rectangulaires AX, AY, on peut faire tang (xsé) — long mxxa\ n*’. 121, 123), et tang (xi/) — tang rri -=zà ; ce qui donne ad + i=o, ou ad— — S, et prouve ( n*. 151 ) que les droites AX , A Y' sont perpendiculaires entr’elles quand ou fait nul le coéfficient de x'ÿ ; ensorte que ce terme se trouve toiùours dan» l’équation avec des coordonnées obliq,ues, ' ,
iiO
THANSrOBMATIOW
' , y COS (xx') — X sin (xx')
^ sut (a//)
Changeant enfin, Rg. 5À, X en X" , F en F, et réciproquement; et faisant aussi le même changement dans les petites lettres, on obtiendra ;
x' sin (yx') — y' cos (yx')
sin (xy) ^
y' cos (xx‘) — x' sin (xx')
sut (xy)
n est évident que dans ce cas l'équation de la ligne droite ne changerait pas de forme , et que celle du cercle en changerait ; car c’est ici l'inverse du n°. 160.
163. Passage de coordonnées oblu/ues à d autres coordonnées obliques (n*. 159).
Supposons que nous avons les axes obliques AX. AY, fig. 55, passons d'abord, par le n*. 162, aux axes rectangulaires AX ou AX' , AY' , et de ceux-là nous irons , par le n*. 160, aux nouveaux axes obliques AX', A Y",
Puisque l’axe AX est le même que l’axe AX, ce que nous avons fait pour plus de simplicité, nous aurons l’angle (xx' ) — zéro , et les formules du n*. 162 donneront :
x' sin (yx' ) — y' cos (yx' ) sin (xy) '
— >' sin (xy)
Mais ici x' et y' ont des valeurs en x" , y" , que l'on pourra trouver par les formules du n®. 160, en _y mettant x', y, à la place de x,_y, etx", y", à la place de x', y' ; on aura ainsi :
x' = x" cos ( x'x" ) -f- y" cos ( x'y" ) , y = x" sin ( x'x" ) -f- y" sin ( x'y" ) ;
substituant enfin ces valeurs de x' ,ÿ, dans celles de x, y, qui précédent, celles-là deviendront , après toutes les réductions , et au moyen du principe de trigonométrie cité u®. 162 ;
^ s'ut(yx")-)-y" sut (yy")
sin (xy)
__ x" sin ( xx" ) y" sin ( xy" )
^ s'ui(xy)
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On remarquera que le» x', y' , ont disparu de ce» formule», ce» quantité» ne nous ayant »ervi que comme intermédiaire» pour arriver aux expressions de X , y , en Jc" , y".
On pourrait appliquer ce» formules aux équation» de la ligne droite et du cercle ; mai» nous avons suffisamment vu , en tr aitant de la première de ce» lignes que son équation la plu» générale est y = «x + 6, soit pour un système de coordonnées rectangulaires , soit pour un système de coordonnées oblique» quelconque. Et quant au cercle , l’équation du n”. 160 ne peut qu’être générale pour les coordonnée» obliques , quand l’origine est au centre; ainsi les formule» actuelle» ne la changeraient pa» : c’est ce que l’on pourra vérifier si l’on veut ; mais le calcul est un peu long (*).
164. Du reste, quand on voudra transformer les coordonnée» dans tel ou tel cas particulier, relatif aux n“’. l6o, 161, 162, 163, il faudra comparer ce cas avec celle de nos figures qui lui conviendra, pour voir si le» axe» sont situés les un» à l’égai'd des autres comme ils doivent l’ètre , et prendre
■ (*) On trouvera une équation de cette forme:
Ax"^ + By"^ + Cx"y"=xr*,
et si l’on cherche à part les valeurs de y/, de fi, et de C, par les formules trjgonométriques , on trouvera y/ = 1 , fi = l, Cxicos d’où il résulte que
cette équation est bien la même que celle du n®. 160.
Voici le calcul pour coéflicient de x'’. En désignant pour plus de simplicité (xx") para, (yx^^ par 6, on aura (xy) = a + 6; cela posé le coéflicient en question sera :
jtn* a + sin* b -{-2 ùna sin b cos ( a-+- b ), si;t’ {a + b )
Le numérateur deviendra successivement (n°’. 68. 84);
sin* a -f- sin* b -^2 sin a sin b (cos a cos b — sin a sin b); sin* a + sin* 6 + 2 sin a sin b cos a cos b — sin* a sin* b — sin* a sin* b ; »i/i*a+sin*6+2rin a sin b cos a cos b — sin*a ( 1 — cos*b ) — sin*b ( 1— coi*a), Faisant les multiplications et réduisant , on aura
2 sût a sin b cos a cos b + sin* a cos* 6 + süi* b cos* a,
Quant au dénominateur il deviendra d’abord (sin a cosb+ cos a sinb)*, puis sin* à cos* 6 + 2 sin a sin b cos a cos b + s 'm* b cos* a ; ensorte qu’il sera égal au numérateur; et que le coéfiieieut A vaudra 1.
Le même calcul servira pour fi, en faisant ( xy" ) = <*,( yy" ) = i et . , , , , , (xy) =« + 6. Et cela mettra sur la voie pour faire la réduction de Ç,
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convenablement les signes des quantités contenues dans les formules. Si par exemple l’axe des i' , fig. 63 , au lieu d’étre en dessus de celui des * , comme il l’est ici , devait , dans un cas particulier, être en des.sous , le sinus de l'angla <xx') serait en — , mais son cosinus resterait en -h. Etc.
Chaiiganenl dorigine et de Section (n®. 157).
165. Si on voulait passer d’un sj-stème de coordonnées à un autre, en changeant non-seulement la direction des axes , mais encore le point d’oii* gine, il est évident qu’il faudrait combiner la règle du n*. 158 avec quelqu’une de celles qui la suivent.
Pour passer , par exemple , de coordonnées rectangulaires à des coordonnées quelconques, en changeant d’ailleurs l’origine, on aurait, par les numéros 158 et 160 :
X = x' cof (xx') +y cor (x/) , y z= g x' sin ( xx' ) •+■/ sin ( xy' ).
En appliquant cela à l’équation du cercle x*-l-y — r*~o, dans laquelle les coordonnées sont rectangulaires cl l’origine au centre , si on voulait conserver l’axe des x , incliner vers lui celui des y , et transporter l'origine sur la courbe dans le sens des x en moins , on aurait /"xx: — r, g~o, (xx')=o, s!n (xi') = o, cosÇxx')=s:Ji=i ,ixy‘) = r, alors les formules précédentes deviendraient :
X = x' -f" cos y ÿ — r y — shi y y' !
substituant ces valeurs, ou leurs carrés, dans l’équation du cercle, elle deviendrait, apres les réductions, et en ôtant les accens :
X* 4-2 cos y. xy+-y* — 2rx — 2r cos y.yzszo', c’est l'équation au sommet pour les coordonnées obliques ou quelconques.
N. B. Je dis quelconques, parce qu'en supposant simplement corv=o, on se retrouverait dans les coordonnées rectangulaires. On pourra étendre cette observation à d'autres cas.
CHAPITRE
De la ligne circulaire : éguations , comlniclion des équations , propriétés
de cette courbe.
166. avons déjà parlé plusieurs fois du cercle, parce que cette
courbe très-simple et très-connue était très-propre à servir d'exemple pour le développement de certaines théories qui devaient nous occuper; nous allons maintenant en traiter spécialement.
Il résulte de la maniéré de décrire le cercle que tous les points de la circonférence sont à une même distance du centre ; cherchons d’après cela son équation la plus générale. Supposons que le cercle de la fig. 56 soit placé d'une manière quelconque relativement aux deux axes AK, AY, qui font entr’eux un angle à volonté y; il faudra exprimer que pour chaque point M de la courbe, la d’istance CAf est toujours la même. Or si on mène l’ordonnée MP et qu'on fasse passer par le centre une sécante indéfinie parallèle à l'axe des x , on aura , en général , par l'intersection de ces lignes, un triangle CMI, qui donnera pour chaque point 3/(n°*. 100. 137):
cÂ7‘ = c7‘- + + 2 cjyOMx.-^^.
Or si l’on désigne par /i la constante CD, qui est égale à l’abscissc du centre , et par k la constante IP , qui est égale à l’ordonnée de ce même point, on aura, dans la disposition de la figure, Cl—x — h,JM=y — k,
et représentant toujoui-s par e, et le rayon du cercle par r, l'équation précédente deviendra :
r^ = (x—hy + (t/—kY + 2e(x — h}(y—k)... (1).
Si l’ordonnée MP tombait à gauche du centre, on aurait CJ=h — x; mais l’angle opposé à CM étant alors v même, cela n’introduirait aucun changement dans l’équation (n". 137).
'V'oilà donc l’équation la plus générale du cercle ; en la développant et l’ordonnant on peut lui donner cette forme :
il-i Lic:«£ circulaire :
v’4-2cj>-fx-— (:2*4-2Af)r+C/t*+A*+2;ife— i-*;=:o....(2).
On oblicnJinit la miiiue équation en paiiant de toute autre propriété caruoléristiqiic du cercle, par exemple de celle-ci, que la perpendiculaire ûbaiüsée sur le diamètre est mojenne proportionnelle entre les deux segmens, etc. Et réciproquement on pourrait de cette équation tirer toutes les propriétés de la courbe ( n®. 116). Mais comme ces calculs seraient un peu longs avec un équation aussi chargée, nous allons la simplifier par la transformation des coordonnées; et nous nous e.xcrcerons d’ailleurs beaucoup sur cette courbe connue, pour que l’accord de toutes le* méthodes et de tou* les résultats nous fasse mieux sentir le* avantages de l’algèbre , et nous donne plus de confiance dans cet admirable instrument.
167. Pour transformer le* coordonnées, au lieu d’ employer les fonnule* générales, nous au''ons plus vite fait de substituer ici aux lettres h,k, e, le* valeurs particulières qu’elles doivent avoir dans tel ou tel système, .\insi lorsque l’origine est au centre, il faut faire h = zéro el k = zero; l’équation devient a’msi :
tj'+2exy+x'—i^=zo ... (.3);
ce qui s’accorde avec le n". 160, parce qu’on avait fait là 1, et qu’alors e = cos y.
Si on veut l’équation au sommet, c’est-à-dire celle qui a fieu quand l’origine est sur la courbe, et que l’a.xe des x passe par le centre, on fera. . . h=sr et kxxzéro, et l’on aura, comme au n®. 165 :
y* + 2e xy+ — 2rey — 2rx = o .... (4).
S’il faut obtenir l’équation générale pour le cas des coordonnées rectangulaires , on fera seulement e — zéro , et l'on trouvera par (1 ) et par (2) :
y* + — 2ày — 2hx 4- = o
C’est la meme équation sous deux fomes diflerentes , et il est évident que de l’une on peut tirer l’autre. Il faut se souvenir qne dans cette équation , tout comme dans les précédentes , h et k désignent le.s coordonnées du centre.
Maintenant , si l’on veut l’équation au centre pour le cas des coordonnées rectangulaires, on fera dans (5) h et k nuis, et l’on atua comme au n®. 115:
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On aurait pu aussi la tirer de (.3).
Si oi) veut endii l’cquaiion au sommet, toujours pour le cas des coordonnées rectangulaires, on fera dans (5) h — r et k — zéro, et l’on obtiendra, comme au n°. 158 :
ÿ* + a® = 2rx (7).
On aurait pu aussi la tirer de (4).
Arrêtons-nous actuellement à ces deux dernières équations , qui sont ie.s plus simples de toutes.
168. Mous venons de les tirer de réqnation générale , obtenue elle-même de la propriété de la circonférence d’avoir tous ses points à une même distance du centre. Cette propriété nous avait déjà donné immédiatement l’équation au centre ( n*. 115), et de celle-là nous avions conclu l’équation au sommet ( n". 158 ). Voyons inuinienant comment d’autres propriétés caractéristiques de la courbe pourraient conduire aux mêmes résultats ( n*. 116).
Supposons que nous ne connaisson.s le cercle que pai’ cette propriété, c’est qu’il y a dans son intérieur un point par lequel menant une droite quelconque AB, fig. 4o, elle aboutira de part et d’autre a la courbe, et en abaissant de tout autre point Ai de cette même courbe une perpendiculaire A//* sur AB, elle sera moyenne proportionnelle entre AP et PB. Prenons AB pour axe des x, et par le milieu C de cette ligne, sans savoir si c’est le point dont nous avons parlé , menons à angle droit l’axe des y , et nommons r la constante AC = BC, nous aurons r-f-i ;y :: y : r — xî d’où nous tirerons V* = /■* — x®, ou )i® -f- x® = /■*. Mais d’un autre côté y* + X® = CAf^ ; donc CAf—r; c’est-à-dire que tous les points de la courbe sont à une même distance du point C milieu de AB.
Si l’on avait fait passer l’axe des y au point .4 , en nommant toujours r la moitié de la ligne AB, on aurait eu AP = x et PB=2r — x; ce qui aurait donné x : y :: y. 2r — x , et par conséquent y* = 2rx — x® , ou • . . . yî + X® — 2rx = O. Mais d’un autre côté on a y* + (x — r)*= CM * , ou y* + x® — 2rr -f-/^ = C'A/*, et, parce que les trois premiers termes se détruisent, CM = r. On retrouve ainsi les équations au centre et au sommet.
Suppposons encore que nous ne connai.ssons le cercle que par cette autre propriété, qii’aprés avoirmené une droiteA.fi, fig. 57, comme dans la construcUuu precedente , si de tout autre point A/ de la courbe on joint AM
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et BM, le triangle AMB est rectangle en M, voici comment nous trouvcïons l’équation.
Nous prendrons AB pour l’axe des x, et par le point C, milieu de AB, sans savoir si c’est là le point par lequel on a dû mener cette ligne, nous ferons passer à angle droit l’axe des y, et faisant toujours AC — BC—r,
nous aurons B Al * = 4/^. Or jiAI* =: ^* 4~ (r + x)* , et
B Al' = y‘ -i- (r — x)*; développant les carrés, substituant, et réduisant , nous obtiendrons encore = et joignant CM , noua prouverons,
comme ci-devant, que CM = r.
Si l’origine était en dl , on aurait , BM' =.y--^(2r — x)*,
d’où l’on t irerait jr* -J- x*=2rx; et l’on prouverait , comme on l’a déjà fait, CM = r.
Si l’on ne connaissait le cercle que par ceci, qu’apres avoir fait la dernière construction, on eût moyenne proportionnelle entre AB etylx, et BM mo_yenne entre AB et Bx\ en mettant l’origine en C on aurait . . . 2r’.AM -. iAM -.r + x, d’où "aÂT = + 2/x. Or (r -f-x)» ;
développant le carré, égalant ces valeurs et réduisant, on trouverait . . .. ji’ -J- x’ = r* , et l’on prouverait CM = r. On amait le même résultat ,par deux valeurs de B Al'.
Si l’origme était en d , on retrouverait , par des calculs semblables , l’équation au sommet.
169. Supposons maintenant qu’on nous donne l’équation ji’ + x* =r*, et que nous ne sachions point à quelle ligne elle appartient ; il s’agit de reconnaître cette ligne, et de trouver scs propriétés (n®. 116); du moins dans le cas où l’angle des coordonnées est droit ; cette condition étant une des données du pro'Dlcme actuel t*).
Puisque les coordonnées font un angle droit, l’équation nous apprend que la quantité constante r est l'hypoténuse de chaque triangle rectangle fomic par une ordonnée et l'abscisse correspondante ; mais ces hypoténuses sont les distances de l'origine aux difléren.s points de la courbe; donc tous ces points sont à une même dwtancc de l’origine. Ainsi la courbe est ua cercle dont l’origine des abscisses est le centre.
Si on écrit l’équation de ccite maniéré y = — x®, on verra que
(*) Si r.tngle des coordonnées n’ctaît pas droit , la même équation apparticndrril à une ellipse , courbe que nous ne devons pas examiner pour le moment.
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pour chaque valeur de x il y aui'a deux valeurs de y égales l’une en + et l’autre en — ; ensortc que la courbe est toute pareille en dessus et en dessous de l’axe des x.
On verra aussi que pour toutes les valeurs de x égales de deux en deux en + et en — , ou pour toutes les abscisses égales de deux en deux à droite et à gauche du centre, les ordonnées en dessus de l'axe des x ont la même longueur, et par conséquent aussi en dessous ; car l'équation ne contenant que le carré de x , on aura le même résultat en donnant d'abord à X une certaine valeur en -+- puis la même valeur en — . Ce qui prouve que la courbe est aussi toute pareille à droite et à gauche de l’axe des y.
U résulte de ces deux observations que si on plie la figure par Taxe des X et en même tems par l'axe des y , les quatre portions cotnprises entre les axes se superposeront exactement.
On peut encore reconnaître cela par la comparaison des deux formes suivantes que l'on peut donner à l’équation :
Et ces deux formes prouvent aussi que les valeurs que l’on a pour y avec certaines valeurs de ar, sont égales à celles que l’on a pour x quand on donne à y les valeurs qu’on avait d’abord données à x. Si par exemple Cf = CH, fig. 40 , on a FG = HK.
Lorsque x égale i^ro, c’est-à-dire que la courbe rencontre
l’axe des y en dessus et en dessous de l'origine à une distance égale au rayon ; et lorsque x = ^r, on ay = o, ensorte que la courbe rencorttre ïaxe des x à droite et à gauche de l’origine à une distance qui est aussi égale au rayon ( n*. 117). Entre ces limites , à mesure que x augmente en •4- ou en — , à droite ou à gauche , r- — .t* diminue , et par conséquent y; mais lorsque ^ > ±;'"f o*' a \/r* — x’ imaginaire; ce qui prouve que la courbe ne se retrouve plus au delà des points A et B; elle ne se retrouve pas non plus nu delà des poi.nts D et £ , comme on le voit en faiity > rh ^ dans la valeur de x.
D’ailleurs les ordonnées étant égales pour une même abscisse , en dessus et eu dessous de l'axe des x , cet axe coupe en deux parties égales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires. Et comme l equation ne change poûu dans le passage de coordonuées rectangulaires à d’autres coordon-
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nées rectangulaires, chaque corde est toujours perpendiculaire à un axe; donc tout rayon ou tout diamètre perpendiculaire à une corde la coupe eu deux parties égales.
On voit aussi que deux cordes égales sont également éloignées du centre, puis(,<i’ellc8 répondent à des abscisses égales ; et q^ue de deux cordes inégales la plus courte est la plus éloignée.
De tout ce qui précède il résulte aussi que cette courbe , qui est fermée dans tous les sens , est toujours partagée par un diamètre quelconque ch deux parties égales ; car, comme nous venons de le dire, chaque diamètre est un axe.
En reprenant l’équation et l’écrivant ainsi y^ = (r -\-x) ( r — i), on trouve r X •. y.‘. y : r — x ; ensorte que la perpendiculaire y abaissce d'un point de la courbe sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segmens de cette ligne-(n°. il5).
Enfin si l’on mène AM et MB ^ fig. 57, on aura + 4-*)*,
= y*4-(r — *)’, et par conséquent A -f- M B' = -t- 2r- +
=z 2/'* — 2i’+2r*-+- 2x’ = -4r* = (2/-)’ = AB^ ; ce qui prouve que tout angle inscrit AMB appuyé sur le diamètre est droit.
' Et puisque A MT + (/--j-x)* = + x*, si l’on met à la
place de y' sa valeur A — x* , donnée par l’équation , on trouve .... AM^=2r {r-k-x)—ABy<,Ax. On trouverait de mèmeitii/’ =^/5X Bx. C’està-dire que chacune des cordes AM , MB , est moyenne proportionnelle entre Je diamètre et le segment correspondant.
Cela suffit pour faire voir que de l’équation au centre on pourrait conclure toutes les propriétés du cercle.
170. Si l’on nous demande quelle est la courbe à laquelle appartient l’équation y* 4- JJ* = 2rx , en supposant toujours les coordonnées rectangulaires , nous observerons d'abord que la somme des carrés de y et de x n’est pas constante , puisqu’elle vaut 2rx ; cela posé , pour rapprocher les teimcs en x nous écrirons — 2rx = o, et afin de completter le
carré commencé dans les deux derniers termes , nous mettrons
y* -f- a* — 2rx 4~ r* = r’ ouy‘ -f~ (-c — r)* = A-, de plus comme x — r est une variable diflcrentc de x, mais comptée sur le même axe, nous pourrons l’appeler i', alors l'équation deviendra y* -J- x'* = x*.
Nous reconnaîtrons ainsi plusieurs choses; et d’abord que nous avons transformé les coordomiées en portant l'origine le long de l'axe des x , à
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une distance éga’e à la constante r, puisque chaque nouvelle abscisse x' est de cette quamilé phis courte quelle n’était (n*. (58 ).
Nous reconnaitrons ensuite qtie notre courbe est un cercle dont le rayon est r, et dont le centre est la nouvelle origine; ensorte que l'ancienne, ou celle de l’équation proposée , est à l’extrémité du diamètre , savoir en A , fîg. 57.
£n(in nous verrons que si la somme des carrés des coordonnées , représentée par 2rx, est variable, c’est qu’en eft'ct AM' y qui vaut y* + a* ou 2/'x , est variable , puisque la corde A M l’est.
En donnant à l’cciuation ces deux formes ;
y = -±i*^2rx — X*, x = r±\/r^ — y*,
on verra, par la première, que la courbe est toute pareille des deux côtés de l’axe des x ; on verra , par la seconde , que pour une même valeur dejr on a deux valeurs de x inégales, et dont la difTcrence est 2-v//'* — jf* = 2Ct; ou, oc qui revient au mémo , qu’il y a toujours en dessus de l’axe des x deux ordonnées égales placées à égale distance à droite et à gauche du centre, et de meme en dessous de cet axe. On verra aussi que chaque abscisse est de r plus grande tjue dans l'equation au centre.
En faisant dans la première forme x =o, on aura y = o; lorsqu'on fera x=+r, on aura y = ±r-, lorsqu’on fera x = -|-2r, on aura y = o; quand on supposera x > 2r, l’ordonnée sera imaginaire ou impossible, et il en sera de même pour toute valeur de x en — ; ensorte que la courbe est toute d’un coté de Taxe des y , quoique partagée en deux parties égales par l’axe des x ; et elle ne se retrouve fjlus au "delà du point B.
Toutes les valeurs de x étatit donc comprises entre o et 2r, si on veut savoir comment marcheront les y entre ces limites , on prendi'a l’équation sous cette forme (x — = et l’on en tirera:
(A) ....y = ±^/r^ — (.r—xy, y = ± \/r^ — (x—ry . . .. (B).
On verra alors, par (A), que pendant l’accroissement de x depuis oju.squ’à r la fonction (r — x)* diminuera, ensorte que r* — (r — x)* augmentera , et par conséquent y , qui vaudra r quand x aura aussi atteint la longueur de r. L’abscisse .r surpassant ensuite r et continuant d’augmenter , on verra par (B), que (x — r)* ira en .augmentant , ensorte que — (x — /■)* ira en diminuant, et par conséquent y, qui sera nul quand x aura atteint Ja longueur 2r.
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M.iintenant si l’on fait attention à ceci, que l’équation au centre ne change point lorsqu’on passe de coordonnées rectangulaires à d’autres coordonnées rectangulaires, et que de l’équation au centre, en transportant l’origine à la circonférence , on tire toujours la même équation au sommet, si , dis-je, on se souvient de ecla, et qu’on le combine avec ce que nous avons dit de l'équation r ± \//'* — y, on trouvera facilement toutes les propriétés des cordes et du diamètre dont nous avons parlé au n”. précédent.
Quant aux autres propriétés du cercle, on les conclura de l’équation au sommet, tout aussi facilement que de l’équation au centre.
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CHAPITRE VII
Propriétés des sécantes , des tangentes , des normales , et des cordes
supplémentaires.
171. Pour suivre maintenant d’une autre manière la rencontre du cercle avec la ligne droite, ewa/ons de combiner le* équation» de ce* ligne*, en prenant pour la courbe son équation au centre , pui*que c'est la plu* simple.
Supposons une droite GM, fig. 59 , menée dans le plan d'un cercle , par un point G ( « , fl ) , et <7e manière à rencontrer la circonférence ; voyons comment elle la rencontrera.
L’équation du cercle rapporté aux axes XX', l'y, qui se coupent à angles droits dans son centre, est
celle de la droite assujettie à passer par le point G est (n®. 139) y — B=a(x — «)(*).
Mai» pour chaque valeur de x les valeurs de y de la droite et du cercle durèrent, sauf dans leurs points communs; ainsi supposer ces valeurs les même» , c’est chercher les points où les lignes se rencontrent ( n”‘. 142. 143). La seconde équation donne :
y = ax — (rt« — fl) .... (0;
d’où l’on Ure :
y* = a*x* — 2a (a* — fl) x +(a« — fl)*.
Substituant cette valeur de y* dans l’équation x* + y* — /*=o, on trouve tout de suite :
(*) Il faut observer qu’en supposant fl en plus, « peut être en plus ou en moins , parce qu’il peut être à droite ou à gauche du centre. La quantité a peut aussi être en plus ou en moins , suivant la position de la droite relativement aux axes. Nous allons faire le calcul comme si ■ et /i étaient en plus , de même que fl ; il sera facile de modifier les résultats obtenus , suivant lé» diderens cas particuliers qui pourront se présenter.
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Ces équations étant l’une du second degré en x et l'autre du premier degré en y , nous apprennent qu'il y a en général deux abscisses dont chacune répond à une ordonnée commune à la droite et à la courbe , ou qu’une droite peut rencontrer une ciiGonfcrence en deux points , mais non en trois. Or toute droite qui rencontre ainsi la circonférence eu deux points s'appelle ime sécante.
Si on résolvait l’équation (2) pour en tirer deux valeurs de x exprimées en M , 0 , r , et a , et qu’on mît successivement ces valeurs à la place de a; dans l’équation (1), on obtiendrait les deux valems de y correspondantes; on aurait ainsi les coordonnées des points communs M,M‘.
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172. Remarquons que a = (n®*. 12t. 122), m étant toujours l’an-
gle que la droite fait avec l’axe des x. Si net angle augmente son sinus augmente et son cosinus diminue, du moins jusqu’à ce que m soit droit; ainsi a augmente aussi. Le contraire a lieu si m diminue. Et il est évident^ que si le poiht a est au dehors du cercle, la di-oite en tournant sur ce point peut cesser de rencontrer la courbe ; alors les valeurs de x seraient imaginaires. Mais en écartant cette supposition, il nous reste à voir si les deux points d'intersection de la droite et du cercle ne pourraient pas, dans quelques cas, être réduits à un , ou si les deux valeurs de x ne pomraient pas se réduire à une.
Voyons d'abord si l’équation (2) ne peut jamais être abaissée a u premier degré. Il faudrait pour cela qu’on eût l-f-a* = o ou u = ÿ' — 1» ce qui est impossible.
Voyons ensuite si l’équation restant du second degré les deux valeurs de X ne peuvent jamais devenir égales. Il est évident qu’il suffirait pour cela que cette équation fût un carré par fait , ou que son dernier terme fût égal au carré de la moitié du coéffident du second; du moins lorsqu’on l'aurait écrite ainsi ;
2fl(a« — fl) . (a« — fl)* — r»
On aurait donc alors , en mettant au lieu de a pour distinguer nûeux la valeur de celte lettre qui peut convenir à la tangente :
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ce qui peut dépendre de la valeur àe A, ou de la grandeur de l’angle m; car • , 0 , et r sont des quantités qu’on se représente données.
Il faut donc tirer de cette équation de condition la valeur de il, et traiter cette lettre comme l'inconnue qu'on doit maintenant trouver. En faisant disparaître les diviseurs, développant les cai'rés, efiectuant les mulüpUca* tions , réduisant , etc. , on obtient :
d'où l'on tire enfin :
s ^ , ff—f
Quand A aura cette valeur l’équation (2) sera un carré parfait, qui ne donnera qu’une seule et même valeur pour x; ensorte que la droite et le cercle n'auront qu'un point commun : car s’il n’y a qu'une valeur pour x il n'y en a qu'une pour y, puisque l'équation (1) est du premier degré.
Or 1’. si le po'mt G était dans le cercle, comme on aurait «’ + a* < r*, la valeur de A serait imaginaire ; c’est-à-dire qu'alors il j aurait nécessairement deux valeurs de a: , ou deux points d'intersection.
(*) On trouverait aussi ce résultat en observant que le coéfScient du second terme de l’équation précédente pris en plus est la somme des deux valeurs de a; , qui étant ici supposées, égales en valent chacune la moitié, et que le dernier terme étant le produit de ces mêmes valeurs, chacune en vaut dans ce cas la racine carrée ( Algéb. d’Emile n<”. 404. 408 ).
(**) Si un voulait que l’origine fQt au sommet, il faudrait mettre dans celte formule « — r à la place de ■, et l’on aurait pour ce cas :
> — ±:r x/ff — (2r« —
«*.— 2ra
OU , ce qui revient au même :
A = rfc ^ — (2r« — ■*)
LIGNE CIBCÜIAIEE:
2*. Si le point G était sur la circonférence , lîg. 62 , comme on aurait r=r’, la valem- de A deviendrait , quantité toujours possible,
et qui se réduit encore à
en mettant «• + à la place de dans le dénominateur. On pourrait donc alors mener la droite sous un angle tel qu'elle n’eût qu’un point de commun avec la circonférence; ce serait une tangente, mais une tangente unique puisqu’il n’y aurait qu’une valeur pour A.
Dans ce cas , si le point G se trouve sur l'arc du premier angle des coordonnées , comme dans la figure , « étant en -f- ainsi que B on aura A eu — ; c’est qu’alors l’angle m sera obtus et son cosinus sera en — .
Si le point se trouve sur le second arc , <• sera en — et fl en + et par conséquent .4 en ; c’est que le sinus de m et son cosinus seront tous deux en-f-.
Si le point est placé sur le troisième arc , « et fl seront tous deux en — et par conséquent A sera en — ; et en efl'et le sinus de m sera alors en «— et le cosinus en
Si le point est sur le quatrième arc, « sera en -f- et fl en — et par conséquent .4 en + ; c’est qu’alors le sinus et le cosinus seront tous deux en — ,
Si le point est sur Taxe des y , d’un côté ou de l’autre de l’axe des x,
« sera nul et A aussi ; ce qui prouve que sin m sera zéro , et que la droits sera parallèle à l’axe des x ou perpendiculaire à celui des y. Mais comme l'équation du cercle ne change pas en faisant tourner les axes autour du centre, chaque point de la circonférence peut être considéré comme pris sur Taxe des y ; donc la tagente est toujoui’s perpendiculaire au rayon.
Enfin si le point est sur l’axe des x, on a «=;4;rctfl = o; alors . . = î, ou = 1 , d’où il résulte cos m = c; ce qui prouve encore que la tangente fait un angle droit avec l’axe des x quand le point de contact est sur cet axe ; mais on peut toujours le considérer comme placé ainsi ; donc noua retrouvons le résultat précédent. >
3®. Si le point G est hors de la circonférence , fig. 59, on aura toujours,' comme cela est évident -f- fl’ > r’ , ensorte qu’il existera dans l’équation (4) deux valeurs de A possibles , qui laisseront l'équation (2) un carré parfait , et à chacune de ces valeurs de A répondra une valeur de x en (2),
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et une valeur de y correspondante en (1). On voit par là que d'un point extérieur au cercle , on peut mener deux tangentes GN ^ ON à cette courbe (•).
173. Maintenant pour reconnaître mieux les propriétés de ces tangentes, plaçons-les dans quelque circonstance plus particulière et plus favorable : Faisons tourner les deux axes sur le ocnti e , jusqu'à ce que celui des x passe en C, fig. 61 , ce que l'on peut toujours concevoir, et qui ne changera rien aux deux tangentes ; alors ô étant nul, l'équation (1) deviendra :
l'équation (2) :
l'équation (3) ;
(*) Si l’on n'eût pas eu pour but de trouver la valeur de A qui convient à la tangente , et qu’on eût simplcincnt voulu prouver l’cxislcnce de cette ligne et de la sécante, on aurait pu le faire d'une manière plus simple. Car dans l’équa- Uon générale du cercle l’axe des x peut être placé rclativcmeut à la courbe d’une manière quelconque, et représenter par conséquent la droite qui doit le rencontrer. Or dans les points où cet axe rencontre la couibc l’ordonnée est nulle ; en faisant donc y = o dans l'équation générale , et même dans l’équation (5) du n*. 126, dont les coordonnées sont rartangulaires , on verra, par le degré de l’équation restante en x, combien d'abscisses répondent à i/ = o, ou combien il peut y avoir de points d’intersection. On peut meme supposer que l’axe des ij passe par le centre , quoique l'origine n’y soit pas , et l’on aura encore /< = o. On trouvera ainsi :
Or cette équation n’étant qvie du second degré ne permet ni «ne seule hitcrscc-. tion proprement dite, ni plus de deux, et comme elle est très -simple, on U résout facilement , et l’on obtient :
a: ir 4;
tnsorte que si l’ordonnée k du centre est plus grande que le rayon , il n'y a point d’intersection ; si elle est plus petite que le rayon , >1 y en a deux ; cl si elle est égale au rayon, il n’y a qu’un point de commun à la droite et au 'cercle. Mais il ne faut pas oublier que ces valeurs sont relatives aux coordonnées rectangn-» laires.
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et enfin l'équation (4) :
N. B. Ce dernier résultat se tire encore plus vite de (8) que de la réduc» tion de (4).
Cela posé lorsque le point G est extérieur, •> étant plus grand que r , il y a, comme on le voit en (9), deux valeurs de A possibles et égales, mais l’une en + et l'autre en moins ; c’est-à-dire .qu’on peut mener par G deux • droites GN, GN' , l'une d'un côté de l’axe des x qui passe en G, l'autre de l’auU'e , sous im même angle , et qui seront toutes deux tangentes.
Ces deux valeurs de A , mises dans (7) , donneront la même équation ,* parce que (7) ne contient que le carré de cette lettre ; ainsi on aura pour les deux tangentes la même valeur de x ; cette dernière valeur étant substituée dans (6), d'abord avec l’une des valeurs de il, et ensuite avec l’autre, on obtiendra deux valeurs de y égales , l’une en -f- et l’autre en — . Les triangles Ç(7iV, QGN , formés pai' l’axe, par les deux tangentes, et par les deux ordonnées , auront donc leurs angles égaux , un côté commun , et un autre côté égal; ils seront ainsi égaux, et par conséquent les deux tangentes seront égales.
1 74. Avant de quitter la tangente , occupons-nous de son équation. Celle de toutes les droites qui passent par le point G est (n”. 171):
et si l'on y inet la valeur de a ou de .i donnée par la formule (4), oH aura l'équation la plus générale de la tangente pour le cas où l'origine est au centre. On pourra lui donner cette forme t
(«’ — r*) ( y— s) — (x— «) «fi=ar ( J?— «) -f jP — r* . .. (10).
Si le point G par où passe la tangente est extérieur , mais placé sur l'axe des X, fig. 61 , on aura 8 — o, et l'équation précédente deviendra:
(•* — r*)^ =; r{x — n) V»* — r* , ou , en divisant par le radical :
y — r* =: r (ar — •) . . . (11) ;
c'est l'équation de la tangente qui passe par un point extérieur donné sut l’axe des x.
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Enfin N le point O est sur la circonférence , fig. 62 , et qué ses coordonnées soient toujours désignées par • et ^ , on aura «* + fl» = r* , et l’équation (10) devicndia — fl*y -+- fl* — «fl* + «»fl = o, d'où Ton tirera;
fly «X c= r» (12);
c‘est donc l'équation de la tangente menée par- un point donné sur la circonférence.
Si on eût voulu obtenir (11) immédiatement , on amait mis la valeur de A de la formule (9) dans l’équation y — a{x — ■). Et si on eût voulu trouver immédiatement (12j , on aurait mis la valeur de A donnée par la formule (5) dans l’équation y — fl = a(a: — «). Dans ce cas, on aurait
d’abord eu fl=: — (x — «); d’où l’on lire facilement. fly 4- «-r = .
Dans ces fomules les données sont, outre le rayon du cercle, les coordonnées du point par où jjassc la tangente. On pourrait y en introduire d'autres: Par exemple, si dans le cas de la formule (11) on ne connoissait pas « et qu’on connût A, on tirerait de (9) la valeur de « en .4 , on la substituerait en (11), et l’on aurait, pour équation de la même tangente;
Si dans le cas de (12) on ne connaissait pas « et qu'on connût fl et on tirerait de (5) la valeur de «, et on la substituerait dans (12). Ou bien si l’on ne connaissait pas fl et qu’on connût » et A, on tirerait de (5) la valeur de fl et on la mettrait dans (12). On aurait ainsi , pour équations de la même tangente :
Ay‘—AAx = r*, Amx — «y= il;» ,... (14).
Mais n’oublions pas que dans toutes ces formules la grandeur de x compte du centre , car c’est l’équation au centré que nous avons employée pour les calculer. Si on plaçait l’origine ailleurs , on aurait encore des équations ditférentes.
175. Du reste l'équation d’une droite ne représente que le caractère de cette ligne et sa position relativement à deux axes sur un plan , et ne lui assigne aucune longueur déterminée ; c’est ainsi que nous venons de considérer la tangente. Mms en traitant des courbes on cherche ordinairement la grandeur de la ligne «T, fig. 62, que l’on appelle soustangenU ; c'est
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la distance qu’il y a depuis le pied de l'ordonnée du point de Contact jus* qu'au point où la tangente rencontre l'axe des x, lorsque celui-ci passe par le centre. Nous allons donc chercher maintenant, non l'équation de «7’, car cette équation ne serait autre chose que celle de l'axe XX ' , mais la valeur de cetic ligne »T considérée comme finie.
Il est évident d'ailleurs que lorsque le point G, par où doit passer la tangente, est donné sur la circonférence, si l’on détermine la position du point T, la droite qui joindra ces deux points sera la tangente demandée.
Or la soustangente «T, comme on le voit par la figure, vaut AT — ■; et AT n’est autre chose que l’abscisse du point T, ou celle qui répond dans l’équation de la tangente à l’ordonnée nulle ; mais en faisant dans (12j y = o, /**
on trouve x ou AT — — ; retranchant • et réduisant on obtient ;
SouslatigenU = = —
Cette ligne est donc une troisième proportionnelle à « et à ô, ou une quatrième proportionnelle à «, r-+-«, et r — «.
Ayant la valeur de la soustangente «T", il sera facile de calculer celle de la ligne TG , qu'on appelle encore la tangente , eu la considérant alors comme limitée; car
donc
yCr* =3 -f- «7* = /S* -4“
Br
Tangente = —
fi* fiv»
ou • : B :: r long.
Du reste ces valeurs sont relatives à l’équation au centre , et l'on ne doit pas perdre de vue que « et « sont ici les coordonnées du point de contact.
176. Quanta la sécante, son équation générale n'est autre chose que celle de toutes les droites qui passent par le point G ; il ne reste qu’à la particulariser suivant les conditions auxquelles on veut l'assujettir.
Si par exemple , le point G étant sur la circonférence , on voulait que la sécante fût perpendiculaire à la tangente , toutes deux passant par ce point G, on aurait d'abord pour' l’e quation générale de celte sécante (n“‘. 144. U5) :
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Mais ici ^ • j (formules), donc — — : d'où il résulte que l’é*
quation dans ce cas est
laquelle peut se réduire à ces deux formes :
«y = flar, y=i-a; (15).'
C’est l’équation de la normale; on appelle ainsi , dans une courbe quelconque, la perpendiculaire menée sur la tangente au point de contact.
La dernière forme de cette équation nous dit que dans le cercle la normale passe au centre; car ici l'origine des coordonnées est le centre. Or nous avions déjà vu que la tangente était perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de contact ( n”. 172. 2*. ).
177, Si on eût voulu assujettir la sécante à passer par le point de contact et parle centre, on aurait pris pour son équation l'équation (/>) du n®. 135, où l’on aurait fait «' = o, ifsso, comme coordonnées du centre
ou de l'origine, et l’on aurait eu y ~ — x. Or si l’on désigne — par A',
comme on a d'ailleurs A = ,
AA
on trouvera :
ce qui nous dit que la droite qui passe par le point de contact et par le centre est perpendiculaire à la tangente (n®. 151). Et l’on voit comment le même théorcme peut se retrouver de diflerentes manières.
178. Tout comme on appelle , dans une courbe quelconque, souslangente la distancé du p'ied de l'ordonnée du point de contact au point où la tangente rencontre l’axe des x , on appelle somnormale la distance du pied de la même ordonnée au point où la normale rencontre le même axe. On voit , fig. 62 , que dans le cercle la sousnormale est égale à « , quand on compte les abscisses depuis le centre , et que la normale est toujours égale à r , en la supposant terminée d’un cdté au point de contact et de l’autre à l'axe des x.
LIONS cibcülaibe:
179. Pour dire encore quelque chose de la sécante , cherchons la distance du point G, dg. 60, au point A/, et désignons cette distance par » (*). Les coordonnées variables du point M étant a: et y , il est facile de voir qu’on auia :
Or cette équation doit s’accorder avec celles de la droite et du cercle j c’est-à-dir e avec ces deui-ci :
(5) .... y — fl = a (a; — .), ÿ* -f- a:» = r» ;. . . (C).
Mettant dans (A) la valeur de y — fl prise dans (B), on trouvera . . . . ► *• = ( X — «)’ ( 1 + a* ) ; de là on tirera la valeur de x — », qu’on substituera dans (B ) , et l’on aura ainsi :
et par conséquent {D) .... X == I
y — fl =
ai
ai
Substituant encore les carrés de ces valeurs dans CO et réduisant^ obtiendra : .
2 f « “f" clB')
on
Cette équation en fournit deux différentes du second degré , suivant qu’on donne au radical le signe + ou le signe — ; ensorte qu’avec une même valeur de a, seule quantité qui puisse varier ici, il semble qu’on doit avoir quatre] valeurs de t , ou quatre distances à la coui'be. Mais nous savons qu'une droite qui fait un certain angle donné avec l’axe des x , ne peut rencontrer le cercle en plus de deux points , et que par conséquent il ne peut y avoir plus de deux distances d’un certain point pris sur cette droite jusqu’à la courbe. Pour résoudre cette difficulté , observons que les quatre valeurs de i fournies par deux équations de cette forme ;
(*) Nous allous supposer que «, fl, eto, sont en plus, conune dans la figure; n sera facile de modifier les résultats d’après les signes que prendront oes quan» tités dans les différans cas particuliers qui pourront se présenter.
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}»4-P» = 7, i* — pi=^q,
•ont de deux en deux égales et de signe contraire. Il faut donc conclure de là et de ce qui précède , que les valeurs de i de l’une ou de l’autre de ces équations dans le cas actuel «ont insignifiantes (n°. 63 et qu'une des équations est inutile.
Contentons-nous donc de l’équation (E) avec le signe + au second terme; elle est du second degré parce qu’en général la droite qui passe en G et qui rencontre la courbe la rencontre en deux points M, M' ; ensorte que les deux valeurs de t sont celles de C^ct de GM'. Si on calculait ces deux valeurs de et qu’on les substituât dans les équations on aurait deux valeurs de X et deux valcui's de y, qui seraient celles des coordonnées des points M, M'. Ces valeurs devraient être les mêmes que celles qu’on pourrait trouver par les équations (1) et (2) du n°. 171.
Du reste , on remarquera qu'ici , tout comme là , la grandeur de ces quantités est dépendante de celle de a ; c’est-à-dire que pour le même cercle et pour le même point G, les grandeurs de de a; , et de y, seront plus ou moins considérables , suivant l’angle que la dioite fera avec l’axe des x.
180. Mais voici une observation intéressante; le dernier terme de l’équation (£l, qui est — r*, ne contenant point a, est indépendant de
cette quantité ; or ce dernier terme , par la théorie des équations f Algèbre d’Emile n®. 408 ) , est égal au produit des deux valeurs de ) ou à GA/xG^l/'; ce produit sera donc le meme quel que soit l’angle de la sécante avec l’axe des X. Ainsi pour une autre sécante passant en G, et dont les points d’intersection avec le cercle seront désignés par Z et Z', on aura encore CL X GLl =: •* + fl* — r*. De tout cela il résulte que :
GAf X GM' z^zGL'K OL ou que GM : GL :: GL : GM'.
Or remarquons que malgré la figure 60, où le point G est mtérieur, nous avons fait notre calcul d’une manière générale et pour une position quelconque du point G ; nous venons donc de trouver ce résultat ; Si séccuiies se rencontrent, dune tnanière quelconque, les quatre parties corn.prises entre le point d’intersection et la circon/erence sont réciproquement proportionnelles. C’est le Théorème XXI du Liv. V de la Géométrie ; et il comprend le cas des deux sécantes, des deux cordes, de la tangente et de la sécante, des deux tangentes égales, de la moj'enne proportionnelle aux
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deux «egmcns du diamètre , etc. Noua retombona encore ici aur un on deux résultats que nous avions déjà obtenus ( n“*. 169. 172 ).
Du reste quand le point G est extérieur , «* + S* > r* , et le dernier teime de l’équation (£) est en +; ainsi les deux valeurs de > ont le même signe. Quand le point G est intérieur, «* +fl» < r*, et le dernier terme est en — ; ainsi les deux valeurs de > ont des signes difFérens. Quand le point G est sur la circonférence, + = r*, et le dernier terme est nul;
ainsi une des valeurs de i est nulle aussi pui.squc leur produit l’est Alors on peut diviser l'équation par ï et elle s’abaisse au premier degré. Enfin si le point G était le centre même ou l’origine , on aurait « = o, fl = o , et l’équation (E) deviendrait 1* — r* = o; ce qui donnerait > = ± r, comme cela doit être.
181. Encore une ou deux observations: si l’équation (E) était un cané parfait , ou si le dernier terme était égal au carré de la moitié du coéfficient du second , les deux valeurs de î seraient égales , et par conséquent la sécante deviendrait tangente. Or si on suppose cela et qu’on égale le dernier terme au carré de la moitié du coéfiieient du second en mettant A à la place de a, on aura une équation en «, fl, r, et A, et l’on en pourra tirer la valeur de A déjà trouvée au n'. 172 ; on obtiendra donc les égalités (3) et (4) de ce numéro-là.
Il y aurait encore un autre calcul à faire , mais plus long, qui conduirait aussi aux mêmes résultats ; ce serait de calculer généralement les deiu valeurs de * tirées de l'équation (E) , de les retrancher l’une de l’autre , et d’égaler la difféi'ence à zéro. En effet supposer que la distance entre les points dlnterscction est nulle , c’est supposer qu’il n’y en a plus qu’un de commun entre la droite et le cercle.
Ayant trouvé, par les moyens que nous venons d’indiquer, la formule (4) du n*. 172, il est clair qu’on en pourrait conclure, comme on l’a fait là, la formule (9) du même numéro , répondant au cas où le point G est sur l'axe
des X. On en pourrait de même conclure la formule (5) , A — ^ , re-
lative au cas où le point G est sur la circonférence. Cette valeur peut aussi se tirer immédiatement de l’équation (£), en observant que dans ce cas k dernier terme étant nul , ainsi qu’une des valeurs de J , comme nous l’avons dit il y a un moment , l’autre valeur de î est égale au coéfficient du second terme pris avec un signe contraire , puisque ce coéfficient , en chan-
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^eànt son signe, vaut la «omme des deux. Or i étant nul dans le cas de la tangente , on égale à zéro le coefficient en question et l’on obtient . . . •
182. On peut encore, en combinant les équations de deux sécantes particulières avec celle du cercle , retrouver la propriété de l’angle uiscrit appuyé sur le diamètre (n*. 169).
L’équation générale de la ligne AM, fig. 67, qui passe par le point 4 ( — r, zéro ) , est
et celle de la ligne BM , assujettie à passer en 5, ( -f- r, zéro) , est
y = al (« — r).
Si ces lignes étaient perpendiculaires à l’axe des x , elles ne se rencontrersiicnt pus , et n’auraient point de coordonnées communes. Mais si on incline plus ou moins l'une d'elles seulement, ou si l’on veut toutes les deux, elles auront un point commun , placé à une distance plus ou moins grande ; et dans ce point elles auront les memes coordonnées ou le même x et I© même y. D’ailleurs quand le rayon du cercle sera donné, les valeurs de ces quantités ne dépendront plus que des angles que les deux di oites feront avec l’axe des x. Alors si on veut calculer ces valeurs , qui devront donc être exprimées en a et a' , il faudra les tirer des deux équations précédentes , par quelque procédé d’élimination ; on trouvera ;
2aa!jr
Cela posé si l’on veut de plus que le point de rencontre des deux lignes soit placé sur la circonférence , il faudra que les trois lignes aient dans ce point les mêmes coordonnées , ou que l’équation du cercle soit satisfaite par les valeurs de a; et de i/ que nous venons de calculer ; mettant donc les carrés, de CCS valeurs dans l'équation y* + x* = r® , on obtiendra après les réductions :
aa' ( aa' -+- 1 ) = o ;
et cette équation servira à trouver un des a , quand on aura pris l’autre à volonté. On peut remarquer que le rayon a de nouveau disparu , toujours, par la raison que nous avons indiquée.
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Mais, sans aucun calcul, ce résultat nous dit plusieurs choses ; car on peut y satisfaire de deux manières; c’est-à-dire en faisant ou aa! = zéro, ou aa'+l =o. Or, 1*, quand aa! = zéro, on a encore ou a = o, ou a' = O , ou l'une et l’autre de ces quantités nullcs; ce qui signifie que l'une ou l'autre des deux droites, que l'on appelle dans ce ca& cordes supplémentaires , ou toutes les deux ensemble , peuvent être couchées sur l’axe des x; et il est bien clair en effet que les trois lignes auront alors ou un ou deux points communs. 2*. Quand aa' + 1 =: o , les deux droites sont perpendiculaires l'une à l’autre (n*. 161. Voyez aussi le 150) ; ensorte que l'angle inscrit appuyé sur le diamètre est droit.
183. Si l’on n’eût pas désiré de connaître la valeur des coordonnées communes , et qu’on eût voulu seulement trouver le rapport que les deux angles doivent avoir entr’eux pour que les droites se rencontrent sur la circonférence , on aurait pu faire un calcul plus simple et plus prompt. F.n multipliant entr 'elles les équations des deux droites , on aurait tout de suite :
y* = ao'(x* — r*);
et comparant ce produit avec l'équation du cercle écrite ainsi ;
la seule inspection do ces formules donnerait aa' = — 1.
Mais on n’aurait pas ainsi les valeui-s de ar et de y; et le résultat . . aa' =o am'ait disparu. Ce résultat, rigoureusement parlant, n’apprend rien, mais il peut servir d'exemple aux commençans de cette grande vérité, que le calcul algébrique peut indiquer, jusque dans les plus petits details, tous les cas particuliei's renfermés dans une question générale. Du reste c’est l’habitude du calcul et l’attention qui peuvent faire reconxiaitre dans chaque cas les procédés les plus prompts pour arriver à ce que l’on cherche.
“ On voit , par cet exemple , dit Biot , que lorsqu’on doit combiner ensemble plusieurs équations, pour en éliminer certaines quantités, il est quelquefois possible d’abréger l’opération par des procédés plus ou moins ingénieux ; mais en profitant de ces artifices pour rendre les calculs plus élegans et plus simples , il ne faut Jamais voir dans les changemens qu'ils opèrent , que le résultat et rclfct de l’élimiaation. £t comme les divers procéd^'S
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que l’on peut employer pour éliminer, introduisent quelquefois des facteurs étrangers à la question, ou en font disparaître, il faudra s’assurer que l’on a réellement trouvé le nombre de facteurs convenable ; ce qui sera toujours indiqué par le nombre et le degré des équations entre lesqueUei QU a dû éliminer. ”
CHAPITRE VIII
Des positions respectives de deux cercles.
184 . Recherchons maintenant dans quelles circonstances peuvent être placés deux cercles l’un à l’égard de l’autre.
Pour qu’il y ait quelque liaison entr’eux, il est évident qu’on doit les rapporter aux mêmes axes ; nous mènerons donc une droite par les deux centres et nous la prendrons pour l’axe des x ; puis , pour simplifier la discussion des formules , nous supposerons toujours le plus grand des deux cercles, s’ils ne sont pas égaux, placé à la gauche de l'autre, son rayon sera r et son centre sera l’origine des abscisses, que nous prendrons en -1- en allant vers la droite. Alors la distance des centres, désignée par d, marchera dan» le meme sens et ne sera jamais en — L’équation de ce cercle
sera :
Le second cercle, égal à l’autre ou plus petit que lui, et dont nous désignerons le rayon par r ' , aura pour équation , conune il est facile de le voir , fig. 63 et 64 :
D’ailleurs, ou ces cercles ne se rencontreront pas, ou ils se rencontreront, et dans ce dernier cas ils auront pour le même x le même y dans chacun de leurs points communs; cherchant donc, par l'élimination, les valeurs de ces coordonnées conununes (n***. 142. 143), nous obtiendrons pour x:
rP -4- r* — r'»
et , suivant la manière dont nous aurons fait le calcul, nous trouverons pour y ou l’une ou l’autre de ces formules :
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Du reste dès qu’on en aura trouvé une on pourra en conclure les autres i si l’on remarque l’analogie qu’elles ont avec celles du n®. 22. C'est même plus qu’une analogie , c’est une identité ; car quand deux cercles se cou» pent , comme dans la figure 64 , on peut former un triangle AAfC avec d,} r, y , dont la base est d et la hauteur y; et dans le n°. 22 nous avions aussi un triangle formé par les trois côtés a, b, d, fig. 5, dont la base était a et la hauteur x. Les valeurs de x de ce numéro>là ront donc celles de y de celui-ci.
Examinons maintenant les résultats de ces formules.
185. Si les cercles ont le même centre, d sera nul, et chacune des quatre formules donnera également r = r' ; c’est-à-dire que dans ce cas les cercles doivent avoir des rayons égaux pour se rencontrer, et nous avons supposé cette rencontre en calculant nos formules. Mais comment se ren-' contrent-ils ? Si l’on fait d = o et r = K ; on trouve a; = § et y = Ces valeurs indéterminées peuvent donc être prises à volonté ; du moins entre les limites où le cercle existe , et dans les rapports que cette courbe admet. En d’autres termes , si l’on calcule les valeurs de tant de coordonnées correspondantes que rbn voudra pour un des cercles, elles conviendront toutes à l’autre ; et par conséquent les deux cercles dans ce cas n’en font qu’un (Géora. Liv. V. n®. 53).
Si les cercles , ayant le même centre , n’ont pas le même rayon , le résultat r — r', qui résulte de la supposition que d = o, prouve qu’on ne peut pas supposer en même tems que deux cercles ont le même centre , que leurs rayons sont inég.iux , et qu'ils se rencontrent. En faisant donc les deux premières suppositions, on rejette la troisième ; ainsi dans ce cas les cercles ne se rencontrent pas , il est évident qu’ils sont concentri' ques ( Géom. Liv. V. n*. 55 ;.
186. Si les cercles n’ont pas le même centre, d n'est pas nul, et quoique l’abscisse x soit toujours possible , comme l’indique la formule , l’ordonnée y ne l’est pas toujour». U est clair que si cette ordonnée est imaginaire les
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cercles ne' se rencontreront pas; cela aura lieu, comme on le voit dans ÇA), {B), (C), lorsqu’on aura
— r'>>2dr, + , r* + r'*— <i>> 2r/^ ;
cherchons ce que cela signifie. La première inégalité donne successivement:
d^—2dr+r^>t^*, d—r>r', d > r+ r' . . . .
La seconde conduit au même résultat; et la troisième foui'uil celui-ci, en la üailant comme la première :
Ainsi les cercles ne se rencontrent point quand la distance des centres est plus grande que la somme des rayons, ni quand clic est plus petite que leur difl’éi’ence.
Dans le premier cas , les cercles sont placés hors l'un de l’autre , à une distance déterminée par la valeur de d relativement à celle des rajons , qui du reste peuvent être égaux. Dans le second cas , les cercles sont au dedans l’un de l’autre, et leurs ravons ne peuvent cire égaux, car alors la ùista»ice des centres , qui est plus petite que leur difl’ércncc , serait moindre que lien (Géoin. Liv V. n"’. 56. 64),
187. Si y est possible, tout comme a;, les cercles se rencontreront; cela arrivera certainement, comme on le voit dans ÇA), ÇB), (C), quand on aura
a> + r»— r'*<2dr, tl> + /•'’—/•*< 2d/, r‘-hr‘^ — d*<2rr';
voyons aussi ce que cela signifie. On tue de ces inégalités
d<r+i' .... iF), d>/-r' .... (O),-
ce qui prouve , en le combinant avec (E) , que les cercles se coupent , fig. 64, quand la distance des centres est en meme teins plus petite que la somme des rayons et plus grande que leur différence. Je dis qu'ils se coupent plutôt que de dire qu’ils se rencontrent , parce que les formules font voir qu’ils n’ont qu’une abscisse commune, x n’ayant qu’une valeur quand on fixe d, r, et r', mais qu’à cette abscisse répondent deux ordonnées égales et dirigées en sens contraire. Ils se coupent donc, mais ils ne peuvent jamais se couper en plus de deux points , puisqu’il n’y a Jamais que deux valeurs de y communes ; ensortc que s'ils avoient trois points communs ils sc cou-
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fondraient. Du reste les rayons peuvent dans ce cas être égaux ou inégaux (Géom. Liv. V. n”. 53. 54. 62. 63).
Les deux valeurs de y , égales et en sens contraire , prouvent en outre que la droite qui joint les centres , et qui est perpendiculaire à la double ordonnée , partage en deux parties égales cette double ordonnée , c’est-àdire la corde qui joint les deux points d'intersection ( Géom. Liv. V. n°. 65).
Si les deux rayons sont égaux, les équations des deux cercles sont. . . . y* = r* — a:’ et y* == r* — ( </ — x )* , d'où on tire x = ld; ainsi. . . . AP = CP ( Géom. n°. 65. bis ).
188. Si on avait dans (A), (B), (C), — r'*=2dr, d*-i~P* — r*—2dr',
rM-r'* — d}==2rr ' , on tirerait de ces égalités :
substituant ces valeurs dans les formules, 'pour avoir celles de ar et de y, on trouverait pour les deux cas, toutes réductions faites, x=.r ety — o. Ces valeurs simples et non doubles de x et de y , prouvent qu’alors les cercles se touchent , sans se couper ; on voit que cela a lieu quand la distance des centres est égale à la somme ou à la différence des rayons ; et il est bien évident que dans le premier cas les cercles se touchent extérieurement, et dans le second intérieurement. D'ailleurs le point de contact est sur l'axe des X, ou sur la ligne qui joint les centres, puisque y — o (Géométiie n". 57 58).
Si dans le second cas les rayons étaient égaux , leur dilfércnce serait nulle , et la distance des centres aussi ; alors les cercles se confondraient entièrement ( n“. 185) f Géom. n“. 61).
189- Pour que tout ceci soit aussi clair que possible, faisons encore une observation sur quelques-unes des formules précédentes.
En extrayant les racines pour trouver (£) , (G) , (/), nous n’avons pas mis le double signe, parce que si les rayons sont égaux r' — r=r — r' , et si les rayons sont inégaux, r étant plus grand que r' ( n®. 184), on aurait r' — r négatif; or d, qui est décidément en -t-(n°. 184), ne doit pas être comparé avec des quantités en — , si ce n'est en faisant abstraction du signe ; m.ais alors le résultat serait encore le même.
Ces lormules étant ainsi décidées, et devant servir de règle pour les autres, n.ius allons légitimer successivement celles-là. Et d'abord nous n'avons pas écrit pour {F) d < r ± r*, parce que la seconde valeur
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aurait été la même que (£) , et que celle - ci décidant la non • intersection se trouvait rejetée pour l’intersection.
Nom n’avons pas non plus écrit pour (I?) > r±r^ , parce que l’inter-
section jétant décidée possible par (G), dans certains cas où d r — r'» elle ne pouvait pas être toujoui's imjjossible avec cette valeur. D’ailleurs cette intersection étant supposée impossible avec > r — r', et l'étant décidément par (£) avec d < r — d, elle n’aurait plus été possible qu'avec d= r — d ; mais (/), qui est aussi une formule arrêtée, prouve qu alors il n’y a qu’un simple contact : on n’aurait donc jamais eu , dans cette sup^ position, d intersection proprement dite, ce qui est en contradiction avec les formules (F) et (G) déjà sanctionnées.
Enfin , nous n’avons pas écrit pour ) d=sr + d^ parce que la secondoi valeur n’aurait été qu’une répétition de (i).
CHAPITRE IX
Problèmes relatifs au cercle.
190 . Ju. TANT dormis un cercle et une droite qui rencontre ou non la circonférence , mener une tangerde paraüèle à cette droite, ou trouver les coordonnées du point de tangence.
On peut supposer d'abord que la droite ae meut parallèlement à elle* même , et vient se placer au centre , alors son équation sera y — Ax ; en* sorte que A est donné. L’équation de la tangente demandée , qui doit faire avec l'axe des x le même angle que la droite donnée , sera donc la formule (13) du n". 174, savoir;
y = Ax — r v'I + A*.
En la combinant avec l'équation du cerclé,
on en tirera, par l’élimination.
Ar
ce sont les coordonnées du point de contact Voyons quelques cas partie culiers.
1*. Si la droite donnée est parallèle à t’axe des x, on aura A = zéro, ce qui donnera x = zéro eiy = -±^r \ c’est-à-dire qu’on aura deux tangentes qui auront leurs points de contact placés sur l’axe des y.
2‘. Si la di'oite donnée est pai'allèle à l'axe des y, ou perpendiculaire à Taxe des x , on aura =a g ; ce qui donnera a? = ± retf/ = o; c’est-àdire que les deux tangentes miroat leurs points de contact placés sur l’axo des X.
3°. Si la droite donnée fait avec chacun des axes un angle de 60** , on
aura a = 1 ; ce qui donnera a? = :+; --j- et y = ■+: —7- ; les coordon-
nées seront donc égales , comme cela doit être. Alors si la dloitc est dans
PROBLEMES
le preraicr angle des axes ou dans le troisième , ce qui revient au même , on prendra, pour avoir le* points de eontact des deux tangentes, -f- a? avec + y et — x avec — t/ ; et si la droite est dans le second angle ou dans le quatrième , on prendra + x avec — y et •— x avec + y (*).
En général, il y aura toujours deux tangentes parallèles à la droite, à moins que celle-ci ne soit elle-même tangente et ne tienne la place d’une des deux ; et dans tous les cas le problème sera possible.
191. Pour résoudre ce problème, on aurait pu aussi raisonner de cette manière. En désignant parx' et y' le* coordonnées du point de contact, la formule (12) du n“. 174, aiu'ait donné pour l’équation de la tangente. . . y' y -f- x'x =x r*. Mai* on peut supposer qu’en général cette tangente coupe l’axe des x dans un point ( •> , zéro ) ; ainsi ces valemTs doivent satisfaire à l’équation précédente , et l’on a de cette manière x'» = r*. D’un autre côté le cercle donnant y'* = r* — x" ; il est facile de tirer de ces deux équa* lions :
Prenant encore dans la formule (9) du n®. 1 73 la valeur de « exprimée en A, et substituant cette valeur dans les dernières formules, on obtient, comme au numéro précédent :
192. Par un point donné extérieur au cercle mener à ce cercle les deux tangentes que l'on peut y mener ( n*. 1 73. )
On pourrait prendre la formule (10) n*. 174, dans laquelle on suppose* roit que « , é , désignent les coordonnées du point extérieur donné , et x , y, celles du point de contact; on la combinerait avec l'équation du cercle,pour en tirer les valeurs de x et dey. Ou bien, pour simplifier, on prendrait la formule (11) avec l’équation du cercle, en supposant qu’on eût fait
(*) Dans le cas actuel les coordonnées du point de contact sont égales; mais'
en général on a pour la longueur de la tangente (n*. 175) ,- donc ici I* tan-
gentc égale r-\ ce qui s'accorde avec le principe que la tangente de 50* est égale au rayon.
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tourner les axes pour faire passer celui des x par le point donné. Mais voici ce qu’on a trouvé de plus simple et surtout de plus élégant, quoique très-général.
Soit A , fig. 65 , le cenlre du cercle donné , et C le point extérieur («,«), désignons par S* , les coordonnées du point de contact inconnu, nous aurons, par la formule (i2), fi'y -H«'x = /•’ pour l’équation de la tangente. Mais comme elle doit passer par O, on pourra mettre », ^, à la place de ce, y, ce qui donnera;
d'un autre côté le cercle donne :
et voilà les deux équations qui doivent être combinées pour la solution du problème, lleüanchons la. première de la seconde pour avoir ;
complettons les deux carres :
(fi-s + + («”—««' + 1 «») = (!/»)* + (!«)*;
écrivons seulement :
Comparons actuellement cette équation avec la première formule (5} du n*. 167, et nous verrons qu’en supposant «' et 0 variables, et les représen' tant par x et y, cette équation est celle d’un cercle dont les coordonnées du centre sont \ et dont le rayon est (i®)*» c’est-à-
dire l’hypoténuse d’un triangle rectangle qui a pour côtés de l’angle droit ces mêmes lignes dont nous venons de parler. Nous reconnaîtrons de plus que les coordonnées , fl' , sont communes à ce nouveau cercle , au précédent, et à la tangente.
Divisant donc • ou A* en deux parties égales, pour avoir } », qui est l’abscisse du centre du nouveau cercle , élevant sur ce milieu de « une perpendiculaire égale à I fl , pour avoir l’ordonnée du centre et le centre mémo C, et joignant ACG, cette droite, dont C est prcciséiimnj^ lc_ milieu , sera le diamètre du cercle en question, et en sera la
rayon. Ainsi en décrivant la circonférence de AC, elle passera ea A, en G,
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et coupera te premier cercle en deux points , qui seront les points de con> tact cherchés (Géoin. Append. Probl. XXH.).
Si dans l'équation (4) écrite ainsi
on fait a; = « , on trouve y =8 o\i zéro ; ce qui prouve que le cercle ne passe pas seulement en G, dont l'ordonnée est a, mais encore en « , puisque l'ordonnée pour ce point est nulle.
On trouve les mêmes valeurs pour y en faisant x = zéro ; ce qui prouve que le cercle ne passe pas seulement en A dont l’ordonnée est nulle , mais qu'il coupe encore l'axe des y en , à une distance de A égale à B ; en*, sorte qu’en memuit la ligne GE parallèle à l’axe des x, elle va déterminer le point E où doit passer le cercle. De plus A « GE est un rectangle ins* crit , dont les deux diagonales se coupent au centr e.
Du reste si l’on veut chercher la valeur des coordonnées des points de contact, an lieu d’employer la formule (10) du n®. 174, comme il est dit au commencement du n®. précédent , on pourra combiner pour cela les équations (1) et (2). On pourrait aussi, dans ce but, combiner (1) et (3) ou (2) et (3); on obtiendrait toujours les mêmes résultats, en supposant les mêmes données.
Nous ne nous arrêterons pas à rechercher , par ces valeurs des coor* données du point de contact, dans quel cas le problème serait impossible ; nous avons déjà vu au n®. 173, qu'il est toujours possible quand le point donné est extérieur , comme nous le supposons ici.
194. Deux cercles étant donnés par leur grandeur et leur position res~ pective , mener une tangente à ces deux cercles.
Je supposerai le plus grand cercle à gauche, s’ils ne sont pas égaux, et le plus petit à droite ; les rayons r et r' du premier et du second sont donnés, ainsi que la distance des centres d. Prenons l'indéfinie qui passe par les centres pour l’axe des abscisses , et plaçons l’origine au centre du premier cercle. La tangente sera déterminée si nous exprimons au moyen de r , P, et <i, les coordonnées a', du point de corrtact sur le premier cercle, et la grandeur de l’abscisse «, qui répond au point où la tangente rencontre l’axe des x.
L’équation de la tangente est «'y -i* «'x = r» ; mais comme elle rencontre
en
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en général l’aRC des x dam un point G ( ■ , zéro) fig. 68 , en substituant c«s valeurs à la place iie x et de ^ , on aura :
= r*, et par conséquent «' = — ,
Pour savoir ce que vaut •' il faut donc savoir ce que vaut «. Or on voit par la fleure que
. • = d±CG:
cherchons donc encore ce que vaut CG. Les triangles semblables AGM , CGM' , donnent :
CG
donc « = d — ; d’où l’on tire :
dr r
« = - - ; ensorte que - fr r*).
O’un autre côté le premier cercle donne «'* + = r* ; substituant dAn*
cette équation la valeur de •’ , qu’on vient de tiouver , et traitant H comme l'inconnue , on obtiendra :
fi' = ±~V d* —
Enfin si l’on veut joindre à ces foimules la valeur de A tirée de l’équation (9), n". 173, on aura :
SS
Vd^ — {^r±r'Ÿ
195. Examinons surtout la valeur de a*, nous y verrons bien des choses;
1*. Si d< r— -r', il sera à plus forte raison </• + /; dans ce cas l’or* donnée est imaginaire , et par conséquent il n'y a point de tangente pos* sible. C'est qu'alors les cercles sont au dedans l’un de l’autre et ne se tom chent point (n“. 186).
2®. Si l’on a simplement d < r + r', il peut arriver que d = r — r' % alors fl’ = zéro et •' = r. U n’y a donc , dans ce cas, qu’une tangente pos* sible; parce que les cercles se touchent intérieurement (n*. 188 ).
3*. Mais si avec d < r -}• r* on avait d > r — té , la quantité sous le radical serait en +> mais simple , et le double signe avant le radical indiquerait
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4pux tangentes ; c’esl qu’alors les cercles se coupent ( n*. 187), ensorte que les tangentes se placent, l'une par dessus les cercles, L'autre, par dessous, fig. 66.
4*. Si d = r + r' ( nous avons déjà vud=r — r'),ona, ou,
K = r et fl" = O, ce qui fait une tangente , ou •' = — •
^TF , ce qui lait encore deux tangentes. Il y n donc, dans
ce cas , trois tangentes possibles , parce que les cercles se touchent extérieurement (n*. 188), et qu’il y a une tangente entre deux, une au-dessus des cercles , et une troisième au-dessous , fig. 67.
6®. Si d > r + / , à plus forte raison surpassera-t-il r — r', la quantité sous le radical pourra donc avoir deux valeurs en -f-, et, à cause du double signe avant le radical , il y aura quatre tangentes possibles. Alors les ccrclea sont séparés ( n°. 186 ) , et on peut leur mener deux tangentes intermé-. diaires, une troisième par dessus les cercles, et une quatrième par dessous , fig. 68.
Voyons encore quelques cas particuliers
Nous venons de dire que si d = r — r', on avait ■’ = r et fi* = o , on a aussi a = r et a = |, parce que l'angle de la tangente est droit.
Dans le cas 3®. , fig. 66 , si r' = r , on trouve «' = o, à' = rt r , ■ =|, et a = O, ce qui prouve que les points de contact sont sur l'axe des y~, et que les tangentes sont parallèles à l’axe des x, comme cela devait en dTet résulter de la supposition.
On trouvera les mêmes résultats, dans les cas 4*. et 6*., fig. 67 et 68 poiu' les tangentes supérieures et inférieures, en faisant aussi r'^rr. Mais pour les tangentes intermédiaires du dernier cas on aura .
m = ~ = l d ou yiG = C6, comme cela doit être* Quant aux valeurs 2r
4e lé, d, et A, elles varient avec celle de d.
Dans les cas 3®, 4®, et 6®, en faisant / = Jr, on a, relativement aux langentes supérieures et inférieures, « = 2d ou AG^1AC\ ce que donnent aussi les triangles semblables AGM , CGM'..
Dans tous les cas, si Ton fait d = \ on a «' = o, i z=-h r , « = s, et . . . .4 = 0 , comme on devait le prévoir, parce que les cercles étant infiniment éloignés tes tangentes ont leurs points de contact sur l'aie des ÿ , et sont parallèles à l'axe des x.
DIGRESSION
Sur le sens du signe moins dans quelques formxdes.
197. Je crois avoir donné, au n*. 35 de l’Algèbre d’Emile, une règle auflisante pour l’interprétation du signe moins dans tous les cas. J’ai ajouté à cela, au n*. 63 de cette Application de l’ Algèbre à la Géométrie , que lorsqu'on arrive , après un calcul, à un résultat de cette fome:
xz=-±:k,
trouve de deux choses Tune, ou la valeur en — - peut être prise en sens Contraire de celle en +, sur une même ligne droite qu’elle, où elle est insignifiante. Or voici une question qui rentre dans celle du n*. 179 , et qui pourrait donner quelques doutes à cet égard.
Cherchons la longueur de AM fig. 67 , le point A étant fixe à l'extrémité du diamètre , et le point M pouvant varier sur la cotirbe. Si on nonune cette longueur 1, on aura évidemment :
P = (r + + ou 1* = /•* -1- 2ra; -t- X* + y* ;
substituant la valeur de x* + y* tirée de l’équation du cercle , ou r* , il viendra :
î»=2r* + 2rx, et > = ± \/2/- (r-l- x) . . . . (1).
Alors, dira-t-on? si l’une de ces valeurs est AM, l’autre sera AM , quantité qui n’est point prise en sens contraire de AM, et qui pourtant n'est pas insignifiante.
Pour répondre à cette objection , il suffira de généraliser le problème. Supposons que le cercle de la fig. 58 soit rapporté à des axes obliques , et que ceiKndant l’origine soit toujours au centre , puis cherchons la longueur de AM ou de 1. Nous aurons, en faisant /?= 1 (n°*. 100. 137 j:
»* = (r-f-x/>4-y'+2(r-l-x) y. cosr,
î* X r* -J- 2rx 4- X* + y* •+■ 2/ y . c w V + 2xy . c w y ;
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substituant la râleur de ar* + y* + 2ary. cos >, tirée de l'équation du cercle aux coordonnées obliques [(3) n®. 167], savoir r®, on obtiendra;
= 2r* 4- 2rx + 2ry. cos y ,
d'od U résultera :
> = ± V^2/-* + 2/x + 2/y. eos y .... (2).
Or si l’une de ces valeurs représente AM , l’autre ne peut pas représenter AM' , parce que ces deux lignes ne sont pas égales ; donc la valeur en *— est insignifiante.
, Si on voulait AM , il faudiait prendre y en moins , et l’on aurait ;
> = 4: \/2r* + 2rar — 2ry. cos r . . . . (3) ;
formule dans laquelle la seconde valeur serait encore insignifiante.
. Sur quoi il faut bien remai’quer que les longueurs de AM et de AM' sont données par les deux valeurs de 1 en + dans les deux formules {2j et (3) » que L’on pourrait du reste réunir de cette manière :
* = + •v/2/- (r + a:) 2ry. cos y .... (4).
Donc les longucms de .d A/ et de AM' de la fig. 57 doivent aussi résulter de (4), et cela sans mettre le signe — au devant du radical, et en faisant seulement cos r = o, à cause des coordonnées rectangulaires. On trouve ainsi, pour représenter l’une et l'autre de ces longueurs,
d’où l’on doit conclure qu’elles sont égales, et que la valeur en — de (I) est insignifiante.
Confiimons encore ce résultat par un ou deux cas particuliers ;
' 1®. Si X = r , fig. 68 , comme on a alors y — o, la formule (2) donne * = 4: 2r, et la valeur en — ne pouvant pas représenter une autre ligne que la valeur en + , savoir le diamètre AB , est sans doute insignifiante.^
2*. Supposons que l’angle y soit les | d'un droit, on aura
cos y = cos I = siii i = il , puisque /? = 1 . Alors si on fait x = o ci y= r , ce qui s’accorde évidemment , la formule (2) donnera > = La pre-
mière valeur est bien celle de AM ( n®. 8 ) , parce que dans nos suppositions actuelles le point M est sur l’axe des jr, et l'arc AM vaut 1 1 ou c’cst-à-dire qu’il est le tiers de la circonférence; mais la seconde valeur
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n’est pas celle de AM‘, Celle-ci se trouverait pat (3) , qui donnerait . . . a. =3 + r. £□ efibt le point M‘ est aussi sur l’axe des j», l'arc AM' vaut | ou J, c’est-à-dire qu’il est la sixième partie de la circonférence, et par conséquent sa corde AM' est le côté de l’hexagone régulier inscrit ; mais 1^ seconde valeur de > est encore insignifiante.
198. Enfin pour ramener la question du n°. 179 au cas particulier de la question actuelle , dans lequel les coordonnées sont rectangulaires , fig. 67 , il suifirait de faire dans la formule (£) du numéro cité, «s:— et à = 0, on trouverait ainsi, pour calculer AM y
équation dans laquelle le radical ne peut pas être pris avec deux signes ditférens, parce qu’une droite faisant avec l’axe des a: un angle à volonté ne rencontre jamais le cercle en plus de deux points ; c'est ce que nous avons déjà observé au n*. 179.
Cela posé cette équation prouve d'abord qu’une des valeurs de > est nulle , et en effet le point de départ est ici placé sur la courbe même ; elle donno ensuite pour l’autre valeur de 1,
ce qui ne fait qu’une distance proprement dite, d’après les observaUôns précédentes sur le signe unique du radical,
CHAPITRE X
Des seetions conùpies en general; déjinitions diverses ^ équations, rapports de ces courbes entr elles.
199 . ^loüs allons maintenant parler de trois courbes connues fort anciennement des Géomètres , la Parabole, VEUipse et {'Hyperbole. Ce qu’ Archimède nous a laissé sur cette matière prouve qu’on s’en était occupé avant lui , et Apollonius , qui vint ensuite , composa , il / a déjà deux mille ans , un bon ouvrage élémentaire sur ces courbes. On a eu depuis tors ceux de Grégoire de St. Vincent, de la Hire , de Guisnée, de l'Hôpital, de La Chapelle , etc. ; et enfin Descartes , Newton , Euler, et Cramer ont donné des traités très-étendus sur toutes les courbes en général.
' n faut observer à cét égard, que les premiers auteurs que nous venons de citer ,'jusqu’à Guisnée , n’ont point fait usage de l’Algèbre ilans leurs démonstrations; les uns ne pouvant se servir d’un instrument qu’ils ne connaissaient pas encore , les autres n’osant peut-être pas s’écarter de la méthode des anciens. '
. Ces courbes, ont reçu , dès leur origine , ^Ic nom de Sections coniques , parce quelles résultent de l’intersection du plan avec la surface du cône droit ou oblique. Mais on peut encore les décrire par différens procédés , ou les tirer de l’équation générale à deux indéterminées du second degré. Les anciens , qui les ont observées les premiers , (>nt ignoré leurs usages dans la physique et dans les arts ; la Parabole est la courbe que décrivent en tombant les corps qu’on lance parallèlement ou obliquement à l’horison; elle sert donc dans le jet des bombes ; elle sert aussi dans l’excavation des mines, dans les porte-voix, dans le calcul du cours des comètes. L’Ellipse est la courbe que décrivent les planètes autour du soleil, et les satellites autour de leurs planètes principales ; elle est utile dans l’optique , dans la construction des porte-voix et des cornets acoustiques , dans le calcul des voûtes. L’Hyperbole se rencontre de même dans quelques-uns des phénomènes de la nature , et elle trouve aussi quelquefois son application dans l’optique. Les trois courbes s'emploient enfin pour la résolution de certains
SECTIONS CONIQOES: DÉFINITIONS, èÇüATIONS, CtC, t5* juroblèraes de géométrie tianscendante , et pour la conitructioa des équa-. tiuns du troisième et quatrième degré.
Quant à leur nature , elles ont entr’ellea et avec le cercle de très-grands rapports ; c'est ce qu’on aperçoit bientôt lorsqu’on les tire des sections du cône , ou de l’équation générale à deux indéterminées du second degré» Mais en suivant ce dernier procédé, elles ne paraissent être au premier moment que des êtres fantastiques, dont les contours ne se dessinent pas à nos yeux , et que nous ne connaissons que sur parole. Leur description par te mouvement continu d’un style , nous met bien plus vite en contact avep elles, et nous les montre d'ailleurs comme à nod et sans accessoires étrangers : nous assistons alors à leur formation, et nous voyons naître avec elles les points et les lignes auxquels on doit les rapporter. C'est à peu près ainsi que nous les oflVe la nature,, quand nous suivons de l'œil le mouvement d’un projectile, ou celui d’un corps qui circule autour d’un point En revanche , nous n’apercevons pas tout de suite » de cette manière , les rapporta qu'elles ont entr'elles . nous ne voyons pas assez que ce sont des individus unis entr'eux pai' les noeuds les plus cU'oits et ne composant, pour ainsi dire, qu’une seule et même famille. Essayons donc de suivre une marche qui participe aux avantages de ces diverses méthodes.
200. Soient XX', Yï' , fig. 69 , 70, 71 , deux axes indéfinis et rectangulaires; par un point T', pris sur l’axe des i, à une certaine distance de l’origine A, menons l indéfinie T' LO' faisant avec cet axe, ou un angle de 50”, fig. 69, ou un angle plus petit, fig. 70, ou un angle plus grand, fig. 71 ,mais en général moindre qu’un droit; faisons AF— AL, puis ayant élevé sur l’axe des x, jusqu’à la rencontre de la ligne T' LG' , tant d’ordonnées FG , P N , P N , etc. que nous voudrons , supposons que l’indéfinie FAX' tourne sur le point F, comme sur une espèce de centi'e, et vienne rencontrer successivement les différentes ordonnées ; qu’en même tems le point A parcourre l'indéfinie mobile, et passe avec elle par les points M,G' , M, etc., les deux mouvemens se réglant d’ailleurs l’un l’autre de manière que le point A, toujours placé sur la ligne tournante, se maintienne à une distance de F telle que l’on ait chaque FM égale à l’ordonnée correspondante PN , nous aurons une courbe dont nous allons rechercher l’équation,.
On a dans les trois figures :.
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désignant AF=i AL par l, chaque ordonnée NP de la droite T' LG' pur et chaque o'rdonnée MP de la courbe par y, on obtiendra:
Mai» l’équation de la droite T' LG' étant z = /jj; + /, si on substitua dans la précédente égalité cette valeur de 2 , on aura, toutes réduction» faite» :
c’est l’équation générale de la courbe , pour tou» le» ca*.
1®. Si l’angle tn que la droite T' LG' fait avec l’axe de» x est de 60*, fig. 69 , son sinus est égal à son cosinus , et l’on a A = = 1 ; alor»
l’équation se réduit à
C’est à cause de l’égalité du sinus avec le cosinus, ou de AL avec AT'., ou du carré de l’ordonnée avec le rectangle de l'abscisse par la constante générale 2/ ( 1 A), c’esi dis-je à raison de cette égalité , ou si l’on veut
de cette similitude , que la courbe a rcqu , dans ce cas , le nom de Parabole, 2*. Si l'angle m < 60*, fig. 70, le sinus est moindre que le cosinus, ensorte qu’on a A < 1 et A’ < 1 , alors le coétTicient de x» reste négatif, et l'équation conserve sa forme :
C’est parce que le sinus est ici plus petit que le cosinus , on que AL est plus petite que AT' , ou enfin parce que le carré de l’ordonnée est moindre que le rectangle de l'abscisse par la constante 2/ ( 1 + A ) , et cela de toute la quantité (1 — A* ) a:® , c’est dis-je à raison de ce retranchement qu’on a donné à la courbe actuelle le nom à' Ellipse.
3®. Si l’angle m > 60®, fig. 71, le sinus surpasse le cosinus, et l’on a A > 1 et A® > 1 ; alor» le coéfficieiit de X® devient positif, et l’équation <6’)-peut s’écrire ainsi :
=2/(1 +A)x-KA®— l)x* .... (3).
On a donc sin m > eos m , AL > AT' et le carré de l’ordonnée surpasse le rectangle de l’abscisse qar la constante 2/ ( 1 + A ) de toute la quantité ( /i® — 1 ) X*. Or c’est à cause de cette augmentation que cette dernière courbe prend le nom Ht Hyperbole,
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201, L’angle étant de 60® dan» la parabole, fig. 69, on a toujours
FM — NP = T’P , et par conséquent FM > FP ; ensorte que la courbe ne rencontre l’axe de» x qu’au point A d’où elle part. Mais si on répète au - dessous de cet axe la construction que l'on a faite au - dessus , on Terra que la parabole est composée de deux branches égales qui s’éesu-» tent indéfiniment l’une de Tautre. Quant aux deux autres courbes , chacune d'elle» passe deux foi» sur l'axe des x, comme on peut le Toir par le» figures 70 et 71 ; car si Ton mène par F l’indefinie FI , faisant avec l’axe des X un angle de 50®, elle rencontrera l’indéfinie T' LC au-dessus de cet axe dan» l’ellipse et au-dessous dans l’hyperbole ; et JB étant l’ordonnée du point d'intersection , on aura IB = FB : ensorte que la courbe se retrouvera en B sur l’axe des ar. Mais d.ans l’ellipse FI s’éloignant ensuite de l’axe plus que T'Lff , les ordonnées NP à cette dernière ligne seront dès lors plus courtes que le» correspondantes, et il n’y aura plus de courbe au delà de B, tout comme il n’y en a point en deçà de A. Tandis que dans l’hyperbole le contraire aura lieu, et la courbe, manquant de A en B, se retrouvera au delà de B. En suivant d’un peu plus près ces détails, et en répétant d’un côté de l’axe des x la construction faite de l'autre , on verra que l’ellipse est une courbe rentrante fermée et limitée , et que l’hyperbole est composée de quatre branche» égale» , s'écartant de deux en deux indéfiniment l’nne de l’autre, et formant en quelque sorte deux courbes opposées par leur convexité. Tout cela résulte plus simplement encore de» équations de ce» courbes, comme il est facile de le voir en faisant dans (1), (j2), (3) , y = o, pour savoir où la courbe rencontre l’axe des x, en donnant ensuite à x différentes valeurs en plus et en moins , pour obtenir la valeur réelle ou imaginaire des ordonnées correspondantes , et en observant que, par la foime de» équations, on obtiendra, en général, pour chaque abscisse, deux ordonnées égales et de signe contraire. Mars il était bon de suivre de l’œil la formation de ces courbes, d’après le procédé que nous avons adopté pour le» décrire. ' ’
Essayons maintenant de simplifier les équations (1), (2), '(3); ce sera faciliter la recherche de» propriétés de no» courbe». ' ' ' ’ ‘
202. Si nous comparons le demi-coéfficient de x de l’équation générale (C/) , savo'u: / ( 1 4- A ) , avec le second membre de l’équation ; i
* = Aar ■+•/, qui est celle de la droite T'I/j , nous verrons que ces deux» quantités deviennent égales quand on fait dans la dernière x — l; Ynais en
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faisant AF on obtient la valqur de l’ordonnée PG' } donc . . . ^
FO' = lii +A), et 2FG' = 2/( 1 + A).
Il faut remarquer que cette ordonnée /'O' , la seule qui soit conunune à la droite T' LG' et à la courbe ^ concoml à régler ou à mesurer en, quek que sorte la grandeur de celle-ci ; c’est pourquoi on l’a nommée , en la pre^ nant double , le paratnèlre de la courbe , et qn la désigne communément par p.
Or comme le point F, d'où partent toutes les dioites FM , qui vont,', en s’écartant les unes des autres, déterminer les difiérens points de la courbe,, peut être considéré comme un point rayonnant , nous l’appellerons foyer ;• et nous dirons que le parapiètre est la double ordonnée qui passe par le; foyer..
Faisant donc 2FG' = 2Z(1+A)=p, et substituant cette valeur dans, les équations , on aura , pour la parabole :
pour l’ellipse ;
y'=px—ii .... (5),.
pour l’hyperbole :
if =px 4- ( A* — 1 ) X* (6).
Et l’on remarquera que le rectangle dont nous avons parlé au n*. 200 , t%, 2“, 3”, n’est autre chose que le rectangle de l’abscisse par le paramètre.
On remarquera aussi que dans (2) et (3) les constantes sont A et / , et que dans (5) et (6) les constantes sont A et p ; et il est clair qu’on pourrait trouver deux autres équations dont les constantes seraient l et p. En général il faudra deux constantes pour déterminer la courbe, parce qu’it faut deux données pour fixer la position de T' LO' relativement aux axes. La parabole ne lait pas exception , parce qu'elle a une donnée fixe , savoir l’angle de 60°, d’où résulte A = 1 pour tous les cas; or cette donnée est toujours sous-entendue.
203. Au lieu de rechercher les équations de l'ellipse et de l’hyperbole en l ttp, arrêtons-nous à une autre constante qu’on a coutume d’introduire dans CCS équations; c’est la grandeur fig. 70, 71, que nous désigne, rons par 2c , en la considérant comme partagée dans un point C, en: deux parties égales valant chacune c; tout comme le diamètre d’im cercle se xeprésenie par 2r lorsque le rayon est représenté par r. Cherchons donc
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à exprimet au moyen de c et de ;; la valeur du coéfficicnt de a* , c’est-àdire la valeur de I — A* ou de i.
L'équation de T' LG' étant :
z = hx + l.
et celle de JF étant, à cause de sin m' = cosm', (m' est l’angle de cette di'oite avec l’axe des x), et de Af{= AF=:AL,
si on en tire par l’élimination la valeur de x , ce sera celle de l’abscisse commune AB, ou de la constante 2c. Or en retranchant la première équation de la seconde on obtient :
a: ou 2c = ^ (7);
mais nous savons que 2l + h) = p ; donc l = » »ubstituant cette
valeur dans celle de 2c, on ti'ouve, après les réductions:
et par conséquent
J’ai mis le double signe au second membre , parce que si /t < 1 , comme dans I ellipse , 1 — h* est en -f-, et si A > 1 , comme dans l’hyperbole, 1 — h* est en — .
Substituant donc cette valeur dans (,U) , et mettant ^ à la place de . . . ' 2/ ( 1 -f- /i ) , ,on obtiendra :
C'est l’équation des deux courbes, avec les constantes p et c. Elle représente même la parabole dans le cas où .le dernier terme est nul. Or pour qu’il soit nul avec une valeur quelconque de x, comme il le faut ici, on doit avoir c = J , parce que le paiamètre ne peut pas être nul , tant que la courbe existe réellement. Ainsi l’on peut considérer la pai abolc comme une
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ellipse ou une hyperbole dans laquelle la quantité c est infiniment grande.
204. Mais il y a encore une constante bien remarquable dans l’ellipse ; c'est la double ordonnée DD' qui passe pai- le point C, fig. 70 ; désignons-la par .'2c' , et cherchons sa valeur dan» (9) , en y faisant x — c , nous trouverons :
y ou c' = i/» > 2c' = ^2cp ... (10) ;
ce qui prouve que 2c' est moyenne proportionnelle entre 2c et p.
Maintenant si par le point C dans l'hyperbole , fig. 7 1 , nous menons une perpendiculaire DD' , moyenne proportionnelle entre 2c et p, et partagée eu C en deux parties égales » cette perpendiculau'e , désignée aussi par 2c', jouera dans l’hyperbole le même rôle que DD' , fig. 70 , joue dans l'ellipse. Sur quoi l’on observera que si l’on calculait, au moyen de (9), la valeurde l’ordonnée au point C pour 1 hyperbole , en faisant dans celte formule X =■ — c , et prenant le signe d’e n ba s , on aurait y = | cp ; ensoi-te
que c', que nous faisons égal à cp, n'est autre chose que l'ordonnée ou point C prise comme réelle , ou rendue réelle d’imaginaire qu'elle était.
205. Voilà done le point C qui se trouve à égales distances d’abord des points A ci B el ensuite des point» D et Z)', qui appartiennent tous quatre à la courbe dans l'ellipse, et dont deux seulement appartiennent à la courbe dans l’hyperbole ; cxanûnons maintenant à quelle distance il se trouve en général de tel ou tel point pris sur l’une ou l'autre de ces courbes. O.ési' gnons cette distance par ), nous aurons évidenunent :
js= (i q; + ,
équation qui doit s'accorder avec celle de la courbe,.
- _ Px'
y^ = px^—.
cl avec celle de la droite qui passe par le point C, (.±:CyO), et qui A, par conséquent cette forme :
*/ = a(xTc).
Faisant le calcul préc'wément comme au n”. 179 , nous obtiendroQs uneéquation du second degré en S , d^ laquelle nous tirerons :
i = ±cV^
-_p ( t + a*) 2ca' P
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Cette fbrmule prouve que la valeur de ï sera toujours possible dans l’ellipse, mais qu’elle ne le sera dans l’hjperbole que quand on aura 2ca ■<p. Si l’on supposait pour cette courbe 2ca^ = p, on aurait î = |, c’est-à-dire qu’alors la droite passant par le point C ne rencontrerait la courbe qu'à une distance infiniment grande, ou ce qui revient au même, ne la rencontrerait pas du tout ; non plus que sous un angle plus grand et qui donnerait 2ca* > p. Mais en général on voit que > a deux valeurs égales et de signe contraire, ce qui prouve que lorsqu'une droite qui pusse pai' le point C rencontre la courbe (ellipse ou hyperbole) elle la rencontre, de part et d’autre, en deux points également éloignés du point C.
De là vient que ce point , placé toujours à égales distances des points opposés de la courbe, de deux en deux, a été nommé le centre; et que l'on appelle diamètre toute droite qui passe par ce point (*).
Sur quoi il faut observer que si un diamètre aboutit à la courbe , comme cela a toujours lieu pour l’ellipse , nous regai'derons sa partie interceptée comme sa longueur ; et que si un diamètre n'aboutit pas à la courbe , comme cela peut arriver dans l’hyperbole , nous chercherons à déterminer sa longueur en rendant son expression réelle d'imaginaire qu'elle était ,. comme nous, avons fait pom' la ligne DD' (a”. 204.) Le centre étant infiniment éloigné dans la parabole , tout diamètre de cette courbe qui aboutit à la partie finie est. parallèle à l’axe des Xt et réciproquement, on peut considérer toute droite ‘ partant de la courbe et parallèle à l’axe des x comme étant un diamètre.
206. Quant aux lignes AB et DD' , qui sont aussi des diamètres , elles ont ime propriété particulière ; c’est que si l’on fait tourner les figures sur ces lignes , comme sui' des axes , la portion qui , est d'un côté de la ligne vient s’appliquer exactement sur celle qui est de l’auti'e côté. Cela résulte- 1 *. de ce que l’angle des coordonnées est droit, 2*. de ce qu’à chaque abs-. cisse il répond deux ordonnées égales et de signe contraire (n°. 201 3*. de ce que les ordonnées placées à égales distances du centre sont égales ,. comme nous niions le démontrer. Supposons CK-=: 73, 74, on.
aura UB= AK = x; ainsiyi/f=:t(2c^/fj9) =± (2 c^x). M ettons, donc cette abscisse AH ou ±(2c^i) àla place de AK ou de x dans.
(*) Ce n’est pas là la définition la plus générale de ce mot, lorsqu’on l’apr. plique à des courbes quelconques ; niais elle convient du moins à toutes les sec-, tious coniques , aussi bien qu'au cercle , et cela suffit pour notre but actuel.
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(9) , et cette équation se retrouvera la même après les réductions ; ainsi la valeur de l’ordonnée sera la même.
II est facile de voir, au simple coup-d’œil, que si les figures tournaient sur toute autre droite passant par le centre que les droites AB et Diy , une des pallies ne s’appliquerait pas exactement sur l’autre. C’est à cause de la propriété particulière de ces diamètres AB, Diy , qu’on leur a donné le nom A' axes, en prenant ce mot dans un sens un peu différent de celui que nous lui avons donné jusqu’à présent (•). La ligne AB = 2c, dans l'ellipse et l’hyperbole , c’est-à-dire celui des deux axes qui passe par le foyeit, s’appelle le premier axe , et la ligne DD" = 2c' s’appelle le second axe. De plus les extrémités du premier axe', c’est-à-dire les points d et .S où il rencontre la courbe , se nomment Us sommets. Quant à la parabole , fig. 69 , elle n’a qu’un axe indéfini AX et un seul sommet A. Mais dans le cercle tous les diamètres sont des axes , et tous les points de la circonférence sont des «ommets.
Du reste l’équation (8) fait voir que dans l’ellipse, où /i* < 1 , le premier axe est plus grand que le paramètre , et par conséquent plus grand que le second axe, qui est une moyenne proportionnelle entre ces deux lignes; c’est pourquoi les deux axes sont souvent appelés dans cette courbe le grand axe et le petit axe.
’ La même formule prouve que dans l’hyperbole , où > 1 , le premier axe peut être égal au paramètre , ou plus grand , ou plus petit que lui ; d’où il résulte qu’il peut être égal au second axe , ou plus grand , ou plus petit que lui. On reconnaîtra tout cela plus facilement en écrivant ainsi la formule (8), pour le cas de l’hyperbole :
p. cos^m
et en faisant successivement rin- m — 2 cos^ m , rni* m = J cos^ m, et . . . sin* m '= 3 coi^ m ; ou d'autres suppositions analogues à celles-là.
207. Si l’on fait dans l’équation (9) x = l et y = îp, on obtient:
(•) Il paraît qu’on a d’abord m les axes comme nous les voyons dans ce moment', et qu'on a ensuite généralisé l’idée, eu appliquant le meme mot aux axes obliques et à ceux qui ne partagent pas k$ ordonuc'cs eu deux parties égales. ’*• ' - ‘ '
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lp^z=pl-h —, d’où p==4/-t-— .... (tl)v
c'est la valeur du paramètre en c et /. Et comme le dernier terme s’an^ gulle en supposant c = U en résulte que dans la parabole le paramètre vaut quatre fois la distance du sommet au foyer, qu’il est plus petit dana l’ellipse, et plus grand dans l’hyperbole.
D’ailleurs, puisqu’on a pour la parabole y' =px, ou a? : y :: y : p^ et puisqu’on a pour l’ellipse et l’hyperbole (n®. 160 ) 2c 2c' :: 2c' : on peut dire que dans la première courbe , le paramètre est une troisième proportionnelle à une abscisse quelconque et à fordonnée correspondante; et que dans les deux autres , le paramètre est une troisième proportionnelle au premier axe et au second. Mais le caractère général de cette ligne c’est d’ètre égale à la double ordonnée qui passe par le foyer, ou à 2/(l-f-/0; quantité qui se réduit tout d’un coup à 4/ quand on fait h = l , comme il le faut pour la parabole ( n°. 200 >.
208. Si on substitue dans ( 10) la valeur de p que nous venons de trou-> ver (11), on aura pour la grandeur du second axe en c et
Cela posé il sera facile de trouver la valeur de FD, fig. 70, et de AD y, ig. 71.
On a FD' = c'* + ( c — /)*, et si l ’on met ici la valeur de c'* , tirée d» ' l’équation précédente , on obtient Fü' = 2/c -r- P- + c*— 2/c + /*= c* ^ d’où il résulte FD = c.
On a, dans l’hyperbole, ALr = c'* +■ c*, et si l’on substitue ici la valeur de c** , tirée de (t2) , on trouve AD* = c* + 2/c + /^; d’où U résulte . . .. AD=c+l = CF.
On a donc , pour Ica deux courbes ,
cP=c'^<r-.
Enfin si on voulait trouver la valeur de FB = 2c ^ /, on tirerait dte (12) c'“ = / ( 2c ^ /) ; ce qtH donnerait / : c* : : c' : 2c ^ /;. eusorte quft FB est troisième proportionnelle à / et c'.
Ces résultats pourront nous être utiles.
209. Observons maintenant que nous avons eu dhns l’ellipse et l’hyper--
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bole cinq constantes, h, l,c, </ , etp, qui prises de deux en deux peuvent fournir des équations de ces couibes (n*. 202); on en pourrait donc trouver dix différentes pour chacune d’elles avec ces constantcs-là. Nous avons examiné celles en A et / (2) et (3), celles en A et p (5) et (6), et celles en c et P (0) ; vo/ous encore celles en c et c' , qui sont simples , élégantes , et fort usitées.
On peut tirer de (10) p = ( voyes aussi n®. 207) ; substituant cette
valeur dans (0), on a:
y*= ^ (2cxrTx*) .... (13); , ,
c’est l’équation au sommet et aux axes.
Si l’on veut avoir l’équation au centre et aux axes , ou transporter l’origine au centre, il faut mettre dans (13) x-f-c à la place de x pour l’ellipse , et X — c à la place de x pour l’hyperbole , comme il est facile de le voir par les figures. On aura ainsi , pour la première courbe «
et pour la seconde :
Sur quoi il faut observer que l’cquatiou (lé) devient l’cquatioh( 15) en y changeant c' en c' y' — 1.
2 1 0. Toutes nos équations au sommet prouvent que pour chaque vakur qu’on Voudra donner à x, on aura deux valeurs de y, réelles ou non , mais égales et de signe contraire ( n*. 201), sauf dans les points où la courbe rencontrera l’axe des x et où y sera nul. Il en résulte, comme nous l’avons déjà dit ( n*. 206 ) , que cet axe partage les trojs courbes , chacune en deux parties égales , qui peuvent se superposer quand on plie la figure suivant cette ligne. f )
On voit de même par (14) et (15), qui sont les équations au centre de l’elIipse et de fhyperbole , que si l’on donne successivement à x deux valeurs quelconques égales et de signe contraire, il en résultera les mêmes valeurs pour y , p.uce que cas équatioas ne contiennent qtw la seconde
puissance
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puimnce db x ; ce qui signifie que la portion de la courbe qui est d'un côté du centre est semblable et égale à la portion qui est de l'autre côté ; ainsi ces portions , connue nous l'avons aussi vu ( n*. 206 ) , se superposeront exactement quand on pliera la figure suivant le petit axe. L'un des sommets ira donc se placer sur l’autre sommet , et le foyer F marquera suc l’axe un autre foyer F ' , depuis lequel on pourrait supposer que la courbe a été décrite, en plaçant convenablement la ligne T'LG' ; et l’on aura. , . BF' — AF.
Quant à la parabole , elle n’a point de centre ; elle n'a qu’un axe , qu’un sommet , et qu’un foyer ( n°*. 205. 206 ). Dans les deux autres courbes , la distance du centre à l’un des foyers , s’appelle ï excentricité.
21 1. Si on voulait supposer que la ligne T'LG' , fig. 71 , tournât surle point JL en se rapprochant de l’axe des x , h diminuant , sans que l changeât , la courbe deviendrait d’hyperbole parabole, et de parabole ellipse. Ce mouvement continuant ensuite, dans le même sens, on voit par (7) que 2e diminuerait, ou que le point B, fig. 70, irait en se rapprochant de F, et par conséquent I aussi. Enfin quand T'LG' se trouverait parallèle à l’axe des X, on aurait h = zéro, 2c — 2l [fonnule (7)] , et l’équation (2) deviendrait :
y* = 2lx — a?» ou y* = 2cx — a:’ ;
équation d’un cercle qui a l’origine au sommet et dont le rayon est / ou e (n“. 166).
Si T'LG’ effectuait le même mouvement en tournant sur un autre de sea points, au lieu de tourner sur Z, / irait en augmentant ou en diminuant, pendant que h diminuerait , et par conséquent , ou F s’éloignerait de A , ou il s’en rapprocherait , et la ligne Fl se mouvrait parallèlement à ellemême, en suivant le point Z; quant à B, ce point pourrait, suivant les ~ras, ou restera sa place, ou se rapprocher de il, ou s’en éloigner; mais lorsque 2" LG' se trouverait paiallèle à l'axe des x, la courbe serait encore un cercle , qui aurait pour rayon la grandeur acquise par AF.
Si la ligne T' LG’ tournait sur le point T' en se rapprochant de l’axe des X, les quantités h, /, et 2c iraient en diminuant, de même que p, ensorte que les points F et B se rapprocheraient àe A ,\c point 7. se rapprocherait de ^ et de E, et le point O’ aussi ; enfin quand la ligne T’LG’ serait couchée sur l’axe des x, toutes les quantités ,h,l,2c,p seraient nulles, et la fonnule (2) donnerait ^*=5-— a:*, et ÿ = .y/ — a;*, équition qui ne
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pourrait être satisfaite qu'en faisant en même tenu a; s o et t/ssû; la courbe ne serait donc plus qu’un point.
On pourrait aussi voir cela de cette manière : faisant d'abord h = o, l’équa* tion (2) deviendrait celle d'un cercle ayant l pour rayon ; mais ici l est encore nul, donc ce cercle dont le rayon est nul n'est autre chose qn’un point.
Si dans les trois figures la ligne T'LG,' vient passer en ^ , on a AL = o , et par conséquent AF ~ AL = zéro ; ainsi la ligne IF passe aussi en A.
Alors 1’. si m < 50°, la portion de IF qui est au-dessus de l'axe passe aussi au-dessus de T'LG' , le point J et le point B, iig. 70, se réunissent en A , avec les points T'y L, et F, et toute l’étendue de là courbe , toujours comprise entre ses deux sommets et , se trouve ressen-ée en un seul point. En effet chaque NP étant plus petite que chaque distance coiTcspondixnte T'P , ne peut plus , étant portée de F en M, ou de T' en Af, rejoindre NP. Ce résultat estaussi confirmé par l’équation (2), qui devient, en faisant /= o, ÿ* = — (1 — h*) et qui ne peut être satisfaite qu'en supposant x = o et y = o,ce qui indique un point.
2®. Si m = 6ü°, la ligne JF se confond avec T'LG', fig. 60, chaque N P étant alors égale à chaque TP ou FP correspondante , tous les points de la prétendue courbe viennent se placer sur l'axe des x. En effet l'cquation (1) , en faisant / = o, devient y* = o, d'où y = o, ce qui n’est autre chose que l’équation de l’a.\c des x. C’est dpnc à cette droite que se réduit la courbe dans ce cas. >
3*. Enfin si m > 50° la partie de IF qui est au-dessus de l’axe des x passe au-dessous de T'LAJ' , le point / et le point B, fig. 71 , se réunissent en A, avec les points T‘, L, et F ; mais la courbe n’étant jamais, sous cet angle, comprise entre les points A et B, ne se trouve pas , comme dans le premier cas, resserrée en un seul point. Pour savoir ce qu’elle devient, faisons dans ( 3j / = o, et nous aurons = (/i* — 1 ) a:*, d'où ,
y = ±\/ h* — 1.x; équation de deux droites qui passent par l'origine, et dont les tangentes trigonométriques (n°. 121), étant égales et de signe contraire , sont prises en dessus ét en dessous de l'axe des x. Chacune d’elle vaut, à part le signe, /i* — 1. Les hyperboles se réduisent donc ici à deux droites, et leurs quatre branches deviennent les côtés de deux angles, opposés au sommet. Voyons une application paiticulicre de cela.
Si on voulait que la première de ces droites se confondit avec Fl, il faudrait que sa tangente trigonométrique fût i , afin que l'angle qu’elle fait
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a^ec l’axe des a: fût de 60® ; on aurait donc \/h^ — 1=1 et A* —<1 = 1, d’où l’on tirerait A ou ^-2 = \/2; ensorte que cos m : sin rn:: i : y'2. Il faudrait donc, après avoir pris T' P à. volonté pour 1, construire un carré sur cette ligne, et faire la ligne PN , correspondante à T'P , égale à la diagonale de ce carré ou à y^2; menant alors T' N, et construisant comme au n”. 200 , tous les points de la prétendue courbe se placeraient sur fli L’équation iU) peut donc représenter un point , une droite , deux droites , un cercle, une ellipse, une parabole, et une hyperbole. Si l’on y fait h et.I nuis , elle devient y — x' ; si l’on y fait l nul et A < 1 , elle donne y z= — (i — d’où l’on tire egalement x = o et ÿ = o ; c’est
le cas du point Si l’on y fait / nul et A = 1 , on trouve y = o ; et si l'on y fait l nul et A > 1 , on trouve y = ± — 1 . a: ; ce sont les équa-
tions d'une droite et de deux droites. Si l’on suppose simplement A nul, on obtient y* — 2lx — o:“; c’est l'équation du cercle. Si l’on a A < 1 , le dernier terme reste en — et c’est l’équation de l’ellipse. Si A = 1 , il vient y^ = 4/a.- ; ce qui repré.sente la parabole. £nân si on prend A > 1 , le dernier terme devient + et l’on a l’hj perbole. '
Ces résultats peuvent aussi se tirer plus ou moins facilement des autres équations, excepté celui des deux droites. Prenons, par exemple, l’équation (9). Si l’on y fait p nul , on a y = o ; si l’on suppose p — 2c, et qu’on donne au second terme le signe — , on trouve y* = 2cx — a* ; et si dans ce résultat on fait de plus c nul, on obtient y = y' — a*. L’équation tell® qu’elle est, avec le signe — au second terme, est celle de l’ellipse , et avec le signe -|- celle de l’hyperbole. Enfin en supposant 2c = | , on a y^=px, équation de la parabole. Mais si on voulait , pour avoir les deux droites , faire dans l’équation avec le signe -J- , p = o et 2c = o , on n’obtiendrait autre chose que o = o , ce qui n’apprendrait rien. Du reste on voit par tout ceci que les trois courbes n’en font pour ainsi dire qu’une, sans parler du cercle , de la ligne droite , et du point , que nous avons vus être aussi représentés par les équations.
Remarquons enfin que l’équation (13) avec le signe d’en haut, et l’équation (14), deviennent les équations au sommet et au centre du cercle, lors- '
qu’on y suppose c' = c. C’est-à-dire que le cercle est une ellipse dont les axes sont égaux.
L’équation (13) avec le signe d’en bas, et l’équation (15), lorsqu’on y (ait c' = c, donnent y* = 2cx + a?’, et y* = .t’ — c*; équations au som-
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met et au centre d’une h/perbole dont les axes 2c' et 2c sont égaux (n*. 206), et qu'on appelle, à cause.de cela, hyperbole ëquUatère. On voit par ce» équations , comparées à celles du cercle y* = 2cx — ac* et y* = c* — ■ x* , l’analogie qu’il y a entre ces deux courbes.
212. Au reste il est évident que les équations générales que nous avons eues pour les sections coniques, ne sont pas les plus générales que l'on pût obtenir, puisque nous avons toujours supposé les axes rectangulaires, et l’origine placée ou au sommet ou au centre. Ensorte que ces équations ne nous ont point pu redonner l’équation générale du cercle trouvée au n*. 166 , et qui n’aurait été qu’un cas particulier de l’équation générale des sections coniques , si nous avions commencé pai* cette équation.
Mais nous avons traité d’abord de la ligne circulaire , parce que nous en connaissions déjà les propriétés, et que nous voulicms voir comment elle» étaient représentées par les formules de l’algèbre (n*. 166); cet exercice devant d’ailleurs nous donner plus de lacilité pour d’autres recherches.
En abordant ensuite les sections coniques, nous avons donné au n°. 199 les raisons que nous avions potu- les décrire comme nous l'avons fait.
Enfin , quoique nous eussions pu conclure de ce procédé même l'équation la plus générale de ces courbes , nous avons préféré commencer par une équation moins composée et qui convint cependant à toutes ; d’autant plus que lorsqu’on discute les équations des courbes , pour reconnaître les propriété» de ces lignes , on tend toujours à les réduire aux formes les plus simples possibles.
CHAPITRE XI
FroprUUs des foyers^ de la directrice, des rayons vecteurs, et des
ordonnées.
213. L’ÉgüATiON z — hx + l (n®. 200), ou, ce qui revient au même, FM =hx-\-l, prouve que , dan* les troi* section* coniques , la distance du foyer F à chaque point de la courbe est une fonction rationnelle de l'abscisse correspondante: c’est-à-dire que hei l étant supposés rationnels, •i X l’est , FM le sera aussi. On ne le voit dan* cette équation que pour ui| des foyers ; mais ce que l’on peut affirmer de l'un de ces points , on peu( aussi l’affirmer de l’autre ; comme cela est évident par- le n°. 219.
Recherchons si quelqu’autrc point aurait cette propriété. Représentons par } la distance. d’un point quelconque (x', y'), pris dans le plan de la
courbe, à un point de la courbe même, il est clair qu’on aura
a* = (ÿ — ÿ'/ + (x — x')*, ou
y = y* — 2ytJ +y‘* + xi* — 2xxf + xf*.
Mais on voit par (,IT) que i ne peut être rationnel en x que dans le cas où le terme — 2y}/ , qui contient la première puissance de y , serait nul ; faisons donc en effet — 2yy' — o, et ÿ' = o ; il vient ainsi :
»• y» + a:* — 2xx' •+- x’*,
J*=2/(1+A)x — (1 — — 2xx' + x'* ,
J* = h*x* + 2 [ ZC 1+ A) — x'] X + x'V
Or le second membre de cette équation ne peut être un carré que dans le
cas où l’on a / ( 1 4- A ) — x' = hx' , et par conséquent
Z( 1 + A) = i' ( 1 + A), ou i' = /. Et puisque les coordonnées du point cherché sont / et zéro, ce point n’est autre chose que le foyer F.
Il semblerait d’abord qu’on ne trouve jamais ainsi qu’un seul point qui ait la propriété indiquée; mais ce que l’on dit d’un des foyers, on peut le dire de l’autre ; et d’ailleurs on peut tirer de (12), pour l’ellipse et pour l’hyperbole ;
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ce qui donne , dan» chacune de ces courbe» , deux valeur» pour a* = Z; parce qu’alor» la quantité Z est considérée comme la distance du sommet à l’un de»
foyer» quelconque.
Déplu», dan» l’ellipse, c» — c'* = Cf*, (n*. 203), et dan» l’hyperbole, _j_ £.'» =z cy (n®. 2ü8); ainsi l’on a, pour la première et pour la seconde de ces courbes :
l=c=hCF, l= — c±CF.
Ensorte que les deux foyei-s ont en effet la propriété indiquée ; mais cette propriété n’appartient à aucun autre point.
■ Du reste , si dans l’ellipse et l'hyperbole on voulait compter les abscisses flepms le centre , la conclusion ne changerait pas , puisqu’il suffirait de mettre dans le» formules x + c à la place de x , s’il s’agissait de l’ellipse , et x — c s’il s’agissait de l’hyperbole ( n”. 209 ).
2f4. Puisque dan» la parabole h = l , on a, par le n®. 213,
fM = X + Z = + -dT” = T'P. Donc si par le point T' , où la droite
T'LG' rencontre l’axe des x, on mène l’indéfinie Z Z' parallèle à l’axe des y , puis Af|Q parallèle à l’axe de» x , on aura FM = T'P = D’où il résulte que chaque point de la courbe est à luie mitne distance du foyer et de tindé finie ZZ' , qu'on nomme la Directrice.
Cette propriété peut être exprimée d'une manière plus générale , et qui convienne à toutes les sections coniques. Menons par le point T' , pour chacune des courbes, la Directrice ZZ', et la ligne MQ qui lui soit per-' pendiculaire ; comme on a toujours FM = AP , et MQ = T'P , on aura aussi :
FM AP _ JL sin m ^ MQ~Tl^~JT'~sin n~
C’est-à-dire que les distances de chaque point de la courbe au pranier foyer et à la directrice sont dans un rapport constant et égal à h.
Et comme dans la parabole 7i = 1 , on a FM = MQ ; tandis que dans l’ellipse FM < MQ, et que dans l’hyperbole FM > MQ.
Dans le cercle, la ligne T'LG' étant parallèle à l’axe des x (n®. 211), la direcüice est infiniment éloignée , et l'on a :
FM
FM ■. MQ r. i:i, dou ~ =
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comme cela doit être , car dan» ce cas m = o , sin m = o et A = o.
Puisque dan» l'ellipse h= i — ^ ((?) n®. 203), et que
J CF (n*. 213), on a, par le même numéro ;
jr3/= c 4- — — C/', JT' J/ = c — •^4- C/; c c
d’où l’on tire, par addition :
F'M+ FM = 2c.
Puisque dans l’hyperbole h ■= 1 4- ^ ((7) n“. 203), et que
7 = — c ± CF (n*. 213 ), on a, par le même numéro :
FM = + {~^c + CF), F‘M = -{^ + c + CF)i
ensorte que la grandeur de F'M, qui est indépendante de son signe gc- CFx
néral — , e«t h c + CF; retranchant celle de FM, on a : u
F'M—FM=z2c.
Or comme on appelle rayons vecteurs les distances d’un point de l’unô de ces courbe» aux deux foyers, on voit que le premier acce est égal à la somme des rayons vecteurs dans l'ellipse, et à leur différence dans l’hyperbole.
L’une ou l’autre de ces proposition» peut s’appliquer à la parabole , parce qu’un de ses foyers étant infiniment éloigné , ( n°. 203 ) , un de ses rayon» vecteurs est infiniment grand ; ensorte qu’en y ajoutant ou en en retranchant l’autre rayon vecteur fini , on a une somme ou une ditl'érence qui est toujours infiniment grande et comparable à l'axe.
Enfin le cercle étant une ellipse dont les foyers sont réunis au centre (n®. 211), il est clair que la somme de deux rayons vecteurs, dans cett& courbe, est égale à l’axe ou au diamètre. Cette propriété revient à la pro-. priété principale du cercle d’avoir tous ses points à une même distance du centre.
Si l’origine était au centre de l’ellipse et de l’hjqjerbole , il faudrait écrire dans les équations précédentes a; + ^ la place de a? (n®*, 209. 213.), et
l’on aurait , à part le signe général de F'M qui est en— dans l'hyperbole ) ;
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CFx
FM = — ± c f
F'M = cT
CFx
le signe d’en haut étant pour l’elUpse et celui d’en bas pour l’hyperbole ; ce qui conduirait aux mêmes résultats.
Puisqu’on a généralement
px* px'^
ÿ*=pxT^, etc.;
ou , ce qui revient au même :
2 cy* = 2 cpx:^px*t 2c ÿ* = 2c pxf ^ pif* , etc.; on a aussi :
y» : (2 CT*) X ::p : 2c, y'» : (2e + x') x' ::p : 2c, etc.,
y» : y'* :: (2c ^ x) X : (2c T etc-
Traduisons cela pour l’ellipse et l’hyperbole , et nous dirons que le earri de chaque ordonnée au premier axe est au rectangle des segmens correspondans (n*. 113), comme le paramètre est au premier axe; et que les carrés des ordonnées au premier axe sont entr’eux comme les rectangles des segmens correspondons.
Dans la pai abole , ces proportions deviennent :
Sr»:ix::p:é, ÿ” : è = P = é i etc..
ou, ce qui revient au même,
1 X : § x' , etc. ; y* : x' : : P : 1 , etc. ,
etc.
Cela résulte plus simplement encore de l’équation y* = px.
On peut donc dire que dans la parabole le carré de chaque ordotmée à l'axe est à fabscisse correspondante , comme le paramètre est à Funité; et que les carrés des ordonnées sont entr’eux comme les abscisses correspondantes.
Dans le cercle le paramètre , ou la double ordonnée qui passe par le foyer , est égal au diamètre Ou à l’axe ; ainsi le carré de chaque ordonnée est au rectangle des segmens correspondons comme l’axe est à l'axe : c’est-
à-dire
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On a encore dans Tellipse et l’hyperbole
y = "r (2cx -t- x*>j y» =: ~ (2cx' q: x*»),
Donc :
y : ( 2 eHhx) X :: c'» :c*, y» ( 2 cqpy) *' c'» : c*,
y^:y.:(2c^x)x:(2cq::x')x’‘, etc.
etc.
etc.
C’est-à-dire que le carré de cltaque ordonnée au premier axe est au rectangle des segmens correspondons , comme le carré de la moitié du second axe est au carré de la moitié du premier ; et la seconde analogie du numéro précédent.
Les équations au centre donneraient les mêmes résultats , parce que . .
= + <^ — x), et quex» — c* = (, + c) (x — c).
218. Si on voulait prendre, dans ces deux courbes, le second axe pour celui des * et le premier pour celui des y, il suffirait de changer dans Ica équations au centre x en y et y en x, et l’on aurait pour l’ellipse : c'*
X — “ Ce* — >*), d’où l’on tirerait y ( e'* — x*).
On aurait pour l’hyperbole :
X = ^ Cy- — c*), d’où l’on tirerait y* = pj (x* + c'*);
équation que l’on pourrait encore écrire ainsi :
y = Ux + C') c* — c')+ 2 c'*].
Et ai on voulait ensuite transporter l’origine à l'extrémité du second axe , On mettrut x à la place de x dans ces équations ; ce qui donnerait , pour l’ellipse et pour Th/pcrbole :
(2c'x — x‘), y=^tx(r-2«') + 2c«].
170 ^ sectioks C0Ni(^as»:
Entorte que 1*. It carré de chaque ordonnée au second axe de Fellipsi est au recUmgle des seginens correspondons , comme le carré de la moilié du premier axe est au carré de la moitié du second ; et les carrés des ordonnées au second axe sont entr’eux comme les rectangles des seg~ mens correspondons.
2®. Le carré de chaque ordonnée au second axe de V hyperbole est au rectangle des segmens correspondons augmenté de deux fois le carré de la moitié du second axe , comme le carré de la moitié du premier axe est au carré de la moitié du second; et les carrés des ordoruiées au second axe sont entr'eux coirune les rectangles des segmens correspondons augmentés chacun de deux fois le carré de la moitié du second axe. , . ‘
On Toit que ces propriétés sont les mêmes pour les deux axes de Teilipse , mais quelles ne sont pas les mêmes pour les deux axes de l'hjrperbole Cn®. 217).
219. Les équations au second axe, que nous venons de trouver, outre celles au premier axe , que nous connaissions déjà , nous permettront une comparaison assez remarquable entre l’ellipse et le cercle, de même qu'entre l'hyperbole ordinaire et l'hyperbole équilatère.
1®. L’équation de l’ellipse au centre et aux axes , cn prenant le grand axe pour celui des x, est ;
et celle d’un cercle décrit sur ce grand axe pour diamètre , en appelani l’ordonnée est
Les ordonnées de ces deux courbes répondant aux mêmes abscisses, au. j ont donc entr’elles ce rapport :
et chaque ordonnée de l’ellipse sera par conséquent plus petite que l’oi> > donnée correspondante du cercle , dans le rapport du petit axe au grand.
En faisant la comparaison de la même ellipse avec un cercle décrit sur son petit axe pour diamètre, et cela au moyen de l’équation du numéro précédent, on trouvera y:Y::c:c'; c'est-à-dire que chaque ordonnée
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sn petit axe de l’ellipse sera plus grande que l'ordonnée correspondante du cercle, dans le rapport du grand axe au petit.
L’ellipse sera donc intérieure au premier cercle et extérieure au second. D’où il résulte que le premier axe de cette courbe est le plus grand de ses diamètres , et que le second axe en est le plus petit.
i'f'.'En comparant de même une hyperbole ordinaire avec deux hyperboles équilatères , l’une ayant ses axes égaux, au premier axe de l’hyperbole ordinaire , et l’autre au second , on trouverait aussi , pour l’un et l’autie de CCS cas:
y: y-.: c' :c, y : Vue; c',
Mais ici c' n’est pas décidément plus petit que c; il peut aussi être plus grand ( n*. 206 ).
CHAPITRE XIE
FroprUUs des s^canles^ des tangentes, des normales, et des tordes.
sttpplementairts,.
220. A^aintenant pour parler de» sécante» et de» tangente», et pour généraliser l’idée de ce» ligne» , nous dirons qu'une sécante est une ligne droite qui coupe une courbe en data ou plusieurs parties ; et qu’une lan~ gente est une droite que ton peut considérer comme ayant été sécante d'une courbe , et qui a changé de position de telle sorte que deux points dinterséction se sont réunis en un seul, par le mouvement supposé de cette droite.
U est clair d’ailleurs que par la nature d’une courbe , une même droite peut la toucher dans un on plusieurs points , et la couper dans d’autres.
221. Cela posé, concevons qu'une droite passe par un point C>, A), pris dans le pian d'une section conique , et qu'elle rencontre la courbe , puis cherchons à déterminer les coordonnées x, y , des points communs
Prenons d’abord, pour la courbe, l’équation (9) dUQ*. 203, et iàisow^ »
pour abréger, /, nous aurons:
>»=par + tx*:
combinant alors cette étpialiOn avec celle de la droite, c’est-à-diie aveccellc-ci ;
et raisonoAnt comme on l'a fait pour le cercle au n”. 17 1 , nous obtieor, drons :
jts=aot — (a»~«) — (O^
ia* — ê)x* — [2a(<»« — *)-+'P] * + (««■ — = o . (2>.
Sur quoi Ton observera que les abscisses sont ici comptées depuis le sonkv met, tandis qu’au n”. 171 , oû il s’t^issait du cercle, nous les avons con^ tées depuis le centre. Cest qu’alors nous cherchions à simpli£er> et qu'ac:
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tuellement nous voulons des formules applicables aux trois courbes ; oi- la parabole n’a point de centre , ou son centre est infiniment éloigné. Concluons des équations (t) et (2) qu’une droite rencontre en général ime section conique en deux points ( voyez ^ n*. 171); reste à recherche^ s'il serait possible qu’elle n’eùt quelquefois qu’un seul point de commun avec la courbe.
222. Examinons d’abord si l’équation (2) peut être abaissée au premier degré, c’est-à-dire si l’on peut avoir a* — < = o, ou ce qui revient au même ;
Or cela n’est possible , ni pour l’ellipse , ni pour le cercle , parce que a , avec le signe — sous le radical , comme il le &ut ici , serait imaginaire. Ainsi la sécante de ces courbes les rencontre toujours en deux points (n*. 220).
Quant à k parabole , comme elle donne = o, à cause de 2c = |, on
mC
a , dans notre hypothèse actuelle , a = v'o = o; d’où il résulte que la sécante parallèle à l’axe des x ne rencontre la couiiie qu’en un seul point ; ce qui est d’accord avec tout ce que nous savons de la parabole.
Enfin prenant pour l’hyperbole le signe + sous le radical , comme cela. P 2c’* „
doit être, on a a* = — —, parce quep = (n®. 210): donc . .
a = — . Ainsi quand k droite qui passe par le point ( •■ , E ) fait avec l’axe
des X un angle qui donne a = — , elle est sécante et cependant elle net
rencontre la courbe qu’en un seul point.
223. Voyons encore si l’équation (2), en restant du second degi'é , ne pourrait pas avoir pour x deux valeurs égales ; ce qui réunirait les deiut points d’intersection de k sécante pour en faire une tangente (n*. 22dX Cela await lieu si, après avoir écrit ainsi l’éqnation :
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ou avait (n°. 172 ) :
A- — t~ ~ "C-P — t y ' Or on lire facilement de là : *
Hp + 2h) ^ +
équation qui étant résolue do:inc ;
Mais si le point C * » ® ) c*t 1® courbe , on a C = p» + /«• , d’où il résulte que s'il est dans l’intérieur on a ^* < p» -f- <»’> et que s’il est extérieur, on a fS* >p«-|-t«’. Dans le premier cas le radical se détruit, et l’on aune tangente possible; dans le second, la valeur de A est imaginaire , et il n'/ a point de tangente possible ; enfin dans le troisième , il y a deux valeurs de ^ , et par conséquent deux tangentes (*},
224. Cherchons donc à présent l’équation de la tangente; il suffit pour l’avoir de mettre la valeur de A dans la fonnule y — a =z A {x — «). Mais, pour abréger, Contentons-nous de calculer cette équation pour le cas où le point ( « , ^ ) est sur la courbe , et où l’on a fl’ = p» + <•’.
On trouve d’abord :
ip + /.
ce qui donne ensuite pour l'équation de la tangente :
y = siLlLL (X-- «) fly = |p(æ + «) .. . . (6).
K. B. Pour calculer la seconde forme , on a multiplié par fl, on a sub#-' titué la valeur de fl’ , et l’on a réduit.
- — • iiii
(*) Pour conclure de cette fi>Rnnlc celle de la première note du n*.'173, il faut observer que daus le cercle p = 2r, c = r, t = —
Et si de ccIIc-U on voulait remonter à la formule (4) du meme numéro, il faudrait écrire « -f- r à la place de ».
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Il ne &ut ^ai oublier que dan* ces équations les abscisse* sont comptées le long du premier axe , depuis le sommet. D’ailleurs elles sont générales pour les trois sections coniques et pour le cercle.
225. Voulons-nous par exemple l'équation de la tangente à la parabole ,
nous ferons dans (6) É = -j- = o ( n'”. 221. 222 ) , et nous aurons :
y — = By = \p{x + ») (7).
Voulons-nous l'équation de la tangente à l’ellipsç et à l'hyperbole , noua ferons dans (6) é = + ^ , et nous trouverons ;
11 y aurait d’autres formes encore à donner à l'équation de la tangente à l'ellipse et à l’hyperbole, même en comptant toujours les abscisses depuis le sommet; nous allons simplement noter ici les did'érentes valeurs d.e 4 qui conviennent à ce Cas ;
Avec le paramètre et le premier axe
iP
La première forme est celle cpie nous avons déjà vue; on en tire facllcH ment la seconde.
Avec les deux axes
La première forme se conclut de (9. 2*), en se souvenant que p ±=
(n*. 207 )\ la seconde se conclut de la première, en prenant la valeur de
• dans l’équation B* — , faisant toujours p = —, substituant et
réduisant.
Enfin, comme dans le cercle p = 2c = 2r , et que t ~ — l'(n”. 22 ^ ,, note), on tirera, ou de (6), ou de t8) avec le signe d'en haut, les équ.v tions suivantes de la tangente au cercle ;
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226. Pour avoir l’équalion de la tangente à l'ellipse et à l'hyperbole , eU comptant les abscisses depuis le centre , on pourrait mettre dans (8) ■ et * ± c à la place de « et de x , et de plus, si on voulait les deux axes,
à la place de p; on trouverait, après les réductions ;
cfly ± i p«x — dzi P<^* I dt + c* </* . . » . (12).
On pourrait aussi conunenèer par catculcr les valeurs de A relatives à ce cas , et les substituer dans l'équation y zt= A (x — «); mais il faudrait alors se souvenir que c* fl* = ± r'* ( r’ — «’ ) ( n*. 209 ) ; d'où U résulte que trfl» = ^ I P < c* — «* ). Ces valeurs de A sont ,
pout U centre et U param.
ip*
pour le centre et les axes t c'*«
La première se tire de (9. 2®), en mettant « ± c à la place de ■; et la seconde de (10. 1*.), de la même manière.
Enfin pour le cercle , on mettrait dans ( 11 ) « + r et x + ** à la place de • et de X , ou simplement on ferait dans (12) c = c'-=\p — r , en prenant le signe d'ea haut , et l'on trouverait , comoK au n*. 173 :
flÿ + «X = r*.
D’ailleurs on voit, par (13) et (14), que la valeur de A qui convient ici est précisément la formule (5) du n*. 172; tandis que pour le sommet on trouverait par (11) (n*. 225), une tout autre valeur. C’est-à-dire qu'on a;
pour le centre = — pour le sommet , A = —g—-
227. Du reste, en considérant les valeurs de A qui convienne'nt à l’ellipse, à l'hyperbole, et si l’on veut au cercle, il est facile de voir que les tangentes menées aux deux extrémités d'un même diamètre sont parallèles. Car si de ces extrémités on abaisse des ordonnées au premier axe , on aura deux triangles rectangles égaux, ensorte que les coordonnées d’un des points de contact seront égales chacune à chacune aux coordonnées de l'autre point de contact ; mais elles auront des signes contraires. Or la quantité À
ne
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ne change point, ni dans (13), ni dans (1-4), quand on y change simplement les signes de * et de Æ ; et elle ne change point non plus dans (10. 2°) quand on y change le signe de 8.
Si on voulait obtenir le même résultat par (9) et (10, 1®.), il faudrait changer’ le signe de A, et mettre ±; (2c à la place de «, parce que les abscisses sont comptées du sommet.
228. Nous venons de voir l’équation de la tangente , elle nous servira à calculer la valeur de la soustangente (n*. 17.?), ou la longueur de la ligne TP,
fig 72, 73, 74. Il est évident qu’on a pour les trois courbes
2'P = AT -f- AP = AT + ». Or AT n'est autre chose que l’abscisse du point où la tangente rencontre l’axe des x ; faisant donc dans (6^ = o,
on obtiendra x ou
IP + I
229. 'Voulons-nous, par exemple, la soustangente de la parabole? nous ferons t—o, cl nous aurons :
Soustang. parab. = 2«.
Voulons-nous celle de l’ellipse et de l'hyperbole ? nous ferons / =r i
cl nous trouverons, après les réductions :
soustang.
(eUip^, (= 2 :^.... ( 16 ).
( hyperb. ) c -j- «
Or de cette équation on peut tirer ces proportions :
c ^ : 2c ^ : soustang.,
2c ^ 2» ; 2c ^ : 2« : soustang.
Et comme avec le signe d’en haut le second terme de la seconde proportion est plus grand que le premier , et qu’il est plus petit avec le signe d’en
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bas , te quatrième est aussi plus grand que le troisième dans le premier cas , et plus petit dans le second cas.
De tout cela il résulte que la soustangenU dans la parabole est égaie au double de F abscisse du point de contact; cpxelle est plus grande dans r ellipse , et plus petite dans V hyperbole.
Quant au cercle , en faisant dans (15) p = 2r et t = — 1 , on a ;
2r« — «» fl»
soustang. cercle = = .... (17).
230. Si on voulait la valeur de la soustangcnte dans l’ellipse et l'hyperbole , en comptant les abscisses depuis le centre , il faudrait mettre dans (16) zh ® 1® place de on trouverait, après les réductions ;
soustang.
f ellipse î _ ^ , I hyperb. J ~
Enfin pour le cercle, on mettrait dans (17) r — «à la place de •, ou simplement on ferait dans (18) arec le signe d’en haut c = r , et l’un trou> Tcrait, comme au n». 175 ,
, r* — «» fl»
soustang. cercle = = — .
231. Quant à la grandeur de la tangente même , considérée comme une ligne finie TM, il est évident, par les figures, qu’on a :
TM = fl* soustang.*
Nous ne nous arrêterons pas à faire ces calails ; nous avon.s vu le cas particulier du cercle au n®. 175 , les abscisses étant comptées du centre.
232. Cherchons maintenant l’équation de la normale MN (n®. 176). Elle
doitêtredelaformey — fl = -(*—»); mais ici — (n*. 179);
ainsi nous aurons :
Or dans la parabole 1 = o, ce qui donne ;
y~ ^ Tz (*““••)•,,. ( 20 ).
sécantes, TANaiNTESi c(c.
Dans l’ellipse et l’hyperbole ^ ~ ^ résulte :
Dans le cercle J p = r et < = — 1 , on a donc :
233. Si on voulait l’équation de la normale dans l’ellipse et l'hyperbole « en employant les axes et comptant les abscisses depuis le centre , il fau-
drait mettre dans (21) »±ceta; + càla place de « et de x, et — à la
place de t P, on trouverait après les réductions :
y~B=±tl (x-«) .... (23).
C’tt
Enfin pour le cercle , on mettrait dans (22) ■ + /'etar + ràla place de « et de a: , ou simplement on ferait dans (23) c = c' = r , avec le signe d’en haut, et l’on trouverait, comme au n*. 176;
234. Pour avoir la valeur de la sousnormale AT* (n”. 178), il faut prendre la valeur de l’abscisse NA qui répond à ^ = o dans l’équation de la nonn.ile , et en retrancher ensuite y//* = « ou l’abscisse cia point de contact. Faisant donc y = o dans (15) , on trouvera y = Ip -{• l "-{• » , et retranchant « , on aura :
Sousnormale générale = J p .... (24).
Ensorte que pour la parabole ,
Sousn. parab. = ï p .... (25) ;
pour l’ellipse et rhjqperbole,
SKCTIOKS comiques;
pour le cercle,
Sousn. cercle =r — « (27).'
Ainsi dans la parabole la sousnormale est égale au demi - paramètre ; elle est plus petite dans F ellipse et plus grande dans F hyperbole.
235. En comptant les abscisses depuis le centre , on mettrait J; ( c — • ) à la place de » dans (26) et l'on obtiendrait :
Sousn-
ellipse ) c'*
hyperb. 5 c*
d’où . . . sousn. cercle = «... (n“. 177).
236. Quant à la grandeur de la normale même , considérée comme une ligne finie , il est évident qu’on a :
Normede = + sousn.^
Pans le cercle celte ligne est toujours égale au rayon (n*. 178).
237. Recherchons maintenant les propriétés des tangentes aux sections coniques ; par exemple quelle inclinaison elles ont avec l'axe des ar , suivant la position du point de contact.
Cette inclinaison est donnée pai- la fomulc (5) (n". 224} ,
IP
mais comme en faisant varier « et fl on ferait varier en même tems le numérateur et le dénominateur de cette fraction , et qu'on ne jugerait pas facilement des valeurs relatives de A , prenons une forme plus avantageuse pour ce ca-s , et examinons d’abord la parabole.
On a pour cette combe , paice que t = o ,
or nous savons que dans la parabole plus « augmente plus fl augmente aûssi, et cela à l'infini ; et l’on voit ici que si fl augmente A diminue ; ainsi , à partir du sommet, où fl = o, ou yl = et où l’angle de la tangente est droit , cet angle va en diminuant sans cesse , et il ne devient jamais nul ; ou la tangente ne devient jamais parallèle à l’axe des x , car il faudrait pour cela qu'on eut fl = i. En même tems , comme on le voit par la for-
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■Bta\zAT = — «(n*. 228 ), le point T où la tangente rencontre l’axe des x va en s’écartant indéfiniment du sommet de la courbe , en sens contraire du pied de l’ordonnée ou de l’ extrémité de « , et d’une quantité toujours égale à «.
238. Pour examiner de la même manière la marche de la tangente dans l’ellipse et l’h/perbole, partons de la formule (10),
et mettons la valeur de AT, trouvée au n®. 228 , sous la forme suivante :
AT
^-=fi
Cela posé, puisque dans l’ellipse s ne peut jamais surpasser c', la valeur de A sera toujours réelle pour toutes les valeurs possibles de 6; or nous savons que B augmente avec » tant qu’on a « < c ; ainsi à partir' du sommet, où ^ = O, où l’on a donc A =.\, et où l’angle de la tangente est par conséquent droit , cet angle va en diminuant à mesure que « et ^ augmentent. En même tems le point T s’écarte indéfiniment du sommet A , en sens contraire du pied de l'ordonnée, et avec un mouvement très-rapide , puisque quand « = f , on a AT = — J. Dans ce moment l’ordonnée f étant devenue celle du centre est égale à c' ; on a donc .d = o , et la tangente est parallèle à l’axe des x.
Depuis ce point, à mesure que « augmente, B comme on le sait rediminue , et par conséquent A augmente j ou la tangente s’incline de nouveau vers l’axe des x, en faisant un angle qui devient de plus fn plus grand. Mais le point T, qui s’était éloigné à l’infini du sommet A vers la gauche ,, revient de l'infini du côté de la droite, et se rapproche promptement du sommet Bi comme on le voit dans la valeur de AT, qui devient + dès. qu’oir a * > c , et qui peut alors s’écrire ainsi ;
Lorsqu’enfin • = 2c, comme alors fl = o,ona.d = i, AT — 2c, et la tangente est de nouveau perpendiculaire à l’axe des x au second sommet de la combe.
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Les mêmes résultats ont lieu pour le cercle.
239. Reprenant ces formules avec le signe d’en bas pour l'hyperbole, et remarquant que dans cette courbe « et S augmentent en même tem» et cela à l’infini, nous verrons qu’à partir du sommet A, où B = o , où l’on a donc A = 1, et où l’angle de la tangente est par conséquent droit, cet angle va en diminuant à mesure que • et à augmentent Mais il y a ici quelque chose de bien remarquable , c’est qu’en faisant = | , valeur que cette ordonnée
ne peut jamais atteindre , on a .4 = £- ; ce qui désigne un angle , que nous
avons déjà vu au n®. 222 , et qui est propre à toute sécante qui ne rencontre la courbe qu’en un point L’angle de la tangente est donc toujours plus grand que celui-là. En meme tems le point T s’écarte continuellement du sommet A , en marchant lentement vers la gauche , pendant que <• se prolonge rapidement vers la droite, car si l’on fait « = i, valeur que l’abscisse ne peut atteindre , on a — — c. Ainsi le point T n’arrive jamais au centre ; c’est la limite de tout son mouvement. Et il est clair que ce que nous venons de dire de la courbe à droite s’applique aussi à la courbe à gauche.
240. Si l’on mène donc par le centre une droite indéfinie , qui fasse avec
l’axe des x un angle tel que l’on ait A = — , cette droite sera la limite de
toutes les tangentes , et sera en même tems pa allèle à toutes les sécantes qui ne rencontrent la courbe qu’en un point ; elle sera située au milieu de toutes ces sécantes, dont les unes rencontrent en un point la courbe d’un côté de cette droite et les autres de l’autre. Cette singulière ligne, qui est tangente des deux courbes à une distance infiniment grande, ou plutôt dont les branches dçs deux courbes s’approchent sans cesse sans jamais l’atteindre, s’appelle fasyirptote. Et comme on peut en mener deux, CB, CS , fig. 74, qui se croisent au centre, et qui comprennent entr 'elles les deux hyperboles, on les nomme les asymptotes. Leurs équations sont, quand l’ori-
gine est au centre , = — ar, y=. — ~
L’asymptote est aussi un diamètre particulier , que nous avons considéré au n®. 2ü5 ; car si dans la formule de ce numéro, on fait 2c a* = p , on a,
pour le cas de l’hyperbole , • = J ; or 2c a* = p donne a = — .
On pourrait donc dire que l’asymptote est un diamètre dont la courbe
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«'approche indéfiniment sans jamais le rencontrer ; qui est parallèle à toutes les sécantes qui n’ont qu’un point de commun avec l’hyperbole , étant situé au milieu d’elles ; et qui est la limite de toutes les tangentes placées dans les deux angles des axes où il s’étend.
Dans l’hyperbole équilatère, comme c' = c, on a a = 1 et l’angle que l'asymptote fait avec chacun des axes est de 60°. Les deux asymptotes sont donc alors perpendiculaires entr’elles.
2-41. Ne quittons point encore la formule du n*. 228, qui devient,
pour la parab. pour l’elL et Thyperb,
AT =1 — a, AT —
Elle nous fait voir que dans les trois courbes , la distance du sommet au point T est indépendante du paramètre , puisque la lettre p a disparu de la formule.
Ainsi donc , si plusieurs paraboles ont le môme sommet , et des foyers diflérens , ce qui leur donne plus ou moins de largeur , les tangentes qu’on mènera à ces dilférentes courbes , et qui auront leurs points de contact sur le prolongement d’une même ordonnée, auront le môme pied. Et si plusieurs ellipses ou plusieurs hyperboles ont le même premier axe fixe et les mêmes sommets , avec des paramètres ditférens , et par conséquent des foyei's différens et des seconds axes diflérens , toutes les tangentes à ces courbes qui auront leurs points de contact sur le prolongement d’une meme ordonnée répondant à une même abscisse «, auront le même pied 7V
1kl. Recherchons aussi quelle est l’inclinaison de la tangente sur les rayons vecteurs menés au point de contact , ou quels sont les angles qu'elle fait avec eux.
Puisque la parabole est une ellipse ou une hj'perbole dont le premier axe est infini (n®. 203), dont le second foyer est infiniment éloigné (n“. 215), et dont par conséquent im des rayons vecteurs est parallèle à l’axe , faisons simplement notre calcul pour le cas de l’ellipse et de l’hyperbole; nous l’ap’ pliquerons facilement à la parabole, et si nous voulons au cercle (n*. 216),
Supposons , pour rendre le calcul plus simple , que l’origine soit au cen> tre , fig. 76 , 76 , et nommons g la distance de ce point à l’un des foyers. Il est évident d’abord qu’on aura p* = c* ^ c'* ( n®. 208 ). D’ailleurs puisque FM, passe par le po'mt 3/ ( • , s ) , son équation sera de la forme,
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et comme FM pMse aussi par le point F (g, o), en mettant ces valeurs dans l'equaliou, à la place de x et de y , on en tirera:
D’un autre côté, la valeur de A qui convient à la tangente, dans le cas actuel, étant [(14) n°. 226],
on trouvera, par le n®. 160, que la tangente trigonométrique de l’angle FMT a pour expression, en faisant Ji = i,
1 4- aA
Substituant les valeurs ci-dessus, mettant ÿ’ à la place de c’ ^ c'*, et . . c® c'® — c'® «® à là place de ± c® fl , comme le demande la formule ( 12) du n®. 226 , on aura :
tang. FMT = H .
Maintensmt l’équation de F'M sera de la forme ;
y — fl = a'(x — «);
et comme cette ligne passe par le point F' ( — g, o), on aura :
et toujours, pour la tangente à la courbe.
(*) Je mets au numérateur pour les deux courbes A — a, afin de prendre MT, qui est la tangente, comme la ligne à laquelle on rapporte les angles, ou comme la ligne comparable i la première droite de la fig. 48, sur laquelle les sinus et les tangentes trigonométriques des angles en question sont perpendi* cuiaires. Je ferai de même pour l’angle F'MT.
linsorte
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Ensorte que la tangente trigonomcüique de F' MT, aura pour expression, en faisant aussi Æ = 1 ,
Substituant, mettant g* à la place de c» qr et c’c'‘ — c'* •* à la place de ± c* «* , on obtiendra :
tang. F' MT = T (*)•
On voit donc que les angles formés par la tangente à la Courbe et les rayons vecteurs , ont l’un et l’autre la même tangente tiigonométrique , mais avec des signes contraires; ainsi donc, ou ils valent ensemble deux angles droits , ou ils sont égaux , suivant qu'ils sont placés d'un même côté de la tangente à la courbe , ou qu’ils sont placés de part et d’autre de cette ligne. Le premier cas a lieu pour l’ellipse, et le second pour l'hyperbole, comme cela est évident par tout ce que nous avons dit de la position de la tangente, aux n”. 238 et 239>
Puisque dans l’ellipse, fîg. 75 , FUT est supplément de F’ MT, qui a d’ailleurs aussi pour supplément F' MG , on a FMT = F' MG. Mais comme en général ces deux angles laissent un espace entr’eux , à cause de la distance des deux foyers , ils sont dans ce cas-là aigus , et la normale tombant entre les deux rayons vecteurs donne FMN = F'MN.
Puisque dans l’hyperbole , fig. 76, FMT = F'MT, en prolongeant vers H le rayon vecteur F'M, on aura FMT = HMG. Et comme ces deux angles laissent aussi en général un espace entr’eux, et sont alors aigus, la normale tombe entre un des rayons vecteurs et le prolongement de l’auti'e , et elle donne FMN = HMN.
En appliquant cela à la pai'abole, on voit que l’angle formé par la tangente et le rayon vecteur , est égal à celui qui serait fonné par la tangente et une di'oite menée depuis le point de contact parallèlement à l’axe, U-
(*) Dans tous les calculs relatifs à l’ellipse et à l’hyperbole , quand l’origine est au centre, on peut se contenter d’opérer pour la première courbe, et les résultats se traduisent pour la seconde en changeant d tnd>/ — 1 (n*. 209); on pourra si l'on veut faire usage de ce principe dans tout ce qui va suivre.
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quelle droite pourrait être considérée comme étant, ou le second rajon vecteur , ou son prolongement.
En l'appliquant au cercle, on retrouve la propriété de la tangente détre perpendiculaire au rayon.
Réciproquement si ces propriétés ont lieu dans les courbes dont nous venons de parler , les lignes qui les donnent sont l'une la tangente et l’auue la normale.
Donc si d’un foyer d’iirie section conique, il part des rayons lumineux ou sonores , ils sont réfléchi» ver» faune foyer , ou dans le prolongement de cette direction. On verra facilement comment cette loi doit se modider pour les différentes courbes.
243. On aurait pu rechercher tout de suite , pour l'ellipse , les angles formés par les rayons vecteurs et la noiTnate , et pour l'hyperbole , comme nous l'avons fkit, les angles formés par les rayon» vecteur» et la tangente; et on les aurait trouvés immédiatement égaux. Mais alors il aurait été bon de faire voir d'avance que la normale est placée entre les rayons vecteurs dans l’ellipse, et hors de ces ray ons dans l'hyperbole.
Cherchant pour cela la valeur de CN, fig. 75 , 76 , ou de l’abscisse qui dans la normale répond à l'ordonnée nulle, quand l’origine est au centre; on aurait pris l’équation de cette ligne ( n*. 233 ) ,
et Ikisaot O, en aurait d’abord trouvé
c* * = ( e* ^ c'* ) • = ÿ* ■ ; d'où l’on aurait conclu :
fm
X ou CN = O. — i ce
lésultat qui prouve plusieurs choses :
1". tN n'est nul que quand « est nul , excepté pour le cercle , où g luimême est zéro ; ainsi le pied de la normale n'abouiit au centre que quand le point de contact est sur l’axe des y ; ce qui du reste ne peut avoii' lieu dans l’hyperbole.
2®. CN n'est en — que quand « est en — .
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Il résulte de ces deux observations que le pied de la normale est l’cxtré- Jnité de «, et par conséquent le point M et le point N sont d’un même côte de l’axe des y , celui-ci passant par le centre.
3*. Comme dans l’ellipSe « entre scs limites est toujours plus petit que c,
de. même que g, le facteur — est une ûaetion; d’où il suit que CN est une
fraction de g ou de la distance du centre au foyer.
4“. C’est le contraire dans l’hyperbole, parce que, dans cette courbe, « et jt sont chacun plus grands que c.
C’est-à-dire que dans l’ellipse la normale est entre les rayons vecteurs, et qu’elle est hors des rayons vecteurs dans l’hyperbole.
Cela posé , si l’on cherche pour l’ellipse les valeurs des tangentes trigonométriques des angles que font les rayons vecteurs avec la normale , on trouvera que ces valeurs sont égales et de signe contraire , d’où l’on conclura que ces angles, situés de part et d’autre de la normale, sont égaux.
On trouvera le même résultat pour les angles formés pat les rayons vecteurs de l’hyperbole avec la tangente qu’ils comprennent ; mais nous avons déjà fait ce calcul
2é4. Nous venons d'examiner les propriétés des tangentes , et celles des normales, qui sont des espèces de sécantes, il y a encore dans l’ellipse et l’hyperbole des sécantes assez remarquables , ce sont celles qui étant menées deux à deux des extrémités d’un même axe ou d’un même diamètre aboutissant à la courbe , se rencontrent aussi sur la courbe ; on les appelle cordes supplétnetüaires ; et elles méritent quelqu’attention.
Toute droite qui passe par le sommet (± 2c, o), fig. 77, 78, a pour équation y = a ( x ^ 2c ).
Toute droite qui passe par le sommet .4 (o, o) a pour équation .... y = a'x.
Or on trouve pai' l’élimination que ces droites, quand elles se rencontrent , ont pour coordonnées de leur point d’intersection ;
Cela posé pour que ces mêmes droites se réunissent sur la combê , il faut > encore que les valeurs de leurs coordonnées communes s’accordent avec l’équation :
Aa 2
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y*=px-i-—.
N. B. Je prend» cette équation , qui convient aux troi* courbe» , pour que le ca* de la parabole / soit compria, quoiqu il n/ ait point de cordes »upplémeniaires proprement dites dans cette courbe dont les axes et les diamètres sont indm's.
Substituant ici les valeurs de x et de y trouvées , on obtient cette équa-tion de condition :
aa' ( 2c. eut! ± P ) = o-
Elle servira k trouver un des a quand on aura pris l’autre à volonté.
On peut / satisfaire, soit en faisant aa' = o, soit en posant . ^ .
2c, ac£ :+;/» = O, ce qui revient à
S*il «'agît de la parabole, comme — = o, on n a jamaïa que act^ o ;
ensorte qu'une des cordes ayant une direction quelconque , il faut que l'autre’ soit couchée sur l’axe ou lui soit parallèle pour qu'elles puissent se rencontrer sur la courbe; et c'est ce qui était évident par soi-méme.
Pour les deux autres courbes, si l'on fait aa! — o, on exprime alors qu’une des cordes au moins se confond avec l'axe (n”. 182^; mais si l'on fait.
on exprime la relation constante que doivent avoir les directions des deux cordes pour se rencontrer sur la courbe. Cette relation ne dépend que du paramètre et du premier axe , on si l’on veut des deux axes.
Par un calcul inverse on prouverait que si la relation indiquée a lieu entre les angles correspondons que forment deux droites avec l’axe des abscisses, ces droites sont des cordes supplémentaires partant des extrémités du premier axe c d’une ellipse ou d’une b/perbole , dont le second axe est c'.
Le signe — pour l’ellipse provient de ce que l’un des angles étant aigu et ayant son cosinus en -t- , le correspondant est obtus et a son cosinus en — . Pour l'hyperbole on a le signe -1-, parce que les deux angles sont , ou loua deux aigus , ou tous deux obtus , et que leurs cosinus sont de même signe.
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Dans )« cercle où c' — ct= r, on a au' = — 1 , et les cordes sont perpendioulaires l’une à l’autre (n*. 150. 151. 182).
Dans rii_yperbolc équiluteie , où c = c' ( n®. 21 1) , on a «a' = -f- 1 ; d'où il est facile de conclure que les deux angles aigus correspondans , formés par les cordes supplémentaires et le premier aAe , valent ensemble un angle droit (*).
Si on voulait chercher le rapport des angles correspondans que font avec le petit aAC c' de l'ellipse, les cordes qui paitent de scs extrémités, on
trouverait aa’ = -, rapport qui est l’inverse du précédent , et que l’on
peut obtenir, comme cela doit être, par l’échange simple des axes.
245. Du reste l'angle que forment entr'elles les cordes supplémentaires partant des extrémités du grand axe de l’ellipse est obtus , et celui que forment les cordes partant des extrémités du petit axe est aigu; ce qui est évident par le n*. 219. Dans l’hyperbole l’angle des cordes menées des extrémités du premier axe est toujours aigu.
Nous allons rechercher une formule propre à représenter l’angle des cordes du grand axe. Mais nous ne nous occuperons point de la parabole, parce que dans cette courbe l'angle des cordes est le supplément de celui que la petite corde fait avec l’axe ; or celui-ci est toujours aigu cl va ea diminuant sans cesse depuis le sommet où on peut le considérer comme droit ; donc l’autre est obtus et va toujours en augmentant
Taisons d’abord le calcul pour l’ellipse , en mettant l'origine au centre.
I.'cquation de //M, fig. 77, 78, passant par le point if (-{- c,o) est . . y = a{x — c); et comme elle passe aussi par le point M B) oa a # = a(« — c); d’où il résulte ;
L’éqnatioti de AM, passant par le point A (—e , o) , est y = a' ( a: -1- c et comme elle passe aussi par le point Af(«,fi),oa aé=sa'(«-4-c;,’ d'où l’on tire :
(*) Ou a ici A = tmf m, é = long rrl ; donc tang m. tang iri -=:\. Mais , par la triijouoiiiclrie , tang m. eotang m =: 1 ; doue , dous ce cas , tang ni = cjta/ig m et par cousequeut ni est le complùncni de m.
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Substituant ccs valeurs dans la formule
1 + aa'’
du n”. 109, on trouvera, après les réductions, et après avoir mis
tf'*
— ( c’ — •* ) à 1a place de fi* , et gr’ à la place de c* — > c'* , on trouvera , dis-jc :
long AMB ■■
2c». fi
Mettant encore — — «» à la place de s, divisant haut et bas par . .
\/c* — «*, et réduisant, on obtiendra enfin :
tang AMB z= —
Si on veut tirer de là la formule propre à l'hyperbole, on mettra à la place de c' (n“. 209. 242 , note ), et l'on multipliera haut et bas par v^; ce qui donnera :
tang AMB = +
‘ Nous allons interpréter ces valeurs, en commençant par l’ellipse, et ne considérant que le premier quart de la courbe.
1®. Comme « n’est jamais plus grand que c , l'angle est toujours possible , et à cause du signe — de sa tangente , il est toujours obtus ; excepté lors* que m = c ; car alors on a tang AMB — i, ce qui prouve que l’angle est droit
2*. Dep uis B , où l’angle est donc droit , à mesure que « diminue ■ . ■ • •\/c* — ■* augmente , et la tangente trigonométrique de AA/B diminue. Mais quand la tangente en — d';in angle obtus diminue , cet angle devient plus grand. Donc, en effet, l’angle des cordes augmente depuis .fl jusqu’en t>. Alors il est clair qu’il recommence à diminuer sur le second quart de la courbe.
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S*. Le plu» grand angle se trouve donc à rcxtrémité du petit 'axe, et
2cc'
quand « = 0 . On a alors tant/ AM B ou tang ADB=. .Dans cette
position les cordes sont ég.iles, et le» angles DAC, DBC\t sont aussi; donc le» angles DACzX. DBX , sont supplémens l’un de l’autre ; ensorte que leur» tangentes trigonométriques sont égale» et de signe contraire. Or le produit
de ce» tangente» a et a' est toujours (n*. 244 ) ; donc ici Tune vaut , ,
H et l autrç — — .
Voyons maintenant la formule relative à l'hyperbole , et ne considérons toujours que le premier quart de la courbe. Cette formule est celle-ci ;
tang AMB = +
1*. Comme » n‘e»t jamais plu» petit que c, l’angle est toujours possible,' et à cause du signe + de sa tangente il est toujours aigu ; excepté lorsquo • = c , car alors la tangente devient infinie et l’angle est droit.
2°. Depuis le sommet A , où l'angle est donc droit, à mesure que •> aug« mente \/at» — c» augmente aussi et la tangente de AMB diminue. Mais quand la tangente d’un angle aigu diminue , cet angle lui-mème diminue. Donc, en etfet, l'angle des cordes diminue depuis le sommet A à l’infini; et il ne peut être supposé nul, qu‘en faisant •• = 5. Dans cette position lea cordes sont parallèles, et les angles correspondan» qn’elles font avec l’axo sont égaux ; ainsi leurs tangentes sont égales et de même signe. Or le pro>
duit de ce» tangentes a et a' est + ^ (n*. 244); donc chacune d’elles vaut
(toujours pour le premier quart) + c’est-à-dire que ces cordes sont pft-
ïaUcles à l’asymptote (n°. 240).
CHAPITRE XIII
Dts sections coniques rapportées à leurs diamètres, et des diamètres . conjugués.
246. Jüsqu'a prêtent toutes les équations des sections coniques que nous avons vues, se rapportaient à ces diamètres pariiculiers que nous avons nommés spécialement les axes (n*. 206 ); et il est évident qu’on pourrait rapporter ces courbes à des axes quelconques , avec une origine placée aussi d’une manière quelconque ; on aurait ainsi leur équation la plus générale (n°. 212 ). Mais ce n’est pas ce dont il s’agit ici : nous allons actuellement rechercher si on ne pourrait point changer les axes des coordonnées et l’origine , sans changer la forme des équations que nous avons eues jusqu’à présent.
Pour cela nous prendrons les formules du n*. 166, et pour faciliter le calcul , nous désignerons par m et par m' les angles (arx') et (xy * ) formés par les nouveaux axes des x' et y' avec l’ancien axe des x. Alors les for* mules en question s’écriront ainsi :
X = x' cos m y" cos rn!
y = x' sût m + y' sût m' -f- y ;
«t en substituant ces valeurs dans l'équation géuéraie ;
y^ — px± — = o,
on trouvera:
x'* — coé + séi/.2Qût m iin m' + ^cosm cw/n'; j
'i- l/'(sûi' m' +_^cos' m'^ + x'. 2(gsinm — \pcosm±^fcost 7 ^ m ' — J p cos m'±_ cos m' ^ _ p/+ “ )
O II est évident que cette équation est l’équation la plus générale possible
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247. Appliquons d’aboid cela à la parabole. Pour que l'équalion précédente soit de la forme y* — px = o , il faudra que les coéfflciens des termes en a;'*, xJy\ et y\ soient nuis, ainsi que le terme entièrement constant.
Or comme dans la parabole = o par lui-même , les équations de condir
lion seront celles-ci :
jin» m = O, g sin m' — \p cos m' = o, g' -—pf '~ o . . . \B).
J’ai laissé de côté le coéflicient de x'y' , qui ne nous apprendrait rien, puisque nous avons déjà sitt^ m = o et par conséquent aussi sîn m ~ o.
La première de ces trois équations nous dit que l’angle m est nul, et la troisième , n’étant autre chose que celle de la parabole, nous fait voir que la nouvelle origine, dont les coordonnées sont et g, est un point de la courbe. Ainsi pour que l'équation conserve sa forme, le nouvel ase des X doit être parallèle à l’ancien. Ce nouvel axe est donc un diamètre et l’origine est à son extrémité.
La seconde équation de condition peut être mise sous cette forme :
sin m' cos m'
ou
Mais m' est l’angle que le nouvel axe des y fait avec l'ancien axe des x ;
ensorte que ■■ ~ - ou a' marque l inclinaison de cet axe, et la formule fait
cos m
voir qu’il est tangent à la courbe à la nouvelle origine dont l’ordonnée est g tn“. 225, fom. (7)). Et comme la tangente à la parabole n.’est perpendiculaire à son axe qu’au sommet de la courbe ( n®. 237 ) , ce n’est que dans ce point non plus qu’elle est perpendiculaire aux diamètres , parce qu’ils sont tous parallèles à l’axe. Donc les nouvelles ordonnées sont obliques au nouvel axe des x. , :
Au moyen de ces conditions, l'équation de la courbe conservant, son ancienne forme , à chaque nouvelle ab.scisse répondent donc deux ordonnées égales et de signe contraire. Ensorte que si d’un point de la parabole on mène un diamètre , puis une tangente à ce point , toutes les cordes paral-
iles sections coniques. Elle est rfe la forme + Bxy -t- Cy' -h Dx + Ey + Fzz e (voyez celle du cercle n“. 156).
Bb
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lèles à cette tangente seront coupées par le diamètre en question en deux parties égales.
Prenons maintenant les termes qui restent dans l’équation tlansformée : . • P
en faisant toujours -- o , et en nous souvenant que sin m — o, et que
par conséquent cos m = Æ = 1 , noiu aurons y'* sin* m' — px' = o ; ce «juc l’on peut écrire ainsi :
y- =— 7-7 — T sut* m
C'est l’équation de la parabole rapportée à un quelconque de ses diamètres. D’ailleurs la valeur de sût* m' , ou la valeur de ni' , ou la grandeur de l’angle des coordonnées, lorsque celui-ci est fixé, celte quantité, dis-je, détermine le diamètre dont il s’agit. Si on voulait par exemple que m' fût un angle droit , on aurait sin* ni — H* — l , et on retomberait sur l'équation à l'axe. Du reste comme l’angle de la tangente peut parcourir tous les degrés de grandem-s , il y a une infinité de systèmes d'axes qui répondent à notre but.
248. Cherchons à exprimer sin* m ' , en fonctions des coordonnées de la nouvelle origine. Nous avons eu , il y a un moment :
sin m" \p
cos ni g ’
multiplions pai' cos ni , carrons les deux membres , mettons 1 -— siii* ni à la place de cos* m' , üansposons et réduisons, nous trouverons:
siti* m' —
Mais g* =py, comme nous l’avons aussi vu, substituant cette valcm', et divisant haut et bas par p , nous obtiendrons :
sur m
Ensoite que l’équation au diamètre pourra prendre cette fonne r
y'*^À(:/+lp)x'.
De plus y est l’ordonnée de la nouvelle origine A ' , fig. 79 , d'oû il résulte
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nue l'on a, par le n“. 214 , FA' = f 1 = f + jp. Ain»i le coéfficient de x' vaut 4/'/l'; non» désignerons cette quantité par //, nous l’appellerons le paramétré du diamètre, et nous dirons que dans la parabole le paramètre d'un diamètre quelconque est quadnqile de la distance du foyer à Porigine de ce diamètre. Propriété tjui est la meme pour l'axe.
249. L'équation de la pai aboie rapportée à scs diamètres, étant donc y'* = p'x' , et ayant absolument la même forme que l'équation à l'axe , toutes les propriétés que nous avons eues relativement à cette dernière ligne , auront lieu pour les premières , du moins lorsque ces propriétés seront indépendantes dé l'angle des coordonnées. Ainsi nous ne nous j arrêterons pas.
250. Appliquons maintenant à l'ellipse et à l'hyperbole la transformée
par*
générale du n*. 246. Pour qu'elle soit de la forme y* =px
que les coéfficiens des termes en x'y' et en y* soient nuis , lûnsi que le terme tout constant. Les équations de condition seront donc celles-ci :
sin m sin m' ± i cos m cos m' = o , J g s inm' — \p cos m' cos m! = o, s .... (!>).
gp_p/± i/»==o. )
La troisième nous dit tout de suite que la nouvelle origine , dont les coordonnées sont /et g, est un des points de la courbe même. Ensorte que si l'origine était placée ailleurs, l’équation ne pourrait plus ressembler à l’équation au sommet.
La seconde peut être écrite ainsi : . . :
sinm' îp pf , \P Pf . .
; = -t- r — ) ou a — — -f- — — .... (£) ;
cosm g 2cg g 2cg , ...
et prouve que le nouvel axe des y est tangent à la courbe à la nouvelle origine, dont les coordonnées sont f et g (n®. 225, form. (9)j.
La première équation de condition peut se mettre sous ces deux formes :
sin m sin m' p c'»
cosm cosm' 2 c c*
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Elle nous apprend donc que les nouveaux axes des x et des y font avec l’ancien axe desx, où avec le premier axe de la coui'be, des angles dont le rapport est constant , et le même que celui des angles formés par les cordes supplémentaires ( n®. 244 ). Ensorte que si un de ces axes est parallèle à une de ces coixles, l'autre axe sera parallèle à l’autre corde; et en même lems les deux axes feront cnü-’eux un angle égal à celui de ces mômes cordes. D'ailleurs comme on peut former une infinité d'assemblages de cordes supplémentaires, faisant entr’ellcs des angles qui ne sont jamais droits, et qui varient sans cesse ( n°. 245 ) , on peut donc aussi former une infinité d’assemblages d'axes, faisant entr’eux des angles obliques, variables d’un système à l’autre, et qui donneront toujours des équations de môme forme que celles aux axés proprement dits.
Il résulte encore de Là qu’à chaque nouvelle abscisse répondront deux ordonnées égales et de signe contraire. De manière que si l’on a une tangente à la courbe , et qu’on prenne le point de contact pour la nouvelle origine, toutes les cordes parallèles à la tangente, ou toutes les ordonnées, seront coupées en deux parties égales par le nouvel axe des x. Cela posé,, comme une de cc.s cordes peut toujours passer par le centre , et que là elle est déjà divisée en deux parties égales ( n“. 205 ) , il faut bien que 1« nouvel axe des x pas|e aussi par ce point ^ et qu’il soit un diamètre.
251. Si nous prenons maintenant les tennes qui restent dans la translormée, noua- aurons l’équation de la courbe rapportée à scs diamètres avec l’origine sur la comiie môme. Et comme de l'équation aux axes et au sommet, on conclut facilement celle aux axes et au ceolrc, nous pourrions aussi conclure de l’équation aux diamètres et à leurs extrémités , celle aux diamètres et au centre. Mais cette dernière pouvant rendre plu* «impies tous les calculs qui nous restent à faire , nous laisserons l’autre , et ne prendrons que celle-ci , que nous tirerons de l’équation aux axes et au centre, toujours pai' la tran.sformalion des coordonnées.
^ Pour cela, nous cmrons ainsi les lonnules du n°. 160 , puisque noua ne voulons point cliungcr l’origine :
.... a> = a/ cos m y' cos m' , ' y=i x' sûi r>i -f- y' sin m''; ‘ et nous substituerons ces. valeurs dans l’équation : '
nous aurons r . •
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( c* sin* m':+; m') + ( c’ ji;t* m + c'® CGi* m ) :t'*
4- 2 ( c® ii« m ji/i m' :+; c'* cgj m cos m') s/y' = + c* </* ... (C).
Pour que cette équation n'eût point changé <le forme, il faudrait que le coefficient de a V fût nul ; posons donc que cela soit , et que l'on ait :
<r sin m sin m' ± c'® cos m cos m'=o, ) ou ce qui revient au môme , /
sin m sin m' c'* I ” ’
cosm . cosm' . c’ j
l'équation de la courbe deviendra :
( c® ri/»® ± c'® cos* m') y’* 4- ( c’ süi* m ± c'® cos * m ) a/® = 4; c® &* ... (/J.
252. Si l'on y fait y' — o, pour avoir la distance du centre à la courbe, prise siu' Taxe des x' , et que l'on appelle cette distance d , on trouvera :
c* sin* m 4; c'® cos* m
Si l'on fait ensuite x' = o, pour avoir la distance du centie à la coüi-bc,^ prise sur l'axe des i/ , au cas du moins que la courbe l'encontre cct axe, et que l'on appelle cette distance et , on trouvera :
C® s'm* m' c'® cos* m!
Remarquons, avant d'aller plus loin, que dans l’ellipse tous les d'iamètres rencontrent la courbe , ce qui n'a pas lieu dans l'hyperbole ; cependant elle est toujours rencontrée par le diamètre 2d (n*. 250). Si elle ne l’était pas par le diamètre 2ct il faudrait que la valeur de d* fût en moins , pour que d lut imaginaii'c. Comme cela ne se reconnaîtrait pas facilement dans cette valeur de d'®, nous essayerons de faire le produit de d* par d'®, car d*
(*) Ces valeurs s’accordent avec la formule du n*. 205, comme on le verra ... , , , JMJ /n sdi m* , , , ,
facilement , en mettant dans cette formule ou ^ a la place de n , et
à la place de p.
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étant décidément en plus , si ce produit est en moins , il faudra bien que <f* soit aussi en moins. En faisant cette multiplication on troure , pour les deux courbes :
JXfi’t —
c*sin*m sin*m' ± c*c'’(jrt/jW cos^m -t- sin*m cos*m') + c'*cos*in cos^nŸ
ou , ce qui revient au même (*) :
’ (c * sin m sin m' ± cor m cos m')* -±_ c* c’* jîn* (m' — m )'
Mais comme la première partie du dénominateur s’évanouit par (^Ü) , on n’a plus que :
d*d'* = — — - 7 - .... (AO.
stn* ( m — m )
Ce produit de deux carrés ayant décidément le signe — pour l’hyperbole, prouve que le diamètre parallèle aux ordonnées de 2d n’a qu’une longueur imaginaire, ou ne rencontre pas la courbe. Pour lui donner une longueur réelle, nous changerons donc le signe de son carré, comme nous avons fait à l’occasion du second axe (n“. 204. 2o5), et nous tirerons de (AT) et de CE) :
c» sin*m-+-c'^ cos* m = ± , o* sin* m' ± </* cos* m' = + — — f
substituant ces valeurs dans (/), divisant ’ tout par c*c'*, et faisant disparaître les diviseurs , nous aurons :
dy'* ±d* x'* = ±d}d* , y'* = ±-^ (d — x'*) .... (^);
c’est l’équation au centre et aux diamètres 2d et 2d.
. Si on voulait que le second devint l’axe des x, on prendrait les ordon-
(*) On sait , par la trigonométrie (n*. 8S) , que
stn(id — m) = sinm' cosm — sinm cos id ; élevant au carré et transposant, on obtient ;
sin'm' cos’m + sin'm cos'm' =2 sin m' sin in cos ni cos m + sin' {.ni — m ) ;
substituant le second membre dans le dénominateur du produit ci - dessus , il contiendra le carré d’un binôme, que l'on pourra écrire comme dans la formule suivante.
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nées pour ab.scisse* et les abscisses pour ordonnés, comme an n*. 218; et l'on aurait :
ensorte qu’à chaque nouvelle abscisse répondraient aussi deux ordonnées égales et de signe contraire.
253. Cela posé, lorsque les sections coniques sont représentées par des équations de même forme que celles où entre le premier axe, deux diamètres, comme 2d et 2cf, dont chacun est au nombre des doubles ordonnées, soit réelles, soit imaginaires, de l’autre, sont nommés diamèlres conjugués. Nous allons récapituler quelques-unes de leurs propriétés , que nous connaissons déjà.
1”. Comme dans l’ellipse ils rencontrent tous deux la courbe , et que rien ne les distingue l’un de l’autre , on peut prendre pour le premier celui qu’oit voudra, le second sera toujours paiallèlc à la tangente menée à l’extiémitié de celui-là ( n°*. 227. 250 ). Quant aux axes on sait qu’on nomme le pre^ mier , celui qui passe par les foyers et les sommets.
2®. Dans l’hyperbole , un des diamètres conjugués rencontre décidément la courbe , et l’autre ne la rencontre pas ( n”. 250. 252 ) ; nous appellerons eetui-ln le premier ou le principal, et nous le désignerons par 2d\ alors l’autre 2d‘ sera le second , et il sera parallèle à la tangente menée à l’une des extrémités du premier.
3®. Quoiqu’il n’y ait qu’un système d’axes proprement dits, lesquels se lencontrent à angles droits , il y a une infinité de systèmes de diamètres conjugués, et ces diamètres font entr’eux des angles obliques diflérens(n®. 259).
4®. Quant aux angles que ces diamètres font avec le premier axe de la: •ourbe , leur rapport est toujours le même , et il est égal à celui des cordes, supplémentaires , qui est aussi constant ( n®‘. 242. 250 ). Lors donc qu’une corde supplémentaire est ordonnée d’un des diamèti’es , ce diamètre-là est parallèle à l’autre corde supplémentaire ( n*. 250 ).
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à-dire vers la droite ou vers la gauche ; ensorte que la position de ce second diamètre est aussi déterminée. Cela posé on pourra calculer, par {K) et par (.L), la longueur de ces deux diamètres.
Et d’ailleurs il est facile de voir , par l’une ou l’autre de ces formules , comment la longueur des différens diamètres varie suivant leur position relativement aux axes. En mettant dans (Æ) , par exemple , 1 — sin* m à la place de cor* m , extrayant la racine , et ne s'occupant d'abord que de l’ellipse , on a :
( c’ — c'* ) sin~‘ m -J- c'^
Alors si l’on fait m nul, on trouve d= c; si l'on fait ensuite augmenter graduellement m , on voit que d va en diminuant , et cela jusqu’à ce qu’on ait m =■ 1 droit ; ce qui donne sin m = Æ = 1 , et d = c'.
Prenant après cela l’hyperbole, et changeant les signes du numérateur et du dénominateur' de (A') , on trouvera d’abord :
c * — ( c' + c'* ) si/l* >n
Si l’on fait alors m nul , on aura d = c; supposant ensuite que m augmente graduellement , le ter me en Moins ne sera d’abord qu’une très-petite fraction de c* + c'*, et la valeur de d sera possible; mais elle ira en augmentant , jusqu’à ce que ce terme en — du dénominateur égale le terme en -f- , supposition qui donne ( n*. 2ô2 (L) ) : s
, . , „ - sin ni c
c* si/i* m = c * cos~ m , ou = — .
cos m c
Dans ce moment on a d = et le diamètre n’est autre chose que l’asymptote (n“. 2-40).
L’angle m continuant ensuite d’augmenter , le terme en moins l’emporte sur le terme en plus, et les valeurs de d deviennent imaginaires, parce que les diamètres ne l'encontrcnt plus la courbe. Prenant cependant ces valeurs comme réelles, et pour cela changeant dans la formule le signe du dénominateur seulement , nous ti-ouverons :
er
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et nons verrons qu’en faisant augmenter m, d ira en diminuant, jusqu’à ce qu’on ait m = 1 droit , et sin »i = /f = 1 ; ce qui donne d = c'.
Dan» l'M perbole équilatère, le» diamètres augmentent Jusqu’à l’angle . . m = } droit , et il» rediminuent ensuite ( n”. 240 ).
255. On pouri-ait demander si le» diamètres conjugué» peuvent être égaux entr’eux dans tel ou tel système; car il est bien évident, par tout ce que nous venons de dire, que le plu» souvent ils ne le sont pa».
En égalant le» valeur» de d trouvées pour les deux courbe», dans le numéro précédent, avec les valeurs analogue» qu’on aurait pour d', on en tire sur le champ , s'm* m = si/i* m', d’où l’on conclut, abstraction faite du signe, sin m = sin m' , cos m = cos ni , et
sin m sin m'
cos m cos m'
» Mai» le produit de ces deux tangentes est toujours en moins pour l’ellipse, • ^ * 1
comme on le voit en (/'), et vaut donc ici , qu’elles sont égales,
l’une vaut + — et l’autre , Ainsi le» deux angles ni et m' sont sui>-
plémcns l’un de l’autre ; et par conséquent le» deux diamètre» conjugué» sont dans ce cas parallèles aux cordes supplémentaires et BD , fig.77, menées d’une des extrémités du petit axe aux deux extrémités du grand axe (n’. 245); ils font entr’eux le plus grand angle possible (même numéro) , et c’est là le seul système dans lequel les diamètre» conjugué» puissent être égaux.
üuant à l’hyperbole, le produit des deux tangentes de m et de m”cst
en plus , et vaut + -- ; donc ici , qu elles sont égales , chacune vaut — avec ^ c
le même signe. Ainsi les deux angles m et m' sont égaux , ou plutôt n’en
font qu’un; cnsortc que les diamètre» conjugués supposé.» égaux coïncident entr’eux , et avec l’asymptote ( 11 “. 240) ; ce qui veut proprement dire , que dans cette courbe il n’y a jamais de diamètres conjugués ég.aux.
Cependant il y a exception pour l’hyperbole équilatère; car alors c'=:c, et le produit des deux tangentes devient l’unité ; ensorte que la tangente d’un des angles est toujours la cotangente de l’.autre, ou que les deux angle» m , m' sont toujours complémens l'un de l’autre (n®. 244. note). Tous le» diamètres conjugués sont alors égaux de deux en deux ; comme cela a
202 SECTIONS CONIQOES:
lieu pour le cercle. Il y a poui tant cette difTérencc ; c'est que tous les diamètres du cercle sont égaux entr'eux, tandis que dans l'hjpcrbolc équilatère, il n’y a que les diamètres conjugués qui soient égaux de deux en deux.
Du reste l’équation de l’ellipse rapportée à ses diamètres conjugués égaux, ressemble tout-à-fait à l'équation du cercle ; car elle devient , en faisant dans (A’) d — d . . . . y'* + a;'* = cP. Mais il ne faut pas perdre de vue que dans le cercle , les diamètres sont alors à angles droits , au lieu qu'ici, dans Velllpse, ils font entr’eux des angles obliques. ( Voyez le n°. 169 ).
256, Pour (aire tomber sous les sens la longueur du second diamètre con-. jugué de l’h^'perbole , qui ne se termine pas à la courbe, supposons qu'on mène par une de ses extrémités et par l’extrémité correspondante du diamètre principal, une droite, et recherchons qu’elle doit être sa position.
Comme cette droite coupe la courbe dans le point ( «, H), son équation doit être de la forme :
fl = a" (x— »).
D’un autre côté le second diamètre , passant par l’origine, et étant parallèle à la tangente au point ( «, fl), a pour équation;
se:
D’ailleurs ces deux droites se rencontrant à l’extrémité de Ta seconde, ont dans ce point les mêmes coordonnées, ou les mêmes valeurs pour .t et pom y. Or l'élimination donne
c*fl (<i"« — fl) c'“« (n''« — fl)
c‘ fl a" — c’’ <* ’ ^ c’ fl a" — - c'* « *
Çela posé , pour exprimer que ces coordonnées appartiennent à l'extrémité du second diamètre , il faut encore qu’elles satisfassent à l'équation :
Faisant donc leurs carres et les substituant dans cette équation, on trouve;
(g’ ;^ .- fl ) » _ ^
(c*fla" —
Mais la valeur de , prise dans (ZL), rendue réelle par le changement de signe du numérateur , et multipliée par j/;i’ m' -t- cos* ni == /i* =5; 1 , ce qui ne change quç sa forme , devient :
DIAMÈTRES CONJUGUÉS
c* c'* C sin* m' + cos* m' )
c* sin* m! — cos*m'
... . . ... , sm m , c * « , .
divisant haut et bas par cos* m , substituant a sa valem- , faisant
disparaître les diviseurs , réduisant , et mettant c* </* à la place de
— c*<*, quantités équivalentes par féquation de l’hyperbole, on trouve :
Substituant cette valeur de d* dans (O), effarant le facteur commun au* deux membres , faisant disparaître les diviseurs , extrayant la racine , effectuant les multiplications , ti'ansposant , et réduisant , on obtient enfin ....
a" . Ce qui indique que la ligne qui joint les extrémités des deux
diamètres, fait avec le premier axe de la cpurbe, un angle égal à celui de l’asymptote, mais de l'asymptote renversée, ou de l'asymptote à la courbe de la gauche ; et elle est parallèle à cette asymptote.
Du reste , cet angle est aussi celui de la droite qui du même côte que la ligne précédente , joint les extrémités des deux axes; car, passant par le sommet d , (c, o), son équation est y = a'" (a; — c ) ; et passant aussi
pai‘ le point D (o, c'), on a c' = — o"'c; d'où l’on tirca"' = — — • .
Les deux droites en question , celle qui joint les extrémités des diamètres conjugués, et celle qui joint les extrémités des deux axes , sont donc parallèles. ( Voyez la figure 80 ).
267. L’équation aux diamètres conjugués et au centre étant de même forme que celle aux axes et au centre , toutes les propriétés indépendantes de 1 inclinaison des coordonnées seront ici les mêmes qu’elles ont été pour les axes. Et si on voulait transporter l’origine sur la courbe , à l’extrémité d'un des diamètres , l'équation deviendrait ;
y'* = ” ( 2 Jx' x’* ),
Si on voulait enfin avoir une équation analogue à celle au paramètre et au sommet , on prendrait pour le paramètre p' d’un diamètre qui rencontre la
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coin lie, une troisième proportionnelle à ce diamètre et à son coniuraé ( 11 °. 207 ) ; ce qui donnerait :
11 faut seulement observer mu- tout ceci , que si Ion désigne par a l'iiu clinaison d'une droite sur un diamètre , a ne sera plus la tangente de cet
angle, parce quon naura plus a — . mais a = (n” l ’I
258. Voici maintenant deux propriétés remarquables et nouvelles.
1“. On tire de la formule (M) . rendue réelle pour le c.as de l’hjperbole, «t après avoir extrait la racine des deux membres ; ’
dti' sin ( m' — m ) = cc'.
Oi (ni m) étant 1 angle des deux diamètres, le premier membre dC' cette équation représente l'aire du parallélogramme de ces deux diamètres (*), et le second membre représente le rectangle des deux axes. On peut donc dire que dans l ellipse et [hyperbole , le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques, est équivalent an rectangle construit sur les axes.
2*. Un diamètre d de l’ellipse^ aboutissant à un point de la combe (« , fl) ,on a ^ *'
En tirant de (L) la valeur du diamètre conjugué, comme nous avons fait au n“. 256 pour l'hyperbole, on trouve de même :
vr c«â’+c'*v <i* = («y
ijoutant ces deux équations membre à membre, réduisant ensuite le second
(*) En nommant A la hauteur de ce parallélogramme, dont la base est d et l'autre côté d' , on aura l'aire égale à dh; mats la hauteur formant avec le second côté d‘ , et une portion de la base , un triangle rectangle , qui donne 1 : d' : : sin o : A , on a A = d' sin u , et l’aire devient dd' sin u Ç u est ici l’angle des deux diamètres ). (**)
(**) Ces valeurs pourraient servir à plusieurs des calculs précédeni.
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au même dénominateur, mettant e’c'’ — c'*«' à la place de c’fi*, à cau»c^ de l'équation de la courbe , et réduisant , on obtient :
rf* + d'* = c* + c'*.
Changeant ensuite d' en dy/~ 1 , et c" en c'y/—l , pour- avoir le cas de riiy'pcrbole , on a:
D’où il résulte que dans tellipse la sonvne des carrés de deux diamètres conjugués .quelconques , est toujours égale à la somme des carrés des deux axes ; et que dans l’hyperbole la différence des carres dun diamètre princ'qiol et de son conjugué , est égale à la différence des carrés du premier axe et du second.
Pu reste , ces deux formules ,
dd‘ sin ( m' — m) z=i ce’ , d* d'* = c* ± c'“ ,
combinées avec (//) du n®. 261 ,
sin m sin m' té*
COS m cos m' c* ’
peuvent servir à calculer trois des six quantités, c', d, d! , m, m',. lorsqu'on connaît les tiois autres.
CHAPITRE XIV
t>e thyperhole rapportée à ses asymptotes,
259 . Chebchoks maintenant quelle forme prendra l’équation de l’h/perbole si nous la rapportons à ses asymptotes : comptons par exemple les abscissses depuis le centre le long de l’asymptote du premier angle et du troisième, en montant et en descendant, et les ordonnées le long de l’autre asymptote en descendant et en montant ; l’axe des oé fera avec l’axe des
X en dessus , un angle m. , dont la tangente trigonométrique vaut H , et
l’axe des ÿ fera avec l’axe des x , en dessous , un angle m' , dont la tan.^
geute trigonométrique vaut — — (n®*. 239. 240 ). C’est-à-dire qu'on aura :
sin m c' sin m' d
cos m e ’ cos m' c ’
car ces angles sont égaux , ils ont le même cosinus , et leurs sinus , quoiqu’égaux , diffèrent pourtant par le signe.
N. B. Il faut bien observer que notre but actuel n’est plus de conserver la forme de l’équation ; voilà pourquoi ces valeurs ne s’accordent pas avec (//)(n*. 261).
On tirera de là :
c* sin* m = c'* cos* ni , c* sin* m' = d* cos*m'.
Substituant dans la formule (G) du n®. 261 , les termes en x'* et en t/* s'évanouiront. D’ailleurs sin m' étant en —, le coéfficient de x'y" sera tout en — (n®. 164.), et l’on aura pour l’équation de la courbe :
^ 2 ( c* sin m sin m' -f- d* cos m cos m' ) x'i/ = — c’ d*.
Mais puisque les sinus , indépendamment des signes , sont égaux , de même que les cosinus , on pourra écrire :
2 ( c* sin* m -f- d* ens* m ) x't/ = s* c'* ,
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OU, en mettant c* sin* m à la place de c’* cos* m , et divisant par c* ;
.4 sin* m x't/ = cf*.
Or nous savons que l’angle A , dan» le triangle ACD, fig. 81 , est égal à celui de l’asymptote ( n°. 256), et peut donc être désigné par m; ensorte que ce triangle donne :
\ AD sin m •. c\ 1 : AD'’ ; : sin* m : c'- , 1 : c» + t *
et, par conséquent:
sin* m —
sus* m : c'* ,
Substituant cette valeur dans l’équation précédente, et réduisant, ou obtient enfin ;
260. Il faudrait voir, avant d'aller plus loin, si aucun autre système d'axes ne peut fournir une équation de cette forme. Reprenant encore la formule (ü) , et supposant nuis les coéflîciens de x'* et de y'*, on aura :
Sin* m c’* sin* rri c**
cos* m c* ’ coî* m' c* *
extrayant les racines , et prenant pour l’une le signe plus et pour l’autre le signe moins , afin d’avoir deux axes qui ne coïncident pas , on retrouvera
sinm ^ sin m’
cosm c ’ cos m'
Il n’y a donc que les asymptotes qui puissent fournir une équation dn la forme précédente.
Si l’on écrit cette équation ainsi
ÀA
elle (ait voir que plus xf augmente plus j/ diminue; ce qui confirme que l'asynaptote s’approche sans cesse de la courbe , et ne l’atteint jamais ; car
(•) On trouverait de même , si on le voulait , cos' nt = — -
HA>POBTj:B A 8SS ASTkPTOTESv SO0l
Of pni«qu’oa a x'y' = »>* , on a tutsi : >
x'y sin 2m = sin 2m.
C’est-à-dire que le parallélogramme de deux coordonnées correspondantes quelconques est équivalent au losange des coordotmées du sommet.
Ce losange pourrait aussi être nommé puissance de l’hyperbole ; on a même désigné tiinsi le grand losange quadruple de celui-là, qui a les deux axes de la courbe pour diagonales , et dont l’aire vaut g' sin 2m.
Du reste lorsque l'hyperbole est équilatère , comme c' =s: c , on a :
sin m ^ sin m! ^
cos m cos m' * ^
ensorte que l’ange des asjonptotes est droit , et le dernier théorème n'est autre chose alors que le précédent,
263. Si l’on a une sécante passant par un point ( • , à ) , son équation sera de la forme : >
y* — « = îï Cx' — «); .
et si l'on veut chercher la valeur des coordonnées des points d'intersection « on la combinera avec l’équation :
on trouvera par l’élimination, en observant que = «a (lorsque le point ( « , « ) est sur la courbe , comme nous allons le supposer , pour plus de simplicité), on trouvera, dk-je :
eu;'’ (a* — fi) a/ — «8 = o.
Si l’on fait alors a = o , ou si l’on imagine que la sécante soit parallèlâ à l’axe des x' ou à la première asymptote , il n’y aura qu’un point d’intersection, parce que l'équation en a:' ne sera plus que du premier degré (n®. 222). Il en sera de môme si la sécante est parallèle à l’axe des y' ou à l’autre asymptote , parce qu’on ne change point l’équation de la courbe en mettant y* pour et sé pour y'. '
Pour tirer de cette équation la valeur de a qui convient à la tangente» nous l’écrirons ainsi :
Dd
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et nous supposerons que l’on a, en mettant ^ à la place de a (n*. Iî2)l ^
— «fl
d’où l’on conclura facilement A ~ ensorte que l’équation de la tan-
gente sera:
264. Si dans cette équation on fait y' = o, il est clair que a/ vaudra CT, fig. 82 ; on aura donc la soustangente TP =. CT — CP = x' — « = «, C'est-à-dire que généralement la soustangente est égale à V abscisse du point de contacL ,
265. De plus , les triangles semblables MTP , CTt, à cause de CP=TP , donnent Mt = MT; c’est-à-dire que la portion de la tangente indéfinie comprise entre les deux asymptotes est coupée au point de contact en deux parties égales.
Cette propriété peut être généralisée, et elle s'étend à toutes les sécant»^ qui rencontrent une des courbes en deux points.
Reprenons l'équation de la sécante RS, fig. 81,.
yt — 0 = a(x' — •>),,
et faisons-y ^' =qQ, nous en tirerons x' ou
Mais on voit dans l’équation
que cette valeur n’est autre chose que la somme des deux valeurs de x"',. ou la somme des abscisses des points d'intersection ; d'où résulte
CS=Cf + C^== CQ^-h VL ;
donc VL = QS; donc les deux triangles QSN , VLR, sont égaux, et par conséquent NS = Ui. Ainsi les deux parties d'une sécante comprises entre la courbe et les asymptotes sont égales..
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266. Laissons la normale, et Aiisons encore un rapprochement assez cutieux de ce que nous venons de voir avec ce que nous avons déjà vu au n*. 256.
Menons au point de contact ( ■ , a ) fig. 82 , le diamètre Of ou d , les triangles MCP, MTP <, donneront, en observant que TP = CP =z », en nommant t la tangente MT, et faisant R = l (n°*. 100. 137. 1-46. 14b. 166.):
= «* + à* + 2»A cos 2m , <»=«*+ à* — 2 cos 2m,
d'où l'on tirera,
— P = À»S cos 2m .... (P).
Mais , par la trigonométrie :
COJ 2m = COJ* m — jôi* m.
et par ce que nous avons vu au n*. 259 ,
ce qui donne ;
fin* m = • ,
COJ 2m =
COJ* m =s
c*-td**
&’un autre côté l’équation de la courbe devient
4«fl = g*.
Substituant ces valeurs dans le second membre de (P ) , on obtient :
Or, nous avons vu (n*. 258) que
donc t — d. C’est-à-dire qu’un demi-diamètre conjugué quelconque est toujours égal à la tangente menée à l’extrémité du diamètre principal. Cela s’accorde avec le n°. 256.
Dd2
ÉCRIRE CES COVRBES AU MOYEN DE CERTUKES DONNÉES
Procédé généruL '
267. C’est celui du n°. 200, qui convient ouji Uois «ecUoas coniques, et même au cerele et à la ligne droite (n“. 211 ).
Nous avons vu que pour détemûner une de ces coui1)cs, ü fallait au moins deux constantes, sauf pour la parabole, où l’on a toujoui-s /i = 1 (n”.202). Si l’on n’avait aucunes données , on les fixerait à volonté ; ainsi ce cas rentre dans le précédent. Voyons donc , avant toutes choses , comment au moyen de certaines données , on en peut détcrm'uier d’autres , sans cependant aroii' la courbe , ou lorsqu’elle n’est pas encore décrite.
Si on donnait la distance du sommet au foyer d’une parabole , c'est-à-. dire/, fig. 69, il serait bien facile de décrire la courbe, et l’on aurait aussi le paramètre, puisque p = Jd. Si on connaissait seulement p, on en pren-> drait le qiurt et l’on aurait /. >
Si on donnait pour une ellipse / et p, fig\ 70, ou AF et FG\ on ferait AL = AF et la construction serait facile. Si on donnait les deux axes , on porterait AC en DB pour- déterminer le foyer <n'. 208); on ferait ensuite AL — AF et CE — FD — AC y ou A/ = FB, et par les points L et Ey ou Z. et 7, on mènerait T' LJ y etc. Si on avait 2c et /, ou AB et AF y on ferait AL = AB' et B J = B'B , etc.; ou, après avoir mené par le milieu C de AB la perpendiculaire CE y on porterait AC en FDy pour avoir ledemi-petit axe , etc. Si on connaissait le grand axe et le paramètre , on prendrait une moyenne entre ces deux lignes pour avoir le petit axe, etc. Si on donnait le petit axe et le paramètre, on chercherait une troisième proportionnelle au paramètre et au petit axe , pour avoir le grand axe , etc..
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ifiltn si on donnait le petit axe et la distance du sommet au foyer , on chercherait une troisième proportionnelle a / et à c', et ce serait 2c — l ou FjS (n*. 208); en y ajoutant / ou Af on aurait A/i, etc.
On opérerait d’une maniéré analogue pour I hyperbole , fig. 71. Par exemple , ai on avait les deux axes , on porterait la distance AD en Cf pour déterminer le foyer ( n“, 208) , faisant ensuite AL-=. AF cX. 1)1 = BF , on mènerait IUj' etc. Si on donnait AB et AF^ on ferait encore AL = AF et BI=. .fl/', etc. Mais si on voulait trouver le petit axe , on porterait FQ. CQ AD pour déterminer CD (n®. 208). Etc. etc.
Procédés communs à plusieurs courbes , ou analogues entr’eux.,
Ella^e. Données , le premier axe et les foyers
J Dans l'ellipse, le premier axe est égal à la somme des rayons vecteurs (n®. 215).
. Ainsi , depuis d’un des foyers comme centre , et avec un rayon à volonté ^ mais plus petit que l’axe , on décrira un cercle entier ; depuis l’autre foyer «t avec un rayon égal au reste de l’axe , on décrira un autre cercle entier ; les deux points où ces cercles se couperont, au-dessus et au-dessous de l'axe , appailiendront à la courbe , puisqu’ils satisferont à la loi énoncée. En répétant l’opération avec d’auues rayons , on obtiendra de nouveaux points,
ilrpuBOLE. Les mêmes dormées que pour Tellipse.
Dans cette courbe le premier axe est égal à la djtférence des rayons veo. leurs < n‘. 215),
Ain.si , depuis l’un des foyers comme centre, et avec un rayon à volonté, mais que nous supposerons d'abord plus grand que le premier axe, on décrira im cercle entier; depuis l'autre foyer, et avec un rayon égal à ce que le premier a de plus que l'axe , on décrira un autre cercle entier ; les deux points où ces cercles se couperont , au-dessus et au-dessous de l’.'ae , appartiendront évidemment à la courbe. En répétant l'opération avec d'au- Ues rayons , on obtiendra de nouveaux points.
Du reste , si le premier rayon était plus petk que l'axe , il faudraity ajouter l’axe pour avoir l’autre rayon.
A'. B. Ces procédés ont l’inconvénient de ne pas fournir immédiatement Jee- ordonnées qui correspondent à des abscisses déteimnnées ; mais le pro*
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cédé général satisfait à cette condition , et nous en aurons d'autres encore.
209. Les propriétés de l’ellipse et de l'hyperbole que nous venons de citer, peuvent servir à les décrire par un mouvement continu.
Pour rdlipse. On fixera aux deux foyers, f , F' , fig. 83, les deüx bouts d’un fil , ou d’une corde , F MF' , dont la longueur sera celle du grand axe ; on tiendra ce fil toujours tendu au moyen d’un style Af , que l’on fera glisser tout autour des foyers ; il décrira ainsi une ellipse , puisque la somme des rayons vecteurs MF + MF' sera constamment égale au grand axe.
Pour r hyperbole. On fixera au foyer F , fig. 84, une règle h' O mobile autour du point F' ; on prendra ensuite un fil F MO, d’une longueur telle
que l’on ait F' MO FMO = AB, et dont on attachera les extrémités ,
l’une au bout O de la règle, l’autre au foyer F , on tiendra ce fil tendu et appliqué en partie contre la règle, par un style M, que l’on fera glisser le long de la règle , pendant que celle-ci tournera autour de F' ; il décrira ainsi une portion d'h^-perbole ; car puisqu’on a F' MO — FMO z=z AB .ou
F' M 4- MO — FM — MO = AB , on a aussi, en réduisant
F'M — FM=AB
270. Ellimk et hyperbole. Données , deux diamètres cotyugue's et t angle qu’ils yont enir’eux.
L’équation aux diamètres conjugués étant la même que l’équation aux axes (n°*. 252. 257 ), il suffit , ici pour avoir la longueur des ordonnées de les chercher comme si les diamètres donnés étaient les axes , et comme si leur angle était droit; ensuite à chaque abscisse ayant une ordonnée rectangulaii’e, on en mènera une nouvelle égale a celle-là , mais faisant avec l’abscisse l’angle oblique donné ; la courbe qui joindra les extrémités de ces nouvelles ordonnées, sera la courbe demandée.
Procédés particuliers.
27t. Pour la parabole. Donnée, le paramètre.
L’équation y^—px, donnant la proportion p : y :: y\ X, et d’ailleurs l’ordonnée dans le cercle étant moyenne proportionnelle entre les deux seg* mens, on pourra recourir au cercle pour décrire la parabole; il faudra alors qu’un des segmens soit fixe et égal à p , et que l’autre segment soit variable, et par conséquent aussi le diamètre.
Ainsi donc , sur une ligne indéfinie , fig. 65 , on prendra A3 = p , et de*
■ ELATirS AÜX SECTIONS CONIÇiüES, puis difWrens points de cette ligne , avec des rayons difTérens , mais jamais plus petits que { on décrira difTérens cercles passant tous en B ; on élcvera au point Af, et aux extrémités differentes de chaque diamètre , les perpendiculaires indéfinies dAD , mPM , etc., et depuis les points d’intersection d, D, etc., on mènera, parallèlement à APF , des droites dm, DM, jusqu’à la reneontre de» mPM ; les points m , M , etc. , détenninés do cette manière, appartiendront à la parabole demandée ; car, pai‘ U propriété du cercle, on aura toujom*» :
AB.ADv.AD.APy où AB-.MPv.MP\.APy ou enfin:
Même donnée
Puisque chaque point de la parabole est à égales distances du foyer et de la directrice ( n". 214), on peut décrire cette courbe ainsi:
Sur une droite indéfinie AX, fig. 69 , on prendi^ AF= AT' = {p; par k point T' ainsi déterminé , et par difTérens points P de AX, on élévera tes perpendiculaires T'Z , PM ,\eXc.\ ensuite, depuis le point /'comme centre, et avec des rayons égaux à chaque T'P , on décrira des arcs de cercle qui couperont chaque PM en M : les dîtTéi-ens points M appartien-. dront à la parabole demandée ; car on aura toujours MF = T'P — MQ.
273. On peut aussi, d’après cette propriété , décrire la parabole pai’ un mouvement continu.
Sur une droite indéfinie AX , fig. 86 , on prendra AF = AT' = J p; par le point T' on fera passer, à angle droit, une règle .Z'.Z’', qui sera la directrice, tandis que /'sera le foyer; on appliquera contre la diiectrice une équerre RFO, mobile suivant la longueur de ZZ' ; on prendra ensuite un fil FMO — VMO , on en fixera une extrémité en F et l'autre en O; on tiendia ce fil toujours tendu et appliqué contre l’équerre , au moyen d’un style M , que Ton fera glisser le long de cette équerre , pendant que cclleci s’avancera sur la directrice ; il décrira ainsi une portion de parabole , puisqu’on aura constamment MF = MF.
Autres données
Si on donnait, non le paramètre de la courbe, mais le paramètre d’un de ses diamètres (n®. 248), avec Tangle des coordonnées , 'qui varie d’un diamètre à l’autre (n®. 247); on observerait que l’équatioi^ de la courbq
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étant pour uu diamètre la même que pour l'axe (n*. 2-4ç>), il suflH poOf avoir la longueur des abscisses qui correspondent à chaque ordonnée , de les chercher comme si le diamètre était laxe, comme si l’angle des cooi> données était droit , et comme si le paramètre p' était celui de l’axe; ensuite à chaque abscisse on mènerait une nouvelle ordonnée, égale à l’ordonnée rectangulaire, mais faisant avec l’abscisse l’angle oblique donné; la couibe qui joindrait les extrémités de ces nouvelles ordonnées serait la courbe de^ mandée.
Pour l'ellipse. Données , les deux axes
Les deux procèdes suivans reposent snr la propriété que nous avons fait connaître au n*. 219, et qu’il faut revoir. ‘
1*. Ajant décrit sur le grand axe A3, fig. 87, et sur le petit axe DD',, pris pour diamètres , deux cercles concentriques , si l’on mène différentes ordonnées AfP au grand cercle, et difl'érens rayons CM, ei que depuis les points n , où ces rayons couperont le petit cercle , on mène les parallèles lun au grand axe, les points m, où ces parallèles rencontreront les ordon" nées , appartiendront à l’ellipse demandée ; ear on aura toujours :
mP ; MP : ; nC : MC, ou t/ : V :: é : c.
2®. De différens points A'^,.fig. 88 , pris sur le petit axe ou sur son prolongement , à une distanee moindre du grand axe que la différence c — c’ des deux demi-axes , et avec un rayon égal à cette différence , on décrira des arcs qui couperont yéS aux différens points E ; on mènera ensuite les droites NEM, que l’on fera ég.ales à c, alors les points M appartiendront à reUip>se i car si avec les rayons AM , et depuis les points A pour centres, on décrit les arcs ML, qu’on mène les cordes ML perpendiculaires suf AB, et les droites AQ parallèles à cette ligne, on aura toujours:
MP -.MQr.ME: MA, ou y:V::c':c.
Au reste la ligne AM pourrait être une règle égale à c , sur laquelle oa aru’ait marqué la distance AE égale à c — c' , et que l’on ferait mouvoir de manière que son extrémité A glissât le long du petit axe , et que le point £ restât toujouia sur le grand axe ; son autre extrémité M décrirait la courbe.
A. B. Les deux procédés que nous venons de voir dépendent de la description du cercle , qui est toujours facile ; si on voulait les appliquer à
l’hyperbole ,
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l’hyperbole , il faudrait partir de l’hyperbole équilatère , qui n’est pas plus facile à décrire que l’hyperbole ordinaire (n*. 219).
■ 276. PouB l’htpebbole. Données, les asymptotes et un point de la courbe.
Le procédé suivant est fondé sur la propriété que nous avons développée au n®. 2Û5. • .
Par le point donné Zi , fîg. 81 , ayant mené des droites terminées aux asymptotes, on trouvera sur chacune de ces droites un nouveau point de la couibc, en portant chaque RL en S N. '
Si l'on avait pour données les deux axes , on aurait donc aussi un point de la courbe , savoir l’extrémité du premier axe, et l’on pourrait fa'u'e usage de la construction précédente , en commcnqant par déterminer la position des asymptotes. Pour cela , il suffirait de mener par le centre deux indéfïnies parallèles aux droites qui joignent les extrémités des axes, fig. 81 ; elles seraient les asymptotes mêmes (n*. 266). 1 •
Avant les courbes, trouver leurs diamètres, leurs axes, lburs
' ASVMPTOTES.
277. Pour l’ellime eT l’hïsebbole. Connaissant les axes trouver deux duunètres conjugués qui Jassent entr'eux un angle donné.’ '• i ,
Les diamètres conjugués ne se rencontrent jamais à angles droits (n®. 253), ' et par conséquent ils font toujours entr'eux un angle aigu et un angle bbtua suppléraens l'un do l’autre ; donner un de ces angles c’est dono aussi donner l’autre. • • • - • ‘j
De plus les diamètres conjugués sont toujours parallèles aux cordes eup> pléinentiiircs què ton peut mener des extrémités. de ^chaïque axe dans lellipse , et seulement des extrémités du premier axe dans l'hyperbole ( n°*. 244 253)’. . • • . . ■ . . , J.. •; ..i - ■
Enfin lés cordes supplémentaires du grand axe dans l'ellipse Amt entr’ellcs un angle obtus , celles du petit axe un angle aigu; mais dans l’hyperbole elles ne font 'jamais cntr’elles' qu'un angle aigu (n®. 246). '
D'après toutes ces considérations, le problème précédent peut s’énoncer ainsi: étojit donnés les axes, trouver deux diamètres Oonjiigues qui fassent entr’eux un angle aigu donné. ^ ■- •*.- ; i - . ,
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Sur le petit axe de l'ellipse, ou sur le premier axe de l'h^rperbole, on décrira im segment de cercle capable de l'angle aigu donné ( Géom. Append. Prob. XXIII } , elle centre de ce cercle sera au-dessus de l'aJLC en question ; par un des points où cet arc coupera la courbe, on mènera des cordes supplémentaires aux extrémités de ce même axe; enfin par le centre on fera passer des parallèles à ces cordes; ces parallèles seront les diamètres demandés : il ne restera plus qu'à terminer convenablement le second diamètre , dans le cas de l'hyperbole ( n”. 256 ).
Il faut remarquer que le problème sera toujours possible dans l’hjqier-i bole , qarce que l’angle des cordes supplémentaires , dans cette courbe , parcourt tous les degrés de grandeur, depuis 100* jusqu’à 0*. Il n'en est pat de même dans l’ellipse où cet angle n'augmente ou ne diminue que jusqu’à un certain point (n“. 245). Si dans ce cas l’angle donné sortait de ces limites, l'arc de cercle ne rencontrerait point l'ellipse ailleurs qu’aux extrémités de l’axe.
Il faut remarquer encore que si pour l'ellipse on donnait un angle obtus , on n’aurait pas besoin de chercher son supplément , parce qu’on pourrait faire la construction précédente sur le grand axe x au lieu de la faire sur le petit. Dans ce cas le centre de l’arc de cercle serait au-dessous de cet axe.
278. Si l’on demandait de trouver les diamètres conjugués égaux de l'ellipse, il est évident (n°. 256) qu'il suffirait de mener par le centra des parallèles aux cordes supplémentaires qui joignent une des extrémités d'un axe avec les deux extrémités de l'autre.
279. Pour x’ELLn^X kt L’BrrERROi.E. Eteuxt donné h centre , sans les axes , trouver deux diamètres corÿugucs faisant entr’eux un angle donné.
Si l'angle donné est di oit , cette recherche sera celle des axes ; mais cç n’est qu'un cas particul'icr ; voyons la chose d'une manière plus générale.
Si l’angle donné n’est pas di’oit , on pourra ramener le problème au cas de l’angle aigu.
Cela posé, comme on a le centre, il sera facile de mener par ce point un diamètre quelconque qui rencontre la courbe ; et puisque les propriétét des cordes supplémentaires aboutissant à ce diamètre sont les mêmes que celles des cordes supplémentaires aboutissant à un axe (n*. 257 j, nous y pourrons opérer ici comme au n*, 277.
Ayant donc mené par le centre un diamètre quelconque , mais qui abouûbse à la courbe , on décrira sur ce diamètre un arc de cercle capable do
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iVngle donné ; depuis le point où cet ai-c rencontrera la courbe , on mè- ,l»era des cordes supplémentaires aux extrémités du diamètre en question ; puis par le centre on mènera des parallèles à ces cordes ; ces parallèles seront les diamètres demandés , sur quoi l’on fera des observations analogues à celles du n*. 277.
On opérera de même pour trouver les axes, si Tangle donné est droit ; mais dans Ce cas le centre du cercle décrit ne sera autre chose que celui môme de la courbe , ce qui rendra la solution plus .simple.
280. Poux L hypkxbole. Etant dotini le centre et nuit les axes , trouver les asymptotes.
On commencera p.ir chercher les axés, par le n". précédent, et l’ori déterminera ensuite les asymptotes par le procédé indiqué au n°, 276.
Ayant lbs courbes, ueua mener des tangentes.
Procédé général; les foyers étant connus.
Le point donné est sar la dourbe
Supposons pour un moment le problème résolu, et représéntons-nous qu'on ait déjà mené par le point donné fig. 89, 90, 91 , la tangente A/y , ta normale MN, et les rayons vecteurs FM, F’M , on aura pour l'ellipse, fig. 90, pour l'hyperbole, fig. 9iiFMT=F'MT;
et pour la parabole, fig. 89» l’une ou l'autre de ces égalités , suivant qu’on la considérera comme une ellipse ou une hyperbole , et qu‘on prendra le point F' vers la concavité de la comrbe ou vers sa convexité ( n®. 242 ). De là résulte ee procédé»
Joignez le point Jl/ avec les deux foyers, et partagez l’angle des rayons vecteurs en deux parties égales , par une droite à laquelle vous mènerez une perpendiculaire au point M; une de ces droites sera ht normale, et l'autre sera la tangente demandée < n*. 242 ).
2®. Le point donné G est extérieur ; et il s’agit de trouver le point de contact M,
Supposons que le problème soit résolu , et que l’on ait déjà la tangente et la normale ; il est évident que si par le foyer F on mène une parallèle à
Ee 2
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la normale, et qu’on la termine en £ à la rencontre du rayon vecteur de l’autre foyer ou du prolongement de ce rayon , la tangente «era perpendi- ^ culaire sur le milieu de cette ligne FE , et l’on aura M.E = Af/'ct GE = G£. Ainsi le problème se réduit à trouver le point E ; puisque le point M est sur la droite F'E ou sur son prolongement.
Or le point £ est à une distance de t ' égale à la somme ou à la différence des rayons vecteurs , c’est-à-dire au premier a*e , parce que . ..... A/£ = MF. Ce point E est de plus à une distance du point donné G égale k GF, parce que GE = GF , d’où résulte cette construction ;
Du foyer F' , pris pour centre, et d’un rayon égal au premier axe, décrivez un cercle entier; du point G, pris pour centre, et d’un rayon égal à GF, décrivez un autre cercle entier ; menez enfin une droite par un des points d’intersection de ces cercles et par le foyer / elle déterminera sur la courbe le point M cherché.
Pour appliquer cette construction à la parabole, il faut observer: 1®. Qu’un cercle décrit avec un rayon infiniment grand , n’est autre chose qu’une ligne droite. 2®. Que puisque le centre de ce cercle est supposé être sur l’axe ,. fek ligne droite en question doit être perpendiculaire à cet axe. 3®. Que dans l’ellipse et l’hyperbole le sommet de la courbe se trouve à égales distances entre le foyer F et le cercle décrit depuis le foyer F' ; et que par conséquent dans la parabole le sommet doit être aussi placé à égales distances entre le foyer F et la perpendiculaire à l’axe dont nous venons de parler. À”. Que cette perpendiculaire se confond donc avec la directrice. De tout cela il résulte qu’on peut modifier ainsi , pour cette combe , la construction précédente : ,
Menez la directrice, et du point G pris pour centre , et avec GF pour rayon , décrivez un cercle ; enfin par un des points E où ce cercle coupera la directrice, faites passer une parallèle à l’axe; elle détciminera sur la courbe le point de contact M..
iV. £. Comme on peut toujours mener par un point extérieur deux tan-.. gentes à une section conique (n®. 223), il est évident que les cercles dé-, crits des points F' et G auront deux points d’intersection ; ce que l’on pourrait du reste faire voir par des considérations géométriques. Tout comme on pomrait prouver aussi, par les mêmes moyens, que la droite GT n’a. qn’un point de commun avec la combe.
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Pour r ellipse et t hyperbole ; le centre étant connu.
Le point donné esl^ sur la courbe
Le procédé suivant repose sur ces considérations : 1*. Que si on prend pour axe des x un diamètre , et pour origine une des extrémités de ce diamètre, l'axe des y ne sera autre chose que la tangente à ce point; que d ailleurs en menant d'une des extrémités du premier axe de la courbe une corde parallèle à l'un des nouveaux axes , la corde supplémentaire sera aussi parallèle à l’autre de ces axes ( n*. 260 ). 2*. Que les propriétés des tangentes et des cordes supplémentaires , rapportées aux diamètres conjugués , •ont les memes que lorsqu’on rapporte ces lignes aux deux axes de la courbe^ (n". 257).
Pour trouver donc la tangente au point M donné , fîg. 92 , on mènera par le centre un diamètre aboutissant à la courbe, mais non au point M ; on en mènera ensuite un autre au point M , s’il n’est pas déjà mené; puis d’une des extrémités du premier, on tracera une corde parallèle au second; et joignant l’autre corde, on lui mènera enfin une parallèle par le point Itf-y cette parallèle sera la tangente demandée.
Pour la Parabole seule ; Taxe étant connu.
Le point donné est sur la courbe
Le procédé suivant est fondé sur les observations du n®. 241 , qu’il faut revoir.
Depuis le centre de la courbe, fig. 93, avec un rtyon égal au demigrand axe, décrivez un cercle; menez ensuite l'ordonnée du point M, en la prolongeant jusqu'à la rencontre du cercle en M' ; construisez la tai^ gente M 'J au cercle ; nlor» la droite MP sera la tangente de l’ellipse..
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N. B. Le même procédé ne peut pas s'appliquer aux autres couriies ^ parce qu'il faudrait , au lieu de ceréle , décrire des courbes du genre des paraboles ou des hyperboles proposées , et leur mener des tangentes ; ce qui ne simplifierait point la question.
Pour r Hyperbole seule ; le centre étant connu.
Le point donné est toujours sur la courbe
Le procédé suivant est fondé sur ce qu'en rapportaAt l'hypei'bole à sei asymptotes , la soustangente est égale au double de l'abscisse ( n”. 264 ).
Commencez, fig. 82, pai- déterminer les asymptotes, si vous ne les avez pas déjà (n®. 280 )î menez ensuite l’ordonnée MP du point M; prenez la soustangente TP égale à l’abscisse correspondante CP ; et par le point Z, ainsi déterminé, menez la droite MT; ce sera la tangente demandée.
286. Voilà sans doute les principaux problèmes relatifs aux sections coniques ; on en pourrait proposer une infinité d'autres, soit géométriques , soit algébriques ; nous nous bornerons à ce que nous venons de voir. Nous allons maintenant, dans une Appendice, prouver que ces courbes peuvent naître des sections planes que l’on fait dans le cône , ou de la discussioit 4e l'équation générale à deux indéterminées du second degré.
CHAPITRE PREMIER
Dts sections coniques considérées dans 'le cène et dans le cylindre^.
287. Soit ADBEy fig. 9-4, uo cercle, et an point pris hors du pim de ce cercle; si la droite indéfinie SA tourne sur le point fixe S, en glis^ sant tout autour de la circonférence ADBE^ elle engendrera dans ce mou^ Ycment deux cônes droits ou obliques , opposés par le sonanet S.
Si l'on coupe ces cônes par un plan , qui passe par te sonunet S , et qui entre vraiment dans les deux cônes , il est évident que les figures des sections seront terminées chacune par trois droites, dont deux, comme SD et SE , seront tracées sur la surface convexe du solide, car eUcs représentent deux positions de la génératrice SA ; et dont la troisième , comme VE , ne sera .autre chose que l'intersection du plan coupant avec celai de la base. Ces figures seront donc des triangles ; et si ces triangles passent par l’acte ÿC, on les appellera triangles par F axe.
Si on coupe un des cônes ptar un plan parallèle à la base, comme adbe^ pour savoir si la figure de la section n’est pas un cercle , nous chercherons le rapport des lignes qui la traversent. Pour cela nous mènerons l’axe du cône SCy et par cet axe deux plans qui s’entrecoupent sous un angle queK conque , comme SAB, SDE ; leurs intersections avec ADBE, adbe , seront parallèles, comme Ab, ab, DE, de, (Géom. Liv. VI. Th. VIII); et triangles semblables SAC, Sac, et SDC, Sdc , donneront ;
AC : ac i: SC Sc, DC : de :: SC : Sc; d’oû l’on tirera :
AC : DC :: ac ; de; mais AC — DC, donc ac = de.
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En répétant cette construction , on verra que tous les points de là courbe adbe , sont à une même distance du point c , où Taxe du cône rencontre le plan de cette courbe ; ce qui démontre que toute section parallèle à la base est un cercle dont le centre est sur l’axe du cône.
288. Cela posé, cherchons l’équation de la couibe MAm , fig. 95, 96, 97 1 qui résulte de Hntersection d’un cône par un plan placé d’une manière quelconque. Déterminons, par des intersections avec d’autres plans, certaines droites dans cette figure, qui se l'encontrent les unes les autres, et qui soient dans une position relative aussi avantageuse que possible pour devenir coordonnées de la courbe.
Supposons d’abord que la droite FG soit l’Intereection du plan coupant av«c celui de la base (car si nous prenions ces plans parallèles nous n’aurions qu’un cas très-particulier , et que nous avon,s déjà exanîiné (n“. 287). ] Menons ensuite un plan parallèle à la base, et qui rencontre le plan coupant ; leur intersection étant Mm , cette droite sera parallèle à FG ( Céom. Liv. VI. Th. VIII). Faisons encore passer par l’axe du cône un plan ft-î, il rencontrera décidément le cercle de la base et le cercle parallèle à la base, et les intersections v», seront des diamètres parallèles entr’eux
( voyez n‘. 287 ). Alors si ce plan par l’axe ne rencontrait pas le plan coupant dans l’intérieur du cône , on le ferait tourner sur l’axe , comme .sur «ne charnière, Jusqu’à ce qu’il le rencontrât. On continuerait même ce mouvement jusqu’à ce que le diamètre r» fût perpendiculaire à FG, et l’on aurait par conséquent aussi perpendiculaire à Jlfm.
En prenant donc AF et ^’F pour abscisses des courbes MAm, MA'm, la droite MP sera une ordonnée commune à ces courbes; d’ailieur-s cette ordonnée sera perpendiculaire k A' P , mais ne le sera pas dans tous les cas à AP. Désignons AP par x, MP par y, et cherchons une équation entre constantes relatives à la question actuelle. Ces constantes sont d abord les angles r, ï; ensuite l’angle 6AP , que nous nommerons «, et qui détermine l’inclinaison de la section ; et enfin la distance A» o\ikk laquelle passe le plan coupant relativement au sommet.
Or le cercle MA'm donne:
y' — A'P'AB'P .... (i); cherchons donc ce que valent A ‘P et B' P (*).
(•) Pour bieu comprendre ce qui suit, U faudra se souveoii', qu’en désignant
1”. Le
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1*. Le triangle A PA' donne sin A' : x :: tin A' P , o\x
sin r : X :: sin • i A'P ; donc
sut y
râleur qui varie avec x, comme cela doit être, parce que le plan du ccr» de MA'm s'abaiasc plus ou moins.
2®, Pour trouver B'P, menons, dans le plan M, AH parallèle à A'B’ et à yi, et PL paiallèle à 4, nous aurons :
B'P = LH AH ^ AL
N. B. Le mûins est pour la fîg. 96 , le plus pour la fig. 97 , et quant à la fig. 95, comme on suppose que PA était déjà parallèle à Si, PL se confond avec PA , le point L avec le point A , et la ligne AL est nulle. Il en résulte donc que l'angle APL est zéro dans celte figure , ainsi que ton. sinus.
Maintenant , le triangle AH& donne sin i : k :: sût f : AH, d’où l'on
lii e ;
AH
k sin t sin i
Le triangle ALP donne sin L : x sin P : AL\ or sin L ~ sin voyons ce que vaut sin P. Dans la fig. 95 il est nul ; dans les autres figures, si l’on mène encore AE parallèle à LP_ , on & A PL = PAE , et PAE est précisément ce qu'il faut ajouter à • + <8 , fig- 96 , ou ce qu'il en faut retrancher, fig. 97, pour avoir deu.x droits. D'ailleurs le supplément en plut d’un angle plus petit que deux droits a le même sinus que lui ; et le supplément en moins d'un angle plus grand que deux droits , a aussi le même sinus que lui ; sauf que le sinus de l’angle plus grand que deux droits a le signe moins. Ainsi donc, dans les deux cas , sin AP/t = sin (» -f- fl), et nous 'avons généralement sût i : x :: sin ( * -f- fl ) : AL; d'où l’on tire :
un angle par une lettre, ce sera tantôt l’un tantôt l'autre des .angles de suite qui ont leur sommet marque par cette lettre ; car les angles qui sont de suite ou iupplcmcns l’uii de l'autre ont le même sinus. Ce sera quelquefois aussi un angle égal à celui qu^iious indiquerons, ou à sou supplément.
Ff
Donc :
B'P= AH^AL
lICTIOKS CONtfiVIl X sin ( • 4- 1 * )
sin i kl sin B -
X sin ( • + ^ )
sin i
Substituant cette valeui-, avec celle de A' P, dans l’équation (1), 'on trouve, pour la combe AlAni :
sin »
si}i y sut î
( k sin B . X ■+■ sin (* + B) x* ) .... (2).
289. En conaparant cette équation avec (t), r2), et (3) du n*. 200 , avec (9) du n°. 203, avec (13) du n*. 209, et avec les équations des n“. 249, 257, on verra:
1*. Que lorsque son dernier terme est nul , elle appartient à la parabole : c’est le cas de la fig. 95, oü la ligne AP est parallèle à Bi, et où I’qji a « 4- fl = 2 droits.
2°. Que lorsque son dernier terme a le signe moins, elle représente une ellipse ; c'est ce qui a lieu dans la figure 96 , où la ligne AP va rencontrer le côté Bi du cône , et où Ton a » 4* û <2 droits.
3®. Que quand son dernier terme a le signe plus, elle représente une hyperbole; comme dans la fig. 97, où la ligne AP diverge du côté flî, et le rencontre dans son prolongement, et où l’on a « 4- ^ > 2 droits. Alors le plan coupant entre dans le cône supérieur, et y détennine la seconde partie de la courbe.
290. Pour nous assurer d’autant mieux encore que cette équation est bien celle des sections coniques ; cherchons la valeur de AB dans les figures 96 et 97 , et pour cela faisons dans (2) y—o, nous trouverons une valeur de x nulle; c’est celle qui répond au point A ; et une auU'e valeur de x, qui sera celle de AB ou de 2d, savoir ;
... k sin B
sin (o 4- fl)
Pour avoir ensuite l’ordonnée du milieu de cette ligne , nous ferons
} k sin B
sin (« +
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et cette valeur étant substituée dans (2) , nous trouverons la valeur de ÿ , laquelle étant désignée par d' et doublée, nous donnera :
2tf
A* sut » sin* A sin V sin i sin ( • + fl ) *
bien entendu que nous avons rendu réelle celle de la fig. 97 , qui était imaginaire.
Cherchant ensuite une troisième proportionnelle & 2d çt à 2d', et la désignant par //, nous obtiendrons :
d'où l'on conclura :
A sin • sin fl sin r fin > '
A sin « sin fl
ff sin y sin t sin (« + fl) sin *
2d ~~ A sin fl ' sût y sût > fin ( • •+■ fl )
D’un autre côté l'équation (2) devient, lorsqu’on effectue les multiplications :
A sin « sin fl fin • fin (» + B) x*
sût y sût t
fin y sin i
et si l’on met à la place du coefficient de son dernier terme , sa valeur prise dans (3) , on a :
A sin « sût fl
A fin « fin fl sût y sin >
^ fin y sût i ^ A sût A ’
sin ( « 4- ® )
ou, ce qui revient au même, d’après les dénominations et les valeurs précédentes, qui ont bien entr’ellcs les rapports que nous leur avons rut dans le cours de cet ouvrage :
291. Mais nous avons encore quelques observations à faire sur tout cela: 1*. Dans le cas de la fig. 96, où la droite AB , rencontre les deux côtés
Ff 2
du c6ne, si l'angle « égale r, ou si AB est parallèle à v), on a ^
sin « = sin v, et comme en général itn (■ -f- fl ) = sin APL y et que dans ce cas APL = î, on a flt/t (■ + '*) = Ensorte que la foimulc (2> donne poui' ce cas ;
k siu fl
^ s in i
ou , ce qui revient au même , par le n®. précédent ;
I/* = 2dx — a* ;
équation d'un cercle dont le diamètre est 2d. ( Vojez le n®. 287 ).
2®. Si dans la même figure , le cône étant oblique , on a l'angle « égal à î , ce qui donne PBb = », cas dans lequel la droite AB reste inclinée à
on a sin » = sin >, et comme en général
sin (« + fl) = sin APL — sin PBS , et qu'ici PBi = », on a .
sin (^9 -i- B) = sin y. Ensorte que l'équation générale devient
^ k sin fl J
ce qui est encore l’équation d'un cercle. On peut donc faire dans le cône oblique une section qui rencontre les deux côtés du cône , et qui donne un cercle , quoiqu’inclince au plan de la base ; mais la position de cette section, est unique, et toutes les autres sections obliques, rencontrant les deu.x côtés du cône, fournissent des cllqîscs. On a dit que cette section , placée de cette manière, était antiparallèle à la base.
Cette circonstance n'a p.as lieu dans le cône droit , parce que dans ce solide les deux angles » et ï sont toujours égaux; ensorte que si « = î, on a aussi » = », et la section qui donne le cercle est toujours parallèle à la base.
292. Maintenant, nous avons examiné toutes les positions possibles du plan coupant, lorsqu’il ne passe pas par le sommet, et nous avons trouvé que les sections étaient, ou des cercles, ou des ellipses, ou des paraboles, pu des hyperboles. Supposons encore que le plan coupant passe par Iç: sommet, on aura A‘ = o, et l’équation (2) deviendra :
sin « rirt ( « + fl ) ^*
^ sin y fin
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Si l’on se représente alors que le plan soit dans la position propre aux paraboles , ou que l’on ait « + ^ = 2 droits , on trouvera y z=. o pour toutes les valctus de x. C’est l’équation de l’axe des x, ou d’une droite qui est le côté du cône ; parce qu’en effet le plan touche alors les surfaces coniques, et ce contact détenninc une droite.
Si l'on veut que le plan coupant soit dans la position propre aux ellipses, ou que l’on ait * + fl < 2 droits, fig. 98, 1 équation précédente restera ce qu’elle est avec le signe d’en haut ou le signe moins , et ne pourra être satisfaite qu'en faisant en même tems a? = oety = o; ensorte que la section ne sera plus qu’un point ( n®. 211^
Enffn si l’on suppose que le plan coupant soit dans la position propre aux hjpeii^lcs, ou que l’on ait « -+- ® > 2 droits , fig, 99 , l’équation (4) prendra , dans son second membre , le signe d’en bas ou le signe plus , cl si l’on désigne son coélfîcient par * , on aura
y* ■=.> X* , ou y = -f- -y/ ^ . a;.
Elle représentera donc deux droites , passant par l’origine ,' qui est ici 1© sommet, se couchant sur la surface du cône, et faisant de part et d’autre de l’axe des x, placé dans l'intérieur, des angles égaux, dont la tangente trigonométrique aura pour expression -y/#. Cet axe n’est autre chose quq l’intei'section du plan coupant avec le plan fleî.
Par exemple, si le cône est droit, et que l’angle du sommet fl soit de 400® , les angles y et î seront chacun de 60* ; si de plus le plan coupant passe'
par l'axe du cône, on aura « = i50‘; il en résultera.
fltn « = sin 150* = sin 60® , j/n ( « -J- fl ) =: sin 260° = sin 50® ; ce qui donnera :
Les droites en question feront donc de part et d’autre de l’axe des a?, qui est ici l’axe du cône , des angles dont la tangente trigonométrique sera i= R ; ces angles seront par conséquent de 60° ( n°. 2 1 1 >.
293. En supposant le cône droit, comme dans cet exemple particulier, l’équation générale se simplifie un peu ; ou du moins les constantes se réduisent à trois au lieu de cinq. Car alors y = J, fig. 95 , 96 , 97 , d’où fl, «résulte sm y sin t = siri^ y ; d’ailleurs 2> = 200° — fl, et y = 100 ° — î fl. Ainsi l’on a sin y = xin f 100* — \ B') = cos\B, et sin* y = î fl. E4 fitrinule (2) peut donc s’écrire de cette manière :
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sin • , , ,
(k sin B X -t- sin (• -{- X* ),
cos*
Mais ce qu’il y a de plus essentiel à remarquer à cet égard , c’est qu*a» lors le triangle par l'axe est toujours perpendiculaire à la base , et au cercle parallèle à la base. ( Géom. Liv. VI. n“. 27). Les deux plans MAm, AfA'm, étant ainsi tous deux perpendiculaires au triangle par l’axe , leur interscc> tion MP lui est aussi perpendiculaire ( Géom. Liv. VI. n*. 29 ) ; et par conséquent elle est perpendiculaire k AP , tout comme à A! P. Donc la formule précédente , ou si l’on veut la formule (2) , devient décidément , et pour tous les cas , l'équation aux ftxcs et au sommet. Ensorte que les valeurs de 2d, 2ct, et p' , que nous avons eues au n*. 2<J0 , deviennent les valeurs de 2c , 2<f , et P ; et que l'équation de la section peut prendre l’une ou tautre de ces formes :
px* c'*
y»=px-t- — , y* =— {2cx x*y.
294. Cela posé, si on se représentait deux cônes droits opposés, coupés par deux plans parallèles , dans la position qui convient à l'hyperbole ; et de telle sorte que le premier ne passât pas par le sommet et que le second y passât; celui-là fournirait deux hyperboles opposées, qui seraient représentées par l'une ou l’autre des équations précédentes. Quant à l'autre plan, il fomniiait deux droites qui auraient pour équation (n”. 292) ;
V sin « lin ( « -+• ^ )
: ar,
sut y sin ï
Mais la quantité sous le radical vaut ( n”. 290 , 293 ) — ; d'où il résulté t
Ensorte que les deux droites déterminées par le plan qui passe au sommet, sont parallèles aux asymptotes de l’hyperbole déterminée par le plan qui ne passe pas au sommet ( n®. 240 ).
Du reste, cette dernière équation est d'accord avec celle du n*. 211, . . y = — 1 . a; ; car , pai- le n®. 203 , A* — t =
Cela est aussi d’accord avec l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymp»
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tote» (n“. 259 ) , aV = \g' ; car si l’on y fait ÿ ■=: o, on a = o; ce qui est la combinaison de l’équation x' = o , qiû est celle d’une des as^ mptotes, avec l’équation y' =zo, qui est celle de l’autre asymptote.
Sur quoi il faut observer que cette équation est bien diiférente de celle du point; cardans le point on n’a qu’une valeur pourx et pour y, savoir zéro; tandis qu’id quand a:'=o, y' peut avoir toutes les valcuis imaginables, et réciproquement. Ici les équations x' = o, y'=e, sont deux équations qui peuvent exister séparément , et que l’on a réunies par la multiplication; tandis que pour le point elles doivent coexister, sans cependant être multipliées entr’clles. Dans l’équation y* — — , dès que l’on
fait x = o, on a y = o, et on ne peut faire aucune autre supposition qui satisfasse à l’équation ; au lieu que dans xy = o on peut sans doute faire une des lettres égale à zéro, mais alors l'autre est quelconque; ou réciproquement , on peut donner toutes les valeurs à une des lettres , et alors l’autre est toujours zéro, ,
- 295. On pont aussi faire arriver le plan coupant au sommet sans réduire k à zéro. Représentons-nous que ce plan passe en et qu’il tourne sur ce point , en partant de la position propre à la parabole , /îg. 95 , si « diminue, la ligne >4 ira à l’instant, dans son prolongement, rencontrer le côté indéfini Bi, et l’on aura une ellipse, fig. 96. fermant toujours plu* « , sin ( « + <9 ) augmentera , cl ./4B diminuera , comme le prouve la valeur de 2d du n®. 290, et cela jusqu’à ce que » ^ = i, droit , ou jusqu'à
ce que l'angle ABB ^ l droit. Dans l’intervalle la section elliptique aura pria deux fois la forme circulaire , si du moins le cône est oblique , ou une foia seulement s’il est droit (n*. 291); et elle sera encore redevenue ellipse. Le mouvement continuant , sin (« + fi) diminuera, et AB recommencera à augmenter, jusqu’àce que « = o , et que rtn ( <« -+- fi) = rin 5 ; alors on aura 2d~k\ et parce que sin • —o, la formule (2) donnera y — o, équation du côté
Si ■ , fig. 95 , au lieu de diminuer augmente , la parabole deviendra hyperbole , fig. 97 , et la ligne AB prendra ime longueur finie. En même tems « -+• fl déjà plus grand que x droits , augmentant encore, sin (« -f- fi) augmentera, et AB ou 2d diminuera. Quand » seul vaudra 2 droits, oo aura sin (K +*) = sin (200 + fl) —sin fi; d'où résultera ou Et parce que sin a = o , l’équation (2) donnera encore y = o.
Si l’angle fi est obtus, quand • sera devenu égal à 2 droits, on aura . 4
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(« + a) > 3 droits. Dans ce même cas le sinus de » 'f* û n’augmente , et ne diminue, que jusqu a ce qu'on ait « 4- a = 3 droits. Aloi-s AB ett perpendiculaire sur fl», et plus petite que k, qui est oblique. Depuis ce term« AB augmente et devient enfin égale à A ( voyez la fig. 100).
Du reste le plan coupant , s’étant couché dans les deux cas précédens le long du côté Q * , a repris alors la position propre à la parabole , qui est le parallélisme à l'un des côtés; il est donc tout simple que nous ayons re. trouvé le premier résult.at du n®. 292. Là nous avions l'équation du côtéiSî, ici nous avons celle du côté 6y; mais c’est toujours l'équation d'une droite, et un cas particulier^ de la parabole.
296. Nous avons parlé dans tout ce chapitre du cône à base circulaire, et nous l’avons supposé quelconque, c'est-à-dire droit Ou oblique. Il est évident qu’on pourrait se représenter aussi un cône droit ou oblique à base elliptique ; mais alors on devrait le considérer comme n’étant autre chose que la partie supérieure d'un cône à base circulaire , que l’on aurait coupé par un plan donnant une ellipse ; ensorte qu’on retrouverait aussi dans ce cône les sections que nous venons d'examiner , et qu'il n’en pourrait point fournir d’autres.
297. Pour terminer tout ce qui a rapport à cette matière , nous allons encore dire un mot des sections du cylindre.
Par les deux extrémités du diamètre >* d’un cercle, fig. 101, menons j hors du plan de ce cercle, deux droites indefinies et parallèles fc; faisons ensuite glisser le cercle le long de ces lignes, toujours parallèlement à lui-même, et de manière que les extrémités y, î, de son diamètre restent constamment sur les droites >0, ti; ce cercle engendrera dans ce mouvement un solide nommé cylindre. Ce cylindre sera droit si les lignes v0, sont perpendiculaires sur le cercle de la base ; il sera oblique , si ces lignes sont obliques.
Dans tous les cas, si dans ce cylindre à bases circulaires, on fait des sections planes parallèles à la ba.se, ces sections seront des cercles égaux à celui de la base , et les centres de tous ces cercles se trouveront sur une même droite CD , placée dans le plan du parallélogramme 0t à égales distances des côtés .<y, *>, auxquels elle sera parallèle. Tout cela résulte évidemment de ce que nous venons de dire ; et cette droite CD s'appelle J'axe du cylindre.
U n'est pas moûts évident que si l'on fait passer par l'axe un plan coupant ,
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pant , il déterminera sur la surface ronde du cylindre deux droites parallèles, placées de part et d’autre de l'axe, à une distance par tout égale au rayon r du cercle générateur. Et .si l’on suppose le cylindre terminé par deux cercles parallèles , la figure entière de la section actuelle sera un parallélogramme , que nous pourrons appeler parallélogramme par t axe.
2i>8. Cela posé cherchons l’équation de la section MAm , fig. 102 , dont nous supposons que l’intersection avec le plan de la base soit FG.
Menons le plan circulaire MA'm parallèle à la base , et qui rencontre le plan coupant. Leui- intersection commune sera la ligne Mm , qui sera papallèle à FG.
Conduisons ensuite un plan par Taxe , et faisons-le tourner sur cette ligne* jusqu’à ce que la droite >>, qui est son intersection avec la base, renconti'c à angles droits FG; il est clair que A' IF , intersection du plan par l'axe avec le cercle MA'm, et parallèle à >i, sera aussi perpendiculaire à MF, qui est parallèle à IG, Mais AP ne sera pas dans tous les cas perpendiculaire À AfP.
Nommons AP, x , MP, y, le rayon du cercle générateur r, et observons que sin S = sin r = sin t = siii • ; nous aurons par la propriété du cercle :
y' = A'P-XB'P .... (A).
D’ailleurs le triangle AP A' donne sin A' : x :i sin t : A' P,
ou sin fl : X :: sin * : A' P ; donc :
A'p^EJin^.
.un B
Quant à. B' P, cette ligne vaut 2r — A' P; c’est-à-dire qu’on a:
^,p 2r sin B — x sin u
sin B
Substituant ces valeurs dans la formule (A) , on trouve:
, 2r sin « „
tt» = : — X
sut 8
sm' B
équation que l’on voit tout de suite appartenir à l’ellipse.
l’on y fait y = O , on a a; = O pour’ le point .d , et x ou .
Gg
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id —
2r sin 4 sin “ ’
pour le point B.
Sj l on suppose ensuite x = , on trouve y ou
sm «
Cherchant encore une troisième proportionnelle p' à ces valeurs de 2d et 2d' , on a :
2r sin «r p' = — :■ .
stn s
D'où il résulte :
p' sin' *
2d jwj* fl'
Comparant ces valeurs avec les coéfficiens de la fonnule (5), elle pourra s’écrire ainsi :
et l’on y reconnaîtra mieux encore l'équation aux diamètres conjugués d’une
ellipse. En y faisant // = — , elle deviendi'a :
y'- — — ( 2dx — a;*).
299. Avant d'aller plus loin, faisons ici une obsen'ation assez intéressante , c'est qu’on a toujours 2d' = 2r; c’est-à-dire que toutes les ellipses coupées dans un meme cylindre oblique , ont toutes un diamètre égal au diamètre du cercle générateur (*)• Si donc le diamètre conjugué augmente en passant d’une ellipse à l’autre, son paramèü'e diminue, et réciproquement; et cela de manière que le produit de ces lignes soit toujours le même. En
. sin 8 , ■
effet , SI augmente , 2d augmente , et p diminue , comme on le voit
sin «
par les formules , mais toujours 2<îp' = Ar\
(*) Dans le cylindre (.blique les lignes qui joignent les eôte's parallèlement à la base ne sont pas les plus courtes de celles que l’on peut mener entre ces côtés, parce qu’elles ne leur sont pas perpendiculaires.
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Dans le cylindre droit ce diamètre constant n'est autre chose que le petit axe.
D’ailleurs si le plan JM ' /n pivs.sc par le centre de l'ellipse, ce que l'on peut supposer, la d,>uble ordonnée AtPm, comme appartenant à l'ellipse et passant par son centre, est précisément la ligne 2d'; ra.ns cette ligne vaut 2r ou le diamètre du cercle ; donc clic passt aussi par le centre du cercle. Il en résulte que les deux centres coïncident. Or les centres de toux les cercles p.irallèlcs à la base, sont sur l'axe du cylindre ( n". 297 ); donc les Centres de toutes les ellipses coupées dans le cylindre sont aussi sur son axe.
300. Si on fait dans (5) « = y , ou « = î, c’est-à-dire si on suppose que le plan coupant soit parallèle ou anliparallèlc à la base, fig. 101, on aura sin « = sin B , la formule deviendra — 2 rx. — x* ; équation d'un cercle égal à la base, et qui a aussi son centre sur l’axe.
Dans toute autre position du plan coupant , s’il rencontre les côtés opposes du cylindre, la section sera clliplicjuc; et comme le cylindre est indéfini vers ses bases supérieures et inférieures , le plan coupant, partant d’un point pris sur un des côtés, rencontrera toujours l’autre, à moins qu'il ne se couche sur le premier côté. Dans ce cas on aurait « = o et la formule {B) donnerait t/ = o; la section ne serait donc plus que le côté du cylindre.
301. Si on voulait que l’équation pùt s’appliquer à une section faite parallèlement à l’axe , il ne faudrait plus que l’origine fût placée sur un des côtés, il faudrait la transporter sur la longueur de AB , fig. 102, pour pouvoir supposer que le plan MAin, tournant sur cette nouvelle origine, se
2r sin o
plaçât en efl'et parallèlement à l'axe. Or comme on a AB — — ; , une
2 ir s in n
portion de cette ligne pourra être représentée par — , t étant une
ûnetion quelconque. Faisant donc dans l'équation générale,
2ir sin S X =x + — r- — , stn «
on obtiendra , après avoir supprimé les accens :
, 2r sin « sin- «
y'=:-4ir»(l — OH ^ •(!— 2i)x tt- ar» . . . (C)-
^ $ui a siiP ê
Gg 2
En supposant i = o, on retombe sur l’équation {B), comme cela doit être. En faisant i = | , on trouve :
j/ir «
jwi- B
c'est l’équation au centre. En mettant i = 1 , on a :
2r sin « S7>i’ «
= ^ .T rr— ;
SM/ B sur B
ce qui prouve qu en plaçant l’origine en li, il n’j a plus de .section possible tant que x e.st pris en -j- ou compté vers la droite; mais en donnant à x des valeurs en — , ou comptées vers la gauche , on retrouve l’cquation primitive. Du reste il en serait de même de celle-là en prenant les x à la gauche de ^ ou en — . Cependant , on peut encore satisfaire à cette dernière en faisant x = o et 1 / = o ; ce qui représente le point B. On pomrait aussi y faii e sin « = o ; mais nous allons voir cela d’une manière gé* néralc.
Dans tous les cas donc , si après avoir pris l’origine sur la longueur de AB, on fait tourner le plan AfAm sur cette origine , jusqu’à ce qu’il se place parallèlement à l’axe , on aura « = o , sin « = o ; et l’équation (Q deviendra :
Sous cette forme elle représentera deux droites, placées sur la surface du cylindre, parallèles cntr’elles, et également distantes de l’axe des x, situé dans l’intérieur.
En faisant ici i = o , on a y = o ; c’est l’éq ration du côté gy. En faisant i = 1, on trouve encore y = o; c’est l’équation du côté >•. Eu fusant . . i = j, onay = + r; c’est l'équation des deux droites tracées sur la surface, quand le plan p.isse par l’axe; on l’obtiendrait aussi de l'équation au centre (D), en y faisant simpkmeni « = c. Et cela confirme la propriété de la section elliptique ou circulaire d'avoir toujoui's son centre sur l’axe du cône ( n®. 29U ).
Mais ce n’est là qu’un cas particulier d'une loi générale indiquée par la formule (E). Celte formule prouve que la grandeur de y, lorque r est fixé, et lorsque le plan par laxe est ni' né, ne dépend que de t, et en aucune manière de .AB. Ainsi donc si plusieur s ellipses parunt du point A , et ren-
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contrent le côté li dans des points ditlciens, les fractions semblables, les moitiés, les tiers, les quarts, etc, de toutes les lignes y! B se trouveront sur une meme droite , parallèle aux côtés du cylindre ou à son axe. Ce qui du reste est d'accord avec ce principe de Géométrie, que quand plusieurs droites partent d'un point, et rencontrent des parallèles, elles sont coupées par ces lignes en parties proportionnelles ( Géom. Liv. Jîl. n°. 20 ).
Prenons encore, pour terminer, un exemple particulier de la valeur de L Si l’on a placé l’origine d'une section cylindrique , qui rencontre les deux cé>tés du cylindre aux | de la ligne AB, et (ju’on fasse tourner le plan coupant sm- cette origine, pour le placer parallèlement à l'axe, on trouvera , en faisant » = y = Ainsi la double ordonnée qui joindra les deux
droites parallèles , sera les f du rayon de la base , ou les f du diamètre.
CHAPITRE II
Des sections conUjiies , tù'ées de l'équation générale à deux indéterminées
du second degré.
302. Soit l’équation générale à deux indclenninéc» du second degré ,
aif + bxtj + ex» + dg + ex +/= o ... (I) ,
dans laquelle les coéfiieiens a, b, c, etc. sont connus, ou sont, si l’on veut, des lignes droites données, cherchons quelles courbes elles peut représenter, lorsque les coordonnées font entr’elles un angle quelconque, droit ou oblique ( n". 1 1 7 ).
Si le premier terme , ou le terme en y ' , ne manque pas dans l’équation i et qu’on la divise par le coéfficient a de ce premier terme, on obtieadia, pour première simplification :
y* -{■ - xy + £ X» •+• - y 4- 1 X + = O.
Or l’unité linéaire étant donnée , ou prise à volonté, il sera facile de trouver en lignes les v.ilcurs de £., 1, etc. (n"*. ^I. 43), et désignant ces valeurs par B , C, D, etc., on aura:
+ Bxy + Cx*-hDy-^Ex + F = o ... (/).
Celte première opération ne changera , ni la courbe , ni scs coordonnées ; tout comme on ne change rien à une ellipse en divisant par c- son équation c’y» = c»c'» — c'»x», pour la mettre sous l’une ou l'autre de ces formes :
303. Cela posé, si nous tirons de (2) la valeur de y, nous trouverons : i/= - J f i9x -h Z>) + * \éÏB- - 4C) .c* + 2{BÜ- 2Ej x + (/?* - 4/0 ... (3);
et si nous désignons par z la première partie de cette valeur, nous aurons :
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S = — \Bx — I Z) (4) ;
équation d'une ligne droite qu’il sera facile de con.stniire ; et l'ordonnée Tariable de cette droite représentera toujours la première partie de la valeur de l'ordonnée y <|ui correspond à telle ou telle abscisse x.
Soient X¥', , %. 103, les axes auxquels on doit rapporter la courbe
cherchée, axes qui se croisent sous un angle quelconque, si nous prenons
OCf = — * et OH ■=. , la droite HO' sera le lieu de (4); comme
on le voit en faisant dans celte équation , d’abord a: = o pour avoir la valeur de l’ordonnée s qui répond à l'origine , c’est-à-dire la valeur de OO", puis 3=0 pour avoir la valcui' de l’abscisse x qui répond au point //, c’est-à-dirc la valeur de OH.
Ajant donc pris une abscisse OP à volonté , si l’on mène PN parallèle à l'axe des y, on aura PN = — î ( A’a: + ) , et si l’on connaissait la va-
lem- du radical, et qu’on la portât en NM et NM' les valeurs de y correspondantes à cette abscisse OP seraient MP et M'P. La droite //O' est donc un diamètre de la courbe, en nommant ainsi toute droite qui partage en deux parties égales chaque corde MM' (n". 205. 247. 250); tandis que l’axe XX' n’est, ni un axe proprement dit (n®. 206), ni un diamètre,, puisqu’il partage les cordes MM' en deux parties inégales.
304. Cherchons donc à ramener la courbe et son équation aux axes HO
et rr.
Comme NM égale la partie radicale de la valeur de y, si on l’appelle y'',, en aura ;
y' = I 4C) a* + 2 (A£» — 2£) a; -+- — ÀF) . . . (5) y
d’où l’on tirera, en carrant et transposant (*) :
■y‘^ + i{ÂC—B^)x^ + {i2E—BD)x+\{ÀF—D^-)=o ... ( 6 ).
Prenant alors le point O' pour la nouvelle origine, et nommant x' la notnvelle abscisse ON, il faudra trouver la valeur de x en x'.
(*) Si on eût ordonné l’équation (2) relativement à y, le coé/ficient du second’ terme aurait été Rx+D, cl en faisant, comme nous venons de le faire ,...y = y ~ { ( Ba: -I- £)), puis substituant d.ins (2), on aurait obtenu (6). NotreproccMé a donc clé conlormc à celui que prescrit l'algèbre pour faire disparaitrele second terme d’uue équation.
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Or si l’on mène OG parallèle à XX' , on aura O' G = O/* = a: , et . .
î Z) = î Bx , parce que PJV, abstraction faite de sa direction ,
vaut i Bx 4- î A Ainsi le triangle O'GJV donnera, en désignant par v l'angle des coordonnées , et supposant le rayon des tables /? = 1 ( u”. 100 ) :
x'» = X* + { fi»x* — Bz* easy ... (7).
De là on tirera;
® “ ^ ^v/4 + B^ — 4B cas y ^ * •*•<*>'
et si l’on fait
^ = «r on aura x = 2|x* ... (10).
^ B* — 4B cas y
Substituant enfin cette valeur de x dans (6) , on obtiendra :
y’^^(4C—B^)t'x'*-h(2£ — BD)tx‘-hi(4f—£>^) — o ... (H).
C’est l'équation de la courbe rapportée aux axes Cf/V et IT' ; et si l’on désigne ses coélficiens par C', £', F', elle deviendra (*): j/î 4- C'x'» + E'x' + F' = 0 ... (12).
Cette équation aurait la forme des équations {U) et (9) des n*”. 200 et 203, si son dernier terme était nul : or le dernier terme , ou le terme tout constant manque toujours quand l’origine est sur la courbe ; car il faut dans ce cas qu'en faisant l'ordonnée nulle , on ait au moins une valeur de l' abscisse égale à zéra , ce qui ne peut avoir lieu avec un terme constant dans l’équation.
305. Essayons donc de porter l’origine sur la courbe , et voyons d’abord dans quel point cette courbe rencontre l’axe des x' ou le diamètre O'iV. Faisant dans ce but y = o, nous obtiendrons :
E' ±s/E'- —ÀC'F' 2C'
(•) Pour faire disparaître de l’équation (2) les lei-mes en Xÿ cl i/ , j’aurais pu employer les formules de I.i transformation des coordomiccs. J’ai préféré la marche que j’ai suivie, comme étant dans ce cas-ci plus facile, plus expéditive, cl plus lumineuse, quoique sans doute moins générale.
Ainsi
A DET.'X INDÉTERMtNÊE».
Ainsi pour transporter l’origine le long de l’axe des x' , jusque sur la courbe, nous pourrons faire (n". 158);
£' + v/ii'* — 4C'/" 2C'
l’équation (9) deviendra, par la substitution de ces valeurs, et après avoir réduit et transposé:
ou, en remettant les valeurs de C , E' , F' :
!/"’ = ± üDy-i-iC— JJ') (.ÀJ—D--) . x"—i‘ (4C—3--) x "* ... (1 6) ;
formule tout-à-fait comparable aux équations (U) et (9) des n". 200 et 203, du moins lorsque le radical ne deviendra pas imaginaire. Cette équation appartient donc en général aux sections coniques ; et suivant que le dernier angle des coordonnées sera droit ou oblique, elle sera aux axes ou aux diamètres.
306. Observons , avant d’aller plus loin , que les valeurs de x et de x' ,
/îg. 103 , étant toujours des portions réelles des axes /JO, 110/ , ne peuvent être imaginaires ; d'où il résulte que « est aussi réel ; car sans cela x ne le serait pas, comme on le voit dans (10). D’ailleurs si on supposait dans (9) 4 — âB cos y = — < , on en tirerait B — 2 cos y + v^4 coi'y — ( i + 4 ) ;
ce qui est absurde, puisque cos y est toujours plus petit que le rajon, que nous avons fait égal à 1 ; ensorte que Acos^ y < 4, et que • + 4 > 4 , car t est décidément en + pour que — • soit en — , comme nous avons voulu le supposer.
Il faut observer en outre que t doit toujours être en +; car quand x' est en + X r est aussi, comme il est facile de le voir par les différens cas que peut présenter la figure ; or si t était en — on aurait , par la formule (10), X en — quand x' serait en -f-.
Au reste si l’angle des premières coordonnées est droit , on a cos y = o
et I = —
V'4+ iî*
307. Cela posé, si 4C=.fl*, ou si C= = (| B)', ou, ce qui est la même chose , si les trois premiers termes de (2) forment un carré parfait, la formule (16) devient:
Tlh
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y"^ = ±({2E — BD)3.'’ (17);
éijuation d’une parabole dont le paramètre de l’axe ou du diamètre est . , < ( 2A’ — BD ).
Si le coefficient de x" était en moins, rordonnée y" ne serait possible qu'avec des abscisses en moins ; ainsi la piu'abolc serait tournée du coté de ces abscisses.
Si le coéfiieient de x" devenait nul , pour ne point se tromper relativement à ce cas il faudrait retourner à la formule (3), qui deviendrait, par nos suppositions actuelles :
tj = — iBa; — lD± .... (18);
et selon que — 4A serait en plus, ou zéro, ou en moins, on aurait, ou deux droites parallèles , on une droite seule , ou rien de possible.
Voici des exemples de ces dill'érens cas :
— 2xy -t-a:*-4-^-|-a: + 1 = o parabole ;
— 2xy -+-X* + — x-J-^ = o delta: droites ;
y^ — 2xy + x’+y — x + J = 0 une droite ; y* — 2xy X* -f- y — .r 1 = O rien.
308. Si 4C — IT- est en+, le dernier terme de (16) reste en — , et la courbe est une ellipse , dont le second sommet est placé , ou du côté des x en +, ou du côté des x en — , suivant que le coéfficicntde x" est an -fou en — .
Si la quantité qui est sous le radical de (16) se ti'ouve nulle, la formule donne :
y" = (4C— .ff'O (19) ;
équation d’un point, qui n’est autre chose que la dernière origine; l’ellipse SC réduit donc à ce point.
Si la quantité sous le radical de ' 16) se trouve en — , elle sera aussi en — dans (15), dans (14), et dans (13), et l’on eu devrait conclure que la courbe ne rencontre pas l'axe des x' ou le diamètre mais comme une ellipse réelle rencontre tous ses diamètres , il en résulte que l’équation dans ce cas ne représente rien , et que la valeur de y est imaginaire ou impossible.
Si 4C — /?») = -}- t , sans que le coefficient de x" soit nul ou impossible , l’équation prend cette forme ;
A Dliüi INDÉTERMINÉES.
= 2dx" — .^"* ;
et si l'ant,lcdfs nouvelles coordonnées ou l’angle /lO'O est droit, la courbe devient en cercle dont le diamètre est ;
( 2K — BD y AI-- — D* ) ;
tandis que si cet angle est oblique, l.a courbe re.ste une ellipse, mais elle c.st rapportée à scs diamètres conjugués égaux ( n“. 255 ).
Du rcsie pour que l’angle I/C/O soit droit, il faut que l’on ait, comme on le voit par la dgurc :
d’oii l’on tire facilement :
B = 2cosy .... (20).
Or comme le cosinus de y est toujours plus petit que le rayon 1 , il faut donc qu’on ait Zt < 2.
Voici des exemples de ces difî'érens cas.
>* — 2xy + 2.r’ + 2y-j- x + 3 = o ellipse ordinaire;
y- — 2xy + 2x- + y — .t + |= o lai point ;
’ + x>>+ i*4- 3’4-ia:+l=o rien;
y“ + + x' — 3y -+-.3x + 2 = O cercle , it cos r = J.
y* + 2xy + 2x® — y 4~ * — 1=0 ellipse aux diamètres égaux,
si cos y — i.
A. B. L’avant dernière équation représente un cercle , si le premier angle des coordonnées vaut les | d’un droit, parce qu’alors son cosinus est égal à la moitié du rayon des tables que nous avons supposé 1 , et qu'il est par conséquent égal à |Zt, puisque B est aussi 1. Elle satisfait d’ailleurs aux autres conditions du cercle.
On verra de meme que la dernière équation, quand le premier angle des coordonnées est les | d'un droit, représente une ellipse qui, après les transformations , se trouve rapportée à ses diaraèires conjugués égaux. C'est ce que j’ai entendu quand j'ai mis à la suite de cette équation : ellipse aux diamètres égaux.
300. Si AC — B'^ est en — , le dernier terme de (l6) devient et la
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conibe et.t une lijypeii>o!e, dont le second sommet est placé, ou du côté des jg en — ^ ou du côté des x en ~r , suivant que le coédicient de i" est en + ou en — .
Si la quantité qui est sous le radical de (16) se trouve nulle, la foimul*
donne :
l/'=:± Vr- .x" ... ( 21 ) ;
équation de deux droites qui se croisent à la dernière origine.
.Si la quantité qui est sous le radical de (16) se trouve en moins , elle seia aussi en moins dans (15), dans (l i), et dans (13), et l’on en conclura que la courbe ne rencontre pas le diamètre C/N. Mais quand une hyperbole ne renconti c pas un des diamètres auxquels elle est rapportée par une équation de la lorme di (16), elle rencontre toujours son conjugué; il faudra donc changer dans (1) i en _y et en i, diviser tout par c, pour avoir une nouvelle équation de la forme de (2), et la rap]>orter alors de nouveau à la fonnule(16). .S'il était possible (pic la quantité sous le r.adical se trouvât encore en moins, après ce changement d'axe, il faudrait bien en conclure qu’il n'y a point de couibe ; mais cela n’arrive pas , comme nous allons le prouver.
Remontons à la formule (3) ; pour quelle fût imaginaire , il faudrait que la quantité sous le radical fût en moins pour toute valeur de r. Or cette quantité peut s'écrire ainsi :
BD — 2E . — AF
et pour que ce produit fût en moins, puisqu’ici le premier facteur est enplus , il fendrait que le second fût en moins pour toute valeur de x ; or on peut prendre x assez grand pour que le signe du polynôme en question ne dépende que de celui de son premier teime a* ( Algèbre n*. 752 1 , qui est toujours en phu ; donc le polynôme ne peut pas être en moins pour toute valeur quelconque de x ; donc s’il y a des y imaginaires, il y en aura toujours de réelles; donc aussi la co-urbe sera toujours réelle.
Si ( 4C — 5*) = — 4 , sans que le coefficient de x" soit nul ou impossible , l équation prend cette forme :
ÿ"* = 2dx" -j-
et elle représente une hyperbole équilatère , rapportée à ses axes si l'angle des nouvelles coordonnées, ou l’angle HO'O, est droit, et rapportée a ses
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diamctred con jugués si cet angle est oblique (n“. 255). Pour que le premier cas ait lieu il faut que B = 2 cos > ( n*. 308 ).
Si avec <* ( 4C — £») = — 1 le coéfficient de x" était impossible ou imaginaire, l’hy perbole serait encore équilatère; mais il faudrait leloiirner à (1), changer x en et en x , et opérer comme nous l’avons déjà dit il y a un moment.
Voici des exemples de ces difTérens cas.
y* — 2xy — i’ — 2jr + 2x-}-3 = o hyperbole ordinaire si > est oblic/ue xy — X*— yr + 3x — 1=0 deux droites ;
y* + 2xy — I* + 2y 2x — 1 =0 hyperbole ordin. au second diamètre
si r est oblique ;
-jr X y — ?x^ y — x -f- 1 = O hyperb. e'quil. aux axes si cos y = j ;
y* — 2.ry — X* — 2y -i- 2x -f- 3 = O hyperbole équilatère aux diam. coiq.
si V est droit;
-t- 2iy — X* -f- 2yr + 2x — 1 = O hyperbole éqliil. au second diamètre
si > est droit ;
N. B. Quand je dis : hyperbole ordinaire au second diamètre , hyperbole équilatère aux axes, etc., etc. , j’entends hyperbole prdinaire qui, apres lestransformations , sera finalement rapportée à son second diamètre ; hyperbole équilatère qui sera finalement rapportée à ses axes, etc., etc.
310. Ob.scrvons que, dans tous nos exemples, nous n’avons fait manquer aucun des termes de l’équation ; cependant on pourrait supposer nul dans les calculs précédons tel ou .tel des cocfliciens de (1); à moins que ce ne fût a; car comment tirer d’une équation la valeur dey*, si y’ n’y est pas? Voyons maintenant ce qu’il y a à dire de particulier sur les termes qui se trouveraient manquer.
D’abord les trois premiers ne peuvent manquer à la fois , car Féquation ne serait plus que du premier degré , et elle ne représenterait qu’une ligne di’üitc > n“. l.)3 ) ; mais nous voulons qu’elle soit du second degré. Considérons donc encore les trois premiers termes, qui nous ont déjà fomni des œdicutions tres-iinportantes.
On voit tout d'un coup que si le troisième terme manquait tout seul , on aurait C = o, et par conséquent AC — /<* serait toujours en moins, parce que A* est toujours en p/ux ; ce cas serait donc celui de l'hyperbole , laquelle pouirait cependant dcgcucicr en deux lignes droites.
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Si le premier teiinc manquait tout seul, comme on aurait alors a = o, il ne faudrait pas diviser toute [équation par a, car les cocflicicns devenant tous ou ï ou e, la formule (16 J ne serait pas propre à nous faire reconnaître la courbe cherchée. Mais ayant ordonné ainsi 1 équation (1):
ex' 4- ôxy ■+• ex dy ■+•/'= o , on la diviserait par c et on aurait :
*:* + t. xy-}- ^ Æ + i y + ^ = O ; ce que l’on pourrait écrire de cette manière ;
x> + £"xy + D"x + £"y + £" = o . . . (22) ;
prenant alors les x pour les ordonnées et les y pour les abscisses , on retomberait dans le cas précédent; ensorte que C" étant nul, on aurait encore une hyperbole.
Si le second terme manquait seul , on aur,ait Æ = o, et suivant que C serait on />/i(s ou en moins , on aurait aussi 4C — Ji' en plus ou en moins; la courbe serait donc une ellipse dans le premier cas, et une Iiypcrbole dans le second; sauf les cas particuliers que ceux-ci comprennent, et que nous
avons vus. Du reste, quand B = o, la ligne /éO, qui vaut devient J,
d’où il résulte que le diamètre //O' est parallèle au premier axe des x ou à /lO. Et, pour le dire en passant, si le quatrième terme manquait seul, ou que l'on eût D = o, la ligne 0(7 serait nulle, et le diamètre passerait par la première origine. Il se confondrait avec //O, si on avait en même tems £ = O et Z> = O.
S’il m.anquait deux des trois premiers termes, et que ce fût le second cl le troisième , on aurait B = o, C = o , et par conséquent 4C = JP ; ce qui serait le cas de la parabole ( n°. 307 )■ Ce serait la mémo chose s’il manquait le premier et le second, d’après ce que nous avons vu il y a un moment.
Enfin s’il manqnait le premier et le troisième , tous les coéfficlens , à cause de a = o , seraient encore ou J ou et la formule (16) ne serait pas propre à cc cas, comme nous l’avons déjà dit. Mais l'équation étant:
bxy + dy -+- ex +f— o ; on diviserait d’abord par 6, et l’on aurait:
A DEUX INOÉTEKMINÉEI.
J')'4-f^+î-x + ^ = o; ce que l’on pourrait éci ire ainsi ;
xy 4- + E'"x + = O . . . . (23).
Si le» deux termes du milieu manquaient, cette équation serait celle d'une hyperbole rapportée à ses asymptote» (n®. 259); transjjortons donc les ;ac» parallèlement a eux-racmes, et faisons (n®. 158) :
nous obtiendrons par la substitution de ces valeurs dans (23) :
x'y' 4- (Z)'" — /j ) y 4- ( E"'—k) x' + (hk — D"'k — K"'h 4- F ") = o.
Supposant alors Z)"' — /i = o ot A'"' — k — o, ou h = Z>"' et k — E"' , l'équation deviendra, après les réductions:
qui est en effet l’équation d’une hy perbole rapportée à scs asymptotes.
Du reste, sou» la forme qu’elle a en (23), elle rentre déjà dans la classe de celles qui donnent 4C"' — /f'"* < o, puisque C'" = o, et que le coéllicient de xy , désigné généralement par h, et qui doit l'être ici par^'", se trouve égal à l’unité.
311. Il résulte donc de tout cela, que toute équation à deux Indctenninccs du second degré désigne, ou une parabole, ou une ellipse, ou une hyperbole, ou un cercle, ou une droite, ou deux droites parallèles , ou deux droites qui se croisent, ou un point, ou rien.
Quant à la manière de discuter et de construire ces équations dans chaque circonstance, tout ce que nous avons dit dans cet ouvrage, et ce que nous venons de voir encore dans ce chapitre, suffit amplement pour qu’il ne reste aucune difficulté à cet égard. Nous donnerons bientét de nouveaux exemples, sur lesquels les commençans feront bien de s’exercer; mais nous allons d'abord revenir sur quelques details qui pourront être utiles.
312. Nous .avons vu (n®. 308) que pour que le dciiiier angle des coordonnées, ou l’augle HUO y soit droit, ’tl faut qu’on ait .A < 2 et égal à 2 cos y. Or si le premier angle des coordonnées , ou l’angle y , était luimcine droit , on aurait cos y = o, cl par consctjuenl pour que le sccfuid Mgle fut aussi droit dans ce cas, il faudrait que JJ lut nul ; ce qui s’accorde
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avec ce que nous avons dit au n*. 3)0, que quand B est nul le diamètre
H<y est parallèle au premier axe des x.
Pour avoir le cercle , ou l’ellipse rapportée à ses diamètres égaux , il faut
( n°. 308 ) que
substituant ici la valeur générale de prise dans (9), multipliant, réduisant, et divisant par 4, on trouve que cette condiüon revient à ccllc-CJ :
C = i — B cos V.
Mais pour avoir le cercle, il faut de plus que HCyO soit droit, ou que cosy = { iî, d'où résulte pour ce cas C = 1. Toutes les fois donc que dans ( 2 ) le coéiTicient C = l, que Z? < 2 , et qu’on suppose d’ailleurs le premier angle dis axes tel que cosv~\B, l'équation est au cercle.
Si le premier angle des coordonnées était droit, on aurait cosy = o, aloi-8 il suffirait pour l’ellipse rapportée à ses diamètres égaux, que l’on eût C — i 5’ + 1 ; mais pour le cercle, il faudrait 5 = o et C = I.
Pour avoir l’hyperbole équilatère rapportée à ses axes, ou à ses diamètres conjugués , il faut ( n“. 3ü9 ) que
substituant encore ici la valeur générale de P, prise dans (9), multipliant, réduisant, et divisant par 4, on trouve que cette condition revient à celle-ci :
C= B COSy — 1.
Mais pour que l’hyperbole soit rapportée à ses axes , il faut de plus que J/O' O soit droit , ou que cos y = \ B; d’où résulte pour ce cas C = î fl* 1.
Toutes les fois donc que dans (2) le coéfficient C — {B^ 1 , que B 2,
et qu’on suppose d'ailleurs le premier angle des axes tel que cos y j Z?» l’équation représente une hyperbole équilatère , qui , après les transformations indiquées , sera rapportée à ses axes.
Si le premier angle des coordonnées était droit, on aurait cos v — o, alors il suffirait pour l'hyperbole équilatère rapportée à scs diamètres conjugués, <|ue l’on eût C = — 1 ; mais pour qu’elle fût enfin rapportée à scs axes, il faudrait que l’on eût 5 = o et C= — 1.
3)3. Voici
A DEUX INDÉTERMINÉES
313. Voici maintenant, pour terminer, les exemples dont nous avons parié , et sur lesquels on fera bien de s’exercer.
y* — 2xy + 1* — 2y — 2x =: O, jt* — 2xy + X* — 2y — 1 = o, y* — 2xy -f- X* + 2y -f- 1 = O , y* — 2xy X* -f- 2y = O , y* — 2xj; + X* + X = O , y* — 2xy + X* — 1=0,
jr* + 4* 4x* — 4 = 0,
>* + 2xy + X* + 1 = O, y* — 2xy -f- 2x* — 2jf 4" 2x = O, y* — 2xjr + 2x* — 2x = O ,
/ + ** — 2x + 1 = o, jr» + i* = o, jr’ -{- ** 4” 2x + 2 = O , j(* 4" ** — 2_y — 2x — ■ 2 = O, ( cos v'= o ), y* — 2x* — 2>y 4" 6x — 3 = o , y* — X* — 2j» 4" 2x 4“ 1 = o , y* — 2xj» — X* 4- 2 = o , y» + xy — 2x^ + 3x — i = o, y — 2x»4- 2>r4- 1 =0,
y* — 2xy — X* — 2x — 2 = o , y* — 2xy — X* — 2 = o , jr* — X* 4- 2x — 2 = o.
SUPPLEMENT
TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQ.UE.
314. rrotTr grand cercle de la sphère la partage en deux paitics égales, qui sont des hémisphères.
Deux grands cercles d'une même sphère sc rencontrent toujours , et ils ont pour intersection commune un diamètre de ce solide. Ils partagent ainsi la surface en quatre parties , renfermées ehacune entre deux demi-circonférences, et que l'on appelle des fuseaux.
Si trois grands cercles , ou quatre grands cercles , avaient la même intersection , ils diviseraient la surface en six fuseaux , ou en huit fiiseaux ; et ainsi de suite.
Mais si deux grands cercles , formant donc des fuseaux , sont rencontrés par un autre grand cercle, dont le plan ne passe pas par leur commune intersection , ces trois cercles divisent la surface en huit parties , dont chacune est terminée par trois arcs , et que l'on appelle triangles sphériques. Alors chacun des arcs , qui sont les côtés du triangle , est plus petit qu’une demicirconférence , et les angles qu’ils font entr’eux sont tous saillans, comme dans les triangles rectilignes.
Si des quatre triangles situés sur un meme hémisphère on en retranche nn , les trois autres réunis forment encore entr’eux une espèce de triangle ; mais celui-ci a un angle rentrant , et le côté opposé est plus grand que la demi-circonférence.
Cela posé , on nomme trigonométrie sphérique la science qui enseigne à résoudre les triangles à angles saillans , formés par des arcs de grands cercles sur la surface d’une sphère ( vo/. Geom. Liv. X. Ch. III, Trig. n*. 71 ). Elle ne considère pas les triangles à angles rentrans parce que leur résolution dépend évidemment de la résolution des autres.
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On pourrait former aussi sur la surface de la sphère des .triangles qui auraient pour côtés des arcs de petits cercles ; mais la trigonométrie ne les considère pas non plus , soit parce qu’ils sont trop variables , soit parce que les astronomes, qui sont surtout appelés à faire usage de cette science, sont toujours placés au centre de la sphère , et par conséquent au centre de tous les grands cercles,
315. Soit donc ABC, fig. 104, un triangle sphérique, dü genre de ceux que nous devons apprendre à résoudre, les plans des arcs AB , AC, BC, savoir GAB , G AC, GBC, se rencontrant au centre G de la sphère, couperont dans ce solide une espèce de pyramide triangulaire GABC, à base sphérique: les côtés AB, AC, BC, du triangle sphérique seront les mesures des angles plans AGB, AGC, BGC , qui composent l’angle solide G; et les angles j B , C, que font entr’eux les côtés du trianglè, seront égaux aux angles dièdres que font entr’eux les faces de la pyramide. Si l'on mène donc dans le plan AGB la droite AE peiT>endiculaire à GA , et dans le plan AGC la droite AF perpendiculaire aussi à GA, l’angle plan FAEmiat la mesure de l'angle A du triangle sphérique. Et l’on pourrait faire la môme construction pour les angles B C. D’ailleurs AE, AF sont tangentes aux aux» AB , ou c, et AC ou b.
316. Cela posé, si l’on examine quelles sont les données nécessaires pour déterminer un triangle sphérique, ou, ce qui revient au même, un angle solide trièdre comme G, on trouvera que sur les six parties que l’un ou l’autre renferme, il faut que trois au moins soient fixées, pour que le triangle, ou l’angle solide, ne puisse plus varier. Il en résulte que nous devons rechercher des formules où ces parties soient combinées quatre à quatre ; ec qui nous donne à examiner les cas suivans :
1*. Un angle et les trois côtés.
2*. Deux angles et les deux côtés opposés.
3®. Deux angles et deux côtés dont l’un soit commun aux deux angles^
<4®, Les trois angles et un côté.
Formules pour le premier cas : un ang\e et les trois c6tés.
.317. Prolongeons les rayons GB, GC , jusqu’à la rencontre en £ et F des tangentes AE et AF, et supposons le rayon des tables égal au l»yon de la sphère , nous aurons :
S-P HÉ R 1 Q D E
AK = tang c, GE = sec e,
AF = tang k, GF = séc b.
Menan» enfin EF ou h, les triangles rectilignes AEF, EGF, donneront:
h* = tang*b + tang'c — 2 tang b tang c cos A,
/t’ = sec* b + c — 2 séc b séc c cos a.
Maintenant, si on retranche la première équation de la seconde, en <Æservant que
séc^b — tang* b — R* = séc* c — tang* c ,
faisant de plus, pour simplifier, Ji = i, substituant, transposant,. et diri^ sant par 2 , on aura :
séc b séc c cos a = 1 + tang b long c cos Al
Mais puisque chaque tangente raut le sinus sur le cosinus , et que chaque sécante vaut l’unité sur le cosinus, si on substitue ces valeurs, et qu’on, multiplie par cos b cos c , on obtiendra :
eos a = cos b cos e + fin i sin c cos A ;
o'est la. relation cherchée entre un angle et’ les trois côtés. On en obtiendrait d’analogues pour les angles ^ et C; ainsi l’on a, sans un nouveau calcul:
cos a = COJ b cas c + s 'ui b sin c cas A , Y
cof b = cos a cos c + sin a sin c cos B , r • • (^«
COJ c = COJ a cos b sin a sin b cos C. j
Formules pour le deuxième cas : deux angles et les deux cdlés exposés.
318. Dans les triangles rectilignes on & sin A : a :: sin B : b :: sin C: c, voyons si quelque chose d’analogue aurait lieu pour les triangles sphériques.
On sait que sin A, = y' 1 — coj‘ A , prenons dans la valeur de coJ A, élevons-la au carré , substituons , réduisons au même dénominateur les quantités qui sont sous le radical , développons le numérateur de la fraction qui en résultera, mettons-y 1 — cos* ô à la place de sin* ô, et 1 — coj* c à la place de fin’ c, multiplions, réduisons, et extrayons U racine du dénominateur , nous aurons :
2ii
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sln A =
•Ji ^ cos' a — cos' b — tfoj* <? + 2 cos a cos b cos c sin b s 'ui c
Remarquant que le numérateur du second membre est une fonction s)Tnétrique des trois côtés , désignant ce numérateur par la lettre /■, et divisant les deux membres par sin a , pour que le dénominateur du second devienne aussi une fonction s/métrique des trois côtés, nous trouverons :
sin A ^ f
sin a sin a sin b sine
... , sin B sin C
Et comme on aurait la meme valeur pour — - et pour ; comme on
sin b sine
le voit par la permutation des lettres , il en résulte :
sin A sin a
sin S ' sin b
sin C sin c
C’est-à-dire que dans tout triangle sphérique 1er sinus des angles sont prO‘ portionnels aux sinus des côtés opposés.
Voilà la relation cherchée entre deux angles et les deux côtés oppoaés.
Formules pour le troisième cas : deux angles et deux côtés , dont Fun
commun à ces angles.
319. Pour avoir dans une même formule les deux angles A t\. B, mettons dans la première (/O la valeur de cos b prise dans la seconde , substituons ensuite à cos'c sa valeur 1 — sin' c , transposons, réduisons, et divisons par sin c , nous aurons :
cos a sin c = sin a cos c cos B -H sin b cos A.
Maintenant, pour faire disparaître le côté 6, puisque nous avons déjà a et c , substituons à sin b sa valeur en a , prise dans {X ) , divisons ensuite par
cos a
sin a, et mettons enfin cot a à la place de — , et cot A k la. place de
sui a
oos A , . ,
~ — ■ , nous obtiendrons : '
sin A ,■
cot a sia c =si cot A sin B -èr cos c cos B, '
IPBiRIdUE. 2SS
On pourrait trourer de même les valeurs de cot a sin de col b sin a , de cot b sin c, etc. ; ensorte que l'on aurait , comme on le voit sans calcul, et par la simple permutation des lettres :
cot a sin c = cot A sin B + cos c cos B ,
cot a sin b = cot A sin C + cos b cos C ,
cot b sin a = cot B sin C + cos a cos C ,
cot b sin c = cot B sin A + cos c cos A ,
'' cot c sin a = cot C sin B + cos a cos B ,
cot c sin b = cot C sin A + cos b cos A.
C'est la relation chorcfaée entre deux angles et deux côtés , dont nn est comnum à ces deux angles.
Formules pour le quatrième car r Tes trois angles et un cétéi
320. Reprenons la première éq^uation du numéro précédent r eos a sin c = sin a cos c cos B -ir sin b cos A;.
elle noua donnera, en ciiangeant a mr e, .</ en et réciproquement r
eos e sin a =. sine cos a cos B sim bi cos C .>
sid>stituons le second membre de cette derm'ère formule à la place de , r sin a eoscàms l’autre , puis mettons 1 — s'ui*B, à là place de co^ B^ transposons, réduisons, et divisons ptu- sin b, nous aurons :
CO* a — -r sm? B ^ cos B cos C 4* coiX , , . xm O
tin c tût C' •'
Mais — - = conune on le voit par (JC); sidwtituona encore cette
sm b stn B r
valeur, rédiÛMns, et tr^posons, nous trouverons enfin.;
— cos A = cos B cos C — sût B sin C cos a.
On obtienAvût évidemment des valeurs analogues pour — cos 5 ot — eos C; ensorte qu’on a , sans autre calcul :
— cos A
1 — co s B
— cos C
C'est la relation cherchée entre les trois angles et un c6té, ,
32 1. On remarquera que ces formules ressemblent tout- à -fait anx for-
mules (F ) , elles résultent de celles-là en y changeant les petites lettres en grandes lettres et réciproquement; en changeant de plus les signes de tous les cosinus , et conservant ceux des sinus. Les formules ( f') deviennent donc les formules (2") et icciproquement , en y mettant à la place des cAtés les supplémens des angles, et à la place des angles les supplémens des côtés. . '
Ayant donc un premier triangle sphérique , si l’on en construisait un second qui eût avec ccIui-là les relations indiquées, toutes les propriétés qui seraient relatives aux côtés de l’un appartiendraient aussi aux supplémens des angles de l’autre , et toutes ceUes qui seraient relatives aux angles du premier appartiendraient aussi aux supplémens des côtés du second. Or on forme ce triangle accessoire, qu'on appelle siipplémentaire ou polaire, en Joignant par des arcs de grands cercles lapdles des côtés du triangle principal (*) ; et prônant pour chaque côté un de ses deux pôles , savoir celui qui est situé de même part que le sommet de l'angle opposé,
322. Ainsi donc lorsque nous aurons tiré de (F) quelque nouvelle fi>riTulle , si nous substituons aux côtés les aupplémeas des anglqa .cq>poaés, et aux angles les supplémens des côtés opposés , nous aurons la formule analogue qu’on pourrait tirer de
323. Recherchons maintenant les propriétés des triangles sphériques, et
considérons-les d’abord sons le point de vue de leurs côtés , puis sous celui de leurs angles , et enfîn sous celui de l’inllueDce des côtés .sur les angles et des angles sur les côtés. ' < ,
(•) Les pSies d'un igràitd cercle sont les deüx points de la surface de la sphère qui sont à iOO* de chaque point de la clrcoBféreDce de ce cercle, fis sotft ks eatréinités de l’axe perpeudicUlairè au plan de ce même cercle. . ^ ...
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cos 8 cos c — sm B sin C cos a, co.s A cos C — sin A sin à cos b cos A cos B — sin A sui B cos c.
czh
Pre^riétés
(PHÉBIQOS.
Propriétés des triangles sphériques :
1°. Relativement à leurs câtés.
324. Nous savons déjà que chacun de ces côtés est toujours plus petit qu’une demi-circonférence (n®. 314); voyons ce que nous dirait l'algèbre, si on voulait supposer un de ces côtés, comme a, égal à 200*.
Si a = 200® , on a sin a = O, et cor a = — 1 ; alors le& trois fonnulca iV) donnent ces deux-ci ;
— 1 = cos b cos c -4- sin b sin c cos A, cos b = — ■ cos c.
Cette seconde équation prouve que , dons ce cas , les côtés b et c seraient supplémens l’un de l’autre ; d’où résulterait sin b = sin c. Substituant ces valeurs de sin b et de cos c dans l'équation — 1 s: etc. , et mettant . . , 1 __ cQs* c à la place de sin* c , on trouverait i
coS* c — 1
cos A = = — t.
1 — cos* c
On amait donc A = 200® , et les côtés 6 et c ne liraient qu’un seul et mcine arc. Le triangle dégénérerait en fuseau.
326. Puisque chaque côté est plus petit que 200®, la somme des trois côtés est toujour s au-dessous de 600®. Bien plus , il résulte du Th. XIV du Liv. VI de la Géométrie, et de ce que nous avons dit au n®. 314, que cette somme est toujours plus petite qu’une circonférence entière, et que chacun des côtés vaut moins que les deux auti'es pris ensemble.
326. La même chose se prouverait par l’analyse. La première équation iF) donne ;
cos a — cos b cos c
retranchons ses deux membres de l’unité, et réduisons au même dénominateur les ternes du second , nous aurons :
cos A =
( cos b cos c+ sin b sin c)— cor a sin b sin c
cos (b — c ) — cos a sin b sin c
3 siii { f fli 4 * i — c) iln \(a+c—b')
sin b sùi c On trouverait tout aussi faeilcmcnt :
COJ a — C J b cos c — sin b sin c )
h cos A =s
sin b sin c
2jwrî(6 + c + a) JWï(t + c — a) sin b sin c
Mais 1 — cos A ^2 sin* | ./l , et 1 + eoj .4 = 2 cos* | A, [ (1 1) n*. QO] ; d’où il résulte que l’on a, en appliquant le même calcul aux deux autres équations (/^):
s'ui b sin c sin* lA=sinl(a + b — c) sin {(a + c sin ex sin c sin* \B = sin l(_b + a — c) sut \ (b + c sin a sin b sin* ~ C = sin { (c + a — b ) sin | ( c + 6
sin b sin c cos* \ A = sin l(a + b + c ) siti ^ ( b c sin a sin c cos* |.5 = j</ij(a + 6 + c)jin|(a + c s'ui a sin b cos* x C = sin l{a-i- b + c ) sin | ( a + 6
Cela posé, puisque chaque côté a toujours moins de 200“ , le premier membre de chacune de ces équations est essentiellement en plus ; donc les seconds membres sont aussi en plus , et les deux sinus qu’ils ont pour facteurs sont, ou tous deux en plus, ou tous deux en moins.
Arrêtons-nous aux formules ( Z) , si l’on y faisait a -+- ô + c = 400“ , on aurait | (a + ô-f-c) = 200“ , et sin | (a-j-ô + c) = sc'/o; ainsi les premiers membres se réduiraient aussi à zéro, ce qui ne pourrait avoir lieu qu’en faisant quelque côté nul ou égal à 200“, suppositions également impossibles ; ou en faisant \A= 100*, î B = 100*, | C =: i00“, et par conséquent A — 200“, B = 200*, C— 200“, ce qui est encore impossible ( n". .315).
Si l’on faisait a + ô -|- c > 400 , on aurait | (a+ô + c) > 200 ; mais ï (a-f-ô + c) < 300 ; donc sin \ (a b c) serait en moins , et par conséquent aussi , d’après ce que nous venons do dire, îi/i| (ô + c — a), sin + ô — c), sinî (a-j-c — b). Dan.s ce cas les arcs répondant à CCS sinus seraient ou plus grands que 200, quoique moindres que 300, ou ils seraient négatifs. Or si | ( ô -f- c — a ) > 200 , on a b-{- c — « > 400 •,
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cependant i + ^ < -îOO > donc on ne peut avoir b + c — a > 4oo , et de même pour le* autre* ; car ayant pris le» côté* comme positifs , dans la position où il* sont , aucun d'eux ne peut être en même tems négatif. Ainsi les arcs des sinus seraient en moins , et l’on aurait ;
Ajoutant ce* inégalité* deux k deux, et retranchant de part et d’autre les mêmes lettres, on trouverait a < o, 6 < o, c < o ; ce qui est absurde, par l’observation que nous venons de faire sur les signes des côtés. Donc enfin a + ô + c < 400*.
327. Puisque a + b + c < 400®, \ (.a + b + e) < 200® ; d’où il résulte que 5WJ |( a + i 4- c) est en plus, et que les sinus des seconds facteurs sont aussi en plus. Donc
Réciproquement si ce# inégalités ont lieu, le* sinus des seconds facteurs étant en plus, cos A, cos B, et cos C, seront toujoui-* possibles, et on pourra former un triangle sphérique avec trois arcs valant ensemble moins de 400* , et tels que chacun soit plus petit que la somme des deux autres.
Propriétés des triangles sphériques :
2®. Relativement à leurs angles,
S28. Il résulte de ce que nous avons dit au n*. 315, que chaque angle d'un triangle sphérique vaut moins de deux droits , et que par conséquent les trois ensemble valent moins de six droits ; voyons donc si leur somme ne serait point égale à deux droits , comme dans les triangles rectilignes.
D’après l’observation du n®. 322 , nous pouvons tirer de (A) et de (/) les formules suivantes ; que l’on conclurait aussi de (,Z) par- un calcul semblable à celui du n®. 320 :
sin B sin C cos^ | a sin A sin C coé* { b sin A sin B cos* ][ c
sin B sin C sin*laz s 'm A sm C sin* \ b = sin A sin B sin* I c-
=zcoslCA+B—C)cos{(A+C = cos{(B + A— C)cosl(B-i- C = cos |(C4-A — B) cos K C B
Z— cosi(A + B+C) cos\{B+C
z—cosl (A-f-^+C) cor^C-"! "H C : — cos î (A-i~ B~i~ C) cos i(A~i~B
-bA.
Kk 2
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£t puisque chaque angle a toujours moins de 200®, le' premier membre de chacune de ces équations est en plus ; donc si l'un des facteurs des seconds membres est en plus, l’autre, abstraction faite du signe général, est en moins , et réciproquement.
Anètons-nous aux formules («); si l’on y faisait ^'+ Zf + C=r200®, on aurait î ( ^ + C) = 100’, et le cosinus de cet arc serait nul ; ensorte
que les premiers membres de (n) deviendraient nuis, ce qui ne pourrait avoir lieu qu’en faisant quelqu’angle ou côté nul ou égal à 200*, suppositions également impossibles.
Si l’on faisait./^ + H + C < 200®, on aurait \ iA + B+ C) < 100®, et le cosinus de cet arc serait en plus, les cosinus de { C — .d) , de . .
B — C), et de | (A + C — B), seraient donc en moins , et ces arcs seraient chacun plus grands que 100°. Mais si l’on a, par exemple, \(,A~{- B — C) > 100°, à plus forte raison aura-t-on C) > 100°;
ce qui est contraire à l'hypothèse.
Donc les trois angles d'un triangle sphérique valent ensemble plus de deux angles droits, et moins de six.
Il s’agit de voir maintenant si l’inverse de cette proposition est vraie.
Ayant A + B+C> 200 et < 600, il en résulte | ^ + B+ C) > 100 et < 300 ; ainsi — coj | ( .1 -f- 5 -+- C) est toujours en +. Cela posé , pour que le triangle soit impossible, il suffit que cos i(B + C — A y, par exemple, soit nul ou en — . Or puisque *(.d + i?-4-C)< 300, à plus forte raison {(.B-\- C — A ) < 300. .\insi en faisant 1*. eos |(5-4- C — A) = o, on a I (B-i- C — Ay= 100®, et 5-+-C-+-.4=200-4-2d. En faisant.. .
2°. coî |( 5-f- C— A) tn — , on & l(B+ C — Ay > 100* et
A > 200 •+- 2 .d. On voit donc qu’avec trois angles valant plus de deux droits et moins de six , on ne peut pas toujours faire un triangle sphérique.
Propriétés des triangles sphériques ^
$*. Relativement d Vmfluence des câlés sur les angles , et des angles sar
les côtés.
329. Nous allons chercher à résoudre les triangles sphériques , et nous apprendrons par là quelles sont les données nécessaires pour les déterminer (U*. 316;,
spRÉBiQtre.
Etemt donnas les trois côtés , trouver les angles
On peut tirer immédiatement de (,V) les valeurs de cos A , cos B, cos C, exprimées en a, 6, r; mais sous une forme qui n’est pas propre au calcul logarithmique.
Prenons donc , an lieu de cela , les formules (/r) et (f) , qui n’ont pas cet inconvénient. Elles nous donneront sans calcul, en rétablissant le ra/oa K
sin \ .
sm
sin
cosi
eos.
eosi
JW
sin \ ( a c —
sin b
sin c
' sên
sin |( 6 + c —
sin a
sin c
si/i
sinl(c+ b —
sin a
sin b
' sin
sin f(b + e —
sin b
sin c
si/t
1 Ca
JW 1 ( a + c —
sm a
sin c
sin
sin 1 ( a + 6 —
sin a
sin b
ah
(*) Lorsqu’on a fait quelque calcul avec le rajrou 1 , pour rétabUr le rayon R dans l’équation ou la formule qui est le résultat de ce calcul , il suffit de mettre , ou A* , ou /2’ , ete. , comme facteur dans le membre où il y eu a le moins , et de manière que les deux membres , débarrassés de leurs diviseurs et de leurs radicaux , aient enfin le même nombre de facteurs. Si l’on a , par exemple , . . X = d’où l’on tire cdx' = né, ou écrira ctfcp* siü'aà, ou x=-R ( voyez la raison de cela au n*. 41 ).
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Divisant enfin les formules (1) par les formules (2), on aura celles-ci (n*. 85) :
idtxg \
sin
sin
sin
sm
ietno î
sin
sin
sin
SÜl
l/xïto ï C ^
sin
sin
-ha-
sm
Hu + b
sin
331. Du reste, quand on a calculé un des angles , on peut faire usage des
foi-mulcs (X) pour calculer les autres ; si du moins Ton n’a point de doute sur l’espèce de ces angles. Et ces foi-mules n'ont besoin d’aucune préparation pour l’emploi des logarithmes. ,
332. Observons qu’il ne peut point y avoir d’ambiguité dans les valeurs des sinus, des cosinus, et des tangentes, données par (i;, (2), et (3)- car les angles A, B, C, ne pouvant ni égaler , ni surpasser 200* , I A, i B I C , seront toujoura aigus; ces angles d’ailleura ne peuvent pas être pris en moins. Ainsi un triangle est déterminé pai- ses trois côtés.
333. Si les trois côtés étaient supposés égaux les foi-mules donneraient la même valeur pour les trois sinus, ou pour les trois cosinus, ou pour les trois tangentes; ainsi lek angles seraient égaux.
Si deux côtés seulement sont égaux , les formules font voir que les angles opposés à CCS côtés égaux sont égaux.
Enfin si 1 on suppose a > ô , pour comparer plus facilement A ei B , nous commencerons par tuer de (3) ce rapport général , applicable à tous les cas:
i ^ sin \ {c + b — a)'
mais' puisqu’ici a>ô,onac + a — ô>c + ô — a; d’où il résulte . . sin i (.c + a ~ b) > sin { ic + b — a) (n'’.325), eUang{A> tnng\B. Ainsi quand deux côtés sont inégaux , un plus grand angle est opposé* au plus grand côté. '
334. Si un des côtés commea égale 100*, on tire immédiatement de(/0, en rétablissant le rayon R, les formules suivantes , qui conviennent à ce cas, et qui sont plus simples que (i;, (2) , (3,) ;
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tosA^—
cot h cot c R
... cos B =
R cos b sin c
cos C =
R cos c sin b
Alors si le côté b était aussi <le 100®, on trouverait cos A = o, cos Bx=o, cos C= cos c i d’où l’on conclur ait A = 100* , B= 100*, et C=c. C’està-dire que si un triangle sphérique a deux côtés égaux au quadrant, les angles opposés sont droits , et le troisième angle a le môme nombre de degrés que le troisième côté. . ^
Si les trois côtés valaient chacun un quadrant , on aurait cos A'=>o, cos B = O, cos C = O, et par conséquent les angles A, B , C, seraient droits tous trois. ’
335. Les deitx deniières formules (4) , étant écrites ainsi :
sin c cos B = R cOs é, sin b cos €■=. R cos r,
nous fournissent une observation importante : les sinus de 5 et de c ne pouvant être nuis, et ne pouvant pas non plus être en moins, tout comme R qui est aussi un sinus , on voit que si ços B = o, on a cos 6 = o , que si cos B est en plus ou en moins , on a cos b en plus^ou en moins; et de meme pour cos C et cos c.
C’est-à-dire que si tm triangle sphérique a im côté de 100® , chacun des autres est de même espèce que l'angle qui lui est opposé; savoir, ou .
100®, ou < 100", ou > 100*. . • .
Etant donnés les trois atigîes , trouver les côtés
Au lieu de tirer immédiatement de (Z') les valeurs de ces côtés , pic« nons-les dans les formules (/n) et (w) ; elles nous donneront , en rétablissant le rayon Æ ^
cor » a = A
cos lb = R \
cos\c = R
càs A B
cos t ( -f- C-
sin B
sin C
cos l(B + A
cos{iB-i-C-
s in A
sin C
cos K C+ A
cos K C+B-
sin A sin B
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Sin :
_ \J — co^{(.A + B-^Ç)cos\(B-{-C~.Ay \ ' sui B sin C
sin\b
■cosl(A + B-i-C')cosl(A + C~ By sin A sin C
sm :
^ /U — cosi(A + B+Ocosi(,A + ” sin A sifi B
Et si on divise les formules (6) par les fomules (6) on obtiendra (n*. 85^.
col
, \l cosi(^A-^B -C) cos i(^A-\-C-B) \
* ** ^ ~-cos\(A A- B-A-O cosKB-i- C — A'^i
zl£1)
cos{(,A +B-i-C) cos{(,B+ C — y<)J
„ cosi(B+A— C)cosi(B+C-A){ col \b = R Y N
col ÎC
— cos l(A-^-B-i- C) cos J ( /I -f- C —
— cos l(A -i~ B -j- 6J cor J ( i4 -4“
337. Du reste , quand on a calculé un des côtés , on peut calculer les autres par les formules (A^); si du moins l'on n'a aucun doute sur l'espèce de ces côtés.
338. Remarquons bien que les valeurs des cosinus , des sinus , et des cotangentes , données par (5), (6) , et ( 7 ), ne peuvent être prises qu'en plus, parce que chaque côté étant plus petit qu'une demi circonférence, sa moitié ne vaut pas un quart de circonférence. Ainsi un triangle sphérique est déterminé par ses trois angles.
339. Si les trois angles étaient égaux , on trouverait par les formules que les trois côtés seraient aussi égaux. Et si deux angles seulement sont égaux on voit que les côtés opposés à ces angles égaux sont égaux.
Enfin si Ton suppose A'^ B, tirant de (7) ce rappoil général :
cot\a _ cos U C -h A — B) col j b cos \ (C-\r R — A y
nous vejTons que puisque ona C + A — 5> C-f- B — A; d'où il
résulte i*) cos C + A — B) < cos B — A), et par conséquent
(•) On a, par le a*. 32S,^ + B+ C<C 200+2^, ce qui donne HC+B—^y <100. On a de même ^ + B + C ^ 200 + 2B et', (C + ^ — B) < lOO.
col
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tU\a col\h, et a > b. Ainsi quand deux angles sont inégaux, un plus grand côte est opposé au plus grand angle.
340. Si un des angles, comme est droit, on tire immédiatement de (Z), en rétablissant le rayon R, les formules suivantes, qui conviennent à ce cas, et qui sont plus simples que (5), (6) , (7) ;
cos a =
cot B col C R
cos b
R cos P sin C
co s c =
R cos C sin B
Alors si l'angle B était aussi droit, on trouverait cos a = o, cos 6 = o, cos c = cos C; d’où l’on conclurait a = 100, b = 100, et c = C. C’està-dire que si un triangle sphérique a deux angles droits les côtés opposés sont chaeün de 100'; et le troisième côté a le môme nombre de degrés que le troisième angle ( n“. 334 ).
Si les trois angles étaient droits , on aurait cos a — o, cos 6 = o , . . . cos c = o, et par conséquent u = 100®, b — 100*, c = 100® (n®, 334).
341. Nous n’examinerons donc plus les triangles qui ont deux ou trois côtés de 100*, ou ce qui revient aii meme, deux ou trois angles droits.
342. Du reste , les deux dernières formules (8) éumt écrites ainsi ;
sin C cos b = R cos B , sin B cos c = R cos C,
nous fournissent une observation analogue à celle du n*. 33.5 ; c’est que si un triangle sphérique a un angle droit, chacun des autres est de même espèce que le côté qui lui est opposé ; savoir ou = 100“ , ou < 100* , ou > 100®.
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.343. Etant demies deux côtés et T angle compris, trouver 1". t autre côté, 2*. un autre angle.
• Les Ibrmules ( V) donnent immédiatement le troisième côté ; mais il faut les rendre applicables au calcul logaritlimique.
Si on connaît a, b, et C,’on fera:
cos c ‘
T = coi a -1- sin a tang b cos C\
cos b ^
2û6 trigonométbie.
et puUqu’ily a des tangçntea de toutes les grandeurs (n*. 104 >, on pourra supposer
> ^ sin 9
tang b cos C = tang « = ,
cos 9
e étant un angle , ou un arc , qu’on déterminera facilement par cette équa* tion. Cela posé on a ;
, /• . sin a sin 9. , ^cos a cos 9+ sin a sin
cos c — cos b{ cos a ‘i ) = cos b (
' cos 9 ' ' cos « ^
cos b cos (a — « ) co s 9
Or a, b, et 9 sont connus , de môme que a — 9; ensorte que l’on peut trouver c.
On aura donc , en rétablissant le rayon Æ ;
tang b cos C cos b cos (a — e)
Uuig 9 = ... cos c= . . . (9).
R cos 9
344. Si le cosinus de c se trouve en plus par la formule , ce côté aura moins de 100”, s’il se trouve en moins, ce côté aura plus de 100”, enfin s’il se trouve nul, on aura c = 100”; ainsi il n’y aura point de doute sur la grandeur de c. Et comme un triangle sphérique est déterminé par scs trois côtés ( n*. 332 ) , il l'est donc aussi par deux côtés et l’angle compris.
345. Si un des côtés donnés est égal au quadrant (n*. 34f ), on peut tirer des formules (9) ou de leurs analogues, celles qui conviennent à ce cas particulier ; mais on les obtient plus facilement de (.f). Si par exemple . . . a = 100*, on a , par la troisième, cos c = sin b cos C; ou en rétablissant le i*ayon R .*
sin b cos C
cos c ^ . . . (10).
346. Si l'angle donné C est droit , on tire pour ce cas , ou de (9) , ou de {F ) , avec le rayon R :
cos a cos b
cos c = . . . (11>.
SFHERTQUE.
347. Quand on a calculé le troisième côté , on retombe, pour trouver les deux auUes angles, dans le cas précédent. Mais si on voulait, avec les don* nées actuelles, a, b, C, calculer immédiatement un des autres angles, comme A , on tirerait de la seconde formule ( l') :
col A Z
col a sin b — cos b cos C sin C
cos C Ê cola sin b sin C V cos C
cos
... . col a , cos 9 ....
taisant alors = cot 9 = , on obtiendrait :
cos C sin 9
, , /• cos 9 sin b » _ / cos 9 sin b — sin 9 cos b v
col A = col C ( : cosb ] = col C( : 1
' sin 9 / ' sut a *
sm 9
col C sin {b — •)
siti 9
Et pour trouver préalablement 9 on aurait :
col a ^ i 1 . n
=z col 9, ou = , ou tang 9 = long a cos C.
cos C long a cos C latig 9
Rapprochant les équations trouvées , et rétablissant le rayon Æ, il en résulterait :
. tang a cos C , col C sin (b — ®)
tang 9 = — ... col yi = . . • (12).
Ji sin 9
348. Si le côté a est égal au quadrant , on tire de ( 12) ou de la seconde fonnule ( E ) :
col C col b
col A = ■
Si c’est le côté b qui est égal au quadrant , on obtient , par les memes formules :
. sin C long a , , tang A = ... (14).
( Voyez n“. 341).
349. Si l'angle donné C est droit, on ne tiouve pai- (12) que col A — %,
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valeur indéterminée; mai» la seconde formule (F) donne immédiatement^ en rétablissant le rayon K :
cot a sin b
cot A =
350. Si on voulait tiouvcr, non un seul des angles A B , mais tons le» deux, il serait plus commode d'employer les analogies découvertes par Neper, et que nous allons faire connaître.
Comparons les formules (3) avec les fonnules [(20) n®. 95], nous tii'c~ rons d'abord de celles-ci , en faisant le rayon 1 :
. (. latig le A tang \ B') tnng I C
tang {{A + B) tang | C=^ \ a
1 — tang | A tang î B
Mais les formules (3) donnent , en multipliant les deux premières pai' la U'oisième, et faisant aussi le rayon 1 :
jj/i I ( a c — b)
tang | A tang | C =
„ „ sin 1 (b + c
tang | B tang }€ = -,
sin î (a-t-5-t-c) \ a)
d'où l'on tire , par addition :
(tang \A+ tang | B) tang | C =
stn
sin ifa+i + c)’
(a + c — 5)-4-îMii(5 + e — a>
iin i ( a + i + c ) ((13) n*. 92].
2 sin I c . cos | ( » — b ) sin Ha + b + c)
C'est la valeur du numérateur du second membre de la première équation du numéro actuel ; cherchons aussi celle de son dénominateur.
Les formules (3) donnent encore , le rayon étant 1.
sinl(a-i-b — c)
tang \ A tang ^ B
d’où l'on tire :
1 — tang J A long î 5 =
rm-tCa + 5 + c) — sw]fa-4-6 — c> fin i (a -h 5 -4- c)
. BPH ÉXIQCI.
2 wi I c roj J < a + b')
ce qui fonne le dénominateur cherché.
Substituant enfin dans la première équation , ces valeurs du numérateur et du dénominateur de son second membre , on obtient :
tang \iA-\-B) long {C = On trouve , de la même manière :
tang K A — B) tatig \C=.
cos i ( rt — h y cos i ( a 4- 6 )
sin I ( a — b) siii 5 ( a + ^ 3
Et Ton peut d’ailleurs écrire ces formules ainsi , pour qu'elles soient vraies avec un rayon quelconque :
tang \ + By =
tang i l A —By =
'osî (a — by ^ ror I ( a + 6 ) f
Ayant donc trouvé l(A+ By et {(A-— By , on aura facilement AcABy et ces deux angles seront déterminés au moyen des côtés opposés et b et de l'angle compris C.
SUATRI£ME CAS.
351. Etant donnés deux angles et le côté compris y trouver 1*. TaiUre' angle, 2*. wi autre côté.
Les formules (Z) donnent immédiatement le troisième angle ; mais 11 faut aussi les rendre applicables au calcul par logarithmes.
Si on connaît A , B et c, pour trouver C on prendra les formules (9), et on les modifiera d'après l’observation du n*. 322 , en substituant d’ailleura à 9 son cmnplémeot à un droit ; on obtiendra ainsi :
tang B cos e _ cos B sin (A — «)
eot • =: ... C<M C =s ' . . . f IZX
& am « ‘
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352. Si le cosinus de C se trouve en plus par la formule, cet angle sera aigu, s’il se trouve en moins, l'angle sera obtus, et s’il est nul, l’angle sera droit ; ainsi il n’y aura point de doute sur sa grandeur. Et comme un triangle sphérique est déterminé par ses trois angles ( n*. 338 , il l’est donc aussi par deux angles et le côté compris.
353. Si le côté donné c est égal au quadrant, on tire de (17), ou de (Z) , avec le rayon (A; (*).
çoî C = -—
cos A cos B _
354. Si un des angles donnés est droit (n*. 341 ), on peut tirer des formules (17), ou de leurs ana'ogues, celles qui conviennent à ce cas; mais on les obtient plus facilement de (Z). Si par exemple A=i00, la troisième donne :
sin B cos c
cos C = ... (19).
355. Quand on a calcule le troisième angle, on retombe, pour trouver les deux autres côtés , dans le cas des n“. 336 , 337 ; mais si on voulait , avec les données actuelles A , B, c , calculer immédiatement un des autres côtés | comme a, on prendrait les formules (12), et on les modifierait d’après les principes du n*. 322, en substituant d’ailleurs à <* son complément à un droit ; on obtiendrait ainsi :
tanq A cos c col c cos (B — • )
col 9 = ■ — ...col a= i . • ■ (20).
R cos 9
356. Si le côté donné c est égal au quadrant, on ne trouve par (20) que col a = §; maûs la première formule (iO donne immédiatement :
col a =
col A sin B R
357. Si l’angle A est droit, on tire de (20) ou de la première formule (/'):
(*) Dorénavant nous rétablirons toujours le rayon R dans toutes les formules.
SrHÉRIQCE.
■ cot c cos B ,
cot a = . . . (22).
Ji
Si c’est l’angle £ qui est droit , on obtient des mômes formules ;
shi c tang A
tang a
( Voyez n*. 341 ).
358. .Si on voulait trouver immédiatement, non-seulement un des côtés a et 5, mais tous les deux, il serait plus commode d’employer les analogies de Neper , que l’on conclurait de (16) par le procédé du n®. 322; et l'on aurait : > ,
, sin — B) \
tang ; (a _ J) = toj ■ .
CINODlèME CAS,
359. Etant donnés deux cdtés, et un angle opposé à Vun deux, trous ver 1*. Vautre c6té, 2®. l'angle opposé au second çdté donné, 3®. V angle compris entre les côtés donnés.
Si l’on connaît b, c, et C, pour avoir a, on prendra les formules (9),' et sans changer la première , on considérera cos (a — 9 ) comme l’inconnuo de la seconde ; on obtiendra ainsi :
tang 9 =
tang b cos C B
. COJ c COJ *
COJ (a— 9) = ; ... (25).
COJ b
360. Ayant trouvé le cosinus de a — 9, s’il répond dans les tables à d degrés, on ne saura si l’on doit prendre a — * égal à "ou égal à — -
car un cosinus appartient toujours à deux arcs égaux l’un en plus et l’autre en moins. En d’autres. termes, on aura a = c ri; valeurs qui peuvent être toutes deux en plus ; comme cela est nécessaire, parce que a ne peut pas être en moins. D’où il résulte qu’un triangle n’est pas déterminé, géné» râlement parlant, par deux côtés et un angle opposé à l’un de ces côtés.
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Cependant il faudrait rejeter les valcui-s qui donneraient un plus grand angle opposé à un plus petit côté , tout comme celles qui donneraient des angles ou des côtés en moins , ou plus grands que 200° ; ce qui dans bien des cas détruit l’ambiguité.
361. Si le côté donné b est égal au quadrant, on ne trouve par (25) que sin a = 1; mais la üoisicmc formule donne immédiatement;
sin a
R cos c cos c
et le triangle est indéterminé , parce que chaque sinus répond à deux angles ou à deux arcs qui sont supplémcns l’un de l’autre.
Si c’est le côté c qui vaut 100°, on tire de (25) ou de la troisième formule (f'): , '
cot a —
tang b cos C ^
ensorte que le triangle est alors déteiminé.
362. Si l’angle donné C est droit , on tire facilement , on de (25) , ou de
R cos c
cos a = r— • • • (28) ;
cos b
et dans ce cas encore le triangle est déterminé.
363. Connaissant toujours ô, c, et C, pour ü’ouver on tirera de (A) :
sin B =
sin b sin C sin c
immédiatement B ,
valeur qui sera constamment en plus ; mais on ne saura pas dans tous les cas si elle appaiüent à un angle aigu ou obtus. Cependant on pourra souvejit lever le doute comme au n°. 360.
Si le côté donné b est de 100 * , la formule devient
. R s in C
sin B — :
sm c
ce
8FlltRl{)UX.
c« qui ne détroit pas l'indétermination.
Si c’e«t le côté c qui est de 100“ , on a :
sin B =
sin b sin C
Dans ce cas l’ambiguité cesse par le n®. 335. (Voyez n®. 341). 366. Si l’angle C est droit , on tire de (29) :
. _ R sut b
sut 3 = — : . . . (32) ;
sui c
et le triangle est déterminé par l’obsciration du n°. 342.
366. Connaissant encore b, c, et C, pour trourer immédiatement , on prendra les analogues de (20) , appliquées à la recherche de c par A, C, et b , savoir :
tang C cos b cot b cos (A — e )
cot * = ... cot c = ;
R cos P
et sans toucher à la première, on considérera cos (A — p) comme l’inconnue de la seconde ; ce qui donnera :
cot P =.
tang C cos b R
cos {A — *) =
col c cos P cot b
Sur quoi on fera les mêmes observations qu’au n*. 360.
367. Si le côté b = 100®, (33) donne sin A = %, mais on a par la cinquième formule ( V) :
sin A =
tafig C cot e R
valeur indéterminée.
Si c’est le côté c qui vaut le quadrant , on a par (33) , ou par la même formule (J') :
tang .4 = —
tang C cos b R
et le triangle est déterminé.
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368. Si l’angle C est droit , on tire de (33^ , ou de la cinquième formule
, tang b cot c
cos A . . . (36) ;
ti
et il n’y a point d'ambiguité.
SIXIÈME CAS
369. Etant donnés deux angles , et un côté opposé à T tm d'eux , trouver r. F Mitre angle ^ 2*. le coté opposé an second angle dotméy 3*. le côté compris entre les angles doiuiés.
Si on connaît B , C, et c, pour avoir A, on prendra les formules (17) ^ et sans changer la première , on considérera sut (A — e ) comme l'incoa' nue de la seconde ; on oblLendi'a ainsi :
cot 9
tang B cos c
, , cos C sin »
sin (_ A ■— 9) = . . . (37).
eos R
370. Or comme un sinus appartient toujours à deu.x angles qui sont supplcmens l'un de l’autre, il en résulte que, généralement parlant , un triangle sphérique n’est pas déterminé par deux angles et un côté opposé à l’un de ces angles. Cependant on pourra souvent lever le doute par les principes cités au n“. 360.
371. Si le côté c = 100®, on tire, ou de (37), ou de la troisième (^) •
cos A = —
R cos C cos B
et dans ce cas le triangle est déterminé.
372. Si l’angle donné B est droit, (37) donne s'ui A = §, mais on a parla troisième formule (.Z) :
sin A ■
R cos C cos c
valeur indéterminée.
Si c'est l’angle C qui est droit , on tire , ou de (37) , ou de la troisiènïr(Z) : ,
SPHERIQUE.
tang B cos c
cot A = — . . . (40);
et le triangle est déterminé.
( Voyez n*. 341 ).
Jt
'37.3. Connaissant toujours B,C, et c, pour trouver immédiatement b, «n tirera de (A):
sin B iin c
sinb = ^ — ... (41);
sm C
et le triangle, généralement parlant, sera indetenniné.
Si l'angle B est droit , (41) donne
B sin c
sin b = — . . . (43) ;
sui C
ce qui ne détruit pas l’indétermination.
Si c'est l'angle C qui est droit , l’on a :
. , sin B sin c
sin b = . . . (44) ;
et dans ce cas l'ambiguité cesse par le n*. 342,
(Voyez n®. 341 ).
376. Connaissant encore 5, C, et c, pour trouver immédiatement a, on prendra les analogues de (12) , appliquées à la recherche de C par a,c,ctB, «avoir:
tang e cos B , cot B sin (a — c )
long f cQt C == — ;
A stn P
Mm 2
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et «ans toucher à la première, on considérera sin (a — 9 ) comme l’inconnue de la seconde, ce qui donnera :
tang c cos B . col C sin 9
long 9 = — — ^ • • • •ï"* (a — f — * * ' ’
et le triangle , en général , sera indéterminé.
377. Si le côté c = 100*, on tire de ou de la quatrième formule
long B cot C
eos a = ’
et il n’y a point d'ambiguité.
378. Si l'angle B est droit , (45) donne sin a = mais on obtient par la quatrième formule ( Y) :
tang c cot C ^
SOI a
valeur indéterminée.
Si c’est l'angle C qui est dioit , on tire de (45) ou de la quatrième foi> mule (Y):
tang c cos B ^
tang a = — . . . (48) ;
et le triangle est déterminé.
( Voyez n*. 341 ).
Quelques remarques sur ce qui précède.
379 . Nous venons de voir que les triangles sphériques se résolvent par des fomules plus simples , quand ils ont un côté égal au quadrant , ou un angle droit. Or il y a encore un cas ou deux que l'on peut ramener à ceux-là.
Connaissant deux côtés d’un triangle, s’ils sont égaux les angles opposés sont aussi égaux, et réciproquement connaissant deux angles, s’ils sont égaux les côtés opposés sont de même égaux ( n"”. 333 , 339 ). Le triangle est alors isocèle , et si de son sommet on abaisse sur la base un arc perpendiculaire , le triangle sera divisé par cet arc en deux triangles rectangles qui aiuront l’hypoténuse égale, un côté commun, outre encore un angle égal opposé à ce côté commun. Or ces données sont plus que suffisantes pour
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déterminer l’égalité de ces triangles comme on peut le voir par les n“. 362 et 372. Donc la perpendiculaire divise la base du triangle isocèle et l’angle du sommet , chacun en deux parties égales. Et par eonséquent les triangles isocèles peuvent se résoudre comme les triangles rectangles,
380. Supposons encore un triangle sphérique dont on connaisse deux côtés , et que leur somme soit de 200“ ; si on prolonge le plus grand de ces côtés, de même que le troisième, jusqu’à leur rencontre mutuelle, ils formeront im fuseau, (n*. 3i4), qui contiendra d’abord le premier triangle, proposé , et ensuite un second triaiigle formé par le second côté du premier triangle et les prolongemens de ses deux autres côtés. Or il est évident 1*. que ce second triangle est isocèle, 2“. que si scs élcmcns sont connus , ils donneront ceux du premier triangle , par les rapports qu'ils ont avec ceux-là. On voit donc qu’on peut ramener à la résolution des triangles isocèles, et par conséquent à celle des triangles rectangles, la résolution des triangles dont deux côtés valent ensemble 200*. Il en serait de même de ceux qui ont deux angles valant ensemble 200*; car il est facile de prouver que si deux angles sont supplémens l’un de l’autre , les côtés opposés ont la même propriété.
S\ A B = 200, A = 200 — B, et par conséquent
sin A = sin ( 200 — B) ^ sin B, Cela posé , la première formule (5) et la seconde formule (6) ont sous le radical le même dénominateur. D’ailleurs le second facteur de leurs numérateurs est aussi le même ; comparons donc leurs autres factems.
cosl(A+B— C) = cosl(.200 — C)=zcos(m — \ C);
— cos i(,A+B+C) = — cos {(200 + C)=: — cos (m -h lOf
or tOO — I C et 100 + l C sont supplémens l’un de l’autre ; donc les facteurs en question sont égaux. Il résulte de là que cos { a = sin {b^ ou que { a + { b = lüO, ou enfin que a + b = 200.
381. Nous voyons de plus en plus que toutes les propriétés des triangles sphériques peuvent se conclure des formules qui seiTent à les résoudre. Mais cette matière est fort étendue, et nous avons vu tout ce qui essentiel. Reprenons cependant encore la première formule , et supposons que l'angle A soit droit , nous aurons
cos a ^ cos b cos c,
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De là il résulte que si i et c sont tous deux < 100, ou tou* deux > 100, leur* cosinus ajant le même signe , celui de a sera en + , et l’on aura dans ces deux cas a < 100. Mais si des deux côtés A et c l’un est aigu et l’autre obtus le cosinus de a sera en — et « sera obtus. Enfin si un des côtés A et c vaut 100 , ou si chacun d’eux a cette valeur , on aura cos a ~ O, et a = 100.
Ainsi donc , quand un triangle sphérique a un angle droit , si les côtés de cet angle sont moindres ou plus grands que 100, l’hypoténuse est plus petite que 100; si l’un est plus petit et l'autre plus grand que 100, l’hypo* ténuse est plus grande que 100; et si un seul ou tous les deux valent 100, l'hypoténuse vaut aussi 100.
On peut voir par (2^) quels résultats on obtiendrait en supposant a = 100*.
382. Observons enfin, pour terminer , que les triangles rectilignes ne sont qu’un cas particulier des triangles sphériques , et que les propriétés de cenxlà résultent des propriétés de ceux-ci ; c est ce que nous allons développer ; toutes les remarques qui tendent à généraliser les idées offrant toujours un grand intérêt.
Quand le rayon d'un cercle est 1 le demi-quadrant égale 0.79 (n*. 97 j; ainsi en disant que la tangente de 50* égale le rayon ou 1 , c’est comme si l’on disait que la tangente de 0.79 égale 1 ; et de môme pour toutes les lignes trigonométriques répondant à des arc* quelconques. Nous pouvons «lonc supposer que dans tous nos calculs, les lettres a, b, c, au lieu de représenter les grandeurs relatives des côtés, exprimées en degrés, désignaient les grandeurs absolues de ces côtés, le rayon de la sphère étant pris pour unité.
D'ailleurs quand les triangles sphériques, tracés sur des sphères dilférentes, sont équiangics entr’eux, les arcs qui leur servent de côtés sont proportionnels aux rayons des sphères ( grandeurs absolues).
Soient donc a, A , c , les côtes d'un triangle sphérique tracé sur la sphère dont le rayon est 1 , et «, fl, y, ceux d’un triangle semblable trace. sur une sphère dont le rayon est r , on aura :
r :: c i y = cr
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Cela posé , si l’on substitue ces valeurs , à la place de n , h, c, dans les formules relatives aux triangles sphériques , qu’on réduise en séries les valeurs des. lignes trigonométriques, et qu'on rejette les termes qui s’évanouiront par la supposition de y = i, on aura les fonnules relatives aux triangles rectilignes. Cai' quand le rayon d'une sphère devient de plus en plus grand, la surface de cette sphère tend de jrlus en plus à devenir plane. En d'autres termes , le plan est la limite de la surface sphérique.
Prenons, par exemple, la première formule iZ); elle devient d’abord;
— cos A — cos B cos C — sin B sin C cos
et comme on a d’ailleurs (voyez Marie, ou Legendre Trig. n'’.'xxxrv>; ,
cos
efci ,
si on substitue cette valeur, qu’on fasse ensuite r = 5 , ou j = o, on n’aurai plus que :
— cos A — cos B cos C — sin B sin C ;
ou, ce qui revient au même [(7) n”. 88 ] :
— cos A = cos ( .ff + C).
Donc A et B + C, qui ont des cosinus égaux et de signe conti-aire, sont supplcmens l'un de l'autre, et l’on a :
A~2 droits ■ — (5+C), ou A-\- B C=2 droits.
C’est-à-dire que les trois angles d'un triangle rectiligne valent ensembledeux angles droits.
Par exemple encore, dans les triangles sphériques (n“. 318);
sin a sin B = sin b sin A , ou sin - sin B — sin ~ sin A ;
mais on a d'ailleurs :
+ etc.»
■f~ etc.:
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substituant cés valeurs, multipliant tout par r, et faisant ensuite rs=i, ou 1 = O , on obtiendra :
m sin B ^ S sin A, ou u : 0 y. sia A : sin B.
C’est-à-dire que dans les triangles rectilignes , les sinus des angles sont pro* portionnels aux côtés opposés (voyez les observations du»®. 103).
Etc., etc.
ïv * V
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