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AVERTISSEMENT
Dans cette nouvelle édition, nous reproduisons d'abord le texte pur de l'ouvrage de Monge , conformément à la 4"* édition, publiée, en 1809 , sous les yeux de l'auteur. Puis nous ajoutons un Mémoire de M. Gauss, et quelques Notes dont la lecture pourra être utile aux jeunes géomètres. Il n'y aura point là double emploi avec les Déi^eloppements de Géométrie où M. Charles Dupin a si savamment commenté et perfectionné les théories de
son illustre maître. Les questions que nous traitons sont diffé-
« rentes.
J. LIOU VILLE
Paris, 8 Novembre i85o.
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DES PLANS TANGENTS ET DES NORMALES AUX SURFACES COURBES
h tant donnée l'équation d'une surface courbe, et étant pris un point arbitrairement sur cette surface, irouver, i^ l'équation du plan tangent à Ut * surface en ce point; i^ les équations de la normale au même point.
I . Soit représentée par M = o T équation donnée de la surface coiu^be : si on la différentie, on aura une équation de la forme suivante,
dans laquelle les quantités \-r-)^ (;^ ) ^^^ ^^ ^'?J% "•? '^^ coefficients de dx et dy dans la valeur de dz. Comme la valeur de z est donnée en .r, /, par F équation M = o, on peut toujours conce-
voir que cette valeur soit substituée à la place de z dans les quantités i^-j-p i'T') obtenues par la difFérentiation , et que ces quantités soient des fonctions connues de a*, jr.
Soient de plus x\ j', z' les coordonnées du point pris arbitrairement sur la surface; l'équation M = o aura lieu entre ces trois coordonnées, et Ton aura de même
*' = (jè) '^' + (f ■) ''y''
équation dans laquelle les quantités (;/--?) et ( y^r ) sont composées
de x' et j', de la même manière que les quantités (^ ) ^t \-f\ sont composées de x el y.
Enfin soit \x -+- B/ -+- Cz H- D = o T équation demandée du plan tangent.
On déterminera D par la considération que le plan doit passer par le point donné, ce qui donnera
Quant aux trois autres coefficients A, B, C, dont deux seulement sont nécessaires, on les déterminera par la considération que le plan doit être tangent à la surface dans le point domié. Or, le plan sera tangent si, en prenant sur le plan un point infiniment voisin du point domié, ce point se trouve aussi sur la surface courbe, suivant quelque direction d'ailleurs qu'il ait été pris; c'est-à-dire, si l'équation différentielle du plan, prise pour le point dont les coordonnées sont x\ j', z', est identique avec r équation différentielle de la surface prise pour le même point. Mais, pour le même plan tangent, les coordonnées
x\ y\ z' étant constantes, récjuation différentielle est, en général, Xdx -f- Bfljy- -+- Cdz = o , et pour le point donné on a
Adx' -h Bdy + Cdz' = o; celle de la surface courbe pour le même point est
il faut donc que les deux dernières équations soient identiques, quelles que soient les valeurs de dœ' et df^ qui sont arbitraires. Donc on aura
c- W)^ c- Wv'
donc ^fin l'équation demandée du plan tangent sera
li. La normale étant perpendiculaire au plan tangent, et devant passer par le point donné sur la surface, ses équations se trouveront, d'après celle du plan tangent, par les formules de la page i o, i"^ partie, et seront
Autrement. Si Ton conçoit une sphère dont le centre soit placé au point considéré sur la surface coiu'be, et dont le rayon soit a, r équation de la surface de cette sphère sera
Si Ton conçoit ensuite que le centre se meuve sur la surface courbe dans une direction quelconque, et parcoure Tare infiniment petit d'une courbe, la sm^face de la nouvelle sphère coupera
celle de la première dans la circonférence d'un cercle, dont le plan sera perpendiculaire à l'arc parcoiun par le centre, et qui sera normal à la surface courbe. Pour tous les points de cette circonférence, les coordonnées x^ y^ z n'auront pas varié, quoique les coordonnées du centre x\y\ z' aient changé de grandeur. Si donc on différentie l'équation de la surlace de la première sphère, en regardant ^, /, z comme constantes, et en faisant varier a?', j', z', l'équation qu'on obtiendra ne sera vraie, par rapport aux points de la surface de la sphère, que pour ceux qui sont sur la circonférence du cercle, et dans l'intersection commune des deux sphères consécutives. Cette seconde équation ayant pour objet de distinguer sur la surface de la sphère les points qui sont sur la circonférence du cercle, ne peut être autre que l'équation du plan même de ce cercle, et par conséquent celle d'un plan normal à la surface courbe, mené par le centre de la sphère, et dont la position dépend d'ailleurs de la direction du mouvement de ce centre sur la surface courbe. Donc, si Ton fait deux fois la même opération, en donnant au mouvement du
centre deux directions diflférentes, on aura les équations de deux plans normaux à la surface, menés par le même point, et qui, par leur intersection, détermineront la normale.
Les directions des mouvements du centre étant arbitraires, on pourra supposer que l'une soit dans une section perpendiculaire aux j, et pour laquelle x' sera constante, et que l'autre soit dans une section perpendiculaire aux x^ et poiu* laquelle /' sera constante. Donc, si en regardant a?, j, z comme constantes, on diflférentie l'équation de la surface de la sphère, d'abord en ne faisant varier que x\ puis en ne faisant varier que j', les deux équations
que Ton obtiendra, seront celles de deux plans normaux respectivement perpendiculaires aux plans des .r, s, et des j, z^ et par conséquent celles des projections de la normale sur les mêmes plans, ce qui coïncide avec ce que nous avons déjà trouvé.
Autrement encore. Si Ton diflférentie T équation de la surfece de la sphère, en regardant a?, /, z comme constantes, et sul)slituant pour dz' sa valeur prise dans
dz' = (ê^) '^'^' -+- iw) ^^''
on aura l'équation
^'[,,_^'_H(z-.')(|:,)]+rfK'[j-/+(:=--')(^)]=o,
qui est celle d'un plan normal à la surface, et dont la position dépend de la valeur de -j-, qui détermine la direction du mouvement du centre de la sphère. Si l'on conçoit que ce centre ait une autre direction infiniment peu différente de la première,
c'est-à-dire que la quantité -j-, éprouve une variation, on aura
un autre plan normal différent du premier, mais qui coupera le premier dans la normale demandée. Les points de la normale sont donc ceux dont les coordonnées a*, /, z ne changent pas,
lorsque dans l'équation du plan on fait varier la quantité ~^- Donc,
si l'on différentie l'équation du plan, en ne faisant varier que ~^î
l'équation que l'on obtiendra ne sera vraie, par rapport aux points du plan normal, que pour ceux de la normale même, qui est commune aux deux plans normaux consécutifs. Or, si l'on exécute cette difTérentiation, on a
et par conséquent
donc ces deux équations appartiennent à la nopmale demandée
DES SURFACES CYLINDRIQUES
Trouver l équation générale des surfaces cylindrUiucs, c'est-à-dire exprimer qu'une surface courbe est engendrée par le mouvt^ment d'une droite qui ne cesse pas d' être parallèle à une autre droite donnée,
HŒ^flÈRK MAMÈRF, DAPUÈS I.A CONSIDÊBATION J)l H.AX TANGEM.
1 . Un des caractères des surfaces cylindriques est cjue , pour quelque point que ce soit, leur plan tangent est parallèle à la droite générati'ice.
Soient .r^=azj y ^=z hz les équations données de la droite menée par T origine, et à laquelle la génératrice doit toujours être parallèle. Nous avons vu que, x\ y\ z étant les coordonnées du point de contact, l'équation du plan tangent à une surface courbe est, en général,
.-.-- = (.,.-.,.') (g;.) + cr-y)('^).
Il ne s'agit donc plus que d'exprimer que ce plan est parallèle il la droite. La condition d'être parallèle sera remplie, si le plan,
après avoir été transporté parallèlement à lui-même jusqu'à l'origine, passe alors par la droite. Or, l'équation du plan transporté à l'origine est
et pour que le plan passe par la droite, il faut que l'on ait
donc cette dernière équation exprime qu'une surÊice est cylindrique, sans rien statuer sur la nature de la courbe qui lui sert de base, ou qui dirige le mouvement de la droite génératrice ; courbe qui peut d'ailleurs être ou n'être pas soumise à la loi de continuité.
SECONDE MANIÈRE . D'APRÈS LE IIOUVEMENT DE LA DROITE tiENÉRATRlCK.
*2. La génératrice devant être toujours parallèle à la droite donnée i aura pour équations
/ p \ ( «^ = ^^ + et ,
dans lesquelles les quantités a, b sont constantes, quelle que soit la position de la génératrice, mais dans lesquelles a et |3, qui sont existantes pour une même position de la génératrice , varient lorsque la génératrice passe d'une position à ime autre. Ainsi pour toute surface cylindrique, lorsque le point que l'on considère change de position sur la surface sans quitter la même droite génératrice, les deux quantités a, p, ou celles-ci, x — az, y — hz, qui leur sont respectivement égales, sont toutes deux constantes : et lorsque le point se meut de manière qu'il passe d'une position de la génératrice à une autre, ces quantités varient toutes deux.
Ces deux quantités sont donc constantes ensepible ; donc elles sont fonctions Tune de l'autre; donc l'équation générale des surfeces cylindriques est
y — bz= (p {x — az) ,
dans laquelle le signe (p indiqup une fonction quelconqiie de la quantité ûo — az.
La forme de cette fonction, c'est-à-dire la manière dont la quantité x — az entre dans le second membre de l'équation, dépend de la nature de la courbe qui dirige le mouvement de la droite génératrice. Cette forme est ou n'est pas susceptible d'être exprimée analytiquement, suivant que la courbe est ou n'est pas soumise à la loi de continuité.
Il suit de là que les équations de la droite génératrice seront
X — az = a,
jr—bz = (pa,
a étant la quantité qui particularise la position de cette droite.
Trouver l'équation dune surface cylindruiuey connaissant la direction de la génératrice et les équations de la courbe h double courbure qui dirige son mouvement.
3. Il est évident que la question consiste à déterminer dans l'équation générale des surlaces cylindriques la forme de la fonction ^, de manière que cette équation devienne celle de la surface individuelle, que l'on considère. Soient représentées par F(.r, j, js) = o elf{x^ j, s) = o les deux équations données de la courbe à double courbure, dans lesquelles les signes F, / indiquent des fonctions connues des trois quantités a, j, z.
— lO —
Soit donc F (j?, j, s) = o T équation de la surface donnée; si, après en avoir tiré par la difFérentiation les valeurs ^^ ( ^7^ ) ^' ( ^ ) ' on les substitue dans l'équation diflférentielle des surfaces cylindriques ^(^)H"^(;r)= ^5 ^^ obtiendra en x^ j, z une équation que nous représenterons par f(,v^y^ z) == o, et qui appartiendra à la courbe de contact ; et parce que cette courbe est aussi sur la surface donnée, il s'ensuit que ses deux équations seront
donc, traitant ces deux équations comme dans le cas précédent,
l'équation
f (^ — as, y — bz) = o,
qu'on obtiendra, sera celle de la surface cylindrique individuelle
demandée.
Supposons qu'ayant difierentié l'équation de la surface donnée,
on ait
Xda: 4- Ydy -+- Zdz = o ;
ce qui donne
substituant ces valeurs dans l'équation différentielle des surfaces cylindriques, on a
aX + èY-+-Z = o,
qui appartient à la ligne de contact.
Cela posé, si la génératrice est parallèle aux z, onaa=o,i=o, et l'équation de la courbe de contact se réduit à Z = o. Éliminant z entre cette dernière équation et celle de la surfoce donnée, on
aura celle de la projection de la ligne de contact sur le plan perpendiculaire aux z , et par conséquent celle de la courbe qui termine la projection de la surface sur le même plan.
De même si la génératrice est parallèle aux ^r, on a a = ce , et r équation de la courbe de contact se réduit à X = o. Donc, éliminant X entre cette équation et celle de la surface donnée, on aura r équation de la projection de cette courbe sur le plan perpendiculaire aux cr, et par conséquent celle de la courbe qui termine la projection de la surÉice sur le même plan.
Pareillement enfin, éliminant/ entre l'équation Y = o et celle de la surface donnée, on aura l'équation de la courbe qui termine la projection de la surface sur le plan perpendiculaire aux y.
DES SURFACES CONIQUES
Trouver l'équation générale des surfaces coniques, c'est-à-dire exprimer qu'une surface courbe est engendrée par le mouvement d'une droite qui ne cesse pas de passer par un point donné, quelle que soit d ailleurs la courbe qui dirige le mouvement de la génératrice.
PREMIERE MAMÈRE. D'APRÈS LA CONSIDÉRATION Dt PLAN TANCENT.
1 . Vne des propriétés générales des surfaces coniques, et qui est indépendante de la nature de la courbe qui dirige la génératrice, est que le plan tangent passe toujours par le sommet. Soient donc a, Z>, c les coordonnées connues du sommet; nous avons vu que .r', j', 3' étant celles du point de contact, l'équation du plan
tangent est, en général,
or, ce plan passera par le sommet si, dans cette équation, en faisant œ = a et y = by on a s = c, et par conséquent si Ton a
Donc cette dernière équation, dans laquelle les constantes a^ b, c sont les coordonnées du sommet, exprime qu'une surface courl3e est conique, sans rien statuer sur la nature de la courbe qui lui sert de base, et qui peut être ou n'être pas soumise à la loi de continuité.
SFXO.NDE MANIÈRE. D'APRÈS LE MOUVEMENT DE I.A DROITE GÉNÉRATRICE
2. La génératrice devant constamment passer par le sommet, ses équations seront
i X — a = ct(z — c), (F) ^
ljr-b=^{z-r),
dans lesquelles les trois quantités a^ bj c, qui sont les coordonnées du sommet, sont constantes, quelle que soit la position de la génératrice, mais dans lesquelles a et |3, qui sont constantes pour une même position de la génératrice, varient lorsque la génératrice passe d'une position à une autre.
Ainsi, pour toute surface conique, lorsque le point que Ton considère change de position sur la surface sans quitter néanmoins la même position de la droite génératrice, les deux quantités et et fi ^
oc "~"~ CL V ^"^ b
ou leurs égales et" , sont toutes deux constantes: et
lorsque le point se meut de manière qu'il passe d'une position de la génératrice à une autre, ces deux quantités varient toutes deux.
Pour les surfaces coniques, les deux quantités ^^^ et "^ ~
sont donc constantes ensemble et variables ensemble; elles sont donc fonctions Tune de l'autre : donc l'équation générale des surfaces coniques est
dans laquelle (p indique une fonction cjuelconque.
La fonne de cette fonction dépend de la nature de la courbe qui sert de base à la surface, ou qui dirige le mouvement de la génératrice. Cette forme est analytique ou non, selon que la courbe est ou n'est pas soumise à la loi de continuité.
Nous verrons par la suite que les deux équations que nous venons de trouver sont de la même généralité, et que Tune est l'intégrale complète de l'autre.
Il suit de là que les équations de la génératrice sont
A étant le paramètre, de la variation duquel dépend le mouvement de la génératrice.
Étant données les coordonnées du sommet, et les équations de la courbe à double courbure qui dirige le mouvement de la génératrice, trouver t équation de la surface conique individuelle.
3. La question se réduit évidemment à déterminer dans l'équation générale des surlaces coniques, quelle doit être la forme de la fonction ç, pour que la surface passe par la courbe donnée.
Soient représentées par F(^, j, z) = o et f{x^y^ c) = o les deux équations données de la courbe à double courbure donnée; la génératrice devant couper cette courbe dans toutes ses positions, il
faut qiie les quatre équations
aient lieu en même temps, quelle que soit la valeur de a. Donc, si Ton élimine entre ces quatre équations les trois quantités ^, j, s, on aura en a et cp a une équation que nous représenterons par
f (ût, (pa.) = o,
et (jui devant être satisfaite, quelle que soit la valeur de et, servira à déterminer la forme de la fonction ç, c'est-à-dire la manière dont cette fonction doit être composée de la quantité a qu elle renferme. Remettant pour a eKpci leurs valeurs, il est évident que F équation de la surface conique individuelle demandée sera
Etant données les coordonnées du sommet, trouver ï équation de la surface conique individuelle circonscrite à une surface courbe donnée.
\ . La siu'face domiée et la surface conique demandée se touchent en une courbe à double courbure, dont il suffira de trouver les équations; car la surface conique devant passer par cette courbe, la question sera réduite alors à la précédente. Or, pour tous les points de cette courbe de contact, les deux surfaces ont le même
plan tangent ; donc , pour ces mêmes points , les valeurs de ( -^ )
y j, produites par Téquation de Tune des surfaces, doivent
être les mêmes que les valeurs produites par l'équation de Tautre.
ID
Soit donc F(j:,/, :3) = o T équation de la surface donnée; si, après en avoir tiré par la différentiation les valeurs de ( ;t- ) ^t ( ^ ) ' on les substitue dans T équation différentielle des surfaces coniques,
on obtiendra enjCyfj z une équation, que nous représenterons par y (.r, j, z) = Oj et qui appartiendra à la coui'be de contact des deux surfaces; et parce que cette courbe est aussi sur la surface donnée, il s'ensuit que ses deux équations seront
F (.r, j, z) = o et /(.r, j, z) = o.
Donc , traitant ces deux équations comme dans le cas précédent , l'équation
qu'on obtiendra, sera celle de la surface conique individuelle demandée.
Lorsque le sommet du cône est un point lumineux, la courbe de contact dont nous venons de trouver les équations est celle qui, sur la surÊice donnée, sépare la partie éclairée de la partie obscure.
Lorsque le sommet du cône est le lieu d'un œil, cette courbe de contact est la ligne du contour apparent de la surface donnée pour l'œil placé au sommet du cône.
Si la surface à laquelle la surface conique doit être circonscrite est du second degré, son équation sera
H- aDjjs -h 2Ej;z + ixPxy \ = K;
ce qui donnera
((lz\_ Ax + Fj + Ez + G (dz\ Fx + By+D-z-t-H
\dx)~ Ex+Dr+Cz + J' W/ ~ Ex-4-Dj+C« + J*
Substituant ces valeurs dans l'équation
.._c = (.r-«) (é^^ ^ [y - b) i^^y et retranchant l'équation du second degré elle-même, on aura
EcH-
j(Fa ^-
Dc-h
i(Ea H-
Dè +
Ga-h
Wh-\-
Jr
équation qui appartient à un plan : d'où il suit que, pour toute surface du second degré , la courbe de contact avec une surface conicjue circonscrite est toujours plane.
On démontre avec la même facilité que, si la surface est du degré m , sa courbe de contact avec une surface conique circonscrite est sur une autre surface courbe du degré m — i .
Quelle que soit la surface touchée, si après avoir substitué pour
^ -T-) rt (^ ) leurs valeurs dans l'équation
on élimuie un paramètre quelconque au moyen de l'équation de la surface touchée, on obtiendra en x, j, js une équation qui appartiendra à la suite des lignes de contact de toutes les surfaces qui ne diffèrent entre elles que par le paramètre éliminé. Cette équation sera doîic celle de la surface unique qui contient toutes les lignes de
contact, et qui les détermine par ses intersections avec la suite des surfaces touchées. IMais cette équation aura tous ses ternies multipliés par l'un des trois coefficients x — a, y — è, z — c ; donc la surface à laquelle elle appartient passera nécessairement par le sommet conunun à toutes les surfaces coniques circonscrites.
Par exemple, on voit par là que, si les surfaces touchées sont des sphères concentriques qui ne diffèrent entre elles que par leurs rayons, leurs lignes de contact sont des cercles qui sont tous sur la surface d'une autre sphère, dont un diamètre est la droite qui joint le centre commim de toutes les sphères au sommet commun de toutes les surfaces coniques circonscrites.
PREMIÈRE MANIÈRE . D'APRÈS LA CONSIDÉRATION DU PIAN TANCENT
I. Une propriété caractéristique des surfaces de révolution, et qui est indépendante de la nature de la courbe génératrice , est cjue le plan tangent est toujours perpendiculaire au plan mené par le ]>oint de contact et par l'axe. Nous nommerons ce dernier plan méridien,
, ! i^ équations domiées de Taxe de V- = Bc -h 6>
i"évolution, et .r', y\ z' les coordonnées du point de contact;
réquation du plan du méridien, en tant qu'il passe par le point de contact, est de la forme
et pour que ce plan passe par Taxe, les quantités M, N doivent être telles que les équations de Taxe et celle du plan aient lieu en même temps, quelles que soient les valeurs de a?, j, z ; ce qui donne
M [A {b — /) — B (a — x')] = b—y^ Bz',
N [A {b _/) — B(a — x')] = — {a—x' + Az).
Ainsi l'équation du plan du méridien mené par le point de contact est
= {b —y' -H Bz') {x — x') — {a — x'-\- Az') (/ — /').
Or, réquation du plan tangent est
et ces deux plans seront rectangulaires entre eux si Ton a
( 4_A(^^— /) — B(a — ar') = o;
donc cette dernière équation exprime qu'une surface est de révolution autour d'un axe déterminé de position par les constantes A, B, a, 6, indépendamment de la génératrice, qui d'ailleurs peut être ou n'être pas soumise à la loi de continuité.
2 . On peut être conduit à la même équation par la considération de la normale. En effet, les surfaces de révolution ont encore cette propriété, que leur normale coupe toujours l'axe de révolution.
\oiis avons vu que les équations de la normale sont
et pour que cette droite coupe l'axe, il faut que ces équations et celles de l'axe aient lieu en même temps, indépendamment des valeurs de .r, j, J3, ou que, en éliminant a:,/, z de ces quatre équations, l'équation résultante soit satisfaite. Or, l'élimination de or, j, z donne l'équation (A) ; donc cette équation exprime qu'ime surface est de révolution.
SECONDE MANIÈRE, EN QUANTITÉS FINIES
3 . Les surfaces de révolution ont un second caractère indépendant de la nature de la courbe génératrice ; c'est que, si on les coupe par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe de révolution, on a pour section la circonférence d'un cercle dont le centre est dans l'axe, et dont tous les points sont par conséquent à égales distances d'un même point pris sur l'axe. Or, les équations de l'axe de révolution étant, comme ci-dessus,
.r = Az -ha, j' = Bz -h h^
celle du plan perpendiculaire à l'axe sera
Ax H- Bj -T- z = a,
dans laquelle la quantité a qui détermine la position de ce plan est constante pour le même plan perpendiculaire, et variable d'un plan a un autre.
De plus, l'axe de révolution rencontre le plan des .r et y dans un
point dont les coordonnées sont a* = a, j* = 6, z = o ; et si l'on
regarde ce point comme le centre commun d'ime suite de sphères concentriques, l'équation générale des surfaces de ces sphères sera
dans laquelle le rayon (3 est constant pour la même surface, et variable d'une sphère à une autre.
Cela posé, si le point que l'on considère sur la surface de révolution se meut sur cette surface sans sortir du même plan perpendiculaire à l'axe, il ne sortira pas non plus de la même surface de sphère, et alors a et |3 seront toutes deux constantes ; mais si ce point, en se mouvant, sort du plan perpendiculaire à l'axe, il passera aussi sur la surface d'une autre sphère, et les quantités a et ^ auront toutes deux varié. Les surfaces de révolution sont donc telles que a et p*, ou les quantités Ax H- Bj + z et {x — a)^ + ( J — ^)" H- ^^ q^* leur sont respectivement égales, sont constantes ensemble et variables ensemble ; on a donc pour équation de ces surÊices
{x — ay -h {y—hy H-z' = (p(Aj: + BrH-z),
dans laquelle cp indique \me fonction quelconque, dont la forme dépend de la nature de la courbe génératrice.
Nous verrons par la suite que cette seconde équation, qui est de la même généralité que la première, en est l'intégrale complète.
Si l'axe de révolution passe par l'origine, et est parallèle aux r,
on a
et l'équation précédente devient
X' H- J-^ = (ps ou 3 = 4 (^'' "+" J" ) 5
les signes ^ et 4 indiquant des fonctions quelconques. Dans cette même hypothèse, il est évident que, si l'on ajoute à chacune des
ordonnées z de la surface de révolution F ordonnée correspondante d'un plan, on aura l'ordonnée d'une surface de révolution rampante, dont la génération est la même que celle de la surface des balustres rampants. Donc F équation générale de la surface des balustres rampants, rapportée à trois plans rectangulaires, dont deux passent par Faxe de révolution, est
la forme de la fonction 4 dépendant de la forme du profil du balustre, profil qui peut être ou n'être pas soumis à la loi de continuité.
Etant données les équations dune courbe à double courbure, troui^er celle de la sur/ace engefidrée par la révolution de cette courbe autour d'un axe donné de position.
Il est évident que la question consiste à déterminer dans F.équation générale des surfaces de révolution quelle doit être la forme de la fonction arbitraire cp, pour que la surface passe par la courbe donnée, et soit par conséquent la surface individuelle que l'on considère. Soient donc représentées par
les deux équations données de la courbe génératrice; les équations de la circonférence de cercle engendrée par cliacun des points de cette génératrice seront, comme nous l'avons vu,
{x — ay + ( J — by + z^ = (poL ;
et pour que la surface de révolution passe par la courbe donnée, il faut que la génératrice soit coupée par la circonférence de cercle, quelle que soit la valeur de ^t ; il faut donc que les quatre équations précédentes puissent avoir lieu entre les quatre quantités a?, j, z, a. Donc, éliminant les trois quantités x, j, z, il restera une équation en flt et (pat, que nous représenterons par
f (a, <pa) = o,
et qui, donnant la valeur de cp^t en tf., déterminera la forme de la fonction cp. Donc si, dans cette dernière équation, on substitue pour a et (pet leurs valeurs en a;, j, j3, on aura T équation
f[Aa-+-B/4-2;, {x — a)' -+- {y — h)' -^z'] = o,
qui sera celle de la surface de révolution individuelle demandée.
EXEMPLE
Efi supposant que Vaxe de révolution passe par l'origine, et quil soit parallèle a taxe des z, trousser t équation de la surface de révolution engendrée par le mouvement d'une droite quelconque donnée de position .
Soient
x = A'z. -f- Uj
les équations données de la droite génératrice; celles de la circonférence de cercle décrite par chacun de ses points seront
z = et»
x' -hy' = cpa; éliminant .r,^)*, z entre ces équations, on a
(A' fit -h a')- — (IVfit -t- />')"' = tAj
cjui indique de quelle manière la fonction cpa est composée de la quantité a. Remettant pour eiet ^tt leurs valeurs, on a pour équation de la surface individuelle
Si, dans cette équation, on fait ou a: = o ou / = o, ce qui détermine une section par Taxe, l'équation résultante devient celle d'une hyperbole; donc la surface qvie l'on considère est celle d'un liyperboloîde de révolution.
Si , en conservant une des deux équations de la droite génératrice , on change tous les signes du second membre de l'autre, l'équation de la surface sera encore la même ; donc cette surface peut être engendrée par deux droites différentes, et parce que chacune de ces deux droites génératrices passe par tous les points de la surface, il s'ensuit que la surface n'a aucun point par lequel on ne puisse faire piisser deux lignes droites différentes qui soient toutes deux entièrement sur la surface.
Une surface courbe dont V équation est donnée, étant liée d'une manière invariable à un axe de révolution, et tournant ensuite autour de cet axe, trouver l'équation de la surface qui touche et enveloppe la surface mobile dans toutes ses positions.
La surface demandée est évidemment de révolution autour de Taxe donné, et elle touche la surface mobile considérée dans sa première position, suivant une courbe dont il suffira d'avoir les équations ; car la surface de révolution devant passer par cette courbe, la question alors sera réduite à la précédente.
Soit donc F (a?, j, z) = o l'équation donnée de la surface mobile considérée dans sa première position. Pour tous les points de la
ligne de contact de cette surface avec celle de révolution, F équation F (et, j, z) = o doit satisfaire à celle des surfaces de révolution;
donc, si tirant de cette équation les valeurs ^^ (^~ ) ^* ( jT )» <>ï^
les substitue dans l'équation (A), page i8, l'équation qu'on obtiendra, et que nous représenterons par f (a?, j, z) = o, appartiendra à la courbe de contact. Les deux équations de cette courbe seront
donc
Donc , traitant ces équations comme dans le cas précédent , l'équation
f[Ax + Bj + z, {.r - ay + (j - by ^ z^] = o,
à laquelle on parviendra de la même manière, sera celle de la surface demandée.
DES SURFACES ENGENDRÉES PAR LE MOUVEMENT D UNE DROITE QUI EST TOUJOURS HORIZONTALE, ET QUI PASSE TOUJOLUS PAR LA MÊME VERTICALE.
Les surfaces engendrées par le mouvement d'une droite qui est toujours horizontale, et qui passe toujoui^ par une même verticale, se rencontrent souvent dans les arts. La surface du conoide de la voûte d'arête en tour ronde, les surfaces supérieure et inférieure de la courbe rampante circulaire, la surface inférieure des marches de la vis à jour circulaire, etc. , sont toutes soumises à cette génération, et elles ne différent entre elles que par la courbe qui , dans chacune
d'elles, dirige le mouvement de la droite génératrice. Nous nous proposons d'exprimer cette génération.
PREMIÈRE MANIERE, D'APRÈS LA CONSIDÉRATION DU PLAN TANGENT
Un caractère général des surfaces doqt il s'agit, et qui est indépendant de la nature de la courbe qui dirige le mouvement de la génératrice, c'est que si, par le point de contact, on mène dans le plan tangent une horizontale, cette droite passe toujours par la verticale, puisqu'elle est la droite génératrice dans une de ses positions. D'après cela, si l'on suppose que le plan horizontal soit un des trois plans rectangulaires auxquels la surface est rapportée , et que la verticale donnée passe par l'origine, et soit l'axe des 2, on aura l'équation de la droite horizontale menée dans le plan tangent, en faisant - = 3' dans l'éqviation de ce plan ; ce qui donnera
Or, pour que cette horizontale passe par la verticale donnée, il faut (|ue sa projection horizontale passe par l'origine, ou que, dans l'équation de cette projection, les termes sans x et sans r deviennent nuls ; il faut donc que l'on ait
f]ui est r équation demandée.
SECONDE MANIÈRE. EN QUANTITÉS FINIES
Un autre caractère des surfaces que nous considérons, et qui de même est indépendant de la courbe qui dirige le mouvement de la génératrice, c'est que si on les coupe par un plan quelconque mené |)ar la verticale, on a pour section une droite horizontale. Or,
r équation d'un plan quelconque mené par la verticale est
y y = ax. ou - = a,
dans laquelle a est le paramètre qui détermine la position de ce plan; paramètre qui est constant pour le même plan, et variable d'un des plans verticaux à un autre. De plus, l'équation d'une ligne horizontale est z == p. Si donc le point que l'on considère se meut sur la surface sans sortir du même plan vertical , ce qui suppose que a est constant, il ne sortira pas non plus de la même ligne horizontale, et |3 sera aussi constant; mais si, dans son mouvement, il change de plan vertical, ce qui suppose que a est variable, il changera aussi de ligne horizontale, et ^ sera aussi variable.
L#es sur&ces que nous considérons sont donc telles que a et ]3, ou
les quantités ^ et z qui leur sont respectivement égales, sont con-
stantes ensemble et variables ensemble. Donc ces quantités sont fonctions l'une de l'autre. Donc l'équation générale de ces surfaces est
dans laquelle la forme de la fonction cp dépend de la nature de la courbe qui dirige le mouvement de la génératrice.
Nous verrons par la suite que cette seconde équation est l'intégrale complète de la première.
Étant données les équations de la courbe à double courbure qui dirige le mouvement de la droite génératrice y trouver l équation de la surface individuelle.
D'après ce que nous avons vu pour les surfaces précédentes, il est évident que si les équations données de la courbe à double cour-
bure sont
F {x, j, z) = o, et /(.r, j, z) = o,
il faudra éliminer ^r, j , z entre les quatre équations suivantes,
z = ^ût ;
c*e qui donnera un résultat que nous représenterons par
f (a, Ça) = o;
puis substituer dans cette équation pour etet(p<t leurs valeurs : ainsi l'équation demandée sera
ii' ') = »•
PREMIER EXEMPLE
Étant données les équations du cintre, trouver celle de la surface du conoïde de la voûte d'arête en tour ronde.
IjC cintre de cette voûte est ordinairement elliptique, surmonté ou surbaissé ; dans l'un et l'autre cas , il existe toujours un cintre circulaire par lequel passe la surface. Soient x=^a la distance de re cintre à l'origine, et y^ -i- z^ = b^ l'équation du cintre circulaire; on éliminera .r, j, z entre les quatre équations
X = a, z = ^et;
ce qui donnera
a'd' -\- {(pet)' = /> ,
et substituant pour et et (pet leurs valeurs, on aura pour T équation demandée
SECOND EXEMPLE
Troiwer l'équation de la surface supérieure de la courbe rampante circulaire.
On sait que, dans ce cas, la courbe k double courbure qui dirijçe le mouvement de la génératrice est l'hélice d'une vis dont l'axe est la verticale qui passe par l'origine. La projection horizontale de cette hélice est la circonférence de cercle qui sert de base à la siu*face cylindrique sur laquelle elle se trouve. Soit x^-\-f^ = a^ l'équation de cette projection. Pour avoir l'autre équation de la même courbe, il faut remarquer que cette courbe produit une ligne droite sur le développement de la surface du cylindre : îiinsi cette équation est
z = 6 arcsin (y) -h r,
dans laquelle betc sont deux constantes. On éliminera donc ^r^y.z entre les quatre équations
z = b arc sin ( j) h- c,
- = Ût,
z = ^et'j
ce qui produira
(pct=^b arc sin ( ^^ i H- <^ ;
et substituant pour a et (pet leurs valeurs, on aura pour l'équation
demandée
z ■= h arc sin .
Cette surface individuelle est une de celles dont l'aire est un minimum; c'est-à-dire que si sur cette surface on renferme une aire par une courbe quelconque, soumise ou non à la loi de continuité, de toutes les surfaces courbes qui passent par cette courbe, c'est celle que nous considérons dont l'aire renfermée par la courbe est la plus petite.
S'il s'agissait de trouver la surface qui, d'après la même génération, serait circonscrite à une surface courbe donnée, on opérerait comme nous l'avons fait dans les trois générations précédentes.
La verticale par laquelle passe toujours la droite génératrice est une ligne remarquable sur les surfaces dont il s'agit ; elle est la ligne la plus courte par laquelle on puisse passer d'une position quelconque de la droite génératrice à une autre. Ges surfaces ne sont qu'un cas particulier de celles qui sont , engendrées par le mouvement d'une ligne droite, et dont nous aurons dans la suite occasion de nous occuper.
liCS générations des surfaces que nous avons considérées jusqu'ici sont exprimées par des équations aux différences partielles linéaires : nous allons parler de celles qui sont exprimées par des équations élevées.
VL
DES SURFACES QUI ENVELOPPENT UN NOMBRE INFINI D'AUTRES SURFACES; DES CARACTÉRISTIQUES ET ARÊTES DE REBROUSSEMENT.
Supposons que l'on considère une surface courbe entièrement connue, et dans la génération de laquelle entre un certain paramètre que nous représenterons par a, en sorte que l'équation finie de
cette surface soit composée de ^j Xj z, a, et de tant d'autres constantes que Ton voudra, indépendantes de et. L'équation connue de cette surface pourra être représentée par F[a:, j, z, ût] = o, ou, pour abréger, par F = o.
Si Ton donne au paramètre a une valeur déterminée, l'équation F = o sera celle d'une surface individuelle unique, dont la forme et la position dans l'espace dépendront de la valeur particulière donnée à a. Si donc on suppose que le paramètre a ait successivement toutes les valeurs possibles depuis a = — qo jusqu'à ce = » , toutes les équations, telles que F = o, cpie l'on obtiendra de cette manière, seront chacime en particulier celle d'une surface courbe individuelle ; et la suite infinie de toutes ces surfaces courbes sera enveloppée par une autre surface courbe unique, qui est de la nature de celles que nous nous proposons de considérer, et auxquelles nous donnerons le nom générique dî! enveloppes .
Si, de plus, l'équation générale F= o des surfaces enveloppées contient un second paramètre p, mais qui dépende du premier suivant une loi connue ; si , par exemple , ces deux paramètres sont les coordonnées d'une courbe plane donnée, dont l'équation connue en a', r soit représentée par j= <px^ on aura ^ = cpct; et, d'après la forme de la fonction <p, l'enveloppe aura une forme particulière et une position déterminée dans l'espace. Si donc on suppose que la fonction <p prenne successivement toutes les formes possibles, pour chacune de ces formes particulières, on aura une enveloppe individuelle différente; et pour toutes les formes en général, on aura une suite d'enveloppes. Toutes ces enveloppes auront un caractère général, ime propriété commune, une même génération, indépendante de la nature de la courbe dont l'équation est y = <px. Ce- caractère, cette propriété, cette génération, peuvent être exprimés ou par une équation aux différences partielles , ou par une équation intégrale, dans laquelle entrera la fonction 0, qui alors sera
arbitraire; et ce sont ces deux espèces d'équations que nous nous proposons de trouver. Nous allons éclaircir ce qui précède, en raisonnant sur un exemple simple.
Tout étant rapporté à trois plans rectangulaires, dont celui qui contient les a? et j soit horizontal, concevons que sur ce dernier plan on ait tracé une courbe quelconque dont l'équation soit j- = (pa:, et que sur cette courbe on prenne un point correspondant à a: = * , et pour lequel on aura par conséquent j = (p* ; cela posé , si ce point est le centre d'une sphère dont le rayon soit =: a, l'équation de la sur&ce de la sphère sera
{x — aY -+- ( j — <pcty H- c^ = a^.
Cette équation est, dans ce cas, celle que nous représentons par F = o. Actuellement, si, la forme de la fonction ç restant la même, c'est-à-dire si, la courbe horizontale restant fixe, l'on donne successivement à a toutes les valeurs possibles , on aura une suite de sphères de même rayon, et dont les centres seront distribués sur tous les points de la courbe horizontale. Toutes ces sphères seront enveloppées par ime surface unique, qui sera celle d'un canal circulaire, curviligne, et dont l'axe sera la courbe horizontale : c'est cette surÊice à laquelle nous donnons le nom Ôl enveloppe. Enfin, si l'on donne successivement à la fonction (p toutes les formes possibles, c'est-à-dire si l'on fait successivement la même opération pour toutes les courbes que l'on peut tracer sur le plan horizontal, à chacune de ces courbes correspondra une enveloppe particulière. Toutes ces enveloppes auront la même génération et une propriété commune indépendante de la courbe qui sert d'axe à chacune d'elles en particulier. Cette propriété est que, si on les coupe par un plan quelconque normal à la courbe horizontale qui sert d'axe, on a pour section la circonférence d'un cercle dont le rayon est = a, et dont le centre est dans la courbe. 1/ expression analytique de cette pro-
priété qui appartient à toutes ces enveloppes, et qui n'appartient qu'à elles, est l'équation générale des surfaces soumises à cette génération. Rentrons actuellement dans le cas général.
Si dans l'équation générale des surfaces enveloppées F= o, après avoir donné à a une certaine valeur, on lui donne une nouvelle valeur infiniment peu différente de la première, on aura l'équation d'une nouvelle enveloppée, cjui, par sa forme et sa position, différera infiniment peu de la première, et qui la coupera dans une certaine courbe. Cette courbe sera la ligne de contact commune des deux enveloppées consécutives avec leur enveloppe, et ses points seront ceux de la première enveloppée pour lesquels les coordonnées .1', j, z ne changent pas, quand a varie et devient a -+- cIa. Si donc on différentie l'équation F = o, en regardant a comme seule variable, l'équation qu'on obtiendra appartiendra à la courbe de contact ; et parce que cette courbe se trouve aussi sur la première enveloppée, il s'ensuit que ces deux équations seront
( «> ii") = »
dans lesquelles la quantité a détermine la position de la courbe de contact dans l'espace. Ainsi, suivant que dans les deux équations (A) et (B) on donnera successivement à a différentes valeurs, on aura les équations de coiu'bes de contact différentes qui se trouveront toutes sur l'enveloppe, et dont l'enveloppe elle-même sera, pour ainsi dire, composée. Si donc entre les deux équations (A) et (B) on élimine et, on aura en .r, j-, z une équation que nous représenterons par /'(.r, j, s) = o, ou, pour abréger, par/ = o, et qui sera celle de l'enveloppe elle-même.
Tia ligne de contact, dont les équations sont (A) et (B), a aussi
tme propriété indépendante de la courbe qui particularise F enveloppe, et dont on peut avoir l'expression analytique ; en vertu de cette propriété, elle imprime un caractère général à toutes les enveloppes soumises à la même génération ; sa considération est trèsimportante dans l'intégration des équations aux différences partielles, et nous la nommerons la caractéristique de F enveloppe. Nous verrons par la suite qu'une même enveloppe peut avoir plusieurs caractéristiques différentes. Dans le cas particulier sur lequel nous avons déjà raisonné, la ligne de contact est toujours la circonférence d'un cercle dont le rayon est constant, et dont le plan est toujours vertical et normal à la courbe horizontale, quelle que soit d'ailleurs cette courbe ; et il est évident que c'est cette propriété qui imprime à toutes les enveloppes de ce genre leur caractère commun et distinctif. Poursuivons ces considérations.
Si dans les deux équations (A) et (B) , après avoir donné au paramètre A une première valeur, ce qui détermine la position de la caractéristique dans l'espace, on conçoit que ce paramètre soit augmenté d'une quantité infiniment petite rfa, les deux nouvelles équations seront celles d'une nouvelle caractéristique qui, par sa forme et sa position, différera infiniment peu de la précédente, et qui, en général, la coupera quelque part, puisque ces deux caractéristiques consécutives sont sur la même enveloppe. Les points en nombre fini , dans lesquels les deux caractéristiques consécutives se coupent, sont ceux de la première pour lesquels les coordonnées x^y^ z nt changent pas, lorsque, dans les équations (A) et (B), a varie et devient d -+- dûL. Donc, si l'on différentie ces deux équations, en regardant fit comme seule variable, les deux nouvelles équations qu'on obtiendra appartiendront aux points d'intersection des deux caractéristiques; et parce que ces points se trouvent aussi sm* la première «•aractéristique, que d'ailleurs en différentiant (A) on reproduit (B), il s'ensuit que pour chacun de ces points d'intersection on a les trois
équations
dans lesquelles la quantité et détermine celle de toutes les caractéristiques sur laquelle on considère le point où elle est coupée par celle qui la suit immédiatement.
• Ainsi, suivant que dans les trois équations (A), (B), (C), on donnera au paramètre et différentes valeurs, on aura en oo, y, z trois équations, desquelles, par l'élimination, on tirera les valeurs des coordonnées x^y, z^du point dans lequel la caractéristique correspondante est rencontrée par la suivante. On aura donc sur l'enveloppe autant de points de cette espèce, que Ton pourra donner de valeurs différentes à a. La suite de ces points formera sur F enveloppe une courbe très-remarquable, et dont on aura en x, y, z les deux équations, en éliminant et entre les trois équations (A), (B) et (C) . Cette courbe est touchée par toutes les caractéristiques de la même manière que l'enveloppe est touchée par toutes les enveloppées, et elle est pour l'enveloppe une véritable arête de rebroussement ; car toutes les parties des caractéristiques qui sont d'un même coté par rapport à leurs points de contact avec la courbe que nous considérons, forment ime prerfiière nappe de l'enveloppe, et toutes les parties de ces caractéristiques qui sont de l'autre côté des mêmes points de contact forment une seconde nappe. Ces deux nappes s^ touchent dans la coilrbe dont il $' agit, et qui est pour elles uîie limite commune; de manière que si un point se mouvait sur une de ces deux nappes suivant une certaine loi, il arrivei:ait jusqu'à cette Jiniite, qii'il ne poutrait outre-passer, et, pour continuer son mo\i-
vement suivant la même loi, il serait oblige de se réfléchir et de passer sur r autre nappe. Nous aurons occasion, par la suite, de nous familiariser avec cette espèce d'arête de rebroussement. Nous nous contenterons ici de faire observer que les surfaces coniques sont des enveloppes; que, comme telles, elles ont leur arête de rebroussement; que, pour elles, cette arête se réduit toujours à un point unique, et que ce point, qui est le sonmiet, est très-remarquable sur ces surfaces.
Toutes les arêtes de rebroussement des enveloppes soiunises à la même génération ont aussi un caractère conunun , ime propriété générale, qui est indépendante de la courbe qui particularise l'enveloppe, et dont on peut avoir l'expression analytique. La considération de ces arêtes est d'une grande importance dans le calcul intégral des équations aux différences partielles, et , pour cette raison, nous ne manquerons pas de les étudier dans tous les cas particuliers que nous traiterons.
Enfin, chacun des points de l'arête de rebroussement d'ime enveloppe est l'intersection de deux caractéristiques consécutives ; mais si, sur cette arête, il se trouve un point dans lequel les trois caractéristiques consécutives se coupent , ou , ce qui revient au même, s'il existe une certaine valeur de a, pour laquelle les deux caractéristiques consécutives coïncident et ne forment qu'une même courbe, le point correspondant de l'arête de rebroussement sera tel, que ses trois coordonnées x^ y^ z ne varieront pas lorsque a viendra encore à varier. Si donc on différentie les trois équations (A), (B), (C), en regardant a comme seule variable, les trois équations que Ton aura appartiendront au même point de rebroussement; et parce que la différentiation de (A) produit (B), et que celle de (B) produit (C), il s'ensuit que si des quatre équations
on élimine les trois coordonnées .r, j-, z^ on aura une équation qui ne renfermera plus que a, et qui donnera la valeur de a pour qu'un point de l'arête de rebroussement soit commun à trois caractéristiques consécutives. Ce point est lui-même pour l'arête un point d'inflexion ou un point de rebroussement.
Passons actuellement à la recherche des équations de quelques enveloppes.
§ vn.
DES SURFACES DES CANAUX DONT L'AXE EST UNE COURBE QUELCONQUE PLANE ET HORIZONTALE, ET DONT LES SECTIONS PERPENDICULAIRES A CET AXE SONT DES CERCLES DE RAYON CONSTANT.
Une courbe quelconque étant tracée sur le plan horizontal, si l'on imagine qu'une sphère d'un rayon constant se meuve de manière que son centre suive la courbe, elle parcourra un espace qui sera enveloppé par une certaine surface courbe. Gela posé, trouver ^ 1° V équation générale de toutes les surfaces courbes soumises à cette génération, quelle que soit d'ailleurs la courbe plane qui leur sert d'axe; 2° les équations de la caractéristique de ces surfaces; 3° celle de leur arête de rebroussement.
donc, égalant les valeurs de ces deux cosinus, et accentuant z dans la seconde expression, puisque les points de contact sont pris à la même hauteur, on aura, pour équation générale des surfaces que nous considérons.
Autrement. Il est évident que toutes les normales de l'enveloppe coupent la courbe qui lui sert d'axe, et que les parties de ces normales comprises entre la surface et le plan horizontal sont égales entre elles et au rayon des sphères enveloppées. Or, en nommant 'i'\ y\ z' les coordonnées d'un point d'une surface courbe, nous avons vu que les équations de la normale qui passe par ce point sont
De plus, la grandeur de la partie de cette normale comprise entre le point de la surface et un autre point dont les coordonnées sont
.r, r, z, est
S' [^ - ^^'Y -^ {y - yr -^ {z - z' )\
Substituant donc pour x — x' et y — r' les valeiu^ que fournissent les deux équations précédentes, on aura pour expression de cette grandeur
dz'\ 2 (dz
.fif
Si donc on veut avoir la grandeur de la partie de la normale comprise entre la surface et le plan horizontal, il faudra faire z=o dans
cette expression, qui deviendra
-^'vWf
donc, en égalant cette expression au rayon a des sphères enveloppées, et élevant au carré, on trouvera, comme ci-dessus, pour équation générale
2?. La caractéristique de la surface, c'est-à-dire la courbe de contact de cette surface avec chacune des enveloppées , est évidemment, dans ce cas, la ligne de plus grande pente de la surface, ou, ce qui revient au même, elle est, de toutes les courbes qui sont sur la surface et qui passent par un même point, celle dont la tangente en ce point fait le plus grand angle avec le plan horizontal. La tangente de cette courbe est donc perpendiculaire à l'horizontale menée dans le plan tangent, et enfin la projection horizontale de cette tangente est perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent. Or, j?', j', z' étant les coordomiées du point de la caractéristique, qui est aussi le point de contact du plan tangent, F équation de la projection horizontale de la tangente est
celle de la trace horizontale du plan tangent se trouve en faisant z = o dans T équation de ce plan, et est
De plus, ces deux droites seront rectangulaires si, en ajoutant les produits des coefficients de a? à celui des coefficients de j, la somme
est égale à zéro ; donc l'équation de la projection horizontale de la ligne de plus grande pente est
Donc enfin les deux équations de la caractéristique de la surface sont
En général, T équation {b) peut toujours être déduite immédiatement de r équation (a). Pour ne pas trop charger cet exemple, nous le ferons voir dans l'exemple suivant.
3°. L'arête de rebroiissement de la surface touche en chacun de ses points une de ses caractéristiques; ces deux courbes ont donc en ce point mie tangente commune : donc la tangente de l'arête de rebroussement pour un point de contact pris à une certaine hauteur, fait avec le plan horizontal le même angle que la tangente de la caractéristique pour un point de contact pris à la même hauteur. Or, x\y\z' étant les coordonnées du point de contact pris sur l'arête de rebroussement, la tangente de l'arête fait, avec le plan horizontal , un angle dont le cosinus est évidemment
cos — - •
De plus, dans un cercle vertical et dont le rayon est a, pour un point de contact pris à la même hauteur z\ la tangente fait avec le plan horizontal un angle dont le cosinus est
cos = — ;
donc, égalant ces deux cosinus, on aura pour équation de F arête de rebroussement
{c) z'' {dœ'' + dy 4- dz'') = a' {dx'' + dy'').
Autrement. Les deux équations {a) et (b) appartenant à toutes les caractéristiques, quelle que puisse être la courbe qui sert d'axe à la surface, et quel que soit le point par lequel passe la caractéristique
sur chaque surface individuelle, les deux quantités (^ ) ^* (5^ )
que renferment ces deux équations doivent dépendre implicitement, et d'une première quantité a qui, siu* chaque enveloppe, assigne le lieu de la caractéristique, et d'une seconde quantité p=^flt, dont la forme particularisé l'enveloppe elle-même. Si donc entre les trois équations (a) , {b) et la suivante
dz' = {%) d.' + (f) dy',
on élimine les deux quantités ( -^, j et ( -A | , on fera disparaître
tout ce qui dépend de la quantité a , par conséquent tout ce qui , dans la même enveloppe, particularise chacune des caractéristiques, et l'équation aux différences ordinaires
(c) z'^ {dœ'^ 4- rf/' + dz"') = a' {dœ'^ + dy"'),
que l'on obtiendra, appartiendra à l'arête de rebroussement que toutes ces caractéristiques touchent ; mais aussi par cette élimination on fait disparaître tout ce qui dépend de l'autre quantité |3 = (pa, et par conséquent tout ce qui particularise l'enveloppe elle-même : donc l'équation (c) est généralement celle des arêtes de rebroussement de toutes les surfaces soumises à la même génération.
On voit donc que la caractéristique est exprimée par deux équa-
tions (a) , (è) , dont l'une est aux différences partielles, et dont l'autre est aux différences mêlées, partielles et totales; et qu'au contraire r arête de rebroussement est exprimée par une équation unique aux différences ordinaires, tandis qu'en quantités finies elle doit être exprimée, comme toute courbe à double courbure, par deux équations équivalentes à celles de deux de ses projections.
Les arêtes de rebroussement que nous venons de considérer sont susceptibles d'une autre génération qui conduit à une construction simple. En effet, si après avoir décrit sur un plan vertical quel- <:onque la circonférence d'un cercle d'un rayon a, et dont le centre soit dans l'horizontale, on plie ce plan sur la surface d'un cylindre vertical à base quelconque, la courbe à double courbure que la circonférence de cercle formera par son application sera, en général, l'arête de rebroussement de la surface dont il s'agit. Car il est facile de voir, i°que pour toutes les courbes soumises à cette génération, on aura
\ldjc^ -h dy^ -h dz^ : ^dx*^ -+- dy^ : a :: z,
ce qui est la propriété exprimée par l'équation (c) ; 2° que ces courbes sont les seules qui jouissent de cette propriété. Donc l'équation (c) suffît seule pour les définir.
SECONDE MANIÈRE. EN QUANTITÉS FINIES
L'équation de la courbe horizontale qui doit servir d'axe à la sur&ce, et sur laquelle se trouvent les centres de toutes les sphères enveloppées, étant représentée par j = (p.r, dans laquelle <p exprime une fonction quelconque arbitraire , et a étant la valeur de ,t' qui correspond à la position du centre quelconque de ces sphères, l'équation de la surface de cette sphère sera
(x — a)' -h ( j — (paY -+- z^ = a^.
Si l'on différentie cette équation trois fois de suite, en regardant et comme seule variable, et si l'on fait {i(pa = <p'*, d(p'<t = (p"itdà. et fi(p a = ^"'etdtt, on aura les quatre équations
(A) ^x — ay -^ [j - <pctY -\- z' = a\
(B) X — tt-h {jr — (ptt) (p'ct = o,
(C) (x — (p«) <i>"a — I - {(p'aY = o,
Ce sont ces quatre équations que, dans le paragraphe précédent, nous avons représentées par
Donc si, sans prononcer sur la valeur de la quantité a, on élimine cette quantité entre les deux équations (A) et (B) , le résultat de Télimination sera en or, j, z, l'équation finie de T enveloppe. Tant que la fonction ^ restera sous sa forme générale et indéterminée, l'élimination dont il s'agit ne pourra s'exécuter, et ces deux équations ne pourront être réduites à une seule. Ce ne sera qu'après avoir déterminé la forme de la fonction, de manière qu'elle appartienne à la surface individuelle que l'on considérera dans chaque cas particulier, que l'on pourra effectuer cette élimination. Ainsi, a étant regardée comme une quantité dont la valeur est indifférente, et qui doit disparaître par l'élimination, et la forme de la fonction (p étant arbitraire, le système des deux équations (A) et (B) exprime donc toutes les surfaces courbes soumises à la même génération ; ce système est donc équivalent à l'équation unique aux différences partielles (a), dont nous verrons par la suite qu'il est l'intégrale complète.
Si dans les mêmes équations (A) et (B) on regarde a non plus
comme une indéterminée qui doive disparsdtre par l'élimination, mais comme une constante arbitraire qui doive subsister, en sorte que les deux équations (A) et ( B ) ne soient plus réductibles à une seule , elles appartiendront à la caractéristique de la surface. La forme de la fonction ç particularisera la surface individuelle, et la constante a particularisera sur cette surface la caractéristique individuelle. Ces deux équations sont donc équivalentes aux deux équations {a) et {b). Nous verrons par la suite qu'elles en sont l'intégrale, complétée par une constante arbitraire a, à cause des différences ordinaires, et par une fonction arbitraire (p, à cause des différences partielles.
Si dans les trois équations (A), (B), (C) on élimine a, regardée comme une indéterminée dont la valeur est indifférente (élimination qui ne peut se faire que dans chaque cas particulier, après avoir déterminé la forme de la fonction (p, et celles des fonctions (p', (p'' qui en dérivent par la différentiation), on aura en x^ j'y z deux équations qui seront celles de l'arête de rebroussement. Ainsi la forme de la fonction <p étant arbitraire, le système de ces trois équations est équivalent à l'équation unique aux différences ordinaires (c). Nous verrons qu'il en est l'intégrale complète.
Enfin, si des quatre équations (A), (B), (G), (D), on tire les valeurs des quatre quantités x, j*, z et et, on aura les trois coordonnées du point d'inflexion ou de rebroussement de Tarête de rebroussement, et la position du centre de la sphère enveloppée sur la surface de laquelle se trouve ce même point.
Nous venons de voir que l'enveloppe est exprimée par une équation unique aux différences partielles, et que son arête de rebroussement l'est par une équation unique aux différences ordinaires ; mais qu'en quantités finies l'enveloppe est exprimée par le système de deux équations, et que T arête de rebroussement l'est par un système de trois équations, entre lesquelles il faut éliminer une indé-
terminée a. Loi^qu'un objet est exprimé par uiie équation unique, cette équation est nécessaire, et ne peut être suppléée par aucune autre équation unique du même genre ; mais, lorsqu'il est exprimé par le système de plusieurs équations, aucime des équations de ce système n'est nécessaire, et il existe toujours une infinité d'autres systèmes d'équatipns absolument équivalents. Par exemple, une courbe à double courbure est déterminée dans l'espace par deux équations en «r, j^, js, et ces équations, qui sont celles des deux sm-faces courbes dont la courbe est l'intersection, ne sont nécessaires, ni l'une ni l'autre, pour exprimer cette courbe; car il existe toujours un nombre infini d'autres surfaces courbes qui , prises deux à deux, se coupent dans la même courbe à double courbure, et dont les équations, quoique très-différentes des deux premières, expriment cette courbe avec la même exactitude. Le système des quatre équations (A), (B), (G), (D) n'est donc pas nécessaire pour exprimer toutes les affections de l'enveloppe que nous considérons, et il existe un nombre infini de systèmes d'équations qui remplissent exactement le même objet. Nous nous contenterons d'en rapporter un seul exemple.
Tout étant comme précédemment, si Ton conçoit qu'un cylindre indéfini, à base circulaire, et dont le rayon soit a, se meuve de manière que son axe soit toujours dans le plan horizontal, et tangent à la courbe, dont l'équation est j^ = ^.r, il parcourra un espace qui sera circonscrit et enveloppé par la surface du même canal que nous considérons ; cette surface peut donc être aussi regardée comme l'enveloppe d'une suite infinie de cylindres horizontaux ; et en opérant sur l'équation générale des surfaces de ces cylindres de la même manière que nous l'avons fait sur celle des sphères, nous obtiendrons quatre nouvelles équations dont le système remplira le même objet que celui des quatre équations (A) , (B) , (G) , (D) .
n est facile d'avoir l'équation générale de ces surfaces cylindri-
— Coques par la méthode que nous avons exposée en traitant de leur génération ; mais il peut être bon de faire voir comment on peut y aiTiver par des considérations analogues à celles dont nous nous occupons.
Si Ton représente par a la valeur de x qui correspond au point de contact de l'axe du cylindre avec la courbe horizontale, on aura pour ce point y=(prt, et l'équation de l'axe du cylindre, c'est-à-dire dé la tangente à la courbe, sera
Si Ton supposée ensuite qu'une sphère d'un rayon a se meuve de manière que son centre parcoure cette droite, l'enveloppe de l'espace qu'elle parcourra sera la surface cylindrique demandée. Soit b la valeur de x qui correspond à un point quelconque pris sur cette droite, on aura pour ce point y = ça-h {b — ct)(p'tt, et l'équation de la surface de la sphère dont le centre serait en ce point, et dont le rayon serait a, sera
{x — b)' -h [x — 0(1 — {b — (t) cp'ct]'' -^- z^ = «''.
Donc, différentiant cette équation, en regardant b comme seule variable, ce qui donne
b -h [x — (pet — (b — a) (p' a.\(p' A = o;
et éliminant 6, T équation résultante
\[x — ci)(p'ci — {x — (pct)Y= ia' — z^) \\ ^ [(p'ci)']
sera celle de la surface d'un cylindre à base circulaire, dont Taxe touche la courbe horizontale, ci étant la valeur de x qui correspond au point de contact.
Cette équation étant celle d'une nouvelle enveloppée, il s'ensuit
que si on la différentie trois fois de suite, en regardant a comme seule variable, on aura quatre équations nouvelles
(A'> [{a:-a) <p'ci- (j-<pct)Y ={a'--J)[i+{<{>'ay], (B') (ar — <t)*(p'* — {x — «) (/ — (pet) = {a* — z')<p'et,
(ly) (a; — a)'(p'"a — 3{x — ti)fct = {a' — z')(p''ct, .
qui remplaceront les quatre équations (A), (B), (C), (D). Ainsi, si Ton élimine a des deux équations (A'), (B'), on aura Téquation de l'enveloppe; si Ton élimine a des trois équations (A'), (B'), (C), on aura les deux équations de l'arête de rebroussement ; enfin, les quatre équations (A'), (B'), (C), (D') donneront les valeurs de X, j^, z et rt, qui correspondent au point d'inflexion ou de rebroussement de l'arête.
Ces deux systèmes d'équations peuvenfêtre employés indifféremment ; nous nous servirons du premier , parce qu'il est plus simple.
Étant données les deux équations d'une courbe à double courbure quelconque, trouver celle d'une surface courbe qui passe par cette courbe y et qui soit celle d'un canal dont la section soit un cercle donné de rayon, et dont l'axe soit une courbe comprise dans le plan horizontal.
Ijà, question consiste évidemment à déterminer dans les deux équations (A), (B), ou dans les deux équivalentes (A'), (B'), quelle doit être la forme de la fonction ^, pour que la surface à laquelle appartient l'équation résultante de l'élimination de a passe par la courbe donnée.
Or, cette surfece, qui est une enveloppe, passera par la courbe
donnée si toutes les surfaces enveloppées touchent cette même courbe, c'est-à-dire si chacune des tangentes de la courbe donnée se ti'ouve sur le plan tangent à l'enveloppe à laquelle appartient le point de contact. Soient donc F(^, j, 2;) = o et f{x^y^ z) = o les deux équations^ de la courbe donnée ; si l'on représente par .r, j, s les coordomiées du point de contact, et par x\y\z' celles du point général de la tangente, les deux équations de cette tangente seront
Il / \ dx
dans lesquelles les quantités dx^dy^dz sont des différentielles ordinaires; puis si l'on differentie les deux équations
F(^,j, ^•) = o, et /(x,j, s) = o,
et si Ton en retire les valeurs de — et de -j^, qui seront exi x^ y^z^
et que nous représenterons respectivement par p et q, les deux équations de la tangente seront
De même, x^y^ z étant les coordonnées du point de coiitact du plan tangent, et x\y\ z étant celles du point général de ce plan, r équation du plan tangent sera, comme on sait,
dans laquelle ( ^ j ^^\J] ^^'^^ ^^^ différences partielles; puis, si Ton differentie l'équation (A) de Tenveloppée, et si Ton en tire les
valeurs de l^\ et de ( ^ j qui seront en a:, j, z, a et ^«^ et que
nous représenterons respectivement par P et Q ; l'équation du plan tangent sera
Ce plan devant passer par la tangente, il faut que son équation et celles de la tangente aient lieu en même temps, c'est-à-dire que, si Ton élimine les trois quantités x — x\y — j', z — z', ce qui est toujours possible, l'équation résultante
Pp + Qry=i,
qui est en ^, j, jz, a et ^a, soit satisfaite. Donc, si l'on en élimine r,^, j3, au moyen des trois équations F(a', j, z)=Oj fipc^y^ z)=o et (A) , qui ont lieu en même temps pour le point de contact , on aura en At et ^^ une équation que nous représenterons par
et qui donnera la relation que doivent avoir entre elles les deux coordonnées *, ^a du centre de la sphère enveloppée, pour que la surÊice de cette sphère touche la courbe donnée. Mais il faut que cette condition ait lieu pour toutes les valeurs de a : il faut donc que la même relation subsiste , quand même a varierait et deviendrait tL-\'da\ donc il faut que la différentielle de l'équation M=o ait encore lieu, c'est-à-dire que l'on ait encore
doL
Donc, si entre les quatre équations (A) , (B) , M = o et ^ = o,
on élimine les trois quantités At, (p^ et ^'a, l'équation résultante sera en a?, y^ z celle de l'enveloppe individuelle demandée, qui passe par la courbe donnée.
Cette méthode de déterminer la forme de la fonction pour que la surface passe par une courbe donnée, n'est point particulière à la surface dont nous nous occupons ; elle est générale, et elle convient à toutes les enveloppes lorsqu'il n'y a qu'une seule fonction à déterminer. Il en est de même pour celle de la question suivante.
Étant donnée V équation d'une surface courbe, trouver celle de la surface d'un canal à section circulaire, et dont Vaxe curviligne soit dans le plan horizontal, de manière que le canal ceigne la surface donnée, cest-ciHlire l'embrasse en la touchant suivant une courbe.
Il est évident que la question consiste à déterminer dans les équations (A), (B) quelle doit être la forme de la fonction ç pour que l'enveloppe ceigne la surface donnée, et que cette condition sera remplie si chacune des sphères enveloppées touche la surface donnée, c'est-à-dire si, pour les points communs à l'enveloppée et à la surface donnée, ces deux surfaces ont le même plan tangent. Soit donc F {Xy j, z) =z= o l'équation de la surface donnée : si l'on représente par eT, j, z les coordonnées du point de contact, et par x\y\z' celles du point général du plan tangent, si de plus on
tirées de l'équation F {x, j, z) = o, l'équation du plan tangent à la surface donnée sera
exprime respectivement par p et q les valeurs de ( ^ ) et de ( ^ ^
Si l'on exprime de même par P et Q les valeurs de {•£-) ^^ ( j- ) tirées de l'équation (A), l'équation du plan tangent à la sphère
— 5i — enveloppée sera
Pour que ces deux plans se confondent en un seul, il faut que Ton ait les deux équations
qui sont toutes deux en x^y^ z^ a et tpa. Si de ces deux équations, et des deux autres F (a:, j, 2)= o et (A), on élimine les coordonnées .r, j, z du point de contact qui est commun aux deux plans, on aura en ^t et (pa une équation que nous représenterons par M = o, et qui sera celle de la courbe horizontale qui sert d'axe à Tenveloppe lorsqu'elle ceint la surface donnée.
Donc, si entre les équations (A), (B), M = o et — := o, on élimine les trois quantités a, ^a, ^'a, on aura en oc^y^ z celle de Tenveloppe individuelle demandée.
DES SURFACES DONT LA LIGNE DE PLUS GRANDE PENTE EST UNE
DROITE DINCLINAISON CONSTANTE.
Si l'on conçoit qu'un cône droit, à base circulaire, et dont l'axe soit constamment vertical, se meuve de manière que le sommet parcoure une courbe quelconque tracée dans le plan horizontal , ce cône parcourra un espace qui sera enveloppé par une certaine surface courbe. Cela posé, trouver, 1° V équation générale de toutes les surfaces courbes soumises à cette génération, quelle que soit d'ailleurs la courbe horizontale qui dirige le mouvement du som-
met du cône; 2® les équations de la caractéristique de ces surfaces; 3° celles de leur arête de rebroussement.
PREMIÈRE MANIÈRE, D'APRÈS LA CONSIDÉRATION DU PLAN TANGENT
1 . Chacun des plans tangents de l'enveloppe étant aussi tangent à un des cônes enveloppés, il s'ensuit que tous ces plans formeiît avec le plan horizontal un angle constant. Or, nous avons vu que pour cet angle on a
cos =
donc il faut que cette expression soit égalée à une constante ; ce qui , en nommant a la tangente de l'angle, donne pour équation générale de toutes les enveloppes produites par cette même génération
2. La caractéristique delà surface, c'est-à-dire la ligne de contact de cette surface avec chacune des enveloppées, est évidemment un des côtés du cône enveloppé, et par conséquent une droite perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent correspondant : elle est donc, comme dans le cas précédent, la ligne de plus grande pente de la surface ; donc sa seconde équation sera de même
3. L'arête de rebroussement étant touchée par toutes les caractéristiques, et celles-ci étant des droites qui forment avec le plan horizontal un angle constant, et dont la tangente est a, il s'ensuit que, quelle que soit la courbe qui dirige le sommet du cône enve-
loppe, chacun des éléments de l'arête de rebroussenient fait avec sa projection horizontale un angle dont la tangente est a. On a donc pour toutes les arêtes, et pour chacun de leurs points,
dz
sjdx* -h dj*
L'équation générale des arêtes de rebroussenient de toutes les surfaces soumises à cette génération est donc
(c) dz" = a'{(lx^ -^df).
Ces mêmes arêtes de rebroussement sont susceptibles d'une génération plus simple. En effet, après avoir mené dans un plan vertical quelconque une droite qui fasse avec l'horizon l'angle dont la tangente est a, si l'on plie ce plan siu* la surface d'un cylindre vertical à base quelconque, la courbe à double courbure cpie la droite formera par son application sur la surface sera évidemment celle qui est exprimée par l'équation (c).
De la caractéristique.
Nous avons dit (§ VII) que dans tous les cas Téquation [h) de h caractéristique pouvait être déduite analytiquement de l'équation [a) de l'enveloppe. Nous allons le démontrer.
Pour abréger, nous représenterons désormais par p et q les différences partielles de z, de manière que pour toute surface on ait
dz =pdx -h qdy.
L'enveloppe touchant dans chacun de ses points une des enveloppées, et ces deux surfaces ayant pour leur point de contact le même plan tangent, il s'ensuit que pour ce point de contact les valeurs des cinq quantités ^,/, z,/?, q sont les mêmes, soit que l'on considère le point comme appartenant à l'enveloppe, soit qu'on le
regarde comme appartenant à l'enveloppée : ainsi l'équation (a) de Tenveloppe, qui n'est, en général, composée que de ces cinq quantités, appartient non-seulement à toutes les enveloppes différentes soumises à la même génération, mais encore à toutes les enveloppées comprises sous toutes ces enveloppes. Considérons-la d'abord comme appartenant aux enveloppées.
Des cinq quantités a:, /, js,/?, y, les deux dernières, p et ^, sont les seules par lesquelles peuvent différer entre elles les équations individuelles de deux enveloppées différentes; elles sont donc les seules qui dépendent de la valeur de la quantité a, qui, pour une même enveloppe, indique la position de l'enveloppée individuelle. (3r nous avons vu que, [)our avoir l'équation de la caractéristique, il faut différentier l'équation de l'enveloppée, en regardant a comme seule variable. Donc, si l'on représente par
Pdp -H Qdq = o
la différentielle de Téquation (a), prise en ne faisant varier que p et (/, sa différentielle, prise en regardant a comme seule variable, sera
or on a d'ailleurs
dz z=L pdx -h qdy^
et par conséquent
donc, éliminant y-j-y (t^ )' ^*^ ^^^^ pour équation de la caractéristique
Vdy — Çldx = o.
C'est cette équation qui, dans tous les cas, produira Téquation (b) de la caractéristique.
Considérons actuellement l'équation (a) comme appartenant aux enveloppes. Des cinq quantités ^, /, z, p^ q^ les deux dernières sont encore les ^ules par lesquelles peuvent différer entre elles les équations individuelles de deux enveloppes différentes; elles sont donc les seules qui dépendent de la forme de la fonction <p qui particularise l'enveloppe. Ainsi, en supposant que la fonction ^ renferme un paramètre y qui soit constant pour une même enveloppe , et qui varie en passant d'une enveloppe à une autre, les quantités Pj q sont, dans l'équation (a), les seules qui dépendent de la valeur de 7. Or, si l'on voulait trouver la ligne d'intersection de deux enveloppes consécutives, il faudrait différentier l'équation (a) en regardant y comme seule variable; ce qui donnerait évidemment
et parce que l'équation
dz=prfx -h qdy donne également
{^^"^^^^yy^"'
en éliminant ( -r^ b ( -^ b on aurait encore
Pdf — Qdx = o,
qui est la même équation que celle que nous avons trouvée pour la caractéristique. Donc la caractéristique jouit de la double propriété d'être l'intersection de deux enveloppées consécutives inscrites dans la même enveloppe, et d'être l'intersection de deux enveloppes consécutives circonscrites à une même enveloppée.
Il est facile de vérifier ce résultat sur toutes les surfaces dont nous avons étudié les générations ; nous allons le faire sur celles de révolution prises pour exemple.
Une surface de révolution est l'enveloppe d'une suite de sphères dont les centres sont sur l'axe, et dont les rayons sont variables suivant une certaine loi. Pour une même siu'face de révolution, c'està-dire pour une même enveloppe, la ligne suivant laquelle se coupent deux sphères consécutives est évidemment la circonférence d'un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe, et dont le centre est dans l'axe. Ensuite, si l'on suppose que la coiu'be qui sert de méridien à la surface vienne à changer, il en résultera une nouvelle surface de révolution qui, si elle coupe la première, la coupera évidemment encore dans la circonférence d'un cercle dont le plan sera perpendiculaire à Taxe, et dont le centre sera dans l'axe. C'est cette circonférence de cercle, ayant pour axe une droite constante de position, qui est la caractéristique des surfaces de révolution autour de cette même droite , et qui est en même temps , comme on voit, l'intersection de deux sphères consécutives sous la même enveloppe, et celle de deux enveloppes consécutives autour de la même sphère.
SECONDE MANIÈRE, EN QUANTITÉS FINIES
L'équation d'une surface conique droite à base circulaire, dont le sommet est dans le plan horizontal, et dont l'axe est vertical, est
dans laquelle a et |3 sont les coordonnées du sommet, et a est la tangente de l'angle que le côté du cône fait avec le plan horizontal. Si l'équation de la courbe que le sommet doit parcourir dans le plan horizontal est représentée par
on attra
et l'équation générale de l'enveloppée sera
différentiant trois fois de suite, en regardant a comme seule variable, on aura les trois autres équations
(B) ' (j — <pa)(p' d-^- X — fit = o,
(C) (j — (pa) <p"ti — 1 — (<p'a)^ = o,
(D) ' {x — (pa)(p'"ti—^(p'<t(p''ct=o,
desquelles on déduira, comme nous F avons vu, T équation de l'enveloppe, celles de sa caractéristique et celles de son arête de rebroussement.
S'il était question de déterminer la forme de la fonction ^, de manière que l'enveloppe individuelle passât par une courbe don- *iiêe ou. ceignît une surface donnée, on le ferait par la méthode qui a été exposée dans l'exemple des surfaces des canaux circulaires.
Nous terminerons ce qui regarde les surfaces dont la ligne de plus grande pente est une droite d'inclinaison constante, par exposer une propriété remarquable dont elles jouissent toutes relativement à leur quadrature. Le plan tangent de chacune de ces surfaces faisait toujoiu^ le même angle avec le plan horizontal, l'aire de chacun des éléments est à sa projection horizontale dans le rapport constant du rayon au cosinus de l'inclinaison du plan tangent, n suit de là que \aire dune portion finie de cette surface ^ terminée par une courbe quelconque, soumise ou non à la loi de continuité, est à sa projection horizontale dans le rapport du rayon au cosinus de V inclinaison constante de la surface. Ainsi la quadrature de cette
sur&ce ne dépend que de celle de l'aire d'une courbe plane.
Cette propriété ne convient qu'aux surfaces que nous considérons; elle pourrait être regardée comme un de leurs caractères, et servir à leur définition. **
COURBURE
Si Ton conçoit qu'une surface courbe quelconque donnée, et constante de figure, se meuve le long d'uiie courbe quelconque , sans éprouver de mouvement de rotation, c'est-à-dire de manière que deux plans non parallèles entre eux et fixés à la surface restent toujours chacun parallèle à lui-même pendant le mouvement, la siirfece qui enveloppera l'espace parcouru aura une propriété*^ dépendante de la courbe qui dirigera le mouvement de l'enveloppée, et l'équation qui exprimera cette propriété sera celle de cette espèce de génération. C'est cette équation que nous nous proposons de trouver. Nous commencerons par des cas simples. Nous supposerons d'abord que l'enveloppée se meuve le long d'une courbe plane tracée sur un des plans de projection, et i^ sur le plan des Jo, y, que nous regarderons comme horizontal.
La courbe qui dirige le mouvement de l'enveloppée étant plane et horizontale, si, par un point quelconque de l'enveloppe, on mène un plan tangent à cette surface; puis si, considérant l'enveloppée dans sa position primitive , et pour laquelle on a son équation , on lui conçoit de même un plan tangent, mais parallèle au premier, le point de contact de ce dernier plan sera, pour l'enveloppée, celui
qui, par le mouvement, doit venir se confondre avec le point pris ittr l'enveloppe. Ces denx points de contact doivent donc être à la mêiçe hauteur, quelle que soit d'ailleurs la courbe qui dirige le mouvement. Cela posé, représentons l'équation donnée de l'enveloppée, considérée dans sa position primitive, par
et représentons par F'(ar, j) et F"(a:, j) les coefficients de djo et cly dans la différentielle de cette équation, de manière que l'on ait, par la difierentiation ,
dz = F'{x,y)ih:-hF"{x,y)dy;
enfin, soient oc\y\ z' les coordonnées du point de contact de l'enveloppée, x^y^z étant celles du point de contact de l'enveloppe,
on aura
le parallélisme des deux plans tangents donnera les deux équations
et les deux points de contact devant être à la même hauteur, on aura
Ces quatre équations ayant lieu simultanément pour tous les points de l'enveloppe, c'est-à-dire quelles que soient les valeurs de ;r',^j', z', il s'ensuit que, si l'on élimine ces trois quantités entre les quatre ëquatiofts, l'équation résultante, qui sera nécessairement de la forme
sera celle de l'enveloppe demandée.
TfîPWP
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Mai% dans le cas dont il s'agit, on peut avoir l'équation de la caractéristique indépendamment de l'équation (a) et de la forme de la fonction f. En effet, si l'on circonscrit à l'enveloppe une surface cylindrique horizontale, et qui la touche en une ligne courbe, cette courbe de contact sera évidemment la caractéristique demandée; car, étant tangente à l'enveloppe, elle sera aussi tangente à deux enveloppées consécutives, et elle comprendra la courbe suivant laquelle ces deux enveloppées se coupent. Or, l'équation de la surface cylindrique horizontale est, en général,
Où étant une constante qui indique la direction de la surface cylindrique : donc la caractéristique devant se trouver sur cette surface, on aura pour elle cette seconde équation
dans laquelle io est la constante dont la valeur particularise la position de cette courbe.
En raisonnant d'une manière analogue, on trouvera que si la ligne qui dirige le mouvement de l'enveloppée est une courbe tracée dans le plan des a:, z, l'équation de l'enveloppe sera le résultat de l'élimination des deux quantités .r', j' entre les trois équations suivantes :
et qu'elle sera par conséquent de la forme
(«) Hr^p^q) = ^^
dans laquelle la forme de la fonction f n'est pas la même que celle
du cas précédent. Réciproquement, toute équation de la forme de la précédente est celle de la surface qui enveloppe l'espace parcouru par une surface courbe, constante de figure, et quî, sans tourner, se meut le long d'une courbe plane tracée dans le plan des .r, z.
L'équation de la caractéristique se trouve de même indépendamment de la forme de la fonction f ; car cette courbe est, sur une siu*face cylindrique, parallèle au plan des ^, js, et qui est cit^onscTite à r enveloppe. Son équation est donc
dans laquelle cù est une constante qui particularise chaque caractéristique.
L'équation de l'enveloppe en quantités finies est évidenunent le résultat de l'élimination de l'indéterminée a. entre l'équation
(A) z — (i = ¥[x — ^tf,/)
et sa différentielle (B), prise en Regardant a. comme seule variable. De même, si la courbe qui dirige le mouvement de l'enveloppée était tracée dans le plan des j, z, l'équation de l'enveloppe serait le résultat de Télimination des deux quantités .r', y' entre les trois équations
et serait par conséquent de la fomie (a) t'(j;, /?, y) = o;
celle de la caractéristique serait
et l'équation de l'enveloppe en quantités finies serait le résultat de l'élimination de l'indéterminée x entre l'équation
(A) z — a = F (or, j — (pa)
et sa différentielle (B), prise en regardant a comme seule variable. Passons enfin au cas général. Supposons que la courbe qui dirige le mouvement de l'enveloppée soit tracée sur une surface courbe quelconque donnée, et dont l'équation soit représentée par
r indiquant une fonction donnée des trois variables j?, j, z. L'enveloppée n'ayaiN: aucun mouvement de rotation, chacun de ses points décrit le même arc d'une même courbe; mais cet arc, pour les cKflerents points, est placé, sans tourner, dans différentes parties de l'espace. Si donc on mène à l'enveloppe, et à l'enveloppée considérée dans sa position primitive, deux plans tangents parallèles entre eux , ce qui donnera les deux équations
le point de contact de l'enveloppée sera celui de tous les points de cette surface qui, dans le mouvement, viendra se confondre avec le point de contact de l'enveloppe ; et les trois quantités x — x'\ y — y ^ z — z' seront respectivement égales aux trois coordonnées d'tm des points de la surface sur laquelle est tracée la courbe qui
dirige le mouvement. On aura donc entre ces trois quantités
l'équation
on a d'ailleurs, par supposition, entre les trois coordonnées du point de contact de l'enveloppée, l'équation
(^es quatre équations devant avoir lieu simultanément pour tous les points de Tenveloppe, par conséquent pour tous ceux de l'enveloppée, c'est-à-dire quelles que soient les valeurs de a;', j', z', il H ensuit que, si l'on élimine ces trois quantités, l'équation résultante Hcra en 0?, j, z, )» et (/ celle de l'enveloppe demandée. , #
Supposons que des deux premières équations et de la dernière, on ait tiré en p et q les valeurs de x\ x\ z\ et que ces valeurs Hoienl
v\\ It^H Hulmtituant dans la tmisième, on trouve que réquation de l'uiivi^loppo peut toujoui^i otiv mise sous cette forme
dniiii liu|ut^ll(^ It^H tr(MH Jonctions f, /, F ne sont point indépendniilrti, iimiN houI liées eutit^ elles par une loi qu'il est facile de
dérouvrir.
I^Ji ellel , quelU*H (|U0 soient et la nature de l'enveloppée et celle Ai^ lu Murliu^e Hur la(|ut*lle est tracée la courbe qui dirige le mouveiiM^nl, e'ml-h-dire (|uelleH (jue soient les formes des fonctions F et r, il Mut évideiil que des trois qiumtités x — x'y y—y', z — z', ou deM lnii»i Huivaules, ciui leur sont respectivement égales,
'' n/>t V)» .r - J\p^ V)» - — t'ip^ 7)» si deux quelconques MiMl iiup|ioHét*H (MMiHtantes, ce qui fixe le point que l'on considère ^uy Teiivelopp^s la troisième est aussi nécessairement constante. Il liiul quii %\ le»i dilVénMitielles de deux d'entre elles sont égales à zéro, <*iillii dii la IroÎNiiNme soit aussi égale à zéro, et par conséquent que
l'on ait en même temps les trois équations suivantes :
dx — df{p,q) = o^
^kr — ^f{p^ 9) = o>
pdx-\-qdy — dF{p, q) = o;
il faut d'ailleurs que ces trois équations aient lieu, quelles que soient les valeurs de dx et dy^ qui sont arbitraires : donc, si entre ces trois équations on élimine dxetdy^ l'équation résultante
^^{P^ q) =pdf{p, q) 4- qd/{p, q)
exprimera la condition qui lie entre elles les formes des trois fonctions f , y, /^.
Donc, si l'on a une équation aux différences partielles du premier ordre de la forme
(a) T[x — {{p,q), jr—/{p^q), z — F{p,q)] = o,
dans laquelle r indique une fonction quelconque donnée de trois quantités, mais dans laquelle les trois fonctions f, y, F satisfassent d'ailleurs à la condition suivante :
dF = pdî -h qd/j
cette équation sera celle de la surface qui enveloppe l'espace parcouru par une autre surface courbe, constante de figure, et qui, sans tourner, se meut le long d'une courbe quelconque tracée sur ime troisième surface courbe donnée, l'équation de cette dernière sur&ce étant
Quant à l'équation de l'enveloppée, il est facile de la déduire de l'équation (a) de l'enveloppe supposée donnée. En effet, l'enve-
loppe peut toujours coïncider avec l'enveloppée ; elle y coïncide lorsque pour tous ses points on a en même temps
.V — x' = Oj y — j' = o, z — z' = o,
ou, ce qui revient au même, lorsqu'on a les trois équations suivantes :
Ces trois équations devant alors avoir lieu pour tous les points de l'enveloppe, et par consé(juent quelles que soient les valeurs de p et de 7, il s'ensuit que, si l'on élimine entre elles ces deux quantités, réquation en a?, j, z que Ton obtiendra sera celle
de l'enveloppée considérée dans sa position primitive.
Cette équation étant obtenue, si l'on diminue les coordonnées z, y^ X des quantités respectives a, ^a, -^ct, dans lesquelles ^ et 4 représentent des fonctions arbitraires, ce qui donnera
z — ût= F(j? — (pa, y — 4*)'
on aura l'équation de l'enveloppée transportée le long d'une courbe à double courbure quelconque, jusqu'en un point de cette courbe qui correspond a z = a; puis, si l'on élimine ime des deux fonctions (pflt, 4* au moyen de l'équation
r((pa, 4^^^ *) = ^5
la c*ourbe qui dirige le mouvement sera assujettie a être sur la surface donnée; enfin, si l'on élimine a de ce résultat au moyen de sa (lifFérentielle prise en regardant a comme seule variable, on aura
en quantités finies l'équation de Tenveloppe, et par conséquent rintégrale de l'équation (a).
Jusqu'ici nous avons supposé que la courbe qui dirige le mouvement de l'enveloppée était tracée sur une surface courbe donnée; si cette courbe était totalement arbitraire dans ses deux projections, la génération de l'enveloppe pourrait de même être exprimée; mais elle ne le pourrait être indépendamment de toute fonction arbi • traire qu'au moyen des différences partielles du second ordre. Nous nous occuperons incessamment de ce genre de différences , et nous aurons occasion de traiter cette même surface d'ime manière encore plus générale.
Comme ces recherches conmiencent à devenir compliquées , nous croyons devoir les éclaircir par un exemple simple.
EXEMPLE
Étant donnée une surface de révolution autour de laae des z, et dont l'équation sera, comme nous l'avons vu,
n indiquant une /onction donnée, et une courbe quelconque étant tracée sur cette surface; si Von suppose quune spfière de rayon constant se meuve de manière que son centre décrive cette courbe, trouver V équation de la surface qui enveloppe l'espace parcouru par la sphère, indépendamment de la nature de la courbe parcourue par le centre.
Si l'on représente par a le rayon constant de la sphère enveloppée, l'équation de la surface de cette sphère, considérée dans sa position primitive, sera
les deux équations qui expriment que les plans tangents à la sphère et à l'enveloppe sont parallèles entre eux seront
Va' — x"— j"
celle qui exprime que les deux points de contact coïncideront dans un instant du mouvement sera
et éliminant x\y\z' entre ces quatre équations, on aura T équation demandée.
Si Ton tire des trois premières les valeurs de x\ y\ z\ on trouvera
donc, en faisant, pour abréger,
r équation de l'enveloppe demandée sera
Cette équation est de la forme de l'équation {a) du cas général; car,
pour ce cas particulier, on a
et en exécutant les difFërentiations indiquées, on trouve que V équation de condition
j a j ap I aq
est identique.
Actuellement, si F équation aux différences partielles que l'on vient de trouver était proposée, et s'il fallait en déduire, en quantités finies, les équations de l'enveloppée et de l'enveloppe supposées inconnues, on aurait d'abord celle de l'enveloppée, en éliminant petq des trois équations
—ag a
ce qui s'exécute facilement en carrant les trois équations et ajoutant, et l'on trouverait
On aurait ensuite l'équation de l'enveloppe en éliminant a entre i ^équation suivante :
CA) {œ — ciy + (r - (pay -h js - n[a^ -+- {<p^y]Y = ^%
sa différentielle prise en regardant a comme seule variable . Nous terminerons là ce que nous nous proposons de dire sur la génération des sur&ces courbes qui peuvent être exprimées par
<l('s (lifloreiices partielles du premier ordre, pour passer à celles<{ui ('xigent des différences partielles du second ordre; mais, en traitant i\v relles-ci, nous aurons encore occasion de voir un assez grand nombre de celles de la première espèce.
l)K LA SURFACE ENGENDRÉE PAR LE MOUVEMENT D'UNE DROITE QUI NE CESSE PAS D'ÊTRE PARALLÈLE A UN PLAN CONSTANT DE POSITION.
Si Ton <î()n(;oit dans l'espace deux courbes quelconques à double riMirbure, et (|u'une droite constamment parallèle à un plan fixe r»r ninive d(î manière qu'elle s'appuie toujours contre ces deux niurb(*H, ce (|ui déterminera la nature de son mouvement, la surliirr courbe (engendrée par la droite, par cela seul qu'elle résultera i\v nitle génération, aura une propriété indépendante de la nature di^ti diMiK c^ourbes qui dirigent le mouvement de la droite , et l'exlirmuion iuiiilyti({iie de cette propriété sera l'équation générale de liMih'M IrH »iiirfiiceH S(mmises à la même génération.
l/rMprrHHion i\v cette propriété peut être obtenue sous trois , Inniipi» li^H-diU'érentes : i*" Elle peut ne renfermer aucun vestige dp Im MMlin'c i\vH d(Uix courbes directrices; alors elle contient des
lIllriMirrH piniitîlIcH du second ordre, et elle est délivrée de toute ImiicIMMI ui'bitniire. •/* Klle peut ne renfermer des vestiges que d'iniM MMilo dp»i deux directrices; alors elle peut être exprimée en dllh'«riMMM«» piirtii^lli'H du premier ordre, mais elle contient une fonc- Mmii lU'bllniÎHS <•• ^*<''" P*'^** avoir lieu de deux manières essentielle- \\\v\\\ \MhV\\\v^* J" Knrm,elle peut ne renfermer que des quantités
finies : dans ce cas , elle conserve les vestiges des deux directrices , et elle renferme deux fonctions arbitraires. Nous allons donner toutes ces formes dans l'ordre suivant lequel nous venons de les énoncer.
Pour abréger, de même que nous représentons par p eX q les différences partielles du premier ordre de l'ordonnée z, de manière que nous avons
dz =pcLv -}- gctyj
nous représenterons aussi, dans la suite, par r, ^, ^ les différences partielles du second ordre, de manière que nous aurons
dp = rdx H- sdy^ dq = sdœ H- tdy^
où l'on voit que, comme on sait, le coefficient de dy^ dans la différentielle de /?, est le même que celui de dx dans la différentielle de q. On aura donc aussi
ddz = rdx'^ -\- isdxdy H- tdy'^.
Tant que les trois quantités a:, j, z sont considérées conune les coordonnées d'ime surface courbe, ce qui arrive toujours, lorsqu'elles ne sont liées entre elles que par une seule équation, deux quelconques d'entre elles, par exemple a? et j, peuvent toujours être regardées comme indépendantes; leurs accroissements dx^ dy sont donc, en général, indépendants et arbitraires. Lorsqu'on est obligé de considérer plusieurs de ces accroissements successifs , on est le maître de donner à chacun de ceux de la même suite la valeur que l'on veut, pourvu qu'on introduise dans le calcul la loi qui détermine la valeur de chacun des accroissements de la suite. La loi la plus simple est de supposer dx etdy constants; et l'introduction de cette loi dans les calculs s'opère en faisant ddx = o, ddy = o :
c'est pour cela que ces différences secondes n'entreront dans les recherches suivantes que lorsque nous parlerons des courbes à double courbure.
La surface que nous considérons jouit évidemment de cette propriété, I® que si par un point quelconque de cette surface on conçoit la droite génératrice et un plan tangent, ce plan passera par la droite; 2® que si le point se meut sur la surface, mais sans sortir de la même génératrice, le nouveau plan tangent, qui passera encore par la même droite, coupera le premier dans la génératrice ellemême. C'est cette propriété dont il s'agit d'avoir l'expression.
Pour cela, a:, j, z étant les coordonnées du point considéré sur la surface, ^Xx\ y\z' celles du point général d'un plan, soit •
Aa:' + B/ + Gz' = o
r équation donnée du plan fixe mené par l'origine, et auquel la génératrice doit constamment être parallèle. L'équation du plan tangent à la surface sera, comme on sait,
Si par le même point de la surface on mène un plan parallèle au plan fixe, son équation sera
A{x — x') -hB(j— 7') +C{z — c') =0,
et ces deux équations seront celles de la génératrice lorsqu'elle passe par le point que l'on considère.
Si le point de contact change de position sur la surface, quelle que soit d'ailleurs la direction de son mouvement , le nouveau plan tangent coupera le premier en ime droite, dont on aura l'équation
en différentiant T équation du plan tangent, sans faire varier ni ^', ni y\ ni jz' ; ce qui donnera
{x — x') [rdx ^- sdy) H- (j — y') {sdx -|- tdy) = o,
dans laquelle la valeur de ^ dépend de la direction du mouvement
du point de contact. Mais si Ton veut que ce point ne sorte pas dii plan parallèle au plan fixe, il faut que les quantités dx^ dy^dz aient entre elles la relation que donne l'équation de ce plan ; il faut donc que la différentielle de cette équation, prise en regardant aussi ^\x' j z' comme constants, soit satisfaite, c'est-à-dire que l'on ait
kdx H- ^dy H- G {pdx H- qdy) = o,
ce qui donne la valeur de ^- L'intersection des deux plans tangents consécutifs devant coïncider avec la génératrice, il s'ensuit que les valeurs de x\ y\ z' sont les mêmes pour ces quatre équations; or ces équations doivent avoir lieu pour tous les points de la surface, et par conséquent quelles que soient les valeurs de x^ y^ z
et -^^ Donc, si l'on élimine les trois quantités ^~^,? ■^~-^,> -^, l'équation résultante
(C^ H- B) V — 2 (Gy -h B) (G/; H- A) ^ H- (G/? H- A)^ ^ = o
sera aux différences partielles secondes et linéaires celle de la surface demandée.
Si le plan fixe avait été parallèle aux z, on aurait eu G = o dans l'équation donnée de ce plan; et l'équation aux différences secondes
aurait été
BV— 2AB^H-A'^ = o,
dont tous les coefficients sont constants, et qui, à cause de sa simplicité, paraît êtrg celle par laquelle nous aurions dû commencer
lO
ces nouvelles recherches; mais nous avons cru devoir leur donner dès à présent toute la généralité qui n'augmente pas leur difficulté. Les surÊices dont F équation est aux différences secondes ont leur caractéristique comme celles du premier ordre, et l'équation de cette courbe peut toujours être déduite de l'équation diflférentielle par la méthode générale que nous allons exposer.
De la caractéristique des surfaces dont V équation est aux
différences secondes.
Quelle que soit la génératrice de la surface, et quelle que soit la position dans laquelle on la considère, cette courbe coupe les deux directrices chacune en un point; par chacun de ces points menons à la directrice correspondante une tangente, puis concevons pour une autre surface soumise à la même génération deux nouvelles directrices, mais qui soient telles qu'elles touchent respectivement les premières chacune dans le point par lequel passe la génératrice, en sorte que les deux tangentes soient communes aux nouvelles directrices et aux premières. Gela posé, il est évident que les deux surfaces engendrées se toucheront dans toute l'étendue de la génératrice : elles auront donc une ligne commune qui ne changera pas,
lorsque tout ce qui particularise une surface individuelle éprouvera une variation, et qui sera par conséquent la caractéristique. Ainsi, pour avoir l'équation de cette ligne commune, il faudra difTérentier celle de la surface, en ne faisant varier que le paramètre, dont la valeur particularise la surface individuelle* Mais la ligne commune étant une ligne de contact dans toute son étendue, les cinq quantités ^, j, Zj fy q ont les mêmes valeurs pour les deux surfaces, et ne varient pas lorsque ce paramètre change ; les trois autres quantités r^ Sj t sont donc les seules qui en dépendent. Donc, pour différentier l'équation de la surface, en ne faisant varier que le para-
mètre, il fiiut la différentier d'abord en ne faisant varier que r, s^ t. Soit cette différentielle
Rdr-hSds-hTdt = o.
Comme les quantités p et q sont les mêmes pour les deux surfaces, leurs différentielles, prises de la même manière, doivent aussi être nulles; ce qui donne
drdx -h dsdy = o, dsdx -{- dtdf = o.
lilnfin, ces trois équations devant avoir lieu dans toute l'étendue de la ligne de contact, et par conséquent quelles que soient les valeurs
cie ^ ^t ^' si ï'oï^ élimine ces deux quantités entre les trois équa-
t:ions, on aura pour équation générale de la caractéristique d'ime surface dont l'équation est du second ordre,
R^/j2 _ Srf.rrfj -h Tdjc^ = o.
Cette équation étant du second degré algébrique par rapport à %^ il s'ensuit qu'en chaque point de la siu'face on a deux valeurs de
^ pour la caractéristique qui passe par ce point ; la caractéristique
a donc deux tangentes différentes en ce point, qui est par conséquent un point double de cette courbe.
Dans tous les cas où l'équation qu'on vient de trouver a deux
facteurs rationnels linéaires par rapport à ^^ il y a deux caractéristiques indépendantes, et dont on peut avoir les équations individuelles: mais, dans le cas général, ces deux caractéristiques sont les deux branches d'une même courbe, et ces branches se coupent toujours dans le ppint que-l'on considère sur la surface.
lO.
Dans le cas particulier de la surface dont nous nous occupons, on a
S = -a(Cy + B)(C/;-hA),
r équation de la caractéristique est donc
(Gy4-B)Vj^-h2(Gy-hB)(G/? + A)d^rf7-+-(G/?H-A)V^^=o,
qui peut être mise sous la forme
(Acte H- Bdy -h CdzY = o.
Gette équation a deux facteurs rationnels linéaires; mais ces deux facteurs étant égaux, il s'ensuit que les deux caractéristiques coïncident partout, et ont pour équation commune
Adr -h hdf -h Cdz = o,
dont l'intégrale est
Ax -h Bj + Gz = a,
dans laquelle a est la constante qui, variant d'une caractéristique à une autre, détermine la position de cette courbe. Gette équation est celle d'un plan parallèle au plan fixe, et qui coupe la surface dans la génératrice; donc la caractéristique n'est autre chose que la génératrice elle-même.
Pour trouver les deux équations aux différences partielles du premier ordre, concevons par un point quelconque de la surfece, i*" un plan tangent, 2^ un plan parallèle au plan -fixe; les équations
(le ces deux plans seront
Gela posé, il est évident que si le point se meut sur la surÊice, ce qui changera la position du plan tangent, tant que ce point ne sortira pas du second plan, les deux plans se couperont dans une même ligne droite. Il s'agit donc d'exprimer que si le second plan est constant, la droite d'intersection sera aussi constante. Mais cette droite, se trouvant sur un plan constant, sera elle-même constante si une seule de ses projections l'est : donc il suffira d'exprimer qu'une des projections de la droite et le second plan sont en même temps constants de position.
Le second plan sera constant de position si la quantité Aa:H-Bj^H-Gz est constante. Représentons cette quantité par a,
qui donnera
d =z Aœ -+- Bj 4- Cz.
On aiu'a l'équation de la projection de la droite sur le plan des 9 z, en éliminant/ entre les équations des deux plans; cette équa-
o>nsera
us laquelle on a
P B/7 — Aq
B(z—px—çy) + ccq '~ Bp — Àq
Donc il faut que » étant constante, les deux quantités |3 et 7 le
Soient aussi Routes deux; or, il y a entre *, |3, 7 une relation telle
^^{ue si deux d'entre elles sont constantes, la troisième l'est aussi né-
^ï€ssairement, puisqu'en faisant det=:o et d^=:o, onsi dy = o;ce
qu'il est facile de vérifier par la difFérentiation : donc il suffira d'énoncer que de ces trois quantités, deux quelconques sont constantes ensemble et variables ensemble, et par conséquent fonctions l'une de l'autre; donc une des équations aux différences du premier ordre sera
En opérant d'une manière analogue sur les deux autres projections, on aurait trouvé les deux nouvelles équations
|±4-^ = 4[A,r + B^ + Cz],
dont une quelconque est une suite nécessaire des deux autres : ainsi deux de ces trois équations, les deux premières par exemple, seront, aux différences partielles du premier ordre, celles de la surface demandée.
Si l'on regarde les fonctions ç, 4? "^ comme arbitraires, c'est-àdire comme susceptibles de toutes les formes possibles, chacune des trois dernières équations est de la même généralité que celle aux différences secondes, et deux quelconques d'entre elles en sont les intégrales premières.
Si l'une quelconque des trois équations aux différences partielles premières que l'on vient de trouver était proposée, soit que la fonction fût donnée, soit qu'elle fut arbitraire, et s'il fallait trouver l'équation de la caractéristique de la surface courbe à laquelle elle appartient, il faudrait, comme nous l'avons vu, différentier cette équation en regardant p et q comme seule variable ; ce qui donnerait un résultat de la forme Vdp + Q^ = o, et l'équation Pf/r — Qdlr = o serait l'équation demandée. Or, si l'on diffé-
rentie de cette manière chacune de ces trois équations, on trouve également pour chacune d'elles
P = C5r-+-B, —Q = Gp^A;
donc l'équation de la caractéristique est indifféremment, pour les trois équations,
{Cq H- B)d)r -h {Cp 4- \)dx = o,
ou, ce qui revient au même,
AcLv -+- Bdy -+- Gdz = o,
la. même que celle que nous avons trouvée pour l'équation aux différences secondes.
Enfin, pour trouver en quantités finies l'équation de la surface, il &ut observer que si le point que l'on considère se meut sur la Surface de manière qu'il reste toujoiu^ dans le même plan parallèle uplan fixe, il se mouvra en ligne droite, c'est-à-dire qu'il restera oujours dans un autre même plan mené par l'origine. Soit
z=^ ax -h bf
inéquation de ce dernier plan; il fout donc que si la quantité -^j;-i-By*4-Gs = a est constante, ce qui exprime que le point '^i^cste dans le même plan parallèle au plan fixe, les deux autres f^uantités a et ^ soient toutes deux constantes : donc ces deux quantités doivent être chacune une fonction de a; donc l'équation demandée est
z = x(p {Ax -h By -h Gz) -4- j4(A^ + B/4-Cz), dans laquelle les formes des deux fonctions ^ et 4 sont arbitraires ,
et ne sont pas les mêmes que celles des fonctions que nous avons représentées par les mêmes caractères dans les équations aux différences premières, quoiqu'elles en dépendent.
Cette équation est de la même généralité que l'équation aux différences secondes, et que chacune des trois aux différences premières, et elle est leur intégrale finie commune.
Deux courbes à double courbure quelcomiues étant données dans V espace, trouver, parmi toutes les surfaces engendrées par le moui^ement d'une droite qui reste constamment parallèle à un plan fixe, celle qui passe en même temps par les deux courbes.
La question consiste évidemment à déterminer dans l'équation générale de ces surfaces
2; = a;^(Aa:H-Bj-+- C^;) 4-/4{A^ H- Bj -h Gz)
les formes des deux fonctions arbitraires ^ et 4, pour que cette équation devienne celle de la surface individuelle demandée.
Soient
les deux équations données de la première courbe, et
(G) F(er, j, z) = o,
celles de la seconde ; si l'on fait
(E) Aa; 4- Bj -h Cz = «,
— 8i — l'équation générale de la surface deviendra
(F) z = x(pu 4- y'\u.
Cela posé, la surfoee devant passer par la première courbe, les quatre équations (A), (B), (E), (F) doivent avoir lieu entre les coordonnées de chacun des points de cette courbe; donc, éliminant entre ces quatre équations les trois quantités a:, /, s, on aura enu^ ^u^'\ii^ une première équation
à laquelle les formes des deux fonctions ^ et 4 doivent satisfaire pour que la surface passe par la première courbe.
De même, la surface devant passer par la seconde courbe, si entre les quatre équations (C), (D), (E), (F) on élimine les trois coordonnées a;, j, js, on aura une seconde équation
à laquelle les formes des fonctions ^ et 4 doivent satisfaire pour que la surface passe par la seconde courbe. Donc, d'abord, si des deux équations (G), (H) on tire les valeurs de (pu et ^u en u^ on aiu'a la forme de chacune de ces fonctions; mais sans faire cette opération, qui suppose la perfection de l'analyse, si, entre les quatre équations (E), (F), (G), (H), on élimine les trois quantités u,,<pu^'\u^ on aura enx^ y^z une équation délivrée de toute fonction arbitraire, et qui sera celle de la surface individuelle demandée.
Cette manière de déterminer les formes de deux fonctions arbitraires s'applique à tous les cas oii les deux fonctions <p et 4 sont composées de la même quantité .
Deiix surfaces courbes étant données, trouver parmi toutes les sur/aces engendrées par le mouvement d'une droite qui reste constamment parallèle à un plan fixe, celle qui embrasse ces deux surfaces, c est-à-^lire qui les touche toutes deux suivant une ligne courbe.
La question sera évidemment réduite à la précédente, si l'on trouve sur chacune des surfaces données sa courbe de contact avec la siu^face demandée.
Soient
(A) mx,y,z) = o,
les équations des deux surfaces données. Pour tous les points de la lif;ne de contact de la première surface, les valeurs des quantités a, r, r,/;, f/, r, ^, t sont les mêmes, soit que ces points soient considérés sur la surface donnée, soit qu'ils soient regardés comme appartenant à la surface demandée. Si donc, en différentiant l'équation (A), on tire les valeurs àe p^ q^r, s^t, en .r, >-, z, et si l'on représente ces valeurs respectivement par P, Q, R, S, T, les points de la ligne de contact sont ceux pour lesquels on aura en .r, j, 3, P, Q, R, S, T l'équation aux différences secondes de la surface demandée : donc la seconde équation de cette ligne de contact sera
(G) (CQ-i-B)^R— 2(GQ-+-R)(CP + A)S + (GP+A)^T = o.
De même, si par la différentiation de l'équation (B) de la seconde surface donnée on tire les valeurs de/;, /y, r, ^, ^, et si l'on représente ces valeurs respectivement par P', Q', R', S', T', l'équation
( D) ((:Q'+ B)= R'— 2 (GQ'-^ B) (GP'-^ A) S'-+- (GP'+ A)= T = o
sera celle de la ligne de contact de la seconde surface.
une des positions de la génératrice, et dont les équations seront
si Ton conçoit que ce point change de position sur la surface, sans cependant sortir du second plan, le nouveau plan tangent coupera encore le premier suivant la même droite. H faut donc que dans ces deux équations les coordonnées a;', j', z' de la droite d'intersection ne changent pas lorsque celles x^y^ z du point de la surface changent, c'est-à-dire que les différentielles de ces équations, prises en regardant x\ y\ z' comme constantes, aient encore lieu; ce qui donne
j {rdx -h sdjr) {x — x') -h {sclx -h tdjr) {y — x') = o, \ x'dy=^ydx\
iL = y.
dx x'
Mais réquation y — y' = ^— (j; — a:') se réduit à xy^ = xy; elle
donnera donc
y _j _ dj
x' X (Ix
Substituant, dans l'équation (i), pour ^ cette valeur, et pour
- — ^ son expression •-> on aura
jr — X * X
rx' -+- 2sxy -+'ty^ = o
pour l'équation de la surface demandée.
Nous avons vu que si la différentielle de l'équation aux différences secondes, prises en regardant r, ^, ^ comme seule va-
riable, est
Kdr-hScIs-j-Tck = o,
l'équation de la caractéristique est
donc, dans le cas présent, l'équation de cette courbe sera
x^dj' — 2xydjcdf -i-y'dx' = o.
Cette équation a les deux facteurs rationnels égaux xdf — ydjc=^o, dont l'intégrale y=i(tx est l'équation d'un plan mené par l'axe des :: ; a étant la constante arbitraire qui particularise la position de ce plan. Donc les deux branches de la caractéristique se confondent; donc cette ligne, étant l'intersection de la surface avec le plan vertical mené par l'axe des s, n'est autre chose que la droite génératrice elle-même.
Le plan tangent et le plan mené par l'axe des z, dont les équations sont
se coupant dans une droite qui ne change pas de position quand le point de contact se meut dans le second de ces plans, c'est-à-dire
quand la quantité — est constante, il faut que, dans la même hypo-
thèse, deux quelconques des trois projections de cette droite soient constantes. Or, si l'on élimine successivement x\y\ z' entre les équations des deux plans, on trouve que les équations de ces trois
projections sont
x' {p.v -f- (/y) = z\v — x{z — p.v — rjf).
x[r — ai)'' = o,
et ces trois projections seront constantes en même temps que ^, si
les trois quantités — ^ > ^^ — — ^ ? z — px — rjj' sont aussi con-
stantes; il faut donc que ces trois dernières quantités soient fonctions
de —' Mais, de ces quatre quantités, si trois sont constantes, la qua-
trième est aussi constante, puisque si de leurs quatre différentielles trois quelconques sont supposées égales à zéro, la quatrième Test aussi : donc il suffira d'énoncer cjue des trois dernières quantités
deux quelconques sont fonctions de ^; donc enfin les équations
z—px — qy= TT (^^,),
dont les deux premières se réduisent évidemment à une seule, sont les deux équations aux différences premières de la surface demandée .
Si les fonctions <p^-\^7r sont arbitraires, chacune de ces équations est de la même généralité que T équation aux différences secondes, et en est une intégrale première.
Si, pour trouver la caractéristique d'après une des équations aux (lifférences premières , on différentie cette équation en regardant p et q comme seules variables, on trouve également pour chacune des
-trois équations
xdp -+- ydq = o;
r équation de la caractéristique est donc
xd;)" — ydx = o
comme on Ta trouvé d'après Véquation aux différences secondes.
r^a génératrice de la surface étant constante de position quand le plan mené par Taxe des z^ et dans lequel elle se trouve toujours, est
fixe, c'est-à-dire quand la quantité - est constante , il est clair que,
dans la même hypothèse, une quelconque des projections de cette droite sur les plans des .r, c, et des j, j3, est constante. Or, les équations de ces deux projections sont nécessairement de cette forme
donc il faut que, dans Tune ou dans l'autre de ces deux équations,
les quantités p, >, ^ soient constantes quand ^ est constante, et que
par conséquent elles soient fonctions de cette dernière. Donc une quelconque des deux équations suivantes
est en quantités finies celle de la surface demandée.
Si les trois fonctions (p^'\^7r sont arbitraires, ces deux équations sont absolument équivalentes, et chacune d'elles est de la même généralité que l'équation aux différences secondes, et que chacune
TT
(le celles aux différences premières, et est leur iiitégi'ale finie commune. Ces deux équations pouvaient se déduire des trois équations aux différences premières, par le moyen de l'élimination des quantités/; et q.
Des deux formes que nous venons de ti^ouver pour f équation demandée, aucune n'est symétrique; il n'y a que leur système qui le soit. Cela vient de ce que les équations des trois projections de la génératrice n'étant pas de la même forme, puisque la projection sur le plan des x^ y passe par l'origine, tandis que les deux autres n'y passent pas, nous avons employé la première, avec une quelconque des deux autres, pour déterminer le lieu de la génératrice. Si l'on employait les deux dernières projections, le résultat serait symétrique. En effet, les trois quantités |3, 7, (T sont telles, que si l'une est constante, les deux autres le sont aussi ; et cela doit avoir lieu, ([uellc que soit la valeur de cette première : donc l'équation demandée est le résultat de l'élimination de l'indéterminée p entre les deux équations suivantes :
Ce résultat est symétrique, mais a l'inconvénient d'être représenté par le système de deux équations, tandis qu'il peut l'être par une seule de deux manières différentes.
x\u reste, quoiqu'on regarde ordinairement comme moins simples les résultats représentés par le système de plusieurs équations, entre lesquelles il faut éliminer des indéterminées, nous aurons occasion de voir, par la suite, que dans un grand nombre de cas ils ont l'avantage de rendre plus sensible la génération des surfaces qu'ils expriment, et de conduire à des constructions plus élégantes.
La surface n'ayant qu'une seule caractéristique, ou, ce qui revient au même , les fonctions arbitraires qui entrent dans ses différentes équations étant toutes composées de la même quantité, s'il
était question de trouver les équations de la surface individuelle qui passe par deux courbes données, ou de celle qui embrasse deux surfaces coiu'bes données , en les touchant chacune suivant une ligne courbe , on le ferait par le procédé que nous avons exposé en parlant de la siuface précédente.
Nous terminerons en faisant observer que la surface du biais passé et celle de \ arrière-voussure de Marseille, dont nous nous sommes occupé dans la coupe des pierres, sont Tune et l'autre un cas particulier de celle dont il s'agit ici ; car elles sont toutes deux engendrées par le mouvement d' une droite qui passe toujours par l'axe de la porte , et qui d'ailleurs s'appuie dans son mouvement sur deux cintres donnés arbitrairement.
§xn.
DES SURFACES DÉVELOPPABLES.
Les surfaces développables sont celles qui, étant supposées flexibles et inextensibles, sont de nature à pouvoir s'appliquer sur un plan , au moyen d'une simple flexion , et le toucher alors dans tous leurs points , sans rupture et sans duplicature. Les sur- Êices cylindriques à bases quelconques , et les surfaces coniques , sont développables ; mais elles ne sont qu'un cas infiniment particulier de ce genre de surfaces , qui ont toutes un caractère commun ou une propriété exclusive. C'est ce caractère ou cette propriété dont nous nous proposons de trouver l'expression analytique, I® en difierences partielles du second ordre ; 2*^ en différences partielles du premier ordre ; 3** en quantités finies.
On sait qu'il faut trois conditions pour fixer dans l'espace la position d'un plan , et que ces trois conditions servent à déterminer les trois constantes A , B, C , qui entrent dans l'équation du plan. Si de ces trois conditions, deux étant supposées invariables, la troisième est regardée comme pouvant varier suivant une certaine loi ; par exemple , si dans l'expression de cette condition entre une certaine quantité a susceptible d'avoir toutes les valeurs possibles : tant que cette quantité aura la même valeur , la position du plan sera fixe dans l'espace; et quand a» variera, la position du plan changera. Supposons donc que la quantité a prenne successivement toutes les valeurs possibles depuis — oo jusqu'à -t-oo, on aura une suite infinie de plans différents, qui tous satisferont aux deux conditions invariables , et qui ne différeront entre eux que par la troisième condition. Cela posé, l'enveloppe de tous ces plans, c'est-à-dire la surface qui termine la partie de l'espace qu'ils occupent, sera, en général, une surface développable. Avant que de le démontrer, éclaircissons ce qui précède par quelques exemples.
I . Soit donnée une courbe à double courbure quelconque , dont les équations soient représentées par a; = fz, y =fz^ f et /* indiquant des fonctions données. Si sur cette courbe on considère un point pour lequel on ait z = a , les deux autres coordonnées de ce point seront x = ffl6, y=fci. Gela posé, si l'on conçoit par ce point le plan normal à la courbe , ce plan sera déterminé de position ; car il passera par un point déterminé , ce qui est une condition; puis il sera normal à la courbe, ce qui équivaut aux deux conditions de passer par deux normales difiérentes. Les trois constantes A, B, G, qui entreront dans l'équation de ce plan seront donc déterminées, mais, en général, elles seront toutes trois des fonctions de a. En effet, si l'on donne à a une autre valeur, c'est-à-dire si l'on considère un nouveau point de la courbe, le plan normal qui passera par ce point ne sera pas parallèle au pre-
mier; les trois coefficients A , B , C de son équation n'auront donc pas les mêmes valeurs que pour le premier : donc ces coel- Bcients varient quand la quantité cl varie; donc ils sont, en général, des fonctions de a. Actuellement, si l'on donne à a toutes les valeurs possibles, c'est-à-dire si l'on opère de la même manière sur tous les points de la courbe, on aura une suite infinie de plans difierents qui satisferont tous à la condition double d'être normaux à la courbe; et l'enveloppe de tous ces plans, c'est-à-dire la surÊice qui termine la partie de l'espace qu'ils occupent, sera, en général, une surfoce développable. Proposons encore im autre exemple.
2. Deux surfaces courbes étant données, si l'on se proposait de mener un plan tangent en même temps à ces deux surfaces, la question ne serait pas déterminée , parce qu'on n'indiquerait que deux conditions pour ce plan, qui pourrait encore satisfaire à ime troisième condition arbitraire, comme, par exemple, de passer par un point donné. Supposons que ce point soit pris sur une droite donnée de position et corresponde sur cette droite à z = a. Tant que la valeur de a sera la même, c'est-à-dire tant que le point de la droite par lequel doit passer le plan tangent aux deux surfaces sera le même, ce plan tangent sera fixe; mais si ce point vient à changer de position sur la droite, c'est-à-dire si a varie, le plan tangent aux deux sur&ces ne sera plus le même. Cela posé, si Ton donne successivement à a toutes les valeurs possibles depuis flt== — 00 jusqu'à A =-+-00, c'est-à-dire si par tous les points de la droite donnée on conçoit des plans tangents en même temps aux deux sur&ces, on aura une suite infinie de plans différents, qui satisferont tous à deux conditions invariables, et l'enveloppe de tous ces plans sera, en général, une surface développable.
Il n'est peut-être pas inutile d'observer ici que chacun des deux exemples que nous venons de rapporter présente une définition
complète des surfaces dont il s'agit; en sorte qu'il n'y en a aucune qui ne soit comprise en même temps dans l'ime et dans l'autre de ces deux divisions.
L'enveloppée étant ici un plan variable de position, il est clair que la caractéristique de l'enveloppe, c'est-à-dire l'intersection de deux enveloppées consécutives, est une ligne droite: ainsi l'enveloppe demandée est engendrée par le mouvement d'une ligne droite; mais, de plus, deux caractéristiques consécutives étant toujours sur une même enveloppée, il s'ensuit que de toutes les positions de la droite génératrice, deux quelconques consécutives sont dans un même plan, et se coupent quelcjue part en un point. La suite de ces points d'intersection consécutif forme une arête de rebroussement à double courbure, à laquelle la génératrice est constamment tangente. Les surÊtces dont nous nous occupons peuvent donc être encore regardées comme engendrées par le mouvement d'une droite qui ne cesse pas d'être tangente à une même courbe à double courbure, et cette définition, qui les comprend encore toutes, est de la même généralité que les deux premières que nous avons déjà données. Faisons voir actuellement que ces surfaces sont développables .
Deux caractéristiques consécutives étant toujours dans un même plan, l'enveloppe demandée peut toujours être regardée comme composée d'éléments plans d'une longueur indéfinie, d'une largeur infiniment petite, et qui se coupent consécutivement en lignes droites. Cela posé, on peut toujours concevoir que le premier de ces éléments tourne autour de sa droite d'intersection avec la seconde, comme charnière, jusqu'à ce qu'il soit dans le même plan que le second; puis que le système des deux premiers éléments tourne autour de la droite d'intersection du second et du troisième, et ainsi de suite. Si l'on conçoit que cette opération soit continuée pour tous les éléments, il est évident qu'ils seront alors
cette valeur: donc, si Ton élimine ^ , le résultat de rélimination
rt — ^^ = o
sera aux différences partielles secondes T équation générale des surfaces développables.
Nous avons vu qu'étant proposée une équation aux différences ])artielles secondes, si sa différentielle, prise en regardant r, s ^ t c*oinme seules variables, est
Rrfr4-Srf^4-Trff = o, réquation de la caractéristique de la surface est
Rrf/*^ — Sdoody -h Tda:^ = o.
Or, dans le cas présent, nous avons
R = ^, S = — 2Sj T = r;
donc l'équation de la caractéristique des surfaces développables
est
rdx'^ -h isdxdy H- tdy^ = o;
mais parce que Ton a ^ = y r^, cette équation est un carré parfait dont la racine est
dx \r -+- dy \t = o;
donc, dans les surfaces développables, pour chacun de leui's points, les deux branches de la caractéristique se confondent et se réduisent à une seule. De plus, l'équation
rdx'^ 4- ^sdxdy -h tdy^ = o
est la même que celle-ci,
ddz = o ,
qui appartient 9 en général, à un plan. Donc la caractéristique des surfaces développables est une ligne plane. Nous allons voir, dans un moment, que c'est une ligne droite qui n'est autre chose que la génératrice elle-même.
Le point de contact pouvant varier sur les surfaces développables sans que le plan tangent change de position, les trois coefficients p^ q^z — px — qy de l'équation de ce plan sont donc constants ensemble et variables ensemble: ainsi, l'un quelconque d'entre eux est une fonction des deux autres. Mais nous avons vu que si deux de ces coefficients sont constants, le troisième l'est aussi: donc, dans les surfaces développables, si un de ces coefficients est constant, les deux autres le sont aussi; donc deux quelconques d'entre eux sont fonctions du troisième ; donc deux des trois équations
p = <p{z—px — qy), q=^{z—px — qx),
P = Trq,
dont une quelconque est une suite nécessaire des deux autres, sont aux différences partielles premières celles des surfaces développables.
Si les fonctions ^, 4? "^ sont arbitraires, chacune de ces trois équations est de la même généralité que celle aux différences secondes rt — ^^ = o, et en est l'intégrale première.
Il suit de là que l'équation aux différences partielles du premier ordre
^[p,q,z —px — qy] = o,
dans laquelle F indique une fonction quelconque de trois quan-
tites, appartient, en général, à une surface développable. U est facile de vérifier que les équations que nous avons trouvées pour les surfaces cylindriques, pour les surfaces coniques et pour les enveloppes de surfaces coniques dont le sonunet se meut dans un plan horizontal, sont comprises dans la précédente, et que les surfaces auxquelles elles appartiennent sont par conséquent développables.
Si Tune des équations aux différences partielles que nous venons de trouver était proposée, par exemple
et s'il fallait trouver l'équation de l'arête de rebroussement de la surface à laquelle elle appartient, il faudrait d'abord trouver l'équation de la caractéristique, qui, en faisant d.7rq'=7r^q.dqj est
dy -{- dx7r'q = o^
et éliminer pet q entre ces deux équations et la suivante :
dz z=pdx H- qdy.
Mais ces trois équations ne renferment que les cinq quantités/?, ç, dx^ dy^ dz\ donc, quelles que soient les formes de la fonction ir et du coefficient tt' de sa différentielle, lorsqu'on aura éliminé les deux premières quantités/?, q^ le résultat ne sera composé que des trois dernières : donc l'équation aux différences ordinaires de l'arête de rebroussement est nécessairement de la forme suivante :
{{dXj dfy dz) = o.
Nous verrons, par la suite, que réciproquement toute équation aux différences ordinaires de cette forme, c'est-à-dire dans laquelle il n'entre que les quantités dx^ df, dz, est toujours celle de l'arête
de rebroussement d'une certaine surface dëveloppable, dont la nature est déterminée par la forme de la fonction donnée f.
Une surface développable étant Tenveloppe de l'espace parcouru par un plan dont la position varie en vertu de la variation d'une seule des trois conditions qui la déterminent; et par conséquent des trois constantes qui entrent dans l'équation de ce plan, deux quelconques étant toujours fonctions de la troisième, il s'ensuit que cette équation peut toujours être mise sous la forme
(A) J3 = a'(pflt H- j4*+ *>
dans laquelle la quantité a qui détermine la position du plan est constante pour la même position, et variable d'une position à une autre. Si, considérant cette équation comme celle d'une enveloppée , on la différence deux fois de suite en regardant a comme seule variable, on aura
(C) x(p''cL + j4'^c4 = o.
Cela posé :
I. Regardant a comme une indéterminée dont la valeur variable est indifférente, le résultat de l'élimination de cette quantité entre les deux équations (A), (B) sera, en quantités finies, l'équation générale des surfaces développables; en sorte que si les deux fonctions cp et 4 sont regardées conune arbitraires, le système de ces deux équations est de la même généralité que l'équation aux différences partielles secondes rt — j^ = o, et que chacune des équations aux différences premières.
'A . Regardant a comme une constante arbitraire qui doive subsister, les deux équations (A) , (B) sont celles de la caractéristique de
la surÊice, ligne dont la position est déterminée par la valeur de la constante a. Des deux équations (A) , (B) , la première est celle d'un plan, la seconde est celle d'ime droite tracée sur le plan des oo^y. Donc la caractéristique est une ligne droite, et n'est autre chose que la génératrice elle-même.
3. Enfin, regardant encore et comme ime indéterminée, si l'on élimine cette quantité entre les trois équations (A) , (B) , (C) , il résultera, en 07, j, js, deux équations, qui seront celles de l'arête de rebroussement de la surface.
Nous avons vu que les surfaces développables sont susceptibles d'une autre génération, et qu'elles peuvent être engendrées par le mouvement d'ime droite qui ne cesse pas d'être tangente à une même courbe à double courbure. L'expression de cette propriété donne pour ces surfaces des équations en quantités finies qui ne sont pas de la même forme que les précédentes, et qu'il s'agit de trouver.
Soient j = ^z, a? = ^z les équations de la courbe donnée, à laquelle la génératrice doit être constamment tangente, et qui, d'après ce qui précède, sera l'arête de rebroussement de la surface; si l'on considère sur cette courbe un point qui corresponde à 2= a, les deux coordonnées de ce point seront j^ = ^a, x = ^ct; puis, si l'on considère ce point comme celui de contact de la tangente, les deux équations de cette tangente seront
y — ^a = {z — fit) ^'tf, X — '\[ût = (^ — ût)'\f.'a,
dans lesquelles a est une quantité constante pour chaque tangente, variable d'une tangente à une autre, et dont la valeur détermine dans l'espace la position de cette droite. Quelle que soit la valeur de ût, les deux équations précédentes sont donc toutes deux satisfaites pour les points de la surface. Donc, si l'on élimine a entre ces deux équations, le résultat de l'élimination sera, en j?, j, z, T équation générale des surfaces développables. Si les fonctions ç
et 4 sont regardées conmie susceptibles tle toutes les formes possibles, soumises ou non à la loi de continuité, ce résultat est de la même généralité que tous les précédents.
Trouver V équation de la surface développable qui passe en même temps par deua: courbes ci double courbure données dans l'espace.
La surface développable passera évidemment par les deux courbes données, si le plan mobile dont elle est l'enveloppe est, dans toutes ses positions, tangent aux deux courbes, c'est-à-dire s'il passe toujours en même temps par une tangente à la première courbe, et par une tangente à la seconde. Il s'agit donc de déterminer, dans l'équation z = xça -+- J''>let -^ ol de ce plan mobile, quelles doivent être les formes des deux fonctions ^ et 4, pour que ces conditions soient toutes deux satisfaites, quelle que soit la valeur de *.
Pour cela, si, représentant par j- = Fz, x = ïz les deux équations données de la première courbe, on prend sur cette courbe un point correspondant à z = |3, les deux autres coordonnées de ce point seront j= FjS, x = f{i; et si l'on considère ce point comme celui de contact d'une tangente, les deux équations de cette tangente seront
(B) X - t'fi ={z- /3) f f5,
dans lesquelles |3 est une constante qui particularise la position de la tangente.
De même, si, représentant par j= (F)z, ,v =/z les équaticms
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données de la seconde courbe, on prend sur cette courbe un point de contact correspondant à z = 7, les équations de la tangente à cette courbe seront
(D) ^r:^fy=^z^y)f'y,
dans lesquelles y est une autre constante qui particularise la position de cette seconde tangente.
Gela posé, si le plan mobile passe par le point de contact de la première courbe, son équation sera
(E) z-^ = {a:- f^)(pct + ix - F|5)4«, c^e qui donne, entre a et ^3, la relation suivante :
(F) |3 — ffi^a — Ff34a = et.
Pareillement, si ce plan doit passer par le point de contact de la seconde courbe, son équation sera
(G) z-y = {x -/y) ?)« + [/- (F);.] 4^, ce qui donne, entre a et 7, l'autre relation
(H) y — /y<pci — {P)y4^ = *.
De plus, si le plan mobile doit passer par la tangente à la première courbe, il faut que les trois équations (A), (B), (E), qui sont celles du plan et de la tangente, soient satisfaites, quelles que soient les valeurs de j;,/, z. Donc, si l'on élimine entre ces trois équations
les deux quantités -^ "^ ^ j ~Er^' l'équation résultante
(j) r^cpût + F'|34a = I
établira entre les fonctions cpa, 4 et et la quantité ^ la relation pour que cette condition soit remplie.
telles que, si Ton élimine ^ entre les deux premières, on aura, en .r, j, s, réquation de la surface développable individuelle demandée; et que, si Ton élimine |3 entre les trois, on aura, en :r, j, s, les deux équations de l'ai'ête de rebroussement de cette surface.
La manière dont nous venons de détenniner les deux fonctions arbitraires pour que la surface passe par deux courbes données est analogue à celle que nous avons employée pour le cas oii il n'y avait qu'une seule fonction d'une quantité indéteiminée, et elle est applicable, quel que soit le nombre des fonctions arbitraires d'une indéterminée, pourvu que cette indéterminée soit la même sous toutes les fonctions. Nous verrons })lus tard que, quand les fonctions arbitraires sont composées de quantités différentes, la détermination de leurs formes dépend d'im autre genre de calcul.
Deux surfaces courbes étant données à volonté de figures et de positions dans l'espace y trouver l'équation de la surface développahle qui les embrasse toutes deu,v, c est-ci^dire qui, leur étant circonscrite, les touche suivant une ligne courbe.
Nous pourrions réduire cette question à la précédente, en déterminant sur les deux surfaces données les lignes de contact par lesquelles la surface doit passer; mais, comme c'est de ce problème que dépend la détermination des ombres, nous allons le résoudre directement.
Soient représentées par
les équations des deux surfaces courbes données, et supposons
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que, par la différentiation , ces deux équations produisent les deux suivantes :
dz = f ' (cT, y) dx + î" (,r, y) dy.
Si l'on prend sur la première un point de contact dont la projection arbitraire sur le plan des x^y corresponde à ar=flfc, >^=|5, la troisième coordoimée de ce point sera z = F (a, ^), et l'équation du plan tangent mené par ce point de contact sera
(G) z-Y («, p) = {X - a) F' («, .-S) + Cr - ^) F" («, fi).
De même, si Ton prend sur la seconde surface un point de contact arbitraire correspondant à a; = et', j = p', la troisième coordonnée de ce point sera z = f (a', |3'), et Téquation du plan tangent à la seconde surface mené par ce point de contact sera
(D) z - f (*', ^') = {x - a!) f («', fi') -h (j - ^') r («', ^').
Si donc on veut que ces deux plans coïncident et ne forment
<ju'un seul plan tangent commun aux deux surfaces, il faut que les
'Crois coefficients de l'équation de l'un soient respectivement égaux
iaux trois coefficients de l'équation de l'autre; ce qui produit les
^trois équations suivantes :
(G) F{«,fi)-«F(«,|3)-,3F"(a,^) = f {al,^)-a^î\d,['!)-r^r\al/^)
Donc, si, entre les quatre équations (C), (D), (E), (F), on élimine trois quelconques des quatre quantités ci, |3, ci', p', par exemple les trois dernières, on aura, en ^, /, z, a, l'équation du plan tangent commim aux deux surfaces, dans laquelle c£ est une constante
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ce point un plan tangent à l'enveloppe, concevons à Tenveloppée un plan tangent parallèle au premier; et soient a?', /', z' les coordonnées du point de contact de ce second plan, il est évident que
l'on aura
et, à cause du parallélisme des deux plans tangents à renvelop|>e et à l'enveloppée, on aura ainsi les deux équations suivantes:
tirant des deux dernières équations les valeurs de x' et j' en/; et 7, que nous représenterons par
et les substituant dans la précédente, on aura
z'=F{p,qy,
les trois fonctions f, f^ F ayant entre elles une relation telle que
l'équation
dF=pdï+qdf
est toujours satisfaite.
Cela posé, il est évident que le point de contact de l'enveloppée, et dont les coordonnées sont a?', y', z', est celui de cette surfece qui, dans le mouvement, vient se confondre avec le point de contact de l'enveloppe, et dont les coordonnées sont or, j, z ; les trois quantités a: — x\ y — y\ z — z', ou les trois suivantes x — f(/?, 7),
y — f{P')^)'i ^ — ^{P^H)^ ^^ ^^^^ s^'*^ respectivement égales, sont donc les trois coordonnées de l'arc de la directrice parcouru par ce point. De plus, si sur l'enveloppe, et dans une direction quelconque, on prend un point infiniment voisin du premier, ce nouveau point aura son correspondant sur l'enveloppée, et l'arc parcouru par ce dernier sera de même étendue que l'arc parcouru
par le premier ; car ces deux arcs seront tous deux compris entre les deux plans tangents parallèles entre eux. Donc les trois quantités X — f{p, q), y — /(/7, q)^ z — F{p^ q) seront toutes les trois constantes, et Ton aura en même temps les trois équations
dx — dï[p^ q) = o,
^J — df{p^ q) = ^^
dz — dF[p^ q) = o;
mais, par la relation qu'ont entre elles les trois fonctions ï^J\ F^ deux de ces équations ayant lieu, la troisième a aussi lieu nécessairement, comme on peut le vérifier par la différentiation : donc, de ces trois équations il suffit d'en poser deux quelconques. Nous emploierons les deux premières comme les plus simples, ce qui donne, en développant,
dx — (rctr H- sdy) f (/;, q) — [sdx 4- tdy) f' (/?, q) = o, dy — {rdx + sdy)/{p, q) — {sdx -+- tdy)f{p, q) = o,
ces deux équations devant avoir lieu cpielle que soit la direction suivant laquelle on passe du premier point de contact de l'enveloppe au second, et par conséquent indépendamment de la valeur
de ^ qui détermine cette direction, il s'ensuit que si l'on élimine ^1 le résultat
dx
[rt - s') {î'f" - fV) -rî'-s (f" -h/') - </" + I = o
sera, aux différences secondes, l'équation de l'enveloppe demandée. Nous pourrions en rester là par rapport à cette équation; mais la relation qu'ont entre elles les deux fonctions f, /*, permet de la mettre sous une forme plus symétrique, sous laquelle il est nécessaire de la connaître.
— io8 — En effet, ayant mis l'équation
dF =^ pdï -\- qdf sous la forme suivante
dF= {pi' -h qf) dp -h {pï" + qf")dq,
et de ce que l'on a généralement
( ddF\ _ ( ddF\
\dpdq ) \d<]dp )
il s'ensuit que l'on doit avoir aussi
\d{p('+qf^ _ \d{p{"-\^cir^ L dq \—y dp J
ce qui, réduction faite, donne
donc les fonctions f et y peuvent être regardées comme les différences partielles, par rapport à /? et à ^, d'une autre fonction de p et q que nous représenterons par r(yy, ^); en sorte que si, pour abréger, on fait
\dp' ) \dpdq } \dq' J
on aura
et l'équation aux différences secondes pourra être mise sous la forme suivante
{rt — s') (RT — S') — rR — 2sS — tT-hi=o,
dans laquelle les trois quantités R, S, T sont en p et q les diflérences partielles du second ordre de la quantité T{p, r/), différentiée en regardant p et q comme variables principales.
Réciproquement, toute équation de cette forme sera celle de l'enveloppe de l'espace parcouru par une autre surface, qui, sans tourner, se meut le long d'une courbe à double courbure arbitraire dans ses deux projections. Si cette équation est donnée, il sera facile, d'après les formes connues des trois quantités R, S, T, de trouver celle de la fonction r dont elles sont les différences partielles secondes; et, d'après celle-ci, il sera facile de connaître la fonction F, car on a
F= — V-^pV'-\-qT\
Cela posé, si l'on veut avoir l'équation de l'enveloppée considérée dans sa position primitive, il faut se rappeler que l'enveloppe devient l'enveloppée elle-même, lorsque, pour toute l'étendue de la surface, les trois quantités x — x' ^ y — y\ z — z' sont chacune égales à zéro, c'est-à-dire lorsqu'on a les trois équations suivantes :
quelles que soient les valeurs àep elq: donc, éliminant/; et q entre ces trois équations, le résultat sera, en x, j, z, l'équation de l'enveloppée considérée dans sa position primitive. Enfin, si l'on veut avoir l'équation de l'enveloppe elle-même, les trois quantités précédentes ne seront pas égales à zéro, mais deux d'entre elles sont fonctions de la troisième; donc si l'on pose les trois équations suivantes :
X — r' = ^ût,
z + r —pV' — qV'^ = ût, et si Ton élimine entre elles les deux quantités p^ </, on aura en
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jCy r? 2, flt, çoLy 4* ^^^ équation que nous représentons par M=o; puis, posant les trois autres
-du ) = °'
(ddU\
le résultat de T élimination de a entre les deux premières sera réquation de l'enveloppe, et par conséquent l'intégrale complète de l'équation aux différences secondes; et le résultat de F élimination de a entre les trois équations produira, en quantités finies, les deux équations de l'arête de rebroussement de la surfece.
Pour trouver les équations de la même surface en différences partielles du premier ordre, il faut observer qne des trois quantités X — f, j — f^z — F, deux quelconques sont fonctions de la troisième : donc les deux équations demandées sont celles que Ton voudra des trois suivantes :
y—f{p^ y) = 4[^ —i^{p^ q)]^ ^ — Hp^ q) = n[r —/(/?, y)],
dont une quelconque est la suite nécessaire des deux autres.
Quant aux équations en quantités finies, nous n'avons rien à ajouter à ce que nous venons de dire à cet égard à la fin de l'article précédent de ce paragraphe.
S'il s'agissait de déterminer les formes des fonctions arbitraires ^
XIV
DE LA SURFACE ENGENDRÉE PAR LE MOUVEMENT D'UNE COURBE A DOUBLE COURBURE DONNÉE, CONSTANTE DE FIGURE, ET QUI, SANS TOURNER, SE BIEUT LE LONG D'UNE AUTRE COURBE ENTIÈREMENT ARBITRAIRE.
Une courbe à double courbure se meut sans tourner lorsque, pendant le mouvement, deux quelconques de ses tangentes, et par conséquent toutes ses tangentes, restent chacune parallèles à ellemême. Chacun des points de cette courbe parcourt une ligne, et les éléments de toutes ces lignes, décrits en même temps, sont parallèles et égaux entre eux . Si donc , après avoir considéré la génératrice dans sa position primitive, on la considère ensuite transportée dans une autre position quelconque, et qui soit une de celles qu'elle prend successivement dans son mouvement, tous ses points auront parcouru des arcs de courbes égaux, semblables, et dont toutes les tangentes correspondantes seront parallèles entre elles : tous ces arcs se trouveront sur la surface courbe engendrée par la génératrice; et si Ton suppose qu'un quelconque de ces arcs se meuve sans tourner, de manière que le point dans lequel il coupe la génératrice ne sorte pas de cette génératrice, il se confondra successivement avec les arcs parcourus par tous les autres points, et il ne sortira, par conséquent, pas de la surface com^be; en sorte qu'en
donnant le nom de directrice à la courbe parcourue par un certain point de la génératrice, on peut dire également que la sur&ce que nous considérons est engendrée, et par le mouvement de la génératrice qui, sans changer de figure et sans tourner, se meut le long de la directrice, et par le mouvement de la directrice qui, sans changer de figure et sans tourner, se meut le long de la génératrice.
Pour traiter cette surface dans toute la généralité dont elle est susceptible, il faudrait supposer que la génératrice et la directrice sont toutes deux arbitraires, chacune dans ses deux projections; mais alors nous serions entraînés dans la considération d'équations aux différences partielles du quatrième ordre. Gomme nous nous proposons simplement ici de donner un exemple de génération de surface qui puisse être exprimée par des différences partielles du second ordre, nous supposerons que de ces deux courbes il n'y en ait qu'une seule qui soit arbitraire; nous regarderons l'autre conune donnée : et, parce que ces courbes peuvent être prises indifféremment l'une pour l'autre dans la génération de la surface, nous regarderons celle qui est donnée comme la génératrice. D'après cela, il s'agit de trouver, i"* l'équation aux différences partielles du second ordre; 2^ les deux équations aux différences partielles du premier ordre; 3"* enfin l'équation en quantités finies.
Représentons par x =zfz^ y =7^ '^s deux équations données de la génératrice considérée dans sa position primitive, et dans lesquelles les fonctions f,ysont données de formes. Si, ayant pris sur la surface courbe un point quelconque dont les coordonnées soient j?, j, z, et après avoir conçu le plan tangent en ce point, on mène à la génératrice, considérée dans sa position primitive, ime
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tangente parallèle à ce plan tangent, le point de contact de cette tangente sera celui de la génératrice qui, pendant le mouvement , viendra se confondre avec le point de la surface. Enfin, si Ton nomme x\ jr\ z' les coordonnées de ce point de contact, on aura d'abord
(A) .r'=fz',
De plus, il existe entre les trois coordonnées de ce point une relation qui résulte de ce que la tangente en ce point est parallèle au plan tangent de la surface.
Pour trouver cette relation, concevons par l'origine, i® un plan parallèle au plan tangent à la surface; 2^ une droite parallèle à la tangente de la génératrice. Si ce plan passe par la droite, il est évident que la tangente de la génératrice sera parallèle au plan tangent. Or, représentant par X, Y, Z les coordonnées du point général, tant du plan mené par l'origine que de la droite, l'équation du plan sera
et celles de la droite seront
X = ZfV, Y = Z/V.
De plus, le plan devant passer par la droite, il faut que ces trois équations puissent avoir lieu en même temps, quelles que soient les valeurs de X, Y, Z, et que, par conséquent, l'équation
(C) /;fV+5r/z'=i,
qui résulte de l'élimination de X, Y, Z, soit satisfaite. Donc, c'est cette équation (C) qui exprime que le point de la génératrice est placé de manière que la tangente en ce point est parallèle au plan
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tangent à la surface. Ainsi les trois équations (A), (B), (C) déterminent les valeurs des coordonnées a?', j', z' du point de la génératrice qui doit venir se confondre avec le point de la surface, en sorte que si de l'équation (C) on tire la valeur de z' en p et y, et que si l'on représente cette valeur par
on aura pour les deux autres coordonnées les valeurs suivantes :
.r'=f[F(/;,y)], j' =/[F(/;, ry)].
Actuellement, concevons la génératrice transportée de manière qu'elle passe par le point de la surface; la valeur de ^î pour l'élément de sa projection sur le plan des ^, /, sera égale à celle de -7^,î et par conséquent égale à celle de -r^? z' étant regardée
comme constante dans cette dernière. On aura donc pour la direction de la projection de l'élément de la génératrice au point de la surface
Cela posé, si l'on conçoit que le point de la surface parcoure l'élément de la génératrice sur laquelle il se trouve, c'est-à-dire si
l'on suppose que -f- ait la valeur que nous venons de trouver, il
est évident que l'arc de la directrice ne variera pas de grandeur, et que, par conséquent, les trois quantités x — x\ y — r', z — r', ou les trois suivantes, qui leur sont respectivement égales,
ne changeront pas. Donc, si après avoir différentié ces trois quantités, on substitue dans chacune d'elles, pour -4^, sa valeur ~ , on
aui'a trois quantités qui seront chacune égales à zéro. Mais (*ette opération donne également pour les deux premières
(D) rf X F'-f-4r X Y" ^f X Y'\^tf X F'^= I.
Quant à la troisième, elle doiuie
rV X F' +- .V [f ' X F'^ 4-/' X F' I 4 tf >: F'' = pV + qj\
dont le second membre, en vertu de l'équation (C), est égal à Tunité, et qui, par conséquent, se réduit encore à Téquation (D). Donc l'équation (D) est, aux différences partielles du second ordre, celle de la surface demandée.
La relation qu'ont entre elles les trois fonctions f, /i F, permet de donner à cette équation une forme plus simple, et sous laquelle il est plus facile de la comparer à celle du § XIII, dont nous allons voir qu'elle est im cas particulier. En effet, si dans ré((uation
(G) />f' r.' ^ qfz' = l
on regarde conune constante la quantité s', ou son égale F(/;, r/), ve qui donne
FV//> f-FVy = o,
la difïérentielle de l'équation {{]) devient
Éliminant ^ de ces deux équations, on trouve
rxF'^=/'x F'.
x\insi les deux parties du coefficient de v, dans l'équaticm (D), sont
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égales entre elles, et ce coefficient devient égal au double de l'une d'elles.
De plus, les deux termes f ' x F' et f ' x F" sont les différences partielles d'une même quantité f [F(/;, q)\j différentiée en regardant p et q comme variables principales ; il en est de même des deux autres termes y' x F' et y' x F'', qui sont les différences partielles d'une autre même quantité /[F (/;, ^)]; donc les trois coefficients de l'équation (D) sont les différences partielles du second ordre d'une même fonction de /? et ^, différentiée en regardant/; et q comme variables principales. Nous représenterons cette fonction de p etq par r (/;,//), et ses trois différentielles partielles par R, S, T.
Enfin, dans l'équation (D), le produit des deux coefficients extrêmes est égal au produit des deux parties du coefficient de s; car ces produits sont égaux l'un et l'autre à/*' x f X F' x F'^; donc l'équation (D) peut être mise sous la forme plus simple
les trois quantités R, S, T devant d'ailleurs satisfaire à Téquation
(F) RT — S= = o.
On voit donc que la surface dont nous nous occupons est un cas particulier de celle du § XIII, et qu'elle n'est autre chose que ce que devient cette dernière lorsqu'on y introduit la condition exprimée par l'équation (F).
Si, d'après l'équation (D), on se proposait de trouver la caractéristique de la surface , la méthode que nous avons exposée donnerait pour équation de cette courbe
r X F'dy' — [f X F'^ -hf X F']dvdy^J' x F'^^r^ = o,
qui , ayant les deux Êicteurs rationnels
rdrr —fda^ = o, F'rfr — F'da = o,
indique que les deux branches de la caractéristique sont distinctes, c'est-à-dire que la surface a deux caractéristiques dont les éc|uations peuvent être séparées. La première de ces équations est, comme nous l'avons vu, celle de la projection sur le plan des .r, ;>* de la génératrice considérée dans la position qu'elle a lors(|u'elle passe par le point de la surface; la seconde, en vertu de ré((uation
se réduit à la première. Donc les deux caractéristiques se confondent dans une seule courbe, 'qui n'est autre chose que la jçénératrice elle-même.
Toutes les fois qu'on aura une équation aux différences partielles de la forme de (E), et dans laquelle on aura de plus
RT — S^ = o,
cette équation sera celle d'une surlace courbe enjçendrée par le mouvement d'une courbe constante de figure, et qui, sans tourner, se meut le long d'une directrice entièrement arbitraire. Quant à la nature de la génératrice, c'est-à-dire quant aux fouettions f et/, qui déterminent ses projections, elle* sont déterminées, mais leurs formes dépendent de celles des trois coefficients R, S, T, supposés connus, et nous allons donner la manière de les trouver.
D'après les formes connues des coefficients R, S, T , on trouvera la fonction r (/;, </), dont ils sont les différences partielles secondes, prises en regardant />, (j comme variables principales, ce cjui dépend du calcul intégral ordinaire, (iela fait, puis(|ue Ton a
r' = f[F(/;,ry)], r"=:/[F(y>,./)J,
- ii8 on aura aussi
(/r ou r'd/j -\- r'Vr/ = (//j i t- (/(j/;
ajoutant au second membre pdi-h <ldf\ pour le rendre une différentielle complète, et retranchant la quantité égale (/^f -h (if')dV^ ou simplement d¥ , à cause de l'équation (C), on aura
<IV = d{pf-^qJ)-dV\
dont r intégrale
ou
donne la valeur de F en p, q^ F, et ses différences partielles. Oi\ nous savons que les trois quantités .r — f, y — y, z — F, sont toutes trois fonctions cJ'une même quantité; que, par (conséquent, deux d'entre elles sont fonctions de la troisième : dom* si, ayant posé les trois équations
.r — r' = (pa,
r — r'=4ct, z-h r —pr' — qr'' = a,
on élimine /y, q des deux premières, au moyen de la troisième, ce qui est toujours possible dans ce cas, puisque Ton a
et que les quantités r' et r'' sont toutes deux fonctions de r — pT^ — 7^'^ ou de z — û6, on aura les deux é<(uations
.r — ï [z — ol) = (fût,
dans lesquelles les fonctions f et / seront connues, et qui seront
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celles de la génératrice considérée dans une quelconque de ses positions; enfin, le résultat de l'élimination de a, entre ces deux équations sera en x^ y^z^ et deux fonctions arbitraires, l'équation de la surfece et l'intégrale finie de l'équation (E).
Les deux dernières équations expriment évidemment que la surface est engendrée par le mouvement d'une génératrice constiinte de figure, dont les équations, lorsqu'elle est dans sa position primitive, sont X = fz, y =^fz^ et qui, sans tourner, se meut le long d'une directrice arbitraire dont les équations sont représentées par ,r = ^z, r = 4^-
Pour trouver les deux équations aux diftërences premières, il faut se rappeler que, d'après ce qui précède, les trois quantités .r — f, y — f et z — F sont constantes ensemble et variables ensemble, et que deux quelconques d'entre elles sont, par conséquent, fonctions de la troisième : ainsi ces équations sont deux des suivantes :
.r-ï[V{p,q)] = <p[z-¥{p,ci)],
dont une quelconque est la suite des deux autres.
Enfin, en représentant par .r* = (pz, j = 4^ les équations des deux projections arbitraires de la directrice, l'équation finie de la surface est le résultat de l'élimination de a entre les deux équations
X — ^flt = f (z — a), y — ^f.a ^=^f[z — et).
Nous n'entrerons pas dans d'autres détails par rapport à (*ette surface; mais nous allons placer ici quelques résultats relatifs an
§xin.
Toutes les intégrations d'équations aux différences partielles, considérées comme exprimant des générations de surfaces courbes, fournissent celles des équations analogues aux différences ordinaires à deux variables, et ces intégrations ont ordinairement Tavantage de présenter les équations sous des formes plus favorables à la construction. Nous allons en donner un exemple sur r équation aux différences partielles secondes
{rt — s') {RT — S') _rR— 2^S — T^-h i = o,
qui est celle du § XIII. Si, dans cette équation, on supprime une des deux variables principales, par exemple j, les trois quantités //, S, T deviendront nulles, et l'équation se réduira à
rR= I.
Actuellement, pour prendre les formes du calcul aux différences ordinaires en xetZy soient ^ =^ et -^ = y ; de plus, T{p) étant
une certaine fonction de/?, soient r'= ^ et r'^ = -i — Cela posé, l'équation rR = i deviendra
équation aux différences ordinaires secondes, qui peut s'intégrer par les méthodes connues, mais qui s'intègre encore plus Êicilement par le procédé du § XIII. En effet, étant donnée la fonction r'^ on cherchera les fonctions r' et r, ce qui ne dépend que des quadratures, et, dans les intégrations, on négligera les constantes arbitraires. Gela fait, les deux équations
z H- T—pT' = B,
seront les deux intégrales premières de la proposée, A et B étant les constantes arbitraires particulières à chacune d'elles; et si entre ces deux équations on élimine /?, on aura, enx — A et z — B, l'intégrale complétée par les deux constantes A et B. Cette équation sera donc celle d'une courbe constante de figure qui, sans tourner, est transportée, suivant ime direction quelconque, à une distance quelconque de l'origine.
EXEMPLE
Soit proposée
dans laquelle aetb sont des constantes. On a donc ici
su
ne qui donne
r' = " ^ et r = \/b' -h ay ;
donc les deux intégrales premières de la proposée sont
et l'intégrale finie est le résultat de l'élimination de p entre ces deux dernières équations. Cette élimination se fait facilement en mettant d'abord ces équations sous cette autre forme :
yjb*+a*p*
puis ajoutant le carré de la première, multiplié par P , au carré de la seconde multiplié par a ^ , ce qui donne
b^ (^ _ A)^ -+-a'{z — By = a'b' ; (*)
la proposée appartient donc à ime ellipse dont les axes, d'abord confondus avec les lignes des x et des z, ont respectivement pour grandeurs aa, ai, et qui ensuite a été transportée, sans tourner, de manière que son centre soit placé en un point arbitraire dont les coordonnées sont les deux constantes A et B, introduites par Tin-
(*) L'équation q ^ = i aurait encore pu s'intégrer directement en
substituant pour q sa valeur —■ -, d'où
dx
dp dr^
ce qui donne
d'où
On doit avoir aussi
d'où
z =z fpdx 4- B;
/a^b^pdp {b'-^a-p'Y
d'où
-hB,
ou bien
Ces équations sont les mêmes que celles trouvées ci-dessus.
tégration; ce qui fournit une construction facile. Passons actuellement aux différences du premier ordre.
Si Ton a une équation composée d'une manière quelconque des deux quantités x — f/?, z — F/;, et représentée par
f[x — ïp, z — F/?] = o,
quelle que soit la fonction y, pourvu qu'entre les deux fonctions f et F il y ait la relation suivante :
d¥=pd{,
on aura l'intégrale complète de cette équation en posant les trois
équations
et en éliminant entre elles la quantité p et Tune quelconque des deux constantes arbitraires A, B.
Si l'on élimine d'abord/? entre les deux premières, on aura évidemment une équation en .r — A et z — B, qui sera celle d'une (îourbe pour laquelle l'origine est transportée à une distance A dans le sens des x^ et à une distance B dans le sens des z\ ou, ce qui revient au même, d'une courbe constante de ligiu^e, qui, sans tourner, est transportée à une autre distance de l'origine; et la troisième équation
sera celle de la courbe le long de laquelle la première est transportée; ce qui donne im moyen facile de construction.
Enfin, il pourrait arriver que l'équation
f{x — îp, z — Fp) = o
fut susceptible d'être mise sous cette forme, dans laquelle on aurait
d¥ =pd{,
et que cependant la manière de l'y ramener ne se présentât pas. Il sera Ëicile de s'en assiu'er; car, après l'avoir diflférentiée, si elle est dans ce cas, il sera toujours possible d'en éliminer en même temps X et z au moyen de sa différentielle, ce qui produira une équation aux différences secondes
qT"{p) = l, qui se traitera conmie nous l'avons indiqué plus haut.
DES DEUX COURBURES DUNE SURFACE COURBE
En représentant par a;, j, z les coordonnées d'un point quelconque d'une surface courbe, et par x\ y\ z celles de la surface d'une sphère, de manière que l'équation de la sphère qui aurait son centre au point de la surface courbe, et pour rayon la (]uantité R, soit
nous avons vu que si l'on regarde x\y\z comme constantes dans cette équation, et que si on la différentie successivement en regardant d'abord .r, et ensuite y^ comme seules variables, les deux
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iH|uutuuis [\^)j [C}y en regardant ,r', y\ z comme constantes, ce qui lionne
dsV I p^dx -\- pqdy -\- {z — z') {rdx -+- sdy) = o, dy \ pqdx -h q' d/y -i- {z — z') {sdœ -+- tdy) = o,
on liirn, éliminant ^ de la première, et z — z de la seconde, ce (|ui produit les deux équations équivalentes aux deux précédentes:
iKi ;f,;i(. I '/>-/"/'j+i[_[;:^j|;]-c+/'')^-H/'9'-=o,
loH quiilrc écjuations (B), (G), (D), (E) appartiendront au point d'iiiliM'Hrrlion des deux normales consécutives. Mais, pour déteriniiMM' li^H trois coordonnées x\y\ z' de ce point, les trois preiiilôn^M di^ ces équations suffisent; la quatrième équation (E), qui IM< roiiliM'iiie aucune des coordonnées, est donc une équation de imiMlIlion (|ui doit être satisfaite, et qui, en déterminant la valeur
ilo \ • iiMli(|ue la direction suivant laquelle on doit passer du pre-
iiiiiM' point dt' la surface au second, pour que la nouvelle normale M lit dliiiH II* iii^me plan que la première, et ait un point commun
AImmI, lorH((ue hî point d'une surface courbe est déterminé de pimllIoM, lu dirwlion suivant laquelle on doit passer de ce point à un holnl inlInliiMmt voisin pour que les deux normales consécullvi*» PMI rouptMit, et le» trois coordonnées du point d'intersection de l'im dt^UK nornmleH, sont déterminées par les quatre équations (B),
L'équation (E) étant du second degré algébrique, par rapport
à ^> et fournissant deux valeurs pour cette quantité, il s'ensuit
qu'ayant mené une normale par un point quelconque d'une surface courbe, on peut toujours, dans deux directions différentes, passer sur la surface de ce point à un autre point infiniment voisin, pour lequel la normale soit dans un même plan que la preçiière. Ces deux directions sont , en général , les seules pour lesquelles ce résultat puisse avoir lieu; en sorte que , excepté les cas très-particuliers pour lesquels l'équation (E) est toujours satisfaite quelle que soit
la valeur de -r-^ si l'on passe du premier point au second suivant
toute autre direction , la nouvelle normale ne se trouvera pas dans le même plan avec la première, et n'aura avec elle aucun point commun.
Les deux directions dont il s'agit ont encore entre elles une relation très-remarquable, c'est qu'elles sont à angles droits. En effet, quelle que soit la surface courbe sur laquelle on opère , et quel que soit le point de cette surface que l'on considère, on peut toujours supposer que les trois plans rectangulaires de projections, dont la position était d'abord arbitraire, aient été choisis de manière que le plan tangent à la surface dans ce point soit parallèle au plan des cT, f. Dans cette hypothèse, les quantités /?, q sont toutes deux égales à zéro, et l'équation (E) devient
4r' I dj/r-t\ ^^^
dx* dx\ s J
Or, si l'on représente par m et m' les deux valeurs de ^ que fournit cette équation, on aura
mm' +1=0;
donc les projections des deux directions sur le plan des Xj y sont à angles droits. Mais ces directions elles-mêmes, en tant qu'elles sont dans le plan tangent, sont parallèles à leurs projections : donc elles sont aussi à angles droits .
L'équation (D) étant aussi du second degré algébrique, par rapport à z — z', il est clair que les trois équations (B), (C), (D) donneront deux valeurs pour chacune des trois quantités a:', j*', z', et que ces doubles valeurs seront celles qui correspondront respectivement aux deux points d'intersection de la première normale avec les deux autres normales, qui sont chacune dans un même plan avec elle.
En opérant sur chacun de ces points d'intersection en particulier, et d'abord sur le premier d'entre eux, si l'on conçoit la sphère dont le centre serait en ce point, et dont la surface passerait par le point de la surface courbe, il est évident que les deux normales de la surface courbe, qui se coupent au centre, seront aussi normales à la sphère : la surface courbe et celle de la sphère auront donc deux normales consécutives communes, et, par conséquent, deux plans tangents consécutifs communs; elles auront donc la même courbure dans la direction du plan qui passe par les deux normales, c'est-à-dire dans la direction déterminée par la valeur correspondante de -^ î et le centre de cette courbure ne sera autre chose que
le point de rencontre des deux normales, c'est-à-dire le centre même de la sphère.
Considérant ensuite le second point d'intersection, si l'on conçoit de même une autre sphère dont le centre serait en ce second point, et dont la surface passerait encore par le point de la siuface courbe, la surface courbe et celle de la seconde sphère auront aussi
deux normales consécutives communes , deux plans tangents consécutifs communs, et, par conséquent, la même courbure; mais la direction suivant laquelle cette seconde courbure sera la même, sera
déteiTîiinée par la seconde valeur de ~ ; elle existera dans le plan
qui passe par les deux normales conmiunes, et ce second plan sera perpendiculaire à celui qui comprend la direction de la première courbure. Enfin, le second point de rencontre des nonnales, c'està-dire le centre de la seconde sphère, sera le centre de la seconde courbure.
Ainsi, toute surface courbe a dans chacun de ses points deux courbures dont les directions sont dans deux plans normaux perpendiculaires entre eux, et dont les centres sont sur la même normale.
Les trois quantités ^r, r, z étant les coordonnées du point de la surface, et les trois autres x\y\z' étant les coordonnées du centre de courbure, il est évident que la distance de ces deux points, c'està-dire la grandeur du rayon de courbure, n'est autre chose que la quantité R comprise dans l'équation (A). Donc, si entre les quatre équations (A), (B), (C), (D) on élimine les trois quantités x — x\ y — r', z — z', on aura une équation du second degré qui donnera, en/?, y, r, ^, ^, les deux valeurs de R, c'est-à-dire celles des deux rayons de courbure.
En faisant, pour abréger.
g = rt — s
h = {i -\-fj'')r—2^pfjs-\- (i -\-p')t,
le résultat de cette élimination donne
^R*-t-AÂ-RH-A* = o;
d'où il suit que l'expression des deux rayons de courbure est
K r f . / ? o /wo I "■"" 2»f
Puisque toute normale à une surfece courbe est toujours rencontrée par deux autres normales infiniment voisines et placées dans deux plans normaux rectangulaires entre eux, concevons que de la normale au premier point considéré sur la surface on passe, en effet, à Tune des deux normales infiniment voisines qui la coupent; qu'ensuite, de cette deuxième on passe, dans le même sens, à celle qui la coupe; que de cette troisième on passe, dans le même sens, à celle qui la coupe encore, et ainsi de suite pour toute l'étendue de la surface; il est évident qu'on parcourra une surfece développable qui sera partout perpendiculaire à la surface courbe, et qui la coupera dans une ligne courbe dont tous les éléments seront dirigés suivant une des courbures de la surface : cette courbe sera donc une ligne de la première courbure. En faisant la même opération, et dans le même sens, pour tous les points de la surface, on aura la suite de toutes les lignes de la première courbure , qui diviseront la surface courbe en zones de largeur variable.
Concevons de même que de la normale au premier point considéré sur la surface on passe à l'autre des deux' normales infiniment voisines qui la coupent; que de celle-ci, et dans le même sens, on passe à la suivante, et ainsi de proche en proche dans toute l'étendue de la surface; il est évident que l'on parcourra une nouvelle surface développable, qui sera de même partout perpendiculaire à la surface courbe , qui la coupera suivant une ligne de la seconde courbure, et cette ligne coupera toutes celles de la première courbure à angles droits. Opérant de même, et dans le même sens, pour
tous les points de la surface, on aura la suite de toutes les lignes de la seconde courbure. Ces lignes diviseront de même la surface courbe en d'autres zones de largeur variable; mais chacune d'elles sera perpendiculaire à toutes celles de l'autre courbure, et réciproquement; en sorte que ces deux suites de courbes diviseront la surface courbe en éléments qui pourront être regardés comme rectangulaires. Éclaircissons ceci par un exemple simple.
Soit une surface quelconque de révolution; si de l'un de ses points on passe dans le plan du méridien à un point infiniment voisin, les deux normales consécutives se couperont, puisqu'elles seront comprises l'une et l'autre dans le plan même du méridien. Si du premier point on passe à celui qui est infiniment voisin dans la direction du parallèle, les deux normales consécutives se couperont encore, puisqu'elles passeront toutes deux par le même point de l'axe. Mais, dans quelque autre direction que l'on passe d'un point à un autre, les deux normales couperont l'axe dans des points différents, et ne se rencontreront pas. Les méridiens sont donc, les lignes d'une des courbures, et les parallèles les lignes de l'autre. Chacun des méridiens coupe tous les parallèles à angles droits, et réciproquement ; et les deux suites de ces lignes divisent la surface courbe en éléments qui peuvent être regardés comme rectangulaires.
Nous avons vu que l'équation (E) exprime le rapport qui doit
exister entre ^ et les cinq quantités /?, gr, r, j, ^, pour que deux
normales consécutives se coupent : elle est donc celle de la projection de la ligne de courbure sur le plan des x et f. Donc, si après avoir différentié deux fois l'équation donnée de la surfeice courbe, pour obtenir en x^f les valeurs de/?, ^, r, ^, ^, on substitue ces valeurs dans (E), on aura en ar, j, ^ une équation aux différences ordinaires, qui sera celle des projections des lignes de
iîourbure. Mais cette équation est du second degré par rapport à
^; ainsi, lorsqu'on l'aura intégrée et complétée par une constante
arbitraire que nous représenterons par A, cette constante sera élevée au second degré, et l'intégrale sera généralement de la forme
A'^-h Af(a;, j) -+-f{x,y) = o,
dans laquelle les deux fonctions f, y seront données par l'intégration. Si donc on veut déterminer quelle doit être la valeur de cette constante pour que la ligne de courbure individuelle soit celle qui passe par un point donné sur la surface et correspondant à *r = a, jz= è, il Êiudra substituer ces deux valeurs particulières x^y dans l'intégrale, qui deviendra
' A*^-4-Af(a, è)-t-/(a,Z^) = o,
et à laquelle la constante A doit satisfaire. Mais cette équation fournit pour A deux valeurs que nous pouvons représenter par F{a, b) et F(a, è), et qui ne différeront entre elles que par les valeurs du radical ; si donc on les substitue successivement dans l'intégrale, on aura les deux équations
qui seront celles des deux lignes de courbure qui passent par le point donné. Nous aurons occasion, par la suite, d'éclaircir ce procédé par des applications.
Si, dans l'équation (E) des lignes de courbure on substitue pour r, t leurs valeurs prises dans dp = rdx -h sdy ^ dq:=sdx-+'tdyj la quantité s disparaît en même temps; et, au
— i33 — moyen de dz=pdûc -^ qdy, cette équation prend la fomie
(E) dp{dy -^ qdz) = dq {dx -\- p dz) ^
sous laquelle nous verrons qu'elle se présente souvent, et qu'il est nécessaire de connaître.
Nous avons vu qu'à chaque ligne de courbure correspond une surfiice développable normale à la surface courbe, et qui est le lien de toutes les normales qui passent par la même ligne de courbure. Pour toutes les lignes de la première courbure on a donc une suite de semblables surfaces développables , qui ne différent entre elles que par une certaine constante , et cette constante peut influer en même temps et sur leur forme et sur leur position. Pour toutes les lignes de la seconde courbure on a de même une autre suite de sur- &ces développables normales, qui ne diffèrent entre elles que par une autre constante. De plus, les deux surfaces développables normales qui passent par le même point de la surface, se coupant dans la normale qui leur est commune, et étant perpendiculaires l'une à Vautre, il s'ensuit que chacune des surfaces développables de l'une des suites rencontre toutes celles de l'autre suite en lignes droites, à angles droits, et réciproquement. Les deux suites de surfaces développables divisent donc l'espace en éléments infiniment étroits dans les sens des deux courbures, indéfinis dans le sens de la normale, et terminés par quatre plans rectangulaires entre eux, et par quatre arêtes indéfinies et en lignes droites.
H est facile d'apercevoir qu'étant donnée la surface d'une voiite, la manière la plus naturelle de la diviser en voussoirs par des joints est de prendre pour joints les surÊices développables normales à la sur&ce de la voûte, et espacées entre elles, dans chacune des deux
suites, d'une quantité finie et dépendante de la nature des matériau5L. Ces joints seraient tous perpendiculaires à la surface, et rectangulaires entre eux; les voussoirs n'auraient, par conséquent, que des angles droits; les joints qui seraient engendrés par le mouvement d'une ligne droite seraient de l'espèce de ceux auxquels on doime le nom de réglés y et par conséquent d'une exécution facile. D'ailleurs, si les joints étaient apparents sur la surface de la voûte-, ils y traceraient des courbes toutes rectangulaires entre elles, et qui, dépendant de la nature même de la surface, en rendraient la génératrice plus apparente : enfin, ces lignes elles-mêmes diviseraient la surface de la voûte en compartiments tous rectangulaires et susceptibles d'une décoration bien ordonnée et propre à la surface.
Les deux équations (B), (C) étant, en x' ^y' ^ z', celles de la normale, il est évident que si l'on assujettit cette normale à se mouvoir dans la surface développable d'une des courbures, elle passera par la ligne de cette courbure, et les deux quantités a*, y auront entre elles la relation exprimée par celle des deux équations (G), (H), qui est relative à cette courbure. Donc, si des trois équations (B), (C), (G) , et de celle de la surface courbe, on élimine x^ j, z, on aura en .r', /', z\ a, è, pour une des courbures, l'équation de la surface développable normale qui passe par le point déterminé par j? = o, )• = h. Et si Ton élimine de même *r, j, z entre les trois équations (B), (C), (H) et celle de la surfece courbe, on aura en x\ y\ z\ a, ft, pour l'autre courbure, la surface développable normale qui passe par le même point.
(jhacune des surfaces développables normales d'une des suites a son arête de rebroussement particulière, qui, étant le lieu des intersections successives des normales consécutives pour une ligne de
courbure, est évidemment le lieu des centres d'une des coiu*bures de tous les points de la sur&ce qui sont sur la même ligne de courbure. Si Ton considère donc le système des arêtes de rebroussement de toutes les surfaces développables normales d'une même suite, ce système formera une surfece courbe qui sera le lieu de tous les centres d'une des courbures de la surface courbe. De la même manière, le système des arêtes de rebroussement de toutes les surfaces développables normales de l'autre suite formera ime autre sur&ce courbe, qui sera le lieu de tous les centres de la seconde courbure de la même surface courbe. Ces deux surfeces des centres de courbure d'une même surface courbe, qui, dans quelques cas particuliers, peuvent avoir leurs équations séparées, mais qui, en général , sont des nappes différentes d'une même surface courbe, et comprises dans une même équation élevée, sont, par rapport à la surÊice courbe, ce que les développées sont par rappoit aux lignes courbes.
Les trois équations (B), (G), (D) donnant les coordonnées a', y\ z' du centre de courbure correspondant au point de la surfaire courbe déterminé par les valeurs arbitraires de a: et/, il est évident que si, entre les trois équations (B), (G), (D) et celle de la surface €!Ourf)e, on élimine a:, j, s, l'équation résultante sera, en x\ y\ z\ celle de la surface des centres de courbure.
Lorsque l'équation du second degré (D), après la substitution des valeurs de/:/,qr,r,j,^ena:,j, sera divisible en deux facteurs rationnels, c'est-à-dire lorsque les quantités x^y pourront sortir toutes de dessous le radical ; en opérant, comme nous venons de le dire, pour chaque facteur en particulier, on aura les équations séparées des surfaces des centres des deux courbures, ces deux surfiices seront alors distinctes ; elles pourront même être totalement indépendantes si la quantité qui est sous le radical est un carré par&it, ou n'être liées entre elles que par une relation entre leurs
paramètres, si la quantité constante qui est sous le radical n'est pas un carré parfait. Mais lorsque a? et j ne pourront sortir entièrenusit du radical, on ne pourra opérer que sur l'équation du second degré (D) elle-même; le résultat de l'élimination en a?', /', z' sera d'un degré pair; les surfaces des centres des deux courbures ne seront plus distinctes, et elles seront les nappes différentes d'une même surface courbe, produites Tune et l'autre par une même génération.
De ce que chaque normale est tangente en même temps aux arêtes de rebroussement des deux surfaces développables normales dont elle est l'intersection, il s'ensuit qu'elle est en même temps tangente aux deux nappes de la surface des centres de courbure ; de plus, chacune de ces nappes est l'enveloppe de toutes les surfaces développables normales d'une même suite. Ainsi, tout plan tangent à une de ces surfaces développables sera aussi tangent à la , nappe que cette surface touche; donc, si l'on conçoit par la même normale les deux plans tangents aux surfaces développables dont elle est l'intersection, ces deux plans, qui d'ailleurs sont à angles droits, seront tangents, l'un à la. première nappe de la surface des centres, et l'autre à la seconde. Donc la surface des centres de courbure d'une surface courbe jouit de cette propriété remarquable, que, de quelque part qu'on la considère, les contours apparents de ses deux nappes paraissent toujours se couper à angles droits.
Il suit de là que toute surface courbe n'est pas habile à être la surface unique des centres de courbure d'une autre surface. Il Êiut pour cela, i^ que son équation algébrique soit d'un degré pair; 2? que les contours apparents de ses deux nappes soient rectangulaires entre eux. Toutes celles qui ne remplissent pas ces deux conditions ne peuvent former que la surface des centres d'une des courbures, et doivent être conjuguées avec une autre surface courbe, qui sera celle des centres de l'autre courbure, et pour la-
quelle il suffira que les contours apparents de Tune et de Tautre soient rectangulaires, de quelque point qu'on les regarde.
Si, sur la nappe des centres d'une des courbures, on considère une quelconque des arêtes de rebroussement dont elle est le lieu, cette arête sera, entre deux quelconques de ses points, la ligne la plus courte que l'on pourra tracer sur la nappe. En effet, le plan osculateur de cette arête, c'est-à-dire le plan qui passe par deux de ses tangentes consécutives, est tangent à la surface développable à laquelle appartient l'arête, et qui est le lieu de ses tangentes : il est donc tangent à la nappe des centres de l'autre courbure, et, par «conséquent, normal à la première nappe au point d'osculation. Or la ligne dont le plan osculateur est normal à la surface au point d'osculation est la plus courte que l'on puisse tracer, sur cette surfiice, entre deux quelconques de ses points; ou, ce qui revient au même, elle est celle que tracerait un fil tendu entre ces deux points. Car si l'on conçoit un fil appliqué sur cette courbe, coïncidant avec elle, et tendu à ses deux extrémités par des forces égales, la résultante des tensions de deux éléments consécutifs sera dirigée dans le plan de ces deux éléments, c'est-à-dire dans le plan osculateur normal à la surface ; et parce que ces deux tensions sont égales entre elles, la direction de la résultante partagera en deux parties égales l'angle formé par les deux éléments consécutifs : ainsi cette résul- 1:ante sera normale à la surface, et sera entièrement détruite par la résistance de cette surface; le fil n'aura donc aucune tendance à s'écarter de la courbe sur laquelle il aura été appliqué, et avec laquelle il coïncidera toujours.
Si les deux nappes des centres de courbure se coupent quelque part, elles se couperont à angles droits, et la courbe de leur intersection sera le lieu des centres de courbures sphériques de la surfilée; car chacun des points de cette ligne se trouvant en même temps sur les nappes des deux courbures sera le centre commun
(les deux courbures qui, au point correspondant de la surÊice, sont égales entre elles, comme celles d'une sphère. De plus, si l'on conijoit toutes les tangentes à la courbe d'intersection des deux nappes, rhacune d'elles sera normale à la sur&ce, et la coupera en un point pour lequel les deux courbures auront même rayon et même centre. I .a <îOurbe qui, sur la surface, passe par tous ces points, est une ligne r'(*marquable; c'est la ligne des courbures spJiériques, qui ne coînride avec aucune de^ lignes de courbure, et qui, sur la sur&ce, coupe toutes celles de l'une et de l'autre espèce. On aura l'équation de cette courbe en égalant entre elles les valeurs des deux rayons de courbure, c'est-à-dire en égalant à zéro le radical de l'é- (|uation (D), ce qui donne
|(i f 7')r— a/7(7JH- (i H-/;')fJ' = 4(r^ — j')(H-/?^+^').
Il (îst bien évident que la ligne des courbures sphériques sur la surfiicre est une développante de la ligne des centres de courbure Hpliéri(|ue ou de l'intersection des deux nappes des centres. Ainsi, aprrs avoir fixé un (il en un des points de l'intersection des deux nappes des (K^fitres, si, en le tendant, on le fait mouvoir de manière pTil n'enveloppe sur cette intersection, et que la partie rectiligne lu fil .si)il. toujours tangente à cette courbe, un des points de ce fil pfu'coiirr» la ligne de courbure sphérique. Mais si, en tendant le fil, on nr n'assujettit à aucune condition, et en supposant qu'il n'exerce iiunin (i*olU'in(;nt sur les nappes des centres, dans quelque position qu'on le eonsidère, il sera divisé en trois parties : la première sera rhvi'loppn* ViWV une partie de l'intersection des deux nappes; la dnixiriiie sera pliée et tendue sur la nappe des centres dont le fil 11' MTii iipproi^lié, et sera appliquée sur une des arêtes de rebrousni'iiiiMil dont (*elle nappe est le lieu, et ces deux parties de courbes nn lnurlieri>nl ù hnir point commun; la troisième partie du fil en \\^\\i^ droiU* sera buigente à cette arête de rebroussement, et nor-
maie à la surface; enfin, le même point du fil sera sur la surface elle-même. Ainsi, en agitant le fil constamment tendu, on pourra transporter le même point du fil successivement sur tous les points de la surface.
On voit donc qu'une surface quelconque peut être engendrée par les deux mouvements continus du point d'un fil tendu qui s'enveloppe sur les nappes des centres, de même qu'une courbe plane peut être engendrée par le point tendu d'un fil qui s'enveloppe sur la développée de la courbe.
Nous allons actuellement nous occuper de la génération des surfaces courbes d'après les propriétés de leurs lignes de courbure, de leurs rayons de courbure, etc. Nous aurons souvent occasion d'employer les équations rapportées dans ce paragraphe.
DES UGNES DE COURBURE DE LA SURFACE DE L'ELLIPSOÏDE
Après avoir porté, de part et d'autre de l'origine, sur la ligne des X une première droite a, sur la ligne des j une seconde droite '>, et sur la ligne des z une troisième droite c, ce qui détermine six points placés de telle manière que chacun des trois plans rectangulaires en contient quatre; si l'on conçoit dans chacun de ces plans une ellipse dont les quatre points compris dans ce plan soient les quatre sommets, chacune de ces ellipses, que nous nommerons ellipses principales, aura pour demi-axes deux des trois droites «,
ft, c, et leurs équations seront
Ensuite, si l'on conçoit qu'un plan se meuve parallèlement à l'un quelconque des plans rectangulaires, dans chacune de ses positions il coupera deux des ellipses principales, chacune en deux points, i?e qui déterminera quatre points dans ce plan; enfin, si Ton conçoit l'ellipse dont ces quatre derniers points seraient les quatre sommets, le lieu de toutes les ellipses construites suivant la même loi que la dernière sera la surface de l'ellipsoïde dont nous nous proposons de trouver des lignes de courbure; ou, ce qui revient au même, cette surface peut être regardée comme engendrée par le mouvement de la dernière ellipse, qui est en même temps variable de figure et de position.
Il est évident, d'après cette génération, que la surface est symétrique par rapport à chacune des trois lignes des a:, des j* et des z, sur lesquelles seront placés ces trois axes, et que les grandeurs de ces axes seront respectivement 2a, 2&, ac. De ces trois axes nous supposerons que le premier soit le plus grand et que le dernier soit le plus petit.
Pour trouver l'équation de la surface de l'ellipsoïde, supposons que le plan mobile soit parallèle à celui des a:, j, et considérons-le lorsqu'il est à une distance quelconque et de l'origine; on aura pour son équation
On trouvera les coordonnées des points dans lesquels il coupe alors les deux ellipses principales, en faisant z = et dans les équations de
substituant donc ces valeurs dans l'équation ( E) , ' (E)jë[('+î*)^-/^'l-^lK'+î')'-('+/'')']] = o,
et chassant, au moyen de Téquation de la surface, les z qui ne se détruisent pas, on aura, pour les projections des lignes de courbure sur le plan des a:, j, l'équation aux différences ordinaires à deux variables
qui, en faisant, pour abréger,
devient
^^è"^È(^'~Ar' — B) — -^ = 0'
et qu'il s'agit d'intégrer.
Cette équation étant élevée, on doit la regarder comme résultant de rapports non linéaires établis entre les constantes qui complétaient les intégrales du premier ordre d'une équation différentielle d'un ordre supérieur. Il faut donc chercher cette équation d'tgi ordre supérieur en éliminant successivement des constantes par la différentiation, l'intégrer ensuite jusqu'aux quantités finies, ce qui introduira autant de constantes arbitraires de trop que l'on aura différentié de fois, et trouver enfin les relations qui doivent subsister entre ces constantes arbitraires pour que la proposée soit satisfaite.
Difiërentiant donc la proposée, on trouve
g(2A^| + a:^-Aj»-B)H-(A^f-; + i)(a:^^-j)=o,
et éliminant une des constantes A, B, l'autre disparaît aussi, et l'on obtient l'équation aux différences secondes
J^ddf -h dy {^dy — ydv) = o,
qui est linéaire, et qui peut être mise sous cette forme
^ddy -f- dyd^ = o.
dont l'intégrale est
-dy = v^^^^^^
jS étant la constante arbitraire introduite par l'intégration.
On pourrait dès à présent substituer dans la proposée, pour ^^
sa valeur tirée de l'intégrale, et l'on aurait l'intégrale demandée complétée par la constante arbitraire |3 : dans ce cas même, l'opération serait très-simple; mais, en général, il vaut mieux remonter directement aux quantités finies, ce qui donne toujours l'équation la plus simple, et déterminer les valeurs des constantes surnuméraires de manière que la proposée soit satisfaite. Intégrant donc encore une fois, on trouve
équation d'une section conique concentrique à l'ellipsoïde, dont les axes sont dirigés suivant la ligne des x et celle des/, pour laquelle les grandeurs des axes sont arbitraires, et qui peut être luie ellipse ou une hyperbole, suivant le signe de la constante |3. Mais nous ne devons avoir qu'une seule arbitraire; donc des deux axes
de la section conique il n'y en a qu'un dont nous puissions disposer; l'autre dépend du premier, et cette relation doit être telle que la proposée soit satisfaite.
Pour trouver cette relation, soient m^ nies grandeurs des demiaxes de la section conique, son équation sera
le signe supérieur étant pour les ellipses, et l'inférieur pour les hyperboles; en la dîfFérentiant, on trouvera
dy /i*x ^
dx ~^ m*j '
substituant pour f ^^ -f leurs valeurs dans la proposée, x disparaîtra aussi, et l'on trouvera que pour que cette équation soit satisfaite, les deux demi-axes /w, n doivent avoir entre eux la relation
suivante :
m^ zfz A/^^ = B.
(jCs demi-axes pour chaque ellipse sont donc les coordoimées d'un point d'une même hyperbole déterminée, et pour chaque hyperbole les coordonnées d'un point d'une même ellipse déterminée; cette hyperbole déterminée et cette ellipse étant d'aflleurs Tune et l'autre concentriques à l'ellipsoïde, ayant, de plus, les mêmes axes, dirigés, l'un suivant la ligne des Xj l'autre suivant la ligne des j, et les grandeurs de ces axes étant, pour la moitié du
premier, y B, et pour la moitié du second, ^. Enfin, remettant
VA
pour A et B leurs valeurs, les grandeurs des demi-axes communs de l'ellipse et de l'hyperbole déterminées seront respectivement
a y a* — b* ^ b \a* — ^^ tm > • i
- et . L) ou suit la construction suivante.
va' — c
yjb' —
On construira une première hyperbole et une première ellipse, toutes deux concentriques à l'ellipse principale, et dont les demi-
axes communs seront — dans le sens des Xy et — -==r
dans le sens des y. Nous donnerons à ces deux courbes le nom à' hyperbole et di ellipse auxiliaires. Puis, si d'un point quelconque de l'hyperbole on abaisse les deux coordonnées rectangulaires, ces coordonnées seront les demi-axes d'après lesquels, en construisant une autre ellipse concentrique, on aura la projection, sur le plan des jc, Xj d'une des lignes de courbure de l'ellipsoïde. Construisant de la même manière tant d'ellipses qu'on voudra, on aura les projections de toute la suite des lignes d'une des courbures de la surface. De même, si d'un point quelconque de l'ellipse auxiliaire on abaisse les deux coordonnées rectangulaires, elles seront les demi -axes d'une hyperbole concentrique; chacune des hyperboles construites de cette manière coupera toutes les ellipses, et réciproquement; et leur système sera la projection de toute la suite des lignes de l'autre courbure.
La quantité a^ — b^ étant toujours moindre que a.^ — c ^ , il s'ensuit que Taxe commun de l'ellipse et de l'hyperbole auxiliaires, et
qui a pour expression — , est plus petit que le grand axe na
de l'ellipsoïde; que, par conséquent, les sommets communs de ces deux courbes tombent en dedans de l'ellipse principale. D'après cela, il est évident que la plus petite des ellipses, projections des lignes de courbure, a pour grand axe cet axe commun, et que son petit axe est nul : elle se confond donc avec la ligne des x\ d'où il suit que l'ellipse principale qui est dans le plan des a:, z, est elle-
même une des lignes de courbure de la surface. A mesure que le grand axe des ellipses croît, le petit axe croît aussi; et lorsque le premier de ces axes est égal au grand axe de l'ellipsoïde, l'ellipse se confond avec l'ellipse principale du plan des oc^y^ qui est donc aussi une ligne de courbure. En effet, si dans l'équation de l'hyperbole auxiliaire m^ — An^ = B, on fait m = a, et si l'on remet pour A et B leurs valeurs, on trouve n = b. Il est inutile de construire des ellipses plus grandes que cette dernière; elles tomberaient toutes en dehors de l'ellipsoïde, et seraient étrangères à notre objet.
On voit donc que chacun des deux sommets communs de l'hyperbole et de l'ellipse auxiliaires est embrassé d'un même côté par toutes les ellipses, qui se resserrent toujours à mesure que leurs sommets en approchent, et qui ne perdent leur petit axe que quand elles l'atteignent.
Quant aux hyperboles, il est clair qu'aucune d'elles ne peut avoir, dans le sens des oc, un axe plus grand que l'axe commun de l'hyperbole et de l'ellipse auxiliaires. Celle pour laquelle l'axe a cette grandeur a son autre axe nul , et se confond avec la ligne des x'j à mesure que cet axe diminue, l'autre augmente, de manière que, lorsque celui-ci est à son maximum, le premier devient nul à son tour, et alors les deux branches de l'hyperbole se confondent avec la ligne des y. Ainsi la troisième ellipse principale est encore, comme les deux autres, une des lignes de courbure de la surface. Chacun des sommets communs de l'hyperbole et de l'ellipse auxiliaires est embrassé par toutes les hyperboles, mais du côté opposé à celui pour lequel les ellipses l'embrassent. Les hyperboles se resserrent à mesure qu'elles approchent de ces points, et elles ne perdent leur petit axe que lorsque leur sommet les atteint.
Ces points vers lesquels et les ellipses et les hyperboles tournent toutes leiu's concavités sont les projections de quatre points très-
remarquables sur la surface courbe; deux d'entre eux sont placés au-dessus du plan des a;, j, et deux au-dessous. Ce sont quatre ombilics autour desquels les lignes des deux courbures sont pliées, toutes les unes d'un côté, et toutes les autres du côté opposé. Ces lignes se resserrent à mesure qu'elles en approchent, et, dès qu'elles les atteignent, elles changent d'espèce.
Les projections des lignes de courbure ne sont des courbes d'espèces différentes pour les deux courbures que parce que le plan de projection n'est pas placé d'une manière symétrique. En effet, les trois axes de l'ellipsoïde étant supposés inégaux, c'est sur le plan, mené par le plus grand axe et par le moyen, qu'on aurait trouvé, par la même raison, des résultats absolument analogues; mais en choisissant le plan mené par le plus grand axe et par le plus petit, les projections des lignes de courbure sont de la même espèce; elles se construisent toutes par la même loi , et leur construction est plus propre à être employée dans les arts.
Pour avoir l'équation de la projection des lignes de courbure sur le plan des a?, z, il fout, de l'équation de la siu^ce courbe
éliminer y au moyen de l'équation de la projection, sur le plan des x, j,
dans laquelle on a d'ailleurs, entre les deux constantes arbitraires /n, n, la relation suivante :
m^ zp kri' = B,
ce qui réduit ces constantes à ime seule. Cette élimination est
rendue plus facile par l'équation identique et donne
dans laquelle toutes ambiguïtés de signes se sont détruites. Or nous avons vu que la quantité m, qui est Taxe dans le sens des x des sections coniques de la première projection, ne peut jamais excéder Taxe correspondant a de l'ellipsoïde; la quantité a^ — m^ sera donc toujours positive, et l'équation que nous venons de trouver sera celle d'une ellipse concentrique à la surÊice courbe, dont les axes seront dirigés suivant la ligne des x et celle des z, et qui ne changera pas d'espèce. Soient m', n' les grandeurs des deux demiaxes de cette ellipse, on aura
et, éliminant la constante m, qui est étrangère à la projection actuelle, on trouvera que les deux demi-axes de cette ellipse doivent avoir entre eux la relation suivante :
Or cette équation est elle-même, en m', Ai', celle d'une ellipse déterminée ; donc les deux demi-axes de chacune des ellipses de la projection sur le plan des a:, z, sont les deux coordonnées rectangulaires d'un même point, pris sur une ellipse qui est la même pour
toutes, et dont les demi-axes ont pour grandeurs —=z dans le même sens des m', et — -z dans le sens des n\ Enfin, remettant pour A
by/À ^
et B leurs valeurs, les grandeurs des demi-axes de cette dernière
ellipse sont respectivement et — ; d ou smt la
construction suivante.
On construira une ellipse auxiliaire concentrique à F ellipse principale, et dont les demi-axes seront ~^i==r dans le sens des a*,
et ~^ dans le sens des z. Il suffira de construire un quart de
cette courbe. Puis, d'un point quelconque de cette ellipse on abaissera les deux coordonnées rectangulaires, et l'on construira une ellipse concentrique dont les demi-axes, dans le sens des oc et dans celui des Zj sei'ont égaux à ces coordonnées respectives. Cette ellipse sera la projection d'une des lignes de courbure, et la suite de toutes les ellipses construites de cette manière sera la projection des deux suites des lignes de courbure de toute la surface de l'ellipsoïde. Les
(l\ H^ •"— C^ C \ Cl^ "— c^
demi-axes de l'ellipse auxiliaire • et , étant plus
grands que les demi-axes correspondants a et c de l'ellipse principale , cette dernière ellipse est entièrement comprise dans la première. De plus, l'ellipse principale est elle-même ime de celles que donne la construction précédente; car si, dans l'équation de l'ellipse auxiliaire
on donne à m' la valeur a du grand axe de l'ellipse principale, et en Êdsant usage de l'équation identique AP -f- B = a% on trouve pour l'ordonnée n' la valeur c du petit axe. Donc, si aux extrémités des deux axes de l'ellipse principale on lui mène des tan-
gentes, ces tangentes, qui seront d'ailleurs rectangulaires entre elles, se rencontreront en un point de l'ellipse auxiliaire. Ce point de rencontre divise le quart de l'ellipse auxiliaire en deux parties, dont l'une sert à la construction des lignes de l'une des couii>ures, et dont l'autre sert à, la construction des lignes de l'autre courbure. En effet, la partie du quart de l'ellipse auxiliaire qui avoisine son premier axe produit des ellipses qui toutes ont leurs grands axes plus grands et leurs petits axes plus petits que les axes correspondants de l'ellipse principale. Ces ellipses, qui se resserrent à mesure que leur grand axe s'allonge, et qui se confondent avec la ligne des x lorsque le grand axe est égal à celui de l'ellipse auxiliaire, divisent Taire de l'ellipse principale en zones dirigées dans le sens du grand axe, et sont les projections des lignes d'une des courbures. Au contraire, la partie du quart de l'ellipse qui avoisine son second axe produit des ellipses qui toutes ont leurs axes dans le sens des x plus petits, et ceux dans le sens des z plus grands que les axes correspondants de l'ellipse principale. Ces ellipses, qui se resserrent à mesure que l'axe, dans le sens des z, croît, et qui se confondent avec la ligne des z lorsque cet axe est égal à celui de l'ellipse auxiliaire, divisent l'aire de l'ellipse en zones dirigées dans le sens de la ligne des z. Chacune d'elles coupe donc toutes celles de la première espèce en quatre points qui sont compris en dedans de l'ellipse prin- (*ipale; donc elles sont les projections des lignes de l'autre courbure.
Dans la dernière projection , si par les extrémités des axes de l'ellipse auxiliaire, prises deux à deux, on mène quatre lignes droites, ce qui formera un parallélogramme équilatéral, toutes les ellipses, projections des lignes de courbure, seront inscrites dans ce parallélogramme, dont chacune d'elles touchera les quatre côtés.
- i5i — En effet, si de l'équation de ces ellipses
on chasse la quantité m au moyen de l'équation de l'ellipse auxiliaire
l'équation résultante ordonnée par rapport à n\
a^b^kn" -h n'^ [c^ Rr^ — a^'b^kz^ — a'c' ] -h a'c'z' = o,
sera celle des ellipses, projections des lignes de courbure, et qui ne diffèrent entre elles que par la valeur particulière de la constante n'. Pour avoir l'enveloppe de toutes ces ellipses, c'est-à-dire la ligne qui termine l'espace qu'elles occupent sur le plan de projection, il faut difTérentier cette équation en regardant /i' comme seule variable, et éliminer n' au moyen de cette différentielle. Or, en différentiant, on a
aa^è^An'^ _l_ c^ Rr^ — a'è^Az^ — a'c'' = o;
donc, en éliminant /i'% on aura pour équation de l'enveloppe de toutes les ellipses
[e^ftr* — a^è^Az' — aV^]^ — 4a*èV'Az^ = o.
Mais le premier membre de cette équation est la différence de deux carrés; l'équation elle-même se décompose donc dans les deux facteurs
c'ftr' — a'b^kz^ _ a*c' -h ^^a^bcz y/A = o, c»ftr' — a'6'Az' — a'c^ — ^a^bcz\fK=o,
qui, étant eux-mêmes chacun la différence des deux autres carrés,
se décomposent dans les quatre facteurs
ex y B -h ahz y A h- a^c = o,
— ex y B — ahz \A -+- a^e = o,
— ex y B H- aèz yA h- a^c = o, cj? y B — abz y A -h a^c = o;
ou, remettant pour A et B leurs valeurs
ex
^a' — b^-\-az )Jb' — c^^ae yjà' — c' = o,
— ex sjd^ — b^ — az \b^^—c^ -+- ac ^a^ — c^ = o,
— ex sja^ — b'^ ■+- az ^b^ — e^ -+- ae \Jà^ — e^ = o, ex \Ja^ — b^ — az \b^ — c^ -h ac \Jd^ — c* = o,
qui sont les équations des quatre droites menées par les extrémités des axes de T ellipse auxiliaire, prises deux à deux.
La plupart des autres surfaces ont des ombilics analogues à ceux que nous avons remarqués sur celle de l'ellipsoïde, et il est Êicile de trouver leurs positions avant même que d'avoir intégré l'équation des lignes de courbure; car les ombilics sont les points dans lesquels les lignes des deux espèces de courbure se changent l'une en l'autre, et, par conséquent, pour chacun desquels les deux lignes de courbure se confondent. Ces points sont donc ceux pour lesquels les deux valeurs de ^-., que fournit l'équation générale des
lignes de courbure, sont égales entre elles; et l'on aura une relation entre leurs coordonnées, en égalant à zéro le radical par lequel ces deux valeurs différent entre elles. Faisons-en l'application au cas
de l'ellipsoïde, pour lequel l'équation générale différentielle des lignes de courbure est
^•^ S "+" È ["^^ ~ Ar' — B] — xy = o.
Si, après avoir résolu cette équation du second degré algébrique, on égale à zéro le radical, on aura
[^.« _ Ay' — hy -+ /iAxy = o,
dont le premier membre est la somme de deux carrés, et qui ne peut rien exprimer de réel, à moins qu'on n'égale à zéro la racine de chacun de ces carrés; ce qui donne en même temps les deux équations
x^ — Aj^ — B = o;
mais la première de ces équations a elle-même deux facteurs qui peuvent avoir lieu séparément. Donc nous avons deux cas à considérer : 1** le cas où Ton aurait en même temps
j = o et x^ — Aj^ — B=o;
2** celui où l'on aurait en même temps
.r=o et x^ — A.y^ — B=o.
Le premier cas donne
r = o et ^ = \/B = '^ ;
ce sont les coordonnées que nous avons trouvées pour les projections des ombilics sur le plan des x^ y. Le second cas donne
.r = o et j=-;=:y — i,
VA
qui sont les coordonnées d'un point imaginaire. Ainsi, il n'existe pas sur la surface d'autres ombilics que ceux que nous avons considérés.
Nous aurons occasion, dans la suite, de voir des surfaces dont tous les points sont de semblables ombilics.
S'il était question de voûter un espace circonscrit en projection horizontale par une ellipse, on ne pourrait pas donner à la voûte une surface plus convenable que celle de la moitié d'im ellipsoide dont une des ellipses principales coïnciderait avec l'ellipse de k naissance; et, en supposant que cette voûte dût être exécutée en pierres de taille, il faudrait que la division en voussoirs fut opérée au moyen des lignes de courbure dont nous avons donné la construction, et que les joints fussent les surfaces développables normales à la voûte. Les lignes de division en voussoirs traceraient sur la surÊice des compartiments rectangulaires susceptibles de décoration, et ces compartiments eux-mêmes n'auraient rien de Êuitastique, puisqu'ils ne seraient qu'une suite nécessaire de la première donnée, qui est une ellipse; mais la destination de cet emplacement pourrait influer sur le choix de celui des trois axes qu'il faudrait placer verticalement.
Il n'y aurait aucune raison pour faire l'axe vertical égal à l'un des deux axes horizontaux; ainsi les trois axes seraient inégaux. Dans cette hypothèse, l'axe vertical pourrait être plus grand que les deux autres, et alors la voûte serait surmontée; il pourrait être plus petit, et la voûte serait surbaissée; enfin, il pourrait être compris entre les deux autres, et la voûte serait moyenne. La voûte surmontée aurait, en général, plus de hardiesse et plus de dignité; et, si la naissance était elle-même à une grande hauteur, quelle que
fiit, d'ailleurs, la destination de remplacement, ce serait la voûte surmontée qu'il faudrait employer, parce que sa grande élévation, faisant paraître ses dimensions verticales [)lus petites qu'elles ne seraient réellement, écraserait trop une voûte d'une autre espèce. La voûte surbaissée, en diminuant le volume de l'air compris dans l'emplacement, serait plus favorable à la voix d'un orateur. Si l'emplacement devait être éclairé par deux lustres suspendus à la voûte, il faudrait que cette voûte fût, ou surmontée ou surbaissée, parce que, dans ces deux cas, sa surface aurait deux ombilics placés symétriquement au-dessus du grand axe de l'ellipse horizontale, et que ces ombilics, rendus très-apparents par les compartiments qui se distribueraient autour d'eux, seraient les points naturels de suspension; alors, on pourrait disposer du rapport entre les trois axes^ pour que ces points fussent espacés d'une manière convenable.
Au contraire, si l'emplacement devait avoir quatre grandes ouvertures, ou si la voûte devait être portée par quatre groupes de <:olonnes, ou enfin si, dans la décoration intérieure, on employait quatre supports distribués symétriquement, il faudrait choisir la "voûte moyenne pour laquelle les quatre ombilics sont toujours ^rians la naissance, et placer les massifs ou les supports aux quatre ^extrémités des axes, parce que c'est aux environs de ces quatre jfDoints, et loin des ombilics, que les lignes de courbure, rendues pparentes par la décoration de la voûte, et qui, d'ailleurs, ren- -^ entrent toutes verticalement la naissance, s'écartent plus lentement le la ligne de plus grande pente de la surface.
On s'occupe aujourd'hui de la construction de salles pour les
ux Conseils de la législature; les emplacements dont on a pu
no.
disposer, jusqu'à présent, pour de semblables salles, ont forcé de donner à l'amphithéâtre moins de profondeur en fece de l'orateur que sur les côtés; mais, l'expérience ayant prouvé que la voix se porte à une plus grande distance en face, il paraît que c'est une disposition toute contraire qu'on devrait adopter. De toutes les formes allongées qu'on pourrait donner à l'amphithéâtre, il n'y en a aucune dont la loi soit plus simple et plus gracieuse que l'ellipse; il faudrait donc que la salle fut elliptique, et qu'elle fut couverte par une voûte en ellipsoïde surbaissée.
Le service des assemblées législatives exige un emplacement pour le bureau, en avant duquel est la tribune de l'orateur. En plaçant le bureau a im des sommets de l'ellipse, on pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la commodité du service, et l'orateur se trouverait naturellement placé sous un des ombilics de la voûte ; l'amphithéâtre n'occuperait que la partie qui est en avant. Une galerie qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait assez élevée pour être très-distincte de l'amphithéâtre, fournirait des places au public. La salle, qui n'aurait ni tribune ni aucune espèce d'irrégularité, pourrait être décorée par des colonnes, à chacune desquelles correspondrait une nervure de la voûte, pliée suivant la ligne de courbure ascendante. Toutes ces nervures, verticales à leur naissance, se courberaient autour de l'un ou de l'autre ombilic, pour redescendre ensuite à plomb sur les colonnes opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autres nervures pliées suivant les lignes de l'autre courbure. Les intervalles de ces nervures pourraient être à jour, soit pour éclairer la salle, soit pour donner des issues à l'air, et formeraient un vitrage moins fantastique que les roses de nos églises gothiques. Enfin, deux lustres suspendus aux ombilics de la voûte, et à la suspension desquels la voûte entière semblerait concourir, serviraient à éclairer la salle pendant la nuit.
Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails à cet égard; il
ce qui, pour chaque ligne de courbure correspondante, déterminerait le point M. Alors, pour trouver l'autre sommet N de la même ellipse, il faudrait, par le point M, mener MH parallèle à AB, la prolonger jusqu'à la rencontre de l'hyperbole auxiliaire, et, du point H d'intersection, abaisser sur AB la perpendiculaire HN, qui déterminerait le point N .
Les hyperboles, telles que SPRS'P'R', sont les projections des lignes de l'autre courbure. I^es extrémités P, Q de leurs axes se construisent, pour chacune d'elles, en abaissant d'im même point L, pris sur l'ellipse auxiliaire, les coordonnées rectangulaires LP, LQ. Dans la Jig. 2 , nous indiquerons comment on construirait ces points s'il fallait que l'hyperbole passât par un point déterminé R de la naissance.
O et O' sont les projections des ombilics.
FIGURE
L'objet de la /ig. 2 est de donner les détails de la construction des extrémités O, G des axes communs de l'ellipse et de l'hyperbole auxiliaires. Soient ADB la moitié de la grande ellipse horizontale qui passe par les naissances de la voûte surbaissée; F, F ses foyers; We le quart de l'ellipse verticale dont le plan passe par AB ; f, f ses foyers; DUE l'ellipse qui passe par KD; et/*im de ses foyers. Pour construire le point O, on portera Kf et KF sur Tautre axe, de K en f et F'; on mènera la droite f'B, et, par le point F', on lui mènera la parallèle F'O, qui, par son intersection avec l'axe AB, déterminera le point O. De même, on portera K/sur l'autre axe, de K en/'; on mènera la droite/'^D, et, par le point F, on lui mènera une parallèle FG, qui, par sa rencontre avec l'axe KD prolongé, déterminera le point G.
Si, la voûte devant être décorée, les lignes de courbure ascendantes, et qui sont projetées sur les hyperboles, devaient être ren-
pendiculaires LP, LQ pour celles d'une suite, et HM, HN pour celles de l'autre.
0,0,0,0 sont les quatre ombilics qui, dans cette projection, sont placés sur le contour apparent de la surface.
Si, par les extrémités des axes de l'ellipse auxiliaire, on mène les quatre droites XG, GX', X'G, G'X, qui seront parallèles deux à deux, chacune d'elles touchera toutes les projections de lignes des deux courbures, en sorte que toutes les ellipses qui forment ces projections seront inscrites dans im losange.
FIGURE
La^g^. 4 a pour objet de donner les détails de la construction des extrémités X, G des axes de l'ellipse auxiliaire de hifig- 3. Soient AB le grand axe de l'ellipsoïde; KD la moitié de l'axe moyen; KE la moitié du petit axe; F, F les foyers dé la grande ellipse, dont on a représenté le quart par ASD; f, f les foyers de l'ellipse moyenne AOE; etfxm des foyers de la petite ellipse DUe. Pour construire le sommet X de l'ellipse auxiliaire KLG, on portera KF et Kf sur l'autre axe, de K en F' et f; on mènera F'B, et, par le point r, la parallèle f'X, qui, par sa rencontre avec l'axe AB prolongé, déterminera le point X. De même, pour l'extrémité G de l'autre axe, on portera K/sur AB, de K enf'\ on mènera la droite/' E, et, par le point f, la parallèle fG, qui, par sa rencontre avec l'axe KE prolongé, déterminera le point G.
XVII
DE LA GÉNÉRATION DE LA SURFACE COURBE DONT TOUTES LES LIGNES D'UNE DES COURBURES SONT DANS DES PLANS PARALLÈLES A UN PLAN DONNÉ.
Pour simplifier les opérations, nous supposerons d'abord que le plan donné soit perpendiculaire au plan des x^y. Cette hypothèse n altérera en aucune manière la figure de la surface courbe; elle ne produira d'autre effet que de lui donner une position déterminée dans l'espace. Ensuite, et lorsque nous aurons trouvé la génération de la surfece considérée dans cette position particulière, nous passerons au cas général, pour lequel nous n'aurons plus à faire que des opérations analogues, et nous pourrons exposer ces opérations d'une manière plus rapide.
Soit yz=ax l'équation du plan mené par l'origine, et auquel doivent être parallèles tous les plans qui contiennent les lignes de courbure; l'équation générale de ces plans sera
j = OcT H- a,
dans laquelle a est une constante absolue dont la valeur est la même poui' tous les plans, et a. est une quantité constante pour chaque plan et variable d'un de ces plans à l'autre. Pour chaque ligne de courbure en particulier, et sera donc constante, et, en différentiant, on aura
dy
ax
Donc, en substituant cette valeur de ^ dans l'équation de la pro-
ai
jection des lignes de courbure
on aura
l = o, — [{i^p')s—pqr] \
ou, ordonnant par rapport aux différences secondes,
(r-hds) [a{i 'i-q^)-\-pq] = {s-hat) [i -^p^-^apq],
équation qui, exprimant la relation que doivent avoir entre elles les quantités/?, q^r^s^t pour que les lignes de courbure soient dans des plans parallèles au plan donné, est, aux différences partielles secondes, celle de la surface demandée.
Pour trouver les deux équations aux différences partielles du premier ordre, nous rechercherons d'abord celle de la caractéristique de la surface. Pour cela, après avoir fait, pour abréger,
I -hp^-hapq = l!i
ce qui réduit l'équation aux différences secondes à la forme plus
simple
{r -h as)M — {s -h at)N = o,
nous la différentierons en regardant r, s^ t comme seules variables; et, en nommant R, S, T les coefficients respectifs des différentielles (le ces trois quantités, nous trouverons
Rz=M, S = aM — N, T= — aN,
Ainsi, en remettant pour M et N leurs valeurs, on aura, pour la caractéristique, les deux équations aux différences ordinaires
dy — adx=^ o, [a(i -h 9') -^ pq]dp— (l 4-/?^ 4- apq)dq = o.
Or ces équations sont toutes deux intégrables; cela est évident pour la première. Quant à la seconde, si Ton ajoute à chacun des coefficients de dp et dq ce qu' il faut pour que la quantité i -\-p^ -{- q^ y entre complètement, et si Ton retranché ensuite ce qu'on aura ajouté , on aura
(1 -f-yy' H- q-) {adp — dq) — {ap — q) (pdp -\- qdq) = o,
équation séparée. Donc les deux équations intégrales de la caractéristique sont
f — ax =2 ct\
a et a! étant les deux constantes arbitraires. La surface est donc telle que, si la première de ces équations a lieu, la seconde a aussi lieu nécessairement, c'est-à-dire que, si a est constant, a est aussi constant. Donc les quantités et et a sont constantes ensemble et variables ensemble; donc la première équation de la surface aux différences partielles du premier ordre est
{a) y — ax
Quant à l'autre caractéristique , si , au moyen de sa première équation
M^ + Ndx = o, on chasse M et N de l'équation de la surface
(r + as)M — {s -+- at)N = o.
— i65 — et si de celle-ci on élimine r^s^t par leurs équations
dp = rdx H- sdy^ dq = sdv -h tdy^
ou aura pour seconde équation de cette courbe :
dp -+- adq == o.
Ainsi, en remettant pour M et N leurs valeurs, et à cause de dz=pdx-hqdfj on aura, pour la seconde caractéristique, les deux équations aux différences ordinaires
dx -+- ady -+- {p ■+- aq)dz = o,
dp -h ddq = o.
Or, de ces deux équations, la seconde est évidemment intégrable; quant à la première , elle le devient par l'addition de la quantité :z{dp-hadq)j qui est nulle en vertu de la seconde; donc les deux t^quations intégrales de cette courbe sont
.r -h or + (/? H- ^q)z = |5',
p ^ aq =L |3.
Donc, en raisonnant comme pour l'autre caractéristique, les deux quantités |3 et |3' sont fonctions Time de l'autre, et la seconde équation aux différences du premier ordre de la surface est
{h) X -h a/ + (/? H- oxf)z = -^ip -f- aq).
La marche que nous venons de suivre pour parvenir de Téquation en différences secondes aux deux équations en différences premières, est une véritable intégration; nous avons taché d'en rendre le procédé clair par la géométrie.
Les deux intégrales premières (a) , {b) sont, chacune en particulier, d'une forme que l'on sait traiter; mais, parce qu'elles appartiennent toutes deux à la même sur&ce, elles se prêtent un secours mutuel
pour leur intégration, comme nous allons l'exposer d'ime manière générale.
Si Ton avait, entre les cinq quantités x^y^z^p^q^ une troisième équation qui appartînt encore à la même surface , et qui fut obtenue par une autre considération , l'intégrale finie serait le résultat de l'élimination de petdeq entre ces trois équations. Or on a
(Iz =. pdx -h- qdy^
qui résulte de la définition des quantités/? et ry. 11 ne s'agit donc que de l'intégrer pour avoir cette troisième équation. Si p et q étaient constantes, l'intégrale de
dz = pdx -f- qcly serait
z=px -h qy -h A,
dans laquelle A serait une constante arbitraire absolue; mais,/? et q étant toutes deux variables, il faut : i^ que A soit ime fonction arbitraire des deux quantités/? et q , qu'on a regardées comme constantes dans l'intégration; 2° que cette fonction soit telle, que les différentielles de l'intégrale, prises en regardant successivement p et q comme seules variables, soient satisfaites; ainsi, en représentant par TT la fonction arbitraire de/>^, </, on aura les trois équations
(r) z =px -\- qy~ 7r[p,q),
<|ui appartiennent, en général, à toutes les surfaces courbes. Pour <|u'elles appartiennent seulement aux surfaces que nous considérons, il faut que la fonction tt soit telle, que les cinq équations (a), (è), (c), (d)^ {e) puissent avoir lieu en même temps, ou qu'en éli-
minant entre elles les trois coordonnées 00^ f^ z^ les deux équations résultantes en p^ q^Tr^Tr'^Tr" soient satisfaites. De ces deux équations résultantes on tirera les valeurs de tt', it'^ en petq^ en les substituant dans
dir = ir'dp -j- 7r"dq\
on aura, entre les trois variables/?, ^, tt, une équation aux différences ordinaires, qui tiendra lieu des deux résultantes, et, par conséquent, de deux quelconques des cinq équations (a), (ft), (r), {d) , (e). Cette équation appartiendra toujours à une surface courbe, r'est-à-dire pourra toujoiu^ être rendue intégrable par un facteur, lorsque (a) et (è) appartiendront elles-mêmes à une même surlace court>e; ce qui a lieu dans le cas présent, puisque (a) et (i) sont les deux intégrales premières d'une même équation aux différencies secondes.
L'intégrale de cette équation donnera e\\ p et q la forme <le la fonction tt, que l'on substituera dans trois quelconques des équations (a), (è), (e), (rf), (e), par exemple dans les trois dernières; et r intégrale finie de l'équation aux différences partielles secondes sera le résultat de l'élimination de deux indéterminées p eXq entre ces trois équations.
Nous allons appliquer ce procédé au cas présent.
Pour abréger, nous représenterons par les lettres simples a et ,^5 les quantités qui sont sous les fonctions, ce qui donnera
H- aq
puis, éliminant x^y^ z entre les cinq équations (a), (è), (c), (rf), (e), on aura les deux résultantes
desquelles on tirera les valeurs suivantes de tt' et tt" :
(i -+- a' -h iS^)7r'^= a(37r — «4(3 — [i -^p^ -H a/?y](pa,
qui, étant substituées dans chr = tt' dp-^-Tr" dq^ et mettant pour dp et dq leurs valeurs en et, p, rfa, fl?|3, donnent, pour équations aux différences ordinaires,
Le premier membre de cette équation est une différentielle exacte; dans le second, les variables sont séparées, en sorte que, si les fonctions (p et 4 étaient déterminées et données, l'intégration de ce membre ne dépendrait que des quadratures; mais, dans le cas présent, où les fonctions ^ et 4 sont arbitraires, le second membre doit être regardé comme composé des différentielles de deux autres fonctions arbitraires, Tune de d et T autre de (5. Représentant donc ces nouvelles fonctions par d'autres caractères * et ^, dont le dernier même exprime ce que devient la fonction quand on a fait disparaître le dénominateur de l'intégrale, cette intégrale sera
7r = cl)a.v/(i + a' -r- f') + H'-^;
remettant pour a et ^ les quantités qu'elles représentent, et substituant ensuite pour tt sa valeur dans les trois équations (c) , (rf) , (e) ,
puis, éliminant a;, j, z entre les cinq équations (a), (è), (c), (rf), (c), on aura les deux résultantes
(lescjuelles on tirera les valeurs suivantes de tt' et tt'^ :
(I + r/' -h |S')7r"= cr/57r — r/4p — [i +//' H~ «/?</](?«,
qui, étant substituées dans cfor = tt'^h- Tr'V/ry , et mettant pour dp et ^/y leurs valeurs en a, |3, ^/a, r/^, donnent, pour équations aux différences ordinaires,
(iH-a-H-jS»)j7r — /SttJjS ç-arfa i|/jSrf,
fiC premier membre de cette équation est ime différentielle exacte ; dans le second, les variables sont séparées, en sorte que, si les fonctions (p et 4 étaient déterminées et données, l'intégration de ce membre ne dépendrait que des quadratures; mais, dans le cas présent, où les fonctions (p et 4 sont arbitraires, le second membre doit être regardé comme composé des différentielles de deux autres fonctions arbitraires, Tune de a et Tautre de |S. Représentant donc ces nouvelles fonctions par d'autres caractères * et ^, dont le dei'nier même exprime ce que devient la fonction quand on a fait disparaître le dénominateur de l'intégrale, cette intégrale sera
7r = ci)a.v/(~i -i- a- -f- fi') + *'|S;
remettant pour ol et |^> les quantités qu'elles représentent, et substituant ensuite pour tt sa valeur dans les trois équations (e) , (e/) , (e) ,
Donc on aura, en x\ y\z\ l'équation de la surface qui est le lieu de la suite des normales menées par les points de la même caractéristique, en éliminant entre ces quatre équations trois des cinq quantités x^ j, z,/?, q. Mais, si Ton élimine trois de ces quantités, les deux autres disparaissent, et Ton a
x' -\-ay -+- ^z' = 4p,
dans laquelle (3, qui est constante pour ime même caractéristique, est aussi constante pour la même surface des normales. Donc cette dernière surface est plane; donc la seconde caractéristique est l'autre ligne de courbure de la surface, ligne qui, comme la première, est une courbe plane, mais qui n'est pas, comme elle, dans un plan constamment parallèle à lui-même.
Connaissant l'équation des surfaces développables normales, relatives à la seconde courbure, il sera facile d'avoir celle de la surface des centres de la première courbure. En effet, cette sur&ce des centres, étant touchée par toutes les surfaces développables normales de la seconde suite, peut être regardée comme leur enveloppe; et son équation sera le résultat de l'élimination de ^ entre l'équation
x' 4- ay 4- (3z' = 4P
des surfaces développables normales, et
qui est sa différentielle, prise en regardant ^ comme seule variable. Or l'élimination dont il s'agit est praticable, quoique la fonction 4 soit arbitraire, car la seconde de ces équations exprime que |3 est une fonction arbitraire de z \ et, en substituant cette valeur dans la première, on aura un résultat composé, d'ime manière arbitraire, des deux quantités z' et x' -f- aj'. Donc, représentant par V une nouvelle fonction arbitraire, l'équation de la surface des centres de
la première courbure sera
z' = ^^(.r'-f- ay').
Donc cette surÊice eft celle d'un cylindre à base quelconque, et dont la droite génératrice est constamment perpendiculaire au plan donné.
On ne peut pas, de la même manière, éliminer a la fois .r, y, r., />, q entre les équations de la normale
.r — x' -\- [z — z)p = o, jr—X' -h (s — s') 7 = 0,
et les deux équations
r — ax = (pa, ap~q __
de la ligne de première courbure; en sorte que l'équation de la surface développable de la nonnale
' — rtx'n- et(z — ^0 v/' ~^ P^ ~^ H^ = ^^^
(|ue Ton trouve par l'élimination des x et j, n'est pas entièrement indépendante du point de la surface et du plan tangent en ce point. Mais, si x\y\ z sont les coordonnées du centre de courbure, la
quantité {z — z')y i -h/?"^ -f- //* est l'expression du rayon de courbure que nous avons représenté par R ; on aura donc
y' — ax' "f- ctR = ^a,
pourvu que les coordonnées a:' , jy' soient déterminées à être celles du centre de courbure. Or cette condition aura lieu si les coordonnées et le rayon R ne changent [)as de grandeur quand a variera , c'est-à-dire quand on passera d'une surface développable normale
à la suivante; et alors le rayon R sera celui de la seconde couAure. Il faut donc différentier cette équation en regardant a comme seule variable, ce qui donnera
R = (p'et ;
et, éliminante, on aura, entre a?', j' et R, une relation indépendante du point que Ton considèi;;e sur la surface courbe. Quoique la fonction (p soit arbitraire, l'élimination de a est praticable; et, en représentant par 4> ime nouvelle fonction arbitraire, on aura
donc le rayon de la seconde courbure est l'ordonnée, dans le sens des z, d'une autre surface cylindrique à base quelconque, et dont la droite génératrice est en même temps parallèle et au plan donné et à celui des x^ y.
Les lignes de la première courbure étant dans des plans parallèles entre eux, et la surface des centres de cette courbure étant cylindrique et perpendiculaire à ces plans, il s'ensuit que le plan de chaque ligne de la première courbure coupe la surface cylindrique des centres dans une courbe dont cette ligne de courbure est une développante. Si donc on conçoit une nouvelle surfece cylindrique parallèle à celle des centres, et dont la base serait une développante de celle de la surface des centres, son équation en x\ y\ z' sera
F étant une fonction dérivée de ¥ , et qui pourra être prise arbitrairement si, désormais, on ne considère plus la fonction y; et chaque ligne de la première courbure aura tous ses points à la même distance de cette nouvelle surface. De plus, cette distance constante pour chaque ligne de la première courbure, et variable d'une di ces lignes à une autre, est constante et variable en même temps qu
le rayon R de la seconde courbure ; elle est donc fonction de ce rayon, et son expression sera
la fonction y, dérivée de *, pouvant elle-même être prise arbitrairement si l'on cesse de considérer <t>.
Actuellement, si l'on conçoit qu'une sphère variable de rayon, roulant sur la surface cylindrique dont l'équation est
en touche successivement tous les points, et que, dans chaque position, son rayon soit égal à l'ordonnée z' de la surface cylindrique dont l'équation est
il est évident que la surface courbe parcourue par le centre sera la surface demandée. Or, x^y^z étant les coordonnées du centre, Inéquation de la surface de la sphère mobile est
{x-x'Y -^{y-y'f + [z-¥{x' -^ay')Y = \f{y' - ax'SY-
donc, en représentant cette équation par M = o, l'équation de la surface demandée sera le résultat de l'élimination des deux indéterminées x\ y entre les trois suivantes :
résultat qui présente la génération de la surface d'une manière plus Êicile que celui auquel nous avons été conduits par l'intégration directe.
D'après T article précédent, si Ton prend deux surfaces cylindriques à bases quelconques et parallèles au plan des x^y^ mais telles que la droite génératrice de la première soit perpendiculaire au plan donné, et que celle de la seconde soit parallèle au même plan; puis, si par un point pris à volonté sur le plan des x, jy, on mène une ordonnée z indéfinie; enfin, si sur cette ordonnée on prend un point dont la distance à la première surface cylindrique soit égale à Tordonnée correspondante z de la seconde, ce point sera dans la surface demandée.
Il suit de là que : Si sur un cylindre a base quelconque, et dont la droite génératrice soit perpendiculaire au plan donné, on pousse une moulure dun profil quelconque, mais constant, et qui ceigne le cylindre parallèlement a sa hase, la surface de cette moulure sera la surfcœe générale demandée.
n est de même évident que si une surface de révolution quel- <'onque, constante de figure, et dont Taxe soit toujours perpendiculaire au plan donné, se meut sans changer de distance à ce plan, et de manière que son axe engendre une surface cylindrique à base quelconque, l'enveloppe simple de l'espace parcouru par cette surface mobile sera encore la surface générale demandée. Cette dernière génération, qui ne produit qu'une enveloppe simple, conduit à une intégrale qui peut être représentée par deux équations seulement, entre lesquelles on doit éliminer une arbitraire; mais c'en est assez pour cet objet.
Nous avons vu que la ligne de la seconde courbure de la surface est dans un plan dont l'équation est
a*' -h ay' -h fnz' = 4l5,
dans laquelle |3 est une constante arbitraire qui reçoit différentes valeurs pour les différentes lignes de courbure. Or, si Ton compare ve plan au plan donné, dont l'équation est
ax — y = o,
on verra qu'il lui est toujours perpendiculaire, quelles que soient et la valeur de |3 et la forme de la fonction 4 ; car la sonune des produits des coefficients de .r, des coefficients de j et de ceux de z, dans ces deux équations, est égale à o. Donc la surface a deux propriétés inséparables, et par chacune desquelles elle pouvait être également définie: i** d'avoir toutes les lignes d'une des courbures dans des plans parallèles à un plan donné ; 2** d'avoir toutes celles de l'autre courbure dans des plans perpendiculaires au même plan. Les surfaces de révolution, qui sont un cas particulier de celle-ci, en fournissent un exemple sensible.
Pour toutes les surfaces que nous avions considérées jusqu'à présent , et dont les équations intégrales contenaient deux fonctions arbitraires , la quantité qui , dans chaque équation , se trouvait sous les deux fonctions était la même, soit qu'elle fut déterminée en j:, y-j z, soit que ce fût une indéterminée a, dont la valeur était indifférente, et qui devait disparaître par l'élimination. C'était à cette circonstance que tenait la facilité que nous avons eue de les construire et de déterminer les formes des fonctions pour que la surface individuelle passât par deux courbes données ou enveloppât deux surfaces données. Pour la surface dont nous nous occupons ici, les quantités qui sont sous les fonctions sont différentes: sous l'une, c'est or'H-aj'; sous l'autre, c'est j' — ax'. Cette circonstance Élit que la surface n'est déterminée, par la connaissance des deux courbes qu'elle renferme, que quand ce sont certaines courl)es
particulières: par exemple, la surface actuelle est déterminée si Ton connaît le profil de la moulure et la courbure que parcourt un des points de ce profil , parce que ces deux courbes sont les deux lignes de courbure d'im même point de la surface, et, dans ce cas, la construction est très-facile. Mais, si l'on donnait deux courbes arbitraires par lesquelles la surface dût passer, cette surface ne serait pas déterminée, et la détermination des fonctions dépendrait du calcul général des équations aux différences finies, qui introduirait de nouvelles arbitraires, et dont nous ne nous occupons pas encore.
Pour le cas général dans lequel le plan donné aurait une position
quelconque, les raisonnements seront absolument les mêmes; nous
nous contenterons d'en indiquer ici les résultats d'une manière
rapide. Soit
Ao; H- Et)^ H- Cz = o
l'équation donnée du plan mené par l'origine, et auquel doit être parallèle celui dans lequel se trouve la ligne de courbure; l'équation de c^ dernier plan sera
Ad: -f- Bj H- Cjs = fit,
dans laquelle <x sera constante pour chaque ligne de courbure, et, en difïërentiant, on aura
(A -f- G/7) di^{B-h Cg) dy = o.
Substituant la valeur de ^ que donne cette équation dans l'équation (E) des lignes de courbure, et faisant, pour abréger,
(B -f- Cq)pq _ (A + G/7) (i 4- y ^ ) = M, (A + G/7)/75r-(B + Gy)(i+/.^)=N,
— ^77 — l'équation aux différences partielles secondes de la surface sera
[{B^Cq)r—{A-^Cp)s]M-h[{B-hCq)s—{A-i-Gp)t]l^ = o.
Si Ton difFérentie cette équation en regardant r, s^ t comme seules variables, on aura
et, substituant ces valeurs dans T équation générale des caractéristiques pour le second ordre, on aura
qui, ayant deux facteurs, indique que la surface a deux caractéristiques dépendantes , et dont les équations séparées sont
( B -+- C 7 ) 6// + ( A + C)y ) rfa* = o ,
Mdy — Nf/j? = o.
Employant la première caractéristique, dont l'équation peut être mise sous cette autre forme
hdœ -h Brf^ -h Cdz = o,
on voit d'abord que cette courbe n'est autre chose que la ligne de courbure elle-même, qui doit être dans \m plan parallèle au plan
donné; chassant ensuite . ^^ de l'équation aux différences secondes, et remettant pour r, s, t leurs valeurs, on trouve, pour seconde équation de cette première caractéristique,
Mdp + Ndrj = o,
Pour obtenir l'intégrale en quantités finies, nous ferons, pour abréger,
A/; H- By — C _ V'i +p^ + (/'
A/? -h Bry — G = y,
et les deux intégrales premières deviendront
(a) A.r 4- Bj -f- Gz = (pa,
(h) (B -f- C(7) (a; + pz) - (A + G/?) ( j H- çz) = (A + G/?) 4,3.
Substituant, dans ces deux équations, pour x, y, z leurs valeurs prises dans (c), (rf), (c) (§XVII), on aura les deux résultantes
{qy — Bk') 7f' — {py — M') ir" = (A7 — Byo) tt + (A -h G/?) ^fs, (A -h G/>)7r'+(B + Gry)7r"=G7r — (p*,
desquelles on tirera les valeurs suivantes de tt' et -n" :
[y* — (A^" H- B* 4-G^)Â-='] tt' = [A7 — (A" H- B^- H- G^)p] tt
- (/^7— AX'») ?« H- (A -h G/^) (B + Cq) -4,3,
(7' — (A-' -hB* 4-G*) A^j9r"= [By — (A* + B= + G') 9J TT
- (r/7— BA") (p« — (A -h G/?)=' 4P,
«jiii, substituées dans âyr = yr'dp -\- 7r"dq, donneront
|y'^_(A='-f-B»-hG-)A--Jrf7r — 7r.[7f/y— (A^-hB'-hG*)/;-^-]
<pa..{ykdk — Pdy) + {k^Cp)'\{-i[{B-^rOq)dp — {k-^Cp)dq\,
(•(iiiutioii aux différences ordinaires qui, divisée par
[V— (A='4-B-'-hG*)A-*f,
Si Ton voulait trouver en x\ y' ^ z l'équation de la surface qui est le lieu des normales menées par tous les points de la seconde caractéristique, il faudrait éliminer trois des cinq quantités .r, j^, z, p^ q enti'e les quatre équations
B+ (>/ =(3(A-i-C/;), ^{x^pz) — {y-^qz) =4/3,
dont les deux premières sont celles de la normale, et les deux autres celles de la caractéristique. Or il arrive que, par cette élimination, les cinq quantités disparaissent; on a donc, pour équation de la surface des normales,
(^ui, parce que |3 est constante pour la même caractéristique, est i^elle d'un plan. Donc la seconde caractéristique est elle-même la lijçne de la seconde courbure, ligne qui est plane, comme la première, mais dont le plan est constamment perpendiculaire au plan donné.
Ayant l'équation de la surface développable normale, dans la- (juelle (3 est un arbitraire qui particularise la surface individuelle, on aura facilement celle de la surface des centres de l'autre courbm^e; car cette surface des centres est l'enveloppe de la surface normale considérée comme mobile. On aura donc son équation en éliminant ^ de l'équation de la surface normale, au moyen de sa différentielle prise en rejçardant |3 conmie seule variable, c'est-à-dire
— i83 — en éliminant ,3 entre les deux équations suivantes :
OU, ce qui revient au même, entre les deux suivantes :
Or cette élimination est praticable, quoique la fonction -\. soit arbitraire, car il résulte de ces deux équations que leurs premiers membres sont fonctions arbitraires l'un de l'autre; donc, ^ représentant L:Mne nouvelle fonction arbitraire, l'équation de la surface des centres e la première courbure sera
G/_B::'=y(Gr' — Az'),
ni est celle d'une surface cylindrique à base quelconque, et dont la oite génératrice est constamment perpendiculaire au plan donné. Si l'on voulait trouver de même l'équation de la surface dévelople normale correspondante à la première ligne de courbure, on pourrait pas éliminer en même temps les cinq quantités «r, j*, z, q des quatre équations suivantes , qui sont celles de la normale et les de la première ligne de courbure :
Aa?H-Bj H- Cz = (pa,
Ap + B(f — C _ yji+p^ + q^
^ *^udrait y joindre encore la suivante :
{z — z') y/T+T^TV = R»
qui donne l'expression du rayon de courbure, et alors on aurait
Ao:' -h By' H- Cjs' = (Pût 4- ttR,
dans laquelle a est constante pour la même surface normale, et qui, pour un point quelconque de cette surface, exprime le rapport entre les trois coordonnées x\y\ z\ et la distance R de ce point à celui de la surface courbe. Mais, si Ton difïérentie cette équation en regardant A comme seule variable, ce qui donne
(p'rt -f- R = o,
on ne considère plus sur la surlace normale que son intersection avec la surface normale consécutive, intersection qui se trouve entièrement sur la surface des centres de la seconde courbure. Donc, si Ton élimine a, ce qui donne
R = <D(A.r'-|- B/ 4-Cz'),
dans laquelle 4> indique une nouvelle fonction arbitraire, on aura l'expression du rayon de la seconde courbure en coordonnées du centre de cette courbure , et ce rayon sera constant lorsque la distaiice du centre au plan sera constante.
Raisonnant ici comme dans le premier cas, on verra que si, après avoir conçu une surface cylindrique parallèle à celle des centres de la f)remière courbure, et qui aurait pour base la développante de la base de cette dernière, on suppose qu'ime sphère variable de ravon roule sur cette surface de manière à en toucher successivement tous les points, et que le rayon de la sphère soit constant lorsque la distance du point de contact au plan donné est constante, le centre de la sphère mobile parcourra la surface demandée. Ainsi la surface du cas général ne diffère de celle du cas particulier que par sa position .
(^ette dernière génération peut facilement s'écrire en analyse. En
eflfet, l'équation de la surface cylindrique développante de celle des centres de la première courbure est
C/ — Bz' = F(C.r' — As'),
dans laquelle la fonction F, dérivée de la fonction V, peut elle-niêine être regardée comme arbitraire, si Ton cesse de considérer W. En représentant par a:, j, z les coordonnées du centre, l'équation de la sur&ce de la sphère mobile est
(X - x7 H- ix-yy -h{z-zy = [/{Ax' + b>-' -h cz')Y ,
dans laquelle le rayon est une fonction arbitraire/' de la distance du point de contact au plan donné. Donc, si l'on représente ces deux équations, la première par M = o, et la seconde par N = o, l'équation intégrale de la surface générale est le résultat de l'élimination
des cinq quantités x\ j', z', ( ^ j > ( 5"^ ) ' ^^^^ '^^ ^^^ équations suivantes :
Ces six équations peuvent toujours être réduites à trois; car i ^ les
^eux quantités ( -A U ( ^, ) ne se trouvant pas sous les fonctions
arbitraires, leur élimination actuelle peut toujours s'opérer, ce qui ^*éduit à quatre le nombre des équations; 2** si l'on égale à de nou- "v^elles indéterminées w, i^ les deux quantités qui sont sous les fonctions arbitraires, on aura six équations, entre lesquelles on pourra éliminer actuellement les trois quantités ^s j, z, qui ne se trouveront plus sous les fonctions arbitraires, et cette élimination réduira à trois
le nombre des équations, entre lesquelles il faudra éliminer les deux indéterminées w et i^; ce qui ne pourra avoir lieu que quand on aura déterminé les formes des fonctions arbitraires.
DE LA SURFACE DONT UN DES RAYONS DE COURBURE EST CONSTANT
Nous avons vu qu'une surface courbe avait, pour chacun de ses j)oints, deux rayons de courbure. Ces deux rayons, pour le même point, ont entre eux une relation différente, suivant la génération de la surface. Nous nous proposons de trouver les équations, tant aux différences partielles qu'en quantités finies, de la surface pour laquelle un de ses rayons est constant et égal à a, et ensuite de décrire la génération de cette surface .
[^'expression des rayons de courbure étant donnée par l'équation du second degré
^^(rt^s')+K\Ji+p'+q'y '^_^ \' | + (,+^*^ + ,^-^)^=o,
si le rayon d'une des courbures doit être constant et égal à a, on aura l'équation aux différences partielles secondes de la surface en faisant R = ^ dans l'équation précédente, ce qui donne
substituant pour R , S, T les quantités qu'elles représentent, on aura
//r «' — apqdp--a(i_+p^)d£
ce qui donne, en intégrant,
Nous avons de même
dr = V'dp H- r^c^y,
ou, en substituant pour r' et r" leurs valeurs,
^P_ — apdp — aqdq ^
dont l'intégrale est
Donc, mettant pour r, r', r" leurs valeurs dans les formules des
§§xmetxiv,
ap aq % a
Vi4-/?'+9' Vi+;?-+9' sji+p^+q^
cl' OÙ, éliminant a, les équations aux différences partielles du premier ordre seront deux quelconques des trois suivantes :
ap / a \
r-h ^ -^^ =4(z- ^ "" \ Vi + p' + 9' \ Vi+/»' + 9V
VH-/'.' + ^ \ Vi,+ p' + 7V
dont tuie est la suite nécessaire des deux autres.
Si, au lieu d'éliminer a, (mi élimine p et 9, on aura pour équation de l'enveloppée
{x — ^aY + (jr — 4*)^ + (z — ay = a^
Doilc la surface demandée est l'enveloppe de l'espace parcouru par une sphère dont le rayon constant est égal à a, et dont le centre se meut le long d'une courbe à double courbure arbitraire dans ses deux projections, les équations de cette courbe étant représentées par
Donc enfm l'équation de la surface en quantités finies est le résultat de l'élimination de et entre l'équation de la sphère mobile et la suivante:
{x — (pa) (p'd H- ( J — 4*) 4'* "^ ^ — a = O, qui est sa différentielle prise en regardant et comme seule variable.
lia dernière équation, qui est une de celles de la caractéristique de la surface, appartient aussi à un plan normal à la courbe à double courbure arbitraire, et qui passe par le centre de la sphère; ainsi la caractéristique est l'intersection de ce plan par la surface même de la sphère, â( ayant la même valeur pour l'un et pour l'autre. Donc la surËice demandée peut aussi être regardée comme engendrée par le mouvement de la circonférence d'un cercle constant de rayon, et qui se jneut de manière que son plan soit constamment normal à la courbé arbitraire que parcourt le centre.
Enfin, si Ton conçoit qu'un cercle d'un rayon égal à a, étant tracé sur un plan, ce plan se meuve en s' enveloppant sur une surface
— igo —
développable arbitraire, ou, «e qui rç vient au même, en roulant autour de deux surfaces courbes arbitraires, la circonférence du cercle engendrera encore la surface demandée, car nous ayons vu que, dans Tim et l'autre cas, le plan mobile est toujours normal aux courbes parcourues par chacuji^ de ses points.
Il suit de ce qui précède que, si Ton avait une équation aux différences partielles du premier ordre composée, d'une manière quelconque, des trois quantités
ap aq a
de manière qu'en représentant ces quantités respectivement par L,
M, N, on eût
l'intégrale de cette équation serait le résultat de l'élimination d'une des deux fonctions arbitraires (p ou 4 ? et de l'indéterminée et entre les trois équations
{x — (p(ty -h (j — -^eiy -h (z — olY = o,
{x — (pa)(p'a-h(j — 4*) 4'*"+' ^ — * = O^
F(^a, '^Uj a) = o,
qui, parce que l'élimination actuelle d'une des deux fonctions est toujours praticable, peuvent toujours être réduites à deux autres, entre lesquelles il faudra éliminer a.
Si l'on n'eût pas reconnu que l'équation aux différences secondes était contenue dans celle que nous avons traitée §§ XIII et XIV, oi aurait pu l'intégrer par la recherche de sa caractéristique. En effet
Êice, l'autre a aussi lieu pour lès mêmes ^points. Donc elles équivalent aux équations des deux projections de la caractéristique. Tirant de ces deux équations et de dz =pdx -t- qdy les valeurs de dx^ dfj dzj on trouvera
qui équivaudront aux équations des trois projections de la caractéristique. Or ces équations sont toutes intégrables, et elles ont pour intégrales
yji + p* + q* y/i + p» + ç* yji + p*+^*
dans lesquelles les arbitraires y, p, a sont toutes trois constantes pour la même caractéristique, et changent toutes trois de valeur pour des caractéristiques différentes ; donc deux quelconques d'entre elles sont fonctions de la troisième, et l'on aura
y = (pit, ^ = 4*»
ce qui donne le même résultat que par l'autre méthode.
Ce dernier procédé nous fournit le moyen de reconnaître que la caractéristique est une des lignes de courbure de la sur&ce. En effet, si, après avoir mis les équations qui donnent les valeurs de
R', S', T' sous la forme suivante:
R'- a't =a(i+ry^)y/i ^ p~-^\
S' -h ^a^s = — 2apq ^i -\- p' -+- ^% T'— aV =rt(i-h/?^)y/i -\-p' + </%
on multiplie la première par dy [rdx -h sdy)^ la deuxième par tdy^ — rdx'^ et la troisième par — dx [sdx H- tdy)^ et en représentant par H = o l'équation générale (E) des lignes de courbure, on trouve
(aR'rfr — SV^) dp — {2Tdx — S'djr) dq = 'laH y i+^^fT^.
Or nous avons vu que, pour la caractéristique, on a
2R'rfr — S'dx = o, aTdx — SVj = o;
donc on aura aussi
Ainsi , la caractéristique de la surface est la ligne de courbure pour laquelle le rayon de courbure est constant. Il est facile, d'après cela , de reconnaître que les lignes de l'autre courbure sont celles qui sont parcourues par les points de la circonférence du cercle ' générateur, et qui ont toutes les mêmes plans normaux que celle cjui est parcourue par le centre.
Dans cette surface, les lignes des deux courbures sont donc distinctes et ont des équations séparées, puisque l'une d'elles est toujours un cercle d'un rayon constant et égal à a. Il en est de même pour les surfaces des centres des deux courbures, et il est évident que Tune de ces surfaces se réduit à la courbe même parcourue par le centre. Pour la surface cylindrique à base circulaire, qui est im cas particulier de celle dont nous venons de nous occuper, une des deux surfaces des centres de courbure se réduit à une ligne droite,
qui est Taxe du cylindre.
TjCS deux fonctions arbitraires que renferment les équations intégrales
(J ) {x — (pa)' -I- ( j — 4*)*" + (- — a)^= or y
(K) (x — (pa)(p'aH-(v — 4^)4'*"+" ^ — * "= ^
«•tant (*oniposées de la même quantité a, il est facile, par la méthode générale que nous avons ex]iosée en traitant des surfaces développaliles, de détei^miner les formes de ces fonctions de manière que la surfilée passe [)ar deux courbes à double courbure données arbitrair(»ment. Mais, dans ce cas particulier, cette méthode présente un(î rée,ij)rocité singulière que nous devons faire remarquer.
Kn effet, lorsque la sphère enveloppée se meut de manière que sa surface touche toujours les deux courbes arbitraires données, son iunitre reste toujours à la distiince égale à a de chacune d'elles ; il parcourt donc une courbe qui est l'intersection de deux autres sur- ÉK^es de même génération, et dont Time serait F enveloppe de la même sphère si le centre parcourait la première courbe donnée, et dont l'autre serait l'enveloppe de la sphère si le centre parcourait l'autre courbe. Ainsi, en supposant que les équations données des deux <u)urbes soient .t* = Fz et j = Fz pour la première, a: = f^ et y /'z j)our la seconde, la détermination des fonctions arbitraires ç et 4 pi'Mt êtr(^ prescrite par le formulaire suivant:
A la place <les formes arbitraires des fonctions (p et 4 dans les <'*quali(MiH (,!), (K), on substituera les formes connues F, ^relatives il lu piMMuièn» courbe, et l'on éliminera a, ce qui donnera une preinièrr n|uati()n résultante en ^, jr^ z.
he inriiM*, à la |)lace des fonctions ^et 4? on substituera les foncliiMiri niiniucH f, /'relatives à la seconde courbe, et l'on éliminera a, rr qui donuei*a une seconde équation résultante en x, y, z.
Des deiix résultats on tirera les valeurs de x et j eu ;3, et ces valeurs u?=: (pc, y = '>lz donneront en z les formes des deux fonctions demandées (p et *>/,.
IX
Enfin, s'il fallait déterminer les formes des fonctions (p et 4 de manière que la surfoce touchât deux autres surfaces courbes données arbitrairement, chacune suivant une ligne courbe, c'est-à-dire si la sur&ce devait être l'enveloppe de l'espace parcouru par une sphère qui se mouvrait sans cesser de toucher en même temps les deux surfaces données, il est clair que le centre de la sphère mobile serait toujours à la distance égale à a de chacune de ces surfaces. La courbe que parcourrait ce centre serait donc l'intersection de deux autres surfaces courbes, dont l'une aurait les mêmes normales que la première surface donnée, et en serait à la distance égale à «, et dont l'autre aurait pareillement les mêmes normales que la seconde surface donnée, et en serait aussi à la distance égale à a. Ainsi, dans ce cas particulier, et en supposant que les équations des deux surfaces données soient z = F{x^y) pour la première, et z = F(a:, j ) pour la seconde, la détermination des fonctions arbitraires ^ et4 peut se prescrire par le formulaire suivant :
Nonunant respectivement M = o, N = o les deux équations suivantes :
(x - ^r -i- if - yy ^- [-• - i" (.^' y)Y = «%
{X - ^y -f- (.r - yY -^[z- F{^, y)Y = «%
on éliminera |3 et 7 entre les trois équations
et l'on aura exi .i\ y, z un premier résultat. On éliminera de même
— i9^> [n et y entre les trois équations
et Ton aura en x^y^ z un second résultat. On tirera de ces deux résultats les valeurs de a; et j en s, et ces valeurs a; = ^z, j^=: 4^ donneront en z les formes des deux fonctions demandées ^ et «n/, , que l'on substituera en et dans les deux équations (J), (K). On éliminera ûL entre ces deux dernières équations, et l'on aura en or, y, z l'équation de la surface individuelle qui ceint en même temps les deux surfaces données.
XIX
DE LA SURFACE DONT LES DEUX RAYONS DE COURBURE EN CHAQUE POINT SONT ÉGAUX ENTRE EUX ET DIRIGÉS DU MÊME COTÉ.
Les centres des deux courbures d'ime surface courbe, pour cha- (*un de ses points, sont sur la normale qui passe par ce point; mais la position de ces deux centres sur la normale dépend, en général, de la génération de la surface. Si les centres sont tous deux placés du même côté par rapport à la surface, les deux courbures présentent leurs concavités du même côté; c'est ce qui arrive, par exemple, dans tous les points de la surface engendrée par la révolution d'une ellipse autour d'un de ses axes. Si les centres des deux courbes d'ime surface, pour un de ses points, sont placés de différents côtés par rapport à la surface, l'une des deux courbures en ce point présente sa concavité du côté vers lequel l'autre présente, au contraire, sa convexité. Nous verrons par la suite que c'est ce qui arrive dans
Avant de quitter les diffëreiices secondes, nous ol)serverons qu'en taisant, [)Our abréger,
(I -+- fr)r —pqs = A,
(I + (f)^"^ — pqt = B,
(I -^ p') s — pqr^- C, (I -h//') / — pq^s = D, ce qui donne
A 4-1) =//, />ry (A- D) = (I + //-') B - ( i + q') C,
l'équation générale (E) des lignes de courbure, qui devient alors
VkW' + (A — D) dxdy — C(fy' = o,
produit deux valeurs de -y-, qui ne différent entre elles que par le radical
Or ce radical est le même que celui qui entre dans la valeur du rayon de courbure, c'est-à-dire que la quantité (A — D)- h- 4BC, ou (A H- D)" — 4 (AD — BG) est égale à //" — 4^" 'g*? ce qui est facile à vérifier. Donc, dans la sm'face dont nous nous occupons, et pour
laquelle le radical est nul, les deux valeurs de y-, relatives aux lignes de courbure, sont égales entre elles. Donc, excepté les cas particuliei*s pour lesquels les trois quantités B, C, A — D sont chacune
égales a o, et ne déterminent aucune valeur pour -^, la surface n'a
pour chaque point qu'une seule ligne de courbure; ainsi tous ses points sont des ombilics analogues à ceux que nous avons reniar-
qués être au nombre de quatre sur la surface de Vellipsoide. Reeherehons d'abord quelles sont les surfaces qui sont dans le (\is de l'exception.
Des trois équations B = o,G = o, A — Dinno, qui déterminent le cas de l'exception, la troisième est une suite nécessaire des deux autres, et il suffît d'employer les deux premières, qui peuvent être mises sous la forme
Or, la première étant une différence partielle exacte prise en rejçardant X comme seule variable, elle doit être intégrée conmie nue différence ordinaire, et complétée non par ime constante absolue, niais par une fonction arbitraire de la quantité j, qui a été regardée constante dans la différentiation; il en est de même pour la seconde, qui doit être complétée par une fonction arbitraire de ,r. Les intégrales de ces deux équations sont donc
f) = k(px^
<i = Hy-
jKemettant pour k sa valeur \ i -h /; de/-? et </, on aura
Y", et tirant les valeurs
V I - (9^vy - (^j)
si-(<fxy-(^yy
Valeurs qui, étant substituées dans dz =^pfLv -+- (/df^ donneront
, (f.T.rtx-i-^y.r/y
Nous verrons dans la suite, en traitant de la génération des courbes à double courbure, que, suivant les formes des deux fonctions ç et 4? cette équation peut appartenir, ou à des surfaces courbes, ou à des lignes courbes; mais nous avons vu que, dans
toute surface courbe , on a toujours f -t-4; ) = ( j-y- ) » dont les
deux membres sont les expressions différentes d'une seule et même quantité. Donc, en exécutant cette opération sur le second membre pour toutes les surfaces courbes auxquelles peut appartenir cette équation, on aura
équation qui ne doit pas servir à déterminer r en a?, mais seulement à déterminer les formes des deux fonctions (p et *>/.. Or cette équation ne peut pas avoir lieu pour toutes les valeurs de a: et de j*, a moins que ces quantités n'entrent ni l'une ni l'autre sous leurs fonctions respectives, ou que ces deux fonctions ne soient égales chacune
à une même constante —
Donc on aura en même temps
ce qui donne, en intégrant,
Substituant ces valeurs dans l'équation aux difféi^ences ordinaires, elle deviendra
I (x H- a) dx H- (y H- b) dj
dont l'intégrale
z + c=— V'e' — {x-\-ay — (j-t-ô)%
Pour trouver les intégrales de Téquation aux différences partielles secondes, nous allons d'abord chercher l'équation de la caractéristique. Pour cela, si l'on différentie l'équation en regardant r^ s^t comme seules variables, et si Ton représente par R', S', T' les coefficients respectifs de dr^ ds^ dt^ on trouvera, en conservant les abréviations,
valeurs qu'il faudra substituer dans l'équation générale de la caractéristique
RVj^ — S'dxdf 4- T'djc' = o.
Mais alors cette équation sera un carré parfait ; car, en effectuant la quantité 4R'T' — S'% on trouve qu'elle est égale à i6k^ {^k^g — h^)y qui est nulle en vertu de la proposée: donc les deux caractéristiques de la surface se confondent en une seule , qui aura indifféremment pour équation l'une des deux expressions suivantes de la racine de l'équation précédente :
Kdf — S^dœ = o, 2T^dx — S^dy = o
Ces deux équations, qui appartiennent à la même courbe, et dont une seule , au moyen de la surface , suffît pour déterminer cette courbe, doivent donc être regardées comme équivalentes à celles de deux projections. Donc, en remettant pour R', S', T' les quantités qu'elles représentent, et chassant r, ^, ^, les deux équations
— 2o3 — aux différences ordinaires de la caractéristique seront
^k'^dp — h [dx + pdz) = o, ik'^dxi — h (dy + qdz) = o,
et, en y joignant
dz =z pdx H- qdy^
qui , étant celle de la surface même sur laquelle cette courbe se trouve, lui appartient aussi, on aura trois équations qui équivaudront à celles de trois de ses projections, et dont deux quelconques suffiront pour la déterminer.
Dans ces trois équations, les variables x^ y^z n'entrent pas; il n'y a que les différentielles de ces variables qui s'y trouvent. On peut donc les isoler par l'élimination, ce qui donne
doc = j^ [(i 4- q') dp —pqdq],
"^y^lii^ + p") dq — pqdp]^
dz = l[pdp-hqdq],
dont la troisième suit évidemment les deux premières.
Or les deux premières de ces équations sont les mêmes que celles que nous avons trouvées dans l'article précédent pour la ligne unique de courbure de la surface; donc la caractéristique, xmique pour chaque point, n'est autre chose que la ligne unique de courbure, et nous pourrons, dans la suite, considérer indifféremment cette courbe sous l'un ou l'autre de ces deux aspects.
Si l'on substitue, dans ces trois équations, pour h sa valeur prise
dans l'expression R = r- du rayon de courbure, elles de-
viennent
dx = — R^(:'
dz = Rd 7 j k
qui seraient toutes trois des différentielles exactes si le rayon de courbure R était une quantité constante , et alors leurs intégrales seraient complétées par des arbitraires qui, étant toutes trois constantes pour la même caractéristique individuelle, et variables d'une caractéristique à sa consécutive, seraient fonctions d'une même quantité a, qui particularise la position de cette courbe; mais le rayon de courbure R n'est pas constant. Si donc on intègre ces équations en regardant R conmie constant, il faut que les arbitraires soient non-seulement fonctions de la quantité a, mais encore de R, et que ces fonctions soient telles , que les différentielles de chaque équation prise en regardant successivement a et R comme seules variables, aient lieu. Représentant donc par cp, «vl. et tt trois fonctions arbitraires de a et de R, on aura
7r(R,ct),
les trois fonctions devant satisfaire aux deux systèmes d'équations
— i, ir ^
— = yr, TT =0,
qui résultent de la difFérentiation des trois précédentes, opérée en regardant successivement R et a comme seules variables. Or les trois dernières équations cp'^ = o, 4^^ = o, tt'^ = o, expriment que d n'entre dans aucune des fonctions; par conséquent, si nous regardons désormais les trois fonctions arbitraires (p, -vl., tt comme composées de la seule quantité R, ces trois équations seront satisfaites. Quant aux trois autres équations de condition, si Ton fait la somme de leurs carrés, on trouvera
(p -}- 'Vf, -\- TT = ï ,
d'où l'on tirera et, par conséquent,
qui tiendra lieu de l'une des trois équations de condition restantes, par exemple de la dernière, et qui servira à déterminer la forme de la fonction surabondante tt, d'après celles des deux autres. Quoique cette fonction tt soit déterminée, nous la conserverons néanmoins encore pour abréger les expressions.
Les deux intégrales premières de l'équation aux différences partielles du second ordre sont donc comprises dans le système des six équations suivantes :
7r=/rfRv/i— <P'*-4'%
qui |>euvent toujours être réduites à cinq par T élimination actuelle de la fonction surnuméraire tt, et qui ne comprendront plus alors que les deux fonctions arbitraires (p et 4. Ces deux intégrales sont iusépai'ables Tune de l'autre; pour les avoir chacune en particulier, il faudrait [)ouvoir employer deux des trois équations principales, et n'avoir dans le résultat qu'une seule fonction arbitraire, ce qui est impossible. Mais, quoique ces intégrales ne soient pas séparées, elles ne conduisent pas moins directement à l'intégrale finie, comme nous allons le voir.
Si entre les six équations précédentes on élimine les deux quantités r' T' €t si Ton en chasse la fonction tt, on aura trois autres équations :
('^ - <py ^ ( j - 4)'"* + [^ - f'f^ v/i-?"'-4"r = R''
et rélimination de l'indéterminée R entre ces trois équations produira, en ^s j, z et deux fonctions arbiti'aires, deux équations qui seront l'intégrale complète de la proposée. Ainsi, en nous tenant dans la généralité comportée par deux fonctions arbitraires, l'objet de nos recherches étant exprimé par deux équations, il n'est pas une surface courbe, ainsi que nous l'avions supposé; c'est une courbe à double courbure. Comme ce résultat est extraordinaire, nous allons le vérifier par la géométrie; mais auparavant nous donnerons aux équations une forme qui présentera plus de facilité.
Des quatre quantités R, (pR, ^R? '^^^ dont les trois dernières sont d'ailleurs liées entre elles par l'équation
trois étant fonctions de la quatrième, on peut indifféremnient prendre celle d'entre elles que Ton voudra pour quantité principale, et regarder les trois autres comme fonctions de cette dernière. D'après cela, soient
ttR — a, (pR = *ût, 4^^ = ^ût,
les caractères ^, M' indiquant de nouvelles fonctions arbitraires, nous aurons
<l'où nous tirerons
dR = dct \/V-i^V' + ^'%
bstituant toutes ces valeui's, nous aurons, h la place des trois «lations précédentes, les trois autres équivalentes :
<x — 9cty H- {jr — y¥a,y-\-{z — cty = [fd^ v/i + 4>'^ + v'^ ]' ,
.r — $« = (z — cl) 4)'ûfc,
y — yfroL={z—ûL) W'ûL,
-, par l'élimination de la nouvelle indéterminée a , produiront
ement en a?,/, z les deux équations intégrales. La première de
équations est celle de la surface d'une sphère qui aurait son
sur une courbe arbitraire, dont les projections auraient pour
tions 3C =$2, y=Wz^ le centime étant au point de la courbe cor-
ondante à z = a, et son rayon variable étant égal à Tare de la
be compris entre le centre et un autre point constant pris sur
^3urf)e pour origine. Les deux autres équations sont celles des
'J actions d'un diamètre de la sphère tangent à la courbe. Il est
nt que, pour une même valeur de a, ces trois équations appar-
tiennent au point d'intersection de la surface de la sphère et du diamètre tangent à la courbe, et par conséquent au point de la développante; donc, si Ton élimine a, les deux équations résultantes en .r , j, z appartiendront à la suite de tous les points semblablement déterminés, et par coiiséquent à la développante elle-même.
Si Ton conçoit qu'une sphère, variable de grandeur, se meuve de manière que son centre parcoure la courbe arbitraire dont les équations sont .r = $z, j = ^jz, et que son rayon soit égal au rayon correspondant de la développante de cette courbe, elle parcourra un espace dont l'enveloppe doit jouir de la propriété d'avoir dans tous ses points les rayons de ses deux courbures égaux entre eux; car, et dans la direction de la caractéristique de la surÊice, c'est-à-dire de l'intersection des surfaces de deux sphères consécutives , et dans la direction perpendiculaire , le rayon de courbure doit être égal à celui de la sphère correspondante. L'équation de la surface mobile, considérée lorsque son centre est en un point pour lequel on a s = a, est
qui est la première des équations intégrales que nous venons de trouver; celle de l'enveloppe sera donc le résultat de l'élimination de A entre cette équation et la suivante :
[X — 4>a) ^'ût -H ( J — "l'a) "V'a-V-z — a
qui est sa différentielle, prise en regardant a comme seule variable. Mais dans le cas présent, oii la différence entre les rayons de deux sphères consécutives est égale à la distance de leurs centres, les deux
IO
suite nécessaire fies deux autres, cette troisième équation deviendrait inutile; l'intégrale serait réduite aux deux autres, et rélimination de a produirait en ,f, j, z l'équation d'une surfece moins générale, puisqu'il n'y aurait plus qu'une fonction arbitraire, mais dont l'aire ne serait pas nulle, et qui jouirait de la propriété d'avoir en chacun de ses points les centres de ses deux courbures réunis en un même point.
Or, si Ton élimine x et/ entre les trois équations intégrales, on a
(jui , devant être satisfaite indépendamment de la valeur de s, donne
jrlctSji +*'- 4- ^'* = o,
et ({uand même on pourrait Scitisfaire à la première sans donner à Tune des fonctions arbitraires une forme imaginaire, la seconde, dont le premier membre serait alors une constante qui devrait être nulle, exprimerait que le rayon de la sphère mobile devrait être nul, ce qui réduirait l'enveloppe à la courbe arbitraire elle-même, et Taire de cette enveloppe serait nulle. Donc, dans la généralité beau- <*oup moins grande d'une seule fonction arbitraire, toutes les surfaces auxquelles appartient l'équation aux différences secondes ont leur aire nulle.
Enfin, si les deux dernières équations intégrales étaient une suite nécessaire de la première, et par conséquent inutiles, a et ses deux fonctions seraient des constantes absolues, et l'équation intégrale deviendrait
(.X. _ aY -h (7 — hy 4- (2 — cY = e\ i\\\\ est celle de la sphère d'une grandeur et d'une position arbi-
Pour intégrer l'équation (a) , nous chercherons d'abord les équations de la caractéristique de la siuface à laquelle elle appartient, et poxu* cela nous difFérentierons en regardant r^ Syt comme seules variables, ce qui donnera
et, substituant ces valeurs dans
R^djr' — S'dxdy + Tdx^ = o, nous aurons pour première équation de la caractéristique,
{b) (iH- q'^) dy^ -+- ipqdxdy H- (i -h/?^) dx'^ = o.
Puis, chassant r, ^, t de la proposée, et substituant pour 4^ la valeur que donne l'équation (6), on aura pour seconde équation de la caractéristique,
(c) (i -^q^)dp^ -h ipqdpdq -h (i +P^)dq^ = o.
Cette dernière équation aux diflFérences ordinaires entre les deux variables p, q est facile à intégrer; car, si on la differentie en regardant q comme variable principale, on trouve
ddp = o, dont r intégrale est
dp = eidq,
a étant la constante arbitraire introduite par l'intégration. Substituant donc pour -£■ la valeur a que donne cette intégrale, l'intégrale de l'équation (c) sera
(i -h q^) A^ — icipq H- I -h/?^ = o, ou
I H- a^ + (/? — oqY = o.
la troisième, et qui peuvent, par conséquent, se réduire à deux d'entre elles, par exemple aux deux premières
dv = G, dy =^ o.
Si ces deux équations, provenant de (i), avaient été facteurs de cette dernière, chacune d'elles pourrait avoir lieu séparément, et elles appartiendraient, l'une à la première caractéristique, et l'autre à la seconde; mais l'équation [h) les produit toutes deux simultanément: elles ont donc lieu toutes deux pour chaque caractéristique. Donc chacune de ces courbes n'est pas déterminée par deux équations seulement, comme dans tous les cas que nous avons considérés jusqu'ici, mais par trois équations; donc enfin cliaque caractéristique se réduit à un point. Ainsi l'analyse ne nous présente pas cette surface comme engendrée par le mouvement d'une génératrice variable de figure et de position, en vertu de la variation d'un de ses paramètres ; elle nous la montre comme engendrée par le mouvement d'un point mobile en vertu de la variation de deux des constantes qui, dans chaque instant, déterminent sa position.
Autrement. Si l'on considère la surface demandée comme l'enveloppe de l'espace parcouru par luie surface mobile et variable de figure, l'enveloppée peut se mouvoir suivant deux directions différentes. Pour chacune de ces directions, deux enveloppées consécutives se coupent en une ligne courbe, et c'est le point d'intersection de ces deux courbes qui est dans la surface. U y a donc entre la surface du § XIX et celle-ci cette différence, que, pour la première, le point de contact ne pouvait à chaque instant se mouvoir (jue suivant une seule direction, et, par conséquent, ne pouvait engendrer dans tout le cours de son mouvement qu'une ligne courbe ou une surface dont l'aire était nulle, tandis que, pour la surface actuelle, le point générateur, pouvant à chaque instant se mouvoir
suivant deux directions différentes, engendre une surÊice courbe dont Taire n'est pas nulle-
n suit de laque, pour la première caractéristique, les trois quantités a, Xj y sont toutes trois constantes; ainsi la première d'entre elles est une fonction des deux autres. Il en est de même de /3, considérée dans l'autre caractéristique. Donc, en général , les deux coordonnées x^y^ et par conséquent la troisième z, sont des fonctions de fl& et de ^. Il ne s'agirait plus que de déterminer les formes de ces trois fonctions pour que la proposée fut satisfaite; mais cette considération, qui, d'ailleurs, nous conduii^ait au même résultat, nous écarterait de la marche de l'intégration que nous allons reprendre.
Quoique l'équation (h) produise deux autres équations simultanées, on peut la traiter comme une équation unique. Par la substiïnition des valeurs de /? et ^ , elle devient
dy^ -h (fit -I- |3) dxdy h- tf^f^dx^ = o,
CDU
{dy -+- ^dx) {dy -h ^dx) = o,
C[ui, étant composée de deux fecteurs, donne, pour les deux caractéristiques, les deux équations
dy -h Aclx = o, dy -h ^dx = o;
mais» de ces deux équations, c'est la seconde qui appartient à la première caractéristique, et la première qui appartient à la seconde. En effet, si, après avoir cliassé r, .y, « de la proposée, ce qui donne
(i -+-q^)dpdy-\- (i -hj}^)dqdx = o, on substitue pour ^ la valeur a, qui convient à la première carac-
tenstique, on a
(i -h q^) (tdy -+- (i 4-/?^) dœ = o, ou
djr -+- ^dx = o.
De même , en employant pour -£ la valeur [i , qui convient à la seconde caractéristique, on trouve
dy -\- ddx = o.
I iCs deux équations de la première caractéristique sont donc
p — aq = — y — l — a", dy H- ^dœ = o,
et celles de la seconde
df -+- (tdx = o.
Or, par rapport à la première, pour laquelle on a a= constante, si ^ était aussi constante, la seconde équation serait intégrable, et son intégrale serait complétée par une constante arbitraire qui serait fonction de a; mais j3 est variable. Si donc on intègre en regardant p comme constante, l'intégrale doit être complétée par une fonction de a et |3, et cette fonction doit être telle que la différentielle de l'intégrale, prise en regardant p comme seule variable, soit satisfaite; ce qui ne suffira pas encore pour la déterminer. Représentant
donc par <p cette fonction des deux quantités et, |3, l'intégrale de la seconde équation sera d'abord
Par la même raison, si l'on représente par 4 une autre fonction
et dont les intégrales sont
(p' = (rt — |3) Vct,
dans lesquelles * et 4^ sont deux nouvelles fonctions arbitraires d'une seule quantité, a pour Tune, p pour l'autre, et que nous accentuons à cause des intégi^ations subséquentes. Ces deux équations sont elles-mêmes des différentielles exactes, prises, l'une en ne disant varier que a, l'autre en ne faisant varier que j3; et leurs intégrales sont
<p = {oL — ^)^'(i +4)a-f-F|3,
4 = (a_ |5) W'[5 + W^ -f- Jet,
dans lesquelles /' et F sont deux nouvelles fonctions arbitraires d'une seule quantité. Des c|uatre fonctions arbitraires qui entrent dans ces équations, il n'y en a que deux qui soient nécessaires, parce que c'est volontairement que nous avons différentié les deux équations (//.),(/), et que nous nous sommes élevés aux secondes différences. Il faut donc déterminer les formes de deux de ces fonctions, de manière que les équations (A), (/) soient satisfaites. Or, de ces intégrales on tire, par la différentiation,
et, en substituant pour (p, (p", ^f,, ^f,' leurs valeurs- dans (h) et {i) on trouve que, pour que ces dernières soient satisfaites, on doit avoir
ce qui détermine les formes des deux fonctions surnuméraires
F, y. Donc, substituant potir ces fonctions leurs formes dans les valeurs de (p, 4» ?'^ 4'> ^^^ ^"^^
(p = (ût— 15) ^'a —^a-+' ^|3, 4 = (* — 13) ^'oL — $« H- ^|3,
enfin, substituant ces valeurs dans les deux équations (d), (e), ou dans {X)} {g)j et tirant les valeurs de J?, /, on aura pour les coordonnées du point d'intersection des projections des deux caractéristiques
(m) j =— $ a -h flt*'a + V|3 — p VjS.
^nsi, en remettant à la place de at et p leurs valeurs en/?, ^, les deux équations (/) et (m) donnent enp^ q^ pour a?, j, les valeurs <jue Ton tirerait de deux intégrales premières de la proposée, l'une de ces intégrales étant complétée par la fonction arbitraire $, l'autre par ^; et l'on aurait ces deux intégrales premières, si Ton pouvait tirer de (/) et (m) deux autres équations, dont chacune ne contint qu'une des fonctions et ses dérivées. I^es deux équations (/) et [m) ne sont donc pas les intégrales premières de la proposée; mais, prises ensemble, elles expriment la même chose que les deux intégrales premières, prises de même ensemble; et nous allons voir qu'elles conduisent de même directement à l'intégrale finie.
En effet, si Ton difFérentie les deux équations (/), (w), pour avoir les valeurs de dv, cfyj et si l'on substitue ces valeurs, ainsi
que celles de/?, q^ dans dz =pdx -h qdy^ on trouve
dz = <i"^.da \l[— I — (»^) + Y^.d^ V^(— I — [3'),
équation dans laquelle les variables z, et, |3 sont séparées, et qui donne
[n) z=J¥ci.dct\l{— I —a'')+f^"^.d^\J{—i—^^),
dont le second membre, lorsque les fonctions $, V seront déterminées, ne dépendra que des quadratures. Donc les coordonnées de chaque point de la surface sont données en et et |3 par les trois équations (/), (m), {n)\ donc l'équation de cette surface en a:, j-, z, ou r intégrale finie de la proposée, est le résultat de T élimination des deux indéterminées a et (3 entre ces trois équations.
Il s'agirait actuellement de construire cette intégrale, ou, ce qui revient au même, de trouver la génération de la surÊice. La seule construction à laquelle nous soyons encore parvenus , procède par courbes infiniment voisines : elle prouve, à la vérité, que l'aire de la surface n'est pas nulle, ce qui est d'ailleurs évident; mais elle ne peut être d'aucune utilité dans la pratique. Nous allons néanmoins la rapporter, parce qu'elle pourra donner lieu à des efforts plus heureux.
Soit une courbe à double courbure prise arbitrairement dans l'espace. Concevons qu'une de ses tangentes se meuve sans cesser de la toucher ; elle engendrera une surface développable dont la courbe arbitraire sera l'arête de rebroussement ; et im point quelconque de la tangente parcourra une courbe, à laquelle la tangente mobile sera constamment normale, et qui sera une développante de la courbe arbitraire : nous allons voir que cette déve.
loppante sera une des lignes de courbure de la surface demandée. Soit prolongé chacun des rayons de la développante au delà de cette courbe et d'une quantité égale à lui-même; ce qui déterminera sur cliacune des tangentes à la courbe arbitraire un point que nous nommerons second centre, parce qu'il sera le centre de la seconde courbure du point correspondant de la surface, point dont le centre de la première courbure sera le point de contact de la courbure arbitraire. Concevons qu'un cercle variable de rayon se meuve de manière, i° que son plan passe toujours par la tangente mobile, et soit toujours normal à la surface développable que parcourt cette tangente; 2° que son centre dans chaque instant soit confondu avec le second centre ; 3° que sa circonférence passe toujours par le point correspondant de la développante, et par conséquent la coupe perpendiculairement ; la circonférence de ce cercle engendrera une surface courbe qui passera par la développante, dont cette dernière ligne sera une ligne de courbure, et dont les deux rayons de courbure pour chaque point pris sur la développante seront égaux entre eux et de signes contraires. Nous n'aurons besoin de considérer dans cette surface qu'une zone infiniment étroite, celle qui est bordée par la développante.
Cela posé, supposons que chaque tangente soit mobile autour du second centre par lequel elle passe, et dans le plan du cercle correspondant, c'est-à-dire dans le plan normal à la surface développable; puis, qu'une de ses tangentes se meuve en effet et décrive autour du second centre un angle infiniment petit et arbitraire ; que la tangente suivante se meuve de même autour de son second centre jusqu'à ce qu'elle coupe la tangente précédente considérée dans sa nouvelle position ; que la troisième tangente se meuve aussi jusqu'à ce qu'elle coupe la seconde ; et ainsi de suite de proche en proche pour toutes les tangentes. Toutes ces droites considérées dans leurs nouvelles positions seront encore normales à la siu'face
courbe engendrée par I9 circonférence de cercle; et parce qu'elles se rencontrent consécutivement deux à deux , elles seront dans une seconde surfece développable, dont l'arête de rebroussement sera distincte de la première courbe arbitraire, mais en sera infiniment proche. Cette seconde surface développable sera normale à la surfeice engendrée par la circonférence du cercle ; elle la coupera en une courbe qui sera la ligne de courbure suivante, et qui sera une développante de T arête de rebroussement de la seconde surface développable. La zone comprise entre cette seconde développante et la première appartiendra à la surface demandée.
Actuellement, si l'on opère sur l'arête de rebroussement de la seconde surface développable et sur sa développante, comme nous avons opéré sur la courbe arbitraire et stir sa développante, on aura la troisième ligne de courbure de la surface demandée ; et, continuant ainsi de proche en proche, on aura tous les points de la surface.
Cette construction a toute la généralité nécessaire ; car elle suppose une première courbe entièrement arbitraire, et, par conséquent, une fonction arbitraire pour chacune des projections de cette courbe.
Nous ne donnerons pas un plus grand nombre d'exemples de surface dont la génération peut être exprimée par des équations aux différences partielles du second ordre. Quant à celles qui exigent des différences du troisième ordre , nous ne considérerons que le petit nombre de celles qui sont remarquables par la simplicité et par l'emploi qu'on en fait dans les arts.
iiière que l'on aura
dr = luLv H- wdy, ds = mdx H- <«'^(y*, dt = ivdd' H- vdj-;
équations dans lesquelles le coeffî(*ient de d^ dans V ime est le même que celui de dx dans la suivante, parce que, les deux quantités/^ et (/ étant des fonctions de x et j*, on doit avoir
(d£p\_ (djp\ (ehlq\ _ (HHq\
yrlxd'y) ~ \dydx) ^ \dxf(y ) ~ \dydx}^
ce qui donne
Considérons la droite génératrice dans une quelconque de ses positions : elle coupe chacune des trois courbes qui dirigent son mouvement en un point, par lequel concevons la tangente à cette directrice; puis, par la droite génératrice et par chacune des trois tangentes, concevons un plan : on aura trois plans, qui seront tous trois tangents à la surface courbe , et pour chacim desquels le point de contact sera le même que celui de la directrice correspondante avec sa tangente. Cette surface est donc telle, que trois plans tangents différents peuvent se couper en une ligne droite qui passe par leurs trois points de contact, ou, ce qui revient au même, que, ])our quelque point de contact que ce soit, le plan tangent peut changer deux fois de suite de position sans cesser de passer par le premier point de contact. Or, si Ton différentie deux fois de suite l'équation du plan tangent
ligne droite, et qui sera, par conséquent, l'équation de la surface demandée. Donc, si Ton représente par et la valeur de ^ que fournit Tune de ces équations, c'est-à-dire si Ton feit, pour abréger,
— s + \Xs' — rt)_ -«,
réquation aux différences partielles du troisième ordre de la surface courbe généralement engendrée par le mouvement d'une ligne droite sera
(A) u -+- Siua -h 3iva' H- s^et^ = o.
On peut arriver plus rapidement au même résultat, en considérant que le point de la surface peut se mouvoir dans le premier plan tangent, puis dans le second, et encore dans le troisième, sans cesser de se mouvoir en ligne droite; c'est-à-dire que ce point peut se mouvoir trois fois de suite, sans que les quantités
Y'' d~'^ 'd ^l^^^g^^' ^^ valeur. Donc, si l'on différentie deux fois de suite l'équation
dz=pdx H- qdy^
en régardant comme constantes les trois quantités ^, -y^, -^ , on aura les deux équations
dpdx-^ dqdy =^ o^ ddp dœ + ddqdx = o,
qui, par l'élimination de -j-f donneront l'équation (A).
ljors(|ae le point de la surface courbe se meut sans sortir de la droite génératrice considérée dans la même position, les trois quan-
tités j-, v, i-;, dont deux quelconques déterminent la troisième,
sont constantes ; et ces quantités varient lorsque le point passe sur la génératrice considérée dans la position suivante: ainsi, de ces trois quantités, deux quelconques sont fonctions de la troisième. Donc, si Ton divise par dx l'équation
dz = pdx -f- ryr/y»
ce qui donne
dz fly
puis SI 1 on met pour -•- sa valeur - - - ? que nous continuerons de représenter par a; et, enfin, si Ton fait -r- éjçale à une fonction arbitraire de -;-, l'équation
(B) /? -h a^ = (pût,
que Ton obtiendra, sera aux différences j)artielles du second ordre celle de la surface demandée.
Les quantités ^, V- ne sont pas les seules qui soient constantes en même temps que ^ = a. Si l'on représente par
Y z= CLV -h 7,
les équations de la génératrice considérée dans une position quelconque, dans lesquelles on aura
les deux autres quantités y, S sont aussi constantes en même temps que a, et par conséquent fonctions de a. Donc, en représentant ces
nouvelles fonctions par les caractères 4? tï", les deux équations
(D) z — (/?-+- (tq) X = 9ra,
seront encore aux différences partielles secondes celles de la surface demandée. Les trois équations (B) , (G) , (D) , dont chacune exprime complètement la génération de la surface , sont les trois intégrales premières de l'équation du troisième ordre (A), et chacune d'elles est complétée par une fonction arbitraire particulière.
Les trois équations (B), (G), (D) ne contiennent les coefficients différentiels du second ordre r^ s^t^ que parce que ces coefficients entrent dans la quantité et. Donc, si, combinant ces équations deux à deux, on en élimine la quantité et, regardée comme une indéterminée, ce qui peut se faire de trois manières différentes, on aura trois résultats qui ne contiendront que des différences partielles du premier ordre, et dont chacun exprimera la surface d'une manière complète. Ges trois résultats seront les intégrales secondes de l'équation (A), et chacune de ces intégrales sera complétée par deux des trois fonctions arbitraires ç, 4? tï*-
Enfin, des quatre coefficients «t, ^3, 7, ^, qui entrent dans les équations de la droite génératrice , trois quelconques étant fonctions du quatrième, il s'ensuit que le résultat de l'élimination de l'indéterminée a entre les deux équations
y — tféX = 4«t>
z X^ÛL == TTOLy
sous cette forme, ne différeront entre elles que par la quantité i/, qui, dans chacune d'elles, sera différemment composée des quantités a:, j, 3. Ainsi, en considérant une des surfaces soumises à la génération exprimée par (G), et son équation étant mise sous la forme (H), si l'on suppose qu'une quelconque des trois courbes arbitraires qui dirigent le mouvement de la génératrice vienne à éprouver une variation infiniment petite, Téquation (H) n'éprouvera d'autre changement, sinon que la quantité u changera de valeur et deviendra id ; et les deux surfaces qui correspondent à ces deux valeurs successives de u se couperont en une courbe, pour les points de laquelle les quantités d', j% 2;,/>?, ry, r, ^, f, et leurs différences ordinaires dx^ cly^ dz^ dp^ dq^ dr^ ds\ dt auront les mêmes valeurs, soit que Ton considère cette courbe sur la première surface, soit qu'on la considère sur la seconde. Cette courbe, qui est constante, et pour les points de laquelle les différences partielles des ordres inférieurs, ainsi que leurs difïérences ordinaires, ne changent pas lorsqu'une des directrices éprouve une variation, est donc indépendante de ce qu'il y a de particulier dans cette directrice ; elle est donc la courbe à laquelle nous avons donné le nom de carcwtéristique^ et il est évident qu'en général il peut y en avoir [)our le même point autant qu'il y a de directrices arbitraires dans la génération, et par conséquent autant qu'il y a d'unités dans Tordre de l'équation (G). Donc, si l'on différentie l'équation (H) en regardant u comme seule variable, l'équation
(|ue l'on obtiendra, appartiendra à la caractéristique. Or il est évident que, sans effectuer l'équation (H), on arrivera à im résultat équivalent, si, après avoir différentie l'équation (G), en regardant comme seules variables les différences partielles m,?^/, cv, i», de
courbes arbitraires qui la produit par sa variation. Si quelques-uns de ces facteurs sont égaux entre eux, les caractéristiques correspondantes coïncident en une seule ; mais, en général, les facteurs de l'équation (K) sont irrationnels : alors les caractéristiques, dont le nombre est toujours égal au degré algébrique de T équation (K), n'ont plus d'équations distinctes; elles ont une équation intégrale commune du même degré algébrique, par rapport à la constante arbitraire, que l'équation (K); et si l'on déterminait cette constante de manière que la courbe passât par un point donné de la surface, il viendrait pour cette constante des valeurs différentes, dont chacune conviendrait à une caractéristique particulière.
Si l'équation aux différences partielles (G) est linéaire par rapport aux différences partielles de l'ordre supérieur, l'équation (H) sera aussi linéaire par rapport à la différentielle partielle restante; et, en supposant que cette différentielle partielle soit w, l'équation (H) sera de la forme
M-i-Nw = o,
dans laquelle M et N, qui peuvent être fonctions dex,j\,z,p, y, r, s, tj dx^ dif^ dr^ ds^ dt^ ne contiennent point u. Lors donc que l'on différentiera cette dernière équation en regardant u comme seule variable pour avoir l'équation (J), on aura pour équation de la caractéristique N = o ; et parce que cette courbe est elle-même sur la surface courbe, et que l'équation
M 4- Nw = o
a aussi lieu pour elle, il s'ensuit que Ton aura encore M = o. Donc
on aura pour la caractéristique les deux équations aux différences
ordinaires
vm.
On trouvera pour la caractéristique deux équations aux différences ordinaires, telles que
non-seulement lorsque la proposée (G) sera linéaire par rapport aux différences partielles de Tordre le plus élevé w, lu^ ^^ ^j niais encore lorsque les trois quantités uw — lu^ ^uv — mw^wv — w^ y entreront elles-mêmes linéaires; car il est facile de vérifier que si Ton chasse de chacune de ces quantités trois des différentielles partielles w, ^^/, (v, i', la quatrième se trouve linéaire. L'équation (H) se trouvera donc encore linéaire par rapport à w, et lorsqu'on la différentiera en regardant u comme seule variable, on aura deux
équations
Pour les ordres supérieurs , la caractéristique aura de même deux équations aux différences ordinaires, non-seulement lorsque l'équation aux différences partielles sera linéaire par rapport aux différences de l'ordre le plus élevé, mais encore lorsqu'elle le sera par rapport à toutes les quantités de la forme suivante :
dx^dy"-^^) \dx^dj'"^) \dx''dj''-'') \dxrdjr'"^)^
pourvu que dans chacune des quantités de cette forme on ait
car, en chassant de ces quantités toutes les différences partielles, excepté une, cette dernière se trouve linéaire.
Dans tous les autres cas, l'équation (H) ne sera pas linéaire par rapport à u\ par conséquent l'équation (J), qui est sa différentielle
seule courbe, qui a pour une de ses équations,
dy — cù(Lv = o,
ou, substituant pour cù la quantité qu'elle représente,
( E) rdx' -h o.s(L)cdy -+- tdy'^ = o.
Au moyen de cette équation, et chassant de (A) les quantités u, la, (v, i', on trouve, pour la seconde équation de la caractéristique,
(F) drdx'^ + ndsdjcdy -h dtdy^ = o.
Des deux équations (E), (F) de la caractéristique, la seconde est la différentielle de la première prise en regardant-^ conmie
constante; la quantité -j-, ou sa valeur
— s + \s * — rt i '
que, pour abréger, nous continuerons de représenter par a, est donc constante dans toute l'étendue de la même caractéristique. Ainsi, pour cette courbe, à la place des deux équations (E), (F), on peut employer l'équation (E) et la suivante
dy = eld^v ,
qui remplacera l'intégrale de (F), et dans laquelle et tiendra lieu d'une constante introduite par intégration. Mais l'équation (E) peut être mise sous la forme
dpdx -t- drjdy = o, ou
dp -+- adcj = o ;
de plus, chassant dy de dz =/xLv -+- qdy\, on a
dz — {p 4- (KJ) dx = o.
devant avoir lieu en même temps que celle de chacune des trois (*ourbes données, il s'ensuit que si entre ces deux équations et celles de la première courbe on élimine x^ j, s, on aura en a, ^, 4», 'TTûi, une première équation ; opérant de même sur les deux autres courbes, on aura deux autres équations en a, ^«,4*? "^^î tirant de ces trois équations les valeurs de ç, '^^ Traies fonnes de chacune de ces fonctions seront déterminées. Mais, sans effectuer <*ette dernière opération f|ui suppose la résolution des équations, si enti'e ces trois équations et les deux équations intégrales on élimine les quatre quantités ot, (pa, 4^^ ^^ "^^^ ^^ ^^""^ ^^ ^t Xy ^5 ''*^' quation de la surface demandée.
XXII
DE LA SURFACE COURBE QUI ENVELOPPE UNE SUITE DE SPHÈRES VARIABLES DE RAYON, ET DONT LES CENTRES SONT DISTRIBUÉS SUR UNE COURBE QUELCONQUE.
En considérant une quelconque des sphères enveloppées, il est facile de reconnaître que, pour cette sphère, le rayon et les trois (coordonnées du centre seront constants; mais si Ton passe de cette première sphère à une autre, c'est-à-dire si Ton suppose que le rayon varie, la position du centre, et par conséquent les trois coordonnées qui déterminent sa position, varient aussi. Il suit de là que de ces quatre quantités, si une seule est constante ou variable, les trois autres sont de même constantes ou variables : ainsi trois d'entre elles sont des fonctions différentes de la quatrième. La forme de ces fonctions dépend de la nature de la courbe sur la-
les cosinus des angles que la normale fait avec les trois coordonnées .r, )', ::; sont respectivement
Donc il sera facile d'avoir les rapports du rayon de la -sphère avec les parties qui lui correspondent sur chacune de ces coordonnées, rapports qui sont exprimés par les trois équations suivantes :
(C) (.r — (p ) /• 4- ûty; = o,
(D) ( r — -^l) k-i-cuj = o, (R) (z — 7r)k — A =o.
Ces trois équations, combinées deux à deux (ce qui peut se faire de trois manières différentes), donneront, par l'élimination de l'indéterminée ût, les trois équations aux différences premières de l'enveloppe demandée, et dont chacune ne renfermera plus que deux tbn(*tions arbitraires ; mais l'élimination ne pouvant s'exécuter tant (jue les formes des fonctions ne sont pas détenninées, il s'ensuit (jue ces trois différentielles premières sont représentées chacune par le système de deux équations entre lesquelles il faut éliminer r indéterminée a.
On aiTiverait facilement à ce résultat par les différentiations de l'équation (A), prises en regardant d'abord x*, puis/, comme seules variables, et en traitant a comme constante dans les deux opérations; ce qui est permis dans l'équation (B), et éliminant ensuite entre (A.) et les deux différentielles une des trois fonctions arbitraires CP, -4, TT.
Les iionnales à la surface, menées p.ir deux points consécutifede la ligne de contact avec la même sphère, passent par le centre :
il faut qu'on ait en même temps
quelle que soit la valeur de -r- : donc, éliminant ce rapport, l'équation aux différences partielles du troisième ordre de la surfece demandée pourra être mise sous la forme abrégée
f|u'on obtiendrait également en différentiant chacune des équations (F), (G), (H), de manière à faire disparaître la fonction arbitraire <|u'elle renferme. Enfin, développant cette équation, et faisant, pour abréger,
(i -h/;^) k + Rr = A (i + (f') r — ipqs -f- (i +p') t = M pqk -+- R^ = B ,t — 5^ = N
ce qui donne, en vertu de (rf),
AC — B^ = o,
on aura, pour la surface demandée, l'équation linéaire aux différences troisièmes
Cu -+- (Gû) — aB) ru -\- (A — aBo)) wXeov 4- 2XN {p h- eoq)
Mhmt donnée l'équation linéaire aux troisièmes différences que rr)ii vient de trouver, si l'on se propose de déterminer la caractél'istique de la surface à laquelle elle appartient, en opérant comme
Hii:
courbure, et dont T équation peut indifféremment être mise sous Tune des trois formes (L), (N), (O). Il suit aussi de là que les trois fonctions arbitraires qui compléteront l'intégrale complète de la proposée seront composées d'une même quantité.
Ija caractéristique devant se trouver sur la surface, elle sera exprimée par l'équation de la surface et par une quelconque des trois équations (L), (N), (O). Posons d'abord que ce soit par l'équation (L), et prenons la proposée sous la fonne (I), les deux équations de la caractéristique seront donc
\dx ) \ dy )
dy — tadx = o,
qui, par l'élimination de co, donnent
(S) '^' + {ij) '^■>' = o ou rfR = o;
d'où il faut conclure que, dans la surface que nous considérons, pour une des lignes de courbure, le rayon de cette courbure est constant. Actuellement, si des deux équations (N), (O), et de dz =zpdx -h qdfj qui appartiennent toutes trois à la caractéristique, on tire les valeurs de dx^ dy^ dz^ ce qui donne
dx -h R^ T ^^ ^' ^(r + R^^ 1^ "^ ^' ^^ — ^^ ï ^^ ^'
les équations de la caractéristique seront indifféremment l'un des trois systèmes suivants de deux équations
dR = o, dR = o, rfR = o,
dx -\-Rd^=^ o^ rf^ H- Rrf 1^ ^ o, dz — Rrf j = o.
Knfîn, éliminant/; et q entre les trois équations précédentes et (Iz = pdx -h qdy^ on aura deux équations délivrées de toutes différencies partielles, et qu'on peut obtenir facilement de la manière suivante. Carrant les trois équations et ajoutant, on a d'abord
(,r — (pdf 4- ( J — 4*)^ "+■ (^ — '^^^ "= *^î
puis nmltipliant la première par dx^ la seconde par dy^ ajoutant et (chassant A- au moyen de la troisième, on trouve
{x — (p«fc) doc -+- (j — 4^) ^ + (^ — '^*) ^^^ = o-
Or cette dernière équation étant la différentielle de la précédente, prise en regardant et comme constante, ne peut avoir lieu conjointement avec la précédente, à moins que la différentielle de celle-ci, prise en regardant a. comme seule variable, n'ait lieu. Donc, à la place de ces deux équations, on aura les deux suivantes :
(x — (Pût)' 4- (j — 4^)' + (^ — ^^^ = ût% [x — (p)(p' -^ (.r — 4)4'+ (^ — 9r)7r' =— a,
(|ui, étant délivrées de toutes différentielles, et comprenant trois fonctions arbitraires, seront l'intégrale complète de la proposée.
A LA SURFACE D'UNE MÊME SPHÈRE
Génération de la surface.
Si, considérant les normales d'une surface courbe en général, on se propose de passer d'une quelconque de ces normales à une autre
surtace proposée et celle des centres sera égale à l'arc rectifié de ivtte courbe.
Pïissant au cas particulier, qui est l'objet que nous traitons, et pour lequel la surface touchée par toutes les normales est celle d'une sphère, on voit que la surface de la sphère est le lieu des rentres d'une des courbures de la surface proposée ; que la courbe touchée par la suite des normales qui se coupent successivement sur la sphère, étant la ligne la plus courte sur cette surface, est la circonférence d'un grand cercle; que, sur la proposée, la ligne de courbure, dont la circonférence de ce cercle contient les centres, est luie courbe plane, et que cette courbe est la spirale développante de ce grand cercle.
Actuellement, soient sur la surface proposée deux de ces lignes dv cM)uibin'e consécutives : comme leurs plans passent tous deux par le centre de la sphère, ils se couperont en une droite qui passvnx aussi par le centre. De plus, si, sur la zone comprise entre ces <hMix ))lans, on conçoit les éléments de toutes les lignes de l'autre t*<)urbure, ces éléments, qui doivent être perpendiculaires aux lignes de la première courbure, seront perpendiculaires à leurs plans. Donc la zone pourra être regardée comme un fuseau infininuMil t'troit de la surface de révolution engendrée par le mouvelutMit (\c la première des lignes de courbure autour de la droite trinlerse(*tion des deux plans, et cet axe momentané de révolution H<M*a \v lieu des centres de l'autre courbure pour tous les points de la /oiu* à hujuclle il correspond.
Si <lonc on conçoit la suite de toutes les courbes planes de la prtMiiicn» t*ourl)ure, leurs plans se couperont consécutivement dans d<*H tIroittvH (|ui passeront toutes par le centre de la sphère; ces droih*H Hcront, par conséquent, sur une surface conique dont le Honuiu*! Hvm nu centre de la sphère, et à laquelle tous les plans des liuiu*» d<» première courbure seront tangents. Donc, si l'un de ces
plans roule autour de la surface conique, à chaque instant du mouvement il tournera autour de la droite de son intersection avec le plan suivant, et la ligne de courbure qu'il contient coïncidera successivement avec toutes les autres. De là se déduit la génération suivante.
Après avoir tracé sur un plan , i ** un cercle d' un rayon égal à celui de la sphère ; 2® une spirale développante de ce cercle, et après avoir mis ce plan en contact avec une surface conique à base quelconque, de manière que le centre du cercle soit au sommet du cône, si Ton conçoit que le plan roule autour de la surface conique, le centre du cercle ne quittera pas le sommet du cône ; la circonférence engendrera la surface de la sphère dont le centre sera au sommet du cône, et la spirale engendrera la sur&ce proposée. En effet, cette surface n'aura aucune normale qui ne soit aussi normale à la spirale génératrice dans le plan de laquelle elle se trouve, qui ne soit, par conséquent, tangente au cercle dont cette spirale est la développante, et qui ne soit enfin tangente à la surface de la sphère dont ce cercle est générateur.
La proposée n'a aucune normale par laquelle ne passe le plan générateur dans un instant de son mouvement; or, pendant tout le mouvement, ce plan ne cesse d'être tangent à la surface conique : donc il n'y a aucune normale qui ne touche la surface conique, sur&ce qui est le lieu des centres de la seconde courbure, comme celle de la sphère est celui des centres de la première.
La courbe que parcourt chaque point de la spirale génératrice est constamment perpendiculaire à cette spirale, elle est donc une ligne de l'autre courbure ; mais le point décrivant ne change pas de distance au sommet du cône : donc chaque ligne de la seconde courbure est sur la surface d'une sphère dont le centre est au sommet du cône, et dont le rayon, constant pour chacune d'elles en particulier, est variable de l'une à l'autre.
Des arêtes de rehroiissement de la surface.
Tja spirale développante du cercle a, comme on sait, un point de rebroussement placé sur la circonférence du cercle développé ; ce point peut être considéré comme l'origine du développement, et la courbe, par rapport à lui, s'étend de part et d'autre d'une manière symétrique. Lors donc que le plan de la spirale roule autour de la surface conique, il est évident que ce point doit engendrer une arête de rebroussement, et que cette arête est tout entière sur la surface de la sphère touchée par toutes les normales. Ainsi, toutes les nappes de la surface ne peuvent se prolonger vers le centre que jusqu'à ce qu'elles rencontrent la surface de la sphère dans l'arête de rebroussement; là elles se réfléchissent^ en sorte qu'au* cune d'elles ne pénètre dans l'intérieur de la sphère. La sur&ce de la sphère étant le lieu des centres d'une des courbures de la surface engendrée, il s'ensuit que, pour tous les points de cette première arête de rebroussement, un des rayons de courbure de la surface est nul.
Indépendamment de cette première arête de rebroussement, la surface en a encore une autre .
En effet, si l'on considère la génératrice dans deux: positions consécutives, les deux, plans qui conviennent à ces deux positions se coupent dans une droite qui se trouve sur la surface conique, à laquelle ils sont tous deux tangents, et les deux courbes se coupent en un point de cette droite, point qui est, par conséquent, sur la surface conique. Le lieu de tous les points déterminés de cette manière sur la surface conique est une courbe perpétuellement touchée par la génératrice dans tous les instants de son mouvement ; et il est évident qu'elle est une arête de rebroussement, car chaque partie de la génératrice s'approche d'abord de la surface conique jusqu'à ce qu'elle l'ait touchée dans cette courbe à laquelle elle est
elle-même tangente; puis, par le progrès de la rotation du plan, elle s'en écarte de nouveau sans pénétrer dans l'espace vers lequel la surface conique tourne sa conca^dté, espace qui, comme celui de la sphère, est interdit à la surface engendrée. La surface conique étant le lieu des centres de la seconde courbure de la surface engendrée, il s'ensuit que, pour tous les points de cette seconde arête de rebroussement, le rayon de la seconde courbure est nul.
Des deux arêtes de rebroussement que nous venons de considérer, la première, c'est-à-dire celle qui se trouve sur la surface de la sphère, est indépendante de la génération; elle n'existe que parce que la génératrice elle-même a un point de rebroussement. Pour toute autre génératrice qui n'aurait pas de point de rebroussement, lafiur&ce engendrée n'aurait pas cette arête. Mais la seconde arête de rebroussement, celle qui se trouve sur la surface conique, est inhérente à la génération ; car il est évident que , la génération restant la même, si la génératrice changeait de nature, l'arête changerait de position sur la surface conique, sans cesser d'être arête de rebroussement.
Cependant, lorsque la génératrice ne s'étend pas à l'infini dans son plan, cette seconde arête peut devenir imaginaire pour une certaine partie de l'étendue de la surface, et même, dans un cas particulier, elle peut devenir entièrement imaginaire, ou bien elle peut se réduire à un point unique, qui est alors un point de strie-tion de la surface (c'est ainsi qu'on peut appeler le point par lequel une nappe de surface passe tout entière pour se convertir en une autre). Ce cas particulier a lieu lorsque la surface conique auttmr de laquelle roule le plan générateur se réduit à une ligne droite ; alors la surface engendrée est de révolution autour de cette droite, comme axe. Dans ce cas, si la génératrice est tout entière d'un coté de Taxe, l'arête de rebroussement est entièrement imaginaire, et si la génératrice coupe l'axe sous un angle oblique, le
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point de cette intersection est un point de striction. Tel est le sommet d'une surface conique.
De la ligne des courbures égales et de même signe de la surface.
Nous avons vu que la surface n'a aucune normale qui ne touche en même temps, et la surface sphérique, et la surface conique; que ces deux points de contact sont les centres des deux courbures du point de la surface auquel appartient la normale, et que la distance entre ces deux points est la différence des deux rayons de courbure.
Actuellement, considérons une normale quelconque, et concevons que le plan générateur qui passe par cette normale étant fixe, elle se meuve dans ce plan, sans cesser d'être normale, jusqu'à ce que le point de son contact avec le cercle qu'elle touche sans cesse soit le même que celui du contact de ce même cercle avec la surface conique. Dans cette position, la normale touchera la sphère et la surface conique dans le même point : les centres des deux courbures du point de la surface auquel elle appartient alors, seront donc confondus, et les deux courbures de la sur&ce en ce point seront égales entre elles et dans le même sens. Or cette normale, qui touche dans le même point les deux surfaces des centres de courbure, touche aussi dans ce point la courbe qui est l'hitersection de ces deux surfaces : de plus, ce que nous venons de dire pour cette normale aurait également lieu pour toute autre qui serait tangente à l'intersection de ces deux surfaces des centres; donc, si l'on conçoit qu'une droite se meuve sans cesser d'être tangente à r intersection de la surface conique et de la sphère, cette droite tracera sur la surface engendrée une courbe pour chacun des points de laquelle les deux rayons de courbure de la sur&ce seront égaux entre eux. C'est cette courbe qu'on peut appeler la ligne des courbures égales et de même signe. Mais la tangente, dans son
mouvement, est partout normale à la surface engendrée, et, par conséquent, normale à la courbe qu'elle trace sur cette surface; donc la ligne des courbures égales et de même signe est la développante de l'intersection des deux surfaces des centres.
Du sommet de la surface.
Il est facile d'apercevoir que la ligne des courbures égales, après avoir coupé obliquement toutes les lignes de Tune et de l'autre courbure, vient enfin rencontrer sa développée en un point qui est pour elle un point de rebroussement. Ce point, qui est sur la sur&ce engendrée, puisqu'il est sur la ligne des courbures égales, est aussi sur les deux surfaces des centres, puisqu'il est sur leur intersection : donc, pour ce pomt, les rayons de com'bure de la sur- Ëice sont non-seulement égaux entre eux, mais ils sont encore tous deux nuls. Ce même point de la surface engendrée, en tant qu'il est sur la sur&ce de la sphère, doit être sur la première arête de rebroussement ; en tant qu'il est sur la surface conique, il doit être sur la seconde arête de rebroussement ; il est aussi sur la ligne des courbures égales : donc, c'est par ce point que passent les trois lignes les plus remarquables de la surface ; savoir : ses deux arêtes <dle rebroussement, et sa ligne des courbures égales.
De plus, ce point est un point de rebroussement de la première
^rête de rebroussement ; car, dans le mouvement du plan généra-
't:cur, le point de rebroussement de la spirale qui engendre cette
a.rête s'approche d'abord de la surface conique, la rencontre per-
p^endiculairement, et se réfléchit ensuite suivant la direction con-
trrairé. H est aussi le point de rebroussement de la seconde arête
cle rebroussement; car cette seconde arête n'est autre chose que
la spirale génératrice pliée sur la surface conique ; et le point que
nous considérons est le point de rebroussement de cette spirale.
^ous avons vu que ce point est aussi le point de rebroussement de
la ligne des courbures égales : donc il est le point de rebroussament commun aux trois lignes principales de la surface.
U suit de là que ce point est un véritable sommet de la sur&ce ; non pas dans le sens qu^on a coutume de donner à ce mot pour une surface conique qui n'a qu'un point de striction au delà duquel se reproduit une autre nappe de la surface égale et sen^lable à la première, mais dans le sens que ce sommet est une pointe au delà de laquelle la surface devient imaginaire.
Jusqu'ici nous avons parlé de ce sommet comme s'il existait seul de son espèce sur la surface ; cela n'est ainsi que dans le cas particulier où la circonférence du grand cercle de la sphère est multiple de celle de l'intersection des deux surfaces des centres : dans tout autre cas, il peut se trouver plusieurs sommets semblables; et même le nombre de ces sommets devient infini, lorsque les deux circonférences sont incommensurables.
Gomme ce sommet est le point le plus remarquable de la sur&ce, nous le prendrons pour origine dans les développements que nous allons exécuter.
De la génération de la surface par un point susceptible de deux
mouvements différents.
Concevons une droite tangente à l'intersection des deux surÊices des centres, et dont le point de contact avec cette courbe soit le sommet même de la surface engendrée; puis supposcms que la droite roule sur cette courbe sans cesser de lui être tangente. Cela posé, si l'on considère sur cette droite, comme point décrivant, celui qui d'abord était confondu avec le sommet de la surface, nous avons vu que ce point parcourra la ligne des courbures égales; et parce que cette ligne traverse obliquement toutes les lignes de Tune et de l'autre courbure, il s'ensuit qu'il n'y a aucune spirale génératrice sur laquelle le point décrivant ne puisse
Pour trouver la quantité L, soit
r équation du plan de la spirale, dans laquelle a est la quantité qui détermine la position du plan, et où la fonction ^, qui <iepend de la nature de la surface conique, est, par conséquent, arbitraire ; si on la différentie en regardant d comme seule variable^ l'équation
que Ton obtiendra, appartiendra à la droite de contact du plan *de la spirale avec la surface conique ; et F équation de cette surfece sera le résultat de l'élimination de a entre les deux équations précédentes. L'équation de la sphère étant
il s'ensuit que ces trois équations, après l'élimination de a, exprimeront l'intersection des deux surfaces des centres de couAure.
C'est donc dans ces équations qu'il faut prendre les valeurs de dx^dy^dz^ pour les substituer dans la quantité
Or, si de ces trois équations on tire les valeurs de .r, r, r-, en faisant, pour abréger,
on trouve
1 + f'^ 4- ((P - *(PT = G% Gr = — a,
Ç%z =: a (^ — dtp ).
dont les deux premières expriment que le point est sur la droite de contact du plan de la spirale avec la surface conique, et dont la troisième énonce qu'il est sur le plan tangent à la sphère dans le point dont les coordonnées sont x\ y\z' .
Donc, tirant de ces équations les valeuré dea;'^ y\ z" ^ ce qui, en faisant, pour abréger.
donne
(ùy =— a , on aura
et il ne restera plus qu'à trouver les valeurs de x\ y\z\ pour les substituer dans co' .
Mais pour le point de contact de la normale avec la surface de la sphère , on a les trois équations suivantes :
ÙLX' -\- (pj'~h 2' = O,
xx' -^-yy' -i-zz' = a^,
qui expriment, la première, que ce point est sur la surface de la sphère; la seconde, qu'il est dans le plan de la spirale; et la troisième, qu'il est dans le plan tangent à la sphère mené par le point de la surface engendrée. Tirant les valeurs de j:', j', z', faisant,
pour abréger,
X* -f-j" -h Z == tt ,
ha'-h (p* =h
et observant que le point de la surface étant sur le plan de la spirale, on doit avoir
AX -h (pj -h S -1= O,
on trouve
hu^x' = fui'x -\- a[r — (pz)sju' — a% hu^y = ha^y — a{x — az) \u^ — a ^ , hu^z =:ha^z -+- a {(px — (ty)\Ja' — a* ;
mettant ces valeurs de x\y\ z' dans co\ et faisant encore, pour abréger,
X(p' — y ■+- z[(p — a(p') = û), on a
u^cà' = a^a> H- ah{x-\-y(p') \u' — a'. Donc, en substituant cette valeur de a>\ on aura
yJx''^ I /'^ I z''^= ^^^'v'i^y''^(?-^«yT_.
a(ù-\-fi(x-hy(f') yu' — a*
et, par conséquent, la valeur de M sera
M = « . arc cos
[a(ù-hh[X'hy<f^)\u^ — a* j
Donc enfin, mettant pour L, M et N leurs valeurs dans Téquatioii I-i = M -h N, on aura
et parce que le point de la surface engendrée se trouve dans le plan de la spirale, on a d'ailleurs pour lui,
etx -+-y^-h z = o;
il s'ensuit que l'équation de la surface engendrée est le résultat de l'élimination de a, entre les deux équations précédentes.
liOrsque l'équation d'une surface est représentée par le système de deux autres équations, entre lesquelles il faut éliminer une indéterminée fit, aucune de ces deux équations n'est nécessaire individuellement ; et il existe ime infinité d'autres systèmes d'équations, qui, par l'élimination d'autres indéterminées, produisent la même équation de la surface. Les deux équations que nous venons de trouver, et auxquelles nous avons été conduits directement par la propriété énoncée dans la définition de la surface, ne sont ni aussi simples ni aussi fécondes que celles que nous allons obtenir par une autre considération.
D'une autre manière de trouver l'équation en quantités finies .
Nous avons vu que la surface est engendrée par le mouvement de la spirale dont le centre est au sommet d'un cône, et dont le plan roule sur la surface de ce cône. Cherchons d'abord l'équation de la spirale considérée dans son plan et rapportée, par des coordonnées .r et j, à deux axes rectangulaires menés par le centre du cercle.
Si, par im point quelconque de la courbe, on conçoit une normale , elle touchera la circonférence du cercle dont la spirale est la développante en un point; et si l'on représente par a?', j' les coordonnées de ce point de contact, l'équation de la normale, en tant qu'elle est tangente au cercle en ce point, sera
ocx^ -^ yj' = a^ \
et parce que le point de la courbe est un de ceux de la normale , cette équation aura aussi lieu pour lui.
Mais les quantités a?' et y' sont les sinus et cosinus de l'arc de
cercle dont le développement est égal au rayon de courbure de la spirale ; et ce rayon de courbure étant le côté d'un triangle rectangle dont le rayon vecteur est l'hypoténuse, et dont le rayon du
cercle est l'autre côté, son expression sera y .r^ -+■ J^ — «^ . On aura donc
a''=sin[ — A -h \Jx^ -^y^ — a^\ j'= cos[ — A -h va?^ + j^ — a^y
équations dans lesquelles A est une constante arbitraire, au moyen de laquelle l'origine du développement du cercle, ou le sonmiet de la spirale, peut être porté partout où l'on veut.
Si l'on fait, pour abréger, y/j;^ + J^ — a^ = w, l'équation de la spirale, considérée dans son plan, sera
X sin [u — A) + j cos {11 — A) = a^
Gela posé, concevons que la spirale, dans son mouvement, entraîne avec elle la droite sur laquelle nous venons de compter les v ; cette droite engendrera une autre surface conique dont le sommet sera au centre de la sphère, et dont la nature dépendra de la première surface conique que nous avons considérée jusqu'ici, puisqu'elle en sera une développante : en sorte que si l'équation de la première surface conique était donnée, celle de la seconde ne pourrait s'obtenir que par intégration. Mais dans le cas général que nous traitons, la première surface conique était arbitraire; donc, si la seconde est désormais la seule que nous considérions, nous pouvons aussi la regarder comme arbitraire et primitive.
Soit donc '?^= $ f - j l'équation de la nouvelle surface conique,
dans laquelle la fonction arbitraire 0 n'est pas la même que celle que nous avons précédemment exprimée par ^, et qui en est une
dérivée; si Ton fait x = az, cette équation sera le résultat de l'élimination de a entre les deux suivantes :
Actuellement, si, d'un point quelconque de la surface engendrée, on abaisse une perpendiculaire sur la surface conique, cette perpendiculaire sera la quantité que, dans T équation de la spirale, nous avons appelée j, et nous l'exprimerons désormais par Y; la droite menée du sommet du cône au pied de cette perpendiculaire sera ce que nous avons appelé x, et nous la représenterons désormais par X. De plus, le rayon de courbure qui, dans
l'équation de la spirale, était \x^ 4- J^ — ^^j ^t évidemment ici
\x^ -h j* 4- z^ — a'; donc, si l'on fait, pour abréger,
x'^jr^-^z^ — a'' = U\
l'équation de là surface engendrée sera
X sin (U — A) 4- Y cos(U - A) = a%
dans laquelle il ne s'agit plus que de trouver les valeurs de X et Y. Pour cela, soient x^y^ z' les coordonnées du pied de la perpendiculaire ; comme ce point est sur la surface du cône, on aura
et l'on aura évidemment
Mais la perpendiculaire Y étant un minimum ^ sa grandeur ne doit pas varier lorsque son pied varie, soit en vertu de la variation
des carrés doit être égale à Y ^ , on trouvera
Ainsi, substituant pour X et Y leurs valeurs dans l'équation de la surface, on aura
Msin (U — A) -h s/h" (U^ + a^) — W cos (U — A) = a'h,
dans laquelle, indépendamment des coordonnées a?, j, z de la surface, entre encore l'indéterminée a : mais nous avons vu que nous avions d'ailleurs l'équation
donc l'équation de la surface sera le résultat de l'élimination de a entre les deux dernières équations.
Les deux équations que nous venons de trouver, pourraient rester dans l'état oii elles sont; mais si l'on carre la première d'entre elles pour faire disparaître le radical, il est facile de la ramener à la forme suivante :
a sin (U — A) + U cos (U — A) = ^ ?
dont la différentielle, prise en regardant comme seule variable la quantité a qui n'entre que dans le second membre, n'est autre chose que l'équation (A) : donc, si, pour abréger, on fait
a sin (U — A) -+- U cos (U — A) — ^ = N,
l'équation de la surface sera le résultat de l'élimination de l'indéterminée a entre les deux équations
lorsque Taxe se meut de manière à parcourir la surface conique. De là suit ime nouvelle génération de la surface.
Si, après avoir mené dans le plan d'une spirale développante d'un cercle, et par le centre du cercle, une droite quelconque, on fait tourner la spirale autour de cette droite pour engendrer une surface de révolution, et si ensuite on fait mouvoir cette surface de manière que son axe, sans cesser de passer par le même centre, parcoure une surface conique quelconque, dont le sommet sera, par conséquent, au centre du cercle, l'enveloppe de l'espace que parcourra la surface mobile sera la surface générale, dont toutes les normales seront tangentes à la sphère engendrée par la rotation du cercle dont la spirale est la développante.
Des équations en quantités finies des deux arêtes de rebroussement .
Nous avons vu que la surface engendrée a deux arêtes de rebroussement, dont l'une est sur la surface de la sphère, et dont l'autre est sur la surface conique perpétuellement touchée par le plan de la spirale.
Pour la première de ces courbes, l'équation de la sphère doit avoir lieu, c'est-à-dire que l'on doit avoir U = o. Or, si l'on introduit cette équation dans N = o, c'est-à-dire dans
a sin (U — A) -h U cos (U — A) = ^?
tout le premier membre se réduit à une constante arbitraire, que nous représenterons par B, et l'équation devient
Bh = aM,
Donc, des deux équations de cette arête de rebroussement, l'une est
il s'ensuit que la perpendiculaire, abaissée de l'origine sur une
normale quelconque, est constante et égale a.
Si, les coordonnées du point de la siu^face étant x^ j, z, celles
de la normale sont x\ y\ z\ les deux équations de cette droite
sont
.r' = — pz' -\- X -\-pz^
y' = —qz'-^X-^qz,
(_)r, si les équations d'une droite sont
y = Gz' -H D,
le caiTé de la distance de l'origine à cette droite est
B*4-D^-+-(AD— BC
i-f-A'-hC
De plus, dans le cas présent, on a
A= — /^, G =— 7, B = x-\- pz^ D^=f-i-qz,
Donc, mettant ces valeurs dans l'expression du caiTé de la distance, et régalant au carré du rayon, on aura pour équation de la surface
(.r -hpzY -h{jr~h qzY + {qx — /ryY = «' (» ^ P' + 7')^ équation qui, développée, peut être mise sous la forme suivante :
(X- -t- j- -+ z- — a-) (i +yw- -hq-) = [z — px — (jy)-; équation aux difïërences partielles, qu'on aurait pu obtenir |>ar la
diflerentiation des équations intégrales
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Actuellement, nous allons traiter cette équation comme si nous l'avions obtenue par d'autres recherches, c'est-à-dire que nous allons l'intégrer et étudier la surface à laquelle elle appartient.
De la caractéristùfue de la surface à laquelle appartient l'équation
aux différences partielles.
Lorsqu'une équation aux différences ordinaires à trois variables appartient à une surface courbe, à cause de la constante arbitraire comportée par son uitégrale, le lieu de cette équation est indifféremment l'une quelconque d'une suite infinie de surfaces courbes, qui toutes ont la même nature, et qui ne diffèrent entre elles que par un paramètre, constant pour chacime d'elles, et variable de l'une à l'autre. Par exemple, le lieu de l'équation
xdx -h ydy -\- zdz = o,
Hont l'intégrale est
ost l'une quelconque des surfaces sphériques dont le centre est à
l'origine; et toutes ces surfaces ne différent entre elles que par le
trayon a, qui est constant pour chacime d'elles.
IjCS équations aux différences partielles sont d'une plus grande
généralité : leur propriété est d'exprimer les générations des surfaces courbes , indépendanmient des courbes qui conduisent les génératrices; en sorte que le lieu géométrique d'une de ces équations est indifféremment l'une quelconque d'une suite infinie de surfaces
ii>utes enji:eiKlrées par le même procédé, mais qui diffèrent par les rom4>es qui servent à la génération. Par exemple, l'équation
py^ — qx = o
loiit rintégrale est
;ip|)<iitient non-seulement, conmie la précédente, aux surfaces de I outils les sphères dont le centre est à l'origine, quel que soit le rayon ; non-seulement à toutes celles dont le centre est dans l'axe (Ifs z, c[uel que soit encore le rayon ; mais même à toutes les surfaces i\v révolution autour de cet axe des 2, quelle que soit la courbe génératrice.
r.es surfaces auxquelles appartient une même équation aux diflfén'uces partielles diffèrent donc entre elles par quelque chose de plus considérable que ce par quoi diffèrent les lieux d'une même ;( (nation aux différences ordinaires. Néanmoins elles ont cela de *()mmun, qu'elles peuvent être toutes regardées comme le lieu de S4*ries infinies de lignes courbes, qui ont toutes la même équation aux différences ordinaires, et qui, par conséquent, ne diffèrent rntre elles que par des paramètres; et ces surfaces ont de partiruiiiîr, que pour chacune d'elles la série de ces mêmes courbes est différente. Par exemple, toutes les surfaces de révolution autour i\v Taxe des z sont les lieux de séries de circonférences de cercles dont les centres sont dans l'axe, dont les plans sont perpendiculaires à cet axe, et qui ne différent entre elles que par le rayon; et ce que chacune de ces surfaces a de particulier, c'est que, pour elle, rette série diffère de celle de toutes les autres.
(Vest à cette courbe, dont toutes les surfaces soumises à la même génération sont pour ainsi dire composées, qu'on aurait dû consacrer le nom de génératrice; mais ce mot est déjà employé dans un
sens qui n'est pas toujours le même que celui-ci : j'ai donc cru nécessaire de me servir d'im nouveau mot, et j'ai nommé cette courbe caractéristique .
Pour les équations aux différences partielles d'ordres supérieurs, il peut y avoir plusieurs caractéristiques; en général, il y en a autant qu'il y a de c[uantités différentes dont sont composées les fonctions arbitraires. Mais je me propose de revenir sur cette matière dans un Mémoire dont elle sera l'unique objet, lorsque cela sera devenu plus facile par l'exposition d'un plus grand nombre de générations de surfaces.
J'ai fait voir qu'ayant une équation quelconque aux différences partielles du premier ordre, en x^ y^ z, y;, (/, si on la différentie aux différences ordinaires, ce qui donne un résultat de cette forme
Xdx -h Ydy -h Zrfz -h ^dp 4- Qdq = o,
Icîs équations suivantes
Vdy — Qdx = o,
{X-hpZ) dq — (Y 4- qZ) dp = O,
£^ jppartenaient toutes deux à la caractéristique de la surface exprim.ée par la proposée. Or, si l'on différentie l'équation de la surface c^ue nous considérons, on trouve
X = ^(i -hp'-hq')-}-p{z—px — qx),
Y =;r (i 4-// + q') -+■ q {z—px — qy), Z = s (i -+- p^ -f- 7') — {z—px — qr), P =p(a:^'-^y'.+-z' — «') -^x{z—px — qjr), Q = q {x^-\-r H- z' — a"") -4-.r {z—px — qy).
Donc, si Ton substitue ces valeurs dans les deux équations générales
de la caractéristique, elles deviendront
— (.r + 7^) doc -h {x ■+- pz) dy -{- [qx — py) dz =o,
— (j4- qz) dp-h{œ -hpz) dq = o.
Actuellement, faisons, pour abréger,
J-hqz _
ce qui donne
qx—py qx — pj »
ûta;-f-^j-hz=o, ap-j-[iq— I =o,
et introduisons ces abréviations dans les équations de la caractéristique; elles deviennent
ctdx -+- ^dy -h rfz = o, adp -h i^dq = o.
Or ces deux équations sont les différentielles des deux précédentes, prises en regardant a et |3 comme constantes; elles ne peuvent donc subsister en même temps que les précédentes, à moins que les différentielles de ces deux-ci, prises en regardant a, et /3 comme seules variables, n'aient lieu; on aura donc aussi
xda -hydli = o, pda -h qd^ = o,
équations qui ne donnent d'autre résultat différentiel que
dct= o, d^ = o.
Donc, dans la surface que nous considérons, pour la même caractéristique les deux quantités et et [i sont toutes deux constantes, et Ton aura (i = <pct.
Il suit de là que r équation de la caractéristique
est celle d'un plan dont l'intégrale, à cause des abréviations, ne peut être autre que'
donc la caractéristique est une courbe plane dont le plan passe toujours par l'origine.
Si l'on compare l'équation du plan de la caractéristique
adjo -h ^dy + r/z = o avec
pdx -tr- qdy — dz = o^
qui est celle de l'élément de la surface courbe considéré comme plan, on voit qu'en vertu de l'équation
ap-^-Ç^q — I =0,
ces deux plans sont toujours rectangulaires; donc le plan de la caractéristique est partout normal à la surface courbe. On doit conclure de là : i ® que la surface courbe est engendrée par une courbe plane constante de forme, dont le plan, passant toujours par l'origine, roule, par conséquent, sur une surface conique dont l'origine est le sommet; 2® que, le plan de la caractéristique contenant toutes les normales à la surface engendrée qui passent par les différents points de cette courbe, elle est une des lignes de courbure de la surface.
Cette dernière conclusion peut être fournie immédiatement par l'analyse : car, pour une même caractéristique, on a
ddp -h ^dq = o;
mais, puisqu'on a en même temps f/* = o et rf|3 = o, on aura aussi
ad^ — ^da = o;
éliminant a et ^^ entre ces deux équations, on aura
dddp -+- d^drj = o,
dans la([uelle, substituant pour a et [:i leurs valeurs obtenues par la dilïérentiation, on aura
djMl{f + qz) = drjd{x -^pz),
('M|uation générale des lignes de courbure : donc une des deux lignes de courbure de la surface est toujours plane, et son plan passe toujours par l'origine.
.lusqu'ici nous n'avons considéré de la caractéristique que l'équation du [)Ian qui la contient. Cette équation ne la détermine pas, et il faut y joindre celle de la surface engendrée sur laquelle elle se trouve, pour que cette courbe soit déterminée, et encore ne le srrait-elle pas d'une manière abstraite, puisqu'on la considérerait alors comme étant un individu de la série dont la surface engendrée est le lieu géométrique. Mais si l'on pose les trois équations suivantes :
\.v' H.r' + s'— «'1 \i-^p'+q''\ = \z—px — qy\\
- (>' + 7^) ^^*' + (p^ -^P^) ^b' -h {qx —py) dz = o, dz =^ pdx -r qdy^
dont la première est l'équation de la surface aux différences parlifllt's, dont la seconde est celle du plan de la caractéristique, et dont la troisième contient la définition des quantités y? et //, et si vwXvv ivs trois équations on élimine/; et (/, l'équation aux difFé-
Or on sait que si Tëquation d'un plan est
lo carré de la distance de ce plan à l'origine est
A«-4-B*-f-C« De plus, on a, dans le cas présent,
A= da:^ B=r/r, C = rfz, D = xdx -\-ydy + zdz.
Doiu* le camî de la distance du plan normal à l'origine sera
( Xflx -^jdj -f- zdz ) ' ^
lUmv. ré({ nation de la courbe pour laquelle cette distance est conslnnlc, et = a, est
{xdx -hfd/y + zdzy = a^ {dx^ -+- dy^ + dz^),
«'*( (nation (jui est la même que celle que nous avons trouvée pour la ni racler istique considérée d'une manière abstraite.
Dr /rf/ nation aux différences ordinaires de V arête de rebrousse-
ment produite par la génération.
Nous venons de voir que la surface à laquelle appartient l'équation aux difiérences partielles est engendrée par le mouvement d inu? courbe plane, dont le plan roule autour d'un cône qui a son Hoinnu*l à T origine : ainsi, deux caractéristiques consécutives sur
la même surface se coupent en un point, et le lieu de toutes ces intersections pour la série des caractéristiques d'une même surface est une courbe, qui est l'arête de rebroussement de la surface. Cette courbe, qui est touchée par toutes les caractéristiques de la surface, n'a aucun élément qui ne se confonde avec un élément d'une des caractéristiques , et pour lequel le plan normal ne se confonde avec celui de la caractéristique qui la touche en ce point. La propriéti* de cette courbe est donc aussi, que tous les plans normaux sont à la distance a de l'origine : son équation est donc encore
{xdœ -h ydy -h zdzy = a^ {dx^ -h dy' + rfz^).
Si toutes les caractéristiques auxquelles appartient cette équation étaient sur une même surface individuelle, l'arête de rebroussement qui les touche toutes, et à laquelle appartient encore la même équation aux différences ordinaires, serait l'intégrale particulière de cette équation, et elle serait unique ; mais toutes les caractéristiques qui sont sur une même surface individuelle ne composent qu'une série prise parmi toutes les courbes de ce genre qui existent dans l'espace : il peut y avoir autant de ces séries différentes entre elles, qu'il y a de surfaces coniques ayant leurs sommets à l'origine, et autour desquelles le plan générateur peut rouler ; et chacune de ces séries aura son arête de rebroussement particulière à laquelle appartiendra la même équation. Le nombre des arêtes de rebroussement exprimées par cette équation est donc infini. Il est même facile de voir que, dans le cas que nous traitons (et cela est vrai en général), la caractéristique pour laquelle l'arête de rebroussement ne semblait être d'abord que le lieu d'une intégrale particulière n'est elle-même qu'un cas particulier de l'arête de rebroussement considérée en général ; car elle n'est autre chose que ce que devient cette arête lorsque la surface conique se réduit à un plan mené par l'origine.
- . r^r ^ = a' {di- -h cfy' -i- clz')
^ : ic-tw: * routes les équations aux différences ordi-
..^^«i•^:'uw!lt pos à des surfaces) est donc susceptible
.^:^ r».».ju> liri^rentes. Si Ton se propose seulement d'a-
^ ,^ H ^: -^.Tunrs. les deux équations intégrales seront com-
^ ... -- -c- vï*>aintes arbitraires indépendantes ; mais si l'ob-
^ . * -^ ii-^te> de rebroussement, ces arbitraires ne sont
. .^ .>^jiax deux d'entre elles sont fonctions arbitraires
^ .-vii:». et ivs deux fonctions sont dérivées Tune de
M >\»it donc que la première de ces intégrales n'est
. .%> -^i-xulier de la seconde. Mais je reviendrai sur cette
.^ . * . t .M ^tm."rjil , ihuis le Mémoire que j'ai annoncé.
■...K I ^f - t^iuotion aux' différences ordinaires
:iu: -ydy -I- zdzy = d' (r/.r^ + dy' -f- dz^), ■ K^.ut*\K a^'wmr appartenant à la caractéristique, prise d'une
\s\i> vi^vMis que la caractéristique est dans un plan mené par *»»>;tm\ t^ dont r équation peut être exprimée par
flt.r 4- t5,r+ 3 = 0,
»uax U\iuelle :i et jS simt des constantes poui' chaque courbe indix.vluoîle, Stût fait de plus, pour abréger,
x^ -hj' -+- z^ = u'^ ;
À %^\ eviilent que si, de ces deux équations, on tire les valeurs de u fc . dA\ </>\ pour les substituer dans la proposée, on aura une
équation aux différences ordinaires entre les deux seules variables u^ z.
Différentiant donc, et tirant les valeurs de dx et dy^ on trouve
dx [px — ay) = ^udu 4- (j — ^z) dz^ dy {^x — fltj) =: — (tudu + {x — az) dz ;
ce qui, en faisant, pour abréger, donne
On tire aussi des mêmes équations
[i^x — ttyf = II' {ct'-^^^') — h'z\
Ainsi , on aura
djc' K. dr' -4- dz' — d^j' -+- f^'i^dz-zduY . a,ic -h-a> -\- az —au "+- ^«(^«^^g*) _a.^. .
substituant dans la proposée, elle deviendra
[u —a )du — ^,(^,_^^,)_/^.^.^ cjui, en faisant - = ^, devient
du\u* — a* t rfv
^uation dans laquelle les variables sont séparées, et dont T intégrale est
Ju^ — a^ = alarccos -arccos — ! -h y,
y t*t;iut la constante arbitraire introduite par intégration^ Ainsi, en iviuettant pour u et (fleurs valeurs, les deux équations en quantités Hiiies de la caractéristique considérée d'une manière abstraite sont
arc cos
arc cos
hz
Vx'-hj'-h ^* \/a'4-i3*
c( {nations (jui sont complétées par les trois constantes arbitraires
I A\ première de ces équations est compliquée et ne montre pas d'une manière facile la nature de la courbe. Pour l'étudier, considérons-la dans son propre plan. Soit abaissée d'un point quel- (*on(|ue de la courbe, une perpendiculaire sur l'intersection de son plan avec celui des Xj y\ nommons Y cette perpendiculaire, et X la distance de son pied à l'origine. Cela posé, il est facile de voir que Ton aura
z = \5!±ZY;
on a d'ailleurs évidemment
Substituant donc ces valeurs dans l'équation intégrale, elle devirndra
i X ^ I Y ^ — a^ = a ! arc cos -- — - — -h arc cos , > +
( )r vv\W é([uation est celle de la développante d'un cercle dont W rayon égale a, et dont le centre est à l'origine, et pour laquelle la constante y fixe l'origine du développement : de plus, les chan- ^^lncntii qu'on pourrait apporter à la valeur de 7, en transportant
elle-même, constante de fonne, étant mobile d'une manière queleonqne dans son plan autour de l'origine.
jVIais cette surface, dont l'équation comprend les deux fonctions arbitraires (p et 4? ^st [)lus générale que celle dont nous nous occupons, et pour laquelle, des deux relations à établir entre les constantes fit, ^"jj 7, il n'y en a qu'une seule de disponible, l'autre devant être déduite de la nature de la question. En effet, nous avons vu que le plan de la c^iractéristique doit être partout normal à la surface; les points de cette courbe, considérée comme génératrice, doivent donc se mouvoir de manière que leurs directions soient toutes perpendiculaires à son plan : donc la spirale doit être fixée dans son propre plan; donc deux de ces spirales consécutives doivent se couper dans chacune de leurs branches ; donc enfin la forme de la fonction 4 n'est pas arbitraire, et doit être déterminée (le manière que cette condition soit remplie.
Intégration de la metue équation aux dijférences ordinaires (,vd,v -^ xdy -\- zdz)' = a' [dx' -\- dy' -^ dz') ('(tnsidérce comme appartenant aux arêtes de rehroussement.
I i'arète de rebroussement est la courbe touchée par toutes les (caractéristiques d'une même série : cette série doit donc être foi'inée de manière que deux caractéristiques consécutives se coupent; par conséquent, la fom^tion-^ J^e doit pas être arbitraire, et il s'agit de déterminer sa forme. Or, en conservant les abréviations, les équations de la caractéristique, considén^e comme faisant partie d'iuie série, sont
/ " M i a hz i I
\/f/ — a .= r/ ' arc cos - + arc (*os _. __:}-+- 4^,
AX -hf(f> -H 3 = o;
conque de ces séries , seront donc
r~^ :; ( a hz \ Cio — aa»')rfa
i/W — a' = a {arc cos - -h arc cos — ^^':=-- \ — a \ -J—, — ^Vt ?
flto: -h J(p+ z = o,
dans lesquelles la fonction arbitraire cp détermine la nature de la série, et et, qui est constante pour chaque caractéristique, détermine chacune de ces courbes dans la série. Donc l'intégrale de l'équation aux différences partielles (ou l'équation du lieu de la série) doit être le résultat de l'élimination de et entre les deux équations précédentes. Cette intégrale, comme on voit, est complétée, et par la fonction arbitraire cp, et par la constante absolue A qui est comprise sous le signe d'intégration /'.
Propriétés de la surface relatives a la quadrature de son aire, et à
la cuhature de l'espace quelle termine.
Si l'on considère une zone de la surface comprise entre deux positions consécutives de la génératrice, il est évident que l'aire de cette zone sera égale à la somme des éléments de l'arc générateur, multipliés chacun par l'espace parcouru; et parce que la direction du mouvement de chaque point est perpendiculaire aux deux plans consécutifs, cette aire sera égale au moment de l'arc générateur par rapport au plan suivant, ou au produit de cet arc par l'espace que parcourt son centre de gravité. La même chose devant avoir lieu pour toutes les zones consécutives, il s'ensuit que l'espace parcouru [)ar un arc quelconque de la génératrice, et compris entre deux positions quelconques du plan générateur, est égal au produit de cet arc multiplié par l'arc qu'aura parcouru son centre de gravité.
11 est facile de voir qu'il en est de même par rapport à la eu-
dans la première équation, tiendra lieu d'une des quatre, et l'arête de rebroussement sera exprimée par les trois équations
/~2 2 ( ^ hz ] rio — ao') da.
\/u — a^ = ajarccos - -h arccos — } — a I ^-f-= — Hrr-'
OUI' -T- J(p -h J3 = O,
Donc les deux équations de l'arête de rebroussement seront le résultat de l'élimination de l'indéterminée et entre les trois équations précédentes.
C'est ce résultat complété par la fonction arbitraire (p, sa dérivée cp', et par une constante absolue A comprise sous le signe d'intégration f , qui est l'intégrale complète de l'équation aux différences ordinaires
{xdv "hfdj- 4- zdzy = a' [dx' -h dy' -h dz'^ ) ;
et l'intégrale que nous avions d'abord trouvée en la considérant comme appartenant aux caractéristiques, quoiqu'elle fût complétée par les trois constantes arbitraires a, j'i, y, n'en était qu'une solution particulière.
Intégration de l'équation aux différences partielles
(.r' H-j= 4- z' — a-)(i +//'-h^') = {z—px — qyy.
Nous avons vu que la surface à laquelle appartient l'équation aux différences partielles est le lieu de la série de caractéristiques formée de manière que deux de ces courbes consécutives se coupent : or nous avons trouvé, dans l'article précédent, la forme que doit avoir la fonction 4 pour que cette condition soit remplie ; les deux équations d'une caractéristique, considérée dans une quel-
hature de Tespace qu'aura [)arcouru un segment quelconque de la génératrice.
Cette surface, ainsi que toutes celles de révolution, ne jouissent de cette propriété que parce qu'elles sont des cas particuliers de la surface plus générale engendrée par le mouvement d'une courbe plane quelconque, dont le plan roule autour d'une surface développable quelconque, surface dont nous nous occuperons dans un autre paragraphe.
J^ XXIV
DE LA SURFACE COURBE DONT TOUTES LES NORMALES SONT TANGENTES A UNE MEME SURFACE CONIQUE A BASE ARBITRAIRE.
Génération de la surface.
Concevons la surface conique, à base arbitraire, qui doit être touchée par toutes les normales de la surface proposée, et un plan quelconque tangent à cette surface conique, et qui la touchera, par conséquent, dans une droite menée par le sommet : cela posé, si Ton considère la série des nonnales à la proposée qui touchent la surface conique dans les différents |)oints de cette droite, il est évident que toutes ces normales seront dans le plan tangent au cône ; d'où il suit, i"* que ce plan sera normal à la surface proposée dans tous les points de son intersection avec elle ; 2^ que cette intersection elle-même sera une des lignes de courbure de la surface, puiscjue les nonnales à la surface, pour les différents points de cette courbe, se coupent consécutivement. Donc, si l'on conçoit que ce plan normal à la surfaire proposée tourne infiniment peu autour de sa
plans tangents à la surface conique, et que toutes celles de l'autre sont sur des surfaces de sphères concentriques, et dont le centre commun est au sommet du cône.
I^ génératrice n'ayant aucun mouvement dans son plan, lorsque ce plan tourne autour d'un des côtés du cône pour passer à la position infiniment voisine, le point dans lequel la génératrice coupe le côté du cône ou touche sa surface n'a aucun mouvement, et se trouve encore sur cette courbe quand elle est parvenue dans la position suivante; deux génératrices consécutives se coupent donc en un point de la surface du cône, et le lieu de tous ces points d'intei*sections consécutivt^s, qui est une courbe tracée sur la surface du cône, est une arête de rebroussement de la surface engendrée, dont toutes les nappes viennent rencontrer la surface convexe du cône dans l'arête de rebroussement, et se réfléchissent ensuite, sans qu'aucune d'elles entre dans l'espace vers lequel la surface du cône présente sa concavité.
La surface conique est évidemment le lieu des centres de la courbure dont les lignes sont sphériques. L'arête de rebroussement se trouvant en même temps et sur la surface conique et sur la surface engendrée, il s'ensuit que, pour tous les points de cette courbe, un des deux rayons de courbure de la surface est nul ; et ce rayon est <*elui de la courbure dont les lignes sont sphériques.
fia génération que nous venons de trouver est peut-être la plus facile à concevoir; néanmoins son expression analytique ne conduit pas directement à un résultat aussi simple que celle de la génération suivante, que nous emploierons.
(Concevons que dans le plan mobile, et par le sommet du cône qui est toujours dans ce |)lan, on mène une droite qui ne change pas de position par rapport à la génératrice, et à laquelle cette courbe, pendant tout son mouvement, [)uisse être rapportée comme à une directrice mobile ; il est évident que, dans toutes les positions
du plan générateur, les distances d'un même point de la génératrice à la directrice et au sommet du cône ne changeront pas. La directrice, par son mouvement, engendrera une autre surface conique qui aura même sommet que la première, et à laquelle le plan mobile sera constamment normal. Cette seconde surface conique dépendra de la première, qui en est une développée; en sorte que si l'équation de la première était déterminée, celle de la seconde en serait dérivée par intégration. Mais si la première surface conique est considérée comme arbitraire, la seconde, qui est, par conséquent, aussi arbitraire, peut, à son tour, être considérée comme indépendante, et comme la seule qui serve à la génération. Donc la surface proposée peut aussi être regardée comme engendrée par le mouvement d'une courbe plane quelconque, dont la directrice parcourt la surface d'un cône à base quelconque, et dont le plan est constamment normal à la surface conique, la courbe n'ayant d'ailleurs aucun mouvement dans son plan.
Il suit de là que la surface dont il s'agit est celle d'une moulure quelconque poussée sur une surface conique à base quelconque, et dont le profil arbitraire, mais constant, est toujours dans un plan normal à la surface conique, et à la même distance du sommet.
Equation de la surface en quantités finies .
En employant la seconde génération, nous avons vu que pour tous les points d'une même ligne de la seconde courbure, c'est àdire de la courbe engendrée par un même point de la génératrice, la distance à la surface conique et la distance au sommet du cône sont toutes deux constantes; et il est évident qu'en passant d'une des lignes de cette courbure à une autre de la même espèce, ces deux distances varient. Ces deux grandeurs qui , pour les diffé-
rents points de la surface engendrée , sont constantes ensemble et variables ensemble, sont donc fonctions Tune de l'autre.
Or^ en supposant que le sommet du cône soit à l'origine, et représentant par «r, j, z les coordonnées du point de la surface engendrée, et par a;', j', z' celles du pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la surface conique, le carré de la distance du point au sommet du cône sera o;^ -t- >'^ h- z% et celui de sa distance à la surface conique sera [x — «^')^ H- ( J — j')** + (^ — ^'Y'^ on aura donc pour équation de la surface
dans laquelle la fonction 4 est arbitraire, et où il ne s'agit plus que de trouver les valeurs de œ\ y et z.
On sait que l'équation générale de la surface conique dont le sommet est à l'origine, est — = cp ( - j, la fonction <p étant arbitraire ; ou qu'en représentant par a la quantité qui est sous la fonction, elle est le résultat de l'élimination de * entre les deux
équations
X = zflt, y = z^et.
Le pied de la perpendiculaire étant sur la surface conique, on aura donc entre ses trois coordonnées les deux équations suivantes :
.r' = ZA, y = z'(p, et le carré de la perpendiculaire deviendra
(a> — z'aY + (j — z'(py -i-iz — zy.
Mais cette perpendiculaire étant un minimum, sa grandeur ne doit point varier, soit qu'on fasse varier z seule, soit qu'on fasse varier a seule: donc ses différentielles, prises en regardant succès-
sivement s' et et comme seules variables, doivent être milles; ce qui donne les deux équations
{x — Zet) fit 4- ( J — z'(p) (p -\- z — z' = o, {x — z'a) -h ( J — z'<p) (p' = o.
On aura donc, entre les trois coordonnées x\ y\z\ quatre équations. Tirant des trois premières les valeurs de ces coordonnées, et faisant, pour abréger,
dX -\- y<p-\- z = M,
I 4- fit' -f-(p==/t% on aura
substituant ces valeurs dans l'équation de la surface, et développant, on aura
et parce que la fonction 4? qui est arbitraire, absorbe la quantité a;* -h j^ + 2% qui est dans le premier membre, cette équation deviendra
ou
Mais, des quatre équations que nous avions entre les trois coordonnées x\y\ z\ nous n'en avons encore employé que trois. Si donc on substitue pour z' sa valeur dans la quatrième, on aura
— ^92 — <)u, à cause de l'équation précédente,
('.quation qui doit aussi avoir lieu, et qui servira à éliminer tt de l'équation de la surface.
Donc r équation de la surface engendrée est le résultat de l'éliini nation de a entre les suivantes :
De ces deux équations, il est facile de voir que la seconde est la différentielle de la première prise en ne faisant varier que a; ainsi, en représentant la première par N = o, l'équation de la surface est le résultat de l'élimination de a entre les deux suivantes :
11 suit de là que la surface engendrée peut être considérée comme r enveloppe de l'espace parcouru par la surface dont l'équation sciait la première des deux précédentes, et qui se mouvrait en vertu de la variation du paramètre a. Mais, en regardant a et ^a comme deux constantes indépendantes, ce qui arrête le mouvement de la surface mobile, la i)remière de ces équations N = o, ou
AX
-f-jcp-t- 3 = y/i -f-a- + <p' 4{^'^ H-.r'* H- ^^)î
rst celle d* une surface de révolution, dont l'axe, déterminé d'ailleurs de position par les deux constantes et et (pet, passe par l'origine, et dont la distance à l'origine est indépendante de la quantité *. De
plus, si, comme nous le supposons ici, les quantités et et ^ et sont des variables dépendantes Tune de l'autre, lorsque la quantité et varie, l'axe dont les équations sont x = az et y = z<p'A^ parcourt une surface conique quelconque, dont le sonmiet est à l'origine; donc la surface peut être engendrée d'une troisième manière, ainsi qu'il suit :
Si une surface quelconque de révolution se meut de manière, 1° que son axe, passant toujoui's par l'origine, parcoure une surface conique quelconque; 2® qu'un même point de la surface mobile ne change pas de distance au sommet du cône, l'enveloppe de l'espace qu'elle parcourra sera la surface que nous considérons.
Cette troisième génération, qu'on aurait pu démontrer à priori, fournit une vérification des équations que nous avons trouvées.
Équations des deiuv lignes de courbure en quantités finies .
Si, dans les deux équations N = o, (-j-j = o, on regarde la
quantité et comme une constante arbitraire qui doive subsister, ces deux équations sont celles de la génératrice considérée dans la position déterminée par la valeur de et, qui est constante pour elle; par conséquent, elles sont celles de la ligne plane de courbure, et il est facile de voir qu'elles appartiennent à une courbe plane, puisque, par l'élimination de la fonction 4? on obtient l'équation d'un plan. Mais, si la quantité et est regardée comme une variable indéterminée qui doive disparaître par l'élimination, les deux équations
JV = o, (-7-|==o se réduisent à une seule, qui est celle de la
surface engendrée; et parce que la ligne de la seconde courbure ^st sur la surface d'une sphère dont le centre est à l'origine, et dont le rayon , variable en général , est constant pour chaque ligne individuelle, il s'ensuit que, des équations de la ligne sphérique de
courbure , la première sera
et la seconde sera le résultat de l' élimination de l'indéterminée a entre les deux équations
clans lesquelles y est la constante arbitraire qui détermine la ligne de courbure individuelle.
Équations de l* arête de rebroussement en quantités finies .
Nous venons de voir que les équations de la génératrice sont N = o, f ~ j == o, dans lesquelles a est la constante qui détermine la position de cette courbe. Donc, si Ton difFérentie ces équations, en regardant a comme seule variable, les a:, j, z, qui se trouveront dans les différentielles , appartiendront au point d' intersection de deux génératrices consécutives, et, par conséquent, au point de Tarête de rebroussement; mais, par la différentiation, on n'obtient qu'une équation nouvelle, savoir ( -j-j J = o: ainsi, entre les
trois coordonnées .r, j, z, du point de l'arête de rebroussement, on aura les trois équations
au moyen desquelles ces trois coordonnées pourront être détermi-
— agfi — dans le cas présent on a
D = J3 — px — qy ;
par conséquent, la distance de T origine au plan tangent est
z — px — qy
Donc, en exprimant que cette quantité est une fonction arbitraire de la première , une des équations aux différences partielles du premier ordre sera
z — px — qy=\/i-{-p'' -hç' V(a:' + j' + z'),
dans laquelle la fonction m n'est pas de même forme que la fonction 4j qui entre dans l'équation intégrale, quoique Tune soit une dérivée de l'autre.
Passons actuellement à l'autre équation aux différences partielles du premier ordre.
Pour tous les points d'une même génératrice, le plan mené par l'origine et la normale est invariable, puisque ce plan est celui de la courbe elle-même, que l'on regarde en cet instant comme fixe. Or l'équation du plan mené par l'origine et ^normale est, en x\y\ z\
— x' {x -h qz) -h y {oo -h pz) -hz'{qx—px) = o;
donc, pour tous les points d'une même génératrice, les deux quantités -^ — ^ et —- conservent les mêmes valeurs, et elles en
qx — pjr qoc — py
changent dans le passage d'une génératrice à une autre. Ces deux quantités, qui sont constantes ensemble et variables ensemble pour
les différents points de la snrfoce, sont donc fonctions l'une de l'autre; donc la seconde équation de la surface engendrée, aux différences partielles du premier ordre, est
dans laquelle la fonction <I> n'est pas de même forme que celle qui est exprimée par ^ dans l'intégrale finie, quoiqu'elle en soit dérivée.
Cette seconde équation aux différences partielles du premier ordre peut être trouvée par une autre considération, qui la produit sous une forme différente, et qu'il est bon de connaître.
Il suit de tout ce qui précède, que la surface des centres d'une des courbures de la surface courbe que nous considérons est celle d'un cône à base quelconque dont le sommet est à l'origine. Or, si l'on représente par a?', r^ z' les coordonnées du centre de cette courbure, en tant que ce centre se trouve sur la normale , on aura d'abord', entre les quantités x\ y\ z\ les deux équations de la
normale
X -\- pz' = X -\- pz
y + qz' = y -^ qz.
De plus, si l'équation de la surface conique est ^ = ^ [ — \ , ou, ce
qui revient au même, si elle est le résultat de l'élimination de a entre les deux équations x = za,, r = z<p(t^ on aura encore, entre les mêmes coordonnées, les deux équations
.X'' = z'ût, y = z'(p(t.
Enfin le point de la surface doit être sur le plan qui touche la surface conique dans le centre de courbure, et l'équation de ce plan
est
— x(p' -\-X-\-z{(p — flfc(p') = o ;
flonc, si des qtwtre premières on élimine les trois quantités .ï', j', z\ il restePca, en x^y^ z^ les deux suivantes :
(.r 4- pz) (p — (j + 7^) a 4- (jx — py = o,
— x(p' H- y -^ z((p — ct<p^) = o;
ou bien, éliminant <p de la seconde, au moyen de la première,
(.r -h pz) <p — ( j -}- qz)A-+- qx —py = o,
{x -\-pz) (p' — [y -\-qz) = o\
et la seconde équation aux différences du premier ordre sera le résultat de l'élimination de a entre les deux équations précédentes, dans lesquelles la fonction arbitraire (p diffère de celles que nous avons ci-devant représentées par cp et *.
I A\ seconde de ces équations étant la différentielle de la première, prise en regardant a comme seule variable, la surface peut donc être regardée comme l'enveloppe de l'espace parcouru par la surface à laquelle appartient la première de ces équations, et qui change de forme et de position en vertu du p.iramètre a. Cette surface mobile est la surface développable engendrée par la tangente de la génératrice; elle est circonscrite à une sphère dont le centre est à l'origine, et dont le rayon, constant pour la surface engendrée par la même tangente, change pour celle qui est engendrée par une autre, et deux de ces surfaces consécutives se coupent dans une des lignes splîériques de courbure de la surface principale. Mais en voilà assez sur cet objet, que nous terminerons par l'observation suivante.
Des deux équations que nous venons de trouver en dernier lieu, Tune est destinée à éliminer a de l'autre: or il est clair que si c*ette élimuiation était exécutée, ce qui ne peut se faire tant que la forme de la fonction cp n'est pas déterminée, il ne resterait dans la
résultante d'autres quantités que ~ — et -^ ^- ; donc ces deux
^ 1 qx — pj qx — pjr'
quantités sont fonctions arbitraires Tune de l'autre, ce qui coïncide avec réquation unique que nous avions d'abord trouvée.
Equations de la surface aux différences partielles du second
ordre.
De même qu'une équation aux différences partielles du premier ordre n*est que l'expression de la [)ropriété du plan tangent ou de la normale de la surface à laquelle elle appartient, de même une équation aux différences partielles du second ordre n'est que l'expression de la propriété des rayons ou des lignes de courbure. Or, dans la surface que nous traitons, nous connaissons les propriétés de ses deux lignes de courbure ; donc nous pourrons obtenir son équation aux différences secondes, de deux manières différentes ; et d'abord, en considérant sa ligne sphérique de courbure.
I.i' équation générale des lignes de courbure est
— dx^ \[^+p^)s — pqr^ =^.0'
Pour la ligne sphérique de courbure, on a
xdx H- ydy -h zdz = o ,
ou
(x H- pz) dx H- ( j H- qz) dy = o.
Ces deux équations appartenant à la même courbe, la propriété de la surface est donc que les valeurs de -j-^ qu'elles donnent, soient égales entre elles. Donc l'équation aux différences secondes est le résultat de l'élimination de ^^ entre ces deux équations. Si l'on fait, pour abréger,
qx — py ' qx — jn '^
— 3oo — ce qui donne les deux équations
aa:-h |3jH- z = o, cxp -^ ^q — i =o,
le résultat de Télimination de ^^ et, par conséquent, l'équation aux difFérences secondes sera
(«r -+- ^s) (/3 -+- 7) = (a -h p) {oLS -i- ^t).
Si nous employons la considération de la ligne plane de coiu*bure, nous savons que cette courbe est dans le plan mené par la normale et l'origine, plan dont l'équation en j?', y\ z' est
— x' ( j -h qz) -+- / {x-^pz) -h z' {qx — py) = o,
et dont l'équation différentielle est
— dx' [y -+- qz) -+- dy' [x H- pz) ■+- dz {qx — py) = o.
Mais y si sur ce plan on ne considère que la ligne de courbure, les coordonnées x\ y\ z' deviennent respectivement égales aux x^ /, z de la surface ; on aura donc, pour toute ligne de courbure plane,
— dx[y -^ qz) '+'dy{x-^ pz) -+- dz {qx — py) = o ;
ou, mettant pour dz sa valeur /?dlr -+- qdy^ et employant les mêmes abréviations que ci-dessus,
(ct-h/;)eir4- (/3 -h 7)^7 = 0:
donc, en substituant pour ^ cette valeur dans l'équation générale
des lignes de courbure, on aura l'équation de la surface, qui se trouve, comme précédemment,
(ar -+- ^s) {(i -+-q)= {cc+p) {as -h ^A).
Actuellement nous allons traiter cette équation aux différences
— 3oi —
secondes comme si elle était le résultat des recherches d'autie nature, nous allons trouver ses intégrales des différents ordres, et nous en déduirons, par la seule analyse, les principales propriétés de la surface à laquelle elle appartient.
JOes caractéristiques de la surface à laquelle appartient t équation
aux différences secondes.
J'ai fait voir que, si la différentielle d'une équation aux différences partielles du second ordre, prise en ne faisant varier que les seules quantités r, s^ t^ est
^dr + ?^ds-^Tdt = o,
r équation générale de ses caractéristiques est
Reij» _ Sdxdy + 'Mr^ = o :
or, dans le cas présent, on a
S=|3(^-h^)-ct(« + /^), T = -r^(«-H/.);
donc l'équation des caractéristiques sera
fx[^'\-q)dy^—[^{^^q) — u{u^p)\dxdy—[i[fx^p)dx''=o, qui, pouvant être mise sous la forme
{ddy — ^dx) [(|3 -h q) dr -h (a H- /;) dv\ = o, est composée de deux facteurs, et donne les deux équations
adf — ^(lv = o,
(/3 + q) dy + (a + p) dx = o:
donc la surface a deux caractéristiques indépendantes, et les quantités dont seront composées les deux fonctions arbitraires qui compléteront son intégrale finie seront différentes entre elles, li'équation de la première caractéristique est
OL
dy — ^tir = o,
ou, remettant pour a et |5 leurs valeurs,
{x + pz) dx H- ( j -h qz) dy = o, ou enfin
xdi' H- ydy + zdz = o, dont l'intégrale
appartient à la surface d'une sphère dont le centre est à l'origine, et dont le rayon 7, constant pour chaque courbe individuelle, est variable de Tune à l'autre. Donc la première caractéristique est l'intersection de la surface par celle d'une sphère dont le centre est à l'origine, et dont le rayon y est arbitraire.
Il suit de là que cette caractéristique ne peut pas produire d'arête de rebroussement sur la surface; car, chaque courbe individuelle étant contenue sur la surface d'une sphère particulière, et les surfaces de sphères concentriques n'ayant aucun point commun, deux caractéristiques individuelles consécutives ne peuvent pas se couper, et, par leur intersection, donner lieu à une arête.
Reprenons l'équation de la première caractéristique
ady — ^dx = o.
fiCs abréviations donnent, comme nous Tavons vu,
— 3o'3 — Si de ces deux équatioiis on tire les valeurs de a et (3, on trouve
ctdz = cLvj ^dz = rfy ;
ces valeurs, substituées dans T équation aux différences secondes , donnent
{rdv -h sdy) {dy -+- qdz) = {dx -+- pdz) {sdœ -^ tdy) ,
ou
dp (dy -f- qdz) = {dx -h pdz) dq^
équation générale des lignes de courbure.
Donc la première caractéristique de la surface est la ligne d'une de ses courbures. Ainsi la surface est telle, que les lignes d'une de ses courbures sont les intersections de la surface par une série de sphères concentriques, et dont le centre commun est à l'origine.
Passons actuellement à la seconde caractéristique, dont nous avons vu que l'équation est
(dt -H p) dv -h {[^ -f- q) dy = o,
ou
adx 4- (idy +- dz = o.
Cette équation serait celle d'un plan, si les deux quantités ot, |5 étaient constantes. Or, pour tous les points de cette même caractéristique, ces deux quantités sont, en effet, constantes; car, si l'on différentie les deux équations
ûLX H- |3j -f- z = O, ctp -h ^jq — I = o,
que fournissent les abréviations, on aura
xdcL -i-yd^ -h adx -I- (idy -|- rfz = o, pda -+- qd^ -h <tdp -+- ^dq = o,
qui, pour la seconde caractéristique, dans laquelle on a
ddx -h ^dj -h rfs = o, deviennent
xda H- yd^ = o, pdd H- qd^ + ctdp -^ ^d(j = o;
tirant de ces deux équations les valeurs de da et rf|3, on a
doL {(jx — py) = y [adp H- ^d(j)^ rfj3 [qx — pj) = — X {ctdp -h ^dq) :
donc les différentielles rfot, d^ seront toutes deux nulles, et les quantités fit et /3 seront toutes deux constantes lorsque Ton aura
ctdp -r- ^dq = o.
Or, pour tous les points de la seconde caractéristique, cette dernière équation a lieu; car T équation de cette courbe est
ctdi' H- ^dy H- rfz = o,
et , à cause des abréviations , on a
oLX -I- p j -4- z = o,
ce qui donne pour et et ^ les deux valeurs suivantes :
fit {ydx — xdf) = ydz — zdx^ |3 (ydx — xd/y) = xdz — zdx^
qui, substituées dans l'équation aux différences partielles du second ordre, donnent
— ^fp ir -+- q^) = dq {x ^pz) = o, ou
adp H- [idq = o.
Donc, pour toute l'étendue de la même seconde caractéristique, les
quantités a et ^ sont toutes deux constantes; donc l'équation de
cette courbe
ddx H- ^jdy '\- dz = o
est celle d'un plan. Ainsi la seconde caractéristique est une courbe plane.
L'intégrale de cette équation est, en général,
ctx -\- ^y -\- z = constante ;
mais les abréviations donnent
dx -\- pjf -+- z = o:
donc la constante introduite par intégration est nulle, et le plan de la courbe passe par l'origine.
Ainsi la seconde caractéristique est une courbe plane dont le plan passe toujours par l'origine.
Reprenons l'équation de la seconde caractéristique
ctdûo H- ^dj -^ dz = o\
les abréviations donnent
ctp-j- ^q '\- ï = o.
Ces deux équations donnent pour a et ^ les valeurs suivantes:
a {qdx — pdy) = — dy — qdz^ |3 {qdx — pdy) = doo -h pdz^
qui, substituées dans l'équation aux différences partielles du second ordre, donnent
dp{dy'\- qdz) = {dœ -hpdz) dq,
équation générale des lignes de courbure : donc la seconde caractéristique est la ligne de l'autre courbure de la surface, qui est par conséquent plane, et dont le plan passe constamment par T origine. En résumant cet article, on voit que la surface à laquelle appartient l'équation aux différences secondes
(dtr -4- ^s) (/3 H- 7) = {a-hp) {cts + ^t)
a deux caractéristiques différentes ; que ces caractéristiques ne sont autre chose que les lignes de ses deux courbures; et que de ces deux lignes, l'une est une courbe plane dont le plan passe par l'origine, et l'autre est sur la surface d'une sphère dont le centre est à l'origine. De cela seul il serait facile de déduire les générations que nous avons exposées précédemment.
Des deux intégrales premières de V équation aux différences
partielles du second ordre.
Chacune des caractéristiques devant fournir une intégration, nous allons d'abord employer la première, dont l'équation est
(xdy — ^dx = o, ou
xdx -^- ydy + zdz = o.
ou enfin, en intégrant,
Si, dans la proposée
[ar-+-;5j] {{-^-^q) = {ct-^-p) [as -+- [it\,
on substitue pour r et ^ leurs valeurs tirées de dp =^ rdx -h sdy^ dq = sdx -h tdy^ en vertu de l'équation de la caractéristique, elle
devient
àp{[^-hq) = {ct-hp)dcj;
mais en faisant, pour abréger,
I -hp' H- 7" = Ar', z — px — qx
si Ton substitue pour a et |3 leurs valeui's dans la dernière équation, elle devient
dp [k'^x -h pv ] -hdqlPr -H y^ ] = o,
ou
A-* [xdp -+- ydq^ -h i' [/^^^ + qdq^ = o,
ou enfin
— k'^dv H- t»A-6^A' = o,
dont r intégrale est ^ = (T, cT étant la constante arbitraire . La caractéristique sphérique a donc les équations intégrales
z — px — qj _ .
dans lesquelles les quantités 7, lî', qui sont généralement variables, sont néanmoins toutes deux constantes pour toute l'étendue d'une même caractéristique individuelle : donc ces deux qu^mtités sont fonctions arbitraires l'une de l'autre; donc une des intégrales premières de la proposée est
z—px — qy = y/i -hp^ -hq' ^{x' -^ y' -f- r.'),
qui coincide avec celle que nous avons trouvée par les considérations géométriques.
Pour trouver Fautre intégrale première, il faut employer la seconde caractéristique, dont l'équation est
( |3 -f- r/) c/y -+- {ct-hp)dx = o,
ou
acfx H- ^dy -+- rfz = o.
Nous avons vu que les quantités a et /3 , qui sont généralement variables, sont toutes deux constantes pour tous les points de cette courbe; ces deux quantités sont donc fonctions Tune de l'autre, et l'on aura, pour la seconde des deux intégrales premières,
ou
qx — pY qx — py
qui coïncide avec une de celles que nous avons trouvées directement.
Si l'on introduit |3 = $ct dans les équations produites par les abréviations, elles deviendront
dx H- j$a-h z = o, cfc/? H- y$a — I = o,
qui auront lieu en même temps pour la caractéristique plane et dans lesquelles a est la constante qui détermine la position de la courbe individuelle : donc le résultat de l'élimination de a entre ces deux équations appartiendra encore à la surface, et sera la même intégrale que la précédente, présentée sous une autre forme. Cette intégrale exprime que si l'on pose la première des deux équations ûta?-hj$aH-2; = o, c'est-à-dire que si l'on coupe la surface par un plan tangent à la surface d'un cône à base quelconque dont le sommet est à l'origine, on doit aussi avoir la seconde équa-
tion etp-hq^a — i =o; c'est-à-dire que ce plan sera partout perpendiculaire à la surface. D'où il est facile de conclure que la surface est engendrée par une courbe plane quelconque et constante de forme, dont le plan roule autour d'un cône à base quelconque, dont le sommet est à l'origine.
Intégration de V intégrale première
z—px—qy= sji -\-p'' 4-7' W{x'' + j^ H-z').
On sait que si la différentielle de la proposée prise en regardant p etq comme seules variables est Vdp -\- Qdrj = o, l'équation de la caractéristique est l?df — Qdx = o. Or, en faisant, pour abréger, I -hp' -h q^ = k'j on a, dans le cas présent,
L* équation de la caractéristique est donc
[kx H- pW] dy — [ky H- ^V] ^; = o ; ou, chassant ^ au moyen de la proposée,
— {y 'hqz)dx -{- {x 'i-pz)dy -h {qx — py) dz = o,
éauation qui sera celle d'un plan si les quantités ^ — ^ et
H n in qx—pj qx—py
sont toutes deux constantes pour tous les points de cette courbe.
Or cela a lieu, en effet; car, après avoir représenté ces deux quantités, la première par — a, la seconde par |3, ce qui donne
eta; H- Pj H- z = o, (tp -\- ^q — I =0
— 3io —
on trouve, par la différentiation, que les différentielles da^ d^ sont toutes deux multiples de ctdp -^ ^dq, et sont, par conséquent, toutes deux nulles, quand on a adp -+- pdq = o. De plus, cette dernière équation a lieu pour toutes les caractéristiques; car, si l'on différentie la proposée en regardant successivement xety comme seules variables, on a
Pr -h Qj -h '2k {x -^ gz) ^' = o, P^ 4- Q^ -h 2k (j -+- qz) m' = o,
qui, par l'élimination de ^', donnent
ou
l?{ar H- p^) H- Q (as -+- f^t) = o,
équation qui appartient à toute la surface. Mais l'équation de la caractéristique est
Pdj — Qcfcr= o;
donc, éliminant ^ des deux dernières équations, on aura, pour toute l'étendue de la caractéristique,
{ar H- ^s) dx -h {cis -h |3<) rfy* = o,
ou enfin
ocdp H- ^dq = 0.
Les quantités a et p sont donc toutes deux constantes pour une même caractéristique. L'équation de la caractéristique
adx H- ^dy rh dz = o
est celle d'un plan; et parce qu'à cause des abréviations, cette intégrale ne peut être que
ax -+- [-ij -h z = o,
— 3ii —
il s'ensuit que la caractéristique est une courbe plane, dont le plan passe constamment par l'origine.
Pour avoir l'expression de cette courbe, indépendamment de la surface sur laquelle on la considère, il faut, au moyen de son équation et de dz =pdx + qdy^ éliminer de la proposée les deux quantités/; et ^. Le résultat de cette élimination, qui, en faisant, pour abréger,
est l'équation unique aux différences ordinaires,
dx' -f dy^' -4- dz' = -[^y^'v^y
exprime donc la caractéristique considérée d'une manière abstraite. La propriété qu'énonce cette équation est que l'arc de la courbe est une certaine fonction du rayon vecteur, ou que la distance de l'origine au plan normal est aussi fonction du même rayon vecteur.
La caractéristique étant exprimée par une seule équation aux différences ordinaires, qui appartient aussi à toutes les courbes touchées par les différentes séries de caractéristiques, il s'ensuit que la surface a une arête de rebroussement qui résulte de la génération elle-même, et qui a lieu, quelle que soit la génératrice.
Intégrons d'abord l'équation aux différences ordinaires considérée comme appartenant aux caractéristiques. Pour cela, si, des deux équations
aa; + ^j + z=:o, .r^ -h r^ + ^' = ^^%
et de leurs différentielles
adx -i- |3rfj -h rfz = o , xdjo -h ydy H- zdz = udu^
on tire les valeurs de .r, j, dlr, rfj, pour les substituer dans la proposée, on les réduira à une équation aux différences ordinaires entre
les deux seules variables w et z. Dans ces équations, aet^ sont des (constantes arbitraires. De ces quatre équations, les deux dernières donnent pour dœ et dy les valeurs suivantes :
dx{^x — cfcj) = ^udu -\- dz[y — |3z) , dy {^x — (ty) = etudu -+- dz{x — etz),
qui, en faisant, pour abréger, i -f- a* -+- p* = A% donnent
^cLv^ + dy^ -+- dz') {^x — ctyY = h' {udz — zduy + du^ [u' {a' + ^') — h'z'].
Mais des deux premières on tire
{^x — ctyY = w'.(a^-+-^^) —h'z';
donc on aura
dx^ -i_ dr' -4- dz' — du' -4- h' {udz -zduy ax ^ay ^az —au -h- ^,^^,^^,^_^,^,'
Substituant cette valeur de dx' -\- dy^ -^ dz^ dans Téquation aux différences ordinaires, elle deviendra
du . Ym' h (udz — zdu )
dans laquelle on séparera les variables en faisant - = v: ce qui donne
qui s'intègre par les quadratures, et dont l'intégrale est
'¥du
arc cos -
u^u' — '¥* i-Va'-f-lS
rT=m = y
Mais, pour la surface que nous considérons, la série ne doit pas être formée d'une manière entièrement arbitraire. Dans chaque série , deux courbes consécutives quelconques doivent se couper, et la suite de ces intersections doit donner lieu à l'arête de rebroussement. Il s'agit donc de trouver la relation qui doit exister entre a, (pflt, Tflt, pour que cette condition soit remplie.
Or le point de la caractéristique qui appartient aussi à l'arête de rebroussement est celui dont les coordonnées a?, j, z ne changent pas dans les deux équations précédentes quand ti varie. Donc, si l'on diflférentie ces deux équations en regardant tt comme seule variable, les deux nouvelles équations
TT
et
qu'on obtiendra, appartiendront, ainsi que les deux précédentes, au point de l'arête de rebroussement. Donc, si, entre ces quatre équations, on élimine les trois coordonnées a:, j, z, l'équation résultante en a, ^a, TTût détermine la forme que doit avoir la fonction TT, pour que toutes les caractéristiques d'une même série se coupent consécutivement.
De ces quatre équations , la première et la quatrième donnent
x[(p — flt^') = z^', y{(p — a^') =• — z,
et, par conséquent
Cette valeur, substituée dans la troisième, opère l'élimination dont
fonction arbitraire que Ton peut représenter par un signe particulier TT. Donc l'intégrale finie de l'équation aux différences partielles du second ordre est le résultat de l'élimination de a entre les deux équations :
7r(.x''-j-y'-h2;^)4-arccos , ^J=== /-
etx -\-' y(p -h Z = o.
Intégration de Vautre intégrale première
Si l'on représente par a la quantité qui est sous le signe de la fonction $, on aura les deux équations
y -^-qz =— A {qx—py), X -{- pz'= (pd {qx — py) .
(ics deux équations peuvent être remplacées par les deux suivantes:
dX 4- J* H- z = o, ap -\~ q^ — * "= ^'
dont la première est destinée à éliminer l'indéterminée a de la seconde, et dans lesquelles les différences partielles sont linéaires.
Or il est évident que, quelle que soit la forme de la fonction *, la valeur de a, prise dans la première et substituée dans la seconde, n'y introduira que les quantités x^y^ z: donc, si l'on diflférentie la seconde en regardant /; et ^ comme seules variables, on aura P = ût, Q = $ ; par conséquent, l'équation de la caractéristique sera ady — (pdx = o, ou, remettant pour (3 et $ leurs valeurs,
{y -H qz) dy -h (x-h pz) dx = o,
OU enfin
xdx -h ydy + zdz = o,
dont l'intégrale est
7 étant la constante arbitraire.
Ainsi la caractéristique est sur la surface d'une sphère dont le centre est à l'origine, et dont le rayon y a une valeur particulière pour chaque caractéristique individuelle; c'est-à-dire que, si l'on conçoit la surface coupée par une série de surfaces sphériques dont les centres soient à l'origine, les intersections seront la série des caractéristiques. Or les surfaces de sphères concentriques ne se coupent ert aucun point : donc deux de ces caractéristiques consécutives ne peuvent se couper; donc leur série ne peut donner lieu à une arête de rebroussement ; donc enfin la surface, en vertu de sa génération, n'aura d'autre arête de rebroussement que celle qui est touchée par toutes les caractéristiques planes , et dont nous avons parlé dans l'article précédent. On pourrait encore conchire que la caractéristique sera exprimée aux différences ordinaires par deux équations distinctes, et cette conséquence, ainsi que les précédentes, résulterait de ce (jue les différences partielles sont linéaires dans la proposée. Mais, pour éviter de trop grandes généralités, nous nous contenterons ici de prouver cette dernière proposition à posteriori.
Si, dans la proposée (jui résulte de l'élimination de a entre les
deux équations
ûL/) -h y* — I ^ o,
on substitue pour q sa valeur tirée de dz := pdx -f- qdy, la seconde
devient
p {adr — ^dx) =^ dy — 4>r/z,
et appaitient encore à la surface entière; niais, si Ton considère seulement la caractéristique pour laquelle on a ady — ^(Lv = o, le premier membre devient nul. Le second Test donc 2|ussi pour elle , et Ton a
et, par conséquent encore,
cLt = %dz.
Eliminant a entre ces deux équations, on aura aussi pour la caractéristique l'équation aux différences ordinaires
dz \dz )
qu'on peut réduire aux deux seules variables a;, j, en chassant z
et dz au moyen de la première équation de cette courbe. Ainsi la
<'aractéristique a donc les deux équations aux différences ordinaires
distinctes
xd^v 4- ydy + zdz = o ,
dy^y' — x'—j* ^ ^ /dx^y*—x' — r'\ xdx -h jdy . \ xdx-hjdy /
dans la dernière desquelles y est une constante.
De ces deux équations, Tune est déjà intégrée, et son intégrale est complétée par la constante arbitraire y. Lorsque nous aurons intégré l'autre, dont l'intégrale sera complétée par une autre constante arbitraire <î, si l'on regarde les deux constantes y, S comme susceptibles de toutes les valeurs possibles, les deux équations intégrales appartiendront à la caractéristique sphérique considérée d'une manière abstraite , c'est-à-dire à toutes les caractéristiques individuelles qui se trouvent sur toutes les surfaces soumises à la génération dont il s'agit; le lieu de toutes ces caractéristiques sphé-
riques sera Tespace entier. Mais si l'on veut former une série de ces courbes dont le lieu soit sur une surface courbe, il faut établir entre y et S une relation; ce qui se réduit à faire S =^fy: alors les deux intégrales ne renfermeront plus que la seule constante arbitraire 7, dont la valeur déterminera sur la surface la caractéristique individuelle; et, par conséquent, Télimination de y entre ces deux intégrales produira en Xy y^ z l'équation de la surface qui sera le lieu de la série. Cette surface sera la plus générale qu'il sera possil:)le, et son équation sera l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles, si la fonction W est arbitraire. Tout se réduit donc actuellement à intégrer la seconde équation aux différences ordinaires
dyyjy^ — ^* — /* ^ ( dx^y'^ — x* — r*
xdx-^ydj \ xdx -\- jdy
Pour cela, soit représentée par cô la quantité qui est sous le signe de la fonction, on aura
(ùr ^y^ — x'^ — y^ = [xclx -+- ydy) û).
dy ^y^ — x^ — y^ = [xdx -h ydy) $û), desquelles on tire les deux suivantes, qui en tiendront lieu,
cûdy — ^dx = o,
cox — j* := y/>* — ^^ — J^-
Si c& était constante, l'intégrale de la première serait
coy — x<P = constante ;
ruais, cû étant variable, la constante doit être une fonction de ey, que nous représenterons par/o), et qui doit d'abord être telle, que la différentielle de l'intégrale, prise en ne faisant varier que «, ait
lieu. A la place des deux équations [)récëdentes, on aura donc les trois suivantes :
{a) a>r — .r* =^feo,
(c) cox — j4) = )Jy' — X' —X',
qui, par l'élimination des deux variables j:, r, donneront en ai, $ et y une équation aux différences ordinaires qui servira à déterminer la forme de la fonction y!
Or, en faisant, pour abrép;er, — -^ == i;, le résultat de cette
élimination est
rl^ (* — rjt)<I>')r/o)
équation dans laquelle les variables sont séparées, et dont l'intégrale complétée par la constante arbitraire S est
Remettant pour i» sa valeur, et faisant, comme nous l'avons dit, ^ = ^'y, on aura, pour la valeur dey.
Cette valeur, substituée dans les trois équations (a), (6), (c), tiendra lieu de l'une d'elles, de la troisième par exemple; et parce que la seconde est la différentielle de la première, prise en regardant cû comme seule variable, il s'ensuit que, si Ton représente par M la quantité suivante :
/ . r r ^(?— wcpMrfo) 1
dans laquelle on a
l'intégrale complète de l'intégrale aux différences partielles sera le résultat de l'élimination de co entre les deux équations
rlM
La zone de la surface comprise entre deux caractéristiques planes consécutives peut être regardée comme le fuseau infiniment étroit d'une surface de révolution autour de l'intersection des deux plans, considérée comme axe ; l'aire de cette zone est donc égalé à l'arc de la génératrice multiplié par l'espace que parcourt le centre de gravité de l'arc pendant la génération de la zone. Donc l'aire finie, parcourue par un arc quelconque de la génératrice , est égale au produit de cet arc multiplié par l'arc que parcourt le centre de gravité de l'arc générateur. Il est facile de voir aussi que la cubature de l'espace parcouru par un segment ou un secteur de la génératrice est égale au produit de l'aire de ce segment ou de ce secteur, multiplié par l'arc que parcourt le centi-e de gravité du segment ou du secteur. Cette surface, quoique son équation contienne deux fonctions arbitraires, n'est encore qu'un cas particulier de celle qui jouit de la même propriété, et dont nous nous occuperons dans un autre paragraphe.
PRÉLIMINAIRES
On sait que tontes les normales d'une surface courbe sont en même temps tangentes à deux autres surfaces, dont la première est le lieu des centres d'une des courbures de la surface primitive, et dont la seconde est le lieu des centres de l'autre courbure. En général, les deux surfaces des centres de courbure sont les nappes distinctes d'une même surface courbe; elles sont exprimées par une même équation d'un degré pair, et dont les radicaux ont des signes différents pour l'une et pour l'autre. Cependant, pour certains cas particuliers dont le nombre est encore infiniment grand , les équations des deux nappes de la surface des centres de courbure sont séparées; elles ne sont pas de nature à s'échanger l'une en l'autre dans aucune hypothèse, et l'une de ces surfaces peut être entièrement construite sans qu'on ait déterminé un seul point de l'autre : mais, même alors, il existe entre ces deux surfaces une relation dont nous allons nous occuper.
Par exemple, pour une surface quelconque de révolution, le lieu des centres de la courbure, dans le sens des parallèles, se réduit à ime ligne droite qui est l'axe de révolution, hes équations de cette droite sont absolues, et n'ont aucun rapport avec l'équation du lieu des centres de la courbure dans le sens des méridiens : mais, par cela seul que cette première nappe est une ligne droite,
la seconde est assujettie à certaines conditions ; elle est elle-même une autre surface de révolution autour du même axe, et Ton voit aisément que le méridien de cette nouvelle surface de révolution est la développée du méridien de la première.
Ainsi deux surfaces ne peuvent pas être prises arbitrairement pour être les deux nappes du lieu des centres de courbure d'une troisième surface. De ces deux nappes une seule peut être prise arbitrairement; et celle-ci étant donnée, l'autre s'ensuit nécessairement: ce qui donne lieu au problème suivant, que nous allons d'abord résoudre.
(hie surface courbe quelconque donnée étant regardée comme le lieu des centres dune des courbures dune autre surface^ troui^er i équation du lieu des centres de Vautre courbure,
La normale devant toucher les deux surfaces des centres de courbure, soient x\ y\ z les coordonnées de son point de contact avec la première, et x'\ y\ z" celles de son point de contact avec la seconde. De plus, soient
dz' = p'dx' -^q'dy'
l'équation différentielle de la première surface des centres, et
dz' =l/dx' -^q"df
celle de la seconde surface; il est clair que p '^ q' seront des fonctions de x' et j', et que /?'', q" seront des fonctions de x'\ r".
Cela posé, si par le point de contact de la normale avec la première surface des centres, et dont les coordonnées sont .r\ y\ z\ on mène un plan tangent à cette surface, l'équation de ce plan en
X, j, z sera
Mais ce plan contient la normale, et passe par conséquent par le point de contact de cette droite avec l'autre surface des centres, point dont les coordonnées sont x" ^ y'\ z" \ donc Téquation de ce plan aura lieu entre les trois coordonnées du second point de <^ontact, et Ton aura
De même, si, par le point de contact de la normale avec la seconde surface des centres, et dont les coordonnées sont x^\ y" ^ z" ^ on mène un plan tangent à cette surface, l'équation de ce plan en .r, j, z sera
et, parce que ce second plan contient encore la normale, et passe, par conséquent, par le point de contact de la normale avec la première surface des centres, point dont les coordonnées sont x\ )•', z\ il s'ensuit que l'équation du plan doit avoir lieu entre ces trois dernières coordonnées : donc on aura
if
De plus, par la propriété des courbures des surfaces courbes, les deux plans tangents que nous venons de considérer, et qui passent par la même normale, sont rectangulaires entre eux ; donc les coeffu^ients de leurs équations auront entre eux la relation suivante :
On aura donc , entre les coordonnées des deux surfaces des cen-
aux deux suivantes :
p'x" + q'f = O, pY -h q'/ = O,
entre lesquelles éliminant /j\ r/ ' , seules quantités qui contiennent encore .t', j', on aura
p'Y - rfx" = o,
équation aux différences partielles du premier ordre qui appartient à une surface quelcomjue de révolution autour de Taxe des z, et ^ qui d'ailleurs ne statue rien sur la nature du méridien de cette surface, qui est par conséquent arbitraire.
Donc, lorsqu'une des surfaces des centres se réduit à une droite, Tauti'e surface des centres est de révolution autour de cette droite <*onsidérée comme axe.
Passons maintenant à im autre cas particulier relatif à l'objet du parajiçraphe suivant, et supposons que la première surface des centres soit une surface développable quelconque; l'équation de cette surface sera, comme on sait, le résultat de l'élimination de Tindéterminée a entre les deux équations suivantes :
z/ = .r>a -h yWa -f- «, o = .r'4>'^ -hy'w^a -h- i ,
dont la seconde est la différentielle de la première, prise en regardant « comme seule variable, et dans lesquelles les fonctions 4* et 4sont arbitraires.
Kii différentiant, on aura et substituant pour s', p\ q leurs valeurs dans les équations ci-
dieu quelconque d'une surface de révolution est nonnal à cette surface dans chacun des points de la courbe du méridien. Concevons ensuite un second plan .tangent à la surface développable, infiniment voisin du premier, et qui coupera le premier dans la.droite de son contact avec la surface déyeloppable ; ce second plan tangent coupera la surface proposée dans une nouvelle courbe, et sera lui-même normal à la surface dans tous les points de cette intersection. L'élément de la surface proposée compris entre ces deux intersections consécutives, et qui sera partout perpendiculaire en même temps aux plans qui les produisent, pourra donc être regardé comme le fuseau indéfini d'une surface de révolution compris entre ces deux plans considérés comme méridiens consécutifs , et dont l'axe de rotation sera la droite d'intersection de ces deux plans. Cet élément pourra donc être regardé comme engendré par le commencement de rotation de l'intersection de la surface par le premier plan autour de la droite de son intersection avec le second; et, par conséquent, la courbe génératrice viendra s'appliquer sur l'intersection de la surface du second plan, et se confondre avec elle.
Concevons encore un troisième plan tangent à la surface développable, et infiniment voisin du second; il coupera le second plan dans une autre droite infiniment voisine de la première, et qui, comme elle, sera sur la surface développable. Ce troisième plan sera aussi normal à la surface dans tous les points de son intersection avec elle; l'élément de la surface compris entre cette troisième intersection et la seconde pourra aussi être regardé comme engendré par le commencement de la rotation de la seconde autour de la seconde droite; et, dans ce mouvement, la seconde intersection vient s'appliquer sur la troisième et se confondre avec elle.
En continuant de considérer ainsi la suite des plans consécutivement tangents à la surface développable, et qui touchent cette sur-
face dans les droites consécutives dont elle est le lieu général , on voit que chacun de ces plans produit une section sur la surface proposée, et que ces sections sont telles, que si la première se meut d* abord en tournant autour de la droite de son plan avec la surface développable , et qu'elle continue à se mouvoir en tournant toujours autour de la droite variable du contact de son plan actuel, elle viendra successivement s'appliquer sur toutes les autres, et se cx)nfondre entièrement avec chacune d'elles.
Il suit de là que la surface proposée peut être regardée comme engendrée par le mouvement d'une courbe plane arbitraire, constante de forme et de grandeur, et dont le plan roule sans glisser sur une surface développable quelconque .
Quelle que soit la nature de la surface développable sur laquelle roule le plan de la génératrice, et quelle que soit la nature de la génératrice elle-même considérée dans son plan, la surface engendrée a plusieurs propriétés générales indépendantes de ces particularités. L'énoncé de chacune de ces propriétés générales peut être ï^egardé comme une définition complète et sufBsante de la surface; et toutes ces propriétés sont exprimées dans une seule équation, ou peuvent en être déduites par les règles de l'analyse. Nous allons d'abord nous occuper de celles de ces propriétés générales qui se ciéduisent le plus facilement de la génération que nous venons de trouver.
Par chacun des points d'une surface courbe quelconque passent t:oujours deux lignes de courbure qui se coupent à angles droits sur la surface; et chacune de ces deux lignes est telle, que si par tous les points on mène des normales à la surface, ces normales se ren-
contrent consécutivement deux à deux, c'est-à-dire sont toutes tangentes à une même courbe, qui, en général, est à double courbure, et réciproquement. Or, si, considérant la génératrice de la proposée dans une position quelconque, on mène par tous ses points des normales à la surface, ces droites ^ qui seront aussi nmmales à la génératrice, seront toutes dans le plan générateur; elles se rencontreront donc consécutivement deux à deux, et elles seront toutes tangentes à une même courbe, qui, dans ce cas, sera la développée plane de la génératrice.
11 suit de là, i^ que la génératrice, dans toutes ses positions, est la ligne d'une des courbures de la surface engendrée; ^ que cette ligne de courbure est toujours plane. Mais un plan ne peut être susceptible d'une seule série de positions, et être mobile d'une manière plus générale que de rouler sur une surface développable quelconque : donc il n'y a point d'autre surface qui jouisse de la même propriété ; donc la surface engendrée est définie d'une manière complète lorsque l'on énonce qu'une de ses lignes de courbure est constamment plane.
La courbe parcourue par chacun des points de la génératrice est perpétuellement normale au plan générateur; elle est donc aussi perpétuellement normale à la génératrice, et, par conséquent, aux lignes d'une des courbures : donc elle est une des lignes de l'autre courbure.
Il est bien évident que la surface développable touchée par toutes les normales, ou sur laquelle roule le plan générateur, est la surface des centres d'une des courbures; mais nous venons de voir qu'en considérant le plan générateur dans une position quelconque, toutes les normales à la surface qu'il contient sont tangentes à la développée plane de la génératrice : cette développée
est donc sur la surface des centres de l'autre courbure, surface qui est le lieu de toutes les développées qui conviennent aux positions différentes et successives du plan générateur. Or, la génératrice est constante de forme et de position dans son plan mobile; sa développée est, par conséquent, aussi constante de forme et de position dans le même plan : donc, en même temps que la génératrice engendre la surface proposée, sa développée constante engendre la surface des centres de la seconde courbure.
La surface proposée est donc définie d'une manière complète lorsque l'on dit que la surface des centres de Tune de ses courbures est engendrée par le mouvement d'une courbe plane constante de forme, dont le plan, sans glisser, roule sur une surface développable quelconque, ou lorsque l'on dit que la surface des centres d'une de ses courbures a toutes ses normales tangentes à la même surface développable.
La surface proposée peut avoir des lignes singulières ou des points singuliers qui dépendent et de la surface développable sur laquelle roule le plan générateur, et de la nature même de la génétrice; mais, indépendamment de ces particularités, elle a une arête <le rebroussement nécessaire , qui est une suite de sa génération . Kn ^ffet, concevons que le plan générateur roule sur la surface jusqu'à ^e que la génératrice se soit entièrement appliquée sur elle, et que les points dans lesquels se fait cette application laissent leurs traces sur la surface développable; on aura sur cette surface une courbe à <loid)le courbure, qui sera en même temps sur la surface engendrée. Cela posé, considérons un point quelconque de la généra- 1:rice; ce point décrit une courbe qui d'abord s'approche de plus en plus de la surface développable, à laquelle elle devient perpen-
diculaire au moment où le point décrivant s'applique sur cette surface. Le point décrivant, ne pouvant pas pénétrer au delà de la surface développable, se réfléchit; la nouvelle branche de la courbe qu'il parcourt commence par être encore normale à la surface développable, dont elle s'éloigne ensuite de plus en plus. La ligne de seconde courbure qu'il parcourt a donc un point de rebroussement placé sur la surface développable en un des points de la trace de la génératrice. La même chose ayant lieu pour toutes les autres lignes de seconde courbure, il s'ensuit que la surface engendrée a une arête de rebroussement ; que cette arête est la trace même de la génératrice sur la surface développable ; qu'elle est perpétuellement touchée par la génératrice, et qu'elle est, par conséquent, le lieu de l'intégrale particulière de toutes les lignes de courbure planes.
Si l'on suppose que le plan générateur continue de rouler sur la surface développable jusqu'à ce que la développée de la génératrice s'y soit aussi entièrement appliquée, et que cette développée y ait aussi laissé sa trace, on aura sur la surface développable une nouvelle courbe à double courbure , qui sera évidemment une arête de rebroussement pour la surface des centres de la seconde courbure. Cette arête se trouvant en même temps sur les deux surfaces des centres, chacun de ses points sera un centre commun aux deux courbures. Donc, si l'on conçoit toutes les tangentes possibles à cette arête, chacune de ces droites sera normale à la surface engendrée, et la coupera en un point pour lequel les deux courbures de la surface seront égales entre elles et dans le même sens. Donc la courbe qui passera par tous ces points sera sur la surface une ligne singulière; ce sera celle de ses courbes sphériques.
La surface engendrée jouit généralement de la propriété exprimée par la règle de Guldin; car, si Ton suppose qu'un arc fini et constant de la génératrice soit entraîné par le plan générateur et parcoure une zone finie sur la surface, cette zone finie pourra être considérée comme divisée, par les positions consécutives de la génératrice, en fuseaux infiniment étroits de surface de révolution : l'aire de chacun de ces fuseaux sera égale à l'arc multiplié par le chemin que parcourt le centre de gravité de cet arc; donc l'aire de la zone entière sera égale à cet arc, facteur commun, multiplié par la somme des espaces parcourus par le centre de gravité.
On reconnaît de même que si l'on circonscrit sur le plan générateur un espace par une courbe quelconque continue ou discontinue, mais rentrante en elle-même, la solidité du volume parcouru par cet espace est égale au produit de l'aire de l'espace multiplié par l'arc que parcourt le centre de gravité de l'aire.
Si la génératrice est une droite fixe dans le plan et mobile avec* lui, la surface engendrée sera une nouvelle surface développable, dont l'arête de rebroussement , perpétuellement touchée par la droite génératrice, est entièrement sur la première surface développable. Cette nouvelle surface développable est perpétuellement normale au plan générateur, tandis que la première est perpétuellement touchée par lui. Enfin, ces deux surfaces développables ont entre elles cette relation , que la première est la développée de la seconde : ainsi les surfaces développables ne sont qu'un <*as infiniment particulier de la surface que nous considérons.
Seconde génération. — Une surface quelconque de révolution, constante de forme et de grandeur, étant supposée fixe s|ir son axe, mais mobile avec lui, cqncevons que Taxe tourne autour d'un de ses propres points, et entraîne la surface de révolution dans une seconde position , à une distance quelconque de la première ; on aura alors deux surfaces de révolution semblables et égales entre elles, et placées à égales distances du point d'intei^section de leurs axes. Ces deux surfaces se couperont dans une courbe plane, dont le plan passera par le point commun aux deux axes, sera perpendiculaire au plan des deux axes, et partagera en deux parties égales l'angle que les deux axes forment entre eux.
Gela posé, concevons que l'axe de la surface de révolution roule sur une courbe à double courbure quelconque, c* est-à-dire se meuve de manière à être perpétuellement tangent à cette courbe, sans glisser sur elle, et qu'il entraîne avec lui la surface de révolution ; il engendrera une surface développable qui aura pour arête de rebroussement la courbe perpétuellement touchée, et la surface de révolution , constante de forme et de grandeur, parcourra un espace dont l'enveloppe sera la siœface dont nous nous occupons.
En effet, considérons deux enveloppées consécutives qui sont ici deux surfaces de révolution semblables et égales entre elles, dont les axes se coupent, puisqu'ils sont deux tangentes consécutives d'une même courbe, et qui sont toutes deux à la même distance de ce point de rencontre des deux axes. La courbe d'intersection de ces deux enveloppées, courbe qui sera la caractéristique de l'enveloppe, sera plane, ne différera pas du méridien de l'enveloppée, et sera, par conséquent, constante de forme comme lui. Le plan de cette caractéristique passera par le point commun aux deux
axes, et sera perpendiculaire au plan qui passe par ces deux axes; il sera donc perpendiculaire au plan tangent à la surface développable parcourue par l'axe. Enfin ce plan, devant partager en deux parties égales Tangle infiniment petit formé par deux axes consécutifs, pourra être considéré comme passant par l'un d'eux, et, par conséquent, comme tangent à la courbe touchée par l'axe mobile. Donc le plan de la caractéristique sera perpétuellement tangent à la surface développable qui est la développée de celle que parcourt l'axe. Mais ce plan est normal à l'enveloppe dans tous les points de la caractéristique : donc il contiendra toutes les normales pour les diflFérents points de la caractéristique; donc toutes ces normales seront tangentes à la surface développable, développée de celle qu'engendre l'axe; donc l'enveloppe est telle, que toutes ses normales sont tangentes à une même surface développable.
Dans la génération que nous venons de donner, les points qui se correspondent dans les différentes caractéristiques sont tous à la même distance de leurs axes respectifs; les courbes qui passent par ces points homologues ont donc tous leurs points à la même distance de la surface développable parcourue par l'axe de l'enveloppée: donc la surface que nous considérons n'est autre chose que celle de la moulure générale poussée sur ime surface développable quelconque, au moyen d'un profil arbitraire continu ou discontinu, mais qui doit être plan, et dont le plan doit toujours être normal à la surface développable, et être tangent à l'arête de rebroussement de cette dernière surface.
Cette propriété comporte encore une définition complète et exacte de la surface que nous considérons.
Toute surface de révolution peut être regardée comme l'enveloppe de l'espace parc^ouru par une sphère variable de rayon, et dont le centre se meut sur Taxe. Dans la génération précédente, chacune des enveloppées peut donc elle-même être regardée comme l'enveloppe de l'espace parcouru par une sphère variable arbitrairement de rayon, et dont le centre se meut sm* une des droites de la surface développable ; mais ce qu'il y a d'arbitraire dans la variation du rayon n'a lieu que pour une seule surface de révolution: en sorte que, pour toutes les autres, les sphères dont les centres se trouvent sur une même ligne de courbure de la surface développable doivent avoir le même rayon que celle qui leur correspond dans la première surface de révolution.
D'après cela, étant donnée une surface développable quelconque, si l'on conçoit qu'une sphère variable de rayon se meuve de manière que son centre parcoure successivement tous les points de cette surface, avec cette condition cependant que la sphère soit toujours de même rayon lorsque son centre est sur la même ligne de courbure de la surface développable, quelle que soit d'ailleurs la loi suivant laquelle elle en change quand le centre passe d'une des lignes de courbure à une autre, cette sphère parcourra un espace dont l'enveloppe générale, ou la double enveloppe, sera la surface que nous considérons.
Il est nécessaire de donner une épithète à l'enveloppe dont il s'agit ici, parce qu'elle diffère de toutes celles dont nous nous sommes occupés jusqu'à présent. Les enveloppes simples touchent l'enveloppée dans une courbe qui est la caractéristique et qui est l'intersection de deux enveloppées consécutives. L'enveloppe que nous considérons ne touche chaque enveloppée qu'en un seul
point, déterminé sur l'enveloppée par T intersection des deux caractéristiques. Dans le cas présent, une quelconque des sphères est coupée dans la circonférence d'un de ses petits cercles par celle qui la suit immédiatement, et dont le centre est placé sur la même droite de la surface développable ; elle est coupée dans la circonférence d'un de ses grands cercles par celle qui la suit immédiatement, et dont le centre est sur la même ligne de courbure de la surface développable : et c'est dans le point d'intersection de ces deux circonférences qu'elle est touchée par la double enveloppe. La courbe qui touche la série des petits cercles de mêmes rayons, et qui est leur intégrale particulière, est une des caractéristiques de la double enveloppe ; celle qui touche une série de grands cercles de rayons différents, et qui est leur intégrale particulière, est l'autre caractéristique de la double enveloppe : et c'est encore dans l'intersection de ces deux caractéristiques que la double enveloppe touche la sphère individuelle.
Dans la dernière génération, si l'on considère la suite des sphères de même rayon, dont les centres sont placés sur la même ligne de
courbure de la surface développable, l'enveloppe simple de ces sphères sera la surface d'un tuyau circulaire de rayon constant, et dont l'axe curviligne sera la ligne de courbure elle-même. Cette surface sera touchée par la surfaire engendrée dans une courbe dont tous les points seront distants de la ligne de courbure, d'une quantité égale au rayon constant du tuyau ; et si l'on considère les surfaces de deux de ces tuyaux consécutifs et de rayons différents, elles se couperont dans la courbe de contact du tuyau avec la surface engendrée.
Donc, si l'on suppose que la surface du tuyau soit mobile, de
manière, i^ que son axe curviligne se confonde successivement avec les difFérentes lignes de coiu'bure de la surface développable; 2^ que son rayon, qui est constant pour toute retendue du tuyau, varie d'une manière quelconque, en même temps que l'axe curviligne change de position, elle parcourra un espace dont l'enveloppe simple sera la surface engendrée. La stirface du tuyau mobile est donc une enveloppée nouvelle, et l'intersection de deux de ces enveloppées consécutives produit la seconde caractéristique de l'enveloppe, comme l'intersection de deux surfaces de révolution consécutives produit la première.
Donc enfin, en regardant la seconde caractéristique comme une génératrice, la surface est engendrée par le mouvement d'une courbe variable de forme et de grandeur, qui se meut de manière qu'elle soit perpétuellement une trajectoire orthogonale du plan mobile qui contient la génératrice plane.
Recherche de l'équation intégrale de la surface.
Nous avons vu que la surface dont toutes les normales sont tangentes à une même surface développable quelconque e^t susceptible de cinq générations essentiellement difFérentes.
Elle peut être engendrée par une courbe mobile de deux manières différentes: ou par une courbe plane, constante de forme, de grandeur et de position dans son plan, mais dont le plan roule sans glisser sur la surface développable; ou par une courbe à double courbure, variable de grandeur, qui se meut de manière qu'elle ne cesse pas d'être une trajectoire orthogonale au plan mobile qui contient la génératrice plane.
Elle peut être considérée comme enveloppe simple de l'espace parcouru par deux surfaces mobiles essentiellement différentes : ou
par une surface de révolution quelconque constante de fonne et de position sur son axe, mais dont Taxe se meut de manière à être perpétuellement tangent à une même courbe à double courbure; ou par la surface d'un tuyau à section circulaire, dont le rayon est constant dans toute son étendue, dont Taxe curviligne se confond perpétuellement avec la ligne de courbure d'une même surface développable , et qui se meut de manière qu'elle change de rayon «suivant une loi quelconque, lorsque l'axe curviligne change de position et passe d'une ligne de courbure à ime autre.
Enfin, elle peut être considérée comme l'enveloppe générale de l'espace parcouru par une sphère mobile et variable de rayon, dont le centre parcourra successivement tous les points d'une même surface développable quelconque, et dont le rayon, constant lorsque le centre reste sur la même ligne de courbure de la surface développable, change de grandeur d'ime manière quelconque, lorsque le centre passe d'une des lignes de courbure à une autre.
Chacune de ces cinq générations peut conduire directement à toutes les équations de la surface, tant intégrale qu'aux différences partielles de tous les ordres; mais elles ne le font pas avec la même facilité. Pour l'équation intégrale, c'est la dernière génération qui exige des considérations moins compliquées, et c'est elle que nous allons employer : ainsi nous regarderons la surface comme enveloppe générale de l'espace parcouru par une sphère mobile.
La surface développable parcourue par le centre de la sphère mobile peut être regardée en même temps et comme le lieu des tangentes de son arête de rebroussement, et comme le lieu des développements de cette arête; en sorte qu'un point est déterminé sur
cette surface, lorsqu'on indique la tangente de l'arête de rebrousse-
ment et la développante de cette arête, à l'intersection desquelles il doit se trouver.
Cela pose, soient
les deux équations de T arête de rebroussement de la surface développable parcourue par le centre de la sphère mobile; puis, considérant la tangente de cette arête dans une position quelconque, soit a la valeur de z au point de contact : les trois coordonnées de ce point de contact seront
Les deux équations de la tangente en j;, j seront donc
La position de cette tangente sur la surface développable sera déterminée par la valeur de a; et si Ton élimine a entre les deux équations précédentes, on aura l'équation du lieu des tangentes, c'est-à-dire de la surface développable elle-même.
L'élément de l'arc de l'arête de rebroussement sera évidemment
ou, en faisant, pour abréger, i + ^'^ + ^1,'^=^% l'expression de cet élément sera
et, par conséquent, la longueur de l'arc rectifié de l'arête df
rebroussement sera
fhdoc.
Cette expression comprend implicitement ime constante arbitrai qui dépend du point de l'arête par lequel commence sa rectificatic Actuellement, si, pour obtenir le point d'une développante.
trois coordonnées d'un point quelconque de cette nouvelle développante seront
Lt»s valeurs de ces trois coordonnées sont donc celles d'un point
déttTininé sur la surface développable par les valeurs des deux |uantitcs a, ^3, dont la première indique la tangente de l'arête de ^chroussenient, dont la seconde indique la développante de cette
arctc, et qui, par leur intersection, déterminent ce point sur la
surface,
Il n'est peut-être pas inutile d'o!>server, en passant, i** que les ti*ois dernières équations appartenant au point général d'une surfaire <lcveloppiU>le, si Ton élimine entre elles les deux quantités «, [ï, le ivsultat de félimination en a\ v, 3 n'est autre chose que r(''(|uation de la surface développable elle-même; 2^ que si Ton élitiiiut* [i seule, ce qui entraîne aussi l'élimination de ÇhdoL^ les deux i'*quations résultantes
sout vAWs de la tangente dont la position est déterminée par la valeur de a; 3*" enfin, que si Ton élimine a seule, ce qui ne peut s'ellccluer Uuit (jue les fonctions ^ et ^ sont regardées conmie arbili*aii*es, It^s deux équations résultantes sont celles de la développaute de farête de rebroussement déterminée par la valeur de /3 (|ui r(*Ht(* dans les équations.
Considérons actuellement la sphère mobile, et représentons par •'^'j y' ■> 2' les coordonnées de son centre ; comme ce centre est un point de la surface développable, on aura
s'=a — -^ (/3 -h/Arfa).
D'ailleurs le rayon de la sphère étant constant lorsque son centre est sur une même développante de l'arête de rebroussement, et variable lorsque le centre passe d'une développante à une autre, ce rayon est donc constant et variable en même temps que j3, et, par conséquent, fonction de |3. De plus, la forme de cette fonction dépend uniquement de la nature de la génératrice plane, qui est arbitraire : ainsi le rayon de la sphère mobile est une fonction arbitraire de /3 que nous représenterons par 7r|3. Donc l'équation en x^y^z de la sphère mobile sera
. {X - x'Y H- {y-y'r -h (z - ^y = {tt^Y,
ou, en remettant pour x', y', z' leurs valeurs,
-|-[z — «H-^(/3-|-/Arfa)]' que, pour abréger, nous représenterons par M = o.
Or, si Ton considère deux sphères consécutives dont les centres soient sur la même développante, la quantité ^ aura la même valeur pour toutes deux; leurs équations ne différeront entre elles que par la valeur de a qui aura varié de Tune à l'autre. Elles se couperont dans un grand cercle dont la circonférence passera par le point de contact de l'enveloppée avec l'enveloppe générale, et la différentielle de M = o, prise en regardant a comme seule variable, c'està-dire
appartiendra à la circonférence de ce grand cercle.
De même, si l'on considère deux sphères consécutives dont les centres soient sur la même tangente à l'arête de rebroussement, les équations de ces deux sphères ne différeront entre elles que par la valeur de ^ qui aura varié de l'une à l'autre. Ces sphères se couperont dans un petit cercle dont la circonférence passera encore par le point de contact de l'enveloppée avec l'enveloppe générale; et la différentielle de M = o, prise en ne faisant varier que /3, c'està-dire
appartiendra à la circonférence de ce petit cercle.
Donc on aura pour le point de contact de la sphère mobile avec l'enveloppe générale, les trois équations
' /dM\
mais le point de contact, en vertu des valeurs dont sont suscep
tibles les deux indéterminées a, /3 peut être transporté successivement sur tous les points de la surface engendrée, qui n'est autre chose que le lieu de tous les points qu'on peut obtenir en donnant successivement à a et à |3, dans ces trois équations, toutes les valeurs possibles; donc le résultat de l'élimination des deux indéterminées a et /3, entre les trois équations précédentes, est, en a?, j^-, z, l'équation intégrale de la surface engendrée.
Si des trois équations précédentes on ne considère que les deux
premières
/dM\
dans lesquelles la quantité |3 ait une valeur déterminée et constante, il est clair qu'elles appartiennent à la circonférence du grand cercle dans laquelle la sphère mobile est coupée par celle qui est de même rayon et infiniment voisine. Le plan de ce cercle est normal à la surface développable , et passe par une tangente à l'arête de rebroussement; son centre est toujours sur une même développante de cette arête : la position du centre sur la développante est déterminée par la valeur de a, et le rayon est constant. Le lieu de tous les cercles qu'on obtiendrait en donnant à a, dans les équations, toutes les valeurs possibles, est la surface d'im tuyau à section circulaire, de rayon constant, et dont l'axe curviligne serai^ une des développantes de l'arête de rebroussement de la surface développable.
Donc le résultat de l'élimination de a entre les deux seules équations est, en x, j, z et ^, l'équation intégrale de la surface du tuyau à section circulaire, constant de rayon, et dont l'axe curvi-
ligne est une des lignes de courbure de la surface développable, équation dans laquelle la valeur de /3 détermine quelle est la ligne de courbure qui sert d'axe curviligne.
La surface de ce tuyau est un cas particulier de la sur&ce engendrée; c'est celui où la génératrice plane, constante de forme. et de position dans son plan, est la circonférence d'un cercle : et nous avons déjà vu qu'en le supposant mobile en vertu de la variation de son paramètre /3, elle est une enveloppée de la surface engendrée, considérée comme une enveloppe simple.
De même, si des trois équations qui comportent l'équation intégrale de la surface engendrée on ne considère seulement que la première et la dernière, c'est-à-dire
dans lesquelles a ait une valeur déterminée et constante, il est évident qu'elles appartiennent à la circonférence du petit cercle dans lequel la sphère mobile est coupée par celle qui est infiniment voisine, et dont le centre est sur la même tangente à l'arête de rebroussement de la surface développable. Le plan de ce cercle est perpendiculaire à la tangente; son centre est sur cette même tangente, et la positign du centre est déterminée par la valeur de ]3. Le lieu des circonférences de tous les cercles qu'on obtiendrait ainsi, en donnant dans ces deux équations toutes les valeurs possibles à /3 , est évidemment une surface de révolution autour de la tangente considérée comme axe. Donc le résultat de l'élimination de /3, entre ces deux équations seulement, est, en .r, j, z et a, l'équation intégrale
d'une surface de révolution dont le méridien est arbitraire et invariable, qui est fixe sur son axe, et dont Taxe est tangent à une courbe à double courbure. Dans cette équation, la grandeur de « détermine la position de Taxe de révolution.
Cette surface de révolution est encore un cas particulier de la surface engendrée, car elle n'est autre chose que ce que celle-ci devient lorsque la surface développable , autour de laquelle roule le plan générateur, est réduite à une droite; et nous avons vu qu'en la supposant mobile, en vertu de la variation de son paramètre a, c'est-à-dire qu'en supposant que son axe roule sans glisser sur l'arête de rebroussement de la surface développable, elle est une autre enveloppée de la surface engendrée considérée comme enveloppe simple.
Reprenons les trois équations
et supposons que des deux quantités «, /3 la première ait une valeur déterminée et invariable, tandis que la seconde est encore susceptible de toutes les valeurs possibles. Le centre de la sphère mobile ne pourra plus se transporter sur tous les points de la surface développable ; il ne pourra se mouvoir que le long de la seule tangente de l'arête de rebroussement déterminée par la valeur de a. Le point de contact de la sphère mobile avec l'enveloppe générale, point auquel appartiennent les trois écjuations, ne pourra plus parcourir successivement toute cette enveloppe; quelque valeur
que Ton donne à j3, il se trouvera toujours sur la courbe de contact de r enveloppe générale avec la surface de révolution autour de la tangente individuelle déterminée par la valeur de a. Or cette courbe de contact, qui est le lieu du point pour toutes les valeurs possibles de j3, est évidemment là première caractéristique de la surface engendrée. Donc, si entre ces trois équations on élimine la seule quantité /3, les deux équations résultantes seront, en a?, r? 3, a, et sous forme intégrale, celles de la première caractéristique de la surface engendrée, et, dans ces équations, la valeur de a déterminera la caractéristique individuelle.
Supposons, au contraire, que dans les trois équations du point de contact de la sphère mobile avec l'enveloppe générale, ce soit :S qui ait une valeur déterminée et invariable, tandis que a est' à son tour susceptible de toutes les valeurs possibles; le centre de la sphère mobile ne pourra plus se mouvoir que sur une certaine développante individuelle de l'arête de rebroussement, développante qui sera déterminée par la valeur particulière de j3 . Quelque valeur que l'on donne à a, le point de contact se trouvera sur la
courbe de contact de l'enveloppe générale avec la surface du tuyau circulaire dont l'axe curviligne correspond à la valeur particulière de |3. Mais cette courbe de contact, lieu de ce point pour toutes les valeurs possibles de a, est la seconde caractéristique de l'enveloppe générale : donc si , entre les trois équations
/dM\
/dM\
on élimine seulement la quantité a, les deux équations résultantes seront, en j?, j, z, /3, et sous forme intégrale, celles de la seconde caractéristique de la surface engendrée , équations dans lesquelles la valeur de /3 déterminera la caractéristique individuelle.
Le raisonnement que nous venons de faire pour trouver les équations intégrales des caractéristiques est général, et peut être employé pour toute surface dont F équation résulte de l'élimination de deux indéterminées a, /3 entre trois équations dont les deux dernières sont les différentielles de la première, prise en regardant a (pour Tune) et /3 (pour l'autre) comme seules variables; c'est-à-dire pour toute surface qui , dans son équation intégrale , est regardée comme enveloppe générale.
Mais, dans le cas présent, et pour la première caractéristique,
l'opération devient beaucoup plus simple, car l'équation ( -^ ) =^^ est immédiatement
dans laquelle la quantité /3 a naturellement disparu; en sorte que l'élimination de /3 est toute opérée : ainsi cette équation appartient purement à la première caractéristique. Or, pour une même valeur de a, c'est-à-dire pour une même caractéristique individuelle, cette équation est évidemment celle d'un plan; donc la première caractéristique est une courbe plane. D'ailleurs le plan passe par le point de l'arête de rebroussement pour lequel on a
x — ç = o, y — %!. = o, z — a = o. De plus, il est facile de reconnaître qu'il est tangent à cette arête,
et normal au plan osculateur de cette courbe; donc le plan de la première caractéristique passe par une tangente de l'arête de rebroussement, et est toujours normal à la surface développable, et, par conséquent, est toujours tangent à la surface développable, développée de celle-ci, etc. : propositions que nous avions trouvées précédemment par des considérations géométriques, et qui se déduisent analytiquement de l'équation intégrale obtenue par d'autres considérations.
Ilec/ierches des équations aux différences partielles du premier
ordre.
Le propre des équations aux différences partielles du premier ordre est d'exprimer les propriétés des surfaces par rapport à leurs plans tangents ou à leurs normales; il s'agit donc d'exprimer que toutes les normales sont tangentes à une même surface développable, ou que chacune d'elles est dans un plan tangent à une même surface développable.
En représentant par r, j, z les coordonnées du point de la surface, et si l'on représente par .r', y\ z' celles de la normale en ce point, les équations de la nonnale sont
or l'équation du plan tangent à une surface développable quelconque est
dans laquelle la valeur de a détermine le plan tangent individuel, et dans laquelle les formes des deux fonctions <l> et ^ sont inva-
riables, et la surface développable est toujours la même. Il faut clone que les deux équations de la normale satisfassent à celle du plan; mais si Ton élimine entre ces trois équations deux quelconques des coordonnées .r', j', z', la troisième disparaît aussi, et
l'on a
p^OL -H q'^cf! -h I ^ o,
équation qui doit avoir lieu pour tous les points de la surface. De plus , le point de la surface devant se trouver sur le plan tangent à la surface développable, on aura aussi
z = a:<I)a' + yH'oc^ H- a.
Donc une des équations aux différences partielles du premier ordre de la surface proposée est le résultat de l'élimination de l'indéterminée a' entre les deux équations précédentes.
On peut obtenir le même résultat par la considération du plan tangent, dont la propriété est évidemment d'être constamment perpendiculaire au plan générateur. En effet, le plan générateur étant toujours tangent à une même surface développable, a pour équation
de plus, l'équation du plan tangent est évidemment
z = px -h qy H- constante ,
dans laquelle les quantités /?, 17 et la constante sont fonctions des coordonnées du point de contact, constant pour chaque plan tangent. Or ces deux plans doivent être rectangulaires; donc il doit y avoir entre les coefficients de leurs équations la relation suivante :
p^u H- çr^a' -+-1=0.
On a donc pour tous les j)oints d'une même génératrice plane, déterminée par la valeur particulière de a', les deux équations
;: =z .r*a' -h yWoc^ -h a', o = p^oc' -h qWa -h I ;
donc le résultat de T élimination de a entre les deux équations appartiendra au lieu général de la génératrice plane, c'est-à-dire à la surface qu'elle engendre par son mouvement.
Si, dans les deux équations précédentes, on regarde a' comme constante, la seconde est celle d'mie surface cylindrique à base quelconque, dont la droite génératrice est constamment perpendiculaire au plan qui a pour équation la première; or les quantités p et (/, qui entrent dans l'équation de la surface cylindrique, sont les mêmes que celles qui appartiennent à la surface engendrée : donc la surface cylindrique touche la surface engendrée dans toute l'étendue de la caractéristique plane qui peut être considérée comme sa base; donc on peut la regarder comme l'enveloppée cylindrique de la surface engendrée : ce qui fournit la génération suivante.
Si l'on conçoit qu'une surface cylindrique quelconque, constante de base, se meuve de manière que, si on la considère dans deux positions consécutives, la courbe suivant laquelle les deux surfaces cylindriques se coupent soit toujours dans le plan parallèle à la base mobile, cette surface parcourra un espace dont l'enveloppe sera la surface que l'on considère.
Nous avons vu (art. IV) que si le lieu des centres d'une des courbures est une surface développable quelconque, l'équation du
lieu des centres de l'autre courbure est le résultat de rélimination de a entre les deux équations
z = x^cK '-\- y'\(x. H- a, o = /?$a -h q^oL -h I .
Or nous venons de voir que cette même équation est celle de la surface engendrée par une courbe plane dont le plan roule sans glisser sur la même surface développable : la surface que nous considérons est donc telle , que le lieu des centres de la courbure , prise dans le sens de la génératrice plane, est une surface soumise à la même génération qu'elle; ce que nous avions déjà trouvé par des considérations géométriques.
Lia quantité que nous représentons par a' dans l'équation aux différences partielles n'est pas la même que celle que nous avons exprimée par a dans l'intégrale; de même les fonctions arbitraires <t et V ne sont pas les mêmes que les fonctions (p et 4 qui entrent dans l'intégrale : mais ces six quantités ont entre elles une relation qu'il est facile de trouver. En effet, l'équation
est celle du plan générateur pour lequel (art. XXV) nous avons trouvé une autre équation en a, ^, 4- Si l'on met cette dernière équation sous la forme précédente, on a
dh
Ces deux équations appartenant au même plan, il faut que leurs coefficients soient respectivement égaux; donc, en mettant pour
hdh sa valeur ((p'(p'^ -h 4'4'^)fi?a, on aura les trois équations
Oa = — (p' H ^-
yVcc' = _ 4' -^
Cf'(fff-^i^,^l^t^f
Au reste, ces trois quantités cc\ ^cc\ ^a' sont les coeffidents du plan qui touche l'arête de rebroussement au point dont les coordonnées sont ^a, 4^9 ^9 6t qui est perpendiculaire au plan qui oscule la courbe en ce point.
D'après cela, il est facile de vérifier que l'équation aux différences partielles du premier ordre, que nous venons de trouver directement par les considérations géométriques, est la même qu'une de celles qu'on aurait obtenues en différentiant l'intégrale comprise
dans les trois équations M = o, i-j—) = o, (-^â-) = o; car,
de l'article XXV, et de ce qui précède, il suit que l'équation
( —i— ) = o est la même que
De plus, si l'on différentie M = o, en regardant successivement .r, / comme seules variables, et en regardant a, |3 comme constantes, ce à quoi on est autorisé en vertu de ( -j- )=o, ( -jg )=o,
on obtient deux autres équations qui, par l'élimination de (3, et en vertu des valeurs précédentes, produisent
/?4>a' -h 7^a' H- 1 = o, comme nous l'avons déjà trouvé.
Si Ton voulait traiter cette équation aux différences partielles du premier ordre pour Tintégrer, il faudrait d'abord chercher l'équation de la projection de sa caractéristique sur le plan des r, r, et l'on trouverait
<Pa(i^' — Wu(lx = o;
ce qui donnerait pour les projections de la même courbe sur les deux autres plans
^oc'dz -h (Lr = o, ^'oc^dz -h dy = o,
équations dont deux quelconques comportent la troisième. Or ces équations sont évidemment celles d'ime courbe perpétuellement noimale au plan qui a pour équation
et qui est mobile en vertu de la variation de a'; donc la caractéristique dont il s'agit ici est une trajectoire orthogonale du plan générateur ; ce que nous savions déjà.
Si, des trois dernières équations, on tire les valeurs de a', Oa',
M'a', on trouve
/ X{lx -hydy -f- zdz
dz
, —dx (I)a = -j — , dz
dz
Donc, si l'on établit que de ces trois quantités différentielles deux quelconques sont fonctions arbitraires de la troisième, on aura les
deux équations aux différences ordinaires de la caractéristique, qui seront
- / xda: -+- ydy -}- zdz \ dx
„. ( xdx H- ydy H- zdz \ dy
L'équation intégrale contenant les trois fonctions arbitraires (p, 4? '^ doit être susceptible de trois équations aux différences partielles du premier ordre, dans chacune desquelles une des trois fonctions arbitraires ait dispaini. Nous venons de trouver celle de ces trois équations qui est délivrée de la fonction t; il resterait donc à trouver celles qui ne contiendraient que (p et tt pour Tune, et ->!. et TT poiu* r autre. Ces deux équations sont de la nature de celles qu'on a coutume de regarder comme intégrales intermédiaires qui n'existent pas; elles existent néanmoins, mais on ne peut les obtenir que sous la forme d'équations aux différences mêlées, ordinaires et partielles, celles-ci étant du premier ordre. Je ne pourrais être clair sans entrer dans des détails préliminaires trop étendus, et je réserve à en parler dans un Mémoire dont l'unique objet sera la théorie et la construction des surfaces exprimées par les équations aux différences mêlées, ordinaires et partielles, et dans lequel la surface dont nous nous occupons entrera comme un exemple remarquable.
Recherche des équations aux différences partielles du second
ordre.
Les équations aux différences partielles du second ordre expriment les propriétés des surfaces, relatives ou à leurs lignes de cour-
bure ou à leurs rayons de courbure. Or la surface que nous considérons jouit, par rapport à ses courbures, de deux propriétés qui conviennent à toutes les surfaces individuelles de la même génération, et qui ne conviennent qu'à elles : la première est qu'une de ses lignes de courbure est constamment plane; la seconde est que, pour l'autre ligne de courbure, le rayon de la première courbure est constant. Donc , pour trouver les équations aux différences partielles du second ordre, il faut exprimer ces deux propriétés. Occupons-nous d'abord de la première.
Un plan ne peut convenir à toutes les lignes successives d'une même courbure, à moins qu'il ne soit mobile en vertu de la variation d'un seul de ses paramètres, ou que son équation ne soit de cette forme,
dans laquelle a est constante pour chacune des lignes de courbure plane, et variable d'une de ces lignes à la suivante. De plus, ce plan devant contenir toutes les normales à la surface qui passent par les points de la ligne de courbure, on doit avoir l'équation
p<Pa -h q^'cc +1=0.
Actuellement l'équation générale des lignes de courbure est, comme
on sait,
{dx -h pdz) dq = {dy -+- qdz) dp.
Pour que cette courbe soit dans le plan, il faut que la valeur de -j- >
produite par son équation, soit égale à celle que donne l'équation du plan, différentiée en regardant a comme constante, c'est-à-dire
soit éfi^ale à — m—^' Faisant cette substitution, on trouve
(\t'a — q) (rOa -h sWa) = ($a — p) {s<b(x •+• «Va). On a donc entre les trois quantités a, $a, Va trois équations des-
((iielles il est facile de tirer les valeurs, et entre lesquelles on peut, par conséquent, éliminer Tindéterminée a. Kn faisant, pour abréger,
I -\- p' -h y" = Aet
on trouve pour les quantités a, 4>a, ^ « les valeurs suivantes :
,, . .r(/M -^qt — q\) —r(pr -\- qs — p\ )
rqr-^{q^ — p^]!i — pqt
^rj = />5 + qt -_q\ ^
pqr-^(q'—p')s — pqt
4 « = PL_-^qs-p\
pqr^[q' — p^-)s—pqt
Donc, en éliminant a, on a pour la surface les deux équations aux différences partielles du second ordre
pqr-\-(p^—q-)s—pqt {_ pq'-^(q' — r')^—pq^ ï
/>r -h qs — p\ ^_^r\^^ .r(;;54-yf — yV )—>'(/>/• -f-y.v— /A )1
pqr-\-[q^ — p*)s—pql [ pqr -h (q' — p')s — pqf J'
dont chacune contient encore une des deux fonctions arbitraires <1>, M , et est, par conséquent, aussi générale que l'intégrale finie, (jui en contient trois.
liCS deux équations que nous venons de trouver d'après la propriété que la ligne de courbure a d'être plane, auraient pu être obtenues par la différentiation partielle de celle du premier ordre. Nous avons vu, en effet (art. XXVI), que celle-ci est le résidtat
et employant pour V cette valeur, au lieu d'une abréviation qui a quelque chose de capricieux , on en aura une autre qui emploie le rayon de courbure. Faisant donc cette substitution, les valeurs de «, 4>a, Wa deviennent
^ — z—px—qy-^ *[;;7r-f-{7«-^«)i-p90
4>a =p_ k^gr-ps)-hq(rt-s')R^
^ Kpr'^(9"-p")'-P9^V
et mettant pour oc sa valeur dans les deux autres équations, on aura les deux équations aux différences partielles du second ordre.
Il est nécessaire de remarquer ici que le rayon R qui entre dans ces équations est celui de la courbe plane.
On aurait pu se contenter d'employer une seule des trois équations
z = x^OL -\- y^OL -f- a,
(^a -- q) {r(Pa -h sWa) = ($a —p) {s(bûc -f- tWoc),
pour chasser des deux autres Tune des deux fonctions arbitraires; et alors les deux équations aux différences partielles du second ordre auraient été, Tune le résultat de l'élimination de a entre les deux équations
z = x(Poc — r ^ h a,
(i + q^ -hp^boc) [qr^a — ^(i H- /?$«)] )
\ = o, q{<bcc — p) [qs<Pcc — t{i -h /?$«)]
— 36ii -
équation qui a deux facteurs rationnels, et qui produit les deux équations
(^- -f- 1 -\~ p^OL)dY — q[^(x. — p)dx^= o,
On peut conclure de là : i** que la surface a deux caractéristi(|ues indépendantes, et dont Tune quelconque peut changer, tandis que l'autre reste la même; a^ que les fonctions arbitraires qui complètent les intégrales premières et finies sont composées de deux quantités différentes pour Time et pour Vautre.
Tj' équation de la première caractéristique peut facilement être mise sous la forme
(Iz = <l^(xax ^ rfr,
et l'équation arbitraire de la proposée est
Or, de ces deux équations, la première est la différentielle de la seconde, prise en regardant oc comme constante, et toutes deux ont lieu pour la première caractéristique : donc, pour cette caractéristique, la quantité a est constante, ainsi que les deux coefficients de r équation
dz = Oactr ^ ~ dr:
donc le coefficient de dy doit être une fonction arbitraire de a : et si Ton représente cette nouvelle fonction par Va, on aura
p^OL -t- q^OL H- I = o; d'où il suit qu'une des intégrales premières de la proposée est le
résultat de rélîmination de ol entre les deux équations
z = ,v^(x -h )*M'a -4- «, o = p<t>(x -h (/Woc -h I ;
ce que l'on savait déjà.
Quant à la seconde caractéristique, son équation, que nous venons de trouver, peut facilement être niise sous la forme
mettant pour 4>a cette valeur dans Téquation auxiliaire, on a
Xfix -h ydr -h zdz
ùr — — — 4
ce (|ui produit deux des équations de cette earactéristicjue (jue nous avons trouvées art. XXXI.
Nous avons déjà dit que la surface engendrée jouissait, par rapport à ses courbures, d'une autre propriété générale qui pouvait servir à en donner une définition complète; cette propriété est que, [>our tous les points d'une même ligne de la seconde courbure, le rayon de la première courbure est constant. Kn effet, chacun des points de la génératrice plane engendre une des lignes de la se- 4*onde courbure; or cette génératrice est constante de forme : donc, pour le même point générateur, le rayon de courbure de la génératrice, c'est-à-dire le rayon de la courbure plane de la surface, est constant.
Lfd ligne de la seconde courbure étant toujours normale au plan générateur, les équations différentielles de ses projections sur les
trois plans rectangulaires sont
<boLdy — Wddx = o, ^adz H- (Lv = o, ^ocdz -\- dy = o.
Donc la surface est telle , que si le point de la génératrice plane ne change pas, c'est-à-dire que si l'une des trois équations précédentes a lieu, par exemple
^Pccdf — ï ar/.r = o,
le rayon de courbure R de la génératrice plane ne change pas. Il faut donc que l'on ait
tparfr — ^adx = ïlRdR.
Si, dans cette équation, on met pour <!>« et ï'a les valeurs que nous avons trouvées art. XXXV, et qui contiennent la même quantité R, on aura une équation aux différences mêlées, ordinaires et partielles, qui seule exprimera toutes les surfaces soumises à la génération dont nous nous sommes occupés. Cette équation est aux différences partielles du second ordre, puisqu'elle contient les (juantités r, ^, ^, R; elle est délivrée des deux fonctions arbitraires <P, ¥, qui dépendent de la nature de la surface développable sur laquelle roule le plan générateur, et elle ne contient que la fonction n, qui dépend de la nature de la génératrice plane; elle est, de plus, aux différences ordinaires : elle est donc la différentielle ordinaire de la troisième équation aux différences partielles du second ordre, équation qu'elle peut suppléer, soit pour descendre de l'intégrale finie à l'équation aux différences partielles du troisième ordre, soit pour remonter de celle-ci à l'intégrale finie.
L'équation aux différences mêlées que nous venons de trou\er est la même que celle qu'on aurait obtenue si Ton avait d'abord dîfférentié l'équation intégrale de l'art. XX aux différences partielles du second ordre; ce qui n'aurait pas suffi pour éliminer l'indéterminée a et les fonctions (p et 4? f^însi que toutes leurs dérivées. Il eût fallu, pour cela, différentier ensuite une fois aux différences ordinaires, ce qui aurait introduit le mélange des différences ordinaires et partielles; et alors l'équation résultante eut encore différé de celle que nous venons de trouver, parce que les quantités /3 et n|3 qu'elle renferme ne sont pas respectivement les mêmes que R et nR: mais il est facile de ramener Tune de <'es équations à l'autre, en observant, ce qui est évident, que la quantité que nous avons exprimée par n/3 dans l'intégrale est précisément celle que, dans l'équation aux différences mêlées, nous représenterons par R.
Recherches de Véquaticm aux différences partielles du troisième
ordre.
Nous avons vu que, pour tous les points de la même ligne d'une courbure, le rayon de l'autre courbure est constant. Or on sait que l'expression du rayon de courbure et l'équation de la ligne de courbure sont
dx'^ 2.[[\->rq^)s — pqt]
équations dans lesquelles le radical, qui est le même, a des signes
difFérents, s'il s'agit de la ligne et du rayon de la même courbure; mais, si l'on veut comparer le rayon d'une des courbures avec la ligne de l'autre, comme dans le cas présent, il faut que les signes du radical soient les mêmes pour l'un et pour l'autre.
Notre surface est donc telle, qu'en donnant à — ^ la valeur qui «•onvient à la seconde courbure, c'est-à-dire en faisant
où le signe du radical est le même que dans la valeur de R, on ait
R = constante;
par conséquent
rfR = o,
ou
Faisant cette substitution, et effectuant les difFérentiations partielles de R, on aura l'équation aux différences partielles du troisième ordre.
Cette équation du troisième ordre, que nous venons de trouver directement par les considérations géométriques, pouvait être obtenue par la différentiation de chacune des trois équations du second ordre. Commençons d'abord par l'équation aux différences mêlées
(Pocdy — Wudv = nRr/R,
qui, étant regardée i*omme une différentielle ordinaire totale, donne pour différentielles partielles
mais, en différentiant partiellement l'équation en a:,f, z, on a
¥a — y = Mr/',
dans lesquelles il est inutile de développer les valeurs de L et de M. De ces quatre équations, si Von multiplie Tune par Fautre les deux extrêmes, et Tune par l'autre les deux moyennes, et si l'on retranche l'mie de l'autre ces deux produits, les quantités/;', fj\ L et M disparaissent à la fois, et l'on a
équation dans laquelle il n'y a plus qu'à substituer pour *a et ^^a leurs valeurs en différences partielles du second ordre, que nous avoiLs trouvées art. XXXIII ou XXXV, et l'on aura l'équation aux différences partielles du troisième ordre, qui exprime généralement la surface que nous considérons, indépendamment de toute fonction arbitraire.
(iCtte équation, conmie on voit, est linéaire en w, ta, u', v.
.ren resterai la par rapport à cette surface, sur laquelle je me pi'opose de revenir, conmie exemple, lorsque je traiterai de la constiiiction et de l'intégration aux différences mêlées, ordinaires et partielles; mais elle a ({uelques rapports avec une autre surface dont je ne crois pas qu'il faille la séparer, et dont je vais m' occuper dans le paragraphe suivant.
XXVI
SUR LA SURFACE COURBE QUI ENVELOPPE L'ESPACE PARCOURU PAR UNE SPHÈRE VARIABLE DE RAYON , ET DONT LE CENTRE PARCOURT UNE COURBE A DOUBLE COURBURE QUELCONQUE.
Si Ton suppose qu'une sphère variable de rayon se meuve de manière que son centre parcoure une courbe à double courbure quelconque, et que la grandeur de son rayon dépende de la position du centre, cette surface parcourra un espace dont l'enveloppe est la surface dont nous allons nous occuper. Je pourrais citer plusieurs exemples de surfaces soumises à cette génération, dont une des plus remarquables est celle de la colonne torse, qui n'est autre chose que l'enveloppe de l'espace parcouru par une sphère variable de rayon, et dont le centre parcourt une hélice de vis dont l'axe est vertical.
Le centre de la sphère mobile étant assujetti à être sur une courbe à double courbure, ses trois coordonnées ont entre elles les deux relations exprimées par les deux équations de la courbe : ainsi deux d'entre elles sont fonctions de la troisième; mais le rayon qui dépend aussi de la position du centre doit être de même une fonction de l'ordonnée principale : donc le rayon et les trois coordonnées du centre sont tels, que trois de ces quantités sont fonctions de la quatrième. Prenant donc le rayon lui-même pour quantité principale, et en la représentant par a, les trois coordonnées du centre seront des fonctions de a, et ces fonctions seront arbitraires. Ainsi, pour une valeur du rayon égale à a, l'équation de la surface de la sphère
— Syo — mobile, considérée comme enveloppe, sera
{x — (puY -+- ( j — 4^y + (^ — '^^y = ^%
dans laquelle les trois fonctions 9, 4' "^ ^^^^ arbitraires.
Pour avoir une équation de la caractéristique, c'est-à-dire de l'intersection de deux sphères consécutives, il faut difFérentier l'équation de la sphère , en regardant a comme seule variable ; ce qui donne
Mais la caractéristique, à laquelle appartiennent les deux équations précédentes, peut être regardée comme la génératrice de la surface enveloppe, en regardant cette courbe comme mobile dans l'espace en vertu de la variation de a. Ou, ce qui revient au même, l'enveloppe n'est autre chose que le lieu de toutes les caractéristiques individuelles qu'on obtiendrait en donnant à a successivement toutes les valeurs possibles : donc l'équation intégrale de l'enveloppe n'est autre chose que le résultat de l'élimination de a entre les deux équations précédentes; opération qui ne peut s'effectuer que lorsque les formes des trois fonctions <f>, -^l^ tt sont déterminées.
L'équation intégrale de la caractéristique que nous venons de trouver est évidemment, en x^y^ z, celle d'un plan: donc cette courbe est l'intersection de la surface de la sphère mobile par un plan aussi mobile, et est, par conséquent, la circonférence d'un cercle; mais ce plan ne passe pas par le centre de la sphère, puisque, indépendamment des trois termes qui contiennent x — ^, r — '^ et z — TT, l'équation a un quatrième terme a : donc ce cercle n'est point un grand cercle de la sphère; donc son plan n'est
normal à l'enveloppe en aucun point de la caractéristique, et ne contient aucune des normales de la surface.
Si Ton considère la suite des caractéristiques dont la surface est le lieu, il est facile de reconnaître que deux quelconques d'entre elles, prises consécutivement, se rencontrent en deux points qui sont sur la droite d'intersection de leurs plans. Le lieu de tous les points ainsi déterminés est sur la surface une courbe à double courbure qui a deux branches, et qui est touchée dans chacune de ses branches par chaque caractéristique. Cette courbe est une ligne singulière de la surface; c'est une arête de rebroussement, suite nécessaire de la génération.
Chacun des points de l'arête de rebroussement étant à l'intersection de deux caractéristiques consécutives, les coordonnées .r, /, z de ce point sont celles de la caractéristique qui ne changent pas lorsque, dans ces équations, a change et devient a -h rfa : on aura donc une équation relative à ce point, si l'on différentie les équations de la caractéristique, en regardant x^ r, z comme constantes, et a comme seule variable ; ce qui donne la troisième équation
Pour un a déterminé, les trois équations donnent les valeurs des coordonnées a?, j, z du point correspondant de l'arête de rebroussement; et cette arête elle-même est le lieu de tous les points qu'on obtiendrait ainsi en donnant successivement à a toutes les valeurs possibles.
Donc les équations intégrales de T arête de rebroussement sont le résultat de l'élimination de a entre les trois équations précédentes.
Les valeurs de a?, j, z, que produisent les trois équations précédentes, contiennent toutes le même radical. Si les quantités oc^ Çj 4, TT ont entre elles une relation telle, que la valeur de ce radical commun soit nulle, deux caractéristiques quelconques ne se coupent plus en deux points; elles n'ont qu'un seul point de commun, et ce point est un point de contact. Les deux branches de la courbe touchée par toutes les caractéristiques se confondent en une seule; et cette courbe, sans cesser d'être une ligne singulière de la surface , n'est plus une arête de rebroussement , elle est une ligne de striction .
Il est facile de trouver qu'en faisant, pour abréger,
l'équation qui établit la relation que doivent avoir entre elles les quatre quantités a, ^, 4> •^''7 pour que le radical s'évanouisse, est
Cette relation est destinée à chasser une des trois fonctions (p, •>!., tt. Pour ce cas particulier, l'équation intégrale ne doit donc renfermer que deux des trois fonctions (p, •>!., tt, et son équation aux différences partielles, délivrée de toute fonction arbitraire, ne doit donc être que du second ordre. Mais l'équation en a, ^, 4> "^^ q^^ nous venons de trouver, n'est pas algébrique; elle est aux différences ordinaires du second ordre : on ne peut donc , par son moyen , éliminer une des trois fonctions arbitraires et ses deux dérivées, à moins qu'on ne différence aux différences ordinaires les autres équations qui appartiennent à la surface. L'équation différentielle de ce cas particulier doit donc être aux différences mêlées, ordinaires et partielles. Je reviendrai sur cette surface, et je la traiterai
dans le plus grand détail, lorsque je remploierai comme exemple dans le Mémoire que je donnerai sur les équations aux différences mêlées.
Lorsqu'une surface est du premier ordre, ou, pour mieux dire, lorsque l'équation de son enveloppée ne contient qu'une seule fonction arbitraire de a, son arête de rebroussement est toujours susceptible d'être exprimée par une seule équation aux différences ordinaires, délivrée de a et de la fonction. En effet, soit M = o l'équation de l'enveloppée qui ne soit composée que de cT, j, z, a, ^a; les équations intégrales de l'arête de rebroussement seront
On pourra donc différentier les deux premières, en regardant a comme constante; ces deux premières, et leurs différentielles ordinaires, ne contiendront, par rapport à a, que a, (pa, (p'a: on pourra donc toujours éliminer ces trois quantités entre les quatre équations, et l'équation aux différences ordinaires résultante exprimera, en général, les arêtes de rebroussement de toutes les surfaces soumises à la même génération, et renfermera, comme cas particuliers, toutes les caractéristiques de ces surfaces.
Dans les surfaces d'ordres supérieurs, comme celle que nous traitons, et dont l'équation de l'enveloppée contient plus d'une fonction arbitraire de a, quelque loin que l'on pousse les différentiations ordinaires, il est, en général, impossible d'éliminer toutes les fonctions, parce que chaque différentiation introduit des dérivées nouvelles; et l'on ne peut avoir, pour l'arête de rebroussement,
une équation délivrée de ol et de toutes ses fonctions, qu'aux différences mêlées, ordinaires et finies. Cela tient à ce que, dans notre cas par exemple, pour qu'un point appartienne à une arête de rebroussement, il ne suffit pas que chacun de ses points soit déterminé par l'intersection de deux circonférences de cercles consécutifs et variables de rayon; car si l'on faisait mouvoir un cercle variable de rayon de manière qu'il fût perpétuellement tangent à une même courbe donnée, sa circonférence n'engendrerait pas la surface dont nous nous occupons. Il faut que les circonférences des deux cercles consécutifs se coupent en deux points, et que ces deux points soient sur les deux branches de l'arête de rebroussement. Dans l'équation différentielle de cette arête, on est donc obligé de (considérer en même temps deux points placés à une distance finie; i*e qui introduit nécessairement les différences finies. Dans un Mémoire où je m'occuperai de la construction des équations aux différences mêlées, ordinaires et finies, l'arête de rebroussement dont il s'agit ici entrera naturellement comme exemple.
Pour trouver directement les équations de la surface aux différences partielles du premier ordre, il faut exprimer une propriété générale du plan tangent ou de la normale : or la surface a évidemment cette propriété, que si, par un quelconque de ses points, on hii mène une normale, cette droite, qui sera aussi normale à la sphère enveloppée que la surface touche en ce point, passera par le centre de la sphère. Or, en nommant x\y\ z' les coordonnées du point variable de la normale, les deux équations de cette droite sont, comme on sait,
la normale devant passer par le centre de la sphère dont les coordonnées sont ^ocj -^lu^yra, ces deux équations doivent donc avoir lieu pour la surface, en mettant, pour .r', >', z\ les valeurs respectives ^, 4, 9r : donc on aura
.r — ^-}-p{z — tt) -.-■- (), j — 4-t-7(z — tt) = 0.
Tirant de ces deux équations et de celle de la sphère les valeurs de .r, K, 3, et faisant, pour abréger,
I + p' + 7' = /•', on aura les trois équations
{X — ?)/• -h OC/J = O,
(j — 4)X- + ary = 0, {z — 7r)k — a =0,
qui comprennent les trois équations aux différences partielles du premier ordre de la surface; c'est-à-dire que, si Ton prend ces trois équations deux à deux, ce qui se peut faire de trois manières différentes, le résultat de l'élimination de a, entre chacun de ces trois systèmes, sera une des trois équations différentielles du premier ordre. Ainsi ces trois équations sont, la première, le résultat de l'élimination de oc entre les deux équations
(cX* — (p)k -h (xp = o,
(7 — 4)* + «7 = 0; la seconde, le résultat de l'élimination de a entre les deux suivantes :
et la troisième, le résultat de l' élimination de a entre les deux
autres :
{x — ^)k -+- ûtp = o,
où Ton voit que chacune de ces trois différentielles est délivrée d'une des trois fonctions arbitraires (p, 4? '^•
Puisque toutes les normales à la surface, menées par les points de la génératrice considérée dans une position fixe, passent par le même point, qui est le centre de la sphère correspondante, la génératrice est telle, que les normales qui passent par deux de ses points consécutifs sont dans un même plan; elle est donc la ligne d'une des courbures de la surface. H y a donc entre la surface que nous considérons ici, et celle qui fait l'objet du paragraphe précédent, cette analogie, que dans l'une et l'autre, la ligne d'une des courbures est plane; mais il y a cette différence, que dans la surface précédente le plan de cette ligne de courbure contient toutes les normales qui passent par ses différents points, tandis que dans celle-ci le plan n'en contient aucune. Le lieu des normales qui passent par la même ligne plane de courbure est la surface d'un cône à base circulaire, dont le sommet est au centre de la sphère, et dont la base est dans le plan de la ligne de courbure.
Pour tous les points de la même ligne de courbure plane, le centre de cette même courbure n'est autre chose que le centre de la sphère enveloppée : donc, dans la surface que nous considérons, le lieu des centres d'une des courbures cesse d'être une surface
courbe; il se réduit à une ligne courbe, qui est celle que parcourt le centre de la sphère mobile, comme cela arrive aux surfaces de révolution, qui en sont des cas particuliers.
D'après cela, il est facile de trouver, par des considérations géométriques, les trois équations aux différences partielles du second ordre; car il évident que, pour tous les points de la ligne plane de courbure, le rayon de cette courbure est constant et égal au rayon de la sphère enveloppée, que nous avons représenté par a. Or l'expression générale du rayon de courbure est donnée en R par l'équation
R^(^rt — s')-hRk[{i-{'(j')r—y?rjs-h{i-hp'}t]-hk'=o;
donc, tirant de cette équation la valeur de R, et la substituant pour a dans les trois équations aux différences premières, les trois équations aux différences partielles secondes seront
{x — (pR) k -+-pR = o, (j— 4R)Â + ^R=o,
{z — 7rR)k— R =o,
équations qui sont séparées, et dont chacune ne contient plus
qu'une fonction arbitraire.
Ces équations sont les mêmes que celles qu'on aurait obtenues
en différentiant partiellement les trois équations aux différences
premières.
Les équations aux différences partielles du troisième ordre expriment les propriétés des surfaces courbes, relatives aux variations de leurs lignes de courbure ou de leurs rayons de courbure : or, par rapport à ces variations , la surface que nous considérons jouit évi-
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demment de cette propriété, que, pour tous les points de la ligne plane de courbure, le rayon de cette même courbure est constant ; ce qui établit une opposition entre cette surface et celle du paragraphe précédent, dans laquelle le rayon de la courbure plane est constant pour tous les points d'une même ligne de l'autre courbure. Si donc on représente par
\dx -h Brfj = o
l'équation générale de la ligne de courbure que nous avons donnée art. XL du paragraphe précédent, et dans laquelle le signe du radical doit être différent de celui qui entre dans l'expression du rayon de courbure R , afin que le rayon et la courbe appartiennent
à la même courbure, il faut qu'en donnant à -^ la valeur qu'elle a
dans cette équation, le rayon de courbure soit constant, ou que
l'on ait
dK = o,
ou enfin
On aura donc , pour tous les points de notre surface ,
Si Ton effectue les différentiations partielles indiquées dans cette équation, on aura l'équation unique aux différences partielles du troisième ordre de la surface.
Pour effectuer les différentiations partielles de l'article précédent, et arriver à un résultat mieux ordonné, je reprends, dès l'origine, la recherche des lignes et des rayons de courbure.
FiCs équations de la normale, en x\ y\ z sont, comme on sait,
Si Ton considère deux normales consécutives, telles qu'elles soient dans un même plan, ou qu'elles se coupent, il faut difFérentier ces deux équations, en regardant x\ >*', z comme constantes; ce qui donne
dx\\'\-p^ — (z' — z)r\ -h dy[pq — (r/ — z)s\ = o, dx [pq — {z — z)s^ -h dy f i -H ^' — [^' — z) t\ = o,
lans lesquelles la valeur de -^ est celle qui convient k la ligne de
courbure par laquelle passent les deux normales consécutives, et dans les quatre équations, les coordonnées x\ r', z sont celles du point de rencontre des deux normales, et, par conséquent, du centre de la courbure : on aura donc
^X'—XY-^ {y' — yy-^{z/—zY= K\ OU
substituant cette valeur de z — z dans les deux équations différentielles, elles deviendront
<i^ii+p' — -fj -+- dy [pq — -^ ) = o, dœ{pq— ^^ 4- dy ( I -h ^* — ^ ) = o.
Actuellement, soit fait, pour abréger,
Rr— {\-^p')kz= A, R.V — pqk = B,
l'équation de la projection de la ligne de courbure sera, indifféremment, Tune des deux suivantes :
Kdx H- Brfj = o, Brfo? H- Cdy = o,
entre lesquelles éliminant^, on aura, pour l'équation qui donne la valeur du rayon de la même courbure,
AG — B^=o.
C'est cette équation qu'il faut différ entier partiellement pour avoir les valeurs de ( -j- j > ( ^ ) •
La différentielle ordinaire de l'équation AG — B^ = o est
GrfA — aBrfB + kdC = o,
ou, en mettant pour rfA, rfB, dC leurs valeurs,
dK (Gr _ 2B^ -+- A^) H- R (Grfr — aBeiy + \dt) — 7,k [Cpdp — B {pdq -+- qdp) H- kqdq ]
Donc, si l'on fait
dr = wctr -h uidy^
ds = wdx -h wdf,
dt = ivdx H- vdy,
les deux différences partielles de cette équation sont
ps-hqt
l(i^p^)C — pqY^-h(i-h(j')A] = o.
Pour substituer ces valeurs de ( t- ) » ( ^— J dans
il faut multiplier la première par B, la seconde par A, et retrancher; ce qui donne, pour l'équation aux différences partielles du troisième ordre,
Mais des trois termes dont cette équation est composée, le second est le double du troisième. En effet, si dans les équations qui donnent les valeurs de A, B, C, on prend celles de i -h/;% prjj i -h 7 ' , pour les substituer dans le dernier facteur du troisième terme, on trouve, à cause de AG — B ^ = o,
(i-h/?^)(G-2B/?7-+-(i-h7^)A = J(Cr-2Ry + A0,
et, prenant dans les mêmes équations pour r,s,t leurs valeurs pour les substituer dans le premier facteur du même terme, on trouve
donc le troisième terme de l'équation aux différences partielles du troisième ordre sera
— /• {Bp — Aq) (Gr — 2Bs-h At),
et, par conséquent, la moitié du second terme: donc, réduisant et chassant G au moyen de AG — B ^ = o , cette équation sera
R (B V — 3B'Aiu -h 3 BA^v — A\) — 3k (Rp — Aq) (BV — 2 ABj + AH)
dans laquelle il n'y a plus qu'à substituer pour A et B leurs valeurs, qui sont en différences partielles du second ordre.
S'il s'agissait d'intégrer cette équation , sa simplicité rendrait l'opération très-facile. En effet, l'équation de la projection de la caractéristique est
B Vj^ -h 3\^'Adr'cLJC -h 3B\'dr(h:' -+- A'rùv' = o,
qui est un cube parfait, et dont la racine est, indifféremment,
Brfj -h Adx = o, ou
Cdr -h Bctr = o,
à cause de AC — B^ = o ; ce qui prouve que la surface n'a qu'une seule caractéristique , et que la quantité qui doit entrer sous les trois fonctions arbitraires qui complètent son intégrale finie, est la même. Remettant dans ces équations, pour A, B, G, leurs valeurs, elles deviennent
(R^ — pqk) dy -h[Kr — (i -h/?"*)^] dx=^o^ [Kt — (i + 7') k] dy + (R^ —pqk) dv = o,
ou
Kdp — k {dx -j- pdz) = o,
Rdq — k {dy H- qdz) = o,
entre lesquelles, si l'on élimine la quantité R, on trouve |)our caractéristique,
[dy -+- qdz) dp = {dx -h pdz)dq^
(jui est l'équation générale de la ligne de courbure ; donc la c téristique est une des lignes de courbure de la surface.
Si , des deux équations
Kdp — k [dx H- pdz) = o,
Rdff — /• (dy -h gdz) = o,
et de
dz — pda' — gdy = o,
on tire les valeurs de r/j*, dj% dzj on trouve
r/.r = Rrf ? ,
dz = — Rrf Y '
équations qui, en regardant R comme constante, sont des diftérentielles exactes. Or ces trois équations ont lieu pour la caractéristique : donc, pour tous les points de cette courbe, la quantité R est constante; donc, en intégrant ces trois équations, et les complétant chacune par ime fonction arbitraire de la quantité R, qui a été regardée comme constante, on aura, pour la surface courbe, les trois équations premières séparées
X— (pR = R^,
-4R = Rf,
z — tR = — ï^ jL '
dans lesquelles il faut mettre, pour R, la valeur du rayon de courbure en diflFérences partielles du second ordre.
La quantité R étant la seule, dans ces équations, qui contienne des différences partielles du second ordre, il est évident que, si Ton
éliminait R entre deux quelconques de ces équations, le résultat ne renfermerait plus que des différences partielles du premier ordre, et contiendrait deux des fonctions arbitraires; ce résultat serait donc une des intégrales secondes. Ij' élimination dont il s'agit ici ne peut s'effectuer tant que les fonctions qui contiennent R sont arbitraires, et Ton ne peut que l'indiquer. Donc les trois intégrales secondes sont les résultats de l'élimination de l'indéterminée R entre les trois équations précédentes considérées deux à deux ; ce qui peut se faire de trois manières différentes.
Enfm, si l'on fait la somme des carrés des trois équations pré- (*édentes , on trouve
(a; _ (pR) = -^ (j _ ^Ry + (2 _ ttR)^ = R%
qui est F équation de l'enveloppée mobile, en vertu de la variation de l'indéterminée R. L'équation intégrale finie est donc le résultat de l'élimination de R entre cette équation et sa différentielle, prise en regardant R comme seule variable.
L'équation aux différences partielles du second ordre, que nous venons de traiter, appartenant à une surface qui n'a qu'une seule caractéristique, et l'intégrale finie de l'enveloppée ne contenant les quantités a?,/, (pa, 4« q^^ sous les parenthèses {a: — <pa), ( J — ^a), elle peut être intégrée d'une autre manière, que je ne dois pas passer sous silence, parce qu'elle convient à toutes les autres équations qui sont dans le même cas, et pour les ordres supérieurs au premier.
Nous avons vu que l'équation de la caractéristique, déduite de l'équation du troisième ordi*e, est indifféremment l'une des deux suivantes :
Bdy -+- Adx = o, Cdy + Beir = o :
mettant pour ^ sa valeur —7 — dans la proposée, elle devient
R (iid^ ^ -h 3 ludx '^dy -\- 3 wdxdy ^ -h vdy ' ) — 3k{pdx -h qdj) [rdx' -+- isdxdy + tdy^)
Si l'on considère cette équation comme appartenant à la surface, et, par conséquent, aussi à l'enveloppée, de manière que dx et dy puissent être regardées Tune et l'autre comme constantes, elle peut être mise sous la forme suivante :
Rrf'z — 3kdzddz = o.
Actuellement, des deux équations de la caractéristique , si Ton multiplie la première par dx^ la seconde par rfj, et si l'on ajoute, on a
Cdf^ -\- ilàdxdy -h kdx' = o,
qui, par la restitution des valeurs de A, B, G, donne
R {rdx'^ H- 2 sdxdy 4- tdj^) \
— Â[(i-|-/?^)Gtr-+ ipqdxdy -+- (1 + ^^) rfj'])"^'
ou
^ddz — k {dx' -h dy- ^dz^) = o\
au moyen de laquelle chassant ^de l'autre équation aux différences
ordinaires de z, on trouve pour la surface, et par conséquent pour Tenveloppée, l'équation aux différences ordinaires du troisième ordre,
{dx' H- dy- H- dz') d^z — 3dzddz^ = o,
qu'avec un peu d'habitude on reconnaît aisément pour être l'équation générale de la sphère, quelles que soient et la position de son centre dans l'espace, et la grandeur de son rayon; mais si on ne la
reconnaissait pas, il serait très-facile de l'intégrer, car elle n'est autre chose que
^( Td-i H-z) = o,
dont l'intégrale, complétée par la constante arbitraire ^, est
f/jo^ -h rff' -h dz^ H- (2: — S) ddz = o.
En regardant dx et dy comme constantes, cette intégrale est une autre différentielle exacte, qui peut se mettre sous la forme suivante :
d \xdx -h ydy -h (z — S) dz\ = o,
dont l'intégrale doit être complétée par une quantité de cette forme [i,dv-\-ydy^ puisque dx et dy ont été regardées toutes deux comme constantes dans la différentiation ; donc l'intégrale seconde sera
{x — ^)dx -+- {y — y) dy -h (z — S)dz = o,
dans laquelle (S et y sont deux nouvelles constantes arbitraires introduites par la même intégration : ainsi, l'intégrale troisième de l'équation de l'enveloppée sera
Or la surface à laquelle appartient la proposée n'a qu'une seule caractéristique ; par conséquent , des quatre constantes arbitraires que contient l'intégrale précédente, trois quelconques sont des fonctions arbitraires de la quatrième : donc l'équation intégrale de l'enveloppée, considérée comme mobile en vertu de la variation de son rayon , est
{x— (p«)' --f- {y— 4a)' H- (z — Tra)^ = a^ ;
donc, enfin, Téquation intégrale de l'enveloppe est le résultat de
réiimination de a entre cette équation et sa clifîérentielle, prise en regardant a comme seule variable.
Lorsqu'une surface courbe n'a qu'une seule caractéristique, c'està-dire lorsque les fonctions arbitraires qui complètent son équation intégrale sont toutes composées d'une même quantité a, il est toujours possible de déterminer quelles doivent être les formes de toutes ces fonctions, pour que la surface passe par autant de courl)es données arbitrairement dans l'espace, ou embrasse autant de surfaces courbes données. Mais, comme le procédé est un peu compliqué, je vais en donner la marche [)Our F un et pour l'autre cas.
Trois courbes étant données arbitrairement dans l'espace, déterminer les formes des fonctions arbitraires qui entrent dans l'intégrale, pour que la surface passe par ces trois courbes, ou, ce qui revient au même, pour que l'enveloppée, dans son mouvement, soit perpétuellement tangente à ces trois courbes.
Représentons les deux équations qui comprennent l'intégrale, par
puis, soient
les deux équations données en .f, /, z de la première des trois courbes par lesquelles la surface doit passer. Si l'on considère ensemble les trois équations
c'est-à-dire si Ton regarde les coordonnées Xy y y z comme ayant respectivement les mêmes valeurs dans les trois équations, ces coordonnées sont celles d'un point commun à l'enveloppée et à la courbe; mais il ne suffit pas que ce point soit commun à la courbe et à la surface, il faut qu'il soit un point de contact: donc, si Ton différentie aux différences ordinaires ces trois équations, ce qui, pour la première, donnera
[x — (pa) dx -h (r — 4^) ^X ~^ {^ — '^^) ^^ = ^? et, pour les deux autres,
\'dx -f- X'dy + // dz = o, X'da^-hY'dy + 7/dz = o,
dans lesquelles les six coefficients sont connus et donnés par la différentiation , il faudra que les deux quantités ^ ' ^' q^î déterminent la direction de la tangente de la courbe , aient chacune la même valeur dans ces trois équations; donc, si l'on élimine ces deux quantités entre les trois équations, on aura en x^y, z, ^, 4, -tt, une équation que je représente par
et qui doit avoir lieu pour que la courbe et l'enveloppée se touchent dans le point que l'on considère. Ainsi l'on aura, entre les trois coordonnées de ce point, les quatre équations
Donc, si l'on élimine entre elles les trois coordonnées .r, /, z di point de contact, on aura ena, cpa, 4«, tt» une équation que y représente par
et qui exprimera la relation que doivent avoir entre elles les trois fonctions arbitraires, pour que Tenveloppée touche la première courbe dans un certain point.
Actuellement, si, pour chacune des deux autres courbes données par lesquelles doit passer la surface, on fait les opérations analogues, on aura deux autres équations
qui seront aussi en a, (p«, 4 a, 7ra, et qui doimeront les relations que les fonctions arbitraires doivent avoir entre elles, pour que l'enveloppée touche chacune de ces deux courbes.
Mais il ne suffît pas que l'enveloppée touche chacune des trois courbes ; il faut que ce contact ait lieu pendant tout son mouvement, c'est-à-dire il faut que les relations que nous venons d'exprimer ne cessent pas, quand même a varie : donc il faut que l'on
ait encore
dH = o,
rfH' = o,
équations qui contiendront les quantités «, (pa, 4^? ^^^ ?'^5 4'^? 7r'«. Nous aurons.donc, entre ces sept quantités, les huit équations
dH — o,
dH' — o,
dH" — o.
Donc, en éliminant les sept quantités entre ces huit équations, on aura en j:, j, z une équation délivrée de a et de toutes les fonctions arbitraires, et qui sera celle de la surface demandée.
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Trois surfaces courbes étant données arbitrairement dans l'espace , déterminer les formes que doivent avoir les fonctions arbitraires dans l'équation intégrale, pour que la surface engendrée touche chacune des surfaces données dans une courbe de contact, c'est-à-dire pour que l'enveloppée, dans son mouvement, touche perpétuellement ces trois surfaces.
Représentons de même par
les deux équations qui comprennent l'intégrale, et soit
l'équation donnée d'une des trois surfaces que doit toucher la surface engendrée. Si l'enveloppée et la surface donnée se touchent en un certain point, non-seulement les coordonnées -VjX^ ^' ^^ ^^ point satisferont aux deux équations
mais encore le plan tangent en ce point à l'une des surfaces coïncidera avec le plan tangent à l'autre surface en ce même point : donc, si Ton diflférentie partiellement les équations de ces deux surfaces, ce qui, pour la première, donnera
*/ = —:— et, pour la seconde,
Ces trois dernières équations contiennent les sept quantités a, ^a, 4a, 7ra, (p'a, 4'a) "^'^^ ^ï*? entre ces sept quantités, nous avons les huit équations
H = o, rfH =^ o,
tr^.:=o, r/H'^=o;
donc, si, entre ces huit équations, on élimine les sept quantités, on aura en .r, >•, z une équation délivrée de toute fonction arbitraire, et qui sera celle de la surface demandée.
XXVII
SUR LES DÉVELOPPÉES, LES RAYONS DE COURBURE ET LES DIFFÉRENTS GENRES DINFLEXIONS DES COURBES A DOUBLE COURBURE.
l'out ce que l'on a fait jusqu'à présent sur les développées des courbes , en général , se réduit à avoir trouvé celles des courbes planes; encore, parmi le nombre infini de développées que peut avoir une courbe plane, n'a-t-on considéré, jusqu'ici, que celle qui se trouve dans le même plan qu'elle : or je me propose de démontrer qu'une courbe quelconque, plane ou à double courbure, a une infinité de développées, toutes à double courbure, à l'exception d'une seule pour chaque courbe plane, et de donner la manière de trouver les équations de telle de ces courbes qu'on voudra, étant données les équations de la développante. Tout ce qu'on connaît
sans qu'on eut eu besoin de connaître auparavant le plan dans lequel elle doit se trouver.
Soit KAaD {fig. i , PL III) (*) une courbe à double courbure quelconque tracée dans l'espace . Par un point A de cette courbe, soit mené un plan MNOP perpendiculaire à la tangente en A ; par lé point a infiniment proche, soit pareillement mené un plan mnOP perpendiculaire à la tangente en a : ces deux plans se couperont quelque part en une droite OP, qui sera l'axe du cercle dont le petit arc Aa de la courbe peut être censé faire partie ; de manière que si des points A et a on abaisse deux perpendiculaires sur cette droite, ces perpendiculaires, égales entre elles, la rencontreront en un même point G qui sera le centre de ce cercle. Tous les autres points g*, g"',..., de cette droite seront chacun à égales distances de tous les points de l'arc infiniment petit Aa, et pourront, par conséquent, en être regardés comme les pôles. Ainsi, si d'un point quelconque g de cet axe, on mène deux droites aux points A et a, les droites gX et ga seront égales entre elles, et formeront avec Taxe des angles h.gO et agO égaux entre eux: en sorte que, i** si l'on voulait définir la courbure de la courbe au point A , il faudrait donner la longueur du rayon AG du cercle osculateur; 2® si l'on voulait assigner le sens de la courbure, il faudrait donner la position du centre G dans l'espace. Mais s'il s'agissait simplement de décrire le petit arc, il serait également suffisant, ou de faire tourner la droite AG autour de l'axe, sans altérer l'angle AgO qu'elle fait avec lui, ou de faire tourner le rayon AG perpendiculairement à cet axe.
(*) G* est à celte même PL IJl que se rapportent tons les numéros de figures qui vont suivra dans ce paragraphe.
la former. Ce caractère est de pouvoir être développées sur un plan , comme les surfaces coniques et cylindriques à bases quelconques, sans duplicature et sans solution de continuité. En effet, les hèdres OPP'O' dont est composée la surface de lafig^ a, sont des portions de plans infiniment étroites, infiniment longues, et qui se coupent consécutivement suivant des lignes droites. Gela posé, on peut toujours concevoir que la première hèdre OPP'O' tourne autour de la droite O'P' comme charnière, jusqu'à ce qu'elle parvienne dans le plan de l'hèdre suivante O^P^P'^O''; qu'ensuite leur système tourne autour de O'^P'^, et en ne faisant qu'un même plan, jusqu'à ce qu'il soit dans le plan de la troisième 0''P''P'^0^, et ainsi de suite : d'où l'on voit que rien n'empêche que de cette manière tous les éléments de la surface ne viennent, sans rupture, se ranger dans un même plan. Donc la surface des pôles d'une courbe à double courbure quelconque est toujours une surface développable.
[Tne courbe quelconque plane ou à double courbure a une infinité de développées, dont le lieu géométrique est aussi la surfa^ce des pôles de cette courbe,
DEMONSTRATION. Du poiut A de la courbe par lequel passe le premier plan normal MNOP, soit menée dans ce plan, et suivant une direction arbitraire, une droite Ag*, jusqu'à ce qu'elle rencontre la section OP quelque part en un point g\ par les points A' et g soit menée, dans le second plan normal, la droite A'g*, prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre la section O'P' en un point g'\ soit pareillement menée h!^g'g^\ et ainsi de suite : je dis que la courbe qui passe par tous les points gj g\ g^\... est une des développées de la courbe RAD; car, i° toutes les droites Ag*, A'g', A!'g'\..,
sont les tangentes de la courbe gg'g'' ---^ puisqu'elles sont les prolongements des éléments de cette courbe ; 2** si Ton conçoit que la première Ag* tourne autour du point g pour venir s'appliquer sur la suivante Pi!g^ elle n'aura pas cessé d'être tangente à la courbe gg'g" '"i et son extrémité A, après avoir parcouru l'arc AA^ se confondra avec l'extrémité A' de la seconde. Que l'on fasse de même tourner la seconde ligne A! g' autour du point g*', pour qu'elle vienne s'appliquer sur la troisième A'^g*', elle ne cessera pas de toucher la courbe gg^ g" -^-^ et son extrémité A' ne sortira pas de l'arc A'A'^ et ainsi de suite. Donc la courbe gg'g" -^ est telle, que si l'on conçoit qu'une de ses tangentes tourne autour de cette courbe sans jamais cesser de lui être tangente, et sans avoir de mouvement dans le sens de sa longueur, un des points de cette tangente décrira la courbe KAD; donc elle est ime de ses développées. Mais la direction de la première droite A g" était arbitraire, et, suivant quelque autre direction qu'on l'eût menée dans le plan normal, on aurait trouvé une autre courbe g g'g^^ --"i qui aurait été pareillement une des développées de la courbe KAD ; donc une courbe quelconque a une infinité de développées toutes comprises sur la surface développable qui est le lieu de ses pôles : or cette surface renferme tous les pôles de la courbe, et est, par conséquent, la seule qui en contienne les développées ; donc elle est leur lieu géométrique.
Remarquons que tous les plans M, N, O, P étant tangents à la surface développable, puisque chacun d'eux est le prolongement d'un de ses éléments, la droite Kg^ qui, dans tous les instants de son mouvement, se trouve dans un de ces plans, est aussi nécessairement tangente à cette surface.
Si du point A on abaisse sur OP la perpendiculaire AG, du point A' sur O'P' la perpendiculaire A'G', du point A" sur O'^P'^ la perpendiculaire Pi!^G\ et ainsi de suite, nous avons vu que les points G, G', G",... seront les centres de courbure des éléments correspondants de la courbe KAD; que, par conséquent, la courbe qui passerait par tous les points G, G', G'',. . . serait le lieu géométrique de ces centres de courbure. Je dis que cette courbe ne peut être une des développées de la proposée, à moins que la proposée ne soit plane, auquel cas elle devient la seule dont on se soit occupé jusqu'à présent. En effet, lorsqu'une courbe est à double courbure, deux tangentes consécutives, quelque part qu'on les prenne, sont bien dans un même plan ; mais trois tangentes prises de suite ne peuvent plus s'y trouver : donc trois plans consécutifs, chacun normal à la courbe, ne peuvent pas être perpendiculaires à un même plan, et, par conséquent, l'intersection du premier et du second ne saurait être parallèle à l'intersection du second et du troisième. Donc, pour une courbe à double courbure, les droites OP, O'P', 0''P",. . . ne peuvent pas être parallèles.
Cela posé, la droite AG étant perpendiculaire à OP, la droite A'G lui sera aussi perpendiculaire, et, prolongée jusqu'en A, ne rencontrera pas O'P' perpendiculairement; elle sera, par conséquent, distincte de la droite A'G' abaissée perpendiculairement du point A' sur O'P'. Donc les deux droites consécutives AG et A'G' ne ren- (*ontreront pas la droite OP dans le même point; mais deux droites, considérées dans des plans différents, ne peuvent se rencontrer, à moins' que ce ne soit sur l'intersection des deux plans dans lesquels on les considère: donc les droites AG et A'G' ne se rencontrent pas, et ne sont, par conséquent, pas dans un même plan. Il en est de même de la suite des droites A'G', A"G", A"'G"', . . . , prises deux
à deux consécutivement ; donc toutes ces droites ne peuvent pas être les tangentes consécutives d'une même courbe. Il suit aussi de là que si, par deux points consécutifs G et G', l'on conçoit une droite qui sera tangente à la courbe GG'G'^..., cette droite ne passera pas par le point A' : or, en tant qu'elle est sur le second plan normal , elle ne pourrait couper la courbe KAD que dans le point A', oii ce plan la coupe lui-même; donc la courbe GG'G''. . . est telle , qu'aucune de ses tangentes prolongées ne rencontre la courbe KAD; donc elle ne peut être une de ses développées.
Si la courbe KAD était plane, toutes les droites OP, O'P', O^P'^,... seraient perpendiculaires au plan de la courbe, et, par conséquent, parallèles entre elles. Les droites AG, A'G', A'^G",. . . seraient toutes dans le plan de la courbe, et se rencontreraient consécutivement dans la courbe GG'G'^... , dont elles seraient les tangentes; et il est évident que cette courbe ne serait alors autre chose que ce qu'on a appelé, jusqu'à présent, la développée de la courbe KAD.
On aura une des désfeloppées d'une courbe quelconque, plane ou à double courbure, si, par un de ses points, et suivant une direction arbitraire, on mène une tangente à la surface développahle, qui est le lieu de ses pôles, et si Von plie librement sur cette surface le prolongement de cette tangente, c'est-à-dire que la courbe gg'g" ^^^ est celle que formerait sur la surface OPP'"0'" une droite pliée librement sur cette surface, et dirigée, au premier instant, suivant Kg.
Pour le démontrer, observons ce qui arrive à une droite ou à un fil que Ton plie librement sur une surface. Ce fil peut être considéré, ou comme ayant une largeur infiniment petite, c'est-à-dire comme un ruban infiniment étroit, ou comme n'ayant aucune lar-
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geur. Soient OP, P ''O'' [fiS- 3 et 4) deux éléments plans ou deux hèdres consécutives d'une surface courbe, jointe par la droite infiniment petite O'P'. Soit, pour le premier cas, ABG {fig- 3) un ruban infiniment étroit, appliqué sur un de ces éléments suivant une direction quelconque; il est clair que la partie BG ne peut pas se rapprocher de l'élément suivant pour s'appliquer sur lui, sans faire une partie de révolution autour de Bè ou de O'P'; et comme cette révolution doit se faire librement, ce qui comporte que ce ruban doit, dans tous ses points, toucher la surface, l'angle P'BG doit rester constant : le ruban prendra donc une position BC telle, que l'angle P'BG sera égal à l'angle O'BA. Dans le second cas, soit ABC {fig* 4) un fil tendu sur l'arête commune O'P' des deux éléments de la surface. Comme ce fil n'a aucun mouvement, il doit être également tiré par ses deux extrémités, et l'on pourra prendre, de part et d'autre du point B, des droites égales BA, BC, pour représenter ces tensions. On pourra décomposer chacune de ces deux forces en deux autres, l'une parallèle et l'autre perpendicuhdre à O'P'; et, en abaissant des points A et G des perpendiculaires sur O'P', ces quatre forces seront représentées par AD, BD, BE et CE. Puisque le fil est en équilibre, le point B n'a de mouvement ni vers O' ni vers P': on aura donc
BD = BE; donc on aura
l'angle EBG = l'angle ABD.
De quelque manière donc que l'on considère la ligne que forme, sur une surface courbe, une droite pliée librement, elle doit faire des angles égaux de part et d'autre avec chaque arête que l'on considère sur la surface. Or la ligne gg^g'^--- [fig- ^) jouit de cette propriété; car on a
l'angle A'^'O' = l'angle A'^^'O' = l'angle V'g'g' :
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et ce que nous venons de dire par rapport à l'arête O'P' doit aussi se dire par rapport à toute autre arête. Donc la courbe S S s'"' ^* ^^^^ ^^ formerait, sur la surface OPP'^'O'", une droite pliée librement, avec une direction kg au premier instant; donc, etc.
La courbe que forme une droite pliée librement sur une surface courbe est la plus courte entre ses extrémités que Von puisse mener sur cette surface.
DEMONSTRATION. Pour Ic démontrer, il suffît de faire voir que la ligne ABC {fig- 4)? ou la somme des deux droites AB-hBC, est plus courte que la somme de deux autres droites quelconques AM-+-MC, menées par les deux points A et G. Pour cela, soient
AD = a, DE = b, EC = c et EM = .r; on aura
MC = \Jc'' ^x\ AM = v/«' -h (* — x)\
et, par conséquent,
AM + MC = \lc' -h x' + \/a^ ^{b — x)\ dont la différentielle, égalée à zéro, donne
[b — x) : y/a^ -+- {b — xf = x : yjc' + .r=* ;
ce qui exprime que, dans le cas du minimuniy Tangle AMD doit être égal à l'angle EMC, et que, réciproquement, lorsque ces angles sont égaux, la somme AB+BC est un minimum. Donc, etc.
On aurait pu démontrer que chaque développée est la plus courte entre ses extrémités que Ton puisse mener sur la surface développable, par une considération beaucoup plus simple; car, puisque Ton a partout l'angle gg'O' = P'g'g% l'angle g'g"0"= ^"g"g'^, et ainsi de suite, il est évident que si Ton développe la surface dé-
veloppable sur un plan, la courbe g g g" doit s'étendre en ligne
droite; d'oii il suit immédiatement qu'elle est la plus courte entre ses extrémités qui puisse exister sur la surface développable. Mais cette démonstration ne peut avoir lieu que pour les surfaces développables. D'ailleurs ce n'est pas là la propriété des développées qu'il importait de connaître : il est bien plus utile, dans la pratique, de savoir qu'ayant construit la surface développable, lieu géométrique des développées d'une courbe quelconque à double courbure, on a mécaniquement une de ses développées en menant, par xm point de la courbe, un fil dans une direction quelconque tangent à cette surface, et pliant ensuite librement le fil sur la surface, ce qui est simple, et suit immédiatement de l'art. IX.
Une courbe plane a donc une infinité de développées qui se trouvent toutes sur la surface du cylindre, qui a pour base celle de ces développées qui est dans le plan de la courbe; et toutes ces développées sont à double courbure, à l'exception seulement de celle dont on s'est occupé jusqu'à présent, et qui sert de base à la surface cylindrique.
Réciproquement, ime surface cylindrique à base quelconque est le lieu des développées d'une infinité de courbes, dont aucune ne
peut être à double courbure. Soient, en effet {fig. 5) , BB'B'^ B'^'. . . .
une courbe plane quelconque, et OO'O'^O''^ sa développée
plane; par tous les points B, B', B '',... soient menés dans le plan de la courbe les rayons de développées BO, B' O', B'^C , . . . , qui se couperont consécutivement dans la développée OO'O'^O'". .., à laquelle ils seront tangents. Par les points O, O', 0'^ O '",... soient menées, perpendiculairement au plan de la courbe, les droites OP, O'P', CP'^. . . , dont l'assemblage formera une surface cylindrique qui, d'après l'article précédent, sera le lieu de l'infinité de développées de la courbe BB'B'^B''^... Par le point B, et suivant une inclinaison quelconque, soit menée sur OP la droite BP; par les points B' et P soit menée la droite B'P, prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre O'P' quelque part en P' : de même, soit menée B'^P', prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre 0"P'^ en P'^ et ainsi de suite; ou, ce qui revient au même, par le point B, et suivant une direction quelconque BP, soit menée une tangente à la surface cylindrique, et soit librement pliée cette droite sur la surface en pp'p//pw . Qjj ^yp^ y^jç j^g développées à double courbure de
la courbe plane BB'B'^B'^... Gela posé, la courbe PP'P".... est bien, à la vérité, la développée d'une infinité d'autres développantes que de BB'B'^..; mais il est clair que toutes ces développantes doivent être comprises dans la surface courbe formée par les rayons de développées BP, B'P', B^'P"..., et qu'on aura une de ces développantes en allongeant ou diminuant tous ces rayons d*une quantité constante B6 : ainsi les courbes bh'h''h'" . . , , décrites par l'extrémité du rayon de développée, augmenté ou diminué de la quantité Bè , ont aussi , pour une de leurs développées , la courbe PP'P''P'".... Or, si des points b, h\ //^ 6'^..., on abaisse des perpendiculaires sur le plan de la courbe BB'B'^B'". . , , on aura autant de triangles rectangles W?k, B7/X^..., égaux entre eux et semblables, puisque tous les rayons des développées sont également
inclinés à ce plan : donc toutes les perpendiculaires bk^ h'k\ Vk^ ^. . . seront égales; donc tous les points de chaque courbe bb'b'^b'" ... seront à égales distances du plan de la première; donc ces courbes seront planes: ainsi la courbe PP'P'^P''^.. ne peut être la développée que de courbes planes. Mais ce que Ton vient de dire de la courbe PP'P^'P'^'... peut s'appliquer à toute autre décrite de la même manière sur la surface cylindrique; donc une surface cylindrique à base quelconque ne peut être le lieu des développées que de courbes planes.
Toute courbe tracée sur la surface d'une sphère a pour lieu de ses développées la surface d'un cône dont le sommet est au centre de la sphère, et dont la base dépend de la nature de la courbe; car tous les plans perpendieulaires aux éléments de la courbe le sont aussi à la surface sphérique, et passent, par conséquent, par le
centre.
Réciproquement, une courbe quelconque, dont le lieu des développées est la surface d'un cône à base quelconque, est sphérique, et a pour centre le sommet du cône ; car, pour en trouver une développée, il est indifférent de donner telle direction que l'on voudra au rayon de développée, pourvu qu'il soit normal à la courbe, ou, ce qui revient au même, qu'il soit tangent à la surface conique : on peut donc le diriger au sommet du cône, autour duquel il fera une infinité de révolutions sans s'allonger sensiblement, et le point décrivant restera toujours à la même distance de ce sommet.
Donc une courbe qui n'est ni plane ni sphérique a pour lieu dt ses développées une surface développable, dont deux arêtes recti
lignes consécutives se rencontrent bien quelque part, mais dont trois prises de suite ne se rencontrent pas dans un même point. La suite de ces points d'intersection forme une courbe qu'il est fort aisé de reconnaître pour ne devoir jamais être plane, parce qu'alors la surface développable, dont toutes les arêtes ne sont autre chose que les tangentes de cette courbe, serait réduite à un plan.
Donc, 1° lorsque le lieu des développées d'une courbe à double courbure aura deux arêtes consécutives parallèles entre elles, la partie correspondante de la courbe sera plane, et réciproquement; a** lorsque trois de ces arêtes consécutives se rencontreront dans le même point, la partie correspondante de la courbe sera sphérique, et son centre sera au point de rencontre des trois arêtes.
Avant que d'aller plus loin, disons quelque chose des surfaces développables en général .
Il suit de tout ce qui précède, que les surfaces développables sont toutes composées du système d'une infinité de droites prolongées à Tinfini, et qui, toutes prises deux à deux consécutivement, sont dans un même plan . 11 peut donc arriver ces trois cas : i "* qu'elles soient toutes parallèles entre elles , et alors la surface développable est cylindrique àbase quelconque; a"* qu'elles se rencontrent toutes dans un même point : dans ce cas, la surface est celle d'un cône à base quelconque; 3"* enfin, que toutes ces droites se rencontrent deux à deux consécutivement dans une suite de points, dont le système forme ime courbe à double courbure , à laquelle toutes ces droites sont tangentes, et c'est le cas général des surfaces développables. Cette courbe, pour chaque surface en particulier, est singulièrement remarquable, et jouit, en général, des propriétés suivantes :
i*'. Cette courbe suffit pour déterminer la surface développable à laquelle elle appartient , puisque cette surface n'est autre chose que le lieu géométrique de ses tangentes.
a"*. Elle est la limite de la surface développable, puisqu^aucune des droites dont est composée la surface ne peut passer du côté vers lequel cette courbe est concave. Ceci s'entendra mieux par un exemple. Que l'on conçoive que toutes les tangentes possibles de r hélice d'une vis soient prolongées à l'infini, et forment, par leur système, une surface développable: cette surface aura un nombre infini de nappes^ et chacune de ces nappes sera d'une étendue infinie, comme les droites dont elle est composée; mais aucune d'elles n'entrera dans le cylindre sur la surface duquel est tracée F hélice : elles viendront donc toutes se terminer à cette courbe, qui sera, par (conséquent, leur limite.
3". Cette courbe est pour la surface développable ce qu'un point de rebroussement est pour une courbe ordinaire ; car les tangentes d'une courbe peuvent également être prolongées dans les deux sens, chacune par rapport à son point de contact : or leurs prolongements dans un sens forment une nappe particulière; leurs prolongements dans l'autre sens forment une nappe distincte de la première, tant que la courbe n'est pas plane, et néanmoins ces deu\ nappes passent à la fois par la courbe qui est leur limite commune. Cette courbe est donc, à proprement parler, \ arête de rehroiissement de la surface développable; c'est aussi le nom que je lui donnerai. J'appellerai donc désormais arête de rebroussement d'une surface développable la courbe touchée par toutes les droites dont cette surface est composée, ou, pour parler plus rigoui^usement, la courbe constamment touchée par la droite qui, en se mouvant, engendre la surface.
Il ne s'agit plus actuellement que d'appliquer l'analyse à tout ce qui précède.
Etant données les équations (Vune courbe à double cour bure rapportée à trois plans rectangulaires , tromper celle du plan normal mené par un point déterminé de la courbe.
Solution. Le plan normal étant perpendiculaire à la tangente de la courbe au point oii elle est coupée par ce plan, il suit du premier problème qu'on aura facilement l'équation demandée, lorsqu'on aura celles des projections de cette tangente; or ces projections sont elles-mêmes les tangentes aux projections de la courbe dans des points qui correspondent à la même abscisse : la question est donc réduite à trouver les équations des tangentes des projeo
tions. Soient
y z= (px et 2 = ^x
les équations des projections de la courbe, (p et ^ indiquant des fonctions quelconques; soient, de plus, x' l'abscisse du point déterminé de la courbe par lequel on doit mener le plan normal, et, par conséquent, (px' et '\x' les autres coordonnées de ce point: cela posé, cherchons d'abord l'équation de la tangente à la projection sur le plan des x et y.
Cette équation doit généralement être de cette forme,
y = Ax + B,
A étant la tangente de l'angle que fait cette droite avec l'axe des x. Or cet angle est le même que celui que fait avec le même axe l'élément de la projection qui correspond aux coordonnées x' et (px^; donc on aura
Tua tangente devant, de plus, passer par cet élément, il faut que la
constante B soit telle, qu'en faisant x^=x on ait
r équation de la tangente à la projection sur le plan des x et >
sera donc
y — (px' = (.r — .r') (p^x\
Par un semblable raisonnement, on trouvera que réquation de la tangente à la projection sur le plan des ^r et z, pour la même abscisse du point de contact, est
z — ^x^ = (a: — cr' ) 4' j;'.
Ces deux équations sont celles des projections de la tangente de la courbe à double courbure, et l'équation demandée du plan normal sera
Etant données les équations d'une courbe à double courbure rapportée à trois plans rectangulaires, trouver celle de la surface dévehppable qui est le lieu géométrique de toutes ses développées.
Solution. Soient, comme précédemment,
y z=i (px et z=^'\x
les équations de la courbe proposée, de manière que c^Ue du plan normal mené par le point de la courbe qui correspond à l'abscisse x' soit, en vertu du problème précédent,
(A) (z — 4^*') 4'*^'+ (j — <px')<p'x' -\r- X — J?' = 0.
Si l'on prend encore sur la courbe un point infiniment voisin du
premier, et correspondant à l'abscisse x'-^dx', l'équation du plan normal mené par ce nouveau point se trouvera en mettant, dans la précédente, .r' + ctr' à la place de a;', et sera
j [z — ^x'^dx')^\x'^dx') \_
^^^ \-^[y — ^'i^x'^dx')](p\x'-^d.v') + X — {x'+dx'))^'
et si, dans les deux équations (A) et (a), on fait les x^ y et z de Tune égales respectivement aux x^ y tt z de. l'autre, ces deux équations seront celles de la droite d'intersection des deux plans infiniment voisins; ou bien, retranchant (A) de (a), négligeant les infiniment petits du second ordre, et divisant par dx\ on aura pour cette droite d'intersection les deux équations suivantes :
(A) (s — '^x')^\v' -\- ( j — (px' ) (p' x' -{- X — cf'= o,
(B) (2 — 4^')4V+(j — ^a'>V— [i+((pV)^H-(4V)^J=o.
Or cette intersection se trouve tout entière sur la surface des développées, et renferme tous les pôles de l'élément de la courbe compris entre les limites x' et x' -^ dx^ ; donc, pour avoir entre Xr, y et z une relation qui convienne à tous les pôles de la courbe, indépendamment de l'abscisse x\ on n'aura qu'à éliminer x^ des deux équations (A) et (B), et l'équation qui résultera sera celle de la surface demandée.
()n peut déduire immédiatement l'équation (B) de l'équation (A), en remarquant qu'elle est la différentielle de celle-ci prise en regardant x' comme seule variable. Donc, pour trouver l'équation de la surface développable, qui est le lieu géométrique des développées d'une courbe à double courbure, il faut d'abord chercher l'équation du plan normal à la courbe, qui sera nécessairement de cette
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forme,
A; + Bj 4- C^ -h D = o,
et dans laquelle les constantes A, B, C, D sont des fonctions connues de l'abscisse ^v\ correspondante au point de la courbe par lequel passe le plan normal ; différentier ensuite cette équation en ne faisant varier que oc\ ce qui donnera une seconde équation qui servira à éliminer .x' de celle du plan, et l'équation en x, y et z qu'on obtiendra , sera celle de la surface demandée .
Etant données les équations cVune courbe à double courbure, trouver celle de /'arête de rebroussement de la surface développable qui est le lieu géométrique de ses développées.
Solution. Les deux équations du problème précédent étant celles de l'intersection des deux plans perpendiculaires à la courbe, menés par les points qui correspondent aux abscisses or' et x'-\- dx\ et, par conséquent, celles d'une des droites qui composent la surface des développées; si l'on suppose que dans ces deux équations, .r' devienne x' -^ dx\ et que x^ -h dx' devienne x' + a,dx' ^ ce qui donnera
, v( [z—^[x'^dx')]^' [x'-^ dx')^[j — tf{x'-^ dx')y {x'-\- dx')\ ( [z — ^{x'-^:tflx')']^'[x'-\-^dx')-^[ r—'f[x'^^dx')]^'{x'^^dx')\_
ces deux équations seront celles d'une droite qui se trouve encore sur la surface des développées, infiniment près de la première; et si, dans les quatre équations (A), (B), (a) et (6), on fait les j;, j, z de chacune d'elles égales aux a:, j, z de toutes les autres, ces quatre équations seront celles de Tintersection de ces deux droites infini-
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ment proches. Ou bien, remarquant que les équations (B) et {a} se comportent Tune l'autre, et retranchant ensuite {a) de {f?), on aura pour le point d' intersection des deux droites consécutives les trois équations
(A) (z— tp jc') if'x'-h (y — (fx^) 9'.r'H- x — .r' = o ,
(C) (z— fr')f^r'H-(r— (p'V)^^'— :%V9^r'-^fx'(f^r'J =
Or ce point d'intersection appartient à l'arête de rebroussement ; il se trouve en même temps sur les trois plans perpendiculaires à la courbe proposée , menés par les points de cette courbe qui coiTespondent aux abscisses .r', x-j- dx\ :t'-h *i(Lv ; sa position dépend donc de l'abscisse .r'. Donc*, si l'on veut avoir les équations qui conviennent à la suite des points ainsi déterminés, indépendamment de Tabscisse .r', on n'aura qu'à éliminer .r' des trois équations (A), (B) et (C), et les deux équations en .r, y et z qu'on obtiendra, seront celles de l'arête de rebroussement demandée.
On peut déduire immédiatement l'équation (G) de l'équation (B), en observant qu'elle est la différentielle de celle-ci prise en regardant .r' comme seule variable, et, par conséquent, la différentielle seconde de (A) prise de la même nianière. Donc, pour trouver les écpiations de l'iirête de rebroussement de la surface développable, lieu géométrique des développées d'une courbe à double courbure, il faut d'abord chercher l'équation du plan normal à la courbe, qui sera de cette forme ,
A3 -h Br -h Ca^ -h D = o,
A, B, G et D étant, pour chaque plan normal, des constantes, fonctions connues de l'abscisse déterminée x\ qui correspond au
point (le la courbe par lequel passe le plan normal ; différentier ensuite deux fois cette équation, en regardant x' comme seule variable, et clx' comme constant, ce qui produira deux nouvelles équations ; éliminer enfin de ces deux équations et de celle du plan l'indéterminée x^ : les deux équations en .r, y et z qui resteront, seront celles de Tarête de rebroussement demandée.
Si , des trois équations (A) , (B) et (G) , on tire les valeurs des trois variables x, y et z, on trouvera
y^r^x '^\^'^Yx'{:Yx'Yx'-\-^'x.f^''x')y^^ ^ y^çx;,
Ces valeurs sont celles des coordonnées du point dans lequel se rencontrent les deux droites consécutives prises sur la surface développable, ou les trois plans consécutifs perpendiculaires à la courbe, et menés par les éléments qui correspondent aux abscisses x\ x'-+-dx' et x^-r- idx\ Ce point est à égales distances de ces trois éléments; car, en tant qu'il se trouve dans l'intersection des deux premiers plans, il est à égales distances des deux premiers éléments, et en tant qu'il se trouve dans T intersection du second et troisième plan, il est également éloigné des second et troisième éléments : donc les valeurs de .r, j et z, que nous venons de trouver, sont celles des coordonnées d'un point également éloigné des trois éléments consécutifs de la courbe, pris dans la partie de cette courbe qui correspond à l'abscisse x'\ or ces valeurs seront toujours réelles, tant que la branche de la proposée ne sera pas
imaginaire, c'est-à-dire tant que j' et z ou cpo?' et 4*^-' seront réelles : donc, dans toute courbe à double courbure, trois éléments consécutifs sont toujours à égales distances d'un certain point, et peuvent, par conséquent, être regardés comme placés sur la surface d'une même sphère dont ce point est le centre. La suite de tous ces centres forme l'arête de rebroussement de la surface des développées de cette courbe ; donc cette arête est le lieu géométrique des centres de courbure sphérique de la courbe, sans être une de ses développées, puisque aucune de ses tangentes ne rencontre la proposée, et qu'elles sont toutes sur la surface développable.
Etant données les équations d'une courbe à double courbure quelconque, trouver celles de telles de ses développées quon voudra.
Solution. Toutes les développées d'une courbe étant sur une même surface développable, l'équation de cette surface est commune à toutes les développées: or nous avons donné (art. XXII) la manière de trouver cette équation , et nous avons vu qu'elle était le résultat de l'élimination de la quantité x' des deux équations (A) et (B) ; il ne reste donc plus qu'à trouver pour chaque développée une équation particulière qui la distingue de toutes les autres, et qui détermine sa manière d'exister sur la surface développable. Pour cela, considérons que chaque développée doit être telle, que le prolongement de sa tangente en un point quelconque coupe la développante dans le point dont les coordonnées sont x\ <px et 4«^'î ^"> ^^ Q^* revient au même, que le prolongement de la tangente de sa projection passe par la projection du point de la développante dont les coordonnées sont x\ (px^ et 4«^'- On aura
donc, par rapport à la projection sur le plan des z, y. Si des trois é([uations
(W) (r-'fr')'y\r'4-(v— ?.rO'/V— [i-4-(9'y)«^('}V)*J = o, (C) {z —'}^x') (h --:=()'— 9.r') r/s ,
OU élimine T indéterminée .r', les deux équations qu'on obtiendi-a en r, )• et z^ et dont Tune sera aux difïérences premières, seront les deux équations demandées.
Au lieu d'employer, comme nous avons fait, les projections sur le plan des )* et z^ on peut se servir de la projection sur Fun quelconque des deux autres plans, et à la pla(*e de l'équation (D) on aura, dans le cas du plan des .r et r,
( r — ?.^') d.v = (x — x) d)\ et, dans le cas du plan des x et z,
iz — 4'^*') ^^^ ^^ (•*' — •**') ^'^•
De ces trois équations différentielles, deux quelconques comportent généralement la troisième ; mais si, comme dans le cas dont il s'agit, on suppose que les deux équations (A) et (B) aient lieu en même temps qu'elles, alors, de ces trois équations différantielles, une quelconque comporte les deux autres, et il suffit d'employer celle qui présentera moins de difficulté dans l'intégration.
par un même point donné B de cette courbe, mener deux fils BO, BP, tangents à la surface développable, les plier ensuite librement sur cette surface, l'un en OO'O^O'^.., l'autre en PP'P''P'^... : ces fils, dans leur développement, se contre-balanceront et empêcheront que leur point de réunion cesse d'être dans la développante; ou bien, pour faire usage des formules précédentes, on donnera à l'indéterminée a ou b deux, valeurs différentes, ce qui produira deux développées distinctes, ()0'0"0'". . . et PP'P'^P"'. . . , qui jouiront de la même propriété.
Il suit de là qu'il serait facile de faire osciller un pendule dans ime courbe à double courbure quelconque, si cela était nécessaire, en supposant que cette courbe tournât sa convexité du côté du rentre des forces qui agiraient sur le pendule.
Du rayon de courbure et des différents genres d*bîflexions des
courbes à double courbure.
On appelle point d iriflexion, dans une courbe plane, le point où cette ligne, après avoir été concave dans un sens, cesse de l'être pour devenir concave dans l'autre sens. Il est évident que, dans ce point, la courbe perd sa courbure et que les deux éléments consécutifs sont en ligne droite. Mais une courbe à double courbure peut perdre chacime de ses courbures en particulier, ou les perdre toutes deux dans le même point; c'est-à-dire qu'il peut arriver ou que trois éléments consécutifs d'une même courbe à double courbure se trouvent dans un même plan, ou que deux de ces éléments soient en ligne droite. Il suit de là que les courbes à double courbure peuvent avoir deux espèces d'inflexions : la première a lieu
dans ce point, les équations de la courbe satisfassent à F équation générale du plan : or cette équation générale est
z = oj? -h fry H~ ^•
Si donc on différentie trois fois cette équation à cause des trois constantes, ce qui donne
(Iz = adjc H- bdy^ ddz = hddjj d'z = bd'y,
et qu'on élimine a et è de ces trois équations, on trouvera
ddyd^z — ddzd^y = o,
équation de condition qui doit être satisfaite pour que ces trois éléments consécutifs d'une courbe à double courbure soient dans un même plan, et qui est la même que celle que nous venons de donner dans le problème précédent.
Trouver l'expression du rayon de courbure d'une courbe à double
courbure quelconque.
Solution. Dans tout ce qui précède, nous avons bien distingué les rayons de développées d'une courbe à double courbure de son rayon de courbure. Nous avons vu que, dans chaque point, une courbe quelconque a une infinité de rayons de développées, parce qu'elle a une infinité de développées différentes ; mais que, dans chaque point, elle n'avait qu'un rayon de courbure, et qu'on trouvait ce rayon en abaissant une perpendiculaire du point de la courbe sur l'intersection du plan normal avec le plan normal infiniment voisin.
Or nous avons donné (première partie) l'expression de la perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une droite dont on connaît les équations de projections; de plus, nous avons trouvé (art. XXII), pour équations de l'intersection du plan normal avec celui qui le suit immédiatement,
( z — t|;.r') ^' x' -f- ( 7' — a» x') ^' x' -H JT — x' =- () , {z — ^x')\"x'-\- [y—^x') y'V— [1-4- (o'o:')' -^ W oc')' ] = o ;
d'où l'on tire les trois équations suivantes, qui sont celles des trois projections de cette droite :
— .r+'V-hj(f x'9'V— 9V^^r') — f x'[i4- [i x'Y ^{^' x'Y ^ _
.-JLZ 0 .
Si Ton compare actuellement ces trois équations avec celles de la droite données dans la première partie, on trouvera, pour expression du rayon de courbure d'une courbe à double courbure quelconque,
Xous avons aussi donné (première partie) les expressions des coordonnées du pied de la perpendiculaire abaissée d'un point sur une droite ; si l'on substitue encore dans ces formules les valeurs ci-dessus, on ti^ouvera, pour coordonnées du centre de (*ourbure d'une courbe quelconque, dans le sens des x^
dans le sens des j,
et dans le sens des z,
4 et' H- 1 4- (cp ;r)' + K^t')* , ,, \, — rnr-\« /!/ — ât"^^ — // ,// x*' T ' I. ' \^ / ' \r / J ((p"T)*-f-(^ J.*) -+-(^ xo'\r — r^"xYocY
De manière qu'à Taide de toutes ces formules, on peut non-seulement connaître la courbure, en un point quelconque, d'une courbe à double courbure, mais encore assigner le sens de sa courbure, puisqu'on peut connaître dans l'espace la position de son centre
de courbure.
Troiwer la formule qui donne les points (le double inflexion (les
courbes à double courbure.
Solution. Il suit de la définition que nous avons donnée (art. XXX) de la double inflexion, que, toutes les fois qu'elle aura lieu, le rayon de courbure sera = oc ou =0, c'est-à-dire qu'on aura
^fxf + (4''af H- {-^'xtp'x — (p'x'^'xy = o ou = oc.
Le premier membre de cette équation étant la somme de trois carrés, on doit avoir
r^'x = o ou 00; ^"j: = o ou oc 5 ^'xtf'^x- -y'j:(|/"jc = o ou oc .
La troisième équation étant une suite des deux premières, la formule pour trouver les points de double inflexion sera
(p^\x = o ou 00 ; 4^^* = o ou 00 ; ou bien
d^j- = o ou oc ; r/'z = o ou oc .
Il est inutile de remarquer que la même formule donne aussi les points de rebroussement.
(Concevons une surface courbe quelconque donnée, dont la construction dépende de deux paramètres a, /3, et dont l'équation soit représentée par
supposons, de plus, que les deux paramètres ne soient pas indépendants Tun de l'autre, mais qu'il y ait entre eux une relation déterminée exprimée par /3 = (p«, (p étant une certaine fonction donnée; en sorte que « soit le paramètre principal : l'équation de la surface sera
Cela posé, suivant que Ton donnera au paramètre a des valeurs différentes, l'équation appartiendra à des surfaces différentes, dans <?hacune desquelles les quantités a, (pa, qui seront toutes deux constantes, auront des valeurs différentes. Si donc on suppose que le paramètre a prenne successivement toutes les valeurs possibles, depuis — ao jusqu'à -i- oo , la surface se mouvra en changeant de forme; elle passera successivement par toutes les formes et toutes les positions dont elle est susceptible, et elle parcourra un certain espace. Enfin, si Von suppose que toutes ces surfaces existent ensemble, et qu'une autre surface les enveloppe toutes, cette dernière surface, jusqu'à laquelle chacune des premières s'étend, au delà de laquelle aucune d'elles ne se porte, et qui est, par conséquent, leur limite, est aussi la limite de l'espace parcouru par la première, regardée comme mobile et variable de forme, en vertu de la variation du paramètre a.
C'est cette dernière surface à laquelle, en la comparant à la sur-
ristique qui correspond à la première des deux enveloppées. Or les équations de ces deux enveloppées consécutives sont
f\x, y, z, a, (pa) = o, J {oc^ y^ z, oc -^ doc, (poc -j- d(pa) = o;
ou, représentant la première par
/=o, la seconde est
Donc ces deux équations sont celles de la caractéristique; et, parce qu'elles doivent avoir lieu en même temps pour cette courbe, la première réduit la seconde, et elles deviennent
dans lesquelles la valeur de a détermine la forme et la position de chacune des caractéristiques. Donc enfin l'enveloppe, qui est le lieu général de toutes les caractéristiques, aura pour équation intégrale le résultat de l'élimination de l'indéterminée a entre les deux équations précédentes.
On voit que si la forme de la fonction ^ est donnée, et, par conséquent, celle de sa dérivée ^', l'élimination de a sera toujours possible, et que l'équation de l'enveloppe sera entièrement délivrée du paramètre variable a; mais elle contiendra toujours des
traces de la fonction (p et de sa dérivée (p' : ainsi, pour chaque forme différente que Von pourra donner à la fonction (p, on aura une enveloppe différente. Si donc on veut que F équation appartienne à toutes les enveloppes possibles qui peuvent être produites par les divers mouvements que l'on pourrait donner à l'enveloppe mobile, il faut regarder la fonne de la fonction (p comme arbitraire; mais alors l'élimination du paramètre a n'est plus praticable, bu du moins elle ne peut s'effectuer que dans des cas particuliers, et l'équation de l'enveloppe ne peut plus, en général, être exprimée (|ue par le système des deux, équations
entre lesquelles il faut éliminer l'indéterminée a, et dans lesquelles la fonction <p est arbitraire.
Néanmoins l'enveloppe peut être exprimée par une équation unique aux différences partielles; en effet, des deux équations précédentes, la seconde énonce que la différentielle de la première, prise en regardant a comme seule variable, est égale à zéro : on peut donc différentier la première en regardant a comme constante.
Mais cette équation J =^o appartient à une surface courbe pour
laquelle deux variables, par exemple a:, j, sont indépendantes, ainsi que leurs différentielles dx^ dy\ il faut donc que les deux différentielles de cette équation, prises en regardant d'abord x, puis/ comme seules variables, aient lieu chacune en particulier:
ia première sera en
ia seconde sera en
r/, .r, y, s, a, (pa.
Donc, entre ces deux équations et /*= o, on pourra éliminer les
deux quantités ol^ <po^^ et Ton aura une équation aux différences partielles du premier ordre
Or, 1" en éliminant «, on transporte à F enveloppe ce qui n'était dit d'abord que de l'enveloppée; 2** en éliminant (pa, on transporte à toutes les enveloppes possibles ce qui n'était dit d'abord que de l'enveloppée déterminée par la forme supposée à la fonction (p.
Donc réc|uation aux différences partielles du premier ordre
appartient à toutes les enveloppes possibles qui peuvent être produites d'une manière quelconque par le mouvement de la même enveloppée mobile.
On sait que, deux courbes quelconques étant données dans Tespace, si l'on approche d'elles un plan qui les touche toutes deux, ce qui ne déterminera pas sa position, et si l'on suppose que ce plan roule de manière qu'il ne cesse pas de toucher les deux courbes dans son mouvement, qui, par là, sera déterminé, il parcourra un espace dont l'enveloppe est une surface développable qui passe par les deux courbes.
Gela posé, concevons deux caractéristiques consécutives dont la
Ce que nous venons de dire de la surface développable dont r équation générale aux différences partielles rt — ^^ = o est du second ordre, peut se dire aussi de toute autre surface dont Téquation aux différences partielles est aussi du second ordre : nous n'en rapporterons qu'un seul exemple.
Concevons qu'une sphère de rayon constant roule en touchant toujours la première caractéristique et la seconde ; elle parcourra un espace dont l'enveloppe sera la surface d'un tuyau à section circulaire de rayon constant; et cette surface, dans l'équation de laquelle le paramètre a aura la valeur déterminée qui convient à la première caractéristique, passera par les deux caractéristiques consécutives, et sera tangente à l'enveloppe primitive.
Si l'on fait la même opération sur la seconde caractéristique et la troisième, on aura la surface d'un second tuyau à section circulaire de même rayon, qui passera par la seconde caractéristique et la troisième, qui touchera de même l'enveloppe primitive, et dont l'équation ne différera de celle de la première que parce que le paramètre a aura pris la valeur a -+- rfa. Les surfaces de ces deux tuyaux consécutifs se couperont dans la seconde caractéristique qui leur est commune.
Si donc on continue de faire passer ainsi des surfaces de tuyaux circulaires par toutes les caractéristiques considérées deux à deux consécutivement, on aura une suite de surfaces tangentes à l'enveloppe primitive, et qui, considérées elles-mêmes deux à deux consécutivement, se couperont successivement dans toutes les caractéristiques. Donc, si l'on conçoit que la surface du tuyau, dans l'équation de laquelle entre le paramètre «, se meuve dans l'espace en vertu de la variation de ce paramètre, elle parcourra un espace qui aura la même enveloppe .
la construction est plus facile, ou à la considération de laquelle on est plus accoutumé.
Considérant sur une enveloppe quelconque la suite des caractéristiques dont elle est le lieu , commençons par celle de ces courbes qui correspond à une valeur déterminée de a ; prenons sur elle un point arbitraire, et concevons sa tangente en ce point; puis, par (;ette tangente, menons un plan quelconque qui sera tangent à la courbe, mais dont la position ne sera pas déterminée, et qui ne sera pas tangent à Tenveloppe. Gela fait, concevons que le plan tourne autour de la tangente jusqu'à ce qu'il touche la caractéristique suivante en un certain point qui sera déterminé ; la position du plan sera alors déterminée, il sera tangent à l'enveloppe, et il contiendra la tangente à la seconde caractéristique.
(^loncevons ensuite que le plan tourne autour de la tangente de la seconde caractéristique, jusqu'à ce qu'il touche la troisième en un autre point qui sera de même déterminé; dans cette position, il sera encore tangent à l'enveloppe, et il contiendra la tangente à la troisième caractéristique.
Enfin, concevons que le plan continue de rouler ainsi, en tournant toujours autour de la tangente de la caractéristique qu'il touche, jusqu'à ce qu'il touche la caractéristique suivante ; il est évident <|ue dans son mouvement il ne cessera pas d'être tangent à l'enveloppe, puisqu'il passera toujours par les tangentes de deux caractéristiques consécutives. Il déterminera sur l'enveloppe une suite de points de contact dont le lieu sera une courbe qui passera par le point de contact pris arbitrairement sur la première caractéristique. Il y aura donc sur l'enveloppe autant de courbes déterminées de cette manière, que l'on peut concevoir de points pris arbitrairement sur la première caractéristique ; chacune de ces courbe
coupera toutes les caractéristiques, et réciproquement. Et, parce fjue la considération de ces courbes va nous devenir nécessaire, je leur donnerai le nom de trajectoires de la caractéristique.
Les angles sous lesquels les trajectoires coupent les caractéristiques dépendent, en général, de la nature de F enveloppe. Par exemple, dans les surfaces de révolution, les parallèles sont les caractéristiques, les méridiens sont les trajectoires ; et, dans ce cas, les trajectoires sont orthogonales.
Le plan qui se meut de manière à toucher toujours l'enveloppe dans la même trajectoire détermine une surface développable qui touche elle-même l'enveloppe dans toute l'étendue de la trajectoire.
Nous avons fait rouler le plan tangent sur l'enveloppe de deux manières différentes.
Dans la première, le point de contact du plan mobile ne sort pas de la même caractéristique, et deux plans consécutifs se coupent dans la tangente à la trajectoire qui passe par le pohit de contact.
Dans la seconde, le plan de contact du plan mobile ne sort pas de la même trajectoire, et deux plans consécutifs se coupent dans la tangente à la caractéristique qui passe par le point de contact.
Ainsi, la surface développable qui touche l'enveloppe dans la caractéristique, et celle qui touche l'enveloppe dans la trajectoire, sont réciproques, en cela que la première est le lieu des tangentes aux différentes trajectoires dont les points de contact sont pris sur la même caractéristique, tandis que la seconde est le lieu des tangentes aux différentes caractéristiques dont les points de contact sont pris sur une même trajectoire .
Cette propriété mérite une grande attention, parce que c'est son expression qui nous produira les deux équations aux différences ordinaires de la caractéristique.
L'enveloj)pe étant le lieu de toutes les trajectoires dont les différentes équations intégrales ne difféi'ent entre elles que par la valeur d'un ceitaiii paramètre (i qui varie de Tune à l'autre, la trajectoire peut aussi être regardée coniine une génératrice de l'enveloppe (|u'elle engendre en vertu du mouvement que lui procure la variation de fi ; mais il y a une grande difFérence entre cette génératrice et la caractéi-isti(|ue.
Pour la caractéristique, les quantités a, <pa, qui entrent dans ses équations intégrales, sont toutes deux constantes, et doivent être regardées connue telles, lorsqu'on dilFérentie aux difTérences ordinaires ces équations ; on peut donc les éliminer comme deux véritables constantes arbitraires, et les équations aux différences ordinaires que Ton obtient aloi's, ne renfermant plus la fonction (p, appartiennent à toutes les caractéristiques qui se trouvent sur toutes les enveloppes possibles. Pour la trajectoire, au contraire, ses deux équations peuvent bien, à la vérité, être regardées comme indépendantes de a, mais elles ne le sont pas de la forme de la fonction (p ; cette courbe dérive nécessairement de celle qui dirige le mouvement de l'enveloppée, et elle tient essentiellement à la nature de l'enveloppe que l'on considère.
Ainsi, la caractéristique est la génératrice commune à toutes les enveloppes différentes et en nombre infnii que l'on peut produire par la même enveloppée, tandis que la trajectoire n'est la génératrice que d'une seule de ces enveloppes; la caractéristique, dont la nature ne dépend absolument que de celle de l'enveloppée, est donc la seule qui j)orte le caractère généi^al de la génération exprimée par l'équation aux différences partielles. C'est pour cela ([ue je lui ai donné un nom particulier qui la distingue de toutes les autres génératrices.
Par exemple, dans la surface de révolution, le méridien, qui est la trajectoire, est bien une génératrice; c'est même la seule qu'on ait coutume de considérer : mais cette génératrice est propre à une surface de révolution individuelle ; elle varie sans aucune dépendance d'un individu à un autre, et ce n'est pas elle qui donne à la surface le caractère d'être de révolution. C'est le parallèle seul, c'est-à-dire la circonférence de cercle dont le plan est toujours normal à l'axe constant de position, qui passe par son centre ; c'est, dis-je, le parallèle qui est la génératrice commune à toutes les surfaces de révolution autour d'un même axe ; c'est cette courbe qui imprime à la surface le caractère d'être de révolution ; c'est elle qui est la caractéristique de cette génération.
Ces préliminaires étant posés, nous allons passer à la recherche des équations aux différences ordinaires de la caractéristique.
Soit proposée l'équation générale aux différences partielles du premier ordre
dans laquelle les cinq quantités entrent d'une manière quelconque, mais donnée; si on la differentie aux différences ordinaires, on a une équation aux différences ordinaires de la forme
Vrlp -h Qdq 4- Xdr-hYdf -+- Zdz = o,
dans laquelle les cinq coefficients P, Q, X, Y, Z, obtenus par la differentiation, sont connus en /;, (7, ^, j, z; et parce que Ton a d'ailleurs dz=pd.v -\- qdy^ cette équation différentielle sera
(B) Prf/? + Qrf7-+-(X+/7Z)rf^+(Y + 7Z)rf>=o.
Cela posé, considérons le plan tangent qui s'appuie sur deux carac-
téristiques consécutives quelconques, et qui les touche chacune en un point. Si, sur l'enveloppe, on veut passer du premier de ces deux points de contact au second, c'est-à-dire parcourir F élément de la trajectoire; comme ces points sont sur le même plan tangent, les quantités /?, q ne changent pas dans le passage : il faut donc faire dans (B) «^ = o, dg = Oj ce qui donnera
(C) {X -h p7.) djc ^ {Y -h qZ)cfy = o,
dans laquelle la valeur de j- indique, sur le plan des x, j, la
direction suivant laquelle doit se faire le passage, c'est-à-dire la direction de la projection de l'élément de la trajectoire. Cette équation différentielle n'est donc autre chose que celle de la projection de la trajectoire elle-même sur le plan des a;, y.
Le plan tangent n'est pas la seule surface qui passe par la trajectoire; si dans (B) on fait
(D) Pdp-hQd^=o,
on a également l'équation (C) ; ainsi la surface à laquelle appartient l'équation (D) passe aussi par la trajectoire. Or cette surface est développable, puisque son équation aux différences ordinaires est en dp, dq\ de plus, elle touche l'enveloppe, puisque les quantités/?, q ont les mêmes valeurs pour cette surface et pour l'enveloppe : donc l'équation (D) est celle de la surface développable qui touche l'enveloppe dans la trajectoire.
Jusqu'ici, nous avons regardé comme unmobile le plan tangent dont l'équation, limitée à l'étendue de l'élément de l'enveloppe, et rapportée au point de contact pour origine, est
(E) dz = pdx H- qdy ;
mais si Ton veut commencer à faire rouler ce plan d'une manière
on aura une équation qui appartient à l'élément de la caractéristique autour duquel tourne le plan, et, par conséquent, l'équation différentielle de la projection de la caractéristique sur le plan des x^ y. Ainsi, les deux équations aux. différences ordinaires (G), (H) appartiennent à la caractéristique.
En nous résumant, on voit que l'équation
(B) Vdp -h Qd^j -h {X -h pZ)dx -^ {Y -^ qZ)dx = o
étant partagée dans les deux suivantes :
(C) (X •^pZ)da!-h{Y-h ryZ) dy = o,
(D) Pdp -h Qdq = O,
et ayant posé l'équation
(F) dpdx -h dqdj = Oy
si l'on substitue dans (G) , (D) , pour i^ ou ^, les valeurs que donne cette dernière , on aura les deux équations
(G) (X + pZ) dq—{Y + qZ) dp = O,
(H) Vdy — Qdœ = o,
qui appartiennent toutes deux à la caractéristique.
Les équations (B), (E) qui appartiennent toutes deux à l'enveloppe sur laquelle se trouve la caractéristique, appartiennent aussi à cette courbe : ainsi on a, pour la caractéristique, les quatre équations aux différences ordinaires (B), (E), (G), (H).
Les quatre équations aux différences ordinaires que nous venons de trouver pour la caractéristique sont entre les cinq différentielles dp^ dq^ dxy dy^ dz. On peut donc éliminer entre elles trois quel-
conques de ces différentielles, et Ton aura une équation qui ne contiendra que les deux autres, ce qui produit les dix résultats suivants :
Pdy — Qdx o,
Pflz (P/?H-Q<7)f/x— o,
qdz—{Pp^qq)fij—.o,
P(f/?-h (X -\-pZ)dc— 0,
Q<//;H-(X -hpZ)dY—o,
Pdfj -f- (Y -h qZ) dx— o.
qdq-h{Y H- ry Z)<>-0,
{Pp H- Q«7) dp -+- (X -hp7.) dz — o,
{?p -h Qry)c&/ -4- (Y + ryZ) ^fe - o,
IO
(X -hpZ)dq (Y -hqZ)dp—o.
Ces dix équations, qui appartiennent toutes à la caractéristicjue, nous seront utiles par la suite ; mais il faut bien se rappeler qu'elles ne sont point indépendantes, et qu'elles ne disent pas plus que les quatre équations (B), (E), (G), (H), dont elles sont une suite nécessaire.
On peut former les dix équations précédentes d'une manière commode ; car les cinq quantités
tix tly dz P ' y ' ^p + i^q
dp
\-hpZ'
dq
étant disposées, comme on voit, en deux cases, la somme de deux quelconques de ces quantités, égalée à zéro, avec le signe — si elles sont prises dans la même case, et avec le signe + si elles sont prises dans des cases différentes, produira une des dix équations de la caractéristique.
SECONDE PARTIE
DK L INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CARACTERISTIQUE.
Il peut se présenter deux cas : ou Téquation aux différences partielles est linéaire en p^ //, ou elle ne Test pas; le premier de ces deux cas étant plus simple à traiter, nous allons d'abord nous en occuper.
Soit donc proposée Téquation linéaire générale
dans laquelle les trois coefficients 1^, P, Q soient donnés d'une manière quelconque en .i', j, z. liCS trois premières équations de la caractéristique , qui sont dans ce cas les seules nécessaires , deviennent
Prfr — Q^^ = o,
Prfz — Lr/j: = o,
Qrfz — Lrfr = o.
Kl les appartiennent aux projections de la caractéristique sur les trois plans des coordonnées; ainsi, deux quelconques d'entre elles c'omportent la troisième. 11 suffira donc d'en considérer deux, par exemple les deux dernières.
Supposons d'abord que ces équations soient toutes deux intéj» râbles, et que leurs intégrales soient représentées par
M = «, N = Ti,
dans lesquelles a et [i soient les deux constantes arbitraires introduites par les intégrations. Dans cet état, ces deux intégrales appartiennent à toutes les caractéristiques possibles qui peuvent se trouver sur toutes les enveloppes possibles auxquelles appartient T équation aux différences partielles, c'est-à-dire que, de toutes les caractéristiques possibles dont le nombre est infini du second ordre, il n'y en a aucune dont les deux intégrales ne puissent devenir les équations propres, si Ton donne à chacune des deux constantes arbitraires a, |S une valeur déterminée convenable.
Mais si Ton n'a pas pour objet de considérer à la fois toutes ces caractéristiques, si Ton se propose seulement d'en considérer une certaine série, et si l'on veut que toutes celles qui composent cette série soient liées entre elles par une loi, en sorte que l'on ne puisse passer d'une quelconque à la suivante que d'une manière déterminée, alors les constantes a, ^3 ne sont plus toutes deux arbitraires; l'une quelconque étant prise arbitrairement, l'autre s'ensuit nécessairement : la seconde est donc une certaine fonction de la première, et la forme de cette fonction dépend de la loi qui lie entre elles toutes les caractéristiques de la série. En représentant par (p la forme de la fonction dont il s'agit, les équations intégrales, qui deviennent alors
M = a, N = (pa,
n'appartiennent plus à toutes les caractéristiques, mais seulement à celles de ces courbes qui sont comprises dans la série déterminée j)ar la forme de la fonction -(p ; et, dans cette série, chaque carac- ^ristique individuelle sera déterminée par la valeur particulière de
la constante arbitraire oc.
Donc, si l'on suppose qu'une quelconque des caractéristiques de la série soit rendue mobile et variable de forme en vertu de la "Variation de a, cette courbe, dans son mouvement, se confondra
successivement avec toutes les autres de la même série ; elle euf^endrera leur lieu général, qui ne sera autre chose qu'une des enveloppes auxquelles appartient l'équation aux différences partielles; et Ton aura l'équation unique de cette enveloppe, ou de ce lieu général, en éliminant a entre les deux équations précédentes, c^e qui donnera
N = (piM.
Dans cette équation, c'est la forme seule de la fonction (p qui détermine la série particulière des caractéristiques, dont l'enveloppe est le lieu général; en sorte que si Ton change de série, et par consé- ([uent d'enveloppe, rien ne change dans l'équation que la forme de la fonction (p. Donc, si l'on regarde la fonction (p comme arbitraire, l'équation précédente appartiendra au lieu général de chacune des séries possibles, c'est-à-dire à chacune des enveloppes possibles; elle sera, par conséquent, l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles.
Dans l'article précédent, nous avons supposé que les équations aux différences ordinaires de la caractéristique
Pdz — hdv = o, Qclz — Ijdy = o,
étaient toutes deux intégrables : elles ne peuvent l'être immédiatement que dans des cas très-particuliei^s, parce que chacune d'elles contient une des trois variables sans sa différentielle ; néanmoins leurs intégrations ne dépendent que de celle d'une seule équation aux différences ordinaires à deux variables.
En effet, puisque ces deux équations appartiennent à une courbe, des trois variables »r, j, s, on ne peut en considérer qu'une seule
ristique, deux équations intégrales : Tune
(G) en .r, j, z, a ;
l'autre
(H) en .r, y, z, p,
qui, résolues chacune par rapport à la constante arbitraire qu'elle contient, deviendront
M = a, N = (pa.
Raisonnant ensuite sur ces deux équations, comme nous avons fait sur celles de l'article précédent, l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles sera
N = (pM.
Donc l'intégration d'une équation aux différences partielles du premier ordre et linéaire ne dépend que de celle d'une seule équation aux différences ordinaires à deux variables du second ordre, dans laquelle la différentielle d'ime des deux variables est regardée comme constante.
11 faut bien observer qu'il n'est pas nécessaire qu'une équation aux différences partielles soit sous la forme P/; -+- Q^ = L pour être regardée comme linéaire ; il suffît qu'en supposant la perfection de l'analyse, elle soit susceptible d'y être ramenée. Ainsi, pour donner à ce que nous venons de dire dans l'article précédent toute la généralité convenable, il faut regarder comme linéaire toute équation composée d'une manière quelconque des quatre quantités ^p -i- Q//, X, r, 2, c'est-à-dire de la forme
F(P/; + Q(/, r, r, z) = o, dans laquelle P et Q nç contiennent m pmq.
et Ton trouve que l'intégrale est, dans le premier cas, en dans le second cas, en
X, y, s, <py.
Il suit de ce qui précède, que la surface courbe à laquelle appartient l'équation aux différences partielles du premier ordre et linéaire
F jPy;+Qr/,a;, j,zj = o,
de quelque manière que les quantités P, Q soient composées des ti'ois coordonnées x^ j, z, peut toujours être regardée comme engendrée par le mouvement d'une courbe déterminée, mobile et variable déforme en vertu de la variation de deux paramètres, dont l'un est une fonction arbitraire de l'autre, et dans les équations de laquelle les dérivées de cette fonction arbitraire n'entrent pas. Dans ce cas, l'intégrale est exprimée par une seule équation.
Il est facile de démontrer que, réciproquement, lorsqu'une surface est engendrée par le mouvement d'une courbe déterminée, mobile et variable de forme en vertu de la variation de deux paramètres, dont l'un est une fonction arbitraire de l'autre, pourvu que les dérivées de cette fonction n'entrent pas dans les équations de la génératrice, l'équation aux différences partielles de cette surface est toujours linéaire en/;, //, c'est-à-dire de la forme
^\^p-^Qq.oo,y,z\ = o.
Ainsi, les surfaces auxquelles appartiennent les équations au\ différences partielles du premier ordre et linéaires ont un caractère particulier. Quoiqu'on puisse les considérer comme des enve-
à laquelle appartient réquation
,o^ (X ^p7.)dq — {Y -hgZ)d/j = o
est r enveloppée développable dont la génération est simple et la ronsidération facile ; c'est donc celle que nous allons employer.
Autrement, lorsque les quantités P, Q qui entrent dans les trois équations des projections de la caractéristique contiennent les cinq (juantités p, q^ .f, j, z, ces trois équations ne peuvent suffire; parce que, si Ton opère sur deux quelconques d'entre elles, conmie nous avons fait art. XVII, c'est-à-dire si on les différentie aux différences ordinaires, ce qui donne deux équations nouvelles, on introduit aussi les deux différentielles nouvelles dp^ dq^ qu'on ne peut éliminer qu'en prenant leurs valeurs dans les sept autres équations qui les contiennent.
On sait que l'équation générale des surfaces développables est i^ntre les deux seules quantités/?, ^, dont par conséquent une seule peut être regardée comme variable principale; posons que ce soit/?, et que sa différentielle dp soit regardée comme constante. Cela posé, soit
réquation générale aux différences [)artielles du premier ordre qu'il s'agit d'intégrer; puis, parmi les dix équations de la caractéristique, considérons les quatre qui contiennent dp^ savoir :
La quatrième (B), qui est en .— ? /;, y, ^r, r, z\
dy
I ia cinquième (C ), qui est en ^, /?, 7, r, j, z\
dz
fia huitième (D), qui est en y-, /?, 7, .r, >•, z\ Kt la dixième (E), qui est en 'J]'> P^ 7' ^^S .)'? ^-
Si l'on différentie (E) aux différences ordinaires, Téquation à laquelle on arrive directement sera en
ddq dq dx dy dz
IP' ^' d^' tjy' djy' P' ^' ^' y^ ^'
et, en substituant pour 7" » ;y^ ' ^" leurs valeurs tirées des trois
équations (B), (G), (D), on aura une équation aux différences ordinaires du second ordre
ddq dq
(f) en ^f' 7/^. /^ 7' -^^ J' -
dx dy dz
Différentiant encore cette dernière , et mettant pour -r'» ^ ^ ~f
leurs valeurs, on aura une équation aux différences du troisième ordre
,r^K d^q ddq dq
(^) en ^~^ ^-r, ;^;,/>, <1, .1', J, 2-
On aura alors quatre équations (A), (E), (F), (G), qui seront délivrées des difïerentielles des trois coordonnées ^r, j, 3; donc, éliminant .r, j-, z entre ces quatre équations, la résultante
.„. d^q ddq dq
(H) sera en ^^^ -^-^„ ^, y., q,
et, par conséquent, aux différences ordinaires du troisième ordre entre les deux variables/?, q. Gette équation (H), dans laquelle la différentielle de la variable/? est regardée comme constante, appartient à l'enveloppée développable, et de son intégration seule dépend celle de la proposée.
Posons, en effet, que cette équation soit intégrée trois fois aux différences secondes, et que ces intégrales, complétées chacune par
une des trois constantes arbitraires a, ,S, 7, soient (I^) en -/-f-, ;^, /^, 7' r-.
nous observerons d'abord que dans ces équations, qui appartiennent toutes trois à l'enveloppée développable, les quantités a, (5, 7 sont constantes pour la même enveloppée considérée comme fixe, et varient toutes trois lorsque l'enveloppée se meut : cette enveloppée, d'ailleurs, ne peut se mouvoir que d'une seule manière; donc, de ces constantes, deux quelconques sont des fonctions arbitraires de la troisième : ainsi, on aura
Si, dans les trois équations (J), (K), (L), on met pour ^-f j ^5
leurs valeurs en y;, (/, .r, r? ^ tirées des équations (E), (F), elles deviendront
(J') en /?, 7, .r, y, r., a,
(K') en />, q, r, v, r, (pa,
(IV) en /;, //, .r, r, -. 4«-
Cela fait, si de ces trois équations on en emploie deux quelconques, par exemple (J'), (K'), au moyen de ces deux équations, on pourra chasser p et q de la proposée (A) , qui sera alors en
x^ y, z, a, (pa,
que je représente par M = o, et qui sera celle de l'enveloppée développable .
En général, la proposée (A) n'est autre chose que l'expression d'une relation qui existe entre les valeurs des trois quantités a, ^a, 4^- Si donc entre les quatre équations (A), ( J'), (K'), (L'), on élimine trois des cinq quantités/?, ç, ^, jy, z, les deux autres disparaissent, et il reste en a, (pa, 4^ une équation qui exprime cette relation, et qui a pour objet de déterminer la forme d'une des deux fonctions, dont il n'y aura plus qu'une seule qui soit arbitraire. Posons que ce soit 4 a que l'on détermine, et dont on substitue la valeur en a, ^a dans (L') : si des trois équations (J'), (K'), (L') on élimine /;, //, l'équation résultante, qui sera en a?, j, z, a, ça, sera celle de l'enveloppée développable mobile en vertu de la variation de a, et qui, dans toutes ses positions, touchera l'enveloppe dans la caractéristique. Donc, si cette équation est représentée par M = o, le résultat de l'élimination de a entre les deux équations
du
sera l'intégrale de la proposée, complétée par la fonction arbitraire <p.
On voit que l'intégration d'une équation quelconque aux diffél'cnces partielles du premier ordre et à trois variables ne dépend (|!ic de Cécile d'une équation aux différences ordinaires à deux variables du troisième ordre, et dans laquelle la différentielle d'une doH variables est regardée comme constante. Mais les méthodes HUHHi générales que celles que nous venons de rapporter sont raremont utiles, à cause des longueurs et des difficultés analytiques qu'rlIoH entraînent, et elles ne dispensent pas des méthodes applioablrH 1^ (It^H CM moins généraux. On peut en trouver un plus grand iiombns nous n'en rapporterons que quelques-unes, qui serviront tro\ompK\H.
Des surfaces dont les enveloppées développables sont cylindriques
et parallèles à un plan donné.
Soient Aa: + Bj-hs = o T équation du plan fixe mené par Torigine, auquel les surfaces cylindriques doivent être parallèles ; soit j -h ao: = o celle de la projection sur le plan des x^ y de la droite à laquelle, dans chaque surface cylindrique, la génératrice doit être parallèle : il est facile de voir que Féquation intégrale de la surface cylindrique est
A.r -i- Br + z = ^ ( j -h oix) , et que son équation aux différences partielles est
dans laquelle A, B sont les constantes invariables du plan fixe, et oii a, qui est une constante pour chacune des surfaces cylindriques, change de valeur d'une de ces surfaces à l'autre. Si donc on veut avoir une équation qui convienne à toutes les surfaces cylindriques parallèles au plan fixe, il faut faire disparaître cette constante arbitraire par une différentiation aux différences ordinaires, ce qui
donnera
{p -f- A) dq — (// -I- B) ^//? = o ;
or nous avons vu (art. XII) que l'équation de l'enveloppée développable est
(X +/?Z) dq — {\^ qZ) dp = o.
Donc, pour que cette enveloppée soit cylindrique et parallèle au plan fixe, il faut cjue les valeurs de ^, que fournissent les deux
dernières équations, soient égales entre elles, ou que l'on ait
mais, en représentant Téquation aux différences partielles de l'enveloppe par U == o, il est clair que les trois quantités X, Y, Z sont
respectivement (^)» (^~)' ("Z")' ^"^ lesquelles on a regardé p elq comme constantes. La dernière équation est donc aux différences partielles du premier ordre entre les quatre variables U, '^' ? T? ^> ^^'^t ï^ Xvo\^ dernières sont principales. Comme cette équation est linéaire et à coefficients constants, elle est facile à traiter, et elle exprime que la quantité U doit être composée d'une manière quelconque des deux quantités kx + B j H- z et z — px — qy^ et des quantités/?, ^, qui sont constantes dans cette équation. Donc l'équation générale des surfaces dont l'enveloppée développable est cylindrique et parallèle à un plan fixe, est
(A) Fj Aa:H-BjH-z, z — px — qy, p, q\ = o.
Il est facile de vérifier ce résultat; car, si l'on différentie aux différences ordinaires, on trouve pour X, Y, Z les valeurs suivantes :
X = AF' — /?F", Y = BF' — q¥\
ce qui donne
X+/?Z=(/; + A)F', Y + yZ=(9 + B)F';
et, par conséquent, l'équation de l'enveloppée développable
{X+pZ)dq— {Y-+-q7.)dp = o
devient
{p -+- A) dq — {q -+- B) dp = o,
qui est celle d'une surface cylindrique parallèle au plan tîxe.
Actuellement, nous allons voir que l'intégration de l'équation (A), de quelque manière qu'elle soit composée des quatre quantités, ne dépend plus que de celle d'une seule équation aux différences ordinaires à deux variables. En effet, l'équation de l'enveloppée développable
(/; -i- A ) rfr/ — (7 -f- B) dp = o
s'intègre et donne
q-+- B = cc(p-h A),
dans laquelle a est la constante arbitraire : si, de cette écjuation et
de dz = pdjo -h qdy^ on tire les valeurs de p^ 7, en faisant, pour
abréger,
A j: -i- Br H- z = iij
on trouve
du 4
ufh — i^du
z - px — qy = -^^ ;
substituant ces valeurs dans la proposée (A), elle devient
T^ i udv — vdu du 4 du ^^ \
équation aux différences ordinaires du premier ordre, entre les deux seules variables u^ v^ dans laquelle a est constante, et (|ui
appartient à l'enveloppée développable. L'intégrale de cette équation, complétée par une fonction arbitraire ^a, sera en
donc, si Ton représente cette équation par M == o, l'intégrale de
la proposée (A) sera le résultat de l'élimination de a entre les deux
équations
L'équation F | Ax + Bj + z, z — px — qjTy /?, y | = o, que
nous venons de traiter, est un peu plus générale que nous ne l'avons dit; car elle ne convient pas seulement aux surfaces dont l'enveloppée développable est cylindrique et parallèle au plan fixe, mais encore à celles qui n'ont pas d'autre enveloppée développable qu'elles-mêmes, c'est-à-dire aux siu*faces développables dont l'équation est .
F\z—px — qr,p,q^ = o.
La même équation générale renferme une grande partie de celles que M. Lagrange a traitées dans son bel ouvrage sur les intégrales particulières, imprimé dans les Mémoires de l' académie de Berlin, pour l'année i774-
Par exemple, si la quantité z — px — qy n'entre pas dans l'équation, et si l'on a de plus A = o, B = o, ce qui place le plan fixe dans celui des a', )% l'équation devient
F (z, p, q) = o, que M. Lagrange intègre au moyen de l'hypothèse q = o^p. Dans
ce cas, l'enveloppée développable a pour équation
pdq — qdp = o,
dont rintégrale q= ap appartient à une surface cylindrique parallèle au plan des ^, j, et est fournie par la méthode.
Si l'équation générale est seulement privée de la quantité z — px — qy, elle devient
F j Aa? -+- Bj + z, /?, ^ ) = o,
qui renferme l'exemple précédent comme un cas particulier, et qui (comme nous l'avons fait voir § IX, page 43o) appartient à la surface dont l'enveloppée, invariable de forme et de grandeur, se meut sans tourner, de manière que les courbes parcourues par tous ses points soient semblables entre elles, égales, et dans des plans parallèles au plan fixe : dans ce cas, l'intégrale donnée par la méthode n'est pas la plus élégante, et l'on parvient à un résultat plus simple, et plus facile à se représenter dans l'espace, en employant l'équation de l'enveloppée invariable.
On pourrait traiter d'une manière analogue l'équation générale des surfaces dont l'enveloppée développable est cylindrique et dirigée d'une manière quelconque; mais cette équation est aux différences partielles du second ordre, dont nous ne nous occupons pas encore.
Des surfaces dont les enveloppées déi^eloppables sont coniques, et ont toutes leurs sommets sur une même droite donnée.
On sait que si les coordonnées d'un point, dans les directions des Xj y^ z, sont respectivement |3, 7, a, l'équation aux différences partielles de la surface conique, qui a son sommet dans ce point, est
Supposons que la droite donnée sur laquelle doit être le sommet ait pour équation
j7 = Az -+- a, / = Bz -h è,
dans lesquelles A, B, a, 6 sont des constantes données. Ces mêmes équations auront lieu entre les coordonnées du sommet, et Ton aura
/3 = Aa -t- a, y = Boc-hb.
Si l'on substitue ces valeurs, l'équation de la surface conique sera
z — p{x — a) — q{x — b) = oc{i — Ap — Bq),
dans laquelle a est une constante arbitraire dont la grandeur détermine, sur la droite donnée, la position du sommet.
Des trois dernières équations on tire, pour a, |3, 7, les valeurs suivantes :
I — Ap — Bç
fi — A ^ — ;^(x— g) — y(j — fc)
y—^ i-Ap-Bç ^ ^'
valeurs qui sont constantes pour la même enveloppée conique.
Actuellement, si Ton différentie l'équation (A) en regardant a, |3, y comme constantes, on aura
(7 — y) <iq -H (a: -H fi) dp = o,
qui est l'équation aux différences ordinaires de toutes les surfaces coniques qui ont leur sommet sur la droite donnée, et dans laquelle il n'y aura plus qu'à mettre pour j3, y leurs valeurs. Or l'équation générale de l'enveloppée développable est
{x + pZ) dxi — {^ -\-' qTj) dp =^ o;
donc, pour que cette enveloppée développable soit conique et ait son sommet sur la droite donnée, il faut que les deux dernières équations coïncident, c'est-à-dire que l'on ait
Mais en représentant par U = o l'équation aux différences partielles de l'enveloppe, il est évident que la dernière équation est aux différences partielles du premier ordre, entre les quatre variables U, j;, j, z, et qu'on y traite les quantités/? et q comme constantes; il est clair aussi que les quantités a, /3, > sont constantes, car les différentielles de ces quantités , prises en regardant p et q comme constantes, sont toutes trois nulles. Prenant donc dans cette équation la valeur de Z, pour la substituer dans
rfU = X^' -+- Ydy -+- Zrfz,
ce qui donne
rfU
— a \z — aj \z — aj
on voit que U doit être composée, d'une manière quelconque, des
deux quantités '^~ ? T.IZ1 et des deux quantités p et q, qui ont
été regardées comme constantes. Ainsi l'équation générale des surfaces, dont l'enveloppée développable est conique, et a son sommet sur la droite donnée, est de la forme
dans laquelle il faut remettre pour a, /3, > leurs valeurs données plus haut; ou enfin, pour Yie laisser qu'une seule quantité à substituer, cette équation est de la forme
(B) F i ^=4fi^. ^^^iÈi^î, ^, ? t = o,
dans laquelle il faut mettre pour a sa valeur
Cela posé, il est facile de faire voir que T intégration de l'équation (B) ne dépend que de celle d'une équation aux difTérences ordinaires du premier ordre entre deux variables. En effet, l'équation ((^), qui n'est autre chose que celle de l'enveloppée conique, dans laquelle a est une constante arbitraire, peut être mise sous la forme suivante :
p\x — a — Aaj H- ry( y — h — Ba) = z — a;
ou en faisant, pour abréger,
X — a — Aa r — h — Ba
l'équation de l'enveloppée conique sera
pu -+- qv = i .
Tirant de cette équation et de
pdx -+- qdy = dz les valeurs de p et de q^ on a
p{udy — vdœ) ^= dy — crfz, q {nd/y — ifda^) = — dv -+- iidz, ou bien
— — ^^ ' udi^ — i^dii
Donc, substituant toutes ces valeurs dans la proposée (B), elle
deviendra de la forme suivante :
■-,1 (h — du \
I ' ' udvf — Vf du udv — Vf du ) '
équation aux différences ordinaires du premier ordre entre les deux seules variables w, (^, et dans laquelle a est constante.
L'intégrale de cette équation, complétée par une fonctiori arbitraire de a, sera en
ou en
X — a — Aa y — h — Ba
, ^ , (pa
et appartiendra à l'enveloppée conique. Donc, si l'on représente cette équation par M = o, l'intégrale complète de la proposée (B) sera le résultat de l'élimination de a entre les deux équations
dU
On pourrait traiter d'une manière analogue l'équation générale des surfaces dont l'enveloppée développable est conique. Mais alors les sommets des cônes ne seraient plus assujettis à être sur une droite; ils seraient sur une courbe arbitraire : les deux coordonnées |3, y seraient des fonctions arbitraires de a, et l'équation de l'enveloppe serait aux différences partielles du troisième ordre. Dans ce cas est comprise l'enveloppe de l'espace parcouru par une surface quelconque donnée, qui se meut sans tourner, mais qui change de forme en restant toujours semblable à elle-même.
En ne considérant, parmi les dix équations de la caractéristique rapportées art. XIII, ni la huitième ni la neuvième, toutes les fois qu'une quelconque des huit autres sera irUégrable, ou immédiatement, ou au moyen de la proposée, t intégration de cette dernière ne dépendra plus que de celle d'une seule équation aux différences ordinaires du premier ordre a deux variables.
Nous allons le démontrer pour le cas de la dixième équation, à cause de l'analogie avec les articles précédents.
Supposons qu'une équation quelconque aux différences partielles du premier ordre, U = o, soit telle, que l'équation
(A) (X -h pZ) dq — {Y-^qZ)dp = (y
soit intégrable directement, ou au moyen de U = o, et que cette intégrale soit représentée par
(B) /(/?, q, oc) = o,
dans laquelle a est la constante arbitraire introduite par cette première intégration, et que Ton ait, jwr conséquent,
par cela seul, la quantité U est susceptible d'une fonne générale qu'il faut trouver.
11 est évident que les valeurs de —- que fournissent les deux
équations (A), (C), doivent être égales entre elles; ce qui donne
Or cette dernière équation, dans laquelle/?, r/, a sont regardées
comme constantes, est aux différences partielles entre les quatre variables U, a;, j, z. Si donc on prend la valeur de Z pour la substituer dans
dV = XcLc + Ydx + Zrfz, on aura
{Pf'^qf")d^ = X[(/?/'+ qf")dx-f'dz\
^[{pf'+<lf")dy-f"dzl
dans laquelle/?, q^ a sont constantes, et qui indique que la quantité U doit être composée, d'une manière quelconque, des deux suivantes : {pf -h qf")x - zf\ {pf + qf")x - zf\ et de /;, 9, qui sont regardées comme constantes. On aura donc
\S = V\x{pf'+qf")-zf\ y{pf'+qf")-zf\ p, r/|,
ou, ce qui revient au même,
\] = V\z—px — qy, xf—yf\p, q\.
et, par conséquent, la proposée U = o est susceptible d'être mise sous la forme
(D) ^\z—px — qy, xf—yf\p, q\ = o,
dans laquelle les fonctions dérivées/', J" sont données en /?, y , et contiennent, de plus, la constante a^ qui peut être chassée au moyen de (B). Il est inutile de former cette équation (D); il suffit d'avoir démontré qu'elle doit avoir lieu .
Gela posé, l'équation (B), qui appartient à l'enveloppée développable, est elle-même aux différences partielles; elle est facile à intégrer, et l'on sait que pour avoir son intégrale il faut, i*^ poser
(E) z—px — qf = '\p\
2" chasser q au moyen de sa valeur prise dans (B); 3** éliminer/? au moyen de la différentielle de (E), prise en regardant x^ r, z comme constantes, c'est-à-dire au moyen de
— xdp — ydq = -\'pdp, qui, en mettant pour dq sa valeur prise dans (C), devient
(F) ^f"-yf'=fH'-
Ainsi l'équation intégrale de l'enveloppée développable est le résultat de l'élimination des deux quantités/?, q entre les trois équations (B), (E), (F) ; et si la fonction ^f., qui entre avec sa dérivée dans les équations, est regardée comme arbitraire, l'intégrale appartient à l'enveloppée développable générale.
Mais si l'on veut que cette enveloppée soit celle qui convient particulièrement à la surface exprimée par U = o, il faut déterminer la forme de la fonction 4 de manière que la proposée U=o, ou, ce qui revient au même, que l'équation (D) soit satisfaite.
Or, si dans (D) on mettait
pour z — px — qy sa valeur 4/^, tirée de (E),
pour xf — >;/■' sa valeur /''^4'/'» ^^^^ ^^ (F)^
et pour q sa valeur en/^, tirée de (B),
il ne resterait plus que a, /;, 4/^? 4'/^- Donc, sans former l'équation ( D) , il sera toujours possible, entre les quatre équations U=o, (H). (E), (F), d'éliminer les quatre quantités y, x^ v, z; et l'on aura un résultat
(G) en a, p, 4/^ 4'/^-
qui sera, aux différences ordinaires du premier ordre, entre les deux variables/^, 4/^^ à^xws lequel a est constante, et qui servira à déterminer la forme de la fonction 4-
on fera
(E) Z = -y^^Xj
(F) pr-gr=r4'-
Entre la proposée U = o et les trois équations (B), (E), (F), il sera toujours possible d'éliminer les quatre quantités /?, y, y, z, et la résultante sera
(G) en a, ^r, -^x^ 4'*^?
dont l'intégrale
(H) sera en a, x, '>lx, ^a,
et déterminera la forme de la fonction 4- Mettant pour 4^* ^ valeur z, cette dernière équation sera
(K) en oc, Xy Zy ça.
Gela fait, des équations (B), (K) on tirera les valeurs de a et 9; et si Ton représente ces valeurs par
l'intégrale complète de la proposée U = o sera
N = (pM.
2". Si l'équation {1?p -hQq)dx — pciz = o est intégrable, et si son intégrale connue est représentée par
la proposée U = o sera susceptible de la forme
— 4C5 on fera
(F) rf"^r--H',
et il sera possible d'éliminer les quatre quantités />>, 7, r, >' entre les quatre équations U = o, (B), (R), (F), f^e résultat de cette élimination sera
(G) en a, z, ^f.^, -nJ.'s,
dont l'intégrale
(H) sera en a, s, 4^^ ?^ î
mettant dans cette intégrale pour 4 2 sa valeur >*, tirée de (E), on aura
(K) en «, y, z, ?«.
Cela fait, si de (B) et (K) on tire les valeurs de a, :pa, et si Ton représente ces valeurs par
l'intégrale complète de la proposée U = o sera
3**. Si c'est l'équation (P/^ -h Q7) r// — Qr/z = o qui est intégrable, et si son intégrale connue est représentée par
la proposée U = o sera susceptible de la forme
F i tf±/', X-, r. ^ t = o,
*t l'on opérera comme dans le cas précédent.
4**. Les deux équations de la caractéristique
Vdp -+- (X -f-/;Z)^= o, Qrf7+(Y-+-çZ)rfr=o
appartiennent à la même enveloppée dont T équation inté{çrale est de la forme générale
Z = -\,X H- TTJ,
et dont les deux équations aux difTérences partielles sont
p = ^'x, q = Tr'y.
Donc, si la première de ces deux équations de la caractéristique peut, au moyen de la proposée U = o, êti^e réduite aux deux variables /?, x^ la seconde sera réductible aux deux variables 9, ,>', et réciproquement.
Soient leurs intégrales
dans lesquelles a et ^a sont les deux constantes arbitraires. L'équation intégrale de l'enveloppée sera
et si Ton représente cette équation par M = o, l'intégrale complète de la proposée U = o sera le résultat de l'élimination de a entre
les deux équations M== o et -j- = o.
5°. Si l'équation de la caractéristique
est rendue intégrable au moyen de la proposée U = o, et si cette
intégrale coniuie est
dans laquelle a est la constante arbitraire, la proposée sera susceptible de la forme
(D) F jy/' +- •':/■"> ïHf' + =/■", p. .>i = o;
on fera
(E) pqf'+-^f" = f"-\y.
Entre les quatre équations U = o, (B), (E), (F), il sera toujours possible d'éliminer les quatre quantités p, r/, .r, r., et la résultante sera
(G) en «, j, 4j, 4V,
dont l'intégrale
(H) sera en a, ,r, 4^5 ?«•
Cela fait, si entre les cinq équations (B), (E), (F), (G), (H), on
élimine les quatre quantités /?,(/, 4j» 4'/' ^^ ^^^^ ^^ ^^N J> ^^ a, ^a, l'équation intégrale de l'enveloppée; donc, si Ton représente cette équation par M = o, l'intégrale complète de la proposée U = o sera le résultat de l'élimination de a entre les deux équations
6°. Il est évident que si c'était l'équation de la caractéristique
Vdq ^ {\ + fil) dx = o
qui fut intégrable directement, ou rendue telle au moyen de la proposée U r=z o, tout serait comme dans le cas précédent, et changeant p et y respectivement en q et x.
Les considérations géométriques sur lesquelles nous venons de fonder la recherche des équations de la caractéristique sont familières aux élèves de l'Ecole Polytechnique; mais elles peuvent être pénibles pour d'autres lecteurs, et nous croyons devoir conduire à ces mêmes équations par un procédé purement analytique. Nous allons d'abord le faire pour le cas des équations linéaires; nous passerons ensuite au cas général.
On sait qu'une équation quelconque aux différences partielles de premier ordre appartient à l'enveloppe de l'espace parcouru par une surface donnée, mobile en vertu de la variation d'un paramètre a, et dont l'équation intégrale renferme de plus une fonction arbitraire de a qui a disparu par la différentiation. Mais cette même équation appaitient aussi à chacune des enveloppées qui sont renfermées sous l'enveloppe; car chaque enveloppée est un cas particulier de l'enveloppe : elle est ce que devient l'enveloppe lorsque le paramètre a est constant.
D'après cela, soit proposée l'équation linéaire générale
(A) P/; ^ Qry = L,
dans laquelle les trois coefficients P, Q, L sont donnés d'une manière quelconque en cT, j, z : si cette équation, qui ne contient pas a explicitement, peut appartenir à chacune des enveloppées individuelles, il faut bien qu'elle contienne au moins implicitement la quantité a, qui est constante pour chaque enveloppée, et dont les différentes valeurs déterminent chacune d'elles en particulier;
et i) n'y a que les quantités/^, q qui puissent la contenir. Mais ces deux quantités ne sont point indépendantes ; elles ont entre elles une relation exprimée par l'équation
dz = pdx H- qdy\, ,
qui résulte de leur définition. On peut donc, au moyen de cette dernière équation, chasser de la proposée Tune de ces deux quantités, et Ton aura Tune des deux équations suivantes :
(B) p i IVj — Qr^r \ = X.dy — Qdz,
(C) q i Vdf — Qdœ \ = — Ldx -f Vdz,
dont il nous suffira de considérer une seule, la première par exemple.
L'équation (B), dans laquelle p renferme implicitement a, est aux diflFérences ordinaires; elle appartient donc à toutes les enveloppées, pour chacune desquelles l'arbitraire a a une valeur constante, maisdiflFérente. Si donc, considérant une certaine enveloppée pour laquelle la constante arbitraire a une certaine valeur a, on passe à l'enveloppée infiniment voisine, pour laquelle l'arbitraire ait la valeur a-f-^/a, il est clair que l'équation de cette seconde enveloppée sera
(D) [// + (g) da \\Pdx- QrU \ = Ldr - Qdz.
Or la caractéristique de l'enveloppe n'est autre chose que Tintersection de deux enveloppées consécutives; donc les équations (B), (D), qui appartiennent à deux enveloppées consécutives, sont celles de la caractéristique.
Si l'on retranche (B) de (D), on a
Vdy — Qd,v - o.
— ^7o — en vertu de laquelle (D) donne
Lr/r — Ç^dz = o.
Enfin, éliminant dy entre ces deux dernières, on a encore
\idx — Vdz = o.
Ces trois équations aux différences ordinaires, dont une quelconque est une suite nécessaire des deux autres, sont celles des projections de la caractéristique sur les trois plans rectangulaires, que nous avons traitées dans Tart. XI V et les suivants.
Il est évident que l'opération que nous venons de faire se réduit à différentier l'équation (B), en regardant p comme seule variable; ce qui donne immédiatement
\^dy — Ç^dx = o, Jjr/)* — Qrfz = o.
Si Ton eut différence (C), en regardant q comme seule variable, on aurait eu de même
IV/r — Qdx- — o, \jdv — Pdz = o ;
ce qui est le même résultat. Passons maintenant au cas général.
Ii()rs(jue l'équation aux différences partielles du premier ordre n'est pas linéaire, l'opération que nous venons de faire, et qui consiste à substituer pour Tune des ([uantités/;, y, sa valeur prise dans dz ^= pdr -i- ([dy^ et à différentier ensuite, en regardant comme seule variable (*elle des deux quantités qui reste, ne fournit
qu'une seule équation pour la caractéristique, et n'est pas suffisante. Pour avoir les deux équations de cette courbe par une même opération, il faut différentier la proposée une fois aux différences partielles.
Soit proposée l'équation générale
F I /?, ^, X, 7, ^t = ^' et supposons que sa différentielle ordinaire soit
(A) Vdp + Qr^y -f- \cLx -V-Ydy + V.dz = o,
dans laquelle P, Q, X, Y, Z sont données en p^ //, x^ r? 2, par la différentiation ; ses deux différentielles partielles prises en regardant d'abord r, puis y comme seules variables, seront
(B) Pr + Q^ -h X + //Z = o,
(C) P.9 + Q^ + Y + ryZ = o.
De ces deux équations, il nous suffira d'en considérer une seule, la première par exemple.
L'équation (B), qui est aux différences partielles du second ordre et linéaire, appartient à une surface plus générale que celle de la proposée, et qui a deux caractéristiques : mais de ces deux caractéristiques, l'une lui est commune avec la surface de la proposée, et l'autre est connue; car on sait que c^tte nouvelle caractéristique a pour équation djr = o ou J = /3 . Donc les équations de la première caractéristique de la surface à laquelle appartient l'équation (B), seront aussi celles de la caractéristique de la surface à laquelle appartient la proposée.
En considérant l'équation (B) comme appartenant à l'enveloppée mobile en vertu de la variation d'un paramètre a, les deux quantités r, s sont les seules qui, en passant d'une enveloppée quelconque à la suivante, soient affectées de la variation de a : car.
si la caractéristique est l'intersection de deux enveloppées consécutives, elle est aussi une ligne de contact pour ces deux surfaces; et, en passant de l'une à l'autre, les quantités/?, q ne changent pas, mais les deux quantités r, ^ ne sont pas indépendantes; elles sont liées entre elles par l'équation
dp = rdjc -t- sfly-i
(jui est l'expression de leur définition, et au moyen de laquelle il est facile d'éliminer de (B) l'une quelconque d'entre elles; ce qui produit l'une des deux équations suivantes :
( D) s j Prfr — Qdx \ — I Vdp -f- (X +/>Z) dx\=o,
(E) rjPrfr_Q,it} 4- |Q^/^-f-(X4-/>Z)r/rj =o,
dont chacune appartient à une enveloppée mobile, et ne contient qu'une seule quantité j ou r qui soit variable, en vertu de la variation du paramètre a. De ces deux équations, il suffît d'en considérer une, la première par exemple.
En raisonnant comme nous l'avons fait dans l'article précédent, il est évident que, pour avoir l'équation de la caractéristique, il faut différentier l'équation (D) de l'enveloppée, en regardant a, et par conséquent ^, comme seule variable; et, parce que s est linéaire, cette opération produira les deux équations
Vdy — Q^ = o, Wp-^{X+pZ)dx^ o,
qui appartiendi'ont à la caractéristique, et au moyen desquelles et des deux suivantes
iVdp+qdq^{X^pZ)dx+{\+q7.)dr = o, ( dz = pdx -h qdy^
on peut former les dix équations de l'art. XII I.
Si Ton difFérentiait (E) en regardant a, et, par conséquent, r comme seule variable, on aurait les deux équations
Vdy — Q^dx = o, Q^ + (X -{- pz)dy = o,
qui produisent également les dix équations de l'art. XIII.
Au lieu d'opérer, comme nous l'avons fait, sur l'équation (B), on aurait pu traiter de même l'équation (C). En effet, si l'on chasse de cette équation l'une des deux quantités ^, ^, au moyen de
dq = sdx H- tdy^
on a l'une des deux équations suivantes :
(F) t\l?dy — Çldx\ — jPrA/H- {\ ^(f7.)dx\ = o,
(G) s{Pdx — Qdi\ -f- Qdp -h (Y + qZ)ày' = o,
dont la première, différentiée en regardant a, c'est-à-dire ^, comme seule variable, produit les deux équations
Pdr — Qdx = o, Pdq^{Y -hqZ)dx=: o,
qui fournissent les dix équations de l'art. XIII; et dont la seconde, différentiée en regardant a, c'est-à-dire ^, comme seule variable, produit les deux équations
Prfr — Qdx = o, qdq-^{Y-^qZ)dx==o,
qui remplissent le même objet.
L'ÉQUATION DES CORDES VIBRANTES
l^orsque les fonctions arbitraires qui complètent les intégrales des équations aux différences partielles sont toutes composées de la même quantité, c'est-à-dire lorsque les surfaces qui appartiennent à ces équations n'ont qu'une seule caractéristique, nous avons vu qu'il était toujours possible de déterminer les formes que les fonctions doivent avoir pom^ que la surface passe par autant de courbes arbitraires données qu'il y a de fonctions, ou soit circonscrite à autant de surfaces données arbitrairement, ou soit normale à ces dernières, et que cette opération n'est sujette à d'autres difficultés que celle de l'élimination algébrique. Mais lorsque les fonctions arbitraires sont composées de quantités différentes, le même procédé pour la détermination de chacune d'elles conduit à une équation aux différences finies. Toutes ces équations doivent être intégrées, et leur intégration introduit autant de fonctions arbitraires nouvelles qui doivent être déterminées par d'autres conditions dont la question est susceptible. J'ai cm qu'il était convenable de donner un premier exemple de cette opération, et j'ai choisi celui de l'équation des cordes vibrantes, moins par l'intérêt qu'inspire une question qui a été traitée avec le plus grand succès par les premiers géomètres, et sur laquelle je ne me propose pas de revenir, qu'à
cause des facilités que présentent les conditions auxquelles cette question est ordinairement soumise : ainsi mon objet est de pure géométrie analytique.
[PL IVj fig. I .) Si Ton conçoit qu'une corde élastique et uniforme AB, tendue en ligne droite, entre ses deux extrémités fixes A, B, par un poids déterminé, soit écartée de sa position par une cause quelconque qui lui fasse prendre la forme curviligne AMB, infiniment peu différente de la droite AB, et que cette cause vienne à cesser subitement dans toute retendue de la corde, la corde, abandonnée à elle-même, tendra à reprendre la forme rectiligne; chacun de ses points se portera vers la droite AB avec une force accélératrice, et, en arrivant dans cette droite, il aura une vitesse acquise, en vertu de laquelle il continuera son mouvement de l'autre côté; mais alors il tendra de nouveau la corde, et il éprouvera une résistance toujoui*s croissante, qui lui fera perdre peu à peu toute sa vitesse. Lorsque tous les points de la corde auront ainsi perdu leurs vitesses, la corde aura une nouvelle position AM'B, dans laquelle elle sera de nouveau abandonnée à elle-même, et de laquelle elle se reportera vers AB, pour passer encore au delà, et ainsi de suite. Elle oscillera donc, de part et d'autre de AB, dans un même plan, et le mouvement d'oscillation ne cesserait pas sans quelques résistances, dont la principale est celle de l'air dans lequel il s'exécute.
Pour passer de l'état initial AMB à l'état final AM'B, la corde emploie un certain temps, et, dans tous les instants intermédiaires, elle est pliée suivant une courbe A/wB, Aw'B, dans l'équation de laquelle doit entrer le temps écoulé depuis le commencement du mouvement : ce temps est une quantité constante pour chaque courbe en particulier, et variable d'une de ces courbes à l'autre.
Depuis longtemps les géomètres se sont occupés de T équation
de la courbe AmB. En nommant x l'ordonnée AP comptée dans le sens de la longueur de la corde, z l'ordonnée Pm qui lui est perpendiculaire, et y le temps écoulé depuis le commencement du mouvement, ils ont trouvé que l'équation de cette courbe était
/ ddz \ o / ddz \
ou, suivant la notation que nous avons employée jusqu'ici, .
dans laquelle a est une constante qui dépend des dimensions, de la densité et de la tension de la corde. I^a même équation exprime aussi le mouvement d'une molécule d'air dans la propagation du son.
Il est assez remarquable que cette équation, qui est du second ordre, soit la première équation aux différences partielles que l'on ait intégrée complètement. On est redevable de son intégration à MM. d'Alembert et Euler, qui en ont déduit l'explication des principaux phénomènes que présentent les cordes vibrantes et les lois de la propagation du son. M. Lagrange a traité depuis la même matière avec la généralité et l'élégance qui lui sont ordinaires.
Je vais d'abord exposer rapidement l'intégration de l'équation; je passerai ensuite à la construction de l'intégrale, qui est mon objet principal.
On sait que lorsqu'une équation aux différences partielles du second ordre est linéaire ou de la forme
Lr H- M^ -h N^ = H,
on a pour chacune de ses deux ciiractéristiques les deux équations
hdy- — Udxdy + Na^x' = o, l^dpdj'-^ ^dqdx= ^.dxdy.
Dans le cas de réquation des cordes vibrantes r — a^t=^o, on aura donc pour chacune des deux caractéristiques les deux équations
df' — a^dx' = o, dpdf — a'dqdv = o.
La première est composée des deux facteurs
dy H- adœ = o, dy — ad.v = o,
dont les intégrales sont
>' H- ax = a, y — oo; = u ,
Ce qui prouve que la surface a deux caractéristiques indépendantes; que chacune de ces courbes est dans un plan perpendiculaire à celui des x^ j, constamment parallèle à lui-même; et que ces deux plans font avec la ligne des x^ et de part et d'autre de cette ligne, des angles égaux entre eux, et dont la tangente est égale à la constante a.
En ne considérant que la première des deux caractéristiques, et substituant pour dy la valeur — adx qui lui convient, la seconde équation devient
dp -h adq = o,
dont l'intégrale est
p -f- aq = /3.
Les quantités a, /3 sont donc toutes deux constantes pour la première caractéristique; elles seront, par conséquent, fonction Tune de l'autre pour tous les points de la surface, et l'on aura
Ainsi
sera iiiie des intégrales premières de la proposée, et c*ette intégrale sera (Complétée par la fonction arbitraire ?^.
De inêine, en ne considérant que la seconde caractéristique, et substituant pour dy la valeur adx qui lui convient, la seconde équation devient
dj) ad<l rrrz <),
dont r intégrale est
Les quantités «', ^J seront donc aussi toutes deux constantes pour la seconde caractéristique; on en conclura pareillement que la seconde» des deux intégrales premières de la proposée est
p — (Kl r= -v^ ( >• — ax ) ,
complétée [)ar la fonction arbitraire 4. Ainsi les deux intégrales premières sont
p - an -^ (p ( )• I ax\.
p — (U{ ^^ -^ (,) ihV).
Oe ces deux é([uations (m tire, pour/^ et <y, les valeurs suivantes:
'Xp ^=z t -^ -^^
qui, substituées dans dz z=^ pdx -h 7^/) , donnent
^x adz = {dy -h adx) (p — (//>■ — r/r/.r ) -v^,
équation aux difïérences ordinaires (jui est intégrable par les (jua- <lratures. quelles que soient les formes des deux fondions, et dont l'intégrale est de la forme
r. = «l) ( ^> ■ -h- ax ) -h- 4-" ( ,>' — ax ) .
(y est cette équation qui est l'intégrale seconde de la proposée, et qui est complétée par les deux fonctions arbitraires <I> et ¥ , composées des quantités différentes y -f- nx^ y — a,i\
Pour construire l'intégrale que nous venons de trouver, considérons d'abord que si l'on avait séparément les deux équations
z — (}>{y H- (u:), - =^ ^(j — aa*),
elles seraient celles de deux surfaces cylindriques à bases quelconques, parallèles, l'une à la droite menée par l'origine dans le plan des .r, r, et qui aurait pour équation
V H- aa: = o,
l'autre à la droite menée par le même point, dans le même plan, et qui aurait pour équation
>• — ad' =^ o;
et les bases de ces deux surfaces cylindriques, considérées dans le plan des r, 2;, auraient pour équations, l'nne
et l'autre
Donc, si après avoir mené par l'origine dans le plan dcp .r, >* deux droites situées de part et d'autre de Taxe des .r, et qui fassent avec cet axe le même angle dont la tangente est r?; et si, après avoir tracé dans le plan des >*, z deux courbes arbitraires destinées à être les bases des siu^faces cylindriques, on conçoit que le plan d'une <le ces bases se meuve parallèlement à lui-même le long de la pre-
Yîiière droite, et que le plan de l'autre se meuve parallèlement à lui-même le long de la seconde, on engendrera deux surfaces cylindriques telles, que si, pour un point quelconque pris sur le plan des j:, j, on construit une ordonnée z égale à la somme des ordonnées des deux surfaces cylindriques, l'extrémité de cette ordonnée sera dans la surface demandée.
Ainsi, pour construire la surface par points, il ne s'agit plus que de déterminer quelles doivent être les bases des deux surfaces cylindriques, pour que la surface satisfasse aux conditions particulières que comporte la question des cordes vibrantes.
Au lieu de construire la surface par points, on peut l'engendrer par le mouvement de Tune ou de l'autre de ses deux caractéristiques. En effet, si par les deux droites tracées dans le plan des 07, j, et dont les équations sont
y -^ ax =^ o, y — ax = o,
on conçoit deux plans perpendiculaires à celui des j;, j, et qui se couperont, par conséquent, dans l'axe des z, chacun de ces plans coupera celle des deux surfaces cylindriques à laquelle il n'est pas parallèle, suivant une trace que l'on pourra regarder comme une autre base de cette surface. Si l'on conçoit que le plan de l'une quelconque de ces traces se meuve parallèlement à lui-même sans tourner, de manière que le point de ce plan qui est à l'origine parcoure l'autre trace (ce qui peut se faire de deux manières, selon que c'est l'une ou l'autre trace qui est regardée comme mobile), la trace mobile engendrera la surface dont il s'agit; car il est évident que, pour chacun des points de la surface engendrée, l'ordonnée z
sera égale à la somme des ordonnées correspondantes des deux surfaces cylindriques, et que Téquatiou de cette surface sera
Il faut observer que les deux traces génératricîes ne sont autre chose que les deux caractéristiques, car ces traces sont dans des plans mobiles dont les équations sont, pour Tune,
pour l'autre,
et que les quantités a , «', dont chacune est Vy à l'origine du plan correspondant, sont constantes cha(*une j)our la trace à laquelle elle appartient.
Or les deux traces sont faciles à c^onstruiie d'après les bases des deux surfaces cylindriques; donc*, pour engendrer la surface par le mouvement de Tune de ses caractéristiques, il ne s'agit plus que de déterminer quelles doivent ctre les bases des deux surfaces cylindriques pour c[ue la surface satisfasse aux (conditions que comporte la question des cordes vibrantes.
Examinons quelles sont ces conditious.
Dans l'équation des cordes vibrantes, la (juantité >' exprime le temps écoulé depuis l'instant oii la corde, ayant été écartée de sa position en ligne droite, a été sul)itement abandonnée à elle-même; et, pour chacime des formes (pie la (*orde prend ensuite successivement, cette quantité > est constante. Or, en géométrie, îious ifgardons cette même quantité comme une des trois coordonnc'^es rectangulaires. Donc, si l'on conçoit ([ue du moment que la corde
est abandonnée à elle-même, le plan des a?, z dans lequel s'exécutent les vibrations se meuve uniformément sans tourner, et restant toujours perpendiculaire aux j, la corde vibrante, entraînée par ce plan mobile, parcourra une surface qui est celle qu'il s'agit de construire ; et il est évident que toute section faite dans cette surface par un plan quelconque perpendiculaire aux y donnera la figure de la corde pour le temps j qui détermine la position du plan coupant.
[PL IV y fig. 2 .) Gela posé, on suppose que les deux extrémités A, B de la corde sont fixes et ne participent pas aux vibrations; ces deux points n'auront donc aucun mouvement dans le plan mobile, et ils parcourront dans le plan des x^ y des droites AC, BD perpendiculaires aux X. D'où il suit que la surface engendrée passera,
1**. Par la droite AC ;
2°. Par la droite BD.
3^. Il est évident que la surface doit passer par la courbe suivant laquelle elle a été pliée dans le plan des a?, z au commencement du mouvement ; courbe qui doit être donnée arbitrairement et connue. Nous la supposons ici couchée sur le plan des x^ y en AMB.
4*". Enfin, au commencement du mouvement, c'est-à-dire lorsqu'on abandonne la corde à elle-même, la vitesse de la droite AB est naissante, et par conséquent nulle : l'ordonnée d'un point quelconque de la courbe donnée AMB doit donc être un maximum dans le sens des r; donc, sur la surface, et pour tous les points de la courbe initiale AMB, on doit avoir
Il suit de là que la surface doit être perpendiculaire au plan des 0?, z dans toute l'étendue de cette courbe.
Voilà donc quatre conditions indépendantes auxquelles les bases des deux surfaces cylindriques, ouïes deux fonctions * et V, doivent satisfaire, pour que l'intégrale générale
2 = $ ( j + cLv) -t- ^' [y — eut)
convienne au cas particulier des cordes vibrantes ; tandis que si les deux fonctions qui entrent dans cette équation étaient composées de la même quantité, et affectées de coefficients pour n'être pas réductibles à une seule, deux de ces (|uatre conditions suffiraient pour les déterminer toutes deux d'une manière complète.
Recherchons actuellement ce que chacune des quatre conditions que nous venons d'exposer exige de la part des deux bases des surfaces cylindriques.
(PL IV y fig. 2.) L'origine des coordonnées rectangulaires étant placée au point A, qui est Tune des extrémités de la corde vibrante, il est évident que les deux équations de la droite AC sont
cT = o, z = o.
Or la première condition énonce que la surface doit passer par cette droite; il faut donc que si l'on substitue pour .r et :: ces valeurs dans T équation
2 = * ( j -h ax) H- M-" (y — ax)^ cette équation soit satisfaite ; on aura donc
ce qui établit une première relation entre les deux fonctions arbitraires *, **. Il suit de là que les bases des deux surfaces cylin-
driques sont parfaitement opposées, puisque, pour la même j, leurs ordonnées sont égales entre elles et de signes contraires, c'est-àdire que si Tune quelconque de ces bases faisait une demi-révolution autour de Taxe AG des 7, elle s'appliquerait exactement sur l'autre. Ainsi, si l'une de ces bases était représentée par la ligne pleine '''M''M'MMiVrM'']Vr'', l'autre le serait par la ligne ponctuée '''N''N'NN'N''N"\ dont les coordonnées correspondantes G'M' et G'N' sont partout égales entre elles et de signes contraires.
Voilà tout ce qu'exige la première condition prise isolément.
C'est pour diminuer le nombre des figures que, dès à présent, je donne aux bases une forme particulière, qui sera justifiée dans la suite.
Rn nommant A la longueur AB de la corde vibrante^ les deux équations de la droite BD sont
Or, d'après la seconde condition, la surface doit passer encore par cette droite ; donc, si l'on substitue ces nouvelles valeurs de x et r. dans l'équation intégrale, il faut que cette équation soit encore satisfaite. On aura donc
a)(j-|- ak) -h H' [y — ak) = o,
ce qui établit une seconde relation entre les deux fonctions arbitraires.
Actuellement, représentons par // la quantité y — ax qui est sous la fonction ^ : la quantité y -\- ax qui est sons l'autre fonction <I> sera 11 -h 2 «A, et Téquation précédente deviendra
et , par conséquent ,
En vertu des deux premières conditions considérées simultanément, on aura donc entre les deux fonctions * et H' les deux relations
* ( j + 2 a A) -h Wy = o, équations qui, retranchées Tune de l'autre, donnent
* ( >• + 2 a A) — * K = o, et, par conséquent,
H ( r -h 2 a A) — Wy -- o.
Ainsi, pour chacime des deux fonctions * et M , on a une équation (jui doit servir à la déterminer.
Les deux équations que nous venons de trouver, Tiuie en »l>, l'autre en *", sont aux différences finies, et, pour chacune d'elles, la différence finie de la variable principale/ est constante et = 9. a A, c'est-à-dire qu'en faisant pour les deux fonctions
Ar = '^' ^A,
on a, pour l'une,
A<Pj = o,
et pour l'autre,
Or ces équations aux différences finies sont très-simples, et leurs intégrales expriment évidemment que chacune des bases des deux surfaces cylindriques est une courbe périodique dont toutes les périodes constamment étendues de la quantité 2 a A dans le sens des jr sont égales entre elles, de manière qu'étant toutes superpo-
sées, elles coïncideraient parfaitement; mais elles ne statuent rien sur la forme d'une de ces périodes, qui doit être déterminée par d'autres conditions.
Donc, après avoir mené par l'origine A , et dans le plan des .r, j, les deux droites AB', A^B, faisant, de part et d'autre de AB, Fangle dont la tangente esta, jusqu'à ce qu'elles coupent la droite BD dans les points B', ^B, ce qui donnera BB' = a A et B^B = — aA, et par conséquent B'^B = ji a A; si sur l'axe AG des r? et à partir d'un point quelconque, on porte cette quantité B'^B un noml)re de fois indéfini tant en avant qu'en arrière, on déterminera sur cet axe une suite d'intervalles égaux ^^A A, A^^A, . . ., pour lesquels les parties (correspondantes de chaque base seront parfaitement égales entre elles, et celles des deux bases seront aussi égales entre elles, mais en sens opposés l'une par rapport à l'autre.
Voilà tout ce qui résulte des deux premières conditions prises simultanément. La nature des périodes doit être déterminée par les autres conditions.
(Considérons actuellement celle des conditions que nous avons énoncée la quatrième, et qui comporte que la surface, dans son intersection avec le plan des .c, z, soit partout perpendiculaire à ce plan, c'est-à-dire que, pour tous les points de la surface qui sont
dans ce plan , on ait ( ^ ) =
Si l'on différentie l'équation intégrale
z = <!> {y -h fuv) -+- ^' [y — eujc)^
en regardant .r comme constante, on a
/dz
mais, pour le plan des x, z, on a
donc, si l'on substitue ces valeurs, Téquation précédente doit être satisfaite. On aura donc
<if'{ax) -+- ^'{—ax) = 0,
et par conséquent, en général,
équations aux différences ordinaires, que Ton peut écrire de la manière suivante :
^.<ï>(r)-rf.^(-j) = o,
et dont l'intégrale est
la quantité 2e étant la constante arbitraire introduite par l'intégration, et qui est toujours la même, quelle que soit la valeur de j. L'équation que nous venons de trouver est entre les coordonnées des bases des deux surfaces cylindriques ; mais , en vertu de Tart. VI, on a
donc, si l'on substitue successivement pour ces quantités leurs valeurs, on aura les deux équations aux différences finies
lir(j) + lir(— 7)=— 2C,
dont chacune appailient à une des bases en particulier.
Avant que d'aller plus loin, il convient de déterminer la constante arbitraire 'le,
(Chacune des équations aux différences finies que nous venons de trouver a lieu pour la base à laquelle elle appartient, quelle que soit la valeur de >'. (considérons le point de cette courbe qui correspond à Torijifine A, et pour lequel on a >* = o ; la première de ces équations deviendra
or les deux cjuantités <l> (o) et <1> ( — o) sont évidenunent égales entre elles, puisqu'elles sont évidemment deux expressions de l'ordonnée de la base à l'origine ; on aura donc
ou
On trouve de même
Donc la (*onstante e^ pour chacune des bases des deux surfaces <'vlindri(jues, est égale à l'ordonnée de cette base à l'origine.
D'après (*ela, considérant sur chacune des deux bases le point a (]ui correspond à l'origine, si pour chacune d'elles on mène par ce j)oint une droite ar |iarallèle à l'axe A(i des > , et qui en sera distantt* de la quantité • 'xe pour Tune, et — *xe pour l'autre ; et si, l'apportant chacMuie de ces deux courbes à la droite ac correspondante, regardée <'onune un nouvel axe des r, on représente leurs nouvelles ordonnées par ïv et f )\ on aura, pour la première de ces <*ourbcs.
ce qui donne, en ajoutant,
flj) + f{— 7) = *(.r) + *(— 7) — 2e.
Or le second membre est nul en vertu de la première équation aux difiërences finies de Tarticle précédent ; donc on aura
on trouverait de même
Ainsi, à la place des deux équations aux difFérences finies de l'article précédent, rapportées au même axe AG des >% on a pour les deux bases, rapportées chacune à son axe particulier ac, la même équation aux différences finies délivrée de la constante arbitraire e, c'est-à-dire qu'en faisant pour les deux bases
on a, pour l'une, et pour l'autre.
Afr = — 2fj, Vf = — 2//.
Les équations aux différences finies que nous venons de trouver
sont faciles à. intégrer, et leurs intégrales expriment évidemment
que, pour la même base, deux ordonnées quelconques wp, ^i^V,
prises à distances égales et de part et d'autre du point a, sont égales
entre elles et de signes contraires. Donc, pour chacune des bases
des deux surfaces cylindriques, le point a qui correspond à l'origine
est un véritable centre de la courbe, dont toute la partie qui est
dans la région des j et z négatifs est symétrique, et semblable à celle
qui est dans la région des y et z positifs ; de manière que si Tune de ces deux parties était construite, l'autre s'ensuivrait nécessairement. Il suit de là que si sur la droite «r, et à partir du point a, on porte de i>art et d'autre deux quantités axi\ a^a égales chacune à BB', c'est-à-dire à la quantité «A, ce qui détermine sur cette droite l'intervalle ^a a d'une période, la portion de la base qui correspond à cette période est partagée par le point a en deux parties de même étendue dans le sens des j, et dont Tune n'est autre chose rjue la répétition de l'autre dans la région diamétralement opposée. Il en est de même des deux périodes an"'^ ""a^a^ et ainsi de suite. Donc si, à partir du point a, on j^artage la courbe, tant en avant rpi'en arrière, en demi-périodes étendues chacune dans le sens des^}' de la quantité a A, ces demi-périodes seront telles, que deux quelconques consécutives seront l'une la répétition de l'autre dans la région diamétralement opposée; et que, de deux en deux, elles seront parfaitement égales et semblables entre elles. Ainsi, pour connaître entièrement les deux bases des surfaces cylindriques, il ne reste plus qu'à déterminer, pour l'une quelconque d'elles, la forme d'une de ces demi-périodes, qui dépend uniquement de la Hgure initiale arbitraire AMB donnée à la corde vibrante.
Non-seulement la constante e que nous avons employée art. VII et VIII est arbitraire, mais encore sa grandeur est absolument indifférente à la surface parcourue par la corde vibrante, surface qui est toujours la même, quelle que soit la grandeur de la constante e.
Kn effet, nous avons vu qu'on obtient les deux caractéristiques de la surface, en coupant les deux surfaces cylindriques par deux plans parallèles aux z, l'un mené par la droite AB', dont l'équation est
V — (LV = o.
l'autre mené par la droite A^B, dont l'équation est
y H- ruv = o,
et qu'on engendre la surface parcourue par la corde vibrante, en faisant mouvoir l'une quelconque de ces deux caractéristiques de manière que, son plan restant toujours parallèle à lui-même, et les z de ce plan restant toujours parallèles entre elles, le point du plan qui était d'abord à l'origine, rendu mobile avec le plan, parcoure l'autre caractéristique. Or, si l'ordonnée d'une des bases à l'origine est H- e, celle de l'autre base à l'origine est — e ; les ordonnées des deux caractéristiques à l'origine sont donc aussi -h e pour l'une et — € pour l'autre. Donc, si pour opérer la génération de la surface, on transporte l'origine mobile de la première caractéristique sur la courbe de la seconde, on abaisse la première de ces courbes de la quantité e, et cette courbe alors passe elle-même par l'origine.
Lors donc qu'ensuite elle se meut de manière que son origine mobile parcoure la seconde, son mouvement est le même que si, les deux caractéristiques étant transportées à l'origine sans changer de formes, on faisait mouvoir l'une de manière que son point qui est à l'origine parcourût l'autre.
On peut donc, sans changer ni la forme ni la position de la surface engendrée, donner à la quantité e la valeur que l'on voudra. Tout se simplifie beaucoup si l'on fait cette quantité e = o\ les axes particuliers cœ des deux bases coïncident alors avec l'axe primitif AC, et layZg*. 2 se change, dans la fig, 3, où les points analogues sont marqués par les mêmes lettres .
Pour achever de déterminer entièrement les bases des deux surfaces cylindriques {/lg> 3), il ne s'agit plus que de construire pour
chacune d'elles la première demi-période AM'A', AN 'A', dont rétendue dans le sens des y est égale à BB', c'est-à-dire à la quantité a A : c'est ce qu'on fera en satisfaisant à la troisième condition de l'art. V, qui est la seule qui n'ait pas encore été employée. Cette condition porte que la surface engendrée coupe le plan des x^ z dans la courbe initiale qui doit être donnée arbitrairement.
Soit A MB la courbe initiale donnée, et couchée sur le plan des et, j, et soit GM une quelconque de ses ordonnées; si, par le pied G de cette ordonnée, on mène deux droites GG', G^G parallèles aux directrices AB'et A^B des deux surfaces cylindriques, et si l'on prolonge ces parallèles jusqu'à ce qu'elles rencontrent l'axe AC en deux points G', ^G, il est évident que, pour le point G de la droite AB, les ordonnées des deux surfaces cylindriques seront égales, l'une à G'M', et l'autre à ^G^N : donc on doit avoir
G'M'+^G^N = GM
Mais on a, art. VI,
et, art. VIII,
donc on doit avoir
Tx^N = -G'N';
donc chacune des ordonnées G'M', ^G^N est la moitié de l'ordonnée connue GM.
En opérant de la même manière pour tout autre point G de la droite AB, on aura autant d'ordonnées que l'on voudra de la première demi-période de chacune des bases des deux surfaces cylindriques ; les bases seront donc déterminées dans toute leur longueur indéfinie, et il sera facile de construire l'ordonnée z de la surface pour un point P quelconque pris arbitrairement sur le plan des .r, y.
Car, en menant par ce point deux droites PP', PP" parallèles aux directrices des deux surfaces cylindriques, on déterminera sur AC les pieds P', P'^ des ordonnées P'Q', P'^Q'^ des bases correspondantes; et l'ordonnée z de la surface au point P sera égale à la somme de ces deux ordonnées particulières, prises avec le même signe si elles sont placées du même côté par rapport à AC, et avec des signes contraires si elles sont de côtés différents .
Il sera également facile d'engendrer la surface par le mouvement de l'une de ses caractéristiques sur l'autre, car ces deux courbes ne sont autre chose que les intersections des deux surfaces cylindriques par des plans parallèles aux ;:, menés l'un par la droite AB'et l'autre par A^B, intersections qui sont faciles à construire, puisque les bases des cylindres sont entièrement déterminées.
La construction par points que nous venons de donner pour la surface peut être abrégée considérablement, et l'on peut se dispenser de la construction des bases des deux surfaces (cylindriques.
Soit AB la corde vibrante tendue en ligne droite {PL V ^ fig. 4)? soit AMB la figure initiale donnée arbitrairement à la corde, et que nous supposons couchée sur le plan des x^ r; soient AC, BD les deux droites perpendiculaires à AB, par lesquelles nous avons vu que la surface de vait passer, en vertu des deux premières conditions de l'art. V ; à partir du point A, soit divisée la droite AC en parties A A', A'A'^ A'^A'",. . . , toutes égales à l'étendue a A dans le sens des y d'une dem i -péri ode ; et par tous les points A', A'^ A"',... ainsi déterminés, soient menées parallèlement à AB, et jusqu'à la rencontre de l'autre droite BD, les droites A'B', A''B'', A'"B'",... ; soient menées les diagonales AB', A'B qui seront parallèles aux directrices des surfaces cylindriques; enfin, soit construite la
(!Ourbe A/wB qui passe par les milieux des ordonnées de la courbe donnée AMB.
Cela fait, étant donné un point P pris arbitrairement sur le plan des r, r ; pour trouver l'ordonnée z de la surface en ce point, on mènera par ce point, et du côté de la droite AB, deux parallèles aux diagonales AB', A'B, et on les prolongera jusqu'à ce qu'elles rencontrent chacune l'une des deux droites AC, BD; on les réfléchira l'une et l'autre de manière que l'angle de réflexion fait avec cette droite soit égal à l'angle d'incidence, et on les prolongera jusqu'à la rencontre de l'autre droite ; on les réfléchira encore, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'elles parviennent enfin à la droite AB, et la rencontrent entre ses extrémités, l'une en un point y, l'autre en un point ^', ce qui déterminera, pour la courbe AmB, deux ordonnées qn^ (l'ii -i dont la somme donnera l'ordonnée z de la surface pour le point donné P ; en observant que le signe de chacune de ces ordonnées partielles est positif si le nombre des réflexions éprouvées par la droite qui la détermine est pair, et négatif si le nombre de ces réflexions est impair.
Les deux droites menées par le point P, ainsi que nous venons de le dire, après leurs réflexions successives, se rencontrent de nouveau dans des points P', P'^..., p ^ /;'\..., pour lesquels les ordonnées z de la surfaire sont égales à la somme des mêmes ordonnées partielles y//, qn^ et, par conséquent, égales entre elles ; mais ces ordonnées sont positives pour tous ceux de ces points tels (jue P, P', P" qui sont placés dans les demi-périodes impaires, et elles sont négatives pour les points p\ p" qui sont placés dans les demi-périodes paires. Kt parce que tous les points P, P', P''',... sont semblablement placés dans leurs périodes respectives, ain&i
que les points p\ // dans les leurs, il s'ensuit qu'à chaque période
entière tout se renouvelle; et que, pour connaître entièrement la
surface, il suffit de l'étudier dans toute l'étendue de la première
période.
{PL l'y Jig. 5. ) En ne considérant de la surface que la partie (|ui correspond à la première période AA"B''B, recherchons d'abord l'intersection de la surface par le plan parallèle aux z qui termine la période, ce qui se réduit à construire l'ordonnée de la surface pour un point quelconque P' pris sur la droite A'^B'^ : il est clair que cette intersection donnera l'état de la corde vibrante à la fin de la première période, c'est-à-dire après le temps exprimé analytiquement par la quantité :î a A .
Si Ton suit le procédé indiqué art. XII, on mènera les lignes P'wm'P et PVt^'P jusqu'à leur rencontre avec la droite AB; or, de ce que l'intervalle AA'' est é{çal à l'étendue 2 a A d'une [>ériode entière, il suit : i"* que ces deux lignes rencontreront AB dans le même point P ; 2*^ que le point P sera placé sur AB de la même manière que P' sur A"B'' ; 3*^ que chacune de ces lignes aura éprouvé deux réflexions, en u^ u pour l'une, et en v, v' pour l'autre, [/ordonnée en P' sera donc égale au double de l'ordonnée Pw et de même signe ; elle sera donc égale à l'ordonnée PM de la courbe initiale, et dans le même sens par rapport au plan des x^ y. Donc*, la section faite par A"B", et qui termine la première période, est parfaitement égale et semblable à la courbe initiale AMB, et placée du même coté .
Il suit de là (|u'à la fin du temps exprimé par i^aA, la corde vibrante se retrouve dans le même état oii elle avait été al)andonnée à elle-même à l'origine; et parce que tout se renouvelle après chaque période, la corde reprend le même état à des intervalles égaux entre eux et exprimés par la quantité analytique 2 a A.
Pour connaître l'ébit de la corde au milieu d'une période, il faut construire la section de la surface par un plan mené par A'B', parallèlement aux z ; c*est-à-dire construire Tordonnée de c^tte surface pour un point quelconque /> pris sur A'B'. Or il est clair que si, parle point />, on mène les I ignés /;(»M^ et/;//'P jusqu'à la rencontre de la droite AB, i'' ces droites coupent AB dans le même point P ; u*^ le point/? sera i)lacé sur AB d'une manière opposée à celle dont/; est situé sur A'B', c'est-à-dire que l'on aura PB = /;A' ; 3** enfin, les lignes auront éprouve chacune une seule réflexion. L'ordonnée de la surface au point /; sera donc égale à l'ordonnée entière PM de la courbe initiale, mais de signe contraire.
Il suit de là que la section faite par A'B' est égale et semblable à la courbe initiale, mais renversée par rapport à elle; c'est-à-dire que si la courbe initiale est représentée ( fig. 6) par AMB, Tétat de la corde, après une demi-période, est la courbe A/7?B placée de l'autre côté, et telle, que le milieu E de la droite AB est le centre de la figure renfermée par ces deux courbes. D'après cela, toutes les ordonnées de la section faite par A'B' {fig^ 5) sont des minima dans le sens des y, comme celles de la courbe AMB sont des maxima ; ainsi cette courbe est un état initial pour la demi-période suivante. Donc, l'étendue d'une demi-période A A', A A''',... représente la durée entière d'une vibration de la corde vibrante.
[Fig. 5.) Recherchons actuellement l'état de la corde au quart de la première période.
Il est évident que si, par l'intersection E des deux diagonales AB', A'B, on mène ah parallèle à AB, et que si, par cette droite, on fait
passer un plan parallèle aux z, la section faite par ce plan donnera l'état demandé de la corde; il s'agit donc de construire les ordonnées iz de la surface pour les différents points de la droite ab.
Opérons d'abord pour le point E, qui est le milieu de ab. D'après la construction, l'ordonnée z de la surface en ce point est égale à la somme des demi-ordonnées de la courbe initiale aux points extrêmes A, B. Or, quelle que soit la courbe initiale, ses ordonnées aux points extrêmes sont toutes deux nulles; donc l'ordonnée pour le point E est nulle aussi. Donc, au quart de la période, ou lorsque la corde est à la moitié de sa vibration, le milieu de la corde se trouve sur le milieu de la droite AB.
S'il s'agit de l'ordonnée d'un point Q, pris d'une manière quelconque sur ai, après avoir mené par ce point les lignes Qii'q et Q^q jusqu'à ce qu'elles aient rencontré la droite AB dans des points q^q^ pour lesquels les ordonnées de la courbe AMB soient respectivement ç/i, q'n' : il est évident, i° que les deux points q^ q' seront placés à distances égales des deux extrémités A, B, car ces distances seront chacune égales à QE; 2° que l'une des lignes de construction aura éprouvé une réflexion en w'^ tandis que l'autre n'en aura pas éprouvé; que, par conséquent, l'ordonnée qn doit être prise avec le signe négatif. L'ordonnée z de la surface au point Q sera donc égale à q'n^ — qn; cette ordonnée ne peut donc être nulle, à moins que l'on n'ait q'n^ = qn, c'est-à-dire à moins que les ordonnées de la courbe initiale prises à distances égales des extrémités A, B ne soient égales entre elles; ou, enfin, à moins que la courbe initiale ne soit symétricpie de part et d'autre de son milieu.
II suit de là que, lorsque la figure initiale de la corde vibrante est symétrique de part et d'autre de son milieu, à la moitié de la durée de sa vibration, tous les points de la corde sont en ligne droite, c'est-à-dire que, dans chacune des vibrations, tous les points de la corde passent en même temps par la droite AB ; mais que quand la
courbe initiale n'est pas symétrique, dans aucun instant de ta durée de sa vibration la corde ne se trouve en ligne droite, et ses différents points ne passent que successivement par la droite AB.
Maintenant, si Ton opère pour un autre point Q'de la droite ab, pris de l'autre coté du milieu R et à même distance que le point Q , pour trouver l'ordonnée z de la surface en ce point, il faut mener les lignes de construction Q'(/ et Q'r'^y' jusqu'à leur rencontre avec la di'oite AB. Or il est évident que les points de rencontre </., y' sont les mêmes que ceux qu'on trouve pour le point Q, avec cette différence, que c'est celle des lignes de construction qui n'avait pas éprouvé de réflexion dans le premier cas, qui l'éprouve dans le second, et réciproquement; donc l'ordonnée au point Q' est égale à (fn — fi^n\ c'est-à-dire est égale à celle du point Q prise avec le signe contraire.
Il suit de laque, lorsque la figure initiale de la corde vibrante n'est pas symétrique de part et d'auti^e de son milieu, à la moitié de sa vibration la figure de la corde est {fig. (>) une courbe AyteE/u'B dont les ordonnées, prises à distances égales du milieu E, sont égales entre elles, et dont le point E est en même temps centre et point d'inflexion.
{rig> 5.) Enfin, soit PM la plus grande ordonnée de l'état initial : si par le point P on mène les lignes de construction Pw'n' et Pn jusqu'à ce qu'elles rencontrent la droite ab dans les points II, n', ces deux points seront à égales distances de part et d'autre du point E, et il est clair que leur intervalle sera égal à 2 PB; car on aura PB = IlE = En'. Gela posé, si l'on veut construire les ordonnées de la surface pour les points n, n', il faut mener par ces deux points les autres lignes de construction ïiyTf et IlV jusqu'à ce qu'elles rencontrent la droite AB. Or il est évident, i® que ces deux dernières lignes rencontrent la droite AB dans le même point t ; '1^ (jue 1 on a II A ==^ PB; donc les ordonnées de la surface aux
points n, II' seront
P/// — n^, pour la première,
et
— Pm — Yl/Uy pour la seconde ;
elles seront, par conséquent, éjçales entre elles et de si{i;nes contraires.
{Fig. 6. ) De plus, il est facile de voir que, de ces deux ordonnées, la première est un maximum et la seconde un minimum; donc la figure A^E^'B que prend la corde au milieu de sa vibra- 'tion a deux ordonnées YI/lc et II'm' égales entre elles et de signes contraires, dont Tune est un meuvimum et l'autre un minimum. Os deux ordonnées sont, de part et d'autre, h égales distances du milieu E; la distance de chacune d'elles au milieu est égale a Pli, et l'intervalle qui sépare ces deux ordonnées, plus grande et plus petite, est = 2 PB.
Il serait facile de pousser plus loin la discussion de la première demi-période, et de rechercher l'état de la corde à d'autres intervalles plus petits; mais tant que l'état initial n'est pas déterminé, ces recherches ont peu d'intérêt, et nous en resterons là à cet égard.
Nous avons vu que la surface coupe le plan des .i-, ) dans les deux droites indéfinies A A'A". . . , BB'B''. . . , et dans le centre E de chacune des demi-périodes; mais, sous ce point de vue, le centre E n'est pas isolé : il est sur une courbe dans laquelle la surtàce coupe encore le plan des .r, r, et qu'il s'agit de construire.
{Fiff. 7.) Pour cela, toutes choses analogues étant les mêmes dans h/ig. 7 que dans la y/if. 5, soit menée la droite ///• parallèle à AB, et qui coupe la courbe AwB en deux points //, //', dont W^
ooo
ordonnées y^/z, pr^ seront égales entre elles; et par les pieds/;, p' de ces deux ordonnées soient menées des lignes de construction. Cela fait, si dans la première demi-période on compare, pour l'un de ces points, la ligne de construction qui n'a pas encore éprouvé de réflexion avec celle de l'autre point qui en a déjà éprouvé une, et réciproquement; et si l'on considère les points dans lesquels ces deux lignes se coupent, on aura deux solutions, c'est-à-dire que l'on trouvera deux points tt, tt', qui seront tels que l'ordonnée z de la surface sera nulle pour l'une et pour l'autre; car l'ordonnée du point TT est
z =^ p^n! — pu = o,
et celle du point tt' est
2 = — p'n' H- pn = o.
Or les deux points tt, tt' sont évidemment les sommets des angles diagonalement opposés d'un parallélogramme dont E est le centre; donc ils sont en ligne droite avec le point E, et, de part et d'autre, à égales distances de ce point.
En opérant de la même manière pour tant d'autres droites hh que l'on voudra, on trouvera autant de systèmes de points tt, tt' pour lesquels l'ordonnée z de la surface sera nulle, et le lieu de tous ces points sera une nouvelle intersection de la surface par le plan des x^ y. Ce lieu est une courbe v'itEait'u' passant par le point E, qui en est le centre, et par les points v\ u' que détermine le pied P de la plus grande ordonnée de l'état initial AMB, et il se renouvelle d'une manière opposée dans la seconde demi-période en wEV : les points v\ ii' sont donc deux sommets de cette courbe placés, l'un en deçà, l'autre au delà de la droite a^, et à égales distances de cette droite.
Il suit de là que dans le commencement de la durée de la vibra-
tion, et pendant tout le temps représenté par ]iu\ aucun des points de la corde vibrante ne parvient à l'axe AB. A la fin du temps hu\ la figure de la corde, qui est la section faite dans la surface suivant la droite a'w' parallèle à AB, ne coupe point encore la droite AB i/lg- S) j mais elle la touche en B comme A^B : ce point de contact se change à l'instant en un point d'intersection qui se meut de B vers A; sa vitesse, qui commence par être infinie, décroît rapidement jusqu'à la moitié de la vibration, époque à laquelle il se trouve en E, et sa vitesse est alors un minimum. Il continue à se mouvoir vers A, où il parvient, à la fin du temps exprimé par Ai^', avec une •vitesse qui, après avoir crû de plus en plus depuis le minimum en E, est enfin redevenue infinie, et il prend pour un instant infiniment petit l'état de point de contact. Alors la figure de la corde, qui est la section faite dans la surface suivant la droite t^'è' parallèle à AB {Jig. 7), cesse de couper la droite AB {Jig- 8); elle la touche en A, et devient A^'B opposée à A^uB. Ensuite la corde n a plus aucun de ses points intermédiaires sur la droite AB, non-seulement pendant la durée du reste de la vibration, mais encore jusqu'à la fin du temps exprimé par Au {fig* ?)? ^^ ^^^ reprend la figure Au'B {fis- ®)' ^^^ touche en A la droite AB, et oii tout ce que nous venons de dire pour la première demi-période se renouvelle pour la seconde, mais en sens contraire.
( ^^- 9-) Jusqu'ici nous avons supposé que la corde vibrante était terminée à ses deux points fixes A, B, et, dans cette hypothèse, nous avons vu, i'' que toute la surface qui est le lieu des différents états que la corde prend successivement est terminée par les deux droites AC , BD prolongées indéfiniment du coté des y positif, c'est-à-dire du temps futur; 7^ cpe cette surface est
composée de demi-périodes de même étendue dans le sens des^>% dont deux consécutives sont opposées entre elles, et qui, de deux en deux, sont égales et semblables. Mais il peut arriver que la corde AB ne soit qu'une partie d'une corde indéfinie AB, tendue d'une manière uniforme, et dont les seuls points A, B, gênés par des obstacles, ne puissent prendre de mouvement: dans ce cas, si l'on veut reconnaître l'état de la corde pour tous les temps fbturs, il faut construire la surface dans toute l'étendue où l'on peut le faire d'après l'état initial et connu de la partie AB de la corde.
Or, 1** d'après la génération de la surface, il est facile de reconnaître qu'elle est composée des deux demi-périodes qui se succèdent alternativement, tant dans le sens des .r que dans celui des j% comme on le voit dans la yîg*. 9, oii nous avons marqué du n® i les parties du plan des x^ y qui correspondent aux demi-périodes égales à la première, et du n** 2 les parties de ce plan qui correspondent aux demi-périodes égales à la seconde; a*" d'après la construction par points, il est évident que si par les points A, B on mène les droites A A' A'"... et BB'B'^.., projections de deux caractéristiques différentes, on ne peut, d'après l'état initial AMB de la seule partie AB, construire de nouvelles portions de la surface que celles qui sont en avant des deux caractéristiques.
Donc la surface prolongée indéfiniment en avant, mais terminée en arrière par la courbe initiale AMB, et par les deux caractéristiques divergentes, menées en avant par les deux points A, B, (*ontient tous les états par lesquels passe successivement la corde indéfinie lorsque sa partie AB a été mise en vibration.
Ainsi l'état initial de la corde entière étant c^l. AMBilî^, après l'intervalle d'ime demi-période, c'est-à-dire à la fin de la première vibration, la corde aura la figure cl/A'M'M'M'B'UÎ>'; après une période entière, c'est-à-dire à la fin de la seconde vibration, elle aura la figure -i ''A"M"... B'^iD/. Au milieu d'une des vibrations,
elle sera, comme on le voit en UV, composée elle-même de [)ériodes semblables et égales à celle qui {J^g- 6) est représentée par A^E^'B.
Il suit de là que, lorsqu'une partie AB d'une corde indéfinie a été mise en vibration, le mouvement se propage de part et d'autre des extrémités A, B, avec une vitesse telle, qu'après un intervalle de temps égal à la durée d'un nombre quelconque m de vibrations, il a parcouru, de part et d'autre, un espace égal à m fois la longueur AB de la partie mise en mouvement; mais, pendant chaque vibration, ce mouvement n'est pas uniforme, il est intermittent, comme nous avons vu, dans l'article précédent, que l'était celui du point d'intersection de la corde vibrante avec la droite AB.
Donc si, d'après le ton que produit la partie vibrante AB de la corde, le nombre des vibrations qu'elle fait par seconde est /w, et si l'on nomme A la longueur AB, l'espace que la vibration parcourra, de part et d'autre, sur la corde indéfinie, dans une seconde, sera exprimé par /wA.
Nous ne pousserons pas plus loin ces conséquences, qui, quoiqu'elles soient rigoureuses lorsqu'on ne s'occupe que de la construi*tion de l'équation générale
z = a)(j -t- ax) H- ^'[y — ax),
pourraient induire en erreur si on les appliquait sans réserve aux phénomènes des cordes vibrantes. En effet, cette équation n'exprime le mouvement de la corde vibrante que dans l'hypothèse des excursions infiniment petites: or, dans la nature, les excursions, quoique peu considérables, ne sont jamais infiniment petites; car le son qu'elles produiraient alors serait si faible, qu'il serait imperceptible à nos sens. Donc les conséquences que l'on tire de l'équation
précédente ne doivent être regardées que comme approchées par rapport aux phénomènes de l'acoustique.
Nous terminerons en observant que s'il s'agissait de construire en relief la surface dont l'équation est
z = 0(j H- ax) -+- M'(j — rtx),
pour des conditions analogues à celles des cordes vibrantes, et pour xm état initial donné, il sera très-commode de l'exécuter en plâtre, et de la pousser comme une moulure dont le profil serait une des deux caractéristiques que l'on ferait mouvoir le long de l'autre.
Dans ce cas, il serait encore plus simple de n'exécuter de cette manière que la seule première demi-période de la surface, d'en prendre la contre-épreuve, ce qui produirait la seconde demi-période; de tirer ensuite de chacune de ces demi-périodes un certain nombre de plâtres qu'on placerait enfin alternativement les uns à côté des autres, comme il est indiqué dans \^fig. 9.
C'est ainsi que, dès la première année de l'Ecole Polytechnique (i 795), nous avons fait exécuter en relief cette surface, en supposant que l'état initial fût composé de deux droites inégales entre elles. Ce relief existe encore dans la collection de l'Ecole, et on peut le consulter pour étudier la surface d'une manière plus facile.
THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES
Par m. C.-F. GAUSS *.
I)is({uisitiones , in quibns di* (lîrcctioiiibus \ariaruiii roctaruiii in spati<» agitur, plerumque ad majus porspicnilatis et siniplicilatîs fastigium evehuntur. in auxilium vocando superficicm spliaTicam radio = i circa cenlruni arbitrarium descriptam, cujus singula puncla repra?scnlare consobuniur din*ctionc*s rcctarum radiis ad illa UTminatis parallclarum. Dum situs omnium punctoruni in spatio per très coordinatas drttTminatur^ puta pcr disiantias a tribus planis (ixis intcr se normalibus, ante omnia considerandoî veniunt dirertiones axiuni his planis normalium : piincta superfirici sphspricse, qux bas directiones n^pr;!*sentant, per (i), (2), (3) dcnotabimus; mutua igitur borum distantia erit quadrans. (letenim axium dirertiones vitsus ras parles acceptas sup{K)nemus^ versus quas coordinata» respondentes crescunt.
Haiid inutile erit, quasdam proposi tiones , qiuT in bujusmodi (|Uiestionibus usum frequcntem offerunt, bic in consjwctum producere.
1 . Angulus înter duas rectas se secanti'S mensuratur per arcum inier puncta , quae in superficie spbcTrica illanini directionibus respondent.
..*' DiiquisiUonfs générales circà superficies cuifas. Ce Mi'iiioirc a été pn^tieiiU* a la SitricU* r(i\uif d«' ri«iUin(;uo le 8 octobre 1^07, et impriiiir dans le tome VI îles Conimt-ntatumcK rvcmiiorts. En riiiMTaiil ici comme une torte de complément à l'ouvra^;!* de Montre, nous a\ons cru de\oir nous i*n tenir an teite latin, dont notre Iradurtioii n'aurait pu qu'altérer rolq^ance.
2. Situs cujusiibet plani repraesentari poiesl pcr circulum maximum in superficie sphœrica, cujus planum illi est parallelum.
»3. Ângulus inter duo plana a?qualis est angulo sphœrîco inier circulos maximos illa repraesen tantes , et proin etiam per arcum inter horum cîrculorum maximorum polos înterceptum mensuratur. Et perinde înclinatîo rectse ad planum mensuratur per arcum, a puncto , quod respondet directioni recUe, ad circulum maximum, qui plani situm repracsentat, normaliter ductum.
t. Denotantibus x, }, z^ x\ y' ^ z' coordinatas duorum punctorum , /' t»orundem distantiam , atque L punctum , quod in superficie sphœrica reprsesentat directionem recicT a puncto priori ad posterius ductae, eril
.r'= X -f- /• cos (i) L, y' = >' -+- /• cos (2) L, 2' = -S + /• cos (3) L.
Hinc facile se<{uitur, hal)eri generaliter
cos (i) L* + cos (2) L- -h cos (3) L- = 1 ,
nec non , dénotante \1 quodcunque aliud punctum superiîcîei sphaerîcae , esse
<'os (i) L . cos (1) L' -h cos (2) L . cos (2) L' -h cos (3) L . cos (3) L' = cos IJ-'.
0. Theorema. Denotantibus L, L', L'', U" quatuor puncta in superficie sphœrœ, atque A anguluni, quem arcus LU, U'I/' in puncto concursus sui formant^ eiit
cos LU', cos UU" — cos UJr cos VU = sin LL'. sin UW. cos A .
Démons tratio. Denotct littera A insuper punctum concursus ipsum , statuaturque
AL = ^ AU=t', AU = t\ AU' = t'".
Habemus itaque
cos LL'' = cos t cos t" -h sin t sin t" cos A , cos L'L'"= cos t' cos t'" -f- sin t' sin t'" cos A , cos LL'" = cos t cos t"' -h sin t sin t"' cos A , cos L'L" = cos «'cos t" 4- sin «'sin i" cos A-,
el pi^iii
cos LJ/'. cas IJir ^ tus LU\ i os L'I/'
. _ cos / cos t" siii f ' sin f "' )
= cos A { \
rostcost^'smtsiut" — cos/ rosf"'siii«'siiU" — cos«'cos/"siii/sîn/'" )
= cos A (cos t sîn t^ — sin t cos t') (cos f "sin /'" — sin /'' sin /'") zr. cos A . sin (t- — t) , sin («'"—/'') = rosA.sinLL'.sinL"L"'.
CeUTum quum indc a punclo A bini ranii ulriusquc circuli niaximi profiriscantur, duo quîdem ibi angiili formantur. quorum aller altcrîus rompleinentuni ad 180": sed aualysis nostra monstrat, cos ramos adoplandos esse, quorum direcliones cum sensu progressionis a punclo Ij ad L'* ci a puucto \J' ad L'"consentiunl : quibus inlelleclis simul |>alel, quum circuli niaximi duobus punctis concurranl, arbitrarium esse uirum eligalur. Loco anguli A etiam arcus inler polos circulorum maximorum. quorum parles sunl arcus fJ/, I/I/', adhiberi poiest : maniieslo auteni polos taies aceipere oporlel , qui respeciu horum arcuum simîliler jacent, pula \el ulerquc polus ad dexlram jacens^dum a L versus L' alque ab L" versus L'" procedimus. vel ulerquc ad Lnevam.
7. SinI li. 1/, l/'lria puncta in superficies i»ph.Trica. slatuannisque, brevitalis causa .
cos (i) L =rr ,1- , l'os (a) L — r, cos (3) \. z= Z ,
cos (i) V =^ r', cos (2) i; =^ j\ cos (3) 1/ = z\ cos (i) i: = x\ cos (2) 1/ ^y", cos {^) VJ' = z\
nec non
rrs 'z" -r- x'f'z -4- x'jz' — xy'z' — x[) z" — x"y'z = A.
Designel X polum circuli maximi , cujus pars esl arcus LU, el quidem eum, qui respectu hujus arcus similiier jacet, ac punctum (i) respeclu arcus (2) (3). Tune erii , ex iheoremate praîcedente .
) z' — j'z = cos (i) / . sin (2) (3) . sin IJ/. sive, propter (2) (3) = 90*^,
et pennae
zx' — z*x= cos (2) A . V,.-
xy' — x^y = cos (3) i . sîn lAJ.
Multiplicando bas spquationcs rcsp. pcr x", y", z^^ et addendo , obtinemus adjumento theorcmatis sccundi in 5 prolatî
A = cos XL", sîn LL'.
Jam très casus sunt distiiigucndi. Ptimo, quoties U' jacet în eodem circulo maximo ciijus pars est arcus LL', erit WJ' = 90°, adeoquc A = o. Quoties ven) U jacet extra circuliim illum maximum, aderit casus secundus, si est ab eadem parte, a qua est X; tertius, si ab opposita : in bis casibus, puncta L, L', U^ formabunt triangulum sphxricum, et quidem jacebunt in casu secundo eodem ordîne quo puncta (1), (2), (3), in casu tertio vero ordine opposilo. Denotando angulos illius trianguli simpliciter per L, L', U\ atque perpendiculum în superficie spha^rica a puncto L" ad la tus LL' ductum per /?, erit sin p = sinL . sinLL"= sînL'. sinL'L", atque XL" = 90° ^P^ valentesigno superiori pro casu secundo , înferiore pro tertio. Hînc itaque colligimus
di A = sin L . sin LL'. sîn LL"= sîn L'. sînLL'. sinL'L = sinL". sinLL". sinL'L".
Ceterum manifesto casus primus in secundo vel tertio comprehendi censcri potest, nulloque negotio pcrspicitur, ±A exbibere sextuplum soliditatis pyramidîs inter puncta L, L', h" atque centrum sphaerae format». Denique bine iacillime coHîgitur, eandem cxpressionem lii-j A gcneralitcr exprimere solî- (litatem cujusvis pyramidis inter initium coordinatarum atque puncta quorum coordînatae sunt r, >% r; .r', >', z'; x'\ y" ^ z" contentse.
Superficies curva apud punctum A in ipsa situm curvatura continua gaudere dicilur, si directiones omnium rectarum ab Â ad omnia puncta super^ ticiei ab A infinité parum distantia ductarum infinité parum ab uno eodemque piano per A transiente deflecluntur : lioc planum superficicm curvam in punclo A tangere dicitur. Quodsi huîc conditioni in aliquo puncto satisfieri iiequit, continuitas curvatui^îe hic inlerrumpitur, uti e. g. evenit in cuspide coni. Disquisitiones prtTsenles ad laies superficies curvas, vel ad laies superficiel parles, restringentur, in (juibus continuîlas curvaturae nidlibi interrumpîtur. Hic tantummodo observamus, methodos, quœ positioni plani tangentis
flctermînandac inscrviunt • pro punctis singularibus , in quibus conlinuitas cui'vaturaî înterrumpitur, vîm siiam pcrdcrc, et ad indeterminata pcrdu<^«M'c debere.
Situs plani taiigentis commodissîme e situ rcctsc ipsi in puncto A normalis rogiioscitur, qu.T ctiam îpsi siiperGcîci curvai noimalls dicitur. Directionem hujus normalis pcr punctum L in superficie sphaîraî auxiliaris rcpr,Tsi'n tabimus^ atque statucmus
cos (i) L = X , cos (2) L = Y, cos (3) L = Z ;
cuordinatas puncti A per jr, y^ z denotamus. Sint porro .ï'H-r/x, y -\- dy. z-\-dz coordinatœ alius puncti îu superficie curva A'; ds ipsius distantia infinité parva ab A \ denique \ punctum superficîei sphaerica™ reprfpsentans directionem élément! AA^ Erit itaque
dx = ds . cos (1)^1 dy = ds , cos (2) X , dz = ds . cos (3) X .
et , quiim esse debeat X L = go'',
X cos (i) X -h Y cos (2) X -h Z cos (3) X = o.
Et combinatione harum aK[uationum dcrivamus
Xdx -h Ydy -h Zdz = o.
Duae habeutur melhodi générales ad exhibendam iudolem superficîei curvîc. Methodus prima utitur ajquatione inter coordinatas x, j^, z , quam reduclam esse supponcmus ad formam W = o , ubi W erit functio îndeterniinatanmi X, y, z. Sît dîfferentîale completum functionis W,
dW = Vdx H- Qdy -h R^z ; eritque in superficiel curva
P^ -\-Qdy-h Kdz = o ,
et proin
P cos (i) X H- Q cos (2) X 4- R cos (3) X = o.
Quiun h^ec sequatio, perinde ut ea quam supra stabilivimus , valere debeat pro directionibus omnium elementorum ds in superficie curva , facile perspi-
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«iemiis X, Y, Z proportioiiales esse delxîre îpsis P, Q, R, et proin, quuni fiât XX + YY -H ZZ = I , orii vol
vPP-+-QQ-<-RR yPP + QQH-RR v'PPTQQ + RR
vol
V PP 4- QQ -h RR v'PP -4- QQ -+- RR y PP H- QQ -h RR
Metlioclus sccunda sistil r(K)rdinatas iu forma fiiuclionum diiarum >ariabilium /». r/. Siipponamus per difïbrenliaiîoiirm hariiin funoiionum prodire
(Ix =r. adp -\- a'flq .
(ly ^= b dp -r- b'dq , dz =^ cdp -4- c'dq .
quibiis valoribiis iii formula supra data substitiitis. obtiiiemus
(aX -f- hY -f- rZ) dp -f- (a'X -f- i'Y -h c'Z) dq = o.
Quum \\ivc cWjuatio locum haberc debeat independeiiter a valoribus dîffereiitialiiim dp, dq^ nianifesto esse debebîi
a\ 4- èY+ cZ = o, a'X -h 6'Y -f- c'Z = o:
iinde rolligimus X. Y, Z pro|K)rtîoiiales esse debere quantitatîbiis
hc — e//, ca' — ac\ ah' — ha' .
Slaliiendo ilaque, bre\italis causa.
eii
il \A
^ ^hc' — ch'Y 4- (ca' — ac'Y -4- (ah'—ha'Y = A
/;,. ' _ ch' ,. ra ' — av ' ab'—ha'
r/y — hc -, /^/r — ^rt rw ha — ah \-.- , Y = — ) Z—
Hi^ duabus meihï>dis generalibns accedil tertia^ ubi una coordinatarum
V. g. z exhibctur in forma functionis rcliquaruiii x.y : han: melhodus maiii festo uihil aliud est, nisi oasus specialis vel methodi priniîP , vol seciindiP Quodsi hic statu i tu r
{/z = tdx -4> ud} ,
erit vel
V^ I -h H -^ au \/i -\- n -if nu V I -}- ^/ 4- uu
X= -r---- -. Yz^- --"-.^. Z:.-
Duae solutiones in articule praîcedenteinvenia; manifeslo ad puncta superficiel sphaîrîca; opposita, sivc addircclîoucs oppositas refcruntur, quod cum rci natura quadrat, quura normalem ad utramvis plagam superficiel curva* ducere liceat. Quodsi duas plagas, superficiei contiguas, intcr se distingucre, altcrainque exterîorem alteram inieriorcm vocare placet, ctiam utrique normali suam solutionem rite tribuere liccbit adjumento tlieorematis iu art. Il (7) evolutî , simul atque critérium stabilitum est ad plagam alteram ab altéra distiuguendam.
In methodo prima taie critérium petendum erit a signo valoris quanti ta tis W. Scilicet geueralitcr loquendo superficies curva cas spalii partes, in quibus W valorem positivum obtinet , ab iis dirimet . in quibus valor ipsius W fit negativus. E theorcmate illo vero facile coUigitur, si W valorem positivum obtineat versus plagam exteriorem , normalisque extrorsum ducta concipiatur, solutioncm priorem adoplandam esse. Ceterum in quovis casu facile dijudicabitur, utrum per superficiem integram eadem régula respectu signi ipsius \V valeat, an pro diversis partîbus diversœ : quamdiu coefficientes P, Q, R valores finitos habent, nec simul omnes très evanescunt, lex continuitatis vicissitudinem vetabit.
Si metbodum sccuudam sequimur, in superficie curva duo systemata linearum curvarum concipere possunius : alterum , pro quo p est variabilis , q constans; alterum, pro quo q variabilis, p constans : situs mutuus haruni linearum respectu plaga; exterioris decidere débet , utram solutionem adoptare oporteat. Scilicet quoties très lineœ, puta ramus lineœ prioris systematis a puncto A proficisccns crescente p , ramus posterioris systematis a puncto A egrediens crescente y, atque normali s versus plagam exteriorem ducta sinnliter
jaceiii, ut, indc ab origine abscissarum , axos ipsarum x,y, z resp. (e. g. si tum e iribiis lineis illis, tum e tribus his. prima siiiistrorsum, sccunda dextrorsum , icrtia sursum dirocta concipi {K)test) , solutio prima adoptari débet ; ({uoties autcm si tus mutuus trium lincarum priorum oppositus est situi mutuo axium ipsarum X, >', r, solutio srcuuda valebit.
In mctliodo tertia dispicicndum rsu utrum, dum z incrementum posilivum accipit. mancntibus x et j^ invariatis, transitus fiât versus plagam exieriorem an interiorem. In rasu priori, pro normali extrorsum directa, solutio prima valet , in posteriori seeunda.
Sicuti . per translatam direetionem normalis in superfieiemcurvam ad superfiriem splucrrc, euivis puneto delerminato prioris superfieîei ix'spondei punc-tum determinatum in posteriori , ita etiamqua;vis linea, vel quxvis figura in illa reprsesentabitur per lineam vel figuram correspondent em in hac. In comparalione duaruni figurainim hoc modo sibi muluo eorrespondentium , quarum altéra quasi imago alterius erit, duo momenta sunt respicienda : altcrum,'quatenus sola quantilas eonsideratur; alterum. quatenus abstrahendo a relationibusquantitalivis solum situni contemplamur.
M(mientum primum basis (*rit (juarundam notionum, quas in docirinam de superfieiebus curvis recipere utile videtur. Seilicet cuilibet parti superficiei <'urv;e limitibus determinatis dnetœ cun'utuvam totalem seu integram adscribimus, qu»T per aream figura? illi in superficie sph^rica respondcntem exprîmetur. Ab hac curvatura intégra probe distinguenda est curvatura quasi speci- (ica, c}uam nos mcnsurani ciuvalurœ >ocabîmus : hîee posterior ad punctum superficiei refertur. et denotabit quoti(*ntem qui orilur, dum curvatura intégra elementi superficialis puucto adjai^entis per aream ipsius démenti dividitur, et proin indicat rationem arearum infinité parvarum in superficie ciirva et in superficie splhTrica sibi mutuo respondentium. Ltilitas harum innovationuui per ea. qua3 in posterum a nobis explicabuntur, abunde, ut spcramus, sancictur. (^uod vero altinet ad terminologiam , imprimis prospicîendum esse duximus • ut omnis ambiguitas arceatur, quapropter haud congruum putavimus^^ analogiam tenniuologiiiî in doclrina de lineis curvis planis vulgo receptam (etsi non onmibus piobatam) stricte sequi . secundum quani mensura curvatura; simpliciter audire debuisset curvatura, curvatura intégra autem amplitudo. Sed ({uidni in verbis faciles esse licerel. dimnnodo res non sint inanes, necjuedictif) interprétation! erronew obnoxia?
Silus ûgurac in superficie splirerica vel similis esse potest si lui figura* respondcntis in superficie curva, vel oppositus (invcrsus); casus prior locum habct, ubi binae lineo; in superficie curva ab eodem puncto direclionibus injequalibus, sed non oppositis, proficiscentcs repnrsenlaulur in superficie sph.Trica per lineas similiter jacentcs, puta ubi imago lincx ad dexlram jacenlis ipsa est ad dcxtram; casus posterior, ubi contrarium valet. Hos duos casus pvv signum mensurae curvatura; vel positivum vel negativum distinguemus. Sed manifeslo haer distinctio eatenus tantum locum babere potest, quatenus in utraque superficie plagam determinatam eligimus, in c[ua figura concipi débet. In spha?ra auxiliari semper plagam exteriorem, a cenlro aversam, adliibebinius : in superficie curva etiam plaga exterior, sive qua^ tamquam exterior considéra tur, adoptari potest, vel potius plaga eadem, a qua normalis erecta concipitur; manifeslo enim respectu similitudinis figurarum nihil mutatur, si in superficie curva tum figura ad plagam oppositam transfertur, lum normalis, dummodo ipsius imago semper in eadem plaga superficiei spbicricœ depingatur.
Signum positivum vel negativum, quod pro situ figura; infinité parvcX mensurœ curvatunc adscribimus , etiam ad curvaturam integram figura; finitœ in superficie curva extendimus. Attamen si argumentum omni generalitate amplecti suscipimus, qua?dam dilucidationes requîruntur, qiias liic breviier tantum attingemus. Quamdiu figura in superficie curva ita comparata est, ut singulis punctis întra ipsam puncta dwersa in superficie spliwrica n;spondeant, definitio ulteriori explicatione non indiget. Quoties auiem conditio ista locum non babet , necesse erit , quasdam partes figune in superiicie spb:erica bis vel pluries in compulum ducere, unde, pro situ simili vel opposito, vel accumulatio vel destruciio oriri poterit. Simplicissimum erit in tali casu . figuram in superficie curva in partes taies divisam concipere, qua; singulx per se spectaUe conditioni illi satisfaciant . singulis tribuere curvaturam suam integram, quantitate per aream figura; in superficie splia?rica respondentis, signo per situm determinatis, ac denique figura? toti adscribere curvaturam integram ortam per additionem curvaturarum inlegrarum, qua; singulis partibus rrspondent. Generaliter itaque curvatura intégra figura; est =fkd7^ dénotante Hi elementum area» figura;, A- mensuram curvatunr in quovis puncto. Quod veni attinet ad repra»sentationem geometricam hujus integralis, pnecipua hujus rei momenta ad sc»quentia redeunt. Peripberia* figura; in superficie curva (sub restrictione art. III) semper respondebit in superficie spbxrica linea in se ipsam rediens. Quée si se ipsam nullibi intersecat, lotam superficiem spha'ricam in duas partes dirimet. quaruni altéra respondebit figura» in superficie curva, et cujus area, positive vel négative accipienda. proui n*spectu [>eripheria» sua»
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siinilitcr jacct ut figura in superficie curva resporlu su», vel inverse, exliibi'bit posterions curvaturam iiilegrain. Quolies vero lînea ista se ipsam semel vol pluries secat, exhibebît figuram (^ompliratam, eui tameii area certa ^^que légitime tribui potest , ac figuris absque nodis , ha*eque area , rite intellecta , semper valorem justum curvatura» iiiiegne exliibebit. Attamen ubcriorcm hujus argumenti de figuris généralissime <:oiu'cptis exposilionem ad aliam oecasioneni nobis reservan» debemus.
Invesligemus jani formulam ad rxprimnidam mensuram eurvatur?r pro quo\i.s punelo superfi(i<M curva?. Dénotante di aream elementi bujus superficiel, 7A(h erit an»a projcciionis hujus elenuniti in planum eoordinatarum r, > : etperinde, si dit est area elcnumli resjHmdcîiitis in superficie spb.Trica . erit Z^/2 area projectiouis ad id(îm jdaniim : signum }X)sitivum vel negativum ipsius Z vero îndicabit silum projcctionis sîmîlem vel oppositum sîtuî elementi projecti : manifeslo it.ique îlL'e projectiones candem rationem qiioad quantitatem , sîmidque eandeni r(?lalionein quoad situin, îiiter se tencnt, ut clemeiita ipsa. Consîderenms jam elementum iriangidare in superficie curva , supp:>namusqué coordinatas trium punctorum, quaî formant ipsius projecti oiiem , esse
X H- dx. y -h dy^
X -\- or ^ y -\- or
Duplex area hujus trianguli exprlmetur jxîr formulam
dx . ôy — dy , dx.
et quidem in forma positiva vel negativa, prout situs lateris a puncto primo ad tertium rcspec tu lateris a puncto primo ad secundum similis, vel oppositus est situi axis eoordinatarum y respeclu axis eoordinatarum x.
Perinde si coordinatar; trium punctorum, qiiie formant projectioncm elemeiiii respondentis in superficie sphîerica, a centro sphseras inchoatœ, sunt
X + ^/X, Y-HrfY, X + d\X, Y-^'JY.
IJuplcx area hujus projcctionis uxprintctur pcr
dX.dY — dY.eX.
de cujus cxpressionis sîgno eadem valent quaî supra. Quoeirca ineiisura niivatiirac în hoc loco supcrficieî rurvcne erit
(Ix . Sjr- — (iy . 8x
Quodsi jam supponimus, iiidolcm superficiel curvae datam esse seouiidum inodum tertium în art. IV consideratum , habebunliir X et Y in forma fiiiictionum quantitatum x^ y^ unde erit
/Y \ , /dY\
Substitiitis his valorîbus, expressio praecedens transit in hanc,
**-(7Zr) V":^^) \dr) \dr)
Slatuendo ut supra
(h dZf
atque msuper.
sive
dt = Tdx -h Urfv, du = Vdx -h \dj,
habemus ex formulis supra datis
\ — —tZ, T = — mZ, (i -+-«-hMa)ZZ=:i,
atque hiuc ,
dX =:—Zdt —tdZ,
d\ =—Zdu — udZ,
(H- ^/ -h nu) dZ -h Z [tdt -h udu) = o ,
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adeoquo
dl,=^ —Z^'itr/t -h itr/u),
dX = — Z' (i -h uu)dl ■+- Z'tudu,
dY = — ZUudt. _ Z'(i + tt)du ,
g = Z'[-(. + u«)T + /uU], 'g = Z'[««T-(i + «)U],
^-=z»rï«u-(.+«)vj,
qiiibus valoribus in cxpressîonc prcccodeiitc subslitutis, prodît
A- = Z'(TV-UU)(. + ./-f-««) = ZMTV_UU) = ^;=i^^,.
Per idoiicam clectioncm iuiui et axium coordinatarum facile effici potest, ut pro puiicto determinato A valores quaiititatum f, u, U evanescant. Scilîcet dux priorcs coiiditiones jam adimplentur, si planum tangens in hoc puncto pro piano coordinatarum ,r, y adoptatur. Quarum initium si insuper in puncto A ipso collocatur, manifesio exprcssio coordinatarum z adipiscitur formam talem
ubi n crit ordinis altioris quam sccundi. Mutando dein situm axium ipsarum X, y angulo M tali , ut liabeatur
lang2M= —
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facile pcrspicilur, prodiluram esse œquationcm liujus formœ
z='-,Txx-^\\\yj-^a,
quo pacto etiam tertiaî condîtioni satisfactuni est. Quîbus ita factis, patet : \ . Si superficies curva secetur piano ipsi normali et per axem coordina-
tarulu X traiiseunte, oriri curvam plaiiam, cujus radius curvaturac iii puiicto A fiât = —, siguo positive vcl ncgativo indîcante concavitaicm vel coiivcxitateni versus plagam cam, versus quam coordîuatœ z suiit positiva;.
2. Simili modo •— erit in puiicto A radius curvatunc curva* planœ , qua; orilur per seetiouem superficiel curva; cum piano per axes ipsarum y^ z transeunte.
Statuendo x = r cos (f^j = r sin y , fit
z = ~ (Tcosy* -f- V siny*)r/' -j- îl,
unde colligitur, si sectio fiât per planum superficiel in A normale et cum axe ipsarum x angulum (p officiens, oriri curvam planam, cujus radius curvalunT in puncto A sit
Tcosy' -h Vsin^'
4. Quoties itaque habetur T = V, radii curvaturae in cunctis planis normalibus aequalcs crunt. Si vero T et V sunt inaequales , manifestum est, quum Tcos^' 4- Vsiny' pro quovis valore anguli y cadat inlra T et V, radios eurvaturae in sectionibus principal] bus, in i et 2 consideratis , referri ad curvaturas cxtremas, puta alterum ad curvaturam maximam, alterum ad minimam , si T et V eodem signo affecta; sint 5 contra alterum ad maximam convcxitatem , alterum ad maximam concavitatem , si T et V signis oppositis gaudeant. Hae conclusiones omnia fere continent quœ ill. Euler de curva tura supcrficicrum curvarum primus docuit.
o. Mensura curvatur<B superficiei curva; in puncto A autem nanciscitiir exprcssioncm simplicissimam ^ = TV, unde liabemus :
Theorema. Mensura cwvaturœ in quo\^is superficiei puncto œqualis est Jractioni, cujus numerator unitasj rlcnoniinator autem productuni duoinm radiorum cutvaturœ extremorum in sectionibus per plan a nonnalia.
Simul patet, mensuram curvaturje fieri positivam pro superficiebus concavoconcavis vel convexo-convexis (quod discrimcn non est essentiale), negativam vero pro concavo-convexis. Si superficies constat e partibus utriusque generis, in earum confiniis mensura curvatura; evanescens esse dt»bebit. De indole superficicrum curvarum talium, in quibus mensura curvatunc ubique evanesoit, infra pluribus agetur.
^iiS —
I^'orniula gcneralis promciisuru curvatiinc in liiic art. Vil pi-oposita, oiniiiiiin sinipli<'issiiiia est , ({iiipjK' qucT ([uiii(|ue taiitum clomenta îniplirat; ad magîs coraplicatam, silicot iiovein elonu^nta îiivolveiitem. defcrîmur. si adhihere volunius moduni priinum indolnm supcTfîd(M curvœ exprimendi. Retîiiendo iiotationrs art. IV, insiip<*r statiu'iuns
d.r d> ■' ^ dz-
itu iil fini
^Id W ^ |3„ ddW ___ ildV^ _ ^„
dv dz ' dx dz ^ ' d.r dr
f/V ^ PV/r -t- R'V/> -f- g'V/a.
^/Q -^ IV'ffx -t- Q'tly ^ P" r/r.
Jam quuiu habeatur / = — -, inveiiimiis prr dincrentialioiM-ni
KRr// = — RrfP + P^/R = (PQ"— RP')rf.r -^ (PP"- RR")^/) -l-(PR' — RQ")r/5,
sivt;, eliminata r/z adjiunento îequatîonis Vflx -l-Qtfy + R</2 = o,
ll>,/, = (_ RRP' + 2 PRQ" — PPR')</2
-t- (PRP"h-QRQ"— PQR' — RRR")//r.
Pix>rsus simili modo obtiuemus
RVm = (PRP" 4- QRQ" — PQR' — RRR")^.r -I- (— RRQ' ■+- 2 QRP" - QQRVj
Hiiu' itaque colligimus
R' T = — RRP' -f- 2 PRQ" — PPR'.
R ' L = PRP" -f- QRQ" — PQR' — RRR ",
R» \ = — RRQ' -h 2 QRP" — QQR'.
Subsiitueiido hos valorcs in formula art. VII. obtiuemus pro mensura cui^a-
Porro drdurimus , ex dx = arlp -^ «'^7? ^) = l^^Ç -+- AV/47.
Cfip = h'dx — a' (h .
Ctlq = — bfix -h a (/y.
Hinc ol>tiiu*mus difTiTentialia compléta jpsanun t . u.
CV/// = ( B ^ - C ^ ) (AW.r — a'rl) ) -i- ( C^^ — B '^ 1 (ir/.i - ady ). Jam si in his formulls substituîmus
'^ = c'fi' -f- Av" — c^" — b'y'.
III
--- z= a y -^ co^ — ay — c a .
ftp ' '
^^ " II. ri » If
-— = a y -h ex — av — ex.
(it/ ' '
'^^- = b'oi +a^' — hoL' —,rp.
dp
"^ A'>y'_L_ •i'^" A/v" rf"^'
auiui- perpt'iidinius , valores difTerentialium fit. du sic- prcxli-uiitiuiii , iequales esM' «Ichcre, indepc'iidcnlcr a difTercntialibus dx, dy, quantitatibus Tc/.r — IVA . L d.r ->- Sdy w.su.. iiivcnuïiuus, post quasdani transforinatioiios salis obvias.
C'T -.^ aKb'V ■+- i5 B6'i'-H /Ci'/.'
— '2<x'\l>h'— 2^'Kbb'— .ly'Cbb' ->- a"kbb ■+- fi"Kbb -h y"Cbb.
en ^ - «Art'A' — ,5Brt'// — -/Crt7/
-.- a'A {ab'-h ba') - .3'B(«*' -4- />«') -i- y'Cki/.'- ha')
— x"\ah — fi"nab—y"Cah.
C'N = aAa'a'-;3Brt'rt'-(-/C'a'rt'
f k / fit fi I I i " '
— '2 X Aaa — 2 p luia — a y i..aa ^ x" Aaa -hjS'Brtrt -^ y"i\aa
— 5ai —
Si i laque, brcvitaiis causa, statuimus
(i) Aa -f- B/S -+- Cy = D,
fit
C'T = Di'i' — 2 D'iA' + D"4^,
C U = — Da'b' -h D' (ab' -f- 6a') — T)"ah, C«V = Da'a' — 2D'afl' + D"«fl.
Hinc invenimus , evolutione facta ,
C* (TV — UU) = (DD" — D'D') (ab' — ba'f — (DD" — D' D') CC ,
et proin formulam pro mensura curvalurse ,
, DP" — D'D'
AA -»-BB + CC
Formula; modo inventœ jam aliam supcrstruemus , quœ iiiter fertilissima thcoremata in doctrina de supcrficiebus curvis referenda est. Introducamus sequentes notationes
aa -h 6i 4- ce = E ,
aa' 4- hV -+- ce' = F,
a'a' -^- Vh'^c'c'= G,
(4) rt« 4- AjS -I- cy = m,
(5) aa'-f- i/5'4-c7'= m',
(6) aa"4-A^"4-cy"= m'',
(7) a'a-h 6'jS-4-c'7= n^
(8) a'a'4-y/S'-hcy= w',
A A 4- BB H- CC = EG — FF = A
Eliminemus ex aequationibus (i), (4)) (7) quanti tates jS, y, quod fit multi-
plicando illas per b& — cV^ UC — c'B, cB — iC, et addendo : ita oritur
[A(ic' — cV) 4- a (VC — c'B) -h a'(cB — iC)]a = D{bc' — cV) ^m(yC — c'B) -h n (cB — iC) ,
quam aequationem facile transformamus in hanr
AD = aA-j-«(/iF — mG)-4-rt'(mF — /lE).
Simili modo eliminatio quantitatum a , y vel a , |3 ex iisdem sequationibus suppeditat
BD = /3A^i(/iF — mG)-4-y(mF — wE),
CD = 7 A -h c (nF — mG) -h c' (mF — /lE). Multi plicando has très aequationes per a", |3", y", et addendo, obtinemus
(lo) DD"=(««"-h|3(3"-f.77")A-4-/n"(nF — mG)4-w"(mF — /lE).
Si perinde tractamus aequationes (2), (5), (8), prodit
AD' = a'AH-a(n'F — m'G)4-a'{m'F — /l'E), BD' = /3'A-hft(w'F — m'G)H-i'(m'F — w'E), CD' = /A-4-c(n'F — m'G)-hc'(/n'F — n'E),
quibus aequationibus per a', j3', y' multiplicatis , additio suppeditat
D'D'= («'«'4- ;3'|3'-+- yV ) A-h m'[n'¥ — m'G) 4- n'{m'¥— /l'E).
Combinatio hujus aequationis cum aequatione (10) produoit
DD"— D'D'=(aa"-f-/3/3"-f-77"— a'a' — i3'/3'— //)A -f- E {n'n' — nn") 4- F {nm" — 2 m' n' 4- wn") 4- G {m' m' — mm" ) .
Jam patet esse
rfE
— = am,
dE ,
dp -
dE
dq
dG , dp
dG „ dq ^'^'
sive
dF ,dl. , ,dG „ , rfG
Porro facile confirma tur haberi
^/*''-u/^/^"-u^^/'' /y' .y' /2'/5' ^f.J—^^ dn' dm'' dm'
__ , ^^E ddF , r/<^G
' r/17' dp,df/ ' d/j'
Quodsi jam bas expressiones diversas in formula pro meusura curvaturœ iii fine articuli praecedentis eruta substituîmus , pervenimus ad formulam sequentem, e solis quantitatibns E, F, G atquc earum quoiientibus differentialîbus primi et secundi ordinis concinnatam,
dF ,dF dF dF dO\
dq dp dq dp dp /
^ ' \_dq dq dp dq
f(— ——— — — — — a"^^ '—— zz. z:r \
\dp dq dq dp dq dq d~ ^- ''" '''
'idp ' dp ^dp ' dq \dq ) J
Quum indefinite babeatur
dx* -h dy^ -f- dz' = Edp* -h 1 Fdp . dç -H Gdç\
palet ^Edp* -h 2Fdp .dq -hGdq^ esse expressionem generalem elementi linearis in superficie curva. Docet itaque analysis in articulo praecedente explicata , ad inveniendam mensuram curvaturse baud opus esse formulis finitis, quae coordinatas x, j", z tanquam functiones indeterminatarum p^ q exbibeant, sedsufficere expressionem generalem pro magnitudine cujusvis elementi linearis. Progrediamur ad aliquot applicationes bujus gravissimi tbeorematls.
Supponamus superficiem nostram curvam explicari posse in aliam supei^ficiem, curvam seu planam, ita ut cuivis puncto pnoris supërficiei'per coor-
dinatas x^ y^ z determinato respondeat punctum determinatum superficie! posterions, cujus coordinatae sinl x\ y\ z\ Manifesto itaque x',/', z' quoque considerari possunt tanquam functiones indeterminatarum Pt q^ unde pro
elemento sjdx'^ 4- dy'^ -f- dz'^ prodibit expressio talis
yj E'dp' -h 2 rdp . d^f 4- G'dq\
denotantibus etiam E', F', G' functiones ipsanim p^q. Ai per ipsam notionem explicatiouis superficiel in superficîem patet , elementa in utraque superficie correspondentia nccessario œqualia esse , adeoque identice fieri
formula itaque articuli prsecedentis sponte perducit ad egr^um
Theorema. Si superficies cnrva in quamcumque aliam superficiem explicatur, mensura cu/valurœ in singulis punctis irn^ariata manet.
Manifesto quoque qucev^is pars Jinita superjiciei cwvœ post expUcationem in aliam superficiem eandem cuivaturam integram retinebit.
Casum specialem, ad quem geometrœ hactenus investigationes suas restrinxerunt, sistunt superficies in planum explicabiles. Theoria nostra sponte docet , talium superficierum mensuram curvatunc in quovis puncto fieri = o , quocirca, si earum indoles secundum modum tertium exprimitur, ubique erit
ddz ddz
dx"^ dy
z _ ( ddz Y __
quod critérium, dudum quidem notum , pleruraquc nostro saltem judicio haud co rigore qui desiderari posset demonstratur.
Quae in ariiculo praecedente exposuimus, cohœrent cum modo peculiari superficies considerandi , sumraopere digno , qui a geometris diligenter excolatur. Scilicet qua tenus superficies consideratur non tamquam limes solidi , sed tamquarm solidum, cujus dîmensio una pro evanescente habetur, flexile quidem, scd non extensibile, qualitates superficie! partim a forma pendent, in quam illa reducta concipitur, partim absolut» sunt, atque invariatœ manent , in quamcumque formam illa fleciatur. Ad has posteriores, quarum investigado campum geometrise novum fertilcmque aperit , referendae sunt
mensura curvalurœ atquc curvatura intégra eo sensu , quo hœ expressiones a nobis accipiuntur -, porro hue pertinet doctrina de lineis brevîssimîs , pleraque alia , de quibus in posterum agere nobis reservamus. In hoc considerationis modo superfleies plana atque superficies in planum explicabilis , e. g. cylindrica, conica, etc. tamquam essentialiter ideuticae spectantur, modusque genuinus indolem superficiei ita consideratse generaliter exprimcndi semper
innititur formulas ^^dp* -h 7.¥dp .dq -\-{jdq^^ quae nexum démenti cum duabus indeterminatis p, q sistit. Sed antequam hoc argumenlum ulterius prosequamur, principia theoriae linearum brevissimarum in superficie curva data prsmittcre oportet.
Indoles linea; curvîB in spatio generaliter ita datur, ut coordinatae x, j)', z singulis illius punctis respondentes exhîbeantur in forma functionum unius variabilis, quam per w denotabimus. Longituio talis lineae a puncto initiali arbitrario usque ad punctum, cujus coordinatce sunt x^ y^ z, exprimitur per intégrale
I"" sfWFWFW
Si supponimus, situm linese curvse variationem infinité parvam pati, ita ut coordinatae singulorum punctorum accipiant variationes dx, dy^ âz , variatio totius longitudinis invenitur
*dLr . d$x -h.djr . d$^' ■+- dz . dH
>Jdx^ -\- dy^ -^ dz^
quam expressionem in hanc formam transmutamus
âx.d-;=====.-hây.d
dxJx -f- dy.fy -H dz.âz _ j J ^dx'-^df'-hdz' ^' yjdx^-i-dy'-^dz
dz,d —======
^dx^-^dy^-hdz^
In casu eo, ubi linea est brevissima inter puncta sua extrema, constat, ea, quae hic sub signo integrali sunt, evanescere debere. Quatenus linea esse débet in superficie data, cujus indolos exprimitur per œquationem
Pdx -\- Qdy -h ^dz = o ^
etiam variationes âx^ ijr^ dz satisfacere debent aequationi
Pdx -h Qdj-hUdz = o^
unde per principia nota facile coUigitur differentialia
v/r/x'-f-rfr'H-^z' yjdx^-^dy^-^dz" V^rM-^^M-^-
resp. quantitatibus P, Q , R proportîonalia esse debere. Jam sii é/r elementum Une» curvse, X punctum in superficie sphsrica repraesentans directionem hujus elementi , L punctum in superficie sphaerica repraesentans directionem normalis in superficiem cnrvam \ dcniquc sint \^t,^1^ coordinatae puncti A, atque X , Y, Z coordînalaR puncti L respectu centri sphaerae. Ita erit
fix = ^dr^ dy = r,dr^ dz = ^dr-^
undc colligimus différent! alia illa fieri d^^ dn ^ d^. Et quum quantitates P, Q, R proportionalcs sint ipsis X, Y, Z, character lineae brevissimae ronsistit in œquationibus
^ __ ^ __ JÇ
Ceterum facile perspicitur ^d^* -^ dr,^ -h d^* squari arculo in superficie sphaerica , qui mensurat angulum inter directiones tangentium in initio et fine
dr elementi dr^ adeoque esse = — , si |0 denotet radium curvaturae in hoc loco
curvae brevissimae; ita fiet
pd^ = Xdr^ pdr, = Yrfr, pd!^ = Zdr,
Supponamus , in superficie curva a punctodato A proficisci innumeras curvas brevissimas, quas inter se distinguemus per angulum. quem constituit singularum elemenlum primum cum elemento primo uuius ex his lineis pro prima assumptse : sit (f ille angulus , vel gcncralius functio illius anguli , nec non r longitudo talis lineac brevissimac a puncto A usque ad punctum , cujus coordinatae sunt x,^, z. Quum itaque valoribus determinatis variabilium r, ç rcspondeant puncta dcterminata superficici , coordinatae x, j^ z considerari possunt tamquam functiones ipsarum r, (p. Notationes )», L, | , xî , Ç , X, Y, Z in eadem significatione rciinebimus , in qua in articulo praecedente acceptœ fueruiii, modo indefinite ad punctum indefinitum rujuslibet linearum brevîssimarum referantur.
Lineae brevissimie omnes , quœ sunt aequalis lougitudinis /*, terminabunlur ad aliam liiieam, cujus lougitudincm ab initio arbitrarionumeratamdenotamus per i^, Considerari potcrit itaque (^ tamquam fuuctio iiideterminatarum r, 9 , et si per X' designamus punctum in superficie sphaerica rcspondens directioni elementi du^ uec non per $', yj', Ç' coordinatas hujus puncti respectu rentri sph^rae , babebimus
Hinc et ex
fi^ df df d(f dff df
dr^ ^^ dr~~^'^ dr^ ^'
sequitur
dx dx dy dr dz eiz ,,^., , ^^,. dv ^^, dv
dr df^ dr dff dr df ^^^ ^^ ' d^ do
Membrum primum hujus œquationis , quod ctiam erit functio ipsarum /*, <p, per S denotamus *, cujus difTercntîaiio secundum r suppeditat
^S diix dx ddjr dy ddz
.._-mtmim
dr dr'^ dr^ dr"^ d(^ dr^ df ' dtf
dl dx dn dy -dK dz , ,rf(çç4.„n-l-ÇÇ)
dr dff dr dff dr dtf ' d(f
Sed 5Ç 4- >3>J -h Ç(^ = I , adeoque ipsius difTerentiale = o , et per ariîculum prsecedentem babcmus , si etiam hic p dénotât radium curvatura; in linea t\
^__X dn__Y r/^_Z dr p dr '* dr p
Ita obtinemus
dr p ^ ^ ^ ' rt(p p rty
quoniam manifesto X^'jacet in circulo maximo, cujus polus L. Hinc itaque concludimus, S independentem esse ab /* et proin functionem soUus f . At pro
r = o, manifesto fil i^ = o, et proin eiiam— = o, nec non S = o îndepcndenter
a f . Necessario itaque generaliter esse debebit S = o, adeoque cos XX'= o, id est, XX' = 90^. Hinc colligimus :
Theouema. Ductis in superficie cwva ab eodeni puncto initiali innuineris lineis hvev^issiniis œqualis lotigitiuiinis, linea eatiirn extremitafes jungens ad ilïas siiigulas erit uormalis.
Operae pretium cssc duximus, hoc theorema e proprietate fundamentali linearum brevissimarum dcduccrc : ccterum ejus vcritas etiam absquc calculo per sequeiis ratiociuium intellîgi potest. Sint AB, AB' duae lineœ brevissimse ejusdem loiigitudinis , angulum infinité parvum ad A includentes \ supponaniusque alterulruni angulorum elcmcnti BB' cum lineis BA , B'A differre quantitate finita ab angulo recto , unde per legem conlinuitatis altcr major, aller minor erit angulo recto. Supponamus angulum ad B esse == 90° — w , capiamusque in linea BA punctum C, ita ut sit BC = BB' . coscc co : bine quum triangulum infinité parvum BB'C tamquam planum tractare liceat, erit VJ \V = BC . cos (ù , et proin
AC -+- CB' = AC -h BC . coso) = AB — BC . (1 — cosw) = AB'— BC(i— cosw),
id est, transitus a puncto A ad B' per punctum C brevior linea brevissima. Q. E. A.
Theoremati articuli pra?cedentis associamus aliud^ quod ita enunciamus ; Si in superficie cur^a concipitur linea qualiscunçue , a cujus punctis singulis projiciscantur sub angulis i^ctis et versus eandem plagam innumerœ lineœ brevissimœ œqualis longitudinis, curva, quœeat^im extremitafes altéras jungit, nias singulas sub angulis rectis secabit. Ad demonstrationcm nihil in analysi praccedente mutandum est, nisi quod y designare débet longitudiuem curvœ dalœ inde a puncto arbitrario numeratam , aut si niavis functionem bujus longitudinis \ ita omnia ratiocinia etiamnum valebunt , ca modificatioue , quod Veritas <Tquationis S = o pro r=zo nunc jam in ipsa hypothesi implicatur. Ceteruni. hoc alterum theorema generalius est pr<Tcedente, quod adeo in illo comprehondi censeri potest , dum pro linea data adoptamus circulum infinité parvum circa centrum A descriptum. Denique monemus, hic quo^e considerationes geometricas analyseos vice fungi posse, quibus tamen quum satis obvia? sint hic non immoramur.
Revertimur ad formulam ^Edp* -h 2Fdp . dq -i- Gdq*^ quae indéfini te magnitudinem elementi linearis in superficie curva exprimit, atque ante
omnia significationem geometricam coeffîcîeniiuin E, F, G examinamus. Jam îii art. V monuimus, în superficie cur\a concipi posso duo systcmata liiiearuni: alterum, iiiquibus siugulis sola /; sit variabilîs, q constans-, altcrum, in quibus sola q variabilis , p constans. Quodlibel puuctuni superficiel consîd(?rarî potest tamquam intersectio liiiese primi systenialis cum linea secundi : tuncque elementum lineœ primœ huic puucto adjacens et varia lioni dp respoiidens erit
= yE .dp^ iiec non elementum lînere secunda» respoudens variationi dq erit
= vG.r/y; denique denotando per w angulum inter liœc elementa, facile
perspicitur fieri coso) = — i^. Area aulem elemenli parallelogrammatici in
superficie curva inter duas lineas primi systematis , quibus respondent q . q -hdq^ atque duas lineas systematis secundi, quibus respondent />, p -i-dp^
erit ^ EG — FF dp . dq.
Linea (piïPcuuque in superficie curva ad neutrum illorum systematum |K*rtincns, oritur, dum /) et q concîpiunlur esse functioncs unius variabilis novaî, vel altéra illarum fuuclio altcrius. Sit s longitudo talîs curv<T ab inilio arbitrario numerata et versus direciionem utramvis pro positiva habita. Denotcmus
per 6 angulum, quem efficit elementum r/.ç = v/Erf/>* -f- 2 F dp . dq -h Gdycum linea primi systematis per initium elemcnti ducta, et quidem ne uUa ambiguitas remaneat, liunc angulum semper ab eo ramo illius lineae , in quo valores ipsius p crescunt, inchoari , et versus eam plagam positive accipi suppouemus, versus quam valores ipsius q crescunt. His ita intellectis facile perspicitur baberi
CO8 6 , ds= /Ê . dp -h ^(j . cos w . dq = — r-
sm 6 .as = \/i.7 , sin tù , dq=^ ^= -
Investigabimus nunc, quœnam sit conditio, ut h:ec linea sit brevissima. Quum ipsius longitudo s expressa sit per intégrale
s =f \ Edp' 4- 2 Vdp . dq -f- (idq^^
conditio minimi requirit, ut variatio hujus iutegralis a mutatione infinité parva traetus linea? oriiinda fiât = o. (^alculus ad propositum nostnini in lioc casu commodius absolvitur, si p tamquam functiouem ipsius q consideiamus.
Quo pacto , si variatio pcr chararicristicam d donolatur, habemus
l - . dp^ H — • (ij? . dq -H ^^'7' ) ^/? 4- (2 Er^ -t- 2 Yfifj)fiSp
ds 2dF , . dO
ds ' J ^ \ 2ds ds
coiistatque , quaî hic sunt sub sigiio intcgrali , indcpendeiitcr a dp evanescere dcbero. I^'it i laque
dE . , ?.r/F , j r/G , , , jUdp-^Fdq
dp ' dp ' ' dp ' ds
— 1 ds , d . sJVjCo^O = — ^ — ^ ads , dO , /Ê. sin 9
[Edp-{-Ydq)dE
= (~'°-E-^)-(f''/'+?-'*î)-WËG=W.^.rf9.
Hiuc itaquc nanciscimur cequationem conditioiialcm pro linea brcvissima sequentem
, F dE j . F rfE , ,dE
v^'^G-^^''^ = U-;^^''/'^^r^-^-^îif-'^
(IF j , dG j
quam etiam ita scribere licet
F ,^ .dE, dF , ,dG
Ceteriim adjumento roquationis
û E dp
rot 0 = -- . -f- 4-
v/eG — FF ^9 v^EG — FF
ex illa «rquatione angulus ô elirainarî, atque sic «xquatio differentio-differentialis inter/? et q evolvi potest, qu.T tamen magis complicata, et ad applicationes minus utîlis evaderet . quam prîecedens.
Formulas générales, quas pro mcnsura curvaturœ et pro variatioue directionis lineœ brevissimae in art. XI, XVIII, cruîmus, multo simpliciores fiunt, si quantitates p , ff itA sunt electa;, ut lîneae primi systematîs lineas secundi systematis ubique orthogonaliter sccent , id est, ut geiieraliter habeatur o) = 90*'. sive F := o. Tune sciliret fît, pro mensura curvaturoî ,
4 EEGG K=E'-j-'----hE[-—) -hG--7-----4-G-r-
dq d(f \dp j dp dp \dfj '
p,. (ddY. ddG\ -^^^[■dir'^'di^)' «
et pro variatione anguli 6,
dq ' dp '
Inter varios casus, inquibus ha?c conditio orthogonalitatis >alet. primariuui locum tcnet is, ubi lineœ omnes altcrutrius systematis, e. g. primi, sunt lineœ brevissimœ. Hic itaque pro valore constante ipsius q^ angulus 6 fit = o ,
undc œquatio pro variatione anguli 0 modo tradita docet, fieri del)ere --- = o.
sive coefllcientcm E a ^ independentem, idest, E esse débet vel eonstans \v\ functio solius p. Simplicissimum erit, pro /> adoptare longitudinem ipsam cujusque lineœ primi systematis , et quidem , quoties omnes line.T primi systematis in uno puncto concurrunt , ab lior puncto numeratam , vel , si communis intcrsectio non adest, a qualibet linea secundi systematis. Quibus iia intelleetis patet , p et^ jam eadem denotare, quîc in art. XV, XVI per r vi o expresseramus, atque fieri E = i . Ita dua> formuhe pra^cedentes jam transeuiit in lias
S'G . rie = — ^/^ ■ fi(/.
dp '
vel statuendo /G = m,
, 1 ddm ,- dm ,
k= ; — 1 flO r- • fifJ.
m dp^ dp '
Generaliter loquendo, m erit functio ipsarum />. f/. at(|ur nnlq rxpiessio eli*-
mentî cujusvis lineœ secundi systematis. In casu specîalî autem, ubî omnes
lineîE p ab eodem puncto proficiscuntur, manifesto pro p = o esse débet in = o ;
porro si în hoc casu pro q adoptamus angulum ipsum , quem elcmentum pn-
mum cujusvis lineae primi systematis facit cum elemento alicujus ex îpsîs ad
arbitrium elcctœ , quum pro valore iufinite parvo ipsius p , elementum lineae
secundi systematis (quaî considcrari potes t tamquam circulus radio p de-
scriptus), sit = pd/jf^ eritpro valore infinité parvo ipsius p^m=zpy adeoque,
I dm
pro p = o^ simul m = o et — = i .
Immoremur adhuc iidcm supposîtioni, puta p designare indéfini te longitudinem line<'e brevîssim.T à puncto determînato A ad punctum quodlibet superficiei ductum, alque q angulum, quem prîmum elementum liujus lineaî efficît cum elemento primo alicujus lineœ brevissimîE ex A proficiscentis datœ. Sit B punctum determinatimi in hac linea pro qua ^ = o, atque C aliud punctum determinatum superficiel , pro quo valorem ipsius q simplîciter per A desiguabimus. Supponamus puncta B , C per lineam brevissimam juncta , cujus partes , inde a puncto B numeratas, indefinite ut in art. XVIII per s denotabimus, iiec non perinde ut illic, per ô angulum, quem quodvis elementum ds facit <rum elemento dp : denique sint 6**, 6' valores anguli 6 in punctis B, C. Habemus itaque in superficie curva triangulum lineis brevissimis inclusum, ejusque anguli ad B et C, per lias îpsas litteras si mplici ter design andi œquales (Tunt ille complemento anguli (5° ad i8o°, hic ipsi angulo 9'. Sed quum analysin nostram inspicienti facile pateat, omnes angulos non per gradus sed per numéros expresses concîpi, ita ui angulus 5y^ ly^ 4^^\ cui respondet arcus radio a'qualis, pro unilate habeatur, statuere oportet, denotando per 2 7: peripheriam circuli
Inquiramus nunc in curvaturam integram hujus trianguli, quîB fit =kd'7^
dénotante da elementum superficialc trianguli , quare quum hoc elementum
exprimatur per m dp . dq^ cniere oportet inH^gralc ffkmdp , dq supra totam
trianguli superficicm. Incipianius ab integratione secundum />, quîe propter
, I dcim ,. , / flm\
H := -j-^ suppeditat aq. (const. 7")' P''^ curvatura intégra are.T
jacentis inter lineas prirai systematis qui bus respondent valores indetermi-
naux secundae y, q -^dq : quum haec curvalura pro /> = o cvanesccre dcbcat ,
quanti tas constans per intégra tionem introducta aF^qualis esse débet valori
dm .j • • TT 1 • f / dm\ , . dm
ipsius -7- pro p = o , id est , unitati. Habemus itaque dqyi — ;7-" 1 ' ^^^ P^o —
accipere oportct valorem respondeutem fini illius areo; in linea CB. In hac
dm
linea vero fit per articulum praecedenlem — , dq =^ — r/9, unde expressio
nostra mutatur in dq -h dO. Accedente jam integratione altéra a y = o usque ad y = A extendenda , obtinemus curvaturam integram trianguli = A -h ô'— e«= A -h B -h C — TT.
Gurvatura intégra a^qualis est are«T ejus partis superficiei sphncricœ, quîe respondet triangulo, signo positive vcl ncgalivo aflecta», prout superficies eurva, in qua triangulum jacet, est concavo-concava vel concavo-convexa : pro uuitate areae accipiendum est quadratum, cujus latus est unitas (radius sphaîra?) , ([uo pacto superficies tota sphîera; fit = 4?^. Est îtaque pars superficiei splia»ricaî triangulo respondens ad sphîera? superficiem integram ut zh (A -f- B -f- (^ — tt ) ad 4 ^' Hoc theorema, quod, ni fallimur, ad elegantissima in llieorîa superfirierumcurvarum référendum esse videtur, etiam sequenti modo enunciari potest :
Exccssiis sumniœ angulorum trianguli a lineis hrevissimis in superficie cwva concavo^oncav^a formati ultra 180**, vel defectus swnmœ angulonim trianguli a lineis brevissimis in superficie cwva conca\fo~con\^exa fotmati a 180**, mensuratur per arearn partis superficiei sphœricœy quœ illi triangulo per directiones normaliwn respondet, si superficies intégra 720 gradibus œquiparatur.
Generalius in quovîs polygono n laterum , quœ singula formantur per lineas brevissimas, cxcessus summ.i; angulorum supra 2/1 — 4 rectos , vel defectus a un — 4 rectis (pro indole curvalurœ superficiei), a>quatur area; polygoni rt»spondentis in superficie sphœrica , dum tota superficies sphaîrae 720 gradibus œquiparatur, uti per discerptionem polygoni in triangula e theorema te précédente spontc demanat.
Restituamus charactcribus p^ q^ E, F, G, o) significationes générales, quibus supra accepiî fuerant , supponamusque indolem superficiei curva» pra*tcrea alio simili modo per duas alias variabiles p'^ q' determinari , ubi elementum lincare indéfini tum exprimatur per
yfWd^' -t- 2 F'rf//. dq' -h GV<7'«.
Ita cuivis puncto superficiel per valores determinatos varîabilium/^ q definito
respondebunt valorcs deierminalî variabilium ;;', ^', quocîrca h» erunt functioncs îpsarum p^ q^ e quarum differenliationc prodire supponemus
dp' = adp -h ^d(f ^ dq' =i y dp H- ddq,
Jam proponimus uobis iiivestigare significationcm geometrîcam honim coefficientium a, j3, y, cî.
Quatuor itaquc iiunc systemala lincarum in superficie curva concipi possunl , pro quibus rcsp. q^ p^ q' ^ p' s\i\i constantes. Si pcr punctum delermînatum, cui respondent variabilium valores /;, q^ p\ q\ quatuor lineas ad singula illa systemala pertinentes ductas supponimus, harum elementa, variationibus positivis dp^ dq^ dp\ dq\ respondentes erunt
)fV..dp^ ^G,dq^ sJFj'.dq\ s/^'.dq*.
Angulos, quos horum elemenlorum direetiones faciunt cum directione fixa arbitraria^ denotabimus per M, K , M', IN", numerando eo sensu, quo jacei secunda respectu prima» , iia ut sin (N — M) fiât quantitas positiva : eodem sensu jacere supponemus (quod licet) quartam respectu tertia;, ita ut etiam sin (jN' — M') sit quantitas positiva. His ita inlellcctis, si consideramus punctum aliud, a prioiî infinité parum distans, cui rc*spondeant valores variabilium p -^ dpy q-\-ffqj p' -^ dp'^q' -^dq\ levi attentione adhibita cognosccmus , fieri generaliier, id est, independenter a valoribus variationum dp^ dq^ dp\ dq\
\l Ê . dp . sin M -h v^ • ^iq ' sin N = \pp/ . dp' . sin M' -f- y/G' . dq' . sin R',
({uuni utraque expressio nihil aliud sit , nisi distantia puiicti novi a liuea , a qua anguli direclionum incipiuut. Sed habemus, per notationem jam supra introductam JN — M = co , cl per analogiam slaluemus JN' — M'= o)', nec non insuper P^' — î\r==:ij;. lia a»qualio modo inventa cxhibcri polesl in Airma sequcntc :
V/T: . dp . sin (M' — 0) -h cj^) -h V'TÏ . dq . sin (M' -+- ^)
-- v^F/ . dp' . sin M' -^ v^' . dq' . sin (M' -h r./) ,
1 ita
V^E . dp . sin (jN' — oj — o)'-f- ^) -h v^G . dq . sin (N' — 0)'-(- tp) = vT' • ^fp' . sin (>' — ^')') -^sTV' . dq' . sin >'.
Et quum aequado manifesto iiidcpendeiis esse debeat a dircctione initialî, hane ad libitum accipcre lîcet. Statucndo itaque in forma sccunda N' = o, vel in prima M' = o , obtinemus a^quationes scquentcs :
V^E' . sinw' . dp' = \fÊ. sîn (fù-\- w' — ^) , dp -t- V^ • sin(w' — ^) . d//, ^G' . sin 0)' . dq' = y^ E . sin (^ — w) . dp -\- /G . sin ^ . d<] \
quae œquationcs quum idcnticœ esse dcbcant cum his
dp' = ocdp -{- (i dq^ dq' = ydp -\- ddq^
suppedilabunt détermina tionem coefficientium a^ ^^y^ à. Erit scilicet
__ /Ê] sîn(wH-w'— '}) o __ . /5] sin ( w — -^ ) ^\Y.' ^^i^' ' ^~"VË"'* sinw' '
/Ë] sin(r[; — ta) ^ _ 4 /^_ s[nj;
'^■"Vg'" sinw' ' VG'*sinw*
Adjungi debent a^quationes
F , F' . , /EG — FF . , , /E'G' — F'F
uiide quatuor sequationcs ila quoquc exhiber i possuut :
« V^E'G'— F'F' = v^ËG^ . sin (w + w'— <f ) , P s/Ë'G'— F'F' = v^G(? . sin (o)' — if ) , •/ v^E'G' — F'F' = \I^VJ . sin ( <!- — w) ,
à v/E'G' — FF' = v^GF . sin (|<.
Quum per substitutioncs ffp' =:xdp-\-^Htj, dq' =-ydp + idq trinomium YJdp'*-^i¥'df)'.dq'+G'd<j'* transi re debeat in Y.dp*-\- ^Ydp.d/i-^Gdq\ facile obtinemus
KG — FF=(E'G' — F'F')(a(î — ^y)';
et quum vice versa trinomium posterius rursus transire debeat in prius per substitutionem
(ad—^y)dp = ddp'—^dq', (ai — ^y)dq = — ydp' -i- «dq',
iiiveniraus:
E (îô — 2 Fy d -I- G -/-/ = ,;,Q>_p,p, • E', E/3/3 - 2 F«/3 + G«« = ^^^1?^, . G'.
A disquisitione geuerali ai liculi praecedentis dcscendimus ad applicationem latissime patentem , ubi , dum p et q etiamnum significatione generalissima accipiuntur, pro^', q' ^ adoptamus quaiititates in art. XY per r, f denotatas, quibus characteribus etiam bic ulcmur, scilicet ut pro quovis puncto superficiel r sit distaiitia minima a puncto détermina to, atque f angulus in hoc puncto înter elementum primum ipsius r atque directionem fixam. Ita habemus E'=i ,
F'= o, Oi)' = 90° \ statuemus insuper /G' = w, ita ut elementum lineare quod-
cunquc fiât = sjdr^ -hmmd(f*. Hinc quatuor a^uationes in articule praecedente pro a , |3 , 7 , cî , eioilae , suppeditant :
(i) ^Ë:.cos(a) — ^)= -^,
(2) ^G.cos^p=^,
(3) v^E . sin (^ — (i))=m' ^,
(4) v^G . sin ^p = m • —• Ultima et penultima vero bas
,5) BC-KF=F,g)'-,F.|.i + 0(±)',
Ex his H'quatiouibus petenda est determinatio quanti tatum /', ^, ^ et (si opus videatur) /;/ , per p vx q : scilicet integratio sequationis (5) dabit r, qua inventa, integratio a^quationis (6) dabit y, atque alterutra aequationum (i), (2) ipsam ^ : denique ffi habebitur per alterulram scquationuni (3), (4).
lutegratio gcncralis apquationum (5), (6) necessario duas funrtioncs arbitrnrias inlroduccre débet, qufe quid sibi vclînt facile intolligemus, si ptM'pendîinus , îllas œquationes ad rasum cum (juem hic coiisideramiis non limitari , sed perînde valere, si r et (f accipîantur in significatione generaliori art. XM, ita ut sît r longitudo lincae brevissima» adlineam arbitrariam determinatam normaliter ducta*, atque y fuuctio arbitraria longitudinis ejus partis linea», quîç întei lineam brevissimam indefînitam et puncium arbilrarinm delerminatum interripitur. Solutio itaque generalis ha^c omnia indéfini te amplecti débet , fumiionesquc arbitraria; tune demum in definitas abibunt , qnando linea illa arbitraria atque functio partîum quam ç exhibere débet , pnrseriplîc sunt. In rasu nosliY> rirculus infinité parvus adoptari potest, eentrum in eo puncto habens , a quo distantiïe r numerantur, et (jp denotabit partes Iiujus cireuli ipsas per radium divisas; unde facile colligitur œquationes (5), (6) pro casu nostro compleie sufficere, dummodo ea, qune indefinita relinquunt, ei conditioni accommodentnr, ut r et ç pro punclo îllo initiali at([ue punctis ab eo infinité parum distantibus quadrent.
Ceterum quod attinet ad integrationem ipsam a^cfuationum (;")), (6) constat, eam reduci posse ad integrationem a^quationimi differentialium vulgarium , qua? tamen plerumque tam intricaiœ evadunt , ut parum lue ri inde redundel. Contra evolutio in séries, qua^ ad usus praelit'os, quoties de partibus superficiei ^ modicis agitur, abunde sufGciunt , nullis diffieultatibus obnoxîa est , atque sic formula; allatse fontem ubereiçi aperiunt , ad multa problemata gravissima solvenda. Hoc vero Ibco exemplum unicum ad methodi indolem monstrandam evolvemus.
Considerabimus casum eum, ubi omnes linci*, pro quibus p constans est , sunt linea; brevissima? orthogonal! ter sécantes lineam pro qua '^ = o , et quam lamquam lineam abscissarum contemplari |)ossumus. Sit A punctum pro rpio /• = o , D punctum indefinitum in linea abscissamm, AI) =/>', H punctum îndefinitum in linea brevissima ipsi AI) in D normali , atque RI)—- q ^ ita ut p ronsiderari possit tamcpiam abscissa, q tamquam ordinata puncti H: abscissas positivas assumimus in eo ramo line«T abscissarum , cui respondet ^= o. duni r temper tamquam quantitatem positivam spectamus: ordinatas jwsitivas statuimus in plaga ea , ubi ^ numeratur inter o et i8o".
Pcr thcorema art. XVI habebimus o) = i)o*\ V =- o, nec non (1 --= i; slatifemus insuper \^V.=iii. Rril itacjue // functio ipsanun p^ y, et quidem talis, qiUB pro q = o fieri del>et =^ i . Applicatio formulîp in art. XVIII allata»
-yf»
ad casum nostrum docet , îii qnas^is linca brevissîma esse debere rffl = — — • dp^
dénotante 0 angulum inter elcmentum hujus linese atque elementum Une» pro qua q constans : jam quum linca abscissarum ipsa sit brevissima , atque pro ea
ubique 6 = 0, patet , pro q = 0 ubique fieri debere — = o. Hîne igitnr collî-
gimus, si n in seriem secundum potestates ipsius q progredientem evolvatur. hanc habere debere formam sequentcm :
71 = I -\-fqq -+- gq^ -+- A7* H- etc., uhi J\ g , A, cic. , eruiit functioncs ipsius />, et quidcm statuemus
/=/o-f-/>^-/V/.-i-etc.,
5 = 5° -^- g'r -^ 8"pp -+- ^''^- ^
h = /a° -h h'p 4- h'^ppM- etc.,
n = I -^/""qq -^fpqq -^f"ppqq ^ etc.
-h g^'q^ -h g^V^7'-hetc.
/i^ <7* 4- etc., etc.
si\r
XXIV
yEquaiiones art. XXII in casu nostro suppeditant -*
/7sin«L = -r-> cosu; = -7-9 — ncosù = m *-r-^ smv=m*-r-9*
^ dp ^ dq ^ dq ^ ^ dq
(dry /dry dr d^ dr do
fin = /î/i -- 4-3- 9 nn • 3- ~ -t- -r- • -r = o.
\ay/ \"/^/ "7 dq dp dp
Adjumento harum îequationum , quarum quinta et sexta jam in reliquis continenlur, séries evolvi potcrunt pro /*, ^, ^p, m, vol pro quibuslibet functionibus harum quantitatum , e quibus cas, quae imprimis attentione sunt dignae , hic sistemus.
Quum pro valoribus infînite parvis ipsarum />>, q fieri debeat rr=^ pp-\- qq^ séries pro r/'incipicl a lerminis pp -f- qq : terminos altiorum ordînum obtinemusper methodum coefficientium indcterminatorum {*), adjumento îccpiationis
\n dp I
-^ (-ir) =4/'/',
dp I \ dq
(*) Calculum, qui per nonnulla artificia paulhilum contrahi potest, hic adscribere superfluuni duxinuis.
scilicet
[,J rr = pp -^- l- f ''ppqq + ^,f'p»qq-^{{/"-^JT)p'çq -h elc.
Deîn habemus , ducenie formula /• siii df= 1— ?
^ 7.n dp
fa] r sin 4- = ;, - \ppqq - \f'ppqq - {{/" + hfV ) P'Çf -+" «te
- U°P7' — Wpp"/'
-{\h"-i-J"r)pq\ iiec non per formulam r cos ^ = ^ • — v- 9
[ 3J r,'os^ = q^\f'>ppq^kf'p'q + {\f" - -'-J-J " ) // q + etc.
Hinc simul innotescil angulus ^. Pcrinde ad computum anguli (f coucinnius evolvunlur séries pro rcosç atquc rsiny , quibus inserviunt acquationes differentiales partiales
li . r cos 9 . , . r/cp
— 7 — ^ = n cos cp . sin w — r sin ç • -r- » dp ' ' 'dp
d . rcos9 I . do ; — ^ = cos cp . cosu; — rsin o • -r-,
dff ' ' ^ dq
d . r sin 9 . . . dn
, = n sin Q . sm w — /• cos 9 • -r- 9
dp ' ' 'dp
d . r sin ». , ^o
-, = sm © . cos u^ — r cos ç • ■— <?
, dm , . do
n cos d/ • -r- -f- sin (L • -p- = o ,
^ rt/y ' dp
quarum combinatîo suppeditat
r sin >L d . r cos o , d . r cos 9
' • - - , — ^ H- rcosd/ — , =r coso,
n dp ' dq '
r sin ^L r/ . r sin V , r/ . r sin «
^L . . — J. -1-. /• oos u/ = r sin o.
n dp ' dq *
Hinc facile evolvuntur séries pro r cos (f , /'siii (f , quarum termini primi mani' festo esse debent p ex. q ^ puta
[4] rco,<f = p + \ppqq + -hf'ppqq-^{-hf"-i-J''f'>)p*qq-^eic.
(hh''—hf''r)pq\
[5] rs\u<f = q-krppq-\f'p'q-{-hf"--hPr)p'q-^tc.
— lë^ppqq—TiS'p^qq
-iih'^-hWrDppq'.
E combinalione aequationum [2], [3], [4]? [5J derivari posset séries pro /•/•cos (^ -h 9), atque hinc , dividcndo per scrîem [i], séries pro cos {^ -4- y), a qua ad serîem pro ipso augulo ^ H- 9 descendere liceret. Elegantius tamen eadein obtinetur scquenti modo. Differentiaudo sequationem primam et sccundam ex iis quce iuitio hujus articiili allatse sunt, obtincmus
. , fin , ^'^ .1 ^+
sin ^^ '-r ■+- n cos 9 • -7-^ -1- sm u; • --!- =r o ,
qua , combina ta cum hac
■A.î^^sintL.lî-
prodit
/i cos 7 • -7^ -+- sin ù . -;^ = o, * aq * dp
r sin i r//i r sm ^î; r/ ( -I^ -h 9 ) , di'^ -h 9)
• — -h ' --—, — ^ -+- rcos df • -^-^ — ^ = o.
n (if/ n dp ^ dq
Ex hac îcquatione adjumento mcthodi coefficientium indelcrminatorum facile elicicmus scricm pro :^ -f- 9 , si perpeiidimus ipsius terminum primum esse dcbere ^ tt, radio pro unitate acccpto, atcjue dénotante 21: perîpheriam cîrculi ,
[6] ^-^^^ = i^-fOpr,-lf'ppq-(if"-ifofo)p»ç^etc.
— g°pqq — 'js'ppqi
Opcr.T pretium videiur, cliam aream triangull ABD in serîem evolvere.
Huic evolutioni inservit îcquatio conditionalis sequens, quae e consîderatio-
nibus geometricis salis obviis facile derivaiur, et in qua S aream qusesitani
dénotât ,
rsin!/ f/S , dS rsinS >. ,
— ■ , — h /• cos i/ . — - = . //* da.
n dq ^ dq /i «^ ''
integrationc a ^ = o inoepla. Hiiic scilicet obtineiuus per mcthoduni coeffiiicnlium indeterniiuatorum ,
[7] ^ = \P^-T-.Pp'<1-nf'-p'<i-{T-J"- hfV)p'l-*-'i^-
- h^pq'- T^g'ppq-
-{■hh"-i-,rP)pq'.
A formulis arliculi pritîcccleiitis , qun» rcferuiitiir ad triaiiguluiu a liiieis brevîssîmis formalum rectaugulum , progredimur ad generalia. Slt C aliiid punctum in eadem liuca brevissima DH, pro quo, manenie />, charactercs q' , /•', y', ^\ S', cadem désignent, qua^ q^ r, (p, ^{^, S propunclo B. Itaoritur iriangulum înier puncta A , B, C , cujus angulos per A , B, C , latera opposita per a , 6, c, areamper t denotamus; mcnsuram curvaiune in punctis A , B, C resp. per a^ ^.y exprimemus. Supponendo itaque (quod lioet), quanlitates, p, q^ q — q^ esse positivas , habemus
Anle omnia aream t per sericin expriincmus. Mutando in [7J siiigulasquantitates ad B relatas in eas qurn ad C n^ferunlur, prodil formnla pro S', undo, usque ad quantitates sexti ordinis obtineinus
\ - Tis"" [q -+- q') C^pp -^4qq -^4qq' h- 4/v')
Hxc formula, adjumcnto scrici [aj, puta
csiii B = ;; (i — i/"^-/ — {/7»77 — ^g"7' — elc).
transit in sequcntcm :
(j = iacsinB! — ,\f' P (6 pp — 8 qq -h 7 qq' -h y (f' ff' )
-T-,g''{'ipPf-^^PPq'-fir-^-4qqq'-h^\qq'q'-i-iq")
Mensura curvatur.T pro quovis superficiel puiulo fit (per art. XIX ^ ubî m^ p^ q eraut qua* hic su ut u ^ q^ p)
elc.
I ddn if -+- 6 /^7 4- \7.hqq
n r/<y» I -\-fqq + etc.
^y '" — ^^ S^l — ( i a /* — 2^/) qq — etc.
Hiuc fil, quateuus />, q ad puuctum B referuntur,
/s= - ay »- ifp-6g^^q-if'pp - 6g>/7 - (i2/i«- 2/V«)9y -etc.,
fiec non
IntrcKlutmcIo tias ineiisuras curvaturic in soric pro a , obtincmus expressionem scquciitciu, usqiK> ad quaiilitates sexti ordinis (oxcl.) cxactam,
= ; «c sin H I -H TTï
PP
-2t/ç-^içq'-h3g'^')
îM3/V'-
-6q</-h6tfq'-\-6q'(f')
-iqq^ qq' +4/^')
Pniîcisio eadem mauebil, si [>ro /; , q^ q' substiluimus r sin R . ccosB, c cos B — rt , quo paeto prodit
i -h -THi ol['S aa-\- ^cv — 9 oc cos B) 7 = :: rtc sin B ? 4- 777 jS ( 3 tfrt H- 3 ce — 1 2 ac cos B) ^
~y(^aa-^'i ce — 9 ac cos B) j
Quuni ex hac «Tquatione oniuia quîe ad liueam AD normaliter ad BC ductaui referuntur evanuerint, etiam puncta A , B, C ciim corrclatis inter se pcnnulan* licebil, quapropter erit eadem priccisione
7 = i Ar sin A ,' -hjh^ (3 f>b
rr. 7 (4 **
3 ce
4 ce 3 ce
\ ahs'in C f
— i2ic cos A) \
— 9 &c cos A) - •
— gbc cos A)
4bb — 9 ah cos C ) Zbb — 9^i&co8C) '.ibb — ï2ab cosC)
Hinc simul deducimus, quum summa A*-HB*-f-C* duobus rectîs apqualîs sit, exoessum suinmse A H- B 4- C supra duos angulos rectos , pula
Hapc ultima tcquatio etiam formula? [6J superstrui potuîsset.
Si superficies curva est sphaera, cujus radius =R, erit « = /3 = y = -2/'' = ^, /"=o, g'=o, 6h"-f»f" = o, siveA» = ^.
Hiiir formula [ 1 4 J fil
quaî pr«Tcisione absoluta gaudet^ formulœ [n], [iî^]i [*3] autem suppcditant sive îpque exacte
Irr-TS^'^**^'^^^-"'^)
^egle<lis quaiititatibus quarti ordinis , prodit hlne theoreraa uotum a elar. Legendre primo propositum.
Formulai nostrje générales, rejeclîs tcrmiuis quarti ordiiiis, persimplîoos evadunt , scilicet
A* = A-.^cr(2a4- /3 ^ y),
B* = B-^cr( a-^2/3-f- y),
C*=C — ^cr( «+ /5 ^-27).
Ângulis itaque A, B, G in superficie non sphaerica reductiones iuœquales applicandâe sunt, ut mutatorum sinus lateribus oppositis fiant proportionales. Inav qualitas, generaliter loquendo, erit tcrtii ordinis; at si superficies parum a sphaera discrepat, illa ad ordinem altiorem referenda erit : in triangulis vel maximis in superficie telluris, quorum quidcm angulos dimetiri licet , diflferentia semper pro insensibili haberi potes t. Ita e. g. in triangulo maxiino in ter ea, quae annis prœcedentibus dimensi sumus, pu ta inter puncta Holiehagen , Brocken, Inselsberg, ubi excessus summœ angulorum fuit = 14", 85348, ralculus sequentes reductiones angulis applicandas prodidit :
Hohehagen — 4>.9^ii*^
Brocken — 4i9^io4
Inselsberg — 4)9S<3i.
Coronidis causa , adhuc compara tionem arex trianguli in superficie curva cum area trianguli rectilinei, cujus latera sunt a, &, c, adjiciemus. Aream posteriorem denotabimus per <t *, quœ fit = {bc sin A* =:\ac sin B* = { ab sin(]*.
Habemus , usque ad quantitates ordinis quarti ,
sin A* = sin A — 7; t cos A . ( 2 a -h |3 -f- 7) , sive a»que exacte,
sin A = sin A* . [i 4- 77 ic cos A . (2a 4- jS -f-y)]. Substituto hoc valore in formula [9] , erit usque ad quantitates sexli ordinis,
I -h ,-77 a (3 fcft -h 3 ce — 2 ic cos A ) \ (7 = L hc sin A*. { -h 77; jS (3 Afc 4- 4 ^^ — 4 ^^' ^os A ) j ,
PTj 7 (4 fcA -h 3cc — 4 f^c cos A)
sîvc aîque exacte,
4c { * "^" r77* (^^ -h 2 ii -4- 2 ce) -h TTi /3 ( 2 aa -4- ift -f- a ce) ) [4- Tfï y(2.aa-+- 2fcft -f-ee) j
Pro superficie sphœrica hîBC formula sequeniem induit formam
(7 = (T* [i -h j-^ oc [aa -h bh -+- ce)],
cujus loco etiam sequentem salva cademprcTcisione adoptari posse facile contîrmatur
^ A sin A . sin B . sin C
"" ^ V sin AV sin B* . sin C* '
Si eadem formula triangulisin superficie curva non sphœrica applicalur/error, gênerai i ter loquendo, crit quinti ordinis, scd insensibilis in omnibus triangulis, qualia in superficie telluris dimetiri licet.
NOTE I
Sur les courbes à double courbure.
1 . jNous aurions beaucoup à ajouter à ce que Moiige a donné sur les courbes à double courbure. Mais comme la plupart des détails dans lesquels nous pourrions entrer concernant ces courbes se trouvent déjà consignés dans des ouvrages très-répandus et ont même passé dans renseignement ordinain», nous serons très-bref dans ce que nous allons en dire.
Soit mmtnni', . . une courbe quelconqiu*. Considérons-la comme renipla<'ée par un polygone infinitésimal inscrit qui se confondra avec elle à la limite : m//i', ni!m\ niin'^, . . seront les côtés successifs de ce polygone. Le prolongement de l'élément mm' ou ds donnera la tangente en m. Rapportons la courbe à trois axes rectangidaires 0.r, Oj, Oz, Soient x^y\ z les coordonnées du point m, et x -^ dx^ j -+- r/^ , 2 -+- dz celles du point m' . Les projet'tions de ds sur les trois axes seront respectivement dx^ dj\ dz. En nommant donc a, (3, 7 les angles de ds ou de la tangente en m avec ces axes, on auia
(ix ri <iy dz
cos a = -7- î cos p = ^ 9 cos 7 = -- ; as as ' as
de plus
ds z= ^dx*-\- dy^-^ dz*.
Le plan mm' m" des deux éléments consécutifs mnt\ m' m" est le plan osculateur de la courbe vu m : le cercle tracé dans ce plan et qui passe par les trois points m^m' ^ m'\ ou qui a avec la courbe deux éléments communs, est le cercle osculatcur; son rayon est Ic rayon de la première couibure, 011 simplement le rayon de courbure de la courbe. Il est lié à Tangle de contingence, je veux dire à l'angle que font entre elles les deux tangentes consrcnti\es obtenues en pit)longeant nmi' et nim , W est clair en elVet qu On a
odz :=. ds . 0 = ~~^
dt étant 1 angle de contingence. Pour des courbes ayant 1 élément ds commun,
la valeur de p est, comme ou voit, inversement proportionnelle à l'angle de comiogcnce de. La courbure, au contraire, qui se mesure naturellement par la valeur inverse du rayon de courbure , ou par la fraction
I de
est directement propO([ionnelle à r/e.
Pour former la valeur de dE , je mène par rorigine des coordonnées deux droites OA, OB respectivement parallèles à mm' et m'm"^ et de plus égales entre elles et à Tunilé de longueur, en sorte que OA = OB = i . L^angle AOB ou dt sera mesuré par l'arc de cercle AB qu'on peut regarder comme une petite ligne droite. Mais les coordonnées des deux points A et B sont évidemment
cos a, cos (3, cos y,
et
cos a -h dcos a, cos (5 -f- rfcos j3, cos y -f- dcos y.
On a donc
dî} = (dcosay-h (dcos^Y-h (dcosy)\
et , par suite ,
ds
si [d cos a)' 4- [dcos P)' -+- [dcos 7)'
On peut donner à cette expression des formes très-diverses. En mettant pour cos a, cos |3, cos y leurs valeurs, elle devient
ds
et se réduit à
ds'
)/{d'xy 4- [d'fY ■+- (d'zy
lorsqu'on prend s pour variable indépendante, c'est-à-dire lorsqu'on suppose ds •onstante. Plus généralement, et quelle que soit la variable indépendante, on a
ds'
)/(dsd'x — dxd'sy -h {dsd'^ — dfd'sY 4- {dsd^z — dzduy-
En développant la quantité sous le radical et observant que l'équation
ds^ = dx'' -^ dy"" -^ dz^
donne
dsd*s = dxd} X -+- dyd^y -f- dzd^z^
on arrive aisément encore à cette forme nouvelle
sj[dy'd^z-- dzd^yY-^{dzd^x — dxd'^z)'' -\' {dxd'^y — dyd^x^ ou
^ ~" sl(dy d-" z — dzd^yY '^{dzd'' X — dxd'^z)-' ->r{dxd^ y — dy d'' xj 2. On peut enfin transformer Texpression
ds
V(^cos a)* -f- (rfcos (3)* -f- (rfcos 7)'
en exprimant les trois angles a, |3, y, qui sont liés entre eux par Téquation
cos* oc -f- cos* j3 -H cos' 7 = 1, au moyen de deux angles seulement. Soit en effet
cos ]8 = sin a sin 1*, cos y = sin a cos 1 , et l'on trouvera sans peine
(rfcosa)* -h (rfcos j3)' -f- (rfcosy)* = rfa' -h sin'a A'%
d'où
ds
Cette formule peut servir à trouver généralement les courbes pour lesquelles la valeur du rayon de courbure p est une fonction donnée de s. En elfet, l'équation des courbes cherchées étant
ds* da} 4- sin* adi^ = —-9
et les variables a et i pouvant être regardées comme des fonctions de s le long de chacune de ces courbes , il est visible qu'on doit prendre
da = sin (f (s) — >
sin a di = cos ^ (s) — ?
la fonction f (5) étant arbitraire. En particularisant cette fonction, on obtiendra aisément des courbes diverses qui jouiront toutes de la propriété demaiidée.
Ayant en effet a et i" en fonction de j, on en conclura en fonction de la même \ariable les valeurs de cosa, cosjS, cos y, par suite de dx ^ rfy^ dz^ et enfin de .r, y^ z. L'élimination de s entre les trois équations qui donnent x, j, z^ fournira donc les équations de la courbe ou plutôt des courbes oherchées.
3. Nous avons donné l'expression du rayon p du cercle osculateur. On peut désirer aussi de connaître les cosinus des angles que ce rayon fait avec les trois axes O.r, O^, Oz. Or si Ton prolonge Télément mm' d'une quantité m'n égale h l'élément suivant m! m!' et qu'on joigne uni" ^ il est clair que la direction de nnî' prolongée sera à la limite celle du rayon du cercle osculateur. D'ailleurs nm!' est visiblement parallèle à la droite AB du n° i , puisque les triangles AOB et uni ni' sont tous deux isocèles et que de plus OA est parallèle à min, OB à m' m". Les cosinus demandés, que nous désignerons par cos(jO,jr'), cos (p î J ), cos (p , z), sont donc ceux des angles que la droite AB fait avec les axes. Mais les différences des coordonnées de même nom pour les points A et B sont
dvos a, //cos /S, rfcos y.
On a donc
/ V d cos a
cos (p, x) = ,--—
V^(r/cosa)' 4- (//cosP)'-f- (r/coS7)'
, V (i ces 6
cos (p, y) = ^
^{(icosdY -h {(i cos pY-^-l ri cos y Y
cos (p, Z\ = -==r.
ou bien
y/ycos a)' -h (^cos PY "*" (Vcosy)'
, (l cos a I ^ d cos 6 . . d cos 7
cos o,x) = /o — 7 — -. cos (]û, > ) = û — -— î-, cos c, z) = 0 — -'
4. L équation du plan osculateur ninini est naturellement de la forme
.r', > ', r' désignant les coordonnées courantes; et la condition de passer par \v point m\ ou de rontenir la tangente en m, donn<'ra
A dx H- Brfr -h Crf^ = o.
dette équation devra même subsister en augmentant le premier membi^e de sa diiîërenlielle, puisque le plan osculateur doit aussi contenir la tangente au
point m' dont les coordonnées sont x -H dx^ y -^ dy^ z -^ dz^9M lieu de x^y^ z Donc
De là on conclut aisément que
A : B:C Wdyd'^z — dzd^y \ dzd^x — dxd^z ! dxd^y — dyd*.r.
L'équation du plan osculateur est dès lors
(dyd'z — dzd^y) {x' — x) -h [dzd^x — dxd'z) (f—y)
-h (dxd^y — dyd^x) {z^ — z) =z o.
Les cosinus des angles X, (z, v que ce plan fait avec les trois plans coordonnés, ou qu'une perpendiculaire OL à ce plan fait avec les trois axes O.r, Oy^ Oz, sont aisés à obtenir. Pour en simplifier l'expression , on se rappellera que la somme des carrés des trois quantités
dyd^z — dzd^y^ dzd^x — dxd^z^ dxd^y — dyd* x est égale à
d'après uue des formules du n° i^ et l'on trouvera
. _ p{djrd^z — dzdy)
COS V
en posant
dyd^z — dzil\y = L^ dzd^x — dxd^z = M, dxd\y — dvd' x = N
11 est bon d'observer qu'on a, identiquement,
cos X dx -f- cos ikdy -f- cos m dz = o ,
cos A rf* X -f- cos [Â d* z -h cos v d^y = o , et, par suite,
d cos X dx -f- d cos [idy -h d cos v dz = o.
5. L'angle infiniment petit /iy? compris entre deux plans osculateurs consécutifs ou entre les deux droites OL, OL' perpendiculaires à ces plans, s'obtiendra, comme Tangle de contingence //e , en prenant 01. = OL'=i, d'où résultera
LU ou dm = ^(dcos X)* -f- (dcos fx)' -H (rfcos v)*.
Si la courbe mnilm m' , . . était plane, on aurait dm = o. Le rapport r de ds
à //yj est ce qu'on nomme le rayon de la seconde courbure de la courbe, ou bien
encore le rayon de Jlexion ou de torsion. Ce rayon est ainsi donné par la
formule
ris
^{dcos >)* -H (<3?cos f*)' H- (</cos v)»
Ici , comme pour le rayon p, on pourrait exprimer X, (ul, v à l'aide de deux angles seulement , à cause de la relation
cos* X -f- cos* fx -+- cos* V = I , qui permet de faire
cos [i = sin X sin tr, cos v = sin X cos u,
luoyeiiiiant quoi on a
{dcos X)* -f- (dcos jui)* -h (dcos v)' = r/X* -h sin* X <7ny*,
cîl, par conséquent,
)/dV -h sin' X rfo'
Les courbes pour lesquelles la valeur du rayon de torsion est une fonction donnée de s sont fournies par l'équation
rfX^-r-sin*Xrfcy*=^,
OÙ Ton prendra pour r la fonction donnée , et que Ton traitera comme Téquation analogue
da* -h sin* a di* = —r
dont nous nous sommes occupés ci-dessus. On aura ainsi
rfA = sin 9 (^) — î sin X du = cos 9 (^) — »
ç (s) désignant une fonction arbitraire de 5. Ces formules conduiront aux valeurs de X et o 9 et, par suite, de cosX, cosfz, cos v, exprimées en 5. Pour avoir x, jTj z^ on se servira ensuite des équations identiques
cos X dx -H cos [idj -h cos vdz = 0 , d cos X dlr -+- d cos [idj -^ dcos v <7z = o ,
qui , combinées avec la formule
dx* -\- dj* -h dz^ = A^
donneront les valeurs de dx^ dj^ dz sous la forme /(s) ds,
6. En développant les valeurs de (rfcos X)% (rfcos u)% (r/cos v)*, on trouve sans peine
ds (L' 4- M' 4- N')
d'où
rff(L»-+-M»-hN')
Mais on a
dh = djd^z — dzd^y^ dM = dzd^ x — dxd^z^ d^ =z dxd^ y — djd^x.
De plus, il est aisé de s^assurer que les trois rapports
LrfM — MrfL WrfL-^LrfN MrfN — W«/M dz djr dx
sont ^aux entre eux et à la quantité
dz {d*xd*y — d^yd^x) -\- dy {d* zd^ X — dxd'' z)
dx(d*jd*z — d*zd\Y).
Il est facile d'en conclure que
{dxd^y — dyd-xy + [dzd'x — dxd'^z)' 4- [dydH — dzd^xY
dz [d'xd^x — d\rd^x) -+- dr (d^zd'x — d'xd'z) 4- dx {d^ydH — dHd'y)
valeur qui peut s'écrire aussi
hd'x -\- Md\r -h ^d''z ou encore
ds'
p'{hd'x -f- md\r 4- N^»z)
7. Si Ton applique les formules qui donnent les rayons |0 et ;* à ITiélice tracée sur un cylindre droit à base circulaire, on trouve que les deux courbures de Thélice sont constantes, ce qui du reste est évident à priori. Les valeurs constantes de r et p sont d'ailleurs quelconques, et on les rendra égales à des quantités données en disposant du rayon de la base du cylindre et du pas de Thélice. Réciproquement il est visible que toute courbe dont les deux courbures sont constantes ne peut être qu'une de nos hélices, car en faisant coïncider une de ces hélices avec la courbe dans trois éléments consécutifs mni\ mrn\ m mT ^ ainsi qu*on le peut, les éléments suivants seront tous déterminés et les mêmes pour Thélicc et la courbe d'après la condition de constance des deux rayons. M. Puiseux a démontré ce même théorème analytiquement en partant des formules qui donnent r et p et en cherchant directement la courbe pour laquelle ces deux quantités à la fois sont constantes. Son analyse est élégante et offre un bon exercice de calcul. M. Puiseux prend pour variable indépendante l'arc 5 de la courbe. Il a donc ces deux formules
ds'
Sl[d'x}' 4- {d'xf 4- \d'zY
et
dans la seconde desquelles nous nous souvenons que
L = dyd^z — dzd^y, M = dzd^x — dxd'z, N = dxd'j — dyd'x
Le problème à résoudre consiste à intégrer les équations (i) et (2), dans lesquelles p et r sont des constantes, et auxquelles il faut joindre la relation
(3) d<}c' -\- df' -^^ dz^ = ds\
En diirérentiaiit cette dernière équation, nous trouvons^ à cause de rf* 5 = «,
(4) (Ixd^x -H flyd'J 4- ilzd~ z = o.
De l'équation (i) nous tirons
{d'xY + [d\yY -f- [drzY = 1 ds\ et en différen liant,
(5) d'xd'x-hd\)d\} -i-d'zd'z = o, I /équation (a) nous donne ensuite
Ld'x-hMd'r -h^d'z = ~ ds' :
rrj'
diflërentîons et remarquons que l'on a identiquement
dLd^X -h dMd\) ^ dJSd^'z =zo', il vient
Ld\r-hMd\j -h^d'z = o.
ou, ce qui est la même chose,
(6) Lj dx H- Ml dy H- iNi dz = o,
en faisant
L, = d*jd'z — d^zdy, U,=d'zd'x — d-xd'z, ^,=d*xd'j—dyd*x.
Si maintenant nous dilTérentions deux fois de suite Téquation (4)9 nous trouverons, en ayant égaixl à Téquation (5),
dxd* X -h dyd^ > -4- dzd^ z = o,
et de cette dernière, jointe à l'équation (4), nous conclurons facilement
f/.r f/r fiz
l7 ~ Wh ~ N,*
Nous pouvons donc, dans l'équation (6), remplacer dx ^ dy. dz par les quantités proportionnelles I^,, M,, Ni : il nous vient de celle façon
et, par conséquent,
Les expressions désignées par 1^,, M,, N, étant des diiîérentielles exactes,
oif peut intégrer immédiatement les équations (7) ; on trouve ainsi
idyd'z — d^zd^jr =fds\ d^ zd^x — d^xd^ z = gds\ d^xd^y — d^yd^x = hds^^
f^ gy h désignant trois constantes arbitraires.
Si maintenant nous ajoutons les trois équations (8), après les avoir multipliées respectivement par d* x, d^y^ d^Zy il nous viendra, en divisant par rfc*,
fd^x -H gd^y -h hd^z = o,
et en intégrant , et nommant h une constante ,
(9) fdx -f- gdy H- hdz = kds.
Faisons
= COS Ot),, "^ — = cos w,, — = COS 0)3,
^/'-^g'-hà' sJ/'-^g'-^h' \//*-f-«f*-f-A'
et Téquation (9) pourra s'écrire
. . <lx dy dz
(10) -j- cos 0), H- — cos W, -f- ;t cos COj =
ds ds ds à/ya ^ g^^ ft^
Sous cette forme elle exprime que toutes les tangentes à la courbe cherchée font des angles égaux avec une même droite, et cette droite est celle qui fait avec les axes des coordonnées les angles co,, a)|, eoj.
Pour simplifier, nous pouvons prendre maintenant Taxe des z parallèle à cette droite : nous aurons alors
dz k
= cos r«),
ds
en nommant w Tangle constant que font avec cet axe les tangentes à la courbe cherchée.
De cette équation nous tirons <i' ^ = o, ce qui montre que Ton peut prendre z
dz
pour variable indépendante, et ds = Substituons cette valeur dans Téqua-
^ ^ cosw ^
tion (3) ^ elle devient
dx^ -\- dy- =^ dz"* tang* w, d'où Ton tire
dy = sjdz^ tang* o) — dx-.
et en di fie ren liant,
„ dxd^x
\/d'z»tang*» — dlr'
Portons dans Féquation (i) les valeurs de ds^ d* z et rf'/-, elle devient, après les réductions,
p* {d* xy sin' 0) cos* « = dz^ Ung* (ù — dx*dz^:
on en tire
dx ù sia w ces (ùd -—
^ dz
dz
y/tang'»-(jy
et en intégrant et nommant c une constante,
djc
z — c = lir û sin o) cos co . arc sin
^ dz tang o>>
On tire de cette équation
dx = ± dz tanc « sin — : ->
" p sm b) cos w
et, par conséquent.
fii) X — a ^= ±1 p sm' 0) cos -^
^ ' ~ psinb)C0s&)
a étant une constante.
D'un autre côté , l'équation
dy = ^dz* tang* w — rfx' devient
dj =z± dz tang co cos — r
p sin &> cos o>> et il en résulte , b désignant ime nouvelle constante,
(12) y — b = ± p sin* co sin — :
p sin b> cos o>> Les équations (11) et (12), d'où Ton déduit encore celle-ci
(x — tf)*-h (y — &)* =• p* sin* Cl),
appartiennent à une hélice tracée sur im cylindre droit dont les génératrices sont parallèles à Taxe des z, et dont le rayon est p sin* o).
Ainsi rhélice est la seule courbe dont la première et la seconde courbure soient à la fois constantes.
8. M. Bertrand est parvenu par des considérations géométriques à un autre théorème plus général et très-remarquable, savoir, que l'hélice tracée sur un cylindre quelconque est la seule courbe pour laquelle le rapport des rayons p et /• de courbure et de torsion soit constant. La méthode de M. Puiseux ne parait pas se prêter à la démonstration de ce nouveau théorème , et c'est là une impei^ fection véritable. On doit naturellement désirer de voir sortir des mêmes formules analytiques deux théorèmes liés de si près Tun à Tautre. M. Serret a réussi à les embrasser, en effet, dans une même analyse, et je ferai plaisir à nos lecteurs, en transcrivant ici la Lettre encore inédite qu'il a bien voulu ni'écrire à ce sujet. M. Serret a fait usage de certaines variables qu*il avait déjà employées au tome XIII du Journal de Mathématiques y pour résoudre le problème suivant : x, r-» ^ j s étant quatre fonctions d'une variable indépendante 9 assujetties à vérifier Féquation
rlx^ -h dj- -h dz^ = ds\
exprimer sous forme finie, et sans aucun signe d'intégration, les valeurs générales de ces fonctions. La solution de ce problème conduit, par exemple, à trouver des courbes à double courbure qui soient à la fois algébriques et rectifiables algébriquement, ou dont Tare dépende d'une transcendante donnée. Le problème analogue pour les courbes planes dépend de Téqualion plus simple
dx'-hdr' = ds',
et se résout, comme on sait, par les formules
.r = f (e)sin9-r-f' (e)cose, > =f (9)cos9 — f {Ô)sin0, .V =^(9)+.f" (9),
où la fonction ^ est arbitraire. Les formules de M. Serret pour ré<|uâtion
dx ■ -h dy ' -^ dz- =^ ds%
sont beaucoup plus compliquées, et, partant, beaucoup moins utiles. JNous attachons, au contraire, une grande importance aux résultats nouveaux contenus dans la Lettre dont nous venons de parler, et dont voici le texte :
« Le système particulier de variables dont j'ai fait usage au tome XllI de » \olre Journal , pour obtenir sous forme finie , et sans aucuu signe d'intégra- » tion. la solution générale de l'équation
dx - -h r/> - -h rfr ■ =^ ^.v ■' ,
» OÙ j: , j^ z , s désignent quatre fonctions d'une même variable indépen- » danted, peut servir à simplifier considérablement l'intégration de quelques » équations différentielles exprimant divei*ses propriétés relatives à la courbure » ou à la torsion des courbes à double courbure , ou, comme on dit aussi . dc»s » courbes gauches.
» Soient x , y, z des coordonnées rectangulaires. On peut représenter le plan » osculateur d'une courbe gauche par l'équation
z = px-hqj — u,
)) p^ q^ il étant des fonctions d'un paramètre indéterminé S, et la courbe <»lle- » même sera représentée par le système des trois équations
!z=px -^ qy — u, o =^ xdp -\- } dq — du , o :=. xd^ p -\- y d^ q — /^* // ,
» dont les deux dernières s'obtiennent en différenliant la premièn» par rapport » au paramètre 0 , que nous prenons pour variable indépendante».
» La substitution des variables /;, q^ u aux coordonnées j:*, > , z , simplifie M notablement les formules de la théorie de la courbure des courbes gauchtîs; » il arrive que quekpies-unes de ces formides ne contiennent plus que deux <les )» trois variables /?, </, u , circonstance dont nous profiterons plus loin.
» Des équations (i) on tire
dqd'^u — dud^q d(j d^p — dp d ' q
du d'^p — dpd^ u dq d^ p — dpd^ q
Z — px -^ qr — U \
n combinant les équations (i) avec celles qu'on en déduit par la différenation , on obtient
dz = p dx -^ q rfj ,
dp dx -{- dqdy = o^
d* pdx -\- d^ q dy = d^ u — xd^ p ^ ) d' q ;
i Ton lire, en faisant, pour abréger,
„ d^u — xd^ p — jrd^ q
dqd^p — dpd^q
(5) ldjr= — Hdp,
dz = H(pdq — Çdp) ;
» et si ds désigne la différentielle de l'arc , c'est-à-dire ^dx^ -h djr* -h dz* ^ on a
(6) ds = li yjdp* -h dq* -^(pdç — çdp)*.
» Plan oscidateur et angle de torsion. Comme l'équation
z = px -^ qj — u
» est celle du plan osculateur de la courbe représentée par les équations (i), » si l'on désigne par X , jul, y les angles formés par la normale à ce plan avec les » axes coordonnés , on a
cosA =
(7) ( cosfx =
COSV =:
» d'où Ton tire
^cosx=-p^^^-^^-^^y^,
d COS|Ul = Ci—L ^ ^ ^ -
, ^[pdp-\-qdq) d COS V = ^ —^ î
» et si dti désigne l'angle de torsion, c'est-à-dire ^^(rfcos A)*-h (rfcosfji)*-H (r/cos v)*. » on a
sldp^'^dq''^{pdq — qdp)'
» Tangente et angle de contingence. On peut considérer les deux premières » des équations (i) comme appartenant à la tangente de la courbe représentée » par les trois équations (i). Si a, 6, y désignent les angles que fait cette
» quelconque , le rapport
d cos\
dcosa
)) sera le méme^ quelle que soit la droite D^et sa valeur sera égale au rapport » fie la seconde courbure à la première.
)) Je passe maintenant aux applications des formules qui précèdent.
» Problème I. Tromperies courbes dans lesquelles 1rs deux courbures ont » en chaque point un rapport constant k,
» En vertu des équations (9) et (12) , Téquation
dYi — kde = o^
» dont dépend ce problème , ne contient que les deux variables p eiq avec leurs » diflérentielles des deux premiers ordres 5 et, d'après ce qui précède, on peut » lui donner l'une des trois formes suivantes :
d cos 1 — kd cos a = o 5 d cos fjL — kd cos 6 = 0, d cos V — kd cos y = o ^
» d'où il suit que les trois quantités
cos X — k cos a , cos [X — k cos 6 , cos V — k cos y ,
» sont conslantes : d ailleurs, il est évident que la somme de leurs carrés est ») égale à i — fc'. Si donc X', a', v' désignent les angles formés avec les axes » par une droite fixe arbitraire, on pourra poser
cos X — k cos a = ^i -h ^' cos )/,
cos fx — k cos S = v^i-h fc* cos fx', cos V — k cos y -= y i -f- /r* cos v',
. cos / — \' i-h k^ cos W =1 k cos a ,
(14) cos /x — y/i -h A' ' cos p ' = A* cos ë ,
' cos V — v^i -h /c* cos v' = A cos y j
M l'une de ces trois équations (i4) i^^st une conséquenre des deux autres, et si » l'on imagine que les <*osinus des angles a • c, y, / , ,a, v soient remplacés par w leurs valeurs , elles ne contiendront que les dilVérenli elles du premier ordre dp M et dq ^ ou peut donc considérer deux des équations (i 4 ) comme deux intégrales » premières de l'équation dîHcM-eiilielle du deuxième ordre
>» et, par conséquent , on aura rinlégrale seconde de cette dernière équation,
» en éliminant dp et dq des équations (i4)î d'ailleurs, ces dinérentielles ncii-
)» trent que dans les expressions de cos a , cos c et cos y, on les éliminera
ï» donc en ajoutant les équations (i4) après les avoir éle>ées au carré : il vient
» ainsi
(i6) cos/ cos )/ -H cos a cos a' -i- cos v cos v' --• -=l 1 :
» cette équation (i6) est l'intégrale générale de Téquation (i5); elle exprime » que Taxe du plan osculateur de la courbe cherchée fait avec une droite fixe un
» angle constant dont le cosinus a pour valeur On peut pn^idre c(»tle
» droite fixe pour axe des z , et l'équation (i6) devient
(17) COSV = _^^^::^
n La dernière des écjuations (14) donne alors
vos y =
)i ce qui montre que la tangente à la courbe cherchée fait , avec Taxe des z , un
» angle constant^ c'est donc une hélice tracée sur un cylindre dont la section
» droite est, comme on va voir, une courbe arbitraire.
M En remplaçant cosv par sa valeur tirée de l'équation (-). Téquation (ij)
« devient
p*-^q^-^k'; » on peut donc prendre
(18) p —- k cos 9 , q 2^k sin b ,
w et l'équation du plan osculateur de la courbe cherchée sera
(19) z =^^h(x cosO -^ y sin0) — w.
» En joignant à cette équation (19) ses deux premières dérivées par rapport » à 0, on aura les trois équations de la courbe , savoir
I z = h [x cos 6 -h j sin 9) — 1/ , / X fO = A( — X sin6 -H r cosô) —9
hi — X cos 6 — V sin
» et comme la fonction u demeure arbitraire, on peut considérer aussi comme )) arbitraire la projection de la courbe sur le plan des xy,
» Problème IL Tromper la courbe dans chacun des points de laquelle la )) courbure et la torsion ont des valeurs constantes,
» La courbe que nous cherchons est représentée par les équations (20) , et il » n*y a plus qu'à déterminer la fonction u par la condition que le rayon de
ds , » courbure — ait une valeur constante p. Or, en vertu des équations (18) , les
» équations (6) et (12) donnent
de= ' dQ,
» on aura donc, pour déterminer la fonction 1/,
d^ u du Ap
d¥ ~^ H^ 1 -\- kj '
)) (lom Tintégrale générale est
// = — V- Q -\-hx' QOsO -hJi y' sin 9 — z\
)) en désignant par x\ y' ^ z' trois constantes arbitraires ; le plan osculateur de
— oh) —
» la rourbe cherchée a donc pour éqiicilidii
Z — z'rr: k\{.V — X') VOS 0 ^ ( V - ) ') sill 0] -- /" -■ 9 .
>» OU. plus siniplcineut . eu iraiisportaut rorigîur au poîul i.v\ > '. cl. i-t )) faisant^ pour abréger.
-. .' jr
z - . A- {.r eos 0 -h > siu 0) • gO.
») Les é(|Uâti()iis de la courbe seront clone
/ z — li [x eos G f- ) sin3) — gO. { 'Ài) • o r - A- ( — .r siu 5 -i- ) cos 0) -• ^ .
\ o z= X eos G -h > sin 0.
w Ku élimiuaut 9 de ees équations (21) , ou obti<Mil les deux sui\anlr.> :
T -- ^ SI
» qui sont celles de Théliee ordinaire.
» L'hélice est doue la seule courbe dont les deux courbures sont ronsiantes. » On peut se proposer de trouver les courbes gauches dont 1 une des deux cour- »» bures seulement est constante. Mes formules donnent une srdution lrès-sim[>lr n de ces deux problèmes.
»» pROBLKME IlL Tromper les courbes dont le rayon de torsion -- n une
ffY:
» valeur constante r.
)i Les équations (5) et (6) donnent
(h dx dv dz
y^/'djj' -I- f/r^^ + ( j, dff — q dp ) ^y — 'h' r <h - - 7 'h'
» on a, de plus, par hypothèse, ds^rtlr,^ ou. à cause de l'équalion {k)\
)' iWni il suit L\uv
C^M fly . - /•
-dp
pdt] if dp
dz - : /•
i> i'.vs é(}ualioii$ i'ouriiisM'iit la solulioii du problème* proposé. On doit y consi- >» dorer p et q comnie des fonctions arbitraires d'une variable B\ on peut aussi »» piendrt^ pour variable indépendante lune des deux quantités p et //, ou )» même l'une des irciis <*oordonné<'s ,i', ) , -c.
•I Prenons 3. par exemple, pour variable indépendante « et posons
» ^^ désignant une fonction arbitraire: on déduit de là
»' Kii combinant ctîtte dernière avec la troisième des équations (aii), on obtient
H on peut ainsi t»xpii nuT p et </ en fonction de z , de la manière* suivante :
») et les d<*ux premières des équations (aS) donnent, sans peine.
,/.r ^ -ry-(3:y(3)4-2ry^'(z)~?.y-(3) ^^^ ^ 2^' (3) vV(}»'(3) — ^'(s) — I
»> pROBi.ÊME I\ . 'fr'oiwer les courbes dont Ir rayon de courbure — a Une
dt
valeur constante p.
»• (.)n obtiendra l(;s équations de la coiu'be cherchée , en remplaçant /• pai
» 0 — dans les équations ('iS), il \ienl ainsi
dx =.-. p \ 1 -^- /r ■■- q- r/r/,
[ //// ^ r/y - + \ p dfi - q dpY y
1 , dpd^Q — df/d'p , — j ,
[dp^- + df/' -h {p dfj — q dp -]' . dp d'il — dqd^ p . ; / i i
^/z -- p — -' V I -h /' -\- q (p fiq - - 7 ''//' ) .
'■ [ dp^ -f </'/' -i . p dq — q dp / ]*
» 0*s tk[uations fournissent la solution du problème* proposé, ou ronsidéianl *» Tune des quantités p ou q comme une fonrlîon arbitraire de Vautre; ell<*s » prennent une formi; plus simple , si , désignant par 9 la variable indépendante . » et par ç(6) une foîietion arbitraire, on pose
') il vient ainsi
p "■ ^' (0) eos 0 4- 9 (0) sin 9 .
q ". -p' (0) sin 0 — 'y (6) eos 0 j
r/.r — p ^ sin 0 dô ,
( 25 ) ( ^) ■■-- - p ^^ '- ^.-^' t - eos OrlO,
(i-hv'i
>^» Les exemples que j'ai développés sufilsent, sans qu'il soit nécessaire d\*ti- » Irer dans de plus grands détails, pour montrer l'avantage d'introduin^ en » (iëométrie le système de variables dont j'ai fait usagt». »
9. Dans tout ee qui précède, il n'a été question que de la courbure* ou de la torsion absoliu; des courbes, résultant de hîur écart plus ou moins rapide h Irnr tangente ou à leur plan oscillateur. En supposant les éléments mn^ ?ip^ etc.. d'une courbe mnp^ tous égaux entre eux et à l'unité <le longueur, on a une représentation géométrique simple de la valeur et (pour ainsi parler) de la direction de la courbure de //*/*/;, dans le voisinage du point m, en prolongeant /un d'une quantité nt = nui et tirant tp, La droite //;, écart naissant de la courbe
il sa laiigcnio , L-\priiiiti la roui-Lui'c deiiianclde. Mais il ne s'agit là (jiii; de la courbure absolue ; et on pourrait aussi considérer des i;ourbi déviations relalivc-s. Deux courbes ayant un élément tls commun, les deux> ineiiis i{ui suivent {h sur ces courbes respectives forment un angle inlinimi pelil f/y. t]uc nous iioinmeroiis l'angle deconliugcitcc ix'Iatif; et le rapport de r/i â i/.t uKrsureia la coiubiuv ou la <ié\'iation relative des deux courbes. Le rapport iiiierse sera la valeur de ce qu'on appellera, par analogie, le ciiHrbui-e ou de la déviation relative.
Considérons, pour tihcr les idées, nosden\ courbes comme composées d êlémenls tous égaux entre eux, et prenons pour unité la longueur commune ris de ces éléments. Soit innp l'une des deux courbes , dont tntt , iip, etc., sont les éléments sticecssifs; soîl mn/f l'autre courbe, aux éléments nin, nq, etc.; et lii-inis l'ij : cette droite pif mesurera la courbure ou déviation relative de la courbe miiq par rapport à mrt/i; cl nous dirons qu'elle la mesure en grandeur cl en direction . ce qui nous conduira à regarder comme égale et contraire à la i-iiurbiirt; de iniiq i-elativement à rnitp, la courbure de innp relativement à mnq, mesurée pai' la droite ç/j, éyalt; à pq, mais de direction opposée. Ou pouria nicinc établir entre les courbures relatives de plusieurs courbes qui se touchent en un point m des luis de composition analogues a celles des forces^ el aussi iiiti'uduii'c eu Mécanique la notion des _/ôree.s ventrifuges n'iative^ , liées aux conrbuivs relatives comme la force centrifuge ordinaire Test à la courbiii-e absolue.
Kn y rélléebissant , le lecteur verra qu'on [H-ut tirer un grand parti de ces idées générales , sur lesquelles nous ne voulons pas insister ici. Bornons-nous à signaler parmi les combures relatives, celle d'une courbe tracée sur une surface, par rapport à la ligne géodésique tangente. J'ai proposé pour la désigner le nom expiessif de courbure géodésique, que M. Bonnet a bien voulu adopter dans tm Mémoire remarquable inséré au XXXll'' cahier du Journal (^ i Ecole J'olj technique.
NOTE II
Expressions diverses de la distance de deiLV points infiniment voisins et de la courbure géodésique des lignes sur une surface.
\ . On a pu voir dans le Mémoire de M. Gauss, qui fail partie de ce \olunie, chômaient la distance de deux points inGniment voisins situés sur uiu* surface donnée s'exprime en fonction de deux variables m, i^, au moyen desquelles ou détermine la position de chaque point //i ou (ii, i^) sur la surface. Soit ds la distance des deux points infiniment voisins ( w, r) et ( u H- du. r -h fl^)* On a
fis^ = E ///£* H- 1 V du dv* -h G r/r%
E, F, G désignant des fonctions de m et i^ dont la signification géométrique est facile à trouver, en considérant les deux systèmes de lignes qui satisfont aux équations respectives u = constante et k^ = constante. Désignons ces lignes par [u) et (i^). Entre les quatre lignes (w), (^'), (/iH-rf/i), [\' ^ dv) se trouve compris un parallélogramme infinitésimal dont ds est la diagonale, et dont les cùtésf/5,, /iij, dirigés le premier suivant la ligne (1^) où u varie seule, le second suivant la ligne [u) où i^ varie seule, ont pour expressions
ds^ = V^ E . du , ds^ = vG . (h.
1/angle w compris entre ^5, et rfv, est donné par la formule
COS W
V^EG On a encore
i^in/ __ ds^ _ v/K.r//< sin^o) — /) __ tls^ __ y/G.r/o
sin w' ds fis siob) ~" ds ~~ ds '
I représentant Tangle que ds fait avec ds^. Il est inutile d*ajouter que Pangle de ds avec ds^ est o) — /.
Quand les deux systèmes (u) et (t^) soni orthogonaux, les formules se simplîGent : on a alors
cos « = o , d'où F = o ,
et, par suite,
rf.v* = E//tt'-hG//^%
puis
. . \Œ.f/u . v^ fi
sm 1 = — , — 9 cos 1 = — T—
tiS fis
conséqueniment
\/Ë'.du laiig / = 7^ . •
s'G.dv
Une simplification nouvelle aura lieu si Ton réduit à Tunité un des coeHicients E , G. Celte réduction sVfTectuo, du reste, sans que la formule pour rfs^ cesse de convenir à une surface quelconque. Supposons , en effet , que Tc^iuation u = constante soit celle des lignes géodésiques qu'on peut tracer sur la surface à partir d'un point O et dans toutes les directions possibles, ou bien encore celle des lignes géodésiques qu'on peut mener par les divers points d'une* courbe AB avec une direction initiale normale à cette courbe; admettons, en outre, que u désigne dans le premier cas la plus courte distance (sur la surface) de chaque point m au point O, et de même , dans le second cas , la plus courte distance de chaque point m à la courbe AB. M. Gauss prouve qu'on aura alors E==i, en sorte que la valeur de ds* deviendra simplement
Le Mémoire de M. (lauss contient des applications nombreuses de cette formule.
Il existe une autre transformation de la formule générale
ds^ = Edu' -h aFdudu H- Gdv\
en vertu de laquelle on peut supposer, pour une surface quelconque, le coeflîcient F réduit à zéro, et les deux autres coefficients égaux entre eux. En écrivant (X. |3 au lieu de w, ^', et désignant par X la valeur commune des deux coefficients, on a ainsi
Pour effectuer la réduction dont nous parlons, il faudrait, .il est vrai, sa\oir intégrer une certaine équation différentielle du premier ordre, ou, si l'on veut . trouver le facteur à l'aide duquel on rend son premier membre une différentielle exacte. Mais le seul fait de la possibilité d'une telle réduction est très-
remarquable, cl donne lieu à des conséquences intéressantes. On Tétablira couune il suit :
Le second membre de Téquation
ds^ = Edu' -i-2Fdndi^-^Gdi'\
qui est du second degré par rapport aux diflérentielles du^ di^, et qui , par sa nature même , doit rester ]> o tant que l'on n'a pas à la fois du = 0 vidv=o^ est le produit des deux expressions essentiellement imaginaires
du JË^~(F-h \/'Ë(7^T"* v^^)
et
rfa v/F: -f- '^ (F — v/Eïr= F V'=^) .
Soit a -h V ^ — 1 le facteur à Taide duquel la première de ces expressions devient une diilérentielle exacte (on aurait aisément ce facteur si Ton savait intégrer Téquation diflérentielle qu'on obtient en égalant l'expression citée à zéro) , et
désignons par /i (a -4-/3 y — 1) la ditïërentielle résultant de la multiplication
par ce facteur; la seconde expression , multipliée par yi — v V — 1, donnera de
même la diilérentielle d((x — . j3 ^ — 1). On aura donc, en multipliant les deux
di lièrent ici les,
(li'-hv')ds' = dcc'-i-d^',
d'où
ds' = 'k(doL'^d^^),
en faisant , pour abréger,
3. Les deux variables a, ^S constituent un genre remarquable de <'oor- (lonnées sur la surface. Le rectangle da d^ manquant dans l'expression ds^ = / (rfix* -4- ^/|S*), les équations
a = constante, j3 3= constante
représentent deux familles de courbes qui se coupent à aiigle droit, et chaque point ni de la surface est déterminé par la rencontre de deux de ces courbes. On voit aussi que les éléments r/,ç,, ds^ des deux courbes (^) et (a) sont exprimés par
dsx = v^ . da , ds^ = \// . r/jS.
llsuifitquele rectangle dxd^ manque dans l'expression r/5' = ). (r/a ' + ^'|5'),
pour que les courbes déterminées sur la surface par les paramètres a, |3 se coupent à angle droit. Mais l'égalité des coefficients de da* et d^* donne à ces deux systèmes de courbes orthogonales conjuguées un caractère tout particulier. En supposant les difierentielles da^ d^ constantes, on prouve aisément qu'ils divisent la surface en rectangles semblables, et même en carrés, si da = d^. Cette propriété les distingue de tous les autres. Je confonds avec eux , bien entendu, ceux qu'on en déduirait en remplaçant a par une fonction de a , et ]3 par une fonction de |3 , car les lignes (a), (]3) resteraient les mêmes.
Au reste , comme il y a une infinité de facteurs qui rendent le premier membre d'une équation une différentielle exacte , il y a aussi une infinité de systèmes de variables a , j3 qui donnent cfc* = X {dot • -4- éÎ/3 * ) . En effet , au lieu du facteur
/x -4- V V — I qui produit la différentielle rf(a -I-/3 ^ — i), on peut employer le
facteur ct (a -4- i3 V^ — i) ( jx -4- v v' — i) , qui produira la différentielle
En d'autres termes , si Ton pose
en prenant pour ck! la partie réelle, et pour jS' le coefficient de ^ — i dans le second membre, on aura encore ds^ == X'(^âe'' + i^jS"), ce quW peut aisément vérifier. T.a formule
fournit, au surplus, la solution la plus générale du problème proposé. On peut le démontrer comme il suit. Pour que les deux systèmes (a , |3), {«', j3') donnent
^« = X (rfa « -H /i^ *) = X' (rfa'* -^ J/3'*) ,
il faut et il suffit qu'on ait à la fois
et
doL dp dot. dp
La seconde équation exige que l'on ait
dp' ^ doL' __ doi' ^ dp'
'Tu ' ~d^ ~'~ Hp' ~dp
En faisant donc
dp' doi'
doL doL
on eu conclura
r/p w dp
et la première équation
doi
donne ensuite
d'oii
ou
//a' _ rfa' _ rfp'
77f = -^'*'rfr = ^rf7'
ce qui, à cause de l'équation
da' da' dp^ ''?'__ 'd7 Hf^ 17 'df'^ ^ ^
fournit encore
dp' _^ doL' dp "" "~ lâ^'
11 est aisé d'en conclure
dW^P'sl~l)_^i—d[a^'-^^P'sl~i)
et , par conséquent ,
a'-K ^' y/HT = n (a ifc /3 v^^) -,
ce qu'il fallait démontrer.
4. Les formules précédentes seront d'une grande utilité dans la 4;héoric des lignes tracées sur une surface. Veut-on, par exemple, s'occuper des lignes géodésiques? M. Gauss a donné les équations qui les concernent dans le cas K; plus général de
iMais ces équations sont tr«s-compliquées. On les rend déjà plus maniables en supposant F = o , et en prenant
ds'=Edu'-^Gdi^\
Alors, I étant Tangle sous lequel cette ligne vient couper successivement les diverses courbçs représentées par l'équation u = constante, on trouve
,. I /dCr j dE j \ ai = — ==- \ -r- dv —au]'
2 i/ÊG V^ ^^ /
D'ailleurs , |)our cette ligne comme pour toute autre :
. . JE. du JO.th JE.dfi
sini=^ — : — j cosi = — - — > taiig/ = -V-^
ds ds "^ sJQ.dv
Mais on aura un résultat bien plus simple encore en employant notre dernière expression de ds*^ savoir
car, dans cette hypothèse, et en prenant pour i l'angle avec la courbe (a), il nous viendra
et
. . vX.^a >J\.d^ da
sini= — ; — , cos/ = — -— !-, tangi = -7Tds ds ^ dp
5. Je ne puis m'empècher, à Toccasion de ces formules , d^ajouter Texpressiou du rayon de courbure gèodésiquc d'une courbe quelconque. Soit i Fangle que cette courbe, au point m que nous considérons, fait avec la ligne (u) qui passe par ce point. Soient i -h dl ce que cet angle devient lorsque se transporte à Télément suivant sur la courbe et i + ^< ce qu'il deviendrait pour la ligne géodésique tangente à la courbe en m. Il est clair que di — die^x. l'angle de contingence géodésique, et, par suite, en nommant p le rayon de courbure
géodésique , on a
I Ji — ///
ft ds
Mais la valeur de ai est donnée par la théorie des lignes géodésiques, et nous venons de rappeler qu'en prenant
on a
Donc
i^__dl I (dû dv dEdu\
0 ~" ds 2 v^ËG W" ^^ ^♦^ ^* / Mais
du sin / dv eus /
ds y^E ^ v/G 11 s ensuit que
I di .1 f/G I ^/E . .
- = -r -i :=: -7- COS / =1 — - Sin I.
Si l'angle /est constant, c'est-à-dire si la courbe donnée coupe sous un même angle toutes les courbes (w) , il vient simplement
~ = — --' cos / 1:= —r- sin /.
? 7.G^ ^« 2EVG "^^
Par exemple, pour la courbe (n) elle-même, on a 1 = 0. Son rayon de courbure est donc
p^"^ :iG)fËdu'
Pour la courbe (i') , on aurait i = - •* et le rayon de courbure deviendrait
Il résulte de là , pour - ? en général, cette expression assez remarquable
I fît cos / sin /
p fis f, p,
6. Au reste, on pourrait aussi trouver directement la valeur de p , sans se servir de la ibéorie des lignes géodésiques, et tirer, au contraire , de cette valeur Téquation fondamentale de ces lignes en observant que pour les lignes géodésiques seules on a p = 00 . Un des moyens les plus simples qu'on puisse employer pour cela est de rattacher la valeur de la courbure géodésique à celle de
la courbure absolue. Soient rnn la courbe dont nous nous occupons, et m/i,
npy,,. ses éléments successifs que nous supposerons tous égaux entre eux et à l'unité de longueur. Prolongeons mn de nt = mn^ et tirons tp qui représentera, comme on Fa dit dans la Note I, la courbure absolue de mnp — Pour avoir la courbure géodésique , abaissons du point t une perpendiculaire tq sur la surface, et joignons d'abord «y, puis qp. La droite nt faisant avec la surface un angle infiniment petit, sa projection nq lui est sensiblement égale. Or nq est (on le sait, et cela est presque évident d'ailleurs) le second élément de la ligne géodésique mn,..,^ taFigente à mnp,..^ et osculatrice de la section normale faite dans la surface par le plan fnnq. Donc qp exprimera la courbure géodésique de mnp.,.^ comme tq la courbure absolue de la section normale mnq. Ainsi le triangle rectangle infinitésimal tqp^ par ses trois côtés tp^ tq, qp^ vous donne : 1" la courbure absolue de mnp...<i qui est aussi celle de la section oblique faite dans la surface par le plan mnp des deux premiers éléments^ 2° la courbure absolue de la section normale correspondante mnq *, 3^ la courbure géodésique
de uinp De là d'abord le théorème connu de Meusiiîer, puis une expression
du rayon p de courbure géodésique au moyen du rayon de courbure absolu R de mnp.... En désignant en effet par 0 l'angle tpr/^ qui n'est autre que Tangle du plan osculatcur de mnp,,, avec le plan tangent, vous aurez le rapport de tq à tp =sin 0, c'est-à-dire le théorème de Meusnier, puis
-^^ ou — = cos 0 , tp p
d'où
' (OS ô
7. Il est aisé de voir aussi que le rayon p de courbure géodésique de mnp... n'est autre chose que le rayon de courbure absolu d'une certaine courbe plane nin'p^..^ savoir de la courbe dans laquelle //in^... se transformerait si l'on appliquait sur un plan la surface développable formée par les intersections successives des plans tangents menés le long de mnp... à la surface sur laquelle cette courbe mnp... est situc*e. Ainsi
ds f
est à la fois la valeur de l'angle de contingence géodésique pour mnp... ., et la valeur de l'angle de contingence ordinaire pour ni n' p' L'inlégrale
qui (igure dans certains théorèmes de M. Honnel, s'exprime donc par l'angle des tangentes ou des normales extrêmes de la courbe plane m' n' p' ... ; et cette considération pourra servir à simplifier les énoncés auxquels nous faisons allusion, et à en augmenter encore l'élégance.
NOTE III
Théorème concernant l'intégration de V équation des lignes
géodésiques.
\, Voici un cas forl étendu dans lequel Téquation des lignes géodésiques s'intègre. Imaginons que ds étant Félément d'une ligne quelconque tracée sur la surface dont on s'occupe, on ait réussi à mettre l'expression de ds^ sous la forme
Je dis que Téquation des lignes géodésiques s4ntégrera toutes les fois quen prenant a et /3 pour des coordonnées rectangles on parviendra à déterminer le mouvement d'un point matériel soumis dans un plan à une action telle que X soit la fonction des forces et 2 X la force vive.
En d'autres termes, on intègre l'équation des lignes géodésiques dès qu'on sait intégrer les deux suivantes :
rf'a d\ d*p
dl
r/r» "~ da ' rfr' "
=rfp'
en se bornant au
cas où l'intégrale connue
constante,
se réduit à
la constante étant prise égale a zéro.
C'est ce qu'on voit d'abord par le principe de la moindre action, en vertu duquel les deux questions reviennent à rendre un minimum la même intégrale
Pour le démontrer d'une autre manière, je pars de cette propriété Ken connue, et d^ ailleurs très-facile à établir, que la ligne géodésique est celle que décrirait sur la surface un point matériel assujetti à se mouvoir sur cette surface , et lancé d*abord avec une certaine vitesse , mais ensuite abandonné à lui-même. Cela étant, les formules de la Mécanique analytique donnent
rfa
dt r^ 7.d^Wdt]^\dî} y »
dt 2rfp Wdt) ^\dt) j
On simplifiera ces équations en ayant égard au principe des forces vives , d'après lequel
C étant une constante ; et on aura
dt "~2>£/a' dt ""a\é/p
'^H c d\ ^'^df c di
Maintenant faites
y-Y = ^^ ou dt=^^.'kdT,
et vous obtiendrez ces deux équations
l'équation
vous donnera d'ailleurs
^__rfX d^^ _d\ dz^ doL dr^ dct^
d où Ton conclut le théorème énoncé. J'aurais pu arriver à ce résultai au moyen des formules citées dans la Note II. Mais il y a plus d'élégance peutêtre à employer, comme je le fais ici , les principes et les formules de la Dynamique. Un théorème analogue s'applique d'ailleurs au cas plus général d'un
point en mouvement sur la surface sous Tinfluence de forces données, et ramène toujours la question à celle du mouvement dans un plan avec une autre fonction des forces et une force vive différente. Eu eflet, si U est la fonction des forces et 2 (U -h C) la force vive dans le mouvement sur la surface, on a à rendre un minimum l'intégrale
laquelle est identique avec celle-ci
qui répond au mouvement d'un point dans un plan avec une fonction des forces i (U -h C) et une force vive 2i (U -h C).
2. On a un cas remarquable dintégrabilité pour les lignes géodésiques, lorsque la valeur de X est de la forme
iNos équations deviennent alors, en indiquant les dérivées par des accents, d'où
Les constantes a et a' ne sont pas indépendantes enti*e' elles. En eflet, Téquation
exige que
Mais d'un autre côté
'prM^:}'''-'
donc a^ = a. Par suite,
En divisant ces équations membre à membre, on en conclut définitivement
da. (Ifi
v//{«)-fl~V"-F(ft)'
et la deraière intégration n'offre dès lors aucune diUBcultë puisque les variables sont séparées.
. L'équation
peut s'écrire
Soit I l'angle sous lequel la ligne géodésique vient couper successivement les courbes représentées par Téquation a = constante, en sorte que
da
En introduisant dans nos formules cet angle i , c'est-à-dire en remplaçant da par tang id |3 , on a donc
/(a)cos«iH-F{(3)sin«i = a.
La longueur d'un arc quelconque s de la ligne géodésique est susceptible aussi d'une expression élégante. En effet, on prouve aisément que
ds = da^f(a)—a-j-d^)/a—F(^).
Cela permet de remplacer l'équation
rfg _ dp
V(7(«)-«'"V^«-F(p) par celle-ci
dds = o,
où la variation â se rapporte à la constante a, et dont la forme donne lieu à d'utiles conséquences.
Mais dans ces Notes rapides je dois me refuser à de tels détails.
3. N'oublions pas, du moins, de montrer que les formules précédentes s'appliquent à l'ellipsoïde. C'est, en effet, par l'équation différentielle des lignes géodésiques de l'ellipsoïde, dont M. Jacobi a le premier trouvé l'intégrale, que toutes ces recherches ont commencé.
Soit
l'équation d'un ellipsoïde quelconque dont les trois axes par ordre de grandeur
sont 2p, 2 v/p' — i', 2 v^p* — c*. Si Ion prend fx" entre les limites h^ et r*, et V* entre les limites o et fe*, les équations
et
fx» ' fi' — b^
C' — fl'
v' ij>' — V»
représenteront deux hyperboloïdes qui couperont l'ellipsoïde suivant deux courbes que j'appellerai [[l) et (v) parce qu'elles changent avec les deux paramètres fx et V de nos surfaces. On sait, et il est facile de vérifier, que ces courbes sont précisément les lignes de courbure de rellipsoïde. Quoi qu'il en soit, on peut prendre /x et v pour les variables qui déterminent sur lellipsoïde la position d'un point-, et comme on trouve sans peine
bc ^ b y^c» — b^ c v'c' -— b'
on en conclut pour le carré ds^ de tout élément de ligne ellipsoïdale
En posant donc
ce qui rendra ft fonction de a et v fonction de (3 , on aura avec la condition
qui rend les formules du n° 2 applicables. On arrivera ainsi en particulier à Téquation élégante
/x' cos' / -j- V* sin* i = aj
laquelle revient au fond à cette autre, non moins remarquable ,
PD = constante^
où T) est le demi-diamètre de Vellipsoïde , parallèle à l'élément ds de la ligne
géodésique, et P la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tancent à la surface en un point de cet élément.
En voilà assez sur ce sujet. Renvoyons pour le reste aux Journaux mathématiques où Ton trouvera les travaux de MM. Jacobi , Joachîmsthal , Chasles , Michaël Roberts, et ce que j'aî pu faire moi-même dans cette théorie si curieuse des lignes géodésiques sur rellipsoïde. Quant aux lignes de courbure de cette surface, voyez surtout rexcellent ouvrage de M. Charles Dupin (Développements fie Géométrie y etc.); c'est le vrai commentaire qu'on pouvait désirer sur Monge.
L'ouvrage de M. Charles Dupin est entre les mai h s de tout le monde, et il serait fort inutile d'en reproduire ici les diverses parties. Les Notes que nous ajoutons portent naturellement sur les points que ce savant académicien a laissés de côté, et pour lesquels M. Gauss a ouvert des voies nouvelles : nous avons d'ailleurs bien plus pour objet d'indiquer aux jeunes gens les sources où ils doivent s'instruire que de leur donner des leçons en règle.
NOTE IV
Sur le théorème de M. Gauss, concernant le produit des deux rayons de courbure principaux en chaque point d'une surface.
1. Une surface quelconque étant donnée, si on la suppose flexible, mais inextensible , et que , dans cette hypothèse , on vienne à la déformer comme on voudra, les rayons de courbure des diverses sections normales changeront en général de valeur; mais le produit RR| des deux rayons de courbure principaux restera le même , en chaque point m de la surface , avant et après la déformation. Pour démontrer d'une manière simple ce beau théorème de M. (lanss , on peut employer, avec MM. Bertrand et Puiseux [Journal de Mathématiques^ tome XUI) , la considération d'un fil très-petit dont une des extrémités soit fixée en /7i, et qui tourne en restant tendu sur la surface. L'autre extrémité n de ce fil décrira une courbe [n) dont la longueur ne variera pas quand on viendra à déformer la surface , et qui , de plus , pourra être considérée comme décrite sur la surface transformée, de la même manière qu^elle Tavait été sur la surface primitive, et à Taide d'un fil de môme longueur. Or, nous allons calculer le périmètre total de cette courbe, et on verra qu'il ne peut rester constant que si le produit RRi est lui-même invariable.
Observons d'abord que si l'on considère les diverses lignes géodésiques suivant lesquelles le fil est tendu à partir du point m, chacune d'elles a un contact du second ordre avec la section normale correspondante, et par suite, a même rayon de courbure que cette section normale. Le irayon de courbure R^^ de la ligne géodésique qui fait en m l'angle o) avec la section principale dont le rayon est R , sera donc fourni par la formule
I ces' 6» sin' 0»
fti
Soit s la longueur très-petite et constante du fil qui a servi à tracer fa courbe [n) : il est évident que si Ton projette cette courbe sur le plan
tangent en m , on obtiendra une ligne (p) dont les rayons vecteurs r peuvent être regardés, aux quantités près du quatrième ordre en s y conune étant les sinus d'arcs égaux à s, dans des cercles ayant pour rayons les diverses valeurs de R^; de sorte qu'au d^ré d'approximation indiqué, Ton aura
L'élément dl de longueur de la courbe (p) sera donné par la formule ou, en négligeant ffr^^ V^^ contient en facteur la sixième puissance de 5,
ou, enfin,
en développant , négligeant de nouveau un terme affecté de 5*, et mettant pour R^
sa valeur.
L'élément dl de la courbe (n ) elle-même sera donné par la formule
d}}=dl*'hdz\ '
z étant la distance des différents points de cette courbe au plan tangent en m. Or cette distance est , en négligeant toujours les termes du quatrième ordre ,
_ s" on a donc
'''■=i'(''c)"=-'fe-f)^''"'^
ce qui donne
,., j » • Lj if/* i\sin*2w I /cos'w sin»w\'T
d'où Ton tire, en extrayant la racine carrée, et négligeant les puissances de s supérieures à la quatrième ,
^— (3cos*oi) — 4cos* w)
rfi = 5r/w -1-5'rfot) ^ -h -T— (3sin' Ci) — 4sin* w) j»
sin' 0) cos* w
En intégranl de o à 27r, cl remaitjuant que,
ht:
I (3eos' r,) — 4 ^os* o») r/w = o ,
I (!5 sin* 0) — 4 sin* w) r/w =:= o ,
' sin' w cos' w r/« = 7 »
on trouve donc enfin
Celle expression ne dépend que du produit RRi puisque 5 est une constante : X ne devant pas changer quand on déforme la surface, le produit RR, doit par suite aussi rester invariable; le théorème de M. Gauss est donc démontré.
Dans la déformation de la surface, ce n'est pas seulement le contour X de la courbe (n) qui doit rester invariable; Taire contenue dans ce contour doit aussi conserver sa valeur. En calculant cette aire , on aurait donc une seconde démonstration du théorème qui nous occupe. (Ployez, sur ce point, dans le Journal de Mathématiques , une Note de M. Diguet. )
2. J'ai pris, dans ce qui précède, M. Bertrand pour guide. M. Puiseux, qui a eu , comme M. Bertrand, Tidée de se servir du contour X , suit dans son calcul une marche un peu dillerente. Comme il est bon , dans une question aussi intéressante, d'envisager les mêmes objets sous leurs diverses formes, je vais transcrire ici textuellement l'article de M. Puiseux.
« Etant données deux surfaces, on peut toujours, et cela d'iuu* infinité de
)) manières, faire correspondre chaque point de Tune à un point de l'autre,
» de façon qu'à toute figure tracée sur la première réponde une figure tracéi»
)» sur la seconde. Nous dirons que les deux surfaces peuvent se transformer
» Tune dans l'autre , si l'on peut faire en sorte que les arcs correspondants
)» soient égaux : cette condition remplie, il s'ensuit que les aires et les angles
» correspondants sont aussi égaux, comme on le voit par la décomposition des
)> surfaces en triangles infiniment petits.
» Cela posé, le théorème énoncé par M. Gauss est le suivant :
« Si deux surfaces peuvent être transformées l'une dans l'autre, le prow duit des rayons de courbure principaux en cliaque point de l'une est égal » au produit de ces mêmes rayons au point correspondant de /'autre, m
» Pour le prouver, observons d^abord que si Ton trace sur la première sur- » face une ligne géodésique , c'est-à-dire qui soit la plus courte entre deux de » ses points , la ligne correspondante sur la seconde surface sera aussi une » ligne gëodésique : car si entre deux des points de cette dernière on pouvait » mener une plus courte ligne sur la seconde surface, il existerait aussi entre » les deux points correspondants sur la première surface, une ligne plus courte » que la ligne géodësique qui les joint : ce qui est contre la définition.
» Imaginons maintenant que , par un point m de Tune de nos surfaces , on » mène toutes les lignes géodésiques qui y aboutissent, et qu'on prenne sur )> chacune d'elles un petit arc d'une même longueur a; les extrémités de ces » arcs formeront une courbe fermée. Faisons la même construction sur la » seconde surface , à partir du point m' correspondant à m \ nous obtiendrons » une nouvelle courbe fermée qui sera la correspondante de la première, et » devra, par conséquent, avoir. la même longueur. De cette égalité résulte, » comme on va le voir, le théorème en question.
» Soient x , jr, z les coordonnées d'un point de la première surface ; faisons , » suivant l'usage,
iiz = pdx -h qdyj fip= rdx -i- sdjr^ rfq = sdlr-h t^,
» d'où il suit
d^z = jfd*x 4-qrf'j-f- rdx*-h '^sdxdy + tdy*,
» Appelons s Tare d'une ligne géodésique passant au point (x, y^ z) : on sait )» que. le rayon de courbure de cette Ugne est normal à la ««rface; il en » résulte, en prenant 5 pour variable indépendante,
d* X -h pd* z = o^ d* y -h qd* z = o^
» d'où, en difieren liant,
rf'x-^- prf*z -h (rrir-h sdy)d^ z = o, d^y -h qd* z -h (s dx -h t d) dy* z = o,
)) De plus , si nous appelons Ç , >î , ^ les coordonnées de Textrémité d'un arc égal u à 9 porté sur cette ligne à partir du point (x^ y^ z)^ nous aurons
dx d^x a^ d^x a^
ds ds^ 2 ds^ 6
^ dz d^z (T^
^ ds ds* 7.
» Supposons maintenant que le point (x , JS ^) soit le point désigné ci-dessus )» par m 5 prenons ce point pour origine des coordonnées, l'axe des z étant » dirigé suivant la normale à la surface, nous aurons
» On peut d'ailleurs disposer de Taxe des x de façon que l'on ait s = o. Il suit » de ces hypothèses , et des équations écrites plus haut ,
dz = o^ d^z = rdx* -h idj^^ rf*x = o, d* y = o ^ d^ X -h r* dx^ -h rtdx dy = o, d^ J -h ritlx* dj-^i* dj^ = o.
» Nommons a Fangle que fait avec Taxe des x la tangente à l'arc 7 menée par M l'origine , de sorte qu'on ait
dx dy
— = cos a , -y^ = sin a ;
» nous en conclurons
— - = r cos* a -f- t sin* a , d'x
ds' d^y
» et , par conséquent ,
= — r* cos' a — rt cos a sin* a , = — rt cos* a sin ot — l* sin* a ,
f = <7 cos a — ir (ï** cos' a H- rt cos a sin* a) -f- . . . ,
71= 7 sin a — -^(^^ c^* * ^^^ a -h t* sin' a ) H- . . . , ^ = — (r cos* a -h t sin* a) -h
» En donnant à a toutes les valeurs de zéro à 2 7r, on aura successivement, par » ces formules , tous les points de la courbe fermée définie plus haut. Si main- » tenant nous désignons par X Tare de cette courbe, lequel est une fonction )» de a , on aura
dl = v^rfl» 4- dr,' -h rfC%
M OU bien, en ayant égard aux valeurs précédentes de £, r/, f , et observant » que OL seul est variable ,
» Pour avoir la longueur totale / de la courbe, il suffit d'intégrer dl depuis )) zéro jusqu^à 2?:^ on trouve ainsi
» ou bien, en appelant R et R] les rayons de courbure principaux de la surface » au point m ,
)> Pour la courbe correspondante construite sur la seconde surface, on trouvera )> semblablement
» Les expressions de / et de l' devant être égales , quelque petit que soit a , les » coefficients des mêmes puissances de cet arc doivent être égaux ; on a donc
RRj = R R, .
n Ce qu'il fallait démontrer. »
3. Mais si Ton réussit de cette manière à établir que le produit RR, reste constant dans toutes les transformations que peut éprouver une surface flexible , mais inextensible , un calcul nouveau est nécessaire pour trouver l'expression de ce produit constant. La méthode de M. Gauss, beaucoup plus longue, il est vrai , mais aussi beaucoup plus complète , donne au contraire la valeur générale de RR] , quelles que soient les variables dont on fera usage pour déterminer sur la surface la position de chacun de ses points.
La valeur générale deRRi dont nous parlons est très-compliquée-, elle dépend des trois coefficients E, F, G qui figurent dans l'expression du carré ds^ de l'élément d'une courbe quelconque tracée sur une surface, et des dérivées premières et secondes de ces éléments; mais on la simpliBe beaucoup quand on suppose l'expression de rls^ réduite à la forme
ds' = Edu'-i-Gdi^\ et , à plus forte raison , quand on prend
ds' = du' -h G di^\
ou
fls' = l{da' -hd^')',
ce qu'on peut faire, comme on sait, pour toute surface, en choisissant un système de coordonnées convenables.
En supposant
fis' = E du' -{- G f/i^' ,
vc qui exige seulement que les deux systèmes de lignes représentées par les équations
u = constante , p» = constante , soient orthogonaux, la formule de M. Gauss fournit
RR, riv dv \du 1 du du \ dv ) \ dv^ diû 1
Pour donner à ce résultat une forme à la fois simple et commode, j'introduis les rayons de courbure géodésique pi, «s, des courbes représentées par les équations respectives
^ = constante , u = constante.
En d'autres termes , je fais
P» ~~ aEV^G ^*' ' P' ~" 2G>/Ê du'
et j'obtiens cette formule remarquable
I > I Pi pJ
^^^ 4¥JG \ ^^ du
que Ton pourra vérifier aisément^ et qui renferme comme cas particuliers (on le verra avec un peu d'attention) certains théorèmes donnés par M. Lamé sur les rayons de courbure principaux d'un système triple de surfaces orthogonales. Quand on se borne à prendre, et on le peut, nous Tavons déjà dit, pour une surface quelconque ,
ds' = du' -\- G di^\ on a E = I , et , par conséquent ,
. RR. "" \f/a j du^ '
c'est-à-dire
RRi '^~ yfô du'
M. Gauss a fait un grand usage de cette formide dans son Mémoire.
4 . Mais je trouve , pour le moins , aussi remarquable la formule suivante :
RR
qui se rapporte au cas de
i- — _ -L /^*'Qg^ «mo^X
ds'=l{da'-hd^'),
et dont la démonstration directe est facile, comme je Fai fait voir au tome XII du Journal de Mathématiques, L'emploi des coordonnées a , ^ m*a donné ainsi une méthode simple pour établir l'invariabilité de la valeur du pf^uit RB| dans les déformations d^une surface; et, si cette méthode est moins complète que celle de M. Gauss, qui fournit Texpression de RRi pour des coordonnées quelconques, elle donne, du moins, quelque chose de plus que celles dont MM. Bertrand et Puiseux ont depuis fait usage. Elle fait connaître l'expression de RRj pour un système de coordonnées , particulier sans doute , mais convenable à toute surface donnée et adapté à toutes les formes que cette surface peut prendre par la flexion; cela doit suffire dans la plupart des applications.
5. Pour obtenir Téquation aux différences partielles des surfaces développables ou applicables sur un plan, M. Gauss fait observer que le produit RRd qui pour le plan est infini , doit par cela même Tètre. aussi pour les surfaces développables qui naissent du plan parla flexion. Ainsi , pour ces surfaces, un des rayons principaux R , Ri est nécessairement infini , de là l'équation en coordonnées rectangles
d^zd'z / d^% y _
à laquelle toute surface développable doit satisfaire.
Mais il restait, ce me semble, à démontrer que, réciproquement, cette équation aux différences partielles , ou Téquation équivalente
RR
ne peut appartenir qu'à une telle surface. C'est ce que l'on prouve aisément à Vaîde de notre formule
I I /fl^MogX f/'log\
RR, 2X \ dx' r/p»
qui donne alors
rfMog> d^ log\ __ dx' "^ rfp' ""^'
Dfi là résulte, en effet,
en désignant par des lettres majuscules ce que deviennent les fonctions ^ et tj/, lorsqu'on y change le signe de y — >• En posant donc
ou aura
logi =/(« 4- ^ v/=^) H- F (a — /3 vC~i) ,
expression dans laquelle les deux fonctions se changent Tune dans Tautrc*
lorsqu'on change le signe de y — i .
Ayant ainsi
faisons
/e^("^^ V~) rf(« ^ ^ ^— ) = X -f- Y ^~,,
et il nous viendra
quantité qui peut se coustruire sur un plan par les coordonnées rectangulaires X, Y; d'où Ton conclut que la surface est réellement applicable sur ce plan , les divers éléments ds venant se placer chacun à chacun sur leurs correspondants.
6. Lorqu'on envisage au point de vue où nous venons de nous placer la théorie des surfaces développables , on doit désirer de retrouver, au moyen de l'équation
?" '^~\dxdx) "" ^'
la propriété de ces surfaces, qu'on prend souvent pour leur définition , de pouvoir être engendrées par un plan mobile dont l'équation contient un seul paramètre variable. Soit
di dz
di = P^ rf^=75
réquatioii dont nous parlons peut s^écrire
dp tlq dp dq
d'où
dx dy dy dx '
dx * dx dy ' dy
Soit %v la valeur commune de ces deux rapports égaux. Nous aurons
Donc w et q doivent se réduire à des fonctions de p^ et Ton peut écrire
q={(p), dq = ('(p)dp.
Maintenant, posons
px-^qr — z = t^',
nous aurons , en ditl'érentiant ,
di^ = xdp -\- y dq = [x -^ y V (p)^dp ,
et nous en conclurons que x-\-jV[p) et Ç sont des fonctions de p. Soit, d'après cela ,
L'intégrale demandée résultera de l'élimination de p entre les deux équations
z—pr-k-qy — ¥(p), o = x+j{'{p)-Y'{p).
Ces équations appartiennent toutes deux à des plans quand on regarde p comme un paramètre; et cela indique déjà que la surface est formée par d<'s lignes droites. Mais, de plus, la seconde équation est la dérivée de la première par rapport à p. Donc la surface est Tenveloppc du plan mobile représenté par la première équation.
7. Revenons maintenant à des surfaces quelconques. Quand deux surfaces peuvent être transformées l'une dans l'autre sans extension ni rétrécissement des parties qui les composent, on est certain par cela même qu'en deux points correspondants les produits RR, et R'R', des rayons de courbure seront toujours égaux. Mais la réciproque est loin d'être vraie, et, malgré l'exemple des surfaces développables , et celui, plus étendu, des surfaces pour lesquelles RR, est une constante, dont on parlera plus bas, il faut bien se garder de croire que de l'équation RRi=R'R', supposée exacte, on puisse conclure Tégalilé
des éléments linéaires correspondants ds^ ds' ^ égalité qui. fait le vrai caractère de la transformation des surfaces dont nous venons de nous occuper. On doit donc désirer de savoir reconnaître , deux surfaces A et A' étant données , s'il est ou non possible d'établir entre les points de Tune et les points de l'autre vmv correspondance telle que l'on ait toujours ds = ds\ en sorte que les points homologues infiniment voisins soient situés entre eux à la même distance sur les deux surfaces, condition nécessaire et suffisante pour que les deux surfaces se trouvent composées de triangles égaux et soient transformables Tune dans Tautre^ou applicables Tune sur l'autre , comme disent quelques géomètres. Cette question importante peut être résolue comme il suit.
Cherchez d'abord pour la surface A l'expression de ds^ au moyen de deux variables indépendantes quelconques i/, (^; et soit
/&' = E du^ -h i¥ dudi* -\- G dv^.
Des valeurs connues de E, F, G on déduira , par la formule de M. Gauss, celle du produit RR]. On aura ainsi
RR, =/(«, X
De mi^me, pour la surface A', en employant deux variables n\ v\ on trouvera
Et si les deux points (u^ i^)j (u\ u') sont correspondants, il faudra d'abord que
Pour que l'équation
RR, = R'R', ou f («',!-')=/(«,»'),
prise isolément soit satisfaite, il suffît , comme on voit, d'établir une correspondance convenable entre les points (i/, ^) et (m', i^') des deux surfaces. Toutefois si Fun des produits RRj , R'R', était constant, Tautre ne pourrait lui être égalé qu'autant qu'il aurait de lui-même la même valeur constante : si , par exemple, y (m, u) se réduisait â une constante C, il faudrait que f (//', *^') se réduisit aussi identiquement à cette constante C. Laissons pour un moment de
côté ce cas particulier de
RR, = R'R;=C
et supposons les fonctions y^ et f essentiellement variables. Cela étant, rien n'empêche de substituer à une des variables w, i^ la variable y, et d'exprimer ds* en y et i* par exemple. De même, on pourra exprimer ds'* en f et i^', c'est-à-dire en y et u' puisque f =f* Ainsi désormais il y aura une variable/
commune aux deux ^surfaces, et cette variable exprimera l'un et Tautre des produits égaux RB| , R^R', . L'introduction explicite de la variable /* n'est pas absolument indispensable dans la pratique, où la remplacerait un emploi convenable de l'équation f (li', ^') =f{u, f^) ; mais elle abrège beaucoup l'exposition de notre méthode.
Soit, d'après cela,
et
les fonctions L^ M', N' de y et i^' n'ayant, bien entendu, aucun rapport avec les fonctions L, M, N de/* et u. La variable /* étant la même départ et d'autre , il s'agit de savoir si l'on peut exprimer u* en y* et (^ de manière à vérifier, pour tontes les valeurs possibles dey, Uj dfei du ^ Féquation
A ce point de vue, il faut poser L'équation ds'^ == ds^ se décompose donc dans les trois suivantes :
Les deux dernières donnent
dv V N' et
df- N'P - N^^N ~^'
moyennant quoi la première devient
L'^aM'Q4-N'Q* = L,
ou
P et Q sont des fonctions connues dey, i^, u'. Mais pour qu'on puisse les admettre comme les deux dérivées partielles de (^, il faut qu'elles satisfassent
à la condition d'intégrabilité, qui, développée, donne
On n^aura pas besoin de recourir à Téquation (p) si Téquation ya) contient i^' : il suiBra de résoudre Téquation (or) , puis de voir si la valeur de ^ est telle qu'on ait
Mais si i^' disparait de Téquation (a) , qui dès lors ne pourra être vérifiée quVn devenant identique, on tirera ^'' de Féquation ((3) , et on verra si la valeur de v^' s'accorde avec les équations (y).
Lorsque les équations (y) sont ainsi satisfaites par une valeur de i^' tirée de l'équation (a), ou bien par une valeur de i'' tirée de Téquation ((i), Téquation (a) étant identique , on a ds' = ds\ les deux surfaces A , A' sont formées d'éléments égaux, et la correspondance entre leurs points (f^ i^) , (/, i^') est établie par la valeur de \^'. Ajoutons que si, par hasard, les deux équations (a) , (p) étaient vérifiées d'elles-mêmes, non-seulement on aurait encore ^f' = A, mais dans ce cas, la valeur de ^'', qu'il faudrait déduire, par l'intégration , de Téqua^ion
dv'z=Vdv-\-qdf,
contiendrait une constante arbitraire (ce qui n'avait pas lieu auparavant) , de sorte qu'il existerait alors une infinité de manières de faire correspondre entre eux les éléments d$ et ds\
8. On conçoit, à priori, que ce dernier cas est celui des surfaces de révolution-, et je vais prouver que quand il a lieu la valeur commune de ds et ds convient, en effet, à l'élément linéaire d'une telle surface.
Dans l'hypothèse que je veux discuter, Téquation (a) est identique, et les deux membres de cette équation, qui, en général, contiennent, Tun^^et i', l'autre y et i^', doivent se réduire k une même fonction dey' seulement. Soit donc
Il en résultera
A'=a(/)rf/'+(^./.'V^-f-^y:
d'où
en posant
o (/) dp = da\
et en désignant par ^K la valeur inverse du facteur qui rend
di^yj^
Udf
une différentielle exacte dx. La variable o; remplacera y, et r remplacera v. On trouvera de même
ds" = da'^YJdT'\
¥J étant une fonction de a et t', et Téquation d%'* = ds* se réduira en conséquence à celle-ci
Donc r' ne peut être qu'une fonction de r , et non de r et de 9, comme on devait le croire jusqu'à présent. Par suite, il faut que le rapport de K à K^ soit par lui-même indépendant de a, ou du moins le devienne en mettant pour r' sa valeur en t. Mais cette dernière supposition exigerait que Téquation
ne fût pas identique, et que r' fût une de ses racines; dès lors il y aurait entre r' et r , partant entre ds' eids^ une relation déterminée, sans constante arbitraire, contrairement à ce que nous admettons. Le rapport de K à K' doit donc se trouver de lui-même indépendant de a ; en d'autres termes , K et K' ne peuvent contenir a que dans un même facteur commun 9(^)9 et pour K , par exemple , on doit poser
di , de plus , on tait
b étant une constante à volonté, on aura donc
ds'=zd(j--\-b^rf{(j)dQ\
Or cette dernière équation convient évidemment à la surface de révolution pour laquelle a est l'arc du méridien, i* y (a) le carré de la distance d'un point quelconque de la surface à Taxe de révolution , et Q l'angle compris entre le plan méridien qui passe par ce point et un plan méridien fixe. Si r est le rayon du parallèle et z Tabscisse comptée sur l'axe de révolution , on aura
ainsi
r=iVf(7), z^jdayji — ^
Prenez la constante b assez petite , et la surface sera réelle. I.a proposition que nous avions en vue est donc démontrée. On trouve même, en attribuant à h ditTérentes valeurs, une infinité de surfaces de révolution auxquelles l'élément ds convient. Cela est tout simple et tient à ce que, si la formule ds*= da* -H r* dQ^ appartient aux éléments linéaires ds d'une surface de révolution, elle appartient aussi dès lors à ceux des surfaces toutes différentes pour lesquelles r' et 9' remplaçant r et 9 , on aurait r' = Ar et i6'= 0,
9. Occupons-nous actuellement du cas particulier où RRi est une constante , et pour distinguer le cas où la constante est positive de celui où elle est néga-
tive, soit
RR^ = ±:a^
Je dis que toutes les surfaces que cette équation peut représenter, pour une valeur donnée de a, sont formées des mêmes cléments ds qu'une sphère de rayon a , dans le cas du signe -4- , et qu'une certaine surface de révolution (celle qu'engendre la courbe aux tangentes de longueur .constante a , en tournant autour de son asymptote) dans le cas du signe — .
En effet , si l'on suppose la valeur ded^^ mise sous la forme
ds' = l(da'-^df:,'), on transformera , par la formule du n^ 4, notre équation dans celle-ci
qui , si Ton pose
a-hj3/— 7=ii, a — PV — I = ^'9 deviendra
. ^ di — - = o.
au au 2 a*
Tai trouvé, par des considérations dont je supprime le détail , que l'intégrale complète, avec deux fonctions arbitraires f{u) et ^ (v^), de cette équation aux différences partielles , est
<f' (u) désignant la dérivée de ip (h) , et (p' (f ) celle de <p{u).
Pour vérifier ce fait, je tire d'abord, en passant aux logarithmes ,
logX =Iog(4a')-f-log9'(a)-f-Iog((>'(»')H-f (u) 4-<p(f)
-.lo6[.±e'W-^AMJ^
d'où
du ~(f'(u)^^^'^ ^^gfW-^H") ' .
puis
dudv [i ±1 e^^'^^*^'^Y ^ I db c''f"^"^*^''>
par conséquent
et enfin
rfMogX_^ X
dudi' nar
ce qu'il fallait démontrer.
La valeur de X conduit à celle de ds^. Mais d'abord rétablissons au lieu
de II et M leurs valeurs « -f- /3 ^ — i, a — j3 ^ — i ; y (u) et ^ (i^) deviendront
(p(a -f-/3 V — »)> ^'l* — jS V — I )> et devront naturellement être des imaginaires conjuguées pour que X soit réelle. Posons donc
En diflférentiant, puis multipliant membre i membre, nous en conclurons
Par suite , et à cause de ç (a) -H ^ (>') = îfcÇ , on a
Preii(»z le signe supérieur, et vous aurez une expression de ds'^ commune à toutes les surfaces pour lesquelles RR, = a* : prenez le signe inférieur, et vous aurez une expression de ds^ commune à toutes les surfaces pour lesquellivs RRi =: — a-. Donc toute surface contenue dans un de ces groupes est applicable sur une autre surface quelconque du même groupe.
Maintenant, pour trouver les surfaces les plus simples, afin d'y rapporter les autres, soit h une constante à volonté, et remplaçons t et ^ par deux variables nouvelles ô et r, qui soient telles que
11 nous viendra
, labc
i=be '
Js^^-^r^^,-de\
Or cette formule convient à rélément linéaire ds d'une surface de révolution , pour laquelle Q exprimerait la longitude et r le rayon du parallèle de chaque point. On trouve aisément Téquation de cette surface
où z est Tabscisse comptée sur Taxe de révolution. Cette même équation , bornée aux points d'un plan, est en coordonnées rectangles celle du méridien. Dans le cas des signes supérieurs, on peut faire i = i, et la surface devient, pour cette valeur de b , une sphère. Dans le cas des signes inférieurs , on peut faire A = o ; la courbe méridienne qui répond à cette hypothèse, et par conséquent à Téquation
est la trajectoire orthogonale de la série des cercles de rayon a , dont les centres sont sur Taxe des 2. En d*autres termes, c^est la courbe aux tangentes de longueur constante, comme le cercle , méridien de la sphère, est la ligne aux normales de longueur constante : son équation peut en effet s^ écrire
/•' -f- I --7- ) = tangente = a.
Cette courbe, bien connue des géomètres, jouit d'une foule de propriétés curieuses. File a évidemment l'axe des z pour asymptote. On peut appliquer sur la surface de révolution qu'elle engendre (en tournant autour de cet axe) toutes les surfaces pour lesquelles RR, = — a*, et sur la sphère toutes celles pour lesquelles RRi = a*.
10. Quoique ce qui précède, bien compris, me semble suffire, quelques lecteurs pourraient conserver des doutes sur la possibilité de réduire, dans tous les cas où RRi = — a', l'expression de ris* à la forme qui convient à la surface de révolution simple que nous venons d'indiquer, savoir à la forme
ou, si l'on veut, à celle-ci
qui résulte de la précédente en posant
En effet , on ne voit pas clairement quel sens peuvent offrir, quand on y fait
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b = Oy les formules dont nous nous sommes servis pour remplacer r par 6, et ^ par r. Voici une autre méthode de transformation qui lèvera toutes les difficultés. Ecrivez
Ç-+-TV
k étant une constante réelle quelconque , et vous vérifierez sans peine que les valeurs de tv et 9 en ^ et r\ qui résultent de la décomposition de cette équation imaginaire en deux équations réelles, donnent
L^expression de ds^ convenable à toute surface où RRi = — a', et qui d^ abord a été trouvée
est donc bien réellement réductible à la forme
fl»
II y a plus : comme r et 6 n'entrent dans ds^ que par les carrés de leurs différentielles , on pourrait ajouter à r une constante réelle A , et à 0 une autre constante g réelle aussi \ on pourrait encore changer le signe de r ou de 0 , en un mot on pourrait prendre
sans cesser d'avoir
Les valeurs de w et 0 en Ç et r qu^on peut employer, contenant trois constantes arbitraires g^ /i, A^, il faut en conclure que dans l'application de deux surfaces, du genre de celles dont nous nous occupons, l'une sur l'autre, on peut amener à volonté un point donné m' sur un point donné m, et même un second point n' sur un second point /i, pourvu que les distances géodésiques de m' à n' al de m k n soient égales. La même propriété a lieu pour les surfaces applicables sur la sphère : la symétrie de la sphère autour de son centre rend cela évident à priori.
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NOTE V
Du tracé géographique des surfaces les unes sur les autres
\ . Deux surfaces A et A' clanl données, on demande de faire correspondre les points m, m^ , m, , m^ , . . . de la surface A aux points m', m', , m', , m'^, : . . de la surface A', de telle manière que deux figures correspondantes quelconques sur ces deux surfaces soient toujours semblables l'une à Tautre dans leurs éléments infiniment petits. En d'autres termes, on demande que tout triangle infinitésimal, tracé sur la première surface, soit semblable au triangle infinitésimal correspondant sur Tautre surface-, ou bien encore on veut qu'entre tout élément miUx ou ds partant du point fixe mais quelconque m , et aboutissant à un point /r/j, voisin de m, et l'élément correspondant m'm^ ou (ls\ il y ait un rapport indépendant de la position du point m, , bien que susceptible de varier suivant le lieu où l'on prend le point m. Cette condition est celle que Lambert, Lagrange et M. Gauss ont adoptée comme principe fondamental dans leur théorie des cartes géographiques ; et voilà pourquoi nous dirons que chaque figure m/nj m,. . . ou m' m', in\ ... est, sur la surface où elle est située, le tracé géographique de la figure correspondante sur l'autre surface. Lambert s'était borné à indiquer des cas particidiers où la condition dont je parle se trouve satisfaite. Lagrange a donné ensuite une solution directe, mais seulement pour des surfaces planes et des surfaces de révolution. Enfin M. Gauss a fait voir que pour deux surfaces A et A' quelconques, le problème dépend de la décomposition en facteurs imaginaires des carrés r/5*, //y", et de l'intégration des équations dillerentielles obtenues en égalant ces facteurs à zéro. C'est la même considération qui conduit à exprimer ds* et ds"^ sous la forme
ds' = l (da' -f. d(i') , ds" =X(da'' -i- d^'^ ) ,
1 et X' étant respectivement fonctions de a, /3 et de a', jS'. Aussi l'emploi de ces formides lève-t-il toutes les difficultés que la question pouvait offrir. Peu
de {nots nous suffiront en effet pour montrer que quand on a réussi à trouver, pour la surface A , des variables a, j3 qui donnent
et, pour la surface A', des variables a', |3^ qui donnent
le problème du tracé géographique de ces deux surfaces Tune sur Tautre se résout de suite dans toute sa généralité.
2. La question , on vient de le voir, revient à ceci : Faire correspondre le point m ou (a, j3). de la surface A au point m! ou (oc\ jS') de la surface A', c'est-à-dire exprimer a', |3' en a, j3, de telle manière que lie rapport de r/.ç'* k ds^^ par conséquent la fraction
se réduise à une simple fonction de a, jS, indépendante du rapport de da à d^. Pour cela , il faut et il suffit évidemment que
/ étant une fonction de a, J3. On pourrait prendre a' = a^ ^' = ^^ l =z i; mais on n'aurait ainsi qu'une solution très-particulière, et nous cherchons la formule qui donne toutes les solutions possibles. Observons donc que l'équation
se décompose naturellement dans celles-ci :
et
doi' rld' dp' dp' _
doL dp doL dp
Des deux équations
idjL'y (dp'Y fdx'Y (dp'Y
et
dT.' doL' dp' dp'
d'x dp doi dp
déjà traitées dans la Note II , on conclura, comme dans cette Note , que
a' -f- ^' v^^=7== n (a di i3 v^:=T) ,
II désigiianl une fonction arbitraire. Ainsi le problème du tracé géographique se résoudra pour nos deux surfaces A et A' en prenant , pour a', la partie réelle
de n (a zt j3 v' — i ) 7 <îl pour /5' le coefficient de racine v— T, dans cette même expression, réduite à la forme P 4- Q V^ — i. En désignant par V ce que devient la fonction H par le changement du signe de v^ — 1 , on peut écrire plus explicitement
,5' = ^!--= [n (« ± (S v' - 7) - 'f (« qr ^ V^^TT)], 2 V — ï
et, comme on met aisément la valeur de / sous la forme
dv. da.
on en conclut que
es!
ir et ^'' étant les dérivées de 11 et H', savoir
^ ' du ^ ' dv
fis' , .
Le rapport — ? qu'on pourrait Jiommer le module du tracé, et dont la valeur
i/-r-? a donc pour carré Texpression suivante :
Bien entendu que dans X' on devra remplacer les variables actuelles a', jS' par leurs valeurs en a, |3.
A cause du double signe contenu dans a zh Ci ^ — 1, on voit que les tracés géographiques sont en quelque sorte conjugués deux à deux. Cela répond sur la sphère, par exemple, aux deux figures symétriques Tune de Tautre qui sont toujours coexistantes.
Est-il nécessaire de faire observer que la considération du tracé géographique permet d'étendre en quelque sorte , à des surfaces quelconques , la plupart des propriétés des figures planes ? Rappelez-vous quel usage on fait de la projection stéréographique dans la géométrie de la sphère.
3. On peut demander dans quel cas le module du tracé dont nous avons donné Texpression générale , reste constanmient égal a i . On a alors ds' = ds , et les deux surfaces A et A' peuvent être appliquées Tune sur l'autre dans celles de leurs parties correspondantes qu'on voudra, comme les surfaces développables s'appliquent sur le plan. Voyons comment on peut reconnaître qu'une telle chose a lieu, et que Téquation
est possible. Ce sera donner ime solution nouvelle de la question traitée à la fin de la Note IV.
Posons
d'où
3l, qui est une fonction connue de a, |3, deviendra une fonction connue/ (m, v^) de u et i* IVun autre côté , on aura
«'=^[n(«) + ^(^)], ^'=-^in[u)-v[.)l
Donc X\ qui est une fonction connue de a' et |3', se changera en une fonction connue aussi den(M) et ^ (v)- Je désignerai cette fonction par F [Il (ii), H'(i')]. l/(k}uation
<l(*vien(lra ainsi
1' n'(« ± ;3 v/- 1 ) r(« qz |3 ^:^ = I
F[n(a), v(y)]n'(tt)'r'(<')_
OU h\vX\
On sait que n et ^ représentent deux imaginaires conjuguées. Dès que Tune de ce» deux quantités prend une valeur déterminée, l'autre prend, par cela
même, une valeur correspondante déterminée aussi. Ayant, en ett'et.
on ne peut donner u sans donner a et |3 , et, par suite , l'autre quantité
se trouve donnée aussi. Mais cette liaison entre u et %^ ne fait pas que ces deux quantités puissent s'exprimer en fonction Tune de l'autre, ni par conséquent qu'on puisse avoir entre elles une véritable équation, telle que
Fonct. (/i, m) = o,
dont u et i^ ne disparaîtraient pas naturellement d'elles-mêmes , et cjui fournirait v^ en fonction de £i, ou u en fonction de i^. En elfet, si Ton avait
il s'ensuivrait, en diiférentiant par rapport à a,
tj' désignant la dérivée de ct : d'un autre côté, en diflerentiant par rapport à jS , il viendrait
et l'on en conclurait Téquation absurde
L'équation
doit donc avoir lieu d'elle-même lorsqu'on met, pour II (u) et ^ (r), leurs valeurs. En d'autres termes , on peut y regarder maintenant u et i^ comme des variables indépendantes.
Cela étant, je donne successivement, soit à u, soit à ^, à i^, par exemple, deux valeurs constantes a et b k volonté , ce qui n'empêche pas de laisser u variable. J'ai ainsi
et
F[n(«), '?(/,)] n'(«)Y'(ft)=/(«,i).
En éliminant n' [u) par la division, on lire de là
Cette équation , résolue par rapport à IT (u) , donnera la forme générale des seules valeurs possibles de II (u) : je dis Isl forme générale y parce que Téquation contient, outre a et b qu'on prend à volonté, les constantes Y (a), V {b)^ Y' (a), V (b)y qui sont encore inconnues. Ces constantes, qui peuvent être
imaginaires , conune C + D \ — i, entreront dans Texpression de n(ii). Quoi qu^il en soit, dans cette expression naturellement imaginaire de II (ii), cliangez
le signe de ^ — i, et mettez t^ au lieu de u, vous aurez V (u). Enfin, il vous restera à vérifier si les valeurs de II (u) et V (u) ainsi obtenues, et qui jusqu'ici ne sont que possibles, ont lieu en effet, c'est-a-dire vérifient bien (du moins en donnant aux constantes Y ( a ) , . . . , des valeurs convenables) Téquation
U j aurait beaucoup de remarques à faire sur cette méthode et sur les simplifications dont elle est souvent susceptible. Mous nous bornerons k observer que n (il) ne doit pas dépendre des valeurs qu'il nous plaira de donner à a et & ; en se rappelant cela , on pourra quelquefois trouver plus rapidement la valeur de n (u), et, dans bien des cas, on verra de suite que la fonction cherchée n'existe pas.
Pour obtenir la valeur de II (/i) à essayer, on aurait pu aussi se servir de Téquation
Y'(a)/F[n (u), V (a)]dn (u) =ff(u, a) du -f- constante,
et même on aurait évité de cette manière un cas particulier que nous devons à présent discuter. En effet la méthode qoi consiste à tirer H (u) de l'équation
serait en défaut si II (u) disparaissait du premier membre quelles que fussent les valeurs de a et de b. Mais ce cas particulier est facile à traiter directement. D'abord Téquation n'est possible alors que si u disparait aussi du second membre^ et pour que cela arrive il faut que le numérateur y (ii, a) soit égal au produit du dénominateur /(u^ b) par un facteur indépendant de M. Comme a est quelconque, il faudra donc que /^(«i, ^) soit aussi le produit de/(ii, b) par un facteur indépendant de u. En d'autres termes, J{u^ ^') ou / doit être le produit d'une fonction de u par une fonction de i^. On verra de même que F [n(ii ), ^(^')] doit être le produit deF[n(ii), ^(i)] par un facteur indépendant de u. Si donc on met u' et i^' au lieu de 1^ {u)
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et V (i^) , la quantité F (a', w»') ou // se trouvera être le produit d'une fonction de u'- par une fonction de %^'.
Cela étant, je dis que nos deux surfaces A , A' sont développables ou applicables sur un plan , et, par conséquent , Tune sur l'autre.
Considérons , pour fixer les idées , la surface A , et posons , d'après ce qui précède ,
On se rappelle que
li =:= a db (3 s/ — I , i' = a zp j3 ^ — i .
En changeant le signe de y — i, et désignant par des lettres majuscules ce que deviennent, par ce changement, les fonctions ^ et j|; , il viendra donc
Delà
en sorte que X est le produit de deux facteurs imaginaires conjugués. Cela revient à dire que Ton peut, dans Téquation
regarder ^(u) et O(v^) comme exprimant deux imaginaires conjuguées, ce qui permet de poser
0(aqz ;3v^=ri) rf(a :^ ^^ziT) = rf(x- Y v^=:7).
Or en différ^ntiant, puis multipliant membre à membre ces deux équations, on en conclut
^ (u) 6 (i^) {da' -h rf(5») = dX^ -h dY', Donc
ds' =. l (da} -h d'fi') = dX' -h- dY\
Mais dX^ -f- r/Y' exprime en coordonnées rectangles le carré de l'élément linéaire d'un plan. La surface A est donc développable ou applicable sur un plan, ce qu'il fallait démontrer.
Tel est, en peu de mots, le moyen nouveau, et indépendant de toute considération sur les rayons de courbure, que Ton peut employer pour reconnaître si Téquation ds = ds' est possible, c'est-à-dire si les deux surfaces A , A' sont applicables Tune sur l'autre. Entre cette méthode et celle de la Note IV,
et d'autres que je pourrais encore ajouter, le choix devra dépendre des circonstances.
4. On pourrait demander de rendre le module du trace géographique des deux surfaces A et A^ Fune sur Fautre égal, non plus à Funité, mais à une fonction donnée de a, ^ ou ix, i^. En désignant le carré de cette fonction par T (uy i^), on aurait alors à traiter Féquation
Frn(«),'F(v)]n'(u)r(»')=/(u,»')r(«,^),
et le procédé que je viens d'exposer ferait encore reconnaître s'il existe ou non des fonctions conjuguées H (u) , ^ (^) qui la vérifient.
5. Nous sortirions du cadre imposé à ces Notes , si nous ajoutions ici des exemples de tracés géographiques pour des surfaces particulières. Les jeunes élèves pourront s'exercer à appliquer les formules générales au cas du tracé d'un plan sur un plan , d'une sphère sur un plan , d^un ellipsoïde sur un plan^ sur une sphère ou sur un autre ellipsoïde. M. Jacobi est le premier qui ait indiqué le choix des variables au moyen desquelles on résout cette dernière question dans toute sa généralité. Elle n'offrira aucune difficulté à nos lecteurs. Le point essentiel est , comme on Fa vu, de ramener l'expression des carrés des éléments des lignes tracées sur les surfaces dont on s'occupe à la forme
et l'on a pu voir dans la Note III qu'une telle formule est aisée à trouver pour un ellipsoïde quelconque.
Le problème du tracé géographique de deux surfaces l'une sur Fautre revient, comme on l'a démontré plus haut , à celui-ci : Trouver pour a' et (S' des expressions en a, j3 telles que l'on ait
/ étant une fonction de a , (5. Il y a pour le cas des trois dimensions un problème analogue qui mène à l'équation
et dont j ai obtenu, en profitant d'une sorte de hasard, la solution complète. Celle solution fait Tobjet de la Note suivante.
NOTE VI
Extension au cas des trois dimensions de la question du
tracé géographique.
\ . Concevez dans Fespace des points en nombre infini composant, ou plutôt remplissant une figure quelconque, et représentez- vous autour d'un de ces points pris à volonté, et que vous nommerez m ^ les points infiniment voisins m, , m«, . . . , que vous joindrez entre eux et au point m par des droites. Vous aurez ainsi un petit solide, et la figure entière sera formée dune infinité de tels petits corps. Cela posé, on demande de faire correspondre aux points m , /Tii , TMi , . . . , chacun à chacun , des points m\ fn\ , m', , . . . , tels que, dans les deux figures mnixm^,,, et m'm^m^ ..., deux parties élémentaires oii infiniment petites correspondantes soient toujours semblables, le rapport de similitude pouvant d^ ailleurs être variable d'un lieu à un autre. C^est demander évidemment qu'entre la droite ds ^ menée du point m à un quelconque des points infiniment voisins mi , mi,..., et la droite correspoodante ds\ menée du point m! au point m', , ou m',, . . . , il y ait un rapport /, fonction seulement des coordonnées du point m, mais indépendant de la direction de ds. Soient a, /3, y les coordonnées du point m rapporté à trois axes rectangulaires, et a', (3', y' celles du point m' rapporté aussi à trois axes rectangulaires qui peuvent diflérer des premiers. On devra donc avoir Téquatioii
da'' -\- rf/3" -\- dy'^- = l (da' -+- d^' H- rf/'),
sur quoi j'observe que, comme avec des droites ds ou ninii ? nurif , w, m, , . . . données on peut toujours faire deux corps symétriques , cette même équation serait encore celle qu'on obtiendrait si Ton voulait rendre chaque petit solide de la seconde figure semblable, non plus au petit solide correspondant, mais au symétrique de celui-là.
Voyons donc comment on trouvera les valeurs générales de a',/5',y' qui
— ()I0 — donnont
D'abord , si l'on supposait / =: i , réquation
entrainerait l'égalité des droites correspondantes ds et ds' A^v\s les deux figures. Donc ces deux figures seraient égales ou symétriques. Donc, en les rapportant à deux systèmes convenables d'axes rectangulaires, on pourrait toujours supposer que
Donc aussi , en prenant des axes rectangulaires quelconques^ on devrait avoir, dans ce cas, pour valeurs générales de a', j3', y',
a'=aa-+- i/5-f- <^y -^ g'»
a^ a\, . . ^ étant des constantes liées entre elles par les équations de condition connues
a^ _H a'' ^ a'/î =1^ ab -h a' b' -^ a"b" = o,
b^ _;-fc'-' ^b"' =-. I, bc^b'c' -{-b''c'' = o,
c' -hc" -hc"» :r=: I, ac -+- a' c' H- û'' c" = o.
Telle est la solution la plus générale de Téquation
^«'* 4- rf/5'* -+- dy" = l{doL' -h ^^» 4- dy') ,
dans le cas de /= i. Et si le coefficient/, sans être égal à Funitë, était une constante, il suffirait de multiplier, parla racine carrée de cette constante , les valeurs de ot\ j3', y' écrites plus haut.
J'observe, en passant , que ces valeurs de a', j3', y' qu'on vient d'obtenir par des considérations de géométrie, s'obtiendraient aisément aussi par l'analyse: mais la démonstration précédente me semble mériter, par sa simplicité, la préférence.
3. Maintenant, quelle que soit la fonction de a , jS , y qui puisse être prise pour valeur de /, je dis qu'une solution particulière de Féquation
da" H- r/(S'» -f- rf/« ^l[doi^^ d^^ 4- dy^)
conduit de suite à la solution la plus générale que cette équation puisse avoir pour la valeur de / dont il s'agit. Soient, en effet, ol"^ /3", y'' les valeurs parti-
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culières qui fournissent la solution donnée, en sorte que
11 faudra que
da'' -+- rf/3'* 4- dy'' = da"^ -h rf/3"* H- df\
jN'ous voilà ramenés au cas de /= i. Donc a', j3', y' s'exprimeront linéairement, en a", /3", y'', par les formules trouvées ci-dessus. Et remarquez bien que les figures m'm', ni\ . . . , fournies par la solution la plus générale a', |i', y' construite en géométrie sur des axes rectangulaires , et point par point , pour correspondre à la ligure mmi m, . . . que déterminent les cordonnées a , |3 , y , ne différeront réellement pas de celle ou de la symétrique de celle que fournissait la solution particulière donnée a", |3", y"\ car il n'y a, pour ainsi dire, qu'un simple changement de coordonnées dans le passage de a", j3", y" à ^'9 i^'i y' • L'équation
da" -h ///5'* -h dy"" = da'" -h ^jS'" -h dy"^
exprime précisément qu'on a de part et d'autre pour deux points homologues la même distance, et de là ne peuvent résulter, je l'ai déjà dit, que des corps égaux ou symétriques. '
Ainsi, à proprement parler, il ne peut y avoir, pour une valeur de /donnée, qu'une seule solution. Et si Ton parvenait à trouver la valeur de / la plus générale, et une solution propre à cette valeur, on pourrait dire que notre problème est complètement résolu.
4. Montrons d'abord comment le problème peut être résolu pour une certaine forme de valeurs de/, variables avec a, (5, y. Opérons pour cela sur la figure mm^nif . . . une transformation par rayons vecteurs réciproques; je veux dire menons d'un point fixe o, qui sera, par exemple, l'origine des coordonnées a, (3, y, un rayon vecteur à chaque point m de Tespace, puis portons sur ce rayon ou sur son prolongement (c'est un choix à faire une fois pour toutes) une longueur om' en raison inverse de om , en sorte que l'on ait
om = — 9
nm
k étant une constante. On formera ainsi une figure nouvelle dont les divers points m\ m, , m', , . .. correspondront chacun à chacun aux points ni^ m^^ m^^... de l'ancienne figure.
Maintenant, je disque les deux systèmes mr/i, r;i,... et m' m\ m^ ... satisfont à notre équation
da'' 4- rf/3" -f- //y" = / [da^ -h rf/3» 4- r/y« ),
en prenant pour a^ ^^ y les coordonnées de m, et pour a', j3', y' celles de nt\ la valeur de / étant d'ailleurs
En eflet on a , par notre construction ,
en comparant les points m et m'. II faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, suivant gu'on porte om^ sur om ou sur le prolongement de om. De même, pour deux autres points correspondants m, et m',,
a = zh î b = "♦" 1 y = ^~
Donc , dans tous les cas ,
et , par conséquent, si m et //?! sont infiniment voisins,
c est-à-dire , comme nous Tavons avancé ,
rla^^ -f. d^" -h dy'' r= l (da' +d^'-hdy^),
avec la valeur
Est-il nécessaire d'ajouter que des deux figures évidemment symétriques auxquelles les points m' donnent lieu , suivant qu'on porte chaque rayon om' sur le rayon correspondant om ou sur son prolongement , c'est la seconde , celle pour laquelle on a
a'--. i^ fi' — ^P /_ ^7
qui seule est semblable à la figure mm^m^. .. dans ses éléments infiniment petits. Mais toutes deux donnent également
da'' -^d^"-h dy' = l (doc' -h ^j3« + dy' )
et
On peut déduire au reste, de ce qui précède, une valeur de / plus générale, et pour laquelle cependant on ait toujours
//a'' -I- ^/3'* -t- rfy" = / {doL" -h dÇ^ H- df ) :
on n'a pour cela qu'à remplacer a par a — A , i3 par j3 — B , y par y — C, A , B, C étant des constantes quelconques 5 ce qui répond, en géomélrie, à un simple changement de position du point o. Ainsi , en prenant
avec
on continuera à avoir
^ûr'' -h ^/3'' -f. dy' = l (da' -h d^' -h rf/).
Je dois faire observer que le cas où / est une simple constante peut i^tre regardé comme compris dans la formule que je viens d'écrire, en y donnant k kei A, ou à A, A , B et C des valeurs infinies telles que /r et A* -hB* -h C- conservent toutefois un rapport fini.
Je ferai desornàais
/i = --» d'où l = —y
et je me propose de prouver que la valeur de h qui répond à la valeur de / cidessus, savoir :
est la plus générale qui puisse s'accorder avec l'équation
Comme a', /3', y' sont des fonctions de «, jS, y, il est permis^ réciproquement, de prendre a, jS, y comme fonctions de a', /S', y\ ce qui donnera, par exemple ,
et alors en identifiant les deux membres de notre équation , puis , se rappelant une transformation bien connue en géométrie analytique , on trouve sans peine les équations suivantes :
doL dp dct dp da dp
d7 'd^'^'df l^'^d^ 1^^ ^*
dp d*]/ dp d*! dp dy
7777'^dp^'dp'^'d^W^^^
dy doc. dy da dy dx
et
du' dtz' ' dp' dp* • dy' f/7' "" '
Or ces équations sont de même forme que celles que M. Lamé prend pourpoint de départ dans son Mémoire sur les coordonnées cwrvûignesy et qu'on trouve à la page 3i8 du tome V du Journal de Mathématiques, Les lettres p^ pt^ pti et x,j^, z, employées par M. Lamé, sont remplacées, pour nous, par a, jS, y, a', jS', y', et les trois quantités qu'il nomme A, A, , /ij par notre seule quantité h. Ainsi , pour nous, /i, = h^ =^ h, 11 suit de là que les valeurs inverses
que M. Lamé emploie aussi , sont de même, pour nous, toutes égales à y Cela
posé, les équations marquées (16 his) ^ que M. Lamé donne à la page 328, nous fournissent de suite
= ^y :nrzr = ^i "■ — r- = o.
dadp ^ dp dy ' dy dct
La première et la dernière de ces équations peuvent s'écrire ainsi :
dh dh
UT. , CLt.
— blîD —
dk
et elles nous apprennent que -^ ne contient ni j3, ni y; la valeur de h ne peut donc être que de la forme
u étant une fonction de jS et y seulement. Mais l'équation
fipdy eipdy
montre ensuite que -r^ doit être une fonction de fj seule. Donc u est de la forme ? (/S) H- '| (7), et, par suite,
D'un autre côté, les équations marquées (17), et données par M. l.amé à la page 329, peuvent, pour nous, s'écrire ainsi :
d' ]oçih dp'
d']oç^/i r/'IogA (dloç^hy
doL^ ~~ \ dy I
r/a' dy' \ ^/p
d-\o^/i r/-log//
log h _ /d\oghV dp' ~ \ doi )
dr
De la dernière, on déduit sans peine que
équation où /' (a) , ©' (j3) , (p" (3) , . . . . représentent des fonctions dérivées. Le second membre ne contient pas a. Donc le premier aussi doit être indépendant de a. Les deux autres équations nous montreraient de même que ce premier membre ne peut contenir non plus ni |3, ni y; car elles nous le donneraient égal à f" (a) -+- ^p" (y) et à y' (a) -h y" (/5). Donc ce premier membre doit se réduire à une simple constante. De là , réciproquement, il faut conclure que
9"((3) + f' (./), /"(«)-Hf' (7), /"(«)-H?"{/3),
sont aussi des constantes , et même des constantes égales entre elles ^ il en est donc de même def" (a), O)'' (j3), ^^ (y) , puisque l'on a , par exemple ^
/"{«) = î[/"(«)+f (7)J-H^[/"(«)-t-?"(/2)]-^r?"(^)-H4'"(7)]- En désignant par k une constante, on peut poser, dès lors,
d'où Tou conclut , en intégrant ,
A, B, C, G, G', G'' étant des constantes. IVIais, en mettant pour/ (a), 9(l5), ']/ (y) ces valeurs dans
cette quantité devient
X-'(a — A)'-h{p — B)«-!-(7-C)4-X-(G-f-G'-hG
et pour qu'elle se réduise à une constante, conune cela doit être, il faut que Ton ait
La valeur la plus générale de/(a) -h y (|S) -^^(y)^ c'est-à-dire de /i, est donc contenue dans la formule
que la considération des tiansmutations de figures à Taide de rayons vecteurs réciproques nous avait fournie.
La transformation par rayons vecteurs réciproques jouit , comme on sait, d'un grand nombre de propriétés remarquables. En m'en occupant au tome XII du Journal de Mathématigues à Toccasion d'un travail de M. Thomson, j'avais fait observer qu'eUe donne une solution du problème qui fait l'objet de cette INote. Maisj'ignorais alors que la formule ainsi obtenue fût la plus générale possible. L'analyse précédente qui établitce fait important n'est pas indigne, ce me semble, de Tattention des géomètres.
NOTE VII
A V occasion de l équation des cordes vibrantes
\ . L'équation des cordes vibrantes
f/»3 ^it'Z
flx' dy"^
est célèbre dans l'histoire des mathématiques. D'Alembert l'a obtenue le premier, et en a donné (dans les Mémoires de V Académie de Berlin) Tintégrale complète aVec deux fonctions arbitraires; il a fait voir^ de plus, comment les fonctions arbitraires se déterminent au moyen des conditions relatives aux deux points extrêmes et à l'état initial , et comment une discussion détaillée des formules conduit ensuite à reconnaître le caractère périodique, et, en général, toutes les circonstances du phénomène physique auquel l'équation répond. Par cette application capitale, il a montré nettement toute l'étendue et toute Timportance du calcul aux différences partielles, alors à sa naissance et à peine connu et défini , bien qu'on en trouve çà et là quelques traces dans certains ouvrages antérieurs de d' A lembert lui-même et d'Euler. Depuis, les géomètres n'ont cessé d'étudier et de perfectionner ce calcul, dont l'emploi sert, en particulier, de base à Fouvrage de Monge tout entier. L'c''quation des cordes vibrantes elle-même a du être reprise plusieurs fois sous des points de vue divers; car elle se présente dans plusieurs questions de physique mathématique, avec des conditions définies différentes pour certaines valeurs particulières des variables. Lagrange Fa rencontrée dans ses recherches sur le son, et, en prenant a' = — i, ou plus généralement a} négative, elle devient une des équations de la théorie de la chaleur.
2. En s'occupant, dans son ouvrage, de Téqualion des cordes vibrantes, dans le but spécial de construire les surfaces qu'elle représente lorsqu'on regarde
X , y comme des abscisses et z comme une ordonnée , Monge s'est naturellement servi de sa méthode ordinaire d'intégration, fondée sur la considération des caractéristiques. La méthode d'Euler, qu'on a coutume aujourd'hui de suivre dans les cours, est plus particulière, mais aussi beaucoup plus simple. On pose
y-^ax = (x, y — ax=.^,
et on transforme Téquation (A), en prenant cl et /3 pour variables indépendantes au lieu de x et y. Il vient d'abord
dz _ [ dz dz \ dz tlz ^ dz
puii
et
(ilz dz \ dz ilz dz dl~d})' d^'^Toi'^T^
d^z __ ^(d'z d^z dH\
1^^^ \V^ ~ ^ dad^ "^ d^J
rr- -h -TXTî
donc
dy"" do" dtxd^ r/p»
rf'z ^dH , , d^z
€Uc^ dy^ ^ ddd^
Par suite, l'équation (A) se réduit à
doid^
dz d'où l'on conclut que — est une fonction de p seule, et enfin que z est de la
forme
c'est-à-dire que
z = * ( j -h ax) -f- ^ (j — ax) ,
les fonctions ^ et ^ étant quelconques.
3. Rien de plus simple que ce procédé. 11 me semble pourtant que la méthode donnée dès l'origine par d'Alembert lui-même est tout aussi facile, et en môme temps plus directe et plus élégante encore. L'illustre géomètre écrit Téquation (A) sous la forme
d. — d,a^ — dx dy
dx dy
et observe qu'elle exprime alors la condition pour que — dy -^ a^ :7~^'*^ soit la diflerentielle exacte d'une fonction de x et y. Cela étant, il pose
Mais on a déj/i
—- //> H- a} -r dx := du, dx • dy
dz
-j- dx -h -— dy rrr dz, dx dy "
Il est aisé d'en conclure que
d'où il sui t que — -I- « -^ et // -f- «2 ne peuvent être que des fonctions de j^ -|- ax. Et comme on obtient aussi
on voit semblablement que -; « -r- et m — az sont des fonctions de r — clx^
On a donc à la fois
u — az^^{y — ax)'^
donc
2 az = 9 ( r -I- rtx) — "^ [y — ax) ,
c'est-à-dire
- == 4> (j -i- «x) -h y (/ — ax)
comme ci-dessus.
D'Alembert, comme on voit, s'appuie sur la condition d'intégrabilité d'une différentielle à deux variables
M dir -f- N dy.
Il profite, pour intégrer l'équation (A) , de ce que celte équation peut s'écrire sous la forme
dy dx
— ôao —
Une considération du même genre, employée toutefois d'une manière diilérente, m'a conduit à démontrer quelques théorèmes concernant certaines équations très-générales qui peuvent aussi se mettre sous la forme
djr dx
Ces théorèmes, qu'on pourrait aisément généraliser encore, feront Tobjet de la présente Note. Us ont pour résultat d'établir entre deux équations ou deux groupes d'équations aux diil'érences partielles une correspondance telle , que si l'intégration est effectuée d'un côté, on pourra l'effectuer immédiatement de l'autre côté.
4. Dans tout ce qui va suivre , x et j^ représentei*ont les variables indépendantes dont les autres quantités seront des fonctions. Considérons d'abord l'équation
. V a,cz dx
c elk désignant des fonctions données quelconques de x, y^ et z la fonction qui doit vérifier l'équation.
L'équation (i) indique que
^ czdx-hk-T-dy
dx ^
est une différentielle exacte. Soit donc
Il en résultera
d'où
et, par conséquent,
(i his)
cz dx -\-k~dy =z du.
du , dz du cz = -r-^ A— = — , dx dx dy
I du dz I du c dx dx A dr
i du \c dx)
X dy dx
Les équations (i) et (i bis) sont donc tellement liées entre rlles, que si
grale de l'une est donnée, l'intégrale de Taiitre s'en déduira îmnuklialement Connaissant z, on aura n parla formule
// = j lez dx -f- A y dy \
et connaissant u^ on prendia
I (lu
Si c est une fonction de x seulement, l'équation (i) pourra sVcriic
dz
az d.r
dy d.r
Elle aura ainsi la forme de Téquation du mouvement de la chaleur dans une barre hétérogène dont le rayonnement extérieur est nul, c exprimant la capacité pour la chaleur, et k la conductibilité. L'équation conjuguée
I du \c dx]
/• dy dx
a d'elle-même une forme semblable; mais la capacité spécifique y est exprimée par 7» et la conductibilité par -• Voilà donc deux barres de nature diverse qui
ont entre elles une liaison remarquable, et qui sont telles, que les lois du mouvement de la chaleur ne peuvent être connues pour 1 une sans être à Tinstant connues pour l'autre.
En second lieu, soit
/ \ d.cz dy
c et A" continuant à être dfîs fonctions données de x et y. On apprend , ^ar cette équation, que
czdx -hk -i^ dy
dy "
est une ditférentielle exacte. Posons, en conséquence ,
cz dx ^-k — dy := du.
dr '
11 en résultera
d'où
et, par conséquent,
(2 bis)
du ,dz du
dx djr df
I du c dx
dz I du Ty-^'k dy'
I du h dy-^
c dx
Les équations (2) et [ibis) s'intègrent donc ensemble. Connaissant 2, on en déduit •
czr/x -\- k
et connaissant i/, on prend
J/équation
I du c dx
j dz 7 1^^
dx dy
dy
dx
nous fournira Un troisième exemple. On sera conduit alors à poser
d'où
puis
et , pa r conséquen t ,
(:Uw)
c — dx -hk — dy = duj
dx
dy
dz du 2. ^^ ^^ dx dx dy dy
i du dz I du
dx c dx dy A dy
. \ du ,1 €iu
' c dx k'dy
dy
dx
Les équations (3) et (!i bis) sont de même forme ^ pour passer de Tune à l'autre,
II" il suffit de remplacer les fonctions c et ft par -- et y Connaissant z, on a
dx -\-k
et, réciproquement, si Ton connaît «, on doit prendre
J \c dx J dr ^
Soit encore Téquation
f dz 11^^ a,c—- fi.k-r-
en vertu de laquelle
dz j , dz ,
c -T- dx -i- k -r-rty
dy dx '
est une différentielle exacte du. 11 nous viendra, dans ce cas,
dz du y dz du
dy dx dr dy
don
et , par conséquent ,
(ihis)
dz 1 du
dz I du
dy c dx
dx k dr
, ï du
j I du c dx
dy dr
Les équations (4) et (4^'-^) sont de même forme; seulement, en passant de l'une à l'autre, on change c en y et A en -• Quant aux intégrales, elles se
fi c m
déduisent Tune de l'autre, puisque Ton a
et
C l \ du . 1 du j \
8. Lorsqu'on y fait c = — À-, les équations (4) et (4 bis) deviennent respectivement
j , dz , , dz
/ D \ dx dy
et
j i du ^ i du
(C) Adi ^'Jd} _
dx ' dy
Celte forme est celle de Fëquation d^équilibre de la chaleur dans un corps hétérogène, en se bornant au cas de deux dimensions, c'est-à-dire on supposant la température indépendante de la troisième coordonnée.
J'ai indiqué ailleurs un cas assez étendu dans lequel Féquatiou (B) s^intègre; c'est celui où l'on a
dK)l'k d\\fii _
En développant, en effet, les dilTérentiations indiquées dans Téquation (B), puis divisant le résultat par v^Â^, et y ajoutant la quantité niille
z on trouve aisément
\ dx^ "^ dy^ )
dx^ '^ dy^ ""■ ^ ' d'où
z V^ = © ( jr -h j V^ ) 4- ^P ( X — j v' — I ) . Dans la même hypothèse de
d\)fk d\sfi _^
• dx^ ^"fip" '^"'
Tintégration (C) s'intégrera donc aussi. En d'autres termes, Téquation
^ ' dx dy
s'inlègn* encore si, au lieu d'avoir
d\^ d\\pi
dx^ dy^
on a
dx^ dy^
¥ai ell'et, dans celte dernière hypothèse, l'équation (C) s'intègre d'abord et donne , d'après ce qui précède ,
-= = (f{x -h y si'— i) -H (j;(.r — j V— Oî
on a ensuite
r I \ du , i du j \
en vertu de la formule qui termine le n" 7, formule où j'ai eu soin de faire c ^ — k,
9. Je vais considérer maintenant une équation dont Tordre sera supérieur au secopd , celle-ci par exemple ,
dy dx
Diaprés cette équation, je puis poser
c - — ax -\- k -— ay =^ au:
de là résulte
d'oî
ou
et, par conséquent
(5èi>)
dx*^ dy'
d"z du 1 d"z du dx** dx f/^" dy
d"z i du d'^z 1 du dx" c dx dy" /• dy
J i du j^ i du
' C dx ' k dy
dy ilxf
Les équations (5) et (5 A/J) s'intègrent ensemble. Connaissant z, on a de suite
i£ i:^ \ \c -T—" dx -\- k -r- dy \ ; J \ dx'* dy'' - /
connaissant au contraire i/, on a d'abord
d'*z i du d'^z I du
dx"* c dx dr'* / dy
ce qui fait connaître les deux dérivées partielles du n''''"^ ordre,
d'^z d^z dx" dy"*
d'^z En intégrant n fois par rapport à x la valeur de —^j ou aura z ^ maïs Tin-
eue
tégration par rapport à x introduira des constantes ou plutôt des fonctipns arbitraires de y^ qu'on déterminera ou qu*on réduira à leurs vraies valeurs en différentiant n fois par rapport à y l'intégrale z , et comparant le résultat de la
d'^z différentiation à l'expression déjà connue de ^-j^.
L'équation nous fournirait semblablement
d'où
fix
-hh
fiuj
du dx'
d^z dx''
I du kdy'
et, par conséquent,
j t du ^ i du
k dy c dx
dy^ dx^
résultat qui fait dépendre Fintégrale de l'équation (6) de celle de Téqua* tion (6 iû), et réciproquement.
11 . Mais j'arrive à des exemples où deux groupes d'équations seront conjugués comme Font été, dans ce qui précède, des équations prises deux à deux.
Soient c, A, c', k' des fonctions données quelconques de x, j^, et z, t des fonctions de ces mêmes variables vérifiant les deux équations
d.k -ra.cz dx
djr dx
^7) \ dz
d.k — d,ct ' dx
djr dr
Ces équations nous apprennent que les deux formules
czdx -h k —dy
€MJU
et
(' t rlx -h k^ ^-^ f/y dx ^
sont des diilereiiticlles exactes. Nous pouvons donc poser
dt
et
de là Insultera
et , par conséquent ,
d'où
cz ftx -h k —-dy = du
dx ^
c'tdx -f- k^T-dr =d\^\
dx '^
du , de du
dx dx djr
, du ,,dz dv
dx dx dy
\ du dz I dv
c dx dx k' dy
i du dt 1 du
r' dx dx k tly
i du c dx
il bis)
k' dy dx
. , 1 du
i du ' c' dx
k dy dx
Les deux groupes d'équations aux différences partielles (7) et (7 Im) sont liés entre eux de telle manière, que si Ton est parvenu à intégrer Tun, on saura par cela même intégrer Taulre. Connaissant, en effet, i: et /, on aura
u= j\czdx -\-k£djry
et connaissant u et ^, on prendra
i du i du
c dx c' dx
12. Notre méthode s*âppUque, avec une égale facilité, au groupe suivant
a,cz dy
d.e't ' tfy
dy dx
En vertu des deux équations que nous venons d^écrire , on peut poser
cz dx -{- h ^- dy =z du .
dy -^ ^
d'où
c' tdx -^^ h' -^ dy = di^ ^
^_ \ du dz i dv
c dx dy k' dy
\ dp dt i du
cf dx dy k dy
et, par conséquent,
(8 bù)
^ i du
\ dv 'c dx
T'd^^~dP^
, 1 du i du ' c' dx
k dy dy
Connaissant z et f , on aura u el %f par les formules
u = ^ [czdx ^k^dyj, v^= j[c'tdx^h'^^^dyy,
et connaissant u et v^, on prendra
I du I dv
c dx c' dx
Soit encore ce groupe
, dz t if^i
dy dx
dy dx
j idi , ,dt
dy dx
On aura alors
dy dx
c -r-dx -hk-r-dy =^ du, dy dx ^
c' -j-dx-^k' -r-dy = di^, dy dx -^
d'où
et , par conséquent ,
{^bis)
dl
I du
dz I dv
dy-
c dx
dx" k' dy'
dt
I dif
dt I du
ày
'^ c'dx'
dx / dy
j I dt> ^'^•dy
. I ilu ' c dx
dx
fix
j I du ^'ldy_
j I dv d, , c dx
dy dx
Pour passer des intégrales d'un des systèmes (9) et [^ bis) aux intégrales de l'autre , on remarquera que, connaissant z et ^, on a
et que, réciproquement, connaissant u et v^ on doit prendre
14. Il serait évidemment aisé de multiplier ces systèmes de deux équations conjugués à d'autres systèmes. On peut également considérer des systèmes de trois ou même d^un nombre quelconque d'équations. Bornons-nous à en donner ici deux exemples.
Soient Ci, Cs,. . ., c„, Xti, As,. . ., A„ des fonctions données quelconques de x, j^j et Zi, z, , . . . , z„ d'autres fonctions de x, y qui vérifient les équations
d.Cj^
dx
, dZ:i
dx
d.CfiZfi
dy
'^ dx
d.CnZn ■ '^ dx
\ dy
dx
A l'inspection du système des équations (lo), nous voyons que les quantités ci-après :
c^z^dx 4-At jzdy^ Cj z, dx -h A, — ' dj^
c,Zf,dx-\-k^-^'dy,
c„z^dx -\-K j^ dy^
dx
sont des dîirërenlielles exactes. Posons donc
', z, dx -\- A*i ~ dy = du^ ,
dx ^
dx
h^dy = du^,
et il en résultera
ty 2^ dx -f- h^ —^ dy = du^ ,
c„ z„ dx -f- K -r ^y — ^"" ^
ax
diix , '/zj du^
CtZi
dx dx dy
d'oii
ou
r/«„ , dz^ dUn
I dfif I ^/i^
dz^ dx
dz^ dx
1 dun /fn dr
^ c^ dx dx ^^_, dy
par conséquent
[io bis)
Zn = --»
I dUn dZn I dUn-
c„ dx dx A., dr
I du,
, 1 du.
Ci dx dx
, I dui c,dx
dx
du
Cfi dx dx
I ^«ii-i ' Cn dx
dlr
Les deux systèmes d'équations aux différences partielles (lo) et (10^15) s'intégreront ensemble. Connaissant Z|, Zt, . . . , z„, on aura
Zi dx -h ht rTZ^y)
dx
Zt da: -h tt
Un= \ [CnZ^
dx -ht.
et connaissant Uj, i/s , . . . , i/„ , on prendra
I dui
c, dx
I //tfs
C2 ax
" c. dx
Maintenant, au lieu du système (10), considérez le système
dz,
d.hi
dzj tlx
dr
da
dZi
dx
dy
"dy
dz^^, dx
dy
dx
dy dx
dy
dx
et vous serez de même conduits à poser
dz^
dx
c,_ dx-hK — dy=du,,
vt^-*--^*/^ *='*'-
d'oi
ou
Cn-^^^-^^n'^idy = du„,
dzx
ày
dZi dP
I diii Cl dx
I dui Cl dx
dx
dzx dx
dzi dx
1 dUn
k.dr' I du^
dzn
du^
dy
Cf,
dx
dx
dy
dtn
dy
I du^ dzn I duj^x
c^ dx dx kj^x dy
et, par conséquent,
(i I bis)
i j l dUn
dy dy
dx
dx
' kfu-x dy
dy
dx
d -JL ^^"-' y ' du^
' k^x dy ' c^dx
dy dx
Los deux systèmes (ii) et (ii hïs) s'iiiiègrent ensemble. Connaissant z,.
3 , . . . , 5„ , on a
et connaissant i/,, //^ . . . . , i/„ , on prendra
15. Les équations précédentes sont linéaires-, mais la méthode s'applique également à des équations non linéaires. Soit, par exemple,
(l.vz ' \dx )
c et /r étant encore des fonctions données de x, r . Il s'ensuivra que l'on peut poser
cz dv ~^ ^\-T-] dy -- flu^
d'où
du , /(Iz \ ' du
dx \^^ ) dy
et, par conséquent,
é t ' \ 1 \ ' c dx \ du
Les équations (12) et (12 bis) sont donc conjuguées. Quand l'intégrale de la première est connue, on a celle de la seconde en posant
«= J[ez^ + A(|)'rfj]
et réciproquement si la seconde est intégrée, on a Tintégrale de la première par la formule
1 du c dx
Soit encore
(■') --i "'■KD'
dy dx
On fera
±^dx + h (^£)l' dy = du.
d'où
dz I du dz dx c dx dy
Il du
et l'on en conclura sans difficulté
, \ du -74/' ^" i 1 h' \ * c dx ' y Idy
Les équations (i3) g\.[iZ bis) nous offrent donc un nouvel exemple d^équations conjuguées pour l'intégration.
En général , si Ton a l'équation
dU d^
dy dx
M et N étant des fonctions de x,^ et de deux dérivées de z telles que
dx^dy"^ dxPdyi on fera
Mrfa? -h N/fy = <5&i,
puis des deux équations résultantes
du -- du .^
on tirera les valeurs des deux dérivées de z qui y sont contenues. Éliminant ensuite z, ce qui est facile, on en conclura une équation (i4 his) qui sera conjuguée à l'équation (i4)- Et il est clair qu'un même artifice s'étend aussi à des groupes d'équations.
16. Tous ces exemples montrent assez combien l'idée de d'Alembert, pour l'intégration de Féquation des cordes vibrantes,' a de portée et d'utilité dans la théorie tout entière des équations aux différences partielles. En principe, on part de la condition d'intégrabilité
rfM _ rfN df dx
de la formule différentielle à deux variables
Mais Tapplication du principe est opérée de façon diverse, et dans la question traitée par d'Âlembert , et dans celles que nous venons de traiter nous-mème, et dans d'autres encore où ce principe si simple et si fécond joue un rôle. Car c^est à ce même principe qu'il faut rappeler la méthode par laquelle on ramène à l'intégration d'une équation linéaire et du premier ordre Tintégration des équations du premier ordre, mais de forme quelconque, comprises dans le type général
^/ dz dz\
En effet , on pose alors
dz dz
di = P^ Tr^'f'^
puis tirant de Téquation
la valeur de ^, savoir
on exprime que
pdx -h F(x, j, z, p)ft)
est une différentielle exacte, et Ton est ainsi conduit à une équation linéaire qui donnera p en fonction de x, j^, z. Ici le nombre des variables indépendantes est augmenté, et cela établit une très-grande différence entre la manière; dont on traite Téquation
^/ dz dz\
et celle que nous avons employée nous-mème dans cette Note pour d'autres
équations. Il était bon pourtant de faire ressortir Fidentité du principe fondé
sur la condition
dM. __ r/N dr d.v
sans laquelle
ne peut être une différentielle exacte.
17. La méthode par laquelle nous lions ou conjuguons deux équations ou deux systèmes d^équations, mène parfois à un résultat que Ton serait tenté de croire insignifiant au premier abord , et qui , mieux étudié , devient utile. Si , par exemple, nous prenons comme point de départ l'équation
dH dH
nous verrons, en l'écrivant ainsi
dz\
dy dx
qu on peut poser
dz j dz j j
-7- dx — -y- dy = aui dy dx -^
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qui résulteront de là , iic nous
m qu à une équation
df même l'orme qut- l'equaiiuii piîmitive.
Dans ir. cas même (lourtant , îl y a encore un parti avantageu~ ~ . les calculs que l'on vient de faire. Ces calculs, en effet, établissent entre deux inté(;rales s et ii d'une même équation -"-""■' -
tirer de toiu liaùoii différences partielles
prenant z et u comme deux variables nouvelles à substituer à x, y, Ae rendre ^ fonction de z el u . tandis que f était d abord fonction de , on obtient aisément
liir
<ii' '
en sorte que f s'exprime sous la mùme forme en ii et z qu en x e\.y. Ce résultilL n'a aucune valeur sans doute tant qu'il ne s'agit que d'obtenir eu général, vt saiiK avoir à l'appliquer à aucun problème défini , l'intégrale complète dont ^ dépend-, mais, dans les problèmes particuliers, on doit rechercher, parmi teniez les formes dont une intégrale est susceptible , la forme propre au cas dont on s'occupe. On voit, par là, que l'intégrale y, exprimée en u et z, peut souTem être préférable à celle exprimée en x et j; la théorie de la chaleur en offre la
f//- »f/^y' // ///i'/// /v^ f/zr^////^ /'A/v //////" y// /à/ //^ y \
'■•,:fr /•-v /' V,»/-
.//y/i*/i//4t/t t/é' /. fna/t/.ft' à Ar //ti'/Mf^/'ff. lut/' .V*»fnft* .
ri. V.
A' 0Wm.trr .»«■
// ^ / In^/vM- .f /,' /-«./",■*/'-. /•,// «W,/.-
f/y/i4-4t/ti'/i t/f / ' //i4i/i/.*-t' */ /** fft\wtt'//'f«\ /Hfr ^¥imi/** .
r / //' i/y V^f '/y/ // r// / ^ ryr/'rr/if/ //
///.j /'xv>/>.y /'//'y W ////..
/'Vf/. J.
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