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APPLICATION DES POTENTILS
Objet principal du Mèinoire
On peut se poser , relativement à l'équilibre des solides élastiques, deux sortes de problèmes fondamentaux, c'està-dire propres à faire comprendre de quelle manière se comporte un corps quand il se déforme pour résister à certaines actions extérieures.
I*) Plusieurs parties de ce mémoire ont été résumées : 1" dans des notes insérées aus Camples-Rendys de l'Académie des Sciences de Paris . ( t. LXXXVI , p. 1260, t. LXXXVII, p. 402, 519, 687, 078, I0T7, t. LXXXVIll , p. 277. 331 , 375, 701, 741, du 20 mai 1878 au 7 avriHS79; t.XCIII , 7 et 14 novembre 1881 , p. 703 et 783; t. XGV, 27 novombre et 4 décembre 1882, p. 1052 et 1149; t. XCVI, 22 janvier 1883, p-. 245 ) ; 2" dans deux extraits étendus , qui font partie de l'édition française de la Tli^orie de i'étasticilé de Clebsch , par MM, de Saint- Venant et Flamant, publiée k Paris chez M. Dunod (premier fascicule, de 1881, pages 374 k 407(1 , et second fascicule , de 1882 , p. 881 à 888).
Les premiers de ces problèmes concernent des solides dont les parties analogues éprouvent des déformations pareilles, comme il arrive : 1" pour un parallélipipède rectangle, quand, au moyen de pressions normales appliquées à ses faces et constantes sur toute l'étendue de celles de même direction, on le soumet à' des contractions ou dilatations uniformes , qui y laissent rectilignes et rectangulaires entr'elles les lignes matérielles parallèles à ses arêtes; 2" plus généralement, quand un prisme subit les mêmes déformations, soit en tous les points d'une fibre longitudinale quelconque , ce qui a lieu, à fort peu près , dans chaque tronçon d'une tige ou corps allongé, soit en tous les points d'un feuillet quelconque parallèle aux bases, comme il arrive de même, sensiblement, dans chaque tronçon d'une plaque ou corps aplati ; 3" ou encore, quand les divers points d'une sphère solide se déplacent suivant ses rayons et de quantités ne dépendant que de la distance au centre , etc. Tous ces cas présentent un grand intérêt; car il résulte, de la manière simple dont les actions ex- . térieures y sont supposées réparties , que les déformations et les pressions intérieures suiveni des lois saisissables , comportant une expression analytique facile à traduire en nombres et, surtout, une représentation intuitive ou géométrique, toujours plus satisfaisante pour l'esprit que ne peuvent l'être des formules.
Mais il faut évidemment , pour se former une idée suffisamment générale de l'équilibre intérieur des solides élastiques, considérer aussi une seconde classe de problèmes, dans laquelle on ne supposera plus réalisés ces modes spéciaux de répartition des actions extérieures, ni, par suite, la sorte d'uniformité ou d'égalité des déformations qui on résulte pour divers endroits du corps ; car ce n'est pas moins dans des conditions d'une inégalité quelconque de distribution, que dans celles d'une certaine égalité, qu'il importe de savoir comment agissent et se transmettent , aux différents points du solide élastique donné , les efforts
extérieurs qu'on lui applique. Malheureusement, ces nouveaux problèmes sont d'une complication excessive , et on ne iloit y regarder comme réellement fondamentaux, ou comme capables de nous éclairer sur les lois de l'équilibre intérieur des corps, que ceux dont la solution est bien intelligible et comporte une représentation géométrique naturelle. Il ne suffit pas d'y cboisir son terrain de manière à pouvoir effectuer les intégrations ; car quel résultat applicable 5 utile pour le physicien ou l'ingénieur, a-t-on pu tirer, par exemple, de la belle solution analytique donnée par Lamé, en 1852, du problème de l'équilibre d'une sphère, ou d'une enveloppe sphérique , que sollicitent des pressions extérieures distribuées arbitrairement à sa surface;? Il faut donc s'attacher surtout à des questions où , malgré la plus grande généralité possible laissée au mode de répartition des forces dans leur région d'application donnée, il se présente quelque circonstance simplificatrice, telle que l'éloignement des surfaces limites du corps, etc., qui permette à la solution d'avoir des lois intuitives ou , tout au moins , de ne pas dépasser ce degré de complication au-delà duquel les formules ne disent plus rien à l'esprit.
Il semble que, s'il existe de pareils problèmes, l'un d'eux, le plus important, et même le premier qui se pose naturellement quand on pense aux phénomènes d'élasticité, doit être la question de savoir quelles déformations on produit dans un solide, en le touchant sur une petite partie de sa surface, tandis que ses parties éloignées de celle-là sont maintenues fixes : cas où il n'y a de déplacements sensibles que dans le voisinage de la région de contact , en sorte que tout se pasye, à fort peu près , comme si le corps étudié était limité d'un côté par son plan tangent (mené à l'endroit touché) et indéfini suivant les autres directions. Ce problème ne diffère évidemment pas de celui des déplacements et des pressions que fait naître , dans un sol élastique horizontal, le poids d'un corps déposé à sa
surface. IL comporte d'ailleurs , comme nous verrons , deux points de vue distincts, suivant que l'on se donne le mode de distribution de la charge ou pression totale entre les divers éléments de ia surface de contact, pour en déduire les déformations du corps touché et spécialement de cette surface, autrement appelée base d'appui, on smv3.nl que l'on se donne, au contraire , la forme et la disposition nouvelles prises par la base d'appui, pour en déduire, ce qui est beaucoup plus difficile, le mode correspondant de distribution delà pression ou de la charge.
Une autre de ces questions , plus simple que la précédente en, ce sens qu'aucune surface limite n'y complique les phénomènes , mais moins intéressante à cause du mode peu pratique d'application des forces extérieures qui s'y trouve employé, est celle des déformations qu'on produit dans un solide en exerçant, sur une partie de sa masse suffisamment éloignée de sa superficie, des actions quelconques. C'est ce qui arriverait, par exemple, si une portion intérieure du corps était magnétique et que , la surface se trouvant rendue fixe , on approchât, à quelque distance, des masses de fer.
Tels sont les deux principaux problèmes qui feront l'objet de cette étude. Ils constituent des questions élémentaires, presque inévitables, de la théorie de l'élasticité. Il n'en est vraisemblablement pas qui soient plus propres à nous faire connaître de quelle manière, dans les solides en équilibre, les pressions ou autres efforts extérieurs se transmettent , soit de la surface à l'intérieur — ce qui est le cas du premier problème, — soit d'une région aux régions voisines — ce qui est le cas du second ; — et comment s'y prend, en quelque sorte, l'élasticité pour répartir et modérer ces pressions ou ces forces, ainsi que leurs effets , à mesure qu'on s'éloigne des endroits oii elles sont appliquées.
Observons , d'ailleurs , que la supposition qu'on y a faite, de l'inimobihsation des parties du corps très éloignées
de la région sur laquelle on agit , n'est guère introduite que pour fixer les idées. En réalité , les phénomènes produits dans cette région resteraient, sans doute, à peu près les mêmes, si le corps était entièrement libre dans l'esoace ; car ses parties éloignées , vu la grandeur relative de leur étendue et, par suite, de leur masse totale, seraient maintenues sensiblement immobiles par leur inertie , durant bien plus de temps qu'il n'en doit falloir à la petite partie, de masse insignifiante , qui est contiguë à la région d'application des forces exercées, pour suivre les impulsions qu'on lui imprime et se mettre dans un état quasipermanent de déformation et de tension, c'est-à-dire, à fort peu près , dans l'état d'équilibre correspondant à la fixation de l'ensemble du corps et à l'intensité actuelle effective des actions extérieures qu'il supporte à l'endroit que l'on considère.
2. — De l'introduction naturelle des potentiels dans d'autres théories que celle de forces obéissant à la loi newtonienne.
Lamé et Clapeyron, dans leur célèbre mémoire de 1828, publié en 1833 .{'), avaient déjà étudié l'équilibre d'élasticité d'un solide sans pesanteur, indéfini dans tous les sens , excepté d'un côté où ils le supposaient terminé par une face plane et soumis du dehors à des pressions perpendiculaires. C'est bien l'une des questions traitées ici , celle qui se présente quand on considère , par exemple , les déformations produites dans un sol horizontal par des charges données que supporte sa surface. Mais la solution qu'ils ont obtenue consiste à superposer une quadruple infinité d'intégrales simples, dont chaque terme est le produit d'une constante arbitraire (que permet de déterminer
(*) Sut l'équilibre intérieur des solides homogènes, ru Recueil des Savants étrangers ie f académie des Sciences de Paris , t. IV { p-. 541. — Quatrième section , cas généraux).
ultérieurement la formule de Fourier) par une exponentielle où paraît en exposant, au premier degré, la coordonnée z, normale à la surface du corps , par une fonction linéaire de z et par deux sinus ou cosinus affectés chacun, linéairement aussi, de l'une des autres coordonnées «, y. Or , ces expressions des petits déplacements w, y, w du solide indéfini sont trop complexes pour permettre de se représenter le phénomène , dont elles ne mettent en évidence qu'une loi accessoire, d'après laquelle la dilatation cubique 9 est proportionnelle, en chaque point delà surface, à la pression normale qui s'y exerce. En général, dans toutes les questions de physique mathématique où l'on emploie la formule de Fourier, les résultats "s'ofFrent sous la forme d'intégrales définies , doubles , quadruples ou sextuples , qui en dissimulent profondément le sens concret; en sorte qu'on n'arrive , par leur moyen , à des lois saisissabJes, que lorsqu'il est possible d'y effectuer la moitié des intégrations. Ayant eu à traiter, en janvier 1870 ('), un problème assez, analogue à celui de Lamé et Glapeyron, quoique beaucoup plus simple, savoir, le problème de l'écoulement d'un liquide, sous des hauteurs de charge notables, par un orifice percé dans une paroi plane indéfinie, avec la supposition que l'on connaisse en chaque point de l'orifice la composante, normale à son plan, delà vitesse qui s'y produit, j'ai oompoàé aussi la solution d'une quadruple infinité d'intégrales simples, dont la formule de Fourier donne de suite les coefficients ; mais j'ai reconnu , en effectuant deux, des intégrations sur quatre , que les résultats ainsi simplifiés s'expriment aisément au moyen du potentiel ordinaire ou classique relatif à une matière fictive étalée sur l'orifice. 11 en résulte cette loi simple, que la
(*) Com-ptes-Rendiu de l'Académie das Sciences de Paris (t. LXX , p. 33 , 1T7 et 1279). Voir aussi, pour plus de développements, au tome XXIII du Recueil des Savants étrangers', la quatrième partie de VEssai sm- la Théorie des eaua: courantes (p. 53S h 569), et, dans les Comples-Itendus (t. XCIV, p. 904, 1004, 1139 ; 3, 10 et 24 avril ISKiJ, trois articles de M. de St-Venant.
vitesse du fluide en chaque point de l'intérieur du réservoir est égale, pour là grandeur et la direction, à l'attraction newtonienne qu'exercerait au même point, sur l'unité de masse , une couclie homogène recouvrant l'orifice et d'une épaisseur partout proportionnelle à la composante normale donnée de la vitesse d'écoulement. Une fois en possession de cette loi , on reconnaît aisément qu'elle satisfait à toutes les équations du problème, et qu'il y aurait eu avantage à partir directement d'unpotentiel sans passer par la formule de Fourier.
Il est naturel que les potentiels relatifs à des masses fictives finies s'introduisent dans certaines questions de physique mathématique , même ne se rattachant pas à la théorie de la pesanteur. Car, d'une part, la belle propriété, qu'ils présentent, d'avoir leur paramètre différentiel du secoad ordre A, nul hofs de la masse par rapport à laquelle on les prend , et en raison directe de la densité dans l'intérieur de cette masse, les prédispose, en quelque sorte, à vérifier les équations indéfinies des problèmes où les paramètres A^ jouent un grand rôle; et, d'autre part, ils deviennent inversement proportionnels à la distance pour les points très éloignés , ce qui , dans les milieux indéfinis , les rend également propres à exprimer les conditions dites amc limites , ou spéciales, qui consistent alors dans l'évanouissement asymptotique des phénomènes à mesure qu'on s'éloigne des régions d'activité de leurs causes (■).
3. — Leur application an problème de l'équilibre d'un solide élastique , limité par un plan indéfini.
Ayant voulu appliquer ces considérations au problème de Lamé sur l'équilibre d'élasticité d'un solide que limite
(*) Il est clair que cela n'empScIie pas les poteBtiels , définies plus ou moins analogues h ces fonctioius, de pouvoii' c des questions concernant certains corps limités en tous sens, quoique sans doute les formules deviennent alors, généralement, beaucoup plus compliquées.
une face plane, prise pour plan des x y, et dont la masse n'est sollicitée par aucune action extérieure telle que la pesanteur, j'ai reconnu qu'on, formait aisément trois types d'intégrales des équations indéfinies , en partant de toute fonction continue dont le paramètre A, est nul au dedans du solide . Dans le troisième, qui est le plus simple, 'm-=oei—u,v égalent les deux dérivées &a. y &ix de la fonction ; dans le second, u, v, w sont les trois dérivées de celle-ci en x, y, z; enfin, dans le premier , ils résultent d'un déplacement w , proportionnel à la dérivée de la fonction par rapport à z, et de trois déplacements u, v^w obtenus en multipliant celte dérivée', oliangée de signe, par z et en diff6rentiant le produit, respectivement, par rapport à x, y, z.
Seulement, pour que" les véritables conditions spéciales aux points éloignés se trouvent satisfaites, il faut que la fonction considérée soit, non pas ptécisément le potentiel ordinaire relatif à une masse fictive ( qui devrait toujoars , d'ailleurs, être supposée extérieure au solide, afin que le paramètre ij s'annulât en tous les points de celui-ci), mais, par exemple, une fonction ayant ce potentiel pour sa dérivée première en z. J'appelle cette fonction , qui me parait avoir passé inaperçue jusqu'ici, potentiel logarithmique à trois variables. Ses éléments s'obtiennent en mesurant ia droite r qui joint au point donné [x, y, z) de l'espace cliaque élément de la masse fictive , puis en augmentant cette droite de sa projection sur l'un des axes, qui est ici l'axe des z, et en multipliant ■ le logarithme népérien de la somme parla masse élémentaire considérée. Le paramètre différentiel 4, du potentiel ainsi formé est nul hors de la masse qui le donne (du moins du côté des z positifs, le seul dont il soit question), tout comme celui du potentiel ordinaire; et ses dérivées premières , ou les produits par z de ses dérivées secondes, qui entrent dans les expr-essions des déplacements M, V, w, deviennent, pour les points éloignés, comme il le fallait, de l'ordre de l'inverse de la distance , quoique le potentiel lui-même grandisse alors indéfiniment.
Enfin , les conditions usuelles les plus simples que l'on puisse se donner à la surface du corps, et qui consistent à y supposer nulles, avec Lamé et Clapeyron, les composantes tangeniielles de la pression extérieure, tandis que sa composante normale, par unité d'aire, est connue en chaque point, se vérifient aussi quand on admet, pour fixer les idées, que le corps soit un sol horizontal, et que la matière dont on prend le potentiel logarithmique se réduise à une couche mince pulvérulente étalée sur ce sol, assez lourde pour que chaque élément de la surface trouve sa charge effective, ou la pression qu'il supporte, dans le poids même de la partie de couche qui le recouvre. D'ailleurs, les véritables déplacements M, y, w se calculent alors par une superposition des deux premiers types d'intégrales
Une autre superposition des trois types permet de traiter le cas d'actions tangentielles exercées sur la surface : mais la détermination des fonctions arbitraires, quand ces actions sont données, y semble plus difficile (*).
4. — Déformations d'un sot élastique sous des charges données et transmission des pressions à son intérieur.
Les expressions des déplacements deviennent extrêmement simples, pour chaque type d'intégrales, quand la couche par rapport è laquelle on prend le potentiel se réduit à un seul de ses éléments. Leur interprétation géométrique est alors immédiate, comme on le verra aux numéros 19, 20 , 21 , 22 et 23, et elle ne devient guère plus complexe lorsque , effectuant la superposition des deux premiers, types dont il vient d'être parlé , on considère le cas d'un sol chargé en un seul point, ou plutôt sur une partie, très petite en tous sens, de sa surface.
Le long d'une droite quelconque émanée du point pressé, les déplacements sont en raison inverse de la distance à
(*) On verra au n° 40 Us (p.1-82) qu'elle cesse de l'être par l'emploi d'un second potentiel' logarithmique ayant le précédent pour sa dérivée en z.
ce point. Leur composante verticale, partout de même sens que la pression élémentaire exercée , croît, d'ailleurs, à mesure que diminue l'angle fait par la droite considérée avec la verticale , proportionnellement au carré du cosinus de cet angle, sans s'annuler nulle part. Quant à la composante horizontale, pour une pression positive ou exercée de haut en bas, elle éloigne la matière de l'axe de symétrie vertical passant par le point pressé, s'il s'agit de celle qui est à l'intérieur d'un certain cône de révolution décrit autour de cet axe; tandis qu'elle l'en rapproche, au contraire , s'il s'agit de la matière extérieure au même cône et notamment de celle de la surface. Ainsi, des cercles concentriques , décrits sur la surface autour du point pressé, se contractent d'une petite quantité, inversement proportionnelle à leur rayon , en même temps qu'ils éprouvent un abaissement régi par la même loi de proportionnalité inverse.
Si l'on considère , à l'intérieur du corps , des couches de matière parallèles à la surface et de plus en plus éloignées de celle-ci ou de plus en plus profondes , on trouve que la pression exercée au dehors se transmet, de chacune de ces couches à la suivante, sous la forme de pressions obliques, dirigées exactement à l'opposé du point de la surface directement comprimé, et qui sont en raison inverse , tout à la fois , du carré de la distance à ce point et du carré du rapport de cette distance à la profondeur de la couche (').
A cause du principe de la superposition des petits effets, l'enfoncement produit en un point donné de la surface par des pressions extérieures connues, reparties arbitrairement, égalera, à un facteur constant près, la valeur, pour ce point, du potentiel ordinaire total relatif à une couche pulvérulente fictive , distribuée sur la surface de la même manière que les pressions , ou propre à faire naître celles-ci par son poids. Il est donc aisé de voir quelle forme
(*) Voir au n" 40 6ts (p. 18T) ce que devient cette loi dans le cas général d'une pression inclinée.
prend la surface , soit à de grandes distances de la région d'application des forces, là où un développement en séries très convergentes est possible, et où une première approximation donne les mêmes lois que pour une. pression isolée (ne s'exerçant que sur un élément plan) , soit même à l'intérieur et dans le voisinage de la- région d'application, en s'y bornant toutefois, pour simplifier les calculs, au cas simple d'une distribution pareille tout autour d'un point central. On trouve, par exemple, dans ce dernier cas, que les divers modes de répartition d'une même pression totale . à l'intérieur d'un cercle donné , sont presque sans influence sur la forme que prend la surface aux distances du centre dépassant une fois et demie ou deux fois le rayon du cercle, quoique les enfoncements ou abaissements y soient encore très sensibles ; le principal des termes qui expriment l'action propre de ces modes est en raison inverse du cube de la distance.
Des intégrales définies fort simples, aisément réductibles en séries, permettent d'étudier les déformations de la surface, notamment pour la région d'application des forces, quand celles-ci sont distribuées, dans tout l'intérieur d'un cercle , ou uniformément, ou paraboUquement avec annulation soit au bord, soit au centre, etc. La moyenne des enfoncements observés sur toute l'aire de la région d'application, et leurs valeurs tant au bord de cette région qu'à son centre, s'obtiennent même sous forme finie pour les modes précédents de distribution de la p*ression ou charge totale et pour une infinité d'autres modes plus complexes.
Les formules donnant tous ces résultats se déduisent, par voie d'intégration, de celles qui conviennent au cas d'une charge élémentaire uniformément répartie le long d'une circonférence ou , pour mieux dire , sur une bande annulaire infiniment étroite. Une loi digne de remarque signale ce cas simple : elle consiste en ce que , si deux charges égales sont ainsi déposées, à la surface du sol, suivant deux circonférences concentriques de rayons quelconques,
chacune d'elles produit un égal abaissement ou une égale flèche aux points qu'occupe l'autre. La même loi de réciprocité s'observe pour une plaque circulaire mince, liorizontale, appuyée ou encastrée sur tout son bord et supportant des charges réparties le long de circonférences concentriques à ce bord; en sorte qu'elle étabKt, malgré la difFérence profonde des formules, une analogie curieuse entre un sol de dimensions indéfinies et une plaque Uiince limitée en tous sens.
Mais revenons à l'étude de la forme prise par une région d'application circulaire, sur toute l'étendue de laquelle s'exercent les forces données. Une telle région, que nous pouvons appeler la surface directement comprimée, devient sensiblement concave pour une distribution uniforme de la pression, et cette concavité s'accroît encore , elle fait plus que doubler, dans une distribution parabolique avec décroissement du contre au bord. An contraire, la courbure prise par la surface comprimée est beaucoup plus faible dans le deuxième mode de distribution parabolique, où il y a annulation de la pression au centre , et aussi dans d'autres modes formés , comme celui-là , par une combi- . naison des deux précédents.
Ces derniers modes, où la surface comprimée s'éloigne moins de sa forme primitive que lors d'une distribution uniforme, portent l'esprit à chercher comment il faut répartir la pression , à l'intérieur d'un contoar donné, pour que toute la surface limitée par ce contour reste plane et horizontale. Il est clair que le potentiel doit alors recevoir une valeur constante en tous les points de la couche par rapport à laquelle on le prend, comme lorsqu'il s'agit d'une charge d'électricité en équilibre sur une plaque métallique; en sorte que le mode de distribution cherché est le même pour les pressions que pour une charge électrique à la surface d'un plateau conducteur ayant la forme de la région d'apphcation. Dans le cas bien connu où le contour est elliptique , il faut concevoir décrit sur
l'ellipse donnée, comme base, un demi- ellipsoïde à axe vertical, puis supposer la charge totale répartie, à la surface convexe de céderai-ellipsoïde, proportionnellement, en chaque point , à la distance de ce point à un ellipsoïde concentrique et semblable infiniment voisin, et transporter enfin chaque partie de la charge sur l'élément de l'ellipse donnée où elle se projette alors verticalement. La propriété , dont jouit ce mode de distribution , de laisser à la surface elliptique comprimée sa forme plane et horizontale se déduit sans calcul de celle que présente une couche homogène, limitée par deux ellipsoïdes concentriques et semblables , de n'exercer aucune attraction sur un point intérieur. Des parallèles équidistantes , d'une direction quelconque , découpent l'ellipse d'application en bandes supportant toutes d'égales charges, etc.
Enfin, la transformation classique par rayons vecteurs réciproques permet de déduire , de chacun des modes considérés d'application des pressions extérieures, une infinité d'autres modes, pour lesquels la forme de la surface se trouve connue sans intégrations nouvelles. En particulier, le mode de distribution qui laisse à une région d'application circulaire sa forme plane et horizontale conduit à un autre, également symétrique autour d'un centre, où la région d'application est une bande annulaire, sans limite extérieure déterminée, dont tous les points s'abaissent comme ils le feraient si la charge entière était réduite à sa résultante statique , c'est-à-dire transportée an centre.
Il n'existe aucun mode de répartition des pressions , sur une partie limitée do la surface indéfinie du corps , pour lequel il y ait proportionnalité entre la charge que supportent les divers éléments de la surface et l'abaissement qu'ils éprouvent. Mais cette proportionnalité se produit dans des cas où toute la surface est divisée en compartiments similaires que sollicitent pareillement des pressions et des tractions se neutralisant en moyenne. Les eifets des
forces décroissent alors, à mesure qu'on s'enfonce à l'intérieur du corps , bien plus vite qu'ils ne feraient s'ils variaient, comme dans les cas précédents, en raison inverse d'une puissance déterminée de la distance ; car il y entre en faoteiar une exponentielle qui s'évanouit (asymptotiquement) dès que l'éloignement à la surface devientun peu grand par rapport aux dimensions des compartiments.
5 — Répartition, à la surface de contact, de la pression totale , quand c'est un corps dur qui Veœerce.
Le problème de l'équilibre ne cesse pas d'être complètement déterminé quand , au lieu de se donner la pression extérieure en chaque endroit de la région d'application , on s'y donne, au contraire, l'abaissement m , on encore lorsqu'on connaît, avec la charge totale*, la forme que doit prendre la surface comprimée, et qu'on cbercbe, d'une part, l'abaissement d'ensemble éprouvé par celle-ci, ainsi que son orientation ou les rotations qu'elle subit, et, d'autre part, la manière dont s'y répartit la pression. Seulement, ces problèmes inverses , dont le second se ramène toujours à plusieurs de l'espèce du premier, sont beaucoup plus difficilement attaquables que le problème direct, où l'on suppose donnée la cbarge partielle de chaque élément de la région d'application ('}. Heureusement, ils se trouvent résolus en même temps que ce problème direct, pour les cas où la surface comprimée aurait précisément l'une des formes qu'on y a obtenues et éprouverait l'abaissement d'ensemble correspondant ou supporterait la même pression totale. C'est ainsi que, par exemple, conformément à la loi énoncée plus haut pour des régions d'application elliptiques, une surface comprimée circulaire ne pourra rester plane
(*) Leur solution, soua une formo assez simple, est maintenant oblenuo (ians Je cas de symétrie tout autour d'un point, grâce à une formule de M. Eug. Beltracni sur les potentiels (n» 38 6w, p. 167).
et homontale qu'autant que sa charge, vue, d'une hauteur iniinie, en perspective sur la surface d'une demi-sphère ayant pour base le cercle donné, sera distribuée uniformément entre toute l'étendue de cette calotte hémisphérique. Or, la seconde des* questions inverses, celle où l'on suppose comiues la pression totale et la forme que doit prendre la surface comprimée, revient évidemment à chercher comment se répartit, sur un sol élastique horizontal et poli , le poids d'un solide beaucoup moins ûexible qu'on y dépose, et de combien s'y enfonce un tel solide. En effet, la forme de la surface de contact ne difTère pas alors sensiblement de ce qu'elle était dans le solide non déformé , c'est-à-dire de la hase d'appui du corps; elle fait partie des données de la question. Et les limites de la môme surface, quand elles sont inconnues, s'obtiennent en exprimant que la pression s'y annule ou que le sol élastique n'y présente aucune discontinuité de son pian tangent, conditions équivalentes et nécessaires, comme on verra (p. 208). Les cas où la base d'appui du corps est plate et à contour convexe taillé en arrête vive ne peuvent pas, il est vrai, être traités en toute rigueur dans l'hypothèse simplificatrice d'une courbure infinie aux arêtes ; car il en résulterait, pour la pression exercée tout le long du contour, des valeurs infinies elles-mêmes par unité d'aire, bien qu'insignifiantes en grandeur absolue. Mais cette hypothèse n'en conduit pas moins aux véritables lois naturelles, et les seules accessibles, du phénomène, pour toutes les régions du sol élastique autres qu'une zone étroite contiguë au contour, sur laquelle régneront certaines pertitrhaùkms locales comme il s'en renconire dans bien d'au- , très questions de physique mathématique. Donc, on aura résolu, pour les cas les plus simples, le problème célèbre de d'Alembert et Euler, relatif à la question de savoir comment le poids d'un corps, posé sur un plan horizontal, se distribue entre les divers éléments de la surface de contact.
S'il s'agit de corps dont la base, limitée par un certain contour, est plane et reste horizontale , le mode de répartition cherché sera le même, comme il a été dit, que pour une charge électrique en équiiibresurune plaque terminée à ce contour. Je viens d'énoncer la' loi très simple qui convient en particulier pour un disque circulaire. On reconnaît, d'ailleurs, qu'un tel disque s'enfonce, à la surface du sol élastique , d'une quantité assez peu différente (~ en moins environ) de l'abaissement moyen qu'éprouverait la surface circulaire comprimée si la charge s'y distribuait uniformément (').
6. — Application des potentiels à des cas où le solide est sollicité dans sa masse par des forces extérieures.
Ce n'est pas seulement pour des solides dont la surface supporte localement des pressions ou tractions diverses, que les potentiels s'appliquent avec avantage au problème de leur équilibre d'élasticité : ces fonctions donnentencore des intégrales, et aussi simples que possible, dans une autre question d'équilibre qu'on se propose de traiter également ici, savoir, celle où l'on s'occupe de corps dont la masse même, l'intérieur, est soumis, assez loin de sa surface, à l'action de forces quelconques données. Seulement les potentiels à considérer sont alors relatifs, non plus à de simples couches , infiniment minces, comme quand il s'agissait de pressions extérieures s'exerçant sur les surfaces occupées par ces couches, mais bien à des matières fictives à trois dimensions, remplissant, de même, l'espace où s'exercent les forces proposées. Il devient donc nécessaire d'étudier les potentiels et leurs dérivées pour l'intérieur des masses qui les donnent.
On sait combien sont artificielles et délicates les mé-
(*) La solution n'est pas moins simple dans le cas d'un corps k surface convexe qnelconque (voir n" 51 bis, p. 339).
thodes imaginées dans ce but par les géomètres, celles' pnr exemple, dont on se sert dans les traités de mécanique pour démontrer la formule de Poisson. J'espère avoir découvert le procédé réellement naturel qui convient à l'étude des intégrales multiples dont il s'agit, c'est-à-dire analogues aux potentiels direct et inverse ou à leurs dérivées partielles successives. Il consiste à décrire une sphère, d'un très petit rayon constant R, autour du point {w, y, z) qui a pour coordonnées les paramètres dont dépend l'intégrale, et où la fonction sous le signe/devient infinie : l'intégrale, supposée réduite aux éléments qui correspondent à la matière située en dehors de la sphère, reste une fonction extrêmement peu différente de ce qu'elle doit être réellement, c'est-à-dire de ce qu'elle devient pour R=o; et elle a les mêmes allures que cette fonction limite, qui d'ailleurs n'existe ou n'est définie que par elle. C'est donc sur l'intégrale ainsi entendue, ou dont on exclut tous les éléments correspondant à l'intérieur de la petite sphère, que doit se faire l'étude de l'intégrale limite elle-même.- Or, quand on la différonlie, " le point [x, y, z] se déplace infiniment peu, emportant avec lui la sphère, de rayon R, dont il est le centre. A côté des éléments communs à l'intégrale dans ses deux états successifs, et qui se différentient sous le signe /par le procédé ordinaire , il y a donc des éléments, les uns gagnés, les autres perdus, et qui correspondent aux espaces délaissés ou envahis par la sphère. De là des termes aux limites, relatifs à la surface de cette petite sphèfe, et dont la somme n'est pas toujours négligeable, c'est-à-dire de l'ordre d'une puissance positive du rayon R ou d'une autre fonction s'annulant avec R. Ce sont précisément ces termesqui rendent le paramètre A^ du
potentiel ordinaire ou inverse \ égal au produit de
— 4^1 par la densité p ; et ils donnent pareillement, au paramètre ia du paramètre i^ du potentiel direct/ri/M, la valeur — Sirp, au heu de la valeur zéro que Lamé trouve,
par la ditïérentiation sous le signe /, à la vi^ de ses Leçons sur la théorie de l'élasUeUé (").
Une méthode pareille s'applique à l'étude du potentiel logarithmique à trois variableis. Seulement la fonction aous le signe / est alors infinie en une infinité de points alignés sur une parallèle à l'un des axes coordonnés : ce qui conduit à remplacer la petite sphère par un cylindre mobile de très petit rayon , décrit autour de cette parallèle comme axe.
Les propriétés générales des potentiels une fois reconnues, il est aisé de voir ce que deviennent, pour les points situés à l'intérieur des masses fictives, les trois types d'intégrales obtenus dans la première partie du mémoire : ils y satisfont encore aux équations indéfinies de l'équilibre, mais seulement pour des cas oîi certaines actions extérieures s'y trouveraient appliquées à l'unité de volume du corps élastique. Le premier type est particulièrement intéressant, en ce que, d'une part, l'action extérieure y a, en chaque en-
(■) Ce procédé présente un autre avantage , quand on applique le potentiel inverse à la théorie de la pesanteur, c'eat-à-dire des forces régies par la loi newtonienne. Gomme rien n'empêche de supposer le rayon , R , de la sphère décrite autour du point {«>, y, a), à la fois très petit par rapport aus dimensions des corps , ou par rapport aux distances auxquelles s'esercent en quantité sensible les actions dont on parle , et cependant très grand en comparaison de la distance de deux molécules contiguès, l'intégrale ne sera pas modifiée d'une manière appréciable , non plus que ses dérivées , si on pulvérise fictivement la matière, en répandant d'une manière uniforme la masse de chaque molécule dans tout l'espace qui la sépare de ses voisines. En effet , la distance , pour le moins aussi grande que R , de chaque fragment au point {x, y, x) n'aura varié que dans un rapport négligeable. La théorie classique du potentiel, qui suppose chaque corps formé départies exactement contiguës ou remplissant tout son volume apparent , subsistera donc dans l'hypothèse , admise par toul le monde , de la discontinuité de la matière. On peut voir à ce sujet un petit mémoire que j'ai publié au tome VI (1880, p. 89 à 98) du Journal de Mathématiques pures et appliquées, par MM. Liouvllle et Resal.
Ainsi que je le dis à la fin de ce mémoire, la considération d'une petite sphère mobile,- décrite autour du centre (a;, y, s) et entourant une matière dont on convient de faire abstraction dans le calcul du potentiel , n'a rien de commun avec celle de la petite sphère , fixe et pleine , qui a permis jusqu'ici aux auteurs de mécanique do démontrer, assez simplement , pour les points (a;, y, «) situés à son intérieur , le théorème de Poisson , par la facilité que présente le calcul direct du potentiel relatif k toute sa matière, supposée homogène et continue.
droitj sa valeur simplement proportionnelle à la densité de la matière fictive, et que, d'autre part, les expressions des déplacements ti, v, w s'y annulent en tous les points d'une sphère infinie décrite autour de l'origine comme centre.
Aussi ce premier type, d'où le potentiel logarithmique s'élimine de lui-même pour n'y laisser paraître que les dérivées secondes d'un potentiel direct, donne-t-il, sons une forme naturelle et comportant un sens géométrique des plus expressifs,, les valeurs des déplacements qu'éprouve un solide indéfini sous l'action de forces extérieures appliquées à certaines parties de sa masse. MM. William Thomson et Tait avaient déjà, aux n"' 730 et 731 deleurheau Traité- de philosophie naturelle, trouvé des expressions équivalentes, mais plus complexes, auxquelles les ont conduits des méthodes d'intégration beaucoup moins simples.
On peut aussi, daus ce problème, arriver très vite aux expressions définitives des déplacements îi, w, w par l'introduction de potentiels directs/r(?m, en s'appuyant sur l'analogie de l'équation ig Aj/rf^m ^ — 8icp, vérifiée par ces potentiels, avec les formules qui donnent les A^ des i-j de M, V, ou w, et qui se déduisent aisément, comme on sait, des équations indéfinies ordinaires de l'équilibre. Lamé avait comme pressenti cet emploi des potentiels directs, au n° 26 (p. 71) de ses Leçons sur la théorie de l'élasticité : on voit seulement que ce n'est pas pour un corps intérieurement libre do toute action extérieure qu'il réussit le mieux, comme l'insinuerait la comparaison que fait Lamé de relations telles que Aa h.^fnlm = o et A^ A^ («(, y, it) = o , mais bien, au contraire, pour un corps que sollicitent des forces quelconques appliquées à son intérieur.
7. — Déformations ei pressions dans un corps indéfini, sollicité intérieurement par une force unique ou par deux forces 'égaies et contraires. — Des perturbations locales dans la e des solides.
Le potentiel dont les dérivées secondes entrent dans les expressions des déplacements u, v, w se réduit à un seul de ses éléments , quand le corps, supposé indéfini en tous sens, est sollicité à son intérieur par une force unique. Alors, le long d'un même rayon r émané du point d'application delà force, les déplacements sont parallèles entr'eux et inversement proportionnels à la distance r. Si l'on décompose, par la pensée, la matière du corps en couciies sphériques minces ayant pour centre le point d'application considéré, chaque couche reste sphériqueet conserve son rayon, tout en se déplaçant dans le sens de la force ; seulement, son centre de gravité avance moins que son centre de figure, parce que la matière glisse à sa surface et s'accumule un peu à l'arrière-; etc. Des lois également très simples régissent les déformations produites et les pressions intérieures qui en résultent. Par exemple, chaque couche sphérique exerce sur celle qui l'entoure des actions, inverses du carré du rayon r, se composant par unité d'aire, en chaque point, d'une pression ohlique constante , de même sens que la force extérieure appliquée au centre , et d'une pression normale, proportionnelle au cosinus de l'angle qu'elle fait avec cette force.
En superposaAt les effets de deux forces égales et de sens contraires, appliquées au corps indéiiai, on peut se rendre compte, soit des erreurs que toléré la statique classique , dans l'étude d'un tel corps, lorsqu'elle permet d'y déplacer une force le long de sa direction, soit des effets d'un couple sur le solide. Ces derniers effets, de même que ceux de deux forces égales et opposées, sont purement locaux, c'est-à-dire insensibles à quelque distance
de îa région d'application; car ii n'y ^ pas de rotation d'ensemble, vu qu'on suppose le corps fixé à l'infini et qu'on cherche seulement ses déformations intérieures. D'ailleurs, même dans le cas où il serait libre, l'inertie de ses parties éloignées suffirait pour les immobiliser sensiblement, jusqu'à ce que la. région d'application, avec ce qui l'entoure, eût reçu ses déplacements d'équilibre.
On se trouve donc n'évaluer, delà sorte, que des perturbations locales, comme* il s'en produit près des extrémités des tiges ou du contour des plaques, c'est-à-dire lii où s'exercent d'ordinaire, dans ces corps d'une étude plus facile et plus répandue que les autres, de grandes actions extérieures, dont on donne la résultante et le moment sans s'occuper de leur mode de distribution ou d'application, ni, par suite, des effets locaux qu'il entraine.
Seulement, ces perturbations, à l'intérieur de solides ayant leurs troisdimensions comparables entr'elle3,parais-7 sent se propager beaucoup plus loin que celles qui, chez les tiges et les plaques, naissent sous l'action de forces en équilibre, appliquées à une extrémité ou dans une petite région quelconque. Et on le conçoit; car, dans les corps massifs, les diverses parties sont beaucoup moins libres 'de leurs mouvements, beaucoup .plus solidaires les unes des autres : des forces qui se neutralisent, ou qui ont pour effets non un mouvement d'ensemble, mais de simples tiraillements en sens opposés, y ébranlent donc beaucoup plus de molécules et, par contre, beaucoup moins les molécules mêmes contiguë^ aux points d'application, que dans les corps allongés ou aplatis. Effectivement, MM. Thomson et Tait ont pu calculer, d'une manière approchée, les perturbations que causent dans les plaques les couples de torsion, perturbations représentées par certaines intégrales du troisième type dont il est parlé plus haut, généralisé, et ils ont reconnu que ces perturbations décroissent très rapidement, à partir du bord de la plaque, proportionnellement à une exponentielle, de manière à s'évanouir, au point
de vue de l'observation, à une distance du bord qui vaut le double seulement de l'épaisseur de la plaque. Au contraire, dans un solide indétini, comme à la surface d'un sol horizontal, les effets de forces appliquées à l'intérieur d'une certaine région et qui se neutralisent ne décroissent, à mesure qu'on s'éloigne de la région considérée , qu'en raison inverse du cube de îa distance.
S. — Réflexions sur une di/férence que présentent, en physique mathématique, les véritables solutions simples,' ou les éléments naturels des solutions générales, suivant qu'il s'agit de systèmes matériels indéfinis ou de corps limités.
Enrésiimé, parmi les problèmes sur l'équilibre d'élasticité qu'on peut traiter par les potentiels, deux surtout m'ont paru trouver dans ces fonctions leur solution naturelle, la représentation propre et eu quelque sorte immédiate des faits f). Ces deux qnestiûns,concernant des phénomènes dont l'allure concorde si bien avec les modes même de variation des potentiels ou de leurs dérivées, sont, d'une part , le problème de l'équilibre d'un solide limité, par un simple plan et soumis, en divers points de ce plan, à des pressions arbitraires, d'autre part, le problème de l'équilibre d'un corps, indéfini dans toutes les directions, sur lequel s'exercent, en certaines régions limitées, des forces extérieures quelconques. Or. dans les deux cas, l'intégrale générale se compose d'une infinité de termes, dont chacun pris à part là constituerait si la matière fictive par rapport à laqueUe on prend le potentiel se réduisait à un seul de ses éléments, ou, ce qui se trouve revenir au même, si on n'appliquait, soit à la surface, soit au volume du corps, qu'une seule des forces élémentaires données. Les v^Uahïes solutions simples, c'est-à-dire celles en lesquelles se décompose d'ellemêmela solution générale, expriment donc les effets qui se
(") Il faut y joindre celai dun°43 6!S(p. 197), où les déplsetnionts à la surface sont donnés au lieu des pressions.
produiraient si les actions dé formatrices, cause des phénomènes étudiés, ne s'exerçaient qu'en un seul des éléments de leur région d'application, tous les autresrestant libres (').
Une loi analogue apparaît dans le problème, rappelé au n" 2 (p. 20), de l'écoulement d'un liquide, sous de grandes charges, par un orifice percé à travers une paroi plane indéfinie. L'appel du fluide intérieur vers le dehors se compose, en quelque sorte, des appels partiels qu'exercent sur lui les diver^ses parties 'de l'ouverture faite à la paroi ; car on a vu- que tout se passe comme si le liquide débité dans l'unité de temps par chaque élément de l'orifice imprimait aux molécules intérieures des vitesses proportionnelles à son volume et en raison inverse da carré de la distance, la vitesse effective s'obtenant ensuite par la composition géométrique de toutes ces vitesses partielles ,
Il en est de même dans la question de la corde vibrante de longueur indéfinie, type classique de tous les phénomènes ondulatoires. L'ébranlement initial, cause du fait étudié, est réductible, pour chaque partie de la corde, à' deux ébranlements distincts, émis, l'un, dans un sens, l'autre, dans le sens contraire. Or, chacun de ces ébranlements se propage comme si l'autre n'existait pas 'et comme si toutes les parties de la corde, excepté la portion infiniment petite que l'on considère, s'étaient trouvées initialement sans vitesse dans leurs situations de repos. Donc, là encore, l'intégrale générale, quoique de forme finie pour l'analyste, se décompose naturellement, pour le physicien, en une infinité de solutions simples , exprimant , chacune , ce que serait le phénomène si sa cause ne s'était exercée que sur un seul élément de la région donnée d'application.
Il serait aisé de mettre en évidence le même caractère dans- la solution générale, due à Laplace, de l'équation
(") On pourrait en dire autant si la ci^tise des phénomènes était {n° iSbis, p. 197' des déplacements à la suiface ilonnés, corrélatifs de pressions dont la plupart, s'ftxerçant en des points maintenus tixea, ne seraient pas réputées déformatriees, mais purement résistantes.
indéfinie des températures (") , solution qui exprime par une intégrale définie la dissémination, le long d'une barre infiniment longue ou an sein d'un milieu athermane à plusieurs dimensions, d'une quantité de chaleur que contenaient initialement certaines régions de la barre ou du milieu. En effet, chaque élément de l'intégrale définie considérée représente, pour tout point du corps, la part de sa température qui est due à la chaleur initialement concentrée dans une partie infiniment petite de ces régions. Et il en serait de môme de l'intégrale de Fourier, assez connue, qui exprime la propagation d'ébranlements transversaux le long d'une barre droite sans fm (") .
Dans ces problèmes et leurs analogues ('"), il convient de choisir comme variables d'intégration , sous les signes/ de l'intégrale définie obtenue pour exprimer le résultat, les variables mêmes dont dépend immédiatement la fonction arbitraire introduite sous ces signes/ef caractéristique de l'état initial on des circonstances qui définissent, pour ainsi dire, l'individualité du phénomène. Les variables dont il s'agit représentent directement les coordonnées de la région ou naissent les faits étudiés, en sorte que l'élément de l'intégrale définie exprimera les effets issus de chaque partie infiniment petite de cette région et produits par les causes élémentaires qui s'y trouvent ou s'y trouvaient initialement en jeu.
Il est donc permis, ce semble , d'ériger en principe général que, lorsqu'il s'agit de corps ou milieux indéfinis dans les sens suivant lesquels se déroulent les phénomènes, les véritables solutions simples des problèmes de physique
(*) Voir, à la fin du mémoire , le n." 14 de la deuxième note complémenlaire. Les éléments de la solution générale dont il s'agit sont donnent par la formule (67) d9 cette mti.
{*") Voir le ii» 20 de la même note.
(***) La même deuxième note complémentaire en offrira un eertain nombre : lys BoluCions simples naturelles y sont exprimées par les formules (32), (60), (67), {^}, (99), (ItO), (ili), (197), (201), (224), (229), (240), (242), etc.
matlkématique , c'est-à-dire celles qui figurent naturellement et utilement dans îa composition des résultats cherchés, sont des termes infiniment petits, exprimant, chacun, la partie des faits observés qui prend naissance dans un élément particulier de la région où ils se produisent. Ces faits élémentaires se superposent sans s'influencer mutuellement, à cause de la forme linéaire des équations. Et ils conservent indéfiniment leur simplicité , leur caractère distinctif de faits issus d'un même point et se propageant toujours de môme dans des espaces de plus en plus grands mais uniformes ou semblables ; car on suppose le système matériel homogène, et dépourvu de toute limite qui, inégalement distante des diverses parties, établirait entr'elles des différences relatives ou modifierait à son approche les phénomènes.
On sait qu'il en est tout autrement pour les corps limités. Alors les solutions simples représentent des cas où les causes en jeu interviennent à la fois dans toute l'étendue de leur région possible d'application , mais où leurs effets ont, aux divers points, des rapports d'intensité, dépendant delà forme du corps, tellement calculés, qu'ils se propagent, à partir de celte région, ou se transforment, à partir de l'instant initial, sans que ces rapports changent et, d'ordinaire, proportionnellement à des exponentielles, sinus ou cosinus de fonctions linéaires de la distance ou du temps. Ces solutions simples, en nombre infini, supposées rangées suivant l'ordre même de leur degré décroissant de simplicité, diffèrent, Jesunes des autres, en ce qu'elles présentent dans toute l'étendue de la région d'application un nombre de plus en plus grand de changements de signe à mesure qu'on passe de l'une d'elles à la suivante, c'est-à-dire en ce qu'elles expriment des faits élémentaires de moins en moins concordants pour tout l'intérieur de chaque partie de la région d'application ou, par suite, de moins en moins influents et de moins en moins marqués aux yeux de l'observateur. En conséquence, l'intégrale générale est une
série de termes fmis, dont chacun, proportionnel à une des solutions simples, se trouve affecté d'un coefficient qui exprime pour quelle part cette solution simple intervient dans le mode proposé de répartition des causes enjeu ou dans l'état initial donné. Kt la série ainsi obtenue est d'ordinaire très convergente ; car les fermes éloignés changent trop souvent de signe pour concourir, d'une manière notable , à l'expression d'un mode de répartition ou d'un état initial quelque peu graduels ets'ôtendant à la totalité de la région d'application (comme on l'admet, quoique souvent d'une manière implicite, dans les problèmes de cette nature, quand on veut que les" formules trouvées ne soient pas illusoires au moins dans la période de début des phénomènes).
Mais concevons qu'un système matériel limité grandisse de plus en plus, et qu'en même temps la région où naissent les faits reste finie, de manière à n'occuper qu'une partie de plus en plus faible de son étendue totale possible. On aura ainsi un mode de distribution des causes en jeu, on un état initial, qui s'éloignera de plus en plus de ceux que représentent les solutions simples propres aux corps, bornés ; en sorte que, dans la décomposition à effectuer de ce mode ou de cet état initial en une série de modes ou d'états initiaux correspondant aux solutions simples, les termes de la série qui deviendront influents seront de plus en plus nombreux et d'un ordre de plus en plus élevé. A. la limite, c'est-à-dire au moment où les bornes du système s'évanouiront en disparaissant à l'infini, et où la région dans laquelle naissent les phénomènes étudiés ne sera plus qu'un point dans l'étendue qu'elle pourrait occuper, le mode de répartition ou d'état initial différera infiniment de celui qui est propre à toute sohition simple, et même de ceux qui correspondent à toute somme d'un nombre très grand, mais fini, de solutions simples. Donc, la série exprimant l'intégrale cherchée n'aura que des termes infiniment petits et ne sera plus qu'infiniment peu couver-
génie, sans compter qu'elle pourra même ne le devenir qu'après une infinité de termes. C'est ce qui arrive quand on passe, par exemple, des séries trigonom étriqués ordinaires à la série de Fourier, vers laquelle tend la plus générale d'entr'elles quand la période grandit indéfiniment. On n'a donc plus, à cette limite, qu'une formule illusoire . du moins au point de vue des calculs effectifs; et il le faut bien, puisqu'on veut, par une sorte de fiction, imposer des formes à un espace qnin'en a plus et saisir, relativement à ses limites qui se sont évanouies j des différences déposition,, entre ses parties, devenues au contraire similaires en tout. L'application de la formule de Fourier aux problèmes de physique mathématique concernant les corps indéfinis ne donne donc lès résultats que sous une forme de iransiiion , pour ainsi dire , forme parfois indécise , en ce qu'il y subsiste des traces de circonstances disparues, et impropre par eile-mème aux calculs numériques, mais apte d'ordinaire à se transformer utilement quand on peut_. en effectuant dans ces résultats la moitié des intégrations, savoir, celles qui s'y trouvent indiquées par rapport à des variables auxiliaires allant de zéro à l'infini, sommer, sous leurs autres signes/, les séries devenues infiniment peu convergentes et converties en intégrales. Grâce à ces sommations^ une infinité de solutions simples se groupent en une seule, et il ne reste plus à intégrer que par rapport aux variables représentant les coordonnées de la région d'application , ou dont les différentielles multipliées ensemble expriment, en coordonnées rectilignes rectangles, l'élément même do cette région. Le terme unique obtenu sous les signes/encore subsistants n'est donc autre que la- véritable et naturelle solution simple propre au milieu indéfini , celle dont il vient d'être parlé, et que des potentiels, relatifs à chaque élément d'une matière fictive répandue dans la région d'application, expriment si simplement pour les questions étudiées dans ce mémoire ainsi que pour le problème de l'écoulement d'un liquide par un orifice.
8 bis. — Coup d' œil sur le sujet des noies complémentaires. — Définition naturelle des paramètres différentiels d'une fonction de point, et, en particulier, de celui du second ordre à^.
Termiaons notre résumé par quelques mots au sujet des deux notes jointes à ce mémoire.
La première a pour but : 1", de faire connaître un potentiel à quatre variables a;, p^ z, r, le potentiel spMrique , qui contient en germe les potentiels ordinaires ou à trois variables es, y, z, et dont le paramètre différentiel \ égaie la dérivée seconde par rapport à la quatrième variable r, propriété d'où découlent celles qui concernent les paramètres analogues des potentiels ordinaires ; 2" de montrer, BUT des exemples relatifs aus petits mouvements intérieurs de fluides et de solides indéfinis en tous sens, que ce po.tentiel sphérique comporte des applications , à la dynamique des corps élastiques , non moins importantes que celles des autres potentiels à leur statique et à Técouienient des liquides par des orifices.
Inutilité ou la fécondité de représentation des difTércntes sortes de potentiels, dans tous ces cas, paraît tenir à ce que les équations des problèmes dont il s'agit ne contiennent que des dérivées d'un même ordre pair. Or d'autres questions, non moins importantes, celles, par exemple, qui concernent les mouvements transve rsaus des barres droites et des plaques planes, les ondes liquides courtes propagées à la surface d'une eau assez profonde, etc. , s'expriment, au contraire, par des équations dons lesquelles les dérivées relatives à certaines variables sont d'un ordre deux fois plus élevé que celles qui s'y trouvent prises par rapport à d'autres. La seconde note complémen taire a justement pour but d'intégrer d'une manière très simple cette deuxième catégorie d'équations aux dérivées partielles, du moins dans l'hypothèse, faite constamment ici , de corps illimités
suivant les sens où s'y déroulent les phénomènes. Un y parvient au moyeu d'intégrales définies ayant cela de commun avec le potentiel le plus général, que leur élément contient le produit de deux fonctions arbitraires dont l'une, encore, reste telle après qu'on a satisfait aux équations indéfi.nies, mais en différant 1" par la manière dont s'y trouvent engagées les variables autres que celles d'intégration, 2° en ce que ce sont des intégrales simples, t-auf le cas où elles se combinent avec des potentiels (comme au n" 30 de la note II), tandis que ceux-ci sont des intégrales multiples. Kt leurs paramètres A3 ne se calculent pas moins aisément, car on les obtient en remplaçant simplement chacune des deux fonctions arbitraires par sa dérivée , prise avec un signe convenable.
Les intégrations ainsi effectuées conduisent, soit dans la première note, soit dans la seconde, à des lois physiques simples, dont plusieurs ont une certaine importance au point de vue des applications, et qui, toutes , présentent un réel intérêt en philosophie naturelle. Afin de nepastrop étendre cette introduction déjà assez longue , je renverrai, pour leur énoncé . au corps même du travail. Mon but serait atteint, si tous ces résultats, joints à ceux du mémoire proprement dit, donnaient an lecteur une juste idée des ressources que peut offrir au mécanicien ou au physicien géomètres l'immense et magnifique classe de fonctions qu'on appelle les intégrales définies, surtout quand il s'agit de représenter des phénomènes dont l'état initial comprend dans son expression une infinité de constantes arbitraires et dont, pour ce motif, les fonctions plus simples de l'analyse, avec leur définition trop étroite et leur continuité trop compréhensive, sont impuissantes à saisir les nuances ou à reproduire , en quelque sorte , i'allure plus libre.
Concluons par celte remarque , que les fonctions de trois coordonnées rectangulaires x, y, z. ou d'un nombre
moiadre. qui rendent le plus de services en physique mathématique, sont celles dont le paramètre différentiel Aj s'exprime de la manière la plus simple an moyen de certains de leurs élérnenls , ou de certaines de leurs dérivées relatives à des variables autres que x, y, z. Mais pourquoi les paramètres différentiels i^ se présentent-ils sans cesse dans les applications^3ë~T analyse aux pÏÏénomenes_phvsjques-? C'est ce que fait comprendre, je crois , surtout sous la forme géométrique qui en sera donnée tout-à-l'heure , une définition très naturelle de ces paramètres , dont les géomètres ne s'étaient peut-être pas avisés encore , malgré sa simplicité. Elle consiste à dire que le paramètre différeniifil A3 d'une fonction est , au facteur numériçice p7'ès -\ , la ■ ~ secondes de la fonction, pns {iC ,y, z), suivant toutes les directioTU possibles, c^Gst-à~dire dans le sens de toutes les droites gui s'y croisent.
En effet , soient «, ô, c les trois cosinus directeurs de l'une de ces droites et a = f{x, y, z) une fonction quelconque âe point {ou fonction ayant une valeur en chaque point de l'espace}. Le long d'un chemin infiniment petit ds, compté sur cette droite à partir de {cc,y , z), les coordonnées croissent de ses trois projections dx = ads , dy = bds, dz = cds; de sorte que l'accroissement correspondant tfp de la fonction est
dx ay dz \ dx dy dz j
La dérivée première de p suivant la direction considérée vaudra donc, comme on le sait d'ailleurs,
et cette relation, étant applicable à toutes les fonctions de
point, équivaut à la règle générale de différenliation qu'exprime la formule symbolique
ds dm dy fh
Par suite , la dérivée seconde de p suivant la même direction sera
ds^ \ dœ dy d% j \ dx dy dz j
ou, en développant et ordonnant.
ds^ daP' dy^
dy dt dz dw dx dy
qu'aura la dérivée seconde — |-. Gomme les cosinus diree-
Supposons maintenant que la droite cls tourne autour du point [x, y, z), de manière à prendre successivement toutes les orientations, et cherchons ia moyenne des valeurs
ds'^
leurs a, h , c, et même leurs produits deux à deux be, ca, ab, seront aussi souvent et autant négatifs que positifs , les trois derniers termes disparaîtront du résultat. Quant aux trois précédents, les carrés a^ ,V , â ^ recevront leur valeur moyenne, évidemment égale pour tous les trois, et qui est \ , à cause de la relation (î' + b^ ^- c* = 1 . Il viendra donc
Ainsi, le paramètre différentiel A2 d'ane fonction est bien, au facteur numérique près |, ce qu'on pourrait
appeler sa dérivée seconde moyenne dans l'espace au point considéré : il constitue, pour les figures à trois dimensions, telles que, par exemple, une masse, hétérogène ayant la densité ?, ou pour les affections d'un espace triplement étendu, l'égitivalent de ce qu'est, dans les^ surfaces^^^, com%mx moyenne . avec laquelle il se confond d'ailleurs , sâïïTéïïcore un facteur numérique , quand il s'agît d'une fonction p indépendante de !a coordonnées, et des surfaces exprimées soit parl'équation ,2 = £p , où s désigne une constante infiniment petite , soit par l'équation ^ = p , mais en se bornant alors aux points où le plan tangent est paraîlèle au plan des xy. H est bon d'observer, à l'occasion de cette analogie , que le théorème d'EuIer, sur la somme des courbures de deux f^ections normales rectangulaires d'une surface , n'est qu'un cas pariiculier du principe évident de l'invariabilité du trinôme A^p quand le système des axes coordonnés tourne arbitrairement. L'expression
à laquelle Lamé a donné le nom Ae paramètre différentiel dup'emim' ordre de la fonction p, comporte une définition analogue; car son carré, divisé par 3, n'est autre chose que la valeur moyenne du carré de la dérivée première
do
— au pomt considéré, c'est-à-dire de.la somme
{ ^ ^a^ ^ ^i-^ JpI ^c'i ÉÊ.
\ ds^ dx" n'y* ' rfî*
^ 2 le -^ ^ + 2ca -^ ^ + 2 al ^ ^ .
\ dy dt dz dx dœ dy
Comme cette valeur moyenne est évidemment la même quel que soit le système des axes rectangulaires choisis, il suffit de prendre un des axes parallèle à une normale
infiniment petite dn, menée, en partant du point [x ,y , z). à la surface p [x, y, z) = const. qui y passe , et du côté vers
lequel p grandit, pour que les trois dérivées -j—^ — ^ deviennent, l'une, -p-, les deux autres, zéro, et qu'on ait, par
suite, vu que le rapport -^^ est d'ailleurs positif, aip= -~:
relation exprimant, comme on sait, la définition géométrique ordinaire du paramètre diOFérentiel ^i. Et si, lorsqu'il s'agit d'une fonction p de deux coordonnées x el y seulement, le paramètre Aap trouve une application immédiate dans la théorie des surfaces représentées par l'équation 2 = P (.-ï, f/} , du moins aux. endroits où le plan tangent est parallèîe à celui des xi/, puisqu'il y exprime la courbure moyenne et que son indépendance d'avec les axes rectangulaires des X et des y choisis y a pour traduction géométrique le théorèm.e d'Kuler, le paramètre différentiel ij p joixe , de son côté , dans le même cas d'une fonction ? de a; et de y représentant l'ordonnée z d'une surface , un rôle peut-être plus naturel encore: car, le plan des xp étant supposé, par
exemple, horizontal, le rapport, -~ =Aip, de la diférence
de niveau dp de deux coupes horizontales voisines de la surface à la distance dn de leurs projections sur le plan des as-//, ég3\e]ii pefiûe dû la surface en (a;, y, z), pente qui, d'après l'expression même de ij p, a pour carré la somme des carrés
des pentes, -i- 1 -j--, des deux coupes faites dans la surface ,
aux mêmes points, par les deux plans verticaux des zx et des zy. On adonc, au lieu du théorème d'Eulersur l'imariabilité de la somme des courbures de deiix sections normales rectangulaires, celui de l'invariabilité de la somme des carrés des pentes des deux sections faites dans la surface, au point considéré, par deux plans verticaux rectangulaires quelconques.
Mais revenons au paramètre A^. La définition que nous en avons donnée admet uno forme encore plus géométriffue, expliquant le rôle immense de ce paramètre dans l'étude des phénomènes naturels. Imaginons qu'on décrive, autour du point (x ,y ,z) comme centre, une sphère d'un rayon infiniment petit ?■, et, o désignant la valeur de la fonction en ce centre, appelons /et p" ses valeurs aux deux extrémités du diamètre dont la direction est [a, h, c).
La dérivée seconde -j- -j- , égale , par définition , à la
valeur limite du rapport — [ ' ~ —~ - j , qui n'est
autre que — (-^-~ p] , sera très sensiblement le produit de -T- par l'excédent , sur la valeur de p au centre . de
la moyenne de ses deux valeurs aux extrémités du diamètre 2 r. Par suite, si l'on appelle pi, la moyenne .générale des valeurs de la fonction sur toute la surface de la petite sphère , ou aux extrémités de tous les diamètres possibles , il viendra
Moyenne de — - =^ — - (c, — />) ;
5 J) = 3 moyenne d
ds^
Donc, le paramèire différenUél du second ordre d^une fonct'ion, emm point donné , égale le produit de l'accroissement moyen qu'elle éprouve autour de ce point, quand on !^ en, éloigne à une distance infiniment petite, par siœ fois Vinverse du carré de cette distance. Ceparamètre mesure ainsi l'accroissement moven_de la fonction autour__Sû~point, et voilà pourquoi il enestladéo-ivéelaplus natureUeT^afisi conçoit-on que, par exemple, dans la théorie de la chaleur , où les échanges calorifiques se règlent d'après les différences de température, il exprime, à un facteur spé-
cîfique près, io gain total de chaleur effectué par la molécule {x, y, z) sur ses voisines pendant un instant infiniment petit.
La formule A^ p = — ( ?i — p ) , résolue par rapport à pi ,
donne les deux premiers termes du développement de cette fonction de ic, y, ^, r suivant les puissances de r. On verra, au n" 2 de la première note complémentaire , une méthode facile pour obtenir le même développement, mais complet, et pour en déduire une expression simple , au moyen du symbole ig , de la valeur moyenne des dérivées d'un ordre quelconque m de la fonction p , prises , à partir du point [a;, y, i] , le long des droites qui en émanent. Cette expression, qui comprend la précédente, J- ia p, relative an cas w, =2, est
Moyenne de — — ^= o (|iour m impair) , (dj) p (pour w pair) ,
(A2)Tdésignant la répétition, effectuée — fois, de l'opéra- ^^""^ ^^ ^ ^ "*" i" q'i'indiqiie le symbole A,.
On verra aussi, à la fin du. même numéro, que. dans le cas d'une fonction indépendante de z et considérée seulement dans le plan des xy^ la formule de la valeur moyenne de la dérivée ■mfi'^^ de p devient
Moy. de — — ^ =: o (pour m impair) , — — . . . (ij) p {pour»! pair).
j I". — .ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE L'ÈQUILIBHE d'uN SOL ÉLAS- TIQUE HORIZONTAL , HOMOGÈNE ET ISOTROPE , DONT LA SURFACE .SUPPORTE DBS PRESSIONS DONNÉES OU EPROUVE DES DÉPLACEMENTS CONNDS.
Exposé du problème
Je me propose d'étudier en premier Heu l'équilibre d'un solide élastique, hojnogène et isotrope, limité d'un côté par un plan, indéfini dans tous les autres sens, et soumis sur sa surface à diverses pressions, tandis que son intérieur reste libre de toute action extérieure.
Ce corps ne sera autre, par exemple, qu'un solàori^ontal supportant diverses charges. Un tel sol, il est vrai, n'est pas sans pesanteur : mais son propre poids n'a pour effet que d'imprimer à sa matière de petites compressions, exactement pareilles sur toute l'étendue d'une même couche horizoni aie . en rapprochant un peu de la surface , le long de chaque verticale, les particules du milieu qui s'y trouvent situées aux diverses profondeurs. Il suffit donc de rapporter à la surface même, prise pour lieu de repère, les déplacements produits par le poids du sol, pour que ces déplacements soient très petits depuis la surface jusqu'à une certaine distance à l'intérieur, c'est-à-dire dans tout l'espace que nous aurons à considérer, et pour que, dès lors, le principe de la superposition des petits effets puisse leur être appliqué. 11 sera donc permis de faire abstraction de ces premiers déplacements , ainsi que de leur cause, dans le calcul des déplacements nouveaux que diverses charges déposées "ultérieurement sur l'e sol feront naître et qui, seuls, nous occuperont.
Le corps considéré pourrait être aussi un solide élasti-
qae, de forme quelconque, touché par un autre sur tine très petite partie seulement d'une de ses faces, et se comportant par suite, à fort peu près, dans toute la région 'directement atteinte et autour, c'est-à-dire là où ont lieu des déformations sensibles, comme s'il y était limité d'un côté par son plan tangent, mais indéfini dans tous les autres sens.
Il est évident d'ailleurs que les parties du corps situées à l'infini ou, plutôt, au-delà d'une certaine distance de l'endroit touché, conserveront leur forme et leurs dimension^. C'est naturellement à celles-là, c'est-à-dire à des axes qui leur seront liés, que nous rapporterons les déplacements des autres parties, de manière à n'avoir à considérer que des déplacements qui s'annuleront en tous les points infiniment distants de la région d'application des pressions données.
iO. — Équations indéfinies et conditions spéciales aux surfaces limites.
Je prendrai la surface du corps ou du sol indéfini pour plan des œy d'un système de coordonnées rectangles et un axe des z dirigé vers l'intérieur. Conformément aux notations ordinaires (employées par Lamé), x, y, z désigneront les coordonnées primitives de chaque molécule, w, v, iv les accroissements qu'elles reçoivent lors des déformations éprouvées , enfin 5^ et [j. les deux coefficients constants d'élasticité du milieu. Les équations indéfinies de l'équilibre seront, comme on sait,
yGoosle
en désignant par 0 la dilatation cubique
du dv dio
' d(c dy dz
et par i^ rexpresaioii symbolique -jj -+- -r-j -+- —y , qui
désigne le paramètre différentiel du second ordre de la fonction écrite à la suite de ce symbole.
Il y aura, en outre, des conditions d'équilibre spéciales aux surfaces limites.
Les composantes^^, Pf,'pt, suivant les trois axes, de la pression exercée du côté des ^ négatifs (par unité d'aire) sur tout élément plan parallèle aux xy et notamment, pour z=o, sur un élément quelconque de la surface, c'est-à-dire du plan des œ^j, auront les expressions connues
_ / dn du \
I dv dw \
^ \ dz dy I '
p^ =_xe — 2fj, -^.
Ces valeurs de^^ i fv ^V: égaleront des fonctions données de (C et de y, aux divers points de la surface pour lesquels on connaîtra les pressions extérieures exercées : et elles y seront même nulles, si ce n'est dans les régions où nous supposerons appliquées les actions extérieures. Quant à celles d'entre ces régions pour lesquelles on ne connaîtrait pas p^, jiyi Pi, il faudra s'y donner, à la place, soit les composantes correspondantes, ii, v ou w, du déplacement, soit, tout au moins , des relations en même nombre entre les pressions extérieures et les déplacements prodoits. Atinde simplifier, nous supposerons d'abord qu'on se donne en fonction de x et de y, pour chaque partie du plan des xy, fj. ou u,py ou V, P; ou w.
Enfin, sil'onconçoitdécrite, de l'origine des coordonnées comme centre, une sphère d'un très grand rayon t, laquelle découpera le corps suivant une calotte demi-sphérique. cette calotte deviendra aussi une véritable surface-limite, quand on fera croître indéfiniment son rayon et qu'elle entourera de îa sorte toute la partie du corps déformée. Or, il. s'exerce évidemment, sur la surface 2-nï? de cette calotte, des pressions dues à la matière qui l'entoure et chargées de tenir en équilibre celles que l'on a directement appliquées à la surface supérieure. D'ailleurs , celles-ci ayant, par hypothèse, leurs composantes totales, suivant les trois axes, finies, il en est de même des pressions appliquées à la calotte : en conséquence, ces pressions, rapportées à l'unité de son aire 27îi.*, seront comparables à -^~^ 5
et les déformations qui les produiront, ou qu'aura éprouvées la matière du corps à cette distance t de l'origine, c'est-àdire de la région d'application, seront aussi de l'ordre de
— . Mais ces déformations s'expriment par des dérivées
premières, en a;, y, z, den,v, w; en sorte que te, «, w, nuls pour ï. infini , comme on a vu à la fin du numéro précédent,
et devant avoir leurs dérivées premières de l'ordre de —^ •,
ne peuvent manquer d'être eux-mêmes comparables à — .
Si A, kl, ^2 désignent trois fonctions de iP, y, z, inconnues, mais qui ne grandissent pas indéfiniment avec t, on aura donc encore les trois conditions
il. — Unité de la solution.
Grâce à ces diverses équations ou conditions , le problème de l'équilibre est entièrement déterminé. En d'autres termes, si l'on a pa trouver trois fonctions u,v, 7V, de X, y, z, qui les vérifient, et si l'on remplace, dans toutes ces équations ,u,-v,n> par u -+- u, v -+- v', w ■+- iv\ on sera forcé de poser u = o . v' = o , m' = o.
Effectivement, substituons u-^u', v-^v', w-^w' à
, ,,,, .du dv àto'
îf,y,w,etappelonsq l'expression— — i — -, — h "-^. ' ' ' ' ^ ^ d^ dy di
Les équations (1) prendront la forme
X -h- [ij -— -(- \iA^ro
as
D'autre part, les conditions spéciales à la surface zdeviendront :
I dr>'' dïB'\ (5) (p„„, = „, i. (-^..— j=„ ou .=„,
/ dm
f ÀO -h 2[l —y— = O OU W 1= o.
Enfin, les relations (3), où il faudra siipposer que k, kl, ^a puissent éprouver des changements finis, d'ailleurs inconnus , k', k\ , k\, prendront les formes :
Cela posé, appelons d^s = da; éy dz un .élément quelconque du volume î3 contenu dans la sphère de rayon t décrite autour de l'origine comme centre, et'ajoutons les équations (4} respectivement multipliées par tifd'^, v'd^, w'dts. Puis, intégrons le résultat dans toute la partie du corps qu'entoure la sphère, après avoir remplacé les termes
respectivement, par les expressions équivalentes
On pourra appliquer aux termes exactement intégrables, une fois la méthode dite de Green, bien connue, qui les réduit à des intégrales prises sur la surface enveloppe du volume considéré. D'ailleurs, ces termes s'annuleront sur chaque élément de la surface du ■corps, c'est-à-dire sur le plan des wy, à cause même des conditions (5) qni s'y trouvent vérifiées. D'autre part, les termes relatifs àla superficie de la sphère de rayon t contiendront en facteur le produit de u, v' ou m' par quelqu'une des dérivées de u% v', w' et
se trouveront, par suite, de l'ordre de petitesse de— pour
l'unité d'aire ; en sorte que leur somme, sur toute la surface convexe 1-m? de la demi-sphère qui est à considérer, sera
très petite de l'ordre de — et nulle pour t infini. Les termes
aux limites disparaîtront donc tous , pour x. infini , et il
viendra, en étendant les intégrales qui restent, changées de signe , à tous les éléments de volume da du corps,
/ dm' du' \ *
du' \ * /du f^"' A ' 1 r
dî J \ dy drr, j }
Comme les coefficients d'élasticité X, p sont esHentiellement positifs , cette relation ne peut être satisfaite qu'en posant à la fois, pour toutes les valeurs de a^. y, z,
dm ~'^ ' dy ~^'
A,- d»- *' dy ' d!K dz
du dv' ^^'~d^"^~dx
Celles-ci expriment, comme on sait, que u', v', ir' correspondent à de simples déplacements d'ensemble du corps,' sans aucune déformation intérieure. Les formules (6) obligeant d'ailleurs à faire m', v', nf nuls aux points infiniment éloignés de l'origine , un tel mouvement d'ensemble doit lui-même être supposé nul ; et l'on est bien réduit à poser
MINCES DE MATIÈRE ÈTALÈBS SUR LA SURFACE DU KOLIDE
IS. — Définition et propriétés les plus essentielles des divers
On appelle, d'ordinaire, potentiel relatif à une certaine masse , dm, lorsque celle-ci n'occupe qu'un volume infiniment petit en tons sens ou a des coordonnées déterminées ^\-> V\< ^i-, le quolient de dm par la droite
qui joint ce volume, c'est-à-dire le point {Xi , y, , 2i), à un point quelconque (x , p , z) de l'espace. C'est une fonction de X, y, z- finie et continue , du moins tant que la distance r ne s'annule pas, comme nous l'admettrons dans ce paragraphe. Et le potentiel pour une masse fmie et de dimensions finies , m, composée d'éléments contigus dm dont les positions respectives ont des coordonnées appelées x„i/i, 2,, n'est autre que l'intégrale
/dm — ■
Comme nous aurons ici à distinguer plusieurs fonctions analogues à celle-là, nous la désignerons, avec Lamé, parle nom de potentiel inverse, à cause de cette circonstance, que dm y est multiplié par l'inverse de la distance r.
Nous appellerons , au contraire, potentiel direct., à la suite encore de Lamé, la fonction
(11) V = j~ra
et, enfin, nous qualifierons de potentieVlogarithmique à trois variables l'intégrale
(12) -i ^ I Ifgl' — Zi^-r)d'm.
Nous l'appelons à trois variables, pour le distinguer d'un potentiel (;y/™(i??7-^Z(^ ou logarithmique à deux variables,
bien connu, / log r dm. dans lequel on suppose simplement r ~ V/'(a; — x,f-t-{i/ — ^,1^
C'est le potentiel logarithmique (12), non remarqué jusqu'à présent, qui nous sera surtout utile ici. Nous n'aurons d'ailleurs à le considérer , dans le problème de l'équilibre d'un sol élastique , que pour des valeurs de z plus grandes que z, ; en sorte que l 'expression z — z^-i- r y sera touj ours supérieure à r, différente de zéro, et que, le facteur log (2 — 2, -+- r) ne devenant jamais infini à une distance finie, le potentiel aura tous ses éléments, log (^ — z^-^r)dm, comparables h.dm, ainsi que leurs dérivées successives par rapport à ce, y, z.
En différentiant donc sous le signe/ le second membre de (12), soit deux fois par rapport à x, soit deux fois par rapport à ij, puis ajoutant les résultats obtenus et remplaçant la somme {x — a>if ■*-{y — ^,f par r^ — [z — 2,)^, il vient aisément
im,
D'autre part , la différentiation de (12) par rapport à z donne , une première fois ,
et, en différentiant encore,
Si Ton ajoute les équations (12 his) el (13 bis), il vient simplement
.,/lo.(.-.
équation fondamentale, qui nous servira dans toute la suite de ce mémoire.
Laformule(13) montred'aillenrs que lepotentiel ordinaire ou inverse U est la dérivée, par rapport à z, du potentiel logarithmique -}'.
Il en résulte que la relation (14), diflérentiée par rapport à z. donne immédiatement
(14 Us] ijU = 0 ou
ce qui est une équation, bien, connue, due à Laplace.
Enfin, Lamé a remarqué, en différentiant deux fois sous le signe /, soit par rapport à x, soit par rapport à y. soit par rapport à^, le potentiel direct (11), que l'on a
(15) Aï V = Tli!, r] dm = C^t- = 2 U ,
et, par suite,
(15 fe) Atia V = 2a3U = o.
Observons que le potentiel logarithmique ^ a pour cha-
cune de ses dérivées premières en x, y, z une intégrale dont tous les éléments sont des fonctions homogènes, du degré — 1, des variables x — a;,, y — y,, z — z^. D'après une propriété classique des fonctions homogènes, ses dérivées partielles secondes seront encore des fonctions homogènes, mais du degré — 2; ses dérivées partielles troisièmes des fonctions homogènes du degré — 3, et ainsi de suite.
Il peut être parfois utile de considérer le potentiel logarithmique ^ comme la dérivée par rapport à z d'un autre potentiel, un peu plus compliqué.
- (4 — îj) log (2 — ï, -H ,■} ] dm, dont les dérivées partielles premières sont — — ^= — i , dm ,
On trouve aisément, par de nouvelles différentiations,
^5 Y it>Y __ r dr,i __ ^>r
flx^ dy^ f r dz^ '
en sorte qu'on a aussi
(17) iî T = 0 ,
formules d'où se déduiraient les relations (14) et (14 bis).
J'appellerai cette fonction W le second potentiel logarithmique à trois variables (*), par opposition au précédent 4'.
(*) On verra au u." 40 bis (p.i^), qu'il joue, dans le cas d'actions tangentielles appliquées à la surface, le. même raie que le premier, ;, dans le cas d'actions normales.
Mais exprimons celui-ci, 4', poir une couche matérielle infiniment mmce,/dm, étalée sur le plan desa:^, c'est-à-dire sur la surface à laquelle sont appliquées les actions extérieures qui sollicitent notre corps élastique, afin de cherclier ensuite à en déduire des intégrales qui satisfassent tout à la fois aux équations indéfinies (1) et aux conditions spéciales qui y sont jointes. Les points (;»,, yj, z^) occupés par la coucho se Irouvant.tous sur le plan des x^, nous aurons ici z, = o, et l'expression de 4" sera simplement
(18) i = j log (ï -+- )•) dm.
On voit que le potentiel logarithmique de la couche pi-oposèe s'obtiendra, pour un foint quelconque [m, y, z) de l'espace situé d'un certain côté de la couche, en multipliant chaque élément de celle-ci par le logarithme népérien de la somme des deux distances du point considéré à cet élément et au plan même de la couche, puis en ajoutant tous les produits pareils.
D'ailleurs , z-^r sera bien positif en tous les points intérieurs au corps , c'est-à-dire pour ^ > o , conformément à l'hypothèse adoptée dans ce paragraphe II. Enfin, si p, ou ? {^\ , ?/i) , fonction continue de cci et y^ . désigne la densité superficielle de la couche , c'est-à-dire sa masse par unité d'aire en chaque point, la partie dm de couche qui recouvre un élément d'aire dx^dyi du plan des xy vaudra p(te, dy^, et la formule (18) s'écrira aussi
log(.
Les intégrations s'y étendent sans difficulté de iTi = — go à a^, = 00 et de y, = — x à yi = co , car la fonction p est supposée nulle en dehors de certaines régions limitées.
Recherche d'une première forme d'intégrales
On peut, avec le potentiel (18) ou (19), former trois intégrales différentes des équations du problème. Cherchons d'abord celle qui parait la plus importante.
La fonction 4* satisfait à' la relation i^^^ = '^î I^^ ^ ^^^ terme de moins que les équations (l) ; en sorte qu'elle n'est guère propre à vérifier celles-ci. Mais si, au lieu d'évaluer i^-l"; nous calculons ^iz'^), nous aurons
et^ par suite.
Cette équation , différentiée par rapport à ^, à ^ et à ^, donne
dy \ dz I
Or, à cause de ^/^i = o, et quel que soit un coefficient constant appelé K, ces trois relations (20) se confondront avec les trois équations indéfinies fl), divisées par i>., si l'on pose
dz-^ Az-l di!^
D'ailleurs, K se déterminera par la condition que les valeurs de m, -î?, w, h tirées de (21) donnent identiquement
Par suite, en tenant compte de cette valeur de K et portant les expressions (21) A.'iu.VjW dans les formules (2) [p . 52] des trois composantes ,p^,j)y,p^,â.Q la pression exercée sur un élément plan parallèle aux x y, on trouve :
Cela posé, il ne suffit pas que les valeurs (21) vérifient les équations indéfinies de l'équilibre; il faut encore qu'elles puissent satisfaire aux conditions qui concernent la surface s=o, et aux relations très simples (3) [p. 53], spéciales aux grandes valeurs de i. Or on voit de suite qu'elles ne véri-
lient pas ces dernières . en exceptant toutefois le cas où les valeurs de dm—p dm^dy-^ seraient, les unes, positives, les autres , négatives , et nulles en moyenne , cas où l'intégrale 4i=/]og {£-i-r)dm et ses dérivées reçoivent, aux points éloignés , des valeurs absolues incomparablement plus petites que celles qu'elles auraient en prenant tous les éléments avec le même signe. En effet, si les dérivées premières de l'expression (18) de "J- sont bien du degré — 1 enx — x^, y — y,, i;,*', et s'annulent pour r =00 , celles des ^, étant du degré zéro , deviennent alors infiniment plus grandes qu'elles et, de même que K-}*, ne tendent pas vers zéro, à part le cas, dont il vient d'être parlé, où l'on aurait /^w = o.
Mais toutes les dérivées de ^ ont , comme 4* ■, leur paramétre différentiel ignul et peuvent lui être substituées dans les formules précédentes (20) à (23), où ^ ne figure que comme étant une fonction pour laquelle on a i24'==o. Donc, rien n'empêche de remplacer partout, dans ces formules ci-dessus , 4^ par une de ses dérivées premières : ce qui abaissera d'une unité le degré de toutes les expressions en X — Xx , y — y\ , z, r, et donnera bien à m, «, w, pour les points très éloignés de l'origine, les formes (3).
i4. — Expression de ces intégrales.
Remplaçons ainsi 4' par —r- dans les formules (21) et (23),
en substituant à K la valeur (22) et observant que l'on a identiquement
(fd (~ dm d^p l~ ^ , li {~
Il viendra aisément, si l'on différentie au besoin, sous les signes / , les intégrales qui se présentent :
Ctterchons actuellement ce que deviennent les intégrales — ' I ""V ' / "i-j. q^and on s approche de la surface ou qu'on fait tendre z vers zéro. A. cet effet, nous souvenant des formules (19), nous remplacerons dm par P (ic, , yi)dccidyi; puis nous poserons
(27 ii's) «1 = œ -t- E C03 w , yi-= y -t-'R siii w , r^ ^ z"- ■+■ E*,
R, u*désignant ainsi deux coordonnées poiaires, qu'il est avantageux de substituer aux coordonnées rectangles a^,, y^ et qui sont comptées, dans le plan des xy, en prenant pour pôle le pied de l'ordonnée z abaissée du point [x, y, z) sur ce plan. Ces coordonnées varieront d'ailleurs, évidemment, w, de zéro à 2^:, R, de zéro à co. Les rectangles élémentaires dXidyi devant être , par suite, remplacés par les rectangles mixtilignes, R(^w(^R, que des cercles concentriques et des rayons vecteurs successifs découpent dans la couche, nous aurons :
R cos M, y -1- R sia o>) s R (^ R
coa ^1, y -y R sin 6.) 3» R rf R
Pour 2^ = 0, la première de ces intégrales n'offre rien de parLicTilier; car elle se réduit à l'expression
(29) (pour 3 — 0) j~= jd« j p{œ-+''Raos^,p-h'Raiaa]dli,
et colle-ci est finie, vu que p s'annule dès que R dépasse certaines valeurs , la couche yï^m ne recouvrant , par hypothèse, qu'une étendue limitée en tous sens.
■ Mais il y a lieu de chercher ce que deviennent les deux dernières intégrales, dont les éléments se présentent alors, les uns , ceux qui correspondent aux valeurs finies de R, comme nuls , à cause des facteurs z qui y paraissent en numérateur, les autres, c'est-à-dire cens pour lesquels R est iixfiniment petit, comme indéterminés ou même infinis, par suite de l'annulation de leurs dénominateurs quand on yfaitr=o et R=o. Pour voir quelles valeurs prennent ces intégrales à la limite considérée ^^=o, il suffit d'y poser Ti—zg, dR^zâg; ce qui les change en celles-ci,
--^= 1 d^ I p{^-hs^c«s^,y ^^îsm^i ^,
f^^fij:
V- îq COE
lesquelles, vu les formules évidentes
J50 __3_ _i_ OO
deviennent , à la surface ,
(31) (pour.-o)
l /~ dm /~zdm
Les trois intégrales (29) et (31) se trouvant ainsi finies et déterminées même à la limite ^ = o , il est clair que leurs dérivées en « et ^ le seront également, poun'u que la fonction p soit finie et bien continue.
Par suite , à la surface du corps , les formules (25) , (26) et (27) se rédmsent aux suivantes :
I (pour z n^ o)
i -I- 3 ji f' dm — 4 r [i
-.0, v^O, 7B = ^^--—J^—, 9 = -^__--p(aT,y);
(32)^ ^ _2n2 d rdm. _ — 2ii5 d r~ dm
ï,-t-[i(fiJ!^ r ' " ^-^ X'- dy _J r' ^ \-^%v>. d rdm , X-f-2ii , ,
Comme p est une fonction arbitraire, on pourra vérifier la dernière de ces formules toutes les fois que la composante normale p^, de la pression exercée à la surface sera directement donnée en fonction de ;» et y : en effet, il suffira de prendre p [œ, y) égal au produit de cette pression par le facteur constant -j—;; — ;—. et de composer la couche matérielle 4ïin{^-^-2ix) ^
fictive /(/m, étalée sur le plan des xy, de parties dm, égales,
pour chaque élément superlîciel d^dy de ce pian, a p {a?, y] dxdy. Les deux premières formules (32) étant d'ailleurs M = 0 , « = 0 , on voit que la solution obtenue (25) s'appliquera quand les conditions spéciales à la surface consisteront à s'y donner la composante normale de la pression extérieure et à y supposer nulles les composantes tan-
Cette solution constitue ce que nous appellerons la première forme ou le premier type d'intégrales ài(i la question proposée d'équilibre.
Comme le problème est complètement déterminé quand on se donne , aux divers endroits de la surface , u ou Px, V ou p^ , w ou p^ , son intégrale ne comporte plus qu'une fonction arbitraire de Wi et y^ dès qu'on astreint les quantités u, 'û, w, Px^fy, Pz^ vérifier , sur toute l'étendue de la surface, deux certaines relations. Donc, notre premier type d'intégrales, où paraît comme fonction arbitraire la densité p [Xi , y^ de la couche matérielle fictive et où , de plus, les valeurs de u, v s'annulent à la surface, fournit la solution la plus générale possible pour le cas où l'on doit avoir ainsi w = o, v = o quand z=o. Et l'on peut dire que ce premier Pype a pour caractère di&tincUf de n'admettre, à la surface, aucun déplacement tamgentiel u ou v .
H est défini , sous une forme générale et condensée , par les relations
OÙ 4* désigne toute fonction ayant son parainètre \ nul et ses dérivées premières, partout finies, de l'ordre de l'inverse de i aux grandes distances t , fonction qu'on prendra de la forme (19) si les valeurs de p^ à la limite ;; = o sont données.
Î5. — Autres intégrales déduites du même type, mais paraissant moins utilisables . — Ihrticularitès que présentent le potentiel logarithmique d'une couche plane et ses dérivées, à la surface de cette couche.
Rien n'empêcherait de remplacer ^, dans les formules
(21) et (23), noix plus par -~ , mais par -^ ou -—-. On
aurait alors des intégrales de môme forme que (21), avec la condition restrictive qaefdm vaudrait zéro ou que la valeur moyenne de p serait nulle. En effet, observons qu'un petit déplacement dx , imprimé au point {œ, y, z), met, par rapport à celui-ci , le point [Xi + dx, y^) de la couche dans la situation où était d'abord le point (tCj, y^. Donc, le potentiel
-ff...
yi)log(» -hr)dn!ié
ne change , dans ce mouvement , que par le fait de l'aocToissement qu'éprouve la densité (supposée partout continue) de la couche quand ou passe de son point ( Xi_, y^ ) au point ( x^ -!- àx , ^i ) ; et l'on a
(34, ^=ijr-|->«iî(^-'i*.*..
expression ne différant de la première (19) qu'en ce que la fonction p (iCi, 3/1), astreinte à s'annuler à une distance infinie de l'origine, est remplacée par une autre fonction,
-4- 1 des mêmes variables , qui s'annule dans les régions où a^, ' ' ^ ^
s'annulait déjà la première. Seulement, comme on a
la valeur moyenne de cette nouvelle fonction est nuUe ; en sorte que le potentiel logarithmique (34) rentre dans le cas exceptionnel, signalé aux premières lignes de la p. 64, où les valeurs (21) de i{,v,w satisfont aux conditions (3). Voyons donc ce que deviennent à la surface, pour z =o, les formules (21) et (23). L'adoption des variables R, w introduites dans les relations (28) et (29) donne d'abord
/ (pour s =r o]
'^'j-l^ I do> l p[»-t-Rcos4>, y-^-RsiIlf«) (RlogR)(fR,
expression finie et continue comme l'est la valeur (29) de
_jL = / ^ car on sait que le facteur R log R s'annule
à la limite R = o, quoique log R y devienne infini. Et les dérivées en a; et ^ de cette expression de «Jj seront évidemment finies elles-mêmes , si celles de p (2^1, y,) en Xi et y, le sont. On trouve, par suite, vu la valeur (22) de K et en se servant au besoin de la première formule (31) :
( pour z = o)
|x f~dm
Ici , aucune des composantes _?7s > Pb: P^ ^''^^^ reliée simplement à la fonction arbitraire p, que contient l'expression ^dxidyi de dm. On ne voit donc pas dans quel cas simple les intégrales [21) pourraient être utilisées : aussi je n'en ferai pas usage dans ce qui suit.
Il résulte des détails précédents quelques particularités , relatives au potentiel logarithmique 4' , qui ne manquent pas d'intérêt , et qu'il aurait même été préférable d'établir
directement à la fin du n° 12, quand il n'y aurait eu à cela que l'avantage de rendre ensuite plus rapides ou plus immédiates les applications qui en ont été faites dans le n" 14 et dans celui-ci.
En rapprochant l'expression (34 Ms) do iJj, de la formule (29),
où 1 — n'est autre que —, et de la première (31), on voit
que -jj et ses deux dérivées première et seconde en z ne cessent pas d'être finies et bien déterminées à la limite ^ = 0. Et , si l'on retranche la première (31} de trois fois la seconde (31), en observant que
on voit aussi que le produit z -j-^ s'annule à la raème
limite. Donc, le potenliel logarithmique d'une coucJie plane 7-esle fini eu déterminé, ainsi que ses dérivées première et seconde dans le sens z normal à la couche, quand le point {x, y, ^), d'oMrd situé du côté des z positifs, atteint la couche même; cette dérivée seconde, notamment, y vaut le produit de — 2tt par la densité p de la couche et, déplus , sa propre dérime en z, multipliée par z, s'y annule.
Quand la densité p varie graduellement d'un point à l'antre du plan des xy, toutes les dérivées en z du potentiel i^ sont même finies et déterminées à la limite 2=0, comme les deux premières. Car il suit de la relation i^ -Jj = 0 que la m^' , en général, de ces dérivées a son paramètre A^nul; ce qui exprime que la dérivée m ■+■ 2^ en z, changée de signe, égale la somme des deux dérivées secondes, dans les sens 3; ou ^parallèles à la couche, de la dérivée )«*"". Ainsi, tontes les dérivées par rapport à z s'évaluent au moyen des dérivées paires successives, en x et y, des deux premières seulement, et elles restent, comme celles-ci, finies à la limite 2 = 0.
Seconde et troisième formes d'intégrales
Le potentiel logaritiimique ^ , oa même toute fonction '\> ayant son paramétre ij nul et ses dérivées premières comparables à l'inverse de t aux grandes distances t, conduit aisément à deux autres formes d'intégrales, différant de celle qui précède en ce que la dilatation cubique 8 s'y annule.
Voici la première de ces deux formes ou types:
dx ' dy ' di '
A cause de io i — o, la dilatation cubique ^ = :r "*- t "^ tt
az dy az
y est bien nulle , et les équations indéfinies (1) se trouvent identiquement vérifiées. De plus, les dérivées de ^j^ étant du degré — 1 en a; — Xi, y — 3/1 , ^ , r, ou , du moins , comparables à l'inverse de t. pour t très grand , les conditions définies (3) sont aussi satisfaites. Enfin, les valeurs (36) donnent aux composantes Pi,, p^jf-,,} représentées par les formules (2) , les expressions sous forme condensée
d d'il (PJ-
OU bien, quand 4* est le potentiel logaritbmique (18),
d f dm, d /~ dm
et celles-ci, spécifiées pour la surface du corps, deviennent, en tenant compte de la première formule (31) •■
I (pour ^ = 0)
,„„, 1 d r'dm ^ d (~dm
yGoosle
Ainsi , la fonction arbitraire p égale , en chaque point de la surface, le quotient, par4TT|j., de la composante normale fz de la pression extérieure. La soluUorb obtenue (36) co»vient donc au cas oit la surface supporte en chaque point une pression normale p^ donnée, et des pressions tangenUelles Vu, Py dépendant, d'après les lois qu'expriment les formules (38) , des valeurs que prend cette pression, normale sur les divers éléments de la surface.
La seconde des formes annoncées d'intégrales pour lesquelles Q = o est celle-ci :
Elle donne bien identiquement 0 ou -5— -h —y- -+■ —j- = o
^ m éy dz
et, VU la relation A^ -j' =0, elle satisfait aux équations indéfinies (l).D'ailleurSj comme — m, ^ y sont deux dérivées, premières de ^ , elle vérifie également les conditions (3). Enfin, û et w se trouvant nuls, p^ égale zéro partout, comme w, P'ipx,Py i donnés, d'après (2), par les formules
vérifient la relation
rfiï dp
Par conséquent, cette troisième solution ou ce troisième type d'intégrales convient au cas où, la pression extérieure exercée sur la surface a partout sa composante normale égale à zéro, et ses composantes tangentielles variables de telle manière, d'un point à l'autre, que la dérivée de l'une, prise suivant sa propre direction, sott égale e analogue de l'autre.
Les déplacements s^ y font, même à l'intérieur,^ à la surface. On y a donc , sur toute l'étendue de celle-ci ,
Kj = o , et aussi , d'après les formules (39) , -7— ■+■ -~r- = 0 ,
relation exprimant rrue l'accroissement —, — 1 — — de l'unité ^ 4x m/
d'aire de la surface y est égal à zéro.
Le troisième type d'intégrales contient, comme les
deux autres, une fonction arbitraire des coordonnées de la
surface, fonction qui est p (a!i, y^ quand on prend -Jj delà
forme (19) ; et deux relations distinctes entre u, v, m, p^, p^
et p^ à la surface suffisent, par suite, à le faire reconnaître,'
pourvu qu'il les vérifie constamment. Il peut donc être
caractérisé, de môme que le premier type, au moyen de
deux conditions où n'entrent que les déplacements éprouvés
à la surface : ces deux conditions sont, non plus w=o, ï=o,
mais ïc=o, -r--t- ^- = 0. Ainsi, le troisième type répond
au cas oii les diverses parties de la surface n'éprouvent, ni déplacement dans le sens normal, ni augmentation ou diminution d'aire.
Le second type seul, (36) et (37), ne paraît pas suficeptible d'être ainsi défini au moyen de deux conditions simples ne se rapportant qu'aux déplacements u, v, m des divers points de la surface. Mais u et y, d'une part, jd,; etpy, d'autre part, y vérifient les deux conditions d'intégrabilité
(/w du dp-c dpy
dy dm 'd'y dw '
lesquelles deviennent, à la surface î: = o, deux relations en Xi et ^, bien distinctes , caractéristiques du mode d'équilibre qui les présente. On pourra donc , du moins , dire que le second type correspond au cas où les deux composantes tangentielles , tant du déplacement éprouvé à la surface, que de la pression extérieure qui s'y trouve exercée, égalent les dérivées respectives en x et y de deux fonctions des coordonnées xety des divers points de la surface.
17. — Types d'intégrales définis uniquement par des circonstances relatives aux pressions extérieures, et dont le principal concerne le cas oit ces pressions sont exclusivement normales.
Les trois formes d'intégrales (33), (36), (39) présentent ce caractère commun, que la composante normale p^ de la pression extérieure y est, sur toute la surface ^=0 du corps, ou nulle, ou simplement proportionnelle à la dérivée seconde de la fonction -J' par rapport à z, c'est-à-dire à — 2-Kp [x, y) quand on prend pour \ le potentiel logarithmique (19). En superposant d'ailleurs, de deux, manières différentes, les solutions (33) et (36), on en déduit deux nouveaux types d'intégrales, un peu plus complexes quant aux expressions de u, w, «?, mais plus simples quant à celles de jp^, py, jp^, où Pi continue à présenter le même caractère , et dans le premier desquels p^ eip)y s'annulent, à la limite z=o , tandis que, dans le second, ^^ y égale zéro comme dans le troisième type déjà trouvé (39). La possibilité de les déduire dos solutions (33) et (36) tient â ce que celles-ci impliquent des valeurs, i^Zbis) et (37), des pressions ^^, p^, p,, dont les secondes, (37), ne diffèrent, pour 2=o, des premières, (33 bis), que par des coefiicients numériques, égaux dans^^ et^^.
Le premier des types cherchés s'obtient en ajoutant respectivement, aux expressions (33) ou (25) de u, v, w préalablement multipliées par —— , les expressions (36), multipliées elles-mêmes par le facteur également constant -j—TT — -r- A cause du principe de la superposition des
effets, applicable ici vu la forme linéaire des équations, les valeurs (33 bis) et (37) , (32) et (38), de_?)^, py, p,, propres à chacun de ces deux systèmes , s'ajouteront de même, et il viendra aisément :
1° à l'intérieur, ou pour z quelconque, fAin I . z^ d tl d^\
c'est-à-dire, si l'on prend pour ^ le potentiel (19) et qu'on
1 dH r'd'm.
ait , par suite , — r-r- = — I —— ,
la surface ,
(poufa = o)
= 0 , ft :
On peut remarquer, en passant, que les valeurs (40J de j!?j, et ^j acquièrent, tout près delà surface, à cause de la troisième formule (41 bis) , les expressions approchées très simples
(pour z très petit) {41 ter] l^ ^"''^^ ^\d<e dz j dû; ■ dx '
Appelons t?P la pression normale, infiniment petite, exercée sur un élément dœ^d^i de la surface du du plan des xp. On aura, à cause de la troisième formule (41 bis), dp = p^ dWi dp, ~ p («i , 3/1) dcOi dpi = dm, et, par conséquent ,
[42) dm = dF.
Ainsi, les petits déplacements, u, v, m, produits dans le cas où la surface n'éprouve sur chacun de ses éléments gu'wne pression normale dV, s'obtiennent en ajoutant les empressions (33) et. (36), ou (25) et (36), respectivement multipliées par
2 — et par y- — — r, puis en atPrihuant à chaque partie dm
de la couche matérielle fictive étalée sur la surface une valeur, (42), égale à la pression exercée au même endroit.
Si le corps ou milieu élastique considéré n'est autre qu'un sol horizontal soumis à des, actions verticales, il y aura avantage à concevoir celles-ci comme produites par le poids d'un sable très lourd, distribué sur la surface du sol en couche mince d'une épaisseur variable, et dont chaque partie , évidemment indépendante de ses voisines ou portée exclusivement par le sol soiis-jacent , constituera la charge exacte de la portion de surface qu'elle recouvrira. En effet, nous pourrons, alors, prendre justement pour la foncUon 4' ^ potentiel logarithmique de cette couche de sable, c'est-à-dire de la charge totale réelle, samf à, y introduire le poids de chaque grain de sable à la place de sa masse.
On trouvera, de la sorte :
1 ^frâl^ 1 d r~
1 ^frdV 1 d r
1 d^frdV 2X-h3[^
l^jj. dz'- ■ 4n-|J.(X-Hli)
iTtP-HiJ.) dz J r '
Observons que les voleurs de 0 pour z=o seront celles que donne la dernière formule (33) divisée par 4tt[a, et qu'elles égaleront , d'après la troisième (41 bis) , le quotient de — p^ ^aT\-\-li: Ainsi, la condensation, -^, éprouvée par la matière en chaque endroit de la surface est le rappwt, à la constante X-H[x, de la pression extérieure quis'y trouve exercée par unité d'aire. Lamé avait déjà reconnu cette loi. Une proportionnalité analogue, entre j?, et - 9 à la surface, se vérifie également, à cause des dernières relations (33) et (33 bis}-, quand les déplacements à la. surface sont exclusivement verticaux : alors le rapport de^^ à — 9 est Xh-^jj^ et non
plus "k-^ii-. Et , en vertu de la formule ^^ = — >.9 — Sj^ t- ,
cette proportionnalité, à la surface, de — ^ à p^, dans chacun de ces deux, types d'intégrales et même dans les autres que nous avons considérés (où 0 — o), y entraîne évidemment celle de p^ à la contraction — -r- éprouvée par de petites lignes matérielles verticales.
Le deuxième type d'intégrales cherché ici, celui dans lequel on a^i=oàla surface , s'obtient en ajoutant les expressions (33) et (36) de m, v, w, respectivement multipliées
par — et par — - — %r^-^- Les valeurs [ 33 Us ) et (37) de
■^ 4itii *^ 4 Ttii- (^ -*- H-)
pi, Py, pt, se superposent de la même manière et donnent :
On voit que cette deuxième forme peut être caractérisée, comme la précédente, par deux conditions où ne paraissent que les composantes de la pression extérieure : ce sont, non plus les deux relations ^^ = o et ^^ = o (pour^ = o),
mais ^j = 0 et ^ = -j^ (pour z=o) . La seconde exprime que les deux composantes tangentielles ^„^i,de l'action exercée par unité d'aire sur la surface admettent un potentiel, ou sont les deux dérivées respectives en x et ^ d'une même fonction de ces deux coordonnées de leurs points d'application. Elle distingue nettement ce type du troisième , précédemment obtenu, (39) et (39 Ms), où l'on a bien, également, p^ = o, mais où ^^ et p^ vérifient la relation
^ -v- -iï. = 0 , au lieu de la condition d'intégrabilité
div dy
dpx dp^
dy dœ
En résumé, les types considérés ici sont susceptibles d'être définis, tous les trois, au moyen de relations simples, au nombre de deux pour chacun, ne concernant que les composantes jî^,^^, ^j de l'action extérieure, sans qu'il y soit question des déplacements u, y, m.
Î8. — Formation de l'intégrale générale, soit au moyen de ces trois types, soit au moyen des trois types considérés en premier lieu.
'Si l'on superpose un système d'intégrales du deuxième, (44), de ces types à un autre du troisième (39 ôû), multiplié par - — , en introduisant dans celui-ci une fonction ^^
différente de ^, et en remplaçant d'ailleurs i^ et i/i par <p et cpi, afin d'éviter la confusion avec la fonction analogue employée dans le cas du premier type (40;, les valeurs de m, î^^w seront, d'après (33), (36) et (39),
1 ri d I èa Stcii L 2 (& V (h
\ d I ésf X -I- 2(1 \ ^^, "1
'i dy \ (h X-i-[i / (&J
l d / dH t&,\
et elles correspondront aux expressions suivantes
(45 Ms] i
On tire de celles-ci, par des différentiations immédiates, et en observant queles équations A;, f=o, ig ^1=*^ permettent de remplacer la somme des deux dérivées secondes en x et en 2/ de tp ou de 9, par la dérivée seconde en z, changée de signe, de la même fonction,
dp.^ dpy __^ \ d I d^<^\ dpx dpy 1 d^fi
dx dy ÏTT (fe \ (/s? y ' dy dte 2it (fe^
relations où f et fi sont séparées. A la surface, elles deviennent
dpx <ipy 1 f^^? '^p.r, dpy \ rPt^i
,eT) (pour 2 = 01 —-.- — =: — — — , — — = __-—.
Vu les deux fonctions arbitraires distinctes p , des coordonnées x^ , y^ de la surface , que contiennent ^ et tp, supposées prises de la forme (19), on doit pouvoir, dans les formules (45 Ms) , donuer à ^^^ et à ^^ , pour 2 = o , des valeurs quelconques en cci et y,, tandis que p^ s'annule à la même limite, en vertu de la troisième de ces formules. Donc, sauf le choix convenable de f et de f,, qui reste encore en suspens et qui paraît difficile (') , la solution (45) répond au cas où les pressions exercées sur la surface ont leurs composantes tangentielles arbitraires , mais leur composante normale partout nulle. Et il suffira évidemment de la joindre à la première dont il vient d'être parlé (form. 43),, ou qui convient quand la pression extérieure se réduit à une composante normale donnée en chaque point , pour avoir l'intégrale générale du problème tïaité , c'est-à-dire celle où les composantes ïj^,,^;,, jo» de l'action extérieure sont trois fonctions arbitraires des coordonnées iT] et g/i de la surface du corps.
Nos deux nouveaux types, savoir, le premier et le second des trois employés ici , n'étant que des combinaisons linéaires des deux premiers trouvés plus haut (n"' 14 et 16), il va sans dire que nous aurions également l'intégrale générale, en nous contentant de superposer trois solutions particulières empruntées respectivement aux trois types simples (33) , (36) , (39), obtenus en premier lieu.
(*) On verra au n" 40 bis (p. I©) qu'il est, au contraire, très simple, quand on y emploie les seconds potentiels !ogarithmic[ues T à la place des premiers ^^ : la difficulté que j'y avais trouvée, lora de la rédaction du mémoire, tenait à ce que je demandais la solution à ceux-ci -b , qui me l'avaient donnée dans lo cas de pressions normales, mais qui se trouvent ne plus convenir pour des pressions obliques.
) m. — VALEURS DES DEPLACEMENTS , DES DÉFORMATIONS ET DE
RÉDUISENT A UN SEUL DE LEURS ELEMENTS
i9. — Déplacements élémentaires dans le cas où il s'agit du premier type simple d'intégrales.
Supposons inainLenant que la couche matérielle /(^»î ne s'étende que sur une très petite partie, t^w, du plan des œy, dans laquelle lîous admettrons qu'on ait choisi l'origine des coordonnées. Cherchons ce que deviennent alors les expressions des déplacements w, v, w, pour les trois types simples d'intégrales (25), (36j, (39), et pour le plus important des types composés, c'est-à-dire pour celui, auquel répondent les formules (43), où des pressions exclusivement normales sont exercées sur la surface. La distance r d'un point quelconque .du corps aux diverses régions te,,yi)dela couche ne différera pas sensiblement delà droite qui joint l'origine à ce point ; en sorte qu'on pourra prendre
»-=v/ii!S-i-yï+sS et appeler d'ailleurs dm la couche entière,
infiniment petite par hypothèse. Pour fixer les idées, nous supposerons horizontal le plan des xy, qui limite le corps, et nous admettrons que l'ax'e des z soit dirigé vers le bas.
Considérons d'abord les valeurs (25), qui correspondent au cas de déplacements exclusivement verticaux à la surface. D'après la dernière formule (32), dans laquelle on aura
p{x,^)=o partout, excepté sur l'élément cîa- où p= -^j ces défla-
cements se réaliseraient en effet, si la surface était a
ne se déplacer que verticalement et supportait, sur son é
ment plan di comprenant Voritjine <les cooi-données , une pression verôwaîe dP=p/h exprimée par la formule
Les relations (35) se réduiront à
= -— - dm, V — -— -- dm = -^ d
» = -—■ dm -I
Le rayon r mené de l'origine au point considéré faisant avec les trois axes des angles dans les cosinus sont—, —, —,
on voit que le changement de position effectué par chaque
molécule se compose : 1" du mouvement divergent -^ dm, le
long du prolongement de la droite r qui joint le point d'application de la pression extérieure dÇ â la molécule
même; 2" du mouvement descendant-. '■ .
Les déplacements sont donc symétriques (ont autour de la droite suivant laquelle est appliquée la force déformatnce (?P, comme il était évident; et il suffit de considérer ce qui se passe dans un plan méridien, par exemple, dans- le plan des zx, oii l'on a g/ = o, ^ = o. Nous bornant même au côté de ce planpourlequela^est positif, appelons a l'angle,
compris entre zéro et -^j que fait le rayonr avec l'axe A&sz,
de manière à avoir
Les troisièmes membres des formules (47) de u et w; donneront aisément, pour les valeurs du déplacement horizontal U , compté positivement en s'éloignant de l'axe de
symétrie ( c'est-à-dire de la force dP] , et du déplacement vertical w ,
( ""^ — sm «-^ _____.___cos .^-(^ —.—__.
Les seconds membres de celles-ci montrent que, pour les diverses molécules réparties sur la sphère de rayon r décrite autour de l'origine comme centre, les déplacements éprouvés se composent : 1" d'une translation commune
2 — — , dans le sens de la force ; 2" d'un déplace-
raent^ — sin a, effectué suivant la droite définie par les
cosinus directeurs cosa, — sina, ou qui fait l'angle a avec les r» positifs, du côté des ^négaLifs,et coïncide, par conséquent, avec la tangente au cercle représenté par l'équation a;^ -(- ï^ = î'*.
Donc, chaque couche demi-spkérique d'un rayon donné r, ayant fom^ centre le point d'application de la pression élémentaire d'? exercée surlecorps, avancedans le sens de celleci. sans cesser de faire partie d'une sphère de même rayon,
de la quantité '2 -^ gui-, d'après la formule (46j,
Seulement j comme on a
,„ f/m . dm . dm > dm dm
4y — am K cos K ^ — sin 2 « , — ■ — sin* «^ 1 cos2 «
les particules gui constituentla couche éprouvent, sur la swfacede la sphère dont elle garde la figure, un léger recul,
composé de la translation -^r— = -r-z — %—^ ^r—- , en sens ^ 2t 4 (X -I- 2ii-) 2ffiir'
contraire de la force d.P, et d'un déplacement, égal a cette
translation, effectué suwanù la di/rection qui fait avec celle de la force l'angle 2* dont la bissectrice est le propre rayon r aboutissant à la particule.
Ce dernier mouvement seul, propre aux diverses molécules de la couche demi-sphérique, aurait pour effet de les éparpiller sur toute la surface d'une petite sphère de rayon
-^, si on les supposait d'abord réunies en un même point,
à l'origine des coordonnées par exemple. D'ailleurs, l'éparpillement, uniforme dans le sens des cercles méridiens de la petite sphère, accumulerait, à son pôle situé du côté des z négatifs, toutes les molécules effectivement placées à l'équateur ou circonférence de base de la couche demi-sphérique et, aux environs de ce pôle, les zones à grand rayon et à grande surface (ou équatoriales) de la même couche; de manière à relever en moyenne sa matière ou à faire monter son centre de gravité, car il n'y aurait que les molécules de la calotte comprise entre a = o et œ = ^ qui s'y abaissassent. Comme le mouvement dont il s'agit relève chaque molécule de — -^ cos 2a, et que le nombre des molécules pour lesquelles a a une certaine valeur est proportionnel à sina, c'est-à-dire au rayon r sin a du petit cercle de la couche le long duquel ces molécules sont rangées, le relèvement éprouvé par le centre de gravité général égalera
la valeur moyenne du produit — — cos 2 « sin a, quand a y
varie de 0 à -^ , divisé par la valeur moyenne du facteur sin o Or on a
dm f~ 2
Le quotient des deux intégrales vaut donc — : et l'on peut
observer qu'il serait le même si , le corps étant supposé exister aussi du côté des 2 négatifs, ou la couche étant supposée couvrir une sphère entière et non une demi-sphère seulement, a variait dans l'intervalle double compris de o à ■Tt ; ce qui ne ferait que multipHer par 2 la -valeur de chaque intégrale. En ajoutant le quotient obtenu, -^,àla trans-
ie couche dans son mouvement de recul sur sa suiface, on trouve que ce mouvement de recul produit en tout, sur la couche, un relèvement moyen égal à
3 r 3(X-h2ia) 2Tr!J,r '
Ce relèvement, retranché de la translation
l-^^ii. dm _ dP X -I- [i r Stt [j.r
qu'a éprouvée de haut en bas la sphère sur laquelle la couche reste située , donne enfin
2{2X-(-5[ji.] dm __ 2XH-5ft rfp ^ ' ~ZQ^T^ ~ ~ SpTT^ 2;rH,r
pour le déplacement moyen imprimé à la couche par la pression extérieure d'P.
Enfin, si dr désigne l'épaisseur d'une couche, on obtiendra le déplacement moyen imprimé à toute la matière qu'entoure la couche de rayon r, en multipliant l'expression (51) par le facteur ^^dr, proportionnel au volume d'une couche, puis en intégrant le produit de 0 à /■ et divisant le résultat par/' r^ dr — \ 7^. On trouve ainsi que le dAplacement moyen de toute la parti» du corps qu'entouré une
sphère de rayon r, ayant son centre au point d'application de la pression rfP, vaut la quantité
2 IX -1- 2ix) In^T '
un peu supérieure au déplacement même du centre
de la sphère dont ne cesse pas de faire partie sa surface convexe.
Déformations qui s'y trouvent produites
Cherclions actuellement à nous rendre compte des déformations produites aux divers points. A cet effet, nous occupant d'abord de co qui se passe dans un plan méridien, par exemple, celui des zx considéré du côté des x positifs, nous chercherons ce que deviennent , après les déplacements, deux éléments rectilignes menés, à partir d'un point quelconque [x,z) ou (?•,«}, l'un , dr, dans la direction du prolongement du rayon r qui y aboutit, l'autre, ds, dans le sens perpendiculaire suivant lequel r ne varie pas et a grandit.
Le premier, dr^ défini en direction par les cosinus directeurs siua, cos a, a pour projections primitives sur les axes dx=dr sm. a., dz= dr cos a. Par suite, les déplacements respectifs, horizontal et vertical, de sa seconde extrémité, dépassent les déplacements analogues de la première, des quantités
\ do: e/z / \ dx dz j
Portons dans celles-ci les valeurs des dérivées de u^w en x,z déduites de la première et de la troisième (47), avec substitution der sin a et r cos a à a? et à ^ dans les résultats ;
puisajoTitonsces accroissements aux projections primitives de l'élément matériel dr, qui étaient sina(/r et cosœ(^r. Nous trouverons que ces projections deviennent, après les déplacements,
dm , [• dm J, -i- 3^. dm 1 , ;53) sina 1 cos« dr, cos« 1 — — cos« — ~ —~\dr.
En faisant la somme des carrés de ces expressions (avec suppression des termes en dm^, évidemment négligeables), puis extrayant la racine carrée du résultat, nous obtenons simplement, pour la nouvelle longueur de l'élément rectiligne ,
r X -H âii (/m 1 ,
54, 1 — 2 T^ ~ cos H dr.
La dilatation linéaire de cet élément, rapport de son accroissement à sa longueur primitive, est donc
, X -I- 2(1 dm '55) 3, = — 2- t^co8«.
Le quotient de la première expression (53) par (54) nous donnera d'ailleurs, pour le sinus du nouvel angle que fait avec les z positifs l'élément rfr déplacé,
):-¥-Z\). dm . 1
Pendant que les déplacements s'effectuent, l'élément matériel //?■ tourne donc un peu, de manière que son angle a avec les z positifs croisse de
Xh-3|i dm .
;56) -:^ — — — - sm B.
Occupons-nous maintement du second élément matériel rectiligne, ds, dont les projections primitives sur les axes
sont dx= cos a ds, dz = — sin a ds. Après les déformations, ces projections vaudront
(cos a. H ;— COS « — — -— sma ds, ( — ainn A -~ cosa r— sihh) (W.
(ï» «î dx (h
Portons-y les valeurs déjà calculées des dérivées de m, w. et elles deviendront
(5,) (oo..+^».2.)</,, _(si„.+ i^sm2.)&.
On en déduit^ comme tout- à-l'heure pour (54), la nouvelle longueur de l'élément matériel ds,
(58) (1 -H —^ cos ^.] ds,
et, par suite, la dilatation qu'il a éprouvée
dm
(59) ^' = -r cos a.
Le quotient de la première expression (57) par (58) donne d'ailleurs le cosinus du nouvel angle qu'il fait a'^'^ec les x positifs, du côté des z négatifs,
en sorte que cet angle s'est accru, ou que l'élément f^ a tourné, de la quantité
comme on aurait pu, du reste, le déduire du fait, impliqué dans les formules (48), que l'élément ds reste tangent à un
cercle de rayon r le long duquel il avance de ~ sin a.
L'excédent, sur cet angle (60), de celui, (56), dont a tourné dans le même sens l'élément matériel dr,. mesure la diminution éprouvée par l'angle,' primitivement droit, de ces deus éléments l'un par rapport à l'autre, ou ce qu'on appelle leur glissement mutuel. Ce glissement vaudra donc
Pour achever de définir les déformations éprouvées par la matière au point [x,z) du plan méridien des zx, il ne reste plus qu'à calculer la dilatation ?„ éprouvée par un élément matériel rectiligne dn normal à ce plan et qui, par raison de sj'métrie, ne cesse pas de lui être perpendiculaire. Cet élément appartient à un cercle parallèle , ayant son centre sur l'axe de révolution ou de symétrie, et dont le rayon x devient x+u ou r sina-i-U. Son allongement par
unité de longuenr est donc — r— . En y remplaçant U par la
valeur (48), il vient
(62) tt„ = cos K.
La dilatation cubique û sera la somme des dilatations linéaires, (55), (59), (62), de trois petites droites matérielles rectangulaires. Sa valeur ainsi calculée,
63 S = — --- - ■ -— — cos K,
concorde Men avec celle que donne immédiatement la formule (26) [p. 65].
En résumé, il se produit, en un point quelconque de la couche de rayon r, d'égales dilataùions suivant l'arc de méridien et suivant un cercle parallèle delamême couche; ces dilatations ont pour valeur
2(l + 2|i) 2iif)-"
La contractwn qui a lieu en même temps dans le sens de l'épaisseur de la couche, eu la condensation 9 de la matière, sont respectivement les produits de la somme de ces deux
dilatations linéaires par les nombres constants ■ :^ - - eu y^—-
Enfin, le prolongement matériel du rayon r, primitivement noTTnal à la couche, s'incline un peu vers le haut de celle-ci, de manière à tourner par rapport à elle d un angle variable , égal au produit delà condensation — ^ ^«rtangûc.
2i. — Pressions intérieures mises enjeu par ces déformations.
Au moyen des quatre déformations i^, 5„ t)„, g, on évalue aisément les composantes normales et tangentielle , N^, N,, T, des pressions exercées sur les éléments plans perpendiculaires aux petites droites dr, ds, et la pression N„ qui sollicite un élément superficiel situé dans le plan méridien, force évidemment dirigée suivant la petite droite dn perpendiculaire à ce plan. On sait, en effet, que
(65) Nr==Xe-+-2!i?r, N, =Àe+ 2[ia, , N„ = ÀO-t- 2ij,Ô„ , T=:!ig.
D'ailleurs, ces quatre composantes N, T permettront, comme on le sait aussi, de déterminer toutes les pressions intérieures que supporte le corps suivant les divers sens.
Si l'on substitue dans les formules (65), à 0, 3^, û„ î)„, g, leurs valeurs (63), (55), (59), (62), (61), il vient :
(65 dis
dm ' 2ix* dm 2ii-* dm ,
_ 6^ __ cos « ~ j-—- — cos «, T = ^-— - ~ SI
Les deux composantes, l'une, normale (dirigée suivant le prolongement du rayon r), l'autre, tangentielle (suivant l'arc ds) , de la pression exercée par la couche demi-sphéri-que
de rayon r sur celle de rayon r <- dr, sont — N, et — T. On voit que ceHe action, d'une couche demi-sphérique sur la suivante se compose, par unité d'aire : X" d'une compression
normale, 6^^ —^ cosa^ inversement proportionnelle au carré
du rayon r de la couche et en raison directe du cosinus de l'angle a que fait ce rayon avec la verticale ou la normale à
la surface du corps: 2" d'u7ie force, r-^— -j , dirigée verticalement de haut en bas ou vers l'intérieur du corps { c'est-àdire faisant avec le rayon r prolongé et avec Tare ds les angles qui ont respectivement pour cosinus cosa et — slna) , force constante sur toute l'étendue de la couche et inversement proportionnelle au carré de son rayon.
Observons que cette dernière pression verticale équivaut, pour toute l'aire 2-^r^ de la couche demi-sphérique, à une
poussée de haut en bas égale à r dm. La précédente,
6p — cosa, devenue 6h-^cos^k enprojectionsurl'axedes^,
donne une poussée analogue, (6u-^oos^a) i^T.r'^sincf.d'x),
sur une zone élémentaire de rayon r sin « et de largeur rda-y et, par suite, une poussée totale égale à
sur un calotte demi-sphérique. La couche considérée exerce
donc en tout une pression ayant pour valeur —- dm+4-i>-dm,
pression égale, d'après(46j, à celle, d)?, que supporte la surface supérieure , comme il le fallait bien pour l'équilibre de la demi-sphère terminée à la couche.
Observons encore que, si l'on découpe dans la même couche, en menant une surface conique normale à ses deux faces, une calotte ou un ménisque dont le rayon de base
soit r sina, les deux composantes, suivant l'arc ds et suivant le prolongement dr du rayon r, de la pression exercée sur la tranche ou contour de cette calotte vaudront par unité d'aire Nj et T, forces dont la résultante , d'après (65 bis)^ a
pour valeur r —r-c^i se trouve dirigée suivant une hori-
zontale issue de l'axe des z. On voit donc que les sections normales faites, dans une couche demi-sphérique, perpendiculairement à ses plans méridiens, sont soumises à des tractions horizontales, constantes par unité d'âire et précisément égales à la pression verticale uniforme, ^ ^,
qu'exerce chaque couche sur celle qui la supporte en outre de la pression normale, variable, 6 f^ —^ cosa. Enfin, les
sections méridiennes de la couche sont soumises à des tractions N„, qui égalent, en chaque endroit, la composante normale, ii,,des tensions horizontales dont il vient d'être parlé.
22 — Déplacements élémentaires pour le second et le troisième des types simples d'intégrales.
Passons actuellement à l'étude du second type simple d'intégrales , toujours pour le cas où le potentiel ^ ne conserve qu'un seul de ses éléments, log {z ■+■ r). dm, relatif à une masse dm recouvrant une portion infiniment petite d^ du plan des a^g. Les déplacements u,v,n'' ont alors, d'après (36) [p. 72], les valeurs
( dïog[z--\-r) , xim, _!^log(sM-r) ydm
-4-r)' "" iy '^~ ryz^r)'
où )■ désigne la distance du point quelconque [x, y, z) du corps à rélémentf^T, sur lequel est supposée prise l'origine
des coordounées. D'après la dernière formule (38} [p. 72"] , les actions extérieures exercées sur la surface n'ont pas d'autre composante normale qu'une pression dP, appliquée à l'origine suivant l'axe des z et égale à
(67) dP = iny. dm.
Les relations (66) montrent que-w dépend seulement de '/', et que u,v sont les produits respectifs d'une même fonction de r et 2 par les cosinus des angles que fait, avec les X et les y, le plan, qui contient le rayon r et l'axe des 2. Donc , comme pour le pj^emier type simple d'intégrales , les déplacements se font symétriquemeni tout autour de l'axe des z, c'est-à-dire tout autour de la droite d'application de la pression normale dP.
Il suffira de considérer encore la matière comprise dans le plan des zx, du côté des ^positifs. En continuant à poser x=r sin a, z=r cds a, oii a est l'angle, compris entre o et
—, que fail le rayon r avec les z positifs, les relations (66)
donneront, pour le déplacement horizontal U et poiir le déplacement vertical w,
sîn a dm. dm o. dm
68 U=- - — = — tang-, w = —-.
' 1-4- DOS a)- r 2 r
D'après les formules (66), eu vertu desquelles « e t w égalent les dérivées en.x &iz d'une même fonction (fmlog(r+^), le déplacement total se fait, dans le plan méridien des zx, normalement aux courbes dont l'équation est
r ■^- z ^ une constante positive c.
Or ces courbes, à cause de la propriété même, r=^c — z, qui les caractérise, sont les paraboles ayant pour foyer l'origine et pour directrices les diverses horizontales z=s menées au-dessous. Leur concavité est tournée vers le haut, et leur tangente en chaque point, bissectrice de l'an-
gle que tait, avec une verticale dirigée vers en haut, le prolongement dr dn rayon r aboutissant à ce point, a pour perpendiculaire la bissectrice de l'angle adjacent fait avec dr par le prolongement vers en bas de la même verticale, c'est-à-dire la tangente aux paraboles r=corist -^z, dont le foyer est l'origine et l'axe celui des z, mais dont la concavité est tournée vers le bas. Ces dernières paraboles sont donc les trajectoires orthogonales des premières et c'est, en chaque point, suivant leur direction que se font les déplacements. Ainsi, des couches minces, découpées suwant des jparaholoïdes de révolution à axe vertical ayant pour foyer l'origine et concaves vers le bas, conservent leur forme et leur position : la maUère qui les compose glisse seulement sur leur superficie, en s'abaissant d'une quantité qui, à cause des formules (67) et (68), a pour valeur
En chaque point d'un méridien, la tangente aux couches paraboliques est évidemment inclinée sur l'axe de révolution ou des z d'un angle moitié de celui, a, que fait avec une parallèle à cet axe le prolongement du rayon r. Le déplacement total s'y effectue par conséquent suivant une
direction dont l'angle avec l'axe des ^ est —, comme le
montrent d'ailleurs les relations (68).
A la surface, les deux composantes horizontale etvm'-ticaU des dépla,cements sont égales ; car, l'angle a y étant évidemment de 90", le déplacement total se fait en chaque point dans une direction inclinée de 45° sous l'horizon. Cette circonstance distingue essentiellement le type d'intégrales considéré 'ici d'avec lepremier, oit lés mouvements étaéntexclmwement verticatix à la surface, et d'avec le t?'oisième, où, ils se font partout horizontalement.
Occupons-nous enfin de ce troisième type, correspondant
à certains modes desoUicitationde la surface par des actions uniquement tangentielles. Dans le cas où la couche fictive m se réduit à un seul élément dm placé à l'origine, on y a, d'après (39) [p. 73] , des déplacements représentés par les formules
d\os{z +■ r] , d\os{î -^ r) ,
f70j « = 5J J. ^ e = ëJ 1_ ^^^ «, =, o.
dy dm
Les composantes horizontales du déplacement subsistent seules : la seconde, v, n'est autre que la première u du cas précédent, qui aurait ainsi tourné de 90" dans le sens de ox vers oy\ et la première, u, n'est autre que celle v du même cas changée de signe, c'est-à-dire ayant tourné également, dans le même sens, de 90". Donc le déplacement total a la valeur du déplacement horizontal qu'exprime la première formule (68) , et il s'effectue perpendiculairement à ccluî-là , c'est-à-dire suivant les 'parallèles , qui sont les cercles horizontaux ayant leur centre sur l'axe vertical de révolution ou des z. Chacun de ces cercles, supposé matériel, éprouve un simple mouvement de rotation autour de son centre, dans le sens de ox vers oy: son rayon égalant r sina , l'angle de la rotation vaut le quotient du second membre de la première (68) par r gin«, c'est-àdire le quotient de dm par r* (1 -+- cosa) ou par r [z i-r).
23. — Déformations et pressions intérieures dans le cas du second type.
Considérons, dans les modes de déplacement représentés par les formules (66) , deux petites droites matérielles primitivement rectangulaires, ds, ds', menées, d'ans le-plan méridien des zx et à partir d'un même point [x, z) ou [r, a.), Tune, ds, tangente à la paraboles — ^=const- qui passe parce point, l'autre, t?/, tangente à la parabole r+^=const. qui y passe également, et, toutes les deux, dans les direc-
tions suivant lesquelles le rayon vecteur r grandit. La première, liî, de même sens que les déplacements produits au même endroit, fait avec les x et les z des angles ayant
pour cosinus sin — , cos— . Les cosinus analogues pour la
seconde, ife', sont cos — , — sin~.
On trouve, par le mode de raisonnement employé au n" 20, que les projections de la première sont devenues , après les déplacements,
dai.
c'est-à-dire, en y calculant les dérivées de m et w au moyen des formules (66) et posant x=-t sin «, z=t cos a dans les résultats,
/ H \ / dm % -¥- cos « \ . / K \ / dm\ ^71) sin- 1--
Il en résulte, en procédant comme on l'a fait au n" 20 ^p. 87), la nouvelle longueur de l'élément
la dilatation qu'il a éprouvée
dm / 1 — cos a \ dm 1, 1 . « \
et, vu le rapport de la première (71) à (72), le nouveau sinus de l'angle que fait l'élément matériel ds avec l'axe
L'élément ds a donc tourné, dans le sens des ox vers oz, du petit angle
De même, les projections de l'élément ds' deviennent
/ K dti « dn . a \ ,,
cds — -<- cos — Sin — - I as ,
/ . a (^VB « ''"'■'< \ vy — sm — ■ -+- cûs — sm — « >
OU bien, après !'effectuation-des calculs et la réduction des
résultats,
On en déduit, pour la nouvelle longueur delà petite ligne ds',
pour sa dilatation.
elj pour le cosinus du nouvel angle qu'elle fait avec l'axe desi»,
l «M du . « \ Ta dm al
L'élément ds' a donc tourné, dans le sens de oz vers ox, du petit angle
égal à celui , (74) , dont a tourné , en sens contraire , l'élément ds. Par suite^ le glissement relatif des deux éléments ds, t?/est le double, changé de signe, de chacun de ces angles ; en sorte qo'on a
(79) g == _ _ tang ~ = — 2 Û,, tang -~.
Enfin, la dilatation »)„ d'une petite droite d% normale au plan méridien est celle qu'éprouve la circonférence matérielle horizontale décrite autour de l'axe des z avec le rayon T sin«, et gui grandit dans le rapport de r sina à r sina hU. On a donc, d'après la valeur (68) de Ij.
La dilatationcubiqueO— 3, +-i)„.+-i)„ est bien nulle, comme il le fallait, quand on y porte les valeurs (73), (77) et f80) de î»„ a.., 5„. '
Quant aux composantes N,, N,-, N„, T, normales et tangentielie, des pressions exercées sur les éléments plans respectivement perpendiculaires aux petites lignes ds, d^, d7h, elles ont pour expressions
N, = 2 [1 D, , N,- = 2 n &,., N„ == 2 H- ?„ , T = fi g.
Sans nous arrêter plus longtemps à ces formules, nous remarquerons qu'elles donnent, pour l'action exercée, sur chaque couche parabolique (r — ^=:const.) de forme et de position invariables, par la couche analogue qui l'entoure, une traction perpendiculaire au rayon r, traction dont les composantes normale et tangentielle sont respectivement,
d'après (77) et (79), N,.= ;. ^ , T = — ^^ ~ tang -^ , et dont l'intensité par unité d'aire a pour valeur -.
24. — Déplacements que produit une simple pression normale, exercée sur un élément de la surface.
Cherchons enfin les expressions des déplacements pour le type d'intégrales composé, particulièrement important, qui correspond an cas où la surface ne supporte que des pressions normales, et où la couche fictive m dont on prend le potentiel logarithmique, couche étalée sur la surface, n'en couvre qu'un élément dt ou se réduit à une quantité infiniment petite dm.
D'après les lois énoncées dans la première partie du n" 17 (p. 76), ce cas est celui où les pressions exercées sur la surface se réduisent à une seule , dP, égale à dm et appliquée au centre de l'élément d^, que nous choisissons pour origine des coordonnées : de plus, les valeurs des déplacements Wj y, w s'y obtiennent, en ajoutant les expressions de M, «»,«? relatives au premier et au deuxième type, c'est-à-dire (47)
et (66) [p. 82 et 93] , respectivement multipliées par -t — et
par— 7 — r. La droite suivant laquelle s'exercelapressiont^P
étant évidemment un axe de symétrie ou de révolution, on peut se borner à considérer les déplacements produits dans le plan méridien des zx et substituer, par suite, aux relations (47) el (66) les formules plus simples (48) et (68) [p. 83 et 93].
Donc, si l'on appelle toujours
r la droite qui joint le point d'application de la pression dp au point quelconque [;», y, z) du corps ,
«l'angle, variable de zéro à -^, que fait celte droite avec la direction de la pression (?P,
et si l'on remplace dm par dP, les expressions du déplacement horizontal U et du déplacement vertical w fournies
— too —
par les troisièmes membres de (48) et de (i mettant finalement pour sin2a l'expreèsion
) seront , en
4oos' -
tans~oo!. = 2(l + c
os.) DOS.
^"Sj
et,
de
même, 2cos''a — 1 pour cos2a
_ lie / ,_^_^
tang
L'enfoncement tv et le retrait — U , qu'éprouvent des cercles concentriques ou conasiques , tracés , les uns , à la surface, autour du point pressé, les autres, à l'intérieur, sur des cônes de révolution ayant pour sommet ce point et pour axe la pression exercée, sont donc régis par des lois très simples, dont la première consiste dans leur proportionnalité inverse à la distance r au sommet.
X^e déplacement vertical w, partout de même sens que la force déformatrice dP, est d'autant plus petit, à égales distances r.du. point d'application de cette force, que l'angle a est plus grand, ou qu'on est plus loin de la droite suivant laquelle elle s'exerce.
Quant au déplacement horizontal U, il est nul pour a=o, par raison de symétrie, mais positif (quand la pression dP l'est elle-même) pour les valeurs assez peu grandes de «, c'est-à-dire dans la partie du corps sous-jacente , directement comprimée et qui, par suite, se dilate ou se détend dans les sens latéraux, comme on pouvait le prévoir. Cette partie est limitée par le cône qui a son sommet au point d'application de la pression dP^ et dont les génératrices font avec celle-ci l'angle a pour lequel s'annule le facteur
Le cosinus de l'angle dont il s'agit vaut doue
-i-Vi-i
I! est évidemment inférieur à ^ , c'est-à-dire à un
nombre qui doit atteindre tout au plus -1- : car, dans tous les solides, X paraît être au moins égal à ji. L'angle considéré dépasserait donc toujours 60" (').
Pour les valeurs de « plus grandes que la racine de l'équation (82), le déplacement horizontal U devient négatif. Ainsi la pression dP a pour effet de rapprocher de sa droite d'application la matière extérieure au côue dont il vient d'être parlé, matière qui semble comme attirée vers l'axe du cône.
C'est ce qui arrive en particulier à la surface du corps ou du sol, c'est-à-dire pour a = 90". Les circonférences concentriques qu'on y décrit, d'un rayon quelconque r, autour du point d'application de la force dP comme centre , se contractent ; leur rayon diminue, d'après la première (81), delà quantité
(82 *ù) (pour; =o)
(*) La formule même cos^ a -i- ces a = ■— montre que, lorsque le rapport
de i à fi grandit de zéro à 1 et puis de 1 à Tinfini, ou que décroît de 1 à ^,
puis lie 4- ù zéro, l'angle a grandit lui-mèuie de arc cos 1^ = 51" SCf environ
à arc C08 ^*~' = 68" 32' environ , puis de cette dernière valeur à 90". Dans les corps plastiques oii ). serait incomparablement plus grand que I» , on aurait donc a. = 90" : le cône sur lequel le déplacement horizontal U s'annule y coîncidorait avec la surface même du corps.
En même temps,, ces cercles s'abaissent d'une quantité proportionnelle, yui, vu la deuxième (81), a pour expression
L'enfoncementJîi est plus considérable que ie retrait — TJ; car son rapport à celui-ci égale le quotient de X t-S^j. par ,«, c'est-à-dire au moins 3, d'après ce qu'on vient de dire.
La formule (83) exprime une loi importante que nous utiliserons dans les deux S^§ suivants , et qu'on peut énoncer ainsi :
Une pression d?, exercée normalement sur une partie infiniment petite de la sur face d'un corps élastique plan, d'une, largeur et d'une profondeur indéfinies, produit, en tout point de cette surface situé à une distance quelconque r de la partie pressée, un enfoncement égal au facteur cons-
tani-r — 2 — , multiplié par le poie?iliel — obtenu en assimilant la pression dP à une matière qui occuperait son point d'application.
On remarquera que les déplacements w décroissent, autour du point d'application de la pression dP qui les produit, comme grandissent les circonférences 2-r.r sur lesquelles o^i les observe. //y a donc, en quelque sorte, conservation des effets de la pression dV à toute distance r sur la surface, puisque ces effets (qui sont les déplacements w), multipliés par les étendues %ir sur lesquelles ils se répandent, donnent des produits constants.
Il est à peine nécessaire d'ajouter ici que les formules de ce numéro ne s'appliqueraient plus, si la distance r du point {x , y, -z) à l'origine devenait comparable à i^^, c'est-à-dire aux diinensions de la très petite surface. (/'t sur laquelle s'exerce la pression considérée dP. En effet, dans
cesformules, lesintégralesyr(^./log(i;+-î') ÉÏP, j —.que
contenaient les relations plus générales (43) [p. 77], ont été réduites à un seul de leurs éléments ; de sorte que rfP et d'3 sont censés y tendre vers zéro avant que r ne s'annuie lui-même. Quand donc r est de l'ordre de V^^, il faut décomposer d^r en éléments iniiniment plus petits encore et calculer m, v, w par les formules (43) : les termes y étant comparables au quotient des diverses aires en lesquelles on aura décomposé t^w par une distance de l'ordre de r ou de VTi, les valeurs intégrales de u, v, m seront elles-mêmes comparables à l'aire totale, d'y, divisée par Vd<z, ou comparables aux dimensions de l'élément de surface di. Donc, les déplacements u.v^iv produits par la force dP ne deviennent pas infiniment grands pour r=o, malgré le dénominateur r qui s'annule alors dans les formules (81) : c'est, an contraire , l'influence du numérateur t^P qui l'emporte dans ces expressions , et qui les rend infiniment petites même en ce point.
Si les formules (81) à (83) doivent être remplacées par d'autres plus complexes, (43), quand le point {x, y, z) n'est distant de la région d'application An que de quantités comparables aux dimensions de cette région, il est clair, à l'inverse, que, dans le cas oîi la région d'application t des actions extérieures sera finie, mais où l'on ne considérera que des points du corps assez éloignés de cette région, les formules simples (81) à (83) pourront être substituées, sans erreur sensiljle , aux expressions (43), sauf à changer r/P en /rfP ou P ; en d'autres termes , on pourra supposer tous les éléments dV de la charge réimis en un même point, lorsque cela reviendra à ne les déplacer que très peu par rapporta la distance où ils sont des parties du sol dont on étudie les
35. — Lots de la transmission de cette pression normale à Vintè-
rieur, sur les couches de matière parallèles à là surface : comparaison avec les lois analogues pour les types simples d'intégrales.
Arrêtons-nous encore un instant à l'étude des effets d'une pression normale élémentaire dP, pour chercher comment elle se transmet, dans l'intérieur du corps, sur les diverses couclies de matière parallèles à la surface. li nous suffira, pour cela, de considérer les formules (41) [p. 76], qui, en réduisant /t^m à dm=dP être, /isî^-yî Vs* , donneront les composantes de l'action exercée par chacune de ces couches sur celle qui !a supporte, ou qui est contiguë et plus profonde. Il vient ainsi ;
(83 bis]
On voit que la pression élémentaire rfP, exercée sur la surface à l'origine des coordonnées, fait naître, sur toute l'étendue des couches parallèles à cette surface, des pressions obliques, dirigées suivant le prolongementdes rayons r issus de l'origine, et égales en chaque endroit, par unité
de superficie, à -;; r= r — ; cos^'k. Il émane donc, enhqne
droite, du point d'application delà pression donnée, comme des répulsions, s'ea^erçant sur toutes les couches parallèles à la surface : ces répulsions ou, pour mieux dire, ces pressions intérieures, proportionnelles à celle qu'ion exerce au dehors, varient m raison composée inverse du carré r^ de la distance
et du carré —^ du raffort de cette distance à la profondeur de la couche qui les supporte (*).
Observons que, si l'on mène, par ie point considéré {sc,y,z) et dans le plan méridien de ce point, c'est-à-dire dans le plan de l'axe-des z^ une perpendiculaire au rayon r émané de l'origine, cette perpendiculaire ira couper l'axe des Jaune certaine distance D de l'origine et formera, avec le rayon r et l'axe des ^, un triangle rectangle dans lequel la droite D sera l'hypoténuse, r, un côté de l'angle droit, et, z, la projection de ce côté sur l'hypoténuse. On
aura donc r*— Dz, ou ~ = =-^ ; et la pression exercée sur la
couche passant par le point [x, y, z) se trouvera être inversement proportionnelle au carré de la droite D. Or, celte droite est évidemment la même pour tous les points d'une sphère passant par l'origine o et ayant son centre sur oz; car l'hypoténuse D n'est autre alors que le diamètre de la sphère normal au plan isoy. Donc, en résumé, dam toute l'étendue d'une couche sphérique infiniment mince , tangente à la surface du corps au point d'applicatwn de la force normale donnée dV, la pression que supporte l'unité d'aire des élément plains parallèles à cette surface est constante , en raiso7i directe de la force dÇ, dirigée suivant les cordes émanant du point de contact et, pour différentes couches sphériqties, inversement proportionnelle à leur surface.
Il faut, pour l'équilibre d'un cylindre d'un très grand rayon et d'une hauteur z quelconque , décrit dans le corps autour de la force extérieure d¥ comme axe, que cette pression c^P, en se transmettant de couche en couche, garde son intensité totale ; car les pressions appliquées aux deux hases du cylindre doivent à elles seules se neutraliser, celles qui le sont à sa surface convexe étant, par
(*) Je démontrerai ou n" 40 bis (p. 187) que cette loi est comprise lians une autre non moins simple, concernant le cas d'une prerision oblique quelconque exercée en un point de la surface du solide.
unité d'aire, comparables à l'inverse du carré de son rayon, c'est-à-dire, comme partout, à l'inverse du carré de la distance à l'origine, et n'ayant, par suite, sur toute la surface convexe , qui est seulement de l'ordre de la première puissance du même rayon , qu'une résultante négligeable. Et, en effet, sur la coucbe située à la profondeur z^ l'intensité totale de la pression exercée est
2tt I p^rdr, vu que celle que supporte, en tout, une
couronne élémentaire , ayant pour rayon intérieur Vî-^t-î' et pour largeur d /)•* —s* , égale le produit de jj^ par l'aire
de la couronne ; produit qui n'est autre que 2np^rdr, où le rayon \fr^~-z^ peut varier de zéro à l'infini et, par suite, r, de ^ à co . Or, en substituant kp. sa valeur (83 Ms), l'intégration donne bien
On remarquera que les formules (83 Ois) ne contiennent aucun coefficient d'élasticité ; en sorte que la Iransmùsion des pressions, à partir de la surface, sur les couches de mali&i^e qui lui sont parallèles, se fait de la même maniè^-e dans tous les solides ùoiropes.
Il n'en est pas tout-à-fait ainsi sur des coucbes ayant d'autres directions ; car la manière dont s'y distribuent
les efforts supportés dépend du rapport ■. On trouve.
par exemple , au moyen des formules (81) ou (43j , que les cylindres circulaires conaxiques décrits autour de l'axe des z ou de la force rfP subissent, par unité d'aire, des compressions (positives ou négatives) dont la composante normale est
dp
et que les pians méridiens menés suivant le même axe éprouvent des tractions exprimées de même par
{ \>. dP ( z *■ \ „ i' '^^ / __}__\
\ X -h- [A 2 77 r2 \ »■ r -*- zj ), -1- il 2 n r» V 1 m- cos «^
) - _JL_ _fE_ J-i ■ _t — \
[ X -(- |1 2 ir ,■* ^a l ^"^ " ''"^ 2 / '
tractions positives pour a < arc cos.^±:l= 51" 50' et négatives pour « y 5r 50', c'est-à-dire près de la surface.
Il va sans dire que les relations (83 Us), tout comme celles du numéro précédent, ne conviennent plus dans le voisinage dé la région d'application, et que, là, il faut décomposer cette région en une infinité d'éléments et recourir, soit aux formules générales (41) [p. 76], soit, pour les valeurs de z bien moindres que les dimensions de la même région d'application, aux formules plus simples [41 his) et (41 ter].
Observons que les pressions exercées sur des couches parallèles à la surface sont également régies par des lois intuitives dans les deux de nos trois types simples d'intégrales où ces pressions admettent des composantes normales , savoir, dans ceux que nous appelons le premier et le deuxième.
Commençons d'abord par ce deuxième type. Les formules (37 ôw) rp.72] y donnent, en réduisant r à ^ x'^^y'^^z^ %ifdm à dm ou, d'après la troisième (38), à— — :
dF
iP
(83 ter)
On voit que cliaque couche se trouve encore comme repousséepar le point d'application delà composante normale dP de la pression extérieure, et, toujours , en raison inverse du carré de la distance r. Mais, ici, ces pressions intérieures, au lieu de dépendre du rapport de la distance à la profondear de la couche, ont la même intensité dans toutes les directions; d'où il résulte que la surface même est soumise à des actions tangentielles. La poussée totale
X^ C"^ àr
p^rdr^zdV j ^., que supporte
chaque couche , a la valeur zdP l ) = dP, comme iHe
faut.
Enfin , le premier type simple d'intégrales étudié au numéro 14 (p. 65) pouvant évidemment être considéré comme une combinaison linéaire du second, dont on vient de parler,et de celui où îa surface ne supporte que des pressions normales, les actions exercées sur les couches parallèles à !a surface j seront encore assimilables à des répulsions, inverses du carré des distances r, mais dont une partie ne dépendra pas de la direction, tandis que l'autre variera en raison inverse du carré du rapport de la distance r à la profondeur z de la couche.
§ IV. — CALCUL DES DÉPRESSIONS QUE PRODUISENT, A LA SURFACE d'uN
SOL HORIZONTAL OU d'uN CORPS ELASTIQUE PLAN D'UNE LARGEUR ET
d'une PROFONDEUR INDÉFINIES , DBS PRESSIONS EXTÉRIEURES
EXERCÉES SONT OBLIQUES
26. — Forme que prend la surface à d'assez grandes distances de la partie directement comprimée.
A cause de la superposition des petits effets, renfoncement, w, éprouvé par chaque partie de la surface du sol ou du corps élastique sous l'action de pressions normales finies, s' exerçant dans une région déterminée t de cette surface, égalera simplement la somme des enfoncements partiels (83) [p. 102] que produiraient, au même endroit^ les pressions élémentaires dP réellement appliquées aux divers éléments de j. Si donc d'^ désigne l'élément superficiel sur lequel s'exerce une des pressions élémentaires données dP, r sa distance à un point déterminé quelconque [w, y) de la surface, p la pression que supporte dw par unité d'aire , c'est-à-dire le rapport fini de dV h d's , enQn /une intégrale s'étendant à toutes les composantes élémentaires dV ou à tous les éléments d-^ de la surface directement comprimée, il viendra, pour l'enfoncement w produit au point que l'on considère,
/841 = '^-^^^ T— = '^^^'^ " Cl^
Cherchons d'abord une expression approchée des valeurs que reçoit w à d'assez grandes distances de la région a d'application des forces extérieures.
Je prendrai deux axes des œ et des y dirigés suivant les
deux axes d'inertie principaux de la couche matérielle fictive fdP, relatifs à son centre de gravité ou centre des forces parallèles/r/P. Si Xi et y^ désignent les deux coordonnées de Télément superficiel d^, on aura donc
(85) J"x,cfP = o, fy,dP = o, j^,^,y,^=o.
De plus, j'appellerai Pla résultan te/ï^P des pressions extérieures et PA*, PB^ les deux moments d'inertie principaux
^S(i) Pk^=.- Cû-i^dP, PEs= ff/t^dP
de la couclie fictive /(i?P par rapport aux axes respectifs des ?y et des œ.
Cela posé, a; ety désignant les deux coordonnées du point quelconque de la surface dont on veut calculer l'enfoncement, t la droite yfw^-htf^ qui le joint au point d'application de la pression résultante P, et u l'angle que fait cette droite avec les x positifs, on a w—^o cosw, ^=t sinu et, par suite,
Comme la distance x, est supposée ici d'une certaine grandeur par rapport a a;, et à y,, nous pouvons développer le radical par la formule du binôme, jusqu'aux termes de l'ordre des carrés des petits rapports de x, et ^i à t, inclusivement. Il vient ainsi :
\^-Tb
, cos « -t- y, sm w
- 2 lE, j/j cos 61 sin w -+- yi'^
En portant cette valeur de l'inverse de r dans le second membre de (84), puis en tenant compte des formules (85) et (86), on trouve aisément :
>. -.- 2 u. P r A' -1- B2 3 A* — BS 1
(87) « =- ——;— 1+ , , -+--r ^— cos2a> .
4 ^ ;«. (> -K jj.) i i: 4 1,2 4 t^ j
Pour de mêmes valeurs de -c , c'est-à-dire à égale dislance du centre des forces parallèles appliquées à la surface, l'abaissement produit w est le plus grand possible aux points situés suivant deux certaines directions opposées (celles des X positifs et des x négatifs si A est y B), dans le sens desquelles la région d'application o- présente les plus grandes dimensions ou a du moins ses parties les plus fortement pressées : il est, au contraire, le plus petit possible aux points situés sur les deux directions perpendiculaires. Ces différences, toutefois, ne paraissent que dans le dernier terme de la formule (87), terme de deuxième approximation, inversement proportionnel au cabe de la distance t. A une première approximation , obtenue au contraire en réduisant le second membre de (87) à son premier terme, inversement proportionnel à t. le déplacement fc est le même que si toutes les pressions élémentaires dV s'exerçaient au point d'application de leur résultante .
Dans une infinité de cas, tels que ceux où la région o- est circulaire, carrée, triangulaire équilatérale, etc., et où elle est sollicitée de la même manière de part et d'autre de tous ses axes de symétrie, les deux moments d'inertie PA^jPB^sont égaux. Alors le dernier ferme de (87) s'annule. D'autre part, on peut poser
en appelant K une certaine droite qui, dans l'îiypotbèse où toutes les pressions élémentaires t^P sont de même signe,
est évidemment inférieure au plus grand des rayons yfxi"^ H- yi^ , menés à partir du centre de la région d'application jusqu'à son contour. La formule (87) devient par conséquent, dans les cas dont il s'agit,
Les divers modeé possibles, considérés ici, de répartition d'une même charge totale P, entre les diverses parties d'une région donnée d'application, n'influent, dans cette formule , que sur la constante K , inférieure au plus grand rayon de o-, et ne font varier, par suite, que le dernier terme, inversement proportionnel au cube de la distance. Dès que » égale ou dépasse une fois et demie ce plus grand
rayon, le rapport -j-j est momdre que ~ et l'expression
de w ne diffère plus guère de ce qu'elle serait si toutes les forces parallèles d? étaient transportées au centre.
Pour des modes de répartition, non-symétriques, les termes de deuxième approximation auraient leurs valeurs maxima un peu plus grandes ; car, dans la parenthèse de
(89), la partie —-^ serait, d'après la formule (87), remplacée par celle-ci ,
doQt la valeur la plus grande possible, correspondant au
cas extrême -- — =-, ces 2 w = 1 , est -r-. Mais, même alors, il
suffirait de supposer la distance t égale à trois fois le plus grand rayon de la région s, pour rendre cette partie peu sensible devant le terme principal 1 de la parenthèse considérée. Donc, le mode de répartiUon d'une charge, à l'intérkur d'un certain- contour tracé sur la surface, n'influe pas d'une manière appréciable sur les abaissements produits à quelque distance hors de ce contour.
27. — Calcul général de la foi-ine de la surface, quand les pressions sont disposées pareillement tout autour d'un point central.
Cherchons aoLiiellement ce que devient, pour un point quelconque {x,y), la formule générale (84) du petit enfoncement n\ quand les pressions' exercées, p pçir unité d'aire, ont la même valeur sur tous les éléments égaux rfo- situés à une même distance R d'un point central, que nous prendrons pour origine.
Je décomposerai la région d'application, qui sera un cercle d'un rayon donné R,, en bandes annulaires, dont R désignera le rayon intérieur et £?R la largeur : sur chacune de ces bandes s'exercera par unité d'aire une certaine pression, dépendant seulement deR, et que je pourrai représenter par
Appelons :
ï, la droite fixe menée du point (a?, y) à l'origine,
r une autre droite, inclinée sur la précédente d'un ongle variable «, et joignant le même point [x, y) à un point quelconque du cercle de rayon R dont le centre est à l'origine.
Les droites que j'appelle r, et qui font entr'elles des angles d<ù infiniment petits, divisent la bande annulaire en parallélogrammes élémentaires. I,'un quelconque de ceux-ci a pour hauteur rd<ù et pour base la variation absolue, Sr,qu'éprouve chaque droite?* quand, sans faire varier w,on fait croître R de dK. La surface d'un élément est donc rdiùZr, la couche matérielle fictive qu'il supporte vaut par
suite ^rdiùh% et le potentiel qui lui est relatif égale pt^uS?'. Pour calculer Sr, observons que le triangle dont les trois côtés sont t., r, R donne
Rï = r" -H t* — 2«. cos u, ou bien, {'e — t- cos (,1 j^ = R* — ï * sin* m,
et, par suite,
(92) f = ^ cos « + v/r* — i» sinî«.
Si, dans le second membre, nous faisons varier R de dR, sans que t ni w changent, il vient
(92 his]
Le potentiel élémentaire p^uS? devient donc
*■ i/rî _ ts sin \.
Pour avoir le potentiel relatif à la charge totale que supporte la bande annulaire, il faut intégrer le second membre de (93} dans toute l'étendue de celle-ci. A cet effet, distinguons, le cas où le point ix.y) est intérieur à la bande, c'est-à-dire où l'on a t <^ R [et où une seule des deux valeurs (92)derest.parsuite, positiveljdu cas contraire où le point est extérieur et où R est moindre que t.
Dans le premier cas, la bande annulaire entoure complètement le point : l'expression (93) doit être intégrée depuis u= — T. jusqu'à w =7r ; ce qui donne en tout le produit de la pression totale S-^Rp^R, exercée sur la bande, parla
valeur moyenne , -r— \ — . ".. -. — de la fonction
yGoosle
(R^ — X? siii'^w)"^. Or, cette fonction ne dépendant de w que par le carré de sin w . sa moyenne est la même , soit qu'on y fasse varier w de — tî à ~ , soit qu'on y fasse croître
seulement w de o à -^. Le résultat obtenu peut donc
s'écrire encore
pR^R j'
Dans le cas contraire t ^ R, les deux expressions (92) de r sont positives, c'est-à-dire qu'à une même valeur de (0 il correspond deux éléments de l'intégrale calculée, ou que l'expression (93) doit être doublée. En outre, u y
variant entre les deux limites ^ arc sin ■ — qui annulent le
radical de (93) et qui correspondent aux deux positions où la droite )• est tangente au cercle de rayon R, il faut intégrer entre ces deux limites. Jl vient donc, au lieu de (94) ;
/- arcsin . R
— orcsin — V
Adoptons une nouvelle variable w' d'intégration , telle , que
OU que, par suite,
R COS u' T* i-ni../ ilJ R ^ns ..,' //..,
Vi-Ï--- v/^
L'expression (95) deviendra
Celle-ci ne diffère de (94) qu'en ce que R et t ont échangé leurs rôles sous le radical. Donc, en observant que la pression totale supportée parla bande estST^Rpf^Retque le
— se trouve multiplié dans la formule (84)
pai" ■ '■ „ r, on pourra énoncer comme il suit la loi
qu'expriment les formules (94) et (97) :
Une pression extérieure , répartie uniformément le long d'une circonférence d'un rayon donné, en^aine, aux divers points d'une autre circonférence concentrique Quelconque ùracée sur la surface, un abaissement égal au produit de
cette pression far le facteur constq,nt t — ■ et par la
moyenne des valeurs que -prend le radical [■â — R* sin^ w) "" 'i
et R désiqnani les
respectifs de la plus grande et de la plus petite d.e ces deux circonférences .
La formule du binôme donne
et l'an sait d'aill eurs que la valeur moyenne de sin^" w est "t 4'" "a~ • La moyenne des valeurs du radical considéré (t® — R^sin^u))"^ sera donc exprimée par la série convergente
(98) „^l-Hi)*^+-(iF-^-^(ilF-^-^ ■■■■ J-
Nous aurons enân le potentiel relatif à toutes les pressions données t?P, en intégrant l'expression convenable, (97) ou(94), depuisR=ojusqu'àR=lerayonRj de la région d'application, c'est-à-dire de lu I)ande annulaire comprimée la plus éloignée du centre.
Quand le point {x,y) est extérieur ù toutes les bandes, ou qu'on a t ^ R|, il suffit d'intégrer le dernier membre de (97) de R=oàR=Ri,aprèsy avoir remplacé p par sa valeur (91). Cette intégration pourra d'ailleurs se faire avant celle qui est relative à w et dont les limites sont constantes. Kt si l'on porte enfin dans la formule (84) l'expression obtenue, il vient :
s points extérieurs , ou pour ï. ^ K, )
,;^o S'il M^T, _p.
Quand, au contraire, le point (a;,^) fait partie de la région comprimée, ou que t est plus petit que R,, il faut no se servir du dernier membre de (97) quB pour les bandes en dehors desquelles le point se trouve, c'est-à-dire entre les limites R=oet R = t, tandis que l'expressioii (94) convient pourlesautresbandes, oudeR=t à R^R,.On a donc alors la formule un peu plus compliquée :
{pour les points intérieurs, ou pour t <CRi)
(100) .^ >::'■ (^ '<- ,^)_y(i L^jj_^ sm^»
Dans les cas où l'expression /"(R^) de p est une fonction entière de R^, chaque intégration par rapport à R se fait de suite, eny adoptant le radical, yf-c"^ — R' im^ ou i/'R^—xJ^siu^o» comme variable.
Puis les intégrations par rapport à u s'effectuent en séries convergentes, après développement des radicaux par la formule du binôme. Mais on pourra obtenir aussi, et plus directement, ces séries, en multipliant l'expression (98), ou celle qu'on en déduit quand on y permute x, et R, par le
facteur r — r r pR rf R, et en intégrant ensuite les divers
termes, soit entre les limites R = o etR=Ri, soit de R = o
à K=x. ou de R = t à R = Ri.
28. — Profondeurs de la dépression auœ points éloignés et au centre.
Pourt ^ R,, on trouve ainsi ; [ x^2|i ri r^i
Cette formule, spécifiée pour les distances t sensiblement plus grandes que R, et réduite par suite à ses deuxprejniers termes, peut é\'ldemment s'écrire ;
Elle est bien d'accord avec la relation pins générale (89), on K^ a la valeur (88).
Dans le cas particulier V= o, c'est-à-dire quand les pressions exercées sur les diverses bandes annulaires sont de signes contraires et se neutralisent, la valeur (102) de w se réduit au second terme. Donc , un peu loin d'un cercle oî* sonû appliquées des pressioM se faisant siaUguemen^ équilibre eu pareillement distribuées tout autour de son centre , les abaissements p'oduits décroissent, à fort peu près, en raison inverse du cube de la distance à ce centre, et ils deviennent
Sil'expression de w est fort simple à d'assez grandes distances dti cercle d'application T;Kf des pressions, elle se calcule aisément aussi pour le centre même de ce cercle. En effet, le potentiel relatif à une bande annulaire ^r.^^dK y vaut 2Tiff^R, et l'on a, par suite,
1103; (pou.. =.01 ,. = -i^il- r %dK
On remarquera que les charges, (2^R(^R) p, de diverses bandes annulaires infiniment étroites 2icR(?R produisent, au centre, des abaissements 'iv pareils, pourvu qu'elles soient proportionnelles aus -longueurs 2ti:Rde ces bandes, ou qu'elles soient constantes par unité de longueur. Et, en effet , si un éloignement plus grand R du centre tend à y réduire la valeur de m, celte diminution est exactement compensée par l'augmentation qui résulte d'une plus grande longueur de la bande et, conséquemment, du poids plus fort qu'elle supporte.
Supposons, par exemple, p proportionnel à une certaine puissance, R""', de R. Admettons déplus, comme nous le ferons dans tout ce qui suit , que la pression- totale 2 -^/^^ p R (? R égale l'unité ; ce qui oblige à j)rendre
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La formule (103) donnera (i 03 bis] {pour t =; o) «? = j
V enfoncement au centre égale donc celui qu'y produirait la pression effective, augmentée de sa n^"' partie, si elle s'exerçait tout entière sur le contour de son cercle d'application.
Quand n croît de zéro à 1 et de 1 à l'infini, c'est-à-dire quand la pression, qui d'abord s'exerçait surtout au centre, devient également répartie, et puis se porte principalement sur le contour, cette valeur de l'enfoncement diminue, dans le rapport de co à 2 et de 2 à 1. Cela devait être; car il est naturel que le centre se relève à mesure qu'on en écarte les pressions.
Concevons en second lieu que p; au lieu d'être proportionnelà R""\ varie d'après une loi analogue mais contraire, en s'annulant au bordR=Ri, c'est-à-dire en étant proportionnel à R,"'' — R""'. On trouve qu'il faut poser alors
pour que la pression totale égale 1 ; et la valeur (103) de w se trouve ôtre juste !e double de celle, (103 M's), qu'on a obtenue dans le cas précédent.
Il estclair que l'expression (103) de w se calculerait encore de suite dans une infinité d'hypotbèses différentes faites sur p. Comme dernier exemple , prenons
2;rR, \^R,ï_R=
et nous trouverons immédiatement , en observant que dR , . R
-,■ - - - "^rc sin — ,
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29. — Profondeur de la dépression, au bord de la région d'application et valeur -moyenne de l'abaissement éprouvé par cette ?'égion.
L'abaissement w éprouvé par le bord de la région d'application, ou correspondant à ï.=rR, , peut encore, quoique il soit d'une expression plus compliquée que celui du centre, se calculer sous forme finie, du moins quand la fonction.p=/'(H^) est rationnelle et entière par rapport àR^. En efi'et, les formules (99) ou {100} donnent
Prenons dans celle-ci le radical comme variable d'intégration ou, plutôt, posons
et, par suite,
a étant une nouvelle variable, qui grandira depuis cos w jusqu'à 1 quand R décroîtra de R, à zéro. Il vient :
On voit que , si /(R^) est une fonction rationnelle et entière de R^ l'intégration par rapport à œ donnera, dans
cette formule, une fonction ratioïinelle de cosw, et que l'intégration suivante par rapport à u, se faisant dès lors sur une fonction également rationnelle de cos'w, s'effectuera
sous forme finie , en y prenant (ang
des résultats simples.
Nous n'insisterons pas davantage sur cette formule (104), vu que, dans les cas particuliers les plus intéressants, nous déduirons aisément la valeur exacte de )^?, pourt^Ri, d'expressions donnant iv en tous les points de la région d'applicationsousla forme d'une intégrale définie simple, expressions dont l'établissement n'est guère plus compliqué que le calcul direct du second membre de (104).
Je ne pense pas qu'aucune valeur individuelle de w autre que celles qui correspondent à t=o et à ï.=Ri puisse s'exprimer en termes finis (an moyen des transcendantes accoutumées], dans les cas où p = /'(R*) est une fonction rationnelle et entière de R*. Mais on peut encore évaluer exactement, par une formule analogue à (104), le volume, ficda, qu'engendre en s'abaissant la surface a=TiR^ directement comprimée, ou, ce qui revient au même, l'abaissement moyen, —fw d t, éprouvé par cette surface.
Pour cela, calculons d'abord la capacité du creux qu'un élément de pression
dP = 2!rf,R</R = 2Tt/(Rî)RrfR,
s'exerçant sur une bande annulaire de rayon R et de largeur rfR, produit à la surface du corps, depuis le centre de la bande jusqu'à une distance quelconque t.
Cette capacité a évidemment pour expression 2 t^/ wt dt,
e , abstraction faite du facteur -, — -^ :, la valeur
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moyenne de (R^ — i? sin'w) ""a quand, u y variant de zéro à-^^ ï. est compris entre zéro et R, et la valeur moyenne analogue de (t* — R^ sin* ^}~^ pour t > R , A. l'intérieur de la bande annulaire, la capacité totale est donc
Remarquons, en passant, que la profondeur moyenne de cette dépression, quotient de son volume par sa surface
~ R^, vaut -— — - , ou le produit par — de la profondeur sur l'axe, qui est la valeur de m pourt=o. Pour 5^ ^ R, la dépression considérée égale
! „ ' , +2';/. w-odi,
et , vu la relation évidente
on trouve aisément que sa valeur est
(XH-2[tWP /^T , .
" P f> + ri J. V
Il suffit maintenant, pour avoiV le volume cherché, yrot^o-, que décrit en s'abaissant la région d'application T^Rf de la pression totale donnée P, de fairej dans cette formule , t = Hi, puis d'intégrer le second membre par rapport à R, sous le signe/, depuisR=ojusqu'àR=R|', c'est-à-dire, de recourir au principe de la superposition des petits effets, qui s'applique à w et, par suite, &/wd's. Si enfin, pour éliminer lo radical, on pose, comme ci-dessus ,
et que l'on divise le résultat par -^"Ri afin d'obtenir, au lieu de fwd'^, l'abaissement moyen éprouvé parla région d'application, il vient
Mojenue de w ( sur toute l'aire a ou n R,
dOô'
1 7ra[X-H|i) y l_C0S^„y ' [ ' I — COS^J' '"'
Toutes les fois que /est une fonctioa entière, l'intégration par rapport à « donne évidemment, dans cette formule comme dans (104) . une fonction rationnelle de cosw, et l'intégration par rapport à w s'effectue ensuite sous forme
finie, en prenant iang — pour variable. Par exemple, si l'on a f = f{E^] = -■ , c'est-à-dire si la
pression fdP , égale à 1 en tout , est distribuée d'une manière uniforme dans tout le cercleTuR'J, en observant que
on trouve de suite :
[ {Pour une distribution uniforme de la pression]
/ Moyenne de tb dans le cercle -E.^ = — - — — ■ .
Quand la pression, égale à 1, estré^Biiie parahoUquement le long des rayons, en s'annulant sur le contour ou pour R-Ri, on a
et, si l'on observe (\\ie
f 1(1— COS^ro)— -t(l-
,sn,)^ ^ 15(l + cos.)^
— — - sin M -+- — tanïT 1 tans' ' —
il vient aisément :
!{ Pour une distribution parabolique de k pression , avec annulation au bord ) 16 ï> ^- 2 ^J. 4 Moyenne de w dans le cercle ;rlîi* = --— ■
)i.lX-i-a} 3R,.'
résultat qui dépasse de ^ le précédent (106).
En ajoutant les expressions (106) et (106 bis] , multipliées respectivement par deux nombres, 1 — k^ik, quiaientpour somme l'unité, on obtiendra l'abaissement moyen w d'une région d'applicafion dont la charge totale, 1, se composerait d'une première partie. 1 — k, distribuée uniformément et d'une seconde partie, k , distribuée paraboliquement avec décroissance du centre au bord. Cotte expression est
X-1-2U. / k\ i [106 1er] Moyenne de n- dans le cercle tiR,'^ = — — 1 -i- ^rrr ir^-
Elle se réduit , pour A = — 1 ou pour p = — ^ (ce qui
est Ift cas d'une répartition parabolique avec annulation au centre), à
[Pour une distribution paraboliqae avec annulation au centre ]
(106 qmter) l Mojei
30. — Egalité des abaissements moyens que deux charges égales , arbitrairement distribuées le long de'' deux circonférences concentriques, produisent, chacune, aux points oit est déposée l'autre.
Avant d'appliquer les formules des numéros précédents aux niodes les plus simples de distribution d'une certaine pression totale, signalons une curieuse loi, relative aux abaissements m causés, sur le sol élastique dont il s'agit, par des charges n'occupant à sa surface que des couronnes circulaires infiniment étroites. Cette loi consiste en ce que, étant données deux charges égales, réparties ainsi, mais d'ailleurs arbitrairement, le long de deitx circonférences concentriques, chacune d'elles produit, aux points qti'occupe l'autre, un égal abaissement mopen : s-uiTement dit, si l'on divise en éléments d'égale longueur la circonférence d'application de l'une des deux charges, la moyenne arithmétique des abaissements qu'ils éprouvent, sous l'action de l'autre charge, égale l'abaissement moyen analogue qu'éprouve la circonférence d'application de celle-ci sous l'action de la première, Par suite , quand les deux charges cessent d'êtres égales, chacune ayant pour conséquence des déplacements qui lui sont partout proportionnels, les abaissements moyens considérés (ou partiels et réciproques) des
deux circonférences se trouveiit être en raison inverse des poids qu'elles supportent; en sorte que, si chaque charge est uniformément répartie le long de sa circonférence d'application, ou que le déplacement de son centre de gravité se confonde avec l'abaissement moyenne cette circonférence, le travail de la pesanteur, dans le déplacement subi par chaque charge, sous l'action de l'autre, est égal pour toutes les deux.
En effet, supposons d'abord que nos deux charges égales soient uniformément distribuées le long de leurs circonférences respectives, et appelons R le rayon do la plus petite de celles-ci, i celui de la plus grande. 11 résulte de la loi énoncée après la formule (97) [p. 116J que l'abaissement, alors commun, de tous les points de l'une des ciconférences, par l'effet de la charge que supporte l'autre, aura la même expression, quelle que soit celle des deux charges dont on étudie l'action. Le théorème est donc démontré pour ce cas d'une répartition uniforme ; et il suffit de faire voir que, dans chaque circonférence, l'abaissement moyen dû. à l'action de la charge supportée par l'autre ne changerait pas, si l'on modifiait à volonté la répartition de cette charge le long de sa ligne d'application. Or, c'est ce qui a lieu ; car, si nous décomposons les abaissements dont il s'agit en parties qui soient les déplacements verticaux to dus à chaque élément, pris ù part, de la charge considérée, et si, ne portant d'abord notre attention que sur ces déplacements partiels w , nous imaginons que l'élément de charge qui les produit change de place le long delà circonférence dont il occupe un point, il est clair que ces mêmes déplacements ne cesseront pas d'avoir lieu, en des points qui se transporteront, il est vrai, sur la circonférence où on les a pris, de manière à conserver leurs situations relatives entr'eus et par rapport à l'élément de charge. Donc, la moyenne des déplacements partiels w ne changera pas, ni, par suite, la moyenne des abaissements considérés, si l'uniformité primitive de répartition de la charge qui les fait naître est altérée arbitrairement.
31. — Analogie que présente, sous le rapport de cette loi de réciprocité , un sol indéfini en longueur , largeur et profondeur, avec uneplaque circulaire mince, appuyéeou encastrée sur tout son contour.
Il est remarquable que la même loi de réciprocité s'ohserve à la. surface d'une plaque circulaire mince, homogène et horizontale, appuyée ou encastrée sur tout son contour, et supportant deux charges égales, distribuées respectivement le long de deux circonférences concentriques au contour : l'abaissement m,oyen de Vune de ces circonférences, sous faction de la charge déposée sur Vautre, égale l'abaissement analogue produit sur célle-cipar l'effet de la charge de la
Il suffit encore de prouver que cette loi s'observe lors d'une distribution uniforme de chaque charge le long de la circonférence qui la supporte. En effet, dans de telles plaques, comme dans un sol élastique, les déplacements effectifs se forment par la superposition de ceux que produiraient séparément les divers éléments de la charge considérée; et il est clair que, tout le long d'une circonférence quelconque concentrique au contour, ces déplacements partiels et, par suite, leur moyenne, ne cesseront pas d'être les mêmes, à cela près d'un transport commun , autour du centre de la plaque, des points où on les observera, si le poids élémentaire qui les fait naître se déplace le long d'une ligne également concentrique au contour, c'est-à-dire, sans cesser d'occuper une situation analogue tant par rapport aux limites du corps élastique, qiie par rapport à la circonférence dont on examine les déplacements.
Bornons-nous donc à établir la loi énoncée pour le cas où tout est pareil autour du centre. On nous pardonnera cette courte digression , à raison de l'intérêt ^que présente
un rapprochement aussi inattendu entre une plaque mince, limitée latéralement, et un sol qui est, au contraire, indéfini soit en épaisseur, soit dans les sens horizontaux.
Rappelons d'ahord les formules générales, qui nous seront nécessaires, de la théorie des plaques planes élastiques. Je les extrairai de mon étude sur ces corps, insérée en octobre 1879 dans le Journal de mathématiques pures et appliquées, et faisant suite à un autre mémoire, relatif au même sujet, qui avait paru dans ce journal en 1871 .
Notre plaque, horizontale et sollicitée verticalement ou transversalement, étant supposée rapportée à un système d^'axes horizontaux rectangulaires des x et des^, si l'on y considère, au point (^,!/), deux coupes (fictives), normales respectivement aux a;, et aux y, la matière située au-delà de chacune de ces coupes exercera, sur celle qui est en deçà, des actions réductibles à une force verticale {effort tranchant) et à deux couples verticaux composés de forces horizontales, Fun {couple de flexion), normal à la coupe, et l'autre {couple de torsion) qui lui est tangent. Rapportons ces forces et ces couples à l'unité de longueur des deux coupes et appelons, respectivement, Z^, Zy les deux efforts tranchants, positifs quand ils sont dirigés vers les z positifs, v^, -Vy les deux couples de flexion et -. les deax couples de torsion (dont la valeur est très sensiblement la même), tous ces couples étant comptés positivement lorsqu'ils tendent à produire des rotations dans les sens qui vont des X ou des y positifs vers les z positifs. Avec ces notations , si Z, force dirigée vers les z positifs, désigne la charge de l'unité d'aire de la plaque , on aura '■. 1" pour l'équation indéfinie de l'équilibre ,
2" pour les valeurs des efforts tranchants,
7 — (^''"^ '^' \ 7 — ( '^'' ^"y] . \ dis dy r \ dx dy j ^
3° enfin, pour les valeurs des couples de flexion, et de
torsion, des expressions, linéaires parrapport aax. dérivées secondes eux et y du déplacement m et fonctions de îa contexture de la plaque, qui, dans le cas, auquel noua nous bornons ici , d'une matière homogène et pareillement constituée dans tous les sens transversaux, seront
h désignant l'épaisseur de la plaque, y- le coefficient de l'élasticité de glissement de couches verticales qui s'y déplacent dans les sens horizontaux, -n un rapport, dépendant de la contexture , égal à r~"ô~ P'^"^ "-^^^ matière complètement isotrope, enfin, A.^ l'expression symbolique
'^'^ ~d^ ''' Ces valeurs de v^, v^, -., portées dans celles, {Jj), de Z^ et de
(*) Les valeurs [c] de ^a-, 'y, r sont les dérivées , pai' rapport ai , , 2 , de la fonction
la L»J "■ ("5^ J * * (' s*) " " ("""J J-
Quand la contexture est quelconque, ces couples -/x, •'s, t cessent expressions aussi simples , mais ils continuent néanmoins à égaler 1 par rapport aux trois mêmes variables , d'une fonction homogène et entière du second degré, comparable encore à ft3. Considérons, en effet, le potentiel d'élasticité * par unité de volume , fonction homogène et du second degré soit des six déformations élémentaires d , g produites en chaque point , soit des sis composantes correspondantes de pression, et dont les dérivées partielles preinières sont ces six composantes de pression quand on la prend sous sa première forme , tandis que ce sont les six déformations éléjnentaires quand on la prend sous la seconde forme. Rappelons de plus que trois des composantes, celles qui expriment l'action réciproque de deux feuillets contigus de la plaque, sont ici négligeabies en comparaison des trois autres composantes Ni, Hy, T, exprimant les pressions horiKontalea exercées sur des coupes normales aux m et aux y. Nous aurons donc, pour les trois déformations correspondantes dx, dy, g , les formules
( dx, dv. 'e 1 =^ ^— .
luy, donnent, en supposant constante l'épaisseur, A, de la plaque,
■xh'^A
ef l'équation indéfinie [à] , divisée par [1 -ht,) —-, devient à sou tour
Cela posé , notre plaque circulaire, d'un rayon donné a
il •!' se trouvera réduit à ses ternies en Ni, Nji, T ; et l'on déduira aisément de i, si cette valeur do 'i' est espriinée , à l'inverse , en fonction do Oj, dy, g ,
Op on sait aussi que, lorsque la situation primitive du feuillet moyen est choisie pour plan des xy, Ti, î^, g ont les expressions
f VI. yw ef ) ^ — s I ■ . . 2 ' — ■ — .
^ ' »' ^' Kdx^ dy^ da^dyj
oii «1 désigne lo déplacement transversal du feuillet moyen ; en sorte que , d'une 1 a t î> t e t le fa te a^ et que, d'antre part , les dérivées de * en Zx, l^, g eg^ent le quot ent pa — e , de ses dérivées relatives aus trois nouvelles
iî dîit „ i^w , , , , var ables — — 2 -~— , indépendantes de s. Donc , en multipliant
dj.2 dy dxdy
Ni Ny T pa sd ntég ant sur toute l'épaisseur de la plaque et observant que — /(Nj; Ny T)3 ne ont autre chose que les couples -ix, /y, t. on aura les trois formules cherchées :
\ (tca dy^ dandy/
On voit que ia fonction, /'i'rfï, dont les trois dérivées par rapport auï variables dï-iu iPiu Lp-iu ■ ...
■ , -, 2 ■ - ■■■ expnment les couples de flexion et de torsion, représente
dœS dy^ dxdy ^ f f
le potentiel d'éiasticité de la plaque fléchie rapporté à l'unité de surface de son feuillet moyen , c'est-à-dii-e , le travail que produirait la plaque par unité d'aire si elle revenait k sa forme plane primitive. On pourrait donc appelercette expression,/i^ds, \q potentiel iJe /leaiion de la plaque. Poisson et smiout M. Kirchhofl" l'avaient considérée dans le cas d'une plaque isotrope.
et appuyée ou encastrée sur tout son bord, étant sollicitée pareillement tout autour do son centre (pris pour origine des coordonnées), Z et iv n'y sont fonction que de la distance, ï.= v'»^ ■+■ y'^ ,. à ce centre. On pourra donc, dans le calcul des dérivées partielles de w, se servir des formules
qui donnent, par exemple,
De plus, si l'on fait, dans la plaque, à la distance x. de son centre, une section cylindrique verticale, la partie centrale ainsi détachée parla pensée supportera évidemment, sur l'unité de longueur de son contour, un couple de flexion et un effort 'tranchant susceptibles d'être déduits des expressions {c) et {d) de v^^ et de Z^ par les simples
changements de-j^ en -r^ et de -3- en-^. En effet, ce couple
de ûexioiî et cet effort tranchant, que nous appellerons, l'un. M, l'autre, F, se confondent respectivement avec v^, et Za, sur l'élément de la section normal à l'axe desw, élément pour lequel des dérivées par rapport à x., ou prises dans le sens qui lui est perpendiculaire, se trouvent justement être des dérivées en ce, c'est-à-dire obtenues sans que y varie. Nous aurons donc , pour le moment ou couple M et pour l'effort tranchant F, par unité de longueur de la section circulaire ,
Sur le bord, c'est-à-dire pour t = a, l'effort tranchant F recevra une valeur telle, que l'on y ait «j=o, puisque ce
bord, .appuyéou encastré, reste fixe. Déplus, dans le cas de l'encastrement, le couple de flexion y est Juste ce qu'il faut pour que le plan tangent à la plaque conserve sa direction
première , c'est-à-dire pour qae -r s'y annule ; au contraire, dans le cas où le bord se trouve simpienient appuyé, ce couple est nul et, d'après la première formule {g), on y a
-— -i--f, A^a' = o. Donc, les conditions spéciales ail contour seront :
idw „ , ,
— — = o (bord encastre) , -—■ H- r, ij w = O (bord appujé).
Gela posé, et après avoir remplacé, dans le premier membre Ae l'équation indéfinie (e), iaiaîupar— y- i'^—j-Aj multiplions cette équation par trft., puis intégrons de 1^ = 0 à 1. = !.; et observons qu'il ne se produit' pour * = o, au centre de la plaque , aucune discontinuité capable d'y rendre infinies des dérivées de w, ni, par suite, la somme i^w,
, (^As w , ,, ■ d^^w
non plus que —j—, en sorte que l'expression t. —r— s'y
annule. Il viendra
fï)
On obtiendrfiit, dailloursj directement cette équation, en remarquant qu'elle exprime, d'après la seconde formule f^), l'égalité évidente de la charge /^Z (2^1 tc^t)^ supportée par la partie de la plaque comprise de t = 0 à t — t , et de l'effort tranchant total 2tcï.F, pris en signe contraire, qui lui fait équilibre et qu'exerce sur cette partie centrale le reste de la plaque.
L'équation {ij, iiuiltipliée par — et intégrée à partir de
t = o, donne, en appelant — 2 c la valeur finie de \ w pour 1=0 et en observant que/^'^Ztx^ test généralement, pour t très_ petit, de l'ordre de /""^ti^t ou de -â, ainsi que, par suite,
Celle-ci, multipliée à son tour par x.fh et intégrée do manière à annuler pour v=q, comme il le faut évidemment,
le produit t -j- , devient, après qu'on l'a divisée ensuite par t.
Appelons enfin /"la flèche centrale, c'est-à-dire la valeur de m pour t = o, et l'équation [k], multipliée par dx^, puis intégrée à partir de t = o, donnera
Dans cette relation, où Z est connu en fonction de t, il ne reste à déterminer que les deux constantes arbitraires c et f; on le fera au moyen des deux conditions {h) spéciales au bord de la plaque.
Achevons les calculs pour le cas, que nous avons en vue, où une charge donnée P se trouve distribuée tout entière le long d'une bande étroite, à une certaine distance R du centre. Alors la fonction Z est nulle dès que t diffère sensiblement de R; en sorte que l'intégrale/^"" Z {2'^x,dt], nulle pour ï. <^ R , garde la valeur constante P dès que t dépasse sensiblement R. Ainsi, l'expression/' Z tdt. égale
p OLt zéro, ou —, suivant que t. y est inférieur on supérieur
à R. En la multipliant par — et intégrant, il viendra
■ ( poufï. ^ R ).
On trouve de même, ensuite,
^ dx.
Zx.d-c
izéro ( pour t <^ R ) , PR2 r t^ t, / ï^ \ 1
17[m'°^B-+(R^-^)] SP^'OB).
Enfin, cette intégrale, multipliée elle-même par — , puis
intégrée à partir dcï.=:o, donnera la valeur de celle qui parait dans l'expression (7) de î?', et qm. égalera :
1" zéro , pour i <^ R ,
L'expression générale (?) de w, se dédoublera donc, en quelque sorte, et deviendra ;
(pou,<.<B) „ = f-±.^\
(') \ (pourt>K)
Il ne reste plus, maintenant, qu'à y déterminer les deux constantes c et /'au moyeu des conditions (/*) spéciales au contour où à la valeur a de ■o.
Supposons d'abord la plaque encastrée sur tout son bora. Alors, en déduisant de la seconde (re), différentiée, l'expression de -j- , puis annulant cette expression pour x. = « , il viendra la valeur de c\ après quoi l'annulation de ra dans la seconde [n), pour i=œ, donnera f. On trouve ainsi :
et les formules {%) deviennent :
(bord encastré)
Quand la plaque a, au- contraire, son bord simplement appuyé ou soutenu, la valeur de cse trouve en annulant,
pour t — â, lexpression de -r-^ + -r, ig td, ou de
qu'on déduit de la seconde (î^). Puis, cette seconde valeur {%) de TV, égalée à zéro pour x, = a, fait connaître /. Il vient :
(lO
jïAi^^ï^^y-'-^'^-^''
Par suite, les formules [n) donnent, pour les déplacements w des divers points de la plaque :
Les relations qui résolvent le problème étant ainsi obtenues , la loi à démontrer résulte de ce que les premières expressions {q) ou {q'j de m, relatives aux points intérieurs à la circonférence d'application de la cbarge P, et les secondes expressions {g) ou (g') de ?v, concernant les points extérieurs à la même circonférence, ne diffèrent Ifis unes des autres qu'en ce que t et R y écbangent leurs rôles. Donc la formule qui exprime, par exeniple, le déplacement w d'un point intérieur à la charge P, ou situé à une distance X, du centre moindre que R, deviendra, sans y rien changer, l'expression du déplacement m imprimé, par l'action d'une autre charge égale, à un point situé en dehors de la circonférence d'application de celle-ci, pourvu que x. soit le rayon de cette circonférence et que le point extérieur dont on parle se trouve à la distance R du centre ou appartienne à la circonférence d'application de la première charge. Ainsi, il y a bien égalité entre les abaissements que s'impriment l'une à l'autre deux telles charges. Et l'on voit que ce fait est dû, dans le cas de la plaque circulaire, à la même circonstance que dans le cas du sol élastique, savoir, à ce que, malgré la différence extrême des formules, (94)et(97) d'une part [p. 115 et 116], (5'}ou (2'') d'autre part, propres aux deux questions, les déplacements éprouvés par les points extérieurs à la circonférence d'application de la charge qui les produit reçoivent, dans les deux cas, les mêmes expressions que ceux des points intérieurs, à condition qu'on y prenne
pour la distance [au centre) des points considérés le rayon de la circonférence d'application, et mce-versa.
Quand l'une des deux charges égales est appliquée au centre, ou, ce qui revient au même, quand le rayon de l'une des deux circonférences qui les supportent est négligeable en comparaison du rayon de la plaque, si l'on vient à changer arbitrairement le mode de distribution des deux char'ges le long de leurs hgnes respectives d'application (par exemple , en ramassant chacune en un seul endroit), celle qui n'entoure qu'une partie infiniment, petite de la plaque ne cessera évidemment pas, à cause de la petitesse même (en tous sens) de cette partie, d'éprouver, sous l'action de la charge de l'autre , les mêmes abaissements dans toute son étendue, et, vu encore cette petitesse, la charge centrale, n'ayant subi que des déplacements insignifiants, ne cessera pas non plus de produire, sur la circonférence d'application de l'autre, des abaissements partout pareils. Ainsi les déplacements mutuels considérés , w, des deux circonférences ne différeront pas de leurs moyennes respectives, qu'on sait être restées les mêmes , et ils seront, par conséquent , encore égaux. La loi de réciprocité que nous venons d'établir comprend donc la suivante :
Une plaque horizontale, appuyée ou encastrée sur tout son contour et portant un poids isolé à une distance quelconque de son centre, éprouve, encecenPre, mi abaissement égal à celui qui aurait lieu à l'endroit oH est le poids, si on Ven était pour le déposer au centre.
Les mêmes considérations et la même loi particulière s'appliqueraient au cas d'un sol élastique, latéralement indéfini et supportant deux charges égales, arbitrairement réparties le long de deux circonférences concentriques, si l'une de celles-ci était infiniment plus petite que l'autre. Mais, comme tout point de la surface d'un tel sol élastique peut être pris ponr le centre de cette surface, on ne serait ainsi conduit qu'à une proposition évidente et, dès lors, sans intérêt, consistant en ce que deux poids isolés
i à la surface d'un sol élastique horizontal, subissent, chacun sous l'action de l'autre, le même abaissement.
33. — Cas d'une distribution uniforvie des pressions dans tout l'intérieur d'un cercle , à la surface d'un sol élastique.
Revenons maintenant à l'étude des formes que prend la surface d'un sol élastique, sous l'action de charges qu'on y répartit diversement. Appliquons, dans ce but, les formules (99) et (100) [p. 117] aux modes de distribution les plus simples des pressions dP, et, d'abord, au cas où la région d'application tu Rj^ supporte par unité d'aire une pression constante dans toute son étendue.
En supposant, pour fixer les idées, que la pression ■totale vaille 1, il faudra donc faire
dans les relations (99) et (100). Celles-ci, en observant que l'on a
-Gosw \d'^ = tang— — s
deviendront :
(pour t <^ R,)
X + 2i^ 1 fT (, ï-^ . „ \i ,
(poart>R,)
X^2[. 1 r"^ri_/i_?<'^'^''-''>*l *^''^"
-2f. 1 fT
i[x(X-H|A) t ^Q L V t* / jRi^siQ^i.
Au centre et au bord de la région d'application , la première (109) donne :
I pour t =: o )
Donc, une distribution uniforme des pi'essions sur toute V étendue d'un cercle fait frendre à la partie comprimée une forme concave, dans laquelle la flèche,, c'est-à-dire Vexcès de l'enfoncement du centre sur l'abaissement du bord, est la
fraction 1 -
centre et la fraction -^ \l ou environ -r^\ de rabaisse-
m^nt du bord .
Quant à V abaissement moyen , donné par (106) [p. 125 ],
w sur le bord et il dépasse, d'une fraction de sa valeur égale à i — "^Y : ou environ ^, la moyenne des deux enfoncements w au centre et sur le bord, moyenne qui l'exprimerait si on assimilait à la formé d'un paraboloïde celle que prend, en se creusant, la région d'application des forces.
Pour obtenir en série les valeurs (109) de w, il suffit de développer les radicaux par la formule du binôme, puis de réduire, et d'intégrer chaque terme des résultats. Pour la
seconde (109) , il est plus simple de faire a = — — dans la relation (101). On trouve, en définitive :
[poart<R,
X-i-2ix 1 r 1 /l\^ i^ 1 /l 3\îï,i
I ■■ aVi^+H') Kl L U2^ R,^ • 3 U 4J B,* ■■'
1 ~2^-i \^ J'" lï^l Ri^" ~ ■■■] ' (111)
1 x + 2|i 1 r i/iy^ Lll^Y^^
I *" ~47rf.(X-hii) t L "^ 2U/ t^ ^ 3 U 4/ t* "^■■'
La série qui exprime w pour i. < R,, lorsqu'on la calcule par la foiinule (98) et son analogue (où t et R échangent leurs rôles), n'est trouvée d'accord avec la première expression (111) de w, que si l'on pose l'égalité numérique
■ ^^ („_Hi)(2ffl— 1) \ 2 4 ■■■ 2« y ■
Or cette égalité est bien exacte ; car on y arrive en remplaçant sous le signe/, dans le premier membre de (108), cos w par (1 — sin*w}^, puis en développant ce radical par la formule du binôme, groupant ensemble les termes affectés de la même puissance de sin w, intégrant chaque terme
et supprimant enfin des résultats le facteur commun -r-.
On voit, sur les deux formules (111) et même sur la première (109), que n> décroît sans cesse pour t grandissant de zéro à l'infini. C'est ce qui devait arriver. Car si, d'une part, on considère un point (x,i/) pris hors de la région d'application des pressions dP et s'éloignant de plus en plus le long d'un rayon ï., la droite r qui le joint au point d'application fixe d'ane pression élémentaire d¥ quelconque fait un angle aigu avec ce rayon t et devient une oblique de plus en plus écartée du pied de la perpendiculaire,
c'est-à-dire de plus en plus longue ; en sorte que le potentiel — et l'élément correspondant de «? deviennent de plus
en plus petits. D'autre part, à l'intérieur de la région d'a^plication, w doit être le plus grand aux points dans le voisinage desquels s'exercent le plus de pressions élémentaires rfP, ou pour lesquels il y a le plus de potentiels —
d'une grandeur relative notable : or le plus favorisé de ces points est évidemment le centre, quand les pressions sont distribuées uniformément surtout un cercle TtR,^.
33. — Remarques concernant, en général, la continuité des phénomènes sur le contour des régions d'application, et les formes que prend la surface.
Observons à ce propos que, lorsqu'on arrim de l'iniérieur au iord d'une région d'' ajjplication ayant une forme
convexe quelconque , le potentiel total j — de la couche
matérielle ^ctive/dPet, par suite, rabaissement proportionnel w vont en diminuant, quelle que soit la manière continue dont varie la pression par unité d'aire , ou densité fictive p de la couche , aux divers points de la région d'application , pourvu du moins que cette densité fictive p ne devienne pas infinie sur le bord même.
J'entrerai, pour le démontrer, dans quelques détails, nécessaires d'ailleurs à d'autres points de vue, et concernant le calcul de la dérivée du potentiel le long d'une ligne tracée sur la coucbe inème/dP.
Appelons dn un chemin infiniment petit, parcouru, dans un sens parallèle au plan des xy, c'est-à-dire parallèle à la surface, à partir d'un point intérieur {x,y,z) voisin de celui, [x, y), de la région d'application, que l'on veut considérer. Gomme r ne s'annule jamais dans le corps, on peut y
difFérentier le potentiel sous le signe /, et l'on sait que sa dérivée le long de la ligne dn vaut la composante totale , suivant le sens de cette ligne, des attractions newtonlennes qu'exercerait au point considéré la couche/^^P, distribuée sm' la surface de la même manière que le sont en effet les pressions dV. Or, quelque petit que soit z, si l'on considère les attractions exercées, dans cette hypothèse, par deux éléments matériels dP situés symétriquement de part et d'autre de l'ordonnée z du point , à des distances de celle-ci variables Aq qs. q-h- dq, et dans l'intérieur des deux angles i^w formés par deux droites se croisant au pied de l'ordonnée, l'attraction fictive de l'un de ces éléments aqd<ùdq sera
et sa composante parallèle au plan à.&?,xy vaudra le produit de cette expression par—, c'est-à-dire (?u o ~ — — ^.
Appelons sj ce que devient p pour l'autre élément symétrique : la résultante de leurs actions , projetée sur le plan desûî^, égalera
■ Faisons tendre maintenant z vers zéro et admettons que q soit très petit. Comme la fonction ? est supposée finie et continue dans tout l'intérieur de la région d'application,
le facteur ~^ diffère très peu de la dérivée finie de p prise 2 j
le long de la droite 2ç qui joint les deux éléments considérés de la couche matérielle fictive, et, d'autre part, le
radical (l -t-^) ^ tend vers l'unité. L'expression (111 h'is)
étant ainsi comparable à 2 (^ w (?? , même quand le point [x, y, z) devient le point [x, y) de la surface , l'attraction
totale exercée , dans le sens de dn , par les deux éléments considérés d^ est évidemment du même ordre , et les attractions analogues que donneront, toujours suivant dn, une infinité de pareils groupes d'éléments t^P, couvrant ensemble un espace de dimensions très petites symétrique par rapport au point {x, y), auront, par suite, une somme
insensible, comparable à \ ^di^ j dq = T^q, où q est très petit.
Il est clair, d'après cela, que, lorsque z tend vers zéro, l'attraction exercée dans le sens de dn par la coucbe fdP ne cesse pas d'être finie , continue et parfaitement déterminée , pourvu qu'on fasse abstraction des éléments (^P compris dans l'intérieur d'une figure infiniment petite en tous sens, symétrique par rapport au pied {x,y) de Tordonuée z, njais ayant, sauf cette condition, telle forme qu'on voudra. Et, par raison de continuité, cette attraction valuée ainsi exprime encore la dérivée correspondante du potentiel.
Donc, ladérwéedujwtentiel i ~,lelQngd'unepeÙiteligne
quelconque tracée sur la surface à partir d'un point («>,y), égale la composante totale, suivantla même ligne, de V attraction newtonienne gui y serait exercée, sur l'unité de masse, par la matière de la couche fictive fdB, si on calculait cette attraction en négligeant les éléments de la couche très voisins du point (œ,y) et intérieurs à un£ petite figure^ circulaire ou non, décrite autour de ce point comme centre de symétrie. Il Tb'y a d'exception que pour les endroits oie la densité p de la couche fictive varie brusquement d'unpoint à un autre ou a ,
du moins , sa dérivée infinie : alors, le facteur ~^ devenant infini, la dérivée du potentiel peut l'être elle-même.
Observons encore, à ce propos, que les éléments de coucha situés à de très petites distances q du point (x, y), et ê.ont on
néglige VattrmUon dans le calcul de la dérivée -r \ — j
peuvent rCêlre 'pas exactement symétriques deux à deux par rapport à ce point, pourvu qu'ils tendent à le devenir (ou que leur rapport tende vers V unité) à la limite q = o\ car une bande étroite en plus ou en moins , sur le contour de la zone négligée , est insignifiante; vu que la partie de cette bande comprise , par exemple, dans l'espace angulaire d<^ a son aire négligeable devant q^d<^ et n'exerce par suite, à la distance q, qu'une attraction infiniment petite en
comparaison de — — ou «w.
Tout cela posé , si la densité a reste finie sur le contour (supposé convexe) de la région d'application, la dérivée
— 1 — , pour un point intérieur voisin [x, y) et le long de
la normale dn tirée au contour, pourra s'évaluer en menant par ce point, perpendiculairement -à dn, une sécante, qui détachera un petit segment de la couche /ofP, et en négligeant dans le calcul de l'attraction de la couche ce segment, presque circuiaire , ainsi qu'une autre petite portion, sa symétrique par rapport à la sécante ou, sensiblement, par rapport au point [x, y). Or, dans ces conditions, la couche donnera évidemment une composante d'attraction (ou une dérivée) négative quand on marchera vers l'extérieur, vu qu'elle sera formée d'attractions élémentaires dirigées toutes vers l'intéiieur ; et c'est ce qu'on voulait démontrer.
Remarquons même que cette composante, si on n'y compte d'abord que les parties de la couche un peu éloignées, est continue à l'approche du bord ; en sorte que la dérivée
du mienéiel total ( — , c'est-à-dire -^ ( — , restera elle-
même continue sur le bord, à la traversée du contour de la région d'' application, toutes les fois que les parties adjacentes de la couche ficUve J'dP n'y donneront qu'une attraction insignifiante. C est ce qui arrive quand la fonction ^s'annule sur le hord et qu'elle est, dans le voisinage, à l'intérieur de la région d'application, proportionnelle à une puissance
de la distance aii bord dont l'exposant, n, soit positif. Alors, en effet, poiar un point de ce bord, la différence pi — p, qui entre dans l'expression (111 bis), a l'un de ses termes, pi o.u — p, relatif à un point extérieur et, par conséquent, nul, tandis que l'autre est de l'ordre de q" : l'expression (111 bis) se trouve donc comparable, pour^ = o, à g''~^dqd<-i, quantité dont l'intégrale par rapport à q , entre les limites très voisines zéro et g, est elle-même de l'ordre de q^dt^, c'està-dire négligeable en comparaison de t^w , comme dans îe
cas où le rapport - — - égalait une dérivée fuiio. Et l'on
en déduira de même que les attractions dues aux parties de la couche voisines du point considéré ne donnent, suivant une direction quelconque prise dans le plan des cep , qu'une composante totale insensible.
En réalité, p doit toujours s'annuler ainsi, sur le bord de la région d'application. Car, d'une part, il est peu naturel que cette pression passe brusquement d'une valeur finie à une autre toute différente . comme il arriverait si elle ne décroissait pas jusqu'à zéro , à l'approche du contour limite en dehors duquel elle est nulle. D'autre part , une expression de p qui ne s'annulerait pas sur ce contourlimite y rendrait discontinue et même infinie , comme on voit d'après (111 bis) , la dérivée de m par rapport à w, et obligerait la surface primitivement plane du corps à présenter, le long du même contour, une arête, une ligne anguleuse, circonstance encore moins admissible. Enfin, la supposition d'une variation brusque de p, en quelque endroit que ce soit du plan des xp, serait contraire à l'hypothèse fondamentale , que nous avons faite ici , de pressions extérieures purement normales à la surface du corps, ou, du moins, elle rendrait nos équations inapplicables en un tel endroit. C'est ce que nous allons démontrer.
Les formules (41 ter) [p. 76], d'où nous avons déduit p^;=o etpy=:o, à la limité 2^0, pour les points où la fonction p a ses dérivées fmies, prennent la forme indéterminée o X co dans le cas contraire. 11 nous faut donc recourir aux for-
mules plus générales (41) [même p.76], qui, vuiesrelationsr= v'('«i— 4^-i-(yi— y)^-^^^©* (?OT = rfP, donnent, par exemple ,
En traitant celte expression de ^j, comme on a fait au numéro 14 (p. 66 ) pour les expressions (28) de f -^^- et de j — ^j il vient
« = -— I sin«rf(^ I — ■ — — — - — - — — ■.
'i^ J, ■ Ji, ( 1 -H q^- )f
Or, à la limite z = o, le facteur ;; (x-t-zq CGSrij, y '^^q simol reçoit, dans l'intégration à effectuer par rapport à ^'j la valeur constante, o (^^-e cosw, y-v-z sinu), que prend la fonction p en un point situé, sur la surface, à une distance lufiniment petite £ du point considéré (a;, ^) et suivant la direction dont l'angle avec les x positifs est w. Si donc ou observe que
la valeur de f,^ devient
1 ri-K
(112) (pour2 = o) ;)„ = —— ( ,o (œ ^- e coa w , ?/ -h ; sui ,^) sm « ûff. ;
et elle n'est généralement plus nulle, quand la fonction 5 éprouve des variations sensibles le long de la circonférence infiniment petite de rayon s décrite autour du point {x^y) comme centre.
Si, par exemple, ce point {Xyy) est sur la ligne de séparation de deux régions, dans chacune desquelles p prenne des valeurs coiilinues, appelées ?{a:i,^,) pour l'une, a^ixy.yi) pour l'autre^ et si l'on a choisi la direction de l'axe des y
suivant celle de la normale à cette ligne en [m,y]^ menée dans la région_ où se produisent les valeurs a, celles-ci figurerontévidemment, dans (112), depuis w=;o jusqu'à (o=ii, tandis que ce seront les valeurs pi qui figureront pour la seconde moitié de la circonférence, savoir, dew=Tî à (i)=2rc, où sinw retrouve les mêmes valeurs que dans la première moitié , mais avec signe contraire . Il viendra donc , en
observant que ( sin « t? w = 2,
(112 ;^) (poa. . =,0) f, ^. l^±2Ê^îhyi. ,
valeur finie toutes les fois que =, {x,y) diffère de p [x,y) D'ailleurs , dans le même cas , l'expression de 'p.j. serait analogue à celle (112) de^^, mais avec le facteur oosw (/w à la place du facteur sinw d^, et, comme on a f^cosw (?w=o, elle s'annulerait. Ainsi, iouie discontinuité dans le mode de variation, d^ un point à l'auêre, de la pression normale p^=: a (x, y) que supporte la surface, entraîne inévitablement, le long de la ligne où elle se produit, l'existence de perturba^ tions spéciales non exprimées par les formules précédentes , et qu'on ne fait disparaître qu'en appliquant à cette ligne du corps certaines actions tangentielles^ siiivant la direction perpendiculaire qui va de la région des plus grandes pressions vers celle des plus petites.
Pour éviter de telles actions tangentielles , que l'énoncé de la question ne suppose pas quelque petites qu'elles soient en somme , et, aussi, les brusques changements de direction du plan tangent dans la surface déformée, nous admettrons Aovic (^uq là surface prend partout, même sur le bord de sa partie directement comprimée, une courbure finie , et que la pression exercée par unité d'aire, après avoir varié d'après des lois quelconques dans l'intérieur de cette partie, décroît plus ou moins rapidement jusqu'à zéro, près de son contour.
Ti'effet d'un tel décroissement, supposé purement local, sur les abaissements 7c produits ailleurs que très près du
bord, est d'ailleurs totalement insignifiant; vu qu'il n'introduit ou ne supprime qu'une pression totale insensible ,
ne fournissant qu'un potentiel j — négligeable aux distances finies. En d'autres termes, ce décroisse meni supprime les discotttmuilés qui, sans son existe^ice, se produiraient sur le bord ; mais il n'a aucune influence générale, ou n'ohlige à modifier aticune conclmion- concernant les déplacements pi'oduits à des distances sensibles du contour de la région d'application .
Je terminerai ces réflexions générales par une remarque concernant en particulier le cas de pressions , positives , pareillement distribuées tout autour d'un point central. Elle consiste en ce que la forme de révolution prise alors par la surface a son méridien convexe vers l'extérieur du corps, en tous les points situés bors du cercle-7t R/ d'application des pressions données. Autrement dit. pour
■c 'y R|, la dérivée, alors négative, -j- s'approcbe sans cesse
de zéro à mesure que t grandit. En effet, dans ce cas, l'expression de iv se compose, comme on a vu, d'éléments tous positifs , proportionnels à des séries de la forme (98) [p. 117]. Or la dérivée en t de ces séries a bien tous ses termes négatifs et d'autant plus voisins de zéro que t est plus grand.
34. — Mode de distribution parabohque de la pression , avec décroissance du centre au bord.
Revenons maintenantàl'étude des modes les plus simples (le répartition d'une cbarge donnée, et passons au cas d'une distribution parabolique des pressions décroissante jusqu'à zéro du centre au bord, ou supposons p proportionnel à R]'' — R^. On reconnaît aisément que, pour une force totale
j ■ * p R flf R égale à l'unité, on doit poser alors
(113) ^- = rl/ («''~^'i'
ou prendre, dans les formules (99) et (ÎOOj [p. 117],
Si Ton tient compte do la relation (108) et si l'on observe en outre que
/'' T n 1- coS3«) -3(1- cosfu)
les formules (100) et (99) deviendront ; (po,u.<R,)
■ 3:,«a(î,-Kri E, J, \ H,> ; "'
(pour ii 0 Rj) *).+ 2i») 1 /-rrSHi'sin»» . /, Ri'siiiM-
Au centre et au îiord du cercle dans lequel s'exercent les pressions, la première de ces formules se réduit à
(po,„.=o)
Donc, quand les pressionsuirient parabolî'quemeni du centre
au hord, de manière à s'annuler sur le conioitr de la région d'application, la forme prise par cette région devient encore plus concave que dans le cas d'une distribution unipyrme, ainsi qu'on pouvait le prévoir. La flèche de la concavité est, à celle qui se serait produite 2^our une disiribuiion uniforme,
dans le rapport ^_ — - = % 112, comme on le voit en comparant les formules (110) et (115). La profondeur rc du creux égale, au centre, les y de ce qu'elle était lors d'aune distribution uniforme; elle se trouve, au contraire, sur le bord, Mnpeu moindre que dans ce cas, savoir les ■^. Aussi, d'après les formules (106) et (106 dis) comparées, rabaissement moyen de la région comprimée ne dépasse-i-il que d'un quinzième sa valeur relative au cas d'une répartition uniforme.
Du bord au centre, n> grandit respectivement, pour la distribution uniforme et pour la distribution, parabolique, dans les rapports de 4 à 2îï et de 4 à Sti.
Les développements en série des formules (114) se calculent de la même manière que ceux des foi-mules (ÎOÏ)). Les voici ;
[pour t <^ Rj)
ijiour t ^ R|)
La première (114) et la deuxième (116) montrent que î» décroît sans cesse quand & grandit .
.95. — Mode de distribution parabolique avec augmentation du centre au bord, etautres modes composés.
En ajoutant les expressions (107} et (113) de o, ainsi que les valeurs (109) et (114), (110) e! (115) de w, après les avoir respectivement multipliées par deux constantes 1 — h,k dont la somme vaille l'unité, on obtient de nouveaux modes de distribution, composés des précédents, et dans lesquels, la charge totale étant toujours 1, sa fraction 1 — k est distribuée'nniformément, tandis que le reste, h, l'est paraboliquement avec décroissance du centre au bord. Les formules (107) et (113), fllO) et (115) donnent notamment, pour ces modes composés :
an)
X^2i. 9-^ 1 (po.r. = R,) .= __^__^_-.
Les plus intéressants de ces modes sont celui pour lequel la pression croit paraboliqnement du centre au bord, en s'annulant au centre, et celui où l'on détermine A de manière que renfoncement soit le môme au centre qu'au bord.
Pour obtenir le premier, il faut annuler le terme constant du second membre de (117) ou poser k= — 1 . 11 vient alors ;
(pour t = R|)
Les expressions de )c, sous forme de série par exemple, se calculeront, de môme, en ajoutanî, respectivement les formules(lll} et (116j, multipliées, lespremières, pari — ^=2. les secondes par k= — 1. Il vient :
>, + 2.i 1 ri 1 «^^ _1 A 3"\*_i^ 1 /l 3 5\^ fc»
-!-2ti. iri i/i\ïR,« l/^''\
I ~ 27:[i.(X-(-u.;. fc L 2 3 \2/' tï 4\2 ij t*
' 1/13 2» — lyn^^" 1
Examinons en particulier les formules (120). Comme -^= I,0472et que -^= 1,1111, la profondeur de la dépression est, au centre, nu peu plus faible qu'au bord de la région d'application ; donc l'influence du plus grand nombre des pressions dP , qui agissent de près sur le centre pour l'abaisser, ne compense pas l'effet de leurs faibles valeurs. I,a différence entre ces deux profondeurs n'égale que la
TI
fraction 4r— — = 0,1119, ou -^ environ, de ce qu'elle serait
pour un mode de distribution uniforme. La surface comprimée s'écarte donc beaucoup moins de la forme plane, lors d'une répartition parabolique croissante du centre au bord, que lors d'une répartition égale.
Il faut observer toutefois que, d'après la loi générale
démontrée au commencement du numéro 33 (p. 142), re est
plus grand un peu à l'intérieur de la région d'application
que sur son contour : en sorte que la surface comprimée
ressemble à une rigole entourant une légère proéminence ,
non à une simple convexité de peude hauteur pour laquelle
w croîtrait, du centre au bord, dans le rapport de -^ ^ -^; et
elle est même plus creuse sur le pourtour que bombée au
milieu. Kffectivement, d'après la formule (106 quater),
qui termine le numéro 29 [p. 126], la valeur moyenne
de w est, aux valeurs de w sur le contour et au centre,
dans les rapports de 1,2444 à 1,1111 et à 1,0472. L'excès
de cette moyemie sur l'abaissement du centre vaut
la fraction-^ — —"■-;-; , ou environ -— , de l'abaissement
moyen lui-même; ce qui prouve bien qu'on est, encore,
assez loin de la forme plane.
On s'éloigne un peu moins de cette forme plane dans le
second des modes que rions voulons considérer ici ^ celui
où Ton détermine ^ de manière à égaler les deux valeurs
(118} de w. Alors il vient
et, par suite:
/ 1 r2ilO — STii 18(77—2) RM
H- 2 lîi^J = environ ™ ^-- -H - -g-^ j
Dans ce mode de répartition , le dixième environ de la pression totale est distribué uniformément, et les neuf
autres dixièmes parabolique ment avec accroissement du centre au bord. La profondeur ra , sur l'axe et sur !e contour de la région d'application, se trouve supérieure d'un dixième à ce qu'elle serait sur le bord si toute la pression était distribuée uniformément; mais elle dépasse à peine les 21 trentièmes de ce qu'elle serait au centre dans ce dernier cas.
La valeur moyenne de vu, calculée par la forinule (106 tei^)
, ion A 1 "^ -^2:^ 1,2534 ^ ,. , .
[p.I2L)J, égale ^ — - — —7 -— - — : son excès sur l'abaissement
-' Il (;, -(- ,1) Kl
7D au centre vaut donc la fraction ■ , ou presque -^,
de l'abaissement moyen lui-même; ce qui prouve que la courbure de la surface est encore très sensible.
36. — Mode de répartition pour lequel la surface comprimée reste plane el horizontale.
Il est intéressant de cbercher quel mode de répartition des pressions extérieures dV laisserait à la surface comprimée sa forme plané et horizontale, c'est-à-dire donnerait à l'enfoncement w la même valeur, non seulement au centre et au bord du cercle d'application -R,^ de ces pressions , mais aussi dans toute son étendue. Alors la dérivée de k' en t serait nulle de ï.=o à i;=Ri: ce qui, d'après un théorème démontré au numéro 33 (p. 144), reviendrait à dire que la couche matérielle fictive /(/P, recouvrant le cercle îjRf , n'exercerait aucune attraction sur un point {x,y) intérieur au cercle, abstraction faite du moins des éléments matériels d2 les plus voisins du point {x, y) et situés symétriquement, ou à fori peu près, de part et d'antre de celui-ci .
Pour découvrir un tel mode de répartition, imaginons que la matière active fdV soit distribuée , en couche homogène d'une épaisseur constante très petite, sur toute la surface S = 4tîRÏ d'une sphère de rayon Ri ayant même
centre que le cercle i^Rf ; cliaque élément dS en recevra la
on mène des plans découpant l'espace en angles polyèdres infiniment petits et, par suite , la couclie sphérique en éléments cnrrespotidants , opposés deux à deux , dont dS, dS' désigneront les bases, ceux-ci auront même épaisseur dans le sens de la corde, issue du point {x, y), qui les joindra ; car les deux parties d'une droite qu'interceptent deux sphères concentriques sont égales. Ces deux éléments, à bases ^S ou dS' , se trouveront donc proportionnels à leurs sections par des plans normaux à la corde, c'est-à-dire proportionnels aux carrés des deux segments, 01, 01', de cette corde, comptés à partir du point (x, y). Par suite, les attractions qu'exerceront au point {x,y) les éléments
considérés , -r-^ - se neutraliseront exactement .
4TtRi* ' 4t(R(ï '
comme tout le monde sait. Cela posé, appelons z, z' les ordonnées des bases dS et dS', r et r' les droites, qui joindront les pieds de ces ordonnées au point (x, y). Les côtés 01 , r et ^, 01', t' et z' formant deux triangles semblables , les deux attractions considérées varieront dans un même rapport, et ne cesseront pas de se détriiire exactement, si dS d6' 47rR,ï' SÔV
transportées , le long des droites z,z', sur le cercle même -R^, ou viennent couvrir, au lieu des éléments dS, dS'
de la surface sphérique, leurs projections, ds= -^ dS, d'y' = — dS'; sur le plan de la véritable région d'application des pressions , en échangeant ainsi les distances 01 , 01' qui les séparaient du point [x, y) contre les distances proportionnelles r, r' .
D'ailleurs, si l'on considère, en particulier, les éléments de la couche qui se projetteront sur le plan des xy dans le
voisinage du point considéré [x.y], deux d'entr'eux correbpoudants, ou ayant des bases comme dS, dS', se trouveront aux extrémités d'une corde sensiblement perpendiculaire au plan des xp, plan de symétrie de la sphère; et les deux projections, d-y, d'y , de leurs bases seront symétriques par rapport à ce point [x.y)^ à des infiniment petits négligeables près.
Donc, lorsque chaque partie, j-^, de la couche d'abord
étalée sur la sphère sera venue occuper l'élément (?» du plan des xy sur lequel se projetait sa base, l'attraclion totale de la couche sur le point intérieur quelconque {^x,y) se trouvera nulle, abstraction faite des éléments (^^ très voisins du point (Xj^) et compris dans un petit contour sensiblement symétrique de part et d'autre de ce point. Par suite,
le potentiel / — et l'abaissement w auront les mêmes
valeurs sur toute l'étendue du cercle -R^, Et le résultat serait évidemment le même, si l'on avait d'abord étalé toute la matière fictive fd^ sur une seule demi-sphère , ayant pour base le cercle -Rf; car la projection, sur ce cercle, de la couche relative à l'autre demi-splière , ne fait que doubler ce qui provient de la première.
Ainsi , le mode de répartition pour leqtiel la surface comprimée reste plane et horizontale s'obtient en concevant la pression totale distribuée uniformément-, comme une charge matérielle, sur toute la surface convexe d'une dem.isphère décrite au dessus du cercle d'application comme base, puis en imaginant gue la charge de chaque élément de la demi-sphère soit transportée en réalité à la projection de cet élément sur le cercle même de base.
La part de la pression totale que supporte un élément d'y de la région d'application vaut donc, avec les notatioQs ci-dessus ,
R,^ 2uR.ï * 2^fi, ViV
Et la pression ? par unité d'aire est
J^lle décroît du bord au centre, où elle est juste deux fois moindre que dans le cas d'une répartition uniforme.
Par suite de la relation (124), l'enfoncement w, le même sur toute la surface comprimée depuis le centre jusqu'au contour, se trouve être précisément celui que nous avons calculé à la fin du n" 28 (formule 103 ter, p. 120),
{125; (po«..<H,) «.-^^-r-r-
v(>--HH.:,8R, '
commun à toute la région comjfrimée est léffèrem,ent inférieur, du douzième environ de sa valeur, à l'a moyenne (106) [p. 125] des abaissements qu'on aurait observés dans toute cette région pour une distribution uniforme de la charge.
Ce même enfoncement, exprimé par(125), dépasse sensiblement celui qui se produit au centre et au bord, dans le mode de répartition auquel répondent les formules (122) et (123), puisque son rapport à ce dernier égale celui des deux coefficients numériques 1,2337 et 1,1. Mais il est à
peine plus faible , du — environ de sa valeur, que l'enfoncement moyen éprouvé par la surface comprimée dans le même mode complexe de répartition delà charge. En eifet, d'après la formule (106 ter) [p. 125], cet abaissement moyen est à l'abaissement commun (125) comme 1,2534 est à 1,2337.
37 . — Extension de ce mode à une région comprimée elliptique.
La même méthode de recherche s'appHque au cas où la surface comprimée est une ellipse et non an cercle. Imaginons que l'on construise, sur cette ellipse comme section diamétrale, un elhpsoïde quelconque, et que la matière fictive /(^P soit étalée à la surface de celui-ci, on couche homogène mais d'une épaisseur variable, de manière à remplir l'espace compris entre cet ellipsoïde et un autre infiniment voisin , concentrique , semblable et semblablement placé. Comme les deux parties d'une même droite qu'interceptent entr'eux deux ellipsoïdes pareils sont égales, une surface conique infiniment petite, ayant pour sommet un point {x, y) intérieur à l'ellipse donnée^ détachera de la couche deux éléments, dont j'appellerai t^S, d^' les bases, et dont l'épaisseur sera la même dans le sens d'ime génératrice du cône ; leurs volumes seront, par suite, comme pour une couche sphérique , directement proportionnels aux carrés de leurs distances ^, 0Î' au point ix, y). Donc, les attractions exercées en [x, y) par ces deux éléments se neutraliseront; et elles ne cesseront pas de se neutraliser, si on transporte les deux éléments sur le pian des xy, le long des deux ordonnées z et z de dS et d'S>' conjuguées à ce plan diamétral des xy , eu faisant ainsi varier proportionnellement leurs distances au point {w^y). D'ailleurs, deux éléments de couche, à bases e^S, rfS', qui, dans ce mouvement, viendraient se placer très près' de {x,y), sont situés aux deux extrémités d'une corde presque conjuguée au plan de l'ellipse donnée ; en sorte que les deux parties 01, Si' d'une telle corde- sont presque égales , et les projections obliques, d-:^, £?/, de dS , dS' sensiblement symétriques de part et d'autre du point {œ. y). Ainsi , l'attraction totale à considérer, exercée en tout point
intérieur à Tellipse d'appliciition , restera nulle, si l'on transporta la partie de couche recouvrant l'élément quelconque dS de l'eilipso'ide sur la projection d^ de cet élément dS, projection obtenue en menant de chaque point de dS des cordes conjuguées au plan diamétral des wp. Par
sera invariable, et w y aura la même valeur.
On pourrait supposer encore toute la matière fictive /^P placée sur une seule moitié de l'ellipsoïde, sur celle qui est, par exemple, au-dessus du plan des x^. Car les deux éléments correspondants que détachera de la couche totale, sur les deux moitiés respectives de l'ellipsoïde, un cylindre infmiment petit ayant ses génératrices conjuguées au plan . des 3^, ont évidemment même section normale, et épaisseur égale dans le sens des génératrices ■. le transport oblique, sur le plan des a;^, de la couche recouvrant le demi-ellipsoïde inférieur, ne fait donc que doubler l'effet de la couche provenant du premier demi-ellipsoïde .
En résumé, pour avoir un. mode de répartition daTis lequel la région ellipt/ique d'applicaiion des pressions exUrieiires reste plane et parallèle à sa situation naturelle , il suffit de construire un demi ellipsoïde , sur cette ellipse comme section diamétrale, de distribuer, sur la surface convexe de ce demi-ellipsoïde, lapression totale donnée, assimilée à une charge matérielle, proportionndlemsnt, en chaque point, à la distance de cet ellipsoïde à un ellipsoïde infiniment voisin, coficentrigue , semUable et semUablement placé, puis de transporter, sur l'ellipse d'application, chaque élément de la charge ainsi répartie, en lui faisant suivre pour trajectoire une droite , conjuguée, dans l'ellipsoïde, au^plan même de l'ellipse.
Prenons les deux demi-axes a, h de l'ellipse comme axes des œ et des y, et le demi-diamètre conjugué, c, de l'ellipsoïde comme axe des z. Si l'on décompose l'ellipse en éléments superficiels da égaux, des cylindres menés suivant leurs
contours, avec des génératrices parallèles aux z^ découperont la couche fictive, étalée sur le demi-ellipsoïde, en éléments ayant leurs sections droites évidemment égales. Ces éléments de couche , charges destinées aux parties correspondantes (Zs- de la surface d'application, seront donc entr'eux comme leur épaisseur suivant le sens des z, c'est-à-dire comme la différence des ordonnées,
des deux ellipsoïdes qui limitent la couche. A cause
if c ^ c de la similitude admise, ona^=— et-T^ = --. D'ailleurs,
g' ne diffère de c que par un accroissement infiniment petit de. Ainsi, l'excès / — z s'obtient en difTérentiant
\/c^ ^«^—-y^y^ sans faire varier, sous le radical, aucun
autre terme que le premier c*, et il est proportionnel à la dérivée du radical par rapport à la racine carrée de ce terme, dérivée qui égale
La charge ou pression supportée par l'unité d'aire de chaque élément (Ït se trouvera donc partout en raison directe de l'expression (126).
Les lignes fT égale pression , ou le long desquelles p reçoit la même valeur , sont les ellipses ayant pour équation
(127) ~— -*- ~ =L une coDsLante 7,
ellipses semblables et concentriqtœs au contour. L'une d'elles a pour demi-axes a k'y, b V'y : l'aire qu'elle entoure vaut itffl&y ;
et la bande comprise entre deuxellipsesconséculives, caractérisées par les valeurs Y, Y -H <^y du paramètre, égale -r^ahd-^. La pression p par unité d'aire y étantproportionnelle, d'après (126), à (1 — t)"^, la charge delà bande l'est elle-même à -^ah^i — ■j')~^(^y = — 2îtffl6(^Vl~y, et la pression totale exercée sur l'ellipse l'est également à
' r^{\~yf'^ dy^2^ab.
. Comme on convient de prendre une charge totale égale à 1 , la pression ? par unité d'aire vaudra évidemment le quotient de l'expression (126) par ce résultat 2r:ab, c'est-à-dire
i,fi-4-Cï
£a pari de pression totale afférente à Vunité d'aire, en chaque point (x,y) de Vellipse d'application, égale donc l'inverse du produit de %t. par la racim,e carrée du tnnôiwe aW — «V — ^^' où a et b désignent les deux demi-axes de l'ellipse.
38. — Calcul des abaissements produits, dans le cas oit la région comprimée est un cercle et reste horizontale.
Nous expliquerons au § suivant (n" 47) une difficulté qui ^e présente sur le contour de la surface comprimée quand on admet qu'elle reste plane jusqu'au bord même, difficulté résoluble en remplaçant l'arête vive de la surface par une petite partie arrondie, conformément à la réalité : nous y obtiendrons aussi [n" 51) l'expression des abaissements w pour le cas d'une région d'application elliptique, et nous démontrerons fn" 53) une propriété remarquable qu'y présente le mode de répartition des pressions. Contentons-nous ici d'appliquer lesformules (99)et (100) [p. 117]
au calcul de w pour le cas où la surface comprimée est un cercle et où p est exprimé par la formule (194). Nous vérifierons ainsi, notamment, que l'enfoncement w a bien, dans toute l'étendue du cercle JtRf, la valeur constante (125).
Nous aurons à y utiliser les deux formules de calcul intégral
XT r 1 sin a H- siiiM "I
log — — arctg [cos ^ tg a) U., = o,
sin « sin&i\ (/m
OÙ a désigne un angle quelconque, inférieur toutefois à —
en valeur absolue. Ces formules peuvent se démontrer eu partant de celles-ci ,
— lop; =^ I — — ,
l BUl w 3111 (a -t- (j) ,,/„ cos « -t- cos 5)
! C'" cosw cffû 1 1 H- sin M sin w
f r~'^ 2coaadu
J 1— sin^asin^i. ^ "'''^ '*^°^ " 'ë <-) ' ■
dont les membres s'annulent, dans la première, pour a— ^o, dans les deux autres , pour w = o , et qui se vérifient par la différentiation, en remplaçant à la fin, s'il s'agit de la première,
par leurs expressions connues en sin ■ ■ „■■■-, cos-^ , et puis
2cos^-^ cos -^ par cosan-cosu. Multiplions ces trois relations (130), respectiveitient, par d<ù, d'-i, da, et intégrons ,
dans toutes, de ii>=o à 1^ = -^ et de «=0 à «,=«, en ayaat
d'ailleurs recours au procédé de l'intégration sous le signe/ poiir réduire les intégrales doubles. Si nous observons que la première et la troisième des formules (130), prises en y permutant a et w, puis en choisissant, dans la première,
-^ comme limite supérieure de l'intégration , donnent les
deux égalités
fY d,., _ 1
X"- COS fà d a __
arctg ( cos co
et que l'on a aussi, évidemment,
f~« 2cos«^« 1 , l^-siii«sm,.
le troisième des résultats obtenus ne sera autre que la seconde formule (129) , tandis que les deux premiers s'écriront
arctg icosfd tf^ft) «w ^ I ™ — lo^ ^ — ,
et donneront, par soustraction, la première relation cherchée (129).
Cela posé, considérons d'abord ia formule (99), relative au cas ï. ^ E|. Portons-y la valeur (124) de p, écrite ainsi
(133) |lî^r^\/42 — R^siii^ro) _(t2_Rjasin^„)l ',
yGoosle
et effectuons l'intégration par rapport à R au moyen de la formule classique
,{i34) J^ _!_ = log ( ^ + ^/œ^-^ a ) -+- const.
Cette intégration donnera
R, ^ V't^ — Rj^sin^^ 47CR, ^ï,_.R,sm
Alors, si l'on pose, pour abréger, Ri=i. sina, en appelant ainsi a l'angle aigu dont le sinus vaut le rapport de Ri à k, l'intégration par rapport à w s'effectuera également, grâce à la deuxième '(129), et l'on aura
(135) (pourï->B,)
A mesure que x, grandit, cette valeur de ic , comme il le fallait, décroît graduellement et tend à devenir proportionnelle à l'inverse de % ; car l'arc sinus qui y paraît tend vers le sinus, rapport de Rj à t.. Pour i=Rj. c'est-à-dire au sortir de la régiou d'application, eile se réduit bien à l'expression (125) trouvée plus haut.
Passons à la formule (100), spéciale au?, points où i^ est plus petit que Rj. Portons-y , dans la première des deux intégrales affectées de (?R sous le signe/, l'expression (133) de p, et, dans la seconde, l'expression éqm'vaiente
La première, en y effectuant l'intégration au moyen de la formule (134), deviendra
■ \ARi^
yGoosle
c'est-à-dire
si l'on appelle a l'angle dont le sinus vaut — . La deuxième
intégrale, en se souvenant que
ffiï) ^ dx — d arc sin — ,
donnera de même
1 2^ Lt
t cos oj ]
V'R,î-l'Bm»„i
1 , sin a COS SI
] 4 Ri
K, v'l-sin=.sm
■ j—- .reigloos.lg.).
4 Ri 2^K.
Enfin, la somme de ces deux intégrales, multipliée par
— d<^, puis intégrée de(D = oàw = -^, conduit bien,
en tenant compte de la première formule (129), à une valeur de w constante et identique à (125).
Le mode de répartition des pressions représenté par l'expression (124) de p présente donc, au point de vue analytique, cette particularité remarquable, que les expressions de w s'y calculent sous forme finie, sans exiger des intégrales ineffectuées , contrairement à ce qui arrivait dans les cas de distribution uniforme et de distribution parabolique (*}.
(*) On verra, à la note de la p. 206, que la iiièine particularité se produit lorsque la région circulaire direoteaienl comprimée prend la forme d'un paraboloîde de révolution.
38 bis. — Démonstration, par les -mêmes formules, d'une relation , due à M. BeUram.1, qui permet de déduire les pressions des abaissements de la région comprimée, quand il y a parité tout autour d'un point central (*).
Les deux formules de calcul intégral (129) , dont nous avons eu besoin dans la question précédente, conduisent à une démonstration assez simple d'une importante relation, découverte par M. E. Beltrami, entre les valeurs que le po-
tentiel d'une couche plane circulaire/cïm— j 2^p{R^)Rt^R,
symétrique tout autour de son centre, reçoit aux
divers points de cette couclie, et la masse I 2TT:p(R^)Rf?R
de la partie de la couche qui est extérieure à un quelconque , "R^, de ses cercles concentriques : relation d'où se déduira immédiatement , en difFérentiant par rapport à R , la densité p(R^) de la couche , et qui , par suite , dans le cas considéré de symétrie tout autour d'un point, permet de se donner les abaissements w d"une région comprimée <j au lieu des pressions élémentaires dF—pdfy ('*].
On conçoit que, en général, la détermination de la densité p d'une masse on , ce qui revient au même , l'évaluation de ses divers éléments dm , au moyen des valeurs
que prend son potentiel / — aux points occupés par ces
éléments, constitue un problème déterminé; car, égaler à
[*) Numéro inséré au moment de i'împression (Novembre 18^ j , c'est-à-dire plus de trois ans après la rédaction de l'ensembSe du mémoire.
(**j On peut voir dans divers raénioirea de M. Beltrami, notamment dans celui que contient le tome II ( IV* série) du Recueil de l'Académie des Sciences de Bologne iSuila teoria délie fumioni potenxiali simmelriche ; 1881 ), les démonstrations que cet éminent analyste a données de sa formule". Aucune n'étant ni brève, ni intuitive, je crois préférable d'exposer ici celle que j'ai déduite des relations (129) et qui est beaucoup plus élémentaire.
des quantités connues un nombre de valeurs de J — égal
au nombre même des éléments cherchés dm , c'est poser , entre ceux-ci, précisément autant d'équations du premier degré qu'il y a d'inconnues. Ce problème se résout même de suite dans le cas d'une masse à trois dimensions, puisque
la formule classique de Poisson y donne 4vrp = — i^ T — .
S'il s'agit, comme ici, d'une mince couche plane, la détermination de ,0 est encore immédiate quand les valeurs
données sont , non pas celles du potentiel inverse i — ,
mais celles du potentiel logarithmique -Jj =^/log {z -+- r) dm, qui se réduit, dans le plan z~o de la couche, h^^flo^rdm : car, en tenant compte de la première relation (31) [p. 67],
qu'on peut écrire ~ ~ — 2^^? (pour 2=0), la formule ^^l^ = 0
devient, à cette limite , Stio = -tv ^ — r^ » équation aux
dérivées partielles analogue à celle de Poisson et qui , pour le dire en passant, faciliterait beaucoup , dans le cas de symétrie tout autour d'un point, le calcul de cette fonction 4'=/log)' dm, p étant donné (*). Mais le problème se complique, au contraire, quand il est question du poten-
{*) En effet, p et, par suite , ^ ne dépendant alors que lie t, l'équation
1 à I Ai,\ deviennvait — — lï'-r-) ^= "^f et son intégration, effectuée en observant que l'on
m ment
(pourt,= o) ï.2 = *'''^ = '^o = 2Tj""p(R2)RlogR.dR,
ait
i = J.^ -H 2;i r*^— r% (Rï) RrfR.
(«■ ou bien, en J'eniplaçant — par à log ï-, intégrant ensuite par parties et substituant
finalement à fg sa valeur ,
a évidemment
donnerait
tiel ordinaire i — d'une couche mince. En effet, la for-
mule de M. Beltrami , bien que se rapportant au cas relativement simple d'une couche circulaire et symétrique de rayon Rj , est , si U (t) désigne l'expression du potentiel , donnée de ï. = o à t = Ri ,
/-Kl 2 r^i tdx, d r^ UW-Xv
■ ' Jr '^.^'R v't^-R^ '^'^ -^0 \Ai.^— /
et l'on en déduit, en différentiant par rapport à R, puis divisant le résultat par — 2-R , l'expression , assez compliquée , de p(R^) ,
Il suffit de démontrer cette formule (a) pour le cas où. la densité p (R^) s'annule partout excepté dans un tr^s petit intervalle, (?R„j compris entre deux valeurs consécutives Ro, R^-<- ^Ro de la distance au centre. Si, en effet, elle est vraie alors, il suffira d'ajouter ensemble les formules
if. = j-o -H 27T [[log t) ^% (R2) RdR — f^;. (R^) R log Rrfït] = 2Tr[ r%(R3)RlogtrfR-H r^p(RS]RlogRrfR]. "
L'identification de ne résultat , spécifié pour le cas où p (Rî) ne diffère de zéro que lorsque R est compris daoa un intervalle dR infiniment petit, à l'expression de 1 obtenue par un calcul direct ,
l ^ = Tlog r dm= j log r. [,'. fRî) RdR ] rfi-
\ =. t> (R^) RdR f 'log Y^ï^H-Rî— 2Ï.RC0S-- a-,, ,
conduit, d'une manière assez curieuse, & la valeur de l'intégrale classique f log yfx,^ — 2t R COS-.J -I- R' do., valeur qui est 2n- log R ou 2j: logt, suivant que R est plus grand ou plus petit que t-
relatives à une infinité de cas pareils, concernant de simples couronnes élémentaires dm = 2ttp (Ro^) Roti^Ro , pour que , d'une part , la relation obtenue contienne , à son second membre, l'expression vraie de U, c'est-à-dire l'expression du potentiel relatif à la masse totale m composée de ces couronnes , et , d'autre part , dans son premier membre, la somme même des couronnes extérieures à celle de rayon R.
Bornons-nous donc au cas d'une couronne élémentaire d'un rayon R^ < R, , ayant la masse dm = 2^a (Ro^) Ro (?Ro. Le potentiel U (t) sera, d'après les expressions (94) et (97) qu'on lui a trouvées [p. 115 et 116] ,
Nous aurons , en conséquence ,
( pour 1^ <|^ Eo ]
égalité dont le dernier membre vaudra , d'après la seconde formule (129), le produit à.e> dm, par l'arc, compris entre
zéro et-^, qui a pour sinus — . Il viendra' ainsi :
(pour i- <^ R,
On trouvera de même , pour le cas t ^ R„ , mais en n'intégrant d'abord que de y = o à y = R^ , et en se servant toujours , par conséqnaent , de la première expression {b) de U , puis en appelant , pour abréger , a l'angle , compris entre
zéro et — , dont le sinus vaut — et ,
-'■> \ft.' — y'
J„ sin. L V 2 2siii>, ^
dm /" î [L>
2dm rTd,>
El comme , d'ailleurs , la seconde expression {b] i donnera
I (poui' ^ 'y Ro)
V^[t2_7Î)(7Ï_R„3sin««)
= — . I i arclg V 1 —
2(/m ri:l^' RoCOS« \ ,
2flf»i /~T , , ,
dm I arctgr (tga cosu) aw
2flfwj ' 2 '""
on aura en tout
1 (Po.r.>B.; r^3ML
^ — ffiBÎ I log — r^ A- arclg [tgK COSw] dr.i.
Or , dans celle-ci , le dernier terme est nul , d'après la première formule (129) prise en y changeant k en — «. On trouve donc , en résumé ,
r* n-iY/'k ^
t>BJi
et la fonction ( '■'' - -- , continue pour toutes les valeurs
det, a pour dérivée par rapport à K, -^:^= ou zéro, sui-
vant que t est plus petit que R^ ou plus grand que Ro- Or cette dérivée, portée dans le second membre de {a), le réduit évidemment à zéro si R est supérieur à Ro , puisque alors la variable t , croissante de R à Rj , ne cesse pas d'y dépasser R^; et, dans le cas contraire de R <^ R,,, elle le réduit à
2dm. r^ Ut, 2dm. r . V__Rî-|t = Ro
I — -— iirctg \/ — - —m.
On voit que , dans les deux cas , la valeur obtenue pour le second membre de (a) représente bien, la masse extérieure au cercle de rayon R, masse qui est la couche annulaire dm elle-même quand le rayon R se trouve moindre que le
sien , et zéro , quand , au contraire , la circonférence 2t:R lui est extérieure.
Ainsi , les formules [a) et {a') sont démontrées pour toute couche circulaire dont la densité ne dépend que de la distance R au centre.
Et il importe d'observer, à cet égard, que, quelle que
soit la fonction U (*■), donnée de t = o à t=Ri, si une couche
de rayon Ri a la densité [a], son potentiel, entre les limites
t = o et t = Ri, sera bien U (t). Car, supposé qu'il pût être
une autre fonction U (t) -+■ Ui ft) , celle-ci , portée dans («')
après substitution dey à t, donnerait au second membre,
d'après la démonstration faite, la valeur p fR^), comme
([uand le terme U (y) était seul. En posant , pour abréger ,
r^ Uj('/y7 ., -, d r^i -/[■c]x.dx.
y {x\ — \ —l-lll-L on aurait donc -j^ i ■ = o ;
ce qui, vu l'identité ( —■■----- = o (pour R= Ri),
entraîne l'annulatioa de l'intégrale 1 ' Or tous
les éléments de celle-ci sont de même signe et, par suite, nuls, tant que, R décroissant avec continuité à partir de Ri , la fonction y' (R) ne change pas de signe. Dire que l'intégrale en question est constamment nulle, c'est donc dire que la dérivée /' fï.) ne peut , à aucun instant , cesser
elle-même de l'être, et que la fonction x {•''} ou / - '^^'^'^ ,
d'ailleurs égale à zéro pour t = o, s'annule aussi continuellement. Enfin, comme, pour t croissant à partir de zéro, tous les éléments de ■/_ (ï) sont encore de même signe , et nuls , tant que Ui (t) n'en change pas , il faudra nécessairement poser ll| {■c} = o: ce qu'on voulait démontrer.
Remarquons encore que la seconde expression (b) de U (t) devient , si l'on y remplace t par t' et si , posant ensuite
lieu de w comme variable d'intégration
1 , on adopte t au
valeur de U (t') qui , pour t.' > Ri , peut s'écrire , à cause de {€') ,
Or cette égalité, ainsi démontrée dans le cas de couronnes élémentaires dm = 2?^ p (Ro^) Ro '^Rm .subsiste évidemment quand on y remplace les fonctions correspondantes U (y) , U (ï') par des sommes de fonctions pareilles représentant le potentiel d'une masse de rayon Ri composée de telles' couronnes : elle constitue une autre formule remarquable du même travail de M. Beltrami; et l'on s'en servira pour déduire, des valeurs données du potentiel aux divers points de la masse circulaire, ses valeurs sur tout le reste du plan de cette masse.
39. — Autres modes d'application, déduits des précédents au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques.
On connaît le principe de la transformation par rayons vecteurs réciproques et son emploi dans la théorie du potentiel". Soient :
a une longueur constante donnée ;
dm un élément de masse, situé en un point [Xi, yi, z^ dont R r= ViSj^-H-yi^'^^i^' désigne la distance à l'origine ;
Enfin [x, y, z) tout autre point, dont le rayon vecteur
t, — Va;^-4-yS-t~3^, émané de l'origine , fait un certain angle V avec le rayon vecteur précédent R.
La distance r des deux points {xi, p-,, Zi), [x, y, z) sera donnée par la formule
r^ ^ Rï -H t^ — 2 R i> cos V ,
et le potentiel de dm au point {x, y, z) vaudra — .
Cela posé , concevons qu'après avoir multiplié la masse dm par -^, ou lui avoir donné la valeur — dm, on la transporte, le long de son rayon vecteur R, à la distance R'= -— de l'origine ; puis , qu'on évalue le potentiel qm lui
est relatif, non plus pour le point {œ, y, z), mais pour le transformé te', y\ z') de celui-ci, obtenu en portant de même le point (ic, 2/) 2) > le long de son rayon vecteur t, à une distance t' =— de l'origine. La nouvelle distance, /, de la masse , à ce point [x' , y' , z'}. aura pour carré
[ /ï = R'î -t- ï,'^ — 2 R' t' cos V = ._^-(ï,2-hE2 — 2ï.Reo8V)
RH
L'extraction des racines donne , par suite , ffl I _ ffi 1
Multiplions les deux membres par dm et intégrons-les pour une somme quelconque d'éléments dm. 11 vient
— dm ^ ,
R _^ a n dm
yGoosle
Donc, le potentiel de la masse transformée est égal, pour
le point (x', y, z') , au produit de —^ par le potentiel de la
masse primitive au point (x,yyZ) .
On peut, par ce principej déduire simplement, de chaque mode de distribution de pressions considéré précédemment, des modes nouveaux, pour lesquels on connaîtra de suite les abaissements w correspondants. Il suffira, après avoir pris sur la surface du corps une origine quelconque, de concevoir que chaque pression partielle, t?P=:pf^i7, exercée sur un petit élément (^^ d'une région donnée du plan
des xy-, soit réduite à -^ -> éï * ( c'est-à-dire à a p t^wc^R, pour
(/tj = Rf^ioi^R évalué en coordonnées polaires) et qu'on la transporte ensuite, le long de son rayon vecteur R, sur l'élément é'^' transformé de (^t par rayons vecteurs réciproques, élément qui sera d'autant plus grand et d'autant plus éloigné de l'origine que da en est plus proche. Le nouvel abaissement w' égalera, en chaque point [d , y') du
plan des œy , le produit de -^ par l'abaissement primitif *£>,
supposé connu, du point {x, y).
Dans les cas où la région d'application primitive comprend l'origine, la nouvelle région d'application t' s'étend jusqu'à l'infini au-delà du nouveau contour, transformé de l'ancien, et l'espace compris à l'intérieur du nouveau contour reste seul libre de toute pression. Mais, si la fonction donnée p est finie à l'origine R— o, les nouvelles pressions exercées aux points éloignés, depuis une certaine distance très grande R' jusqu'à R'=go , ne donnent
d R , entièrement
en tout que la somme a j d<^ j p
insignifiante ; en sorte que la nouvelle pression est finie comme la première , et la nouvelle région d'application réductible aussi, avec autant d'approximation qu'on voudra, à une surface finie , savoir à une bande aniiulaire , dont le
bord extérieur reste seulement indéterniiné . Les raisonnements des §§ précédents , où nous supposions des régions d'application restreintes , ne cessent donc pas d'être applicables ; et, en effet, les conditions spéciales (3) [p. 53], qu'on aurait pu craindre de ne pas voir réalisées, le sont par le fait même que le nouveau potentiel se trouve égal au
potentiel primitif, fini partout, multiplié par le rapport—^.
Si la région d'application primitive a pour contour un cercle , la nouvelle région d'application sera également limitée intérieurement par un contour circulaire ; car on sait que les transformées, par rayons vecteurs réciproques, d'un cercle ou d'une sphère , sont aussi un cercle ou une sphère, qui dégénèrent en une droite ou un plan quand ces figures ont des points situés à l'infini , c'est-à-dire quand la sphère ou le cercle donnés passent par l'origine.
La nouvelle région d'application serait, au contraire , limitée extérieurement, comme la proposée, si l'origine était prise en dehors de celle-ci ; et le nouveau contour serait circulaire toutes les fois que le contour donné aurait cette forme. Seulement, la nouvelle charge ne se trouverait plus disposée symétriquement à sou intérieur si la première l'était.
Appliquons en particulier la transformation au cas oii, tout étant pareil autour de l'origine, la surface comprimée primitive ttRJ éprouve dans toute son étendue un enfoncement constant, et prenons a= Ri, afin que le contour de cette surface se transforme en lui-même ou ne change pas. La pression primitive pour l'unité d'aire, p, est représentée par la formule (124) [p. 158], En conséquence, la nouvelle pression totale vaudra
Elle égale donc le produit de lapression totale primitive par
mément à {136), des relations (125) et (135j [p. 158 et 165] ; divisés par -^ afin de les rapporter à l'anité de pression totale, ils acquièrent les valeurs :
(pourt' > R,)
Au centre, ou pour t'= o, l'abaissement est„ , ,.■ '^ ■■,- rf—. Il grandii. à partir de là, car le rapport de l'arc (arc sin ^|
à son sinus augmente ; et il se trouve multiplié par ~ au
moment où ï-'^Ri- L'abaissement w' décroît ensuite jusqu'à ■c'='X) , en prenant, sur le reste du flan, c'est-à-dire sur toute la surface directement comprimée, les valeurs qu'il aurait si les pressions appliquées à la surface étaient remplacées par leur résultante statique, c'est-à-dire transportées au centre.
L'abaissement moyen qu'éprouve la partie libre de la
surface , quotient par irRi^ de l'intégrale 2-^ j '/v'xfdx^, se. calcule aisément en observant , après avoir pris comme variable d'intégration 3e rapport -— = a, qae
arc sin» da ^ d[\l — «^ -i- « arc sin « J ;
et il vaut -rr: — n* {~^ — 1 1 tt"- nombre qui se rapproche , TrV[AH-n] V 2 / R,' ^ '^'^
beaucoup plus de la valeur minima de -w', celle qui
correspond il t'=o, que de la valeur sur le bord, relative
àt' = R,.
yGoosle
40. — De certains potentiels, qvd, dans des étendues infinies, sont inverses de la distance à un point donné ou sont même nuls , et de l'emploi de ces derniers pour ecoprimer divers cas d'équilibre de corps soumis , sur une partie restreinte de leur surface , à des actions tangentielles.
En généralj si le potentiel relatif à une certaine masse est constant dans tout un espace à deux ou à trois dimensions entourant l'origine et limité par une certaine ligne ou surface, son transformé par rayons vecteurs réciproques
sera, d'après (136), simplement proportionnel à -^ pour tout l'espace extérieur à la transformée de cette ligne ou de cette surface; et, comme, à d'assez grandes distances /, il tend vers l'expression qu'il aurait si toute la masse était concentrée à l'origine, expression qui a précisément la
M forme —r , sa vraie valeur , en tous les points de la région
extérieure considérée , pourra se calculer dans cette hypothèse, c'est-à-dire, égalera exactement le quotient ^ par la distance t', de la masse transfoi-mée.
Une couche sphérique homogène de rayon Ri, décrite autour de l'origine comme centre , est évidemment à ellemême sa propre transformée, pourvu qu'on prenne Ja ligne a égale à Ri : voilà pourquoi ïa constance , à l'intérieur, de son potentiel, et la proportionnalité de ce potentiel à l'inverse de la distance t , à l'extérieur , sont deux faits corrélatifs, dont l'un entraine l'autre. Il en est autrement pour une couche plane , répartie sur le cercle ^Rj^ d'après la loi qu'exprime la formule (124) [p. 158] : cette couche ne se confondant nullement avec sa transformée, ce sont deux couches différentes qui jouissent, l'une, de la propriété d'avoir, dans son plan, un potentiel constant à l'intérieur du cercle «Ri^, et, l'autre, de la propriété, transformée de la précédente , qui consiste en ce que le
potentiel varie , hors du même cercle , en raison inverse de la distance au centre (').
Une masse dont la forme est celle d'un anneau étroit , décrit autour de l'origine comme centre avec un rayon R = « , se transforme en elle-même par rayons vecteurs réciproques. C'est ce qui explique' l'analogie des deux formules (94) et .(97) trouvées au n" 27 [p. 115 et 116] : chacune des deux n'est que îa transformée de l'autre par rayons vecteurs réciproques.
Mais revenons à la considération de masses dont le
potentiel, aux points qu'elles occupent, soit en raison
inverse de la distance -c à l'origine. La superposition de
deux d'entr'elles , de même valeur absolue M , mais de
signes contraires et de dimensions ou de formes différentes,
donnera, pour tout l'espace extérieur à la fois aux deux
contours respectifs qui les limiteront intérieurement, le
M M potentiel total -^ y ou zéro. A une pareille couche
matérielle fictive; étalée sur un sol élastique , et d'une
(*) Les transformées par l'ayons vecteurs réciproques d'une couche matérielle étalée sur un cercle sont , généralement , d'autres couches minces en forme de ctdotte sphérique. Si la couche proposée est symétrique , ou que la densité par unité d'aire y dépende uniquement de la distance au centre , et si l'on prend ■ successivement pour origine les différents points de la perpendiculaire menée par ce centre à son plan , en attribuant d'ailleurs à la ligne a diverses valeurs , 'es transformées seront évidemment des calottes, présentant tous les degrés d ouverture et toutes les dimensions , dans lesquelles la densité par unité d'aire ne dépendra que de la distance au pôle. On pourra , par exemple , supposé que le potentiel sur toute la surface de la calotte soit donné , en déduire , par la formule (136), le potentiel f— aux différents points de la couche circulaire, et puis tirer , de la formule (a') de M. Beltrami [p. 169] , Tespression de la densité de cette couche ; dloit l'on passera aisément à celle même de la densité aux différents points de la calotte : on aura donc traité, pour celle-ci , le même problème que la formule (oO résout pour le cercle. M. Beltrami vient d'indiquer et de développer cette estension intéressante de sa formule dans un Mémoire intitulé SwMe /M»txioni assoctate et specitUmente su quelle délia calotta sferica (Académie des Sciences (te l'Institut de Bologne, série IV, t. IV; 1883) : il y considère, dans nn plan méridien , non seulement les lignes d'égal potentiel , ou lignes de niveau , mais aussi leurs trajectoires orthogonales (lignes de force) , qu'une ingénieuse analyse lui fait également obtenir.
masse totale nulle, il correspond, par coiiKéquent, des mo'des d'application de pressions normales dP pour lesquels l'abaissement m de la surface s'annule exactement en dehors d'an 'contour donné , quoique leur région d'application s'étende Lien au-delà.
Cette couche fictive est également propre, par son potentiel logarithmique/log {z-*-r) dm ou par les dérivées de celui-ci, à représenter les déplacements u, v, 7V dus à certaines forces p^, py, simplement tangentielles , exercées sur la surface z = oh. l'intérieur du même contour, et ayant les expressions (45 bis) [p. 79]. Si l'on pose, en effet, dans (45 his) , Ci ou tpi =/ log {z -+■ r) dm et 2 = o , en se bornant d'ailleurs aux termes qui contiennent soit œ , soit œ^ , il vient
vée première , en a; on en y, de la fonction ( — , laquelle
s'annule, ici, hors du contour considéré. On pourrait donc être conduit, de la sorte, à des applications simples des seconds et troisièmes types d'intégrales dont il a été parlé soit au numéro 16 [p. 73] , soit aux numéros 17 et 18 [p. 78 et 79'J. D'après la troisième [45) [p. 79] , l'abaissement iv
de la surface, proportionnel à la dérivée -j- qui y vaudrait'
ou zéro ou i - — , serait encore constamment nul à l'extérieur du contour donné, c'est-à-dire, ici, en dehors de la région d'applicalion des actions déformatrices.
40 bis (*). — Calcul général de l'équilibre, dans le cas d'actions tangentielles données et dans celui de pressions obliques quelconques : transmission de ces pressions de la surface à l'intérieur.
Les considérations précédentes nous ramènent naturellement au problème général de l'équilibre de notre corps élastique limité par le plan des xy et soumis sur ce plan à des actions données. Or il y a lieu d'y revenir, pour compléter la solution, laissée inachevée au n° 18 [p. 80], du cas ovl les forces dont il s'agit sont des actions tangentielles quelconques ^i, jOj. Cette solution, que contiennent en germe les formules (45), (45 bis) et (45 ter) [p. 79 etSOJ, aboutit immédiatement , dès qu'on y exprime les deux fonctions œ et <o^ au moyen des seconds potentiels logarithmiques, ^ =/[ — T -\- z log (2-(-r)] dm, de certaines couches fictives /dm étalées sur la région d'application des forces données, de même que le ^emz^r potentiel logarithmique , /log [z H- r) dm , d'une telle couche , a représenté [p. 76 et 77] la fonction ^ relative au cas de pressions normales ^j.
En effet , d'une part , un second potentiel logarithmique •F, tout comme un premier i^.^ a son paramètre i^ nul [p. 60] et n'est pas moins propre , sous ce rapport, à exprimer <f ou çj. D'autre part , sa dérivée première en z étant le premier potentiel logarithmique /log (2 -h r) dm et, par suite, sa
d^"^ fâvn
dérivée suivante, -^, le potentiel ordinaire I — -,13 dé-
rivée troisième -jj a pour valeur , sur la couche même
fdm ou à la limite ^ — o, le produit de — 2 tt par la densité superficielle p (aï, y) de cette couche. On satisfera donc ,
(') Numéro composé on novembre 1882, et inséré dan de l'impression.
identiquement, aux équations (45 ter) [p. 80], en prenant respectivement , pour ^ et tp , , les potentiels logarithmiques T de deux couches matérielles fictives étalées sur le plan des xp et ayant comme densités superficielles p {ce , p) les
valeurs connues (pour z = o) des deux fonctions -7^ -h —^ ,
dpx dp
~ — -7^. Or le premier de ces potentiels est évidemment
la somme de deux , relatifs à des couches dont les densités
seraient -v^ et -r^. De plus, celui des deux oîi la densité
dm dy L 1
est -—- égale la dérivée en x du potentiel analogue w d'une
couche qui aurait la densité ??i; car il est presque évident, comme on l'a reconnu en démontrant la relation (34) [p. 69], que tout potentiel , ou môme toute intégrale de la forme ff{r, z) dm , se rapportant à une matière /rfm étalée sur le plan des xy , se difïerentie par rapport k œ o\xky en différentiant simplement, sous le signe/, la densité p [xi, yi) de la couche par rapport à la coordonnée correspondante Xi ou
yi. De même , le potentiel de la couche de densité —^ sera
la dérivée en y du potentiel "F d'une autre couche ayant la densité py. Et l'on décomposera pareillement le potentiel ^
de la couche de densité ^7— 7^.
dy dx
En résumé , si dm' et dm" sont les deux composantes données^3;(^'7,^„rf(r, suivant lésa; et suivant les ^, de la force _ tangentiolle extérieure s'exerçant sur chaque élément da de la surface ^ = 0 du corps , et si 'F^, , 'F^ sont les deux potentiels
W -f^^/C— r + 3log(î+r)]^', ■^^^f{—T^z\o^[z + T)'\dm;%
OÙ r désigne la distance du point quelconque [x, y, z) à un point (^1 , y^) de l'élément d-^ , les équations (45 ter) conduiront à poser
_ ï^Tj, d'y y _ dw^ dVy
dw d^ ' dy dm '
Portons ces valeurs de ^ et de <pi dans les formules (45 lis) , et, en effectuant les dilFéreiitiations , puis remplaçant
/ ^3 ff* \ d"^
(ïï- -^ ^j '''■' ""^ "'■'' P"' - ÏT CV «11 '»',) , il tiendra la formule triple
A la limite 2 = 0. elle donne bien pour p^., p^, p^ les trois
expressions désirées — -^ t^ {^^x . %, o).
Enfin , les conditions spéciales (3) [p . 53} , concernant les points situés aux grandes distances t de l'origine , et en vertu desquelles les déplacements «s , îî , m doivent y être comparables à l'inverse de t, se trouvent, également vérifiées , quand on porte dans les formules (45) àe u, i>, w les valeurs (a') de ^ et de Mj. Car W^ et W^ sont j d'après (a), des intégrales dont l'élément a ses dérivées premières en w et en y algébriques et du degré zéro par rapport à a; — x,, V — y^-, ^) '''■ Donc, les expressions (a') de y et de «çi sont, sous les signes /, homogènes et de ce degré zéro , par rapport aux mêmes variables : d'où il suit que les expressions (45) de î(, «, TO présentent encore une homogénéité analogue , mais du degré — 1 , tout comme leurs expressions (43) relatives . au cas de pressions normales fdm ou JdS exercées sur la surface. Elles deviennent donc, pareillement, de l'ordre de — aux grandes distances t, pourvu
que la région d'application des forces s'excerçaut sur la surface soit limitée, comme on le suppose.
On remarquera même que ces valeurs (45) de m, v^ 7û ne contiendront, sous le signe/, aucune fonction transcendante, pas plus que les valeurs encore moins complexes (43).
Ainsi, la solution delà question posée, relative au cas d'actions tangentielleS âm' , dm" appliquées suivant les x et les y à la surface du corps , est donnée par les formules (45) et ([3} , où f et (fi , y^, et ^K^ ont les expressions («') et (a). Il suffira, comme on a vu [p. 80], de superposer ceLte solution à celle que contiennent les relations (40) à (43) [p. 76) , pour avoir les formules qui résolvent le problème général de l'équilibre d'un corps se terminant à une surface plane indéfinie et sollicité sur cette surface par des actions quelconques (').
La formule triple (40) [p. 75], un peu plus simple que (p), lui devient analogue quand on l'écrit ainsi
(*] Ce problème, dont j'avais, en 1878 et 1879, amené la eolution au point iniiiquê dans le § II ci-dessus, comme il résulte de mes notes insérées à cette époque dans les Cornftes-Renéus de l'Académie des Sciences , vient d'être traité par M. ValenIJno Gerniti , professeur de mécanique rationnelle à l'Université de Rome , dans un mémoire intitulé Ricerche intorno aW equiUbrio dé corpi elastici isotropi (Reale Accademia dei lincei., vol. XIII ; anno 1881-1882). Ce savant analyste l'a résolu par une voie beaucoup plus loi^ue que celle que j'ai suivie , savoir , en appliquant une méthode d'intégration des équations de l'équilibre d'élasticité indiquée par le professeur Betti {teoria deW eîasticità, daais les tomes Vil, VIII et IX, 2' série, du Nuovo C'imenfo), et qui consiste à déterminer d'abord , en jonction de a;, )/, s, !a dilatation cubique 6 et les trois roîalions
moyennes 4" [t' ~ 3") ' T (^ ~ 1^) ' T [t ~ d^r ^°'" ^^ '^^'^"'''^ ensuite les déplacements », v, ic. L'idée de compléter, par l'emploi des seconds potentiels logarithmiques , ma solution , restée inachevée jusque là , du cas oii des forces tangentielles quelconques agissent sur la surface , m'est venue justement en voyant paraître , dans certaines formules de M. Cerruli {p. 38 de son mémoire) , des fonctions de la nature de ces potentiels , dont j'avais reconnu l'existence dès 1879 , et dont j'avais même., dans ma note , publiée en 1881 , de l'édition française du Traité de l'élasticité de Clebsck (p. 401, form. 38 bis), fait l'usage qu'on verra au n" 62 ci-aprfea. Les relations (43), d'une part, (45), (ï) et (■'), d'autre part, contiennent d'ailleurs, groupés de la manière la plus naturelle, tous les éléments des forjnules générales (58) et (K)) de M. Cerruti, qui expriment avec des notations différentes le résultat do la superposition (43) et (45).
et surtout quand on y remplace ^ par ~ , en posant , pareillement à («) ,
(P") 1^» ^/[-'- -^ " lo? (^ -^ -■)] <^™-
Alors la superposition des valeurs (p) et (p') de ^^, p^, p^ doç-ne, pour le cas où chaque élément da de la surface supporte une pression oblique ayant , comme composantes suivant les x, les y et les z, dm', dm" et dm, les trois formules très symétriques ,
1 (f3(Tj^,Tj„'Kj) z d l3?-^:r, dHy d^'r^\ (v) [P^, Ps> pA — — -^ ^3 '^ '^ d[is,i/,z)\^h^~^ ^z^~^~^j
elles expriment les pressions transmises, à partir de la surface , sur l'unité d'aire des couches qui lui sont parallèles.
Supposons , comme nous l'avons fait au n" 25 [p. 104) dans le eus d'une simple pression normale , que les potentiels se réduisent à un seul de leurs éléments, ou les forces extérieures sollicitant la surface à celle que supporte l'élément, d'^ , de celle-ci, situé à l'origine des coordonnées. Nous aurons évidemment
(dm', dm", dm)
^'K,C d^fy rf^Tî
Wî^ dydz^ dz^
et il viendra d'abord
z d Ixdm' ■+■ ydm" h- zdrii\
Enfin, une différenHation de plus donnera
Gomme sont les trois cosinus directeurs du rayon r
émané de l'origine, on voit que la pression exercée par unité d'aire, en [x, y, z), sur un élément plan parallèle à la surface, pression dont jiit tf^if^ désignent les trois composantes suivant les axes , est dirigée précisément dans le sens de ce rayon , et qu'elle a pour valeur
"^^ ! ^ , . y , „ ^ , \ - — - — dm -t- — - dm" -+- — dm. ] , xr-r^ \ r T ri'
OÙ le trinôme entre parenthèses exprime évidemment la projection , sur ce même rayon r , de la force donnée , définie par ses trois composantes dm' , dm", dm. On peut donc énoncer la loi suivante : Touie actiofi extérieure exercée en. un point de la surface d^un solide se transmet à l'intérieur, sur les couches matérielles parallèles à la surface, sous la forme de pressims dirigées exactement à l'opposé de ce point, et qui égalent , pour l'unité d'aire, le produit du coef/icient
— par la composante, suivant leur propre sens, de la force
extérieure donnée, par l'inverse du carré de la distance r au même point d'application et par le rapport de la profondeur z de la couche à cette distance r.
Telle est la loi générale dans laquelle se trouve comprise celle qu'expriment les formules 83 bis du n'*25 [p. 104] et qui concerne le cas où l'on a dm' = o, dm" = o, dm = dP.
11 est aisé de vérifier que la pression extérieure donnée se transmet intégralement d'une couche à la suivante, ou, autrement dit, que les trois composantes totales, /{p^ , py , p^) drr, de l'action supportée par toute la surface T d'une couche quelconque, ont respectivement les valeurs dm', dm", dm. Substituons, en effet, dans ces intégrales,
à piç, Py,Pi leurs valeurs (y') , et observons que les termes contenant a; ou y au premier degré donnent des éléments désignes contraires qui s'entre-détruisent. Il vient, pour les trois composantes , les produits respectifs de dm', dm",
(ïm. par les trois intégrales -— 1 -^-.-^ / ~,-k- l — ^.
Or les deux premières de celles-ci sont évidemment égales entre elles , et moitié de leur somme
en sorte qu'il suffit de vérifier si les deux intégrales
— I — — « -S" et 77- I -z- ont pour valeur runite. L'est 4:T._f \r^ r^ / 2Tr_y r^
ce qu'on fait sans difficulté , en prenant comme élément de
la surface <r une couronne élémentaire 2T^Rt?R = ^T^rdr , où
le rayon intérieur R égale /r^ — d^. puis en intégrant de r = z àr — ce; ce qui revient bien à faire varier R de zéro à l'infini.
Parmi les conséquences qu'on peut tirer des formules (45) deu, D , tv, je me contenterai de signaler la suivante. Imaginons qu'on n'ait appliqué à la surface de notre corps, supposé être , pour fixer les idées , un sol élastique , qu'une action tangentielle (fT, s'exerçant suivant l'axe des x sur un élément d^ situé à l'origine ; et proposons-nous d'étudier la forme prise par îa surface du corps, alors qu'elle a acquis de petites ordonnées w. Les données de la question seront
l Y^= d'F [— r^-dog(s-Hr)], Tj = o, »■ = \/'»'- -^ y^ + 2^ ,
j ^ = ^ = — dT ^- ■
( ■ dx s-t-r
et l'expression (45) de w , spécifiée pour z~ o, deviendra
4u[X+^) dz 4^{l^y.)[,
yGoosle
Ainsi , la surface libre déformée aura sensiblement pour équation
On remarquera : 1° que chaque circonférence, de rayon r, décrite sur la surface autour du point d'application de la force d'Y! comme centre, reste tout entière, après les déformations, dans un même plan, qui a seulement tourné, 'autour du diamètre perpendiculaire à la force dT ,
d'un petit angle — ~ — — r -— - inversement proportion-
^ ^ a; 4ic (X -H |a) r^ r r
nel au carré du rayon r ; 2° que les lignes de niveau , z = const. , de la surface déformée ont pour équation
— = const., et qu'elles sont, en projection sur leur
p'ian primitif, des cercles menés par l'origine et ayant leurs centres sur la droite d'application de la force ou droite le long de laquelle la force est dirigée; 3" que, par suite, les lignes de plus grande ponte de cette même surface sont, toujours en projection sur son plan primitif,
les cercles analogues ■■■ -- = const., mais dont les centres
se trouvent sur l'axe des y perpendiculaire à la force. La ligne même d'application de la force joue, du côté des a: positifs, le rôle de ligne de thalweg, et, du côté des x négatifs, celui de ligne de faîte {') ; car toutes celles de plus grande pente, parties du sommet dont les coordonnées sont ^ = un infiniment petit négatif — e , y = o , se détachent asymptotiquement , en descendant, du plan des zx, du côté des X négatifs , pour tourner ensuite de 360" (en projection horizontale) et venir se raccorder asymptotiquement au plan des ziV du côté des ce positifs , en se terminant dans \e fond X =^ t, y = 0.
(*) II faut so souvenir que l'axe des s est dirigé vers le bas , de sorto que les parties de la surface à ordoiinéos z positives sont des creux et les parties à ordonnées négatives des renflements.
4Î . — Défaut de proporltonnalûé de la pression à renfoncement, auo} divers points de toute région d'application liinztée.
Plaçons ici une remarque générale, à laquelle conduîsent tous les résultats des n"^ précédents.
Dans aucun des modes de répartition de pressions extérieures normales que nous avons considérés , la pression exercée par unité d'aire aux divers points de la surface n'a été trouvée proportionnelle, même d'une manière approximative , à l'abaissement m produit au même endroit. Par exemple, pour une répartition uniforme des pressions, nous avons eu (p. 140) des abaissements décroissant , du centre au bord , dans le rapport de 8 à 5 environ. Pour le cas (réciproque), d'un enfoncement uniforme , la pression exercée sur l'unité de surface , représentée par la formule (124) [p. 158], agrandi du centre au contour dans la
proportion de ^-v.- à oo , bien plus grande encore. Et quand on admet que la pression décroit paraboliquement depuis le centré jusqu'au bord, où elle s'annule, l'abaissement iv décroît aussi , mais seulement dans le rapport de 3ti à 4 (p. 151) , ou de 12 à 5 environ, non jusqu'à zéro.
Le défaut de proportionnalité , entre la pression exercée en cbaque endroit et l'abaissement w que la surface y éprouve . se présente nécessairement toutes les fois que la région d'application est limitée , comme nous l'avons admis; car la proportionnalité exigerait que w s'annulât hors de cette région, de même que s'y annule la pression extérieure p^, tandis que la formule (84) [p. 109], fait décroître , au contraire , m graduellement et assez lentement, à mesure qu'on s'éloigne de la région d'application.
Ainsi , des pressions (ou tractions) données, ^exerçant sur un sol ou sur la surface iPun corps à VinUrwur d'une aire définie^ sont loin d'imprimer à leurs points d'application des 'déplacements ayant entr'emi), aux divers endroits, les ',
rapports que ces pressiom (ou tractions) , contrairement à une hypothèse que l'on fait quelquefois.
Même avec ies niodes d'application, indiqués aux n"' 39 et 40 , où la région directement comprimée s'étend jusqu'à l'infini, une proportionnalité approximative entre ^^ et w n'existe , ni sur cette région (vu qu'on y a généralement ff)) (Z <T = co tandis que / p^ dij est finie) , ni sur la partie restée libre , où ^^ = o alors que m y prend des valeurs très notables.
42. — Recherche de cas où les pressions exté?ieures , nulles en fnoyenne et appliquées à imite la surface , produisent des abaissements quileur soient partout proportionnels.
Les abaissements w ne sauraient donc être proportionnels aux pressions p^on. p, que dans certains des cas où ceUes-ci s'exerceraient sur tout le plan des œp , c'est-à-dire sur toute la surface du corps , indéfinie par hypothèse. D'ailleurs , notre analyse , où les déplacements sont supposés nuls pour z infini , ne s'étend à de pareils cas que lorsqu'on y admet que les pressions p^ , positives en certains points, négatives en d'autres, ont leur valeur moyenne nulle. Sans cela, le corps ou le sol considéré, soumis à des pressions p^ sensibles dans toutes ses couches parallèles au plan des xî/, éprouverait en tous ses points des contractions — 5 j finies, aussi grandes en moyenne pour les couches profondes que pour les couches superficielles; et les enfoncements îî! à la surface seraient infinis, comme la profondeur que nous attribuons au corps. La formule (84) [p. 109] montre même que w croît sans limite, quand on suppose qu'une pression ^^ ou p , constante et finie par unité d'aire, . s'exerce sur une simple hande, de largeur donnée, comprise entre deux parallèles aux a?, et dont on fait grandir indéfiniment la longueur : en effet, îe potentiel relatif à une droite homogène s'exprime par un logarithme, qui devient infini en même temps que la droite eUe-même.
Pour trouver les modes les plus simples de répartition , sur le plan des ayy^ de pressions f^ nulles en moyenne et aptes à produire des abaissements w qui leur soient partout proportionnels , revenons aux trois types généraux d'intégrales que nous avons obtenus dans les numéros 14 et 16, En appelant -j^ une fonction continue de x^ y, z, dont le paramètre différentiel , \^, soit identiquement nul , ou
tel qu'on ait A^ (^ ijj) = 2 -^ , et en désignant par i/ sa
dérivée—, nous avons reconmi que les équations indéfinies de l'équilibre du corps sont vérifiées par les trois expressions suivantes de u, v, w, 6 :
' di^' _ di^' dzi/ X-i-2ii. , 2 [j. (/^'
(fo ' (/y ' dz X -(- |i ' X-i-|j. dz
d^ dy '
d-if dy '
D'ailleurs, les valeurs (2) [p. 52] de^^j^^,^,, pour ces trois sortes d'expressions, deviennent respectivement :
dy d'ji'
Toutes les fois qu'on donne à <[' des valeurs qui j pour
i; = 0, restent finies ainsi f[ue leurs deux premières dérivées en z, et dont la dérivée troisième en f, multipliée par z . tend vers zéro ù cette limite, les premières formules ( 138 Ma) se réduisent , pour ^ = o , à celles-ci .
Et l'on obtient : 1" des intégruies propres -au cas où la surface ue supporte que tles pressions normales ^^, en ajoutant ensemble les premières et les secondes . expressions (138) deu, V, iv , respectivement multipliées par 1 et par
7 — - ; 2" des intégrales propres , au contraire , au cas où la
surface ne supporte que des actions tangentielles ^^ , ^^ , en ajoutant encore ces premières et secondes expressions (138) ie u, v,w, mais respectivement multipliées par 1. et
par ■ — --- , puis en superposant aux résultais une intégrale de la troisième forme (138). Dans le premier de ces cas, où_^j, aipy s'annulent pour 2 = 0, les expressions de-w et de p^ deviennent , à la surface :
Observons que, dans ce même eus, la diliitation cubir(ue 8.
<'\lMiiiu'. , d'après (138), par, — ~-j-7 ^"^t toujours propor-
lioniip]!'^, en c^aqji^ pQ;int delà surface, a la valeur (139) de'la'pié'ssion extérieuré-^î'.'Uiie'^jWHionnalité analogue, de pi à H pour z = o. subsiste aussi dans le type simple d'intégrales auquel correspondent les premières formules ( 138) et ( 138 bis] ; et les valeurs deîi,v s'y annulent pour z~o, en sorte que les déplacements produits à la surface lui sont
- \Wi -
perpendiculaires. Ces di^-ers laitsj signalés plus haut [p. 77 et 68], s'étendent, comme il était évident, à toutes les formes possibles de la fonction i\i.
43 — Valeurs de to et de pi dans ces cas. — Uapidité avec laquelle les effets des pressions s'y évanouissent à quelque distance de la surface.
Rappeloias que notre but actuel est de former des ox:pressions de 4' pour lesquelles p^ et w, à la surface z = o, soient partout proportionnels. Or il suffit, pour cela, de poser, dans les formules (139) ,
œ désignant une constante positive et / une fonction de x et y telle , qu'on ait i^ | = o ou
Kn effet, l'expression (140) île y. portée dans (139), donnera
(141 bis) (pour f = o; p^ ^ 2 \i. 'j^ ■/_ (œ, f\, « = x {^r y] \,
de sorte que. sur toute'î'é'teiidSie de la surface, le rapport de w iip, aura la valeuïr^fts^iiteç^i^pf^ - .^.jp^^^.jc^^eîî^proportionnelle il la quantité a.
On prendra , par exemple ,
(142) X = <^ C03 (mx ^ m^) cos («^ -h «^ ,
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c^Mi, Ml étant IroÎH constantes arbitraires , etw-, hideux consentes liées à a par la relation
La valeur de ^^ et l'équation de la surface devenue légèrement courbe sont alors, d'après (141 h'is):
On voit que 2h ^L f' changent simplement de signe quand mw ou ny croissent de r. : ainsi ces deux fonctions de x et de y sont périodiques et ont bien leurs valeurs moyennes nuUes.
Les tractions exercées sur les parties convexes de la surface et les pressions exercées sur les parties concaves se neutralisent très sensiblement, quant aux effets qu'elles produisent à une certaine profondeur t ; car les expressions générales de u, v,w , formées avec les dérivées premières de A et de z^' , se composent de termes contenant en facteur , les uns , l'exponentielle e'"^, d'autant plus rapidement décroissante que les concamérations de la surface onl- moins de longueur et de largeur ou que le paramètre a = V m^ -;- 1^ est plus grand , les autres , l'expression aje'"', quij maxima pour «^ = 1 , décroît ensuite presque aussi rapidement que e"".
Par exemple , dans le cas le plus simple , alors qu'on a
ou que la surface se couvre de convexités et de sillons parallèles d'une longueur' infime, à coupe sinusoïdale et d'une largeur donnée L (mesurée de crête en creux), l'ex-
ponentielle e'^ devient e'^' ^- A une prolbndeur ^ valant seulement la largeur, L d'un sillon simple, elle se réduit à la fraction ë'" = 0,04321 de la valeur qu'elle présente à la surface. A une profondeur double, ou égale à la largeur 2L d'un sillon complet, mesurée de crête en crête, cette exponentielle se réduit à e"^ t= 0,001867, c'est-à-dire qu'elle est , dès lors , à peu près insenslBle. L'expression
oLze"^, ou 71 Y" ^''"^ , le devient à son tour pour z = 31j, car elle n'est plus alors que la fraction S-^e^'^'^ t= 0,002068 de sa valeur maxima f''. Par suite, tous les effets des pressions exercées à la surface peuvent être censés nuls aux profondeurs plus grandes que 3L.
C'est donc avec une extrême rapidité que s'évanouissent , dans les cas considérés ici , les déformations et les déplacements caiisés par des forces se faisant statiquement équilibre, dès qu'on s'éloigne de leur région d'application.
43 bis ["]. -^ Auire cas m les pressions extérieures, généralement obliques , sont encore nulles en moyenne , fnais dans lequel les déplacements à la surface ne diffèrent de zéro qu'à l'intérieur de régions limitées. — Type général d'intégrales qui comprend tous ceux qu'on a considérés pîws haut , et d'où se déduisent imrnédiatem.ent des formules remarquables de . M. Cerrud.
11 existe évidemment une infinité de cas où des pressions, généralement obliques, sollicitant la surface ^ = o du corps se font équilibre à elles seules ; et , si l'on n'y astreint pas les. abaissements m à varier, comme tout à l'heure , proportionnellement aux composantes normales ^j, la région
(*) Numéro eompiiao on novembre 1882 fit inséi'é tlan« lu méinoivo au momoiit (lo l'impression.
d'application de ces pressions peut être limitée en tous sens , soit d'une manière rigoureuse , quand toutes ces forces s'exercent à l'intérieur d'un contour donné, soit d'une manière aussi approchée qu'on le veut , quand leur ensemble, en quelque sorte , occupe une étendue fmie, et qu'uïfe fraction infiniment petite d'entre elles, seule, agit en des points infiniment éloignés.
Le dernier cas comprend celui où la surface est maintenue fixe , à l'exception d'une partie , bornée en tous sens , à laquelle on suppose imprimés des déplacements M , -y , w connus. Autrement dit , l'on se donne en a; et 3/ , sur toute la surface z= 0, non plus les pressions p^, Py, p^, mais les déplacements u, v, w, sous la forme de trois fonctions , arbitraires pour certains endroits , nulles pour tous les autres. C'est un des problèmes d'équilibre posés au n" 10 (p. 52) , et oij. sont encore vérifiées les conditions spéciales (3) [p. 53], qui expriment l'évanouissement asymptotique des phénomènes aux très grandes distances x. de l'origiue. On peut même affirmer d'avance que les u ,v ,m j seront ,
par rapport à — , d'un ordre de petitesse supérieur au premier. En effet, les actions extérieures inconnues P^} Pn) Pt 'l'ii produiront, sur les 'parties -mobiles de la surface s-~ 0, les déplacements, donnés m , v , tv , tendront k entraîner bien plus tôt et bien plus les parties ad|acentes, maintenues fixes , où l'on a.u = o^v = o,w = o, que la surface convexe de la demi-sphère d'un rayon très grand t décrite dans le corps autour de l'origine comme centre; d'où il suit que ces forces seront tenues en équilibre , non par des résistances immobilisant les régions du corps infiniment éloignées , où leur action n'arrivera même pas , mais par celles qui s'opposeront à tout déplacement des points de la surface z = 0 situés dans le voisinage et jusqu'à des distances plus ou moins grandes de ses parties mobiles. L'action totale exercée sur la surface convexe de la demisphère de rayon i tendra donc vers zéro pour t très grand :
et les raisonnements |p. 53] qui ont conduit aux relations (3) , montreront que ces relations , non seulement subsistent, mais sont même vérifiées avec des valeurs infiniment petites de A, ki et ^2. Par suite, la démonstration donnée au n° 11 [p. 54] ne cessera pas de s'appliquer et prouvera que la question est complètement déterminée.
Les expressions générales de w , v ,w qui résolvent ce problème d'équilibre ont été trouvées par M. Valent. Cerruti ('). Mais on y arrive beaucoup plus simplement par le procédé du n" 13 ci-dessus |p. 62]. Il suffit d'observer- , d'après les relations (20) de ce n" 13 (où | peut être remplacé par une autre lettre ^l») , que, si * et a, ji, -; désignent quatre fonctions de x, y, z ayant leurs paramètres A^ nuls , les trois équations indéfinies (1) de l'équilibre [p. 51] seront identiquement satisfaites en posant
dœ ' (/y ' dz ' l-f-ii. de '
pourvu que la condition
qui définit la dilatation cubique 8, soit vérifiée. Or, avec les valeurs (e) do u, v, w , 9 , cette condition devient , vu
l'égafite Aj (ï^*) = 2 -z- ,
Observons, en passant , que la solution ainsi obtenue , (e), des équations (1) , comprend toutes celles dont nous nous sommes servi. En effet, nous en avons tiré notre premier
(*) Dans le mémoirn (p. 19 à 27} cité à la p. 185 ci-dessus , et par la méthode du ProfeMeur Betti indiquée.
l-t-'iu.
type [p. 63 à 68], en prenant « = o, 3 == o, y = 2 j^^ *i> et en choisissant pour * la dérivée par rapport à z d'une fonction -Jj dont le ij soit nul. Or , nos second et troisième types [p. 72 et 73] s'en déduisent tout aussi aisément , savoir, en posant <1» — o , puis en prenant , dans le deuxième type , « , P , ■;' égaux aux trois dérivées enx,i/ , z d'une fonction qui ait son paramètre Aj égal à zéro et , dans le troisième
type . « = — -^jp=--^,Y = o, ou (pi désigne encore une
fonction dont le ia s'annule. Par suite, toute superposition d'intégrales empruntées aux. trois types donne encore une solution rentrant dans les formules (e) et (e').
Pour en tirer également les valeurs de «, î! , m qui conviennent au problème actuel , effectuons , dans (e) , les trois difTérentiations de z * par rapport à « , y ,z. Remplaçons ensuite, tant dans la troisième (s) que dans {%'), la différence T — * P3ï" ^"-6 nouvelle fonction y, qui ne sera évidemment tenue , comme la précédente y, c[ue d'a^'oir son Aj nul et de satisfaire à la condition transformée de (/}. Il viendra
3f. * _ A ifi -11. dz ih dy
,1; ' dt
Enfm, prenons pour «, S, y les dérivées premières, par rapport à ^, de trois fonctions U , V, W dont les A^ soient nuls ; ce qui , vu la quatrième (Ç) , conduira à poser
' X-i-3|. \ dis ^
et
nous aurons la formule triple
, _ ii(n,v,w) J+
dY d-w\
d,j^ dzl
A la limite j =^ o , et supposé- que les fonctions U. V, W aient alors leurs dérivées iinios, cette solution des équations indéfinies (1) de l'équilibre devient
n {pour.
Ainsi, les valeurs de u, v, w à la surface ne diffèrent pas des dérivées premières , par rapport à z , des trois fonctions U, T, W.
Or, si l'on conçoit étalées , sur la surface 2 = 0, trois couclies matérielles fictives, /dm'-, fàm", /dm , qui aient leurs densités superficielles respectivement égales aux quotients, par — %<:, des trois fonctions données exprimant les valeurs de « , v , m à la surface , et si l'on prend leurs
potentiels ordinaires f — , f — , f — , on sait que la
dérivée en ^de ces trois potentiels vaudra, à la limite 2=0, les produits de — 2it par leurs densités , c'est-à-dire justement les trois fonctions connues de ;», ^. Et comme ces potentiels ont bien, d'ailleurs, leurs paramètres ij nuls dans tout l'intérieur du corps , on se trouvera satisfaire aux équations indéfinies , ainsi qu'aux conditions spéciales à la surface ^'^ ~ 0, en posant, dans (C) ■
De plus , les expressions de u, v, iv ainsi formées seront , sous les signes f, homogènes , du degré — 2 , par rapport au rayon r ou à ses trois projections x — Xi, y — j'„ z sui' les axes ; et par suite , aux ti-ès grandes distances -c de
l'origine, elles deviendront de l'ordre de -r- Ainsi, les
conditions (3) [p. 53] seront vérifiées comme les autres , et même avec ^ , ^^ et ^ infiniment petits , ainsi qu'il devait arriver.
Doue, les formules (C),.^' l'*'*^ y attribue à U, V, W les \-aleurs (r,), constituent bien la solution cliercliée (*).
Ce résultat , rapproché de ceuS des tl"^ 17, 18 et (40 Ins) , nous permet de conclure par la loi suivante :
Lorsqu'un solide élasHqite, homogène et isotrope, limité d'un côiépar mi flan et indéfini dans tous les autres sens, est soumis' sur ce plan à différentes actions ou y éprouve des déplacements .connus i tandis que ses parties infiniment éloignées restent fixes , ses petits déplacements d'équilibre u, V, re sont représentés par les formules (s), dans lasquelles les quatre ' fonctions a , fi , y , 4> s'expriment au moyen de potentiels , soit ordinaires , soit logarithmiques, de coucAes minces /dm étalées sur le plan et ayant pour densités superficielles f à un facteur numérique près, les composantes de déplacement ou de pression aux mêmes endroits , données dans chaque cas. Les potentiels dont il s'agit sont: P ordinaires, c'est-à-dire -de la forme
j — '- , quand on connaît les déplacements produits à la
surface; 2° logarithmiques de la forme / log (z -^ r) dm , quand ce sont des pressions extérieures normales p^ que l'on s'y donne; 3" logarithmiques de la forme / [ — r I- r log [^ -*~r)'\ dm , quand les actions connues , exercées à la surface., se réduisent, au contraire, à leurs composantes tangentidks p^ , Py.
{*) Ce sont, sauf la différence des notations, colles qui poitunt lo ii" -'il dans le liiéinoii'e cité de M. Cerrutï (p. 23).
QUE CELLES DE LA ZONE TOUCHEE
44. — Coup d'œû général sur le problème consistant à déterminer le mode de distribution des charges d'après la position ainsi que la grandeur de leur résultante , et d'après la forme que prend la surface comprimée.
Nous avons vu au § précédent comment se caiculent la forme et la position que reçoit une partie , primitivement plane, de la surface d'un corps élastique tel qu'un sol horizontal, quand on exerce sur cette partie de surface des pressions ou tractions normales dont on connaît la somme et le mode de distribution. Cette position et cette forme sont paifaitement définies au moyen des nouvelles ordonnées w de la surface. Le problème inverse consisterait à se donner, au contraire, les abaissements w produits aux divers points de la régioi^ d'application, supposée connue, où doivent s'exercer des pressions normales, et à évaluer celles-ci. 11 a été démontré au n" 11 (p. 54) que cette nouvelle question est complètement déterminée comme la première, vu qu'on est libre de se donner, suo' des parties définies qtcelconques de la surface, u au lieu de p^ , v au lieu de p^ , w au lieu de ^3.
Oa peut en conclure , par exemple , que la surface comprimée 5 primitivement plane , du corps ou sol élastique , n'éprouve dans toute son étendue les abaissements représentés par l'une quelconque des expressions de m obtenues au § précédent , que pour la valeur totale et la distribution particulière des pressions extérieures qui y ont été admises.
D'ailleurs, se donner les valeurs de m sur toute la surface comprimée, c'est se donner à la fois : 1° le déplacement vertical de l'un de ses points, comme, par exemple, l'enfonceinent ïy„.éprouvé par son centre de gravité ; 2" et, de plus, l'excédent w„ — w, lequel définit la fomie, ainsi que l'orientation (ou mieux les deux inclinaisons suivant les x et les y), prises par la surface.
Imaginons actuellement que l'on connaisse , d'une part , la grandeur P de la pression totale, d'autre part, la forme et les inclinaisons que doit rei avoir la surface comprimée, c'est-à-dire l'excès (positif ou négatif) , )p„ — m , de l'abaissement du centre sur celui de tout autre point , et que l'on demande le mode de distribution de la pression P, ainsi que l'enfoncement w du centre.
On cherchera d'abord quelles pressions p^ , positives ou négatives , produiraient , aux divers points de la région d'application donnée, des abaissements égaux km — ra, , ou donneraient à toute la surface comprimée la forme et les pentes voulues, sans en déplacer le centre; problème déterminé, comme on vient de voir. Soit P„ la somme des pressions ainsi définies. En retranchant de la force totale donnée P cette somme P^, on sera évidemment ramené, vu la forme linéaire des équations , à chercher quel est renfoncement 'iv„ , supposé constant sur toute la région d'appUcatmn, que produit une pression P — P» connue en grandeur, ou, end'autres termes, comment doit se distribuer cette force en excédent P — P^ , pour que l'enfoncement w^ qui en résulte soit constant dans toute l'étendue de la région d'application. Or, ce nouveau problème, plus simple ipe le proposé , se trouve également déterminé par
le fait même qu'il l'est dans le cas inverse où l'on connaît l'enfoncement constant w = vc,, et où l'on cherche P — P„. En effet., vu encore la forme linéaire des équations , les déplacements Mj îî, w en tous les points du. corps élastique, ainsi que leurs dérivées et, par suite, les valeurs de f^, py, p^, varieront partout dans un même rapport quelconque, si l'on fait grandir ou décroître dans ce rapport l'expression de m sur la partie de la surface où on se la doime , c'est-àdire , si l'on fait varier arbitrairement iv^. Donc , la pression totale exercée est simplement proportionnelle à to„, et il n'y a ({u'une valeur de ra„ , pour laquelle cette pression égale P — Po- On peut même remarquer qu'elle est toujours appliquée en un même point de la surface, puisqu'elle résulte de forces parallèles, p^. par unité d'aire, qui conservent sans cesse leurs rapports ^
En résumé, qvM/nÂ on connaît la forme et tes incUnaisons que doit prendre la surface comprimée, avec la grandeur de la pression totale exercée, le problème n'admet toujours qti'iine solution; et il se dédouble en deuxplus simples, dans chacun desquels on se donnerait les abaissements éprouvés par chaque point de la région d'application.
Enfin, compliquant encore le problème, donnons-nous la fonne que doit prendre la sixrface comprimée, mais supposons son orientation inconnue comme le déplacement w^, de son centre de gravité, et, par contre, admettons que l'on connaisse, en position autant qu'en grandeur, la pression résultante P exercée sur.la surface. Alors, les petites ordonnées, îî;,prisespar la surface, se composeront: 1° d'une partie définissant sa forme et connue en fonction de ic et y ; 2" de l'abaissement inconnu w,, imprimé à son centre de gravité ; 3" et 4", de deux termes, ayant respectivement les formes ay, bco quand on choisit pour origine la situation primitive de ce centre , et qui correspondent à deux petites rotations a et S, également inconnues, éprouvées par la surface autour des deux axes des x et des y. Quant à la rotation pareille qui peut aussi se produire autour de l'axe primitive-
ment normal des z, comme elle ne fait que transporter les ordonnées w un peu à côté de leurs positions premières,par un mouvement perpendiculaire à leur direction, elle ne modifie que dans un rapport négligeable la grandeur de celle qui se trouve, avant et après, correspondre à un même point du plan des œ y : par suite , elle n'influe pas d'une manière sensible sur l'équation de la surface.
Cela posé , la première partie de îw, celle qui est toute connue ou ne dépend que de la nouvelle forme prise par la surface comprimée, exigerait comme précédemment, pour se produire, c'est-à-dire dans le cas où îy s'y réduirait, les pressions pt dont il a été parlé tout à l'beure, et qui ont une résultante, P», complètement déterminée, tant en position qu'en grandeur. Si donc on défalque cette résultante de l'a pression donnée P, ou, autrement dit , si l'on cherche quelle pression normale P — P„, définie aussi en grandeur et en position , il faut composer avec ?„ pour avoir la force totale donnée P. le problème se réduira, vu le principe de la superposition des petits effets , à disposer de cette pression en excédent P — P„ de manière à produire sur la région comprimée,' .supposée plane, des déplacements w de la forme linéaire ??;„ -+- ay -+- bx.
Or, nous venons de voir que des déplacements égaux au •terme w^ exigent , pour avoir lieu sur toute l'étendue de la région d'application, une pression normale appliquée en un certain point consianè de la surface et proportionnelle au coefficient -Wo de ce terme. Pour la-mème raison , ay et hœ étant simplement proportionnels aux coefficients «etJ, des déplacements w qui seraient soit de la forme ay, soit de la forme bœ, ne pourraient se produire que pour des pressions p^ partout proportionnelles soit à a , soit à ^ et ayant, par suite, des résultantes eu raison directe aussi de a ou de b et appliquées à deu^ certains points fixes de la surface. Et puisque la superposition des trois systèmes de déformations qui correspondent respectivement aw=w„, m = ay, w — bx (sur toute la surface comprimée), doit con-
(luire à des pressions ^^ ayant la résultante connue P — P„. il faudra décomposer celle-ci en trois forces de même direction qu'elle et passant par les trois points fixes (de la surface) qu'onvientdedéfinirrespectivementpour les trois systèmes, problème de la statique classique qui comporte, commeon sait, une solution et une seule. Enfm, chacune des constantes Wç, a, b , astreinte à être dans un certain rapport avec celle des trois composantes obtenues de P — P^ qui lui correspond, sera également susceptible d'une valeur et d'une seule.
Si donc on réussit , étant donnés des déplacements w des trois formes w — w^^ w~ay ^ w = bx sur toute la région (rapplication des pressions ('normales) extérieures, à déterminer les expressions -correspondantes de jh, on saura disposer des trois constantes «?o, fï,ô de manière que la superposition de ces déplacements produise une pression totale d'une grandeur P — P„ quelconque et appliquée en un point de la surface dont les deux coordonnées x Qiy soient également quelconques; résultat qu'on pouvait prévoir, puisque le nombre des conditions à remplir, concernant, comme on voit , ces deux coordonnées et la grandeur P — Po.est égal à celui des constantes à déterminer îWo,
En définitive, le pi'oMème posé, dont les données sont la forme que reçoit la surface iwnprir^ée et la pression ûotalegu'on y exerce, définie tant en position gu' en grandeur, et où l'on cherche la position que prend cette surface, ainsi que les lois d'après lesquelles la pression s'y répartit, est à la fois possible et déterminé : en outre, Use ramène à plusieurs problèmes plus simples, dans chacun desquels l'abaissement w de chaque point de la surface comprimée peut être supposé connu {').
t*) La formule [a'j àa M. Beltraiiii {p. 169) coiitiejit, comme û\i a dit, k solution de ce problème plus simple, pour les cas de parité tout autour d'un point centi«l, c'est-à-diro quand la surface comprimée prend une forme de révolution autour d'une norjnale à 8a situation primitive. Le plus simple de ces cas, après celui ,
45. — Identité de ce problème avec celui de la répartition des poids ou des pressions sur la surface de contact d'un corps dur et d'un corps ou d'un sol élastique. — Condition qui détermine la surface de contact elle-même.
Demandons-nous enfin à quelle question réelle correspond le problème théorique que nous venons d'aborder.
]1 suffit, pour le voir, d'imaginer qu'on pose sur un 'sol élastique , horizontal et poli . un solide d'un poids donné P. beaucoup plus dur que ce sol , ou encore qu'on presse . a\ec une force connue et assez modérée , un tel solide contre une face polie d'un corps élastique- ayant ses dimensions notablement supérieures aux dimensions de la surface de contact; et de se demander comment se répartira, à cette surface , le poids ou la pression P. Dans l'un et l'autre cas , la base du corps dur conservera sensiblement sa forme donnée, et il est naturel d'admettre que la région directement comprimée du corps ou du sol élastique , bien plus flexible, se moulera sur cette base. D'ailleurs^ à cause du poli supposé ou . de l'absence de frottements , les pressions supportées par le sol ou corps élastique lui seront normales, c'est-à-dire se réduiront à la composante p^ ; et l'on connaîtra, en somme, la pression totale exercée P, tant en grandeur qu'en position , ainsi que la forme prise par la surface de contact.
Or telles sont précisément les données de notre question, en admettant du moins que le corps dur ait sa base, ou ,
qu'on a étudié au n" 36 , d'une région d'application restée plane , est celui où la surface directement comprimée reçoit la forme d'un paraboloïde de révolution. has intégrations qu'indiquent les formules [«') et (c") [p 174] s'y effectuent sans difUculté et donnent dos résultats démontrés dans les deux dernières pages (43 et 44) du mémoire , cité plus haut (p. 185), de M. Valentino Cerruti , Ricerche intorno ail' equilibrio de' corpi elastici isotropi. Je ne m'y arrêterai pas , devant traiter au n" 51 bis le cas plus général oii le parabokïde n'est pas de révolution.
plus exactement , la partie de sa Hurface qui est foui entière en contact avec le corps élastique, bien distincte des parties contiguës et latérales de la même surface ; de sorte que la région d'application des pressions exercées puisse être censée connue à l'avance. Cela arrive quand la partie inférieure du corps ne présente que d'assez petites courbures , et d'assez faibles inclinaisons par rapport à la direction générale de la surface du sol élastique, pour qu'on soit conduit à admettre qu'elle s'y appliquera tout entière , eu égard du moins à la grandeur de la pression P. et quand, en outre, cette base ou partie inférieure est limitée par des faces latérales ,. perpendiculaires par exemple , se dérobant au . contact du sol élastique quelque sensibles que soient devenues sur le contour les pentes de ce dernier.
Mais s'il s'agit, au contraire, d'un corps arrondi inférieurement et latéralement, oîi la surface de contact est variable dans de très grands rapports , d'une manière continue , en fonction de la pression P, le problème se complique; puisque non seulement la distribution des pressions à l'intérieur d'un certain contour, mais ce contour lui-même sont incoimuH. La condition supplémentaire qui détermine alors celui-ci consiste à exprimer que la pression par unité d'aire , _?)î ou p , s'y annule , sans cesser d'être continue , (juand on y arrive en venant de l'intérieur de la région d'application, bln effet, d'une part, cette condition est nécessaire; car, sur le bord de la région d'application, la fonction jh on ? ne saurait être ni négative , puisque le corps dur est supposé dépourvu de toute adhérence au sol élastique , ni positive -et finie, ce qui, d'après la formule (111 te') et une remarque dun^SS [p. 143 et 146), entraînerait inévitablement , tout autour de la surface de contact , une brusque surélévation du sol élastique au-dessiis du prolongement de cette surface , surélévation impossible à cause de l'impénétrabilité du corps dur qui s'y étend. Et l'on conçoit , d'autre part , que la même condition soit suffisante, ou que, en exprimant la nullité de p sur tout le
contour, on détermine au moins implicitement ce dernier. Quelle que soit, en effet-, sa position, autour du point d'application de la force P, qu'on peut prendre "comme pôle d'un système do coordomiées polaires R et w, les rayons vecteurs R qui y correspondent à un nombre très grand n de valeurs de w équidistantes entre o et 2'^ le définissent parfaitement , et p est , par suite , pour chaque point (Xi , p,) de la surface , une certaine fonction de ces n rayons vecteurs R ; donc, exprimer que p s'annule quand on y met pour Xi et 1/1 les coordonnées^ telles que R cos w, R sin u, des n points considérés du contour, c'est poser , entre toutes les inconnues R, un nombre derelations précisément égal au leur, ou qui doit suffire pour former l'équation de la courbe.
S'il s'agit, par exemple, d'un sol horizontal et d'un corps convexe arrondi, ayant une forme de révolution à ase vertical , il est clair que , à chaque valeur du rayon R, du cercle de contact t^RJ, il ne correspondra qu'une seule valeur possible de l'abaissement to„ du centre, pour laquelle la fonction o s'annule dans le cercle à la limite R = Ri. Car, une telle valeur de «><, étant supposée obtenue , toute varialion qu'on lui fera subir , et qu'on imposera par suite à l'abaissement -m des divers points de là surface comprimée T:Rf , nécessitera la répartition , sur celle-ci , d'une certaine charge supplémentaire (positive ou négative) , d'après la loi (124) [p. 158] , et aura ainsi pour effet de rendre la valeur de p , au bord R = Ri , non plus nulle , mais infinie. Donc , pour chaque valeur de R, , il n'y aura qu'une seule valeur possible de la pression P, et celle-ci , nulle quand Ri=: Oi croîtra naturellement avec Ri ; de sorte que, à chaque pression P, il correspondra bien une seule surface de contact 5tRf admissible.
L'annulation àep^ ou p, sur tout le contour de la surface de contact d'un corps à forme arrondie et d'un sol élastique , revient encore à dire que la partie directement comprimée de ce dernier se raccorde à sa partie restée libre, sans aucune discontinuité du plan tangent; car il a
été démontré , au a" 33 (p. 145 et 146), que c'est seulement dans l'hypotlièse d'une variation continue de o à la sortie de la région' d'application que se produit un tel raccordement des deux portions de la surface. Lorsqu'il s'agit d'un corps convexe en tous ses points et de révolution autour d'une normale au sol élastique , le méridien de la partie libre de la surface de ce sol devient concave vers le bas , comme on a vu à la fin du n" 33 (p. 149} : ainsi les deux méridiens du sol élastique et du corps dur s'opposent mutuellement leurs convexités et s'éloignent de plus en plus l'un de l'autre, hors du cercle de contact t^RJ.
Les considérations précédentes , quoique d'une application parfois difficile, permettent de traiter aisément la question posée, dans les cas où soit, la figure formée par la la base du corps et par la force résultante P, soit la répartition effective de celle-ci, sont les moins compliquées possibles. On se trouvera donc , pour ces cas , les plus simples et, par conséquent, les plus intéressants, avoir résolu le célèbre problème de pbilosopbie naturelle relatif aux pressions qu'exercent l'un sur l'autre deux corps en contact , ou relatif, notamment, à la manière dont le poids d'un corps, supporté par un sol horizontal , se distribue entre les divers éléments de sa base d'appui: problème posé depuis un siècle par d'Alembert et Euler, mais qui, à ma connaissance, avait résisté jusqu'à ce jour aux efforts des géomètres.
Sans doute, Navier a montré comment se répartit le poids d'une barre , entre un nombre donné de points d'appui échelomiés sur sa longueur de distance en distance {'). Mais il assimile une barre à une ligne matérielle et chaque appui à un point isolé : ce qui revient à éluder la question traitée ici , c'est-à-dire la question de savoir comment la pressipn s'exerçant en particulier sur chaque appui est décomposée entre les parties élémentaires de sa petite surface de contact avec la barre. Le vrai et difficile problème , qui consiste à
(*) Bulletin de la Société phHomathique de Paris , année 1825, p. 35.
trouver la répartition effective d'une charge sur une base continue de support , restait donc absolument en dehors de ses recherches, intéressantes d'ailleurs pour l'ingénieur et le savant.
46. — Résolution du problème pour certaines for-mes de la hase du corps dur et pour certaines positions de la pression résultante , notamment quand la hase est plane , limitée par un contour circulaire ou elliptique , et que la pression normale ewercée passe par son centre.
La question se simplifie quand il y a, dans la ligure que composent la base du corps dur et la force donnée P, une symétrie suffisante pour que l'orientation prise par ce corps soit parfaitement connue. Alors les deux petites rotations a, h s'annulent et l'expression de l'excès, w„ — w , de l'abaissement du centre de la surface de contact sur celui de ses autres points est parfaitement définie par la forme seule de cette surface. On retombe donc sur l'avantdemier problème posé au n° 44 (p. 204) , où l'on se donnait jy^ — fc en tous les points de la région d'application , ainsi que la grandeur de la résultante P,,et où l'on cherchait, avec «5, , le mode de répartition de cette résultante. Il faudra seulement , quand les limites de la base d'appui ne seront pas connues, lui attribuer successivement divers contours, jusqu'à ce qu'on obtienne celui pour lequel la fonction jî, ou p s'annulera sur toute sa longaeur.
Si, en particulier, la pression totale Pvautl {ou est choisie pour unité) et que la formule donnée de w — iv^, définissant la forme que reçoit sa surface d'application primitivement plane, se trouve être une de celles que-nous avons calculées au ^ précédent, le mode cherché de distribution de la pression ne pourra pas différer du mode représenté par l'expression correspondante p prise comme point de départ du calcul. La pression sera donc distribuée ou uniformément , ou paraboliquement, etc.
Le problème se troii\"erÉiit encore résolu , si les valeurs données dew — w„ s'obtenaient, en ajoutant plusieurs des expressions de m — m^ calculées dans le ^ précédent, après les avoir multipliées respectivement par des coefficients positifs ou négatifs dont la somme vaille l'unité ; car on n'aurait qu'à diviser la pression totale en parties proportionnelles à ces coefficients, puis. à répartir chaque fraction conformément au mode représenté par la formule correspondante de p.
Le cas le plus simple est celui où la région d'application, limitée par une ellipse ou un cercle, reste plane et parallèle à sa situation primitive de repos. Alors la pression se distribue d'après la loi énoncée au n" 37 (p. 162} et qu'exprime la formule (128). Si l'on suppose, par exemple, les abaissements w produits par un disque à base elliptique, chargé de poids ayant leur centre de gravité général sur la verticale du centre du disque, on pourra énoncer la loi suivante :
Quand wn disque elliptique solide, posé sur un sol horizontal élastique, reçoit des poids dont la résultante (y compris le sien propre) passe par son centre, et quand, audessous de ce disque, le sol reste plan, la charge supportée par chaque élément de la surface de contact est celle gui se trouverait directement au-dessus de l'élément considéré, si Von distribuait préalablement la charge totale sur la surface convexe d'un demi-ellipsoïde ayamt pour base le disque même et pour axe vertical mie droite de longueur quelconque, en la répariissant , aux divers points , proportionmeliement à la distance qui y sépare ce demi-ellipsoïde d'un autre demi-ellipsoïde infiniment voisin, concentrique, semblable et semblahlement placé.
Dans le cas particulier où, le disque est circulaire, on peut prendre pour demi-dlips(Âde la calotte demi-sphérique construite sur sa base', et distribuer uniformément la charge sur toute la s-urface de cette calotte, puis projeter chacune de ses parties sur leplan du disque, comme on fait, pour les divers détails d'un 'hémisphère terrestre, dans les cartes géographiques où un tel hémisphère est vu ortl
47. — Des circonstances qui se présentent sur le contour de la surface comprimée
On voit que la pression exercée par l'unité d'aire de la base du disque va en croissant du centre au bord, et qu'elle devient même infinie sur le bord. Il devait en être ainsi, à cause de l'hypothèse, introduite dans les calculsj d'une forme absolument plane du sol élastique en tous les points de la surface de contact. Nous avons trouvé en effet (n" 33, p. 142) que, à l'intérieur d'une région d'application ayant son contoiu' convexe , l'abaissement w décroit, à l'approche de ce contour , toutes les fois que la pression o par unité d'aire n'y grandit pas indéfiniment. La forme plane exige donc, pour être maintenue jusqu'au bord même de la région d'application, une pression, exercée sur le bord , supérieure i! toutes celles que peuvent comporter les degrés de résistance du sol élastique et du disque placé au-dessus, si dur qu'il soit.
En réalité, d'une part, il n'est pas possible que la base du disque se termine par une arête assez vive pour y limiter brusquement la surface de contact ; d'autre pari, cette base, pressée sur son contour plus qu'au centre, devient très légèrement convexe. Pour ces deux raisons , !a véritable surface d'application des pressions^! ne peut rester tout à fait plane et prend une forme un peu creuse, même en continuant à supposer , comme il est naturel de le faire , que le sol ne cesse pas de toucher le milieu de la base du disque. Dans ces conditions, la région d'application des pressions ^^ présente, à l'intérieur , des courbures insensibles, mais, sur le bord , des courbures très notables , suffisantes pour établir le raccordement avec la partie libre de la surface et sauvegarder ainsi , comme on a vu au n" 33 (p. 146), la continuité de^^ , par son annulation à la limite des deux parties. En conséquence, l'hypothèse d'une forme absohi-
ment plane du sol sous le disque , et le mode corrélatif, (128), de distribution des pressions p oiip^, correspondent à un cas limite, purement idéal, dont la réalité peut s'approcher, en quelque sorte, autant qu'on le veut, sans l'atteindre jamais. D'ailleurs , les écarts qui existent entre la relation {128} et les véritables formules de distribution., écarts comparables, en ciiaque endroit, à ceux quiy distinguent la \Taie surface de contact d'avec une surface plane , et n'entraînant en tout. que le déplacement de minimes fractions de la pression totale P, dépendent , d'après des lois inconnues , du degré de dureté du disque et de la courbure plus ou moins adoucie de l'arête qui limite sa base. S'il arrivait que l'arête fût trop vive, elle entaillerait le sol. Mais" la surface comprimée, plut(it que d'acquérir sur le contour une courbure infinie, s'infléchirait jusqu'à son centre et fuirait ainsi !e disque, dont une zone étroite, contiguë au bord et courbée par l'excès de la compression, serait alors seule en contact avec elle, et Ihi transniettraittoutela charge. A en juger par des expériences de M. Tresca faites , il est vrai , sur des plaques libres de fléchir à leur face inférieure , et trop peu épaisses pour être assimilables à un sol de profondeur indéfinie (*) ; Jes choses se passeraient justement de cette manière, sons les très fortes pressions qui altèrent la contexture du corps élastique et laissent à sa surface des empreintes durables, comme, par exemple, quand un poinçon à base plate, poussé fortement et normalement contre un bloc de fer, y produit un creux persistant. En effet, dans les observations dont il s'agit, la partie centrale des empreintes est restée définitivement concave , après l'enlèvement du poinçon cylindrique qui les avait creusées. On y a constaté aussi que, par exemiile, des traits de différentes formes, comme de légères stries, qui existaient sur cette partie centrale antérieurement à l'action du pôin-
\') Mémoire Sur le poinçonnoffe des métaux (p. 66) au Recueil des Savants étrangers de l'Académie des Sciences de Paris, t. XX, i8T2.
çon , continuaient à siibsister après ou n'étaient nullement effacées par cette action : fait qui s'explique tout naturellement dans riiypothèse d'une forme concave de la surface. Il est bon toutefois de remarquer qu'il no suffirait pas complètement, par lui-même, à la faire admettre; car, la région périphérique étant incontestablement , d'après la loi de répartition obtenue, beaucoup plus pressée que le centre, rien ne dit qu'un écrasement doive se produire , à aucun moment , dans la région centrale , supposée même être restée piane , ni , par suite , que les caractères de structure qu'elle présente doivent disparaître , alors que le contour éprouve, au contraire, des altérations profondes. Mais ce phénomène curieux, de la parfaite conservation de légères stries à la partie centrale d'une surface poinçonnée, u'en démontre pas moins , bien entendu , comme l'a fait voir M. Tresca, l'existence, sous tout poinçon à base plate qui s'enfonce dans une plaque ductjle, d'une proue qu'il pousse presque sans la toucher , si ce n'est sur !e contour , et dont la couche superficielle reste comme libre, pendant que toute la matière contiguë est transformée profondément.
Quoi qu'il en soit de cette assimilation , nullement certaine , entre des plaques d'une assez forte épaisseur mais susceptibles encore de, fléchir et un sol d'une épaisseur indéfinie, quant à leur manière de subir l'action d'un poinçon à base plate et à contour anguleux, les considérations,, données tout à l'heure, sur les modes de répartition des pressions o ou p^ voisins de celui qu'exprime la formule (128), mais avec annulation de jo^ sur le contour, démontrent que cette formule (128), en tant qu'approchée, trouvera son application dans le cas des disques à bases elUptiques planes ou très peu courbes , limitées par une arête suffisamment usée ou arrondie ; puisque de tels modes de distribution donnent justement à la surface comprimée des formes comme la leur. La relation (128) n'y sera notablement en défaut qu'aux divers points d'une bande étroite contiguë au contour , là où se produira le décroissement
rapide de^^ à l'approclie du bord. Mais il est clair que ce décroissement ne supprime qu'une pression totale insensible (laquelle se trouve portée ou mieux dispersée sur tout l'intérieur de la région d'application); et qu'il est sans influence appréciable sur les déplacements u^d ^ tv ainsi que sur les déformations du sol élastique , abstraction faite de la zone même où il a lieu. Il constitue donc , comme on a dit vers la fm du n" 33 (p. 149) , une perturbation purement locale, n'empêchant pas les lois obtemies, qui découieut du mode de distribution (128) , de s'appliquer partout ailleurs qu'au bord du disque.
On a vu, au même endroit du n" 33, qu'une telle perturbation se produit inévitablement sur le contour d'une surface comprimée , quelle que soit la forme de ce contour , toutes les fois que la pression jh se trouverait y passer brusquement . sans cette perturbation , d'une valeur plus ou moins considérable à la valeur nulle qu'elle a hors du contom'. I/ingénieur et le physicien en observent, du reste, d'analogues dans une infinité de cas, par exemple, aux extrémités des tiges et sur le bord des plaques, là où l'état physique varie aussi rapidement dans le sens des grandes dimensions que dans le sens des petites (contrairement à ce que suppose, au fond, la théorie classique de ces corps). Ces extrémités des solides allongés ou aplatis constituent donc, comme les bords de nos régions d'application, des zones exceptionnelles, sièges d'un état spécial, plus complexe que celui de l'ensemble , et qui reste inabordable à notre analyse même quand nous pouvons exprimer très bien l'état général du corps.
sur l'emploi de ta discontinuité en Physique mallièmatique ■
Un passage par l'iiifim, comme celui que nous venons de rencontrer , et d'autres discontinuités non moins inattendues en général , telles que des changements trusques dans les lois des phénomènes quand on traverse la surface de séparation de deux certaines régions d'un même milieu , se présentent parfois en Physique mathémathique, comme conséquence d'hypothèses simplilicatrices trop absolues introduites dans les calculs ; et elles ne surprennent pas ou, du moins, ne surprennent plus les géomètres.
Par exemple, quand on étudie l'écoulement bien continu d'un liquide, dans un tube droit mouillé par ce liquide et dont la section est un secteur do cercle de plus de 180°, c'est-à-dire affecté d'un angle rentrant, le frottement, rapporté à l'unité d'aire, que le fluide exerce sur la paroi, de\'ient infini le long de l'arête vive projetée par celle-ci vers l'intérieur. Et cela se conçoit : car une arête infiniment étroite est censée se trouver alors en conflit avec tout le fluide voisin, compris dans l'angle dièdre des deux plans menés suivant sa longueur perpendiculairement aux faces planes de la paroi, et elle est, en quelque sorte, chargée de retenir à elle seule tout ce front fini de fluide ; force lui est bien , en de telles circonstances , de déj^loyer par unité d'aire une résistance infinie , ou de se désagréger si elle n'en est pas capable. Donc, dans ce cas , la nature repousse absolument l'hypothèse des arêtes vives et exige qu'on les remplace par des jmrties à très grandes courbures .
De fait, les arêtes et les angles, pris en toute rigueur, ne sont que des constructions idéales, dont la réalité peut approcher sans être tenue de les reproduire d'une manière adéquate. On ne les emploie dans les applications que pour rendre plus faciles certains problèmes: car, si la
continuité simplifie les choses quand elle en relie plusieurs qui suivent une même loi, elle les complique, au contraire, le plus souvent, lorsqu'elle établit la transition entre deux catégories d'objets ou de faits régies par deux lois simples différentes; et c'est alors une discontinuité fictive, un passage brusque de la première catégorie à la seconde , qui rend les questions abordables. Cette circonstance se produit justement dans le problème du disque plat et dur posé sur un sol élastique :. la supposition d'un brusque passage de la forme plane , qu'a la surface au-dedans de la région d'application, à une forme d'une courbure notable au dehors, avec changement immédiat de la direction et disparition instantanée de toute pression extérieure, nous a seule permis de le résoudre : car le détail des vrais phénomènes locaux qui se présentent le long du contour nous restera peut-être toujours inabordable.
Une difficulté pareille à celle de la question précédente de l'écoulement d'un Liquide se présente dans le problème , qui n'en diffère pas analytiquement , de la torsion d'un cylindre dont la section est encore un secteur circulaire de plus de 180" ; problème intéressant , résolu en premier lieu par MM. W. Thomson et Tait , au n° 710 de leur Traité de philosophie naturelle , et repris récemment , avec des détails analytiques et numériques importants, par M. de St^Venant('). Quand on y suppose l'angle rentrant taillé à arête vive, la fibre longitudinale placée à cette arête est soumise à un effort tranchant inhni par unité d'aire ; en sorte que cette fibre devrait être rompue par la plus faible torsion , même imperceptible.
Ces divers cas de discontinuité sont accompagnés du passage par l'infini de certaines quantités qui, dans la réalité physique, ne le comportent pas. Mais on peut citer aussi des exerùples remarquables , où une discontinuité ,
{*) Comptes-Rendus de rAcadémie des Sciences ; 3 «t 9 décenilire 18T8 , tome LXXXVII, p. 849 et 893; 27 janvier 1879, t. LXXXVIII, p. 142.
soit inhérente à la nature des choses, soit introduite par les conditions de notre science et des points de vue imposés à notre esprit, se jjrésente même à l'intérieur d'un milieu homogène, c'eot-à-dire ailleurs que sur la surface de séparation de deux hiatières différentes , sans qu'on y observe nécessairement un semblable passage par l'iniîni.
Tel est, dans la théorie du régime permanent des cours d'eau , le phénomène du ressaut , rapide exhaussement (suivant le sens d'amont eu aval) de la surface liquide , qui rompt la continuité en arrêtant la propagation, vers l'amont, des influences régulatrices de l'écoulement en aval; au point que les deux parties du cours d'eau reliées par le ressaut présentent deux régimes très distincts , torreniueux ■d l'amont, érmiquille à l'aval (*). Telle est encore, dans l'étude de l'état ébouleux d'un massif pulvérulent soutenu par un mur qui commence à se renverser , la division fréquente du massif en deux parties , dont la plus petite est contigiie au mur, régies par des lois très différentes ("). Cette division peut bien , il est vrai , être rendue plus sensible, dans la moitié des cas , par une légère hétérogénéité, contiuuement variable , que la théorie suppose alors dans la petite partie ; mais elle y existerait sans cela. Et , quant aux autres cas , savoir, ceux où la face du mur en contact avec le massif plonge sous celui-ci en s'éloignant de la verticale au-delà d'une certaine limite , la petite partie, supposée parfaitement homogène et de même constitution que la grande, n'y passe pourtant pas , comme elle, à l'état ébouleux ; elle s'en distingue ainsi d'une manière essentielle.
Ou pouri'ait citer encore, dans l'écoulement d'une masse fluide , la division spontanée de cette masse , â l'entrée de tout élargissement brusque de son lit, en une portion prin-
(*) Voir , par exemple , mon Essai sur la théorie des eaux courantes , p. 147 , 291, etc.
(**) Voir mon Essai Ihe'oi-iqae sur Céquilibre des massifs pulisérulsnts , Ole, n" 47 , p. 121 el suivantes.
cipale, gui continue son trajet avec une vitesse plus ou moins ralentie, et une autre dont le mouvement se réduit presque à des tourbillonnements sur place.
Et je ne parle pas de diverses discontinuités, moins naturelles peut-être, mais non moins précieuses comme moyen d'étude, que fait introduire, dans des théories difficiles, encore à leur déhut , l'ignorance où l'on se trouve des transitions reliant certaines phases ou variétés simples des phénomènes, connues longtemps avant les autres.
Par exemple , Macquorn-Rankine , pour évaluer la poussée qu'exerce de bas en haut un sol sablonneux, sur un prisme solide droit qu'on j enfonce verticalement , admet que le sable sous-jacent, compris entre les prolongements inférieurs des faces latérales du prisme , est soumis à uu écrasement vertical uniforme , avec détente dans les sens latéraux, et que le sable extérieur contigu éprouve, au contraire, jusqu'à quelque distance, un écrasement uniforme dans les sens latéraux, avec détente dans le sens vertical. 11 suppose donc que, dans la masse sablonneuse supportant le prisme immergé , l'orientation de l'élément plan soumis , en chaque point, à la pression la plus grande, change brusquement de 90° quand on traverse la surface formée par le prolongement , vers le bas , des faces latérales de ce prisme. M. Tresca, en édifiant sa théorie du poinçonnage et de l'écoulement des corps plastiques, a, de même, distingué, soit dans le bloc qu'on poinçonne, soit dans celui qu'un piston force à s'écouler hors d'un vase cylindrique par un orifice ouvert en son fond , uu cylindre central , situé audessous du poinçon ou on face de l'orifice , et un anneau entourant ce cylindre, parties dont la première ou la seconde, suivant les cas, éprouve encore un écrasement, et l'autre, une détente, dans le sens vertical.
Cette théorie du poinçonnage offre encore un exemple remarquable d'une autre sorte de discontinuité , relative aux deux manières très différentes dont se comporte successivement une même masse ductile, ou dont se compor-
tent simultanément deux masses sensiblement pareilles , suivant que l'épaisseur y est un peu au-dessus ou un peu au-dessous d'une certaine limite. Elle se produit quand un bloc, assez épais, poinçonné à sa surface supérieure, repose sur un plan rigide, percé, vis-à-vis du poinçon, d'un orifice de môme diamètre que celui-ci. Alors le cylindre central , comprenant la matière située juste au-dessous du poinçon et au-dessus de l'orifice, est d'abord écrasé jusqu'à ce qu'il n'ait plus qu'une certaine épaisseur, puis séparé par glissement ou cisaillement de l'anneau qui l'entoure et chassé par rorifi.ce. Or c'est en admettant que le cisaillement fait suite à l'écrasement, sans qu'il survienne entre ces deux modes simples de déformation d'autres nmdes intermédiaires plus compliqués , et en exprimant que l'un succède à l'autre dès qu'il cesse d'exiger plus d'efforts que lui maiscommence, au contraire, à en exiger moins, que M. Tresca a pu évaluer la hauteur de la débouchure finalement expulsée (').
Mise en équation générale du problème
Mais revenons au problème général consistant à se donner la pression totale P, avec le contour de la surface comprimée et la forme qu'elle doit prendre , pour en déduire la position d'équilibre de cette surface et le mode de répartition de la pression. Nous l'avons ramené (n" 44) à d'autres plus simples et également déterminés, dans chacun desquels on suppose connus les abaissements to aux divers points de la surface comprimée , et où l'on demande les pressions ^j ou ? qui s'y trouvent appliquées par unité d'aire.
D'après la formule générale (84) de w [p. 109] , il suffira , pour résoudre ces derniers problèmes, de déterminer la den-
C) On peut voir, pour toutes ces questions, mon Essai théorique sur l'équilibre des massifs pulvérulents, comparés aux Tnaasifs soUdes, etc. (n™50 et 51. p. 137 il li5 et p. 174).
site p, par unité d'aire, d'une couche matérielle étalée sur une partie connue s du plan des wy , de telle manière que
son potentiel , U = 1 —, ait la valeur donnée
i (pour î =^ 6, en chaque point de la surface comprimée)
D'ailleurs, ce potentiel vérifie dans tout l'espace l'équa- Lion indéfinie a^ U — o . on
d^V d^J] d^V dni^ dy^ dz^
Il prend de plus, évidemment, deux valeurs égales quand on change ^ en — z . c'est-à-dire pour deux points symétriquement placés par rapport à la couche; et, comme, en dehors de celle-ci , il varie avec continuité , ainsi que ses dérivées , même sur le plan des my , sa dérivée première est nulle le long du chemin dz joignant un point infiniment voisin de ce ])Ian, et sensiblement distant de la région d'application, m un autre symétrique. On a ainsi
[147j ( pour î = o , hors de la surface comprimée ) — - — =^ o.
Enfin, pour tout point dont la distance x. à l'origine est très grande en comparaison des dimensions de la surface
comprimée, le potentiel vaut à fort peu près -- — , c'est-àdire qu'il est de la forme — , où K désigne un nombre fini ; et sa dérivée par rapport à i. égale par suite, sensiblement,
i ) ou est de la forme i- ; Ki étant également un
nombre qui reste fini. On peut donc écrire :
(148) ( pour t très gj-aiid ; U = -— , — p- —■ — — -.
Telles sont les formules qui doivent conduire, le plus simplement possible, . au potentiel U. Elles déterminent complètement cette fonction, comme nous allons ie démontrer; et il importe d'observer qu'elles la détermineraient également, si, au lieu de la première condition, (145), on en avait une autre , de la forme
i [ pour 2 = o , sur toute la surface comprimée )
j — —■ = une lonction connue , — 2 ~ ;. (œ, y), de k et y .
On le voit en remplaçaiil , dans les formules (145} et {145 bis) à (148) , U par U + U' ; ce qui donne , en U', des équations de même forme, mais où le second membre de la condition spéciale transformée de (145) on de (145 Us) est nul. Alors , multipliant par U't^K, ou par X)' dwdydz , l'équation A^ U' = o , puis intégrant dans tout l'espace ■^ compris , du côté des z positifs , entre le plan des xy et une sphère d'un très grand rayon î. décrite autour de l'origine comme centre , appliquant à chaque terme le procédé de l'intégration par parties, comme au n" 11 (p. 55), et tenant compte des conditions (145) ou (145 l)is) , (147) et (148) , spéciales aux surfaces limites , on trouve finalement , pour t infini .
fflZ!
-nr -* — TV '^^ -
Donc les dérivées de U' en «, ^, ^ sont nulles partout, et U', devant tendre vers zéro quand x. grandit, s'annule également.
Cela posé, admettons qu'on ait obtenu la fonction unique U qui satisfait aux équations (145), (146), (147) et (148).
La dérivée -j- de cette fonction acquerra certaines valeurs.
que je représenterai par — S^vp [x, y), quand, pour des valeurs de ic et de y égales aux deux coordonnées d'un point de la région d'application, on fera décroître z jusqu'à zéro. On serait donc également tombé sur cette fonction U déjà trou%'ée , si l'on avait connu ces valeurs — 2îtp {x, y), et si l'on s'était donné pour point de départ la condition spéciale (145 bis) à la place de (145). Or, dans ce second cas, on aurait eu pour U le potentiel
(149^ n ^ ce ?[-uyMd^,dy, ^ Çdjn__
car celui-ci saListait évidemment iuix équations (146), (147), (148) et de plus , vu la première formule (31) [p. 67J , il vérifie la condition spéciale (145 his). Donc , u-ne fois Hntègrale U des équations (145), (146), (147) et (148) déterminée^ comme la relation (149) montre que cette intégrale U égalera toujours, quelles que soient les valeurs données de w sur la région d'application , le potentiel d'une certaine couche étalée sur. cette région et ayant sa densité superficielle .0 [x, y) astreinte à vérifier la condition (145 Ms), on aura lapression ilemandée ?, qui s'exerce sur Vunité (Paire aux divers points (x, y) de la surface, au moyen de la formule
cette formule, à cause de la condition (147), s'applique même aux parties libres de la surface z=ù du corps élastique.
50. — Cas d'un disque plat et horizontal posé sur un sol élastique: la pression se distribue, à la surface de ce disque, comme le ferait, s'il était isolé et conducteur, une charge électrique qui s'p trouverait en équilibre.
Admettons en particulier que le soiide compresseur ait sa base plane et parallè-e à la surfaCe générale du sol ou du corps élastique. Alors, dans le second membre de (145), renfoncement w recevra partout la valeur constante w^ relative au centre. L'équation (145) signifiera donc que la surface comprimée est une de celles qu'on appelle de niveau y c'est-à-dire d'égal potentiel U: condition caractéristique, comme on sait, de l'équilibre d'une charga d'électricité , à l'intérieur d'une plaque mince conductrice et isolée qui coïnciderait avec lasuifàcecomprimée elle-même. Donc , quand un disque solide , découpé suivant une forme.. plane quelconque , est posé sur un sol élastique horizontal , et chargé de poids avec assez de symétrie pour qvJ'il conse7've r horizontalité, la charge totale se distribue entre les diverses parties de sa base, supposée partout en contact avec le sol, comme le ferait wne charge électrique sur le viPme disque . s'il était isolé et condiœteii,r.
Remarquons toutefois que la consei-vatiou de l'horizontalité de la surface jusqu'au bord de la région comprimée . exigerait , d'après ce qui ' a été démontré au n" 33 (p. 1 42), une pi'ession p ou^^ (par unité d'aire) infinie sur le bord, du moins aux parties convexes de ce contour ou , plus exactement à celles dont la tangente ne le coupe nulle part. Il se produira donc forcément, en ces endroits, les perturbations locales dont il a été longuement question, au n" 47 (p. 216), pour les cas particuliers d'un contour circulaire on elliptique.
5i. — Exemple du disque elliptique- calcul des abaissenienls qu'il produit à la surface du sol-
Empruntons, en vertu de ce qui précède, à la tliéorie de l'électricité statique, l'expression du potentiel pour une plaque elliptique dont la charge égale 1 et qui a son contour représenté par l'équation
Cette expression est
intégrale où la limite inférieure v, fonction de x, p, z, désigne le demi-axe vertical de l'ellipsoïde
qui passe par le point quelconque (aï, p, z) de l'espace. En calculant préalablement, par la différentiation de (153), le^
d-J^ dv^ A-'*- , . , .{.
expressions -j-^ -h yy "^ "TT ^^ '^' ■ '^^'^ vérifie asse?
aisément que cette fonction U de œ, y, z satisfait à l'équation indéfinie (146). D'ailleurs, comme v est très grand devant fl et & pour tous les points («, y^ z) situés ii des distances considérables ï-de l'origine, lesfornmles{153) et (152) deviennent sensiblement, pour ces points :
de sorte que les conditions (148) sont également satisfaites.
Déplus, qn^nàz^ù; réquation (153) donne v^—o aux points intérieurs à l'ellipse (151), points où il faut qu'on ait -^ ^ o,
puisque la somme — — ^ -•- ■— — ^ y est nécessairement plus
petite que 1. Donc, pour tous ces points, l'expression (152) de Use réduit à la constante
(154) uo= r
fit la condition (145) est encore satisfaite, si l'on admet que la valeur connue de n' , relative à la région d'applicati(>n , .
( b. l'intérieur de la surface clliptiqui
Enlin, la différeniiation de (153) par rapport à z donnant
ou bien
la dérivée -y s'annule pour ^ = o cl v ^ o , c'est-à-dire sur le plan des my mais en dehors de l'ellipse que représente (151). Par suite, la dérivée -r- , qui vaut , d'après (152) .
(155to'] —^ :
s'y annule aussi, et la condition spéciale (147) est satisfaite
comme' l'étaient dejn toutes les autres équations du problème posé.
Puisque l'expression (152) de U convient, il reste à lui demander la valeur pde la charge que supporte, par unité d'aire, chaque élément de la base elliptique d'appui. A cet effet, observons que l'équation (153), spécifiée pour les coordonnées x, y des points intérieurs à l'ellipse et pour z infiniment petit, donne tout à la fois, dans la parenthèse
de (155 Ms), v r= o, — ^ o. Donc cette parenthèse s'y réduit
à — -, et il vàeiitpour tous les points de la base d'appiii . en tenant finalement compte de (153),
Portons cette valeur de -y- dans (155 i'<yr), où nous aurons
posé en outre v — o. et la formule (150) fournira bien J'expression (128) de ? [p. 162], à laquelle nous avait déjà conduit une méthode purement géométrique.
L'analyse actuelle nous fait connaître de plus, pour le cas général d'une surface comprimée elliptique, l'expression des abaissements w produits sut tout le plan des xy. La
formule (84) [p. 109], dans laquelle i — n'est autre chose
que U j devient , en effet , vu la relation (152) ,
où. d'après l'équation (153) prise avec z - o . la hmite inférieure ■' de l'intégrale s'annule, pour les points [x, y) de la surface intérieurs au contour elliptique donné (151), et désigne la racine positive de l'équation
(15(i ùis)
pour les points {œ, y) de la surface qui sont extérieurs au même contour, c'est-à-dire pour la partie libre de la surface.
Quand l'ellipse (151) se réduit à un cercle, ou que (0-—h^=- Ri\ la formule (153), appliquée aux points du plan des xy dont la distance à l'origine est t, devient :
(pouri. <R4) v = 0, (pourï.> R,) . = y '^'-
D'ailleurs. rmtéarale ( '" vaut alors
- { -r — arc tang — j , c'est-à-dire
et
1 a \ Ri 1 ■ lii • ^ „
— arc tang— — 7— arc tang — -— arc sin — ~ , pourt^Kj.
Donc, l'expression (156) de m se dédouble bien en deux, respectivement identiques à celles , (125) et (135) [p. 158 et 165J, qu'un calcul direct noua avait données pour ce ca:^ particulier.
51 bis. — Cas d'un corps à surface convexe quelconque : sa petite base d'appui est une ellipse , et les pressions varient, à son intérieur, comme les ordonnées d'un demi-ellipsoïde à asce vertical ayant cette ellipse pour base. — Cas d'un poinçon à section elliptique et à tête courbe (*).
Ce n'est pas seulement dans la question de l'équilibre du disque elliptique horizontal que les formuies précédentes (128) , (156) et (156 hls) trouvent leur emploi. Leur utilité n'est pas moindre , comme on va voir , quand il s'agit d'un corps à base convexe et non plus plane.
Soit donc un solide à surface convexe et d'un poids donné P , reposant sans frottement sur nn sol horizontal élastique. Sa base d'appui , de dimensions en général très petites par rapport aux siennes , peut être évidemment confondue avec une portion du paraboloïde elliptique qui a pour axe la normale verticale menée à son point le plus bas , et pour demi-paramètres ses deux rayons de courbure principaux R, R'en ce point, rayons dont j'appelle R le plus grand. Gomme toutes les circonstances concernant le rapprochement du corps et du sol élastique sont pareilles de part et d'autre des deux plans normaux principaux correspondants (en admettant du moins que le corps §pit descendu peu à peu, verticalement, jusqu'à sa situation actuelle), la base d'appui et les pressions d^ = ad's exercées seront symétriques par rapport aux mémed plans ,' dans lesquels nous supposerons qu'on ait pris respectivement , sur la surface primitive du sol , les deux axes des x et des .^. La résultante, P. des, efforts subis par le sol sera donc dirigée suivant la normale verticale ; et celle-ci contiendra le centre de gra^-dté du corps, puisqu'on suppose l'équilibre établi. Ainsi , pour qiie le corps puisse être à l'état de repos, il est d'abord nécessaire que son orientation
(*} Numéro rèdigé un janvier 1883 <-K inséi'é an riioiiH'nl df! rimpresMOJi.
ne soit pas ((uolcoiique, muis que, de toutes les droitea allant de son centre de gravité à sa surface , ce soit une de celles qui la rencontrent normalement (par exemple, ia ligne de longueur mininum ) qui reçoive la direction verticale.
De plus, si, pour faire image , nous concevons encore les pressions t^P produites par une couche d'un sable lourd , étalé sur la base d'appui ou surface de contact, et constituant en chaque endroit la charge du sol sous-jacent, la couche totale P devra être distribuée de telle manière : Tque, sous son action, le sol épouve, aux divers points {œ,y) de la surface de contact, des abaissements m plus
petits que celui, m^, de son centre, de la quantité ^ -h —? ;
2" et que, en vertu de la condition spéciale au contour démontrée dans le n" 45 (p. 209) , la densité superficielle a de^a couche, pression par unité d'aire, s'annule tout le long de ce contour , ou que la surface déformée du sol n'y présente pas de discontinuité dans ia direction de ses plans tangents .
Pour trouver un pareil mode de répartition, admettons (sauf à reconnaître plus tard l'exactitude de cette hypothèse) que la surface de contact soit une ellipse, ayant a et b pour deim-as.es. Menons à son intérieur une infinité d'autres ellipses homothétiques, concentriques, dont "C^a, "Q» soient les demi-axes, et que caractérisera ainsi le paramètre Ç , supposé variable , de zéro à 1 , par accroissements égaux d^. Enfin, imaginons qu'on étende sur chacune de ces ellipses , dont l'aire est -^abX^, la partie 'iVQÛX, de la charge totale 3P/'i;VÇ = P, c'est-à-dire une charge pai'tielle de même densité moyenne pour toutes les ellipses , mais en la répartissant comme une couche électrique qui serait en équilibre sur l'elMpse considérée. Remplaçons donc, dans les formules (128) [p. 162], (156) et (156 bis), (ï et & par les demi-axes actuels K,a , Zb et multiplions d'ail-
leurs les expressions (128) et (156) de o et /y , lesquelles ont été établies pour le cas d'une charge égale à 1 , par la charge actuelle considérée 2F^dÇ, En mettant ï^v pour v , puis posant, afin d'abréger,
la densité superficielle eu un point [x,//) de la couche, son potentiel au mèine point, et le potentiel eu un point (^, y) extérieur , ou pour ■' y -., recevront les trois expressions respectives
2mi )/z^—r
dans la dernière desquelles la nouvelle limite inférieure v , fonction deÇ, est la racine positive de ré(|uation , transformée de (156 bis) ,
Kl la charge totale résultera de la superposition de toutes ces couches. La densité j»^ ou ? y égalera évidemment l'intégrale de la première expression («'), prise depuis s = y jusqu'à C = 1 ; ce qui donne de suite
OU , en substituant à y"" sa valeur [a] ,
expression de ;. qui s'annule bien, conime on le désire, sur tout le contour y = 1-
De même , l'abaissement correspondant m en un point intérieur se composera de la deuxième {a') , intégrée de i; = y à i; = 1, et de la troisième fa'), intégrée de Ç= o à i;=Y, intervalle où la limite inférieure v décroîtra , d'après {a") , de co à zéro. Enfin , l'expression de w pour un point extérieur , ou pour Y ^ 1 ; sera fournie par la troisième («') , intégrée de -^ — o à ^ = 1, intervalle où la limite v décroîtra de l'infini à la valeur positive qui annule le trinôme
-j -H —■ — - — 1 . Or , dans les intégrales doubles [provenant de la troisième {a')~[ ainsi obtenues, une des deux intégrations se fait de suite quand on cbange leur ordre, c'est-à-dire quand on somme d'abord tous les éléments où la variable d'intégration v et sa différentielle d-j sont les mêmes .
taudis que s^ y croit , vu («") , de -*- r^ — ^ à y^ ou à
1 : V y varie d'ailleurs, ou depuis zéro , ou depuis la valeur
positivequi annule le trinôme -^ ^ >- j^ j — 1, jusqu'à
l'infini. Il vient, de la sorte ,
l'intégration s'étendant à toutes les valeurs positives de v
((ûi ne rendent pas négatif le trinôme 1 ^- -^ — j^ — ~ ,
et se faisant, par conséquent, depuis v :== o pour tous les points {x , y) intérieurs à l'ellipse de contact. On voit donc que, en tons ces points, l'expression {b') de w, décomposée en trois intégrales , aura bien sa partie variable de la
forme — -^ — -^ , pourvu que l'on puisse poser
i i R-4T.a[), + ,.)J, y + v^)l)' F^i^T^JWjJ. (i^ + v^)l)
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Or c'est ce qui aura lieu si l'on choisit convenablement a et b. Considérons, en effet. Les deux intégrales, essentiellement positives ,
dont la première a tous ses éléments évidemment inférieurs aux éléments correspondants de la seconde , quand on sup-
rapport — ; car il ne change pas quand on reniplace
(i,b, V, (^v -^x ha, kb, Av, kd-^, ce qui revient à remplacer D par ^'D et à multiplier par h? les valeurs de a et de p. Or si, a étant, par exemple, égal à l'unité , on donne d'abord à h une valeur infiniment petite £ , les deux intégrales seront rendues très grandes par leurs cléments correspondant aux très petites valeurs de v , éléments qui , vu l'expression [d] de 1), vaudront respectivement, dans la première .
et . dans la seconde ,
(^es éléments , si on .y t'ait varier v depuis zéro jusqu'à une valeur très petite encore devant l'unité , mais beaucoup
plus grande que e , donneront les valeurs totales de — et de
—, sauf erreurs relatives négligeables; car tous les éléments
suivants, jusqu'à v = oo , n'auraient en tout, dans [b'"), que des sommes finies quelque petit que fûts. Ainsi, la partie
principale de — égalera iog (v +- V e- -+- ■'^) — log s, ou même simplement — log t , vu que log (v -t- V j^ i- v^) disparaît eu comparaison; et, de même, là partie principale de -7-s<^i"a
— . Il vient donc alors
-!- = — .2 log . = i^ log --- -^ -^
Ainsi l'on a :) (pour ■ — infiDinient petit) —
expression qui est iniiuiment petite comme — et presque
de l'ordre de petitesse de — - , car on sait que , si l'on pose
log -y- = (-7-) , m tend vers zéro en même temps que — .
OVj à l'autre limite — = 1, il est évident que — =1. Donc,
le j'apport — , qui est évidemment une fonction continue de a et /f, prend toutes les valeurs comprises entre zéro et, 1 qutuid le rapport — grandit de zéro à 1; et il existe toujours
s une valeur de ce dernier qui rend — égal au rapport donné
^, ou qui rend, pur suite, les seconds membres de [ù") proportionnels aux premiers membres. Une fois cette valeur de — obtenue , on pourra , sans la modifier , faire varier a eX b dans un niême rapport k; ce qui multipliera ,
comme on a vu. les seconds membres de {b") par -- : et il
suffira de. choisir convenablement k pour que les deux équations [b") soient satisfaites. On voit même que, pour
une valeur donnée du rapport-^ , k sera proportionnel à
D'après [b'), le déplacement m„ du centre de la surface de contact sera
Or l'intégrale qui y paraît s'évalue aisément en fonction des deux précédentes [b'"). Celles-ci , en eifet , si l'on observe que l'on a identiquement
donnent de suite, par une réduction évidente opi signe /,
ou bien
Portons cette valeur dans [c') et , en tenant compte de (&") , il viendra
L'expression (&'} de w, spécifiée pour les points intérieurs à l'ellipse de contact , devient donc , en définitive ,
[ 2R 2R' Quand il s'agit , au contraire , d'un point (a; , y] extérieur, cas où la limite inférieure v, dans (^'), n'est plus zéro , mais ia valeur positive annulant l'expression
— j -1- ~- — j — 1 , on peut toujours prendre zéro pour
cette limite , pourvu qu'on retranche ensuite les éléments ajoutés en trop.
On aura 'donc
(pour ~ + 47> 1)
l'intégmtion s'éteudant à toutes les valeurs de v, supérieures à zéro , qui rendent positif le trinôme ■■ ■ ■ , -^- 7-^^ — - — 1 .
On voit que la formule [d] , si on l'appliquait aux points [ce, y) situés hors de l'ellipse de contact, donnerait à l'abaissement w des valeurs moindres que les valeurs effectives exprimées par ((^'). Donc la partie libre de la surface du sol reste bien, d'elle-même, comme il le fallait, en dessous du paraboloïde limitant le corps et avec lequel se confond la partie comprimée.
Il n'y a plus qu'à vérifier si les deux parties se raccordent, sans aucune discontinuité du plan tangent, tout le long de la courbe (ayant pour projection horizontale l'ellipse
"r-— =1) qui est leur limite commune. On pourrait le
déduire d'un théorème démontré dans le n" 33 { au haut de la page 146) et de ce que la formule (ô) donne , à une très
petite rlistauce o de cette courbe , des valeurs de ; i[ui sont de l'ordre de ôs". Si, en. effet, l'on appelle x, y les deux coordonnées d'un point de l'ellipse et K l'expression
— -I- ^\ , de sorte que les deux cosinus directeurs de la
normale à l'ellipse , menée vers le dehors , y soient -^ > -7^ ,
les deux coordonnées horizontales d'un point intérieur situé, sur le prolongement de cette normale, à la distance ô,
égaleroni w (1 ^j, y iX — -j^] , et l'expression [h) de p
V deviendra aisément ^ — ; \ ~. Mais on le reconnaît aussi
en évaluant le dernier terme de {d') , pour un point situé à la très petite distance S hors de l'ellipse , et ayant les coordonnées horizontales x fl +--f)f y {' •- -jt\- Le trinôme'
- ■■ ■ ■ ^ H- — ■-■^ — 1 ou , sensiblement .
y vaut , par suite ,
expression positive entre les limites v = o, v = 4/ 2KS, et
qui est la dérivée de ^^ 2Kv'^ ^ j . Le dernier terme de
(c?'), diiFérence entre les deux ordonnées correspondantes de la surface libre du sol et de celle du sohde considéréj y prend
ainsi (vu d'ailleurs D = ab) la valeur -■ ■- - --.-;■ V /^ S \ 0,
^ ' 2Tr|A(X-t-]j.]«a V K V '
laquelle est d'un ordre de petitesse en S supérieur au premier. Donc, ces deux surfaces ont bien, en tous les points de leur
courbe de jonction — -i- -— =^ 1 , \m contact du premier ordre.
En résumé , toutes les conditions du problème seront satisfaites par le mode de distribution (b) du poids P du
corps à l'intérieur de l'ellipse -^ -^^ -rr = 1 ? pourvu que les demi-axes fl;, & de celle-ci soient ceux que donnera la résolution des deux équations transcendantes (b") , où
D=\,. (a^-t- v^)(6'4-v^). Et l'on peut, vu les formules ip), {ô") 5 [d] , {d') , énoncer les lois suivantes :
V La surface de coniaci est limitée par une ellipse, ayrm t songrandaxe et sonpetit axe tangents aux deux sections normales principales du corps, menées en son poinile plus bas, ■ dont les rayons de courbure sont, respectifemmt, le plus ', R, et, le plus petit, R' ; de plus, . la forme de l'ellipse ne i que du rapport des deux rayons de courbure R, R', mr une valeur donnée de ce rapport, ses axes sont ï la racine cubique du produit de Vwn des deux rayons de courbure par le poids P du corps;
2" Une couehe d'un sable homogène, répandue à Vi% de Vellipse de contact de manière à y figurer la Té% effective de la charge totale P, a la forme d^un demi-ellipsoïde à axe vertical, son épaisseur déc?-oissant graduellement depuis le cent^'e jusqu'au bord où elle s'aTmule;
3" L'abaissement w„ au c&thtre de Vellipse, ou pour x = o
et y = 0, est la somme des de"" ~'^~'~ ■""
t à une extrémité {x — ±_a, y = o)du i axe et à mte extrémité [x — q, y^^b) du petit axce : il est donc proportionnel, pour une valeur donnée du rapport
~, à la puissance f du poids 'P et à la racine cubique de
L'espace total décrit par l'ellipse de contacL -^ab dans son déplacement vertical descendant a pour expression
les intégrations s'étendant à toutes les valeurs de x et de y qui vérifient l'inégalité -^^ ^ <■ 1 ■ Si l'on pose œ — aof. y = hf ^ cette intégrale double devient
JJ
avec la condition que la somme positive x"^ -\- y"^ reçoive toutes les valeurs inférieures à l'unité ; et l'introduction de coordonnées polaires i el Helles, queic'=ï cosO, y'=ï.sinO, la change eu
\'aleur équivaleute, d'après {c"'j, à f^^ahv^. Divisée par faire '^ab , elle donnera, pour l'abaissement moyen de toute la surface de contact, f w^-, c'est-à-dire les trois quarts de l'abaissement du centre , ou , vu les formules [c') et (155) {"multipliée par P] , les -^ de l'abaissement constant qu'aurait éprouvé cette surface, supposée limitée au même contour elliptique , si le corps avait en sa base plane et horizontale. Ainsi , l'abaissement moyen de la s-m-face de contact est les trois quarts de Vabaissemmt de son centre et il dépasse de un huitième celui qui aurait lieu si le corps devenaitun disqueplat la recouvrant exactement.
Imaginons que l'on ajoute au poids P, distribué d'après la formule [lî) , un excédent quelconque de charge réparti , sur la même surface elliptique de contact, d'après la for-
mule (128) [p. 162J , ou ne produisant qu'un abaissement constant des divers points de celle-ci : la surface du sol aura sa partie directement comprimée de même forme que précédemment, mais avec un relèvement brusque, tout autour, de sa partie libre. Donc le mode complexe de répartition ainsi obtenu sera celui des pressions qui s'exercent sous un poinçon cylindrique, pressé assez fortement contre le corps élastique pour le toucher par tonte sa base inférieure , dans les cas où la section droite du poinçon est une ellipse et , sa base considérée , un paraboloïde te] ,
([ue le rapport — de ses deux paramètres R', R, fonction de
celui des demi-axes ô et a de l'ellipse , égale le quotient des deux intégrales {p'"). Quand l'ellipse seréduit à un cercle, la base du poinçon devient ainsi un paraboloïde quelconque de révolution conasique à la surface latérale.
Mais , revenant à notre problème d'un corps à surface inférieure continue, il nous reste à résoudre , au moins d'une manière .approchée . les é.'iuations transcendantes {b") , oii les deux inconnues sont a et h. Pour cela , exprt-, nions d'abord les deux quantités — , -- définies par [b'") , au moyen des deux intégrales elliptiques usuelles , dites
a. Jo V- + -fi D Jo \'
dont les secondes formes, où e désigne l'excentricité
\/ \ j, se déduisent des premières en posant v — ^tangf»,
et dont les développements en série, obtenus par le procédé qui a donné l'expression (98) (p. 117J , sont
'tU'J ""3 (2 4 '7 "■■■
~ 2«— 1 U 4 ■■■ ^ii~ '"1 ~
Il suffit d'observer, d'iine part, qu'en iiniltipliaiU seconde {f/") par fâ — //, il vient ideufifiuement
et que, d'autre part, la relation (c") équivaut à
et, ajoutée à la précédente, donne 1 1 _ E
On déduit de là , vu d'ailleurs les formules {d'") , 1 F— E _ c r 3/1 y- .B;13 j\> 2ii+l /l 3 2ii— 1 _\'
1 ^4«>(l— «■)[ '^lïVÎ'l ^3"l2 4°/ "^■■'^»-t-lU 4'" 2« "',
/llLl.,]\ , 12«+1)'/13 2.-1 ■l' -1. 3 U 4 i "■ «+1 \2 4 '" 2» / "'J'
et,j par suite, en diviyant linalement la première de ces séries (ej par la dernière jusqu'au terme en e^,
~ \TV 3 I2 4 '/ 50 la 4 s" y "■
Or — exprime , d'après {//') et {// ), le rapport ~ ; d'autre part , le troisième membre de (/) n'est inférieur au radical [— ] ^= (1 — é^f^, développé par la formule du binôme , que d'une quantité,
généralement comparable ù son premier terme, très petit
—.Kn mettant cette quantité sous la forme fl-«^)''(rTK -^ ...] 512 ■ ■ \512 /
l'expression de — - deviendra |— ] { 1 -
pourra s'écrire encore
Si (lotie on appelle e le nombre r—--, + , . . , très voisin rie
zéro excepté pour les valeurs les plus grandes <Ie l'excentricité e, on aura
et. par suite,
D'ailleurs , la formule (c) montre que e s'approcliera de l'unité , sans l'atteindre , quand l'excentricité tendra vers sa limite supérieure 1 .
En faisant, dans (e"'), s = », on a pour — la valeur appro-
le reconnaît en employant les tables elliptiques de Legendre. Par exemple , la valeur 0,1272 de — . ou de —, correspond
à e = sin 75" ou à — = cos 75°=^ 0,2588 , cas où les tables de
Legendre donnent , pour les logarithmes décimaux de E et F, 0,03198, 0,44218, qui, utilisés dans le calcul du second membre de (e') , permettent d'évaluer le rapport
-^ = 0,1272. Or l'expression (—Y, ou (0,1272)*, vaut alors 0,2529 , résultat qui n'est en erreur relative sur 0,9588 que de -rj environ. Pour e = sin 80" ou — = cos 80" = 0,1736, les logarithmes de E et F sont 0,01708, 0,49878,
et l'on en déduit ^ ou ~ := 0,06743 ; d'où ffî = 0, 1657, valeur de — approchée à -^ près environ. Pour e = sin 85" ou - :^ cos 85" = 0,08716 , les logarithmes de E et F sont 0,00547, 0,58340, et l'on trouve ^ := 0,02177, {^V
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= 0,07798, nombre en erreur relative sur 0,08716 de -— g-
environ. Ainsi , la formule (e'"), prise avec e = o , est encore un peu approchée même quand le rapport — n'atteint que — .
On voit aussi, que , dans (e"), l'exposant - ■ ■■■ grandit
depuis -^ jusqu'à 2 , à mesure que — décroît de 1 à zéro :
par suite , — décroit de 1 à zéro en même temps que — ■.
A chaque valeur de -j~ il n'en correspond donc qu'une
seule de — , et les deux équations [h") déterminent sans aucune ambiguïté l'ellipse de contact. 11 suffirait de faire croître graduellement — depuis zéro jusqu'à 1 , et de calculer chaque fois comme on vient de le montrer, à l'aide des tables de Legendre et par la formule (e') , le rapport -5correspondant, pour former un tableau complet des valeurs de celui-ci : on aurait alors immédiatement — pour toute
Les formules (e) , où les intégrales
— , —, dé&nies par (&'"), sont connues grâce aux équations
{//') , se résolvent ensuite immédiatement par rapport à l'inconnue unique, a^, qu'elles contiennent, et l'on obtient ainsi , non plus seulement la forme de l'ellipse de contact , mais ses dimensions.
Cherchons dans ce but quelque formule analogue à (e'") et qui, de même, se prête à un calcul approché de a. Si
l'on multiplie la première (e) par — , on trouve identiquement
i^''' i^tf, (^ V ^V^^ A' 181/13 5
Or, dans celle-ci, l'expression entre parenthèses, au second membre, n'est autre chose que le' développement,
par la formule du binôme , de (— ) tel qu'on le déduit du
troisième membre de (e'), et, d'autre part, les termes
— o'ioQ — ■ • peu\'ent s'écrire évideniraent
JL4.r
vu que le développement de 1 — ^ — ] ' suivant les puissances de e est — 2 — .... Il vient ainsi ;
Si donc on désigne par î' l'exposant -j7^- -t- .... sensiblement égal, saut' peut-être pour les valeurs les plus grandes de e , à celui qu'on a appelé plus haut t [p. 2^] , on aura
Remplaçons-y - par -^, « par sa valeur, ^^^^^^-^j-—-,
tirée des premières {/)") et [b'") comparées , et il viendra finalement
132,.{X+1.) Si l'on fait, dans le second membre, e' = o, il est clair
qu'on aura une vale^ir de a approchée par excès, et coni-
portant une eiTeur relative, {-^7)" — 1? légèrement supérieure, sauf pent-stre pour les plus grandes valeurs de e , a s
à l'erreur relative par défaut , 1 — [— J ^ ^'^'' , commise sur la valeur (/") de — en y posant £ = 0. Dans les cas , traités ci-dessus avec l'aide des tables elliptitjues de Legendre , où
tivement, pour le rapport de fl à V/ —, — , , 1,2493,
' -^ "^-^ * 4TriJ. (À -I- [l] ' ' '
i /F~/ eT 1,3575, 1,5641, tandis que les valeurs exactes, y —il— ^j,
[données par la première (e)] de ce rapport sont 1,2194, 1,2964, 1,4163. Les résultats par excès obtenus comportent
donc les erreurs relatives -jr ; ôï" ®'' qT environ , alors que celles des valeurs de — approchées par défaut étaient ^r ; — et — environ. L'inégalité des eiTeurs relatives des deux formules approchées de — et « comparées l'une à l'autre paraît donc s'atténuer quand le rapport —diminue ; en sorte que ces formules seront, autant l'une que l'autre, passablement admissibles même pour des valeurs de —
assez voisines de zéro. Leur emploi dispensera, comme on voit, de former le tableau, dont il a été parlé tout à l'heure, des valeurs de ^ correspondant à toutes celles de — et,
ensuite, une fois — connu , de recourir de nouveau aux tables de Legendre pour obtenir a.
Remarquons entin que le rayon , K.'ab ou a \/ — , d'un cercle équivalent à l'ellipse de conlaci vaudra, d'après
{/"] \, ah= ;senaLblf-meiit) —^ ,^ ' ' , PR' 3 \/' ^ — M ■
V ' L3 2 ji. (A -H ,1; \ R /J
Gomme l'expression R' [3\/ -^ — l), ou 3R^ R'^ — R'. a ses deux dérivées par rapport à R et à R', savoir j — j ot 2 (-^7) — 1, essenfiellemeut positives, ia surface
T-.a/j de contact sera d'autant plus petite et, par suite, la pression en ses divers points d'autant plus forte, que les rayons de courbure R, R' se trouveront eux-mêmes plus faibles, surtout le second, par rapport auquel la dérivée obtenue est supérieure à l'unité et peut devenir très grande. Le solide déposé sur le sol le rompra donc inévitablement , si ses deux courbures ^ , — dépassent certaines limites (*).
(*) On t'ômar()iiei-a que, dans ie problème traité ici, 110a Roulement des conditions spéciales nu définies devaient être vérifiées aus deux surfaces limites, soit de contact, soit libro , mais que , de plus , ces deux .^ui'faoes elles-mêmes étaient d'aboivi inconnues; car la détonninalion de leur contour commun a constitué la partie la plus difficile de la solution. Je iie coiinais aucun pi'oblème de physique mathématique, pai'mi cens qu'avaient abordés jusqu'à présent les géomètres, où cette difficulté se présentât, f^e seul qui me paraisse avoir, so«sce rapport, une lointaine analogie avec le précédent, est ia détenniLialioii , sur un coure d'eau à l'état permanent, de l'emplacement d'un ressaut, reliant deux parties du eoui's d'eau dont l'une est à i-éginie toii'cntueux et, l'autre, à régime tranquille. Dans la question de la chai^ qui reule , avec une vitesse constante , sur une poutre élastique horizontale appuyée ou encastrée à ses deux bouts , les points de séparation des deux parties libres da la poutre et de sa partie pressée ne sont pas inconnus , mais seulement vaiiables. On sait que , Jusqu'ici , cette variabilité a été justement un obstacle à la résolution complète du problème, dont M. Phillips, M, Renaudot et M. de Saint- Venant ont bien donné une intégi'ale particulièi'e {oîi les déplacements varient d'une manière très graduelle, sans ocillatinns), mais dont l'intégrale, plus complexe , qui vérifierait la condition de repos înilial de la poutre , reste encore ignorée.
52. — Rapprochement entre le potentiel d'une couche elliptique qui est aussi une couche de niveau et les potentiels soit ordinaire , soit logarithmique à trois variables . relatifs à un seul point.
J'observerai que le potentiel (152) [p. 226] .aurait pu conduire aux deux potentiels, ordinaire, I —, et logarithmique,/ log [x — Xi -^- r) dm, réduits du moins à un seul élément. A cet effet, supposons , dans (152), & =o. Il vient
VV^-v^ « ,_«.H\/«*-
eomme on le reconnaît par la différentiation. Faisant maintenant tendre a soit vers zéro, soit vers l'intini, concevons que les ellipsoïdes homofocaux (153) dégénèrent soit en sphères, soit en paraboîoïdes de révolution.
Dans le premier cas, —disparaît, au troisième membre de (157), en comparaison de — , et l'on trouve, ii la limite.
c'est-à-dire U =~, vu que (153) donne alors v^ = a;- ->- / -^ z'
ou V =1., L désignant la distance du point {x,y ,z) à l'origine , où est alors concentrée la masse , égale à 1 , que l'on considère. C'est bien la forme élémentaire du potentiel ordinaire.
Dans le second cas. pour a intini, on trouve, en observant
que — disparait devant — et — devant l'unité, puis en posant — =p,
i^'ailleui's, si nous • transportons l'origine à un foyer ou que nous remplacions x par a -^ x , l'équation (153), devenue
ou, sensiblement,
donne t' -- [p — xf ou ^ — t -*- a;. D'où
La partie variable de U est bien proportionnelle à log [x -*- x), qu'on peut regarder comme un potentiel logarithmique à trois variables / log [x — a;, -^ t.) dm, réduit à un seul élément et i\ sa forme la plus simple.
53. — Propriété remarquable que présente le mode de distribution à la surface d'un disque elliptique.
Reprenons l'étude de la répartition d'une cliarge donnée, à la base d'un disque elliptique solide posé sur un sol
horizontal, pour démontrer une propi'iété intéressante qui caractérise ce mode de distribution. Elle s'énonce ainsi;
Des parallèles éguidisûantes in/lnimeni voisines, m&tiées suivant une direction quelconque dam le plan -de l'ellipse de contact ^ divisent cette ellipse en bandes d'aire inégale, mais toutes égalemenù chargées .
Onlevoiten prenant un axe des y' parallèle aux droites oonsidérées, un axe des x suivant la direction qui leur est conjuguée dans l'ellipse, et en observant que toutes les bandes, ayant même largeur, sont divisées par des parallèles aux x' en parallélogrammes élémentaires dont l'aire est proportionnelle à dy' et la charge à ^di/ . D'ailleurs, si a', 1} désignent, dans Tellipse, les demi-diamètres conjugués
pris pour axes des x' et des y' , l'expression — -t- 7^ , en un
point quelconque, deviendra évidemment -7^ + -77^, et la pression p par unité d'aire sera, d'après (128) [p. 162], proportionnelle à (l 7i^\i\ ■ i"*!"" s^iito, y' variant, le long
_ "^ d'une bande, enire les limites -^-//\'l ^. la charge
d'une bande se trouvera proportionnelle à
Si nous adoptons sous le signe/une nouvelle variable, te, définie par la relation
u\/ l — ~, d'où 1// := !/( 1 ~ -7^ ) A,
l'espression (158) deviendra
Xdv,
quantité qui est bien indépendante de l'abscisse œ' do la bande.
Cette propriété est tout à fait caractéristique du mode de répartition de la charge : car , pour ioiUe hase d'appui à contour convexe , il ne peui jamais y avoir deux modes distincts de répartition, dans chactm desquels des parallèles équidisianfes ayant une m'iet la surface en bandes é.
Supposons, eneffetj deux modes de répartition jouissant de cette propriété. Chaque bande infiniment étroite portera évidemment, dans les deux, la même fraction de la charge totale. Par suite, si l'on prend ladifféreiice, /"(a;, j/), des deux expressions de p qui leur correspondent, la valeur moyenne de cette différence aux divers points d'une bande égalera zéro; ce qui revient à dire que la fonction f{x,y) est nulle en moyenne le long de toute corde joignant deux points du contour de la base considérée. Or concevons qu'on trace, à l'intérieur du contour donné, \m autre contour très voisin, également convexe , mais d'ailleurs quelconque. La fonction f{x, y), pour s'annuler en moyenne le long de toute corde très petite tangente à la courbe fermée intérieure , devra ou être nulle identiquement , ou changer de signe sur toutes les cordes, c'est-â-dire partout ^ dans l'espace annulaire extérieur à cette courbe. Le second cas étant impossible, vu la continuité admise des valeurs de p, la fonction f{iv, y) s'annule sur toute l'étendue comprise entre les deux contours dont il s'agit; et elle reste, par suite, nulle en moyenne le long de toute corde joignant deux points du contour intériem-. On raisonnera donc sur celui-ci comme on l'a fait sur le proposé , et , de proche en
proche, on prouvera que f{x, y) s'annule partout, ou que les deux modes de répartition considérés ne peuvent être distincts.
Les parallèles équidistantes ainsi menées dans le plan de la base d'appui peuvent d'ailleurs être regardées comme les intersections de cette base par un système de plans parallèles , équidistants aussi ; en sorte que tout système de tels plans coupe l'ellipse de contact en bandes également chargées.
54. — Extension de cette propriété au cas d'un ellipsoïde étecèrisé : des plans parallèles équidistants le divisent en zones électriques équivalentes.
La propriété que présentent des charges, soit électriques, soit pondérables, réparties à la surface d'un disque elliptique, d'être divisées en parties équivalentes par tout sysfêmede plans parallèles et équidistants , s'étend à une couche matérielle homogène , distribuée sur toute la surface d'un ellipsoïde ■ proportionnellemejit à la distance qui sépare , en chaque endroit, cette surface de celle d'un ellipsoïde concentrique et semblable infmiment voisin; mode de distribution qu'on sait être celui d'une charge électrique en équilibre sur un conducteur ellipsoïdal. En effet, d'après ce qu'on a vu au n" 37 (p. 160), la charge d'un ellipsoïde, supposée réglée ainsi, devient celle d'une plaque, quand on projette obliquement chacune de ses parties sur le plan diamétral d'un sj'stème de cordes parallèles aux plans sécants proposés, les transports ou déplacements se faisant le long de ces cordes. Or, avec un tel mode de projection, les charges des zones ellipsoïdales donnent justement, sur le plan diamétral, les charges, que l'on sait être toutes égales, d'un système de bandes parallèles et d'égale largeur. Donc , des plans équidistants , parallèles à une
direction quelconque, divisent un conducieur ellipsoïdal en zones électriques équivalentes.
L'épaisseur de la couche comprise entre l'ellipsoïde proposé et un autre, concentrique et semblable, infiniment voisin, devientconstante dans le cas particulier de la sphère: alors i'équivaleiice des tranches faites par les plans parallèles revient à celle , connue depuis Archimède, des zones sphériques de même hauteur.
Dans le cas général d'un ellipsoïde à trois axe^ inégaux , le théorème démontré comporte encore un énoncé qu'il est bon de connaître. On sait que la distance d'un ellipsoïde à un autre concentrique et semblable, infiniment voisin, est proportionnelle, en un point quelconque, à la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent correspondant. Donc la charge électrique d'un élément de ia surface est proportionnelle au produit de cet élément par îa perpendiculaire dont il s'agit, c'est-à-dire au volume d'une pyramide ayant pour base l'élément et pour sommet le centre. En remplaçant ainsi les charges par des volumes, on verra que des surfaces coniques, menées à partir du centre d'un ellipsoïde comme sommet et s' appuyant sur les ellipses d'intersection^ de rellipsoïde par- des plans parallèles, équicliitants , divisent le volume de l'ellipsoïde en parties équivalentes.
On reconnaît aisément qu'il existe au plus un mode de distribution d'une charge électrique, à la surface d'un conducteur convexe, qui jouisse de la propriété démontrée ici. En effet, si deux modes distincts pouvaient la présenter, une même zone devrait évidemment contenir la même fraction de la charge totale, dans ces deux modes ; et, en appelant /"la différence, par unité d'aire, des charges correspondantes en un point quelconque de la surface , cette différence devrait.avoir sa valeur moyenne, sur les divers éléments d'une môme zone, égaleàzéro. Or, toute calotte détachée de la surface par un plan sécant est composée de pareilles zones ; en sorte que ta fonction /s'y trouverait également
nulle en moyenne. Par suite, cette fonction ne pourrait recevoir une valeur finie en aucun point, quel qu'il soit , car tout point de la surface pourrait être considéré comme faisant partie d'une très petite calotte. On aurait donc /"= o partout, et les deux modes considérés de distribution ne seraient pas distincts.
Observons enfin que, si l'on mène sur une plaque elliptique des lignes semblables et concentriques au contour (ou par suite d'égale pression) , à des distances telles , qu'elles divisent la plaque en bandes annulaires toutes également chargées, ces bandes seront les projections de zones, également chargées aussi, que décoiiperaient, dans tout ellipsoïde ayant la plaque pour section diamétrale, des plans parallèles à celle-ci et équidistants.
§ Vï. — ËTDDB DBS POTENTIELS , POUR LES POINTS INTÉRIEURS AUX MASSES CORRESPONDANTES OU POTENTIANTËS (*).
55. — Existence des potentiels, en tant que fondions finies e continues, à l'intérieur des masses par rapport mixgueUes on
Nous n'avons eu à mettre en œuvre, dans les recherches précédentes, que des potentiels de couches minces ; en sorte que nous pouvions supposer tous les points de l'espace situés hors de ces couches, sauf à nous approcher indéfiniment de celles-ci, dans l'occasion, et à ohtenir par la méthode ordinaire des limites les résultats désirés relatifs à leurs propres points. Nous n'avons niême employé lepotentiei logarithmique à trois variables , / log {z — Zi -h- r) dm, que pour des valeurs de ^ — Zi positives, de manière à nous dispenser de voir ce que deviendrait ce potentiel aux points {x,y,z) où la fonction sous le signe/serait susceptible de prendre des valeurs infinies (pouraîi— a;, Vi^^y, Zi y z). Mais d'autres applicalions des potentiels à la théorie de l'équilibre d'élasticité peuvent exiger leur étude pour des masses continues à trois dimensions et en des points intérieurs à ces masses. Il y a donc lieu de faire ici cette étude.
Cherchons d'abord à reconnaître si le potentiel inverse et le potentiel logarithmique restent finis et déterminés en
(*) M. Beltrami dés^ne très lieureasement les masses dont on prend le' potentiel en un point donné (as, y, s) par le terme de masses potentiantes (masse potemianti], ût il appelle point potentré (jiunto potemiato) le point {x, y, z] lui-
des points quelconques, quoique la fonction sons le signe/ puisse y prendre, soit une valeur infinie, s'il s'agit du potentiel inverse, soit une infinité de valeurs infinies, s'il s'agit du potentiel logarithmique.
Considérons le premier,
OÙ r désigne la distance de l'élément fixe de volume , c^îh, qu'occupe chaque élément dm de la masse, au point quelconque (3î,y, ^) pourlequel on évalue le potentiel, etoùpest la densité, en un point (a!i,^i, z^ duvolumeélémentairet^aî. Pour simplifier, nous supposerons cette densité, que nous représenterons par p(a!i, 2/1,2^1), fonction continue de ^1,2/1,^^1, même à la surface des masses d'étendue totale finie /(?w, où nous /admettrons ainsi qu'elle s'annule. Cette hypothèse facilite plusieurs calculs : et elle revient , dans les applications que nous aborderons, à admettre que les forces appliquées à un solide élastique varient graduellement d'un point à l'autre , en décroissant plus ou moins rapidement avant de s'annuler ; supposition évidemment permise.
Pour définir le potentiel U quand le point {;x, y, z) fait partie de la masse, on convient de n'étendre d'abord la somme / qu'aux éléments d-^ extérieurs à une sphère décrite d'un très petit rayon R autour du point (a;, y, z) comme centre, puis de faire tendre R vers zéro et de considérer comme étant le potentiel U la limite, s'il en existe une, vers laquelle tend la somme. Or, on sait que cette limite existe en effet ; car, à mesure que R décroit, les couches sphériques qui s'ajoutent ont pour volume — 4TCR^t?R et, leur densité p étant finie, leur potentiel est de l'ordre de — 4ttR(^R , c'est-à-dire , en somme ou après intégration , comparable à la quantité %zW, aussi petite que l'on veut. Donc la fonction U existe. De plus, on peut, sauf erreur inférieure à toute quantité donnée, lui subtituer l'intégrale
f - — , étendue seulement aux éléments dvi qui se trouvent
en dehors d'une sphère très petite, décrite, avec un rayon convenahle R , autour du point [x, y, z) comme centre. On verra aux numéros suivants combien est féconde cette
substitution, si naturelle, de l'intégrale 1 ^-— ainsi restreinte, à sa valeur limite U. Il est aisé de prévoir, dès à présent, qu'on évite de la sorte les valeurs intimes de la fonction sous le signe/, ou de ses dérivées. Et cette substitution est parfaitement légitime , même pour le calcul des dérivées de U ; car , lorsque deux fonctions , supposées graduellement variables, diffèrent constamment très peu l'une de l'autre , elles présentent dans leurs cours les mêmes affections ; en d'autres termes , il est autant permis de négliger les dérivées de leur petite différence que cette différence elle-même.
Passons actuellement au potentiel logaritlimique à trois variables ,
(160) ^ =y log (ï — !i +■ r] dm =/p log (î — Sj -h v) d^ ,
dont nous avons à nous occuper pour les points {x, y, z) de l'espace qui ont leur ordonnée z moindre que celles , Zt , de certains éléments odts de la masse, et, en particulier, pour les points intérieurs à cette masse. Comme la fonction log [z' — Zi-t- r) devient infinie (égale à log o) en tous les points où l'on a Wi = ce , ^i = p, z, y- z , c'est-à-dire sur toute une partie de la parallèle aux z dont les coordonnées sont a; et ^, il y a lieu de construire, autour de cette parallèle comme axe , un cylindre d'un très petit rayon R , de n'étendre d'abord le signe de sommation /qu'aux éléments dis extérieurs à ce cylindre et puis , faisant tendre R vers zéro , de chercher si l'intégrale s'approche indéfiniment d'une limite déterminée, qui sera par défîjiition le potentiel '^. Or, quand on fait diminuer R de — dB., la masse à considérer augmente d'une couche cylindrique ayant pour
volame-2-^R(?R l dZi : comme p reçoit très sensiblement ,
en un point quelconque [xi, ^i, «i) de cette couche, la môme valeur qu'au point très voisin [x, y, z^) de l'ase, et que d'ailleurs ry égale ■\['^+[z-Zif , le potentiel s'accroît en même temps, sauf erreur relative négligeable, de la quantité
Par Huite, si l'on fait diminuer en tout R depuis une petite valeur R jusqu'à une autre incomparablement plus faible e, l'augmentation éprouvée par le potentiel vaudra
>7t y (.'\a!,n,i^)dz^ j hg (i — îi^yh
Cette augmentation totale est insensible, même quand on y fait abstraction, sous un signe /, du petit facteur R. En effet, les seuls éléments de l'intégrale qui pourraient donner unc_ somme notable sont ceux pour lesquels l'expression z-Zi +- \/"R* -h{z- Zif est voisine de zéro et a un logarithme d'une très grande valeur absolue , c'est-à-dire ceux pour lesquels l'ordonnée ^i est plus grande qae z. Mais l'expression dont il s'agit est identiquement le quotient de R^ par la quantité Zi- z -h\/ R^-i-{z-Zif, laquelle a son logarithme croissant de logR à log2(^i — ^)i quand ^^i v- ^^ y grandit de zéro à une valeur quelconque sensible. Donc les plus grandes valeurs absolues du logarithme à considérer , varient de logR àlogR*on21og R; les éléments correspondants de l'intégrale prise par rapport à R sont seulement comparables , même en faisant abstraction du petit facteur R, à logR c^R=(^(RlogR — R); et îeur somme, de
l'ordre de R logR, est bien, insensible, car on sait que le produit R logR tend vers zéro en môme temps que R.
Ainsi, l'intégrale / a log [2^ — z■^ -+■ r) dm, étendue à tous leséléments de volume dis qui sont en dehors d'un cylindre de très petitrayonR décrit autourde la droite(a;i=i»,yi=^) comme axe, iend bien vers une limite déterminée à mesure qu'on fait décroitre.R. Par suite, dans l'étude de cette limite 41 et de ses dérivées en os, y, z, on pourra, sauf erreur négligeable, substituer à 4* l'intégrale même, /p log {z — z^-i-rjd ïh, étendue seulement aux éléments dm extérieurs au petit cylindre. Ce procédé, tout comme la méthode analogue concernant le potentiel inverse, aura l'avantage d'écarter les difficultés qui se présenteraient si la fonction sous le signe /devenait infinie pour certains éléments de l'intégrale.
56. — Différentiaiion des intégrales triples dépendant de trois paramètres , et où la fonction sous les signes / peut devenirinfinie pour l'élément dont les coordonnées égalent ces paramètres.
Avant de calculer les dérivées, par rappwt à a?, y, z, du potentiel ordinaire j - — , considérons en général une intégrale de la forme //t^tn, où le signe /s'étend à tous les éléments de volume dzs de l'espace , et où la fonction f, dépendant des coordonnées Wj, ^/,, 3^1 de l'élément t^ra, varie, de plus, en fonction de trois paramètres se, y, z, coordonnées d'un point déterminé de.l'espace, et s'annule pour toutes les valeurs de x„ y^, z^, qui correspondent à des éléments d-m extérieurs à certaines régions finies en tous sens. Comme nous aurons à considérer des cas où la fonction/', finie partout ailleurs, pourra devenir infinie pour l'élément rfaî qui comprend le point(ir, y, 2)j c'est-à-dire pour a:, = a;, ^1=^, z^=z, nous conviendrons de n'étendre l'intégration/ qu'aux élé-
ments dm extérieurs à ime très petite splière, d'un rayon constant R, décrite autour du centre {x, y, z) : supposition permise, comme on a vu, car, même dans le cas où /'devient infini à ce centre ^ elle n'altère l'intégrale, supposée essentiellement finie à la limite R =0, que d'une quantité inférieure à tout nombre donné , aussi petit qu'on voudra, pourvu qu'on prenne la constante R assez petite elle-même. Gela posé, cherchons à différentier par rapport à iC, ^ ous: l'intégrale /;î^s! , ainsi entendue. A. cet effet, imaginons que le point [œ, y^ z) vienne se placer, par exemple, en {x -t- (fe, y, z). La petite sphère dont il est le centre éprouvera également latranslation dx. Sil'on divise sa surface en deux hémisphères, par un grand cercle normal aux j», chaque élément de l'hémisphère situé du côté des a: positifs, et ayant une certaine projection, rf a-, sur le plan de ce cercle, engendrera un prisme ohlique, d'^dx, que la sphère viendra occuper ; tandis que, dans l'autre demi-sphère, l'élément qui a même projection d o- sur le plan du grand cercle décrira un prisme pareil, qui sera délaissé par la sphère. Ce dernier volume t^o-t?;» donnera donc, dans l'intégrale //ï^îa prise pour le point [œ-^dx, y, z), un élément ^(?î3, ou fd'^dx , qu'on n'avait pas à compter au point [x, y, z) : sa valeur sera
/"u (/aï ^ /o dr da; ,
si nous appelons f^ la valeur qu'y reçoit la fonction/, et qui s'obtient en mettant pour x,y,zlescooTdowaéesx-^dx,y,z du -centre de la seconde sphère, ou, sensiblement, celles, 3^,y,z, du centre de la première, pour yi, z, les coordonnées de la projection d^s située sur la hase de la demi-sphère , enfin pour x^ la valeur
que prend cette coordonnée sur la demi-sphère dont il
s'agit. Au contraire, l'autre prisme, d'^dx, envahi par la sphère, correspond à un. élément
f^ êis =1 ff dn dx
que perd l'intégrale, et où /(désigne une valeur de /obtenue en mettant pour a), p, $, ^i, :^i les mêmes valeurs que précédemment, mais pour Xi la valeur
hy/R'--(y,-y}^-{.,
relative à l'autre hémisphère. Gomme il correspondra à chaque élément (?<r de la base commune des hémisphères deux éléments analogues, l'un gagné, l'autre perdu par l'intégrale, l'excès total des éléments qu'elle gagne sur ceux qu'elle perd vaudra da;/{f„ — A)d<^. On l'évaluera plus aisément en prenant des coordonnées polaires t et w telles, que l'on ait
(161) y, — )/ = tcosM , ïj — 3 = tsinu.
Alors rf-T égale t dw dx, et l'excès considéré devient
(162) dss i dfo j {f^—f^]-cdx..
Il reste à voir quelle variation éprouve l'intégrale//;^ ra, du fait des éléments qui lui sont communs dans ses deux états successifs, c'est-à-dire qui correspondent à des volumes rfra extérieurs aux deux sphères. Gomme œ seul y varie,
chacun de ces éléments croît de |— (fc | i^ïs ; et l'augmentation qui en provient est en tout
(163) dis C-L diR,
où le signe /s'étend, comme pour l'intégrale m.ëme/fd^,
sauf erreui négligeatle, à tous les éléments dm extérieurs à la sphère de rayon R décrite autour du centre {x, y, z).
La dérivée en œ de f fdis étant le quotient par dœ de la somme des deux expressions (162j et (163), on aura la formule chercliée de différentiatiou :
(164) i-Jfi^ =f^ i^ *X'"''-X''i^« - « ^*-
Dans tous les exemples que nous aurons à examiner, la fonction /'sera le produit d'un facteur p (Wi, yj, Zi) , partout fini ou nul, et ne dépendant que des coordonnées {S)i ,yi,2i) de l'élément de volume d^s, par un autre facteur de la forme (f {a^i — iP, ^1 — y, ^i — ^) fonction seulement des trois différences «j — œ, y^ — y, z^ — z. Alors, pour tout point (a;, y, z) aux environs duquel la fonction p se trouvera continue, ce facteur p sera sensiblement le même, sur les divers éléments de la petite sphère de rayon R , qu'au centre {x, y, z), et l'on pourra, dans le dernier terme de (164), le remplacer par la constante p (x, y, z). La formule (164) deviendra
Tl importe de remarquer dans quels cas le dernier terme de cette relation (165) est négligeable, c'est-à-dire nul à la limite R= o, et où, par conséquent, la différentiatiou. do l'intégrale/pf t^s peut se faire simplement sous le signe-/. Si la fonction tf est homogène, du degré n, enxi — x,yi — y, Zi — z, ou que par suite, dans le dernier terme de (165), la différence , qui y paraît , de deux valeurs de f , se trouve
d'un ordre de petitesse ou de grandeur généralement égal à celui de t", l'expression à intégrer par rapport à t j sera comparable à i." ■^' dt ; ce qui donnera une intégrale de l'ordre de R""^'^, insensible pourvu que n soit plus grand que — 2. Donc, l'intégrale fç'^d ts peut, en général, sedifférentier sous le signe./, quand la fonction f est d'un degré supérieur à — %par rapport àœ, — x,pi — y,z, — z.
La dérivée — / ptpf^s comporte une autre forme , très
simple, lorsque la fonction p varie partout avec continuité, môme à la limite des espaces où elle s'annule. Pour l'obtenir, il suffit d'observer que, si l'on passe du point [œ, y, z) au point (x -f- dx, y, z), un élément de volume ayant pour coordonnées Xi-*- dœ ,yi, ^, prend exactement, dans l'intégrale et dans la fonction f , la place et le rôle de celui qui avait les coordonnées Xi, yi , Zi. Seulement, a s'y trouve
changé en p -(- -y- dx , puisque la variable Xi y dépasse de dx sa valeur pour l'élément de volume précédent. Donc l'intégrale croît en tout de (to I -T^ <p(?a3, et sa dérivée cbercbée
(*) Il est clair que la formule de différentiation ainsi démontrée , presque évidente d'aillours ,
s'applique au cas où l'étendue Ï5 dans laquelle doit 80 faire l'intégration , au lieu d'embrasser tout l'espace sauf une petite sphère , se réduirait au. volume eoaipris enti'e deux surfaces fennées quelconques, intérieures l'mie à l'autre, qui, conservant toujours la même orientation, et les mêmes situations respectives par rapport au point (ai, y, s) , suivraient celui-ci dans ses déplacements dcc, dy oadx. Alors l'intégrale fpfdJS, oii p est une fonetioû continue quelconque de an, yi, si, f une fonction quelconque de 3:1 — a:, yi — y, si — s, et o\i d^ = dxi ây^ dsi, constitue un type s'étendant à toutes les fonctions appelées potentiels : eUe est, en. quelque sorte, lepoientiel le plus général possible. Dono , la relation (165 6k) exprime une règle générale pour différentier ea ce, y, » un potentiel quelconque. Une intégration par parties en déduit aisément des formules comme la préoé-
La relation (165) pourrait doue aussi s'écrire :
(1661 ■; + p («, j, ») jf "■'» J^ [ t (- V ' K' - '*■
PS M, ï. sin w j ■i.dxj.
Cette formule nous sera surtout utile quand son dernier terme se trouvera négligeable, c'est-à-dire nul à la limite R = 0 ; car elle reviendra à une sorte d'intégration par parties ne donnant que des termes nuls aux limites des intégrales; et die nous permeUra de débarrasser le fadeur o de différeniiàUom que nous préférerions faire parier sur le facteur f.
dente (165). II suffit, pour cela, de dédoubler
— o -— ■ ou o — , puis de transformer, par la méthode , familière à
tous les géomètres, qui a été suivie au n" 11 (p, 55), Tintégrale triple immédiatement intégrahle une fois en une intégrale double so rapportant à toute la surface limite du volume 23, Si di désigne un élément de cette surface et ^ , /î , ■/ les angles que feit avec les axes des a:, y , i ss normale menée hors du volume î5 , la formule (165 Ms) deviendra de la sorte
cr)
fp-fà'!5=ip
-if d (.X, y. z)
■■(^,?,-dd^-
Or , quand la surftice ^ se réduit k sa nappe intérieure et que celle-ci est uae sphère d'un très petit rayon R, décrite autour de (ce, y, z) comme centre , ie dernier terme de (165 ter') , en y substituant , jjar exemple , + dyix à (cos j) i- , ne diffère évidemment pas du dernier terme de (165). La formule (165) résulte donc, comme on voit, d'une simple application de l'intégration par parties à la relation évidente (165 bis).
On opérera de même pour les dérivées secondes , troisièmes , etc. dn potentiel queloonque/pf dC5. Parexemple, la règle de difïerentiation exprimée par (165 6is)
à'ip
11 reraplac"""
donnant
^^frrdis^f.
dXi' '
'1 V dxi ' dxJ
57. — Application à la diffèrentialion du potentiel inverse et du potentiel direct; équation de Poisson pour le premier et sa transformée quand on y introduit le second.
Appliquons d'abord la formiile (165) au potentiei inverse U = j — , et cherchons en premier lien sa dérivée ea 3^. Nous aurons ici
et oette déiivéc seconde en œ du potentiel deviendra
dai'>'J'' J da:^ J ' dXi
En y ajoutant les valeurs analogues des dérivé( vant que l'espresslon
4^ d-t ,JL
dai dyi (tel
prise sur un élément d^ de la surface limite , représente la dérivée de — le long d'un chemin infiniment petit dn normal à cet élément , on aura le paramètre ;is du potentiel :
(lesçao/er) i^ j pfd^^ j p{!i^^)iltS ^ j (p* — —di.
Dans le cas , particulièrement intéressant , oii la fonction f a son propre paramètre différentiel A2 nul, l'expression de is/jî ■. d Î5 ne contient donc que le
d — terme aux limites , /o^ -~- dt ; et si, par exemple , d'une part, ■; se lédiiit h une
limite intéiieure sphérique 4 t R^ , décrite d'un très petit rayon R autour do
(a:, y , z) comme centre , que , d'autre part , s_= — , r désignant la dîstanc : du
point quelconque (cet , yi , sj) à ce centre , et devenant R sur la Eptère ^ (d'oii dn = — dR), il viendra
y-fidta rd.'.B. d' —fd'.
Telle est, ce me semble, la démonstration la plus simple possible de la formule de Poisson sur le potentiel ordinaire ou inverse.
Le dernier terme de (165), ou mieux, de (164), deviendra
^'" f "^ ^ ^^^ ^^ sensiblement tt^R — irpR ,
c'est-à-dire la différence de deux quantités à fort peu près égales et qui se trouvent toutes les deux de l'ordre de petitesse de R. Ce terme est donc négligeable, comme auraient pu, du reste, le faire prévoir les considérations présentées à la suite de la formule (165). Ainsi, les dérwées premières, m w, y, z, dti. potentielinverse peîwent se calculer simplement par la diffêrentiaMon sous le signe/-, et l'on a, notamment ,
Occupons-nous encore des dérivées secondes, par exemple de -jY' Nous aurons à différentier par rapport à a; le second membre de (167,1. Il faudra donc poser, dans (165),
'''= ^TT" =('^i~'")[(^i — '^)^-^^ [Vi—y? -^[h— '^j']"^. Le dernier terme de (165) devient alors
j _ fap 1^, y, .1 r }]K_ i^f [:,..) [ - 3H- L' 'J. " 3 ■
En ajoutant celui que donne la différentiation sous le signe y, nous aurons
df
logues. Et si on les ajoute à la précédente (168) , en vue de calciiler le paramètre différentiel \ du potentiel inverse, on aura la formule classique de Poisson ,
(169) As j— =■- — ir,p [w, y,z] ou ^,(^ = ~ 4tp.
Considérons actuellement le potentiel direct ^ —fard 75. Ici, la fonction ^ n'est autre que r et son degré en -Pj — co^ y^ — y, Zi — z est 1. Les dérivées partielles premières
de =p en x. y, z, savoir — '^-^—^ , — ^^-^^ , — - — ■ , sont, par suite, du degré zéro, et les dérivées partielles secondes, du degré — 1, avec r ou r^ pour dénominateurs. Leurs plus grandes valeurs, dans le dernier terme de la formule (165), se trouveront seulement comparables à —, si l'on applique
cette formule (165} en prenant pour f soit la fonction r, soit ses dérivées partielles premières ou secondes en of, y, z (ou en a; ■ — a^i, y — yi, z — z^. Donc , le dernier terme de (165) sera négligeable dans tous ces cas. Autrement dit,
le signe f.
Or, en le différentiant soit deux fois par rapport à x.^ soit deux fois par rapport à y, soit deux fois par rapport à z^ puis ajoutant les trois résultats, on trouve
et par suite, comme on sait,
(,rdm=2 I -r^, ou à,trdm=z2j — .
Prenons le paramètre différentiel A^ des deux membres de
cette égalité. Si nous tenons compte de la formule (169), il viendra
(171) A5, ij / rd'm = — % Trp (a;, y, ^j.
Cette relation exprime une propriété importante du potentiel direct. La formule (15 bis) [p. 59] n'en était que la spécification pour ie cas où p [x, y, 2) = 0.
58. — Diffèrentiation de certaines intégrales triples où la fonction sous les signes /devient infinie pour une infinité d'éléments.
Quand, dans l'intégrale/pipfiîs, la fonction f devient infinie, non seulement pour a^i ■=x, y^ — y, z^ = 2, mais sur toute une partie, finie ou infinie, de la 'droite dont les équations sont œ, =^ X, yi = y, ce n'est évidemment plus une sphère, qu'il faut décrire autour du point critique [x, y, z) comme centre pour écarter ces valeurs infi.mes, mais bien un cylindre , d'un très petit rayon R , ayant pour axe la droite a!i = w, Pi = y. Nous admettrons donc que l'intégration ne s'étende, dans/pçcïss, qu'aux éléments de volume d js extérieurs .à ce cylindre, supposition qui n'altère qu'extrêmement peu la somme, puisque celle-ci est une limite obtenue en posant R = 0,
La diffèrentiation par rapport à ^ se fera évidemment sous le signe/, carie passage du point {w^y, z) au point [x, y,z +- dz) n'entraîne aucun déplacement du cylindre. Mais il n'en sera généralement pas de même de la diffèrentiation en m ou en y.
Par exemple, quand on fait croître x de dx, le cylindre éprouve la petite translation dx. Si l'on divise sa surface en deux parties, par un plan normal aux x mené suivant son axe, chaque élément de la partie située du côté des œ positifs, et ayant une certaine projection dy^d z^ sur ce plan
ainsi qu'une certaine abscisse Xi= x-^ \/ R^ — (^/i — yf, décrit un petit volume dy^ dZi dœ, eiivahi par le cylindre. A ce volume correspondait un élément d'intégrale j
qui est perdu par/pfpt^Bî. Au contraire, l'élément symétrique de surface, appartenaut à la partie située du côté des X négatifs, engendre un volume égal, devenu extérieur au cylindre, et auquel correspond un élément nouveau de l'intégrale,
?'^\—\/^'^ — \iii—yY,yi—yy^i~ A ^^i d^ dœ.
Comme la fonction ? ( Xi, yi, Zi) varie avec continuité, sa valeur est sensiblement la même sur toute une section normale du cylindre, et onpeutla remplacer par p (ce, y, z,). Posons, d'autre part, pour abréger, y, — y = -i^, et, faisant la somme de l'excès des éléments gagnés sur les éléments perdus, intégrons de -^ = — R à vi = R, de ^^ = — x à ^i = oo. II Tient :
il faut joindre ce terme aux limites à l'accroissement total, dx I û — rfî3, éproiivé par les éléments qui correspondent aux volumes t^s extérieurs aux deux cylindres, pour avoir la différentielle complète de/^fd^. La formule cberchée de différentiation par rapport à x est donc
ij'l^'" =J"f ^ .
Le raisonnement qui a conduit à Ja relation (166) permettrait de représenter encore la dérivée en ic de j ^y d •^
'fi
odTZ.
59. — Application au potentiel logarithmique à trois variables.
Appliquons actuellement cette formule (172} au potentiel logarithmique 4" =/p ^og (^ — ^i *" ^) ^ ®- ^^ faudra donc poser
'f = log [— [Zi — ;)-+- y {^i — x]^ -h (y, —^f H- (ïj — î)a I .
Le dernier terme de (173) deviendra ia différence de deux expressions, dont chacune, en y effectuant l'intégration par rapport à t;, qui est immédiate, vaudra sensiblement
.hJ"
log \^^ — ^^^ y J
Or, le facteur logl^ — z, -i- w' R^ -h (^ — z^f] n'a de
grandes valeui^ absolues à considérer que pour ^ <^ 2, , et comme alors il égale log R* diminué du logarithme de
^1 — ^ + y R^ -H (Zi — zf, c'est-à-dire diminué d'un loga-
ritliine qui grandit de logR à log2 {zi — z) pour 2j — z croissant de zéro à mie valeur finie notable , les plus grandes valeurs absolues de ce facteur sont 21ogR. Les deux expressions dont il s'agit , inférieures par suite , en valeur absolue, à 4 (R log R)/p(f^„ sont négligeables, c'est-à-dire nulles à la limite R = o.
Ainsi, le poientiel logarithmique à trois variables peut être différeniié une fois sous le signe /par rapport à l'une quelconque des variables. Sa dérivée en œ est donc
%-st
Pour obtenir la dérivée seconde — , ou , plus simplement, le terme ans limites que comprend l'expression de cette dérivée, il suffira de poser, dans (172),
rv '' ' = v^'
Le terme aux limites qu'on se propose d'obtenir, c'est-àdire le dernier terme de la formule (172), vaudra, par suite,
ou bien,
en observant que I V/ ^^ — ^* ^^ ^^^ ^'^^''^ 1> ^^ *^''"^"
demi-cercle de rayon R et a pour expression
^\^H-^ ^ V'R^ ^<- [H - ^r\ [^ - îi + V'R^ + {^1 -- ^)^J .
Or, à cause de la petitesse de U, le facteur 1 -\ — * —
vaut à fort peu près zéro pour ^i <^ ^, 2 pour Zi y z, et il passe très rapidement de zéro à 2 aux moments où $, se trouve voisin de ^. L'intégrale peut donc n'être prise qnede^i^^à ^1 = oo ; en sorte que le terme aux limites de l'expression
de -j^ devient en définitive S^i J ? i^,^, ^) d^-
On obtiendrait un terme pareil dans la valeur de — . Par
suite, le paramètre différentiel A^ de la fonction ^ ne sera plus nul comme dans le cas de la formule (14) [p. 59],
mais égal à 4 -^ ( a[a;^y, z) dz. Ot^ aura donCj pour
tenir lieu de cette formule (14), la relation générale, qui la comprend d'ailleurs,
La différentiation de cette relation par rapport à z fait retrouver l'équation de Poisson, (169) [p. 268].
60. — Emploi des mêmes méthodes de différentialion pour des intégrales doubles, telles que les potentiels cylindriques.
Il est clair que les méthodes exposées dans ce §, en vue de différentier des intégrales triples dont la fonction sous
les signes/ devient infinie pour un élément de l'intégrale ou pour une infinité d'éléments pareils, s'étendraient aisément à des intégrales doubles. Un cercle d'un très petit rayon constant Rj et une bande rectiligne d'une très petite . largeur 2R, y remplaceraient respectivement la sphère et le cylindre que nous avons considérés.
Par exemple, dans l'étude du potentiel logarithmique à deux variables, /p fic„ y^} (log r) (h , où do désigne un élément superficiel quelconque du plan des x y, ayant les coordonnées Xi et ^i, p la masse, par unité d'aire, d'une concile qu'on y suppose étalée, et rie radical V(^r—^)^'+l^i~^j l'emploi du petit cercle de rayon R, décritautour du point mobile [x, y) comme centre, donnerait la formule générale de différentiatîon :
~J,(;,y,)i{',-'.s>-!i)'''^Je^,i
On voit de suite, en posant tp =lûg w (^i — xf + (^i — yf,
que ce potentiel peut se différentier une fois sous le signe/. Mais si l'on prend ensuite, par exemple ,
on reconnaît qu'une deuxième différentiation par rapporta la même variable donne pour terme aux limites ic o (^ y). On en déduit
--i'fi'.t),
formule qui, pour ces potentiels, tient lieu de celle de Poisson {').
Enappliqiiantla même m6th,ode àl'intégrale/prMog rd'j, qui est, dans le cas de deux variables, l'analogue dupotentiel direct, tout comme la précédente est celui du potentiel inverse, on. reconnaîtrait qu'elle peut se différentier trois fois sous le signe /, et l'on trouverait en outre que son
paramètre A^ = 71""^ — ^ vaut 4/p (l-^logr) â^. Par suite on aurait
A, A,yp T^ log ,■ .k = 4 i,yp log ^ ^^ = 8^^ («, y)
(*) On 8 pu remarquer au n" 38 bis (p. 168) , comment elle résulte de la propriété 4î ■!'■:= o, dont jouit ie potentiel logarithmique à trois vinables dune couche mince étalée sur le plan dee x^, lorsqu'on observe que ce potentitlà ticis variables ee rédoit , sur le plan de la couche , à un potentiel loga ithmiqut. ordinaire ou cylindrique, et que sa dérivée en s y devient — 2 t p (-c y)
î VIL — ÉQUILIBRE d'Élasticité d'dn solide indéfini , sollicité
DANS DNE ÉTENDDB FINIE PAR DES FORGES EXTÉRIEURES QUELCONQUES
6Î. — Généralisation des trois types d'intégrales trouvés au § //, et, d'abord , du premier.
Maintenant que nous avon:^ reconnul'existenoe ou la parfaite détermination des divers potentiels en tous les points de l'espace, et que nous savons les différentiel même pour les points intérieurs aux masses par rapport auxquelles on les prend, nous pouvons essayer de voir ce que deviennent en général les trois types d'intégrales des équations de l'équilibre d'élasticité que nous avons déduits, au § II, d'un potentiel logarithmique.
Considérons donc le potentiel logarithmique,
■^ = f lo? (^ — H -"- ■>■) A-M ,
d'une masse continue quelconque/t^Hi, répandue dans une région finie de l'espace et ayant, en chaque point [xt, y„ Zi), une densité donnée p. Dans le cas particulier où la masse se réduisait à une couche mince étalée sur le plan des a;y, ce potentiel nous a conduit à un premier type d'intégrales où il ne paraît plus explicitement, mais où s'introduit, à sa place, le potentiel direct /rt/m. Les valeurs (25) de m, îï,w [p. 65 j peuvent s'y écrire, en tenant compte de (170) [p. 268],
iP
/rdm , V ■—- — -- i rdm , dyrkj
- — — I nm -f- i? I Ta
yGoosle
el la dilatation cubique H y vaut, par suite,
du dv dw II. d /" .
(176) ^- -H _ ou 0 = -J— — - A^ / rdm.
dû! dy di A -)- (t rfï ^
Admettant actuellement que, dans ces expressions de «, «J, îi', 9, le potentiel/rf^OT soit relatif à une masse ftnie quelconque, portons-les dans les trois relations suivantes, qui sont les équations indéfinies générales de l'équilibre d'un solide élastique, bomogène et isotrope, quand il est soumis dans son intérieur à des forces extérieures ayant par unité de volume les trois composantes X, Y, Z, fonctions données de x, y, z :
dy
Il viendra de suite, en tenant compte, dans la troisième équation, de la formule (171) fp. 269] :
Ainsi, le premier type, (175) ei (176), de valeurs obtenues pour les déplacements u, v, n- et pour la dilatation 0, saAûfait aux équations indépmes de Véquilihre quand le corps élastique est soumis dans sa masse à des actions extérieures dirigées suivant l'axe des z, pourvu qu'on prenne la densité ? de la matière fictive/ dm égale partout au produit de ces actions, rapportées à l'unité de volume, par le fadeur cons-
tant - — n~W\- 8 TT (i [a -H 2fi)
Il est de plus évident que ces expressions (175) de w, îj, iV deviennent, comme dans le cas où la masse iiciive/dm se réduisait à une couche mince, de l'ordre de petitesse de — à de très grandes distances ■c de l'origine.
62. — Forme encore plus générale d'intégrales des équations de l'équilibre d'élasticité , à laquelle ce premier type généralisé conduit, et gui comprend m.ême le deuxième type non généralisé.
Les intégrales (175) n'auront pas besoin d'être généralisées davantage pour l'usage que nous en ferons ici. Mais il n'est peut-être pas inutile, en vue d'autres recherclies à tenter ultérieurement, de savoir ce qui arrive quand on y remplace le potentiel àiîeci/rdm par une fonction quelconque 'f de X , ^ , ^ , c'est-à-dire quand on pose
etj par suite,
(176 bis)
Alors les deux premières relations (177) se réduisent à X = 0, Y = 0, tandis que la troisième devient
(178 «,) Z = -ti^^ 4,4.,.
On satisfait donc aua) équations indéfinies de V équilibre far les valeurs (175 Ms] de u, v, w, pourvu que les actions extérimres s'exerçant sur l'unité de volume du corps soient parallèles à une même direction, prise pour celle des z, et qu'elles aient Vexpression (178 bis).
On y satisferait aussi, dans des cas de forces extérieures de direction variable, en supe?yosant à ces valeurs de
u, V, w dcttx autres solutions aimlogues, mais ov, le rôle de la coordonnée z serait rempli soit par x, soit par y.
li est aisé de reconnaître que les deux premiers types d'intégrales étudiés au § Il et au n" 42 [formules (33), p. 68, (36), p. 1% et (138), sauf la dernière ligne, p. 192] rentrent dans la forme plus générale (175 his), (178 bis), prise avec Z = 0 et, respectivement, avec
»f étant une fonction (définie à la fin dn n° 12, p. 60, pour le cas où il s'agit de potentiels logarithmiques ^) , telle , que l'on ait i^^ = "• l'*ar suite, toute combinaison, linéaire des deux premiers types non généralisés, celle qui représente, par exemple , l'effet de pressions normales quelconques exercées à la surface d'un sol élastique, est aussi comprise
dans la même forme (175 bis), avec u =2 — — "^^i-, où
T et ï^.| désignent deux fonctions ayant leurs paramètres ij, nuls.
Quand on connaît Z, la formule (178 bis) devient une équation aux dérivées partielles que doit vérifier la fonction ». Comme cette équation est du quatrième ordre, y pourra satisfaire en outre, sur toute la surface du corps, à deux conditions définies distinctes. S'il s'agit, par exemple, d'une plaque indéfinie, ayant pour faces les deux plans
et sollicitée uniquement sur ces faces, on pourra demander: 1° que les composantes tangentielles des pressions extérieures qui s'y exercent,
(178 tor) {
soient nulles, c'est-à-dire qu'on ait, en se bornant du moins aux cas où les dérivées secondes de f doivent s'annuler pour X &iy infinis,
2'' et que, de plus, les composantes normales des mêmes pressions (évaluées positivement quand elles sont dirigées vers l'intérieur de la plaque)
vaiilentrespectivement deux fonctions données deœetdeg/. En faisant Z =o, posant œ = ']j s '-i-/-^,dz, où ^ et <{ji désigneraient deux fonctions ayant leur ij nul, et décomposant la solution générale endeux autres plus simples, dans l'une desquelles t}j, iJjj seraient des fonctions impaires de z et les valeurs de p^ pour ^ = :t « égales et de signes contraires , tandis que, dans l'autre, 4', ^i seraientdes fonctions paires de 3 et les valeurs de^^ pour 5 = :^ a égales et de même signe, on parviendrait peut-être à résoudre cette question, de la plaque indéfinie sollicitée normalement sur ses faces, de manière à y dégager quelques lois saiâissables. Lamé et Clapeyron l'ont traitée, à la suite du problème concernant l'équilibre d'un solide limité par un seul plan indéfini ('}. Mais ils y ont employé des solutions simples analogues à celles qui leur avaient servi pour ce problème ; de sorte que, obligés d'en superposer une quadruple infinité, c'està-dire de les engager sous quatre signes d'intégrations définies en déterminant leurs coefficients infiniment petits par la formule de Fourier, ils n'ont pu déduire rien d'intéressant de leurs intégrales .
(*) Sur l'équilibre intérieur des solides homogènes ( Savants étrangers de l'Académie des Sciences de Paris), t. IV, p. 5i3 à 5K.
Peut-être, quoiqii'il s'agisse seulement d'effets locaux, c'est-à-dire s 'évanouissant aux distances infimes de l'origine, l'influence simultanée des deux faces compliquet-elle la question au point de la rendre esssentiellemcnt rebelle à toute simplification importante, du moins dans le cas général où, pour w ei'f/ finis, l'état physique est censé varier aussi rapidement suivant les a; et les ^ que suivant le sens normal des z et où, par suite, l'on ne peut pas employer les équations ordinaires de l'équilibre des plaques dites minces (').
(*) Sur MB type presque évident d'intégrales des équations indéfinies de l'équilibre d'élasticité , gui comprend tous ceua dont il est tiré parti dans cette Étude. — Je m'aperçois au moment de l'impression de cette feuille ( 12 juillet 1883) qu'en superposant trois solutions analogues à (175 bis) , de manière à en eomposeï' une nouvelle symétrique en a:, y, a, les valeurs trouvées alors pour «, V, w donnent l'idée du type très général
3 satisfaisant respectivement si
et oii H est une fonction auxiliaire, vérifiant l'équation
i.+2/i . tr _ 'J^aA tiA^B diaÇ 1-^ II. dx dy ds '
Or, on serait arrivé de suite à ces foi-mules (o), (a'), (a") , si , partant des équations (1T7) [p. 277], on s'était proposé de les vérifier par des valeurs, (h), de u. v, it>, formées, au moyen de quatre fonctions A, B, C, H, comme le sont, dans (ITT), X, Y, Z au moyen des quatre fonctions — y-u, — ,« «, — f« w, (i -i- ;>) e, et oii la quatrième fonction H serait liée aus trois premières A , B , G par une relation analogue à celle qui existe entre fl et u, u, w. Par conséquent, dans un cours sur la tiéorie de l'élasticité, on pourrait donner le système d'iutégrales {a), (a'), (n"), dont la vérification est immédiate , aussitôt après avoir démontré les équations indéfinies d'équilibre (177). On en déduirait ; 1" le type (175 bis), en prenant
A = o, B=;o, G= -: y, H = -p ; 3" le type (0 [p. 198], qui comprend tous
ceux que nous avons utilisés dans les §§ précédents de co mémoire , en posant is (A, B, C) = (', ;3, ;-), et H = 3 *, oii '1> désignerait une fonction telle, que l'on
eût dï * = o, c'est-à-dire ij H =2 — .
Gènèralisaiion des deuxième et troisième types
Après cette digression sur un problème étranger au sujet du mémoire, passons au second type d'intégrales :
d-^ d-^ d'il /~dm
dn) ' rfy ' dt ^ f '
I oà if- ^ / log iï — 2j -I- r) dm.
On en déduit, vu la formule (174) [p. 273], (180) e= à^-p=4K: r ;.d^.
Or, ces valeurs de m, v^ w, 0, portées dans les éfiuatious (177j [p. 277] , les réduisent à
Donc, le second type satisfait aux équations indéfinies de Véqwilibre, quand les composantes X, Y, Z de Vaction extérieure sont les dérivées partielles respectives d^une même
pdz, nulle en dehors d'un
certain cylindre ayant ses génératrices parallèles aux z, et gui, à l'intérieur de ce cylindre, s'annule également pour les ■valeurs positives assez grandes de z, tandis qu'elle tend vers certaines limites, ou ne dépend plus que de x et y, pour les valeurs négatives très grandes de z.
Ce type se distingue du premier, surtout en. ce que les composantes X, Y de l'action extérieure subsistent en général, du côté des z négatifs, jusqu'aux plus grandes distances du plan des xy^ où elles sont proportionnelles
aux dérivées en a; et en g/ de I pt^^^ouàcellesde I T.dz.
Ce n'est que dans le cas où toutes les forces Z appliquées le long d'une même parallèle aux ^^ se neutraliseraient exactement, ou auraient du moins une somme invariable d'une parallèle à l'autre, que X et Y s'annuleraient pour ^= — x . Les expressions (179) de u ai v restent également finies quand, pour a? et y constants, on y fait tendre^ vers — oo ; et elles ne s'annulent même pas, comme X et Y, en dehors du cylindre circonscrit à la masse fictive, /(^ m, avec des génératrices parallèles aux z. Pour le reconnaître, il suffit d'observer que le produit de^ — z^-*. r par z^ — z-i-r égale r^ — {zi — zf, c'est-à-dire {x — Xtf -t- (y — yj^, et de remplacer en conséquence, dans (173) [p. 272], le facteur — — — . Il vient
hf + (y — yi)^
ou à fort peu près, pour Zi — z très grand et par suite sensiblement égal à r.
(182) » = ^Sl^~% +'
[y—Vi]
Cette quantité est indépendante de z et, si l'on suppose x &i y assez grands oux-mêmos, vaut sensiblement
-7 ; ( dm,. La composante w = / — se trouvant d'aii-
leurs négligeable en ces points, on voit que le déplacement total y est, à peu près, en raison inverse de la distance à
l'axe des z et de même sens quo les rayons émanés perpendiculairement de cet axe.
Observons encore que la dilatation cubique, 6 = 4-^ / p dz, ne s'annule, à l'intérieur du cylindre circonscrit à la masse fictive/rfm , que dans l'espace compris , du côté des z positifs , au-delà de cette masse , espace auquel nous nous bornions dans l'étude d'un milieu limité par un plan.
Enfin, le troisième type, le seul où la dilatation cubique reste identiquement nulle.
transforme Us équations indéfinies (177) de l'équilibre en celles-ci :
[IS^Ms] X^iT.ix-— 1 pdî, Y = — 4Tru;— / ,.(iz, z = 0.
Il les vérifie donc quand les actions extérieures appliquées au solide sont partout parallèles au plan des xy et qtoe
leurs composantes 'K, Y satisfont à la condition-^ — \---- = o.
Comme pour le type précédent, les valeurs de X, Y, u, v ne s'annulent généralement pas à l'infini, du côté des z négatifs.
04. — Application du premier type au problème de l'équilibre d'un solide indéfini, sollicité dans une étendue finie par des forces extérieures quelconques et maintenu fi_xe en ses points
Proposons-nous seulement d'étudier l'éqiiilibre d'un solide indéfini, sollicité, dans des espaces restreints, par des forces extérieures quelconques X, Y, Z s'exerçant sur
sa masse, et maintenu fixe en ses points infiniment éloignés des régions d'application de ces forces extérieures.
Il est clair, pour les mêmes raisons (exposées à la fin du numéro 10 , p. 53) que dans le cas d'un milieu limité par une surface plane sur laquelle s'exerçaient des pressions d'une valeur totale finie, que les forces élastiques et les
déformations corrélatives seront de l'ordre de — j à de très
grandes distances x. de l'origine, et aussi que, par suite, les
déplacements u. v, w s'y trouveront comparables à — . Il y
aura donc lieu de joindre aux équations indéfinies (177) [p. 277] les conditions. (3) [p. 53], spéciales aux valeurs très grandes de i.
D'ailleurs, grâceàces conditions (3), les valeurs de ««, v^w seront entièrement déterminées. On le reconnaîtrait par la méthode suivie au n" -U (p. 54); ot, cela, sans même avoir
besoin d'y dédoubler les termes tels que (). -\- ;j.) -j- en deux
parties, X-r- et jj^ -i-, et puis de traiter de deux manières ■^ ' aee m
différentes ces deux parties, comme on y était obligé à raison des conditions spéciales concernant la surface ^ = 0 , qui remplaçaient , du côté des z négatifs , les conditions bien plus simples (3).
Or, les expressions {I75)et{176)[p.276] de m, î), w, 9 satisfont justement à ces conditions (3), ainsi qu'aux équations indéfinies, du moins quand les forces extérieures doanées se réduisent à leur composante Z et qu'on attribue à la densité a de la masse fictive Jdm la valeur résultant de la dernière formule (I78j .
Donc, elles constitueront pour ce cas la solution unique du problème ; et l'on aura l'intégrale générale demandée^ en leur superposant les valeurs qui correspondent à deux autres solutions pareilles, déduites de celle-là par la permutation de l'axe des z contre l'un ou l'autre des axes des m ou desy et par la substitution de X ou de Y à Z.
A cet effet, appelons X^, Yj, Zi ce que deviennent X, Y, Z pour l'élément de volume i^ss dont les coordonnées sont Xi, yi, 2i. De plus, souvenons-nous que l'on a d'après (178) [p. 277], dans la solution partielle (175) et (176),
■ 8.f(),*2ri
Z, dis,
et aussi , que, \/rdm égalant 2 / — , ces fonnules (175) et (176) peuvent s'écrire ;
u = ( ( ^ — Z, i/ffi ,
"^sïJ (-2irT¥;;)^'*ïj'*''
(184) { 1 ^-,z, ). + ,i dtr\ ,
"^mj IT-2P + 2H-) '^i '
TT
La solution générale sera ;
{185)-' 1 ^rZj X-t-|x (// dr ^, * ., '^'""ll 7 1 jy — __- f __l i — — X, - — H Y, — hZ, — kra,
1 » = 4i;(ïW/(^' -Sf * ^' ^ * ^' ^) *■
Mais iornons-nous, pour plus de simplicité, au cas où toutes les forces extérieures sont parallèles à une même direction, prise pour celle des z, et appelons F la résultante
de ces forces, (^F = Zj (^ s celle d'entre ellea qui s'exerce sur l'élément de volume, dfs, dont ?• désigne la distance au point quelconque [x, y, z) pour lequel on évalue les déplacements w, V. tv. Les formules (184) suffiront évidemment, et elles donneront
j __ — 1 \-^i>. dYrd¥ _ — 1 ?- -i- H. (lyrdF
- 2 il dz^
MM. William Thomson et Tait, aux numéros 730 et 731 de leur beau Traité de j^hilosophie naturelle, étaient parvenus par une autre voie, beaucoup plus pénible, à la solution du mèmeproblème.Ils avaient obtenu, par exemple, au lieu des formules (186), celles-ci,
_/ d-œdî
(187) ^ ^^ _ A-i-jt /-
Sij dt
qui sont bien moins simples, mais qui reviennent au même lorsqu'on y exprime les dérivées de — en fonction des dérivées de r, en observant aussi, .par exemple, que
J^ — È^- ('^— ^i)(^— gj) _ _ d'-r r dx âi '/■■' dm du
et que
65. — Autre manière d'arriver aitw mêmes résultats , par l'emploi immédiat de potentiels directs et inverses.
C'est une méthode différente de celle que je viens d'exposer qui m'a fait découvrir les expressions générales et simples (185} de u, v, w, 0. Voici en quoi elle consiste.
J'avais remarqué d'abord que les équations indéfinies (177) [p. 377] se simplifient en posant
( A^^^xJ r
OÙ X,, Y,, Zi désignent ce que deviennent X, Y, Z quand on y met pour a;, y^zies coordonnées Xi, yi, ^i de l'élément de volume quelconque rffs. En effet, l'équation de Poisson,
(169) [p. 268], donne, par exemple, i» fx^ ~ = — 4TrX :
en sorte que la première (177) devient {}. + ;^) — -h i,-. A^ a = o ,
ou
Le paramètre ij des deux membres est, par suite,
A i K = ?--H^>^M ^ ^ \i. dx
Or, une valeur de A^ 9, bien connue, ■
1 /(^S dJ dZ\
190 ia e = — - -^ -7- -H V- -^ -;- .
^' l-^%}).\dx dy dz r
so déduit de l'addition des trois équations (177), préalablement différentiées en a;, ^, z. Il vient donc l'équation indéfinie en œ :
11 JX H- 2 [i) (/a: V d^, dy dz /
En outre , u devant être de l'ordre de — à de grandes distances x, de l'origine et le potentiel l Xi — se trouvant aussi, dans le môme cas, comparable à — ^, la première
relation (188) montre que a est, de même, de l'ordre de — pour ï. très grand .
Cette condition, jointe à l'éqnation indéfinie (191), détermine complètement a. En effet, l'on reconnaît aisément, toujours par la métliode suivie au n" 11 (p. 54}, que lorsqu'une fonction continue des;, y, z doit devenir, pour % très grand, incomparablement plus petite que t^â", il suffit de connaître son paramètre A^ en tous les points [x, y, z) pour qu'elle soit déterminée('). Donc, la formule (191), qui définit en a;, y, z le paramètre A^ d'une fonction, Aj a, dont l'ordre
de petitesse est celui de ~ pour t très grand , détermine
parfaitement A^ a en tous les points de l'espace ; et celle-ci, A^ a, détermine ensuite de môme a.
Or, la propriété (171) du potentiel direct [p. 269] montre qu'on satisfait à l'équation (191) en prenant k =J^Td'^, si l'on a soin de poser
) -.- ,1 ^ lâX. dN. d7..\
p [Xi, ^i, i^] =^ — -
8 Tt |j. (). -I- 2 "■) dx^ \ d^i (%) ce qui donne
X -H ^ f d /t?Xj (/Yj
1 + 2hJ '
8 j: it [X -H 2 il) __J i&i \ (&i d1/^
D'ailleurs, comme un potentiel direct peut se différentier trois fois sous le signe /, la formule de réduction (166) [p. 265] montre qu'il sera permis de débarrasser le facteur Xj, Yi ou Zi, dans chacune des trois intégrales en lesquelles
(*) On verra au n° 24 de la Nofe II, apvès la formule (164), qu'il en est ainsi dès que la fonction dont on donne le paramètre ûj s'annule aux distances infinies.
le second membre de (192) se dédouble, des deux différentiations qui l'affectent, pour différentier, à la place, l'autre facteur, r, en x, y ou z. Alors l'expression de a devient
et elle est bien de l'ordre de — quand t grandit indéfiniment ; car les dérivées secondes de r qui y paraissent sont du degré — 1 par rapport k Xi — ^, ^i — ■ y, ^t — z, r.
En portant l'expression (193) de « et les expressions analogues de jB, 1' dans les relations (188), on obtient bien les formules générales cherchées (185) de u, 9,w.
Quant à l'expression de 6 , on la déduit des valeurs de u, y, w en observant que celles-ci, formées au moyen de deux différentiations effectuées sur des potentiels directs, peuvent être encore différentiées une troisième fois sous le signe/. Il vient, de cette manière,
(/y di
OÙ le second membre se réduit bien à l'expression (185) de 9, si l'on substitue à ^r sa valeur connue — .
On pourrait aussi, dans cette expression (185) de 9 , remplacer les différentiations du facteur — par des différentiations en iCi, 3/1, Zi portant sur les facteurs Xi, Y„ Z,, qui ne dépendent que de ces variables. Il viendrait
' ■' "47t(X-h2[x)_/ \l^^'^ ~dfi'^irj^'
On vérifie aisément que celte valeur de 9, différentiée de même par rapport à ic en n'y faisant varier sous le signe/ que le lacteur entre parenthèses fonction de Xi, est bien ce qu'il faut pour que l'expression (192) de « rende identique l'équation (189). La formule (192) donne en effet, si l'on se
rappelle que ^^r = — ,
^ " ~ "~ 4 Tt il (X -1- 2 |i) ^ Ix^ \dœ^ '^ 'df^ ~^ 'd^ j ~ ' ce qui est bien le produit de la dérivée en x de (194) par
66. — Déplacements, déformations et pressions i'nièrieures que fait naître une force, appliquée à un solide en un point très . éloigné de sa surface , quand cette surface est maintenue fixe .
Supposons que Faction extérieure, dont les composantes sont X, Y, Z par unité de volume, s'annule partout, excepté dans une très petite étendue d'si autour de l'origine, et qu'on ait choisi l'axe des z suivant le sens de cette force. Les formules (186) [p. 287] seront donc applicables; et l'on
pourramêmeyréduirelesintégrales/î'f^F, ( — àunseul
de leurs éléments, savoir, à celui pour lequel x-^ = 0,^1== 0, Zi = 0. Par conséquent, dF désignant la force totale donnée, on aura
dF l-t-i^ d^r dF X -I- n d^r
4 rr ;i 2 (X -t- 2 |i} dmdl^' 4tuii 2 [X -h 2 [i) d7jdi'
I _ dF l^ il rfV d¥ 1
^^^ ' 1 » — — -^ 2(J,-4-2ia) ~d^ "^ 47rii "r '
yGoosle
Il suffit d'appeler dm- la constante ■ —~ -— , pour que ces
expressions de u, v, m deviennent identiques à celles , (47) , que nous avons étudiées aux numéros 19, 20 et 21 [p. 82 à 92). On aura donc, tant pour les déplacements, que pour les déformations et les pressions intérieures correspondantes 9, g. N, T, aux divers points du corps, les lois qui ont été exposées dans cette partie du mémoire. Seulement, si a continue à mesurer, sur tout un demi-plan méridien mené suivant l'axe des z et limité à cet axe, l'angle d'un rayon vecteur r avec les.^ positifs, cet angle variera ici de
zéro à ît et non plus seulement de zéro à -^. Mais rien ne
sera changé, ni aux raisonnements, ni aux calculs. Il est donc inutile de revenir sur les lois simples que nous avons démontrées à cet endroit pour des couches demi-sphériques, et où il suffit de substituer, dans les énoncés, des sphères entières à des demi-sphères, comme nous l'avions, du reste, 'déjà remarqué, sous une forme analytique, quelques lignes avant la formule (50) [p. 85]. Rappelons seulement, parmi ces lois, les suivantes, en les appliquant au cas actuel :
r Toule couche spkérique matérielle, décrite avec un rayon quelconque r autour du point d'application de la force dY comme centre, se transporte dans le se^is de cette force, tout en conservant sa forme et sa grandeur, d'une
quantité, 2 rr = -r , proportionnelle a Ihnverse
de son rayon et à la force d F : son centre de gramté avance dans le même sens, mais seulement (form. 51) de la fraction
~ — — de la quantité précédente dont se déplace son centre
de figure . vu que la matière de la couche glisse un peu vers V arrière;
2" MaAs, si le centre de gravité de cette couche reste ainsien arrière du centre de figure, d'une quantité égale à la fraction
-. — de ce dernier, par contre,
4Tt[j.r ' -^ '
le centre de gravité de la sphère massive qw' entoure la couche se porte un peu en avant du même centre de figure^ savoir^
d'une quantité égale à la fraction ^, — j — 1 = ^rr- — jr~, de ce déplacement -7— ;
■^ 4jr[l}- '
3" L'effort extérieur dF se transmet, de chaque couche sphérigue, dont r désigne le ra^on, à la couche sphérique suivante, de rayon r -^ dr, sous la forme d^actions se composant-, par unité d^aire, 1° d^uti^ pression normale,
, — r-- — , qui est en raison inverse du carré de la
distance r aupomt d'aj^lication de Veffort extérieur et en raison directe de la projection, dF cos a, de cet effort sur la normale à l'élément considéré de couche sphérique, 2° d'une
force , r-~— -; — r , partout de même sens que l'effort eœté- ' X-(-2[j. 4itï-^ ' -^ ■' "
rieur d F, proportionnelle à cet effort, et inversement proportionnelle, comme la première, au carré de là distance, mais constante sur toute Pé'tendue d'une même couche.
Lorsqu'on cherche la pression totale qu'exerce la oouclie de rayon r (et dont la surface est 47t7'*) sur sa voisine, cette seconde force donne d'abord, pour sa part, une
somme égale à ■ ^ ■ dF. Quant à la première, elle
équivaut évidemment , sur une zone élémentaire de rayon raina et de largeur rda, à une force dirigée suivant l'effort d F et exprimée par
i -I- |i <^F (fco3'«
Il ne reste donc plus qu'à intégrer ce résultat entre les limites et = 0 et a — 71, ce qui donne
le total obtenu au précédent r
sorte, pour la pression transmise en tout par chaque couche à sa voisine, une valeur égale à celle, dP, de l'effort extérieur exercé au centre, comme l'exigeait é^'idemment l'équilibre de la sphère matérielle qu'entoure la couche considérée.
Terminons par cette remarque : pour obtenir les mêmes déplacements m, v, w que dans le cas, étudié aux numéros 19, 20 et 21 , d'un corps limité au plan des xy et in défini seulement du côté des z positifs, il faut appliquer une force,
d'F = 8t.ii. î^OT, double delà pression t?P, donnée par
(4G) [p. 82], qu'il suffisait d'exercer sur la surface du milieu limité. Cette circonstance est due à ce que la matière située du côté des2 négatifs résiste aux déformations précisément autant que celle qui est du côté des z positifs. En effet, les
formules(195)[p.291],oùr=\/'^a:^-+-g/*-(-2*est une fonction
paire de z, montrent que u et y changent simplement do signe quand on y met — z pour z, tandis que iv reste le même. Donc, les déplacements produits d'un côté du plan des X y sont, par rapport à ce plan, les symétriques, changés de signe, de ceux qu'on observe de l'auire côté ; d"où il suit que , si l'on considère les deux faces , « = ;!: e , d'une couche mince taiUée dans le milieu suivant le plan des xy, l'une d'elles supporte des pressions précisément égales et contraires aux symétriques de celtes qui s'exercent sur l'autre. C'est dire que la composante toute entière, — c/P, suivant les z positifs, des pressions exercées sur la face 2 = eaux environs de l'origine, est égale à celle des pressions qui s'exercent sur l'autre face z=- — e. Or, l'équilibre de la couche mince exige que leur somme. — 2 (^ P, jointe à la force extérieure t? F appliquée à la couche, donne
un total nul. Il vient donc (/P =-—; en sorte que, si l'on
anéantissait la couclie sans changer l'état de la matière qui est du côté des z positifs , il faudrait appliquer à celle-ci ,
dans le sens des :2, une pression. rfP= — , égale à la réaction qu'exerce la couche mince, et moitié de la force extérieure donnée d F .
i viii. — sdr les perturbations locales dans la '.
l'Élasticité, et sdr la possibilité, pour le géomètre, de
REMI'LACER DES FORCES DONNÉES, s'eXERÇANT SUR UNE
PETITE PARTIE D'UN S0I,IDE, PAR d' AUTRES FORCES
STATIQUEMENT ÉQUIVALENTES, APPLIQUÉES
EN TOUS SENS
67. — Des pertvA-bations locales dans la théorie do l'èlasHcitè.
Dans les applications les plus usuelles et les plus intéressantes de la théorie de l'élasticité, telles que celles qui se rapportent à l'extension, à la flexion ou à la torsion des tiges et des plaques, les forces extérieures les plus considérables s'exercent sur des parties restreintes des corps, généralement vers leurs extrémités ou près de leur contour; et, cependant, leurs effets les plus importants pour le géomètre, le physicien et l'ingénieur sont ceux qu'elles produisent à des distances notables de ces parties, c'est-àdire sur l'ensemble des corps qu'elles déforment.
Pour plus de précision, considérons une tige élasiique, fixée par une de ses extrémités, tandis que l'autre supporte diverses acLions extérieures. Ces actions, aux endroits mêmes où elles sont appliquées, produisent des déformations très complexes, variables suivant que la tige est sollicitée au moyen de tenailles, ou d'autres tiges sondées à la première, on de liens de différente nature, etc. Leurs effets, dans cette région même d'application, se trouvent donc sous la dépendance de trop de circonstances accidentelles, pour
obéir à des lois simples et pour qu'on ait senti le besoin de leur donner des noms spéciaux : ce ne sont, à proprement parler, ni des extensions, ni des flexions, ni des torsions, ni même des déformations réductibles à celles-là. Mais l'espérience prouve que les phénomènes se simplifient, se régularisent, à quelque distimce de l'extrémité considérée; et qu'ils cessent d'y varier avec le mode de distribution ou d'application, à cette extrémité, des forces extérieures qui les causent, pour ne plus dépendre que de la résultante et du couple auxquels elles équivalent au point de vue des quantités totales de mouvement et des moments. Ce sont les effets généraux dont il s'agit, s'étendant à la plus grande partie de la tige, c'est-à-dire là où l'état physique est presque le même pour deux tronçons consécutifs d'une longueur comparable aux dimensions transversales , que tout le monde qualifie d'extensions , de flexions ou de torsions , et qui obéissent à des lois accessibles , démontrables par la science. Au contraire, les déformations exceptionnelles, non débrouillées jusqu'à présent et dont l'ensemble nous échappera peut-être toujours, qui se produisent dans une petite étendue comprenant la région d'application, peuvent être appelées très justement des perturbations locales, comme nous l'avons déjà fait au numéro 47 (p. 216) .
On conçoit que de pareilles perturbations locales doivent naître dans une infinité de cas, par exemple, sur le contour d'une plaque mince, où chaque petite partie du bord, de dimensionsen tout sens comparables à l'épaisseur, est généralement la région d'application d'un groupe de forces extérieures. En attendant qu'on parvienne à les calculer (si cela doit arriver jamais), les physiciens et les ingénieurs, faisant abstraction des parties où elles se produisent, admettent, implicitement ou explicitement, qu'il est permis de remplacer chaque groupe de forces extérieures, dans sa propre région d'application, par un autre, ayant même résultante et même moment total, choisi de manière à annuler les perturbations, c'est-à-dire de manière à faire
que le mode simple de déformation qui est produit à quelque distance s'étende jusqu'à la région même d'application. D'ailieurs un mode de distribution des actions extérieures felj ou n'entraînant aucune perturbation locale, existe toujours dans les tiges et les plaques: car il s'y produit à quelque distance de leurs extrémités ou de leur contour, là ,où les déformations et les pressions varient, d'un point à l'autre, beaucoup plus lentement suivant les sens de leurs grandes dimensions q\ie suivant les sens des petites ; et il suffit, pour le voir réalisé jusqu'aux limites mêmes du corps, de détacher, par la pensée, un court tronçon à chaque bout de la tige ou une bande annulaire étroite sur le bord de la plaque, puis de remplacer les bouts ou le bord réels par les bouts ou le contour fictifs contigus aux parties ainsi soustraites. Et les ingénieurs ou physiciens se croient d'autant plus autorisés à modifier de la sorte, dans leurs calculs, les divers groupes de forces extérieures, que chaque groupe ne leur est d'ordinaire connu que comme une force unique ou un couple unique, c'est-à-dire par sa résultante et son moment total, à quelques vagues notions près sur son mode de répartition .
Or. changer ainsi un groupe donné de forces en un autre, statiquement équivalent, s'exerçant sur la même partie d'im corps, c'est superposer à ce groupe, comme on sait, de nouvelles forces appliquées à la région considérée et qui s'y fassent équilibre à elles seules. La légitimité d'un tel procédé, dans les limites où on l'emploie, suppose donc le principe suivant, dont l'exactitude est nécessaire et suffisante pour le justifier :
Des forces extérieures, qui se font équilibre sur un solide élastique et dont les points d'application se trouvent tous à intérieur d'une sphère donnée, ne produisent pas de déformations sensibles à des distances de cette sphère qui sont d'une certaine grandeur par rapport à son rayon.
Ce principe est aussi évident que les autres sur lesquels s'appuie la théorie mathématique de l'élasticité ; car, par le
fait même que les forces dont il s'agit ne tendent à imprimer aucun mouvement d'ensemble, ni de .translation , ni même de rotation, à la matière comprise dans la sphère où elles s'exeroent,mais seulementdes tiraillements en sens opposés, les diverses parties de cette matière transmettront dans d'égales mesures à celle qui les entoure des déformations contraires, et qui seront égales ou se neutraliseront si elles peuvent être censées provenir du même point, c'est-à-dire si la distance où l'on est de la sphère donnée se trouve notablement plus grande que le rayon de cette sphère.
L'observation ne peut donc manquer de confirmer une loi aussi naturelle, sans laquelle les corps élastiques n'offriraient à l'étude que des phénomènes d'une complication infinie. M. de Saint- Venant, qui en a signalé Timportance dans la théorie des tiges ou barres, l'a justifiée par une expérience aussi simple que concluante. Il lui a suffi do pincer entre les doigts une bande de caoutchouc , en tirant en sens contraires, et normalement à l'axe longitudinal de la bande , deux parties correspondantes do celle-ci, situées respectivement sur l'un et l'autre bord, l'une en face de l'autre, ou symétriquement par rapport à l'axe longitudinal. C'est à peine s'il en résulte des déformations visibles à une distance des points d'application égale à la largeur de la bande, même quand la traction va presque jusqu'à la rupture.
Toutefois, quelque incontestable que soit ce principe, et quelque nécessaire qu'il doive res ter toujours pour permettre d'arriver à des lois approchées simples dans les problèmes usuels, il serait à désirer , non seulement qu'on le démontrât analytiquement en le déduisant des équations générales de la théorie de l'élasticité, ce que je n'ai fait que pour les tiges longues dans mes Études insérées en 1871 et 1879 au Journal de Mathématiques ptres et appliqués ('), mais
(*) Ma démonstration a été reproduite par M. de Saint-Venant dans une des notes de son édition de la Théorie de l'Élasticité, An Clebach (Note finale du
encore qu'on pût soumettre au calcul les perturbations locales et reconnaître avec quelle rapidité elles décroissent lorsqu'on s'éloigne des régions où elles siègent. Or, telle est justement la question à laquelle les formules obtenues dans ce mémoire permettent de répondre; au moins pour certains cas, dont nous avons rencontré des exemples aux numéros 26, 28 et 43 (p. 112, 119 et 196). Je me propose de traiter ici le plus intéressant de ces cas, dont il n'a pas encore été question, d'en rappeler quelques autres, et de rapprocher les résultats auxquels nous parviendrons de ceux qu'avaient déjà obtenus en 1867, aux n^^ 724 à 729 de leur Tndté de philosophie naturelle, MM. William Thomson et Tait, à propos des couples de torsion s'exerçant sur le contour des plaques.
68. — Perturbations causées par deux forces égales et contraires s'eœerçani à l'intérieur d'un milieu solide indéfini.
Le cas intéressant de perturbations locales dont il s'agit est celui qui se présente quand on suppose appliquées, en deux points voisins pris à l'intérieur d'un solide élastique indéfini, deux forces égales et directement contraires. On sait que toutes les transformations usitées dans la statique classique des solides reviennent à admettre que deux forces pareilles n'ont aucun effet ; car le principe de réduction . qu'on y emploie consiste à déplacer les forces le long de leurs droites d'application, ou à diviser ces droites en petites parties et à appliquer à chaque point de division deux forces égales et contraires, dontl'une est censée détruite par la force opposée appliquée au point de division précédent ou à la première extrémité de la droite. Ainsi, le problème abordé ici est l'étude, pour le cas d'un solide élastique indéfini, des perturbations que néglige la mécanique classique dans chacune des réductions qu'elle effectue.
On le résout simplement, en superposant aux déplace-
menls u, v, îd que représentent les formules (195) [p. 291], et qui sont dus à une force d¥ s'exerçant à l'origine dans le sens des z, les déplacements pareils que produirait une force égale et contraire, — (?F, appliquée le long de l'axe des z négaiifs à une distance très petite de de l'origine. Pour faciliter le calcul, on peut concevoir que la force — d¥ s'exerce la première sur le solide au point dont les coordonnées sont 0, 0, c; en sorte que les déplacements correspondants u^VyW soient représentés par les seconds membres de [195),
pris en signes contraires et avec r = V/^ -^y'^-^{z — cf.
Ensuite, l'on appliquera la force d¥ ^^x point (o, o,c-hdc), ce qui donnera pour déplacements les seconds membres de (195), augmentés de leurs différentielles par rapport à c, ou du produit de leurs dérivées en z, changées de signe, par de. La somme algébrique de ces déplacements et des précédents égalant précisément les déplacements définitifs cherchés u, v, w, on aura :
4u!i 2(Xh
d¥dc -A
|j.] di/de'^ '
■ é-Kfx \2{>.^-2ii;) di^
Ces valeurs, différentiées respectivement par rapport à œ, y, z, puis ajoutées en observant que ^^r = — , donnent l'expression de la dilatation cubique
(196 to) ' '^^'^'
a) dz
Enfin, rien n'empêche maintenant, de supposer c = o, ;st-à-dire r = \/ x^ -\- y^ -\- z^ .
Les formules (196) et (196 Us) représentent donc les effets produits dans le milieu par l'application des deux forces (?F, — d^ s'exerçant respectivement aux points (o, o, de) et (o, 0, o), ou, ce qui revient au même, par une petite translation de de la focce t^F le long de sa direction, saToir, de (o, 0, o) à (o, 0, de).
Effectuons les différenliatlons indiquées dans ces formules, pour les points que contient le pian méridien, des zx, et posons finalement z =r cos a.^x=r sin «, « désignant l'angle, variable de o à ti, que fait avec les z positifs le rayon r mené de l'origine au point [x, z). Il viendra ;
' I X -I- |J. dFdc CûSa
[ 2[i. 47r[X-+-2ri; 1-2
Les déplacements matériels produits par une petite translation de delà force dF, le long de sa direction, se composent donc : 1" d'un transport de même sens, ayant pour
expression r^r — tt-. -^t- -, c'est-à-dire positif en avant de la
force, négatif en arrière ; 2° d'un mouvement, vers le point d'application de la force, qui vaut
2ii 8 TU |i (X ^- 2 [i] r^ ^ '■
Ce mouvement est négatif ou divergent à l'intérieur de la surface conique dont toutes les génératrices sont inclinées sur la force d'un angle (54" 44' environ) ayant pour cosinus
— :: et pour tangente ^2, tandis qu'il est positif ou con-
vergent à l'extérieur de cette surface,
Le long d'un même rayon r émané du point d'application de îa force, les déplacements varient en raison inverse du carré de ce rayon. Par suite, leurs dérivées premières sont
en raîyon inverse de r^ ; de sorte que les déformations et ■pressions intérieures, qui dépendent de ces dérivées, et gui mesurent les perturbations introduites par la translation de la force, décroissent en raison inverse du cube de la distante.
fjg^ _ perluriaiions qui accompagnent l'action d'un couple . appliqué de même à IHnièrieur d'un solide indéfini.
De même que nous avons obtenu les déplacements u, v, w, dus à deux forces rfF, — d F égales et contraires, en différenliant par rapport à z les seconds membres, changés de signe, des formules (195) [p. 291], de même, la différentiation en X de ces seconds membres, ainsi changés de signe, donnera les déplacements produits par les deux mêmes forces dY^ — dV, mais supposées appliquées en deus points de l'axe des x voisins, ou formant un couple d^dc; autrement dit, la différentiation par rapport à x fera connaître les effets introduits par un petit transport latéral d c, dans le sens des x, de la force d F parallèle aux. z. Ces déplacements se trouveront donc inversement proportionnels à ?'■', et les pressions intérieures correspondantes le seront à r''. Ainsi, les effets locaux ou déformateurs d'un confie, appliqué à un solide indéfini, sont aussi peu sensibles, à quelque distance de la région d'application, que ceiix de deux forces égales et exactement opposées.
Quant à l'effet d'ensemble du couple, qui consisterait en une rotation imprimée au solide, il est annulé par la résistance des obslacles immobilisant, d'après l'hypothèse faite, les parties du corps très éloignées de la région que l'on considère. Et il continuerait même à être sensiblement neutralisé par l'inertie du corps, supposé de grande étendue en comparaison de cette région, si les parties éloignées n'étaient pas maintenues fixes ; car il est clair que leurs déplacements effectifs resteraient négligeables, à côté de ceux de la partie directement sollicitée , durant
tout le temps nécessaire pour l'établissement de sou équilibre local.
10. — Ias perkirbaiions doivent décroître et s'évanouir bien plus rapidement, dans les solides allongés ou aplatis.
Il résulte de ce qui précède que les perturbations produites par deux forces égales et de sens contraires, s'exerçant dans un solide indéfini, sont en raison inverse du cube de la distance à la région d'application, dès que cette distance est notablement plus grande que les dimensions delà région d'application elle-même. Nous avions déjà obtenu aux numéros 26 et 28 (p. 112 et 119), une loi analogue, pour les abaissements produits à la surface d'un sol élastique par des pressions et tractions locales qui se neutralisent, Le décroissement de ces perturbations est assez rapide, comme on l'a vu sur l'exemple du numéro 26 [aprèsla formule (89), p. 112]. Mais il le serait sans doute bien plus, si les molécules immédiatement soumises à l'action des forces , extérieures se trouvaient moins gênées dans leurs mouvements, par les molécules voisines, qu'elles ne le sont dans un corps massif, c'est-à-dire, si elles avaient plus de jeu pour obéir librement à l'action des forces et ne pas comprimer ou entraîner la matière qui les entoure. Par conséquent, sans l'extrême solidarité qui relie toutes les parties entr'elles dans un solide dont les trois dimensions sont comparables, ou, ce qui revient au même, sans l'appui que ces parties se prêtent mutuellement pour résister aux causes déformatrices, les perturbations locales seraient beaucoup plus grandes dans les régions d'application, que cela n'a lieu, mais, par contre, elles seraient plus faibles partout ailleurs, et, pour ces deux motifs, bien plus rapidement décroissantes à la sortie des régions dont il s'agit.
C'est précisément ce que montrent les cas particuliers, étudiés au numéro 43 (p. 196), de pressions, nulles en
moyenne, qu'on suppose distribuéeH périodiquement à la surface d'un solide plan indéfini. Si l'on y conçoit le solide divisé en prismes égaux de longueur infinie et dont les bases respectives soient les diverses divisions similaires ou périodiques de la surface, ces prismes auront chacun à siipporter, pour ainsi dire à eux seuls, leurs pressions et tractions propres, vu que tous seront sollicités directement et pareillement. Leur état aura donc quelque analogie avec celui de prismes isolés , et la solidarité des parties interviendra beaucoup moins que dans le cas de pressions n'affectant immédiatement qu'une portion restreinte de la surface. Aussi avons-nous vu, dans ce numéro 43, que la loi du déeroissement des perturbations à partir de la surface y est incomparablement plus rapide : au lieu d'être exprimée par une puissance de l'inverse de la distance ^ à la surface , elle l'est par deux sortes de termes, proportionnels', les uns, à une exponentielle de la forme e"**, les autres, au produit iy.ze~"^. Aussi les déformations et les déplacements sont-ils complètement insensibles dès que la distance z atteint deux fois environ la largeur des divisions de la surface .
Il est donc probable que les perturbations locales décroissent avec un degré pareil de rapidité, c'est-à-dire proportionnellement à des exponentielles plutôt qu'à des puissances de la distance ayant leurs exposants négatifs, dans les tiges et les plaques, composées de tronçons accolés suivant un ou deux sens seulement. En effet, ces tronçons, se comportant individuellement comme de petits solides , massifs, mais très libres les uns par rapport aux autres dans les sens suivant lesquels ils ne sont pas contigus entr'eux , se prêtent à d'énormes déformations de leur ensemble pour de minimes déformations de chacun en particulier.
71. — C'est ce que MM. William Thomson et Tait ont direcie- Tnent démontré pour une plaque sollicitée par des couples de torsion s'eajerçanl sur son cylindre contournant; complément de leur démonstration.
Effectivement , MM. Thomson et Tait ont calculé, au numéro 728de leur JVaîté de philosophie w«^Mrei!/e, les effets, localisés près du cylindre contournant, qne produisent dans une plaque mince certaines tractions sensiblement tangentielles, s'exerçant j aux divers points de chaque génératrice du cylindre, dans des directions à peu près perpendiculaires à cette génératrice ou parallèles au contour, et ne donnant guère en tout, par leurs composantes normales à la génératrice, qu'un couple de torsion, d'une grandeur et d'une composition d'ailleurs arbitraires. Or, ils ont reconnu que ces effets s'expriment par des termes qui décroissent, avec ane extrême rapidité , proportionnellement à des exponentielles comme celles dont il a été question vers la fin du numéro 43 {p. 196). A une distance du bord valant deux fois seulement l'épaisseur de la plaque, tous les termes dont il s'agit se réduisent à des fractions insensibles (pas même 0,002) de leur valeur sur le bord.
La solution de ce problème se déduit des troisièmes intégrales (138) ci-dessus (p. 192),
'ly ' f& ' ' '
quand on y appelle 4* une somme de fonctions, de la forme '^[x, y)cosa^,ayant leur paramètre A^ nul et qui même, à une première approximation , sont réductibles à la forme encore plus simple ^e~''^cos ks, avec k constant comme a .
Prenons la génératrice qu'on veut considérer, du cylindre contournant, comptée à partir d'une des bases de la plaque, pour axe des z, une tangente au bord du cylindre pour axe
des j', enfin, une normale à ce bord, dans une des bases de la plaque,pour axe des se. Si a désigne l'épaisseur de la plaque, les deux bases auroQt pour équations^= o G\.z=a. Déplus, le cylindre contournant, supposé d'un rayon de courbure beaucoup plus grand que cette épaisseur «, se confondra sensiblement avec îe plan des yz sur une étendue, dans le sens des y, très supérieure à a, et son équation approcbée sera ic = o. Enfin, l'état du contour variant graduellement d'une génératrice à l'autre, les déplacements u, v, m el les forces élastiques N, T dépendront incomparablement moins de la coordonnée longitudinale y, que de la coordonnée transversale z, et que de la coordonnée a;, le long de laquelle l'état de la matière varié très vite près du bord.
Ainsi, dang une première solution approcbée, qui est précisément celle de MM. Thomson et Tait, les déplacements u, Vf w, tenus, par hypothèse, de devenir insensibles quand x grandit , ne seront fonction que des deux variables (E,z; et ils devront, pour ^ = o et ^ = a, annuler les composantes Ta, T,, Ng des forces exercées sur les faces z = 0, 2 = a de la plaque, tandis que, pour x=o, c'est-à-dire sur le cylindre contournant, ils annuleront, du moins à fort peu près, les pressions Ni, T2 dirigées suivant la normale et suivant la génératrice, mais donneront, dans le sens de? y, des pressions Tg égales à une fonction donnée de 2, astreinte seulement à avoir sa valeur moyenne nulle. Les expressions approchées de u, v, w, 9 qui satisfont à toutes ces relations etaux équations indéfinies (l)del'équilibre [p. 51], sont
où s désigne une somme s'étendant à toutes les valeurs, supérieures à zéro, du nombre entier i et oii les facteurs ki sont des coefficients à déterminer. En effet, les valeurs (198) vérifient évidemment les équations (1) ; et, de plus,
yGoosle
portées dans les expressions générales des forces élastiques N, T, expressions bien connues qui sont
elles donnent de suite
f Ni = o , Na t= o , N3 = o , Ti = o ,
lTi=-^^*,.- — sic— , T3 = -,.^^.
Or, ces valeurs de T^, T,, N3 s'annulent bien sur les bases de la plaque,. pour 2 = 0 et pour 2 = a. En outre, sur le cylindre contournant ;« = 0, N, et Ta sont nulles aussi, tandis que la traction — T3, exercée du. dehors dans le sens des y, égale bien, comme il le faut, de a; = 0 à œ = (ï, une fonction donnée ■^ f [z] nulle en moyenne , si l'on pose
(200) h = ^ r ^(ï) cos ^ dS.
On sait, en effet, qTie, d'après une formule classique,
/ (^) - - r /■{?) ^'^'^-^ cos ~ r /■(?) Ms ^ di,
relation d'où disparaît même ici le premier terme du second membre, à cause de l'annulation supposée de la valeur moyenne de f(^] entre les limites = = 0, ^ - a.
J'ai observé que les expressions de première approximation (198) renti'ent dans le type
il suflit effectivement, pour le voir, de prendre,
<(> ~ — y -TT-^ e ;r cos — ,
valeur de ^ dont le paramètre différentiel is s'annule identiquement, comme il le faut.
A une approximation plus grande, u n'égale plus zéro dans (201), même quand on suppose nulle la courbure du cylindre contournant aux etivirons ds la génératrice considérée, parce que le couple de torsion change graduellement d'une génératrice à l'autre, et qu'ainsi les coefficients ki donnés par la formule (200) dépendent un peu de y. Mais on peut toujours continuer à poser dans les formules (201), comme a fait M. Maurice Levy (*),
(202) ^ = -5^=p, (<.,y)cos^,
<^i désignant des fonctions de s:; et de y telles, que 4' vérifie, terme à terme, l'équation Aj i|j = o ; ce qui revient à corire
En effet, les expressions (201) de m, ^, m satisferont bien aux trois équations indéfinies (1) de l'équilibre et, vu les formules (lOS &is), aux conditions spéciales aux bases, c'est-à-dire aux relations T^ = o, Ti = o, Ng = o, pour 3 = 0 et £ = a. Et l'on pourra également leur faire vérifier la condition, spéciale au cylindre contournant et caractéristique-dû problème posé, d'après laquelle, sur chaque génératrice, les forces dont se compose le couple de torsion peuvent être choisies à volonté en fonction de z : car chaque fonction y„ tout en satisfaisant dans l'inlérieur du contour donné à l'équation aux dérivées partielles du
(*) Dans uti mémoire , sur la théorie des plaques , inséré au tome de 1^77 du Journal de Malhémaliquas pures ei appliquées, par MM. Liouville et Resal.
second ordre (203), reste assez indéterminée pour être susceptible de recevoir une valeur arbitraire sur toute génératrice du cylindre contournant; or il y a une infinité de fonctions pareilles, permettant d'introduire ainsi, dans l'intégralSj une infinité de constantes arbitraires propres à chaque génératrice, ou qui équivalent en tout, sur chacune, à une fonction arbitraire do z.
Nous venons de reconnaître que les fonctions ^^, à une première approximation , se réduisent aux exponentielles
-r^ e~~^, dans le voisinage de la génératrice prise pour
ase des z et, spécialement, aux divers points du plan mené suivant cette génératrice normalement au contour. Or les formules (201) expriment évidemment , pour les divers points [x, y) de chaque feuillet z = const, de la plaque , des déplacements tangents , dans ces plans , aux courbes 4* = const. , et égaux au paramètre différentiel Aj ^ relatif à ces courbes ; de sorte que la solution dépend uniquement des fonctions de point -Jj ou cp,. trouvées , non des as es des X et des y choisis, et qu'il est permis, en gardant toujours les mêmes fonctions de point tp; , de faire passer successivement le plan des zx suivant toutes les génératrices. On aura donc , à fort peu près ,
[203 bis) fi = -^ e~~ ,
n désignant la distance (qui était x dans le plan y — 6) du point donné (aï, y, z) à la génératrice la plus voisine, et k; une fonction connue [ donnée par (200) J , lentement variable, d'une abscisse courbe s mesurée le long du contour ou caractéristique de cette génératrice.
Avec lès valeurs exactes (201) et (202j de u, v, m, 6, ^, les composantes — Nj , — Tg, — T^ de la pression extérieure exercée aux divers points de la génératrice prise pour axe des z deviennent :
dx dy ^ dsdy a '
' ■''[dx^ dfj ^^\dx^ 'dfi
d.jj dz -^ e i:& «
Les valeurs moyennes de — Nt et — T3 sont identiquement nulles entre les limites 2^= 0, 2= a ; en sorte que les forces — N, dz, — Tgrf^, exercées par unité d'aire le long de la génératrice, équivalent respectivement à deux simples couples. Le second est précisément le couple de^torsion, supposé donné en fonction de ^ ou s, et le premier s'appelle couple de flexion. Celui-ci, dépendant des forces — ■ Ni, dont l'expression (204) contient en facteur une dérivée prise par rapport à y et dès lors très petite, est insignifiant en comparaison du couple de torsion, composé des forces — T3 dont
l'expression contient, à la place, le facteur -71 — /^ ou, sensiblement, ~. En remplaçant la dérivée seconde y— par la valeur —^ ^i, que donne la formule approchée
a, = — -4-e ^. les forces — N, et — T.peuvent donc, ou
i jïTT» ' '■ '
point de vue de leur rémliante et de leur moment total en tous les points d'une génératrice, s'écrire
(205) — N, = o , — Ta = !.. y^
Le moment H du couple de torsion, évalué positivement quand il tend à faire tourner dans le sens de oz vers oy, est
d'ailleurs \ ( — T3) 2 dz. Il vaudra donc
expression évidemment générale , on applicable sans que y soit nul , car il n'y entre que les fonctions -de point tp, j indépendantes de l'axe des y choisi.
D'aulre part, Veffort Pranchant ^= j ( — T9) dz,
exercé du dehors le long de la même génératrice, s'exprinje, d'après la dernière formule (204), par
Comparons celte relation à (206), et observons que, aux environs de la génératrice considérée , les variations de la coordonnée y se confondent avec celles de l'abscisse courbe s. Nous aurons la formule, très importante ici, et générale comme (206) .
gF.
Il est bon de remarquer, à ce propos, que les seconds membres des deux dernières relations (204), si l'on
remplace rr P^r -yr- -+■ tt- et si l'on redmt ensuite
2 "'-- -•- -rr a -^^t donnent —r- = -1-, et que celle-ci, df^ dz^ dH dy dz ^ ^ '
en y joignant la condition spéciale Ts = 0 à la limite z= a, aurait suffi pour arriver à la formule (208), En effet, l'identité
<iT,
peut alors s'écrire
et, pour z = a, elle devient
ce qui , vu les expressions définissant M et ir, ne diffère pas de la formule (208).
En résumé, les perturbations très rapidement décroissantes représentées à une première approxmatbn, dam chaque petite partie du contour d'une plaque, par les formules (198), se produisent quand la plaque supporte sur son cylindre con&yumant des couples de torsion quelconques, appelésMpar unité de longueur, graduellement variables le long du contour, en même temps que des couples de flexion négligeables à côté d'eux, et des efforts t?ranchants égaux par unité de longueur à la dérivée, changée de signe, du couple M de torsion le long du contour. Ainsi, lèse forts tranchants -j- neutralisent,
à quelque distance du contour, les coi^ples de torsion M, et, par suite, ceux-ci équivalent à des efforts tranchants égaux et cméi'aires-^. En effet, de pareils efforts tranchants -7-,
supposés appliqués conjointement avec les forces précédentes, ne feront, à cause d'un principe connu de simple superposition, qu'ajouter leurs effets propres, ceux qu'ils obtiendraient s'ils étaient seuls, aux effets insignifiants, purement perturbateurs, exprimés à fort peu près par les formules (198); et, comme il ne subsistera, dans ces conditions, que les couples de torsion M, ceux-ci, quant aux déformations d'ensemble produites, reviendront bien au
même que les efforts tranchants -7-.
11 résulte de ià qu'une réduction consistant à transformer des couples de torsion donnés M en des efforfs tranchants -j- , pour obtenir, par leur réunion à d'autres efforts
tranchants également donnés, ce qu'on peut appeler les efforts tranchants totaux, est parfaitement légitime dans la théorie des plaques. Elle équivaut, il est vrai, à négliger les perturbations locales l'198) : mais ces pertnrbations ne sont sans doute pas plus sensibles que d'autres dont on ne s'inquiète guère ordinairement, telles que celles qui se produisent aux extrémités des tiges, ou celles que causent, au bord d'une plaque sollicité par des forces extérieures, les modes divers suivant lesquels s'y distribuent les tractions parallèles au feuillet moyen, les efforts tranchants et les couples de flexion, dans chaque plan mené, normalement au contour , le long d'une génératrice , ou plutôt entre deux pareils plans consécutifs.
72. — Réduction , opérée par M. Kzrchho/f, de deuay des condîiions aux limites que Poisson avait données dans la théorie des plaques , à une seule condition distincte.
On ne peut donc se refuser à admettre, dans la théorie des plaques, la condition unique aux limites par laquelle M. Kircbhoff en a remplacé deux de Poisson, et qui revient justementànepasdistinguer, quant à leurs effets généraux.
entre des couples de torsion M et des efforts tranchants -7—
Cela permet de faire croître, sur chaque génératrice l'effort tranchant aux dépens des couples de torsion, ou vice-versâ, les couples de torsion aux dépens de l'effort tranchant, jusqu'à ce que leur rapport soit justement celui qui s'observe, pour même effort tranchant total, quand il n'y a pas de perturbations locales, c'ost-à-dire quand les modes simples de déformation qui se produisent à quelque distance
du bord existent jusqu'au bord même. Or, on sait que la fusion des deux- conditions de Poisson dont il s'agit en une seule est nécessairo et suffisante pour que la détermination de ces modes simples devienne un problèmeàla fois possible et déterminé.
Il était aisé, du reste, de se rendre compte, par le principe général énoncé au numéro 67 (p.298), de la possibili té de remplacer les couples de torsion M par des efforts tranchants
— - , à des perturbations locales près ; et c'est ce que j'avais
fait en 1871 {'), sans me douter que MM. William Thomson et Tait m'avaient précédé de quatre ans, dans les numéros 645 à 648 de leur Traité de -philosophie naturelle, publié en 1867 . Divisons, par la pensée, en menant des génératrices équidis tantes, le cyHndre contournant d'une plaque mince en un nombre pair de bandes rectangulaires, ayant leur
longueur, que j'appellerai —, comparable à leur largeur,
ou épaisseur a de la plaque. Une bande double de longueur ds, formée de deux bandes contiguës, -supportera le couple de torsion donné M (^5, qu'on peut se représenter comme formé de deux forces perpendiculaires aux génératrices et comparables à M, si l'on admet que l'unité de longueur soit prise de l'ordre de l'épaisseur a. Une rotation de 90 degrés imprimée à ce couple, dans son plan, permettra de le remplacer, sans changer son moment, par un couple de deux autres forces. M, parallèles aux génératrices, distantes de ds, et appliquées aux deux bords de la bande double : l'une, appliquée au premier bord, dont s — ds désignera l'abscisse courbe, est dirigée du côté des z positifs et peut être censée composée de tractions distribuées d'après une loi continue sur les deux bandes simples que sépare ce bord;rautreforceM,s'exerçant le long du bord d'abscisse s, suivant les z négatifs, peut être de même composée de
(*) Comptes-Rendus de l'Afiidànie des Sciences de Paris , iO avril 1871 ; t. LXXll , p. 449.
tractions distribuées suivant une loi continue sur les deux bandes contiguesàce deuxième bord. Quoique les nouvelles forces dont il s'agit ne soient plus appliquées tout entières à l'intérieur de la bande double considérée, elles ne cessent pas de l'être dans une même région du corps, très f&tiU m tous sens, que les premières ; en sorte que le principe général sur lequel nous nous appuyons est sauvegardé. Or, le coupie appliqué à la bande double suivante donnera de même, sur les deux bandes simples contiguës à son premier bord, d'abscisse s, une traction totale dirigée vers les z positifs,
mais égale à M h — — ds. L'excès de cette force sur celle, M, ^ as
de sens contraire, que supportent déjà les deux mêmes
bandes, est donc un effort tranchant — ^ ds, c'est-à-dire ' ds
-^ par unité de longueur : ce qu'il fallait démontrer.
On voit par là que les couples de torsion ne produisent, sur rensembîe d'une plaquCy que des flexions, tout comme le feraient les efforts tranchants auxquels nous les avons réduits, et que même ils n'obtiennent ces effets que lorsqu'ils sont variables d'un point à l'autre du contour, ou en raison de leur dérivée par rapport as. L'analyse ci-dessus démontre que leurs eif ets propres, c'est-à-dire irréductibles à ceux d'efforts Irancbants, et constitués par ces sortes de torsions qu'expriment les formules (198), se trouvent confinés dons une zone étroite contiguë au contour, zone où se produisent également les perturbations locales, non moins grandes sans doute, dues aux modes d'application divers de ces efforts tranchants, des couples de flexion et des tractions ou pressions tendant b étendre ou à comprimer la plaque.
75. — Réflexion sur la cause probable qui a rendu accessibles les questions traitées dans cette élude.
Les formules (198) de MM. Thomson et Tait ont été un premier pas dans le calcul des perturbations locales. Mais il' ne semble guère probable que ce premier pas doive conduire un jour à évaluer également les autres classes de perturbations locales que présentent les tiges et les plaques, comme il le faudrait pour se rendre réellement compte des phénomènes qui se passent près du contour ou des extrémités de ces corps.
En effet, les formules (198) conviennent, à proprement parler, au cas d'une plaque indéfinie, à bord rectiligne (ou curviligne d''nn rayon de courbure infini), soumise par unité de longueur de son bord à un couple de torsion constant; et de pareils couples ne produisent aucune déformation générale, puisque les formules (198) représentent tous leurs effets, qui s'évanouissent pour œ un peu grand. C'est d'ailleurs ce que démontre le raisonnement synthétique cidessus (p. 315) qui, permet, à des déformations locales près, de convertir de tels couples, constants par unité de longueur, en une série d'efforts tranchants égaux et contraires, s'entredétruisant exactement. De même , les autres problèmes traités dans ce mémoire, soit à propos de la résistance d'un sol indéfini chargé de poids, soit à propos d'un corps de dimensions infinies sollicité en certains points de sa niasse par des forces extérieures, correspondent h des cas où les causes déformatrices n'ont que des effets locaux, à des cas où les déplacements s'annulent à l'infini. Or, il est naturel de penser que les phénomènes se simphfient alors beaucoup, par suite de la disparition des influences propres aux surfaces-limites et qui, autrement, compliqueraient les problèmes, ou, ce qui revient au même, par suite de l'évanouissement des déformations d'ensemble.
Je serais donc portéàpenser que c'est uniquement à cette circonstance simplificatrice, à cette absence de mélanges d'effets généraux et d'effets locaux , que nous devons d'avoir pu intégrer les équations différentielles et d'avoir rencontré des lois abordables. Or elle ne se présenterait plus dans les cas d'efforts trancbants, de couples de flexioUj etc.
NOTES COMPLÉMENTAIRES
NOTK I, SE RAPPORTANT AU îfi 8 ET MI § VI RILAIIVE A UN POIBMIEr. A QUATRE VARIABLES, OU POTEHTIEL hPHtRUJUE, PLUS SIMPLE QUE LES AUTRES, ET DOM l'emploi , OUTRE QU IL RtM) PRESQUE INÏDITIVE l'ÉTUDE DE LEURS PKOPItlilréS , permet d'intégrer SODS UNE FORME CONCRÈTE LES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT »'uN MILIEU ELASTIQUE ET ISOTROPE INDÉFINI.
Définition et propriétés du potentiel sphérique
Le potentiel logarithmique à trois variables <J> peut se déduire du potentiel ordinaire ou inverse en multipliant celui-ci par la différentielle, dz, de l'une des coordonnées, et en intégrant alors sans faire varier les autres coordonnées. Mais le potentiel inverse etle potentiel directne pourraientils pas, eux-mêmes, se déduire d'un potentiel encore plus simple, dont le paramètre différentiel A^ jouirait d'une propriété facile à démontrer et qui serait comme la source de celles que présentent les paramètres i^ de ces fonctions? C'est, en effet, ce qui a lieu, comme on va voir
par l'étude du potentiel à quatre variables auquel sera consacrée la note actuelle (*).
Soient: m uûe masse quelconque fixe, dans un espace rapporté à trois axes de coordonnées rectangles as, g/, z; et 0, ou p («1, iji, Zi), la densité de la partie dm = pd^de cette masse qui remplit l'élément de volume dzi occupant la situation {xi, y^, Zi). Imaginons qu'on décrive, d'un point donné [x, y, z) comme centre et avec un rayon donné r, une splière dont c- = 4 j: î"^ désignera la surface , puis qu'on évalue, pour chacun des éléments (^^ de cette surface,
ayant les coordonnées Xi, iji, Zi, l'expression — , et qu'on fasse la somme des valeurs qu'elle prend sur tous les éléments de (7. On obtiendra ainsi l'intégrale double tp= ( ~,
fonction des quatre paramètres x,y,z, r définissant la sphère. C'est cette fonction que j'appellerai \ç> potentiel à quatre variables, oalepotentielsphériqueÇ"). On peut encore,
en désignant par p, la densité moyenne ( p- — de la masse
entons les points de la surface de la splière, lui donner
pour expression f =~=4T.r pi.
Évaluons son paramètre différentiel du second ordre
^î f ~ , on ^ désigne l'expression symbolique
-y-T -+- -r^ -i- -T— . On l'obtiendra sans faire varier ni '/, ni la
//■nû //«a y/*a ^
(*) Cette note a été résumée dans les Compi«s-ltendus de l'Académie dos Sciences (t. XCIV, p. 1465 et i648 ; 29 mai et 19 juin 1882: t.XCV,p.479; U septembre 1882).
(**) Elle rentre bien , à un facteur constant près , dans la définition généi'ale des potentiels, que j'ai donnée à la note du n" 56 de l'Etude précédente (p. 264). En effet, ai on la multiplie par une ligne infiniment petite constante î , le produit
ainsi obtenu exprimera évidemment l intégrale ( - — ,
étendue
toute la matière que comprennent entre elles les deux sphères décrites , a du point (x, y, î) comme centre, avec les rayons r et r -i- s.
grandeur d'aucun des élémenls ds de la sphère, mais en déploçaiit les situations {Xi^ y^, z^) de ceux-ci comme le centre même [x, y, z) et le long de parallèles aux x, aux y, ou aux z. Chaque élément de o, correspondant à un même élément d 5, auTa donc pour son paramètre i^ l'expression
et il viendra, par suite,
Or, si nous considérons l'intégrale y"(iap)(/î5, pour l'espace is compris entre les deux sphères ^^ / décrites, autour de {x, y, z) comme centre, avec deux rayons infiniment peu dilférents '/■ et / = r -1- e, nous aurons, en prenant d'abord dzi 7= s drsjf[\^çi) d s = s/ (^^^) d -s; et la formule précédente de i? f pourra s'écrire
Il suffira donc d'évaluer /(i^ p) f/ s, puis do diviser par r s, pour obtsnir X-f. Mais, d'autre part, chacun des trois termes
composant fi^ p) d^, c'est-à-dire -~ dia^oa -j— ^ (fss, ou
n . ' l ifi
y-^rfïs, s'intègre une fois, quand on y "pose dm=dxidyidzi,
et donne, comme on sait, une intégrale relative à !a surface limite de m, c'est-à-dire ici , aux deux sphères <r et t'.
Représentons par -y- et par -p des dérivées prises, à partir
de chacun de leurs éléments d^ ou di\ le long des prolongements des rayons r et r qui leur sont normaux , en appelant d'ailleurs p', p'j les valeurs de p, oj sur la sphère /; et il viendra, par une suite de déductions presque évidentes,
relation dont l'avant-dernier membre se déduit du précédent en observant que, lorsque r ou / grandissent sans que
X, y. z varient, les rapports — ou— r, considérés sur diverses sphères concentriques le long d'un même rayon r, restent constants. Or, il est évident que le dernier membre de (a), divisé par e = r' — r, exprime la dérivée
dr \ dr J ^ dr \
ij du potentiel considéré 4 -rcr p, aura la valeur
__4-r. d („ypi\_^^- d I d.rpi \_ d^.rpi ^fPvi")
Xiïi^i,' le paramètre diférentiel A^ et la tUHvée seconde, far rapport au rayon r, dît potentiel spliérîque, sont deux expressions identiguement égales; de sorte qu'on a
'^' Ir^ ~ ~dx^ ^ If '^ 1^'
Observons de plus que, pour 'r = o, ce potentiel s'annule,
(*) G'eat bien ce qu'aurait donné la formule générale (165 qvater) [p. 266] du paramètre Aî d"un potentiel quelconque , en observant : 1" que 5; doit y être remplacé ici par la fonction — , dont 1j As est nul ; 2° que ffxfdsiy désigne ce que noua appelons maintenant tp;; et 3" que l'intégrale à la surface, / tf^" — ( — jd;,
,, . „ /■d./r'd/ /'d.firdi d r , , d/ d f d-.
s écrit actuellement / — ~ — r-— i -^-^ = -73 I /' -rr — ^ / P»"-;'
J dr' r'ï J ar 1^ dr'J . r's drJ r^
expression identique à — ^ — -i = -~ ^ , si (p' exprime ce que devient 'a ou s - — '- quand f devient i-'.
ainsi que sa dérivée seconde en r, tatidis que sa, dérivée première m r se réduit rf 4 t: p te, y , ^). En effet, quand r est très petit, p prend, aux deux extrémités de chaque diamètre 2 r de la sphère, des valeurs dont la moyenne arithmétique ne diffère de la valeur de p au centre que par un terme de l'ordre de-/^ On peut donc, sauf erreur de cet ordre, réduire pi à ? {œ, y, z). Il en résulte pour ç = 4 tt *■ o, l'expression 4 ir *■ p {x, y, z), abstraction faite d'un terme comparable à r'^ et qui n'influe, à la limite t' = o, ni sur y, ni sur les deux premières dérivées de --p en r. Or, cette expression donne bien zéro pour les valeurs cherchées de y et de sa dérivée seconde en :/■, 4 - p (x, y, z) pour sa dérivée première.
Toute fonction de la forme-U =f^ f[r) f dr, où e désigne uneconstante positive infiniment petite, aura son paramètre différentiel \ évidemment égal à ///M(Sï) dr; ce qui permet de poser
Quand la masse on =J o d ta n'occupe qu'un volume de dimensions limitées et ti sa valeur totale, /(^r/p(?T, finie, œ s'annule évidemment pour les valeurs suffisamment grandes de r et la fonction U, en y supposant assez considérable
la limite supérieure, devient l'intégrale j — ^. Elle exprimera donc l'un ou l'autre des deux potentiels ordinaires àtrois variables, inverseet direct, / —et j rdm, siï'onj preiidrespectivement/'[r)=l et /(rj^r^. Dans le premier cas, le dernier membre de (y) donnera pour A^ U l'accroissement
total qu'éprouve la dérivée -j- , quand r y grandit depuis s , où sa valeur est 4 t: p (x, p, z), jusqu'à l'infini, où sa valeur est nulle. On aura donc A^ ( — = — 4^p, conformément
au théorème de Poisson. Dans le second cas. deuK intégrations successives par parties donneront évidemment
et il viendra t^^/rdm =2 j ~; d'où, par suite, à^ l^i^fréw. = — 8 :t p, relation exprimant la propriété principale du potentiel direct (*).
Bornons-nous, comme exemple du calcul d'un potentiel sphérique y, au cas d'une sphère massive homogène, de rayon R, ayant son centre à l'origine. Nous appelleronsDla distance \/ir^ -^ p^ -^ z^, à ce centre, du point [w, y ,z) pour lequel on désire connaître la valeur du potentiel.
(*) Eaitension aux cas d'espaces ayant moins de trois dimensions. — Tous les raisonnements qui précèdent s'étendent sans difficulté aux cas oii les coordonnées ai, j, ... sont on nombre moindre que 3. Si Voni donne , en général, «ne fonction do point j) (x, y, ...)dana un espace à n dimensions (oii n désigne l'un des nooiires 1, 2, 3) et si , cet espace étant rapporté à dea axes rectangulaires des œ, y, ...,ron décrit, autour du point (a;, y, ...) comme centre, une figure i dont tons les éléments dt soient situés à une égala distance r de ce point , la valeur
r as moyenne, pi^ t p — , Ae ■, sur toute son étendue, sera une fonction de a:, y,....
dï di
ot de r , ayant son pai'araeti'e A» ou — -, -h - — ■ -+■ ... évidemment égal à daS âyt
— j (,àii) di. Or cette expression peut s'écrire encore — / (Asr')'^^.SS
désignant l'espace r, r compris entre la figure t et la figure concentrique o' d'un rayon r' = r ^ i infiniment peu supéneur; et, comme on peut prsndre
djs ^ dx\ diji . . . , puis , au moyen d'une intégration, transformer / (ia f) rf as , par la formule (k), en î — ( s -^ 1 , il viendra, si l'on observe finalement que i est proportionnel à r""', la formule fondamentale I d
^ ^''' s dr V dr) pt-i dr\ dri dr'^ r
EU
ient à réquation aux dérivées partielles du second ordre di(?i n—i dpi _ iP,oj d2,oi rirS T dr '~ 'd^ d^
U'ailieurs, les considérations données après la formule (;3) monti'ent que , pour
La sphère de rayon r, décrite autour de {œ, y, z), fera daus îa masse donnée, de rayon R : 1" une section nnlle, qnand elle Ini sera extérieure, ou qu'on aura, soit D^r-i-R, soit D < r — R (avec r > R) ; 2" une section égale à 4 « î^, quand elle lui sera, au contraire, intérieure, ou qu'on aura D <^ R — r [avecî- <^ R); 3> enfin, pour I) compris entre les deux limites r — R et r -+- R, ou R — r et R -t- r, une section en forme de calotte , dont l'aire vaudra 2 t. r^ (1 — cos a) si st désigne l'angle au centre de son arc générateur, angle opposé à R , dans le triangle ayant pour côtés D ,
r, R, et qui a , par conséquent, le cosinus — ^^-^ — ■. Ainsi, dans le troisième cas, la section vaut -rjr- [R"^— {r— Dj^], D'ailleurs, a , ou ( p— , égale évidemment le produit de la
r très petit. ,H diffère de o(,i, //, ...) par un terme de l'ordre do rî seulement, eu
Cas conditions , en quelque sorte initiales , jointes à l'équation aux dérivées partielles {'"), détermineraient îa fonction pi : ainsi , l'intégrale de (=>") et ('"')
En posant , = ;.i r~ï~, ou sj ^ r ^ ç, l'équation linéaire (y'') se transforme dans celle-ci
£î ln-i){3-») ^ ^ ^, ^ ^ ^ ' dr^ 4rî ^ ûx'^ diJi " "
qui , dans les deax cas « == 1 . n ^ 3 , devient une équation à coafficieiits constants par la disparition de son second terme, et a ainsi pour intégrale générale la
somme d'une expression de la foi-me f^t r~ et de la dérivée en r d'une autre expression analogue. C'est ce qu'on voit de suite dans le cas n = 1 , oii l'on simplement
est ce qui sera développé au n" 3 cî-api'ès pour le cas n = 3. lel que soit n, un potentiel de la forme
U= f f(r)d^^J ,((r)d7!i= j[%yf{r-).dr.
yGoosle
section considérée par — ef par la densité uniforme p de la masse. Il vient donc :
( pour D < )■ — R et pour D > r -i- R; 'f = o ,
( pour D <^ R — r) 'i T= ir.pr ,
(uiUreleslimitesD — \ {B.^-rA
Ces expressions ne dépendent, comme on pouvait le prévoir , que des deux variables ?■ et D = W x^ -^-y^ -*- z^.
Quand, rétant constant, on failcroîtreDdezéro àl'infini, la fonction y varie avec continuité: elle est exprimée.
Oïl s'étondant à toute une masse doniiéo fû m , aura évidommBtit poui' sou pai'amètrj diftëi-entiei dt l'expression / f{/) (J^oi) =rti-, ou bien, vu la formule
(^tO' / fi'') — i" — 1 '*'■ ' c'est-à-dire , en intégrant par parties . ■J^ dr \ dr I
'>'ïi-i,
Or le terme aus limites s'annule évidemment pour r := tx; , ca ;,r=o aus très grandes distances, et il s'annule aussi, vula seconde relaiion («'"), 'a la limite inférieure j'r=i, pourvu que le produit ^(r) j, proportionnel à f(r)r'^*, n'y devienne pas inflni. Il na reste Aonc que le doroier terme , et une nouvelle intégration par parties donne enfin, en appelant î,, la valeur de : pour r =: ! ,
bO À,_/>Wi« = .,/■' (.)?(«,», ■■■)-t-J]''nj^{'''Vil"-
Telle est i'expreasion générale du paramètre Aj d'un potentiel de la forme /f(r)dm se rapportant à toute une masse donnée /à nt. On en déduit; i" pour
n=:3(d'oU 7=:47rrS)etpoui'f(r)=:soit—, soit r, les formules is / — = — 4if,
A» /rdm = 2 i —; Z" pour j* =; 2 (d'où j = 2 - r) , et pour / (r) ^ soit log r,
soit r^ log r, les formules du n" 60 (p. 275),
âi/logr.rfm = 27rp, i-i/jï log r.dm = 4/(1 -i-logc)rfw,
d'abordjpar la seconde ou par la première formule (S), suivant que r est <^ R ou ^ R, puis, pur la troisième et, enfin, par la première (3). Pour r <^ R, elle reste d'abord constante, égale à 4 jc p r ; ensuite elle décroît et s'annule. Pour r ^ Rj elle est d'abord nulle, puis grandit, devient maximum à l'instant où D = \, r' — R*, pour décroître et s'annuler ensuite.
La dérivée j^, toujours finie (si ce n'est près de l'origine,
ou pour D = e , quand la différence de r à R est un infiniment petit s), devient donc négative après avoir été nulle ou positive.
Si maintenant on considère un point déterminé (x, y, z), défini par sa distance D à l'origine, et qu'on fasse grandir r de zéro à l'infini, la fonction tp varie encore avec continuité (sauf, pour D = o , à l'instant où r = R) , et elle croît, à partir de zéro , pour décroître et s'annuler ensuite. Suivant que D est < R ou ^ R, elle se trouve représentée d'abord par la seconde ou par la première (S), tant
qu'on a r <^ y/ (R — D)^ ; puis elle l'est par la troisième (S) , entre les limites r = \,' (R T D)^ ; enfin , pour r ^ R -i- D , c'est la première (S) qui l'exprime. Son maximum, évidemment égal à --^■-- . se produit pour r = D : la dérivée -77 ,
positive pour les valeurs de r plus petites que D, est donc négative pour les valeurs de r plus grandes: et elle reste d'ailleurs toujours finie, si ce n'est encore quand D = 0 et r = R, cas où «p passe brusquement de Ja seconde forme (5) à îa première , car l'intervalle où s'emploie la troisième , chargée d'établir la transition entre les autres , s'est réduit à zéro .
On vérifie aisément : 1° Que le potentiel ordinaire I adr,
relatif à la totalité de la sphère massive, prend respectivement, pour D <r R et pour D ^ R. les deux valeurs connues
. 2" Que l'équation, -jj = \f
dépend de X, î/, 2 que parla variableD=\ / «^-i- p^-t-z^,esi bien satisfaite. ,Car l'intégraie de celle-ci, en tenant compte de ce que D f doit s'annuler pour D = 0 , est
oii ii fauf, pour i[ueo et -j- égalent respectivement zéro et 4-p(D'^) à la limita ■/■ = 0 . prendre
abstraction faite d'une constante arbitraire qui s'élimine par soustraction dans Dtp : ici où p est constant pour D C R et nul pour D ^ R . il vient donc
f[T>)=:T. pm (pourDï <Rî)et/-(D)=:-oRî (pour D^ > R^).
Or, ces valeurs de/' (D) conduisent précisément aux trois Connules fS), quandony fait sur D et r les bypotbèses correspondant à chacune des trois formules.
Observons encore que, si l'on ajoute à la niasse sphérique unecoucbe, dedensité p et d'épaisseur ffR, qui l'enveloppe, les accroissements simultanés, ou les différentielles par rapport à R , des expressions (Ô) de f , seront justement les valeurs, aux diverses distances Dde l'origine, du potentiel spbéri([ue relatif à cette couche spbérique 4- pR^f^R. On aura donc, pour celle-ci,
( 2':ipR^R/ , „ . ^ / r \
\ f = L^ entre les limites D = l/' (R _,- r)* ou / = \ (R ::;: 0]^ ,
[9 = 0 (en dehors de ces limites ),
aleurs très simples, indépendantes même de r, mais qui,
mallieurei] sèment, ne se raccordent pas, ou font varier f d'une manière discontinue. Cette circonstance doit rendre leur emploi très délicat.
2. — Son applicalion au calcul de la valeur moyenne , pour un point donné, de la dérivée d'un ordre quelconque d'u^e fonction de point, dérivée prise le long des divers éléments reclilignes se croisant en ce point , et au calcul de la valeur moyenne de la puissance de 'même ordre de la dérivée première de cette fonction.
L'équation fondamentale (PJ, jointe aux deux conditions 9 = 0 et ^ = 4x2 pour r = o, conduit aisément ans valeurs q;ue prennent, à cette limite r = o , toutes les dérivées de f en 7' ; et elle donne par suite, ces dérivées s'y trouvant finies, un développement du potentiel sphérique f , par la formule de Mac-Laurin, convergent pour les valeurs assez peu considérables de r. Si nous différentions en effet deux fois par rapport à r l'équation (fj), il viendra, vu que l'ordre des signes Aj et — peut être interverti , et en tenant finalement compte de cette équation (P) elle-même ,
dr* dr-
Celle-ci , difTérentiée encore deux fois en r, donnera
— =:A,i2i,œ, et, en continuant de même , on aura ^éné-
dr^ ' ' '
ralement
di'>9 , , i^^+'ç , ^ d-i
Faisons enfin, dans ces formules, r .-= o, œ ■= o, ---= i-^^: et il viendra
Le développement de cp, par la série de Mac-Laurin, suivant les puissances de t est donc
'^ "M 2.3 2.3-4.5 ■■" 2.3...(2ffl-i-l) ""J'
Divisé par 4-î' , il donnera , à cause de la formule (p = 4ii:î*pi , la valeur moyenne pj de la fonction p sur toute l'étendue de la sphère de rayon t décrite autour du point [x,y,z) comme centre. On aura donc, du moins pour les valeurs de r assez petites , quelle que soit la fonction continue p des trois coordonnées x, y, z,
Des différentiations successives en r, ou l'identification de cette formule (5') avec le développement de pi par la série de Mac-Laurin suivant les puissances de r, permettent ensuite de poser, quel que soit le nombre entier et positif m.
(ia)^p (si m estpai
Or il a été obs6r\'é [p. 322 ] et il est^ d'ailleurs , presque évident qu'on peut différentier sous le signe/, par rapport à r, l'expression f P — de pi , où <r désigne la surface de la sphère de rayon r, décrite autour de {x, y, z) comme centre, et dv un de ses éléments , limité , quel que soit r. par le même cône de rayons vecteurs émanés de (x,y,z). Donc on a -r^ = I — - — . A la linute r = o , -~ devient évidemment la dérivée m'"' de p, pour le point (aï, y, z), le long d'un élément rectiligne ds ayant' la direction du rayon r (|ui aboutit à l'élément e^t ^ et, par suite, l'expression l ——- -^ n'est autre chose que la valeur moyenne
de cette dérivée -m*™, -j^, prise suivant toutes les droites qui se croisent en(x,y, z). Donc la formule (5") peut s'écrire
[ zéro (pour Si impair),
{J"'j Movenriede~-i-= l \ -
/ i7^ ''^^'^'^ (pourmpBir).
Sous cette forme, elle comprend comme cas particulier celle qui nous a conduit [p. 45 ] à la définition naturelle du paramètre différentiel A^; car il suffit d'y faire m = 2 pour qu'elle donne
M.,.™de — =^.
Mais elle montre de plus que la valeur moyenne de la dérivée d'un ordre pair quelconque, prise en un môme point suivant toutes les directions , s'exprime très simplement au moyen du symbole A^, et qu'elle s'obtient en répétant, l'opération indiquée par ij (*).
(*) Il est aisé de voir ce que deviennent les foi'mules (;'), (ô") et {''"') dans les cas oii le nombre n des cooivlonnées a:, y, ... diffère de 3. L'équation indéfinie (-/') de la note du n" précédent (p. ES4), jointe aux conditions , toujours suLsistantes, f.i = p et — ^ ^ o pour r = o , permet d'y déterminer les coefficienta du liêTeloppement do ,;] suivant les puissances de J' ■ développement évidemment possible pour les valeurs assez petites de r. On trouve ainsi, par une application immédiate de !a méthode ordinaire des coefBciente indéterminés ,
et l'on en déduit, en raisonnant comme il vient d'être fait ,
( zéro [pour m impair).
Moy..nede2- _____ U»_-.^_:.-.:_<«L-l)_ (,,)!. {p.ur . pei.).
On voit que . si « = 3 , ces formules se réduisent bien aux précédentes (p') et {'■'"). Dans le cas » = 2, la première prend la fonne très simple
'-. =:+ ^ r^-)- ^l^îl ri -1-
et la seconde donne la pronjîèi'e (S>'). qu'on trouvM'a , ci-après, démontrée
On sait que , si (Z,&,c désignent les cosinus directeurs de l'élément rectiligne ds, la formule symbolique de différentiation en ds est
et qu'il en résulte, pour une dérivée m"% — ^, le même
développement symbolique que pour la puissance m^'
d'une dérivée première -— . Si donc on prend, dans chaque
terme de ce développement , la valeur înoyenne du coefficient en a, h, c pour toutes les orientations possibles de la droite ds, l'expression obtenue représentera, à volonté, soit la valeur moyenne d'une dérivée m'""' , soit la valeiir moyenne de la puissance m^"' d'une dérivée première ; et
comme, dans le second cas, l'expression -rrr ->- -rr-'" -tt ' ' '■ ax^ dy^ dz^
signifiera la somme des carrés de trois dérivées premières,
on que A^ devra faire place à A^^, la.foraiule (S'") deviendra
[ zéro [pour m impair),
(-!"■■■) Moyenne de -^ = \ \
\ rl^ip!"" (pour m pair).
Dans le cas particulier m=2, cette formule redonne celle que nous avons obtenue au n" 8 bis [p. 46] pour définir le paramètre différentiel du premier ordre , savoir
Moyeone de ■— — = --— - .
ds^ à
Quand la fonction p ne dépend pas de z, on ne la considère généralement que dans le plan des a?y, et il y a lieu
de chercber les valeurs moyennes de — -^ et de -4—, pour
les éléments ds qui s'y trouvent contenus. Ces valeurs moyennes se déduisent aisément des précédentes, supposées prises pour un point du plan desa^. A cet elîet, considérons,
dans la sphère d'un rayon intiniinent petit r, le demi-fuseau compris, du- côté des z positifs j entre le plan des a^y et deux plans se coupant , suivant le diamètre parallèle à l'ase des z- , sous un angle infiniment petit. Pour fixer les idées, supposons que l'un de ces plans soit orienté suivant les zœ. Alors, pour tous les éléments rectiiignes ds qui, prolongés, aboutissent aux différents points de ce demifuseau, on a, si y désigne leur angle avec l'axe des s,
Multiplions cette expression par l'élément d'aire que découpent, dans le demi-fuseau, deux circonférences parallèles distantes de rd'( et ayant les rayons respectifs r siny, r sin (y -H c^y) , élément proportionnel au produit siii. y(^y;
puis intégrons dey=o à ^:~—^y '•^^ 'ço'wv toute la surface du
demi-fuseau, et, en divisant enfin par cette surface même,
nous verrons que la valeur movenne de - — , dans toute
l'étendue considérée, est le quotient de [ ( ' sin '(d-A —
par / ^siny(?y = l. Autrement dit , et la même chose ayant lieu pour le demi-fuseau situé du côté des z négatifs, la valeur moyenne de l'expression -— -, pour tous les éléments ds qui se projettent sur le plan des xy suivant un même élément recliligne dx de ce plan , est le produit de l'expression analogue, - — , relative à ce dernier élément, par le facteur constant \ %in y (/y. Par suite,
si l'on considère successivement tous les éléments ds et leurs projections sur le plan des xy , on verra que la
moyenne générale de-j^, dans l'espace, a, avec la moyenne
de -y^ dans le plan , le même rapport / ^ sin y (^ y. La
moyenne dans le plan sera donc nnlle pour m impair, comme elle l'est dans l'espace; et, pour m pair, elle vaudra le produit de la moyenne pareille dans l'espace par l'inverse de l'intégrale
c'est-à-dire par -^^ —
{m -+■ 1). Ainsi, les
formules
(S"') et (S") donneront
; (dons le cas de deiii
coordonnées seuleraenl)
\ M.,ennedeg='
, ïéro (pour (TTT"' "^liT '''''' '''''°'
Mimpeip), „..p«r);
j Moyenne de -f- = 1 rfs™
, «m (pon,
■ impair) ,
rf" (p
lur îM pair).
5. — Inlégration de l'équation du son par des potentiels Rphériques.
Le potentiel sphérique ( - — étant une fonction de
X, y, z, T qui vérifie l'équation linéaire aux dérivées partielles et à coefficients constants
dr'' dr^ dw^ dy^ di^ '
il est évident que sa dérivée par rapport à r,, -j- ( ~, la vérifie. aussi et constitue une seconde intégrale de cette
équation. D'ailleurs , vu (p. 323) les valeurs que prennent, pour T = 0, le potentiel sphérique et ses deux premières dérivées en '/', la première de ces deux intégrales donne
■a^o, ~ = 4:T^p{œ, y., s)h. la limite r = o, tandis que la seconde y donne f = 4 ti ç (>k, 3/, z),-~~ 0. Si donc nous superposons ces deux solutions, après les avoir divisées par 4^7 et avoir remplacé dans la seconde la fonction arbitraire P, ouf)(;»i, yi, 2i)> par une autre fi, ou pi {x-,, y^, z^), il viendra l'intégrale générale de l'équation [s),
1 r-pdi 1 d rpid'!
pi [x, y, z) et p {x, y, z) étant les deux {'onctions de x, y, z qui expriment les valeurs de f et de sa dérivée première en T pour la valeur initiale, r — 0, de la variable indépendante princijJale r.
Imaginons que, dans l'équation (e), tp désigne un certain état physique, ayant une valeur déterminée en chaque point {œ, y, z) de l'espace, et aussi à chaque instant t, dont l'intervalle au commencement du phénomène sera appelé r. On voit que, pour obtenir tpau point te, y, z) de l'espace et à un moment donné, il faudra, après avoir assimilé les valeurs initiales de ç et de sa dérivée en r dans tout l'espace aux densités f>i et p de deux masses fixes, décrire autour du point {x, y, z) comme centre une sphère, d'un rayon r mesuré par le temps écoulé t, et calculer les deux potentiels sphériques correspondants; la somme, divisée par 4 -^^ du second de ces potentiels, et de la dérivée du premier par rapport au temps ou à r, sera la valeur actuelle cherchée de ^ au centre {^, ?/, 2) de la sphère. Ainsi, cette valeur dépend uniquement de ce qu'a été l'état initial dans une couche infiniment mince à la distance r =i tout autour; d'où il suit que l'influence des modificaiiom primitivement réalisées en un point quelconque ne se fait sentir, en tout autre point
dorme, qic'au hout d'un temps égal à la distance de ces deux points et durant un instant infiniment petit. L'ëquatioii (s) exprime donc un mode de propagation où la céléîité est constante, égale à 1, et où la transmission aux diverses distances se fait sans aucune dissémination en avant ni en arrière .
On reconnaît en effet, dans la relation (e), en y mettant t à , la place de r, l'équation classique, dite dît son, qui régit les petits mouvements d'un fluide homogène indéfini, écarté de son état de repos par des compressions ou des vitesses assez modérées pour qu'on paisse, d'une part, y supposer les variations de la pression proportionnelles à celles de la densité, d'autre part, négliger les vitesses effectives des molécules en comparaison de la vitesse même de propagation , choisie comme unité de longueur : o est alors une fonction qui donne respectivement, par ses dérivées premières en. X, y, ^ et if (ou r), les trois composantes m, v, w de la vitesse et la dilatation cubique 9, en chaque point {x, y,z) ou, sensiblement, pour la particule fluide dont«, y, z désignent les coordonnées primitives. Si, en particulier, les mouvements ne sont dus qu'à des dilatations initiales 9 (positives ou négatives), la fonction o^ [x^-, Vi, z^), ayant pour dérivées en Xi, y-i, z^ les composantes initiales de la vitesse, sera nulle dans (Q, tandis que la fonction 2 (a;,, y,, z^ y aura l'expression donnée des valeurs initiales de 6.
L'intégrale (Ç) n'est que la forme concrète et immédiatement utilisable de celle que Poisson a donnée pour l'équation (a) et qu'on trouve dans tous les traités de Mécanique, mais dont on ne .possédait, à ma connaissance, aucune démonstration simple. Ilsuffit, pour le reconnaître, de rapporter la sphère s = 4 tï ^'^ à des coordonnées polaires comptées à partir de son centre (iP, g/, 2), savoir, un azimut 6, variable de zéro à 2 7^, et une hauteur angulaire ^.^ variable
de--.
— -, tels, qu'on ait
»s;a m\ [ti^.
j et »i
■=w-\-r 003|J. oos9 , ^j == y -H )■ cos[i sm6
La formule (s) devient alors
l o iz^ — I ' cos^t'/i). I p(«-i-rcosij,co3fl, y-t-rcos[istiiÔ, ^A-rsiïi^^d^
I- — — I rcosLi-rfu / p,f(B-hrcos|j.cos'l,*M-rcosu.sinfl,ï-!-J'smti](/0: 4it dr_J,: Ja '
ce qiii est bien l'intégrale obtenue par Poisson.
On remarquera :
1" Que le premier ternie du second memire de (-fi) est une fonction impaire de r (à cause de son premier facteur r) ; car le résultat des deux intégrations par rapport à S et à [* y reste le même quand on change r en — r, chaque élément y devenant celui qui correspondait d'abord à des valeurs de cos 6, sin 9 et sin [a contraires de celles que l'on considère, ou, autrement dit, qui correspondait, sur la sphère, à l'élément tZw symétrique du premier par rapport au centre, ce qui ne change rien à la somme;
2" Que, par suite , le dernier terme de (-n) se trouve, au contraire, pair en r, comme étant la dérivée d'y,ne fonction pareille à la précédente, ou impaire ;
3° Que chacun de ces deux termes continue d'ailleurs à vérifier l'équation (s) quand on y donne 'Ar~t des valeurs négatives, puisque, au facteur constant près :;: 1, elles ont les mêmes. valeurs que pour r positif et, par suite, les raêmes dérivées secondes en r, égales , par hypothèse , à ia tp 7 s^"f encore le môme facteur ^ 1 ;
4" Enfin, que, dans le cas où ç ne dépendrait pas de z, ce qui réduirait les fonctions o , pi à ne contenir que leurs deux premières variables, on pourrait, à raison de la parité des éléments quand <^ changerait de signe, n'effectuer les
, mais doubler
ensuite le résultat, en réduisant à 2 -r. le dénominateur 4 ic.
4. — Conséquences diverses, quant aux solutions simples naturelles de cette équation et à la persistance , quelle implique, des caractères de l'état initial.
Le fait qu'une transmission de mouvement aux diverses distances se fait sans dissémination en avant et en arrière, quand elle a lieu d'après l'équation (s), entraine une conséquence importante relativement à ce que j 'appelle la solution simple naturelle, c'est-à-dire, à l'expression de f pour le cas où les fonctions arbitraires représentant l'état initialne diffèrent de zéro que dans un seul élément ^ï3 de l'espace. Alors tf s'annule lui-même constamment, tout autour de cet élément c^c; jusqu'à une distance quelconque, si ce n'est à l'intérieur d'une couolie sphérique d'un rayon croissant r ~t, mais d'une épaisseur infiniment petite. La discontinuité initiale def se conserve donc à toute époque; et la solution simple naturelle n'est pas une fonction de œ, y, z, t variant graduellement, comme il arriverait si, au conk-aire, le mouvement se dissémiiiait dans tout l- espace dès que t diffère de zéro.
Une telle circonstance doit, évidemment, ïendrel'emploi de ces sortes de solutions plus délicat et beaucoup moins commode, dans l'étude de phénomènes régis par l'équation (e), qu'il ne l'est dans celle d'autres phénomènes naturels, impliquant dissémination. On peut, par exemple, quand il s'agit de ces derniers, sans y modifier l'expression d'un état physique f en ce qu'il a d'observable, supprimer ou introduire à volonté, dans l'état initial, des inégalités locales quelconques, ne changeant pas toutefois Véi^imoyen à l'intérieur de chaque petite région ; car la dissémination efface en un instant ces inégalités, même énormes et discontinues. Or, c'est ce qui ne serait plus permis dans le cas
de l'équation (î), vu que les inégalités initiales s'y conservent indéfininiQp.t, ou, du moins, ne s'y atténuent, en général, que, dans la mesure même où s'affaiblissent, aux grandes distances, les valeurs de », en entraînant l'extinction graduelle des phénomènes.
Cette conservation des caractères de l'état initial me paraît être d'une importance extrême au point de vue de la philosophie naturelle ; car elle permet d'expliquer comment il se fait que les seules sensations qui nous procurent des connaissances nettes et variées sur les objets extérieurs, les seules même qui nous fournissent un nombre de signes assez grandpour exprimer et fixer nosidées de toute nature, soient celles qui dépendent de la vue ou de l'ouïe, c'est-à-dire des deux sens par lesquels nous percevons des mouvements ondulatoires, soumis à l'équation (e) ou à d'autres analogues. Ces mouvements gardent encore, quand i!s nous arriveat, les particularités que leur avaient imprimées les corps d'où ils partent, et ils restent d'ailleurs assez bien localisés suivant les directions d'où ils émanent. Nous pouvons donc, dans la manière dontils nous affectent, établir entr'eux de nombreuses distinctions (bien que leurs détails nous échappent), et les différencier infiniment plus que ceux que perçoivent nos autres sens, comme sont, par exemple, les mouvements calorifiques transmis à toute la surface de notre corps. Ceux-ci se disséminent, au contraire, dans tous les sens, et se fondent ensemble ; aussi nous apportent-ils des impressions toujours confuses et comme indistinctes, quoique souvent beaucoup plus-fortes qae les précédentes.
On peut même observer que les sensations de son et de lumière, si elles étaient trop intenses, perdraient de leur netteté et, par conséquent, de leur valeur représentative ou expressive. En effet, si les vitesses imprimées aux milieux ambiants (air ou éther) par les corps sonores ou lumineux devenaient comparables aux vitesses de propagation du son ou de la lumière, les équations du mouvement, dans
lesquelles ont été négligés des termes du second ordre de petitesse, n'auraient plus la forme linéaire, et ne conduiraient'plus à la relation (e) dès qu'il faudrait y rétablir ces termes. On verrait donc disparaître non seulement les propriétés résultant de cette relation, mais même celles , beaucoup plus générales, qui tiennent à la forme linéaire, et qui permettent, par exemple, à divers effets, de se composer par voie de simple addition ou superposition, et de se séparer ensuite au besoin ; ce qui constitue évidemment la condition la plus indispensable d'une perception distincte des phénomènes.
5. — Applicalîon aux mouvements d'un fluide indéfini, qu'on vient à raréfler en certains endroits : les déplacements définitifs qu'il éprouve vers ces endroits sont régis par la loi de l'attraction newtonienne.
J'appliquerai d'abord les intégrales (C) au cas des petits mouvements qu'exécute .un fluide indéfini, abandonné à lui-même, sans vitesse initiale, après avoir subi en certains points (iCj, ^i, Zj) des dilatations données 9 ~p {Xi, pi, Zi). Comme on l'a vu (p, 336), les vitesses u, v, pJ, suivant les trois axes, etla dilatation variable Ode la particule ayant les coordonnées primitives («,- ^, z). s'obtiennent alors en prenant les dérivées respectives en x, y,z ^%t (ou t) du potentiel sphérique f=—j ~. Si donc la fonction p (xj , y^ , «,)
est nulle partout à l'infini, ou, autrement dit, si les dilatations primitives n'ont été produites que dans un espace limité entons sens, ^ eiu, v, w, 9 s'annuleront, pour chaque particule ûuide, dès que t-=r atteindra une certaine limite; et le repos y sera définitivement rétabli. Il renaîtra, en premier lieii, aux endroits donnés oii l'équilibre s'était trouvé d'abord rompu.
Les déplacements totaux, suivant chaque axe, éprouvés
par une même molécule (*, y^ z) jusqu'à une époque quelconque i, ont évidemment pour expressions
Et ses déplacements définitifs , mesurant les accroissements qu'il faut joindre aux coordonnées primitives x^y, z pour avoir les cordonnées de la nouvelle situation de repos ■ de la molécule, sont, par suite, les dérivées en x^ y, z du
potentiel ordinaire 1 frfr. En d'autres termes, ils égalent les composantes, suivant les mêmes axes, de l'attraction newtonienne qu'exercerait, sur l'unité de masse de cette molécule, une matière dont la densité en chaque endroit
(^i.î/ij^i) égaleraitle produit, parle facteur —, delà dilatation initiale correspondante p [x^ , y^ , z,). Ainsi , il y tz, vers les vides, commeune sorte d'appel du fluide, se traduisant par des déplacements totaux que régit la loi -newtonienne.
C'est ce qu'on aurait pu prévoir en partant des deux faits : 1" du rétablissement final de l'équilibre jusqu'à des distances quelconques, avec annulation de la dilatation, cubique 9 en tous ces points, et 2" de la simple superposition des déplacements dus à plusieurs vides élémentaires. Car, si l'on se borne au cas d'une raréfaction initiale infiniment petite pi^ra, produite à l'intérieur d'un simple élément de volume d eî, celui-ci sera comme un point par rapport à une splière décrite autour de son centre avec un rayon fini r, en sorte que les déplacements, §, des particules fluides situées à la surface 4 7t r^ de cette sphère se trouveront dirigés, par raison de symétrie, vers son centre, et diminueront finalement son volume d'une quaiitité, d^r^o, égale au vide primitif p(/sî. Ainsi, la valeur définitive de 3 sera bien ■!■■ „ .
Développons maintenant la solution sur un exemple
simple, en traitant le cas où la raréfaction initiale 9 = p du fluide est uniforme, mais n'existe qu'à l'intérieur d'une sphère de rayon R décrite autour de l'origine comme
centre. La fonction» = | - — y est évidemment donnée par les formules (S) [p. 326], après substitution de— à p.
Alors le mouvement se fait, par raison de symétrie, suivant la droite D joignant l'origine à la particule considérée {x, ■//, z); et la vitesse V a la valeur --j-. D'après les trois formules (S) , cette vitesse est nulle en dehors de l'intervalle des deux limites D —\/(RT ^f, lequel comprend ainsi toule Vonde, ou tonte la partie agitéo du fluide; et elle vaut, entre ces limites ,
variant de — —: — ^, à — --■- — ; , lorsque D croit de
R — th-R^ô, ou de t — R à^ + R. Le mouvement se fait donc vers l'origine quand ;^ est <^ R, cas oix l'onde formée s'étend à la distance i en avant et en arrière des points où D = R ; tandis que, tout en s'effectuant encore vers . l'origine à la partie antérieure de l'onde, il a lieu en sens contraire à la partie postérieure, pour t^ R, c'est-à-dire après ([ue, l'onde s'étendant désormais à la distance R en avant et en arrière des points où D = f, le centre 0 = 0, fortement comprimé à l'époque i^=R, a réagi et envoyé tout autour des niouveuïents dans le sens des rayons qui en émanent. Effectivement, la dilatation 9, dérivée do « en r ou i, est, dans toute l'étendue de l'onde, d'après la troisième (S) ,
Cette quantité croit de la queue à la tête, ou quand D
grandit soit de R — t à R-ht, soit àe t — R à ^-i-R;
toujours positive à la tète de l'onde et même partout pour
^ <^ — , elle devient négative à la queue de l'onde (c'est^à-
R dire s' j change en compression) pour t y- ~ , puis, à partir
du moment ^ = R (où la compression ■ a atteint le centre), elle est désormais négative deD=^ — RàD— ^, positive de D = #àD = ^-i-R,en prenant aux deux limites D = ï Ip R des valeurs égales et contraires à celles de la vitesse correspondante V aux mêmes points. L'égalité de 9 à — V ne se soutient pas aux points intermédiaires ; car, la vitesse vaut,
d'après (ti'), — ^ j aux points de l'onde où D = ^ et cii 9 s'annule.
Enfin, dans le même cas où é est y R, il ne reste plus en arrière de l'onde, ou pour D <^ ê — R, aucune trace de la dilatation initiale: car pour D < t — Rou ï) <^ r — R, tout comme en avant de l'onde ou pour D ^ r -h R, c'est la première formule (5) qui convient ; et l'on voit que , différentiée en r_ ou t, elle donne 9 — o , contrairement à ce qui arrivait, en arrière de l'onde ou pourD <^ R — i, avant l'instant ^ = R , alors que l'expression de tp à y employer était la seconde (o) et donnait 9 = p.
L'espace occupé par le fluide en sus de son volume normal, savoir /6((^ as ou 4 -n: I SD^f^D, qui constitue la
raréfaction totale cause du phénomène, est évidemment
le même à toute époque et égal à sa valeur initiale
-^ 7î R 0 , puisque les déplacements sont nuls , jusqu'à
l'époque t, sur toute la surface d'imo sphère d'un rayon D très grand, pleine de fluide. Mais, après l'époque ^ =R, il résulte de l'excédent de la raréfaction ,
8D^(© = TrpR^(^+|R),
existant de J).= £ à D — t -i- 'R, sur la condensation,
produite au contraire de D = if — R à D = #; et l'on voit q-ue ces condemations et dûatations totales, prises à pari ^ ont un terme indéfiniment grandissant, deV ordre de t.
Enfin, d'après une discussion donnée à la suite des formules (S) [p. 327], et d'après (/i'), une même molécule, définie par sa distance primitive D à l'origine, fait partie de l'onde à toutes les époques comprises entre les deux limites if =R + D,pourD < R, et^=r) :;:R,pour D > R.
Sa vitesse, donnée par (V), grandit donc de — ~h~-] et le déplacement total qu'elle éprouve,
a pou r valeur, suivant que D est <^ R ou > R , — ^ ou — ~ ,
quantités qui expriment bien l'attraction exercée , à la distance D de son centre, par une sphère homogène, ayant le
rayon R et la densité ~ . On remarquera que ce déplacement total est la résultante d^un premier mouvement vers le centre, suivi d'un rebond en-sens inverse.
Le mouvement considéré jouit encore d'une propriété importante, qui subsisterait, du reste, pour tout mode d'ébranlement exactement pareil autour de l'origine et initialement confiné à l'intérieur d'une sphère de rayon R. Dans tous ces cas, l'expression du potentiel sphérique f est, comme on a vu (p. 328), le quotient de/'(r-+-D) — flr — D) par D, /désignant une fonction paire qui se réduit à une constante quand sa variable dépasse R ; et il suit de là que.
4P r {Xf^w-f]d(,
~'\'m-JSf
pour t o\ir ^ R, f{r -¥- D) étant 'constant, le produit D y, accru même de ce qu'il devieiit en y remplaçant f par la dérivée enrov. t d'un potentiel analogue, comme le dernier terme de (î^) , se réduit à une certaine fonction, F, de D — t. nulle eu dehors des limites D — ;! = I^ R. Il en est, par suite, de même du carré D^tp^; d'où il résulte que , pour
î! > R, l'intégrale 4^: 1 &'fdY), ou / 'f rfra étendue à tonsleséiéments6?!ndel'espace,asa valeur, 4 î: / F{«)^rf«j indépendante du temps t. Or l'équation indéfinie -T^—^a ¥=o, multipliée soit par 2-^ (J^îs, soit par y (^?ra, et intégrée dans tout l'espace par nn procédé connu ,* donne , en observant, r, que -—=92, que la somme -L-^ ^ -^ zl- exprime
dî dx^ dif' dé- '
le carré de la vitesse V, et, 3", que f — | équivaut à
^ ' dlj ' ■ ' ' ^ dt'J J
D'après la première (V): ia somme de la demi-force vive ou énergie actuelle de l'onde, représentée proportionnellement par -^/V^f? K, et de l'expression -^/O^rfîB, est invariable. Donc, celle-ci, i/9* d-m, peut être censée exprimer l'énergie potentielle de l'onde; et, comme, dès que ;{est>R, on a/fdzs— const., la seconde (V") i^^^tre que, désormais, /S^cf 33 ==/V^d^. Ainsi, dès que l'onde s'est détachée du centre des ébranlements, son énergie totale constante se partage également entre son énergie actuelle et son énergie potentielle. La même propriété s'observe d'ailleurs dans tous les mouvements vibratoires et ondulatoires.
Dans notre exemple, où, pour t= o, V était nui, de sorte
que l'énergie totale se réduisait d'abord à {-/^^dts— ~ — ,
(po[iri>R), I ( fi^ 475 = ^2 Cn'' dm = ~
Supposons encore que la région où l'on rarélie initialement le fluide soit uu espace plan, d'une certaine étendue en superficie, mais d'une épaisseur, suivant les z, infiniment petite, divisé symétriquement par le plan des xy. Il est clair que les mouvements seront alors symétriques des deux côtés du même plan. Donc, les molécules fluides situées sur ce dernierj et étrangères à la masse primitivement raréfiée (en sorte que la continuité par rapport à la coordonnée normale 2 subsiste dans leur voisinage), glisseront simplement à la surface de ce plan des œy sans le quitter ; et tout se passera comme s'il était une paroi indéfinie, limitant d'un côté le fluide, mais qu'on eût déterminé à certains endroits, dans son voisinage, une légère détente, en tirant très peu au dehoi's une portion (supposée flexible) de cette paroi, pour la remplacer aussitôt après par une paroi nouvelle créée dans le plan même A&sxy. Ainsi, dans ce cas, les petits déplacements définitifs égaleront, pour chaque molécule intérieure, l'attraction qu'exercerait sur l'unité de sa masse une couche mince de matière , étalée sur les deux, faces du plan des ;2^, et qui, pour chaque élément de surface de ce plan, vaudrait le double de la somme
des produits de -j- par cet élément, par les diverses parties
dz d'une petite normale qu'on lui mènerait dans le fluide, et par les dilatations initiales 0 produites aux divers points de celle-ci, ou représentant la proportion de fluide soustraite en ces endroits. Or la somme ainsi évaluée exprime
justement, à part le facteur constant -r- , la quantité de
fluide perdue à travers l'élément considéré du plan des xy^ par suite de l'enlèvenient de la paroi primitive. Si donc nous appelons dg^ le volume fluide qu'a débité l'élément du plan des œy occupant une certaine position {a;,, y,), et r la distance, y /^* -^[x — œ^ -h (y — y^^ de cet élément à une
molécule intérieure quelconque («, y^ z) , les déplacements, définitifs de celle-ci suivant les axes coordonnés vaudront
les trois dérivées en a;, y, ^ de l'intégrale-— / — , éten-
due à tous les éléments du plan des s;y.
Imaginons actuellement que le fluide soit peu compressible, ou transmette très vite le son ; ce qui est le cas d'un liquide. Alors les déplacements se feront d'une manière presque instantanée; et l'onpourra, en renouvelant un grand nombre de fois la paroi sur une même partie du plan des csy , les répéter à de courts intervalles, sans qu'ils cessent de suivre la même loi. Les vitesses avec lesquelles ils se produiront pourront d'ailleurs devenir considérables, tout en restant, comme le suppose notre analyse basée sur l'équation (e), des. fractions insignifiantes de la vitesse de propagation du son. A la limite, ils constitueront un mouvement ininterrompu, et rien n'empêchera de les rapporter à l'unité de temps, c'est^-dîre d'évaluer, par la même formule, leurs vitesses calculées dans l'hypothèse où iis se feraientgraduellement, pourvu qu'onsubstitue pareillement à dq le débit, rapporté aussi à l'unité de temps, de chaque élément du plan des a^: cela revient, en effet, à diviser àla fois, par l'intervalle di de deux soustractions consécutives de fluide, les déplacements définitifs et les débits dq correspondant à chacune d'elles. Alors on aura un liquide contenu par une paroi plane indéfinie percée d'un orifice, et s'écoulant vers cet orifice, supposé alternativement ouvert et fermé un très grand nombre de fois dans un instant perceptible. Les composantes de la vitesse générale d'écoulement, ou abstraction faito de l'oscillaLion doubleproduite par chaque
alternative d'ouverture et de fermeture, seront donc les dérivées en x, y, z de la fonction — / —, dans laquelle dq^ exprimera le volume fluide sorti durant l'unité de temps par un élément rf(r du plan desa;y. En d'autres termes, U y aura, mrs chaque élément de l'orifice, un appel de fluide mtérieur proportionnel au débit actuel moyen de l'élément et inverse du carré de la distance. Or, cette formule est précisément celle que j"ai trouvée'en Î871, soit pour un écoulement continu et généralement non permanent, soit même, par suite, pourFécoulement alternatif considéré ici, mais dans l'hypothèse d'un fluide incompressible coulant vers l'orifice du réservoir à paroi plane indéfinie qui le contient ('). M. de St- Venant en a donné récemment d'intéressantes applications (").
On voit, en résumé : 1° que la loi d'appel, vers les vides, régissant les guides supposés incomp-essibles, s^étend aux fluides cmïtpressihles; 2" que ses efets ont lieu, ou se transmettent, avec la vitesse même de propagation du son dam le fluide; 3" et que des oscillations dépendojnt de l'élasticité peuvent, en certainscas, se superposer au mouvement général d'écoulement ou de translation, mais sans modifier son amplis
Je remarquerai enfin que la même loi d'appel vers les
(♦) Voir plus haut , p. 20 et 2t.
(**) aompies-iès«rf«s:3,10et24avrill882;t.XCIV,p.90^,1004etli39. - MM. de Saint-Venant ot Flamant viennent de publier dans le même Recueil (12 et 19 novembre 1883, t. XGVl!, p. 1027 et 11(©) tin complément de ces recherches, savoir, leur extension, que j'avais indiquée {Emus courantes^ p. 548), au cas d'un vase prismatique, à fond rectangulaire ou hexagonal régulier percé en son centre d'un orifice : le calcul des vitesses aux divers points intérieurs y est rendu pratique par une converaion approchée très simple que j'ai faite , en intégrales définies immédiatement évaluables , des restes de séries doubles ayant leurs divers termes inscrits dans tout autant de divisions similaires d'un plan et décroissants tout autour d'une division centrale, séries peu convergentes, mais qui convergent cependant à la condiKon, impliquée dans le pTOblème physique dont il s'apt , de prendre un nombre sensiblement pareil (et indéfiniment croisant) de termes ou de divisions, de chaque côté des axes de symétrie de la division centrale, laquelle a la forme du fond même du vase.
vides, dans un fluide élastique de dimensions indéfinies, s'observerait encore, s'il y avait initialement, en outre des dilatations supposées, certaines vitesses, teiles, que la fonction ç, pour t= 0, ne cessât pas d'être nulle aux points infinimenl distants de l'origine; car l'expression de -f ne se compliquerait alors que d'un terme pareil au dernier delà formule (s) [p. 335] , dont le produit par dt ou dr, intégré à partir der=o,est-T- I - — et devientnuJ à lalimiter=co, pourvu que, conformément à l'hypothèse faite, pt égale zéro aux points infiniment distants de l'origine. C'est ce qui a lieu quand, le fluide ayant été d'abord en repos, on prend pour origine t= o des temps un instant postérieur, où il y a déjà certaines vitesses, mais où 'a continue à s'annuler aux distances infinies. Donc, les déplacements totaux ultérieurs à un moment quelconque i du rnowcermiit se calculeront, en fonction des dilatations existant à ce moment, d'après la loi des attractions n&mtonimnes, comme si le fluide fartait alors du repos.
En retranchant les valeurs de ces déplacements (estimés suivant les axes) pour l'époque t-^- dt, deleurs valeurs pour l'époque t, puis divisant par dt, on aura évidemment les vitesses effectives des particules fluides à l'époque L Cellesci, changées de signe, se trouveront ainsi évaluées à la manière d'attractions newtonniennes, qui seraient produites par une matière ayant en chaque point (x, y, z) la densité — --J-. C'est ce qu'on aurait pu reconnaître plus directement, c'est-à-dire sans intégrer l'équation indéfinie (e) des petits mouvements, en partant de l'équation classique, dite de continuité du fluide,
dans laquelle a;^ 2/) ^ désignent les coordonnées des divers points de l'espace occupé par le fluide, et p, fonction de X, y, z^ ty la deusité de celui-ci. Si l'on remplace u, v, w par
les-trois dérivées de ■■fQYiCO,y,z, et si, représentant par -^ une
dérivée ooQiplète , T;-i-w-T--+-î'j--i-TO-j-, pnse par rapport an temps ou obtenue en suivant une même particule, on observe que le produit p ( 1 -i- 9 ) , constant pour chaque particule, donne d^ log ^ = — d^\o^{\ ■■*- 0), il viendra
A dMg\\-^^]
Supposons le second membre [valeur de A^^) connu, et admettons, en outre, que u doive s'annuler pour ^z^j^^i: infinis. Cette fonction ç sera, par le fait même, entièrement déterminée, comme on sait; et elle égalera , en vertu du théorème de Poisson, le potentiel d'une masse fictive ayant, en
chaque point {ce, y, z) de l'espace, la densité — ~, .
Or, celle-ci est réductible à — j---j-,y\i que fl est très petit
devant l'unité et que u, v, m sont assez faibles , en comparaison de la vitesse de propagation du son , pour qu'on
puisse négliger leurs produits par vis-à-vis de -%-.
Donc u, V, w-, dérivées partielles de <^ en œ^y.z, égalent bien alors les trois composantes , changées de signe , de l'attraction indiquée [').
Mais si, pour les vitesses u,v,w, ou, ce qui revient au
(*j Je m'aperçois, en parcourant le beau travail de M. Eugenio Beltrami, intitulé Ricerche suUa cinematiea dei ftvidi (1875 ; extrait des tomes I , II, III et V de la série III des Mémoires de l'Académie des Sciences de l'Institut de Sologne), que cette dernière loi se déduirait aisément du théorème de cinématique (dû à Roch) énoncé par M. Beiti'ami au haut de sa page 73 (1") : il suffirait d'obseiTer que l'existence du potentiel des vitesses f annule , dans les expressions de u, v, w {x/, y{, ïi' avec les notations de M. Beltrami), supposées étendues à tout l' e^ace , las pai-ties autres que celles qui dépendent des valem* de la dilatation cubique.
même, pour les déplacemeats udt, vdt, mdt éprouvés pendant un instant dt, la loi qui les fait dépeudre des diminutions simultanées — d^ de la dilatation aux divers points se démontre sans qu'on ait besoin d'intégrer l'équation indéfinie (s), on ne peut pas en dire autant des déplacements totaux / (m, V, w) dt, en tant qu'ils sont fonction
des seules dilatations relatives à l'époque t. En effet , l'intégration des expressions udt^ vdû, wdt donnera , pour ces déplacements définitifs, l'excédent des attractions d'une
masse ayant sa densité exprimée par la fonction-^ à l'époque
/, sur celles d'une autre masse ayant pour densité en tous
les points de l'espace la fonction — àl'époque^=oo. Or, rien
ne prouve que ces dernières attractions soient négligeables, tant qu'on n'a pas effectué l'intégratioQ de l'équation (e) ou, du moins, tant qu'on ignore certaines propriétés de la fonction tf qui s'en déduisent. Pour je démontrer, il faut recourir à des considérations assez délicates , comme on verra dans le numéro suivant [p. 355 et 356].
6. — Extension de la même loi d'appel vers les parties dilatées aux petits mouvements intérieurs des solides élastiques isotropes; intégration des équations de .mouvement de ces corps , dans le cas où, on les suppose indéfinis.
Terminons cette note, relative aux potentiels et à leur emploi dans l'intégration des équations de mouvement des milieux indéfinis, en montrant qu'ils permettent de traiter pour un solide homogène et isotrope, presque aussi simplement que pour un Qaide, la question des mouvements qui s'y produisent à la suite de petits déplacements initiaux quelconques ou de petites vitesses initiales quelconques ; et nous verrons aussi que la loi d'appel vers les vides obtenue tout à l'heure s'observe également chez ces corps, dont les
fluides ne sont qu'un cas particulier, en sorte qu'elle s'étend à tous les milieux élastiques, b.omogèiies et isotropes, de dimensions indéfinies.
Les déplacements suivant les axes, u, v, w, de la particule dont ic, y, z désignent les coordonnées d'état naturel satisferont, comme on sait, à trois équations indéfinies, qu'on peut écrire, sous une forme condensée,
où(ï* exprime le quotient du coefficient \i. de l'élasticité de glissement par la densité primitive constante du solide, A^le quotient, par cette même densité, de la sojnme, X -^ 2 j^, de l'autre coeflicient d'élasticité et du double de celui de gfisseraent, enfin, 9. la dilatation cubique
Les trois équations ft), différentiées en «, y, z et puis ajoutées, donnent d'ailleurs, comme on le sait encore.
et celle-ci, qui rentre dans le type de l'équation du son, fera connaître par son intégration lés dilatations 0 produites à toute époque /, dès qu'on aura évalué pour l'Instant ^ = o, au moyen des données d'état initial concernant w, t), ro,
'^, — , — — , les valeurs de 0 et de sa dérivée predt dt dt ' ^
mière par rapport à i. L'expression générale de 9 aux difl'érents endroits (a?i,yi,^,) de l'espace étant ainsi une certaine fonction connue 6 [x^, y^, ^,, t), imaginons, répandue en tous ces endroits, une matière dont la densité, variable d'un instant à l'autre, égalerait partout le produit de 9 par le facteur constant —, et appelons <^ le potentiel ordinaire
de cette matière pour le point quelconque {x. y, à-dire l'expression
,— C^ix^.y
OÙ clzi est un élément de l'espace, situé en [Xi, yi. ^i), et r
sa distance au point considéré- (a;, y, a). On aura, par le
théorème de Poisson, A^*= — ^{x^y,z, t) ; et comme
un potentiel quelconque sédifférentie également en x, y, z
par la simple substituLion sous le signe/, à la densité, de
sa déiivée par rapport à ^i, y, ou Zx [p. 264], il viendra
aussi, en appelant ^^, sous un signey", l'expression symbo-
lique ^-i--n -t- -.-, puis, unalement, en tenant compte
^ dx\ dy\ d%\ ^ ^ ' ^
de(OetW,
j \ d^ r , dts i dH
Par conséquent, la fonction* satisfait aux deux équations (dont la première pourra faciliter beaucoup son calcul)
Il en résulte immédiatement, en retranchant la preuiière de la seconde multipliée par a^,
relation qui, différentiée &n.x,y, z et jointe à la dernière [x'), montre qu'on satisfait à (i.) et (i') en prenant
è'/ di d^
^ ' (fo ' dy' dt
Ainsi, les dilataùions effectives^ produites dam les diverses parties du corps, peuvent résulter de déplacements égaux et contraires, à chaque vnstanteten. chaque point, à Vattraction mvctonimne qu'exercerait en même temps et au mâme point, sur Vv/nité de masse, une certaine matière, ayant sa densité partout p^oporUomielle à ces dilatations. Par suite, le déplacement o^-ço?.é,qui ramènerait chaque particule dans sa situation d^ état naturel, est représenté en direction et en grandeur par Fattraction dont il s'agit.
Puisque les expressions (x")dew. v, w vérifient les équations indéfinies du mouvement, elles représenteront les véritaHes déplacements si, pour ^ = o, leurs valeurs et leurs dérivées premières en t se confondent avec les déplacements initiaux et avec les vitesses initiales données. Dans le cas contraire, iJ faudra y joindre des termes, U, V, W, qui, pris seuls, exprimeront des déplacements effectués sans changement de densité, ou donnant 8 = 0 ; car, déjà, les
termes précédents y-, rfont 9 partout et constamment
égala ses véritables valeurs. Par suite, U, V,"W, d'après (i), s'obtiendront séparément en intégrant les équations
comprises encore dans le type de celle du son. On voit que la vitesse de propagation, a, de ces nouveaux mouvements est diiférente de celle, A, avec laquelle se propagent les changements de densité-
Quaud les vitesses initiales -r-j ^t' ^r ^oJ^t nulles,
al at al
les dérivées premières en ^de la dilatation 9, du potentiel* et des parties correspondantes {x") de u, v, w s'annulent aussi pour (f = o ; et il en est, par suite, de même de celles de U, V, W. Si, de plus, 9 ne diffère initialement de zéro qu'à l'intérieur de régions limitées, l'équation (i"), multî-
pliée yà-î dvi ^ (l'xdydz et intégrée entre des limites assez écartées pour que 9 ne cesse pas de s'annuler à ces limites, montrera que la dérivée seconde en ifde l'intégrale /Mes étendue à toutl'espace est alors constammentnulle ; ce qui, joint à la nullité initiale de la dérivée première en t de f^d'îs. entraînera l'invariabilité de cette intégrale, ou delà valeur algébrique totale de la masse fictive dont * est le potentiel.
On aurait pu, du reste, le prévoir, en observant que la raréfaction totale /&(?!!:, produite dans l'espace constant oii s'étend le milieu élastique considéré, représente l'excédent du volume qu'il occupe sur celui qu'il occuperait à l'état naturel: elle exprime donc un certain manque total de matière, évalué en volume à la densité d'état naturel, et constitue une intégrale invariable.
Or, si l'on tient compte, en outre, des lois de la propagation indiquées aux n°* 3 et 5 (p. 335 et 344), il résulte de là que la fonction ^ tend vers zéro , aux distances iinies , quand t grandit sans limites.
En effet , la masse fictive dont * désigne le potentiel finira par s'éloigner indéfiniment du point quelconque donné {w, y, z) et par avoir, en outre, toutes ses parties à des distances r du même point sensiblement égales , en grandeur relative, ou conservant entr'elles des différences
non grandissantes : alors les valeurs de — ne différeront ,
pour les divers éléments Q d^. que de quantités de l'ordre
de — ; et la somme / — ne pourra s'écarter du terme
évanouissant que d'une quantité comparable à — ,
laquelle tend aussi vers zéro quoique la somme, j W 6*(^cî, des valeurs absolues de 9 t^ro soit incomparablement supérieure h/>idsielde l'ordre détour, comme on a vu par l'exemple traité au numéro précédent (p. 344). Donc
le potentiel * devient égal à zéro pour ^infmi. Et il le devient même dès que Q s'est déâiiitivement annulé dans une petite région comprenant le point {a;, y, z) ; car la première équation [y!) montre que sa dérivée seconde en ^ y est dès lors nulle , d'où il suit que sa dérivée première en t et même sa val*!ur propre * ne peuvent déjà plus y différer de ce qu'elles sont pour t infini. Ainsi, les termes (/') des déplacements Wj -y, w s'annuleront simultanément avec 9, dès que # dépassera certaines valeurs.
Dans le cas particulier d'un fluide, on a [j. = o, ou « = o ; et les équations (x'") expriment, poiir chaque molécule, un simple mouvement recliligne et uniforme, qui se réduit même au repos quand les vitesses initiales données sont nulles. Si donc l'on convient de prendre alors pour situations (a;, y, 2^) d'état naturel celles où restent fixées les molécules lorsque l'équilibre s'est rétabli, il viendra U= o, V = o, W = 0 ; et les déplacements v,, v, Wy à toute époque, se réduiront bien à leurs parties, («"), que régit la loi newtonienne d'attraction, conformément à ce qu'on a vu dans le numéro précédent.
Observons d'ailleurs, à un point de vue général, que les mouvements liés aux changements de densité, ou régis par les équations {") , (k), (x') et (x"), se font de la même manière que le corps soit solide ou soit fluide; puisqu'ils dépendent exclusivement du coefficient spécifique A^, commun aux solides et aux fluides, et non de l'autre coefficient, a^, spécial aux solides.
NOTE II , SE RAl'PORIANT AU n" 8 , ET OÙ IL EST TRAITÉ , PAR UiSF. MÉTHODE NOUVELLE n'iNIÉGRAirON , 1)E LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DAHS LES MILIEUX ATHERMANES , DU MOUVEMENT TRANSVERSAL DES ItAHRES Et DES PLAQUES ÉLASTIQUES INDÉFINIES, ET DBS ONDES QUE L EMERSION d'uN SOLIDE OU UNE IMPULSION COMME CELLE d'uN COUP DE VENÎ FONT NAÎTRE A LA SURFACE d'un LIQUIDE (').
§ r''. — NOUVELLE MÉTHODE POUR INTËQKER DNE CLAMSE HIPORTANTB D EIJUATIONS AUX DÉRIVKES PARTIELLES,
Objei de celte noie complémentaire
Parmi les exemples que l'on peut donner de la loi exposée au n" 8 (p. 36}, touoliant les pliénomènes naturels produits dans des milieux illimités et que régissent des équations aux dérivées partielles, le plu,s grand nombre peut-être se rapporte à des cas où, quand les variables indépendantes se réduisent à deux, l'équation aux déri\ées partielles est de la forme binôme
(*) Plusieurs estraitç de ce Mémoire ont paru dans les Comptes-Rendw de l'Académie des sciences <1e Paris {2, 9 et 'IB janvier 1882; 20 février, 10 avril, 5 juin et n juillet 1882 ; 16 juillet , 15 octobre , 23 octobre et 19 novembre 1883 ; t. XGIV, p. 33, 71, 127, 514, 1044, 1505 ; t. XCV, p. 123; t. XCVII , p. In4 , 843 , 897 et 1131).
tp y désigne la fonction considérée, s et ^ les deux variables dont elle dépend, 2n etn les ordres respectifs, doubles l'un de l'autre, des deux dérivées partielles de tp qui entrent dans l'équation, enfin, A, un coefficient constant. C'est ce qui arrive, notamment :
1^ Pour lesproblèmes relatifs au mouvement de la chaleur dans les milieux athermanes, homogènes et isotropes, puisqiie, si a est un certain coefficient dépendant de la nature du corps, la température f, à l'époque f et au point du corps dont les coordonnées rectangulaires sont x, y^ z, vérifie, comme on sait, Téquation aux dérivées partielles
d^'f di<D d\ 1 df _
réductible, par conséquent, à
2 bis] —i- ^ = o .
dans le cas simple où <i ne dépend que d'une seule des trois coordonnées;
2" Pour les questions qui concernent le mouvement transversal des barres homogènes droites et des plaques homogènes planes; car, si l'on suppose l'axe de la barre, dans son état naturel, choisi comme axe des x, et le feuillet moyen de la plaque pris de même pour plan des xy, le déplacement transversal cp, à l'époque t, du tronçon élémentaire quelconque d'abscisse x ou de coordonnées x, p, sera rég', dans le cas delà barre, par une équation telle que
' dx^ a« dfi '
et, dans le cas de la plaque, par une autre, ,„ ,., d\ „ 1^*? d^'f 1 dH
yGoosle
qui revient bien à la précédente (3) quand ^ n'y dépend pas de^;
3" Eniin, pour le problème des ondes que font naitre, à la surfane d'uit liquide pesant et profond, l'enlèvement brusque d'un solide immergé, ou l'application momentanée d'un certain excédent dépression sur une partie de la surface, comme il arrive lors d'un coup de vent; car la fonction ip, dont les trois dérivées en x, y, z égalent les composantes, u, V, m, de la vitesse subséquente en chaque point (x, '//, z) du fluide et à l'époque t, satisfait à l'équation
^ ' (U^ ^ \diifl dfl
ainsi qu'il sera démontré; et cette équation rentre bien encore dans le type (1) quand 9 devient indépendant de 1/.
Or l'équation {ij, et même celle-ci, comprenant (2) et (3 bis) .,
\dw^ df- I (ïct"
OÙ la variable unique s se trouve remplacée par les variables en nombre quelconque iP, y, ..., comportent deux formes très simples d'intégrales, qui donnent la solution de tous ces problèmes dans le cas d'un corps ou d'un fluide à dimensions indéfinies, et qui, de plus, établissent entr'eux un lien permettant de les embrasser d'un point de vue commun. C'est ce point de vue général que je me propose ici de montrer, avec quelques-unes des lois physiques qu'il met en évidence.
J'aurai, en premier lieu, à faire connaître les types d'intégrales dont il s'agit, en commençant par l'équation (1), à deux variables indépendantes seulement.
2. — Propriété de certaines intégrales définies , contenant sous le xignefle produit de deux fonctions arbitraires.
Pour arriver à ces solutions de l'équation (1), considérons d'abord l'intégrale définie
où a est un paramètre positif et f^ <[' deux fonctions arbitraires, astreintes seulement à donner à l'intégrale une valeur finie, bien déterminée. Si nous la différentions par rapport à s sous le signe /, il viendra
ou bien, en remarquant que — ^est, au signe près, la
différentielle de — , puis posant ^ t= ^J et observant qu'aux valeurs zéro et oo de ^ il correspond les valeurs co et zéro
Or cette nouvelle intégrale, où r'en n'en^pècberait d'appeler * la variable d'intégration qui s'y irouve désignée par p, ne diffère de {5j qu'en ce que, sous le signe /, la fonction -î^, où paraissait le paramètre s, est remplacée par
sa dérivée -Y et cesse de dépendre de la variable — pour dépendre de —, tandis que, an contraire, la variable -^ fait place, dans l'autre fonction f, à ~^. Ainsi, Tm^y-
grale (5) conserve, dam la différentiaiion par rapport à s, sa forme essentielle, puisqu'elle a pour dérivée
Par suite, la dérivée seconde, évaluée en différentiant de même (6), sera
Donc, on ohtimtla dérivée seconde de l'intégrale (5), grâce, à la forme particulière de celle-ci, m différentiant une seule fois, sous le signe/, chacun des deux facteurs arbitraires f ^,
par rapport à la variable, -^ on -^, dont il dépend. Et l'on
aurait de même, successivement, la dérivée d'un ordre quelconque de f par rapport à s.
Toutefois, ces règles ne sont applicables qu'autant que chacune des intégrales différentiées comporte le procédé usuel de différentiation sous le signe/; ce qui exige que l'intégrale obtenue existe, comme la proposée, en tant que quantité parfaitement définie, et que l'incomplète détermination de la limite supérieure infinie ne nécessite pas l'adjonction, dans la dérivée, d'un terme spécial. C'est ce que l'on recoimaîtra d'ordinaire, aisément, en se donnant d'abord pour limites de l'intégrale (5), au lieu de
zéro et co , les deux quantités es et — , où e et ej désignent
deux nombres positifs très petits, indépendants de s, et en examinant ce qui arrive lorsqu'on fait tendre ces deux nombres vers zéro. Comme le rapport — diminue de — à siS pour a grandissant de ii' à — , les éléments de l'intégrale
/ '''^'T') "^ (tt) '^"^ '1^'^ ^^"^ cessent pas de lui appar-
tenir quand s croît de ds auront en tout la dérivée
/ ^/'(ôt) '^' ("V '^'^' analogue pour la forme (y compris môme les limites) à l'intégrale proposée, et qui devra, comme celle-ci, rester finie et déterminée à l'instant où s et £i s'annuleront , sans quoi la règle de différentiation formulée serait en défaut. Mais la dérivée cherchée comprendra encore le terme — s f r-^-l 'l' i-^] , provenant
des él'éments perdus par l'intégrale lors de raccroissement sds de !a limite inférieure. Il faudra donc aussi que ce terme s'annule pour s :^ o , ou, autrement dit, en le multipliant par — s elremettaat h au lieu de îs, il faudra que l'on ait
is; ■f{T)*{ê]=° '•'™" = °'-
Cela posé, et en vue de rendre l'expression (5) de o intégrale de l'équation (1) [p. 357] , faisons-la dépendre de la seconde variable ^, sans changer sa forme par rapport à s. Il nous suffira, pour cela, d'ajouter, sous le signe/, +i à la variable de Tune des deux fonctions f, '{j, à celle de la première, par exemple. Au fond, cela rendent à écrire, sauf tout au plus un changement de notation pour f,
Alors /'continue, comme dans (5), à ne dépendre de a que
par l'intermédiaire de la fraction —, et sa dérivée y™' par
rapport à celle-ci , dérivée qui entrera , d'après ce qu'on
vient de voir, dans l'expression de --^,est(~ yff"^U^~j, On aura donc
Et la dérivée suivante sera évidemment
On suppose, toutefois, que ces expressions soient parfaitement finies et déterminées, et aussi, d'après la condition (8), que les produits
s'annulent à la limite a = o. C'est ce qui arrivera dans tous les exemples que nous aurons à traiter ci-après; caries fonctions placées sous le signe/dans les intégrales considérées, savoir /■ ^^ ^: ^j ^ (^j , /" (<^ T -^j V [y) ' ^^*^- ' ne cesseront d'y être finies pour aucune valeur de a. II est vrai que, dans la dernière des questions que nous aborderons, celle des ondes liquides, les facteurs <|j"[^ , '!'"' (^ ,
etc. , deviendront infinis quand « s'annulera : mais ils seront multipliés respectivement, sous les signes/, par les
dérivées f (.*^^n~i")) /"{^ -^ô~i) > ^-^^^ ; 1^^ > prises alors pour des valeurs infinies de leurs variables, se trouveront être, vu les données de la question, incomparablement
■plus petites, que les autres, V'{~^]j V"[^]> •-., ne seront
grandes ; de sorte qu'on aura des produits , non seulement finis, mais nuls.
Quant aux dérivées de rp par rapport à s, elles ne donnent lieu à aucune difficulté spéciale, si l'on suppose les fonctions f, f, f, ... continues pour toutes les valeurs de leurs variables; et il suffira évidemment que l'intégrale (9)
soit bien déterminée, pour que, en y faisant croître « de (^T, elle reçoive l'accroissement, bien déterminé aussi,
d'y 1 fi"^^ 'YJ ^ \Y^] ^°^' ^^ viendra donc générale-
ment
,9. — Intégration générale de l'équation aux dérivées partielles
L'expression (9) contenant, sous le signe/, deux fonctions arbitraires /'et ^, choisissons l'une d'elles, ^ par exemple, de manière que cette expression satisfasse à Téquation aux dérivées partielles proposée (1) [p. 357] , et nous conserverons, de la sorte, l'autre fonction arbitraire, f, disponible pour vérifier les conditions spéciales, comme celles dites d'étal initial.
D'après les foi'mnles générales (10) et (12), on aura
Tous les éléments de l'intégrale du second membre seront nuls , si , appelant y, pour abréger , lo rapport ^-^, on pose
Ainsi, l'équation proposée (Ij se trouvera satisfaite par l'expression (9) de f, toutes les fois qu'on prendra pour la fonction 4" une intégrale de l'équation différentielle (14),
qui est de l'ordre rà'"' et linéaire à coefficients coiistaais. Comme une telle équation admet toujours n intégrales distinctes, on obtiendra en tout, vu le double signe :;:, 'in expressions de la forme (9), ayant, cliacune, leur fonction arbitraire /. Et la superposition de ces 2m intégrales particuKères devra bien donner l'intégrale générale de (1), puisque celle-ci ne comporte pas plus de 2 ?ï fonctions arbitraires. Toutefois, les fonctions dont il s'agit, /, devront perdre en partie leur généralité, et s'annuler à l'intérieur d'intervalles plus ou moins grands, quand il faudra, dans (9), faire égal à zéro le facteur f à l'une des limites a = o, « = 00 , ou à toutes les deux, pour reiidre l'expression (9) bien déterminée et ses dérivées calculables par la règle qui a été suivie.
Mais la forme même de l'équation (1) montre que, si une
certaine fonction ^p la vérifie, sa dérivée -j- , mise à la place de y. la vérifiera également. Donc, la dérivée de (9) par rapporta s, { /' ['^ k^") 4^' (v) '^'^i constitue ellemême une intégrale de (1). Appelons-la. elle aussi, f, en y remplaçant, du même coup, i/ par ^ ; car \' est une valeur de "J;, vu que l'équation différentielle (14) ne cesse pas, elle non plus, d'être satisfaite par la substitution à une intégrale de sa dérivée. Ainsi, l'équation (1) comportera, tout à la fois, %n solutions de la forme (9) et 2» autres, ayant également leur fonction arbitraire f, de la forme
On aurait, du reste, obtenu directement celles-ci (15), en introduisant + <?, dans (5), non à côté de -^ , mais à côté de -g-^ , et en échangeant entr' elles /, A.
On voit que l'intégrale générale de (1) pourra être formée,
soit avec les 2 n solutions du premier type, (9), soit avec les 2 ïî- du second type, (15), soit, enfm, avec 2 n combinaisons des deux types, que l'on clioisira, chaque fois, de manière à satisfaire le plus simplement possible aux 2 n conditions accessoires propres à la question, posée.
Observons, à cet égard, que les fonctions arbitraires, /, contenues dans (9) et (15), s'y présentent assez avantageusement pour la vérification de conditions, analogues à celles dites d'état initial, se rapportant à la valeur s = o, comme 11 y en fiura toujours quand s sera la variable p)-incipale, c'està-dire quand ce sera pour certaines valeurs de s, notamment pour s =o, que des relations spéciales données permettront de connaître, en fonction de t, les valeurs de u ou de
ses premières dérivées, -j- , — j- , ■ ■ ■ , prises par rapport a s. En effet, s'il s'agit du type (9j, la dérivée , - ^j , d'un
ordre impair quelconque % p ■+■ 1, s'y réduit, d'après (11), pour i' = 0 , au produit de f"'' [^) par le facteur constant
[_,_ \y j 4'''^''' r^) f^'^'j de sorte que, donner en fonction de n la valeur misais (ou correspondant à s = o) de cette dérivée, cela équivaut à donner la dérivée f'"^ [n] de la fonction arbitraire /à introduire dans (9). Et s'il s'agit du type (15), obtenu en différentiant (9) une fois par rapport à 5, ce sera évidemment la fonction 'f elle-même, ou une de ses dérivées d'ordre pair en s, dont la valeur initiale se trouvera exprimée, à un facteur constant près, par /(<!■), ou /" (<t-), ou f" (ï) , etc. ; car la relation (15), différentiée 2 p fois , donne
comme valeur de j~ , à la limite s = o. le produit de
(+l)''jf°*"'(4) <«^ par /'" (.).
D'ailleurs, les dérivées de f [y compris la fonction f ellemême s'il s'agit du type (9)] qui, à la limite s = o, ne se réduisent pas ainsi au simple produit d'un facteur constant
par f\'^) ou par une de ses dérivées, y deviennent^ à pai'L encore un facteur constant, delà forme / . /''" U -^—-j dx, où la fonction placée sous le signe/dépend toujours de la seule variable n t;: —, quelle que soit la fonction -{j. c'est-àdire la solution particulière de (14), que l'on considère.
Admettons,par exemple, qu'il s'agisse de cas où, avariant de zéro à 1: œ j » des conditions spéciales, relatives à la limite 5 = :!: œ , consistent à y annuler asymptotiquement », pour les valeurs tant finies qa^m/imes négatives de t, et où les 71 autres conditions, spéciales à la limite s = 0 , soient exprimées par des relations linéaires, à coefficients constants . entre -s , diverses de ses dérivées prises les unes par rapport as, les autres par rapport à t, et des termes tout connus en fonction de t. On satisfera aux conditions relatives à s =:î: 00 en posant /'(— 00) = 0 et en excluant les n solutions (9) ou (15) où seraient pris les signes inférieurs -h. En
effet, dans ces solutions, les deux variables, <t -1- y et <r + ^ ,
dont dépendent les fonctions f. reçoivent toutes les valeurs
finies possibles quand, la variable-— ^ou-^de la fonction ^
étant finie , on fait s'^ très grand et c- très grand négativement; de sorte qu'il faut poser identiquement /=o pour annuler alors f quelle que soit la très grande valeur négative attribuée à 1. Au contraire , les solutions (9) ou (15) prises avec les signes supérieurs — donneront ^ = 0 . pour s^ infini et pour toutes les valeurs finies ou infinies négatives de tr, pourvu qu'on pose seulement /( — x ) = 0. Il restera donc, pour satisfaire aux n relations linéaires, spéciales à ^ = 0, qu'on peut qualifier de conditions ffétat initial, ces 2 n solutions particulières (9) ou (15), ayant,cbacune, leur fonction arbitraire /, mais prises toutes avec le signe supérieur — . D'après ce qu'on vient de dire, l'expression de 'j composée de tou tes ces solutions, et ses dérivées
successives, ne contiendront, à la limite 5 = 0, que deux sortes de termes, les nns^de la forme /"(o), comme les termes tout connus des relations considérées, les autres, de la forme
/ iT ~] dx. Chacune des n relations linéaires se
dédoublera donc en deux, si on y égale séparément les termes finis, ou de la première forme, et, séparément aussi, les termes placés sons le signe/, tous dépendants de la même
variable, t — — , qu'on pourra, sans inconvénient, remplacer
ensuite par t. Et l'on obtiendra bien, de cette manière,entre les 2 n fonctions /et leurs dérivées, les 2 7i équations (finies ou différentielles) nécessaires pour déterminer ces fonctions arbitraires f.
On verra plus loin (n"' 10, 16 et 22) des applications de cette méLliode.
Quand la variable principale n'est plus s, mais ^, ou que, pour (T = 0, cp et ses K — 1 premières dérivées en c- sont connues en fonction de s, les formes (9) et (15) cessent de convenir. Nous verrons au n" 7 comment on peut, souvent, former alors l'intégrale générale, en superposant certaines solutions particulières que fournit le type (9).
4. — Autres formes d'intégrales , permettant de satisfaire plus directement à certaines conditions d'état initial.
Mais cherchons, en n'annulant pas séparément, dans (13), tous les éléments du second membre, à trouver encore d'autres formes d'intégrales, qui pourront être mieux appropriées à certains problèmes. Observons, dans ce but, que le second membre de (13) serait exactement iutégrable, si la quantité
Pl)%"(^)-A,(^), fonction de -^-j , égalait le quotient d'un facteur constant K,
quelconque, par la racine carrée de sa variable ; car, alors,
le produit de. cotte quantité par doi. vaudrait - — d-^^ et le second membre de (13) deviendrait
Donc, si l'on détermine 4*, non plus par l'équation différentielle (14), mais par celle-ci,
où K désigne un nombre constant quelconquOj î'expression (9) de f donnera
C'est cette dernière équation aux dérivées partielles, avec un second membre fonction de s et de <t, que la valeur (9) de y vérifiera, et non l'équation proposée (1) [p. 357]. Mais, comme le second membre de (17) est
quand on prend, dans (9), le signe supérieur, et
quand on y prend, au contraire, le signe inférieur, il suffira de faire y égal à la somme des deux fonctions ainsi représen-
tées successivement par (9), pour que l'expression -7-^ h- A-j^
se forme également par l'addition des deux précédentes et soit égale à
EV
Ainsi, la somme considérée vérifiera l'éciuation aux dérivées partielles
dont le second membre no dépend plus do <t. Ce second membre sera même nul, et l'équation (18) ne différera pas de la proposée (1), si la fonction /, d'ailleurs arbitraire, est astreinte à ce que sa dérivées — 1*"' tende vers une même limite quand sa variable devient soit infinie positive, soit infinie négative. C'est ce qui arrive, en particulier, lorsque l'énoncé de la question implique que la fonction /"s'annule ou, du moins, s'approche indéfiniment de zéro , pour les valeurs absolues très grandes de sa variable.
La fonction rp, somme de deux intégrales de la forme (9), aura pour dérivées successives par rapport à $ des fonctions composées, de même, de deux intégrales, dont la forme sera, alternativement, (15) et (9). On voit, de plus, en différentiant l'équation (1) par rapport à 5, que toutes ces dérivées constitueront, ellçs aussi, des intégrales de (1), affectées de fonctions arbitraires, qui seront /", ou f, ou /"', etc., mais qu'on pourra supposer toutes indépendantes, en imaginant que l'on change, de l'une à l'autre, la fonction f. D'ailleurs, on n'obtiendra, de la sorte, que 2 n formes distinctes
— A -j^ , dont l'expression ne diffère de celle de a que par la substitution de — A /'"' à /. Ainsi, la forme des déri-
vées se reproduisant après 2 n différentiatioas, on ne peut avoir, par ce moyen, que 2 «solutions distinctes.
Si l'on se place dans l'hypothèse où on en obtiendrait effectivement 2», et où il n'y en aurait aucune, ni de celleslà, ni des 4/* plus simples dont il a été question au numéro précédent, pour laquelle la forme (9) ou (15) de l'expression de ses diverses parties ou de celles de ses dérivées successives en s et en <r [jusqu'à un certain ordre) devînt illusoire à la limite s = o, il est clair que la superposition de toutes ces solutions particulières, au nombre de ^n, en formerait une autre très générale, affectée de 6w fonctions arbitraires, et dont l'expression, ainsi que celle de ses dérivées en s et en ff (jusqu'à l'ordre considéré ), ne contiendrait à la limite s = 0 que des termes rentrant dans l'un ou l'autre des trois
types /'M, J^7('-4) ''«'jT" ("4) '^- °'" aurait donc alors assez de fonctions arbitraires pour satisfaire à 2re relations linéaires, où paraîtraient, pour 5 = o, la fonction 'f et les dérivées dont iî s'agit, affectées de coefficients constants; et, cela, en égalant séparément, dans chaque relation, les termes de chacun des trois types, comme on l'a fait par un dédoublement, vers la fin du numéro précédent fp. 368), quant il s'agissait de vérifier n relations où entraient des termes appartenant seulement aux deux premiers types. On pourrait essayer, par exemple, de se donner arbitrairement en fonction de c-, à la limite s = o, la fonction y et ses 2 « — 1 premières dérivées en s.
Mais laissons de côté ces considérations générales, et, pour nous borner à une solution particulière dont nous aurons besoin, admettons que îi soit un nombre pair, ou que l'ordre 2 îî- de l'équation proposée (1) égale un multiple de 4. Alors l'équation en i^, (16), peut s'écrire
et elle est la même quel que soit le signe que l'on adopte dans (9). Donc, rien n'obligera à changer la fonction ^ (y) quand on passera d'une des deux expressions (9) à l'autre, et la solution obtenue en formant leur somme sera
Observons que toute intégrale ']/{y}d.e (16) ou de (19) se compose, au plus : 1" d'une solution particulière, déterminée de manière à s'annuler, ainsi que ses. n — 1 premières dérivées, pour y ~ o; 2" et des n solutions simples , déjà considérées tout à l'heure, des mêmes équations linéaires privées de second membre, ou autrement dit, de (14). Donc l'expression (20) de cp, si on la réduit à sa partie essentielle, bien distincte, c'est-à-dire si on en ôte les termes qui sont séparément des intégrales de (1) comprises dans le type (9), se calculera en y mettant pour ^ l'intégrale particulière de (19) qui donne 4- (o)=o, ^' (o) = 0j !p"(o) = o, ..., 4i'''-''(o)=o. Cette valeur de ^, tout à fait déterminée en fonction de y, est évidemment proportionnelle à K , d'après (16); de sorte que, à un facteur constant près sans importance, la solution (20) sera toujours la même quelle que soit la valeur numérique choisie pour le paramètre K. Ainsi, l'on peut attribuer à K celle qu'on jugera la plus commode.
J)ans ces conditions, .la solution (20) jouit de la propriété de s^innuler, avec toutes ses dérivées d'ordre pair en s, à la limite s = 0 ; car, d'après la règle de différontiatiou donnée plus hautj^ et ses dérivées seconde, quatrième,..., 2 (ïï — l)*™par rapport à s contiennent respectivement, sous le signe/, les
facteurs -Jj (yt)» '{''("âTï")' ■■'■' 4''""*' [yr)' ^^^"ï^^^^ ^'^"^^" leront pour s = o, quelque valeur finie qu'on y donne à a. Et les dérivées paires suivantes s'annuleront de même ; car l'équation (1) montre que 2 m difTerentiations en s ramènent
la forme primitive, puisque y^, ayant la valeur de — ^jit
ne diffère de f que par la substitution de — A /'"' à /.
Cela n'empêchera pas de pouvoir, en outre, choisir à volonté une certaine dérivée d'ordre impair , comme , par
exemple, --7- , à la même Hmite 5 = 0 . En effet, la différen-
tiation de (20) donne
et l'on voit que celte dérivée se réduit à
Enfin, la dérivée (21) de <f par rapport à s constituera évidemment une nouvelle solution particulière de (1), se réduisant, pour s = 0, à une fonction donnée quelconque (22) de 0- et ayant, de plus, toutes ses dérivées d'ordre impair nulles à la même limite s = 0.
5. — Extension de la méthode d'intégration précédente à des équations aux dérivées partielles d'un nombre quelconque de variables indépendantes : propriétés des intégrales définies qui serviront à cet effet.
L'intégration si simple de l'équation (1), par le moyen d'expressions rentrant dans la forme (5), invite à essayer d'étendre la même méthode à des équations plus générales, obtenues en remplaçant, dans (1), chacune des deux dérivées de a par un groupe de dérivées du même ordre, relalives à plusieurs variables destinées à tenir lieu soit de s, soit de 1. Nous verrons dans l'avant-demier numéro de cette étude (n" 30) comment on s'y prendra si c'est la dérivée de l'ordre
le moins élevé, ou se rapportant à <?, qu'on remplace ainsi par tout un groupe, comme il arrive pour l'équation (3 ter) [p.359]: une telle substitution ne se présenlant, à ina connaissance, dans aucun autre problème physique que celui des ondes liquides dont je m'occuperai à cet endroit, il n'est pas nécessaire d'en traiter dès à présent. Nous nous bornerons donc, ici, au cas où c'est la dérivée de l'ordre le plus élevé 2 n, prise par rapport à s, qu'on remplace par plusieurs du même ordre, et nous considérerons, à cet effet, l'équation (4), où le le nombre des variables indépendantes est quelconque. Nous écrirons cette équation ainsi,
en désignant, au besoin, par i^ la somme symbolique ou le
d^ ^2 paramètre différentiel du second ordre ~ -i- -j^ -^- . . . , et en
substituant, pour fixer les idées, / â c. Nous imaginerons, en effet, que cette variable t désigne le temps, que les m autres variables indépendantes, a:, y . . . , soient des coordonnées rectangulaires, dans un espace à m dimensions, et que, par suite, la fonction à évaluer, tp, admette, à chaque instant t, une certaine valeur en chaque point [x, y,...) del'espace dont il s'agit.
\\ nous faudra, d'abord, généraliser la forme de l'intégrale définie (5) [p. 360], de manière à y faire entrer x, y, ..., au lieu de s, sans compHquer, s'il est possible, le mode de calcul de l'expression \ <f, qui est, actuellement, l'analogue de ce
qu'était la dérivée seconde -~. A cet effet, de même que
d^ nous avons, dans (1), substitué à —, pour en déduire (4)
ou (23), la somme
de même nous remplacerons, dans (5), ie carré / parla somme analogue
dont la racine carrée r désignera, comme on voit, la distance de l'origine des coordonnées au point considéré quelconque (a;, y,... jet, cela, quel que soit celui des trois nombres m =1, m=2, ï» = 3, qui exprimera combien il y a de coordonnées i^;, g',... ou combien l'espace considéré a de dimensions. Mais, en même temps, afin de pouvoir approprier à notre but l'expression ainsi obtenue, nous remplacerons, dans (5), l'exposant 2 de « par un exposant indéterminé ^, nous réservant d'en disposer de manière que le A3 de cette expression se calcule aussi simplement que le -—j de (5), c'est-àdire, parla substitution, sous le signe/, aux deux fonctions /"et 'l', de leurs dérivées premières f et i}-'. Nous prendrons donc
Posons, pour abréger,
Il viendra aisément
( -jr"/(T)*-i'4-ij::7'-44)^*'«-
ou bien, en intégrant par parties, et supposant le terme
(*) Voir à la fin du mémoire une' Addition ou sont démonfi'ées , un peu p!us simplement que ci-après, les propriétés de cette intégrale définie ■(), considérée comme une transformée de la précédente (5).
intégré, <y}-^ f i^\ Y \yj] > "^' ^^^^ ée,u^ limites
Il suffit donc (Pannuler m — 2 - — , ou de prendre
pour que les expressions de la forme f A [-^) t (yr) '^^ aient leur paramètre différentiel ia calculable comme on le désire , c'' est-à-dire en y remplaçant simplement, sovs le signe I> f et ^ par f, ^ . Et cette propriété leur conférera une sorte de prédisposition à fournir, comme les potentiels dont le Aa est également facile à évaluer, des intégrales aux équations de la physique mathématique, dans lesquelles les A^ des fonctions inconnues jouent un rôle considérable.
Seulement, tandis que l'utilité des potentiels se montre, ainsi qu'on l'a vu, pour intégrer des équations où ne paraissent que des dérivées d'un môme ordre pair des fonctions inconnues, c'est, au contraire, pour les équations du type (23), contenant une dérivée, par rapport à une certaine variable, d'un ordre deux fois moins élevé qiie les dérivées qui y paraissent par rapport aux autres, que ces nouvelles expressions s'emploieront naturellement.
La formule (27) donne^ = oo dans le cas w = 2, qui est celui des corps à deux coordonnées x, y^ c'est-à-dire des plaques. Alors a." et, par suite, les deux fonctions /, 4* prendront toutes leurs valeurs finies quand a sera infiniment voisin de l'unité; en sorte que, si l'on pose
„ := 1 ^ Jl ; d'où da^ — d&,
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i] suffira de donner à — les valeurs, tant négatives quo positives, très voisines de zéro, ce qui permettra de remplacer ctp ou f 1 H j par e . Si, d'ailleurs, on fait abstraction du facteur constant —, l'expression (24) de f deviendra
(28) (pour*. ^2) ^=J f\^Le^4,\^-e j dp.
On reconnaît directement, en calculant le \ de cette expression (28) et en suivant exactement la marche qui a conduit au résultat (26), que ce paramètre i^ égale bien
I,e cas m = 3 offre nne particularité intéressante. La valeur (27) de ^ y est — 2, tandis qu'elle égale 2 pour m = l. Il suit de là que l'expression (24) de ^, si on la multiplie par r, donne alors identiquement
ou bien , en remplaçant ra par a ,
Ainsi, quand m=S, le produit rf est lui-même delà forme (24) , avec la valeur àe p, j) = 2, qu'on aurait pour f dans le cas m = 1 , mais avec permutation des deux fonctions /■, ijj. Et il est évident que l'expression r^f, transformée d'une manière analogue, aurait une forme pareille, sauf la substitution de /", Y à /, 4"- Par suite, /■A^ç se confond avec ce que serait le Aj de l'expression (29) de r^ si on avait m= 1 ou si la somme r^ = «^ + y* -h . . . s'y réduisait
au terme x', cas où i^ :
lité riaf = "jV"' spéciale à toute fonction de trois variables
X, y, z qui ne dépend que du radical r =^\j' y?- + y"- ^ z^.
Le paramètre Aj de l'expression (24) de cp prise avec la valeur (27) de ^ et, par suite, le Aa de son As, etc., ne sont pas les seules fonctions de ses dérivées qui aient des formes simples. Il en est de même de l'expression
T -7- , eénéralisation de celle , -;- ou -V- , que représente la formule (6) dans le cas m~\\ et, par suite encore, il en est de même des expressions r -—■ , r — ^ — , etc. En effet , difïerentions (24) par rapport à r. sous le signe / ; puis muUiplions par r"~ , remplaçons, dans le résultat, — da. par r d —— et, substituant k p — 1 , d'après (27),
le produit p -~ — - — - , prenons la nouvelle variable d'intégration
ç = -C- = /llj ^- ; d'où «" = r^ ^-^.
Il viendra, si nous supposons d'abord m diiférent de 2 ,
et , dans le cas m = 2 , ^ = 00 , pour lequel l'expression (28) de cf a été obtenue en multipliant par^ ,
(30 bis) (pour m = 2) r -J = jT °° / (~) f (~j d^ ,
comme on le déduirait, du reste, directement de (28), en posant, après la différentiation, j'^e— P=ï;.
On remarquera que ces expressions (30) et (30 bis) rentrent encore dans le type (24) , où l'on, ferait p= — . Et l'on reconnaîtrait, en les différentiant elles-mêmes par rapport à r , puis multipliant les résultats par r et prenant pour^ variable d'intégration-, sous le signe /, le produit a = r^~""'ï; ^^«, que
intégrale définie identique à i^f. Effectivement, f ne dépendant deœ, y,'... que par l'intermédiaire de r, un calcul direct et facile donne
M d f m-l df\
Pour m~l ou ^=2, on retrouve bien, dans (30), la formule (6), sauf les change|nënts de s en ?" et de « en K. Pour m = 3 ou^= — 3, il y a avantage à poser, dans (30), î^ s = « , d'où il résulte i^ = a', (?C — 3 a* da. et
{^0 ter) (poLirm = 3) ^i -^ ^ i f
6. — Intégration des équations proposées , pour les cas oii la distance r à l'origine joue le rôle de variable principale .
Rendons actuellement les expressions (24) et (28) de ^ dépendantes de ^ , en ajoutant 1: ^ à la variable de l'une des deux fonctions f,^: ce qui équivaut , au fond , à prendre f . 1" de l'une des deux formes
avec p = - — — , quand le nombre m des coordonnées a;, y, ... est différent de 2, et j 2°, de l'une des deux formes
(31 Ms]
a'^TJMT
quand M = 2.
Les expressions correspondaiites de ip,^)" y n'en différeront que par les substitutions de (T 1)"/^"' à / et de iJj'"' à 4"-
, qui aura encore les mêmes
formes , contiendra seulement, sous le signe/, /'"' à la place de f. Donc , l'équation aux dérivées partielles proposée (23), devenue
f" ( ' - t) h (2T,) * (- 1 )"*'•' (Ir.)] * = »■ *■■
sera satisfaite identiquement, si l'on assujettit la fonction 4" à vérifier l'équation différentielle (14), (T 1)" '}''''' -h A 4* = 0 , comme dans le cas où les m variables x , y , . . . , dont r . dépend , se réduisaient à une seule x ou s. Chacune des n formes distinctes de <^ donnant de la sorte , vu les doubles signes '^, deux solutions de la première forme (31) ou (31 bis) et deux de la seconde, avec autant de fonctions arbitraires, la superposition, soit des premières (31) ou (31 bis) , soit des secondes (31) ou (31 bis) , soit d'une association de 2 ïi groupes des unes et des autres , constituera une solution pius générale , où ne paraîtront encore , il est vrai , que les deux variables t et r, mais qui contiendra 2 » fonctions arbitraires. Or ce nombre de fonctions arbitraires est précisément celui qu'Indique, pour l'intégrale générale, l'ordre même (par rapport à r), de l'équation aux dérivées
partielles proposée , dans les cas où la fonction f ne dépend des coordonnées x, y, ... que par l'intermédiaire de r , ou est supposée avoir, à chaque instant t, valeur égale en tous les points situés à une même distance r de l'origine , et oii. cette distance r est prise pour la variable principale.
En outre , les fonctions arbitraires se trouvent engagées dans (31) et (31 Ms) , comme elles l'étaient dans (9) et (15) , d'une manière assez commode pour la vérification de conditions analogues à celles d'état initial ou se rapportant à l'origine r= o. Car, s'il s'agit des secondes expressions (31) et (31 f/is) 5 leurs valeurs pour r = o, celles de leurs A^ , des Aï de leurs V> etc., seront les produits de f{i), de f {t), de f {i)y etc., par certaines intégrales définies prises entre les limites o et oo , ou — oo et go ; et elles s'exprimeront ainsi simplement, en fonction def{l}, ou de f (i), ou de f" {(}, etc., pourvu que ces intégrales définies ne soient pas infinies ou indéterminées. De même, s'U s'agit des premières (31) et (31 bis), les produits, par r"*"', de leurs dérivées du premier ordre en r , ou de celles de leurs A^ , des ^i de leurs A^, etc., se trouveront, d'après (30) et (; proportionnels à des expressions comme
fi iT-^:-»U' Uï^Uï,
laquelle, pour r= o, devient le produit d'un certain facteur constant par /(^), pour\'u que l'intégrale j vU^'^j dK soit finie et déterminée.
Voyons, par exemple, à quelles conditions les valeurs de !p données par les secondes expressions (31), (31 Ms), et celles
de r"""*-^ déduites des premières (31), (31 lis), restent
ainsi finies et déterminées à la limite r = o.
Et,' d'abord, s'il s'agit des secondes (31), (31 bis), ^ s'y
réduit , pour t~o, au produit de f{i) par j 'P [— } df.
'a ou
par / -1 {-^e j dp. Or, en posant soit a" = S*, soit e = k^, ou
les intégrales J n^")'^*' / 'f' (i^' ) '^ ? deviennent, toutes les deux, à part un facteur numérique fini, ^ (~k") ^ (^ ?■ On voit donc que ces valeurs de f pour r = 0 seront finies et proportionnelles à /"(^ si l'intégrale / "^ (■y) ^*~"' '^^ ^^* eîle-mèmo finie et déterminée, tandis qu'elles seront infinies si elle est infinie. Le second cas se présentera pour m égal ou supérieur à 2 ., toutes les fois qu'on n'aura pas ij; (o) = o ; car , alors , à la limite inférieure ^ = 0, le facteur infini i ~™ rendra évidemment infinie l'intégrale I ^ ("ô") ^ ™ (^ ^. C'est ce qui arrivera, par exemple , dans les applications empruntées à la théorie analytique de la chaleur, où ^ (y) sera une exponentielle telle que e"^, donnant i}* (o) = 1. Dans tous les cas de ce genre, les secondes formules (31) et (31 bis) ne pourront donc pas, pour les corps de plus d'une diinension, être employées à la limite r = o, où elles rendraient f infini.
11 n'en est pas, heureusement, toujours de même clés premières formules (31) ou (31 bis) , en ce qui concerne les valeurs qu'y prend l'expression r""'-^ â la limite r = o. Cette expression, abstraction faite du coefficient numérique y ! 11 quand m diffère de 2, devient alors, d'après.
(30) et (30 te), le produit de /■(^} par f^ Y li^^) (^^- Or, si nous posons
C™=?; d'où dl,^mi'"~^ di,
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l'intégrale 1 Yi^^'^j'^-W^^^^''^^^^^'^^'^'^^^'^^ f Vlir]^'"' '^^'i et l'on voit que la fonction sous le signe / n'y deviendra pas infinie à la limite S = o. De plus, le facteur ^"~', en grandissant indéfiniment, pour m y 1, h la limite supérieure, n'empêchera pas l'intégrale d'être déterminée, du
moins lorsque l'autre facteur Y [^) ^^era lui-même une
exponentielle décroissante, dont la petitesse, quand i deviendra infini, l'emportera infiniment- dans le produit, comme on sait , sur la grandeur de toute- puissance de 5- On pourra donc alors , quel que soit m , déterminer f de
manière que l'expression r™"' ~- se réduise, pour r = o, à
une fonction arbitraire du temps ï. Nous traiterons, au n" 13, un problème intéressant où se trouvera utilisée cette propriété.
Du reste , quand , à raison des limites spéciales , zéro ou ± 00 , des intégrations , une des expressions (31) , (31 bis) , ou de leurs dérivées partielles à considérer, ne sera pas finie et bien déterminée , on pourra toujours la rendre telle, aux dépens, il est vrai, de sa généralité, en y supposant la fonction /'nulle dans d'assez grands intervalles pour qu'on n'ait pas besoin d'atteindre ces limites « —o,o!.=:^œ.
Par exemple, si l'on adopte, dans (31) et 1^31 Ms), les signes supérieurs, on admettra que la fonction continue f s'annule pour toutes les valeurs de sa variable comprises en dehors d'un certain intervalle /Ïm, dont nous prendrons, pour fixer les idées, la limite supérieure égale à zéro; et l'on se contentera d'attribuer à ^.des valeurs positives, c'est-à-dire dépassant cette limite. Alors la variable, que j'appellerai 4 , de la fonction /, et qui égalera, soit i ^
ou ^ — s— ) soit û — ^ 6' ou ?^ ^ e ' , n'aura évidemment à devenir, ni positive, ni inférieure à une valeur
négative déterminée; et l'on voit que, pour f el r plus grands que zéro, a et fi pourront ne varier que dans des intervalles finis , dont se trouvera même exclue la valeur parfois critique a = 0. Ainsi, cliacune des l'orraules (31), (31 bis) conduira toujours à certaines solutions particulières non illusoires, qui comprendront même une fonction entièrement arbitraire entre des limites plus ou moins étendues.
Voyons ce que deviennent ces solutions , prises encore avec les signes supérieurs et pour t y o, quand on les réduit à un seul de leurs éléments ou, autrement dit, quand la fonction /(^j) est censée ne différer de zéro'que pour des valeurs négatives de ^j infiniment voisines de l'une d'elles , zéro par exemple. Choisissons ti , au lieu de « ou de p, pour variable d'intégration. Il viendra
isoil (2t — 2ti)j = [2t — 2lif-l ,
i soit log [2t — 2ti), I soit log ,
formules d'où l'on déduira â<x., dp. Finalement, ti devant rester , par hypothèse , infiniment voisin de zéro , on pourra supprimer partout 2#i à côté de 2f, et, si l'on appelle s une intégrale infiniment petite constante, d'ailleurs arbitraire, les premières expressions (31), (31 Ms) se réduiront à
tandis que les deuxièmes deviendront (32 «^) ' = i©"^*(s-)-
Ces deux solutions particulières peuvent s'écrire encore, respectivement ,
V'âï
•nYj?^^''=-nTj^ '!*■"'■=-
Sous cette forme , on voit que la deuxième donne
Par suite: 1", pour t infini, l'intégrale f '^dt est alors iinic et indépendante de r, quand l'expression
/ ^("ô')^*'"'" ^^ ^^* elle-même finie et déterminée, ou , autrement dit , d'après ce qu'on a vu ci-dessus (p. 382), quand les deuxièmes valeurs (31), (31 U&) de tp restent finies à la limite r= o; 2", à cette limite ?' = o,
l'intégrale considérée, 1 tf(?^, atteint, dans le même cas,
sa valeur définitive, ^ j i (—1 1 *""* dl, dès que ô a dépassé
zéro, de aorte qu'on peut alors, pour /■ infiniment petit, supposer la fonction f nulle, au moins en moyenne, quand t y varie entre deux valeurs positives quelconques. On voit, de même, que la première (33) donne
Par conséquent , toutes les fois que l'expression
sera finie et délerminée, i'intégraie I <^r^~^ dr acquerra
elle-même, pour r = oo , une valeur finie constante, c'est-à-dire indépendante du temps t', et elle atteindra cette valeur sans que r soit infini, mais môme quelque petit que soit r, pourvu qu'on prenne t infiniment peu
supérieur à zéro ou pourvu que le rapport 5 de r à \/2^
dépasse toute limite assignable. Nous verrons au n" suivant quel intérêt considérable présente, à raison de cette propriété , la solution particulière (89).
La même solution (32) jouit encore d'une autre propriété,
assez analogue, mais où paraît , au lieu de cp, la dérivée -j- .
Cette dérivée, d'après (32), a pour valeur, en continuant à
appeler ? le rapport de r à \/2 1 ,
(\/a)"*'iii,'2i'
et il en résulte
L'expression de l'intégrale I ^ j'""^ dt ne diff'ère donc de celle, e l ^ (-^) ^™~' d^, de l'intégrale i fr^'^dr,
que par le changement , sous le signe /, de ^ en Yi et ce changement n'introduit même dans la somme aucune différence de valeur absolue, quand4'(Y)=e-ï (d'où ([-'= — 4')- Il en est encore de même quand l'intégration se fait entre les deux limites i = 0 , 5 = ce et que , m étant Tmiité , tjj (y) = soit cos Yj soit sin y [d'où 4*' (y) = soit — sin y, soit
cos ~ rf s = I sin — d^.
Alors, vu la formule (34), l'expression j fr'"~Vr reçoit,
quel que soit t, la môme valeur absolue que l'expression
I -^ r**"' dt quel que soit r
Remarquons encore que, dans le cas m = 2, les deux intégrales particulières (32) et (32 bis) se réduisent à une
seule, quiestï = -^4;^^j.
Enfin, si nous avoas pu , au moyen des expressions (31) ou (31 Jï's), étendre à l'équation aux dérivées partielles (23) les genres de solutions de l'équation (1) représentés par les formules (9) et (15) , rien n'empèclierait de faire de même pour ceux qui ont été étudiés au n" 4. Il n'y aurait , dans ce but , qu'à déterminer la fonction 4* par l'équation différentielle, généralisée de (16) ,
AM.> = K
En supposant, par cKerople, le nombre % pair, on prendrait pour'ç, au lieu de (20), la somme
(36) ,=j;-"[,(,-.^)+^(,^^)],(ii.)..,
où / (^i) désignerait une fonction arbitraire ayant même dérivée n — 1'°"' pour li = aD que pour i, ~ — co . En effet , d'après (35) , l'expression
pourrait être remplacée par
) _ 211(^2)' tl /"M.
et il viendrait successivement
2k( Vsr
^in-^-n-Ç)]
Donc , la fonction (36) , pourvu qu'elle eût des valeurs finies et bien déterminées, ainsi que ses dérivées en r jusqu'à celle de l'ordre 2n , vérifierait bien l'équation proposée (23).
7. — De leur intégration , quand c'est le temps t qui est la variable principale.
La solution particulière (32) acquiert une grande importance, quand l'intégrale j 'I' r^^"" ^^ a une valeur déterminée et quand , par suite , comme on a vu, la somme
( çr"" dr est constante. En effet, dans le cas où, le
temps t étant la variable indépendante principale , on donne directement les valeurs initiales de^ et de ses n — 1 premières dérivées par rapportât, on fonction des coordonnées ce, p, ... et pour toutes les valeurs de ces coordonnées comprises entre — go et ->- gc , cette solution (32) devient la solution simple naturelle de Vèquation auœ dérivées partielles (23).
Pour le reconnaître , partageons l'espace indéfini considéré, à m dimensions, en éléments infiniment petits, que j'appellerai dia et qui, avec le système de coordonnées
rectangulaires a;, y, ... , auront l'expression dm = dxdy... ; puis imaginons qu'on multiplie, à une époque quelconque t, chacun de ces éléments (^ra d'espace, ayant certaines coordonnées œ, y-, ..., par la valeur de tp qui s'y trouve produite , et appelons /çf^îsla somme des produits pareils, pour tout l'espace îs dont les éléments sont à des distances de l'origine inférieures ou égales à une certaine valeur donnée r. L'expression (32) de ^ ne dépendant que de r , si l'on divise cet espace, à partir de l'origine, en uneintinité de régions concentriques d'épaisseur dr , dont la limite intérieure, de rayon r, vaudra Kr""', en appelant K un certain nombre, et dont l'étendue égalera par suite K?"""' dr, il est évident que la somme considérée, J'^drs, pourra s'écrire K/(pf """'(^r. On aura donc, d'après (34),
(3,) /y. = ,Kj-',(^)r-V... .i, 5 = -^.
Il résulte de là : 1" que l'intégrale /^t^s, étendue à tout l'espace , acquiert la valeur , finie et déterminée par hypothèse, eK f 4^ {"^1 ^ "'' '^^' ^^ ™Ème à toutes les époques t ; 2" que cette intégrale /fdm, étendue seulement jusqu'à une distance limitée r, conserve encore une même valeur à toute époque , si on prend le rayon , r, de l'espace considéré zs, proportionnel à la racine carrée du temps l; 3" que, ? étant, pour ^infiniment petit, aussi grand qu'on le veut quelque minime qu'on fasse r^ l'intégrale ffdjs reçoit , à l'époque t= o, sa valeur totale , invariable , pour peu que le rayon r de l'espace e diffère de zéro ; en sorte que les produits fd'Si , relatifs aux éléments dts situés aux distances finies de l'origine, n'y ajoutent plus rien d'appréciable; 4" et que , par suite , à cette époque ^ = o , la fonction f est nulle, du moins en moyenne , à l'intérieur des éléments, dm, composant ensemble une zone quelconque K r""'- dr et antres que celui dont les coordonnées sont iP = o , y = o, . . . .
Aiasi, quand l'exp-ession i '^^ i-~\ 5" d'i est finie et
déterminée , la solution (32) eonment aux cas où la somme /fdzi, étendue à tout l'espace, est constante, et oà f peut être censé s'annuler initialement, excepté à l'intérieur de l'élément particulier d'étendue à partir duquel se comptent les
Cela étant, prenons successivement pour cet élément d'étendue, que j'appellerai è^îs, , tous ceux d'une région finie quelconque ts, , dont les divers points auront certaines coordonnées «i, y^, ... par rapport à un système déterminé d'axes. Il faudra remplacer, dans (32) , x, y, ... par X — Xi,^-^p,, . . . , ou écrire
pour passer des axes dont l'origine est l'élément d'e dzii à ces axes déterminés communs; d'ailleurs, si, pour abréger , l'on pose
(37 ôis) K' = K r
on pourra, dans chaque intégrale simple (32), choisir £ égal
au produit de -^ par une fonction arbitraire F (a^i , y, , ...)
des coordonnées de disi. Et la somme de toutes les solutions particulières ainsi obtenues donnera l'intégrale plus générale
Il est facile de voir ce qu'y représente la fonction F (^1, ^1 ,...). li'intégrale /^(^flî, étendue à tout l'espace, égale évidemment la somme des intégrales analogues , invariables , correspondant aux diverses solutions élémen-
taires écrites sous le signe /. Mais , calculée pour l'époque ^=0 et pour un petit volume as quelconque , elle se réduit à ce que donnent les solutions élémentaires dans lesquelles les distances r se comptent à partir d'éléments dtsi compris dans cet espace, puisque même la somme fyd^i relative à un seul élément dis^ , se trouve alors tout entière concentrée dans l'étendue qu'occupe celui-ci dts,. Et comme elle vaut d'ailleurs, pour cet élément, K'e ou F {x„ y,, ...)dzii, elle égalera F (a;, y, ...) djzh l'intérieur de chaque élément -dtR de l'espace considéré et , par suite ^ fV [x ^ y , ...)dis^ ou f3 F (ic, y, . . .) , pour cet espace ro , supposé assez petit en tous sens, de manière que la fonction F [x, y, ...) y ait sensiblement la même valeur partout. Donc, avec l'expression (38} de ^ , la valeur moyenne de cette fonction f à l'époque t= 0 , dans tout espace irLfmiment petit entourant le point {x, y, ...) , n'est autre que F [x. y, ...). Autrement dit , la fonction arbitraire F entrant dans l'intégrale (38)
Comme il correspondra , à chacune des n formes distinctes de ^ données par l'équation différentielle (14), une solution pareille à (38) , la somme de ces n solutions constituera l'intégrale générale de (23) , avec les n fonctions arbitraires de x,y, .. qu'elle comporte ; car cette équation aux dérivées partielles (23) n'est que du n^' ordre par rapport au temps l, pris ici pour variable principale.
Observons que , d'après les formules (34) , (34 Im) , et comme il a été reconnu à la suite do ces formules , l'expression /tp(?ra ou K/tpr™"* dr, étendue à tout l'espace et calculée pour un seul élément de l'expression (38) de y , aura sa
valeur, F (a^i, yi, ...) cira, , égale à:^K / -^r"' dt. dans
les cas de 4* (y)= e-ï,etdansceluide m= lavec i^ (y) —soit cos Y , soit sin y. Si l'on appelle (7 l'étendue , Kr""*, de la figure quilimiteintérieurementune quelconque des régions concentriques, d'épaisseur dr, en lesquelles a été divisé
l'espace autour de l'élément d csi , cette valeur de <T -^ di. Nous verrous plus loin ce qu'elle représeute, du moins dans le cas de ^ (y) = e~', quand nous appliquerons (n"' 13 et 14) la théorie générale exposée ici aux problèmes de l'écliauffemenl et du refroidissement dhm milieu d'un nombre quelconque de dimensions.
En résumé, les intégrales de la forme (31) et [31 bis)^ grâce à la propriété qu'elles ont de transmettre cette forme simple â leurs paramètres différentiels i-., sont aptes à exprimer les états variables de corps à dimensions indéfinies , quand ces états dépendent d'équations aux dérivées partielles du type (23). Non seulement elles les représentent dans les cas où ils sont ^actement les mêmes à d'égales distances tout autour d'un contre de rayonnement persistant, mais, de plus, elles fournissent immédiatement les solutions simples naturelles, [32), dont se compose leur expression générale, lorsque le corps est abandonné à luimême après avoir été disposé inUialement d'une manière quelconque. Ces derniers problèmes, concernant le cas où le temps # joue le rôle de variable principale , auraient pu , il est vrai , se résoudre par l'emploi de la formule de Fourier , appliquée à des sommes de solutions élémentaires ayant la forme d'exponentielles, réelles ou imaginaires, à exposants du premier degré en t,x,y, ... Mais la forinule de Fourier donne toujours comme résultat une inlégrale défmie d'un ordre de multiplicité double du nombre des variables non principales ^ , j/ , . . . ; et il aurait fallu alors , pour arriver aux solutions simples naturelles dont il est (juestiou , ou , ce qui revient au même , aux intégrales générales définitives, de la forme (38), effectuer la moitié des intégrations indiquées par les signes /. Or c'est là un genre de réduction pour lequel on ne possède aucun procédé général de calcul, difficile par conséquent et qui,
peut-être même, n'aboutirait pas toujours, à cause du caractère parfois un peu iiidécis de la formule de Fourier, ou de sa convergence douteuse.
Les intégrales (31) et (31 bis) , de la forme (24) , donnent donc une seconde preuve de ce fait, déjà indiqué par l'usage des potentiels dans le mémoire précédent et dans la première note complémentaire , que tout nouveau type général de fonctions dont les paramètres différentiels i^ se forment d'une manière simple constitue une découverte d'un réel intérêt en physique matliématique et peut y rendre abordables certaines catégories de questions.
Vu l'importance de la solution particulière (32) , et quelque simple qu'ait été la voie suivie pour l'obtenir , il ne sera peut-être pas inutile de vérifier directement qu'elle satisfait bien à l'équation (23). A cet eifet, nous ferons
abstraction du facteur constant .■■ v- , c'est-à-dire que nous
(Va)-
prendrons
Il viendra aisément
(39H ^=_1,^^^-^..=1, A,., = ^; ^ ' dt t dx^ dy^ t - ' 2t
et l'on trouvera de pins , pour toute fonction de y qu'on différentiera en x, y, ..., les formules symboliques
d ^d-i d d^ _ d^y d i-j^ d-^ d _ dx dx dy dx^ dafl dy dm^ dy^ dy
d'où
_j / îw d\ d
(40) 4,=, [-i-'iT^T,-
D'ailleurs, toutes les fois qu'on aura à prendre la dérivée par rapport à y du produit de y et d'une dérivée -j- , on aura évidemment
de sorte qu'on pourra , dans — | y -— ] , intervertir l'ordre
des facteurs symboliques ~r ■> 1 1~ ■> pourvu qu'on ajoute 1 à celui-ci. On trouvera d'abord, d'après (40),
La même formule (40) , appliquée à celle-ci , donnera ensuite, si l'on fait passer tous les facteurs simples y à la fin du résultat , en suivant la règle (40 bis) ,
En continuant de même , il viendra finalement
D'autre part , la différentiation de (39) par rapport à f, donne successivement , d'après la première (39 bis) .
[ l 2 ' dyl\2 ^ dy}^
On voit que, à part l'ordre dans lequel se présentent les facteurs symboliques , ordre évidemment inditrérent ici ('), ce dernier résultat ne diffère de (A^l" ^ qu'en co que f — 1)" ^
y remplace -7-;-. Donc , quel que soit le nombre m des
variables a;, y , ..., l'équation aux dérivées partielles (23) sera satisfaite identiquement , si l'on détermine 4' (y) par la relation (14), {'^ l)" •^'•"^ -t- A ^ .= 0 , prise avec les signes supérieurs , comme on a convenu de faire en établissant la solution (32).
8 . — Application de la même forme d'intégrales définies à l'intégration de certaines équations différentielles.
M. de Tilly, Membre de l'Académie Royale de Belgique , a eu l'idée, en lisant l'article du 2 janvier 1882 [Comptes- Rendus , t. XCIV, p. 33] où j'appliquais l'expression (5) de cp à l'intégration de l'équation aux dérivées partielles (1) , de faire servir la même expression , que ses deux fonctions arbitraires /", ^ rendent susceptible de prendre bien des formes différentes, à représenter des intégrales de certaines équations différentielles; et il en a déduit une méthode
ingénieuse d'intégration pour celles du type -~ = Âr" tf , où A. et a sont deux constantes quelconques.
(*) Parce que leurs parties variables ou indiquant des differen tintions sont
toutes pareilles , de la forme -/ ^ , et non des deux formes différentes ^ , ï —
comme dans (4t).
Voici en qaoi consiste cette méthode, dans le cas simple » = 2, qui est le cas de l'équation du second ordre à laquelle se ramène celle du premier ordre dite de Riccati. J'y emploierai d'ailleurs la forme (24) , moins spéciale que (5) et qui , pour cette raison , pourrait comporter des applications plus nombreuses.
Démontrons d'abord une propriété importante dont jouit l'expression (24) quelque valeur qu'on y attribue à p , propriété implicitement indiquée dans le n" 5 ci-dessus. Comme le is de toute fonction de r, quand on y prend r égal à la racine carrée de la somme des carrés de m variables ^, y, ..., a pour valeur
fm m — lé^
et comme, de plus, cette expression devient d\ I 2\ 1 tfo
lorsqu'on y remplace m, en vertu de (27), par 2 , on
aura, pour toutes les valeurs de p qui rendront m entier et positif,
Telle est la propriété dont il s'agit d'établir la généralité, en faisant voir qu'elle subsiste dans le cas dc^ quelconque. Posons , pour abréger
ce qui permettra d'écrire
Deux différentia lions consécutives de <f par rapport à r donneront
Sous le dermer signe /, remplaçons —^ par a «y,
ce qui revient au même d'après la seconde (h), ei, ayant mis ensuite dY {y) an lieu de Y' fï) ^^T ? intégrons par parties comme nous l'avons fait pour arriver à (26) [p. 376] , en supposant de même nul le terme aux limites ,
Il viendra évidemment
relation qui est bien équivalente à (a)
La formule générale {a) ainsi établie , admettons que l'équation à intégrer soit
A désignant un coefficient positif. L'expression {c) de f la changera, vu (a), en celle-ci,
(.) J^'^ir {fi V iï) - ^fip] ^ [y] ]d. = o.
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M. de Tilly y satisfait en posant
.r- — ^ r= — V^ = iineconat, arbjLr. f— <; ,
et en prenant par suite , à des facteurs constants près ,
ce qui, à cause des valeurs [c] et (h) de f , P et y, donne
Du reste, et comme l'a remarqué M. de Tilly lui-même, cette intégrale de l'équation différentielle [d) [ou de l'équation [m) ci-après] avait été obtenue aiitrement par Poisson , qui l'a démontrée dans le XVP cahier du Journal de l'Ecole
On choisira c positif, pour que l'exposant de e sous le signe / soit constamment négatif et rende finie l'intégrale. Observons d'ailleurs que le terme aux limites supposé nul dans la démonstration de la formule fondamentale [a) le sera bien on effet. La raison en est que , à chacune des limites a.= o, oL-=(Xi , l'une des deus variables auxiliaires P, Y deviendra infinie et fera annuler toute fonction contenant en facteur l'exponentielle correspondante/ ([3} ou '^{y), comme , par exemple, l'expression cl^~^ /"(p) -}*' (y).
Il est inutile de multiplier le second membre de {K) par une deuxième constante arbitraire c'\ car, si on le fait, mais qu'on change ensuite, sous le signe /, c'dix. en dv. ou c'a en a , on retombera sur la formule [K) , avec une autre valeur de la constante c. On n'obtient donc toujours qu'une intégrale particulière : mais un procédé connu permet d'en déduire l'intégrale générale.
Quand ^ = 3, si l'on prend en outre c= 1 et A=:.I, l'es-
pression [h] de tp, réduite à / e - l [f ^ ■;^] dy. , reçoit
la valeur C e-j d^ =\/t' P*^^^ *" ~ ''•* ^'' ^^ ™leur
I e-^ (fo: = 0, pourî' = x . Or l'intégrale générale et
unique de l'équation (d) est alors (f =M(;"'' + Ne*"; en la
déterminant de manière que ^ = \/ -^ ponr r — o et que
ç — 0 pourr = ûo , elle donne?— V/ y ^~'^- ^^ vient donc la formule (connue)
Revenant an cas général, montrons enfin que l'équation que Ton a ainsi intégrée, {d}, équivaut bien à celle de Riccati, comme on le sait du reste. Appelons q un exposant quelconque , et substituons à r la nouvelle variable w que définit la relation
ri en résulte les formules de transformation
?_1 i_gd di__l \-qd II i_,, d \ii^—ii / d^ 1— î '^\. r q d%^ dr^ u dii\q du) g^ \d%'^ n du/'
et l'équation (d), multipliée par g^ u^"^, devient finalement
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On peut, en choisissant convenablement ^,^ et A, lui faire prendre toutes les formes comprises dans celle-ci,
où m, k et B sont trois constantes quelconques , dont la dernière cependant, B, doit être positive comme A. Ainsi , la solution trouvée (h) convient à toutes les équations du type {l}. On voit de plus que celles-ci, mises sous la forme {k), ne cesseront pas, quand on y fera varier q, d'être équivalentes à {d) ou , par suite , équivalentes entr'elles , et d'admettre la même intégrale (A), pourvu que les deux constantes A j j^ restent les mêmes et que r reçoive l'expression M* définie par (j).
Or, la valeur de q qui simplifie le plus possible l'équation {k) est celle, §■ = ^ , qui fait disparaître son second terme ,
et qui lui donne la forme de l'équation de Riccati transformée ,
Par conséquent, l'équation [d] et l'équation (k) ou {i) reviennent à .celle de Riccati (m) ; et c'est une solution particulière de celle-ci que représente l'intégrale définie [h).
On a vu par la relation (i) qu'en mettant sous la forme d'une intégrale définie une certaine solution , directement évaluable d'ailleurs, d'une équation différentielle, on se trouvait avoir calculé de la sorte, et assez simplement, la valeur de cette intégrale. Voici un autre exemple, assez remarquable, d'une pareille détermination, où il s'agit d'intégrales définies assez analogues à {i) , mais plus compliquées.
Dans l'expression
posons f (p) =e-'^, ^ (y) = cos y; ce qui rend évidemment finie et déterminée cette expression , et ce qui , de plus , permet de lui appliquer, ainsi qu'à s^s dérivées en r, la règle de difTérentiation exposée au n" 2 [p. 361], car la condition (8) est évidemment satisfaite. Nous aurons successivement :
Par conséquent , l'intégrale définie représentée par 9
vérifie l'éqnation différentielle -jy h (^ = 0 , dont la solution
générale et unique , avec quatre constantes arbitraires A, B, G, D, est
[q] u. = e - 7: ^A cos — -t- B sin — We^: fCcos — H-Dsin — ). Les formules [p] montrant, de plus, qu'on a
('/] (pour *■ et aussi
f = jr°°,-y i =1/2 jr°°,—'i» =v'^ .
délerrainoils les quatre constantes A, B , G , D de manière que ces quatre conditions spéciales [q'), {q") soient satisfaites. Il faudra, pour cela, prendre P^ = \/ —^\i~ù , C — 0 , D = 0 , ou
La différen Liation de celle-ci donne, effectivement,
■=^ — e — — C03 sin — ,
dr^ 2 ^'-\ /2 ^/2/
et les quatre conditions spéciales [q') , {/') sont hien vérifiées.
Égalons les expressions correspondantes, [f] et (r) ou (■/), de tp et de ses trois premières dérivées, puis posons,
pour simplifier, --:= p- Il viendra, d'une part, /2
Jo ^"T *=''^ -;;ï- '^"^ V 2 * ^cosp, et, d'autre part,
1 J e-^cos — rf« = — e-qco8p — sinp),
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Ainsi se trouvent évaluées quatre intégrales définies assez remarquables.
On en déduit d'autres , un peu plus générales , en y remplaçant a par m « et p par mn, oiim et ra désignent deux nombres positifs quelconques. Cela donne ;
Faisons , dans ies deux premières , w = o, » = 1 et, dans les deux dernières , w — o , m = V *' ^^ 'viendra
formules dont les deux dernières sont bien connues (') .
(*) On remarquera quo la deusièiiie des quatre intégrales (f), en y posant fl = — , devient / - ' dx el que. d'autre part, sa valeur v/î!, élevée au carré , égale l'intégrale classique / ■ ■■- ix. On a donc la relation , asseï
§ II. — APPLICATIONS DE CETTE MÉTHODE DANS LA THEORIE DE LA CHALEUR ET DANS CELLE DU FROTTEMENT DES FLUIDES.
9. — Problème de l'échauffement d'une barre et autres analogues : équations qui les définissent.
Les applications physiques les plus simples qu'on puisse donner des ihéories précédentes sont celles qui concernent le mouvement de la chaleur dans les corps athermanes isotropes à une, deux ou trois dimensions [barres , plagties et cor])s massifs'] (').
Nous commencerons par étudier réchauffement d'une barre homogène cylindrique ou prismatique , s'étendant , le long d-un ase pris pour celui des abscisses positives w, depuis l'origine jusqu'à l'infini j rendue imperméable à la
(*) D'ailleurs ces lois ai, mouvement de la chaleur par conduclibilité paraissent régir , comme on sait , la diffusion d'un corps (non gazeux) dans un dissolvant à température uniforme , au moins tant que le dissolvant se trouve encore assez loin d'en être saturé. Alors , en effet , le flux de matière dissoute qui ti-averse par unité de temps un élément plan semble être simplement praportionnel à la dérivée, suivant la normale à l'élément , de la densité effective p ( ou masse par unité de volume ) de cette n\atière dans le milieu , tout comme les flux de chaleur le sont h la dérivée analogue de la température ; et l'on remarquera que , pour compléter l'analogie , la température mesure en quelque sorte (sauf un facteur constant), aux divers points d'un corps homogène athermane, la densité de la chaleur, ou chaleur contenue dans l'unité de volume. Par suite , la densité considérée de la matièw dissoute variei'a d'un instant àl'autre, dans chaque région de l'espace, d'après les mêmes lois que la température d'un certain milieu athermane qui l'occuperait et qui , nuK points où est déposé le corps en train de se diffuser , aurait reçu ou recevrait do la chaleur exactement comme le dissolvant y a ahsorbé ou y absorbe de la matière dissoute.
Un tel modo de difftision est précisément celui auquel on arrive en assimilant le corps qui se diffuse à un fluide , régi par la loi de Mariotte , qui transpirerait on filtrerait à travere un milieu perméable comme du sable, à la condition, toutefois, d'admettre que son coefficient de frottement intérieur , appelé s par Navier , fit proportionnel a. sa densité (ce qui n'a pas heu dans les gaz , où < en est à pou près indépendant).- On peut voir en effet, par la formule (h) de la p. 4 de mon Essai sur la théorie des eaux courantes, dans laquelle le terme sin I représentatif de l'influence de la pesanteur est ici négligeable, que la vitesse V du fluide , dirigée , en
chaleur sur ses faces latérales, et chauffée enliii, à l'origine iC=o, de maaière qu'on y connaisse, en fonction du temps i, soit la température tp de la barre, soit le flux de chaleur qui y traverse sa surface de base , soit , du moins , la tem-
tout point (x,y,3). suivant la normale ds àla surface p :=const. qui y passe., est proportionnelleàla dérivée, changée de signe, de la pression p ou de la densité p , le long de cette normale ds, et à un certain coefficient, — , qui se trouve d'ailleurs, lui-même, pour un degré donné de compacité du milieu perméable, être en raison inverse du coefficient t de frottement intéi-ieur. Admettons qiie celui-ci soit proportionnel à la puissance n^' de la densité p. La vitesse V sera donc en raison directe de — — —, et la masse fluide débitée par l'unité d'aire de la sui'foce p 1= const. , ou le fiua; de transpiration , évidemment proportionnel lui-même au produit de cette vitesse par la densité p , aura une expression de la forme — aï [A-K — , comme il arriverait pour les courants de chaleur dans un milieu athermane où le coefficient de conductibilité serait en raison directe de la puissance (1— n)i'»e de la températui'e p. Alors l'équation aux dérivées partieLes, bien connue, régissant les variations de cette dernière, deviendi'ait
^_ il '^ ( i-t ''P^ L- ^ ( i--n^P\ ^ l j_„'^P\]
n multipliant par (2 — n) f,* ' Ht
■"Aî(pî-»).
Tfilie sera donc l'équation indéfinie du phénomène considéré de liltration. Oi', en y faisant n ^ 1, elle coïncide, comme on voit, avec celle des phénomènes de diffusion généralement admise.
Loreque n diffère de 1 , elle est encore intégi'able dans certains cas simples , notamment quand l'état est permanent ou qu'elle se réduit à Âj (pî^— "^ ^ o , et quand p ne varie que de petites fractions de sa valeur, cas oii le coefficient a* pf— » peut éti-e supposé constant. On sait du reste que , si les coefiîeients de conductibilité et les capacités caloiifiques sont assimilés ainsi à des constantes , dans la théorie analytique de la chaleur, c'est, de même, paree que les variations de température que nous observons ordinairement se trouvent être très faibles en comparaison de la température absolue.
Pour un gaz se diffusant dans un solide ou dans un liquide et, probablement aussi, pour un gaz filtrant à travers un corps spongieux , la résistance qu'éprouve l'unité de masse est proportionnelle à V*, non à la vitesse V, pai' suite sans doute des plus grandes valeurs de celle-ci , capables de rendre l'écoulement dans des espaces aussi iiTéguliers tourbillonnant comme dans les grandes sections et régi
dès lors par les mêmes lois ; V y est donc en raison directe, non plus de ,
p ds
mais de \/ — , et l'équation indéfinie en p , presque aussi aisée à former ,
cesse d'être linéaire par vappoi't aux dérivées de p.
péra'tiire d'une enceinte chaude , rayonnant sa chaleur vers cette base proportionnellement à la différence de leurs températures {'). La même analyse s'appliquera du reste, sans modification , au cas d'un milieu limité par une face plane, mais indéfini suivant tous les autres sens , et qui serait , à chaque instant , chauffé également sur toute l'étendue de cette face plane ; car, si l'on considère un tel milieu comme formé de fibres infiniment longues normales à sa surface , chacune d'elles, adjacente à d'autres possédant les- mêmes températures , ne pourra que se comporter comme une barre isolée, imperméable latéralement à la chaleur.
Enfin le môme genre de calcul donne aussi les vitesses qu'une niasse fluide indéfinie reçoit de proche en proche, par l'effet des frottements, d'une plaque solide et mince immergée, de dimensions également indéfinies, à laquelle on imprime dans son propre plan une translation rectiligne d'une rapidité variable en fonction explicite du temps , loirsqu'on suppose d'ailleurs les mouvements bien continus , ou nontourbillonnants, et, le frottement de la plaque, suffisant pour produire l'adhérence à cette plaque de la couche fluide contiguë , ou , plus généralement , proportionnel à la différence des vitesses de la même plaque et de la couche fluide contigué. C'est ce qu'on peut voir au § Il d'un GompUmeni à mon Essai sur la théorie des eaux courantes, inséré dans le volume de 1878 du Journal de Mathématiques pures et appliquées.
On sait que l'équation indéfinie du mouvement de la chaleur le long de la barre sera de la forme
rf^ _ J-^ i? _
(•) S'il s'agissait , non d'une pi-opagation de chaleui' , mais de la diffusion d'une matière, remplissant un réaen'oir, à travers une paroi plane, supposée infiniment épaisse, de ce réservoir, le ràle qu'avait la température de l'enceinte serait évidemment rempli par la densité de saturation , dans ia paroi , de la matière dissoute, densité proportionnelle à la densité effective de cette matière dans le réservoir ainsi qu'à son coeffieient de solubilité dans la paroi , et exprimant ce que devient la densité , dans la pai-oi , de la matière dissoute , quand il y a équUibre avec le réseiToir ou que le dus de diffusion s'annule.
et que le flux de chaleur qui traversera , dans l'unité de temps , une quelconque des sections normales , en allant vers les ce positifs , égalera le produit d'un coefficient
numérique donné par — -j-. Mais, pour simplifier un peu
les formules, nous supposerons a^ t remplacé par?!, ou a par 1, ce qui revient à choisir convenablement l'unité de temps, et nous attribuerons à la barre des dimensions transversales telles , que le flux de chaleur qui pénètre à travers une de ses sections égale simplement, par unité de
indéfinie en f , aux dérivées partielles ,
D'autre part, si F [() désigne la température connue de l'enceinte, à l'époque È, et k un coefficient positif constant, proportionnel au pouvoir émissif de la base x^o , la condition spéciale à cette extrémité a; = o de la barre sera généralement
(44) (pour x = o) _ J = ^ [F (() - cp ].
Elle se réduit à rp = F (#), quand il y a contact de la barre avec le corps dont î' [t) désigne la température et quand, par suite, on peut supposer infini le coefficients, ou attribuer à l'extrémité de la barre (à une différence infiniment petite près) la température même de l'enceinte, F(^),
connue à cbaque instant ; et elle se réduit à — ^ — k'F {t),
quand , au contraire , k pouvant être censé infiniment petit et la température F [t) de l'enceinte beaucoup plus grande en valeur absolue que celle, tp, de la barre, c'est le flux de cbaleur qui se trouve donné directement.
Si Ton joint à l'équation (43) cette relation spéciale (44), et si l'on admet , en outre , que la température f et les Ûus
de chaleur — -3- soient finis , sur toute l'étendue comprise
de a; = 0 à X = co et entre les limites t — — co ,t=^( , la fonction 9 sera déterminée, ou complètement, on, du moins , à une constante près.
En 00*01, soit tp une fonction qui satisfasse à toutes ces conditions, et appelons tp -^- ç' toute autre solution , supposé qu'il en existe. Il est clair que cp' devra vérifier les deux relations , transformées de (43) et (44) ,
[A4, bis) {pour^ = o)
tiens constamment finies entre les limites 5? := 0 , ic = 00 . Or, il est aisé de reconnaître que ces conditions obligent de poser identiquement tp'=o. sauf quand le coefficient d'émission h est nul , cas où elles donnent seulement (f'= constante.
Pour le démontrer , multiplions (43 })is] par 'l w dx et ,
après avoir substitué à / -jj la différence
. d\' en
{.'Kl
intégrons entre les limites constantes a; = o, œ — x. Kn tenant compte de (44 his) et appelant /„ la valeur de »' à la limite a; = 0 , il viendra
(45) 4 r>i.=2,-4i-2jo.-.-2 r7*i)V
Dans le second membre , le premier terme , le seul qui n'y soit pas essentiellement négatif, reste fini , par hypothèse, quand on fait croître indéfiniment la limite supérieure œ. En mè]ne temps, le dernier terme grandit jusqu'à dépasser toute quantité donnée , à moins que la dérivée
-^ ne tende assez vite vers zéro, pour x croissant, cas où
le premier terme 2 f' ~ décroît jusqu'à zéro. Donc, de
toute manière, il suffit que y' soit variable, pour que le dernier terme, négatif, du second membre de (45) finisse par l'emporter sur le premier è mesure que m grandit. Donnons à x une valeur suffisante pour qu'il en soit ainsi à toutes les époques comprises entre — xi et ^, cette dernière étant d'ailleurs choisie à volonté. La relation (45) pourra s'écrire alors , en appelant 0 une fonction de ^ et a; inconnue, mais positive et de grandeur notable,
(45 bis]
U>^—^^IU
Cette relation montre que l'intégrale essentiellement positive / f'^dx, supposée finie pour t = — oo , ne cesse pas, à mesure que agrandit, de diminuer, et avec une rapidité appréciable tant que les dérivées -r— conservent des valeurs sensibles. Il est donc inévitable que , au bout d'un temps fini, c'est-à-dire déjà pour les très grandes
valeurs négatives de ^, on ait partout ^— = o, et, par suite,
d'après (43 bis) , -~=o. C'est dire que la seule expression
possible pour <f' est f' = constante , ou même , vu (44 bis) , rp' = 0 toutes les fois que k n'est pas nul.
Ainsi , quand ^ et — ~^ ^^ deviennent pas infinis entre
les limittts w = o,w — ce et de f= — co ù i^ =: ^, les relations (43) et (44) déterminent la température tp , soit complètement , si k diffère de zéro , soit à une constante près , si k est nul. Dans ce dernier cas , on pourra, pour achever de définir f , se donner encore la température , généralement invariable, réalisée aux points de la barre dont l'abscisse X est très grande.
Observons que, dans la formule (45), le terme — 2k ff^ aurait pu être supprimé, si l'on avait considéré le cas particulier où k~ œ et où , pour w = o , l'on connaît directement f en fonction de t. En effet , comme il est
entendu que, pour x = o, la dérivée -^ = k'}' doit rester
finie, on aurait eu %' = o et, par suite, {k %) f,' = o.
iO. — Intégration de ces équations.
Il nous suffira donc d'intégrer (43) dfe manière à pouvoir satisfaire ensuite à la condition (44). Or, l'équation (43) se déduit de (1) en posant s = œ, a=i, n='i .A = — 1. Par suite, l'équation (14) [p. 364] devient, ici, + y' (y) = 4" Wî ^t elle donne, abstraction faite d'un coefficient numérique sans importance, •]! (y) = e'^'. Mais la deuxième de ces solutions, où l'exposant de e serait respectivement, dans (9) et (15),
Y = Yj et y — — , ne peut convenir ; car, pour œ = <x> , elle
rendrait visiblement infinies les deux valeurs (9) et (15) de <f , quel que fût l'intervalle dans Lequel la fonction /■différerait de zéro. Et le même inconvénient se présenterait pour l'expression de ^ (y) que donnerait l'intégration de (16) prise avec les signes inférieurs , expression propor-
tionnelleàe' ( e (^™ et devenant sensiblement -5- e'
pour y très grand, Donc, il n'y a pas de solution possible dans le genre de (20), et il faut se borner à prendre (9) et
(15) avec les signes supérieurs, en y faisant d'ailleurs ^[■j-) = e^'. Cela donnera pour l'intégrale de (43), avec deux fonctions arbitraires que j'appellerai f et fi,
D'ailleurs , chacune des deux intégrales définies qui composent cette valeur de f sera parfaitement déterminée , ainsi que ses dérivées successives en x ou i, pourvu que les deux fonctions f {£) et /i {#) , supposées finies pour toutes les valeurs de t comprises entre — oo et ^, donnent des
valeurs déterminées aux intégrales j f (t ^ ~] da.,
j fi{t — "V) '^"^ ®^ ^ leui's dérivées par rapport à i. En effetj dans ces conditions , d'une part, le dernier terme de (46) sera déterminé, malgré sa limite supérieure infinie, à cause de l'exponentielle qui s'y annule à cette limite , et le terme précédent le sera aussi, car ses éléments correspondant aux très grandes valeurs de a sont sensiblement égaux
aux éléments analogues de l'intégrale I fit — -^ (^a , bien définie par hypothèse ; d'autre part, comme la fonction e"'' se reproduit (sauf le signe) par la diiïérentiation , les dérivées en #ou x du second membre de (46) auront même forme que ce second membre , à cela près qu'il pourra s'introduire, à la place des fonctions /" ou /i, leurs dérivées successives, changées ou non de signe. Le procédé ainsi appliqué pour les différent! ations par rapport à x exige , il est vrai , d'après une condition démontrée vers la fin du n" 2 (p. 363), que les produits
'^'('-t) '-£■ A'-if) '-"'' 'f'{'~&) '~^'*-
deviennent nuls à la limite « = o ; mais c'est bien ce qui
arrivera toujours, si les fonctions /* (^), fi{i) et leurs dérivées restent finies pour ^ = — co , comme on le suppose.
Par conséquent, l'intégrale (46) et ses dérivées seront des fonctions parfaitement déterminées , et toxijours tinies ,
/ /l'f^ — "V) '^"' ^^^-1 1^ soient elles-mêmes. Or c'est ce qui aura lieu, si, comme nous l'admettrons, la fonction fit) , qui a pour dérivée /' [t) , reste finie , elle aussi , à la limite ^= — oo . Car une intégration par parties donne , par exemple,
(46 bis) ^ y=^ J .^^
relation où la dernière intégrale est rendue évidemment tinie
par le dénominateur K^: ainsi, la proposée I fU — "~\do.^
oùj d'ailleurs , a peut sans inconvénient décroître jusqu'où zéro , est bien finie également. Et , de même, la fonction /i(^ restant, par hypothèsOj finie pour ^= — co , l'expression
/ A' U — -^j '^'t sera aussi finie et déterminée.
Il suffira donc , pour que l'intégrale (46} soit la solution unique cherchée, d'y déterminer les fonctions arbitraires f ^ f\ de manière que la condition spéciale (44) se trouve vérifiée à toute époque. Or, si l'on porte dans (44) l'expression (46) de cp, ainsi que sa dérivée en œ
et si l'on observe que l'intégrale classique de Poisson , j g ~ "^ (/m = -^ , donne , en y prenant i
I =«[Fw-v^/,(f)-J^r('-4)''"]-
On y satisfait en égalant séparément, dans les deux membres, les termes intégrés et aussi, élément par élément, ceux qui ue le sont pas, c'est-à-dire en posant, après avoir
multiplié par y - ,
if,'(t]= -*/'(')•
Mais traitons d'abord et à part les deux cas simples i^ = 00 ,' ;É = 0 , qui sont ceux oii l'on connaît directement en fonction de / , pour a; = o , soit la température tp = F {^ ,
soit le flux de obaleur — ~ = ^F(#), que j'appellerai Fi [i]
pour éviter d'y faire figurer le facteur k, alors nul, et le facteur, supposé alors infini , F (^. Dans le premier cas, les deux équations (50) , divisées par k , donneront , en commençant par la seconde ,
il)-
Donc , l'expression (46) de f prendra la forme , d'ailleurs connue ,
[quand f = F [l] pour
Dans le second cas , au contraire , le seul terme qui subsiste aux deuxièmes membres de (50) est le premier
\/'^ kF {l) = \/? F, [t), et ces relations donnent
Par suite , /, {p) se réduit à une constante , et l'expression (46) de f est
[quand — ^ = Fj [t] pour ï = o]
Pour a; = oc , l'intégrale qui paraît au second membre de cette relation a tous ses éléments nuls. Ainsi , la constante arbitraire Introduite par l'intégration exprime la température produite à l'infini , température qu'il suffit alors de supposer donnée directement pour achever de déterminer le problème.
Passons maintenant au cas générai. La première formule (50), multipliée par — k, devient, en y remplaçant ^/'(^) par sa valeur tirée de la deuxième (50),
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C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre en fi {(]. Intégrée, elle donne, si l'on appelle c une constante arbitraire destinée ii disparaître des résultats définitifs ,
,54) /•. (,) = _ V'I *' «"'Jf' FW ^- '" A + I « '".
Il en résulte par différentiation, d'après la deuxième (50),
(56) /'('i = V'; ^FW + i'.'-'J^'FH. -"'*]_„'•".
Telles sont les expressions de /" {t) et /i ii) , où il faudra
remplacera, respectivement, par ^ — et ^av l — ■^,
pour les porter ensuite dans (46). Mais la formule définitive se simplifie quand on substitue kx b. a. dans l'intégrale
i /i 1 ^' — "oTJ ^ 2 da., ce qui donne
Il vient alors , en supprimant finalement les termes ou les parties de termes qui s'entre-détruisent, et en remplaçant la variable d'intégration x par une autre , 9 , égale à
On peut y transformer , au moyen de l'intégration par parties, l'intégrale où paraît (^ S , en observant que
Il vient alors , si l'on réduit le résultat et qu'on mette imalement partout ~y- au lieu de « :
[56 JAs]
On voit que, pour k infini, celle-ci se réduit bien à (51), , tandis que , si k tend vers zéro , la précédente , (56) , en y posant A F (if) = Fj [t], donne la formule (52), du moins dans sa partie variable , la seule que déterminent alors les équations générales du problème.
îi. — Conséquences générales qui en résultent
Déduisons maintenant de ces formules quelques lois simples.
ISt d'abord, si la température donnée, ¥{t), du milieu avec lequel la barre se trouve en relation par son extrémité ic= 0, est une fonction périodique du temps, redevenant la même chaque fois que i croît d'une certaine quantité T, la température ?, en tout point de la barre , admettra également la même période T. La raison en est que t n'entre, dans (56) ou (56 hù), que comme faisant partie des variables
t r- , ou t — ^— ^ , etc. , dont y dépendent les fonctions
F on F': or, par hypothèse, celles-ci retrouveront les mêmes valeurs quand t et , par suite , les variables dont il s'agit, croîtront de T.
Observons de plus que F [t] , F' [t] , fonctions dont la seconde aura sa valeur moyenne égale à zéro , pourront être ordonnées en séries procédant suivant les cosinus et
les sinus des multiples de -^ t, et que, alors , dans {56 Us) ,
les intégrations par rapport à 9 , portant sur des expressions de la forme
où Tti ne sera jamais nul, s'effectueront exactement au moyen de termes de la même forme, qu'il faudra prendre
duîts d'exponentielles , dans lesquelles e aura comme espo-
sant — -~-ç ou ^ , par des cosinus ou sinus d'arcs qui
seront respectivement m it -^ ^j , m U — ~\. Et les
intégrations par rapport à « aboutiront même ensuite dans tout le second membre de (56 ôïs); car, eny développant les cosinus ou sinus de manière à faire sortir des signes / les facteurs cos mt et sin mt, il ne restera sons ces signes
que des expressions ayant les formes e ""'"'* cos -\d<£,
e ~^"* sin -^ dx, 6~-^ cos pa^ da, e-^smpx^d'x, qui
sont de celles qu'on peut intégrer entre les limites k = o ,
a = oo . Il suffit, en effet, d'y remplacer a par 7j=:et 2pq
par f, pour les ramener à celles dont les formules [s] e\ (/) ■lu n" 8 fp. 402) donnent les valeurs.
Mais je n'insisterai pas ici sur ce point. J'observerai seulement que , pour co infini , cp se réduira à La valeur moyenne constante de F f^, que j'appellerai M- Eu effet, quand x deviendra très grand , les éléments affecté-s , sous le signe d'intégration par rapport à a , de l'exponentielle
e~'%^ s'évanouiront dans (56 his) ; et il n'y restera , à part
le premier terme Me 2 de l'expression de P \t — 9^)^"^ 2,
que des termes proportionnels aux produits de e"T par
des cosinus ou des sinus d'arcs de la forme m [t — -^-A : or,
pour 0) très grand , ceux-ci changeront sans cesse de
signe [car M [^ — — ) y grandira de « si peu que
croisse a] ; en sorte qu'ils donneront des éléments alternativement positifs et négatifs, formant un nombre restreint de groupes dans chacun desquels les termes , infiniment petits, iront sans cesse en croissant ou en décroissant de l'un à l'autre (quant à la valeur absolue) et n'auront ainsi qu'une somme comparable au plus grand d'entr'eux. Donc, quand a; sera infini, it n'y aura plus à considérer dans (56 bis) , sous le signe /, que le
termeMe~"i", dont le produit par d-'x., intégré dea = oà
a — co , donne M \/ - ; et il viendra bien œ = M. > V 2' ^
Si , au contraire, la température donnée F {i) n'est pas périodique , mais qu'elle n'ait commencé à dififérer de zéro qu'à partir d'un certain instant, la température (f de la barre sera nulle partout jusqu'à cette époque, et elle restera même toujours nulle aux points infiniment éloignés de l'extrémité chauflfée (ou refroidie) œ = 0. En eiïet, d'une part , les fonctions F et F' ne se trouvent prises , dans i'56) et (56 Us), que pour des valeurs de leurs variables inférieures à t et qui, par suite, annuleront constamment ces fonctions
tant que ^ne dépassera pas la valeur limite pour laquelle F [i] commence à différer de zéro; d'autre part, quand œ est très grand, les fonctions F ou F', dans (56 hvi) par exemple , n'ont leurs variables supérieures à la même limite , et ne cessent de s'annuler , que pour des valeurs de a ou de 6 très grandes, auxquelles il ne correspond, vu la
présence des exponentielles e~-^ , e—^y, que des éléments insignifiants des intégrales.
iS. — Lois de réchauffement de la barre par contact.
Bornons-nous désormais aux deux cas extrêmes que représentent les formules simples (51) et (52) , ou dans lesquels on se donne directement en fonction de t, pour
a: — 0 , soit la température œ , soit le flux de chaleur — — .
Le premier cas est celui de l'échauffement de la barre par le contact d'un milieu, tel qu'un liquide j communiquant à ce qui le touche des températures, F [t), sensiblement uniformes à chaque Instant ; le second est celui de réchauffement par introduction directe de quantités connues de chaleur.
Considérant d'abord la formule (51) , admettons en premier lieu que la fonction F {() , nulle pour ^ < o , atteigne rapidemeiit, dès que t devient positif, une certaine valeur
f, désormais constante. On aura donc F [i — -^-ï = o pour i — -jr-r <' 0, ou pour a <" —^ et F [t — -— - j = c pour
t — -^r— > 0 , OU pour K y -^. La valeur (51) de f devien-
dra , abstraction faite des époques ^ <^ o pour lesquelles elle donne évidemment ^^ = o ,
(57) (pourO^) '^ = Vl' __£^
La température f ne dépend, comme on voit, que du. rapport -^ , et elle décroit, en valeur absolue , de' c à zéro .
quand ce rapport grandit de zéro à oo . Donc, touies les lempéraiwes intermédiaires en^e la première eu la dernière produites à l'extrémité chauff'ée de la barre se propagent, le long de celle-ci , de Mie sorte qtte les plus voisines de la première réalisée s''observent toujours en avant des autres . et ainsi de suite , cfuicune se déplaçant d'ailleurs déplus en plus lentement à mesure qu^ elle avance. '^n effet, l'espace total, œ, décrit par le point où on la constate , n'est proportionnel qu'à la racine carrée du temps écoulé t. Par suite, la
vitesse de propagation,-^, de chaque température, est en raison inverse de \Jtou de l'espace déjà parcouru x.
Faisons maintenant une autre hypothèse , tout aussi simple , et propre à nous donner une expression de f telle , qu'il suffise d'en superposer de pareilles pour reproduire immédiatement l'expression générale considérée (51). Comme ce sont les. températures F [t] , successivement réalisées à l'extrémité a? = o , qui jouent ici le rôle dévolu d'ordinaire aux conditions d'état initial , et comme ty prend toutes les valeurs possibles entre — ao et -»- oo , il suffira de former ce que j'ai appelé au n" 8 du Mémoire principal (p. 2i%)\ix solution simple naturelle pour le cas d'un système, illimité, savoir, l'expression de <? obtenue en n'attribuant à la fonction arbitraire F (^ sa valeur que pour t compris entre deux limites infiniment voisines ti,ti-h- dt^, et en supposant la fonction F [t) nulle en dehors de cet intervalle. 11 est clair , en elFet , que , si l'on opère de même pour tous les petits intervalles dti compris de ^^ — — oo à ^, = oo ,
ou que Ton forme les expressions partielles de <p correspondant aux vraies valeurs F (A) de F {i) dans ces intervalles , leur somme donnera bien, à chaque instant, une expression totale de 9 égale à F (A) pour a; = 0 et identique, par conséquent, à l'expression générale (51).
Pour arriver de suite à ces solutions simples naturelles , prenons comme variable d'intégration, dans (51), la variable même dont F y dépend, en posant
(58W — ~=^i,; d'où « = ^ et d!,.=. -it — ti) ^dt,.
Alors on trouve
(59) <= = -^ C (i — ii)"^«~4(î-'j)-Fif,)tff, ;
et , si F (ii) est nul en dehors d'un certain intervalle di, , par exemple en dehors do l'intervalle compris entre (, = 0 et (, = dti , il viendra , en faisant ¥ (o) dt^= t : l" d'une part,
(pour i < o) ? = o .
2° d'autre part,
(60) (pourO"! ?= -~ -^.'^^' ■
Vît 2(Vi
Posons , pour abréger , ^ = ^, et cette expression pourra
La dérivée de sa valeur absolue par rapport à a; a le même signe que celle de le 3 par rapport a 5 , ou que
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1 — i*. Ainsi , à chaque instant t. f est maximum pour ^ = i . ou pour w = \/lt, et ce maximum vaut :■ — .
Cela* revient à dire que l'introduction brusque , à l'extrémité de la barre, d'une certaim quantité de chaleur, suivie aussitôt après du rétablissement d'une température nulle à cette extrémité, fait naître dans la barre uns sorte dlonde calorifique, dont le sommet parcourt des espaces totaux proportioifuels à la- racine carrée du temps écoulé , tandis que sa température est en raison inverse de ce temps. La quantité totale de chaleur qui constitue l'onde décroit aussi, mais mains vite, car elle est proportionnelle à la racine carrée de cette température maximum. Un calcul immédiat donne , en effet ,
(60 dis) j f dx =
Viri ^ /a; = n V^'"'
La quantité de chaleur reçue d'abord par la barre se dissipe peu à peu, à travers la base ^ = o où la température est maintenue constamment nulle.
Oa pourrait encore composer .l'expression générale (51) de 'f avec des éléments empruntés à la forme (57) , dans laquelle on reniplacerait t par t — ^, et c par F' (t^) dli : car la valeur (57) de '^ exprime les efTets produits au bout d'un temps quelconque t, sur les températures de la barre , par un changement c survenu à son extrémité w = o; et , par suite, chaque changement élémentaire F' (^,) dti, qu'on y fait naître , vient ajouter à l'expression antérieure de ç un nouveau terme de la forme indiquée. Mais ce mode de superposition, où les éléments qu'on réunit contiennent F' (t,) en facteur , est bien moins direct que le précédent , où paraissent les valeurs mêmes de la fonction donnée F (^i). Aussi la forme (57) des termes élémentaires est-elle beaucoup plus compliquée que (60).
13. — Echauffement d'un corps indéfini à une, devœ ou trois dimensions , par l'introducHon continue, en un de ses points , de quantités données de chaleur (').
Ils nous reste à voir maintenant quelles lois résultent de la formule (52), pour réchauffement d'une barre au moyen de quantités connues de chaleur qu'on lui communique par son extrémité, Mais nous élargirons la question , en observant que , si la barre , au lieu d'être comprise de i^ = o à X = œ y s'étendait jusqu'à l'infini de part et d'autre de l'origine, et qu'on y versât, toujours en ce dernier point, une quantité de chaleur double à chaque instant de celle qui s'y répand en effet du côté des w positifs, les deux moitiés , séparées par l'origine , de la barre indéfinie ainsi obtenue, se comporteraient exactement comme le fait la proposée; car chacune d'elles prendrait, par raison de symétrie, une moitié de la chaleur totale, au fur et à mesure de son introduction. Etant ainsi ramenés au cas d'une barre, ou d'un corps à une seule dimension, chauffé en un de ses points , nous chercherons d'une manière générale quelles températures prend tout corps homogène indéfini, d'un nombre quelconque m de dimensions , quand on y introduit successivement des quantités données de chaleur en un point choisi comme origine des coordonnées œ,p, .... Nous appellerons F {() le fiux total de cette chaleur par unité de temps.
La température <a , fonction de É et de la distance r à l'origine, vérifiera, comme on sait, une équation indéfinie
de la forme %~J~'^ \%= o , que nous réduirons , par
un choix convenable de l'unité de temps , à celle-ci ,
(*) Cette question avait déjà été l'ésolue , d'une autre m (Journal de l'Ecole polytechnique, SXXll* cahier ; 184S).
comprise dans (23) [p. 374J. En outre, celte température » s'annulera, quel que soit /, pour )- infini, quel que soit r, à l'époque ^ = — co , et elle satisfera, pour ^=0, à la condition spéciale exprimant que le flux total de la chaleur introduite est F (^.
11 nous reste à former cette condition. Pour cela, décrivons autour de l'origine comme centre, avec un rayon quelconque r, une figure, qui se composera de deux points seulement dans le cas d'une barre ou simple ligne, mais qui sera une circonférence , dans celui d'une plaque, et une sphère, s'il s'agit d'un corps massif. Nous appelleions «t son étendue , à laquelle on pourra attribuer l'expression générale Kr°^', K désignant un coefficient numérique, respectivement égal à 2, à 2^1 et a 4^: dans les trois cas M=l, w=2et m— 3. Si, en vue de simplifier les formules, nous supposons le coefficient de conductibilité du corps égal à M» , le flux total de chaleur qui , à l'époque t , franchira durant l'unité de temps la figure de rayon r, en s'éloignant de l'origine, aura pour valeur le produit de
l'étendue t de cette figure par la dérivée — ■—■ Ainsi , la relation spéciale à r = o sera
(poi
Ces diverses conditions déterminent complètement f. On le prouve par une méthode dont le principe est le même que celui de la démonsfration donnée au n" 9 (p. 408). Remplaçons ^ par y -h cp' dans l'équation indéfinie (61) et dans les autres relations désignées , en admettant ioutefois que la dernière, (62), ait lieu, non pas précisément pour r = 0 , mais pour une valeur très petite s de r, qu'on ne supposera nulle qu'à la fin des calculs. Il viendra
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avec les conditions spéciales
■f =o(pour< = — 30,1, ? = 0 (pour )■ = 30 i,r — =o (pour/ = =).
Or, si l'on multiplie (61 bis) par 2r'"~' f' (fr et qu'on intègre de ?■ — £ à r = r , en substituant a œ' -7- | r"^' -j- } l'expression équivalente
et tenant compte de la condition spéciale à la limite inférieure £ , on trouve
,^(^, ^ é-^ J, \drj
r-''4'=± rVv'--'*-.2 rm%^-v.
Cette relation montre que, si, à un.moment queiconque, f cessait d'être nul , la dérivée en r du carré 'j>'^ serait alors
positive; car l'intégrale j f'^r rfr ne pourrait manquer
de grandir et aurait sa dérivée par rapport h i de même signe que l'autre intégrale, essentiellement positive,
2 / [-—j r"'^' dr. Donc, le carré ^'^ à ce moment, irait en
augmentant avec r, et f ne pourrait être nul pour r infini : ce qui démontre qu'on doit posor forcément f = 0.
Appliquons le procédé d'intégration exposé au n" 6 (p. 380). Devant avoir une valeur de f insensible, quel que soit r, pour les très grandes valeurs négatives de f, nous
serons obligé de prendre les formules (31) ou (31 bis) avec les signes supérieurs — , d'après une raison qui a été développée, dans un cas analogue, au n''3 (p. 367). De plus, nous devrons clioisir les premières (31) et (31 bis), qui permettent de déterminer la fonction arbitraire f en se donnant, à la limite r= o, ou, sensiblement, pourr — e,
les valeurs successives de r"~' -^. Ces valeurs y devien-
nent, comme on a vu au n" 6 (p. 382 et 383), les produits
de fit) par ( '^'{~YJ ^™~' ^^ ^^ P^i" ^'^ premier ou le
second des deux nombres, \/''(2 — m)^et 2, suivant
que m diffère de 2 ou égale 2. D'aiUeurs , l'équation en 4*; 1^ même quel que soit m, donnera toujours
^iy) = e~''l cVoùY('{) = — e~''. L'intégrale j V[-o)'^"'~'^^ deviendra donc — / e~T S™"*^?. Dans le cas m = 1 , elle vaudra , comme on a vu , — v/r ; dans le cas m — 2,
en observant que yx = d~. elle deviendra le a I = — 1 ;
enfin, dans le cas m = S , la quantité sous le signe /,
changée de signe , y vaudra i.de 2 , et une intégration par
parties ramènera l'expression à — I e~Y d^~ — V/-.
Donc, les trois formules correspondantes de r"~^-j-, à la
limite r= 0, seront — y/''- f[f)^ — % f{t), — y'Z fit). En
les multipliant par les valeurs respectives , — 2 , — 2 tt: , — 4 Tï , do — K , il viendra , comme expressions du flux
total F {t)AB la chaleur introduite , w 2 tc fit), A^ fit), 2t:\ 2-r. f{t). Par suite, la condition (62) revient à poser
l'ai
{pour
{pour
' FW
(pour
et il résulte alors des premières formules ('31), (31 te), pour les expressions cherchées de œ, en prenant d'ailleurs, dans
la seconde, re^~^ et, dans la troisième, r « comme variable d'intégration,
^7 / l^^l'-r-O'^^ ''' (po«r« = 3).
Ces formules donneront bien, en outre, y = o soit pour t= — X , soit pour r = x> , car on aura F ( — oo) = o.
On remarquera que, dans les cas m =2 et m = 'A, qui sont ceux d'une plaque et d'un corps massif, la température a devient infinie à l'origine r= o des coordonnées ; ce qui prouve, comme il était naturel de le penser, que la région où l'on introduit directement la chaleur n'est pas rigoureusement assimilable à un point unique et qu'il faut se contenter de la regarder seulement cpmme très petite , lorsqu'il s'agit d'un milieu à plusieurs dimensions et de filets de chaleur divergents.
La première (64) conduit bien à la formule , (52) , que nous avions déjà obtenue pour le cas 7» = 1 , vu que F^ [t] , dans (52), désigne un flux total de chaleur égal à la moitié deF(0.
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Quand on suppose le flux F (û) nui pour ^ <^ o et égal à une constante c pour # ^ o, la deuxième et la troisième (64) deviennent respectivement
[65} ?=:^ / * 2— et r? --=-—-- ( . , «^.
On voit donc que chaque valeur de 'f , s'il s'agit d'une plaque, et chaque valeur de rœ, s'il s'agit d'un corps massif, se propageront, à partir du "point chauffé, de manière à franchir des distances totales r proportionnelles à la racine carrée du temps t écoulé depuis le commencement de l'échauffement(*). D'ailleurs , les températures les plus voisines de zéro, les premières produites, marcheront en avant des autres; caries valeurs (65) de tp et de r<p
décroissent respect-ivoment do oo X (^ à zéro et de -t-^a zéro,
quand on y fait croître de zéro i l'inlini le rapport — ^.
Enfin, si Fon prend, dans (64), pour variable d'intégration, «^ ,.1
et qu'on appelle ^i, la variable même , t ^ ou t — -^-j-j
dont F dépend sous les signes/, il viendra, quel que soit le nombre m des dimensions , la formule générale
(*) Dans lo cas m= 1, ce serait chaque valeur du qaotient — qui se propagerait suivant cette loi simple. On le l'ecoiinaît sur la preniièi'e (64) , on y remplaçant la variable d'intégi'ation i par — ; ce qui donne, au lieu des formules (S5) ,
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La solution simple naturelle de la question s'obtiendra en y supposant F {t^) nul en dehors d'un très petit intervalle , compris! , par exemple , de /i = o à #, = d^i. Alors la quantité totale de chaleur , F {t,] dû, , cédée au corps , sera censée l'être tout entière à l'époque ^ = o. Désignons-la par dq ei, f étant nul pour ^ <^ o , ne nous occupons que des époques ( ultérieures. La variable infiniment petite #, pourra y être négligée vis-à-vis de t, et la formule (66j, réduite à un seul élément, deviendra
kV^i
Elle donnera , à chaque instant t, des températures y
décroissantes de =^ à zéro pour des distances r crois-
(2 Vn) santés depuis zéro jusqu'à l'infini.
On reconnaît dans cette solution simple une spécilication de celle , (32) , dont nous avons étudié aux n»' 6 et 7 les belles propriétés générales.
Contentons-nous ici d'en déduire la vinsse de propagation de chacune des couches concentriques en lesquelles se divise , par le fait même de sa diffusion, la chaleur dg primitivement emmagasinée dans un espace infiniment petit en tous sens autour de l'origine. Pour cela , décrivons de l'origine , comme centre, avec des rayons r de plus en plus grands et se succédant graduellement, une infinité de figures a parallèles ; et imaginons que ces figures grandissent, avec le temps t, de manière à comprendre toujours, entr'elles et au-delà de chacune d'elles, les mêmes fractions de la chaleur totale dq. Il est évident que la quantité constante de chaleur, fsdr, comprise entre deux consécutives de ces figures , pourra être regardée comme une même couche élémentaire considérée dans ses états successifs. Par conséquent, l'accroissement de son rayon r pen-
dant l'unité de temps sera sa vitesse de propagation cherchée (').
Exprimons donc que la couche proposée sert , à toute époque , de limite intérieure à une même somme de chaleur, représentée par
J%.^.^Kj%r-
ou que, lorsqu'on suit la couche, l'intégrale K / ■fr'" ' dr
reste constante . La formule (67) , en v faisant —^ = £ ,
\f2l donnera
(69) r%.dr=K r%.'"-V. = K~^^ f^-ke^'di.
Ge résultat sera invariable si le, rapport' de r à V^/ ne change pas. Ainsi , les diverses couches concentriques de chaleur, en se répandant dans le coi'ps, parcourent des distances totales r proportionnelles à la i'acine carrée du temps écoulé t : elles ^agrandissent donc, toutes à la fois et suivant . toutes leurs dimensions, dans un même rapport. Par suite, leur épaisseur dr est aussi proportionnelle à >/t, et les températures qu'elles produisent , réciproquement proportionnelles à leur étendue «r (fr = K r ""* <?r , sont en raison inverse de \}l~tj- C'est, d'ailleurs, ce qu'on voit directement sur la formule (67) , en y supposant le rapport -- constant.
Parmi toutes les couches concentriques de chaleur, il y a
(*) Quand dq désigne , non plua une quantité de chaleur , mais une certaine masse dissoute dans un milieu indéfini et se difflisant autoui' d'un point où l'on suppose qu'elle a été initialement coiicenti-ée , la vitesse dont, il s'agit ici est éyidemment celle que prend l'une de ses couches sphériques , et -^ exprime sa densité (ou masse par unitc de volume) & rintcrieur du milieu dissolvant.
lieu de distinguer spécialement celle pour laquelle le rapport — ^ égale \^m : car c'est elle qui apporte successivement,
en tous les points du milieu, les températures les plïts grandes (en valeur absolue) qti'on y observe. En efiet, si l'on calcule la dérivée, par rapport à (î, de l'expression {67) de tp, on
voit qu'elle a, pour dq^o, le signe de ^ — m : donc, à une distance finie r de l'origine, f commence par s'écarter de zéro, jusqu'à l'époque t = ^, pour s'en rapprocher ensuite indéfiniment.
Dans le cas m = 2, qui est celui d'une plaque, l'intégrale du dernier membre de (69) s'exprime sous'forrae finie, car
elle égale 1 — e 3I, ou e 4; ; et comme, en outre, K vaut
alors 2 -^, le dernier membre de (69), expression de la quantité de chaleur située en avant d'une couche donnée, devient
(70) [paiir '.< = 2} J^%.dr = e-T,dg.
Si l'on V fait ■-— : = ^m = ^2 , elle se réduit à — — ^n^^ — ■ V-2i ^ ^718.,,
Ainsi, quand c'est dans une plaque que se répand la chaleur
donnée , la couche circulaire de cette chaleur, qui apporte
aux divers points de la plaque leurs températures mawima,
est celle qui a au devant d'elle d'autres couches , pour une
valeur équivalente à la Traction— de la chaleur totale , soit
un peu plus du tiers. On voit qu'elle se trouve à quelque distance devant celle qu'on peut appeler la couche moyenne, et qui en a autant d'autres en avant qu'en arrière.
Mais revenons au cas général de m quelconque. La cha-
leur se dissipant de plus on plus, il n'en reste, pour #=co , qu'une partie infiniment petite aux distances finies r. Or,
la chaleur totale, — ( •7 ~ dL qui traverse une figure fixe T, de rayon r, depuis l'époque t = o jusqu'il l'époque (=03, n'est autre que celle j -f^ dr, qu'on retrouve finalement aux distances supérieures à r. Celle-ci égalant dq, valeur constante de l'intégrale ( f^dr, on a donc
(71) ou bien
(72) (en-
absolu.) f^^r'-Ut = f
corome nous l'avions, du reste, remarqué déjà au n" 6, après la formule (34 Ms), et au u" 7 (p. 391).
14. — Refroidisse >nent d'un milieu homogène indéfini à une , deux ou trois dimensions.
Etant donné toujours notre milieu indéfini de m dimensions et à la température uniforme de zéro degré, imaginons qu'on y répartisse à l'époque i = o, d'une manière quelconque et dans une partie quelconque ra^ de son étendue, une certaine quantité j de chaleur. Celle-ci, en se dissipant ensuite librement dans tout le milieu, y produira une suite de températures dont le calcul fait l'objet du problème classique dit du refroidissement des milieux ath&rmanes, problème complètement résolu depuis Fourier. Aussi, m'y arrèterai-je uniquement pour faire voir que sa solution est une application particulière de la méthode exposée aun" 7.
Soit F {x„ 1/i, ...) la quantité de chaleur déposée initialement, par unité d'espace, dans un élément dis^ = (foi dpi. . . . de la région ^i, savoir, dans celui dont les coordonnées sont 3?i,j^i, .... Autrement dit, représentons parF{a;i,yi,.. ) la température initiale produite en [Xi, ^j, ...}. Chaque élément d^i aura possédé ainsi , à l'époque t = o , une quantité dq de chaleur égale à F {Xi, Pi, ...) d^,. et il est clair qu'il se comportera désormais , à l'égard de tout le reste du milieu , comme le faisait , dans la question précédente, l'élément d'espace situé à l'origine des coordonnées, après avoir reçu une pareille quantité dq de chaleur. On aura donc, d'après (67j, en superposaiit les valeurs de f relatives à un même point {x, y^...) et dues aux diverses quantités élémentaires dq de chaleur.
(74) et
= y'(a^ — aj)^^-{y — ^i)'
Prenons les variables d'intégration a, ,3, ... définies par les formules
d'où
dœ^ ^2 Vtd«,, dy^ =2 V~% A^ , .... Il viendra
(77) cp =(^]''r.. rF(3^+2«v'i,j'--2pV'T,...)*-("'+i^'+-W|3...;
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ce qui est la formule connue, donnant la solution du problème.
On vérifie immédiatement, vu la valeur de l'intégrale de Poisson
que, pour ^ = o , cette expression (77) de f se réduit bien
Les solutions simples naturelles sont donc représentées par (67), dans cette question comme dans la précédente. Seulement , on les y combine d'une autre manière , en prenant successivement pour origine des distances r les divers points de l'espace, tandis que , dans la question précédente, c'était l'origine des temps que l'on changeait d'une solution à l'autre. On superpose ici des intégrales en quelqne sorte contemporaines, mais relatives à des centres d'émanation calorifique difTérents ; am contraire , dans ]a question précédente , on superposait des solutions successives, ou ayant débuté à des instants différents, mais se rapportant à un même centre d'émanation.
Comme les lois élémentaires de la propagation ne diffèrent pas de celles qui viennent d'être données à la fin du n" 13, il serait inutile d'y revenir.
5 m. — APPLICATIONS A l'ÉTODE DES VIBRATIONS TRANSVERSALES
ÉLASTIQUES. — THÉORIE COMPARÉE DU CHOC
LONOITODINAL d'UNB BARRE.
15. — De la pi-opagalton du mouvement transversal le long d'une barre homogène droite : équations du problème.
Passons maintenaiil à une deuxième série d'applications des procédés d'intégration exposés au t; P'', savoir, en premier lieu, aux problèmes qui concernent le mouvement transversal d'une barre élastique et homogène, ayant la forme d'un cylindre ou d'un prisme très allongés.
Nous supposerons d'abord que cette barre s'étende, le long d'un axe d'abscisses positives x , depuis l'origine jusqu'à l'infini, et que, primitivement en r^os dans toute son étendue , elle vienne à être sollicitée, par des forces agissant sur son extrémité ^ = o, à se mouvoir parallèlement à une certaine direction , normale à l'axe des iç et à un des axes d'inertie principaux de ses sections.
Le déplacement », fonction de a; et de ^, sera régi par t'équation indéfinie (3) [p. 358]. Mais, de même que, par un choix convenable de l'unité de temps, nous avons un peu simplifié, dans les questions précédentes, l'équation indéfinie des températures, de même, actuellement, nous remplacerons at par L ou nous supposerons adoptée une
unité de temps telle, qu'on ait a = l. Ainsi notre équation indéfinie sera
Il faudra y joindre les conditions spéciales évidentes
(79) [pour l ^ — ce ) ç ^ 0 , (pour x infini) w = o ,
Tune , que le corps a été d'abord en repos, l'autre, qu'aucun déplacement tp ne lui vient'de ses points situés à l'infini.
En outre, les diverses manières dont le mouvement lui est communiqué à son extrérailé s'exprimeront , dans chaque cas, par deux relations spéciales kœ = o. Le procédé le plus simple pour y ébranler la barre consiste à lui imposer certains déplacements ^ et certaines directions
-7^, connus à chaque instant. Alors, en appelant F(^), Fi(^)
deux fonctions données de ^, astreintes seulement à s'annuler pour !f= — 00 , on aura
(80) [pour^ = o) ? = F((), -J=F, (().
Mais, au lieu d'imprimer ainsi directement, à l'extrémité de la barre , un certain déplacement F [t), on peut encore agir sur elle par l'intermédiaire d'un ressort . dont le bout libre exécutera ce déplacement imposé F {t}, tandis que l'extrémité de la barre subira seulement , de la part du ressort dont l'autre bout lui sera fixé , une traction transversale [effort tranchant) proportionnelle à la diiïérence F [(} — œ, qui exprime rallongement du ressort. Or on sait, par les principes delà théorie des barres élastiques, que l'effort tranchant dont il s'agit dépend de la forme variable de la barre, et qu'il est mesuré, à un facteur constant près,
prise pour la valeur de x qui correspond à la section sur laquelle on le considère. Donc, si Ti désigne un certain coefficient positif donné, cette dérivée troisième de y en a; égalera , pour * = o , le produit
FM
De même , au lieu d'imprimer l'inclinaison F, {f) au premier élément de l'axe de la barre, on peut tendre seulement à la lui communiquer , par l'intermédiaire d'un manchon intérieurement élastique , mais à surface extérieure rigide, dans lequel la barre sera encastrée , et qui , seul, prendra immédiatement cette direction Fi if). Nous admettrons que Vmcastremmt élastique réalisé ainsi développe un couple de
^&miw ■ proportionnel à l'angle, Fi (^ ~, des deux
directions eflèclives de l'axe du manchon et de celui de la barre. Alors, comme le couple de flexion est d'ailleurs
mesuré par — -~ lorsque l'effort tranchant l'est par -—g-,
si ki désigne un certain coefficient constant positif, la
dérivée seconde -^ aura , pour x = o , ia valeur
Donc, en résumé, quand le mouvement sera transmis à l'extrémité de la barre par l'intermédiaire d'un ressort et d'un encastrement élastique, les conditions spéciales (80) feront place à deux autres moins simples , telles que
{80 bis)
Ce cas est ici l'analogue de celui de réchauffement par rayonnement dans une question précédente sur le mouvement de la chaleur le long d'une barre. On en déduit, de
même : 1° en prenant A = oo , y^i = oo , lo cas particulier de la transmission par contact, auquel répondent les conditions (80), 3» en prenant, au contraire, k ou.è, infiniment petits , mais en continuant à supposer les fonctions 4 F (^ ou ^1 Fi {fj finies, d'autres cas extrêmes, dans lesquels , au lieu de se donner à l'extrémité a; = o , comme dans le premier, soit le déplacement de la barre , soit sa direction , on se donne, respectivement, soit l'efïbrt tranchant, mesuré par
-Tj-, soit le couple de flexion , qu'exprime de même — -7^.
Grâce à ces diverses relations (78), (79), et (80) ou (80 bis), la fonction œ est complèteinent déterminée. On le prouve par un procédé comme celui qui a permis de démontrer un fait analogue dans une question précédente (n" 9 , p. 408). On remplace ^ par » -t- »' dans (78) , (79) et (80 Us). En observant que y les vérifie séparément , il vient
"^ if
[pour;
-ool,
ts' —
(pour
X infini
et
(pou
Multiplions (81) par 2 -i- dx, et, après avoir substitué à
-Yi -k l expression , évidemment équivalente ,
d fd^'s' à/ __ d\' dY\ 1 d /d'f'Y 'd^ \^ ~^ '^ ^tj '^'ilt \^j '
intégrons entre les limites ^ = 0, ^ — co . Les termes exactement intégrables ne donneront rien à la limite supérieure, à cause de la condition spéciale »'= 0 ('pour a; infini): quant à leurs résultats relatifs à la limite inférieure , on
pourra y remplacer les dérivées troisième et seconde de y' en X par leurs valeurs tirées des deux dernières relations (82). Indiquons ces résultats, spéciaux à is = o, au moyen d'un indice zéro placé à la suite, et il viendra aisément
a)>rm'^-s
La quantité placée entre parenthèses', dans cette formule, ne dépend donc pas du temps , et elle est nulle à toute époque , en vertu de la première condition spéciale (82). Comme aucun de ses termes ne peut devenir négatif.
chacun d'eux, sera nul, et il viendra, en particulier, -^=o ;
d'oii il résulte que œ', nul pour 1= — co , reste nul à toute époque. Ainsi, la valeur de 'f est unique , et le problème proposé se trouve complètement défini par les relations (78), (79) et (80) ou (80 bis).
Leur intégration
L'équation aux dérivées partielles (78) se déduit de celle, (1), que nous avons appris à intégrer, en posant «. =2, s=x,
. dH ly — t, A = L L'équation (14), en 4*, sera donc ici ■,—->- 4^=0,
et elle donnera
(83) 1^ (y) = soit COSy , Boit siny.
Par suite, les solutions particulières (9) et (15) prendront les deux formes suivantes, dont chacune est double ou même quadruple .
On remarquera que l'une quelconque des quatre espèces de solutions ainsi formées donne les autres par ses trois premières dérivées en x , avec la seule difTérence que celles-ci contiennent, suivant les cas, au lieu de f, l'une dos fonctions
Il est également important d'observer que, poura;=o, la première des intégrales (84) se réduit h'o = , f f If::^—] dx, tandis que la deuxième s'annule , et que les deux autres solutions, (85) , deviennent simplement y ~-^ fip}^ '^^ ^^ valeur connue, ô-V V' ^^^ deux intégrales bien classiques j cosw^t^w, ( sinm^dm: celles-ci, en y posant m = — ~ et multipliant par yf^j donnent en effet
^ ' Jo 2 2 ' Jo 2 2
Des réductions analogues se produiraient évidemment, toujours à la limite x~o, dans les dérivées successives en « ou ^ de ces quatre expressions de f, .
Nous devrons prendre ici les solutions particulières (84) et (85) avec les signes supérieurs seulement ; car il faut , d'après (79), que ^ s'annule soit quand t~ — oo , soit quand X = CD . Or, si l'on adoptait les signes inférieurs +, et qu'on supposât à la fois x très grand et t comparable à — x^, d'une part, dans (84), les valeurs de a qui sont à considérer, ou
pourlesqaellesl'arc— Y est fini, donneraient à la variable
^-H-x-de la fonction f toutes les valeurs finies possibles ;
d'autre part, dans (85) , les valeurs de « pour lesquelles
possibles à la variable t 1--5-7 '■ donc , on ne pourrait annuler f , pour toutes les valeurs infinies comparables do — ^ et de 3?^, qu'à la condition de poser identiquement /■=0j ce qui serait supprimer l'intégrale dont il s'agit. Ainsi les solutions (84) et (85) prises avec les signes supérieurs — subsisteront seules ; et alors les deux conditions (79) exigeront uniquement qu'on ait /■( — go) = 0.
Nous admettrons que la fonction f{t) ne devienne jamais infinie et que, de plus, elle décroisse assez vite, quand sa variable tend vers — oo , pour que l'expression I fit — -~-)(^a
ait iine valeur finie bien déterminée. Alors la première des deux intégrales (84} , dont les éléments sont à fort peu
près fit — ^ ] An. pour a très-graîid , aura évidemment sa
valeur finie aussi et bien déterminée. Quant à la seconde (84) , où les éléments analogues ont sensiblement pour
valeur -^fit — \)—i> on voit qu'elle serait finie et déterminée quand bien même la fonction finie f{t) ne tendrait pas vers zéro pour 1 = — 00 . Et il ou est de même des intégrales (85), qui ont leurs éléments correspondant à œ très
quatre premiers ordres, de ces diverses intégrales, et leurs dérivées tant premières que secondes par rapport à t, dérivées qu'il est nécessaire de considérer puisque les plus élevées d'entr'elîes paraisssentdans l'équation indéfinie (78), elles auront les mêmes formes que (84) et (85) , à cela près qu'il y figurera parfois 't.foM.^^ f'au lieu de f Elles seront donc, toutes, parfaitement déterminées, si les deux expressions 1 f { t — "-K ) <?« et I f" [t — %r I dri. ont ellesmêmes des valeurs bien définies. Or une formule qui nous
a déjà servi pour un but analogue, dans une question précédente où elle porte le n" 46 bis (p. 412) , montre qu'il en. sera ainsi , à la seule condition, que les deux dérivées première et seconde'de la fonction f{t) restent constamment finies comme elle. Nous admettons, il est vrai, qu'on puisse appliquer ici la règle de différentiation donnée au n° 2 (p. 361), laquelle, d'après (8), exige les conditions
(po„r. = o) ,/-(,_^)*(|!)=., „/-(,_|!)^(^)=o,etc.;
mais ces conditions ne pourront manquer d'être vérifiées, puisque les fonctions 4", 4''? ¥% ■•■ seront ici de simples sinus ou cosinus, et que les fonctions /, f, f", ... ne seront pas davantage susceptibles de devenir infinies.
Les quatre solutions particulières (84) et (85) se trouvant ainsi bien admissibles , on formera une solution plus générale en les superposant après les avoir affectées de quatre fonctions arbitraires distinctes f. Et il n'y aura plus ensuite qu'à déterminer ces fonctions arbitraires par les deux conditions spéciales (80) , ou , plus généralement , (80 bis) , dont cbacune se dédoublera, si l'on opère comme il a été indiqué à la fin du n" 3 (p. 368), et comme il a été fait au n° 10 (p. 413).
i7 — Résultats de cette intégration dans les cas les plus simples.
Mais, jusqu'à ce que nous abordions le problème du cboc transversal, bornons-nous aux cas où l'on connaît directement en fonction du temps f , pour l'extrémité tc= o,
soit le déplacement f et le cbangemenl de direction-^,
soit, à défaut du premier, l'effort tranchant, mesuré par -jj, ou, à défaut du second, le couple de flexion, représenté de même par — jj. Dans tous ces cas, aulieu d'avoir à prendre
simultanément Iris quatre solutions particulières {84)et (85), il sufliL d'en supei-poser deux seulement, de même que, dans les deux cas extrêmes de l'échauiFement d'une barre auxquels répondaient les fonhules (51) et (52), il a suffi d'utiliser respectivement une des deux intégrales particulières dont la formule (46) exprimait la somme.
Et d'abord , quand on connaît y et -^, ou qu'on doit satisfaire aux conditions spéciales (80) dans lesquelles les fonctions F (^, Fi (^, d'ailleurs arbitraires, tendent vers zéro pour ^= — 00 , il n'y a qu'à choisir celles des solutions (84) et (85) où paraît un sinus. La première, (84) , s'annule
pour 3!= 0, tandis que sa dérivée en iK, / fit — -~\cos—dcL, se réduit en même temps à — / [f] : la deuxième, (85) , devient JLlf{tj pour x=o, et elle a sa dérivée en x,
— / ^v — t) ^^"-yT*^*' égale alors à zéro. Donc, la
somme des deux vérifiera bien les conditions (80), si l'on
prend, dans la première. f{f}=^ — - V, [t] et , dans la se-
conde, f{^=^ — F(^). Par suite, il viendra
i (quand œ = F (i] et -^ = Fj [() pour ic = o)
Admettons, en deuxième lieu, que l'on connaisse l'effort tranchant et le couple de flexion , c'est-à-dire qu'on doive avoir
F' il) et F/ ((} désignant deux fonctions données de t, dont on appelle F {^) et F, {t} les fonctions primitives calculées de manière que F( — Go) = oet Fi ( — od) — o. Alors on prendra les deux intégrales (84) et (85) qu'on avait délaissées tout à l'heure , ou qui. contiennent un cosinus. La première, ditTérentiée trois fois en x, donne, en particulier,
valeurs qui , pour x = o -, deviennent respectivement zéro et -^ /" {i}. La deuxième donne de même
valeurs qui se réduisent à —^f'{fj et à zéro pour^ = o. Donc, la somme des deux rendra bien les dérivées -j—- et -r^ égales respectivement à F' (t) et à F/ {/) , si l'on pose : 1" dans la première, f {t)= — rF'(^), ou, vuque/'( — co)=--o
comme F (— co ) , /" (#) = -—z F (^ ; 2" dans la seconde ,
/'(^)^_— Fi'(^) ou, de même, /"(^j =^Fi (O-Onaura. par
conséquent,
quand —{ = F' (() et ~ = F/ (i) pour a; = \ ds>^ dar
F i--- cos— ~Hi\ i- —
Passons, en troisième lieu, au cas où les données sont
f = F (;) et ■— = l\'[t) pour œ = o,
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la fonction primitive Fi (t) étant encore supposée choisie de manière que Fi ( — ao) = o. Ce seront alors les deux formes (85) qui résoudront la question. Car, pour x = o , la première donne
et, la seconde.
Pour qu'il résulte de leur superposition
il faudra évidemment poser , dans la première ,
et , dans la seconde ,
Il viendra donc
Enfin , si l'on connaît , pour x = o, l'effort traacliaTit et le changement de direction •^, ou qu'on ait
on superposera les deus solutions (84), qui, à la limite œ ~ 0 , donnent , la première ,
et , la deuxième ,
-/■('). -si = Tr /•(')■
En conséquence, après avoir détenniné la fonction primitive F {û) de manière que F ( — co ) = o , on prendra , dans la première solution ,
dans la deuxième,
Et la formule définitive de f sera
— P| \t—^ fcos — —
La fonction F (t) a, dans cette formule (89) ainsi que dans (87) , un sens qu'il importe de bien saisir : elle exprime Vimpulsion transversale iolale qu'on a imprimée à la barre, par son extrémité x= o, jusqu'à l'époque considérée t. En eflfet, F [t) désigne l'intégrale
o'est~à-dire la somme des produits de tous lés éléments du temps écoulé par les efforts tranchants respectifs qui ont été appliques à l'extrémité x = o durant ces éléments de temps.
De même, dans les intégrales (87) et (88), la fonction
Fi (i) -= j -T^iit, somme des produits des divers éléments
du temps écoulé jusqu'à l'époque ^ par les valeurs correspondantes (changées pourtant de signe) des couples de flexion appliqués à l'extrémité de la barre , est ce qu'on pourrait appeler l'impulsion totale de rotation exercée jusqu'à cette époque sur l'extrémité considérée de la barre.
18. — Leur spécification pour des barres diversement sollicitées.
Voyons ce que donnent les formules précédentes dans les cas qui semblent les plus simples et les plus intéressants .
Nous en considérerons de trois sortes. Dans ceux de la première , la barre . au lieu de se terminer au point x = q, se prolongera indéfiniment du côté des x négatifs, quoique on n'ait spécialement en vue que sa partie comprise de x = ohx = œ; et elle sera sollicitée, à l'origine iP = o, de manière que les phénomènes soient parfaitement symétriques de part et d'autre de ce point, ou que, par suite, la
dérivée -r- s'y annule : ces cas se trouveront donc représentés par les formules (86) et (89), prises avec Pj [t] = o, ou réduites à leurs termes affectés de la fonction F. Nous rangerons dans la- deuxième espèce les cas où la barre se terminera à l'extrémité x=^ o , et où sa direction y sera libre , en ce sens qu'aucun couple de flexion ne s'y exercera : ils seront donc régis par les formules (87) et (88) dans lesquelles on fera Fj {€) — o. Enfin, la troisième espèce concernera les cas de barres dont l'extrémité a:=o sera fixe, eu sorte que ces barres ne pourront que pivoter autour de l'origine, sous l'action de couples donnés ou produisant des changements de direction donnés : les déplacements f seront alors exprimés par les formules (88) ou (86) , prises avec
Si, dans tes diverses relations Indiquées, on adopte pour variable d'intégration , au lieu de a , celle dont dépend la fonction arbitraire placée sous le signe /, variable qui est
t g-Y ou t ~, et que nous appellerons t^, il viendra;
lo Pour les cas d'une barre dont le premier élément considéré garde sa direction primitive , comme il arrivera si elle est indéfinie dans les deux sens et sollicitée symétriquement de part et d'autre de l'origine des abscisses,
! (quand œ = F (!) pour fn = o)
1 [quand — - = F' (() pour x = o\
2° Powr les cas d'une iarre dont l'extréirdié est libre de tout couple de ftewlon,
f [quand ^ = F {() pour x z= o)
( '^sTiîJ. r'4(l-l,)'^'"°4(l-.ldJ (,_,,)f '
\ ^qumd — = r(i)poura! = oj
3° Enfin , pour les cas d'une barre pivotant autoïir de l'ori/jine , c'est-à-dire tlans laquelle le déplacement œ s'annule au point a: = 0 ,
= \/^/'si,. " ^"'•'
■li'-'i] /,:
Si l'on suppose nulle la fonction F {ti) ou Fj (#,) , excepté dans l'intervalle compris entre deux valeurs infiniment voisines t^ et ti + dt,^ ces intégrales se réduiront à un seul de leurs élémentSj qui constituera ce que j'appelle la sw^m^ïo?! simple naturelle de la question.
19. — Lois de la transmission du mouvement transversal le long de ces barres.
Voyons , par osemple , ce qu'exprime cette solution simple, dans le cas d'une barre dont l'exlrémité œ = o est
fixe, mais au premier élément de laquelle on a imprimé une certaine inclinaison positive,
pendant l'instant très court 2t compris entre les époques l, = — £ et ;^i=e; après quoi le même élément a éfé ramené et désormais maintenu dans sa direction primitive, choisie pour celle de l'axe des w. Proposons-nous d'examiner l'état que présente la barre au bout d'un certain temps i, fmi et, par conséquent; beaucoup plus grand que b. Nous pourrons alors , dans la formule (94) qui résout la question , poser Fi (^j) = 0 en dehors des limites ti=±t, F, {l,} = a entre ces limites, etj de plus, réduire à Vile dénominateur \t — ^, hors du signe sinus . puisque ?, n'aura à varier que de — £ à €. Il viendra
[96) ^= ^^ / sin . , dt^.
Comme, d'ailleurs, l'arc --7 peut s'écrire -- 11— -7) ,
(97) ^ A + il + ii! H
on voit que le sinus de — ■ pourra être remplacé luimême par celui du premier terme — , tant que le rapport — ne sera pas extrêmement grand ; car le terme suivant, ni viendraient après, - et, par conséquent.
négligeable vis-à-vis de tc. On aura donc, pour la solution simple cherchée,
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Mais, quand t sera assez petit, ou x assez grand, pour que
le produit du rapport -— par — devienne comparable à t:,
on n'aura plus le droit de néghger ce produit et , en le supposant fini , de manière que le Iroisième terme de (97) reste encore négligeable , on puurra écrire :
Alors, efi'ectuant dans (96) l'intégration par rapport à ^, , on trouvera
/2(2aî) /4iï . £«^\ . ^■^ 99 a = ^ ' — ; sin — sm — -.
Cette formule se confond, comme il le fallait bien, avec la précédente (98), tant qu'on suppose infiniment petit le rapport
-T- et , par conséquent , tant qu'on veut ne considérer (98)
que comme solution, simple, comme élément d'intégrale , ou y prendre e infiniment petit.
Étudions maintenant ce que représentent ces formules (98) et (99). Examinant d'abord la première pour une époque ^déterminée, on voit que le déplacement», nul à l'origine ^~ o, devient alternativement positif et négatif,
en s'annulant pour les valeurs de x qui rendent l'arc —
multiple deiï, et en atteignant ses valeurs absolues maxima.
l^ (2aE')
— ■ _ ■--, poiir celles qui rendent cet arc multiple impair
de ■^. La déviation imprimée momentanémmi à la barre a donc fait naître une inanité d'ondulatious , de fVm en plus courtes à mesure que Von s'éloigne de l'origine. Leur hauteur ou amplitude ne varie que très peu de l'une à l'autre, et ce
n'est même qu'aux points assez éloignés pour que l'arc -^ y soit très grand, qu'elle commence à décroître, dam le rapport du sinus de l'arc lentement croissant-^ à cet arc luimême, comme le montre la formule (99) : cette hauteur tend donc vers zéro, à mesure qu'on s'éloigne de l'origine, en présentant uns infinité de maxima et de minima. La formule (98) fait voir d'ailleurs : 1" que^ d'un instant à l'autre, te sommet de chaque ondulation progresse , ainsi que ses extrémités {où ^ ~o), &n parcourant, à partir du bout ébranlé x=o où toutes ces ondulations étaient d'abord confondues, des espaces totaux x proportionnels à la racine carrée du temps écoulé t ; 2" et que leur hauteur est en raison invmse de cette même racine carrée du temps, s'il s'agit, du moins, des ondulations les plus voisines de l'origine , qui se trotwent être, à la fois, les moins rapides , les plus hautes et les plus longues. Quant aux autres, auxquelles la formule (98J n'est pas applicable , mais seulement la formule (99) . le fait de leur inégalité de hauteur à un même moment rend plus complexe la manière dont cette liauLeur varie d'un instant à l'autre.
Une loi simple s'y dégage toutefois, quand on imagine un obser\'ateur animé , le long de la barre , d'une vitesse constante quelconque K, et qui , parti de l'extrémité x = o à l'époque t=^o, c'est-à-dire au même instant où les ondulations s'en détachaient avec des vitesses infinies mais désormais décroissantes, finirait par les dépasser successivement, les unes après les autres. Comme cet observateur
aurait à chaque insiant l'abscisse x = Kl, les valeurs de y produites à côté de lui , aux endroits même où il serait . se trouveront exprimées, d'après (99), par la formule
jj'observateur , s'il se croyait immobile et s'il ne voyait qu'une partie infiniment courte de la barre, constaterait donc sur cette partie (sans cesse changeante} un simple
mouvement vibratoire , d'une période -=^ d'autant plus
coude que sa propre vitesse serait plus grande, et d'une amplitude inverse de la racine carrée du temps écoulé, t. Mais , si , capable d'observer à une certaine distance en avant et en arrière, il pouvait suivre quelque temps des yeux ce qui se passerait en un même endroit, il y remarquerait, après avoir, toutefois, dépassé les premières ondes, une suite d'ondulations sinusoïdales qui s'y propageraient avec la
(comprenant une convexité avec la concavité qui suit) ou,
par conséquent, la période — .
Pour le démontrer, observons que les ondulations dont il s'agit correspondent à d'assez grandes valeurs de
— —lVt= Kx et, par suite, à d'assez grandes valeurs soit de ^, soit de x: en conséquence, le rapport— n'y varie que
peu sur une étendue comprenant plusieurs ondes, ou durant le temps, très petit par rapport à f, qu'emploie chaque onde àparcouriruno telle étendue. On peut donc y assimiler, dans
ces conditions, les deux dérivées de — par rapport hwei h i.
constantes, et, pour deux accroissements modérés, ^w et A#, de a: et de i, prendre comme valeur simultanée ou
accrue du rapport -- l'expression
La formule (99) de f , si l'on y remplace é et x par f-^ M et par is--*- ^x=Kê -\-^cc, puis qu'on y regarde i#, àx, comme les seules variables , deviendra donc très sensible- As \x ment, vu la petitesse supposée des rapports —et — qui
rend à fort peu près constante l'expression — — sm — ,
(101) Y =^^i:^ -— sin-- sini(K"-i-H2KA^ — K^ii).
Les variables étant ^x et ^t , cette expression de œ est de la forme
et elle représente bien l'ordonnée d'une courbe sinusoïdale,
sur l'axe des abscisses) et se transporteraient dans le sens
des a; positifs avec une vitesse de propagation égale à — .
Il résulte, en outre, des formules (100) on (101), que l'observateur verra la bauteur de cette sorte de houle , de longueur constante, à côté de laquelle il passera, décroître graduellement , en raison inverse de la racine carrée du temps t.
Voilà suivant quelles lois se propagera et s'éteindra peu à peu le mouvement dû à une simple déviation instantanée du premier élément de la barre.
On obtiendrait des lois tout à fait pareilles, où, seulement, le cosinus do Parc —remplacerait son sinus, mais où serait toujours, pour les grandes valeurs du rapport— ,
le facteur — - sin -^, dans le cas, représenté par la formule (93) , d'une barre ayant subi à son extrémité œ=o , au commencement et à la fin d'un très petit instant 2e, deux impulsions égales et contraires , qui donneraient F (#i) = a entre les limites iî, = + e et F {ti) = o en dehors de ces limites. Et des lois analogues régiraient encore le cas, auquel répond la formule (91), d'une barre indéfinie dans les deux sens , soumise de même, en un do ses points choisi pour origine , à deux impulsions égales et contraires, imprimées respectivement aux deux époques t = Te. On voit que l'expression de f égalerait alors la demi-somme des deux précédentes. Seulement, la valeur F (A) = a , en-tre les deux limites ^, — T ^ , serait celle de l'impulsion exercée sur une moitié de la barre indéfinie, et n'égalerait que la moitié de l'impulsion totale donnée.
Quant aux cas exprimés par les formules (90), (95), (92), leurs lois concrètes seraient un peu moins simples, à cause
du facteur -^j^ — -, qu'y contiennent en plus les éléments
des intégrales. Il est bon d'observer, et il résultait du reste déjà de l'origine même du type (15) auquel ces solutions sont empruntées, qu'on peut les déduire immédiatement des précédentes , appartenant au type (9), par une simple diÊférentiation en œ. Par exemple, l'expression (90) de f est la dérivée de (93), avec changement de signe; l'expression (95) de 'f est la dérivée de (91) ; etc. Les solutions simples naturelles correspondantes s'obtiendraient donc en diffé-
rentiant par rapport à w celles du premier type , telles que (98) ou {99), et l'on pourrait même, dans cette différentiation,
regarder comme constant le facteur — - sin -— ^ , qui n'y
varie, en comparaison de sin -j- ou cos-^"? qu'avec une
lenteur pour ainsi dire infinie.
On remarquera, à ce propos , que la dérivée par rapport à œ de l'expression (99) de y ne contiendra plus , il est vrai , le dénominateur x^, mais qu'elle gardera encore le dénominateur ^, et qu'elle acquerra aussi en dénominateur un nouveau facteur i. Donc, les solutions simples du second type s'évanouissent pour a; infini , quoique moins rapidement que celles du premier; et elles s'évanouissent également pour t infini. C'est dire que , de toute manière , la barre élastique ne transmet, le mouvement transversal qu'en le disséminant et le rendant insensible, contrairement à ce qui arrive pour le mouvement longitudinal, régi, comme on sait, par l'équation de d'Alembert (ou des cordes vibrantes)^ laquelle exprime une transmission intégrale, sans altération, c'est-à-dire sans condensation ni dispersion.
20. — Problème de la dissémination du mouvement transversal le. long d'une barre indéfinie dans les deuœ sens, à la suite de déformations et de vitesses initiales données.
Nous avons vu aun"? (p. 390) que la solution simple (32), fournie par notre premier type (9) ou (31) d'intégrales , est propre à devenir l'élément de la solution générale, pour le cas d'un milieu à m dimensions indéfini dans tous les sens et dont l'état, soustrait à toute action étrangère, n'éprouve de changements qu'en conséquence de sa manière d'être initiale : il faut toutefois, pour cela, que cette valeur (32) de y rende la somme /fdis finie et déterminée quand on
la prend dans tonte l'étendue es du système, ou que,
en d'autres termes, l'intégrale f ^\-^\^ '^^ soit eile-
même finie et déterminée. C'est bien ce qui aura lieu s'il s'agit du mouvement transversal d'une barie élastique indéfinie dans les deux sens, puisque, m égalant alors _1 et ^ (y) étant soit sin -f , soit cos y, il vient , d'après (85 bis),
■l^ (-^ î d^=—^. D'ailleurs, le coefficient K delà
formule (37) [p. 389] n'est autre que 2 pour un milieu à une seule dimension, comme ici , où l'espace <jdr~Kr""^ dr, compris entre les distances r et r -t- dr de l'origine^ se compose seulement de deux éléments linéaires dr, situés symétriquement de part et d'autre. Il ^"ient donc , en appliquant la form.ule (37) à l'étendue totale de la barre,
f^d.ir>-=2s.-^=^ ^T.-. et la valeur du coefficient K', définie par (37 bis), est K'= \^.
Ainsi, les solutions simples naturelles de la question, si l'on y remplace e par un coefficient choisi de manière à
rendre la somme totale ff dm, on j -f dx, égale à l'unité, seront, d'après [32} fp. 384], ~^
(102) a =; soit .sin — , soit — — cos --.
Elles auraient pu se déduire des solutions simples, telles que (98), qu'a fournies dans la question précédente le premier type d'intégrales, comme il était, du reste, évident par le n" 6 et par l'exemple , emprunté à la théorie de la chaleur, qui a fait l'objet du n° 14.
Pour t infiniment petit et r différent do zéro, les facteurs
sin~ ou cos -7-, auxquels sont proportionnelles les ex-
3 (102) de », ne se réduisent pas, il est vrai, à zéro,
comme il arrivait pour le facteur e"'" dans le cas de la solution simple (67) [p. 429] : mais ils changent de signe dès que r varie, et ils ont leurs valeurs moyennes, dans tout intervalle fini , égales à zéro. Or cette circonstance suffit ici pour que , à l'époque t= o , les termes de toute somme composée d'une infinité de pareilles expressions, dans lesquelles r varierait uniformément d'un terme à l'autre, s'entre-détruisent, à l'exception de ceux où r sera nul.
Et, eueflet, si , conformément à la formule (38), prise en réduisant V («i, y,, ...) à /(a^i), ffe, a dx^ et r^ à [x — x^, on pose
ces expressions de ^recevront, à la limite t — a , les valeurs simples /'(^), comme dans les cas où la fonction
^\l\ s'annule à la même limite dès que r diffère de zéro.
Pour le reconnaître, et pour prouver en même temps que ces expressions (103) sont bien finies et déterminés, débarrassons-les du dénominateur S^l^ qui semble les rendre infinies à la limite ^= o.
Dans ce but, prenons la no iivelle variable d'intégration, «, définie par la formule
^^- / , ou »i = a^ -I- 2 « l^î , donnant dx^ = 2 l^i dn.. 2V~t
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Or, si la fonction f{Wi) , toujours fmio, varie graduellement et ne change de signe qu'un nombre limité de fois entre ^j— :^co , ces expressions seront parfaitement déterminées,
commelesintégralesmôme / sin «*(/« et / cosœ*c?a. Car,
pour les grandes valeurs absolues de a, les éléments y formeront un certain nombre de séries de termes extrêmement petits, alternativement posilifs et négatifs, dans chacune desquelles les termes iront en croissant ou en décroissant et auront une somme algébrique inférieure ou du moins comparable au plus grand d'entr'eux , c'est-à-dire insensible. On pourra donc ne pas tenir compte de ces éléments, et raisonner comme si l'intégration, qui porte, dans (104), sur des fonctions finies , se faisait entre des limites finies. Ainsi, lès expressions (104) de ^ seront parfaitement déterminées. De plus, à la fimite û=o, les éléments "correspondant aux valeurs modérées de a, les seuls à considérer, deviennent , sous le signe /, f{x) sin a^ dx , flx) cos a* da.. Leurs sommes vaudront donc ;
et il viendra bien
Les formules (104) seront donc admissibles, comme intégrales de l'équation -T^-(---T-^ = o, pourvu qu'elles donnent
des valeurs finies et déterminées aux dérivées qui entrent dans cette équation , ou à celles dont elle implique l'existence, savoir, aux dérivées première et seconde de f par rapport à t, ainsi qu'aux quatre premières par rapport à x. Or, en premier lien, les dérivées en x des expressions (104) s'obtiennent immédiatement , si l'on suppose finies et continues les dérivées correspondantes de la fonction /", et, se trouvant de même forme que ces expressions (104), elles sont déterminées comme elles.
II ne nous reste ainsi qu'à nous occuper des dérivées par rapport à t. Admettons , provisoirement , que la fonction / s'annule ou du moins devienne constante pour les valeurs absolues très gratides de sa variable ;" de sorte qu'on puisse supposer iînies les véritables limites des intégrations , en ce qui concerne , dans (104) , les éléments dépendant de t. Alors la dérivée en C des deux expressions (104) sera évidemment représentée par les formules :
,„it_l_ r7'.>-H2«/^)cos«V2„^«.
Substituons-y — d cos k' et d sin v} à sin a*.2a rfa et à cos«^. 2«rfa, puis "intégrons par parties, en observant que, d'après l'hypothèse, la fonction/', supposée d'ailleurs continue partout, s'annule aux deux véritables limites des intégrations. Il viendra simplement
soit — v - / f" ■> -^ 2 « Vt) sin «2 d'A.
Ces expressions ont les mêmes formes que les proposées
{104) , et , comme elles restent finies, bien déterminées, quelque grand que soit l'intervalle en dehors duquel la fonction f a été supposée égale à zéro , rien n'empêchera d'admettre que cet intervalle devienne infini , ou que la fonction /" (a;,) s'annule seulement pour ^, =:::;: oo . Mais ii faut que cette dérivée Z' (endebien, en effet, vers zéro, quand la valeur absolue de sa variable grandit indéfiniment ; sans quoi le terme aux limites qu'on a supprimé dans le résultat de l'intégration par parties conserverait des valeurs finies et même indéterminées, dont la présence empêcherait la dérivée de o d'exister en tant que fonction bien défmie.
Étant ainsi admis que /^ (± oo ) = o , il en sera de même de f" 1 20 ) - et les formules (105), difFérentiées encore de la même manière, par rapport à t , montreront que l'équation
aux dérivées partielles proposée, ^= -7-1 est satisfaite,
comme on pouvait le penser.
Obsei'vons que, si les formules (104) se réduisent à y = f(a;) pour t=o, les formules (105) donnent, respectivement, ^=±/" (a;) à lamêmelimite t=o. On pourra donCj
en mettant, dans la seconde, /î au lieu de /pour éviter toute confusion , et en superposant ensuite ces deux intégrales, former l'expression de f qui correspond à un éUU
initial quelconque , c'est-à-dire qui rend les vitesses j et
les déplacements ç, pour t=o, égaux respectivement à deux fonctions arbitraires données de ce. Appelons F fa;) la seconde de ces fonctions, représentant les valeurs initiales de y, F,"(ip)la première, et F| (x) l'intégrale
j dx j F," [w) dx. Nous aurons évidemment , pour déterminer f[x) et f^ (^), les deux équations
(106) fW) ^ /, (^) = F [x}, I" [x] — /•," [œ) ^ F," [»),
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La seconde, multipliée par dœ, puis intégrée à partir de x = — co et en observant qu'on doit avoir /"{ — go) = o, fi { — X ) = 0 , donne
(107) /'fe)~/.'(^] = F/(4
D'ailleurs, on peut toujours admettre que f{x) et fi {w) soient égales pour x = — x . Kn effet , puisque ces fonctions sont supposées ne pas grandir indéfiniment avec — w et que, déplus,/' ( — go) =oet/ï'{ — co) = o, on ne peut leur attribuer, pour x = — oo , que des valeurs constantes, A -H B , A — B. Or , en réduisant ces valeurs à leur partie commune A, on, autrement dit, en ajoutant — B à f{x) et B à ^ (a:), on ne change é^ddemment rien, ni aux équations (106), ni à (107). Il est donc permis d'intégrer celle-ci (107), après l'avoir multipliée par dx , de manière que f{x) — fi (x) s'annule pour^= — ^co , comme le fait F, {x). Il vient alors
équation qui , combinée avec la première (106), donne enfin
Observons que les conditions f'{cc) = o, f,'{cc) = o^ auxquelles nous avons dû plus haut astreindre les fonctions f{x) , fiiw), seront vérifiées, si les valeurs initiales de f deviennent constantes pour t = ±aD , ou que F' (± co ) = 0, et si l'on a soin de prendre un axe des x animé, dans le sens normal à la barre, de la même translation constante que le
centredegravitédecelle-ci; en sorte qu'on ait j -^dx=o, c'est-à-dire, pour l'époque l = o, j Y'' {x)dx = o et, par
conséquent, Fi'(x), ou j F" {r) dx, nul pour ic =co.
Alors, eu effet, les deux relations (108), différentiées une fois et prises ensuite pour x = œ , donneront bien
CO) = 0, A
En définitive, l'expression générale demandée de a sera, d'après ([04j et (108),
—^ l \l' {!s^2'AVt](siaa^-*- cas «^]
Quand on y fait F, = o, elle se réduit à celle que Fourier a obtenue pour le cas d'une barre abandonnée à elle-même, sans vitesse initiale, après avoir été arbitrairement flécbie sur une étendue quelconque. La solution simple naturelle correspondante, ou qui exprime les déplacements successifs <f provoqués dans ia barre par un certain déplacement initial F {cei) d'un seul élément dXi , se déduit immédiatement des formules (103) et (108) , en observant que l'on doit remplacer /'par f, dans la seconde expression (103) de tp et superposer ensuite cette seconde expression (103) à la première. Si l'on pose F [xi) dXi = dq , el qu'on transporte l'origine sur l'élément considéré da^i, cette solution simple sera
Mais si les vitesses initiales étaient telles, qu'on pût adopter isolément l'une ou l'autre des expressions (104), la solution simple analogue serait
'"" '=7fe(
21. — DifflcuUé que présente l'emploi d'intégrales analogues pour l'étude des vibrations transversales ou normales d'une plaque élastique plane ; calcul des mouvements propagés , dans ce cas d'une plaque , autour d'un centre v/nique d'ébranlements.
Quand, au Lieu d'une simple barre, il s'agit d'une plaque plane homogène, indéfinie dans les deux sens des x et des y, et dont on veut étudier le mouvement transversal consécutif à des déformations ou à des vitesses initiales données, l'équation aux dérivées partielles de la question
précédente , --^ -h -—^ = o, se trouve remplacée par celle-ci :
(112) -^-hA ^2^ = 0, où As = -— - H- — -.
* ' dt^ dafl dy^
Alors la méthode d'intégration exposée au n"? (p. 391) donne bien, en faisant, dans (32) ou dans (32 Us) , m = % et en prenant encore -Jj (y) = soit sin y, soit cos ■(, les deux sortes d'intégrales particulières
fU3i u = — sin — , (p = —-- cos -— ;
mais , d'après ce qui a été démontré au même endroit (p. 390), pour que ces intégrales constituent les solutions simples naturelles de la question, on expriment les effets d'ébranlements initialement concentrés à l'origine des distances r, il faut que la somme f'sdvi, étendue à toute la
plaque, et qui égale ici 2 ^i ( 'frc^r, soit finie et déterminée. Or, abstraction faite du facteur constant 2 tv e, cette somme, si l'oii pose toujours -^= \ et que l'on s'arrâte provisoirement à une limite supérieure finie Ç, devient
Isin — j Çc^l ==1 — cos — , soit I (^s— 1 Idt — sïn —.
On voit que ses éléments se suivent par groupes, alternativement positifs et négatifs , qui n'augmentent pas en valeur absolue quand on passe d'un groupe à l'autre , mais qui ne diminuent pas non plus ; car chaque groupe, si l'on excepte le premier de la seconde intégrale , égal à 1 seulement, s'obtient en faisant varier — entre deux multiples
valeur totale ±. 2. Ainsi , quand la limite supérieure croît indéfiniment, les deux intégrales oscillent sans fin soit entre zéro et 2, soit entre — 1 et 1 ; et on no pourrait leur attribuer une somme égale à la moyenne correspondante, 1 ou zéro , de ces valeurs extrêmes , que si l'on avait d'ailleurs quelque raison de supposer les groupes dont il s'agit, au-delà d'une certaine valeur de S, graduellement décroissants jusqu'à zéro, quoique d'une manière infiniment lente, cas où la somme totale de ceux dont chacun aurait sensiblement la même valeur absolue que le suivant se réduirait, comme on sait, à la moitié du premier d'entr'eux, c'est-à-dire, ici, à j: 1 ["). En l'absence d'une pareille raison générale ("), et vu le défaut, tout à la fois, d'une convergence
(*) Soit, en effet, S une aommû , a — b + c — d + e — f+g—...., dû termes il signes alternant, et tfès graduellement décroissants de l'un k l'autre, en valeur absolue, jusqu'à la limite zéro. Par raison de continuité, les différences, toutes de même signe, a — 6, 6 — o, c — d, d — e^e — f,j — g , ... ne différeront relativement que fort peu chacune de la suivante; en sorte que la somme,, S = # — h + c — rf H- e — f -t- ..., de celles de rang impair , sera à la somme , b — 0 -\- d — e -i- f — g -t- ... = a — S , de celles de rang pair, prises en mêrae nombre, dans un rapport extrêmement voisin del. On aura donc, à fort peu près,
(*') On on aurait une, s'il était possible d'attribuer à l'espace plan indéfini, autour du centre (œj , yt) , une forme convexe non circulaire , quelle qu'elle fût d'ailleurs , celle , par exemple , d'un caiTé , ou d'une ellipse , etc. ; car les zones 2^rdr comprises entre les deux circonférences inscrite et circonsciite à ce carré ou h cette ellipse se trouveraient évidemment réduites , danis Tintégrale, k une fi'action de leur surface de plus en plus faible à mesure que leur rayon r gi'andirait.
et d'une divergence bien caractérisée -dans la somme
I frdr relative aune seule solution simple (113), on
conçoit que, lorsqu'on superposera une infinité de telles solutions , correspondant aux divers éléments dsi, d'une région finie donnée ra, ^ l'expression totale » ainsi obtenue, parfaitement déterminée d'ailleurs , pourra , suivant la îbrme de cette région et suivant la fonction /"(aîi, î/j) des
coordonnées de djSi qui représentera le rapport fini -j— ,
se réduire , pour #= o , à une quantité proportionnelle à ce rapport même /(iC, y), ou dépendre au contraire d'une manière plus ou moins complexe, pour chaque point {x, y), des valeurs de /'f«i, iji) en plusieurs endroits delarégioncï,. Ainsi une discussion spéciale et difficile, appropriée aux diverses formes des fonctions arbitraires F («, y) exprimant l'état initial , sera nécessaire pour décider , dans chaque ■ cas, quelles valeurs de £ = /{^i,ï/,) (^rai on devra adopler. Nous n'entreprendrons pas cette discussion.
Heureusement, la même difficulté n'existe plus quand la variable indépendante principale est r et non plus t, ou qu'il y a lieu de superposer des solutions (113) en faisant varier, de l'une à l'autre, non pas l'origine des distances r-, mais celle des tempe i, de manière à obtenir les intégrales (31 Ms). Ce cas se présente lorsque on étudie le mouvement transversal communiqué à la plaque par une infinité d'ébranlements successifs produits à l'origine des •coordonnées, comme, par exemple, quand la plaque y est soudée à une mince lige perpendiculaire , qu'on fait mouvoir suivant sa longueur et qui lui transmet, sur une circonférence 2TTr d'un rayon infiniment petit, certains efforts tranchants totatix F'(?^, exprimés, en fonction des déplacements simultanés tp, par la formule 2^ "' *' ' tant dont nous pourrons faire abstraction).
On a doncalors, pour résoudre le problème, les intégrales (31 his) [p. 380] , prises avec les signes supérieurs — . Elles reviennent, d'ailleurs, tostes les deux au même , quant aux valeurs de tp qu'elles expriment : on le reconnaît en remplaçant e^ par r^e~-'' (d'oîi (?p= — d'{], ce qui donne à chacune d'elles la forme de l'autre. Mais elles ne sont pourtant pas également avantageuses , car la première , où r^, sous le signe ^ qui désigne ici un sinus ou un cosinus, est multiplié
par le facteur ~e~^ indéliniment croissant avec — p, doit à
cette circonstance de ne pouvoir être différentiée enr, icou^. Cette première formule (31 his) de cp contient, en effet, une infinité d'éléments correspondant aux grandes valeurs négatives de p et dont les changements en fonction de *' sont infiniment rapides , leur dérivée par rapport à r étant
l'expression /■(^ — \q^)^' [~e~'^\Tè~^d^, laquelle se trouve
relativement de l'ordre de q—P. Les éléments en question , tout en ne donnant qu'une somme insensible dans y, où ils ne grandissent pas avec — p et changent de plus en plus souvent de signe , ne restent plus négligeables dans la dérivée de ^ en r, quoique ils continuent à changer aussi souvent de signe, parce qu'ils y augmentent en valeur absolue à mesure qae — ji grandit: leur somme n'y converge vers aucune limite. En d'autres termes , la première formule (31 Us), quand ijjy désigne, comme ici, un cosinus ou un sinus , affecte , par sa forme même, la fonction qu'on lui fait représenter, d'une infinité d'ondulations infiniment petites et infiniment courtes , qui l'empêchent de varier graduellement ou d'avoir une dérivée. Ces ondulations sont évidemment de pures fictions d'analyse , sans correspondance avec la réalité;car tout ce qui est, dans la nature, y est déterminé ou fini. D'ailleurs , des affections infiniment petites , ne se révélant qu'à la difTérentiation et seulement comme obstacle à la variation graduelle des quantités, ne sauraient être admises dans une question physique où il
faut invoquer la continuité comme la suprême loi des phénomènes.
La seconde formule {SI bis) ne présentera pas cet inconvénient ; car le facteur par lequel elle dépendra
de r, fit ô"'^~'j' ^^^* infiniment petit, sinon même tout
à fait nul , ainsi que ses dérivées en r, pour les grandes valeurs négatives do sa variable et, par conséquent, pour celles de p : on évitera donc la difficulté relative à ces grandes valeurs négatives de p grâce à la nature arbitraire de la fonction /■, qui ne sera pas, comme i}j, un sinus ou un cosinus. Quant aux éléments correspondant aux très grandes valeurs positives de p, ils se réduiront sensiblement à f{t)^{'^eP)d^ et ne donneront qu'une somme infiniment petite , car ils changeront à tout instant et de plus en plus souvent de signe sans grandir avec p.
Prenons, par conséquent,
(114) ,^f'f{,-!L,~,),{iLy,.
En procédant comme il est indiqué aussitôt après la formule f28) [p. 377] , nous en déduirons pour Aj-f une expression de même forme, mais avec — f, i/ au lieu de f, 4", et ensuite , pour Aj A^ cp, une expression encore analogue, mais avec /"'au lieu de /"et tp" = — ij* au lieu de 4*; de sorte que cette expression de A3 i^f, changée de signe, égalera identiquement la dérivée seconde -j^ .Ainsi, l'équation indéfinie (112) sera bien vérifiée.
D'antre part, la dérivée deAjtpparrapport à r, multipliée par T. sera
expression qui, en posant ei^ = K, peut s'écrire aussi
Une intégration par parties donne donc , vu la condition
,U5! ..i^ ^ ,,>,r(,)-.jr"[rB-/-(.-i^)] r (i)«.
L'intégrale du second membre, oùY' = — t ' ^^f- rendue parfaitement finie et déterminée, malgré sa limite supérieure infinie , par le facteur f {û} — f (û — — J , évanouissant quand la variable C y devient de plus en plus grande.
A la limite r = o, il vient simplement, en multipliant par 2 T! j
On voit que cette expression égalera, comme on le désire, la fonction donnée F' [i] , si l'on prend -p (y) = sin y et
(115H A'W = ^^i''!0; d'où /■(()== -^ J" F' (il «fi- ^.
On ne peut pas d'ailleurs, à lasolution (1 14) ainsi obtenue, en superposer une autre , dans laquelle on prendrait
^ (y)"= cos y et qui, donnant r -;r^= o à la limite r=o, n'y
modifierait pas l'effort tranchant; car elle entraînerait, pour r nul. un déplacement f infini , les valeurs négatives très grandes de 3 y rédui'^ant à fort p^^u près, dans (114), la quantité sous le signe/à /■[^--Çe-'^) 4- (o)r/p=^/'(?^-^e-J^)f:??,
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expression qui , pour r ~o, devient f {f\d^j et donne , à partir de p = — co , une intégrale infinie.
On voit par là, et je l'observe en passant, que la solution (114) prise avec ^ [y] = ces y ne pourrait être utilisée que dans des cas où il n'y aurait pas à poser r — o, c'est-à-dire où la plaque, cessant d'être continue, serait percée d'un trou à l'origine des coordonnées. Ces cas me paraissent peu intéressants et je ne m'en occuperai pas.
Donc, en résumé, il faut, dans(114), poser ^ {y) = sin y et déterminer la fonction /■par la relation (115 Jw). En introduisant alors la même variable d'intégration, !; = ei^, que dans (115), l'expression de f prend la forme^ un peu plus simple ,
On remarquera qu'elle est parfaitement définie; car, d'une part , la fonction sous le signe / n'y devient jamais infinie et , d'autre part , pour les très grandes Valeurs de K, ses éléments ressemblent à ceux de l'intégrale classique
amX°"
point, î- = o, d'où partent les ébranlements, cUè se réduit même à celle-ci, et Ton a simplement
[116 iis] (pour )■ = o) ? = ^ /■(').
De plus, cette expression (116) de -o vérifie les conditions que comporte évidemment le problème pour i= — x et pour rinfini, conditions consistant en ce que y doit s'annuler à ces deux limites. Il suffit, en effet, qu'on ait F ( — x<)= o, .comme il est implicitement convenu, et, par suite, /■( — cD) = o,pour que la formule (116) donne immédiatement <B = 0 soit pour t= — GO , soit pour r=cc .
Il reste à voir si une dernière condition, spéciale à r = o et
achevant, avec celle des efforts tranchants déjà satisfaite pour la même valeur de r, de déterminer le problème, est également vériâée. Elle consiste à exprimer que l'on a
à cause du raccordement obligé de toutes les sections normales ou méridiennes faites dans la plaque autour du centre des ébranlements.
Pour calculer la dérivée -V-, nous dlfférentierons ]e
dr
second membre de (116) sous le signe /; ce qui , par l'introduction d'un nouveau dénominateur Ç, fournira des éléments ayant leur somme encore plus convergente, à la limite supérieure iC = co , qu'il n'arrive pour ceux de (116). et ce ([ui sera cependant sans inconvénient à la limite inférieure (^ = 0, à cause du facteur f, qui y devient /( — x) ) et s'y annule. EfFectivement, le résultat,
est une intégrale déterminée malgré le facteur infini qu'elle a sous le signe /pour Ç= o ; car les éléments correspondant aux valeurs de Ç moindres qu'un très petit nombre fixé s y donnent un total inférieur (en valeur absolue) ou au plus comparable à
quantité finie, qui tend vers zéro en même temps que^.
Prouvons maintenant que cette dérivée (117) s'annule à la hmite ?- = o. Et, d'abord, quand r y est infiniment petit, on peut n'y faire varier \ que depuis une très petite limite £=:Nr% où N désigne un nombre très grand, jus-
qu'à l'infmi , puisqu'on n'ôte de la sorte à L'intégrale , d'après ce qu'on vient de voir, qu'une partie comparable à
^/■('— ^) = — N.r/"U--— ~.| = sensiblement — N ?■/((),
expression évanouissante en. même temps que r. Il ne reste ainsi à considérer que les valeurs de — inférienres à^ = ^,
pour lesquelles f [t — -~J ne diffère plus sensiblement de f [i); en sorte que la partie correspondante de l'intégrale (117) peut s'écrire — f'{t)'>* f sin —--^. Or il est clair que,
dans / sin-^-^, les soûls éléments fournissant un total considérable sont ceux pour lesquels i^ est très petit , ou pour lesquels sin— e vaut, à fort peu près
cette quantité, oïl t^ peut être censé constant alors que î- y
décroît jusqu'à zéro, n'est que de l'ordre de — logr, et son produit par r s'annulera , comme On sait, pour r = o. Donc la dérivée (117) tend vers zéro à cette limite.
Ainsi , les conditions du problème sont bien satisfaites par l'expression (116) de f.
Du reste, une fois la solution (116) obtenue, il est aisé de constater qu'elle vérifie toutes ces conditions sans avoir à remonter jusqu'à la forme (114) et à ses propriétés générales. Complétons cette vérification, déjà faite pour les trois relations spéciales 9 = 0 (pour t = — cd ) , f= 0 (pour r infini).
~ = 0 (pour î' = o), et qui. en nous faisant retomber sur la valeur déjà connue de
r dr\
nous fera connaître une formule simple, utilisée plus loin à la limite ;■ = o, pour l'expression analogue r -^ [— -^j . lit d'abord, la di ff ère ntia Lion de (117) donne identiquement
T dr ^;_o
Intégrons par parties, et observons que le facteur i f U — — ) s'annule à la limite Ç — o, tandis que l'autre
facteur — sin -^, égala un à cette limite et puis décroissant, s'annule à son tour pour î; = qo . Il viendra successivement, en tenant finalement compte de (117) :
C'est le second membre de cette formule (117 bis) qui institue lexpression de —ri- 7- = r-r — r- dont ai
'■ dr^ r dr dr\rdr/ ■*
larié. Il acquiert sa valeur la plus simple à la limite r = 0,
où il devient — f [t) [— sin -^j = f [() ; de sorte qu'on peut poser
dr^ r dr dr \r drj
En ajoutant — ^^ au premier et au dernier membre de
(117 bis) , on aura
intégrale déterminée (et finie jioar r ^ o) à cause du dénominateur i^ , qui permet d'y porter la limite supérieure jus-
qu'àl'in(ini,etàcause du facteur /' (t — — | , nul pour Ç=o,
qui permet d'y faire partir Ç de zéro. Sa dérivée en r, calculée encore parla différent iation sous le signe /, sera,
ou, identiquement,
Multiplions par r et intégrons par parties , en obser\ant que le facteur intégré, f [t — -^,-j — f [t), s'y annule pour s = X et se réduit à — f {t) pour î = o. Nous aurons
Or c'est justement la formule (115). Nous en avons déduit
l'expression (115 Ô!^) de/"(^, parla condition que l'effort
Iranchant total 2y^r — ^, exercé sur une section cvlin-
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drique de rayon r décrite autour de l'origine, se réduise à F'(^) pour r = 0.
Enfin, l'équation indéfinie -—= — i^ i^ tp est bien satisfaite par notre solution (116); caria formule (118 èïs) donne de suite
:('^)=X^K)"if.
ce qui est la valeur de -7^ déduite immédiatement de (116).
Les calculs précédents, non moins que les difficullés attachées à l'emploi de la première formule (31 Ms) et surtout des solutions simples (113), montrent combien sont délicates à manier les intégrales qui, comme (116) ou(118), expriment des séries à peine convergentes, et devant en partie cette faible convergence indispensable à l'ordre dans lequel se succèdent leurs termes de signes variés. Mais, on le voit, toutes ces difficultés peuvent être surmontées assez facilement dans le problème des mouvements que font naître des impulsions normales s'eserçant sur ia plaque à l'origine des coordonnées. Et la solution obtenue (116) est bien la vraie ; car le problème se trouve entièrement déterminé par les conditions admises, comprenant :
1" L'équation indéfinie -r-^ -i- A^ ij 'j> = 0 ;
2° Les relations spéciales <p = o (pour t= — œ),f = o (pour î* infini), -3- = 0 (pourr = 0) et 2 m r — T^=F'(^(pour r = o), conditions dont les trois dernières entraînent, la première, que, pour r ou logr infinis, onait „ '- our-^=o,
--, ^ • ou T — -— =^ o("}, la deuxième, giie w reste fini (ïlogr é- ^ " j -i I
àla Iimite?'= 0, enfin, la troisième, que A, ©', ayant à la
même limite r = o sa différentielle en r comparable à celle
de log r , y devienne seulement de l'ordre de grandeur de
log r et y ait son produit par r nul.
Il suffit, pour reconnaître qu'elles n'admettent, en effet,
qu'une solution, d'y procéder comme dans la question
analogue relative aux barres (p. 438). En remplaçant f par
f -K f j il vient , avec l'équation indéfinie -j-^ -t- ij As ^ = o,
les conditions spéciales »' = o (pour t = — oo), &' = o
auxquelles on peut joindre que les expressions ip' , r A, f' restent finies à la limite r = o et que r -—- ,
rfA,(s' ?" -—77- s'annulent pour r infini. Multiplions l'équation
-^-1- — y ( î'— r^-l ^ 0 par Zr—j-dr, et puis ]ntegrons
d,ér = oixr = a:>, après avoir substitué à 2 — ;- -r l*" — PA
' ^ dt ar\ dr j
(p. 471 et 474), que leurs produits par r, exprimés par les deux intégi'ales
tendent bien yei's zéro quand r grandit indéfiniment. Gai- , d'une part , poulies valeurs de ; inférieures à tout nombi-e donné ti-éa gi'and /i , les fticteura
/ y~T'A 'ri' r (' — r;—i placés sous le signe/, sont supposés devenir infiniment petits & mesure que r croît ; et , d'autre part , pour les valeui's de ; supérieures h. !'-, les éléments de ces intégrales sont tout au plus de l'oivire de sin ' -—
ou cos T — et ont leurs sommes comparables à I sin , f
'est-à-dire insensibles.
l'expression équivalente
^ *L^('---.rj- '■*^''' J * ''' ('■') 7*('- ïsj'
dont le dernier terme n'est autre que
Les relations spéciales ày = oetàr = oo, relations qu'on peutj au besoin, dilférentier par rapporta t, feront disparaître les termes aux limites, et il viendra simplement
nr\^
Ainsi, l'intégrale définie ( "7"] "*" '^^^'j^ *' '^''' ^'^^ invariable et, par suite, nulle à toute époque comme pour t= — 00 . On a donc constamment — = o ; ce qui exprin:e que / ne peut s'écarter à aucun instant de sa valeur initiale zéro. Par conséquent, la solution obtenue (116) est bien la seule possible.
Je me contenterai , au sujet des lois qu'impliquent les formules trouvées, de faire les quatre remarques suivantes :
1" D'après (116 Us] et (115 Us), la vitesse, -j- — ~^ f (^) -, fT^e par la petite partie directement ébranlée de la plaque, ne cesse à aucun instant d'être proportionnelle à la force extérieure F'(^J. Par suite, le déplacement total » de cette partie est constamment proportionnel aussi à l'impulsion totale F (^ ewercée jusqu'à V instant dont il s'agit; en sorte qu'il revient , pour ainsi dire , au même de se donner cette impulsion totale ou le déplacement du point qui la supporte.
2° D'après (117 ter), la mèms vitesse de la partie directement ébranlée est encore proportionnelle à la différence, pour r infiniment petit,' dés deux courbures principales.
-j^, -7-77, de la plaque. Kn effet, — exprime évidemment, en cliaque point, la petite courbure prise par le méridien qui y passe; et — ^ est l'autre courbure principale, inverse de la normale menée à la surface jusqu'à la rencontre de l'axe de révolution oz , car cette normale, projetée sous
l'angle -^ — -j-, donne la distance r du point considéré {x,y)
à l'origine. La différence des denx courbures principales tendant ainsi vers une valeur autre que zéro , quand on approche de l'axe de révolution où la surface a un ombilic et où leur rapport vaut l'unité , i! est inévitable que , sur l'axe môme, elles soient infinies, comme le montre, du reste, la formuJe (118) de A^ ?> qni exprime leur somme, et qui devient infinie pour î' = o. Or on sait que les dilatations dangereuses en chaque endroit , ou dilatations subies par les fibres de la plaque qui y éprouvent les plus grands allongements, sont proportionnelles aux courbures de sections normales de mêmes sens faites dans la plaque. Elles deviendraient donc infinies sur l'axe, s'il était possible de réduire à un point ou, du moins, à une ligne mathématique la partie directement ébranlée; ce qui reviendrait à annuler le rayon , r, de la circonférence on du cylindre par lequel sont transmis à la plaque les efforts tranchants F' [fj. Et il devait bien en être ainsi; car de pareils efforts, destinés à produire des effets sensibles sur d'autres circonférences concentriques de dimensions finies, ne pouxraient avoir une aussi petite région d'application sans y faire naître des déformations infinies, physiquement irréalisables.
Donc, pareillement à ce qui arrive dans toutes les autres questions de la théorie des plaques où l'on considère des forces dites isolées , c'est-à-dire censées appliquées à un seul point de la surface ou de l'intérieur de ces corps , les formules obtenues seront suffisantes pour calculer les déplacements et les inclinaisons du feuillet moyen , que celte
hypothèse simphficatrice n.'altère que très peu , même sur l'axe, puisqu'elle leur laisse à cet endroit des valeurs finies, presque les mêmes, comme il le faut, qu'aux petites distances r où il n'y a aucune difficulté ; mais elles ne Je seront pas pour l'évaluation des courbures et des déformations, quantités que la même supposition rend infinies sur l'axe r = 0 et qu'elle y change par conséquent du tout au tout. Ainsi, la formule (118) ne pourra nullement servir à cet effet. Mais la relation (117 ter) fera connaître, à fort peu près , la véritable différence .des deux courbures prises par la plaque sur le bord d'une petite région donnée d'ébranlement. Kn général, toutes les quantités qui , pour î* = 0 , ne sont pas rendues infinies par l'hypothèse simplificatrice en question, évidemment légitime tant qu'il s'agit d'étudier uniquement l'état produit à des endroits un peu éloignés de l'axe oz^ resteront presque les mêmes, vu la continuité de leurs expressions obtenues , quand v y variera depuis zéro jusqu'aux petites valeurs sensibles pour lesquelles elles sont déjà convenablement évaluées ; et l'on aura ainsi, ù fort peu près, leurs valeurs effectives aux petites distances r, en faisant r = o dans les formules trouvées.
3" Les seules valeurs de la fonction f qui entrent pour une proportion sensible dans l'expression (116) de » sont celles où!; n'est ni très petit ni très grand, et où, par suite,
la variable t — — se trouve comprise entre deux certames limites, inférieures à ^ de quantités proportionnelles à r\ La plus petite de ces limites étant, par exemple, t — N î*^ imaginons que, à partir d'une certaine époque ^^i^,, la fonction /(#) devienne à peu près constante: il est clair
qu'on poiirra alors, dans (116), réduire ([t — -^j à/f^,) dès l'instaut où la différence ^ ~- N r' égalera U , et qu'on aura
à peu près disparu, le centre des éhranlemenis , ou point de la plaque directement sollicité, est redevenu immobile, les anneaux concentriques qui l'entourent, et dont se compose la- plaque, viennent se 7-econsUtuer, en quelque sorte, 4 côté de lui, dans leur forme plane et leur disposition relative naturelles, au bout de temps proportionnels aux carrés de
4» -Gomme la solution (116) donne, à la limite r = o, le
déplacement f et l'effort tranchant 2^ r —~ sous les formes
simples ^f{t), ^r^fit), on pourra encore y déterminer la
fonction f par l'intégration d'une simple équation différentielle, quand on connaîtra en fonction de t, toujours pour r = Oj non plus, directement, l'effort tranchant ou le déplacement y, mais une expression linéaire quelconque dépendant de o, ou des dérivées de ^ par rapport à t, et de l'effort tranchant. On verra au n" suivant comment cette remarque permet de traiter le problème du choc d'une plaque par un corps qui la heurte normalement à sa surface.
22. — Problème de ta résistance 0.ynamique des barres el des plaques , notamment de leur résistance au choc , traite par les mêmes procédés : extension d'u/ne loi de Young au cas du choc transversal.
Pour terminer cette série d'applications de notre méthode d'intégration au mouvement transversal des barres et des plaques, abordons encore une question importante dans la pratique, celle du choc de ces corps par un solide qui vient les heurter perpendiculairement. Dans ce but, et nous bornant d'abord aux barres , revenons au cas général d'une tige prismatique de longueur infinie , d'abord en repos , sollicitée à fléchir, dans un'plan normal à un des axes principaux d'inertie de ses sections , par une suite d'impulsions transversales ou d'impulsions de rotation exercées au point de la barre pris pour origine.
Les deux conditions , spéciales à ^ = o , qui devront être vérifiées en ce point , deviendront parfois plus complexes que celles môme (80 bis) [p. 437], qui nous ont servi à exprimer la transmission de pareilles impulsions à la barre au moyen d'un ressort ou d'un encastrement élastique. On peut concevoir, par exemple, qu'un corps solide y soit uni à la barre, tout en ne la toucbant que sur une petite étendue. Alors cette masse étrangère, dont j'appellerai f* le rapport à la masse de l'unité de longueur de la barre , sera obligée de partager les déplacements œ , et elle absorbera
par suite, à chaque instant , une portion, {^-77, de la force
impulsive exercée du dehors à l'époque t. Si l'on représente par F' {() , comme dans les n"^ précédents , cette force , ou
par F ii) ^ f F' (^) dt la vitesse totale qu'elle aurait fait
naître, jusqu'à l'époque t, si on l'avait appliquée à l'uniié de masse choisie qui est la masse d'une unité de longueur de la barre , on voit que l'autre partie seulement ,
barre et constituera l'effort tranchant. Celui-ci est d'ailleurs représenté par la dérivée -jy quand , avec l'unité de masse adoptée, on prend l'unité de temps qui réduit l'équation indéfinie du problème à la forme -^ -+- -jj = 0 ; mais
son expression devient a^--Y , lorsque l'unité de temps reste
quelconque et que l'équation mdéfime est-jj-H a^-^j— 0.
Donc, la condition définie correspondante, relative aux efforts tranchants pour x=o, sera
yGoosle
au lieu, de a^ ^4- = F' (^) (fu'on aurait sans la masse étrangère entraînée [/. Et si la force impulsive [j.—Y-t-a^-~
était, non pas appliquée directement à la barre ou à la masse y. , mais transmise par l'intermédiaire d'un ressort dont l'extrémité libre éprouverait des déplacements connus F [t), cette force ,. proportionnelle à l'allongement V fi) — » du ressort, serait de la forme K [F [f) — »] ; de sorte que la condition définie considérée deviendrait, au lieu de la première (80 bis) [p. 437],
F {^) désignant ici, bien entendu, un déplacement, et non une force , comme F' (t) dans (119).
La démonstration donnée à la fin du n" 15, pour prouver la complète détermination du problème , s'étend d'ailleurs immédiatement à ces deux cas et à tous les cas analogues.
Quelles que soient les deux relations , spéciales k œ = o, que l'on adopte, pourvu qu'elles se trouvent, comme toutes les précédentes (80), (80 bis), (1 19), (120), linéaires et à coefficients constants, par rapport a œ, à ses dérivées et aux fonctions données dutemps,F(/), F'(ï), etc., exprimant des déplacements , des directions , des forces ou des couples, les quatre solutions particulières (84) et (85) [p. 439J permettront, -par leur superposition, d'y satisfaire explicitement et sans difficulté, toutes les fois qu'il s'agira , par exemple, de mouvements émanés de l'origine w^o, c'est-à-dire tels, que l'on ait 3' = o pour ^ = — coet ^=o pour ic infini. Alors, en effet, un raisonnement répété déjà plusieurs fois obligera de ne prendre ces intégrales (84) ou (85) qu'avec leurs signes supérieurs, — , et d'y supposer même/(— ao)=:o. L'expression la plus générale admissible de f , formée avec ces solutions particulières , contiendra donc quatre fonctions arbitraires/, et nous savons d'ailleurs que, àlalimite«=o,
toutes ses dérivées en :c ou ^ ne comprendront, comme ellemême, que deux sortes de termes, ayant, les uns, la forme finie f (t), les autres la forme de l'intégrale définie
I fit — ~]d<x.. Chacune des conditions spéciales à ^=0
se dédoublera donc si on y égale séparé]jient les termes de chacune des deux formes, comme il a été expliqué à la fin du n** 3 (p. 368), et l'on aura quatre équations distinctes pour déterminer les quatre fonctions arbitraires inconnues /.
tjne loi générale très simple , concernant la résistance des barres ainsi ébranlées en un de leurs points , ou exprimant la condition nécessaire et suffisante pour que leur limite d'élasticité n'y soit pas dépassée, se dégage immédiatement de ces calculs , toutes les fois que l'une des deux
conditions spéciales à a; = 0 est. soit -^ =o, soit -^f = o.
^ ' (la; ' rf»3
Le premier cas se présente quand la barre s'étend indéfiniment dans les deux sens et est mue par des impulsions qui lui sont normales , le second, quand la barre , pouvant ne s'étendre que dea: = oàic = Go, supporte , à l'origine , des couples de flexion qui tendent uniquement à y changer. la direction de son axe , sams aucun mélange d'impulsions translatoires ou d'efforts tranchants.
Pour trouver et énoncer cette loi sous une forme immédiatement applicable , laissons les unités de temps et de longueur quelconques, et, par conséquent, prenons l'équation indéfinie du problème sous la forme,
Cela reviendra , comme on a vu au commencement du n" 15 (p. 435) , à mettre at au lieu de t dans les intégrales (84) et (85). Si nous nous bornons au cas d'une barre ayant sa section normale symétrique par rapport à son axe
d'inertie principal perpendiculaire à la direction des mouvements, le coefficient a, que la théorie classique des barres apprend à évaluer , égalera le produit de la vitesse de propagation, w, du son , ou des ébranlements longitudinaux, le long de la barre, par la demi-épaisseur, À, de celle-ci (demi-hauteur des sections) et par un nombre , k ,
ou à section elliptique, — si elle est rectangulaire, et qui
\^^ sera toujours plus petit que l'unité, tout en pouvant approcher indéfiniment de cette limite pour certaines sections très évidées ('). Ainsi l'on aura
L'intégrale générale à adopter pour (121) sera donc , en appelant /^, f^^ /^, /i quatre fonctions arbitraires ,
^ /'^ „( _ cos — + /-Jai - -- Uin ^ U«.
Il est clair que la substitution de a/ à # ne change rien au calcul des dérivées successives de ^ en x^ et qu'elle introduit simplement un facteur constant a chaque fois qu'on différentie par rapport à t. On reconnaît, par suite, aisé-
(*) L'e>:presaïoi) générale de h est
c désignant l'aire do la section , s une ordonnée , élevée perpendiculairement sur son axe de symétrie , e'est-à-dii'e dans le sens de la derai-liauteur h, , jusqu'à un élément quelconque di de la section , et / une intégrale embrassant tous les élémente de s; A* désigne donc le carré moyen des ordonnées 3 des divers éléments d'une section, rapportées à leur plus grande valeur absolue A.
(124) (pour m^ o)
ment, que l'équation indéfinie (121) est bien satisfaite et que , en outre , si l'on fait œ = o dans les expressions de y et de ses trois premières dérivées en œ, il vient
dm Kit /"'" / t,5\
1 ^ = Tj-[A'H+/'.'Ml-J/."(.--^)i..
Cela posé , toutes les fois qu'on aura -5- = o pour 3; = 0,
la seconde de ces formules (124) donnera, en se dédoublant, f^ — f^ = 0 et fi~ 0. Or il revient au même, ici, d'annuler une des fonctions /ou seulement quelqu'une de ses dérivées; car, toutes ces fonctions devant se réduire à zéro quand leur variable devient infinie négative , on a , par
exemple, /^{6}= ( /^'(0)c^9, en sorte que l'égalité f'Â — o
équivaut à ^3=0; et il serait, de même, indifférent d'égaler entr'elles deux des fonctions fou seulement leurs dérivées d'un ordre donné quelconque. Donc , ia condition définie considérée entraîne les deux relations
Or, on les aurait précisément obtenues, vu les formules (124) , si l'on s'était proposé de vérifier, pour a;= 0, la condition spéciale -— = — a ■—. On peut donc regarder celle-ci
comme équivalente h-^=o.
De même, d'après (124), la condition -7y=o (pour a; = o) obligerait de poser ^=o, f^= — /^ , c'est-à-dire précisément les mêmes relations que la condition -^= o, — .
dt dx^'
En résumé, ia condition complexe ,126, !po™. = o) ||i = o
entraîne celle-ci
et mce-versâ. Or f-^j représente, dans cette formule (127),
le carré de la vitesse absolue p animant, à l'époque t, la partie de la barre où sont appliquées les forces qui la font
fléchir, et {--r^] exprime le carré de la courbure qu'y a
prise son axe , courbure égale , comme on sait , au quotient de la dilatation dangereuse 9, mesurant l'allongement de l'unité de longueur des fibres les plus étendues, par la demiépaisseur h de la barre. Et comme enfin a a sa valeur donnée par (122) , l'équation (126) revient , d'après (127) , à poser
(128) V = ^toS ou a z=: -!-.
Rappelons que la contexture de la barre s'altère dès que la dilatation dangereuse S atteint la valeur dite limite d'élasticité des extensions, et la formule (128) nous permettra d'énoncer îa loi générale que nous voulions établir :
Quand on exerce sur une barre soit des impulsions transversales appliquées en un de ses points et la faisant fléchir syméMquement de fart et d'autre , soit de telles impulsions
perpendiculaires, mais appliquées à une extrémité et acconv- "5 couples qui y maintiennent l'axe dam sa direction , soit m/in des couples tendant simplement à faire tourner la barre, et quand, d'ailleurs, celle-ci est assez longue pour que ses extrémités non sollicitées directement restent à fort peu p7~ès en repos , la plus grande vitesse qu'elle puisse prendre, sans altération de sa contexture, dans la région directement ébranlée, égale le produit de la ■vitesse de propagation dit son (ou des vibrations longitudinales) le long de la barre , par la limite d'élasticité des extensions de sa matière, et par la fraction numérique k, dépendant de la forme de sa section.
Cette loi s'appliquera même à une barre d'uue longueur médiocre, dans l'étude des phénomènes , tels que le choc, dont la cause n'agit que pendant un instant très court, pourvu qu'il soit question de considérer uniquement cette première période où les ébranlements ne sont pas encore parvenus, en proportion sensible, jusqu'aux extrémités non sollicitées et où, par suite, Ton peut, sans modifier le problème physique, allonger fictivement la barre autant qu'on le voudra.
Mais, avant d'aller plus loin, passons au cas d'une plaque, latéralement indéfinie, qui exécute des mouvements transversaux par l'effet d'impulsions normales quelconques exercées à l'origine des coordonnées , en vue de chercher s'il ne s'y présenterait pas quelque relation analogue à (128). Pareillement à ce que nous avons fait ici pour le cas de la barre, prenons l'équation du mouvement de la plaque sous la forme
il' ' -'
où a aura , d'après la théorie des plaques , l'expression , semblable à (122),
h désignant encore la demi-épaisseur et w, la vitesse de propagation, dans la plaque, des variations qu'éprouverait sa densité par unité d'aire, si elle vibrait parallèlement à son propre plan et , en quelque sorte , longitudinalement , c'est-à-dire avec condensations ou dilatations de sa surface : cette quantité Ui est donc la vitesse de propagation des dUOf iatiom superficielles 6 de la plaque vibrant ainsi fangeniîsUement, dilatations que régit une équation de la forme
— - = w,* Aa 6, et dont l'expression est 8 = 3 -i- 9 , si 5 et 5
désignent les allongements éprouvés, au point (-», y), par l'unité de longueur des deux fibres , rectangulaires entr'elles , qui y sont les plus allongées ou les moins allongées de toutes.
La réintroduction du coefficient a revenant simplement à changer l'unité de temps, on en tiendra compte en remplaçant t par at dans la formule (116) du n" précédent (p. 470) ; et celle-ci exprimera alors, évidemment, les déplacements de tous les points de la plaque dès qu'on
connaîtra ceux, f = -^ f[<it) , du point central directement
ébranlé. La vitesse -j- de ce point seradonc représentée à
chaque instant par Y (k/^(s^^, expression où la formule (117 £er) permettra de remplacer /^ (ai^ par la valeur de —X _ relative à r ^ o. 11 vient ainsi
(127 èis] (pour r infiniment petit) —~ = -—- (-— ^ — ^
au lieu de -j- = —a-^ (pour iC = o) qu'on avait dans le
cas d'une barre indéfinie. Or les deux dilatations principales ti, S'en chaque endroit, pour le feuillet superficiel de la plaque fléchie qui s'y trouve le plus exposé à se rompre,
sont, par raison de symétrie, le.s dilatations des deux fibres dirigées suivant le sens du méridien et suivant le sens normal; et elles égalent les produits des courbures
correspondantes -jy, ~T"' P^^ 1^ demi-épaisseur, ±A,
prise avec un signe tel , que celle des deux dilatations D, y ainsi obtenues qui s'éloigne le plus de zéro soit positive. Par conséquent , la difiërence algébrique des deux
courbures équivaut, en valeur absolup, à —r—. Enl'égalant,
d'après (127 bis), à ^ — -y-, ou à ± ■ — si v désigne la vitesse absolue de la partie de la plaque directement ébranlée , et en remplaçant a par sa valeur -^ , il vient enfin
C'est la formule cberchée, assez analogue à (128). Malheureusement, elle est loin de pouvoir représenter , aussi bien que celle-ci (128), la condition de résistance. En effet, ce qu'il faut limiter dans une plaque fléchie, pour qu'il n'y ait pas de rupture ou, du moins, d'altération de la contexture, c'est , 3 et 9' désignant les deux dilatations principales , en un endroit quelconque, du feuillet superficiel qui s'y trouve le plus étendu , une certaine fonction de h et 3' tout autre que leur différence algébrique , mais qui serait plutôt leur somme algébrique : car, lorsque ces dilatations sont positives toutes les deux , le danger de rupture dû à la plus grande est accru par l'existence de l'autre, tandis que, lorsque l'une d'elles est négative, elle atténue celui que peut présenter alors la dilatation positive , sans toutefois ie supprimer si celle-ci est trop grande. Lors du second cas, on ne peut donc pas se dispenser de faire entrer séparément dans
la condition de résistance celle des deux dilatations principales qui est positive. Au contraire, dans le premier cas, qui a toujours lieu près du point heurté d'une plaque, où la surface devient concave et a ses deux courbures de même sens , on pourrait , à la rigueur , se contenter de limiter la somme t) -i-i', exprimée par 'i^h^if, ce qui impliquerait l'impossibilité, pour 9 et ii' séparément, de dépasser une certaine valeur. Mais on voit que, en aucun cas, ce n'est la différences — 3' qu'il s!(//ïr(ï de maintenir au-dessous d'une limite désignée pour sauvegarder la contesture.
Tout ce que la formule (128 bis) peut apprendre touchant la résistance à la rupture , c'est que , si le rapport de la vitesse transversale, v, prise far la partie directement ébranlée de laplaqtte, à la vitesse de projMgation , dans cette plaque, des sons longitudinattcc accompagnés de dilatations terûcie. ait
— ^ = 0,9069 par la plus grande dilatation
comporte la matière de cette plaque, ses limites d'élasticité seront nécessairement dépassées sur le bord de la partie considérée. En effet, d'après (128 bis) , la plus grande des dilatations principales , en cet endroit où elles sont évidemment positives toutes les deux, dépasse alors l'autre d'une quantité au moins égale à la valeur la plus élevée que cette dilatation maxima tout entière pût atteindre, dans lés circonstances dont il s'agit , sans mettre en danger la contesture.
Revenons maintenant au cas d'une tige et , en vue d'y traiter le problème du choc transversal, achevons de fornie^' l'expression des déplacements tp pour une barre indéfinie dans les deux sens, sur laquelle on exerce, en un point où elle porte une certaine masse étrangère, des impulsions perpendicalaires données. Si l'on prend l'origine des x sur la section partageant en deux parties égales ia masse étrangère , chaque moitié de la barre , celle , par exemple , qui sera du côté des œ positifs , se comportera comme si , étant
seule j mais ayant son premier élément astreint à garder la direction de l'axe des ic, elle subissait, à chaque instant, la moitié des efforts exercés et n'entraînait qu'une moitié de la masse étrangère. En apj;)o]ant u. cette dernière moitié, rapportée à la masse de l'unité de longueur de la barre , et F' {i} la moitié 'de l'effort donné, évaluée de même par l'accélération qu'elle imprimerait à la masse de l'unité de longueur de la barre, les deux conditions spéciales à ic=o seront
évidemment (119) [p. 481] et — = 0- D'une part, celle-ci équivaut à poser, d'après (125), /^ = o, ^ = y^ ; d'autre part, et vu les formules (124) , la condition (119) se dédouble de même en deux, qui seront, l'une, /j= — i>.fi, l'autre,
- après y avoir tait /g = o, /a= /, ~ / et
Multiplions cette relation par adi^ puis intégrons à partir de ^ = — GO , en observant que la fonction /" s'annule , avec ses dérivées , pour la valeur — co de sa variable, et que F (^
désigne la somme, / W {^) dd , des impulsions exercées
jusqu'à l'époque L 11 vient l'équation différentielle du premier ordre
(129) /' (at) - — /■ {atl = F ((].
Cette équation s'intègre sans difficulté et donne, en appelant cuneoonstante arbitraire, destinée à s'éliminer d'ellemême ultérieurement des résultats ,
[130) fiai)=. -^ÏFit,- r\
yGoosle
On remarquera que cette expression de fiai) s'annule bien à la limite t= — oo . Il faudra, après y avoir retranché soit
~, soit-^-Y, dea;^, laporter dans la formule (123), devenue
2aV
I,a partie qui, dans la valeur de f obtenue, se trouvera
I de la constante c , est le produit de c e ^i par l'expression
Or celle-ci s'évalue aisément au moyen des formules [âj du n" 8 (p. 403), en faisant, dans les deux premières,
m = — , n = —^ et, dans la dernière, n = — , m = \. On !^ v'2 ' [^ '
reconnaît de la sorte qu'elle est nulle ; et il le fallait bien ,
puisque, dans (130), le terme en c subsiste lorsque F (6) = o
ou quand la barre n'est pas tirée de son repos primitif.
On pourra donc supposer toujours c = o dans l'expression
(130) de f{at). Mais on pourrait aussi y prendre
afin que , le dernier terme de (130) se réduisant avec le précédent , on eût
(130J») /■(«!)= zWni+ /""«'"IST'Cii*'!,
expression où le nombre e est affecté d'un exposant négatif. Cet exposant devient même — o^ si l'on fait [x = o et , en
prenant en outre a=\ , il vient alors f{i)= — —P {f)- On
retombe donc, comme il le fallait, sur la formule (89) [p. 446]
spécifiée pour le cas où -r- = o à l'origine œ — o.
Supposons maintenant que les impulsions F' {t) dt, dues, par exemple, à l'explosion d'un gaz ou d'une poudre fulminante , ne soient exercées que pendant un instant très court £ entre les époquesjf=o, S = s, et qu'elles aient pour somme une certaine quantité Q de mouvement, exprimant ]a vitesse qu'elles communiqueraient à l'unité de masse choisie [c'est-à-dire à la masse d'une unité de longueur de la barre] supposée libre de leur obéir. Il faudra donc faire, dans (130) , F' (6) = o , excepté pour les valeurs de 9
comprises entre zéro el £ , et prendre F (^ , ou f F' (&) d^,
nul pour t négatif, égal à Q pour ^positif et supérieur à e. I,a variable 0 étant ainsi négligeable dans l'exponentielle
j il viendra
( (poop 1 < 0) / (»î) =
En conséquence, les deux intégrales paraissant dans (131) seront nulles pour t <^ o , et elles pourront ^ pour ? > e, n'être prises respectivement qu'entre les limites «=0,
et = V2at et a = — :^ . K = 00 .
Bornons-nous aux déplacements successifs qu'éprouvera la partie ip = o et, par conséquent , la masse ^i, qui s'y trouve bée à la barre. Vu la seconde valeur (132) de f{aû}, la for-
mule (131) deviendra , en faisant x= o, tenant compte de la seconde (85 hù) [p. 440], puis posant, pour abréger,
et remplaçant la variable d'intégration a. par i^ x :
D'ailleurs , ~ y équivaut à ( e " "^ </ a , ce qui , en appelant, pour plus de simplicité, x W la fonction
(135) ;,(Ti= -j, f ,—'1,.,
permet aisément de réduire cette expression de f à la forme simple
(136} (pour^ = o) .^-|^|^2V'^+xW-x(o)]-
Étudions un instant l'intégrale définie -/ (y) , essentiellement positive, et dont la valeur pour •: = o est
jf"-"v.=i.
Si nous y prenons, sous le signe /, «^ — "^ = P po^ir variable d'intégration, et que nous posions, par suite, (^ a = — — ^ , elle devient
(m) -'^=kr
Sous celte forme, on voit qu'elle diminue sans cesse quand
T grandit et que , constamment inférieure à l'expression ~~ I e~^d^~~z:^, elle tend vers cette expression
pour T très grand. Donc, en résumé, la fonction x {'^) décroît, de l à zéro, quand sa variable t croit de zéro à l'infini.
On la développe facilement suivant les puissances positives de c, en la remplaçant par e
en substituant ensuite aux deux exponentielles e'', e' leurs valeurs en série. La seconde devient de la sorte
et il y a lieu d'évaluer en général l'intégrale
(138) I, -: / (^ — «ïj" d^.
Or, une intégration par parties donne
ou bien, en remplaçant (t — ^K^)""'a* par ■: {-. — a^)' et observant que le terme aux limites s'annule ,
et , en partant de I^, = v/- ,
En conséquence , l'expression de / (t) sera , après quelques réductions,
Cherchons actuellement la vitesse de la partie considérée, x= 0, de la barre et, par suite, de la masse étrangère c-. n n'y aura pour cela qu'à différentier la formule fl36); en observant que, d'après (135),
2 al
et que, d'ailleurs, t désignant la fraction —^ . la dérivée
— = — . Il viendra
df Q , Q /2at\
(141) (p..,. = .) i = yzri=-.(^).
Cette vitesse, ésale d'abord à —, diminue sans cesse,
d'autant moins vite que la niasse étrangère i^ est plus grande, et elle ne s'annule qu'asymptotiquement, pour t =aj. Quant à l'espace parcouru, ^, qui mesure la fèche prise par la barre, la formule fl36} montre que , nulpour/=o, il grandit sans limite.
Il nous sera aisé, maintenant, dé traiter le problème du choc transversal d'une barre homogène , de longueur infinie, par un corps qui "sdent, à l'époque t^o^ la heurter vers son mibou , sur une petite étendue , avec une certaine Vitesse perpendiculaire V, et assez centralement pour n'être pas dévié. En effet, si, vu la symétrie des phénomènes de part et d'autre du centre de la région heurtée pris pour origine desiK, nous considérons seulement ce qui se passe du côté des abscisses posilives. et que |j. désigne la moitié
de la masse du corps heurtant , sa quantité de mouvement [A V se communiquera à une partie de plus en plus longue de la barre et sera absorbée peu à peu ; en sorte que ce corps arrivera insensiblement au repos sans que sa vitesse s'annule dans l'intervalle et sans qu'il puisse , par conséquent , rebondir. II restera donc uni à la barre , ou jouera le rôle de la masse étrangère fi considérée tout à l'heure, et il suffira d'imaginer que sa quantité de mouvement ;i V lui ait été rapidement communiquée sur la barre même, pour que le problème actuel du choc rentre dans celui qu'on vient derésoudre, où ils'agissait de ce qu'on pourrait appeler un choc par explosion. En effet, la formule (141),
donnant V = — à l'époque i = o, montre que, pour f
infiniment petit, une masse [* unie à la barre à l'origine x=o détient presque la totalité de la quantité de mouvement qu'une impulsion brusque y a fait naître, tout comme si cette masse s'était trouvée isolée quand elle a subi l'impulsion ; et il doit être, par suite , à peu près indifférent que le corps heurtant ait reçu sa vitesse initiale V quand il était encore libre ou après s'être joint à la barre. Il n'y a, entre les deux cas, de différence, que dans la manière dont la vitesse V se communique, durant l'instant initial e, au tronçonheurté de la barre, manière plus conformeaux hypothèses ordinaires de là théorie de l'élasticité quand on suppose la masse ij. déjà en contact avec la barre dès l'instant t= o.
Ainsi, on rendra les formules précédentes applicables au problème du choc transversal, en y appelant j^ le rapport de la demi-masse du corps heurtant à la masse de l'unité de longueur de la barre et en prenant Q = ^r^ Y. Les relations (136) et (141) deviendront
[142) {pour ,
yGoosle
Et comme , d'ailleurs , la partie heurtée est évidemment la plus exposée àla rupture, on voit parla formule (128} | p. 486] que la contexture ne sera pas altérée, si le rafpwt de la vitesse V du choc à la vitesse de propagation w du son le long de la barre n'atteint jms la fraction k de la limite, d'élasticité des extensions, c'est-à-dire de la limite qu'on doit imposer à la dilatation des fibres.
Jetons maintenant un coup d'œil, pour en faire la comparaison à ce qui précèdej sur le cas incomparablement plus simple d'impulsions longitudinales, ou d'un choc longitudinal, affectant l'extrémité de la même barre, que nous supposerons comprise de3; = oà^ = co et qui se sera trouvée, également, d'abord en repos. Ici encore, f étant le déplacement éprouvé à l'époque / par la section d'abscisse x, les conditions » = o pour t= — oo et y — o pour x^œ obligeront d'exclure celle des deux intégrales particulières, !f = f [mt '^ x) , de l'équation indéfinie du mouvement
— - = u^ -~ j ou parait le signe inférieur + ; en sorte qu'il
viendra simplement
La fonction /", astreinte déjà à s'annuler pour les valeurs infinies négatives de sa variable, aclièvera de se déterminer par la condition, spéciale au point x=o , qui exprimera de quelle manière le mouvement y sera produit. Mais, avant de s'occuper de cette condition, on peut observer que la valeur (143) dcf donne identiquement
ou bien, en appelant v la vitesse-j-et 5 la 'dilatation, -
coniinujie à toutes les fibres longitudinales sur la section dont l'abscisse est x.
(144) 4,:=_„3, ou —5=--.
Cette relation, semblable à (128) [p. 486], montre que la plus grande vilesselongitudinale que la partie ébranlée puisse prendre, sans que sa contexture en soiiffre, égale la fraction de la mlesse du son {le long de la barre) qu'expinme la limite d'élasficiié relative aux contractions des fibres, si ce sont des raccourcissements que Von produit sur la barre, ou la limite d'élasticité des dilatations des fibres, si ce sont, au contraire, des extensions que l'on fait naître.
Cette belle loi, dontla démonstration est, comme on voit, des plus faciles, a été énoncée par Thomas Young vers le commencement de ce siècle. Il est digne de remarque qu'elle s'étende, d'après la formule (128) et à un facteur numérique près, au cas d'impulsions transversales : toutefois , elle n'y est applicable qu'à l'endroit où s'exercent les impulsions, tandis que la formule (144) régit les déformations produites en tous les points , quand il s'agit d'ébranlements longitudinaux.
Voyons maintenant ce que sera la fonction f, si l'extrémité a: = 0 de la barre porte une masse étrangère y. et que, par suite, l'on ait, pareillement à (119) [p. 481] et avec des notations analogues.
{145} (pour a; = o) 1^ "^ "
Celle-ci, vu l'expression (143) de f, deviendra
yGoosle
ou , on. multipliant par — et intégrant à partir àet = — co.
Enfin, cette équation difTérentielle donne aisément, si l'on î que /*{ — ao) = 0,
(147) no.il = ^-\f[1]~J~ e^
Dans le cas particulier d'un choc, opéréj entre les deux époques t=o, i=e, parla masse [i. elle-même et avec la ■vitesse V ou la quantité de mouvement Q = ;jV, il viendra, en raisonnant comme on l'a fait pour obtenir les formules (132),
( { pour ; < o ) / (u il = 0 ,
L'expression de a s^en déduit, d'après (143), en remplaçant, dans l'exposant de e, w? par W — x. Il vient en particulier, pour les déplacements et les vitesses successives de la partie heurtée ainsi que de la masse [i,
(1491 (pour^ = oetOO i ,
La vitesse de la masse ;j. , d'abord égale à V, diminue donc graduellement , comme dans le cas du choc transversal , mais suivant une loi beaucoup plus rapide : aussi
le chemin total parcouru^ au lieu de croître itidéfiniment ,
tend-il vers la limite — . Onconçoit, en effet, que la partie
lieurtée de la barre, supposée, par exemple, tirée en avant, soit beaucoup mieux retenue par ses voisines quand elles sont derrière elle, que lorsqu'elles sont. seulement à côté.
La formule (149) montre que le déplacement -j de l'extrémité x = o change simplement de signe quand V est rem-, placé par — V. Donc, deux barres pareilles, s'étendant, l'une, de x = o a x = œ , l'autre , de w—o h x^ — r/n , et portant, chacune, une masse jj. à leur extrémité contiguë ^ = 0 , ne cesseront pas , quoique indépendantes l'une de l'autre , de se toucher à cette extrémité, si l'on communique simultanément aux deux masses i* des vitesses égales et de même sens, de manière à faire étendre l'une des barres et contracter l'autre. Par conséquent., celles-ci satisferont d'elles-mêmes aux deux conditions de raccordement qu'où aurait, pour « — 0, si les deux barres ou plutôt les deux masses i>. étaient soudées ensemble ; car l'une de ces conditions consisterait précisément dans l'égalité constatée des déplacements f , et l'autre , dans l'équilibre, que nous trouvons réalisé séparément des deux côtés , entre les tensions exercées à chaque instant par les deux barres et les inerties delà masse interposée 2 (Ji. On pourra donc admettre que deux telles barres ne soient que les moitiés d'une barre unique, portant en son milieu une masse étrangère 2 ji à laquelle on aurait imprimé, à l'époque ^ = o, la vitesse donnée V. Et l'on aura traité de la sorte la question du choc longitudinal, tel qu'il se produit quand , par exemple , un petit bourrelet fixe, formant saillie au milieu d'une longue barre disposée verticalement,' arrête dans sa chute un poids annulaire enfilé à la moitié supérieure de la barre.
La comparaison des formules (128) et (144) prouve que la vitesse d'un choc transversal juste capable d'altér&r la eontexture d'une ban'e est plus petite que celle d'un choc longitudinal, produisant le même effet par extension, dans
le Tdjjpori qu'exprime la fraction h, c'est-à-Mre dans le rapport de \ (1% si la barre est ronde , de\ à^'è si elle est rectangulaire et heurtée perpendiculairement à une de ses faces,
Nous traiterons encore la question du choc d'une plaque indéfinie par un solide qui vient la heurter perpendiculairement, à l'origine des coordonnées. Pour cela, raisonnant comme dans le cas d'une barre , imaginons d'abord qu'on fixe à cette origine des coordonnées le corps heurtant, dont j'appellerai |j., la masse rapportée à celle de la plaque par unité d'aire, et qu'on exerce ensuite sur ce corps, dans le sens normal à la plaque, une série d'impulsions graduelles, capables d'imprimer à l'unité de masse choisie certaines accélérations F'{t).Les déplacements f serontreprésentés, comme nous savons, parla formule (1 16) [p. 470], dans laquelle nous remplacerons ici t par at , et où nous n'aurons plus-qu'â déterniiner la fonction arbitraire /en exprimant que l'excédent de la force extérieure totale F' [t] sur sa
partie, .m, —|, employée à mouvoir la masse ,u^,, constitue
l'effort tranchant, 2n«^r — ^, appliqué à la plaque sur toute
une circonférence d'un très petit rayon r. On aura donc la condition spéciale, analogue à (119) [p. 481) ,
(119 bis) (pour r = o) ^j -^ -^ 2 tt a^ »• -^ = V [t] ,
OU, vu les formules (116 te) et (118 ôîi') [p. 470 et 474], dans lesquelles at sera substitué à t ,
Celle-oi, multipliée par — , puis intégrée à partir de la
limite ^ = — 02 où les fonctions fel ^ s'annulent, devient
équation différentielle pareille à (146) et qni, de même, donnera
(147 ^wj fiai] = -^— Fr it) — Ç e^^— F'(9; dfi\.
S'il s'agit d'nn choc produit, à l'époque i=-o, par la masse ;a, animée de la vitesse V, la fonction ¥' [t] ne différera de zéro que pour les très petites valeurs positives de t; et l'on aura , comme dans les questions précédentes, F (<() = 0 pour ^<^ '0, F [t) = fAjV poxir t sensiblement supérieur à zéro. Il viendra donc, pareillement à fMS),
(pour i < oj / [at] = 0 , (pourO^) A'^'l = ^^-(l-
Telles sontles valeurs delà fonction/, où Ton remplacera
ai parfît — -^ et que l'on portera dans (116) [p. 470].
Les déplacements et les vitesses de la partie heurtée serontj pour ^ ^ 0, d'après (116 àis) [même p. 470] ,
On voit que leurs expressions ne diffèrent des expressions analogues (149) [p. 500], relatives au choc longitudinal
d'une barre , qu'en ce que — s'y trouve remplace par — ,
quantité égale, d'après une formule de la page 487, à — ^; .
H-i V 3 Contrairement à ce qui arrinait dam le cfwc transversal
. d'wm barre ÏTidéfinie , le déplacement du point heurté, ou la jUche produite par le choc, ne croît pas indéfinimené , mais tend vers la limite -^ , d^autant plus rapidement qu'est
plus faible la masse heurtante et plus forte l'épaisseur 2 h de la plaque, il était très naturel qu'une plaque se comportât, à cet égard, tout autremeat qu'une barre; caria partie heurtée, retenue sur tout son contour, et non pas seulement de deux côtés opposés comme il arrive dans une barre, se trouve beaucoup moins libre d'obéir à l'impulsion qui la sollicite.
11 suit , en outre , d'une loi démontrée vers la fin . du numéro précédent (p. 480), que Us anneaux, concentriques
ranger autour de lui, dam un même plan parallèle à leur plan primitif, au bout de temps proportionnels aux carrés
Je terminerai en observant que , d'après une remarque déjà faite un peu après la formule (128) [p. 487], les lois démontrées ici pour les chocs opérés sur des barres ou des plaques de longueur infinie s'étendent au cas de barres et de plaques d'une longueur ou d'une surface quelconques et même assez restreintes, à condition de ne les y appliquer que pour cette première période du phénomène où les ébranlements ne sont pas encore parvenus en quantité sensible aux extrémités non heurtées. Elles permettent de prévoir que la rupture, si elle a lieu dans cette première période, se fera nettement à l'endroit du choc et quelle que soit la masse heurtante, pourvu que sa vitesse dépasse une -certaine limite. C'est évident d'après les formules (128), (128 hù) et (144) [p. 486, 489 et 499], si l'on se borne du moins aux barres et aux plaques formées d'une matière dure, qui se cassent dès que leur limite d'élasticité est dépassée, et si, bien entendu, le corps heurtant a une masse, une consistance et des dimensions suffisantes pour imprimer son mouvement à toute la section heurtée de la barre ou à
tontes les couches de la plaque à l'endroit heurté , c'està-dire, dans les deux cas, à tout un tronçon, comme on l'admet implicitement par le fait même qu'on se sert , dans la question , des formules classiques du mouvement des tiges ou corps allongés et des plaques ou corps aplatis.
23. — Comment il faut m,odifier ces lois du choc , dans le cas de barres dont la longueur est finie.
Dans cette première période, où la barre, par exemple, eùt-e)le ses deux extrémités fixes , ne résiste eucore au corps heurtant que par son inertie, c'est-à-dire à cause de l'impossibilité où sont ses diverses parties de le suivre instantanément, il est to'ut naturel que la rupture ne se produise pas plutôt, à vitesses égales, sous la pression d'une masse heurtante très considérable que sous celle d'une autre Incomparablement plus faible. Mais en admettant, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'une barre appuyée aux deux bouts et heurtée perpendiculairemeat en son miheu, il n'en seraplusde même si l'on considèrela période ultérieure, pendant laquelle la réaction des points d'appui donnera naissance à des ondes réfléchies multiples qui feront du mouvement, comme on sait, la résultante d'une infinité de systèmes distincts de vibrations pendulaires synchrones. Il est clair, en effet, qu'une barre de dimensions modérées, ne pouvant en aucun cas retenir un corps heurtant d'une très grande masse , animé de vitesses même médiocres, devra finir par se rompre, si on ia met dans l'impossibilité de le suivre.
Ainsi, pour la barre donnée, ayant ses extrémités appuyées, et que vient heurter transversalement au milieu, avec une vitesse connue V, un corps dont la masse a un certain rapport ;/ à la sienne, il existe une valeur limite de ce rapport ;/', au-dessus de laquelle les plus grandes déformations se produisent certainement, non à l'instant même
du choc, mais plus tard, après le rebond qui a lieu à partir des extrémités. Ces déformations dépendent alors , tout à la fois , de la vitesse initiale et de la masse du corps heurtant, à la différence des déformations maxima produites dans la première période , qui dépendent seulement de la vitesse. Au contraire, pour les valeurs moindres du rapport |i' de la masse heurtante à celle de la barre , valeurs possibles seulement si la limite de ^', dont il s'agit, est supérieure à zéro , ce sont les déformations maxima initiales , fonction uniquement de la vitesse , qui l'emportent sur toutes celles qui surviennent plus tard ; et la rupture ou les altérations de contesture s'y trouvent évitées définitivement pourvu qu'elles le soient au début.
M. de Saint^Venant a effectué de nombreux calculs , en partie numériques et en partie graphiques, sur cettepériode ultérieure compliquée; et il a reconnu, en effet, que les plus grandes dilatations qui s'y produisent dépendent à la fois de la vitesse V du corps heurtant et du rapport |j.' de sou poids à celui de la barre entière. Pour ce problème de choc transversal , qu'on n'avait pas abordé avant lui (si ce n'est dans l'hypothèse simple d'une barre n'ayant qu'une masse et des inerties négligeables) , il a trouvé que les plus grandes dilatations S s'exprimaient par une formule revenant, après quelques transformations et avec nos notations actuelles, à
où œ désigne un coefficient numérique, fonction de t^.', dont il a obtenu les trois valeurs suivantes :
(*) Voir, par exemple, la page 560 de l'édition françaLse de la Théorie de l'élasticité de Glebsch , publiée en i881 , avec des notes de M. de Saint-Venant , ches M, Dunod (qaai des Grands-Augustin s, 49, à Paris).
La théorie élémentaire , où Fon néglige les inerties de la barre, et qai, par conséquent, n'est acceptable , en principe, que pour les grandes valeurs de •/ ^ donnerait, dans tous les cas, a = \^3 = 1,732 , nombre paraissant , comme on voit, assez peu éloigné des véritables (*).
En admettant donc , à défaut de données plus certaines, qu'on ait généralement « =V3, il viendra a Vj/'= 1 pour
(■*) Résumons cette théorie élémentaire. Si ia bai'i'e s'étend de a: = ~ Ik -x^^l et que , ses inerties étant négligeables , l'équation (121) y soit rédiietible à sa
forme du cas de l'équilibre — -^ ^o, cette équation indéfinie, jointe aus conditions
évidentes — ^ = o (pour ce = o), w = o et — I =^ o (pour (e=: [), donnera , en
appelant ç„ le déplacement du point heurté a; =; o et observant par suite que ,
pour i > ; , la condition (li9) se réduit à — ^ (pour x nui) :
AîwSftï dp
i(pour i > s et œ > o) __ //i» ^'' Il ^^ *M ^f _ /■' rfiy„ It . ^\ * ~ 3PS.SAS ~dB' [ ~ ai" "^ W) ' d^ ~ ftiliîftî d& [ TJ ' ha seconde de ces formules montre que la plus grande courbure de l'axe a lieu constamment au point heurté a; := o et vaut -—■■-■ — f- ; d ou il suit que la plus grande dilatation linéaire S , produit de cette courbure par la demi-hauteur A des
^ !■■' ^9« sections, est, au même endroit , en valeur absolue , 3^ — — — - — t"-
Quant à la première foi'mule, spécifiée pour 3; =^ 0, elle devient
équation dont l'intégrale , déterminée par les conditions qu'on ait initialement
d-jf.
(c est-à-dire pour ( ^ j ou, à fort peu prés , pour < = o) y, = 0 et — î- =: V, est
V WJl . Ikr^h v'â \ (pour O 0) ie„ = sin - — -—t .
La plus grande flèche ff„ et la plus grande courbure de l'axe se produisent
donc à l'instant oii ( ^ — ■ = ; et la dilatation dangereuse correspondante
1* — ^- : ce qui rendrait alors l'espression (150) de D, ou de la plus grande dilatation se produisant après le rebond contre les extrémités, sensiblement la même quecelle, (128) [p. 486], delà plus grande dilatation produite au moment du choc. Ainsi , tant que la masse du corps heurtant sera inférieure à une fracUon de celle de la barre qui ne paraît pas différer beaucoup de \ , la rupture ou les altérations de contexiure, si elles doivent se produire, auront lieu dès le début et nedépendront que de la vitesse du choc. Au contraire , quand la masse du corps heurtant dépassera le tiers environ de celle de la barre , les dilatations les plus dangereuses ne surviendront qu'après le rebond de la barre conti'e ses appuis, et elles seront le produit de celles qu'exprime la formule (128) par le facteur a.Vu.'. Elles continueront d'ailleurs à se présenter au milieu, non aux extrémités, simplement appuyées par hypothèse, et où il ne se produit aucune courbure sensible de l'axe. On voit donc que la rupture , lorsqu'elle surviendra dans ces cas et avec les plus petites vitesses capables de l'amener, n'aura pas lieu à l'instant même du choc, mais un peu après.
Le cas du choc longitudinal , pour une barre d'une longueur finie , / , heurtée à son extrémité a;= o et fixée ou libre à son autre bout x= l, exige beaucoup moins de calculs , parce que les intégrations peuvent s'y effectuer sous forme finie ('). En prenant pour l'intégrale générale de l'équation indéfinie de son mouvement
<f= [^t — x)-^ fili^t-^X — ^l),
(") Ce problème constitue une des questions de résistance vive les plus importantes de la mécanique appliquée. Aussi les démonstrations ci-après relatives au cas usuel de la barre fixée à son second bout ont-eUes été insérées dans le second fascicule de la théorie de V élasticité Ae Glebsch (Note du § 60, p. 480aà4S033), par M. de Saint- Venant , qui . en outre , avec la collaboration de M. l'Ingénieur en chef des ponts et chaussées Flamant , en a fait l'objet , dans les Comptes- Rendus de l'Académie des Sciences (16 juillet, 23 juillet , 30 juillet et 6 août 1883; t. XCVII, p. 127, 214, 281 et 353), d'un grand nombre de calculs et de dessins propres à en exposer et à en peindre les résultats principaui.
la condition relative a cc=l, et qui sera tp — o pour la barre
fixée
cas,
et , dans le second ,
ce qui, devant avoir lieu pour toutes ies valeurs tant négatives que positives de ? ou , par suite , de la variable de la fonction /, obligera de poser soit f,~ — /, dans le premier cas, soit, dans le second, f'= f et, par suite, fi = f,k une constante près dont il sera même permis défaire abstraction si , pour ne pas changer y , on en suppose la moitié jointe implicitement à /et, par conséquent, l'autre moitié retrancliée de f,. Il vient donc, en convenant de prendre les signes supérieurs quand la barre est fixée à son bout w — L et les signes inférieurs quand elle y est libre ,
On a enfin, pour déterminer /, la condition spéciale à l'extrémité a? = 0 , condition qui est, comme on a déjà vu (p. 499),
du moins depuis l'époque t = — oo jusqu'au moment oii se termine le choc , c'est-à-dire où , le corps étranger ,u cessant de presser la partie qu'il avait heurtée, la dilatation
-3- pour ic = o comniencerail à n avoir plus son signe primitif. A partir de ce moment , et supposé que la masse ja ne se soit pas collée à la barre, le bout x^o devient libre.
puisque le corps ne pourrait lui rester plus longtemps uni sans exercer sur les points qu'il touche des tractions dont il est incapable ; et la condition relative à a; = o est désormais (tant que la barre ef la masse u sont séparées) y- ~ o, c'est-à-dire, d'après [a] ,
Donc, on a dès lors f [bit] = + /" (w# — 21); ce qui rend périodiques la fonction f et, par suite, l'état de ia barre, tant que continue à s'opérer cette sorte de détente libre. On remarquera d'ailleurs que la fonction /" ne présente aucune discontinuité au passage d'un état à l'autre, de sorte qu'il n'y a pas lieu de se préoccuper de conditions de raccordement pour les valeurs des déplacements 'f et des vitesses
-~- relatives à ces deux parties successives du phénomène.
Ce raccordement résultera naturellement du fait que les deux fonctions /'et f ne cesseront pas d'être continues.
Mais, occupons-nous d'abord, naturellement, des valeurs de t antérieures à la fm du choc et même de celles qui le sont à son commencement ^=o. Alors, comme le repos n'est pas encore troublé, ona, en tous les points de la barre, (p= 0, ou bien, vu (a),
c'est-à-dire que la fonction /'reste égale à i^fi^ùt — co), quand, sa variable wif — x étant négative mais ayant une certaine valeur absolue quelconque, on ajoute à cette valeur absolue la quantité 2 (/ — x) , croissante de zéro à 2 l depuis l'extrémité ;3; = l jusqu'à l'extrémité a; = o. Donc la fonction /se réduit à une constante c pour les valeurs négatives de sa variable et. devant égaler ± /((ù^ — x), c'est-à-dire ^ c, elle est forcément nulle dans le cas de la barre libre, où l'on prend les signes inférieurs. Quant à l'autre cas,
de la barre fixée, où l'expression (a) de f égale la différence de deux valeurs de f, la constante c s'en élimine d'ellemême , et on peut y prendre encore zéro pour la valeur initiale de /. Ainsi , en résumé , la fonction f est nulle pour toutes les valeurs négatives de sa variable,
Passons donc aiix valeurs positives de celle-ci. A cet
effet, après avoir porté dans (6) les expressions de -^ et de
grons, en partant de l'époque é=o où les fonctions f, f n'ont pas cessé encore de s'annuler, tout comme l'impulsion F [t). Il viendra par la transposition de deux termes', si 6 désigne, pour abréger , le produit <^t,
r\ r (6) + 1 /* (ej = — F (-] ± /■' {6 - 2 /) + - / [B - 2 ^ ,
équation' différentielle qui , en y regardant le second membre comme connu, est linéaire du premier ordre et a pour intégrale, à partir de la valeur 9 = o qui annule encore
t. [pour e> o)
Or on peut bien, en effet, supposer le second membre de (y) donné ; car il suffira de ne pas faire croître 9 de plus de 2Ï à chaque opération , pour que les fonctions /^ (9 — %) et /■(9 — %) continuent indéfiniment à être connues, comme elles le sont déjà pour 6 < %l. On obtiendra donc /(S), successivement, entre les limites zéro et %, 21 et 4/, 4? et 6^, etc.,jusqu'àce que s'annule l'expression, /'(S) :l:/'{9 — 2i),
de — -j- pour x = o, moment à partir duquel on aura
d'une manière continue Z' (6) ± Z' fS — 2/) = o , c'est-à-dire
Appelons encore e le très petit intervalle de temps, inappréciable, dnrant lequel se produit, à partir de ^= o, l'impulsion totale i^V; en sorte que la fonction F (— ) , nulle
pour 9 — 0 mais, aussitôt après, très rapidement variable toujours dans un même sens, atteigne et conserve désormais la valeur uV quand 6 égale et dépasse la valeur ue, que nous
appellerons , pour abréger, t. Alors cette fonction F [ — j ,
sous le signe / de (c) , pourra être réduite à fxV, sauf dans quelques éléments négligeables voisins de la limite inférieure , et la formule {ç) deviendra , en y effectuant l'intégration correspondante,
( (pour 6 ^ o)
(O \ Luv/ ^ » r^ ^ r 1 1
j m = !^ Ji -.-,-J ± e-- j e- \r\^-n — A;o-2/)J^e.
Pour fixer les idées, nous supposerons la vitesse initiale^ du corps heurtant positive, ou le choc produit par compression ; mais il suffira, pour passer de ce cas à celui d'un choc par extension, de changer de signe F, V et, en vertu de (J') et de (ffl) , /'et a , ainsi que, par suite, les dérivées
de to, savoir -7- et -^ , exprimant les dilatations et les vi-
tesses des divers tronçons de la barre. Donc on aura traité au fond les deux cas et même , d'après une réflexion faite plus haut (p. 501), celui , qui les réunit tous les deux, d'une barre de longueur 21, ayant ses 4eux bouts à la fois fixes ou à la fois libres, heurtée longitudinalement, avec la vitesse V, en son milieu muni d'un renflement, par une masse annulaire 2 i>- , dont ime moitié pourra être censée agir seule sur une moitié de la barre pour l'étendre et, l'autre, sur l'autre moitié pour la comprimer.
Gel-aposé, observons que , entre les limites S=o, 6=2^, les fonctions f {} — 2'), /(9 — 2/), ayant leur variable négative , sont nulles. La formule ic') y devient donc, comme dans le cas d'une barre de longueur infinie ,
/'(*!)=— 1 — ^~~\- Seulement, à cause de l'évaluation
inexacte, ainsi effectuée, des premiers éléments de l'intégrale paraissant dans ((;}, l'expression de /"(&) qui s'en
va déduit,— e--~, n'est pas applicable pour les valeurs de 0,
moindres que t , qui la réduisent à — ; et il faut , si l'on veut connaître f (6) entre & = o et 0 = /, recourir à la formule (6') , qui y donne a fort peu près f (Û) — — F \ — \ . Ainsi l'on aura :
[d'où (deS=/àO = 2^ f'm-^—e~~;
et l'on voit que la fonction /'f')) varie partout graduellement, mais non sa dérivée (' (0), qui prend, de 0 = o à 0 = e',
lesvaleurs — F [— jtrès rapidement croissantes jusqu'à —,
après quoi, de â = e' à 0 = 2/ , elle décroit d'une manière bien continue sans arriver jusqu'à zéro.
Ces expressions [d) de /'(O) et f (6) , si on y retranche 11 de 6 et qu'on les porte ensuite dans (c'}, permettront d'obtenir /"(S) entre les limites %l et 4^, sauf à y négliger ou plutôt à y évaluer par les formules [d] les éléments insignifiants de l'intégrale , compris entre & = 2^ et 9 = 2? -i- s', pour lesquels la fonction/' (6 — 2/) n'est pas donnée par {d). 11 ne faudra pas oublier , d'ailleurs , que les termes exprimant ainsi /(O — 2^) et /'(G — 2^) n'existent qu'après 0=2^ et doivent, tant que fi n'a pas atteint 2?, être remplacés par
zéro; ce ffuî permet de donaer aux intégrations, pour limite inférienre, 2/ au lieu de zéro. Et il vient de la sorte, en se bornant, pour la dérivée /' (S) , aux valeurs de 8 plus grandes que2/-i-E',- à cause de l'influence que les éléments inexactement évalués dont il vient d'être question ont, de 6 = 2^ à Û = 2^ -f- e', sur cette dérivée,
( (de 0 = 2? à 9=4^1
On voil que les fonctions /'(fi) et /"(S) ont conservé les termes qu'elles avaient avant 6 = 2/, mais que, passé cette limite, elles se sont accrues des nouveaux termes à double signe en 6 — 21. Remplaçons, dans (d'), 8 par 6 — 2/ et nous aurons des valeurs de /'{S — %î) et de f {^ — ■ 21) qui permettront, quand 6 sera compris entre 4/ et 6^, d'effectuer les intégrations indiquées par (c') et d'obtenir ainsi /'(Û) dans un nouvel intervalle 21. Les intégrations se feront d'ailleurs aisément, si l'on observe que les fonctions /■(fl — 21) et f (^ — 2^) peuvent être censées avoir toujours leurs expressions déduites des dernières obtenues, c'est-ùdire, ici, de (d'), mais avec cette restriction, que leurs premiers termes, en 0 — 21, ne commencent à y figurer que pour B ^ 21, les termes suivants à double signe, en 9 — 4/, que pour 9 ^ 4/, et ainsi de suite ; ce qui donne pour la vraie limite inférieure des intégrations, 21, s'il s'agit des premiers , 41, s'il s'agit des suivants , etc. , alors que la limite supérieure est 9 pour tous. Il y aura encore, si 9 est compris entre 41 et 4/ -t- s', des éléments des intégrales , non évaluables au moyen des formules {d') et qui , insignifiants dans /■(&), ne le seront pas dans f (9) ; en sorte que l'espres-
sion de /" (9) formée de cette manière ne conviendra que pour 0 > 4? -(- 1. Et l'on trouvera ainsi :
(defl expression [d') ■
in !
d'où (de e = 4/ -1- e' à 0 = 6/) /■'lO) ^ son expression [d^] H —
En continuant de même, il viendra, pour Tintervalle '21 suivant, auquel nous nous arrêterons :
!(de e = 6/ à 6 = 8/) , „ |iV r , -— ('i ^ '^— 6^ n (0— 6/jî ^ (fl— 6/}î V /•[O) = sonespr. r)±— — 1+^ —1+2— 2^ ~-^-f , ' d'où (de 6 = 6/+/ à 8 = 8/) r [0^. = son expr. £/" ± — tf . 1—6 ■ +6 ^ -— ^ A A— ^
\' ^ ' '^ * ' f^ -^ V lA n^ ■" [iS ^
et ainsi de suite.
On connaît de la sorte , pour toute la durée du choc, c'est-à-dire jusqu'à la plus petite valeur de Q qui fasse changer l'expression f \^]1zf' [^ — 2^) de signe, la fonction graduellement variable /'(9) , et même sa dérivée f (9) partout oîi elle varie , elle aussi , graduellement , c'est-à-dire partout ailleurs que dans de très petits intervalles e' venant aussitôt après les valeurs de S qui sont multiples de 21. Du reste , maintenant que l'expression de f{^) est trouvée, tout l'ensemble des valeurs de f (0) sera donné par la formule {b'), qui, pour 6^/ et, par consé'quent, pour F f — ]=[>lV, peut s'écrire "
Gomme le second membre de {é} n'a que son premier terme, '^f'{'> — 2?) j auquel il arrive de varier rapidement, les changements brusques de f (^i) . à l'instant où Q dépassera une valeur multiple de 21, ne seront, du moins en valeur absolue, que la répétition de ceux relatifs à la valeur de 0. multiple de 21, immédiatement inférieure , et, par conséquent, ils ne différeront tout au plus que par le signe
de ceux, — F (— ), croissants de zéro à —, qui s'étaient pro-
duits entre Q = o et 6 = e'. Ainsi, chaque fois que 9 dépasse un multiple de 21 et pendant qu'il croît de s', la fonction f (9) effectae un saul, positif ou négatif, mais toujours de
même forme et égal en tout à —, après quoi elle varie
graduellement.
Observons à ce propos que, d'après {é}, la différeace ou
la somme f {^}'^f i^ — ^^^ expression de— y- pour x= o, n'éprouve jamais, après la période de début e du choc et avant qu'il soit fini, de variation brusque. En d'autres termes', l'extrémité w = o n'a que des vitesses graduellement variables, tant que ces vitesses lui sont communes avec la masse étrangère f^, laquelle lui sert en quelque sorte de lest
Le choc se termine comme il a été dit, pour la plus petite valeurde 9 qui annule et tend à faire changer de signe
la compression — -— ,ouf {<i)±f (^ — 2^),produiteaupoint
heurté a; = 0. Ensuite, on a, comme il a été dit aussi, f i^) = ':^f (9 — 2^), relation qui donne évidemment, d'intervalle 21 en intervalle 21, les valeurs ultérieures de f (9) et, par conséquent, au moyen de quadratures immédiates , celles de la fonction, toujours bien- continue; / (9). Donc , en résumé, les fonctions /'et /^ se trouveront déterminées pour toutes les valeurs de leur variable, et l'expression [a) des déplacemenLs o sera entièrement connue.
Après ces considérations générales , examinons , l'un après l'antre , les deux cas de la barre libre et de la barre fis.ée à son bout ce — l, en vue surtout de voir comment la condition de résistance donnée par Th. Young, et toujours vraie pour la période initiale du choc, se trouvera modifiée dans la suite par le fait de la longueur finie de la barre.
Le cas de la barre libre étant le plus simple, c'est par celui-là qu'il convient de commencer. 11 avait été , du resie, étudié déjà, en 1868, par M. de St-Venant {Compies- Hendus deV A-cadémie des Sciences, 30 mars 1868, p. 650), comme cas limite du choc longitudinal de deux barres libres, dont l'une, devenant infiniment courte ou infiniment raide, ne serait autre que la masse \>. : point de vue qui conduit à une méthode moins simple que la nôtre , mais parfaitement d'accord avec elle, et qui a élé aisément étendue , par son auteur, au cas de la barre fixée" à son second boutip— ^.
Prenons donc les formules précédentes avec leurs signes inférieurs. Pour S < 21, l'expression, /^ (6)—/' (9—20, ^e la compression — --^ au point ir=o, est évidemment positive ; car elle se trouve réduite au terme /^ (9), qui, de 0 = oà S=£', vaut,d'après(&'), — F (— ] et grandit de zéro k — , pour égaler ensuite, d'après le/), quandO croit de s' à 2/,
— c~~ et diminuer ainsi de — à — e — ; . Mais , en vertu
de (e), dès que 9 dépasse '21, f (9) décroît rapidement et devient à fort peu près , tant que 9 n'est pas plus grand
supposé, bien entendu, que le choc ne se termine pas plus tôt. Donc, la différonce/'(î) — /'(S— 2i), exprimée, dans cet intervalle compris entre B=2< et 9 =2i+t',par^r~—2/°'(8— 20,
y varierait de — «~ à [2 — e-—] , si le corps ja adhérait
au point heurté ; et elle s'annule effectivement , en tendant à changer de signe, au moment où 8 — 21 atteint la valeur e" , intermédiaire entre zéro et e' , qui donne f (s") = — e — . Ainsi, le choc se termine pourfl — 21^ e", c'est-à-dire à
un instant, t =~ = 2 — i -, qui suit de très près celui où
le premier ébranlement reçu par la barre , ayant parcouru deux fois sa longueur, revient à son point de départ cc=o. D'ailleurs, de 6=oà 6=2ÏH-e", la fonction /'(9) a, en premier lieu, crû très rapidement de zéro à — , puis décru, d'abord graduellement et , à la fin, très vite, de —jusqu'à ia valeur /" (O = T" ^ ~ V ' ^'^^ ^'^ celles qu'elle avait prises à son début. Et comme , pour S égal ou supérieur à 21 ^- e", on aura f (0) = f (0 — 2/} , la fonction f (e), à partir de 9 = e", varie périodiquement entre les deux limites V ai V — -e— — et —, croissant d'abord très vite, dans chaque
période 21, de la première de ces limites à la seconde, pour décroître ensuite, soit d'une manière bien continue, soit, à la un de la période, très rapidement, de la seconde jusqu'à la première. En résumé, la dérivée f (8) ne cesse pas d'être supérieure à zéro, et la plus grande différence existant entre deux de ses valeurs est la variation positive,—, qu'elle éprouve à son début , tandis que sa plus
" Y 21 Y grande variation négative, -— g-— , n est autre que
f ¥' ) — A(0 ^^ s® reproduit, pour 9 y s", dans tout intervalle 21.
Les vitesses des différents points , qu'on peut écrire, d'après (a),
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sont donc constamment positives, comme f\ de plus, après le choc, l'état de la barre, défini par ces vitesses et
par les contractions -—-, également dépendantes des valeurs de f , redevient le même quand t croît de deux fois le temps, — , employé parle son àparcourir la barre d'un bout à l'autre. "Cela- posé, il est aisé de voir d'abord que , à partir du moment où- 6 = 2^ -^ s", l'extrémité i^ = o de la barre s'éloigne sans cesse du corps heurtant ;/ , de sorte que le choc est bien définitivement terminé. En effet, comme on a, dés cet instant, f ^} —2/) =/'(6), la vitesse du point heurté, qui égale, d'après [f], ^ (f (0) -^f (S — 2?)], devient 2'^/! (9); elle est proportionnelle à f (8) et se trouve avoir, au début
de la détente libre, sa plus petite valeur %-\f {^") = ^e~. pour augmenter ensuite très vite jusqu'à la plus grande 2m/'(e')=2V, puis revenir , quand 6 aura crû en tout de 2?,
à2w/'(e"), et recommencer indétiniment. La vitesse, Ve~7, gardée par la masse ;/ , est ainsi la moindre de toutes, et le corps heurtant reste en arrière de la barre, qui s'en éloigne même de plus en plus.
A part des instants infiniment courts , la dérivée f (6) reprend périodiquement , dans chaque intervalle compris entre deux multiples consécutifs de 2^, G —Inl et
V e 6=2(»-i-l)?, les valeurs, —e-—, qu'elle avait euesde9=e'
à ô = 2^ ; et la fonction /"(S) grandit par suite, durant une
période, de ( f \^)d%= — ( I — é" )■ L accroissement
qu'éprouve après le choc , pendant une période %^ le déplacement 'f =/'(8 — X) 4- /(a -^x — 2/). donné par (fl), d'un tronçon quelconque de la barre , vaut le double de cette
quantité, ou 2 — [l — ^'t); ^^ 1^ vitesse constante prise
par le centre de gravité de la barre, rapport de l'accroisse-
ment dont il sîagit au temps 2— employé à l'acquérir, est
V-f 1 — e~— ): d'où il résulte que la barre, de masse l, possède la demi-force vive translatoire K -^ -r 1 — ^""T • L'excès de l'énergie primitive, —^ . du corps heurtant , sur
V^ il
la somme de cette demi-force vive et de celle, ;j. -^e—7,
fraction ou part proportionnelle d'énergie qu'absorbe ie mouvement vibratoire de la barre, à l'état de force vive ou à l'état de tension , et qui se trouva perdue pour les mouvements d'ensemble. On, voit que cette fraction est
tuDg hyp
expression qui, sous sa dernière forme, a ses deux facteurs, croissants de zéro à 1 quand— grandit de zéro à l'infini. Le mouvement vibratoire, qui ne prend donc, comme il était évident , qu'une fraction insignifiante de Fénergic du corps heurtant quand la masse, l, de la barre est néghgeable en comparaison de celle, fA, de ce corps, l'absorbe, au contraire, presque tout entière quand c'est la masse du corps heurtant qui est très petite par rapport à celle de la barre.
Il est intéressant de comparer cette énergie vibratoire de la barre, qu'exprime proportionnellement {g), à son e translation , qui , divisée de même par -'-— , est
1 — 6~T - On trouve ainsi la formule simple
^ énerg'ie vibratoire de In bar
énergie tronslatoire de la barre . .
expression qui grandit de zéroàl'inftniquandlerapport, —,
du poids de la barre à celui du corps heurtant grandit hiimême de zéro à l'infini.
Il n'y a donc qu'un seul cas où la barre se retrouve à l'état natu 'el aussitôt après le choc et n'ait pris delà sorte qu'un mouvement d'ensemble : c'est celui où sa masse est comme tiuxle par rapport à celle du corps. Et comme rien ne sera changé aux mouvements relatifs si l'on suppose la vitesse — V imprimée à tout le système j ce qui réduira la masse i*. au repos, on voit que ce cas revient à celui du choc d'une barre contre un solide infiniment massif, équivalant à un obstacle fixe. Ainsi, dans ce cas, où la réaction de l'obstacle ne produit aucun travail et où, par conséquent, la barre conserve toute son énergie , l'état naturel s'y trouve rétabli après la réflexion contre l'obstacle et il n'y a de changé que le signe de sa vitesse primitive. Enfin, ce cas revient encore à celui du choc de deux barres de même longueur, de même élasticité et de même masse, animées de vitesses égales et contraires, vu que , par raison de symétrie, les deux, de leurs quatre extrémités qui arrivent au contact ne peuvent pas plus aller au-delà que si elles étaient arrêtées par un obstacle fixe. Donc, dans un tei choc, et, par suite, dans tout choc longitudinal de deux pareilles barres ( car une translation commune , choisie convenablement, peut toujours rendre leurs vitesses égales et contraires) , les barres sont à l'état naturel après comme avant . et il n'y a aucune perte de force vive translatoire : résultat qui elait, du reste, connu.
Enfin, l'expression des contractions est, d'après
[a), la différence, f (H— a;)~f {^ ^x—2l) , des deux valeurs que prend la fonction f quand sa variable , supposée d'abord égale à 9 -4- a; — 21, devient 6 — ^ ou grandit de la quantité 2 (l—x), comprise entre zéro et2;. D'après ce qu'on vient devoir[p.518] touchant les variations de /^ la
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plus grande contraction sera celle de la période de début,
/"(e)= — , produite pour ù — ic = £', Q ^ x — 2^<o,
c'est-à-dire, aux divers points c
l'extrémité non heurtée, pour t ou
sera/^ (2^ -i- ^" ) — f {s') ou constituera la
— 1 — --e — 7 , qui se produit pour 8 — x = %l-i-e et 6 4- a; — "il = t jOU pour x = ——r — et 9 — 2^ -i- — ^ — ■ , c'est-à-dire tout près de l'extrémité heurtée et vers le corn-mencement de la détente libre. D'ailleurs , cette dilatation maxîma se représenterait ensuite périodiquement, au même' endroit, sans l'affaiblissement graduel qu'entraînent toujours la résistance de l'air et l'imparfaite élasticité de la barre.
On voit que la plus forte déformation est celle de débui , — Ô =— ; en sorte que la condition de résistance formulée
par Young s'applique à une harre de longumir finie dont l'extrémité non heurtée est libre. Toutefois , comme , à égalité de valeur absolue, une dilatation estplus dangereuse cfu'une contraction , la rupture ou l'énervoment pourraient se produire aussi, vers le début de la détente libre et tout près de l'extrémité heurtée, par l'effet de la dilatation maxima — [1 — -^ ^~j] j qu'on peut écrire encore
— 1 — -^-s"^) , si P et Q désignent respectivement Je
poids de la barre et celui du corps heurtant.
Passons maintenant au cas de la barre dont l'extrémité x~l est fixe et prenons, en conséquence, avec leurs signes supérieurs, les formules générales ci-dessus. On a vu que la fin du choc n'arrive alors qu'au moment où la somme f ^)^f (^ — 2(1 commencerait à changer de signe ou à être négative ; d'où il résulte que la fonction graduellement variable /(9j -4- /(B — 2^, nulle pour 9 = o , a sa dérivée pO-
sîtive, et augmente sans cesse, tant que dure le choc. Par
sxate, l'expression 1-LJ__?_l___i i qui, pour S y e,
égale , d'après (e) , la différence /' (6) — f (9 — 2^) , va sans
cesse en diminuant, après avoir valu d'abord — . Ainsi, dès
que 9 a dépassé s' et jusqu'à ce que le choc soit fini , la dérivée f (9) diminue continuellement dans tout intervalle où f (^ — 21} n'augmente pas ; ce qui fait que, de û = e' à 9 = 2; [intervalle où/" (6 — 2^=0], la dérivée /"(S) décroit, ' et qu'il en est, dès iors, de même depuis 9 = 2? -t-e' jusqu'à 6 = 4^, depuis 6 = 4/ -i- e' jusqu'à 8 = 6?; et ainsi de suite , tant que le choc dure ou tant que /" (9) -h /" (8 — 21} reste positif. Donc, durant tout ce temps, cemmençant à 9 = e'
y ou à û = s, la fonction f (9) , d'abord égale à —, diminue
constamment, excepté dans les très petits intervalles e, comptés à partir des valeurs de 8 qui sont multiples de 2L où, d'après ce qu'onavuaprèsla formule (e), elieeffectue
desèom/^positifs, égauxà — ; de manière à présenter les
maxima et les minima alternatifs f (e'), f (21}, f [21 -h e'), f (4?), /^ (4Z -H e'), f {Ql}, etc. On peut même observer que
le premier de ces maxima, f {/'} = — , et le premier de ces
V ai "
minima, / {2l}= —ë^'i, amsi que, par suite, le premier
maximum suivant, ^(2? -+-0=~(^^7"^ M) existent dans
tous les cas; car, de 9=/ à 9=2?, la somme/" (9) -h-/" (8 — 2lj
V e se réduit au terme positif— g- — et ne peut s'annuler.
Il est d'ailleurs aisé de comprendre que la fin du choc se produise inévitablement. Comme /'(9) + /'(9 — 2?) grandit tant qu'elle n'arrive pas, la, différence
is") Z' (0) - A (6 - 2 ;] = ^ '- '- .
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gv.i existe, -d'un intervalle 21 à l'autre, entre les valeurs de f (9), décroUsans cesse, et elle finit par être, non seulement négative, mais très au-dessous de zéro : ce qui ne peut manquer d'amener l'annulation des valeurs , positives Jusque là, de /^ (9). A ce moment, la somme f(^)-t-f{^ — 21), réduite à f (9 — 21) , n'est pas encore négative : mais elle le serait avant que 8 eût crû de 21 , si le corps y. ne se séparait pas auparavant de la barre; car la somme /'(S)-'-r(^— 2/} devenue alors f {^^2t)-^r{^), se réduirait à /'(fl -+-2^) , quantité négative, va que/' (9) aurait continué à décroître pour une augmentation 21 donnée à sa variable. Donc la valeur de S pour laquelle arrive la fin du cboc tombe dans un intervalle 21 compté à partir de la première qui annule /^ (9). Et l'on peut remarquer qu'elle n'est jamais comprise dans la petite portion s' de cet intervalle contiguë à la valeur de 9 , multiple de 21 , qui s'y trouve ; puisque la somme f {^) -^ f i^ — 2/), supposée positive
jusque là, y croît rapidement de — dans chacun de ses deux
termes et s'y éloigne par conséquent de zéro au lieu de s'en rapprocher.
On voit aussi que les maxima successifs de./" (8) , savoir /"(/). f (2^^-E'), f{^l-\-t]^ etc., forment une série qui commence par grandir, mais qui ensuite décroît, et de plus en plus jusqu'à la fin du choc. La vitesse du point heurté a; = o, valant, d'après {a), w[/'(8) — f [h — 2l)\ est positive dans la période d'accroissement, négative dans celle de décroissement; de sorte que la première marque le temps de la compression grandissante de la barre et, la seconde, celui de sa détente contre le corps ji, en attendant ladétentelibre, ou plutôt le mouvement périodique, qui suivra la séparation de celui-ci. Ainsi, le momentoùla détente commence, c'est-à-dire où le corps heurtant cesse d'avoir des vitesses positives , est donné par l'équation Z' (9) = /^ (9 — 21) . En outre , le plus fort des ma xima de /", de la forme f ^nl -•- s") ? ^^ reconnait à ce simple caractère
qu'il est le premier qui dépasse le maximum suivant, ou le premier qui donne f '^nl-v- e') — /'[2(»-f-l)?-t-e']>o.
D'ailleurs, une fois que l'extrémité a;= o sera libre, il viendra /'(B) = — f ^ — 2^), du moins si la barre, eu se détendant, ne rattrape pas le corps (i, ou tant qu'elle ne l'aura pas atteint, et les valeurs de /" (0) réalisées dans le
dernier laps de temps 2 — qu'aura duré le choc se
représenteront périodiquement, changées à chaque fois de signe; ce qui donnera aux diverses parties de la barre un
mouvement vibratoire de période 4 — , offrant les mêmes
circonstances, renversées, chaque fois que 9 ou wï croîtra 2^. La vitesse dei'extrémitBiî;=oy serau[/'(e) — fi^ — 2^)], c'est-à-dire — %^iifi^ — 2^), valeur qui est d'abord négative [puisqu'il a été observé que la fonction f^ — 2^) était encore positive au moment où le choc s'est terminé] , mais qui grandit jusqu'à ce que 9 — %l égale un multiple exact de % \ car, tant que dure le choc, la fonction /^(Û) décroît quand sa variable grandit entre un multiple de %l , accru de e', et le multiple suivant. Ainsi , la vitesse constante prise par le corps ij., identique à celle de l'extrémité ;r=o au début de la détente libre, est moindre, dans le sens des œ positifs, que celles que prend ensuite cette extrémité ; et la séparation de la barre d'avec le corps va s'accentaant. Mais dès que 6 — Il a atteint une valeur multiple de 2/, f {0 — 2Q reçoit très
rapidement l'augmentation — , et la vitesse, — 2w/' (5 — 2/),
de l'extrémité x~o diminue brusquement de 2 V ; ce qui, si la séparation s'est faite peu avant, et, par conséquent, sans qu'elle ait pu s'augmenter beaucoup, ni sans qu'il soit survenu depuis un accroissement sensible de la vitesse possédée par l'extrémité iz;=o, rendra cette vitesse beaucoup plus forte, dans le sens des x négatifs, que la vitesse même du corps et fera rattraper presque aussitôt la masse i* par la barre, en donnant ainsi naissance à un nouveau choc.
Mais ce sera seulement après que f (0) aura reçu la dernière valeur maxima changée de signe, — f {^ — %) , qu'avait prise, antérieurement à la tin du choc, la fonction f^ pour une valeur de sa variable dépassant de. e' un multiple de 2/; et il se pourra parfois, comme on verra bientôt, que cette valeur de f (9) réalisée pendant le phénomène de la détente libre entraine des déformations non pas plus grandes, mais plus dangereuses , que les plus fortes produites pendant le choc ou correspondant du moins à des valeurs de f (8} antérieures à sa fin.
Mais occupons-nous justement de la condition de résistance. Comme on aura, d'après {a),
la déformation ^ sera d'autant plus forte, que les deux
valeurs de la fonction f qui la composent, et qui se rapportent à des valeurs de la variable inférieures à w^ de a; au moins, différeront davantage de zéro, dans le même sens toutes les deux; de sorte que la plus grande compression produite pendant toute la durée du 'choc, et
pendant le temps — après, s'obtiendra en prenant, pour
chacune de ces deux valeurs de /", le plus considérabie des maximums /" [e'), /^ (2^ -H e'), /"(4/-i-£'), ...survenus avant que le corps se soit séparé de la barre ; et que la plus grande dilatation produite après ce temps, pendant la première période 2 — qui suivra, s'obtiendra de même en mettant pour /" le minimum qu'on y observe , égal en valeur absolue, comme on vient de voir, au dernier maximum, de la forme f (2 ni -+- s') , réalisé pendant le choc. Les deux fonctions /"(«if — x) et fii^t-hx — 2Ï] se trouvant, de la sorte , quand le second membre de [h) est aussi grand ou aussi petit que possible , égales à une même valeur de f, qui ne se présente en général qu'une fois ( du moins dans
les intervalles étudiés), la différence 2 {l — x) de leurs variables , comprise entre zéro et 21 , ne peut alors qu'être nulle ; et l'on a. x = L C'est donc à l'eccùrémitè fixe ^= l que se produisent les déformations les plus dangereuses (')■
Entrons maintenant dans le détail des divers cas où le choc se termine, soit entre 9 = 2^ -h s' et 9 = 4ï , soit entre ô t= 4? -^- s' et 9 = 6^, etc., et de ceux où la plus forte compression est soit Hf {21 -+-£'}, soit 2/"(4/-(-e'), etc. La compression, /" (9) -H /" (9 — 21) , produite au point heurté a;=o tant que le choc ne sera pas fini, vaudra, d'après (d), id'), (d") et {d'"), en faisant abstraction du facteur essentielle-
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La première de ces expressions ne saurait être annulée ; mais la seconde , sans cesse décroissante quand & grandit, égalera zéro avant que 9 n'atteigne 41, à la condition nécessaire et suffisante d'être négative à cette limite, où eUe
devient 1-k2(1 )^T- Or on trouve que cela a lieu
pour toutes les valeurs de — supérieures à 0,579 environ.
Ainsi , la fin du choc arrive avant 0 =; 4^, ou avant que le
(") Quand II est jMsfe tel, que deus maxirauins consécutifs de f, les plus grands , soient égaujt , on peut évidemment poser encore , dans le calcul Je la plus forte compression, 2 (i-a:}=:= 2.1, ou »:= o, et l'extrémité heurtée x =0 devient unsecond 'point dangereux.
■premier ébranlement ait parcouru quatre fois la longueur de la harre, quand le rapport, — , du poids P de la barre à celui, Q, du corps heurtant , dépasse %519 , ou quand le rapport inverse—est inférieur (i— ^= 1,73.
Dans ce cas, les formules simples (d) et Id'} sont les scnles qu'on ait à employer, et toutes les circonstances du clioc se calculent aisément. Par exemple, l'instant du plus grand raccourcissement de la barre , donné par l'équation r{(i]—f'{ii~%l) = o, est
t ou — r=2 1- — — e „ ,
et ce plus grand raccourcissement a pour valeur
quantité croissant avec l, quand y. est fixe, et qui, pour _ un peu grand, ou —e—^ petit, devient sensiblement — (1— ^~t)) 6t — pour l infini (') . I/instant où le choc
(*) 11 ast évident que le plus grand raccoupoissement est encore exprimé par la même formule , à double exponentielle , aisée à calculer , toutes les fois qu'il se produit avant que 6 dépasse la valeur 4 1 , c'est-à-dire toutes les fois que l'expi'easion f (fi) — f' (e - 20, d'abord positive , s'annule pour fl <^ 4 Z ou , autrement dit, se trouveêtre devenue négative quand e^4i. Or l'inégalité /^(40—/^(2i)<'o, oa/'(2i) — f'(il)y 0, revient évidemment à /"'(2i -H !')—/'(4a-t:i')j> o,et l'on verra ci-après (p. 532) qu'elle est vérifiée toutes les fois que le rapport -|- ou -f! ne dépasse pas 5,686. Le plus grand raccourcissement admet donc l'expression simple considérée, à condition qu'on ait -^ <^ 5,686, ou ^ ^ — ]|> 0,11587.
On reconnaîtrait de même , en général , que le plus grand raccouiïàssement se produit dans l'intervalle compris entre fl= 2n( et fl=;2 {n-\-i)l, quand f l^nl-i--/) est le plus grand des maximums de /*('') , on quand il est le premier qui dépasse le suivant. Mais ré<îuation qui donnerait l'instant t auquel a lieu ce plus grand raccourcissement ne serait plus du premier degré : elle serait, d'après les formules (d'), {d"), {d^'Oi --t du second degré pour 0 compris entre 4( et 6i, du troisième pour 6 compris entre 61 et 8 i, et«. Or on veri'a (p. 541) que, dans ces cas oii le rapport ^ est supéiieur à 5,686, le plus grand raceourciasement et l'instant oii il se produit peuvent se calculer d'une manière bien plus simple, avec une approximation pratiquement très si "
se termine , obtenu en annuhnit la seconde expression [h'), est séparé do celui de la plus forte compression par l'intervalle-^, qui constitue, par conséquent, la durée de la détente au contact dii corps :et la vitessefinale, wf/'lO) — f (^ — 2/)], de celui-ci, égale, sauf le signe, 2Ve~ ^'■"^i^ ^..j, quantité qui grandit avec —, en tendant vers ■ — = f0.7358)V. La perte relative de force vive translatoire, causée par le choc, est donc aussi petite que possible pour— infini, cas
où. elle égale cependant encore 1 ^ -0.4587, soit près de
la moitié.
Supposons maintenant — moindre que 0.579 , ou —
moindre que 1, 157 , cas où il y a lieu de considérer la
troisième expression [h'). Le dernier terme complexe de
cette expression, affecté de
décroit , comme le précédent , à mesure que le rapport
positif y grandit : car la dérivée de ce trinf)iDe
1 — Sw-i-M^est — 3 4- 2m et reste négative tant que «,
c'est-à-dire , ne dépasse pas -^ ; or c'est ce qui a lieu
dans tout l'intervalle considéré,vu que, même à ia limite 0=6^, le rapport ■ égale — et est moindre ici que 1,157 ou, à
plus forte raison, que -5-. Donc, la troisième expre.ssion [h') décroît à mesure que 6 grandit et elle s'annulera avant 6 = 6/ à la condition, encore nécessaire et suffisante, d'être négative pour 9 — 6?, cas où elle devient
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Or cette fonction (A") de — a sa dérivée par rapport à composée de deux termes complexes, correspondant aax deus parties de [h") qui ont en facteur, l'une, e--, l'autre, g—; et un examen immédiat montre, d'une part, que le premier de ces termes est essentiellement négatif (pour — ^o) , d'autre part , que le second est négatif aussi pour
— <'l--t- Vl,5, ce qui a lieu dans le cas étudié, où — est < 1,157). Positive pour — = d , la fonction ik") ne
passe donc qu'une fois par zéro entre— =o et— = 0,579,
Il [1 ' '
et n'y devient négative qu'après s'être annulée. On trouve pour cette racine qui l'annule —=0,241 environ. Ainsi, le choc se termine dans l'mtervalle compris de^ — ^là% = &l, ou entre t~4:~et t=G—, gucmd le rapport, — , du poids P de la barre au poids Q du corps heurtant est compris entre 0,579 et 0,241 , ou quand Je rapport inverse -— l'est entre l,73eM,15.
Supposons mîiintenanL — moindre que 0,241. Alors il
faut recourir, à la quatrième expression (A'J, dont chaque terme complexe diminue quand 6 y croît de Ql à 8^, comme le montre luio discussion analogue aux précédentes , en y
tenant compte de ce que — est actuellement plus petit que ^.
Donc, la fin du choc aura lieu entre S = 6^ ot 0 ^8/, si cette expression est négative pour 9 = 8/, valeur de S qui la réduit à
Or cette fonction \t^") de—, positivepoiir — =o , diminue sans cesse, dans chacun de ses trois termes complexes, lorsque — y croilde zéro à 0,241, ce que montre aisément l'étude de leurs dérivées premières. Comme elle s'annule pour — = 0 , 136 environ, on voit que U choc se termine entre 9=6/
e/û =8/. quand le rap'/iorl —est comprù entre 0,241 e^0,136,
ou le rapport inverse, — , entre 4,15 et 7,35.
Lorsque le poids du corps heurtant dépasse 7,35 fols celui de la barre , la tin du choc n'arrive qu'après S = Ql, c'est-à-dire après que le premier ébranlement a parcouru 8 fois la longueur l de la barre , et on ne pourrait en déterminer l'instant qu'en cherchant les formules qui conviennent pour les périodes 21 ultérieures.
Le calcul de la plus forte compression — 5 , produite au point dangereux x—-l, est moins compliqué que celui du moment où ie corps '^ abandonne la barre.
En effet, si, d'abord, on a — <^ Ij'^'S» ^^^ qie le choc se
termine entre 9 = 2^ et fl = 4/, la plus grande valeur de la fonction /" est , sans hésitation possible , d'après ce qu'on a vu [p.524j, f {2l^s% etlaformule(>^) donne— 3=2/'C2^^-s'), où f (2^+e'i se calculera par la seconde fonnule {d'') [p. 514] prise avec le signe supérieur. De plus, comme on a alors, dans {k],
t — m— t~l-2l^t' ou (^1^^
on voit que cotte plus forte compression se produit très peu après que le premier ébranlement a parcouru trois fois la longueur de la barre et, par conséquent, à un moment où, pour
les plus petites valeurs du rapport — , le ohoca déjà pris fin.
Il survient d'ailleurs , vers le commencement de la détente libre, comme on a vu aussi [p. 526], une dilatation maxi'ma égale au double du dernier maximum qu'ait présenté f (6) durant le choc, c'est-à-dire au double de f {21 + e') dans les
cas, dont il s' agit ici, où — est <^ 1,73; et il est bon d'observer
que cette dilatation, bien que ne dépassant pas la plus forte compression précédente, sera plus dangereuse fvu la moindre résistance des prismes à l'extension qu'à l'écrasement), à moins que l'énergie de la détente libre ne se dissipe assez rapidement (par l'effet de l'incomplète fixité du bout w — l, ou de l'imperfection de l'élasticité de la barre, etc.), pour que même cette première dilatation maximum en soit beaucoup réduite.
Supposons actuellement que le rapport — dépasse 1,73 et
que , par conséquent , la fin du choc n'arrive qu'après ^ = 4:1 -h s. AJors il y aura à considérer, outre le maximum
/■' (21 + t"), le suivant, f (4/ -he') , et même /" (6^ + s') si -^
dépasse 4,15, f (8^-i-e') si —dépasse 7,35, etc. Mais le maximum f (21 -t- e') sera le plus grand , comme il a été démontré (p. 524), tant qu'il dépassera f {il -ne'). Or, d'après les secondes formules {d') et [d") . l'excès de f {21 -+- s') sur
/" (4/-hê'), abstraction faite du facteur positif —e—~, est !.l 2 — «7-1,
quantité supérieure à zéro pour — > 0,35174, t: =~ >. 0,17587, ou pourp< 5,686. Donc, la plus for le co m est exprimée far 2 f {21^ t) , toutes les fois que le
rapport du poids Q du corps heurtant à celui P d.e la barre m 5,686.
qu'après 9 = 6/+ e' et il y a à considérer les maximums r(2/-+-E'), f (4^^e'), f (6^ + 0) et même le suivant, f [SI -<- s) , dès qiie-p escède 7,35. Or le maximum /' {H-h s)
y est plus fort que /'(2^-i-e'), et il suffira qu'il dépasse f {Ql-t-e'} pour être le plus grand datons. Les secondes, fonnules {d") et {d'") donnent comme excès de /" (4/ -+- s')
V ei sur /" (dl -h e'j , à part le facteur positif —e~—,
Cette expression , pour — < 0,35174, grandit visiblement, dans chacun de ses deux termes variables, en même temps que — et. égale à — 1 pour — =0, elle devient positive dès que ^ dépasse 0.14476. c'est-à-dire dès que — =-r
dopasse 0,07238 ou dès que— est moindre que 13,82. Ainsi, la pliis forte compression est 2 /^ (4 ^ + e') quand le rapport — se trouve compris entre 5,686 et 13,82.
Enfin, si — dépasse même 13,82 , cas où /" (6 / + s') dépasse f'i^l-^t') et où d'ailleurs le choc ne se termine qu'après 9 = 8/, le maximum /^ (6/ -+- e') est le plus grand de tous pourvu qu'il surpasse /' (8?-*- e'). Or la seconde formule id'"] donne f{Ql + s'),f (8 1) et même , par suite,
f {8l->- e*), qui égale, comme on sait, /" (8 1)+- ■ On peut
donc en déduire la différence /" (6/ -^ s') — /" {8/ + s.']-, et l'on
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Irouve que- sauf le facteur positif — e — -, elle a pour expression
ji \ ji 3 iiV 11 \ |i / l'-
Or celle-ci, négative pour — = o, mais croissante, (dans .chacun de ses trois termes variables) avec — , pour les petites valeurs de ~ dont on a à s'occuper (ou moindres que 0,14476). devient positive dès que — = o, 07949 environ , ou dès que j^ — j est au-dessous de 25.16, Ainsi, la plus
forte compression a pour formule 2 /" (6/ -^- s'j, lorsque — est com'prh entre 13,82 et 25,16.
Quand le rapport —est très petit, ou le rapport inverse
— très grand, et quand, par suite , le choc ne se termine
qu'après un nombre considérable de fois le temps 2 —
employé par le son pour aller et revenir le long de la barre, la fonction f (9) présente beaucoup de minima et de maxiraa successifs, ayant respectivement les deux formes f {2nï), f (^l + ê'), et tels, que
f (2«/-f- /)—/■' [2 «;, = — , avant d'atteindre son maximum le plus élevé, par rapport
auquel sera fort petite l'oscillation, de l'ordre de— , qu'elle effectue dans chaque intervalle 2^ Et comme, d'ailleurs,
ses plus grandes valeurs sont supposées finies , sans quoi, d'après la formule (A) [p. 526] , les déformations correspondantes dépasseraient toute limite d'élasticité admissible, il en résulte que les variations éprouvées par f (0) quand 6 croit au plus de % peuvent être négligées. Donc,
la relation (A) montre que les contractions — -j- sont sensiblement les mêmes d'un bout à l'autre de la barre, et égaies environ h'2f {9) ; ce qui justifie, pour ce cas de —
très grand , la théorie élémentaire dans laquelle on suppose les contractions uniformes d'un bout à l'autre de la barre ou , ce qui revient au même, l'inertie des divers tronçons négligeable.
Mais déduisons de notre analyse cette théorie élémentaire. La fonction /(O) varie à fort peu près linéairement dans tout intervalle égal à 21 , puisque sa dérivée, généralement finie ou non insensible , peut y être censée constante; et, si l'on considère la moyenne de toutes les valeurs que prend /'(S) dans un pareil intervafie, celte moyenne ne différera qu'extrêmement peu de la demisomme de la première et de la dernière des valeurs dont il s'agit. Or il suit immédiatement de là que l'équation (e) ou (/') [p- 523], qui est, au fond, une équation aux différences mêlées , du premier ordre par rapport aux différences finies et du premier ordre par rapport aux différentielles (puisqu'elle contient f et sa dérivée pour deux valeurs de la variable distantes de -21} , peut se changer en une équation simplement différentielle du second ordre. En effet, introduisons au lien de /"(Q) , pour nous débarrasser des inégalités que présenterait la dérivée seconde de cette fonction, sa valeur moyenne dans toute l'étendue comprise entre les valeurs 8 — 2Z et Q de la variable, ou posons
00 qai montre, d'une part, que /' (9) — /'{O— 2/J = 2/ f (9) et, d'autre part, que ^'(9), valeur moyenne de f [^) dans l'intervalle compris de Q — 2/ à Û, ne s'écartera jamais d'une manière notable de /^{9). La différence /'(S)— /^(0—2Q vaudra donc 2^4'"(^); tandis que la somme /"(Q) -i-/'(S — 2^) égalera sensiblement, d'après ce qu'on vient de dire, 2-1^(9). Et l'équation (^"} ou (c), divisée par 2/, pouvant alors s'écrire
[h] ,,pouT e > /; r !6) ^ 77 [m^! ^ "1^]= " '
donnera immédiatement, si A et C sont deux constantes arbitraires,
( -^ (6) = i^ -1- A. cos -^ + B siii -^ ,
/ ■/! |9j = -— - sm -4- --—- cos .
(, \V^ V>^i Vv-l \lv-i
Mais on voit par les formules [j] et {]') que les deux fonctions, graduellement variables, i/ (S), ^' (6) sont très sensi-
aV
blement nulles an début 0=e'. Donc B=o, A= — -^ et, en observant que \x = l—=^l-—. il vient
Or, d'après [a) et (^■') [où 8 = w^], le déplacement f du point
heurté .«=0, à l'époque ^, est exprimé par 3/ Yi^)} c'est-à-dire d'après (A"), en négligeant /, par?— \/ pSin [ ^-r-y—j;
et sa vitesse par 21 Y' (9) w = V cos hj\/ -ttJ : cela revient bien aux formules de la théorie élémentaire que j'ai rappelée. Oq en déduit : 1" raccourcissement maximum, l — V^, de la barre, et la contraction correspondante' ou maxima — i) = — V^î ^° ^^ durée totale, tt— \/ —, du choc; 3" la symétrie ou parité approximative des deux phénomènes de la compression et de la détente, et, par suite, la vitesse finale, — V, du corps, qui reprend ainsi, à fort peu
près, toute soa énergie primitive —(j^ V*. Et, en effet, la
détente libre de la barre est insignifiante, vu que, à son début, les divers tronçons ont retrouvé à fort peu près leurs situations naturelles et ne possèdent que des vitesses
comparablesà — Y = w3\/' -■-, c'est-à-dire très petites à côté
de celles, de l'ordre de wô, qui seraient susceptibles d'amener des déformations sensibles ô dans la barre vibrant
seule. On a vu que, lorsque, an contraire, le rapport —n'est
pas très grand, la détente libre amène des déformations comparables à celles qui s'étaient produites durant le cboc, et que la barre détient, par conséquent, une fraction plus ou moins sensible de l'énergie primitive du corps heurtant, fraction perdue pour le mouvement ultérieur de ce corps (à moins d'un nouveau choc).
Mais il est facile de rendre rig-aireuses les formules {k) et (k") par l'adjonction de termes complémentaires, et, en évaluant à fort peu près ces termes, d'obtenir pour ^ (9) ou, par suite , pour le déplacement 21 <['' (S) de l'extrémité mo-
bile (\e la barre ainsi que pour la plus forte déformation — i, des expressions beaucoup plus exactes que les précédentes, de première approximation. Considérons, en effet, la différence, que nous négligions tout à l'heure,
2 ^^-'"•' 2 Js-u'^'2r
On peut l'écrire comme il suit :
expressions dont la seconde se déduit de la première en intégrant / (Q — l-\-'Q^dX^ par parties, et dont la troisième se déduit de la seconde en mettant en évidence le signe de Ç dans les éléments d'intégrale où ? est négatif. Or, sous sa dernière forme, c'est une fonction de 9 qui a sa valeur moyenne , prise pour un intervalle % dont une valeur considérée de 8 occuperait le milieu , évidemment calculable en .remplaçant , sous le signe/, les deux fonctions f i^ — l + t) et /" (9 — l — Ç) par leurs valeurs moyennes
correspondantes j f {^lnX — ^^Çi)"57 5 égales, d'après
— / (/), à '[''(9+Çj et à ^' ^ — E;). Cette fonction moyenne, qu'on peut regarder , en quelque sorte, comme la différence (/) régularisée ou débarrassée de ses inégalités de longueur 2^, est donc
-fi» -Ci t:'
Or, dans un intervalle moindre que 2/, la fonction graduellement variable 1' a sa dérivée 'J'" sensiblement
constante , et 1 on peut remplacer -^—^ par
Y' (9), sauf erreur relative négligeable. La différen<;e {l)
C'est dire que, si l'on retranche de l'expression [l) la fonction —Y' (6) , le reste sera une certaine fonction, / (9), sans doute comparable à -- \" (9), mais ayant sa valeur moyenne,
dans tout intervalle '21, incomparablement moindre. On aura donc
Par suite, l'équation {g") [p. 523], où /" (ej — /" (9 — 2^ légale d'ailleurs % 4-" (9), devient, en la divisant, après réduction,
par 2/(1-1- — j et appelant •/, pour abréger, l'expression \i. ^~ l ou w { 1 -I- — - ) ,
Son intégrale, déterminée de manière que, pour 9 =:; s', il* (' et Y {^) s'annulent, est
Vr-'l En effet , deux différentiations successives donnent
Or les valeurs (m) et {m') de ^, Y et Y' vérifient bien, tout à la fois, l'équation {l'"] et les conditions d'état initial
Gela posé, considérons en particulier le dernier terme de l'expression {m') de Y{^)- CommeS — s' est compris, pendant toute la durée du choc, entre zéro et tc V f/'/ environ, le cosinus qui y paraît sous le signe /ne change de signe qu'une fois au plus ; mais le facteur / (tj) en change un grand nombre de
l^ „ fois, car, bien qu'il soit comparable à l'expression -5- 4* (i"i),
il a sa valeur moyenne dans Lout intervalle % beaucoup plus petite que cette expression. On peut, en conséquence, le remplacer, dans l'intégrale , par une fonotiou graduellement variable, bien moindre que ses valeurs individuelles,
P et néghgeable vis-à-vis de -^ ^" (ï|), c'est-à-dire vis-à-vis
de " , d'après la valeur {m') comparable à --' -; ■ de la
dérivée seconde Y' (9). Par suite, le dernier terme de
l'expression (w'} de il*' (9) sera beaucoup plus petit
1 ril\ -, v(e— s'j ^v. /7
que-;; I -~d-t\=- ' ■,- , ou que-r-V — ; et on pourra
le négliger devant celui qui précède,
même quand, dans le coefficient de celui-ci ,
on comptera le second terme, très petit, du développement
do 11 -*-— '^ par la formule du binôme. Ainsi le dernier
terme de l'expression {m') de ^ {^) est négligeable; et la formule de deuxième approximation des déplacements 21 Y (9) du point heurté se réduit, en faisant e'=o, 9 = f^t,
à — V -; sin '" . ou à ce que donne celle de première
ap'proximation quand, la quaMité de mouvement .wV d% choc restant la même, on attribue fictivement au corps heurtant une masse, ■/ = ^-^ \ l, plus grande que la sienne du tiers de celle de la barre.
Cette règle, suggérée par un raisonnement presque élémentaire, il y a longtemps déjà, à M. de Saint-Venant, puis reconnue par lui s'étendre (avec d'autres coefficients numériques que | ) à tous les cas de barres heurtées par des corps massifs , et dont j'ai enftu démontré la généralité pour de tels clioos de systèmes élastiques quelconques ayant certains points fixes, s'applique môme, avec xme
exactitude suffisante, sans que le rapport ~f=-^ ait besoin
d'être grand, mais pourvu qu'il atteigne ou dépasse runité("j.
(*) Voir, par exemple , la Théorie de l'élasticité des corps solides , de Clebsch . édition française , avec des notes étendues de M. de Saint-Venant , 11° fascicule , p. 480 S! et p. 595.
La loi générale approchée dont il s'agit consiste en ce que, ai l'on aonsidère les déplacements des diverses parties dP du système élastique heurté, tels qu'ils sont quand sa masse est négligeable , et si , comparant ces déplacements à ceux qu'éprouve en même temps aa partie touchée par le coi-pa heurtant Q , on appelle f le rapport, indépendant du temps, cette partie directement heurtée se déplacera effectivement, dans le cas où la masse du système élastique sera sensible, comme dans celui où eUe ne le serait pas, mais oii le corps heui'tant Q , n'ayant que sa
QV quantité initiale donnée de mouvement — , deviendi'ait pîus lourd qu'il n'est de
P r rfP _//^d P, c'est^-dire dans le rapport de 1 à 1 "*" 7: W*~5"-
Par exemple , pour une plaque cireulaire homogène de rayon n, encastrée ou simplement appuyée sur tout son contour, et heurtée normalement en son centre, il résultera des secondes formules (g) et {q') [p. 136 et 137] , prises avec R =^ o , l'expression suivante de f, pour les éléments dP de la plaque situés ù une distance ï. du centre ;
oii k désigne un nombre constant , qui a la valeur 1 dans le cas de la plaque
l-i-2vi encastrée , et la valeur ~ ■ ■ , comprise entre ^ et -^ , dans le cas de la plaque
Le maximum de Y {^) ^^c trouve donc exprimé sensiblement par (m"), ou, pour les petites valeurs du rapport
7"""^' P^^l^lV' |— ^V|)-'^^><^'^P^^^ (/)' la fonction graduellement variable 'J'' (9) est la moyeiiBe des valeurs que reçoit f quand sa variable croît de 9 — 3/ à 0. Cette fonction Y {^) cloit , par suite . dans le voisinage du plus grand des minimums f (2nl} et du plus grand des maximums f{2nl-i-s'), être à peu près équidistaiite de deux autres, graduellement variables comme elle, mais dont l'une fournirait ou comprendrait tous les minima /" (2nl) et , l'autre ,
tous les maxima f (2»? -f- e') , plus grands , de — , que les
appuyée. Et comme d'aiileurs le poids de toute izne couronne clcmentaire 2t; de la plaque est — - (27ii;iiï.) = Pii — , il yiendra, si l'on pose — =: w,
f"T-jy-
En développant {1 — u -t- Au log «)* di*, observons que le terme affecté de
log« sera ftlogud («2 — ^1^) et, le terme affecté de (log u)S, — (log ujïd.w*.
Une intégration par parties, suivie d'une autre analogue pour le devnier de ces termes , donnera d'ahord rintégi'ale indéfinie cherchée ,
et, finalement, enti'e les limites zéro et 1 ,
Dans le cas, par exemple, delà plaque encastrée, fti=l; et il vient / P ~p"^Ri'
valeur à peine supérieure k —, mais qui croîtrait juequ a — -, ou environ — ,
si k pouvait décroîti'e jusqu'à — - ou -i diminuer jusqu'à zéro, dans une plaque simplement appuyée.
Ainsi, la masse heurtante devra être fictivement augmentée de la fraction
— jl^— ft-i-— -Èïjde celle de la plaque , pour tenir à peu près compte de l'inertie de celle-ci dans le calcul des déplacements w de son centre. Appelons Q'
minima f (2nl) {'). Ainsi , cette dernière fonction, donnant
tous les maxiina quand on fera 0 = 2nl -k e', égale '^' (9) -i
dans le voisinage du plus grand maximum, avec bien plus d'approximation qu'elle n'égale Y {^)- D'ailleurs, les maxima f (e') , f {21^ e') , f(il-i- s') , etc. , ne croissent ,
le poids, ainsi accru, du corps heurtant , et, d'une part , les yaleui-s initiales de
dw ■ VQ
K>, —- seront respectivement o, -— , dauti'e part, les formules (p), (p') [p. 136]
de f — w, oii l'on fera R i= o, P ^ — — , h ^ l'épatsseoi' de la plaque, et
Pu, .a; oii l'on pourra remplacer 2 (1 -t- ^) .« pai- p «t^ r^ — — - , oii désignant encore la
vitesse de propagation (définie à la page 488) des sons longitudinaux dans la plaque et p la densité de sa matière, deviendi'ont
_ 3 I a'^ YQ' d'^w
Il viendra donc pai" rintégTation de cotte équation différentielle, vu les conditions initiales spécifiées,
^ ~ 2^ V T PQ' ^° \' ""iS" V ~â Q'/ ' expression très simple, où Q' désigne, comme on a dit, la somme
et, A, l'épaisseur de la plaque.
(*) En effet , la différence entre un maximum et le suivant est une fraction de — de plus eu plus faible à mesure qu'on approche du plus grand d'entr'eux f (2nl -\- i") , puisqu'elle devient négative au-delà. On peut donc , sauf erreur négligeable en comparaison de — , regarder ce plus grand maximum et celui qui le précède comme étant égaux, ou la fonction f'{$) comme décroissant de — dans l'intervalle 2t — s' compris entre le maximum f i^nl ~2l-^ •/) et le plus grand minimum ^{2 ni), intervalle où il faut calculer sa valeur moyenne pour obtenu", à fort peu près , ^' (2nl -H s^. Or la fonction f (9) y varie presque Ûnéairement, car elle y a d'un bout à l'autre, d'après des formules comme ((f")i (''"')' ^t"' '" même forme analytique , somme de produits , variant longtemps dans le même sens, d'exponentielles par des polynômes en e ; et elle n'y est piise que dans une étendue, 21 environ, fort petite par rapport à la valeur finale, 2h(, de sa variable. Par conséquent , ^' (3 « i -H ;') vaut , sauf une très petite fraction de ~ , la moyenne arithmétique , f (2nl -h i') — — , du maximum et du a
de chacun au suivant, que d'une fraction de —, et, par
raison de continuité , cette fraction cesse même d'être sensible quand on approche du plus grand maximum , vu qu'elle est alors sar le point de devenir négative. Donc la fonction, graduellement variable, exprimant tous les maximums , n'éprouve que des variations négligeables par
rapport à —entre les deux ou trois plus grands d'entr'eux,
intervalle oii elle vaut ^ (6) -+- -- et où se produit évidemment le propre maximum de Y (6), -^ (\, -^ — -^V rr}»
réductible à — \/ — sauf erreur également beaucoup plus
petite que — . C'est dire que le plus fort des maximums,
/^ (2ï^?-(- s'), égale -^ [V" ^^--'-l) , bien plus exactement que
— - V ^ • Et ia plus grande déformation — 3 , qu'on s;iit en être le double, sera exprimée par la formule
-— très grand) — 5 = — (V r-- -
En résumé , la compression la plus dangereuse , représentée soit par 2/^(2^-h£''j, soit par2/'(4^-i-e'), soit par
2 f (6/ -I- ë') quand le rapport — est inférieur à 25,16, doit
tendre vers la forme — ( V "^ +■ M qiiand ce rapport grandit indéfiniment. D'ailleurs, les secondes relations {d'), {d") et [d"') [p. 514 et 515J font connaître f {21 ^t), f {^l + s'), f (6/ -t- e') ; et l'on trouve , par exemple , que, pour le cas
1=25 ou i=-^=0,04, — l = (6,011) ^. La formule-
yGoosle
limite {m'") aarait donné — ?-= 6 — , résultat en erreur,
par défantj ce qu'on pouvait prévoir, car. pour ^ = 0, l'ex-
pression (w'") se réduit à — ot n'est que la moitié de la
vraie valeur correspondante — ^=2— . Mais dès que —
grandit, les vraies valeurs de — 7> tendent assez rapidement vers celles que donne la formule {m"'), et ceMe-ci commence à être suffisamment approchée pour les besoins de la pratique, dès que— = 5 , surtout si , entre les limites — = 5 et ~ = 20, on remplace, dans la parenthèse, le terme 1 par
1,1. C'est ce qu'a reconnu, à Taide de calculs détaillés,
M. Flamant, ingénieur en chef des ponts et chaussées ('),
Si l'on veut plus d'exactitude et que l'on tire de
{(f), (d") et (Oies expressions de 2 T (2^ ^ ^\ 2 /' (4?+/},
2 f (6? "I- 1"). en y remplaçant — par^r , on aura, en définitive, les formules pratiques suivantes de la plus grande grande compression — il :
i /.nup ^ < 5,686) _ ;> = 2 - (l -4- e-^-^J ,
ij-^>5,686el<13,82)-Û = 2-ri-'-[l-4^)e-4-^^"*5],
-'-'-AH'-'ii^'w^*['-%y
(•) Voir l'article du 6 août i833 cité ci-dessus, p. 508.
D'après cesformnles , lorsque un corps massif heurte longitudinalement à un bout une barre de longueur finie dont l'autre bout es( fixe, la plus grande déformation qui en
résulte vaut le produit de celle de début. — , par un nombre
dépendant du rapport— 4u poids Q du corps à celui P de la
barre, et qui, égal à 2 quand ce rapport est nul, grandit indéfiniment avec lui, en tendant vers sa racine carrée augmentée de 1 .
On pourrait à la rigueur, comme ou vient de dire , ne garder, de toutes ces formules [n]^ que les deux qui sont très simples-, savoir, la première et la dernière , en appliquant la dernière dès que la première cesse de convenir.
2B bis. — Sur les deux problèmes d'un choc par compression faisant fléchir la barre heurtée , supposée très légère , et du Tnouvemenl rapide d'une charge roulante le long d'une telle barre horizontale , appuyée à ses deux bouts.
J'ai supposé implicitement , dans le cas d'un choc par
compression , la vitesse initiale V de la masse heurtante —
insuffisante pour exposer, la tige à fléchir suivant le sens de son épaisseur, c'est-à-dire dans le plan de ,1a plus petite dimension, que j'appellerai 2A, de ses sections normales tr. Pour nous faire une idée de la limite ainsi imposée à la vitesse V du choc et des déformations dangereuses qui surviendraient si cette limite était dépassée, raisonnons dans l'hypothèse
que la tige ait sa masse — heaucoup plus faible que —
et, par suite, ses inerties négligeables en comparaison de celles de la masse —, Nous pourrons donc regarder la tige, soit encore droite, soit déjà un peu fléchie dans le plan qui
contient les petites dimensions 2A de ses sections normales ff, comme étant, à chaque înstant, en équilibre, sous l'action de la pression actuelle, F, qu'exercera sur elle le corps heartant, et de la résistance de l'extrémité fixe. D'ailleurs, la pression F, due au mouvement de la masse heurtante, sera dirigée , par raison de symétrie, dans le sens de ce mouvement, du moins tant qu'elle ne fera que déplacer l'extrémité heurtée comme elle se déplace dès le premier moment, c'est-à-dire suivant la droite joignant les deux extrémités de l'axe de la tige : or c'est ce qui arrivera indéfiniment, pourvu que les flexions restent très faibles, et qu'il continue de la sorte à y avoir une normalité ou nue symétrie à peu près complète de la section heurtée par rapport à la directioji du choc.
J'appellerai l la longueur primitive de la tige, l' sa longueur à l'instant où sa fibre centrale, c'est-à-dire son axe, présentant une petite flèche quelconque f, aura chacune de ses molécules à une certaine distance, y, de la droite, prise pour axe des x, le long de laquelle il s'étendait dans l'état de repos, et d'oii ne sortiront ni l'extrémité fixe, ni même l'extrémité heurtée. Enfin, je compterai l'abscisse actuelle X du point quelconque de la fibre centrale dont y désigne l'ordonnée, à partir du pied de la flèche ou ordonnée maxima y = /■ (et positivement en allant vers l'extrémité heurtée); la petite fonction y &^ x aura donc sa dérivée y' nulle pour a; = o.
Cela posé, menons par le ^omX{œ,y) une section normale 0- et, considérant la partie de la tige comprise depuis cette section jusqu'à l'extrémité heurtée, écrivons qu'il y a équilibre , dans le plan des xy, entre les forces qui la sollicitent, savoir : V la pression, F, du corps heurtant, dont les composantes, suivant les x et suivant les y, ainsi que le moment par rapport au point {x^ y), sont respectivement — F, 0 , — Y.y; 2'* ia presnon normale , P, et Veffort tranchant ou tangentiel, T, exercés sur la section a- et appliqués au poiixt {x , y), forces dont les composantes
Suivant les x et les y, vu Ja petite inclinaison y' de la fibre centrale par rapport à l'axe des x, sont respectivement (sauf erreurs relatives de l'ordre de y'') P, Vy' et 'Vy', — T; 3" enfin, le couple de flexion, égal au produit de la courbure de l'axe, — y" (1 -i- y'^) "a, ou — y" à une première approximation, par le coefficient d'élasticité E des fibres longitudinales de la tige et par le moment d'inertie /V da de la section s, calculé en mettant pour r, la distance, comprise entre T h, de l'élément quelconque (^^7 de i à la ligne des fibres neuves, c'est-à-dire à la perpendiculaire menée en {x, y] au plan des wy. Je représenterai ce moment d'inertie, comme au n'^ 22 {p. 484) , par k^h^n ^ h désignant un nombre, évidemment inférieur à l'unité, qui dépend de la forme de la section et qui vaut \ quand elle est elliptique,— quand elle est rectangulaire, etc. Le couple de
flexion, égal et contraire au moment — Fj/ de la force comprimante F, s'écrira donc, à une première approximation,— (É'A^o-Ey", et, à une approximation plus élevée.
Ainsi, le théorème des moments donnera d'abord, en multipliant par ■ et posant, pour
:^i^-jf7>K = ,[(I./"i.-l] = |,/'+.
l'équation différentielle suivante de l'axe de ia tige,
Elle définit une courbe symétrique déforme par rapport à la flèclie / ou à l'axe des y ; car elle fait connaître de proche en proche, en fonction de l'ordonnée y, des courbures, m'' y, pareilles de part et d'autre de cet axe.
Le second membre de réquation [a') étant, à une première approximation, négligeable à côté du terme m^, il vient sensiblement, par l'intégration de cette équation, en observant que, pour x = o, p = f ei p' = o,
[a") y = /■ cos )n œ , / = — mfsmm^.
La tige flécMe al'fecte donc , à peu près , la^ forme d'un ar ceau de sinusoïde ; sa courbure , égale environ à — 3/" ou à w' y , atteint son maximum au sommet de l'arceau , .où elle devient m^ f, et la moitié de sa corde , valeur positive
de X qui correspond à j' = 0, est environ-5^. Enfin, l'excès
d'un élément ds de l'arc l', sur sa projection dx. ou sur la. partie correspondante de la corde , a pour expression le produit de dx par (1 -^y^)^ — 1, c'est-à-dire, sensiblement, par -|- y'* = -^TO^ /^ sin^^ma;,' facteur dont la valeur moyenne, tout le long de la corde , est \m^P; en sorte que, si c désigne la corde, on a
Pour passer à une seconde approximation , observons que l'expression (a) de K, d'après les valeurs [a") de y et y\ est environ | m^ f^ cos mx sin- mx. On peut donc la supposer connue en fonction Aq x\ et l'intégration de [a') donne alors, au lieu de la première {a").
iV) ij = fcosm
..J\co».*-o.„j;i.
Pour en déduire la valeur de x^ coi'respondant k y = 0 , qui exprime plus exactement que ne le fait ^la demi-corde -1- c, on peut, dans les termes en K, qui sont de deuxième appro-
ximation, poser x=-^, cosmx=Q, sîn mx= I. Observons d'ailleurs que la valeur moyenne de K coh ■mXy ou de
est le produit de \m^P par l'excédent de -i-, moyenne de sin^m^, sur-^f, moyenne de sm^mx', et il viendra simplement, en divisant {]/) par /après y avoir remplacé x par -^ c,
On en déduit, en remplaçant le petit sinus par l'arc, puis
multipliant par —,
et cette valeur de c , portée dans [h), donne, pour l\ la formule
Les deux relations [h") et ij/"} sont insuflisantes pour déterminer, en fonction de la force comprimante F ou du
rapport w:=— y ï^' les trois principales inconnues de la question, qui sont la longueur actuelle l' de la tige, sa corde c et sa flèche/". Et, en effet, l'équation différentielle [a') ne pouvait nous faire connaître la constante arbitraire , /'par exemple, qu'introduit son intégration. Mais il nous reste à exprimer qu'il y a équilibre ; suivant les x et suivant les y, entre les trois forces F, P et T, dont les composantes ont été données tout à l'heure. Nous obtiendrons ainsi les
deux nouvelles équations P-t- Ty'= F, T^Py', qui, réyolues par rapport à P et T, deviennent simplement , vu llnsigniâance dix carré y'^ à côté de l'unité,
La deuxième montre que l'effort tranchant T égale la dérivée en a; du couple Fy de flexion, résultat bien connu au moins dans le cas d'une tige purement fléchie. Quant à la première P — F, où la tension — P égale , comme on sait, le produit de E» par la dilatation linéaire de l'axe, elle exprime que cette tension est très sensiblement constante d'un bout à l'autre et égale à — F; d'où il suit que la dilatation linéaire de l'axe est, elle-même , à fort peu près
constante ou égale à — - — . On a donc, pour joindre à {}>"]
et (ï*'"), la troisième équation cherchée
Celle-ci est même plus générale que les précédentes {h ') et (6"'), car elle sera, comme (è), vérifiée même avant qu'il y ait aucune flexion de la tige, ou pour /=o et c=r, tandis que les équations (&") et W") , obtenues après suppression d'un facteur /", supposent cefacteur essentiellement différent de zéro et ne commencent à être vérifiées que lorsque F atteint une assez grande valeur. En effet, les équations (J")
et (ô'") montrent que la quantité —, comprise entre c et T,
est , par suite , peu inférieure à ?', ou que m , c'est-à-dire
— y^ — , dépasse , mais fort peu , pendant tout le temps
que la tige éprouve les petites flexions considérées ici, la
fraction y , très peu supérieure elle-même à la quantité
Ainsi , et on le savait du reste depuis le mémoire d'Euler pur la Force des colonnes cliargées debout, la tige ne commence à fléchir que lorsque sa contraction par l'effet de la
pression F dépasse un peu la limite — — {~\ , comparable.
au carré du rapport de son épaisseur 2 ^ à sa hauteur l ; et cette contraction, ainsi que la force comprimante F, ne varie dès lors presque plus à mesure que la flèche f de flexion grandit, du moins tant (fue celle-ci reste très petite à côté de la longueur l de la tige (').
C) II y a une loi analogue pour un manchon cylindrique ou , plutflt , pom- un anneau mince , de rayon R , à section rectangriiaire , supportant aui' sa surface eitêrieui-e une pression normale et constante p pai' unité de longueur de son aie S ji R ; ce qui implique Tesistence , sur ses sections noi'males ^ , d'une pression totale F = p R , comme on le voit en exprimant que les forces ,2F, exercées sur les deus sections estrèmes d'une moitié d'anneau , tiennent en équilibi* les pressions esté]deures , ayant pour résultante 2Rp , appliquées à toute sa surfiice convexe, La pression p la plus faible qui puisse le feire fléchir , c'est-à-dire lui
3 E ft2 AS ï faii'e perdre la forme circulaire , est - ■ ; d'oii il suit que la contraction
F pR correspondante , ■=- = =- , de l'unité de longueur de sa fibre centrale , a
pour valeur 3 It* f -:g- ] , c'est-à-dii* 1 — 1 ou Ze carré du rapport de la demiépaisseur h du manchon à son rayon R , car , la section ^ étant rectangulaire , ona3Aî=:i.
Pour démontrer que , si la pression p croît graduellement à partir de zéro , des flexions ne pourront commencer à se produii* que lorsquep aura atteint la Yslour
3fcïftSB=' . . . . - . a-, .>
— , imaginons que nous soyons au moment ou sui-viennent , en eflet , de
légères déformations de l'axe passant par les milieux des sections : et, 2 a R étant censé représenter alors sa longueur, soit, en coordonnées polaires , r ^= R (1 + 0 son équation , oii s désigne une petite fonction de l'angle polaire fl , compté autour rî-f-2r^— ir"
d'un pôle voisin du centre. L'expression classique — — — — - de sa courbure
(rï -t- r^)i
— sera simplement - ■ ■ „ •- i ^-^ négligeant les carrés et produits de j, ;', •-" :
Il est aisé , toutefois , de voir que F grandit (quoique fort peu) en même temps que la flèche f, quand la distance c des deux extrémités, d'abord égale à T et déjà moindre que^, continue à décroître en devenant inférieure à l'. A partir de ce moment où commence à se produire une flexion , l' ne varie presque plus, tandis que c diminue encore d'une manière sensible.
Pour reconnaître tous cesdétails, et pour exprimer aussi/' et c en fonction de F, comme le fait la formule [c') en ce qui concerne T, remplaçons d'abord m, dans les derniers termes , très petits, de [b") et {b'") par la valeur approchée y , et puis substituons à !a première , [h") , le résultat de son addition
et , par suite , dans ràypothèse que toute portion de l'anneau soit naturellement di'oite ou circulaire , autrement dit , que la formule du couple de flexion y soit
E A* AS 7 1 eonst. ) , l'expression de ce couple en un point ( 9 , r ) deviendra
e autre const. Or, si, concevant, pouv plus de simplicité , l'anneau réduit à son ase, l'on y considère la partie comprise depuis un de ses points. A, quelconque mais toujours le même, jusqu'au point variable (9, r), et si l'on exprime l'équilibre de rotation de toute cette partie autour de son extrémité (6 . r) > lemoment des pressions p qu'elle supporte s'évaluera de suite, en menant , autour du point (9 , r) comme centre , des circonférences , dont deux consécutives, de rayons « et h -H du, passeront respectivement parla deuïtième et par la première extrémité de chacun de ses éléments d i : la pression p exercée sui' cet élément aura évidemment, pour sa composante normale au rayon u, + p d «, et, poui- son moment , en grandeur et en signe , u (y du) ; ce qui donne , en intégrant depuis a ^ o , le produit de ^ p par le carré de la distance du point (S, r) au point A. Ajoutons k ce moment total ceux de la foree et du couple appliqués en A, dont la somme est une fonction linéaire de la distance du point (6, r) à cette iorce , et il viendra évidemment pour la valeur du couple de flexion en (9, r) , comme l'a trouvé M., Maurice Levy dans un article du 24 septembre 1883 {Comptes-Rendus , t. XGVII , p. 68) , une expression composée d'un terme constant et du produit de |- p par le carré de la distance du point {H, r) à un cei-tain point fixe du plan (savoir , Ji un point situé sur la perpendiculaire menée en A à la force, et à une distance de A exprimée par le rapport de la foi'ce àp). Or, dans la question posée, oii le rayon de courbure p et, par suite, le couple de flexion sont peu variables , ce point fixe doit être voisin du centre , sans quoi il ne serait pas presque équidistant de toutes les parties de l'anneau. Nous pouvons donc admettre qu'on l'ait pris comme pôle, ou que sa distance à (S, r)soit r = R (l-Hs) ;
dou résultera, pour le couple de flexion — __ — ^-h __j -^- const.. une
à trois fois la seconde , [h'"). Nous aurons, en divisant par l et transposant,
Les deux inconnues -j et [ j^y) dépendent donc linéairement des deus rapports -^ = -^y -^ei —=^\ — =--, dont
les dérivées respectives en F sont à fort peu près, vu la valeur approchée [c") de F qu'on substituera finalement
dans la première , — ^^^^ f—rr ) et — i^-. Or le rapport de la
seconde de ces dérivées à la première est la fraction très
valem" n'ayant pas d'autre pai-tie variable que ^ jj Rî (1 -i- i)î , ou même , par la suppression d'un terme en lï, que p Rï i. L'équation différentielle de l'axe de l'anneau fléchi sera donc , en égalant ces deux expressions , transposant et
E ftî! ftS = 'divisant pai" — ,
Or, la constante du second membre est nulle, pai' suite de ce fait que, la longueur totale de la courbe ,
j \/'rs~+T^ d 9 = R j {l-t-0<ie = 27!R-(-R j idn,
doit se réduire à 2 x R , et , en conséquence , la valeur moyenne de ; égaler zéro ; d'oii il résulte que, ~z ayant déjà zéro pour valeur moyenne à cause de la périodicité évidente de ;, le second membre constant de l'équation a, comme le premier, sa valeur moyenne nulle , et se réduit à zéro. Ainsi l'ase légèrement fléchi a pour équation différentielle
^ / pR3 \ _
dflî "^ i "^ Ek^hi-:} ' — "' et pour équation finie, en iiitégi'ant à partir d'une origine convenable des azimuts S,
oii c désigne !a constante arbitraire introduite par l'intégration. La courbe étant feimée , et les valeurs de : devant redevenir les mêmes quand 8 croît de 2 :r , on
petite 2 (-r-j , exprimant sensiblement le douWe de la
l—V contraction — — au moment où la tige commence à fléchir.
]f Ainsi, les variations ultérieures de j seront insignifiantes
en comparaison de celles de -^ , et l'on peut, dans [d], remplacer—par sa valeur se rapportant au moment où la flèche est encore nulle mais cesse de l'être, valeur qui est à fort peu près, d'après la dernière {c"), 1 — (~7~) • Dans ces conditions, les formules {d), dont chacune n"a plus à son second
devra évidemment avoii', si l'on appelle i l'un des nombres entiers 1, 2, 3, 4,
On ne peut pas faii'e i = 1 ; cai* alors . qu'il n'y a pas de flexion. La plus petite valeur ,
puisse recevon- le rapport — — —
légèrement elliptique prise par l'ai
3 E ftî ft2 , p , la valeur ■■ ; ce qu'il fallait démontrer.
On voit, en faisant 3 ftï = l et 5= 2ft XI, que la condition à s'imposer, dans la pratique , pour qu'un manchon de rayon R et d'épaisseur 2 A , soumis extérieurement à une pvession p par unité d'aire, ne puisse pas fléchir et s'enfoncer, est PR3 ., . E /2A\3
Pareillement à ce qui ai-rive dans le cas de la pièce chargée debout, oii la flèche / varie très vite en fonction de la forée comprimante F et ne peut se calculer qu'à une deuxième approximation, de même, ici, la constante c, qui mesure l'amplitude proportionnelle des flexions , reçoit toutes les' petites valeure possihlea sans que la pression p change presque ; et il faudrait , pour l'évaluer en fonction de p , reprendre les calculs précédents en ne négligeant plus les termes de l'ordre de i*. Cette nécessité d'une deuxième approximation , pour obtenir ainsi les petites variations de F en fonction de f on celles de la pression fléchissante p en fonction des petites flexions produites 2Re, pouvait aisément se prévoir, d'après le principe même de Fermât sur la quasi-invariahilité des fonctions, dans le voisinage d'un minimum comme celui que F et P présentent à l'instant où s'annulent /" et c, variables de part et d'autre de zéro.
e valeur , con'élative à ui
ce qui exprime ne flexion., que
respond donc à i — 2 , 0
u à une forme
. et elle ég-ale 3; d'où résulte bien , pour
que, si m ou F grandissent, jdiminuera, tandis que [-^j]
ira en augmentant. La plus petite valeur de F qui commence à prodidre la flexion s'obtient en posant f= o dans la seconde (d), et elle est
car elle correspond à
Un °" i ''■' T ~ y ~ "~ \ l ] '
Laformule (è), si l'on substitue à w, dans son petit terme
-- ■— , la valeur approchée -r , donne une relation très utile
pour exprimer la flèche f en fonction du déplacement total l — c, que j'appellerai S, de l'extrémité mobile, et de la force comprimante F. Divisée par l, cette relation devient en effet, vu la formule (c'),
mX - ^— " _ J^ _ 1 _ ^ .
d'où
f expression de — applicable même quand aucune flexion
n'existe encore, puisque on a alors -y = -~ ■ = — et — = o.
Occupons-nous maintenant des dilatations éprouvées par les fibres longitudinales de la tige, d'abord seulement com-
primée, puis comprimée et fléchie tout à la fois , sous Taction de la force croissante F. Pour la fibre centrale et pour celles qui ont même projection qu'elle sur le plan des xy^
cette dilatation est simplement -^ — — p-. Mais pour les
fibres qui, vues eu projection sur le plan des x y , sont à une certaine distance tj des précédentes , distance comptée positivement du côté de leur convexité , négativement du côté de leur concavité , cette dilatation est, en observant que m^y exprime à fort peu près la courbure de la fibre
étant TA, et la plus grande valeur de nû-y égalant mYou,
d'après {a) , [c") et {d'), ^ =7- V 7— f; ? **^ ™^* *I^^ ^^ contraction et la dilatation dangereuses se. produisent sur la section moyenne de la tige et ont pour valeurs
Cette formule s'applique même avant que la flexion se produise, c'est-à-dire alors que f= 0, cas où ^3 se réduit bien
partout à ±—. Le radical du troisième membre est nul,
certaine valeur, égale sensiblement à
rapport garde à fort peu près cette valeur , taudis que le déplacement S de l'extrémité libre continue à grandir, et la formule (e) peut alors s'écrire
Connaissant ainsi l'état d'équilibre de la tige à chaque
instant, sous la pression actuelle F de la masse heurtante, et la double relation approcliée ,
■KkhV
qui relie F aux déplacements successifs 3 =1 — c éprouvés
par cette masse — , il est aisé de voir quelle sera la loi du
mouvement retardé de celle-ci. Kn effet, la réaction de la tige sur le corps heurtant vaudra — F, et l'on aura, comme équation du mouvement de ce corps ,
Donc le mouvement du corps heurtant sera d'abord retardé comme il l'est dans un pendule qui vient de dépasser sa position d'équilibre; mais, si le déplacement total 5 atteint
ainsi la valeur l (-— — j avant que la vitesse se soit annulée,
le mouvement devient dès lors et reste ensuite uniformément retardé jusqu'à complète annulation de la vitesse, pourvu du moins que cette annulation se produise sans que la flèche de flexion cesse d'être beaucoup plus petite que la longueur même de la tige. Et le mouvement repasse ensuite, mais en sens inverse, par les mêmes phases. I.a flèche maxima et les plus fortes déformations ont lieu
au moment où toute la demi-force vive primitive-^— du corps
heurtant a été absorbée par le travail — ï F c^ S de la
réaction de la tige , travail qui, d'après les formules (/) , égale , en valeur absolue ,
tant que F reste plus petit que la limite F^ — E ^ {~T~) '^^ S plus petit que -^ , et, sensiblement,
quand S dépasse la valeur ^r^= ^ f~7~)- -^^ égalant l'une OU l'autre de ces expressions à -5— , remplaçant Fi par Eff[-j— ] et introduisant, au lieu du produit E^j la vitesse de propagation du son le long de la barre, w=V' — =V^^ |d'oiiEa=— T-), on tirera
,V./Q / Vi/Q . lr.-kh\^\ ^^ 1 2 LW / U ^ P ^khl J
Enfin , cette valeur de 0 , portée dans [d') et {é} en même temps que la valeur approchée, y ou [-^J, ^^î^' donne les expressions suivantes de la flèche maximum et des dé-
formations dangereuses pour les deux mêmes cas respectifs de-V p <»»>(— )••
^m'^fV'lrVt-m'
Je me contenterai d'observer, entre autres conséquences de ces formules, qu'il n'y aura pas de flexion possible, mais simple compression longitudinale, quand l'expression
^vl
sera inférieure à
Ce problème . d'un choc par compression entraînant flexion de la barre heurtée, serait, il me semble, peu abordable , si on voulait y tenir compte de l'inertie de la barre. Il a cela de commun avec une autre question, d'un haut intérêt pratique, que M. WiUis a posée et que M. Stokes a résolue ['), en 1849, mais dans la même hypothèse restrictive d'une infinie légèreté de la barre , permettant de lui attribuer à chaque instant sa forme d'équilibre pour les pressions extérieures qu'elle supporte : je veux parler du problème de la charge roulante ou du poids voyageur. Il consiste à étudier le mouvement d'une charge Q, animée d'une vitesse horizontale très grande V, qui arrive en roulant , pour la parcourir tout entière , sur une barre prismatique d'une longueur donnée 3 l , appuyée à ses deux bouts et également horizontale. Depuis, d'importantes recherches de M. Phillips et de M. de Saint-Venant, en vue de tenir
C) Transactions philosophiques de Cambridge, t. VIII, 18^9.
rationnellement compte de la masse de la barre , ont porté sur le cas usuel où la vitesse V est assez peu forte pour qu'on puisse, à une première approximation , ne pas distinguer la forme de la barre à un moment quelconque de ce qu'elle serait dans l'état de repos si le corps cessait désormais d'y avancer. Mais la solution résultant de ces recherches implique, comme condition d'état initial, que les diverses parties de ia barre aient acquis pendant un instant très court, au moment où la charge l'a atteinte, des vitesses sensiblement égales à celles qu'elles prennent, en effet, à ce moment quand leur inertie est négligeable. Il n'a donc pas encore été réellement possible de s'affranchir , dans ce beau mais difficile problème , de l'hypothèse restrictive d'une inertie de la barre négligeable, et c'est pourquoi , la solution de M. Stokes conservant tout son intérêt, l'on me pardonnera d'y revenir ici, pour y simplifier considérablement l'intégration de l'équation différentielle et en présenter le résultat sous une forme intuitive.
Je prendrai comme origine des abscisses horizontales x le milieu de la longueur 2 l [') de la barre dans son état naturel, et j'appellerai : 1°, y, l'ordonnée verticale, au-dessous de ce niveau, du bas de la charge roulante Q, à l'époque t où
son. abscisse est a^^V^; 2", F = Q ~., la pression
(normale) qu'elle exerce, tant par son poids que par son inertie , sur la barre. D'après une formule connue de la flexion d'une barre par une charge agissant à des distances inégales de ses extrémités appuyées (formule facile, du reste, à déduire de principes posés au commencement de ce n°} , et vu d'ailleurs l'hypothèse que la forme actuelle de la barre soit celle de son équilibre sous l'action de la pression F, l'ordonnée y du point d'application de celte force F égalera le produit de la flèche statique,/', que produirait la charge Q posée au milieu de la barre , par l'expression
(') Le îecteur remarquera que ( désigne, ici, la demi-longiieur seulement de la iai'i'e, et non sa longueui' totale comme dans la question précédente.
■^il — j^j ('). Ainsi, à cause de da;= \ di, l'équation différentielle de la trajectoire du poids Q sera
V2 rfïy\
Pour l'intégrer , introduisons, d'une part, la nouvelle variable indépendante
(*) La valeur de la flèche dont il s'agit ost /"= = ■- . En général ,
6 cj 1 b Cl rt* ft*T sous l'action de la pression F s'exerçant au point d'abscisse x , le déplacement transversal w du tronçon de la barre qui a pour abscisse X ae compose do deux termes, dont l'un, voriliant, outre l'équation indéfinie, les quati-e conditions spéciales au point X = a; , est toujours
12ËI \ l j \
■s conditions dans lesquelles se trouvent les deus
quand elles sont appuyées ; 2" ,
quand elles sont encastrées ; 3° ,
96EI l l^ I \ ~ P I C \" ' il quand l'une, ce ^ — l, est simplement appuyée et l'autre, a: = / , encastrée. On remarquera que ces ti'ois expressions de to sont symétriques par rapport à a; et k X ; de sorte que , si deua; charges égales sont déposées en deux points différents'{a! et X) delà barre, chacune d'elles éprouve par l'effet de l'autre le mente abaissement. C'est une extension assez curieuse de la loi de réciprocité démontrée au n° 31 du mémoire principal ci-dessus (p. 128) pour une plaque circulaire. Dans le premier cas, oii les extrémités sont simplement appuyées, elle s'applique môme aux couples de flexion, ou aux courbures prises pai- l'axe, dont l'expression est alors
d'S?'~ 2Ei[ l a j'
dont — est la tangente hyperbolique, et qni croît de — oo
à GO quand x grandit de — ? à -i- /, d'autre pari, la ipuyello fonction, t, , obtenue en posant
2V^ cos hjp-r
La formule de transformation étant il cosliyp^i; d-
on trouvera successivemeni.
lin hjp T j ,
et. vu la formule 1 — ^ — 1 — tg livp ^" = — \ , si l'on
appelle 1: A* (avec h positifj la différences^ — 1, l'équation (A) deviendra
Or, celle-ci , linéaire à coefficients constants , s'intègre par la méthode classique ,'et , en tenant compte des conditions
d'état initial y = o, "T^*^ 'çoa^^ x= — l ou t= — x , elle donne
tp (a) désignant, pour abréger, ia fonction sin (k~. — y.)
quand on prend les signes supérieiu's . ou que — jr est <^ 1,
et la foHctiou sin hyp {k- — k%) quand , au contraire , ou
prend les signes inférieurs, ou que —j^ est > 1 (cas où il est
bon d'observer que le nombre h n'atteint jamais l'unité). En effet, d'une part, deux différentiations immédiates montrent que l'expression [h"') de -i vérifie bien l'équation différentielle {h") ; d'autre part , en faisant , dans [h'") , t et a très grands négativement (ce qui donne à fort peu près DOS hyp a — ■l"^-"); et puis posant t — a = P, il vient
et l'expression [h') de -f-, comme celle, ~ — ^^——
= -^T|e'^, de y, s'annulent" bien pour -= — go. Si, au contraire, ajoutant au second membre de {k'") deux termes
de la forme
AoosJ..
H- Biin J,,
ou de la forme
" (avec * < 1)
on prenait tonte autre intégrale particulière de [h"), il viendrait bien y = o , mais non -— = o , à la limite -z — — co , pour peu que l'une des constantes A ou B différât de zéro.
II reste à évaluer Fin Légrale définie que contient le second
membre de {h'"). Dans ce tut, je considérerai , en générai, l'intégrale
OÙ w est un nombre positif quelconque et où f (ce) désigne encore soit l'expression sin {k-. — ka)^ soit l'expression sin hyp (*èt — ha) mais avec k alors inférieur à n. Elle est reliée à celle de même forme I^^.^ par la formule
qui , évidemment vraie pour a = — co [car tous ses termes s'annulent dans ce cas], se démontre, pour les autres valeurs de «j en observant que les dérivées en a, de ses deux membres deviennent identiques par les substitu tïons , à sin hyp** a , de cos hyp* a. — 1 , et de T ^^ '^ (a) à 9" (a) ; de sorte que cette formule subsisterait quand bien même ■f (a) serait un cosinus, ordinaire ou hyperbolique, d'un arc fonction linéaire de « , au lieu d'en être , comme ici , le sinus. Je m'en servirai pour ramener I, à I3 , puisàlg, à ï„ etc., et obtenir ainsi une expression de Ii, en série, dont le terme complémentaire R sera proportionnel à une intégrale, Ip, d'un indice^ très grand. Or celle-ci, où, sous le signe /, paraît le dénominateur cos hyp'' a d'une croissance extrêmement rapide dès que a diffère un peu de zéro, a ses principaux éléments pour les très petites valeurs absolues de a. Evaluons-la, en supposant d'abord que sa limite supérieure dépasse sensiblement zéro , ou que les éléments dont il s'agit s'y trouvent bien. Occupons-nous , en premier lieu , des valeurs de a telles,
que «^ soit inférieur au très petit nombre 2 — - . Leur cosinus
hyperbolique !-+-■-■ -(-—-*-... égalerexponentielle (^'2 is"*"*' .
comme on le voit en développant celle-ci. Par suite, les éléments correspondants de Ip valent, sauf erreur relative
et ils sont même réductibles à w {o) e~i'"^ d a. ^ car la plus grande valeur à considérer de l'exposant^ i^ — ...| ou,
a fort peu près, de gi)^ , ''^^J>[-^) =j[-^) '
nombre aussi petit qu'on veut si p est assez grand. Ainsi , les éléments dont il s'agit auront pour somme, saut erreur relative négligeable, l'intégrale f (0) /e~^^'^ dx, prise entre les deux limites, de signes contraires , qui rendent l'exposant — ■jP'x^ égal à — log^ et pour lesquelles, par conséquent , la fonction sous le signe / n'a plus que la valeur
insensible — . C'est dire que la somme en question , si l'on y pose — pa? =z^^^ da.= \/ ~ dp, peut s'écrire
elle égale donc, d'après une formule de Poisson, <f (o)V' — ■ Passons maintenant aux valeurs de a pour lesquelles a} est compris entre 2 - et la valeur particulière, 9^=o,4805 environ, qui donne -^-e^ = 1 . Le facteur cos hyp"" « y est au plus égal à la dernière, — , de ses valeurs précédentes ; et, comme l'intervalle des limites s'y trouve seulement com-
parable à l'unité, ia. somme de tous les éléments corres-
9(9) pondants de l'intégrale 1, sera seulement de l'ordre de -^-^ ,
ou Inslgniilante par rapport à la somme dos précédents,
qui était de l'ordre de -—-.
V~p Enfin, les éléments correspondant à «^ plus grand que 9^ sont loin d'égaler, pour la valeur absolue, ceux qu'on obtient en remplaçant, dans le dénominateur, cos hyp a
par la fonction plus petite-^e '^, et en mettant, pour le
numérateur tp («), \°, quand <f (a) est un sinus ou un cosinus ordinaire, la valeur absolue plus grande 1, 2", quand f{x) est un sinus ou un cosinus hyperbolique, la quantité, généralement du même ordre, » (0) e'^'^'" . Par suite, la somme de tous les éléments en question, tant pour a négatif que pour a positif, est au plus comparable , dans le premier cas, à
dans le second, à
/-«- 2^-+-* :i '0; 2*-*œ fol
Or ces quantités sont encore de l'ordre de ~ et négligeables comme la précédente.
Donc, pour^ très grand , l'intégrale Ip égale à fort peu
près y — œ{o) quand sa limite supérieure est positive, et
elle n'a que des valeurs incomparablement plus voisines de zéro quand sa limite supérieure est négative.
La série déduite de ii) pour exprimer I, aura ainsi son
terme complémentaire, c'est-à-dire celui qui est proportionnel à Ip, déterminé avec une erreur relative d'autant moindre qu'on aura pris plus de termes avant'lui. Finalement , choisissons t pour limite supérieure des intégrations et, rappelant que <{)(«) égale soit sin (^t — ièa), soit sin hyp {k~. — ^«), observons, d'une part, dans les divers termes de la série, que cette définition de ^ (a) donne If (t) = 0 et »' (t) = — 'k, d'autre part, dans le terme complémentaire R , que tp (o) = sin k: ou siti hyp h , que le produit 2.4... [p — 1} peut être remplacé, d'après la formule
deWallis, par 3.5... [f — 3)V ■?-, et que Il viendra
Il =R-
(lift^jcosiijpt 1+A^ :;9^:ftî')cosiiyp3-
{,') J liê> 9^4' (25±4î)coshjp'T "■'
ijsin^r ousinhjpitj ou, pour, <o, R = o .1, pour,> o, R= -— -^;; —
Icoshjp-^ ouooa-^j
De cette valeur de Ii, en faisant,, dans (i), n = \ et a=7, on
déduira —r- = —-r— h — ; ■ ■ ■ ; ce qui , d après [h ), sera
l'expression de la fonction inconnue ■/,. Enfin , on trouvera pour l'équation de la trajectoire de la charge roulante, en appelant ici T le terme complémentaire et introduisant, au
lieu de Ti et T , l'ordonnée y = i^ ■ — ^ — et V liée à T par la relation ' — ^ log :
yi!'^ 9i4«r l'I 9i*«25±*H I liL-?!*- i2m— 1)(2..) /^ «'■
{*") ^où , pour ar < 0 , T =: 0 et , pour J^ > o ,
(siu ou sinhyp) -^ log -j
_ 1±*' l--^" -" "■"■'Va - ,-,; . - j _
C'est quand on prend les signes supérieurs , ou quand ~ est < 1, que l'expression de T contient un sinus ordinaire et un cosinus hyperbolique , tandis que , lorsqu'on prend les signes inférieurs, ou que — ^ est >1, elle contient un sinus hyperbolique et un cosinus ordinaire. Rappelons d'ailleurs que :!: A' désigne la différence -7^ — 1.
Le second xoembre de {/') se réduit à une forme finie dans ■les deux cas extrêmes où V est , soit infiniment petit , soit infini. Dans le premier cas, où l'on doit prendre les signes supérieurs avec & très grand, T devient infiniment moindre que les autres termes, à cause du cosinus hyperbolique qu'il contient en dénominateur, et, de plus, la série se réduit à son premier terme, simplifié même par la suppression, dans son dénominateur, de ce qui s'y trouve à côté de A* ou,
il vient donc sim-
plutôt, à côté àe k^-t-1 (qui égale j=^]
clément ■pouT y la valeur statique f (l — ^j. Dans le second caSj où l'on doit prendre les signes inférieurs avec k presque égal à l'nnité , le terme T, pour ic > 0, se réduit à 4 —, et les autres termes du second membre de {£") constituent, en y
puissances de y, de 2(1 — Vl— y) — !=(! — Vl — yf = (1 — V -7^); en sorte que,' soit pour ;» < 0, soit poar a; > 0, le second membre de {/') se réduit à 1 1 + -^J : la
charge Q décrit, le long de la barre , la même trajectoire que si elle tombait en chute libre.
On voit sur cet exemple que, sans le terme T, les deux parties de la trajectoire situées de part et d'autre de la verticale moyenne cc—f) seraient , non seulement symétriques et, d'ailleurs, constamment descendantes à partir de leur élément, horizontal dans cette hypothèse, situé à l'extrémité contiguë x = ^l, mais, aussi, inclinées par rapport à l'horizon au point où elles se joindraient, et qu'elles y formeraient, par conséquent. Tune avec l'autre , un certain angle. Or, avec la valeur {h'") de ^i, l'expression
[h') de — ne comporte évidemment , pour a; = 0 ou t = 0 ,
aucune discontinuité. Donc le terme T, en accroissant, au moins tant que x est assez petit, les ordonnées de la seconde partie, supprime cet angle et rejette vers la seconde extrémité x = l l'ordonnée maxima ou le point le plus bas de la courbe. La valeur initiale , ou correspondant à x
positif et infimment petit , de sa dérivée — . valeur qui est -, représente, d'après cela, le double
(coa hyp ou i
de la dérivée de — ^ y pour x = q ; en sorte que la pente y' de la trajectoire au milieu x = 0 de ta barre est-^ "^^^^^
(cos hj'p ou cob) .— - Distinguons maintenant les trois cas fy^=gf, AV-^^f, Dans le premier, correspondant à ^ = 0 et intermédiaire
entre ceux où la formule [i") doit être prise avec les signes inférieurs et ceux où elle doit l'être avec les signes supérieurs, le terme complémentaire T, où k tend vers zéro, se
réduit à -^ [log -r^-) V ^ — -» (pour a; > o) : il est toujours positif et, nul aux deux limites 3; = o, a; = i^, il devient maximum une fois seulement dans l'intervalle , car sa dérivée a le signe du facteur sans cesse décroissant
1 — ^ log - — -. Comme ses variations sont notablement
plus rapides que celles des autres termes (') du second membre de (/') , l'ordonnée y ne présente également qu'un maximum , qui peut s'obtenir avec une approximation très suffisante en gardant seulement les trois ou quatre premiers de ces autres termes. Sa valeur est (1,0544) f, et se produit pour X = (0,818) l, c'est-à-dire vers les 91 centièmes de la longueur totale 2 ^ de la barre. Au-delà, le terme T est presque le seul sensible , et sa dérivée , à cause du logarithme croissant que contient son numérateur, mais surtout
du radical décroissant V 1 — 75 qui constitue son dénominateur , augmente sans cesse en valeur absolue , pour devenir infinie quand a) atteint la valeur extrême l. Ainsi, la trajectoire du poids Q , borizontale au départ a; = — l, s'abaisse jusque tout près de la seconde extrémité x = l, pour se relever ensuite rapidement.
(*) Ces autres termes ensemble équivalent alors a l'expi'es
aisément en développant le logantlime en série par la
Ces caractèreH persistent , en s'esagérant , dans le deuxième cas , fV^ y 9^ , où. le second membre de {i") doit être pris avec les signes inférieurs et oiî k varie seulement de zéro à 1. On y reconnaît aisément les circonstances suivantes : P, pour une même valeur Ae ce, ce deuxiènie membre grandit , dans cliacun de ses Jtermes , en même
temps que -^ ou h [ce qui se voit, pour T, en remplaçant
le dénominateur cos -x- par (1 — ^"j (1 r- 1 — ~\ ... et
en observant aussi que le rapport d'un sinus hyperbolique à son arc grandit avec cet arc] ; 2'*, par suite, le maximum du deuxième membre grandit aussi avec k, savoir, depuis 2,109 environ , qui est sa valeur pour ^ = o , jusqu'à 4 , qui l'exprime pour k = \ , c'est-à-dire dans le cas limite où le
second membre en question se réduit à [l -i---l et devient
aussi grand que possible pour a; = ^; 3", la valeur de y à laquelle correspond ce maximum , et qui annule sensiblement la dérivée -j- [ou , par suite , le l'acteur
1 — y-, tang hyp [-\>
croissant avec k mais variable en sens inverse de (c] , grandit également avec k, qu'elle dépasse toujours. En
effet, pour ~- = h, le facteur 1 — — ; ^^"^ ^yp ("S" ^"S 1 )
exprime l'excès, essentiellement positif, de l'unité sur une tangente hyperbolique ; c'est donc une valeur supérieure
à h qu'il faut attribuer à y si l'on veut que ce facteur s'annule. Ainsi , l'ordonnée maxima s'y approche autant qu'on veut de la seconde extrémité x^l , lorsque h tend vers l'unité ou que /"V* augmente îndéEniment. La trajectoire
du poids Q continue d'ailleurs à présenter une forme simple, tout entière au-dessous de la position d'état naturel de la barre.
Au contraire, -pour fV^ <^ gP, cas où il faut prendre, dans {i"), les signes supérieurs , le point le plus bas, auquel correspond l'ordonnée maximum, se rapproche du milieu de la barre. Il l'atteindrait même pour k infini , soit parce que le sinus paraissant au numérateur de T aurait son premier maximum 1 (rendant T évidemment plus grand qu'il n'est par la suite) pour une valeur de x infiniment peu supérieure k zéro, soit aussi parce que le terme T s'effacerait alors (à cause du cosinus hyperbolique figurant à son dénominateur) devant les autres termes du second membre de ('if') , dont les plus grandes valeurs se produisent pour ar— 0. 11 importe surtoiit de remarquer, dans ce troisième
cas /T* <C ff^j 1'^^ ^3 présence du sinus de -^ log au
numérateur de T indique une infinité d'oscillations, de plus en plus rapprochées à mesure que x grandit, mais rendues
de plus en plus faibles par le facteur décroissant \/ 1 — — . Dans le voisinage de x = l, le terme T, qui s'y trouve seulement de l'ordre de petitesse de V 1 — — , l'emporte sur
tous les autres du second membre ; d'où il suit que ^ change de signe à peu près avec T, ou que les oscillations se font de part et d'autre de l'axe des x. Ainsi , le poids Q rebondit, une infinité de fois, plus haut que le niveau d'équilibre de la barre, supposé qu'il ne la quitte pas, et celle-ci est soulevée par moments au-dessus de ses appuis, dont elle tend à se détacher. Mais il faut admettre, pour cela , que le poids Q , maintenu en contact avec la barre , puisse exercer sur elle, de bas en haut, des tractions considérables; sans quoi, et c'est ce qui arrivera d'ordinaire comme l'a remarqué M. Stokes, il est simplement lancé plus ou moins loin et peut même ne retomber ensuite
qu'au-delà de la seconde extrémité w=i , effectuant ainsi, avant d'avoir parcouru toute la longueur 2 ^ de la barre , le bond qu'elle ne ferait qu'à l'extrémité même w-=l dans le cas des grandes vitesses ou de fY^ y- gF. Enfin, au moment de l'arrivée à cett6 seconde extrémité ^ = ^ , et toujours dans l'bypothèse que la barre ne puisse se débarrasser qu'alors de sa charge Q , les oscillations de celle-ci , infiniment petites et infiniment rapprocbées , sont presque verticales, comme l'était , dans le cas précédent, le dernier élément de la trajectoire : circonstance due encore au
dénominateur V 1 — j^ affectant la dérivée de T.
Dans le cas usuel où le rapport —jr- est très petit et où,
par suite, /i^-i- 1 =y^ est très grand, le terme T, sauf
pour les valeurs de a; très voisines de l, s'efface devant les autres, comme on a vu; et ces autres termes peuvent même être bornés à ceux dont l'ordre de petitesse en
T^ — r = — T^ n'est pas trop élevé , aux deux premiers , par
exemple, dans le plus important desquels l'inverse de 9-hk^
deviendra 7- — - [ 1 — 7- — -] , tandis qae, dans l'autre, l'in-
K*-Hi V « +-1/ verse du produit (9-hF) (25-hA^) sera réductible à celui de (A^-t-lf. Il en résulte, pour la valeur de g/, le produit de
fil — — ), c'est-à-dire de ce qu'elle serait à l'état statique
ou si l'abscisse x du poids Q ne cbangeait pas , par le fac-
teur, toujours positif, 1 -i-4:-^{ 1 — 3^|, dont le maximum
a lieu pour«=o et dont la valeur moyenne est l'unité. L'expression de y ainsi obtenue concorde avec celle que M. Phillips et M. de S-Venant ont trouvée, dans ce cas. par une méthode d'approximations successives, et elle est d'accord avec une expression de la flèche centrale {on de y pour x = o) donnée en 1849 par M. Stokes.
yGoosle
Occupons-nous, maintenant , non plus de la trajectoire de la charge roulante Q , mais de la pression F qu'elle exerce sur la barre, ainsi que des flèches et des plus grandes courbures qu'elle y produit. Le rapport de F à Q égale
c'est-à-dire, d'aprèsl'équationmèroe, (A), du mou
vement, -=—- 1 — — ] —^^J, valeur dans laquelle il n'y a
plus qu'à remplacer le dernier facteur par son expression {%") . On voit que le terme T sera le seul , de cette expression,
non divisible par (1 — ^j , et donnant un quotient infini
pour x = l. Un fait analogue a Heu soit pour la plus grande
SD. y-T- [1 — y-j, produite, à chaque instant,
à l'endroit où se trouve la charge, soit pour la flèche de la barre , mesurée ou au milieu , ou au point où elle est le plus grande, et, dans les deux cas, assez sensiblement proportionnelle à la plus grande courbure (*). Quand /"V' est < ^f , et supposé que la charge, sur le point d'arriver à la seconde extrémité (£ = l, exécutât les oscillations de plus en plus brèves dont il vient d'être parlé , ces oscillations , même imperceptibles, en produiraient d'énormes, de plus en plus rapides, de la barre entière, au-dessus et audessous de sa situation d'état naturel.
(*) La discussion de la première des trois espressioiis de iu données à la note de la page 562 montre en effet, d'une part , que la flèche , mesurée au milieu , ou
poui X =: 0 , est le pi oduit de f — ( 1 — ^ par le facteur 1 ^ ; t=-, lequel
décroît seulement de 1 à 0,75 ou -^ quand x^ ci-oît de zéro à i* ; d'auli-e part , que
la flèche maximum a heu pour la valeur de -- , comprise entre zéro et— - , dont
la grandeur ahsoîue est — 1 -t- y (l -i- J(i ryl , et que cette flèche
égale le produit de/— fi — — ) par lp facteur y 11 -t- 1 11 ^1 ,
4 Va décroissant seulement de 1 à — — = 0,7693 quand a:^ gi'andit de 0 à iî.
Donc, toutes les fois que la charge Q a une masse suffisante pour pouvoir imprimer presque instantanément à la barre des vitesses qui ne soient pas très grandes, elle exerce sur elle les plus fortes pressions au moment d'atteindre sa seconde extrémité , à moins qu'elle n'ait, d'un bond, quitté auparavant la barre : et les pressions dont il s'agit croîtraient même indéfiniment, si les diverses parties de la barre continuaient s n'opposer que des inerties insensibles. Mais, plus leur masse est faible, et plus sont grandes les vitesses qu'elles prennent à ce moment pour acquérir les énormes courbures qu'elles ont à subir ; de sorte que leurs inerties , négligées par la théorie précédente, entrent nécessairement en jeu et restreignent les flexions.
En résumé , contrairement à ce qui a lieu dans un cboc soit longitudinal, soit transversal, où l'élasticité de la barre suffit à elle seule pour limiter les déformations, sa masse est ici indispensable (au moins quand la charge arrive jusqu'à la seconde extrémité sans sauter par dessus) pour amortir les vitesses qu'elle reçoit: et il importe, par conséquent, que cette masse ne soit pas trop faible.
l/hypothèse, faite ici, d'une inertie de la barre négligeable , ne paraît donc pas très pratique ; et c'est pourquoi je me dispenserai d'examiner plus complètement le cas, d'ailleurs usuel, où la vitesse donnée V de la charge roulante se trouve inférieure à ^V y, et où par suite, l'ordonnée y s'annulant une première fois pour w plus ou moins voisin de l, la charge Q est lancée à ce moment au-dessus de la barre, laissant celle-ci (vu sa faible masse) à peu près en repos dans sa situation d'état naturel. La vitesse ascendante - = — V -i^ de la charge Q à ce moment , com-
binée avec sa vitesse horizontale V, déterminerait ]a portée de sa trajectoire dans l'espace libre, c'est-à-dire, en d'autres termes , le point où elle retomberait soit sur la barre , soit
au-delà de l'extrémité j?=: r II y aurait lieu, dans le premier cas, d'étudier les nouvelles flexions que prendraitia barre, sous le choo de la charge Q tombant ainsi sur elle en un point déterminé , et avec une vitesse descendante égale à sa vitesse ascendante de tout à l'heure, en outre de sa vitesse horizontale persistante V. Cette sorte de choc serait évidemment régie encore par i'éqnation différentielle {h) ou ih"), dont l'intégrale se formerait en ajoutant au second membre de [h'") les termes A cos k- + B sin ^ t ; et l'on déterminerait eniîn les constantes arbitraires A et B par les
nouvelles conditions d'état initial y = o et -J- ou V -7- = la
vitesse descendante obtenue (pour x égal à l'a"bscisse du point où se produirait le choc).
J IV. — APPLICATION A LA THEORIE DES ONDES LIQUIDES PAR BMERSION ET PAR IMPULSION
24. — Équations aux dérwées partielles gui dt^/întssent le problème.
On sait que les petits mouvements d'un liquide pesant contenu dans un bassin découvfert sont régis , quand le fluide a été d'abord en repos, par les deux équations indéfinies
f désignant l'excès de la pression exercée à l'endroit {œ.y,z) et à l'époque t sur celle de l'atmosphère aux points de la surface libre où. on la suppose invariable, et ip une fonction primitivement constante et même nulle, dont les dérivées premières en x, y, z égalent les trois composantes, m, f , w, de la vitesse, suivant deux axes horizontaux rectangulaires ox,oy , pris à la surface libre primitive, et suivant un axe vertical o z, dirigé vers le bas.
J'appellerai h îa petite ordonnée z, à l'époque t et sur la verticale [x, y), de la surface supérieure du fluide, et <û^, fonction, comme k, àù œ , y &i t, la valeur que la fonction œ y reçoit. Cette surface, dans toute son étendue, sera supposée libre et à la pression constante prise pour zéro, excepté durant un très petit intervalle de temps e au début du phénomène, de ^= — £.at=-o, où une de ses parties, fort restreinte (an moins dans le sens des x) , se trouvera soit en contact avec un solide légèrement immergé, d'abord en repos, qu'on enlèvera tout a coup, soit, seulement, soumise à des pressions variables , comme il s'en exerce à l'endroit de la surface d"un bassin où éclate un coup de vent.
Dans le premier cas , le mouvement sera dû à l'enlèvement brusque du solide : aussi appellerons-nous les ondes produites des o^es^ farjniersion. Pendant le court instant e que durera l'enlèvement du solide, les ordonnées de la surface ne changeront pas d'une manière appréciable ; . nulles bors de la région que louchait le solide , elles seront , dans cette région, égales à celles môme de la surface qui limitait inférieùremcnt ce corps, et on devra les supposer données en fonction de a; et de y. De plus, la pression exercée à la surface, et qui, pour l <C — e, se trouvait égale, d'après la première (152), à pffz = pgh , y variera de ;-ffh à zéro durant le Itfmême temps s : la première formelle (152) montre donc que la dérivée de » par rapport à t, comparable à ffh seulement j ne pourra y faire prendre à la fonction f>, initialement nulle, que des valeurs de l'ordre de gks, négligeables dans des calculs où paraîtront au premier degré h ou ses dérivées partielles. Ainsi, les données iniiMes caractéristiques des ondes par émersion , ou qui expriment l'état du fluide à la fin, t—- 0, de la période préparatoire durant laquelles'engeudrent ces ondes, consisteront à poser
(1531 Ipour ( = o': a, = 0 et /; ■= F 'x ,ij,,
F («,^} désignant les petites ordonnées primitives, connues, de la surface.
Dans le second cas , au contraire , les ondes qu'on obser vera proviendront des pressions variables exercées à la surface libre durant un instant très court, de ^ — eà;!=o, et nous les appellerons des onde^. par mtpulsion. Pendant cet instant e, l'ordonnée z = h de la surface, sur chaque verticale {x, y) , restera insensible , comme étant de l'ordre du produit de s par la petite vitesse engendrée et, par conséquent, négligeable à côté de celle-ci, qui sera seulement de l'ordre de s. Si donc ^„ désigne les excès de pression produits à la surface , sur la verticale dont il s'agit, la première équation (152) y donnera
1 = ( Podt.
Gomme on peut imaginer que , sur chaque verticale {x, y) , la pression Pf, , cause des phénomènes étudiés , soit donnée en fonction de t pendant tout le temps e où elle agit,
l'intégrale I P^dt, prise jusqu'à la limite supérieure t=o^
deviendra une certaine fonction de a: et de j/ , esprimant Timpulsion totale exercée sur l'unité d'aire de la surface jusqu'au moment où la pression y retrouvera sa valeur
primitive ^0 = 0. Donc, au facteur constant priis , la
fonction ç^ égalera, à la fin ^=o de la période préparatoire du phénomène , l'impulsion totale qu'aura subie l'unité d'aire de la surface au point considéré [x, y), et, si Fi [x, y) désigne une fonction connue, l'on aura, en définitive, comme condilions initiales caractérisant les ondes par
(155) [pour ï = o) ?o = Fi ip, y], l = o.
Voyons maintenant quelles seront , dans tous les cas , pendant l'évolution des phénomènes, c'est-à-dire de ^=.0 à t=<X) , les conditions spéciales à la surface lihre. Comme on y aura^ = o &lz—h, la première (152) y deviendra
gh — ^= o; ce qui exprime que l'ordonnée h de la surface libre égalera le produit de — par la valeur que prend la dé-
ment, au pied {x, y) de cette petite ordonnée h sur le plan 2 = 0 delà surface libre primitive.f Ainsi, l'on aura
Cette relation , différentiée par rapport à t , montre que
la vitesse d'abaissement —r- de la surface sera constamment dt
1 dH égale à la valeur de — -^ pour z—o. D'ailleurs, la vitesse
d'abaissement de la surface ne diffère pas , à des termes près du second ordre de petitesse et négligeables , de la composante verticale de la vitesse des molécules' fluides
superficielles, composante exprimée par la dérivée -j-, <ïii
est, elle aussi , quand on y prend, z = h, h fort peu près la même que lorsqu'on y fait 2 = 0. La fonction y devra donc satisfaire, pour toutes les valeurs positives de t, à la relation
(157) [pour. = o) -l—--^=o.
Or, on démontre qu'en joignant à la seconde équation indéfinie (152) cette condition spéciale (157) et celle qui exprime la nullité de la composante normale de la vitesse (ou de la dérivée de <a suivant le sens normal) contre les parois, supposées fixes, du bassin , la fonction '-^ sera complètement déterminée , si l'on peut connaître , pour 2 = 0, les valeurs initiales de » et de sa dérivée par rapport à t ('). Et, comme les relations (153) ou (155) donneront justement
ces valeurs initiales de cp et de -~ pour s = 0 , vu que y„ se
confond, sauf erreur négligeable , avec la valeur de » pour
(*) Voir, pour cette démon sti'ation, mon Essai sur la théorie des eau» courantes, au Seoueil des savants étrangers de l'Académie des Sciences de Paris, t. XXIII, p. 327, et t, XXIV, p. 16. Dans le cas-, étudié" ci-après , où l'on se donne 9 = 0 (à l'infini) au lieu de la condition spéciale aux parois ; il suffit , après avoir l'emplacé » pal' (p -+- cj/, de raisonner sur -f comme il est fait aux pages suivantes 583 à 586 sur la tcinction t , en observant que , pouv 3 = 0, le produit de tp' par la dérivée de <f en î sera, d'âpre (157) , de même signe que celui de ç' par la dérivée seconde de <f en f , produit essentiellement positif aux moments oii la fonction <d' et sa dérivée première en t , nulles initialement, viendraient à s'écarter de ïéro. L'inégalité (1G3) subsistei'ait donc, avec ses conséquences , en y substituant '<f^ à T. Et la même démonstration , un peu plus simple que celle du tome XXIII cité, s'étend d'ailleurs, d'ellc-Tncmo, au cas d'une masse liquide limitée en tous sens , quand on y prend pour l'espace 5Î tout celui qu'occupe
^ :^ 0 et que h, d'après (156) , exprime , au facteur constant
près — , la dérivée -^ à la même limite 0=0, la fonction 9
se trouvera bien , de la sorte, parfaitement définie. D'ailleurs, une partie de la démonstration citée prouve que les dérivées en x, y, z de y sont nulles partout aux instants où, pour ^ — 0 j y = 0 quels que soient w &i y; de sorte que la première condition d'étatinitial (153) peut être remplacée, au besoin , par ? = 0, et qu'on a
[158) (pour t = a) tf -;. 0 (dans les ondes par émersion).
Une fois qu'on aura obtenu la fonction œ, sa différentiation par rapport diX,y ,z,t fera cormaîtrej non seulement les
trois composantes u =-^ , w=-r^,»=-^dela vitesse, m dy dz
mais aussi, d'après la première (152) et d'après (156), les
pressions exercées f et les petites ordonnées h de Ja surface
libre.
Mais proposons-nous d'étudier seulement des ondes assez courtes pour ne produire qu'une agitation en quelque sorte superficielle, ou dont il n'arrive jusqu'au fond qu'une proportion négligeable , et admettons même que le bassin ait des dimensions borizontales suffisantes pour que les ondes dont il s'agit, nées près du centre dans une étendue restreinte (au moins suivant le sens des x), n'apportent aux bords ou aux extrémités que des mouvements insensibles. Il est clair alors que les conditions pbysiques du phénomène ne seront pas cbangées d'unemanière appréciable si l'on admet que le fluide s'étende sans fin en longueur et profondeur, ou même en largeur, et qu'on satisfera, par suite, à la relation spéciale aux parois, ainsi reculées fictivement jusqu'à l'infini , en s'imposant la condition d'annuler » pour tous les points infiniment distants de l'origine des coordonnées (au moins dans les sens des x et des ^). On exprimera, de la sorte '-« plus simplement possible, révanouissement
asymptotique du mouvement, et de toutes les quantités qui s'y rattachent, à d'assez grandes distances de la région où on l'a fait naître.
Or l'annulation, à l'infini, de la fonction »,, ou seulement de ses dérivées, combinée avec la seconde équation (152) et avec la relation (157), permet de changer cette relation, spéciale à ^ = o, eu une équation indéfinie. Autrement dit, elle entraîne, pour tous les points du fluide^ l'équation
Posons en effet, pour abréger,
La seconde équation (152) donnera évidemment
dM^ d^-~ d^-z _ ' ' 1^ "^ ~^ "" ~d^ ~ " '
et la relation (157) s'écrira simplement
[pour. = o) T=.o,
tandis que l'aanulation asymptotique des dérivées de y aux distances infinies de l'origine entraînera la condition
[à l'infini) ^ ^ o.
Or multiphons l'équation (161) par 2-. et par un élément, dzi — dxdydz, du volume in d'une demi-sphère décrite , du côté des 2 positifs, autour de l'origine comme centre et avec un rayon donné x. ; puis intégrons dans toute l'étendue de la demi-sphère, après avoir substitué au produit
l'expression équivalente
, dx^ "^ ~df^ ^' "d^j ~ [~d^ ^ dy^
Les termes exactement intégrablos une ibis donneront, par une méthode bien connue , des intégrales prises sur toute la surface-limite de la demi-sphère ; et , si l'on appelle t la surface convese 2nï'* de la demi-sphère ïb, 5-, l'aire du cercle -^t^ qui la limite sur le plan des a^y , d^ et d^i deux
éléments de ces surfaces , -j- une dérivée prise le long du prolongement d'un rayon t ou d'une normale à drr, et enfin / f f des intégrales s'étendant à la totalité des éléments respectifs de ïs, ^ ou t;-,, il viendra, en faisant passer dans le second membre les termes non inlégrables,
L/î5 \ dx^ dy^ dz^
Le second membre ayant tous ses éléments positifs, le premier est positif également, et l'on voit que, si la fonction -> a sa dérivée par rapport à z nulle sur toute la surface f^,,
c'est-à-dire si l'on a t-^ — o (pour i^ = o) , comme il arrive
justement ici où -: = o pour 2 = 0, il viendra
rd.-^^ rd.-i^
s'alloiige sur-
Mais on peut imaginer que , lorsque le rayon t s'alli de dï:, l'élément, correspondant à (iw, de la nouvelle surface demi-sphérique décrite avec le rayon -ù ^éc soit limité latéralement par les mêmes rayons, prolongés, que d,'s \
de sorte que le rapport — soit ie même sur toiites les demisphères consécutives. Alors, le facteur — ne dépendant pas de t , l'expression -^ — ne différera pas de — l 'P- — | . Par suite, la seconde inégalité (163) pourra s'écrire
et, comme / ■^' ~- est la valeur moyenne du carré •:'■' sur
toute l'étendue de la demi-sphère, cette inégalité exprimera que la valeur moyenne en question , si elle n'est pas nulle, croit forcément avec le rayon t. Donc, l'annulation de t pour ï. infini oblige de poser partout t'^ = o ou t ~ o ; ce qu'il fallait démontrer (').
Si les fonctions p, h, », t ne dépendaient que de deux coordonnées, a; et ^ par exemple, ou , autrement dit , si les mouvements s'opéraient dans des plans parallèles à celui des œz et de la même manière dans tous , comme il arrive pour les ondes que fait naître au sein de l'eau en repos d'un canal rectiligne, à bords verticaux et de largeur constante,
(*) Cette démonstration me paraît la plus simple qu'on puisse donner da ce fait analytique, qu'Mîie fonction continuer, astreinte à avoir, sur tbute l'étendue d'un plan , la dérivée , suivant le sens . normal , de son carré égale à zéro, et à avoir de plus son paramètre différentiel Aj nul dans tout l'espace situé d'un côté déterminé du même plan , sera nécessairement nulle dans tout cet eifpace si elle doit le devenir à l'infini. Elle est préféraUe à celle dont je me suis servi au n" i99 (p. 540) de l'Essai sur la théorie des eaux courantes , dans la ipieetion de l'écoulement par un orifice ; car il lui suffit que i s'annule pour ï. infini , sans qu'on ait à supposer cette fonction iniiniment moindre , pour t très grand , que rinïorse de v'ï-
D'ailleurs , en étendant les intégrations indiquées par f et Wf/^ à toute la sphère de rayon x, , sans s'inquiéter de la surface n , on verrait que la même démonstration s'applique sans changement au cas où la fonction t , supposée finie et continue partout ainsi que ses dérivées premières , doit Être considérée dans tout l'espace et non pins seulement (î'un côté du plan des a^.
l'émersion d'un cylindre solide plongé en travers et tenant toute la largeur , l'évanouissement asymptotique des phénomènes se produirait seulement dans les sens des x et des z , non dans celui des y; et il y aurait lieu de modifier un "peu la démonstration précédente, en se bornant à considérer, à la place de la demi-sphère ro, un demi-cercle décrit dans le plan desiC^, autour de l'origine comme centre, avec le rayoni.. Alors, sfsï se réduisant à dœdz, ou S5 à l'aire de ce demi-cercle , s et ^i deviendraient respectivement la partie courbe et la partie droite de son contour; mais rien ne serait changé d'ailleurs à la démonstration précédente , et la condition t = o (pour t infini) conduirait toujours à poser •; = o en tous les points du fluide. Donc, la relation définie (157) n'en deviendrait pas moins l'équation indéfinie (159)-.
On obtient encore celle-ci, dans le cas d'un bassin limité latéralement mais toujours de profondeur infinie, pourvu que ses bords soient verticaux en tous leurs points où le fluide possédera des mouvements sensibles. Car, si l'on
appelle -^ la dérivée de <f prise , en un de ces points , dans
le sens d'une coordonnée n perpendiculaire à toute la bande verticale contiguë du bord, la condition spéciale aux parois
y donne -^ = o et, par suite, îa coordonnée n étant la même "^ an- ' ^ - '
(en grandeur et en direction) à toutes les profondeurs z et
à toutes les époques t,
Vu l'expression (160) de t, on a donc
- — - = 0 sur les bordsi.
Or cette condition, jointe à -^ -= o pour z = o et à l'équation
indéfinie (161) , donne, en multipliant toujours (161) par 2'Trfîn et procédant comme on l'a fait pour obtenir la formule (163) , mais en prenant ici pour l'étendue S5 celle que comprend le bassin depuis le niveau 2^= o jusqu'à ub niveau quelconque z,
où a de'signe la section horizontale faite dans le bassin à ce niveau considéré z, et c^t ses divers éléments, qui, pour les mêmes valeurs de « et y , se correspondent d'une section à l'autre et ont^ quel que soit z, une grandeur invariable. L'inégalité ci-dessus devient donc
et on en conclut immédiatement que la fonction - , si elle doit s'annuler pour^ = oo , sera nécessairemenl nulle partout; ce qu'il fallait démontrer.
Mais , pour pouvoir appliquer à la question les procédés d'intégration exposés dans ce mémoire, nous aurons à remplacer l'équation indéfinie (159), - = o. par une autre qui
contienne, au lieu de --7^ , la dérivée seconde de » par rapdz ' ■ A ±
port àz, dérivée qui s'en éliminera au moyen de la deuxième
(152) et ne laissera paraître, à la place, que les dérivées de v
prises par rapport aux coordonnées horizontales x et. y.
A cet effet, nous observerons que la relation -7== 0 entraîne
celle-ci
' ' iz S lit' '
qui , en y remplaçant t par son expression (160) , devient
I d 1 J'\ I J 1 iM J'f I li'f _
Si donc on substitue à -7^ sa valeur tirée de la seconde (152), on aura, après avoir multiplié par — (f^
' ■ dt^ '^ ^ \dx^'^ df j °'
Telle est l'équation cherchée. Mais, comme elle se trouve évidemment plus générale que (159), il reste à voir quelles conditions accessoires nous devrons lui adjoindre pour en faire dans la question l'équivalent exact de (159) et n'avoir plus à nous occuper de celle-ci. Dans ce but, multiplions (165) par 2r(^^ et intégrons de ?= 0 à ^= une valeur positive constante, très grande, t. Si nous appliquons au second terme le procédé de l'intégration par parties , il viendra évidemment
dzjo g \ dtj,^,, g Jo \dtl
Il suffira, en faisant croître ^indéfiniment, d'avoirT=:o aux deux limites ^=0, t=-<x^ , pour que, si -^ n'est pas identiquement nul , le second membre se réduise à son dernier terme et soit essentiellement positif- Donc , le
premier membre, dérivée de i ^^t/^ par rapport à 2, sera
positif aussi ; et, comme la condition ç = o (pour 2 = 00) entraîne évidemment que ■: = o (pour2 = co), la fonction
positive et non décroissante i ■? dt^ nulle. pour z infini,
devra l'être identiquement. Ainsi, l'équation (159), ':=o, résulte de la nouvelle équation indéfinie, (166) ou (165), jointe aux trois conditions spéciales
■c =1 o (pour i =r 0} , T r= o (pour ! = co ), t ^ 0 [pOiir î := od ) ;
et, puisqu'il est entendu que y doit s'annuler pour z infini.
ce qui entraîne la relation t = o (pour z = go ) , il n'y aura lieu de joindre à (166) que les deux nouvelles conditions
T = o (pour ( ;= 0 et pour ï ^ ao j.
Mais notre intention étant de nous borner au cas d'un bassin horizontalement indéfini et à des ondes , par émersion ou par impulsion , dont la cause ne se fait sentir que sur une région restreinte (au moins dans le sens des a;) et durant un instant très court, de ^ — — s'a t=o, il est clair que le mouvement, non entretenu, s'affaiblira de plus en plus à mesure qu'il se disséminera. L'évanouissement asymptotique des phénomènes aura donc lieu , non seulement dans l'espace, mais aussi dans le temps. C'est ce qu'on exprimera le plus simplement possible , si l'on s'impose la condition a — o pour ^ = co ; et, alors, la fonction ■: s'annulera d'elle-même pour ^ = qo, de sorte qu'il suffira, en ce qui la concerne spécialement, de joindre à l'équation (165), ou (166), la condition t = o (pour i— o).
En résumé, l'ensemble des relations déterminant f se composeraj 1° des deux équations indéfinies
2" des trois relations spéciales
[ A 1 rfs^ ,
\ —^ — r— ^ 0 pour ( := 0 :
(168) j dz g di^ ''
[ o ^ o (pour », y ou 2 inSnis) , u =; o (pour ; ^= co 1 ;
3° et des conditions d'état initial propres à chaque espèce d'ondes, conditions qui, d'après (153), (155), (156) et (158),
!S par émersion) »^o, — (pouranul) ^= gY{p,y)]
(169) (pouri = o)(
f (ontles par impalsion) ipourî=^ o) (p = F, [x^y] et— ^ o.
L'annulation de rp pour t=^œ conduit à une interpré:; tqti^nintérjs^ante^deJ^uM^ Celle-ci, oùl'onpeut
regarder -rr-, sensiblement, comme la dérivée de ~r " dt^ lit
prise en suivant une même molécule, et où -^ = to est la
dérivée analogue de l'ordonnée z de la molécule , exprime
que la différence z ^, égale, d'après la première (152),
à —, se maintient constante pour 'une même molécule,
ou, comme l'avait remarqué Poisson, que la pression y reste invariable. Si donc on appelle Z l'ordonn^ie qu'aura la molécule dans sa position finale d'équilibre, la première (152)
donnera, pour l'époque ^ = co où ^ =^ o, — = Z ; et il vien-
1 i/p dra, pour toute autre époque, z — %=—— . Appelons X, le
petit abaissement actuel z — Z de la molécule au-dessous de son niveau final, et cette équation pourra s'écrire
lia formule (156) n'en est, comme on voit, quel' application spéciale à2: = oouàZ — o. Celle-ci, (170), complète donc l'interprétation physique des dérivées de la fonction tp , en montrant que, si les dérivées de fp par rapport h. x,y,z expriment les composantes de la vitesse de chaque molécule,
-j- représente sa (^^Mweto^o^actueile, au facteur constant
25. — r^ur intégration, pour le cas des ondes produites, à la surface de Veau en repos d'un canal, par Venter sion d'un cylindre solide plongé en travers dans ce canal.
On remarquera que , dans les deux équations indéfinies (167), les dérivées de y par rapport à ^ et à 2; ne sont pas mêlées ensemble, mais se trouvent séparément en rapport avec le paramètre différentiel A,», supposé avoir pour expression -~ -h- -7-^ , c'est-à-dire calculé en ne faisant varier
que les deux coordonnées ^ et g' ou sans sortir du- plan même de chaque couche fluide horizontale- Déplus, s'il s'agit d'oxides par émersion, les dérivées par rapport à 2: ne seront pas davantage mêlées à des dérivées par rapport à t dans les conditions spéciales (168) et (169); car la seule dérivée en z qui y paraisse se trouve dans la première (168), et elle y est prise pour l'époque ^ = 0 , où l'on a identiquement 'j-=o d'après la première (169). Donc, dans l'étude
des ondes par émersion, la forme qu'a la fonction » sur chaque plan horizontal en particulier, ou par rapport à w, y et tj est astreinte à vérifier une équation indéfinie et des conditions accessoires, tant définies que d'état initial, assez nombreuses pour la déterminer en grande partie, sans qu'on ait à faire variera.
C'est grâce à cette circonstance que nous pourrons employer la méthode d'intégration exposée ici, en nous hornant d'abord aux ondes produites , dans un canal rectangulaire, par l'émersion d'un cylindre solide dont les génératrices , horizontales , seront perpendiculaires à l'axe du canal. La fonction donnée F et, par suite, f n'y dépendront pas delà coordonnée transversale y; et tout se passera comme si le canal était un bassin indéfini en tous sens , mais dans lequel les déplacements et les pressions ne varieraient pas suivant le sens des y. Puis nous traiterons rapidement le cas
plus général d'un pareil bassin indéfini et d'un corps immergé de forme quelconque, cas où il faudra tenir compte des deux cpordonnées horizontales x et y. Nous verrons enfin que les lois des ondes par impulsion se déduisent, au moyen de simples différentiations par rapport à t, des formules concernant les ondes par émersioo. Nous espérons parvenir rapidement et sûrement, pour toutes ces questions intéressantes, à des résultats que Poisson et Cauchy , dans leurs mémoires respectifs sur les ondes liquides insérés aux tomes premiers des deux recueils de d'Académie des Sciences de Paris (*) , n'ont obtenus que par des procédés fort compliqués et très délicats, sinon même d'un emploi douteux; et nous espérons aussi y arriver à des interprétations plus complètes des faits.
Afin de nous débarrasser de la constante g ^ nous prendrons pour unité de longueur une droite égale à (7=9"' ,809, ce qui reviendra à remplacer x^y ^i z par gx^ gy et gz , ou à faire g=\, dans les formules (167) , (168) et (169). Alors les équations que devra vérifier co seront : 1" en tant que a dépendra de t et de x.
,:pour( = o;i .= 0 et _ =0,
(f :=: 0 (pour iB mflni) , (p = o (pour ( infini) ;
2" en tant que f dépendra de z .
il 72)
= F la], ''pour z ■=^ oo) f ^ o.
dt . ■> >f
(') Mémoires des Mcmbi'es de l'Acadéiaie et Mémoires des Savants étrangers.
La première (171) se déduit du type (1) [p. 357] en posant s = t, a = x, n = 2, A = 1 ; et comme, d'ailleurs, pour s ou t nuls, la fonction f et sa dérivée seconde en 5 ou ^ doivent s'annuler, ce sera, d'après les explications qui terminent le n" 4 , l'intégrale (20) [p. 372] que nous devrons choisir, parmi toutes celles de l'équation (1) que nous avons appris à former. Si donc nous observons que f dépend ici, non seulement do x et de û, mais encore de z, la formule (20) donnera, pour f. une expression de la forme
•j-^i'-T-jjnï;^,
où /"(a^, 2:) sera une fonction , d'ailleurs arbitraire, dont la dérivée première en x s'annulera pour x- T^co, et
où, en posant -^~y, la fonction '{'(y) devra se déterminer
par les conditions suivantes, conformément aux explications du n" 4 (p. 372) et à l'éqaation (19) , dans laquelle on pourra faire K = g- :
f y = o) ^ = o et -i^ :
Ces conditions donnent
f = sin -/ I cos w^ dm — 00a y i sm «^ dm ,
et, par suite,
y {;) = ( OOS
^= cos 7 1 cos i»^ (f«î -4- sin -/ |
valeurs qui s'annulent bien pour y = o. Enfin , la différentiation du second membre de (176) montre de même que. la
dérivée seconde de -1' est — r — '!'■ comme l'exige la
première (174).
On voit de plus que ces expressions de ^ (y) et ^' (y), toujours inférieures en valeur absolue à la- somme des
deux intégrales définies classiques / cos m* dm ,
es classiques j
smmrdm, ne varient qu'entre des limites modérées
de part et d'autre de zéro. Quand la variable y est très grande, les intégrales définies en question deviennent, comme on sait, très sensiblement égales à leur valeur
limite commune-Tj- \/ — , et l'on peut poser alors, à fort peu .près,
(177) (pour7trèsgraiid' i|-(7; =-V' ^ («'" ï — COS7) = — ^ sinU — ^j,
formule d'où résultent immédiatement des expressions sim^ples et finies de toutes les dérivées successives de il* (y) pour les grandes valeurs de la variable.
Mais cberchons quelle sera l'expression de~- à la limite ^—0. La formule (22) [p. 373"| donnant alors
il y aura lieu d'intégrer l'expression Y [-y] '^°'- *-*'^' '^^ ^' d'après (176),
if' [l-J — cos ^. ( '^^ cos m^ dm -+- du '^ . j Va sin œ^ rfm
et, par suite,
Pour « = 00 , le second membre de [178 bis) se réduit à
. de Horte que la relation (178) devient
(179! (pour t = o) -^ = ■ ^ fl^, i
(*) Noua n'aurons pas besoin , dans ce qui suit , de considérer plus attentivement la solution (173) en tant qu'intégrale de l'équation aux dérivées partielles
— j = -. Présentons toutefois, ici, quelques remarques sur ses propriétés et
sur les analogies qu'elle ofTi-e avec d'autres solutions plus simples de la même équation. Si on l'écrit ainsi
sa valeur et celles de ses deux premières dérivées en ( deviennent respectivement . pour ( nul, O, f (ai); 0. Quant à sa dérivée troisième par l'apport à (,
La fonction [{w, z) exprimant ainsi, à un facteur constant près, les valeurs initiales de -J- , la première relation (172), différentiée par rapport à # et spécifiée pour f, = o . donne
elle s'annulôpait pour t infiniment petit , sans les valeurs infinies , Hflnsi blême tit égales, d'après la première (174) , à — -, que prend la fonctioci if" (— ) ijaand « est alors lie l'ordre de (. Mais ces valeurs infinies, en y posant
=â et, par suite, li" [— rf j ou •= ^,
rendent les éléments correspondants de rintégrale égaus à
et , comme , à ia limite ; =: o, ^ varia de co à zéro sans que = cesse d'être de grandeur insensible, on voit que la formule (6) devient
En résumé , si l'on considère , à la limite ( ^ o , u et ses dérivées s par rapport à (, quatre consécutives de ces fonctions sont toujoui's, deux, une autre, de la forme finie (ip), et, la quatrième, de la forme
vj'
'f(.-i-ia)-f(»-fl.
Or, quelque chose de pareil se produit pour les huit solutions , ayant les formes analogues , mais plus simples .
car, étant donné l'une d'elles et ses dérivées successives en (, quatre consécutives de ces fonctions sont toujottra, deux, nulles, une auti'e, finie, delà forme /■■(«:),
et, la dernière, de l'une des deux formes —3 I T (<"-■"—) i:/'(^ — r-j Y"-
Seulement , les deux dérivées nulles se suivent ou , du moins , comprennent entr'elles les deux autres , tandft qu'elles se présentaient de deux en deux diflë-
Or cette équation indéfinie en it; et « , jointe à la seconde relation (172), devenue
fl81) (pouf z = o) f =■ -y- F (^i ,
et aux deux conditions /'= o (pour « ou ^ infinis) , qui résultent évidemmonl des relations <p = o (pour xcmz lafinis)
rentiations dans la solution (o). Il résulte de Jii, par exemple, que, si l'on ajoute à
(o) les deux de ces solvttions (li) où, pour i = o, la dérivée — a'aniiule en même
temps que — ^ dans l'une et y dans l'autre . et en même temps aussi que f et
— - s'y réduisent vespectivement à la forme f (a;), on obtiendra une solution plus
générale dans laquelle, pooi- ( = o , y et ses deus premières dérivées par rapport à l égaleront ti^iis fonctions arbitraires données de a;. On peut aussi, en superposant deux des solutions (d), convenablement choisies,
former une intégrale qni, pour 2 = o, donne respectivement a -^ , ■— i-, — ^ , — ^
les mêmes valeurs que la solution (a), et qui, par conséquent , doit être identique à (n), bien qu'ayant une expression tout auti'e en apparence. Cette expression est
En effet , l'on reconnaît immédiatement que , pour ( =; o , cette valeur de tp s'snnule , tandis que , en même temps , ses deux dérivées première et seconde par rapport à ( égalent respectivement , l'une , ^ (j:) , l'autre , zéro , en vertu de if). Quant Ëi la dérivée suivante, il vient, en y substituant à /i sa valeur (e') ,
( ~rk'--t")*i"'K'-^)\''>-
Remplaçons, dans l'intégi-ale double, -j. et [j. considérées conmia des coordonnées
différentiées par rapport à #, détermine complètement la fonction f{x, z) ; et elle conduit à poser
En effet, d'une part, ces expressions de f{w,z) vérifient tontes les conditions énoncées : car, 1" chaque élément de l'intégrale qui paraît au second membre de (182) donne zéro
(/a (fa pour la somme de ses deux dérivées secondes — - , — — ;
rectangles , par les coordonnées polaii-es r ot fl que définissent les relations 3 ^ c cos S, 'fi^=T sin a. Le second membfe de (g) deviendra
ri ou, en posant — = f, et effectuant l'intégration par rapport à r entre les limites
if:h-'^-
Gomme il faudra faire, à la limite, p:=ixi, et que, p ai' hypothèse, f{a:î)-.= f(— co), les deux termes ± /"' (œ + f) pourront être supprimés sous le signe /. Et si l'on prend enfin
l'expression considérée deviendra
(») (po,tl = «){
3 qui se réduit bien à {c) , puisqu'il faut y poser p = co et que, égligaablo pour les très grandes valeurs de p.
2" ce second membre devient infiniment petit, au moins de l'ordre de l'inverse de 2^ ou de iï;, quand z on x croissent indéfmiment , vu que , par liypotlièse , F (5) n'a de valeurs différentes de zéro ou du moins sensibles que pour ï compris entre deux limites finies données ; 3° le troisième membre, déduit du second en posant ^=w-i-zri, se réduit bien, pour
D'autre part, on reconnaît que cette solution (182) est la seule possible, eii remplaçant f^parf-t-fi dans (180} et dans les conditions accessoires; ce qui, donnant
ij /■, = o [pour z'y Qj ,
avec/*! = o (pourî =; 0) ot/j =0 (pour* = ^co ou î = cc) ,
oblige à faire identiquement /|= o, d'après une démonstration du n'* précédent sur la functioii - [p. 5851.
Gomme la fonction f{w, z) et l'expression (173) do. tp se trouvent ainsi complètement fixées , il n'y a plus qu'à reconnaître si toutes les conditions du problème sont bien satisfaites, et, d'abord, si cette expression de -y constitue une fonction. parfaitement définie , ayant ses dérivées partielles successives déterminées aussi et calculables par le procédé de différentiation du n" 2 (p. 361). A cet effet, nous observerons que le facteur 4', toujours compris entre des limites restreintes, ne peut rendre l'intégrale définie (173) indéterminée si, abstraction faite de ce facteur, les éléments y ont une somme absolue finie. Or c'est ce qui a lieu; car, d'après (182) , les fonctions constamment finies /", qui y multiplient (^a, deviennent comparables, pour a très grand,
à l'inverse du rarré de la variable x T-jr, c'est-à-dire à
l'inverse de a', tandis qu'il leur suffirait, pour rendre l'intégrale parfaitement déterminée, d'être alors d'un ordre de
petitesse supérieur à celui de — . Il en serait évidemment
de même, si, à la place de la fonction "l*, l'intégrale définie (173) contenait sa dérivée ^', finie aussi pour toutes les valeurs de sa variable , ou encore , à plus forte raison , si l'on évaluait les dérivées successives en a; ou 2 de « , qui auraient des formes analogues à fl73) , mais avec des dérivées partielles de f au lieu de f, dérivées de plus en plus rapidement décroissantes, à mesure que leur ordre s'élève, pour les grandes valeurs découles grandes valeurs absolues
de^T -^. Ainsi, l'expression (173) de tp et ses dérivées
successives soit par rapport à ^, soit par rapport à z, sont bien définies.
Quant aux dérivées par rapport à t, obtenues en différentiant également l'intégrale (173) sous le signe /, elles seront, de même, finies et déterminées, bien qa'il paraisse, dans celles d'un ordre supérieur au second , une dérivée
de fjj', infinie pour la valeur zéro de sa variable - ou -^^ ;
car, il y entrera, par contre, en facteur, une dérivée de /"eu 3;, non moins élevée, et qui, se trouvant, au même instant,
prise pour « -H -5-^ ou x -•^■^ infini, deviendra incomparablement plus petite que l'autre ne sera grande, beaucoup plus même qu'il ne serait strictement nécessaire pour faire tendre le produit vers zéro , donner à l'intégrale une valeur finie bien déterminée et lui rendre parfaitement applicable le procédé de différentiation exposé au n" 2. A cette circonstance près (de la valeur infinie des fonctions ¥' ■> ¥'\ ■•■ quand leur variable s'annule), les dérivées d'ordre pair en t auront une forme analogue à (173), et on reconnaîtra, comme pour celle-ci, qu'elles sont finies et déterminées. Quant à celles d'ordre impair , où paraîtra un
facteur de la forme '^(p+i) f^J et où déjà, d'après ce qu'on
vient devoir, la limite « = o n'entraîne aucune difficulté, elles ne cesseront pas d'être finies et déterminées malgré la valeur singulière de leur autre limite k = co ; car . en abstrayant des facteurs finis et sensiblement constants pour les très grandes valeurs de a , l'intégrale considérée aura ses éléments, correspondant à a très grand, pareils à ceux
de l'intégrale I -Jj — It^a: or celle-ci est finie, vu
qu'une intégration par parties donne
;iS3j
(rt ^U / ^ff)
valeur évidemment limitée pour « ~> o et même aussi petite qu'on veut pour « suffisamment grand (').
Montrons maintenant que l'expression (173) de ^ , où la fonction f est donnée par (182), satisfait à toutes les conditions (171) et (172). Et, d'abord, la manière même dont on l'a obtenue prouve qu'elle vérifie les trois premières conditions (171) et la deuxième (172) ; de plus, comme on a pris
(■*] On peut observer que , pour p ^=i , le premier membre de (183) devient / ./' (^) d--, ou / 'p (— ) dot, en vertu de la première (174), équivalente à i" (v) = — ; — il {■/). Donc , les intégralea / et / il [— 1 dx ,
pHses entre deux mêmes limites dont la supérieure grandit indéfiniment, gardent entr'elles une différence qui reste finie, et la seconde ne peut manquer de devenir
infinie cemme le devient la première. Ainsi , l'intégrale j ■!, f—j d t. est infinie ,
bien différante, en cela, de / ^' ("ô") ''"■ H en est de même de i ■;.■ (-/)(!■;; car
fa première relation (17^) , multipliée par if ^t intégrée à partir de )• =; o , donne
1 J> (v) d ï := v'ï — ^'(ï). expression qui devient infinie en même temps que •/■
As /= 0, il est visible que l'intégrale définie (173) satisfait encore, élément par élément, à la première équation (172). Donc, il reste seulement à faire voir que, pour z,w ou t infinis, ^ et ses dérivées s'annulent. En effet :
1" Pour z très grand, la fonction /et ses dérivées ont , d'après (182), toutes leurs valeurs insensibles dans les intégrales définies considérées ;
2" Si :L iîî est très grand, ces mêmes fonctions , sensibles
seulement quand leurs deux variables a; + — et ^, ou iC+y^ et z, reçoivent des valeurs modérées, n'atteindront, sous le signe /, une grandeur appréciable, que pour des valeurs de -^ ou de -^-^ modérément éloignées àjà ~^x et, par conséquent, pour des valeurs de « comprises toutes, dans le voisinage de la valeur particulière ^~^^x ou — — — ,
à l'intérieur d'un intervalle d'autant plus étroit (tant en grandeur absolue que par rapport à cette valeur particulière) que i x sera plus grand , intervalle comparable au produit de V^itâiP ou de par
^j— , et qui s'annule pour j: a; = oo ;
3° Enfin , quand t est très grand , la fonction "Ij , ou la dérivée de ^ qui entre sous le signa / dans l'intégrale
valeurs de a qui rendent sensibles f ou les dérivées de /,
dont la première variable est isT — ou x'^-^--r, et, alors,
ces fonctions 41, i^' . Y', ■ ■ -, calculables par la formule (177) ou ses dérivées , changent de signe si peu que varie a ; de sorte que l'intégrale est une somme de termes très petits, alternativement positifs et négatifs , se décomposant en un nombre fini de groupes dans chacun desquels la valeur
absolue des termes va en croissant ou en décroissant, groupes qui , par suile , respectivement comparables à leur plus grand terme, donoent un total insensible.
Donc l'expression (173) de y , avec la valeur (182) de f, remplit bien toutes les conditions désirées ; et comme, d'après la démonstration rappelée dans la première partie du u" 24 [p. 581], la fonction tp capable de les vérifier est unique, elle fournit bien la solution demandée. En adoptant , par exemple , pour f le dernier 'membre de (182) , il vient:
( ._ 2V2 r- rfu r=°r^/ ^^ «M
Mais il est particulièrement important d'obtenir l'équation de la surface libre, c'est-à-dire, pour l'époque ^, les dénivellations A de cette surface au-dessous de son niveau tinal d'équilibre. La formule (156) [p. 580], où nous faisons (? = Ij montre qu'il suffit , pour cela , de poser , dans (173) ,
2 = 0, ou fix, z) = - — - F («), et de différentier ensuite par
rapport à t. Il vient
(ISb) /, :^ ^ll f'^l'^
expression qui se réduit bien, comme il le fallait, à A= F {x) pour t=o, vu l
pour t=o,YXx la valeur — ^ que la forinul6(178 où) donne i^2
S6. — Etude de la fonction ■f (7), qui entre dans les intégrales obtenues.
Avant d'examiner les oiTConstanoes physiques que représentent les formules (184) et (185) , il convient de cherclier une expression de la fonction 4' (y) dont le calcul soit plus facile que n'est celui de l'intégrale définie (175), suffisante seulement pour montrer que cette fonction ondule une infinité de fois entre certaines limites. La formule (177) , lorsqu'elle ae trouve applicable, remplit ce but avec toute la simplicité possible ; mais elle ne peut être employée que pour d'assez grandes valeurs de y, el elle n'est d'ailleurs qu'approchée. Il y a donc lieu d'en former une autre qui , tout en étant générale et exacte en principe , soit aisée à mettre en chiffres pour les valeurs petites-ou modérées de y.
On y parvient en observant que sin (y — m*) équivaut au développement
et que, par suite, l'intégrale j sin (y — m^) dm , ayant sa
différentielle toujours développable suivant les. puissances entières et positives de m , le sera elle-même et deviendra finalement, quand on y fera m = Vy, une série convergente procédant suivant les puissances de V'y.On aura d'abord
et, en prenant sous les signes /une nouvelle variable d'in-
tégratioii, jx, telle, que m= Vyi^ ou que dm= V^fd-^i., puis posant, afin d'abréger
(185 M h = f (l — \^^)'dii>
il viendra
Or, une intégration par parties, effectuée sur le second membre de (185 Us), donne
I, = |^(i_|,Y^j^^2y jr'{i_ix')'-*;.^</fx,
ou bien , en remarquant que le terme aux limites s'annule, substituant (1 — i'.^)'-' (^[a — (1 — ii^di^ à {l—i^y-' n' dy. et résolvant enfin par rapport à I^ ,
m ■' = 2~rr''-
Cette formule fera connaître successivement Ii, Ij, L, . . . , I^, à partir de lo = 1 ; et l'on aura
'1881 ^''TT'-2f:rV '**" 3.5.7. ..(4» + 3:,-
Par suite, l'expression (186) de ^ (y) deviendra aisément le développement cherché :
On en déduit immédiatement :
(189to) .(,(,)_ ^1^^^ TX? ■^■■■-1.3.5. ..(4,-^11—t
Une nouvelle différentiation . en donnant pour 4"" (y) la valeur - — - — ^ (y), montrerait que la série obtenue (189),
d'ailleurs nulle en même temps que y ainsi que sa dérivée première, constitue bien la solution des équations (174} [p. 593].
Mais on peut obtenir encore celte solution sous une troisième forme, qui a l'avantage de représenter par une intégrale définie assez simple la différence existant entre ^ (y) et son expression approchée (177) [p. 594] relative aux grandes valeurs de y. A cet effet, appelons, pour abréger, A, l'intégrale définie
Différentiée par rapport à y, elle donne , en intégrant finalement par parties,
(191! :::r=_^ / «-''""''' d&ijim^ = — I e'
dh. — 1_ /
Différentions encore et employons le même procédé d'intégration par parties. Il viendra
(191 to — - = A, ou ---- -^- A = — .
Ainsi, l'intégrale définie A est une solution de l'équation différentielle (191 6is} ; et elle se trouve forcément comprise dans le seul type de solutions que comporte cette équation, tyf^e qui est, avec deux constantes arbitraires M, N,
\ A =^ M coa 7 -f- N ain 7 -+- 1 fim.[y — ■m'^)dm
( =: M C03 y -H- N ain 7- -+- ./< (7).
Si donc nous déterminons M et N de manière que cette expression de A. et sa dérivée première reçoivent, pour y = o ,
les valeurs —\/— et — -^\/-K<i^^ prennent alors les derniers membres de (190) et (191), nous aurons
îîVy,
ti
ce qui revient à poser
[192] 'Kï)=.-iV'^(sm-/-cosv]+jr'".-2'»^'cos»j^rfm.
Ainsi , la différence existant entre '^ (y) et son expression approchée simple, (177) [p; 594], relative aux grandes valeurs de y, est représentée par l'intégrale définie
1 e~"^"* ^*'' cos m^ dm , que l'exponentielle décroissante
g— awVïfgj^^ tendre rapidement vers zéro dès que f dépasse un assez petit nombre d'unités.
La dérivée de (192) sera, si l'on tient compte de (191),
(193) / (y) =~Vl (cos y + «n y) - jf ^ " ' *" ""^ ^'^^ ^^ ^rn-
Eu remplaçant y par "k- et portant cette valeur de -l* t-^j
dans (185) , puis appliquant la relation (185) aux points situés , du côté des x positifs , au-delà de toute la partie primitivement déprimée ou soulevée de la surface, de sorte
qu'on ait F (s; -h- -^ ) = o , il viendra , comme équation de
la surface libre en ces points.
^hr
formule que l'on identifierait aisément à celle que Caucliy a obtenue pour le même objet (*). Il en a déduit, plus complètement à certains égards que n'avait fait Poisson (mais en accord avec lui) , les lois qui régissent la surface des ondes par émersion , une fois parvenues , le long d'an canal, assez loin de l'endroit où elles avaient pris naissance. Ce n'est, en effet, qu'après un parcours contenant ua certain nombre de fois la longueur de la partie primitivement déformée , que les ondes se régularisent assez pour qu'on puisse se représenter bien nettement, au moyen des intégrales (184) et (185), les circonstances concernant soit leur forme, soit le mouvement des particules fluides. Toutefois , nous verrons au n" 29 que, du moins dans le cas de ce que j'appelle une solution simple naturelle, où la fonction F ,{^) est censée n'avoir sa valeur effective donnée que dans un intervalle élémentaire dx et s'annuler au dehors, il n'est pas impossible de se figurer, assez simplement même, les mouvements produits au lieu d'émersion et dans le voisinage.
^. — Lois des ondes par émersion produites les premières.
J'appellerai 21 la longueur de la section longitudinale immergée , ayant l'équation ^ ou A = F (ic) , du solide dont l'enlèvement donne naissance aux ondes, et je supposerai qu'on ait pris l'origine des coordonnées au milieu de cette longueur , en sorte que la fonclion F {x) s'annule hors de
(*) Recueil des Savants étrangers de l'Académie des Sciences de Paris, t. l", p. 186 , formule (/) — ou t. 1", p. 188, de la nouvelle édition des œuvres de Cauchy, publiée chez M. Gauthier-Villars.
l'intervalle compris entre x—- — l elx~l. J'admettrai de plus, pour fixer les idées, que les points où Ton veut étudier le mouvement soient du côté des x positifs, et je me bornerai, tant dans ce n" que dans le suivant, à ceux dont la distance x s l'origine est très grande en comparaison de la demi-longueur immergée l. Enfin, je rappellerai que nous avons pris pour unité de longueur, en vue de simplifier les formules , l'accélération ff = 9",809 due à la pesanteur.
Il y a d'abord, comme l'a reconnu Poisson , des lois extrêmement simples et, par conséquent, dignes d'intérêt, pour une courte période initiale, correspondant aux très
petites valeurs du rapport —, qui dure tant que le temps
écoulé i est encore trop petit pour qu'un corps tombant en cliute libre pendant ce temps eût parcouru un espace , -^i^, comparable à la longueur 21 du volume immergé. Alors les seules valeurs de « qu'il y ait à considérer dans l'expression (184) de f [p. 603] sont celles de l'ordre de petitesse de t.,
ou pour lesquelles -^ est très petit en comparaison de
l'intervalle 21 d'oii pourra ne pas sortir la variable des fonctions F.
En effet , d'une part , pour ces petites valeurs de a , dont nous appellerons e la plus grande, égale à un nombre considérable de fois i, la somme des deux fonctions E, dans (184), est sensiblement égale èi 2F {w -t- z-n) et se comporte , sous le signe d'intégration par rapport à « , comme un facteur constant ; de sorte que l'intégration dont il s'agit donne
Or, cette somme, en posant
_ i _ tdp
ou, sensiblement,
et comme il résulte d'une intégration par parties , effectuée en observant que, d'après (189) [p. 605], ^ f^j -r s'annule pourp— 0,
c'est-à-dire , en vertu de (178 bis) [p. 595] ,
on voit que la sommation par rapport à a, dans (184), auio pour résultat
en s'en tenant aux valeurs de a. moindres que t. D'autre part , les valeurs de « supérieures à e rendent le
rapport -r-^ extrêmement petit et le facteur 'î' [■^] sensible-
1 i' ment égal au premier terme , — ^ -- , du développement
3 V2 " que fournit (189) ; en sorte que la somme des éléments correspondants de l'intégrale en a considérée est de l'ordre de
OU comparable au produit de la précédente, ^-- , par
le carré du très petit rapport — et, par conséquent, négligeable.
Laformule (184) deviendra donc
■ ""■ O^ " 1 + '.^ ~ - J^ ^VGi-^
On y serait arrivé directement, en rappelant que la valeur
initiale de -^ doit se réduire à F [x) pour ^ = o , à zéro pour
X ou ^ infinis, et avoir son paramètre différentiel nul partout pour 2^0. Par suite, son expression ne peut différer
que par le facteur ponstant — — -de celle, (182), delà fonction f{œ, 2), et son produit par t égale sensiblement, si t est assez petit, la valeur môme de f , nulle au début (').
La solution simple naturelle de la question, pour cette première période, s'obtiendra en supposant la fonction arbitraire F (i) nulle en deliors d'un très petit intervalle d%, ou en réduisant le volume fluide déprimé initialement (par unité de largeur du canal) /F (£) dX, à un seul de ses éléments, celui, par exemple, qui est compris entre les deux abscisses Ç, S -H dl. Appelons dq = F (i) d'i cet élément (rapporté toujours à l'unité de largeur du canal), r la droite, Vd^-^{x — S)^, mesurant sa distance au point quelconque {x, z) pour lequel on veut prendre la valeur de cp , enfm, 0 , l'angle que fait cette droite avec l'axe vertical des z, angle tel, que
(*) Les mêmes considérations donneraient, dans le cas plus général oii l'exprès sion iiiitiala de h aarait F (œ, y) ,
2, i.JJ -,
j; — i=r sln 9, ^=r cos 6; et la solution simple dont il s'agit sera
On en déduit aisément, pour ses deux dérivées premières en ^ et 3 ,
t dq t dq (198) [pour nrès pelil; % =-- isiii20, j« -= |cos2e.
Ainsi, chaque molécule fluide prend tout d'abord un mouvement uniformément accéléré, dont l'accélération, inverse
du carré de la distance r, a la grandeur — j et la direction
opposée de celle qui fait l'angle 29 avec la verticale. Si l'on conçoit menés , par la génératrice immergée a; = ? du solide dont l'enlèvement donne naissance aux ondes, les deux plans rectangulaires qui sont inclinés sous l'horizon de 45" , le fluide compris au dessoxis ou dans l'angle de ces plans se soulèvera pour combler le creux initial, tandis que le fluide qui leur est extérieur ou supérieur s'abaissera. Dans les deux cas, les molécules se rapprocheront du plan vertical bissecteur de l'angle des deux précédents, ou mené le long du sillon creux de îa surface. On voit encore : r (pie les vitesses produites au-dessous du même sillon décroissent sensiblement, pour des couches de plus en plqs profondes, comme l'inverse du carré de la profondeur ; 2° que la tête de l'onde concave naissante est animée d'une célérité ou vitesse de propagation très grande. En effet, les ordonnées k de la surface, à la distance x — ^ = r, seront données par la
formule A := j wdt, qui, vu la seconde (198) prise avec
2 B — îc , devient
fldq )■ . ,' dq
{199} (pour ( très petilj /* ^ ~ , ou — t= Y-' ^— r :
or cette relaLion exprime que chaque ordonnée très petite k se transporte, le long du canal, avec une célérité constante, inverse de la racine carrée de sa hauteur h et, par conséquent, infinie pour la tète A = o (') . . Il suffirait d'ailleurs, évidemment, de remplacer F (^) dh=dq
par le volume immergé total | '^ f^ d\ = q (rapporté,
bien entendu , à l'unité de largeur du canal) , pour étendre les mêmes lois au cas réel d'un sillon creux initial ayant, dans le sens des x, une largeur finie donnée 2 L Seulement, on devra supposer alors la distance donnée r de ce creux aux points où Ton étudie le mouvement beaucoup plus
grande que/, afin qu'on puisse regarder — et 9 comme les mêmes pour tous les éléments dq.
Voyons maintenant, en nous bornant aux couches fluides dont la profondeur z au-dessous de la surface est très petite en comparaison de la distance t des points considérés au sillon élémentaire initial rf^= F (5) (?£, quelle sera la solution simple naturelle, pour toutes les époques # et toutes les ^ distances r= V'^^-f-fa; — Vf qui ne rendront pas très considérable le rapport -— . Nous supposerons que l'on ait , par
exemple, x — \ 'y o, ou que les points proposés [x^ z) soient du côté des X positifs par rapport au plan vertical mené suivant le sillon dq. Ainsi , l'abscisse x se trouvera, dans l'expression (184) de y, sensiblement supérieure à celle , S, hors du voisinage de laquelle la fonction F (£) s'annulera par hypothèse ; et, d'ailleurs, zt\ pourra y être censé rester
(*) Cette circonstance paradoxale résulte de l'hypothèse de l'incompressibilité (impliquant la supposition d'un coefBeient d'élasticité de volume infini ou d'une vitesse inânie de prapagation du son) , hypothèse inexacte si on la suit jusque dans tous les menus détails des phénomènes, mais très suffisamment approchée, au contiwe , pour l'étude des déplacements sensibles du liquide ; car chaque particule fluide n'éprouve, dans son volume, que des variations relatives absolument inappréciables en comparaison de ses déforniations linéaires.
de l'ordre dez, c'est-à-dire fort petit encoiijparaison de X — ?, car les éléments correspondant aux très grandes valeurs absolues devi n'y donneraient, à cause du dénominateur 1 -+- -1^, que des sommes négligeables de l'ordre de
I -^=—. Par conséquent j la fonction F [^ -1-211 -i
dont la variable dépassera toujours notablement \ pour les valeurs modérées de -i, sera négligeable dans (184) et pourra en être supprimée. Si, alors , on remplace la variable d'intégration a. par une autre 'k, telle, que l'on ait
-- = %■ d'où «=\A2te-| + ^r,)et//«= ^
et si l'on observe, d'une part , que le facteur -■ ~ de
l'expression de (/a ne différera jamais dans un rapport sensible de — oa de , d'autre part, que les deux
v-^ Mi'
valeurs extrêmes % = x-^z^, ? = — oo comprendront toutes celles de S pour lesquelles F [k] différera de zéro et que, par conséquent, les deux limites d'intégration par rapport à \ pourront être remplacées par j: co , il viendra
Rappelons en outre que, r désignant la distance du poini considére(a:,^)du fluide au sillon élémentaire primitif (/^=F(^)(^^
dontil s'agit, nous supposons ici le rapport— fini et, par suite, très peu différent de-—; -. Le facteur 4*
reviendra donc sensiblement à -}' [-r ■ Fnfln, les intégrales
( b\çjd'ç, j 7—^^ se réduiront respectivement à (^(? et à '^. On aura donc
(201) (pour ~ très petit) 7 = ^ ^ (|^)-
Cette formule approchée de f , ne se trouvant étabJie que pour les valeurs de z négligeables en comparaison, de r, n'est pas propre à être différentiée par rapport à z; car elle ne s'applique pas sur des longueurs z suffisantes pour manifester les variations de <f en fonction de z comme elle manifeste celles qui se produisent en fonction àer ou, ce qui revient au même, de w (vu que, ici, r seréduit sensiblement
à ar — ^). Mais -j- se calculera par la formule (159) [p. 5831, c'est-à-dire en différentiant deux fois par rapport à ^ la valeur (201) de f. Et, si on la joint à celle de -j- , qui n'est autre que u, donnée par (201), il viendra
InTrj-Tr
Ces expressions sont de l'ordre de petitesse de ■ — — aux
grandes distances r, pourvu que le rapport -j- ne soit pas
très petit : ainsi , elles décroissent relativement moins vite qu'elles ne faisaient dans la première période , alors qu'elles étaieat inverses de r". On reconnaît du reste , en supposant
le rapport ■-- très petit , de manière à pouvoir réduire le développement (189) de ^ {'[) à son premier terme, et en uégli ■
géant dans les résultais les puissances de i supérieures à la première, que les formules (202) compreanent bien celles, (198), de la première période, spécifiées pour 9 sensiblement égal à 90".
Enfin , l'ordonnée h de la surface , égale à la dérivée -jpour z = Q, sera, d'après (201),
Posons , pour abréger ,
et le troisième membre de (203) deviendra — - -{^i '[''(y)- Eiî
dh le différentiant par rapport a 7% on aura pour la dérivée -j
une expression qui, jointe à la première (203] de A. donnera aisément
'2 fl^tf r 1 , ,1 dh 2rf-ï (^ r a ,, ,1
7rr l i dr Tir^ dy l J
Ces valeurs de h et de -j-, comme celles, (201) et (202), de
cp et des vitesses u, td, sont les produits de facteurs constants par les inverses de certaines puissances de r et par des fonctions ne dépendant que du seul rapport y. Les formules (189) et (189 iis) [p. 605J donneront d'ailleurs, immédiatement, les développements en série de toutes ces fonctions de f; et l'on peut même remarquer que, pour les deux formules (205) , les développements ne contiendront que des puissances entières de 2 y. On aura, par exemple,
Les diverses ondes sillonnant le fluide à l'époque ^ou, du moins, ce que l'on entend d'ordinaire par ce mot, seront constituées par les parties en relief de la surface, convexités dont chacune , supposée comprise entre deux fonds de sillon consécutifs lieux de points à altitude minimum , aura pour ligne de faîte le lieu intermédiaire des points où l'aKitude, — h, se trouvera au contraire maximum. Donc on obtiendra les abscisses , is ou ^ *-r, des creux et des sommets successifs délimitant des moitiés d'onde ou , encore , marquant le milieu de ce qu'on peut appeler les ondes creuses et les ondes en relief , si l'on égale à zéro la dérivée de A par rapport à r. D'après la deuxième (205) , cela revient à annuler le second membre de (206). Abstraction faite de la solution Y=o qui correspond àr = Go etàÀ = o, Poisson a trouve pour la plus petite racine positive de cette équation , et pour les expressions correspondantes de r et de h données par les formules (204) et (205) :
i(Pr«mière onde creuse; (27)^=: 9,4482; d'où ■/ = h = (2,7583) -'^1 = (0,4486) ^.
La seconde racine correspond au sommet de la première onde convexe, de celle qu'on sera, par conséquent, le moins exposé à confondre avec aucune autre. Sa valeur et les expressions corrélatives de cr> et de A sont , d'après Cauuhy,
(Première onde en relief) = 4,18, r= (0,120)-^, ^ = — (17,76)^ = — (1,066)^.
Pour les racines suivantes, on peut,-]' étant déjà assez grand, réduire dans (193) [p. 607] l'expression de ^ (y) aux
deux premiers termes, c'est-à-dire à —^ cos (y^ — ^|. On
l'équation tang (y — ^1=--, laquelle se résout aisément
par approximations successives, dès que son second membre
approche de zéro ou que , par suite , ■( — — approche d'un
multiple exact de t^. On voit que les racines, en nombre infini , de cette équation , deviennent bientôt sensiblement équidistantes entre elles, de «. En outre, ces racines tendent
de plus en plus à rendre 4*' (y) "^gal simplement à ■^ -—- et à
rendre par suite, d'après (205), la hauteur h égale à
— \/ -^-^=-'- — ^ ■ ■■ quantité croissante, en un même
endroit , d'une onde à celle qui suit.
En résumé , d'après les formules (203} à (208) , tout se passe, à quelque distance de la région d'ébranlement , destà-dire du lieu de la dépression initiale, comme si la surface s'était couverte instantanément, dans cette région , d'une infinité d'ondes ou de rides, dont les fonds ainsi gue les sommets et même tous hs points prendraient, le long du canal, lors de l'émersion- du solide, des mouvements apparents de transport uniformément- accélérés, avec vitesse initiale nulle, mais avec des accélérations -—=-— variant
de l'infini à zéro pour ces diverses parties < d'ondes; d'ailleurs, d'après les formules (203) et (202), chacune de ces parties décroit en hauteur , à mesure qu'elle progresse, inversement à la distance parcourue ou au carré du temps écoulé, et apporte aux couches fluides superficielles des vitesses, tant horizontales que verticales, inversement proportionnelles au cube du même temps t. Les relations (208) montrent, en outre : 1" que l'onde convexe la plus rapide ou la première progresse environ huit fois plus lentement qu'un corps tombant en chute libre, puisque son
accélération égale les 12 cenlièraes de la gravité g (prise ici pourunité de longueur), et, 2", que la hauteur, -^, de son sommet au-dessus du niveau d'équilibre ne dépasse que très peu le rapport du volume de la dépression cylindrique primitive dq (par unité de largeur du canal) à la distance déjà parcourue?'.
Remarquons enfin que toutes ces lois, démontrées pour le cas d'une dépression primitive dq = ¥ [1)^,1 infiniment étroite, s'étendent sans difficulté au cas d'une dépression ayant une demi-largeur l quelconque , pourvu que les distances r auxquelles on observe le mouvement produit soient beaucoup plus grandes que cette demi-largeur l. En effet, pour un même instant et un même point te, z) du
fluide , les valeurs de — et de y se rapportant aux divers éléments dq de la dépression seront alors sensiblement pareilles; de sorte que la superposition des effets dusà tous ces éléments dq se fera, dans les formules ci-dessus, en remplaçant simplement dq^-àx Jdq ou q.
28. — Lois des ondes venant à la suite d'un certain nombre d'autres , ou après que le mouvement s'est , pour ainsi dire , régularisé : ces ondes se comportent- comme si elles appartenaient à des houles dont la longueur croîtrait graduellemsnt et dont la hauteur décroîtrait peu à peu suivant des lots plus ou moins complexes.
Pour déduire de la formule (200) toutes celles qui suivent, nouï avons dû admettre, non seulement que la profondeur z, au-dessous de la surface, des molécules fluides considérées était très petite en comparaison de la distance r= Vz^-i'{x—^'f de ces molécules à la dépression élémentaire initiale dq,
mais aussi que le rapport y =^ n'atteignait pas des valeurs extrêmement grandes. Les lois précédentes ne s'appliquent donc qu'aux ondes qui ne sont pas précédées
d'un nombre considérable d'aatres , ou dont la propagation est encore assez comparable , pour la rapidité , au mouvement des corps tombant en chute libre, de façon que l'espace total parcouru r y soit du même ordre de grandeur que le produit gf ou ff'. Voyons actuellement ce qui arrivera si, au contraire, le rapport y est extrêmement grand. Alors,
dans la formule (200), la variable -r-r — rdont A dépend
^ " 4((J! — Çh-îT|) ' ^
sera très considérable, et de minimes changements de \ — Sh la feront varier, ainsi quetî^, d'une manière sensible. Il sera donc nécessaire, même quand il ne s'agira d'intégrer par rapport à \ que dans un intervalle extrêmement petit et, pour ainsi dire, élémentaire, de décomposer cet intervalle en une infinité d'autres , tels, que ■{' ne varie qu'insensiblement de chacun au smvant. C'est , d'ailleurs, ce que nous avons dû faire déjà au n" 19 (p. 451), dans une question analogue , celle du mouvement transversal d'une barre.
Ayant donc ici, de toute manière, à intégrer par rapport à \ , nous chercherons à effectuer complètement le calcul
de f pour tout le volume ^= ( F {^) rii de la dépression
— / primitive , sans nous borner au cas d'un seul élément dq=F (^)d'i. Seulement, nous admettrons que l et, par suite , i soient , comme z , très petits en comparaison de ic, ou que les molécules fluides considérées se trouvent à une distance de la région des ébranlements trè::i grande par rapport à la demi-longueur l de cette région elle-même.
Alors le facteur — - pourra être remplacé , dans (200),,par — , et , de plus , on aura
Nous supposerons le rapporl — assez grand pour que son produit par la très petite fraclioD — ^ soit fini , mais
pas assez pour que son produit par le carré de la même fraction devienne comparable à l'unité. Le dernier membre de (209) se réduira donc aux deux premiers termes , et , la formuîe (177) [p. 594] étant d'ailleurs applicable, il viendra
(2io; '■
Portons cette valeur dans (200) et dédoublons encore en deux produits le cosinus et le sinus de la différence
— — -j-^; ce qui permettra de décomposer l'intégrale
double en produits d'intégrales simples. Si nous observons
alors que 1 expression I sm — — - tp — - s'annnie, comme
ayant ses éléments deux à deux égaux et de signes contraires (car la fonction sous le signe / y est impaire par rapport à ■']), et si de plus, afin d'abréger, nous posons
OÙ K et M désignent deux certaines fonctions de -, — dont la première sera toujours positive, nous trouverons
""'"' ^"'Js-lS-ï*")-/'
Ofj le dernier facteur du second membre de (211 iis), en
y appelant a l'expression positive -jy) n'est autre chose
que l'inlégrale classique / - — -d-r,, égale à'ne— <». C'est,
du reste , ce qu'on reconnaît en considérant d'abord l'intégrale définie
(2121 A=: r^p^^fl,
prise depuis v) = o jusqu'à une limite supérieure très grande
r, =— ,' où î désigne un nombre entier positif. Deux dif t'éren-
tiations consécutives par rapport à a donneront , pour ses deux dérivées première et seconde,
^-JT-— X'
Or, si l'on suppose i de plus en plus grand, les intégrales paraissant dans (219) et (213) n'en restent pas moins des fonctions de a finies et parfaitement déterminées , à cause
de la présence, sous le signe /, des facteurs y — ï : ï — "s infiniment petits à la limite supérieure ; et les trois formules (212), (213), (214) deviennent, en posant finalement, dans la seconde , «ti ~ H d'oii dr\ = — j ,
1 da
La dernière est une équation différentielle linéaire dont toutes les intégrales sont données par la formule A= ce"" i-Cifi". Déterminons-y les deux constantes c, c^ de manière que l'on ait, conformément aux premières (215),
( (pour a infiniment petit positifj
Il faudra, pour cela, prendre c, = o, c = — ; et il viendra
X'fB ''• = 2 -''■ I'tB ''=2 '"■■
On remarquera que la seconde de ces intégrales présente, pour a — o., la même discontinuité que l'intégrale plus
résinas!
simple I dw.
Mais il nous suffit ici de considérer la première (216) , et de la doubler en la prenant entre les limites :l:ao . Sa valeur deviendra bien r^e"" et , par conséquent, le dernier
facteur de (211 Ms) vaudra Jte~ÎS. Nous aurons, en conséquence, pour l'expression définitive de 9 ,
On remarquera que cette expression de f , où z entre par une exponentielle à exposant négatif, déoroît, à mesure que 2^ grandit , avec une rapidité incomparablement plus
grande qu'il n'arrivait pour les premières ondes , et qu'elle s'évanouit même, sensiblement, à des profondeurs 2: minimes par rapport à x^ quand le rapport de f à a; est assez grand. Donc, k mouvement, avant de se dissiper tout à fait, se confine dans les couches liquides superficielles, où sa propagation suivant le sens horizontal est encore appréciable longtemps après que s'est terminée toute p-opagation sensible dans le sens vertical. On peut induire de ià que ces ondes , ne perdant, pour ainsi dire , point d'énergie par le bas, décroîtront en hauteur , dans leur marche, beaucoup moins vite que les premières, et môme ne décroîtront pas, en moyenne, tant que leur mouvement ne se communiquera pas aux couches inférieures. C'est, en effet, ce que nous reconnaîtrons bientôt.
Appelons k^ le rapport, iini par hypothèse, -—j, ou posons
ce rapport k^ , à cause des valeurs relativement considérables de X et t, ne changera pas sensiblement, non plus
que le facteur — ::^ , pendant que wel t varieront de quan-
tités ^x et A^ comparables respectivement à l'intervalle de deux ondes et au temps employé par chacune d'elles à le parcourir. Donc, comme K et M, définis par (211), ne dépendent que de A, et comme on a, de plus,
l'expression (217) de f, si l'on y fait croître a: et ^ de ia; et M, deviendra, en y regardant x et t comme des valeurs de repère fixes,
(219) <;=: --^e~''^^ ain{k àl — k^^x-\-coastani.e}.
yfr.x
yGoosle
Elle est (le la forme Ce*"*^" sin {kt — IC-X+ const.), où x, t et, z seraient les variables ; et elle représente une hovÀe.^ c'est-à-dire un système, aussi simple que possible , d'ondes courantes, dans lequel le mouvement du fluide est périodique, le profil de la surface, exprimé par l'équation
sensiblement sinusoïdal, hi longueur d'onde (largeur de vague}, -T^ , la durée de la période, -^ , et, Ja vitesse de propagation , Y , c'est-à-dire, d'après (218), le double du rapport
— . Les molécules y décrivent, d'un mouvement uniforme
et continu, des orbites circulaires, dont le rayon, proportionnel à la demi-hauteur totale i. C des ondes , décroit comme l'exponentielle e— ^^^ quand la profondeur z augmente (').
Par conséquent , si Von considère, parmi les ondes dues à Vémersion du solide, celles qui viennent à la suite d'un assez grand iioinbre d'autres, et si on les suppose aro-ivées à des distances de la région d'èmersion beaucoup plus grandes gtce la demir-longueur l de cette Hgiùn, elles se comporteront sensiblement, sur des étendîtes comprenant plusieurs longueurs d'onde et pendant des durées de plusieurs périodes d'oscillation, comme de simples houles ou systèmes de vagues quasisinusoïdales courantes (à orbites moléculaires circulaires),
animées de vitesses de propagation doubles du quotient —
et ayant des longueurs d'onde et des périodes en rapport avec cette vitesse. Quant à leur hauteur atc-dessus ou attdessous du niveau d'équilibre, elle se trouve exprimée par
(*) Je renvermi, pour ta démonsti'atioii de eos lois d'une houle, à mon Essai sur la théorie des eainr, courantes (p. 335).
-^- A G ■ -H —z=z , et elle est, d'une part, en, raison inverse de
la racine carrée du cftemin parcouru x, d'autre part , m,
raison directe du facteur AK = -^ K, dépendant d'une
manière plus ou moins complexe , d'après les formules (21 1),
du rapport — ainsi que des dimensions et de la forme de la
dépression produite initialement à la surface du fluide ('}.
Avant de cherclier à nous rendre compte des changements de cette hauteur, soit pour une même onde qu'on suivrait dans sa translation apparente, soit aux divers endroits de la surface liquide considérée à nn même moment quelconque ;f, donnons une forme plus sensible aux lois précédentes, en imaginant une infinité d'observateurs, qui seraient tous partis, à l'instant de l'émersibn, du lieu où elle s'est produite , et qu'animerait le long du canal une certaine vitesse, constante pour chacun, mais variable", de l'un à l'antre, entre les limites zéro et l'infini; concevons en outre que chaque observateur examine à côté de lui les ondes qui s'y succèdent, en embrassant du regard une étendue qui en comprenne quelques-unes et en les suivant des yeux pendant quelques périodes. Il est clair que, après avoir laissé passer les premières ondes auxquelles la formule (219) ne s'applique pas, celui d'entr'eux dont la vitesse
(*) Poisson a désigné sous le nom d'onde dentelée l'ensemble des ondes , sans cesse changeantes , qui sont comprises à un moment donné entre deux points cflnséciiiife de la surface où K =; o , points qu'il appelle nœuds , parce que les oscillations de la surfïice s'y annulent , et qui sont évidemment animés , chacun ,
d'un mouvement uniforme (puisque K ne vai'ie qu'en fonction du rapport — j. 11
a déterminé, pour le cas d'une forme parabolique du second degré, à ase verfcal, de la dépression primitive , les circonstances que présentent ces ondes dentelées ou dentées (car il appelle les ondes effectives ou individuelles leurs dents) , dont le mouvement est uniforme , et dont la longueur est uniformément croissante ( à cause de l'inégalité do vitesse des nœuds). Gauchy a , de même , calculé leurs situations et leurs dimensions pour un certain nombre d'autres formes de la dépression primitive {Savants étrangers, t. l^', p. 184 à 234, ou (Euvres de Cauchy , t. P^ p. 191 à 239).
il vient d'être question , qui a pour célérité j et une hauteur
inversement proportionnelle à Vw. Ainsi, toui observateur parti de l'endroit de l'émersion au moment où elle a eu Heu, et parcourant le canal d'un mouvement uniforme, se trouve sans cesse dépassé par des ondes gui, sauf les premières , se meuvent deux fois plus vite gue lui, ont une longueur constante, égale au produit de 2« par le carré de leur célérité double de la sienne , et se succèdent à côté de lui avec des hauteurs graduellement décroissantes, inversement propo7'tionneUes à la racine carrée de la distance au point de départ ou à celle du temps écoulé.
Les divers observateurs voyant de la sorte , au même instant, des houles d'autant plus longues qu'ils sont plus loin du lieu d'éraersion , l'ensemble du canal est coiivert de boules de toutes les longueurs, mais de hauteurs très différentes. L'on a donc, dans ce phénomène, un exemple relativement simple, probablement le plus simple possible, de la production de houles non entretenues, ou qui s'éteignent graduellement, considérées dès l'époque même de leur formation, et non après qu'elles ont été profondément remaniées et simplifiées par les résistances passives comme sont celles qui s'observent en mer, très loin du lieu où une série de coups de vent les a fait naître , ou comme sont les ondes persistantes dues à des chocs périodiques s'exerçant quelque part sur un liquide , considérées à une certaine distance de là.
Observons qu'une même onde, animée à chaque instant d'une vitesse -j- sensiblement double de --, dépasse sans cesse le lieu , lui-même changeant , oii règne une certaine houle et où le rapport— est constant, pour venir faire partie
de houles de plus en plus longues. Comme l'équation différentielle -- = 2 - revient à prendre
dt t '-
/ (pour une même onde)
(221) \ r- , „ ' 'il 2?
i — = une const. y, A ou — - ^ — =^ — , ( ^^ 2^ ^l t
la propagation des ondes dont il s'agit est wniformément accélérée comme celle des premières. Par suite, leur longueur, ou la distance de deux consécutives , va , de même , en augmentant comme le carré du temps écoulé t ou comme l'espace parcouru x. Mais leur demi-hauteur totale .
(222) M™de.-.= ll-=0I.il^K
ne varie plus aussi simplement , c'est-à-dire en raison inverse de l'espace parcouru a: ou du carré du temps t, parce que le facteur K y est fonction du rapport indéfinimenl
décroissant è = — = — .
Pour comprendre comment l'expression de K atténue en moyenne , ainsi qu'il a été dit , la diminution de hauteur d'une même onde à mesure qu'elle progresse, et, aussi, comment le mouvement finit par s'éteindre aux petites distances du lieu d'émersion , là où sont les houles les plus courtes, cherchons cette expression de K et celle de 9 pour ce que nous appelons une solution simple naturelle, c'est-àdire pour le cas fictif où la dépression primitive se réduirait à un simple sillon, dq, d'une largeur infiniment petite 2e et d'une profondeur sensiblement constante, égale, par suite,
à ~ . Il faudra donc , dans les formules (211), en supposant
l'origine des œ prise au milieu de la largeur du sillon.
réduire ^ à £ et poser F [^) = ---. On voit d'abord que la
seconde intégrale (211) s'annulera, comme ayant sous le signe /une fonction impaire de S, et qu'il en serait de même dans tous les cas oil F ( — 5) = F (5), c'est-à-dire où le profil de la dépression primitive se trouverait symétrique par rapport à son ordonnée verticale moyenne. Donc, pour tous ces cas, où la première intégrale (211) a, d'ailleurs, sous le signe / une fonction paire de i, la formule (217) devient
Qt, si nous faisons ici / = £ , F (^J =-- -^- , une intégration immédiate donnera
Cette formule , comparée à (217) , montre que le coefficient —^J sin i-TTjdQ,
et que ,* par suite , le second membre de (222), où ^ = — , devient
Avant de discuter cette formule, comparons l'expression (224) de ç à la solution simple (201) [p. 615] , relative aux
premières ondes , où r remplace a; et où 4" (■77) ne diffère pas, pour r un peu grande de -^ sm i-j -jj ; on voit
--T^e *^^, qu'elle a en plus. Or, ce facteur, égal à 1 tant
que lû'z et A'e Sont infiniment petits , ou tant que le rapport de 4^ à ^^ comprend un grand nombre de fois ceux àe zkx et de e à ic, décroît ensuite graduellement jusqu'à zéro , en effectuant une infinité d'oscillations de part et d'autre de
cette valeur, quand le même rapport — diminue jusqu'à
zéro, c'est-à-dire quand on considère des ondes de plus en plus arriérées ou précédées d'un plus grand nombre d'autres. Ainsi, les deux formes distinctes (201} et (224) que présente la solution simple naturelle, pour les premières ondes et pour celles d'un ordre élevé, sont concordantes pour les ondes intermédiaires, de sorte qu'il n'y a pas de discontinuité au passage de l'une à l'autre.
La formule (225) permet actuellement de voir comment varie la hauteur des ondes : 1", à un même moment t, dans les diverses parties du canal; 2", en un même endroit, considéré aux instants successifs ; 3° enfin, pour une même onde, qu'on. suivrait dans sa marche apparente. Si, dans les trois cas, on considère d'abord ce qu'on peut appeler les deux hauteurs maxima posHUes des ondes soit au-dessous , soit au-dessus du niveau d'équilibre, c'est-à-dire ce que sont les maxima et les minima de h quand le facteur oscil-
lant sin— — atteint ses valeurs extrêmes ■<" 1 , la formule
(225) montrera de suite : 1" qu'à un même moment t les deux hauteurs maxima possibles , tant positive que négative , des ondes, croissent , aux diverses distances œ du lieu del'émersion, comme la racine carrée de ces distances, les ondes les plus fortes étant ainsi en avant et l'éqvÀUhre se trouvant déjà presque rétabli à l'arrière , prés du lieu de l'émersion ; 2" que, en un môme point « = const. , mais aux
divers instants successifs t^ les deux hauteurs maxima possibles des ondes sont inversement proportionnelles au temps (f écoulé depuis l'émersion du solide ; 3°, et que, pour une même onde suivie dans son mouvement, c'est-à-dire quand le rapport de x à f' est invariable , les deux hauteurs maxima possibles restent également invariables. En outre, dans les trois cas , les deux hauteurs limites dont il s'agit
sont proportionnelles à la profondeur, -^, de la dépression
élémentaire primitive dont on étudie les effets, et indépendantes de sa largeur 2 e suivant le sens des x.
Quant à la hauteur effective des ondes considérées , soit concaves, soit convexes vers le haut, elle oscille entre les deux hauteurs maxima possibles, l'une positive, l'autre
négative, tant que l'arc -j-^ est supérieur ou , du moins ,
comparable à -^. Et quand , au contraire, cet arc devient
très-voisin de, zéro, ce qui arrive, dans le premier cas. aux distances assez grandes a;, dans le second, pour les temps t assez petits et , dans le troisième , après un assez long parcours de l'onde, on trouve, en remplaçant le sinus par l'arc,
une hauteur des ondes égale, d'après (225) , à z. =^,
expression déjà obtenue plus haut, après les formules (208). Or cette expression^ contenant t en numérateur et x en dénominateur contrairement à ce qui arrive pour les deux hauteurs maxima possibles , renverse dans chaque cas le sens des variations moyennes de la hauteur effective dès qu'elle devient applicable, c'est-à-dire dès que la hauteur vraie cesse d'osciller entre zéro et la hauteur maxima possible.
Ainsi, les ondes les plus hautes , soit à un instant donm, soit à leur passage par un point doïmé , ne sont, ni les pT&miÈres produites , ni les dernières, et, pour chaque onde en particulier, stipposée du moins ne venir qu'après tm très
grand nombre d'mUres ou correspondre à une valeur très grande du rapport -^= — ^ la hauteur oscille, un certain nombre de fois entre les deux limites constantes t. — r -v" V'' ~5 =:^—-^m , pour prendre finalement l'ewpression évanouis-
sante'^ ^ =± V — — ■■ 0^"? ^ cette période finale, le
coefficient— de — z dans l'exponentielle de la formule (224)
devient incomparablement moindre qu'il n'était jusque-là, et le mouvement gagne les couches fluides inférieures. Ainsi , conformément à ce qui a été dit plus haut (p. 624), le mouvement ondulatoire, après qu'il s'est confiné, aux distances modérées du Heu d'émersion , dans les couches fluides superficielles, reste longtemps sensible dans chaque onde en particulier , et il ne s'y éteint finalement qu'en se communiquant aux couches profondes; ce qui lui arrive quand l'onde a beaucoup augmenté de longueur.
Tous ces résultats ne sont donnés que pour une solution simple, c'est-à-dire pour le cas où la dépression primitive
Ç = I F {^}d'z se réduit à un seul élément , de largeur
d^ = % dans le sens des x. On en obtiendrait d'analogues dans le cas général où <f aurait l'expression (217) [p. 623], au lieu de (224), et où K égalerait la racine carrée de la somme des carrés des premiers membres de (211) [p. 621].
Toutefois , pour les grandes valeurs du rapport -j-j , K
serait, en général, non plus seulement de l'ordre de petitesse
de --J-, mais d'un ordre supérieur, d'auta/nt plus élevé, que
le profil, h = ¥ ix) , de la dépression initiale se raccorderait mieux , aux deux limites x = ^l , avec le reste de la. surface libre, c'est-à-dire avec le plan des a)y.
En effet , une intégration par parties donne
F (S) cos ^^ ^ï = — [f (ï) sln ^ -J F'
K si"! 1
Prise entre les limites x=-^l, lïntégralo est donc de l'ordre
de — ^ quand le terme tout intégré ne s'évanouit pas ;
mais comme noua avons admis, pour la continuité de^ oa de ses dérivées (et, aussi, implicitement, pour l'applicabilité des éguations de l'hydrodynamique ratiomielle) , que l'ordonnée h variait partout graduellement, F (S) s'annulera aux deux limites ^ = 1; ? ; de sorte qu'on aura simplement
Or la nouvelle intégrale, où paraît P' (5J, pourra être traitée comme la proposée , pourvu du moins que les pentes F' (S) du profil primitif ne soient pas excessives ; et , supposé qu'elles aient des valeurs sensibles près des limites ^ = ^ £ , ou que F' {%) puisse être censé ne pas s'y annuler,
elle sera, comme on voit, de l'ordre du rapport — ^ . Donc,
la proposée se trouvera comparable au carré de ce rapport. Et il en serait évidemment de même pour l'autre intégrale,
F (?) sln -j-^ rfS. Ainsi, l'expression des hauteurs absolues
possibles des ondes dont il s'agit , ou gui vienrb&nt un certain nombre d'autres, comprmdra m plm un
l'ordre de —\ ce qui la rend comparable à
^—^ — , ou beaucoîip plus rapidenwnt décroissante pour les
petites valeurs de x et pour les gra/ndes valeurs de t. Rien ne sera d'ailleurs changé à l'expression de h concernant
les grandes valeurs de x ou les petites valeurs de l\ car elles correspondent aux premières ondes, et, celles-ci, à une certaine distance x ^ sont, comme on a vu, indépendantes de la forme de la dépression primitive , mais proportionnelles seulement à son volume par unité de largeur du canal.
29. — Étude du mouvement des ondes à l'endroit mèm,e où a eu lieu l'émersion et dans les régions wisines.
La formule (224)j où le facteur sin {- — ^] est seul rapidement variable en fonction de ic et de ^, montre, tout comme la formule i'201) relative aux premières ondes , que [ont se passe , là où ces formules sont applicables , c'est-àdire à des distances œ ou r du milieu d'une dépression primitive élémentaire dg beaucoup plus grandes que sa demilargeur e , comme si toutes les ondes en étaient parties à la fois, à l'instant même de l'émersion du solide qui l'occupait.
Eneffet, c'est en posant— 01^7-= certaines constantes Y, que
l'on obtient, dans les deux cas , les sommets des diverses ondes ; et , pour chacun d'eux , x on r s'annule en même temps que L Mais, les relations (224) et {201} ne se trouvant pas applicables pour r comparable à e^ cette simultanéité, physiquement impossible, de la production de toutes les ondes à l'endroit « = o , n'est qu'une fiction analytique , résultat des simplifications opérées, et il y a lieu de se demander, au moins dans le cas de la solution simple naturelle à laquelle conviennent déjà les formules (201) et (224), ce qui se passe , en réalité , aux points de la surface dont l'abscisse x est comparable à e. Nous l'apprendrons en partie, si nous y calculons, par l'équation (185) fp. 603], les hauteurs A du fluide.
Les fonctions F (.:?-+
ayant ici pour valeur -^ ou zéro
suivant que leur variable x -^ -^-^ est ou n'est pas comprise
entre ±_ £, les limites des intégrations pourront être resserrées, et, si l'on prend a; positif, il viendra aisément :
iii'fi
(pour iC <C, ê) a ^ ■ —
Posons , pour abréger ,
(227) ssW=^r(^)-f«,
sî (a) étant ainsi une intégrale que la formule (178 te) [p. 595]
ramènerait aisément à celles-ci, / (cos m^ ou sin 'nf) dm.
et chercbons-lui une valeur approchée simple dans le cas, que nous aurons spécialement à considérer , ofi a sera un nombre positif assez considérable. Une intégration par
parties, après qu'on aura substitué —d^ | donnera
<fa
Or le dernier terme de cette relation est évidemment négligeable , à côté du précédent , quand k atteint une certaine
grandeur ; car, sous le signe /, les valeurs de ■[- f ^ j , alors
aussi souvent et autant négatives que positives , cbangent
de signe pour des accroissements insignifiants de a , de sorte que cette intégrale est incomparablement moindre que ce qu'elle serait si on prenait positivement tous ses éléments, ou incomparablement moindre que j -^=— ,
quantité de l'ordre du terme précédent. Ainsi, mio expres- Hion approchée de ra («) sera, vu la formule (177) [p. 594],
1 /ï^\ V^ir
(228; (pour « a«se. gmnd) S5 («) = ^1 \=-l-
Donc, la fonction ra(x}, toujours finie d'après la formule (178 te), et égale à — ^ pour a = o , ondule ensuite , de
part et d'autre de zéro , une infinité de fois et de plus en plus rapidement, en tendant vers cette valeur zéro, qu'elle atteint pour z = x ,
Cela posé , les deux formules (226) , condensées en une seule à double signe, deviendront
' ' V < 1 ^^ Wïi^y ""' V±2(^-.}'
Chacun des deux termes de cette expression de h représente une quantité qui reste constante quand on fait varier proportionnefiement à ^ la distance, « -i- e ou :t (^ — ^)j àe& points considérés , d'abscisse œ , à l'un des bords, a; = — ë ou « = Ë , du creux primitif dq; et , de plus , cette quantité
1 , . i /2(fl;H-s)
s'annule quand le rapport — , c'est-à-dire y —^ — ou
\/il
, égale zéro.
Donc, les ondes produises peuvent être cernées résulter, dam toute l'étendue ■ du canal et même au lieu d'éTnsrsion , de la combinaison de deux systèmes égaux d'une infinité d'ondes
uniformément accélérées , nées toutes à la fois, sans célérité initiale, sur les deux bords du solide immergé, au moment ■préds de son mlèvement, et ayant des hauteurs invariables pendant toute leur pvpagation, mais infi:
celles dont l'accélération^ — — ^ '' ou = — - — . est infiniment petite éllCr^nêTne.
D'après la formule (229), dont le dernier terme change de signe avec ce — s, ces deux systèmes d'ondes s'ajoutent ou se superposent pour les points situés entre les deux bords , là où ils marchent en sens contraire , et ils y produisent une sorte de clapotement , composé d'une succession de soulèvements et d'affaissements surplace; ils se retranchent, au contraire, hors du lieu d'émersion, là où les deux systèmes d'ondes vont dans le même sens, et ils y donnent lieu , par suite , à une certaine progression apparente de la surface. Sur la limite même de cette région et de la précédente, c'est-à-dire, par exemple, au bord a; = s du creux primitif, les deux systèmes se réduisent à celui qui a pour point de départ l'autre bord ; car, si petit que soit. !e temps écoulé t , les ondes nées sur la ligne a! = s l'ont déjà quittée, en laissant établi derrière elles le repos. Ce cas excepté , les deux systèmes d'ondes ne sont encore réductibles à un seul que sur la ligne a^ = o équidistante des deux bords, là où ils se trouvent en parfaite concordance et équivalent au double de l'un d'eux.
Dès que le temps t a pris des valeurs sensibles, les variables y.=- — , a= '- deviennent très grandes,
du moins pour les points, voisins du lieu d'émersion, que nous avons spécialement en vue , et la fonction la («) peut être remplacée par sa valeur approchée (228). Plusieurs conséquences importantes se montrent alors.
Par exemple , les deux hauteurs h les plus grandes en valeur absolue (l'une positive et l'autre négative), possibles
en chaque endroit et pour chaque instant, s'oMiendronL en donnant simultanément la valeur absolue 1 aux deux, sinus qu'introduira dans ("^9) la formule (228'!. EL Ton aura delà sorte, pour tous les cas,
(230) Val. maxim.de H-_/J
Quand x est beaucoup plus grand que e, ce maximum devient, comme il le fallait, celui que nous avons trouvé dans
la dernière partie du numéro précédent (p. 632), — — y ■^■
On reconnaît aisément, par la considération de la dérivée,
que sa valeur générale (230), égale à — i- au milieu du
lieu d'émersion ou pour x=çi , décroît quand on approche
du bord de cette région, œ=z, où elle est ■ — — , et qu'elle
grandit ensuite indéfiniment avec a;:, conformément à ce qu'on a vu (p. 630). Si donc on fait abstraction d'une courte période initiale , les dénivellations observées sont bien plus faibles au lieu d'émersion ou dans le voisinage qu'à une certaine distance; et le repos s'y trouve, pour ainsi dire, rétabli depuis longtemps , que des ondes très sensibles sillonnent encore , plus loin , la surface.
La formule (230) montre que les dénivellations s'évanouissent partout quant f devient assez grand. On peut en déduire que les calculs effectués au n" précédent en négligeant, dans le dernier membre de (209) [p. 620], les termes qui suivent le second , sont suffisants ; car les plus grandes
valeurs que nous y ayons considérées du rapport -j- font
déjà insensibles, bien évidemment, les masima de ±, h calculés par la formule (230). Par suite, les valeurs, encore
plus grandes, de-^, qui rendraient appréciables les termes
négligés de (209) , ne correspondent qu'à de dernières tracas du mouvement, impossibles à distinguer expérimentalement du repos.
J'observerai enfin que, lorsque le rapport dexks devient considérable, ce qui permet de prendre, à l'ort peu près,
l'expression générale (229) des hauteurs à relatives à une solution simple naturelle redonne celles qui ae déduisaient des formules (201) et (224) obtenues plus haut. En effet, s'il s'agit d'abord de valeurs de û et x ne rendant pas très
grand le rapport -■■ ■■-, on a sensiblement
et, en observant que, d'après (227), ra' («)= — "J^'f-r.lj l'expression (229) de A se réduit bien à la dérivée par rapport à ^du second membre de (201} [p. 615], sauf le changement de es en r. S'il s'agit , au contraire , de grandes valeurs do
— ^, ce qui rend applicable la formule (228) où, même, Vas _
le facteur — = — '' " est réductible à — -— , l'expression
(229) donne aisément la dérivée par rapport à # du second membre de (224) [p. 629] spécifié pour z=^o : il faut seulement, pour le voir, ne pas oublier que cette dérivée s'obtient
sans faire varier le facteur —r sin -t-t , dont les change-
ments sont comme infiniment lents par rapport à ceux de
l'autre facteur sin I- — - ----).
30. — Formules fondamentales de la théorie des ondes par émersion , dans le cas général d'un bassin indéjini et d'un corps immergé de forme quelconque.
Je me contenterai, pour ne pas allonger démesurément cette étude , de montrer comment le procédé d'intégration qui en fait l'objet permet d'attaquer le problème des ondes par émersion, dans le cas général où l'on doit tenir compte des deux coordonnées horizontales x et y.\\ y divise les difficultés de la manière la plus naturelle , en débrouillant et mettant , pour ainsi dire , à nu tous les éléments de cette question, que Poisson qualifie A' assez épineuse ('). Et la méthode s'étend même , au point de \:ue analytique , au cas d'un nombre quelconque de variables analogues à a; et à y, ou qui entreraient dans les équations comme y paraissent ces deux coordonnées horizontales.
Si nous représentons par Ag le paramètre différentiel
-nr -^ —TT ■*-■•., moms le larme —, — , ou obtenu sans laire (fe* dy^ ■ ' dz^ '
varier la coordonnée verticale z, nous aurons, d'après (167)
[p. 589] j pour remplacer la première (171) [p. 592] ,
SI
équation indéfinie à laquelle continueront à s'adjoindre les deux conditions d'état initial (171),
d^f (231 dis) [pour i = o) f = o et --I = o.
On y satisfait en posant, pareillement à (173), {'') Mémoires de l'AcaiMmie des Sciences, t, 1™, p. 141.
et en dispot^ant convenablement de la fonction f. Pour
abr(iger , appelons p la variable -^-^ , dont dépend celle-ci,
et f, f" les deux premières dérivées de / par rapport à |3.
Comme -y^ et A^ ^ se déduiront de a , respectivement , en
substituant, sous le signe /, /^', '\" à /", -Jj et A^ fh f, il suffira de déterminer/, en fonction de {i, par l'équation aux dérix^ées partielles
(2331 riso„i|; = 4,/-,
pour que A^ ^ s'exprime au moyen des f" conmie il arrivait dans le cas d'une seule coordonnée borizontale x et pour que, par suite , (232) soit , de même , une solution de (231), vériiiant encore les deux conditions d'état initial (231 Ms). Il viendra d'ailleurs
expression qui, à la limite t --- o, se réduit, d'après (178 Us) [p. 595], au produit de— ^ par la fonction /(o, it;, ^, ..,z),
restée arbitraire. Et l'on déterminera enfin celle-ci, comme on a fait dans le cas d'une seule coordonnée horizontale x , par des équations pareilles à (172) [p. 592], dont la première s'écrira actuellement
(235) -^ + Aj ? ^ o
et dont la deuxième aura pour second membre Y [x,y, ...] au lieu de F [x], en y joignant les conditions f ou /"= o pour x,y,...,z infinis. Par exemple, si les coordonnées horizon-
taies sont x et y, l'emploi d'an potentiel ordinaire donnera
r ia ^ , n'exprime pas une propagation du mouvement ai
Ainsi , toute la difficulté sera de trouver une intégrale de (233) où'/' se réduise, pourP = o, à cette fonction (235 te). Or l'équation (233) a précisémeut la forme de celle du son ; et Poisson en a donné , comme on sait , pour le cas de trois coordonnées x, y, ..., l'intégrale générale , qui se démontre très facilement par la considération de potentiels sphériques , ainsi qu'on l'a vu dans la première note complémentaire (p. 335) : p y joue actuellement le rôle du rayon *■ dos couches sphériques (*).
(*) Je pi-ofite de l'occasion pour observer que, dana le cas d'un espace plan, à deux dimensions, o'est-à-dire dans le cas de deux coordonnées as, y, où les masses figurant par leurs potentiels sphériqiies au second membi-e de la formule (ç) [p. 335j ont leur densité indépendante de s et se composent ainsi do filets rectilignes homogènes de longueur infinie perpendiculaires an plan des aiy, l'éqiiation
d son ^
intégrale, ou aussi exempte de dissémination, que dans le cas d'un milieu à trois dimensions, traité à cet endroit (p. 336) , ou dans celui, plus élémentaire , d'un milieu à une seule dimension.
En effet , l'un quelconque , supposé unique , des filets considérés de matière , parallèles ans x , défini en positioa par ses coordonnées 'J:^ , j/i dans le plan des (ey , est coupé par toutes les sphères décrites , autour d'uh centre donné (x, y) , avec des nij'ons r supérieurs h la distance D ^l'[a'— a;j)2 -*-{¥— z/iP du point (iC, y'^B.a filet dont il s'agit, bien que la section soit incomparablement plus grande pour celles d'entre ces sphères qui intersectent le filet presque taiigentieJlement, ou dont les "rayons r dépassent il peine la distance D, que pour toutes les autres. Ainsi, le potentiel sphérique coiTespondant [proportionnel au quotient parc de cette section] , nul tant que !e rayon r ' n'atteint pas la valeur D, croît ti'ès vite dès qu'il la dépasse, pour décroître bientôt, très rapidement d'abord et de presque toute sa valeur maxima, mais sans jamais s'annuler complètement, quand r continue à grandir.
La propagation du mouvement dans le plan des xy, à partir du centre (a;j, ^i) d'ébranlement, s'effectue donc, vers tous les autres points ia:,y) du plan, avec la célérité constante prise pour unité de longueur et, par conséquent, sans dissémination en avant, mais avec une faible dissémination en arrière; de sorte que le repos ne se rétablit, après le passage d!une onde circulaire, gu'asymptottguement, c'est-à-dire au iowt d'un temps r ou t infini.
Bornons-nous à l'hypothèse . seule utile ici , de deux coordonnées horizontales 3),y, et (autant pour fixer les idées que pour simplifier les résultats) aux points de la surface, où^=o et où , par suite , f{o,w,y, o) devient
'F[x,y). Alors j en prenant, afin de réduire à un seul
les deux termes f de la valeur (232) de f , une expression de f qui soit paire par rapport à p , nous n'aurons (ju'à appliquer la formule (f,) du n" ,3 de la note précédente
(p. 337), avec c {x, y^z)~o et o, («, y, z] = - — F [x , y). Enfin , si nous tenons compte de l'observation (4**) qui termine ce n" 3 , il viendra
'■ dp
■ I ^)5cosH.'/i'. f ''Fte-(-3cosij,co3(l,y-(-(3cosii;sirie)i/û.
surface libre, en appelant maintenant ;3 le rapport -
\Ar=. . i yi-Tr] da— I j5c0S|i(('|A I Fji»-(-j5cOS,aCOs9,
y-i-]9co3|j.sin(i)
On voit que le temps t n'y entre que par l'intermédiaire de ;3. Or, si nous obsen'ons que , de la relation ^ —-^y on tire
dt ~ a^ dp dp '^ t dt^
la substitution de -^ à fl sous les signes / fera prendre
aisément à cette valeur de h la forme
( /. = >5^ fit, r%, n,
(2381 ,'l<(lJo ■ J. J,
Remplaçons enfin la variable d'intégration a par unft antre,
r, égale à --- ■- et donnant , par snite , f?a = — dr^
entre les limites t = (x> . r = o : il viendra
( F (fl! -H î- uos 0 , ,^ H- r sin 6) (/r.
Il suffirait actuellement de substituer à r et 9, considérées comme des coordonnées polaires autour du pôle {ce, y), d'autres variables ? = a;4-r cos 6, ti = ^-(- r sin 6, coordonnées rectangles, et de remplacerj en conséquence, rdMr
par d^dr,, ou d^dr par — '-, puis d'intégrer par rapport à
? et ïi entre les limites ^ ce , pour avoir une valeur de k dont l'identité à celle que Gauchy a donnée (') se reconnaîtrait assez facilement en mettant pour i' (y) son expression (193) démontrée plus haut [p. 607] (").
(*) A la page 236 de son mémoiee (Savants étrangers , t.. I*'', formule 1^, ou à la page 24i du tome I'' des Œuvres de Cauchy, éditées chez M. Gau{hiei'A''illai's.
(**) La seule partie un peu délicate de cette identification de la formule (239) ft la formule citée (i48), beaucoup plus complexe , de Cauchy, concernerait l'intégi'ale quadi'uple qu'introduit dans le second membre de (239) le dernier terme de l'expression (193) de ■/ (■/). 11 faudrait y prendre pour variable d'int^ation , au lieu de celle que j'appelle m, sa racine carrée, en posant m = /j, et puis observer que, l'on aurait , sous le sig'ne / coirespondant , une expression de la forme (sin v)d(—e -*'">'), qu'une intégration par parties, entre les limites v = o, v=;«j, changerait en e -*'''■' cos ■> di.
Quand la dépression primitive se réduit à un smxl de ses éléments , F (S, ïi) d^, d-n = dg, situé à la distance r du point {iC,2/), il vient la solution simple naturelle
4dq d ri t ,,
Cette expression de h se développe aisément suivant les puissances impaires de ^. Remplaçons-y, en effet, 4^' 'ï) par la série (189 bis) [p. 605], qui donne
' "^ '"" 4L 1 1.3.5 ■'■- 1.3.5... (4îj^-l)"^ "'J'
puis substituons ti 2 y la valeur -- cos [j- , et observons que
2 2.4.6... (2 « -H 2)' Nous aurons finalement, après avoir différentié par rapport
-(2. 4.6.. .2») ;2«H-3) [2»-f-5)... (4«-Hi:i-^ '"J '
formule identique à celle que Poisson a obtenue par une tout autre voie (p. 153 de son mémoire).
(240) , entre les limites de l'intégrale , excepté près de la limite supérieure, où la fonction sous le signe /cesse d'être considérable et finit même par s'annuler comme cos \>.. Ces éléments voisins de jj: = -|- ~ > ^'ù y n'est pas grand, sont donc négligeables, eu égard surtout à la forte valeur de l'intégrale.
Quant aux autres, le facteur Y (ï) ; exprimé par la dérivée du troisième membre de (177) [p. 594], y change de signe à chaque instant, et de plus en'plus souvent à mesure que j^ grandit ou que cos ^ varie plus vite : ces éléments forment donc une série de termes alternativement positifs et négatifs, diminuant très graduellement de l'un à l'autre, en valeur absolue, dès que [j. devient sensible, et dont les derniers (surtout à cause du facteur décroissant yl) sont absolument négligeables devant les premiers. On peut donc se borner à ceux-ci , c'est-à-dire aux éléments correspondant aux petites valeurs de |i, qui font varier cos 1^ et 4'' (y) avec une rapidité bien moindre que les autres.
Or, ces valeurs rendent y sensiblement égal à -j- [1 s-);
ou môme à — ; et 4'' [i], d'après (177), y est réductible à
cos \~
Par suite, vu que. des valeurs tant soit peu sensibles de y. font très grand le rapport -^ , l'intégrale paraissant dans (240) devient, à fort peu près ,
~— cos -, I . cos ——■ (ï[i-(- sin . I sin — — rfjt ,
OU bien, par l'emploi des deux dernières formules (() [p. 403], dans lesquelles on fera n --= o, m = — ^ ,
yGoosle
La dérivée de cette expression par rapport à t est sensiblenieni.à cause delà très jurande valeur de -r-, — '■ — — cos- — .
Donc, en définitive, la solution simple (240) peut se réduire à
'242: pour — assez ffraiid h = -— cos - — ,
Klle est bien d'accord avec celle qxie Caucliy a obtenue f) , et dont il a déduit, par voie de superposition ("), les lois des ondes d'émersion' circulaires , ou autres à profil horizontal également courbe, pour diverses formes du solide immergé, et, en particulier, pour celle d'un paraboloïde elliptique ayant son axe vertical, qu'avait déjà considérée Poisson.
L'analogie de la solution simple (241) ou (242) avec celle qui se déduit de la formule (201) [p. 615], pour le cas d'une seule coordonnée horizontale x, et qui est. d'après (203), (189 Us) et (177) [p. 616, 605 et 594] ,
ou, quand -- devient très grand,
suffit d'ailleurs pour reconnaître que ces ondes présentent
{*) Formules 175 et 179 de son mémoire , p. 242 fit 243 , ou Œuvres , t. F', p. 247 et 248.
(**) P, 243 à 279 du mémo mémoive, ou Œuvres, t. 1"', p. 249 à 285.
les mêmes caractères généraux que les ondes rectilignes ou cylindriques d'émersion propagées le long d'un canal , et, notamment, qu'elles sont uniformément accélérées comme celles-ci. Mais elles diminuent plus rapidement de hauteur
à mesure que leur parcours r augmente, car, pour —
constant, les formules (243) et (243 Us) font varier A en raison inverse de la distance r, tandis que les formules (241) et (242) donnent h inversement proportionnel au carré r^ de cette distance.
SI. — Des oncles par impulsion.
Les lois des ondes produites, par impulsion superficielle, dans le liquide en repos d'un canal ou d'un bassin quelconque, se déduisent immédiatement de celles des ondes (|u'y ferait naître l'enlèvement brusque d'un solide, supposé immergé préalablement à l'endroit môme où s'exercent les impulsions proposées et jusqu'à des profondeurs h égales numériquement, sur chaque verticale, à l'impulsion effective éprouvée par l'unité d'aire. Il n'y aura qu'à prendre la dérivée, par rapport au temps ^ , de la fonction f relative à de telles ondes d'émersion, pour avoir l'expression de f convenant aux ondes par impulsion considérées. En effet, la
dérivée -^ vérifiera évidemment , comme « . la deuxième
équation indéfinie (152) [p. 578] , i, ^ = o , ainsi que la
relation (157) [p. 581], ->- -tj- = o, spéciale à la surface
vitesses à la normale dn de la surface limite, qui concerne le fond ou les parois. Donc, il suffira, pour que cette dérivée soit la fonction ^ cherchée , relative aux ondes par impul-
sioii, qu'elle satisfasse aux conditions d'état initial, qui seront, d'après (155) et (156) [p. 580J,
(244) (pour ï et d nuls) if = P,(a!,y), — = o.
Or c'est justement ce qui aura lieu; car, par hypothèse, la fonction f proposée, relative aux ondes par émersion,
vérifie, pour ^ et ^ nuls, les deux conditions k ou -j=^i {^iV)^
w ou — =0, dont la seconde revient à -^=--o d'après la di ' dt^
relation spéciale à la surface libre. Ainsi , la dérivée de f par rapport à t est bien une fonction ayant, pour z = o, sa dérivée en t nulle initialement et sa propre valeur initiale exprimée par Fi [x, y].
On n'aura donc, s'il s'agit, par exemple, d'ondes cylin^ driques superficielles par impulsion, propagées le long d'un canal, qu'à changer F en Fi eidq, ou ¥{i)âX, en (?^i=Fi(^)(?£, dans les relations (184), (185), (197), (198), (200), (201), (203), etc., puis à remplacer tous les seconds membres parleurs dérivées par rapport à t , pour avoir les formules des vitesses, des hauteurs, etc. Il est clair, vu la quasi-périodicité de la fonction -î-lr) et, par suite, l'analogie de cotte fonction avec ses dérivées, que tousjes traits généraux seront les mêmes; notamment, que les ondes soit saillantes, soit creuses, se trouveront encore uniformément accélérées ; qu'elles correspondront encore , du moins dans le cas d'une solulion simple naturelle, à des valeurs du
rapport ^sensiblement distantes de ■^\ qu'elles ne tarderont pas à constituer une infinité de houles régies par les formules (217) ou (224) , à cela près qu'il y paraîtra un cosinus au lieu d'un sinus et qu'il y aura de plus, en coefficient, le facteur -x- ou A; etc. Mais il est bon de remarquer <[ue Ifls ondes y décroîtront beaucoup plus rapidement , du
moins nus grandes distances ; car la difrérentiation par rapport à t introduira partout en plus , toutes choses égales
d'ailleurs, ce facteur ■^= (^] — , qui sera, pour chaque
onde en particulier , inversement proportionnel au temps ou à la racine carrée de la distance parcourue. Par exemple, les premières ondes , dont la hauteur décroissait en raison inverse du carré du temps écoulé t quand elles avaient été produites par émersion , s'abaisseront ou s'aplatiront maintenant en raison inverse de son cube ou de la puissance f de l'espace x parcouru.
Par contre , quand un certain temps se sera écoulé , les ondes qui continuent à se former au lieu d'impulsion s'effaceront moins vite lorsqu'on approchera de ce lieu, et moins vite aussi à mesure que le temps grandira. Bn effet, leur hauteur maxima possible (|ui, d'après ce qu'on a vu à la fin
du n" 28 (p. 633), aurait été de l'ordre de — — sans l'introduction du nouveau facteur — - . se trouvera, en réalité,
comparable à — ^-, expression qui tend vers zéro , mais
moins vite que la précédente , soit quand la distance positive X décroît , soit quand t grandit. Il est même digne de remarque que , si l'on pouvait supposer l'impulsion primitive par unité d'aire, F, (S), brusquement variable d'un point de la surface à l'autre et, par exemple, finie aux limites x = -^l hors desquelles elle est nulle, les hauteurs maxima possibles auraient en moins, comme on a vu au même endroit [p. 632] , un facteur de l'ordre de — ; d'où il suit que ces hauteurs possibles seraient comparables à —i. Elles res-
feraient donc les mêmes à toute époque et très grandes aux petites distances «, jusqu'à ce que les ondes observées,
devenant, à cause des facteurs sin |- ^) ou cosf-; -\.
de plus en plus courtes , et de plus en plus lentes dans leur propagation , à mesure qu'on les considérerait en des points de moins en moins éloignés de l'origine ou après des temps t de plus en plus grands , fussent trop aiguës pour se soutenir; et déferlassent.
Ce fait ^nalyti([ue permet de comprendre comment il arrive que la surface de l'eau d'an bassin se couvre, aussitôt après un coup de vent, à l'endroit même oîi il a soufflé, d'un nombre considérable de rides très rapprochées-, assez persistantes et presque immobiles.
ADDITIONS A LA NOTE II
Addition au n" 5 (p, 375}. — Démonstration plus simple des propriétés de l'intégrale dè/înie considérée dans ce numéro 5.
La fonction
où p désigne un exposant constant quelconque, peut se déduire de l'intégrale définie plus simple (5) [p. 360J, Il suffit , pour cela , de poser, dans celle-ci , .f = r'^ ou ^ = rj, et d'observer que, -^ et -^ pouvant s'écrire respectivement
27-g)}sl2|-(^)l,les deu. fonction. A g), 'i (|î) paraissant dans l'intégrale définie (5) deviennent deux autres fonctions /J (~\ eti{'i (-^-j) [non moins arbitraires que les précédentes f et à'] des deux nouvelles variables
D'ailleurs, la formule (6) [p. 361] ne se transforme pas moins simplement. D'une part, la relation existant entre s et r y donne
éf p 1 — 3 da
d'autre part, la dérivée do l'ancienne variable 2p'"Y^J' par rapport à la nouvelle variable — , étant 2"? ou — a ^ on a
Ainsi les deux formules (5) et (6) [p. 360 et 361] , où l'on pourra finalement effacer les indices de /i et i^i , deviennent, l'une, la nouvelle formule [a), l'autre, en supprimant de
ses deux membres le facteur commun |-, la relation
-sr'Q^ii'-'--
Pour donner à celle-ci sa forme définitive, appelons q un nombre lié hp par l'équation
[Cl i-^i-^1, ou p~l^^, q~\=t,
V î if
de sorte qu'on ait
a""- d^ nu -^ d.^-^ = -^ d.Â ;
et posons
\d) «f = ,3 ou «P=p^.
yGoosle
La quantité sous le signe /, dans (Ô), se transformera en celle-ci ,
De plus , p variera , comme a , de zéro à l'iiifini , et dans
verse si ce rapport est négatif. Il viendra donc , dans les deux cas, au lieu de la formule (ô), en représentant par
y —^ la valeur absolue de — et multipliant les deux
membres de (b) par cette valeur absolue ,
Telle est la relation , évidemment identique à (30} [p. 378] , et se réduisant à la formule (6) dans le cas particuîier^ = §'— 2, qui exprime la propriété caractéristique de l'intégrale définie {a). On voit, en y remplaçant p par a. et en comparant le second membre de(e) à celui de (a),
que la fonction \/ ~ r'~p -z- est de la même forme que a,
sauf la substitution de ^' à {j et le remplacement de p par q ,
al r^
suivi de l'échange des rôles des deux variables — et — . Par
suite, en traitant le second membre de (e) comme on a fait pour celui de [a), il viendra
ou bien , par î'effectuation des calculs ou premier membre , et vu la relation (c),
r Or Jo
C'est justement la formule {a) de la page 396. D'ailleurs le premier membre représente, comme on sait, le paramètre ia <f , quand r'^ exprime la somme x^ -*- p^_-+- ... et que
l'on prend 1 = m^l ou ?> = -—, m désignant le
nombre des variables x, y. .... Ainsi, dans ce cas , le paramètre différentiel A3 de la fonction cp s'obtient bien en remplaçant simplement, sous le signe /de la formule («), chacune des deux fonctions /, 4' par sa dérivée.
Addition ad n" 22 (p. 499}. — Extension de la loi de Thomas Young , sur l'effet de début d'un choc longitudinal, au cas où la barre n'est pas cylindrique , mais en forme de tronc de cône, et autres lois d'un tel choc , pour rnie barre de longueur indéfinie heurtée à son petit bout.
Quand la barre, qu'on peut supposer, comme on a vu , s'étendre dex=oax = o:} lorsqu'il s'agit d'étudier uniquement la période de début du choc, n'est pas cylindrique , mais en forme de tronc de cône , du moins aux environs de son extrémité heurtée , la loi de Thomas
Young — 9 = — s'y applique encore. Elle y régit même,
non seulement les déformations de début qu'éprouve l'extrémité heurtée, mais celles qui se produisent, à des distances xde plus en plus grandes de cette extrémité, aux moments où s'y propage l'ébranlement du choc, à la condition, toutefois, d'appeler v les vitesses effectives qu'on observe alors à ces endroits, vitesses inversement proportionnelles à la racine carrée des sections ainsi atteintes successivement.
Pour le démontrer, admettons (comme il est évidemment permis de le faire, toujours pour la période de début où le mouvement n'a pas encore franchi des distances
notables) que la barre soit conique de x=^o à ^ = ûo, sauf, dans le cas où les sections iraient en diminuant, à se continuer au-delà du sommet par un cône opposé, compris entre les génératrices du premier prolongées. Mon intention n'est pas, d'ailleurs , d'examiner en détail les circonstances propres à ce cas. Appelons — c l'abscisse , négative ou positive, du sommet du cône, de sorte que la barre ait ses sections normales i proportionnelles à {w-i-cf: sa niasse par unité de longueur [en continuant à prendre pour unité la masse de l'unité de longueur du tronçon keurté] et sa tension sur ses diverses sections ^ seront , en conséquence , les deux produits respectifs d'un même
facteur constant par {x -+■ cf et par w^ {x -i- cf -j-.
L'équation indéfinie du mouvement,
dt^ dx \ clx j M \ dwj
devient donc , par une suite de transformations évidentes.
ou enfin, en divisant par x-*-c,
dt^ '" (&*
Ainsi , le produit {x -^ c) f est régi par ré(iuation de d'Alembert, comme l'avait remarqué M. de S*-Venant dans un article du 30 mars 1868 (') qui a donné l'idée de l'Addition actuelle; et il en résulte que son expression générale se compose de deux termes de la forme /'(w^^^a;).
(*) Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences, t. LXVl, p. 650,
Mais les conditions y = o pour t — — x etf^o pour a; = oo obligent encore à annuler ie second de ces termes, celui dont la variable estw/-i-a;; et il vient au lieu de l'équation (143) [p. 498], avec une fonction arbitraire /",
[143 ^^s) {p-^c]<st = fU — (i).
On en déduit immédiatement , en différentiant soit par rapport à ^, soit par rapport à «,
:)-4-ou \^-k-è--,'B = '4'U>t — x],
(a, ^- c) -^ -H ? ou (a< + «) 3 ^- ^ ^ — Z' (*.i - a^;
et, par l'élimination de f {v>t — x), \\U:his) 5 = _^^_^— ï— ou —3
Or, dans la période de début du mouvement sur une section quelconque, le déplacement y est encore insensible que déjà la vitesse v à reçu ses plus grandes valeurs, et l'on peut poser ï = o ; ce qui réduit bien la formule (144 lis) à la formule (144) [p. 499]. D'ailleurs , la formule (143 his) et la première (143 ter) montrent que , si l'on suit l'onde dans sa propagation effectuée avec la célérité constante w, les produits (a; + c) fp , [x^c)v restent constants , ou que les vitesses v et les déplacements •{> apportés sur chaque section sont en raison inverse de la racine carrée de celle-ci, comme il a été dit plus haut.
Occupons-nous maintenant de déterminer la fonction arbitraire /. Nous aurons encore, pour cela, la condition (145) [p. 499], spéciale à l'extrémité heurtée x = c, et où \i. désignera la masse du corps heurtant rapportée à celle de l'unité de longueur du tronçon heurté. Portons-y donc
l'expression — '- de y , et , en posant finalement al — 9,
puis divisant par , il viendra
(146 fe) r (fl) -^- r (fl) + — /(e) = -\ F' (-).
C'est une équation linéaire avec second membre, aisément intégrable, à laquelle il faudra joindre les deux conditions initiales f( — oo)=o, f{ — œ)=o, ou même /"(o) =o,
/'{o) = o, puisque l'impulsion par unité de temps, F' [— )
= F'(^, ne commence à différer de zéro qu'à partir de l'instant t = o.
Bornons-nous au cas d'un choc, où cette impulsion s'annule définitivement pour (! ^ e et où , durant l'instant très court compris de (=o àt=s, la dérivée seconde f" (S) est incomparablement plus grande que la dérivée première f (S) et, à plus forte raison, que la fonction /'(S) restée insensible. Alors la relation (146 bis), multipliée par dH = tùdt et intégrée de ^ = o à ^ = e, donne, à fort peu
près, /^(î) = — F(^)) "le sorte que, l'impulsion totale F (e)
du choc étant u.V, il vient sensiblement, comme conditions initiales par rapport à tout le temps ultérieur à l'époque
i^s, f[s) = o, f (s) = — . Pour tout ce temps, l'équation
(146 Ôî's) est sans second membre, et s'intègre de suite. Si, pour simplifier, l'on regarde, d'une part, s comme nul, que, d'autre part, on pose
k désignant ainsi la racine carrée positive de la valeur
^ (poiip.«<») /(») = «.
formule OÙ le sinus hyperbolique s'emploie quandle binôme
1 — —est positif et, le sinus ordinaire, quand ce binôme
est négatif. En remplaçant, dans (147 àts), 6 par au — w, puis divisant para: -h c, on aura l'expression générale des déplacements ». Ceux du point heurté a; = o seront
(pour ic = o et t'^ o] 2iiV __±/ . èo>t
Quand la barre est prismatique ou cylindrique , on a
c=—'^', d'où 1 ^= 1 = .+- ^^^ ^= 1 ; et la formule
(148 Ms) , en y remplaçant le sinus hyperbolique par Q (e^ — e"^}, se réduit bien à la seconde (148) [p. 500].
Je me contenterai d'étudier spécialement le cas où c se trouve positif, c'est-à-dire le cas où le bout heurté de la
barre est le petit bout. Alors l'expression :t A^ = 1 — — , quand elle a le signe plus, n'atteint pas l'unité , et ^ y est la tangente hyperbolique d'un certain arc positif y, croissant avec 0 qui y varie de 4['- à x . Lorsque , au contraire,
cette expression 1 = ± A^ est négative, owc compris
entre zéro et 4.u , k égale la tangente ordinaire d'un arc y variable en sens inverse de c et compris lui-même eïitre
(pour jC = 0 et ( ^ o] [149 iù) l 1 sinhyp '^^ '^^-'^-^ ,b ^^?^-
tgtypv tQDg'/
Différentions deux fois par rapport à ^ et , en substituant à taughypT ou à tangy un rapport de sinus à cosinus, puis appliquant, après chaque différentiation , la formule du sinus d'une différence ou d'une somme, il viendra :
Iponp » = 0 61 ( > »)
sinhjpÇ,— ||-lghjp7J !
}il ''' ':■
L siohjp.
sin 7
_l 8inkvp(2r— l^tgljpjj
■•■."L sinlijp2r
ri»2,
3= -I fpouraî — o), montre, vu la seconde formule
oi' dp ■'
(149 ^er), que la compression — 3 (à l'extrémité heurtée)
tend à changer de signe, et que, par conséquent, le choc
se termine, au bout du temps
Ce temps est d'autant plus long que c est plus grand ; car, P, quand il y paraît une tangente hyperbolique, T croit avec y, alors variable dans le même sens que c, et, 2", quand il y parait une tangente ordinaire , T diminue , comme c, à mesure que y augmente.
Ainsi , la durée du choc , mpnie dans le cas de la barre prismatique sans f,n, cesse de l'êire dans celui d'une barre
conique tronqtiée , de longueur indéfinie , mais heurtée à son petit hout. D'après la première formule (149 ter), cette durée totale du choc se partage également entre ta période de
compression croissante , où la vitesse ~ est positive comme Vj et la période de détente , où la vitesse -^ est négative.
Mais cette détente est moindre que la compression; car, dans la formule (149 Us), le sinus hyperbolique est essentiellement positif et, le sinus ordinaire , positif aussi pendant toute la durée du choc, vu que la plus grande valeur de l'arc y est 2-[', quantité toujours inférieure à -^ quand il y a lieu de prendre ce sinus ordinaire. Le déplacement cp de l'extrémité heurtée ne revient donc pas à la valeur zéro , du moins pendant le choc.
Le plus grand déplacement du point heurté s'obtient en portant dans (149 bis) la valeur moyenne
correspondant à -~ = o. On trouve ainsi , en exprimant le
sinus hyperbolique ou ordinaire de l'arc y en fonction de sa tangente analogue et se rappelant que le carré J^ de
cette tangente vaut;;!: 1 -) ,
x^6) Déplacement max. ^: — \ xic e (tghypv
feîag^)-
A l'instant t — 'V où le choc se termine , la vitesse de la
masse heurtante est, d'après la première (149 to-), — Ve^a^
ou — V e (tg hyp ; aa tang ■/) ■ La perte de force vive qu'a éprouvée cette masse par l'effet du choc se trouve donc d'autant moindre que le choc à été plus court , ou mieux , d'autant
moindre que le rapport — , dont dépendent k eîf , est plus
petit : elle serait nulle, si l'on pouvait poser — ~ o (d'où k = tang y = GO ), c'est-à-dire si le bout heurfé se réduisait à une simple pointe.
Pendant la détente libre qui suit le chcîc, on a — 3 ou — —=0 [pour iC = o) j o'est-à-dire , d'après la formule (143 bi^) et la seconde (143 ter) [p. 657],
(pour (>T ou a>«T) '-LJ-v-/-(r„ij=o ou/" (6) -^ -/■(O) =o,
équation dont l'intégrale est, en observant que la valeur de /■(B) au début de cette nouvelle période égale la dernière, /■(wT), que donne la deuxième formule (147 bis),
(149 qmter] (pour 6 > t^T) f\fi) = /('^T) e ~.
Il en résulte pour f{^) et, par suite, pour la vitesse —t- de l'extrémité a; = o de la barre, des valeurs absolues décroissantes, dont la plus forte correspond au premier instant où Ton a eu ainsi — 5 = 0, c'est-à-dire à la tin du cboc , ou à la vitesse négative gardée par la masse heurtante. Donc l'extrémité heurtée ne rejoint jamais plus cette masse': la détente libre aune durée indéfinie, et la formule (149 jMtïfer} fait connaître toutes les valeurs de /(S) qui restaient à déterminer, savoir, depuis 9 = uT jusqu'à S = co .
On voit que. pendant la détente libre, ie déplacement pofU] sitîf, ~ — , de l'extrémité heurtée décroît graduellement
jusqu'à zéro. Ainsi, la barre revient asymptotiquoment, pour t—ixi , dans sa situation primitive , car il en est évidemment de même pour tous ses tronçons successifs. Le mouvement qu'elle a pris au corps heurtant se propage dans des parties de plus eu plus éloignées et de plus en plus grosses, où il cesse d'être sensible.
Cherchons enfin , toujours en supposant positive, pour fixer les idées, la vitesse V du choc, quelle est la plus
forte contraction — D produite durant tout le phénomène. La seconde formule (144 bis) donne, vu les valeurs de tf et « tirées de (143 Us) et (143 ter),
f [ut — ff)
Comme la fonction f{<ùt — œ) est sans cesse positive, cette expression de (iS-t-c)( — 9) diminue quand, \ùt — «ne changeant pas, X grandit. Ainsi le mouvement, en se propageant le long de la barre avec la célérité <s>, y produit des contractions — ») plus rapidement décroissantes que l'inverse de ip -I- c, c'est-à-dire encore plus que ne le sont les vitesses et les déplacements correspondants. C'est donc à l'extrémité heurtée a;= o, et d'ailleurs, évidemment, avant la détente libre, qu'a lieu la contraction la plus forte. Reste à savoir à quel moment elle s'y produit. A cet effet, rappelant qa'on a, poura;=^o, — 3 = — ^~^^
on cherchera la dérivée par rapport à # de ^ , en dîffé-
rentiant la seconde (149 ter) [p . 660] . On trouve ainsi que cette dérivée a le signe du facteur — sin hyp (3-|' — ^ tg hyp y] ou — sin [3i' — ^tangY). Or ce facteur ne cesse pas d'être
négatif de t—o à ^=Tj sauf dans le cas C'C^, où il est d'abord positif et ne devient négatif qu'à partir de
f^^JtJL — l:, vuque3r=3arctg\/ -^ — 1 dépasse alors tt.
Donc , quand la Tuasse heurtante \i. est inférieure à c , ou ait triple de celle du cône qu'il a fallu détacher de la barre {supposée avoir été d'abord parfaitement conique) pour en faire la baiye troncomqu.e donnée , la contraction — ô produite à l'extrémité x = o décroît pendant tout le choc, ou jusqvfà ce quelle y devienne et reste nulle ; et sa valeur la
plus forte est celle de début , — , que fait connaître la loi de Young. Au contraire, quand ;j dépasse o, la contraction la
plus forie , au point heurté x=0) a lieu potn' ^ = — ^ '^ ■ , et, d'après la seconde formule (149 ter), elle est
esypressmi où l'exponentielle, minima pour y égal environ à 74° 38'| ou 1,3027, c'est-à-dire pour V i^ = -^ = 1,887,
et valant alors 0,8101, descend assez peu, comme on voit, au-dessous de la limite supéHeure 1 qu'elle atteint soit pour Y z= -L TT OM jj. = c j soit pour y^-^v: ou {j- infini. On remarquera l'analogie de ces lois avec celles du choc transversal étudié au commencement du n" 23 (p. 505 à 508).
Si la barre n'était pas indéfinie, mais d'une longueur donnée ^ , une condition relative à sa seconde extrémité a; = l, condition qui serait, par exemple , =p = o dans le cas de fixité de cette seconde extrémité , entraînerait une réflexion du mouvement vers la première extrémité; et il faudrait , pour exprimer ce retour des ondes, ajouter au second membre de (143 te) un terme comme — f{<at-*-a; — 21), d'après les considérations exposées au n" 23 (p. 509). Alors la détermination de la fonction /se ferait par les procédés suivis à cet endroit du Mémoire pour une barre cylindrique; mais les résultats seraient plus compliqués, et c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas. Je remarquerai seulement que l'influence du nouveau terme, tel que — /"(w^ -^ x — 2^), ne se ferait sentir sur l'extrémité heurtée a; = o qu'au bout
d'un temps 2— après le commencement du choc ; en sorte
que les lois précédentes, établies dans l'hypothèse d'une longueur indéfinie, continueraient à s'appliquer, du moins à l'extrémité heurtée , durant un temps égal au double de celui qu'emploierait le son pour parcourir toute la longueur de la barre.
NOTE m {'). EXTENSIOK, AUX SOLIDES HÉTBBOTBOPES LES PLUS SIMPLES,
c'bst-a-birb aux solides isotropes déformés, DBS LOIS d'équilibre et
DES LOIS LES PLUS IMPORTANTES DE MOUVEMENT BBMONTBBES DANS CE'RB ÉTUDE POUR LES SOLIDES ISOTROPES.
Lois d'équilibre
11 est facile d'étendre â un solide isotrope que l'on a modérément déformé d'une manière permanente par des tensions ou des compression? inégales suivant les divers sens, mais qui est resté homogène, toutes les solutions de problèmes d'équilibre données dans le Mémoire principal ci-dessus (p. 15 à 318) Les formules des forces élasticiues d'un tel corps hétérotrope ont été découvertes, en 1863, par M. de Saint- Venant, et j'en ai donné une démonstration très simple dans un mémoire du tome XIll (année 1868) du Journal de Mathématiques pures et appliquées ('*). En
(*) Insérée après l'iiupreasion du mémoire principal (p. 15 à 318).
(**) Mémoire swr les ondes dans les milieua: isotropes déformés. Si , dans les formules {6] du § I" de ce mémoire. Von pose K i=o, pour espiimer que le solide isotrope proposé était d'aboi-d à l'état naturel , et p ^ o , pour exprimer l'annulation finale , après que leui's effets sur la contexture sont produits , des ti'ois tractions (ou pressions) défbrmati-ices principales A , B , G , proportionnelles à ti-ois petits nombres a, 6, c de l'ordre des dilatations ou contractions persistantes subies par le coi'ps suivant leurs sens reapectits (qui sont ceux des œ, y, s), ces formules (6) deviennent, identiquement, en tenant compte de la relation (7) qui les suit ,
,/ ,du ,dv ■ dw\ du „ idv du>\
(a) Ni = ;s'U' — + '' 1-/ — H-ldmi2_ Ti = w^v( H — l.etc. ,
^ ' \ dx dj/ ' ds/ dx Vdï dyl
oii /, m désignent les deux coefficients d'élasticité [J, /i de Lamé) du solide isotrope primitif et a, f', y, î', '/, ■/' les six coefficients numériques suivants, dont les excédents sur l'unité ont leurs caiTés et pi'oduits négligeables ,
accentuant, pour éviter toute confusion, les expressions, x, y, z, u, z>, w, des coordonnées (d'état naturel) et des dépla-
l', l", m', w," étant enfin, comme i et m , des constantes spécifiques relatives au solide iaoti'ope primitif, ( Toutefois , pour rendre les formules plus symétriques , j'ai modifié légèrement les notations du mémoire cité , dans lequel V et l' remplacent ce qui est appelé ici — V et i'-i-i"). Or on remarquera que ces expressions de -'. p, /, i', '/, ■/' donnent la proportion
et il serait peu naturel que les différences respectives survenues entre a', p', / (d'abord égaux à 1) fussent constamment entr'elies comme les différences analogues de 1, '/, ■/, sans que -/, ;/, / fussent eus-nièmes entr'eux comme a, p, ■/.
af f/ ■/ On est donc porté à supposer égaux les trois rappoi'ts — , —, —, dont les
valeurs sont
et, par conséquent, à supposer les deux coelScients constants l", m" proportionnels a l , m dans tous les solides isotropes réels. Alors , en remplaçant m par ;/. et appelant ). le produit de l par
rèsj , qu'a
Les considérations suivantes portent à penser que m" et ("sont positifs comme m et l. Admettons qu'on ait a < o, t^=o, c=; o, (d'oii7 = ;^, ■/■=.•/), ou que les actions déformatrices aient consisté en une simple pression normale exercée suivant l'axe des x. Alors les éléments plans normaux aux œ ont été rapprochés les uns des autres et, les éléments normaux aux y ou aux s, écai-tés les uns des autres, mais dans une proportion moindre; ce qui doit vraisemblablement, toutes choses égales d'ailleurs, rendre les actions élastiques ultérieures, soit normales, soit tangentielles, exercées sur les éléments plans pei-pendiculaires aux X , plus grandes que celles , de nature analogue, qui le sont sui- les éléments [ilans peipendiculaires aux y ou aux z, et qui résultent de déplacements parallèles au plan des yt ou effectués sans que varient les distances des couches normales aux X. Donc les coefficients, f «'jî', (*'*-*- 2m »*, de l'expression de Ni, seront respectivement plus grands que ceux-ci, t^'\ i ,'/* -t- 2 m ^*, des expressions de Nî oude Ns.et le coefRcient, Wjî, des formules de TîOudeTs, sera plus fort que celui, m^î, de la formule de Tj. Il viendra ainsi j'^,î', '^h "u, d'après les formules (S), l" 'yo, m"^ o.
céments des divers points, ainsi que celles des composantes Nj T de pressions exercées jiar unité d'aire et celles des
Les formules (i) du teïte ont été obtenues directement par M. de Saint-Venant (sous la condition i = y), en supposant non seulement que l'action de deux molécules intégrantes du solide est une simple fonction de la distance de leurs centres de gravité, mais aussi qu'elle reste telle et conserve la même expression quand il survient de petites altérations persistantes de la contexture, c'est-à-dire un nouvel étal ttaturel. Peut-être cependant est-il difficile de concevoir «ne altération de la contesture autrement que comme on changement, dans le groupement des molécules chimiques en molécules intégrantes , suffisant pour modiSer tout au moins la forme de celles-ci et leurs actions mutuelles ; car, sans cela, de petites défoN mations quelconques exigeraient , pour subsister , la pei-sistance indéfinie des pressions qui les auraient faif naître , et l'annulation finale des forces déformaùices A, B, C entraînerait par conséquent le retour ii l'état primitif.
Ainsi , l'hypothèse de la conservation des molécules intégrante^ dit solide et , par suite , de la continuation de leurs actions mutuelles , ne se concilie guère avec la donnée expérimentale (que M. de Saint* Venant accepte et utilise sans discussion) de la peraistance de déformations qu'aucune pression n'accompt^ne plus; et il convient de s'en tenir h la démonstration , approuvée du reste par M. de Saint- Venant , que j'ai donnée des formules (n) et (6) ci-dessus. J'y admets simplement , comme point de départ , que les coeflicients d'élasticité du cOFps , resté symétrique par rapport aux plans sur lesquels se sont excereées les actions déformatrices principales A, B, C, ontacquis de petites parties fonctions linéaires de A , B , G ou de a,b,c. Et il suffit , pour arriver à ces formules (o) et (6) -, d'obseiTer en outre : 1", que Nj et Ti restent les mêmes quand on permute j( et a, t) et w, & et c ; 2°, que Nj et Tî, Ns et Ta se déduisent de Ni et Ti par une ou par deux permutations circulaires effectuées 6 la fois sur x, y et », a, v et «j, 0,6 et (;;3°, enfin, que, dans le cas A = B ou a=; 6, le corps ne cesse pas d'être isotrope autour de l'axe des s , en sorte qu'une rotation infiniment petite Xr des axes autour de celui des ï ne modifie pas les expressions des forces élastiques.
La démonstration devient même plus brève en se contentant d'exprimer que ces diverses transtbi-mations ne changent rien à la formule du potentiel d'élasticité *, fonction homogène du second degré des sis déformations
^"^ dï rfj/'^'^ dx ds'^"'^ dy lie'
et dont les dérivées respectives par rapport à ces six déformations expriment , comme on sait, les forces élastiques Ni, Nî, Ng, Ti, Tj, T3. Et d'aboi-d, comme les changements soit de ic eu — œ et de « en — m, soit de ^ en — y et de « en — v, soit de î en — « et de w en — «i , qi;i Ij'ansforment respectivement g^^, et g^^ , g^g et g^j, gj,j et gjj. en leurs contraires , ne doivent rien changer à la formule de ih, celle-ci ne contiendra g„j. g^j,, g^^ que par leurs carrés. Ainsi, l'expression de ^|^ comprendra seulement : 1", trois termes en 3*, 3J, &*; 2°, trois termes en 2 S^ Ô^. 2 3, t):,, 2 3^ 9j,; 3\ trois termes en gj^, g^^,, g^^. Il est
composantes X, Y, Z de la force extérieure appliquée eu {x\y\z') à l'unité de volume, ces formules sont
clair d'ailleurs que les tootlicients, linéaires en a, 6, e, des trois lernies du premier groupe , seront de la forme
Car le premier, par exemple, affectant J*, doit évidemment se trouver symétrique par rapport à 6 et c. De même , dans les trois termes du deuxième groupe , 2 ôj, t)s> 2 ôjSa:, 2 ()j3y auront les trois coefficienis respectifs
i + r („ ^ 6 4- c) + r' (a, 6, c) ec , dans le dernier gi'oupe, les coelficienta de g^^, gj^, g^^ seront
Enfin, si b, égalant o, on effectue une rotation élémentaire »• de l'ensemble des axes des a;, y, s autour de l'axe des a, dans le sens des ai vers les y, les formules classiques de la transformation des coordonnées montrent que w, u et mi seront
remplacés par m
(% rfy
et-^; &^- 9^, 5î,gïî,g,ietg^part)^-tg^, ^>^^-ï'gJ,J,, S^, g^s+^g^, ëî^—'^Syîi Bij -t-2t (5^— 3j^), et, on conséquence, S* -H 3j , ^\, (Iy9î + 3î9s' Sa;^!,' gvs"^8L' g^^ ! l'espectiveraent, par
i ^'-^-()?-2tg^^(3^-a^), ô^, a,ô,-^t),a^,
Les nouveaux termes survenus de la sorte dans l'expression de 2 't seront donc en tout, à part le facteur commun 2 1 gai, (t)j, — ()j). - [n + «'(2 a + c) H- n"o] ^- [; ^ r(2 a H- c) 4- r.^] + 2 |m + m'{2a -4- c) -H »«"c]
(_»+/-H2m)-H(-«'-Hr+;"-H2m'-4-2ni")(2a + t)-(«"H-2/"-i-4m")o; et, comme leur ensemble doit se réduire à Kcro pour toutes les très petites valeurs tant de c que de a, l'on aura
m=iH-2m, «'=('-(- J"-H a (m' +»("), »"= — 2{i"-t- 2 m").
On peut donc élirtiiner », »', m", et l'expression générale de 2 ^" (dans le cas de a, h, c inégaux) devient aisément, vu les valeurs (6) de s, ,3 , y, ■'■', ?', •/,
Enfin , les dérivées de la ruoitié de cette expression par rapport aux six déforiiialions ;), g donnent les foonules cherchées (a) des N, T.
■\ âd ^ dy' ' d/ I du' dv dt^
\ dd ^ d^ ' d/
l du' dp' dtif
r ~d^^^i^'^''ii
„ , idv' dw'
^ du"\
où (JL désigne , par exemple , le coefficient de l'élasticité de glissement dn solide isotrope primitifj X un autre coefficient d'élasticité et a, p, y trois coefficients numériques assez peu différents de l'unité. On a d'ailleurs, comme équations indéfinies de l'équilibre
dS,' W
dî'
Or, si l'on imagine , à côté du solide hétérotrope proposé, un solide isotrope dont les coefficients d'élasticité soient À, ;-k, et dont les divers points {X;y, z) correspondent aux siens {x', y\ /) ayant les coordonnées
ir' = aV^ /=ïV^,
si , de plus j ce solide isotrope éprouve les déplacements u, V, m définis par les formules
les composantes X, Y, Z de la force extérieure que supportera en [x, y, z) l'unité de son volume seront celles résultant des relations , analogues à ('3),
[5) X'^XVT^ X'=Y\iJ, Z' = Z\f^,
et, de plus, ses éléments plans normaux aux x, y, z éprouveront des pressions N, T régies par les formules simples
C'est ce que l'on reconnaît en transportant dans (1) les valeurs (4) de u\ v', w', puis remplaçant, tant dans (1) que , ,^ d d d Ididld^-^^.
dans (2), -r-.-, -r?-, "T7 P^r ^"T; ^t-j ^=-t- ^t substi
tuant enfin, dans (2), à X', Y', Z' les valeurs (5}. Alors, vu les expressions classiques (198ôî's) [p. 308] des forces élastiques N, T du solide isotrope, les formules (1) deviennent précisément les formules (6), et les équations |2), d'où c, P, Y disparaissent de suite en même temps que tous les accents, se transforment dans les équations indéfinies de l'équilibre du corps isotrope.
Si donc la surface-limite du solide isotrope est la transformée, / («Va, ^V^, ^V'y) = 0, de la surface-limite /" (a:', y', /) = 0 du solide liétérotrope donné (comme est, par exemple , le plan ^ = o des iîî^ quand le solide proposé se trouve limité par le plan ^— o, des x' y'), et si les condi-
lions spéciales à chacun des points de cette surface du solide hétérotrope reviennent à s'y donner, soit, en fonction de x', y", /, trois composantes N', T' de pression [comme, par exemple , celles , p^f — — T/, Py, = — T/, p^ = — Na' de !a pression extérieure aux divers points du pian desi^'y'), soit , à leur défaut , trois composantes correspondantes u', tf', m' des déplacements ou , pour les points du solide situés à l'infini, l'ordre de petitesse des vf, ^', m', les composantes analogues N , T, ou les déplacements analogues u, v, w seront définis , en fonction de x, y , ^ , par les formules (6) et (4) , prises avec (3) , aux divers points de la surface-limite f (x V^a, p V'^, z V^y) = o du solide isotrope correspondant ; et les formules (4) exprimeront de môme l'ordre de petitesse des déplacements m , w , ra de ce solide , aux points très éloignés.
Ainsi, le problème proposé d'équilibre du corps bétérotrope se trouvera transformé complètement en un problème tout pareil concernant un corps isotrope. Donc la solution de celui-ci, donnée dans le mémoire pour le cas d'un solide limité par un plan et pour celui d'un solide indéfini dans tous les sens, s'étend d'elle-même pour ces deux cas, par l'emploi dos formules de transformation (3)-; (4), (5j et (6), à un solide isotrope déformé.
M. de Saint- Venant avait comme pressenti la possibilité de cette extension dans une note du 29 novembre 1869 ( Comptes-RpMdus , t. LXIX) , oii il avait remarqué que le changement (3) des variables indépendantes permet d'étendre aux -solides isotropes déformés les équations i, ij (m, «,«?) =0, vérifiées dans un solide isotrope en équilibre dont l'unité de volume ne supporte aucune action extérieure, et même l'équation corrélative ^^58 = 0,
pourvu qu'on y prenne S = V a — — -+- V p — -1- V y -7- et non
dïc'
■ dx àj
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2- — Lois de mouvement. — Théorie de la dèli-milation latérale des rayons sonores ou lumineux.
Si le solide hétérotrope proposé , de densité p , au lieu d'être en équilibre, exécutait de petits mouvements quelconques, on sait qu'il faxidrait remplacer, dans(2),X', Y', Z'
Pa^ — ? "^^ — ? -^' — ? ^^ ; ce qui , d'après (4) et (5), donnerait , dans les équations indéfinies d'éfiuilibre du solide isotrope correspondant .
X=_Jli^ Y:=--^— z=^^LËZ ',. dp ' p dt^^ -j dt^ '
Ces équations d'équilibre ne deviendraient donc pas précisément celles de mouvement du solide isotrope, mais plutôt ce que seraient ces équations de mouvouient du solide isotrope si sa matière éprouvait, à se mouvoir suivant les trois ases des x, y, z, des facilités inégales , proportionnelles à M, P, y. ou si elle se comportait comme ayant les trois
densités respectives —, —, —pour les mouvements exécutés
suivant les aï, les y et les 2, à la manière de l'éther lumineux dans les cristaux non cubiques dont un axe est normal au plan des autres (*). Ainsi , la transformation qui réduit les équations d'équilibre d'un solide isotrope déformé à celles d'un simple solide isotrope n'atteint plus le même but quand il s'agit de ses équations de mouvement, quoiqu'elle les simplifie beaucoup et mérite d'être effectuée (ce q ae nous supposerons fait dans toutes les formules suivantes). L'intégration de ces équations de mouvement ne
C) Voii', par exemple, au Jowmal de Mathématiques pitres et appliquées, de 1873 (t. XVIIl , p. 361 à 383), ou aux Annales de Chimie et de Physique de la même année (décembre 1873 , t. XXX , p, 539 à 565) , mon Exposé synthétique desprincipies d'une théorie nouvelle des ondes htmineuses.
se réduit donc pas à une simple application des potentiels spliériques considérés dans le Mémoire des p. 319 à 356 ci-dessus. Peut-être deviendrait-elle effectuable, avec moins de complication qu'elle ne l'a été jusqu'ici par la méthode de Blanchet ou par celle de Cauchy basée sur le calcul des résidus (') , si l'on pouvait généraliser d'une manière convenable la notion de ces potentiels sphériques.
Heureusement j les seuls résultats concrets qu'on ait pu déduire des intégrations difficiles effectuées par Blanchet et par Cauchy, résultats relatifs à la propagation du" mouvement autour d'une région d'ébranlement infiniment petite prise pour origine des coordonnées x, y, z^ peuvent , à peu près tous, se démontrer directement. IL suffit d'admettre, ù cet effet : 1" que les déplacements «, v, w et les vitesses
, rapidement variables près de l'origine (en fonction
dt
de a;, y^ z) dans l'état initial, continuent à varier de même rapidement à toute époque aux endroits où ils sont alors sensibles, comme dans le cas d'un corps isotrope ordinaire; et, 2", que la graduelle variation du phénomène subsiste néanmoins dans le sens où elle est encore possible , savoir, dans ce sens que, aux distances finies de l'origine, chaque succession rapide de déplacements î(, «, w observée en un point [ic, y, $) s'observe également en tous les points voisins, ou que u, v, w s'expriment à fort peu près, dans tout petit espace et pendant le temps assez court qu'y dure une série de mouvements, par trois mêmes fonctions d'une seule variable i — 4, 4 désignant l'époque, fonction graduelle de X, y, z nulle à l'origine des coordonnées, où la molécule {x, y, z), immobile l'instant d'avant, commence à effectuer cette série de déplacements. Et l'on conçoit bien qu'il en soit ainsi ; car tons les points du petit espace quelconque
(*) Pour juger de la complieation de ces sortes d'intégrations, on peut voii', par exemple, le livre 1'', chapitre III {p. i3 à 40) , îles Essais sur la Théorie mathématique de la Lumière (1864), par M. Briot.
considéré se trouvent sensiblement à la même distance
r = Va;*-i- j'^-H^^ de la région d'ébranlement et dans la même direction par rapport à celle-ci. Donc, les trois dérivées — — ~ pourront être regardées comme trois cons-
tantes, dans une étendue où u, v, w présenteront ù un moment donné toute la suite rapide des variations dont il s'agit.
Si l'on appelle, pour abréger, /, m, n ces trois .dérivées premières de 4; et u%v',w', u'\i)'\w" les dérivées premières et secondes de m, y, w par rapport au temps ^, il est clair que %, ■D,w,à une première approanmation, auront pour leurs dérivées premières en a;, ^, z les produits de %', v , w' par — Z, — m, — îî, et, pour leurs dérivées secondes d^ d^ d^ d^ d^ d^ , , .^ ,., ,
TU-, -n; , TT, -î-Ti -T^, T-r^ les produ]ts respectifs de tfe^ ' ûj^ ' (fâ^ ' aytfâ' dzdis' dadi/' * '■
u", v", m" par ?, m^, #, mn, ni, lin.
Dans ces conditions , les équations de mouvement, divisées par la densité p ,
ii?îl = JF»H_ Sii>-4-(î)»
(*) On reconnaît assez facilement que ces équations (7) comprennent eomrao cas ti-èsparticuliei', même après qu'on y a fait a:=:j3=zy=l, les équations des petits mouvements de tous les solides élastiques et homogènes possihles, dans lesquels les pressions intérieures , pouvant pi-ésenter avant les déplacements u, e, w des parties constantes de l'ordi'e des coefficients d'élasticité , admettent an potentiel fonction entière , à termes du premier et du second degré , des sis déformations élémentaires 5, g représentées à fort peu près pai" du dv dw dv dw diu du du dv cto' %' da' dx d&' dx ds' % da: On peut voir dans un Mémoire du t. XX du Recueil des Savants étrangers I Théorie dés ondes liquides périodiques , note 3 , formules (r) ], quelles espres-
où ce, S), Q, (D, 8, 3- sont, pour plus de généralité, six expressions symboliques de la forme
ih'^ iy'- dz^ dydz dzfh dxdtj
à coefficients a, b, o, d, e, f constants mais quelconques, deviennent évidemment, toujours à une première approximation, en appelant A, li, C, D, E, F les polynômes homogènes du second degré en /, m, % obtenus par la substitu-
tion do r, »r, w-. mn, ni, Im a -rr, -rr, tti t-Tî i-r-, ~,-~r ' ' ' éx^' dy^ dr' dydz doux dxdy
dans et, 9,, e, (0, %, ^:
Et ces trois équations, multipliées deux fois successivement par dtf puis intégrées chaque fois, sans faire varier x, y. z, à partir de l'instant t=t„ oùs'annulaient w', î)',«j'etî/,w, h;, conduisent à des formules, en ti^v^w, absolument pareilles, sauf la substitution de u, v,w k u", v", ro".
sions (à 27 coefficients) des forces N, T, il faut poi'tei' aloi-.i dans les équations approchées de mouvement
^ —Lf^ ill -fil ] ilfi p \ ilm dy ds I
Daas le cas, spécialement considéré ici, d'un milieu isotrope (coiTeapondaitt & un milieu isotrope déformé), les expressioJis de cL, ro, (?, CD, b, <)' sont
1 (a,ffl,e) = Aii — 'i — + ^(J!^+Ji+-:!L).
1 \ ' ' I r. (dft-î, dy^, dz^) p \ dxt di/ï dz^ I
^ "■ I ;- (dydz, d^dx, da;dy]
Par conséquent, tes équations (8), dont le déterminant égalé à zéro donnera une relation nécessaire entre /, m, n, font connaître , en fonction des rapports mutuels de
(/, m, n) = — — ^ — -, c'est-à-dire pour chaque point d'une sur-
face d'onde t^ = const. où la direction de la normale est donnée, les trois rapports analogues des fonctions u, -v, w. Ceux-ci, àla première approximation considérée, se trouvent ainsi être les mêmes pendant toute la succession rapide de déplacements que l'on considère et en tous les points oii les diverses surfaces d'onde ont leurs plans tangents parallèles. Si l'on appelle w l'inverse de V'^^^ -+-m^-t- n^, les trois produits /u, ww, na seront les trois cosinus directeurs de la normale menée, en ces points, aux surfaces 4~ const.,
vers le dehors , c'est-à-dire du côté où t^ augmente ; et — .
paramètre différentiel du premier ordre de la fonction 4,, sera la dérivée de l„ le long d'un élément i^N" de cette nor-
maie, ou w le rapport -r— , c'est-à-dire la vitesse de propagation du mouvement, à partir du point (aï, y, z), suivant la normale (?N à la surface d'onde 4 = const. qui y passe. D'ailleurs , l'équation en l,m,n, si l'on y substitue à
l, m, n les produits de — par les trois cosinus directeurs
de la normale, devient une équation du troisième degré on u". Cette équation, résolue, donne généralement trois racines w positives. Gliacune est donc constante pour tous les plans tangents parallèles considérés, dont le premier appartient presque à la surface t„=o confondue avec l'origine. Par suite, deux consécutifs étant distants de wdla, la distance de l'un quelconque d'entr'eux à l'origine vaut w^„, et ils ont pour équation
Chaque surface d'onde 4= const. est donc l'enveloppe de
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ces plans, où l, m, n sont trois paramètres liés entr'eux par une relation donnée.
Appelons l',m';n' les cosinus directeurs d'un déplacement f ayant ses composantes u, v, m régies par les équations (8), ou posons, dans les formules (8),
Ces équations (8) prendront la forme
En les résolvant j l',m',n' deviennent des fonctions explicites de l, m, n, puisque A, B, C, D, E, 1'' sont six polynômes homogènes du second degré en l, m, n. La relation existant entre dl, dm, dn peut d'ailleurs s'obtenir sans différentier l'équation en l, m, n. Comme celle-ci, en effet, est impliquée dans le système (9) , il suffit de différentier complètement en l, m, n, et l', m', n les relations (9). Si l'on ajoute ensuite les tfois résultats, multipliés respectivement par r. w', m', les termes en dX , dm\ dn' disparaissent à cause même des équations (9), et il vient
(10) ;'Vâ-t-i»'*(^B-*-ffl'MG-H2MK'rfD-.-2«'/VE-i-2rffl'^F = o.
11 n'y a plus qu'ù remplacer, dans celle-ci, t/A, rfB, rfC, . . . par --r- dl ^ -T- dm -^ -r- an, etc. , puis a poser
■^ dl dm an
pour avoir la relation chercliée
(12j lidl +- ntidiK -t- a, dn. = o.
Or, à partir d'un point quelconque {x, y, z) d'une surface d'onde 4 = const., on a identiquement
dt^ = Idx ■+- mdy -+- %dt , et aussi, à cause de t„ = lx^ m/y -t- nz^
dt,^ = Idx -H Bî(^y *- ndz -+- xdl -i- ijdm +- zdn ; d'où
3>dl -t- ^dta -+- idn =: 0.
Le rapport de dl à dm étant arbitraire, la comparaison de cette dernière relation , divisée par zdn , à la précédente
(12) divisée par n.idn, montre que a)y y, z sont proportionnels à k, m,, n, ; et comme , en outre , Ix -+■ my -^'m=i„, il vient, pour fixer en grandeur et en direction les rayoïis T='\x}-'r^f+^ correspondant aux plans tangents considérés, la quadruple proportion
Enfin, l'équation de la surface d'onde i^ = const. s'obtient
(*) Les formules (11) donneraient d'ailleurs, en obsei-vant que A, B, G, D, E, F sont des fonctions homogènes du second degi'é , dont les dérivées partielles premières, multipliées par les variables con-espondantes et ajoutées, ont pour somme le double de la fonction,
Bt -+- mmi -»- nn, = 2 (A ;'ïi -H B m^ -1- G n'î! -H 2 D m'n' -i- 3 E M.'/' + 2 F i'w') . i** m'a »'* Or la parenthèse du second niembivî vaut — ■+- — ■+- — , d'après les équations (9) respectivement multipliées elles-mêmes par l', m', n' et ajoutées- Donc, en remarquant, d'autre part, queHi + nwni-i-imi est le produit de-'/(i*+^ni*+"'H' par le cosinus de l'angle que fait le rayon r avec la normale îi l'onde , ou est le quotient de ïii*-i-niiï-(-«|a par la vitesse de propagation V du mouvement dans la direction ((i, mi, »\) du rayon r prolongé, on aura
iT^;;^:^T^t = 2N ( — + -^+— ).
en tirant des trois premières de ces proportions (13) l, m, n
en fonction de —, ~, ■ — et portant leurs valeurs dans
l'équation en l, m, n. Pour chaque système de racines positives u , il vient ainsi une famille de surfaces fermées, liomothétiques par rapport à l'origine, et aux divers points desquelles, dès que ^= #„ ou dès que l'onde correspondante les atteint, les molécules du milieu se déplacent pendant un court instant, suivant la direction {V, m', n'). La vitesse de propagation du mouvement, le long d'un même rayon r
émajié de la région d'ébranlement, est— ou-^p^ ^ —.
On sait que, si les seconds membres dés équations (7) ont, comme dans celles ('-) de la page 352, la forme simple
gne le rapport des deux coefficients d'élasticité À, pi, et si , de plus, «, j3, y sont voisins de l'unité comme il arrive toujours, deux des valeurs de w différeront peu de a et correspondront à des vibrations quasi-transversales , ou presque parallèles aux surfaces des ondes , tandis que la troisième différera peu de a V^2 +/" et correspondra à des vibrations quasHongiéudiTMles, ou presque perpendiculaires aux surfaces des ondes; etc.
Voyons maintenant ce qu'indiquent les équations (7) du mouvement à une approximation plus élevée, où l'on tiendra compte de ce double fait : 1" que m, v, w comprennent, en outre des projections, Ttp, m'y, n'f , de la composante m, suivant la direction {l', m\ n'), des déplacements réels à chaque époque t, certains termes correctifs inconnus i, r,, !;, exprimant un petit écart normal à cette direction, ou satisfaisant à la condition l'I -+■ m'i\ -h m'Ç = o ; 2" que, tu étant, pour chacune des trois séries possibles de déplacements, la fonction de x^ y, z parfaitement définie
ci-dessus, ;, i-, , ^ sont , de même que », des fonctions rapidement variables de t — 1„, mais qui changent en outre lentement ou graduellement avec w^y,z quand t — 4 reste le même. En effet, sous ce rapport, il eu est de 5, ti, Ç comme de 9; car \, ri, 'C, ne se trouvent, comme j, relativement sensibles en chaque point [x, y, z) qu'aux courts instants où l'ime des trois ondes y passe , et leurs dérivées par rapport à t sont, par suite, aussi fortes (toute proportion gardée) que celles de ».
Eu différentiant par rapport à x, i/y^z les expressions des déplacements
on pourra donc , sauf erreur relative négligeable , regarder les termes correctifs \, ti, Ç comme des fonctions de ^ — ^
seulement, et y supposer même —. — "—., ou l,m,n, cons-
tants dans la petite étendue à considérer : je désignerai par des accents, comme pour tp, les dérivées de ?, -/i, Ç par rapport à ^ — t^on à L Au contraire , il y aura lieu , pour les termes principaux l'f, m'<f, n'<^ , de tenir compte , en différentiant par rapport h x,y,z , des dérivées obtenues sans faire varier t — t^, dérivées que je désignerai par les symboles -r-- T-) ^i- ■ f*e plus , à une seconde différentiation, on pourra effacer les termes affectés du facteur » ou de ses dérivées -r— , -r— , :;— , à côté de ceux ou sera sa dérivée prin-
cipale 'f', rendue très grande par la rapidité de variation de tp en fonction de i — 4- Par exemple, la dérivée en x d'un
tenue en supposant ce terme fonction seulement de ^et vaudra
On aura aiasi, successivement,
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Par suite, il vient aisémentcommevaleursdes expressions du, 9"w, êî», paraissant au second membre de la première équation (7) du ii^ouveraent :
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Ea ajoutant à leur somme l'expression, (^V"^Oî ^^
1 dH premier membre — ---^changé de signe, le tout devra être
égal à zéro. Gomme le coefficient total de f" sera nul en vertu de la première équation (9), on aura ainsi une relation linéaire entre i", ^i", K" et »' ou ses dérivées r-;— ^ .
Les deux autres équations (7) en donneront évidemment deux autres analogues : ce qui fera bien trois équations indéfinies entre y et, par exemple, les deux petites fonctions i, T,, dont Ç se déduit au moyen de la formule
Une relation contenant seulement o' et ses dérivées 3?'
7 s'obtient en ajoutant ces trois équations, respecti-
vement multipliées par — l', — m', — n'. En effet, dans la somme , les coefficients de — T', — '',", — Z" sont les premiers membres, nuls, des équations (9): et, si l'on a soin
de dédoubler, dans les dernières parenthèses de (15), ~-, . . .
en /' ^->-f'Y~ ! ^^''■5 P"^^^ ^^ grouper convenablement, dans les seconds membres de (15), ou des autres analogues, mul-
donne,eu tout, vu les formules (11), — - [~ -h ~ -h -— ^) ' " 2 \03) oy tis 11
Remplaçons-y ?|,W|,î^i parieurs valeurs -■-— Vli^+mi
'-+-Kr
tirées de (13), valeurs dont les trois dérivées respectives en X, y,ii sont
{'.tl.'
■â+ÎJ.Î* -+-■
servons ,
une part .
que
r as
exprime la dérivée -r- d'une fonction le long du prolongement du rayon r, dérivée obtenue en suivant une onde dans sa propagation ou, plus exactement, sans que i — t„ change, d'autre part, que ^i, Wi, îï, no varient pas le long du rayon r
ou que ^ VT^TwI^Tm^ = o. Nous aurons, en multipliant finalement par — ^=::=r=rr:^ ■,
(*) ]1 est curieux d'obsei'ver que, si l'on uc faisait pas attentiui^ à l'invaiiabilité du facteur Vii^ -H ia^ -i- nj* le long du rayon r, l'équation (16) , multipliée par 2 rS »' et traitée d'ailleurs de même, deviendrait
— [i)'2 rî \'/,ï-t-miî-(-»i^ I = 0,
ou bien, en remplaçant f* par la section noi-male proportionnelle '. d'un cti'oit faisceau de rayons r et Vii* -i- mjî h- «i^ par sa valeur donnée à la fin de la note précédente (p. 678),
Or îV représente, proportionnellement , la masRe de la partie du faisceau qui est en mouvement à l'époque /, masse dont la section est espiiniée par i et la longueui- par VA( , si Ai dés^ne le temps (indépendant de r au moins dans les mouvements périodiques) que dure en chaque endroit le passage d'une onde. Cette inasse, réduite dans le rapport des facilités s, ^, ■/ existant pour los mouvements
L'équation (16) exprime donc que. le lomj d^wn, même rayon, ckagvs vitesse f et, par suite , chaque déplacement
CE = I tp' 3 [t — 4) t sa propagent en s'' affaiblissant comme
l'inverse de la distance r au centre d'ébranlement.
Le déplacement ç devient ainsi le produit de — par une
fonction -f, de la nature de l,m, n, c'est-à-dire par une
dant en outre de t — t^', et i! a, le long d'un même rayon r,
ses dérivées t— , r— , ^r- inversement proportionnelles à r', Sa: ' 3y ' 3!! ^ ^ '
tandis que celles de l, ?n, n ou de leurs fonctions le sont , 1 a — .
On déduit aisément de là que les trois équations en r', T|", Ç" d'où l'on esL parti et dont deux sont restées distinctes [la troisième ayant été remplacée par (17)], combinées avec la relation
qui entraîne celle-ci
effectués suivant les ti-ois axes, et multipliée par lea carrés des vitesses effectives correspondantes i'Y, fl>'o', n'if, donne ea tout ce qu'on peut appeler la force vive du faisceau de rayons ; et l'équatiou esprlme que cette force vive se îratisinet intégrtdement avec l'onde.
Il ne faut pas, du reste, attacher d'importance à la présence du feoteur V au numérateur plutôt qu'au dénominateur de l'espression indépendante de r obtenue en intégrant (16), puisque noti-e analyse suppose essentiellement V invaiiable le long d'un même rayon r. On conçoit très hien qu'une transmission intégi-ale, sans dissémination aucune, de la force vive et de l'énei^e , ne se réalise qu'à cette condition. Et c'est , en effet , ce qu'on pourrait déduire d'une note de mon Mémoire sur la Théorie des ondes liquides périodiques, inséré an tome XX du Uecueil des Savants étrangers de l'Académie des Sciences de Paris [ voir la fin du § ni] , oii j'arrive par l'hypothèse , il est vrai , d'oscillations à composantes exactement pendiilaires, dans un cas où la vitesse de propagation est variable, à
une formule comme — - — - — o, et non & celle-ci , — (9'^ = V) = o.
yGoosle
donneront k", -i", C en fonction linéaire dfi <e,' et de ses
dérivées -^r- 1 -^ i ^r- 1 c'est-à-dire en fonction de »<' et de la
manière dont varie f i' autour de l'origine : de plus, le long d'en même rayon r, ces valeurs de 5", Vj K" seront inverses de f*. Et, se trouvant d'ailleurs comparables à tp', ou beaucoup plus petites que la dérivée suivante tp"de <f (du moins tant que persistera la rapidité supposée de variation du déplacement) , elles exprimeront bien , comme on l'a admis, des corrections relativement très faibles apportées aux premières valeurs approchées ftp", «î'f", n\" des composantes de l'accélération.
Ainsi, quelle que soit la manière (continue toutefois) dont varie Vamplitude du mouDemmt à^un foint à Vaufi'e d''une même surface d^onde, pourvu que cette amplitude, tant qu'elle subsiste 'quelque part, y change assez vite, on pourra toujours, en choisissant convenablement, sur chaque rayon en particulim-, S"., ti", C et, par suite, les petits écarts ^, "i j "Q [qui ont les valeurs
5 {t — toj j {l", fi", K')'î^ {t — ?J], satisfaire aux
trois équations indéfinies du mouvement; et ces écarts Ç, i\, Ç se propageront, en même temps que le déplacement principal f, le long de chaque rayon , mais en décroissant inversement au carré r' de la distance et non, comme (p, inversement à la simple distance r. Ils seront généralement, aux distances finies, de l'ordre de
et, par conséquent, à cause de la faible durées — 4 du phénomène en chaque endroit, incomparablement plus petits que œ, sauf peut-être vers la fin du passage de l'onde, alors que « sera sur le point de s'annuler. La forme linéaire des équations en l", -t", K" montre
même que, si l'on nmltiplie deux fois successivement ces équations par î) [t — #„), et qu'on intègre chaque fois à partir de t =ta. ?, -r,, Ç s'exprimeront, en fonction
Jt—t ti <s> D it — t] et de ses dérivées en ^-^ r , exacte- • ^ "' ^ ^[!o,y,s]' ^
ment comme s'expriment T', V, 'C' en fonction de f' et de
ses dérivées analogues. Ces expressions de 5. -f,, C se
simplifieront beaucoup aux points très éloignés de l'origine,
là où l'on peut, sur des étendues notables, regarder l, m, n,
r, m'j n' comme constants, c'est-à-dire les ondes comme
planes; en sorte qu'il n'y subsiste, dans les derniers
et avant-derniers termes de (15), et dans les expressions
de i", i\" 1 \' , que les parties proporlionnelles aux trois
dérivées — de la fonction <^' . devenue même , en
3f's,y,î) ■vertu de (17), sensiblement invariable suivant la direction (/, . mj, »i) du rayon, mais susceptible de changer dans toutes les autres directions incomparablesnent plus vite que i, w, n. Ainsi, S, -/i, <î y sont trois simples fonctions linéaires
— T I V i' (^ — i^o) 1 s'annulant par conséquent ,
de
d'après le principe de Fermât, aux poinls de l'onde où l'amplitude des mouvements se trouve maximum ou minimum par rapport à ce qu'elle est dans le voisinage (*).
(*) Les écai'te ?, i;, :, supposés pris toujoui's de la même forme en fonction de
/ V 3 (( — ( ) ou de ses dérivées , resteraient encore très faibles en
comparaison de ç , s'il s'agissait de mouvemeata périodiques à brève période propagés autour de l'origine, et non d'une simple rapture momentanée de l'équilibre en ce point, ou si a désignait une fonction, d'ailleurs quelconque, de
( _ (i, , — -, _, — , périodique en ; — (, et d'une valeur moyenne nulle, mais non astreinte à s'annuler elle-même pour/ =((,. En effet, la fonction I "j^îiC — 'o' deviendrait égale & zéro au bout de chaque très courte période, et ne eesseiTiit pas d'ôti'e, en général, extrêmement faible à côté de ?. Par suite, les expressions correspondantes
vérifieraient à fort peu près les équations indéfinies des petits mouvements.
En tenant compte de ces écarts, les trajectoires des molécules ne sont plus droites, même quand ^, -q, K conservent en chaque point les mêmes rapports à toute époque, parce que ces rapports ne peuvent, à cause de la relation H -^m'-n -^nX = o , être ceux de T, m', m', qui donnent la direction des déplacements au premier instant t=i„-hz du mouvement, alors que l,-fi,K, de l'ordre de
I °<fti {t — ?„), sont infiniment petits devant f .
D'ailleurs, la quantité cp,, ou r<s, peut bien, suivant les cas, recevoir toutes les formes possibles en fonction des
cosinus directeurs —— — , et même en fonction de f — t^
pour les petites valeurs positives de / — #„ (les seules qui ne l'annulent pas}, pourvu, du moins, que l'intégrale
/ Vit' (^ — ^o); dont dépendent 5,ti,î;, s'annule aussi pour t — 4 supérieur à ces très petites valeurs. En effet, quelle que soit la forme dont il s'agit, si l'on se donne comme état initial l'état même que représentent, pour une petite valeur positive du temps t légèrement plus grande que celles-là, les expressions àeu,v,m ainsi formées
et celles de — y l'-ii s'en déduisent, cet état consistera
en des vitesses et des déplacements confinés dans une très petite étendue autour de l'origine , et finis ou même nuls au centre {x = o, y = o, z~o) malgré le dénominateur r dans (p ou r^ dans Ç, -/i, i^ ; car, 4 s'annulant avec w, y, z,
¥i3 [t — 4) y seront pris pour la
valeur choisie, t, de t — 4, supérieure à la plus grande de celles qui ne les annulent pas, et ^ , ç, v,, (^ se réduiront ainsi à zéro tout autour dii centre. Donc, quelle que soit, dans
ces conditions, la fonction Çi, les intégrales considérées des équations indéfinies du mouvement expriment bien les effets d'une certaine rupture de l'équilibre dans une région très petite autour de l'origine ; ce qui est précisément l'objet du problème posé.
Dans le cas général où l'intégrale ( fl(t — 4) différerait de zéro pour les valeurs positives sensibles de t — 4; nos formules sembleraient indiquer a l'arrière de l'onde, là où fp se serait définitivement annulé, de petits déplacements persistants , dès lors invariables, u = \, v = r,, w = 'Q. Mais il est clair que ces formules deviennent alors insuffisantes, puisque la supposition, sur laquelle elles reposent, de déplacements u, îï, w beaucoup plus rapidement variables en fonction de t — /„ qu'en fonction A^ x,y ,z, cesse de se réaliser. Cette hypotbèse se trouve donc en défaut; et il faudrait un examen spécial pour reconnaître soit l'annulation de l, ï|, s en [x, y, z) dès que » s'y annule, quel qu'eût été l'état initial dans la région infiniment petite des ébranlements , soii la condition que doit vérifier, en conséquence, la fonction f, pour que cette annulation se produise en effet et, spécialement, pour que, une fois ç devenu nul à l'origine (a; = o, j/ — o, ^ ~ o) , Ç, -ri. 'Q soient, non pas infinis, mais bien nuls eux-mêmes, dans celte
région centrale {x = o, y — o, z = o) ovl la-direction (— , —, -J
est indéterminée et, l'inverse de r, infini.
Toutefois , une circonstance diminue beaucoup l'importance de cet examen et nous dispensera de le faire dans le cas général d'un milieu bétérotrope. Elle consiste en ce que
la valeur finale de l'intégrale I °cp 5 [t — Q peut toujours
être rendue nulle par le moyen de cbangements insignifiants au point de vue pbysique ; autrement dit , tous les cas se ramènent, sauf des différences négligeables, à celui auquel s'appliquent sans difficulté les formules précédentes.
Quelle que soit, en effet, depuis t — 4 = o jusqu'à t — 4 ■= une petite quantité positive e, la fonction y^ de t — 4;
—, —, —, prise complètement arbitraire entre ces limites
mais nulle au dehors , on peut lui donner une sorte de prolongement presque insensible , en lui attribuant , pour les valeurs de t — t^ supérieures à e ou plutôt , aux premières qui la rendent déjà relativement petite, une infinité de nouvelles valeurs , toutes faibles par rapport aux précédentes, mais s'étendant sur un assez grand intervalle t — 4 pour que, choisies convenablement, elles neutralisent ces valeurs précédentes plus grandes et annulent finalement
l'intégrale \ "çii) [t — 4)- Orleprolongement ainsiajouté
n'exprimera que des déplacements œ == — peu perceptibles
et variables beaucoup moins vite que les précédents , ou quelque chose comme cette faible agitation de l'eau qui subsiste un instant dans un canal après le passage d'une grosse intumescence. Ces déplacements, durant plus longtemps que les premiers , influent autant qu'eux sur la moyenne générale des valeurs successives de tp ou de tpi=rrp en un point donné {x, y, z) ; mais les vitesses qu'ils entraînent, inverses de leur durée plus grande, sont relativement bien m^olndres encore , savoir , dans un rapport comparable au carré du rapport réciproque de leurs durées respectives, et il en est de même des déformations correspondantes, qui se trouvent, dans toiis les phénomènes dynamiques , de l'ordre des vitesses engendrées.
Ainsi, tant les vitesses que les déformations corrélatives à ces modifications introduites dans la fonction y, ne changent d'une manière appréciable ni les valeurs sensibles, ni les valeurs moyennes des vitesses et des déformations produites successivement en un point quelconque [x, y, z). Et, à plus forte raison , seraient négligeables les énergies correspondantes , actuelle ou potentielle , comparables aux
carrés des vitesses ou des défonnations. Donc, quelles que soieurt, les vraies valeurs de la fonction, ^^ = tpî' , parmi lesquelles celles qui sont notables peuvent être supposées , comme on vient de voir, entièrement arbitraires , tous les mouvements sensibles produits seront exprimés par les formules précédentes ; et il n'y aura que des déplacements à la fois très lents et faibles, indiqués mais non évalués par les valeurs résiduelles ou persistantes de u,v,tv résultant de ces formules, (jui exigent une analyse plus complète.
Il est d'ailleurs facile de s'assurer , sur un exemple simple, qu'il existe, en effet, lorsqu'on tient compte de ces petites valeurs de u,v,'m, une certaine condition à laquelle doit satisfaire la fonction fi dans toute onde provenant d'un ébranlement initial;. de sorte qu'on ne peut plus alors se donner tout à fait arbitrairement les rapports
des valeurs de œ-dans les diverses directions —,—,— .
Considérons le cas d'un solide isotrope où l'on aurait — ■ ^- — 0, ~ = 1, a=p=Y^let, par suite ,
d"^ {m, «, ro)
en sorte qu'on puisse y prendre deux des déplacements u, v, m nuls et le troisième , cp , régi par l'équation
i,tp.
L'expression générale de 'f sera, sauf à y remplacer r par #, celle que donne la formule (i^) de la page 335, oii p {x, y, z) et pi («, y, 2) désigneront, respectivement, la vitesse initiale
~ et le déplacement initial f, nuls, par bypotbèse, hors
d'une région infiniment petite en tous sens entourant l'ori-
gine. Alors, pour un point quelconque [œ. y, z), les deux intégrales i ■^— et j ^^ ne s'étendent qu'à la section a
de cette région d'ébranlement par une sphère d'un rayon r=t décrite autour du point [x,y,z) comme centre; et, en ce fomi[a!,y,z). l'intégrale /tp 5 {i — Q, ou/ç&^=/cpar, étendue à toutes les valeurs de t ou r, peu différentes de t„-=\^^y^-'r-z^. pour lesquelles la sphère coupe la région d'ébranlement, se réduit à
U^'S^-éJJ''^
car l'autre terme de cette somme /rp^?r donne , aune constante près, comme intégrale indéfinie, -- j —, et celle-ci
doit être prise entre deux limites qui l'annulent. Or il est clair que dadr représente le volume d'un élément de la partie du corps initialement ébranlée, et que, par suite, ffy ch dr,
où p est la vitesse initiale -j- de cet élément, exprinie (si la
densité est supposée valoir 1) la quantité totale â de mouvement concentrée primitivement autour de l'origine, Il vient donc, en mettant actuellement r=V^a;^-(- y* -i-^* au lieu de 4) — au lieu de tp, et appelant M la plus grande des durées du mouvement aux divers points,
Cette formule, divisée par la constante M et par r, exprime que îe déplacement— reçoit successivement, en chaque mdroit
[œ, y, z), des valeurs dont la moyeime, égale à j~- , est la
même en tous les points d'une même surface d^ond.e t= const. (') On ¥oit donc que c'est feulement quand cette valeur moymne ne représente aucunement les rapports des déplacements effectifs, comme il arrive dans les mouvements
(*) Si , dana le solide isoti'ope proposé , la somme J -I- ^ n'était plus nulle et que, par conséquent, les ondes avec changements de densité y eussent une autre vitesse de propf^ation que les ondes non accompagnées de condensations ou de dilatations cubiques 6, la même loi.
continuerait évidemment Ji régir les déplacements y =: J- effectués suivant chaque axe aux divers points de ces dernières ondes, soumises toujours aux équat de mouvement — r =is(u,u,«i) [ou- — -—r = oî A^ (u, u, w) i
X divers points de ces dernières ondes, soumises toujours aux équatioi
— a- --"-.-.-' i™ si~
une. autre unité de longueur]. Et iî n'y aurait pas même, dans le calcul de la constante 3. coiTespondante , à défalquer de la quantité initiale totale donnée de mouvement, suivant l'axe que l'on considère, la partie repondant à l'onde accompagnée de changements de densité. En effet, cette partie est nulle; etl'on a d'ailleurs, dana l'onde en question qu'accompagnent des changements de densité,
onde régie par les équations de la page K3, i {a, ii, m) d! = o , comme s'il
s'agissait de mouvements vibratoires. Do plus il suffit, bien entendu, que l'ébi'anlement initial tout entier , tel qu'on le donne , soit confiné dans une très petite étendue autour de l'origine, pour qu'on en puisse dire autant de sa partie relative aux ondes plus simples qu'accompagnent des changements de densité et aussi, par suite, de son autre partie, répondant aux ondes qui se produisent au contraire sans condensations ni dilatations cubiques.
Pour reconnaître toutes ces circonstances, appelant a', ji', w' , *' les dérivées de M, V, «I, * par rapport à (, obsei-vons que les relations.
multipliées par rfSî = itBdj/fJa et intégrées, à l'époque (=:o , dana toute la région infiniment petite d'ébranlement auï limites de laquelle s'annulent u,v, w ,«', v'fio',
donnent ys dï3 = o, f — dC! = o. Par suite, les équations ('), (*") de la page
353, appliquées encore à l'état initial, en mettant, pour r, la distance ViK'-t-j'*+a* (supposée notable) du point quelconque (a;, ^, s) à la région (3! = o, j^o, a = o) des ébranlements, donnent à leur tour.
vibratoires où elle s'annule , que l'amplitude peut varier arbitrairement aux divers points d'une même onde.
Au reste , ce cas particulier de mouvements où chaque molécule oscille, de part et d'autre de sa situation d'équilibre, de telle manière que son déplacement moyen soit nul, est de beaucoup le plus intéressant; car la répétition de
) t — - — fe d^ = 0,
et, d'autre part, il i-ésulte des équations (*")i toujours dansl'état initial, e étendant les intégrales suivantes à tout l'espaco inflnimont petit qui entoufe l'or gÎEe, c'est-à-dire bien au-deik de la région d'ébranlement et jusqu'aux points o s'annulent asymptotiquement * et *',
(pour ( = o)
Cd{u,v,w) _ f d¥
dxdyd%~
Ainsi, dans l'onde accompagnée de changements de densité, les valeurs initiales de u, -— , par exemple, sont nulles aux distances finies r de l'origine ,
comme il s'agissait de le démontrer, et nulles même en moyenne aux distances infiniment petites; ce qui y donne bien, en particulier, i2=:o ; et comme, d'après la première relation (n') différentiée en x, ces déplacements partiels «■ se trouvent
régis par l'équation — := AMj u, analogue à la précédente — - = As tp , on en déduira de même , pour chaque point (a;, y, s), la relationy^uii/ = o.
Remarquons d'après cela que, dans toute onde sphérique propagée à partir d'un centre d'ébranlement et accompagnée ou non de changements de densité , chaque composante ts = w, ou ti, ou w, des déplacements , satisfait, en adoptant pour unité de longueur la célérité correspondante , à l'équation indéfinie
■^ = Aiff , complétée par ces deux comptions , que les valeurs initiales de ip et de ~ , savoir ^ ^^ pi (a;, y, s), ■-=- =r p {x, y, ») , s'annulent hors d'uiie très petite
région entourant l'origine. Ainsi , les valeurs successives de y seront, à part la sobstitution de r à (, celles qu'esprirae la formule (5) de )a p. 335, oii s désignera la section feite dans la très petite région d'ébranlement par une spMre d'un rayon
pareils mouvements donne les états vibratoires qui constituent soit le son, soit la lumière. Et l'on vérifie directement, ennore par la formule (Ç) [p. 335] , que le déplacement tp peut bien alors varier à volonté d'un point à l'autre d'une même onde, par exemple, ne recevoir de valeurs sensibles que dans le voisinage d'une certaine droite émanée de Pprigine.
Imaginons, en effet, que la petite région d'ébranlement ait à peu près la forme d'un disque plat normal à cette droite, composé de coucb.es ou de feuillets parallèles à ses bases , et que les fonctions o, pj , nulles m moyeime le long de toute perpendiculaire aux couchés , varient beaucoup plus leiitement d'un point à l'autre d'une mémo couche que d'une couche à l'autre. Il est alors évident que p et =, auront leurs valeurs moyennes à peu près nulles le long de
»■=:( décrite antoiir du point quelconque (a;, y, s), section sensiblement plane
pour les points (a;, y, i) non situés ti'ès près do l'origine. Oi' il est aisé d'en
déduire, pour ces points, la loi, trouvée plus haut (p. 684), de la proportionnalité
de ip à l'invei-ae de la dbtance icc^-^-y'^-t-s'^ le long d'un même rayon, quand on
suit l'onde dans sa mai^e ou , autrement dit , quand on fait varier la distance
précisément autant que t . de manière à avoir constamment à considérer les
mêmes sections planes a. Alors le premier terme du second membre de (ç) peut
, . 1 /pi*' s ecnre — , et il est évidemment inverse de r ■= f, c'est-à-dire de la distance.
Quant au deuxième teiTae, ( ■^-— , en y appelant t, ■>' deux sections paral-
4jc dr.i r lèles consécutives, distantes de s, faites dans la r^ion d'ébranlement, et pu p'i les valeurs de la fonction pi sur les éléments respectifs di, rfi' de ces sections, il peut évidemment s'écrire
Or, TU la petitesse de la région d'ébranlement, l'intégraleypidi varie, d'une section 5 à une autre parallèle , beaucoup plus vite que ne le fait la distance r du point donné (a;, y, s) à ces sections respectives. Autrement dit ,/r-i'do' diffère de/pirfi, relativement, beaucoup plus que r -1- s de r, et le terme considéré peut se réduire
- {fpi'd:
ce qui le rend bien
à la distance Va^-i-j/S-i-Bî.
toute droite coupant les couches sous un angle de grandeur perceptible et , par suite , aux divers points de la section œ sensiblement plane (lieu de pareilles droites parallèles entre elles), faite dans la région d'ébranlement par une sphère d'un rayon fini ayant son centre [x, y, z) partout ailleurs qu'auprès de la droite considérée normale au disque. Ainsi, pour tous les points un peu éloignés de cette droite j on
aura, dans la formule (Q [où le facteu — peut sortir du
signe/], /od^=o, /pid-j^o, et, par suite, y = o. Au contraire , pour les points voisins de la même droite ou situés, par rapport au disque , dans une direction sensiblement perpendiculaire à ses bases, les sections *, beaucoup plus grandes que tout à Theure et presque parallèles aux couches, ne rencontreront que quelqries-unes de celles-ci : donc les intégrales fpd-y, /pida s'y composeront , en général , non seulement de beaucoup plus d'éléments , mais aussi d'éléments tous de même signe , et seront ellesmêmes tantôt positives , tantôt négatives, ou n'auront de nul que la moyenne de leurs valeurs successives en chaque endroit. Par conséquent, les mouvements n'atteindront une amplitude sensible que dans la direction choisie.
On superposerait un nombre suffisant de pareils systèmes d'ondes , émanées simultanément du même centre, mais propageant le mouvement suivant divers rayons, pour obtenir un nouveau système, où les déplacements auraient suivant chaque direction telle amplitude qu'on voudrait.
Toujours dans l'hypothèse d'une région d'ébranlement très aplatie en forme de disque , mais avec des valeurs de 0 ou pi qui y seraient de même signe partout , les déplacements f produits , bien que cessant d'être aussi petits que précédemment aux points situés suivant les directions non perpendiculaires aux bases du disque, y seraient encore, néanmoins, beaucoup moindres qu'aux points voisins de la direction perpendiculaire, à cause des plus grandes valeurs
de T correspondant à ceux-ci; et ils n'y atteindraient pareille valeur moyenne que parce qu'ils persisteraient beaucoup plus longtemps , dans un rapport comme celui du diamètre du disque à son épaisseur. Par suite, les vitesses avec lesquelles ils se produiraient, étant inverses de leurs durées, se trouveraient encore, relativement, bien moindres qu'eux, dans un rapport de l'ordre du carré du précédent; et 11 en serait, à bien plus forte raison, de même des propres carrés de ces vitesses , ou des forces vives , qui sont surtout à considérer. La valeur moyenne de celles-ci continuerait donc à être, suivant la direction perpendiculaire choisie , incomparablement plus forte que suivant les autres. Ainsi, le mouvement se propage encore presque exclusivement dans le sens normal aux bases du disque (supposé assez plat) , quand les déplacements n'ont pas lieu de part et d'autre des situations d'équilibre et qu'il y en a même d'appréciables, mais produits avec une grande lenteur relative, le long de tous les rayons issus de l'origine ; ce qui confirme directement les considérations présentées un peu plus baut (p. 689).
On voit par là que le fait de rayons lumineux ou sonores latéralement délimités , c'est-à-dire d'ondes dans lesquelles l'amplitude n'est sensible que le long d'une droite donnée r émanée de l'origine , s'explique facilement , puisqu'il suffit d'y attribuer à la fonction (p^ des valeurs nulles , sauf pour les directions très voisines de celle du rayon choisi r. Mais il importe de remarquer, vu qu'on ne paraît pas l'avoir fait encore, que cette possibilité de disposer à volonté de l'amplitude au3S divers points d'une même surface abonde tient à l'exist&me des petits écarts \, -'ij^, ou à ce que les mouvements ne sont pas polarisés rigouremement , mais seulement à fort peu près. Et comme ils cessent dHtre rectiUgnes à, itned&uxîème approximation, il est clair que toute étude, fondée sur Vkypothèse d'une exacte rectilinéarité des trajectoires n'atteindra qu'un cas singulier, sans importance spé-
ciale, et condîdra, pour exprimer l'amplitude aux divers points d'une même onde, à des formules n'ayant rien de nécessaire, ou même jamais réalisées dans la nature. Ainsi, de pareilles formules n'auraient aucune valeur concrète (').
En résumé, dans les mouvements propagés autour de l'origine, les expressions de u, w, w sont sensiblement les produits respectifs de l'inverse— de la distance à cette origine par trois certaines fonctions T, m\ n' des cosinus directeurs — , -£.j — et par une fonction continue presque arbitraire, cp,, de ces mêmes cosinus ainsi que de la petite différence t — 1„, où t„ désigne le produit de r par une autre fonction déterminée des mêmes rapports — ^-^— . Et l'on voit enfin, sous cette forme analytique, que les lois précédentes, démontrées pour le milieu élastique dont les coordonnées sont ^, y, z et les déplacements m, v, w, s'étendront sans difficulté à l'autre milieu élastique dont il est le transformé, savoir à celui dont les coordonnées x', y', z', et les déplacements u', v' , nf , sont liés aux siens par les relations (3) et (4) [p. 669 et 670] . Car les formules approchées
(*) J'ai reconnu , on étudiant , non plus le cas d'une rupture momentanée de rêquilibre , mais celui de mouvements périodiques à courte péri.ode et à compoaantes sensiblement pendulaires , propagés dans un solide isotrope avec une célérité constante V suivant Vase des b, et d'amplitudes indépendantes de s, que l'hypothèse de déplacements a, »?, w de la forme
avec A et B fonctions de x et de y, continue à y êto'e admissible quand culle de l'exacte rectUinéarité des vibrations ne l'est plus , c'est-à-dire à cette deuxième approximation oii Ton tient compte des termes en î/, u', w' à côté de ceux en a", v", u/' {et les trajectoires y sont des ellipses ayant un ase parallèle à celui des ï) ; mais qu'eUe devient, à son tout', trop spéciale, quand on ne néglige plus les termes de l'ordre de «, «, w à cOté de ceux en «", u", w". Alors, en effet, elle conduit , pour les amplitudes A , B et pour les vitesses de propagation V, à des lois, d'ailleurs très curieuses, qui, dans les cas de graduelle variation en fonction de a; et de ^ (où les orbites deviennent ti'ès allongées ou très aplaties suivant les ï), ne s'observent plus pour peu que l'expression des déplacements s'écarte de cette forme dite pendulaire exacte, nullement obligatoire.
de u', p', w', qu'on en déduira par les substitutions, dans les expressions de — — '-— etdetpi, kr~Vx^-\-^^'i'Z^ età L^
de leurs valeurs tirées de (3) en fonction de r = \^a;'^+y^-t-/*
[/ / /) et de / ; seront encore , évidemment , les produits de
-; par certaines fonctions de — '■ ,' - et par la fonction tp,,
devenue, enx',^\z', de forme analogue à ce qu'elle était en 0, g/, z.
sus LES INTÉGRALES ASYMPTOTES DES ÉQUATIONS DIFFÉREN- TIELLES ,
Par m. J. Bûussine'sq (').
Parmi les intégrales d'une équation différentielle -7- = f[t, a;) , il y a lieu de considérer spécialement celles
que j'ai appelées asym'ptotes {") ou qui sont telles, que, pour une valeur donnée quelconque de t et pour toutes les valeurs, on plus grandes, ou plus petites, la fonction te y <i\{îèTG aussi peu qu'on veui de ce qu'elle est dans d'autres intégrales , fy'ès distinctes pourtant de celle-là , c'est-à-dire s'en écartant notablement pour les valeurs de t qui sont, au contraire, ou plus petites ou plus grandes que la valeur donnée. L'intégrale asymptote jalonne donc, sur tout son parcours , soit un lieu de réunion des intégrales particu-
(*) Cette note a été pi-ésontéô k V Académie des Sciences le 30 janvier 18K ; ■voir les Comptes-Rendus , t. XGIV, p. 208.
('*) Dans le mémoire intitulé Conciliation du véritable déterminisme mécor rtigwfl, etc., au Recueil de la Société des Sciences de Lille (t. VI, 1878, p. 50).
Je profiterai de l'occasion pour apporter ici un exemple ii l'appui d'une des notes complémentaires qui suivent ce ménioire (p. 151), relative aux fonctions continues sans dérivée. J'ai démontré , dans cette note , tju'on peut toujours , étant donnée une telle fonction /"(a;) , formev une fonction continue aussi peu différente qu'on veut de celle-là et pourvue cependant d'une dérivée ; qu'il suffit , à^cet effet , si F (o!) est la fonction primitive de f (ai) et s une constante très petite , de prendre
pour la nouvelle fonction le rapport ~ , extrêmement peu différent de /"(a:) par définition et qui admet la dérivée ~ -, C'est,
du reste, ce que l'on conçoit intuitivement; car, le rapport dont il s'agit exprimant /■(«) ■— des valeurs de [(je) dans une très petite étendue de
part et d'autre de la valenr considérée t» de la variahle, les inégalités d'amplitude insensible, mais k période infiniment courte , qui empêchent les très petites différences i /"(a;) de varier graduellement ou de posséder ce que j'appelle, aun" 1 de la même note (p. 152), la continuité relative , se trouveront infiniment atténuées ,
lières, qui viennent j les unes après les autres j converger dans son voisinage sous la forme d'un faisceau étroit , soit, au contraire, un lieu de bifurcation ou de séparation des intégrales particulières j qui en divergent successivement. Elle diffère de la solution singulière en ce que son raccordement avec les intégrales ordinaires ne se complète, en toute rigueur, que pour ^ = -t- oo ou — oo , non à des distances ou à des instants précis t; et elle se distingue des intégrales ordinaires en ce que, pour la valeur donnée de ^, elle présente des écarts inférieurs à toute qiiantité assignable avec des intégrales particulières qui s'en sont trouvées ou qui en seront sensiblement distantes , tandis que , pour la même valeur quelconque de t, l'écart de chaque intégrale non-asymptote d'avec toute autre solution qui en a été on
par neutralisation mutuelle, dans la moyenne, et la dérivée, expression de la con.tinuité relative ainsi acquise , ne poun'a manquer d'apparaître.
Appliquons cette idée à la fonction , continue et sans dérivée , mais d'ailleurs familière aux géomètres ,
oii (i( désigne des nomhres très rapidement croissants avec !, comme, par exemple, les produits 1.2.3. .,i, et où le signe de sommation N s'étend à toutes les valeurs entières de i depuis 1 jusqu'à co .
Gomme on aura , ici ,
X""^-^ , , du cos «f (iP — s) — cos nj (a; + 0 sin aj s . _ „. (., .) ™ = ^-^^ = ^-p m .,0,,
la fonction demandée, exti-èmement peu différente de (1) et pourvue d'une dérivée.
Le coetflcient , sensiblement égal à 1 pour autant de valeurs qu'on voudra
de a, à partir de la première, mais infiniment petit pour les valeurs infinies de o; . n'altérera qu'excessivement peu tous les termes de la série (i) entrant pour quelque chose d'appréciable dans la somme de cette série; et il anniiilera, pour ainsi dire, les termes à période infiniment courte, qui, tout insensibles qu'ils soient , ont des dérivées sensibles. Aussi , l'introduction de ce coefficient permettra-telle à la série ^) d'avoir la dérivée , parfaitement définie ,
11 est clair que, s'il se présentait , dans quelque application physique de l'analyse , une fonction continue sans dérivée , ou non graduellement variable , on aurait avantage à lui faire acquérir de même des dérivées ; ce à quoi l'on pourrait
qui en sera notablement distante ne descend pas au-dessous d'une certaine limite différente de zéro. Bref, la solution asymptote consiitue le no^au, ou mieux, l'a^ d'un faisceau d'intégrales , sa partie infiniment serrée , qui , comprenant les intégrales réunies depuis l'infini ou destinées à ne se séparer qu'à l'infini, est absolument sans largeur; au contraire les intégrales ordinaires voisines ne se rattachent au faisceau que d'une manière moins étroite, si ce n'est à l'infini , et elles ne le suivent de près que sur une partie de son parcours.
Soit, par exemple , l'équation
paiTenir soit par l'atténuation , comme on vient de voir, de ses ondulations infiniment courtes et d'une ampKtude infiniment petite , soit par un eliangement de variable qui réduirait, sinon la grandeui" de ces ondulations, du moins leur variabilité. J'ai fait usage (p. 535 de ce volume) du premier procédé, pour débarrasser de petites inégalités sensibles une fonction régie par une équation aus différences inèlées et, grâce à cette sorte d'uniformisation ou de régiilarisation, pour transformer l'équation dont il s'agit en une autre simplement différentielle. Quant an second procédé , une occasion de l'appliquer s'est offerte au n" 2i de la même Étude (p. 497 à 468) dans la question du mouvement transversal d'une plaque : il y a consisté à choisir la seconde des deux formes (31 bis] d'une certaine intégrale définie, fe, l'eselusion de la première, afin de s'en tenir à celle des deux où la variable r est éliminée du facteur 'J qui introduit dans l'int^rale des ondulations inllnimentcourtes.
Gomme on attribue naturellement aux fonctions non seulement la continuité , mais même une variabilité graduelle, toutes les fois que c'est possible , la logique ou, du moins, les principes d'unité et d'ordre qui guident l'esprit dans ses inductions exigeraient peut-être que l'on complétât toujours , implicitement , les fonc- Uons continues dites sans dérivée, par un terme inflninient petit de nature à leur donner une dérivée. Par exemple, il devrait être entendu qu'on ajouterait toujours aux n premiers termes d'une série convergente, pour obtenir la valeur de la série, on terme complémentaire R» , et que ce terme K,r , tout eu tendant vers zéro , varierait de plus en plus rapidement à mesure que n grandirait, si c'était nécessaire pour neutraliser des ondulations non moins rapides de la somme développée des n premiers termes. II est vrai qu'on n'aurait plus alors le droit de différentier une série en différentiant ses termes successife. Mais cette manière d'opérer souffre déjà une exception quand la série va cesser d'être convergente, là oii justement le reste R« , quoique fort petit , se met à varier très vite et oi: , par suite , bien que la série proposée puisse encore avoir une dérivée finie parfaitement déterminée, les dérivées de ses divers termes cessent de former une seconde série convergente. Or il est inévitable d'étendre l'exception à tous les cas où cette seconde série diverge , sans qu'on ait davantage le droit d'en conclure que la dérivée de la série proposée n'existe pas.
Son intégrale générale, entre les limites x^^l, est
X = tang bjp [t — c) = — - — — ■ ,
OÙ il faut donner à c des valeurs équidistantes , si l'on veut avoir des solutions dont chacune diffère également de la précédente sur l'ensemble de son parcours, Pour une certaine valeur de t, ta différence entre les deux expressions de X qui correspondront à deux valeurs consécutives c, c, de la constante égalera le quotient
cosh7p(! — c}.coshjp{( — c,)
quotient qui s'annule seulement quand c~^œ , ou , par sui te , quand w = ^l. Donc , il faut poser c = :^ao si l'on veut avoir des solutions qui, pour une valeur donnée quelconque de i, présentent des écarts aussi petits qu'on voudra d'avec des solutions différentes s'en écartant notablement pour d'autres valeurs de û. C'est dire que les deux intégrales extrêmes x = '^ l sont asymptotes , à l'exclusion de toutes les autres.
En général , représentons par f [t^ x) = c l'intégrale de l'équation proposée, et supposons le paramètre c assez bien choisi pour que deux solutions particulières différant notablement quelque part ( ne fût-ce même que pour de très grandes valeurs absolues de t) correspondent toujours à deux valeurs , notablement différentes aussi, de ce paramètre c. Il est clair que , pour une valeur donnée de t, quelconque mais fixe, c change alors infiniment vite à l'instant où, 0) variant , on traverse l'axe d'un faisceau d'intégrales ; car on croise , à ce moment , une infinité d'intégrales qui , étant venues , par exemple , s'approcher autant qu'on veut de Paxe pour des valeurs de ^ spéciales à chacune , avaient d'abord différé sensiblement les unes des autres et, par conséquent, correspondent à des valeurs de c nota-
blement espacées dans l'intervalle compris entre la première d'entr'elles et :!:go . Cela exige que la dérivée de 9 par rapport à a; , ou le facteur d'intégrabilité de l'équation différentielle 5 soit infini sur tout le parcours d'un axe pareil. Ainsi, les intégrales asymptotes s' ohtimdront en éga^ la/nt à l'infini le facteur d'intégrabilité , procédé qui donne déjà, comme on sait, les solutions singulières, lieux des valeurs de œ pour lesquelles , des intégrales voisines se joigiiantj l'écart dx de celles-ci est infiniment moindre qu'il n'est partout ailleurs, ou infiniment moindre que le changement correspondant de du paramètre.
Et la même règle s'étendra à un système quelconque d'équations simultanées (qu'on peut concevoir ramené au premier ordre); car si f(i,a),y,z)~c désigne xme intégrale générale d'un pareil système , aucune des fonctions de i appelées x ,y , zne pourra, en changeant aussi peu qu'on le voudra , entraîner une variation notable de c, que dans le cas où la dérivée correspondante (facteur d'intégrabilité) de f eu. x, y ou z dépassera toute grandeur finie.
On voit même que ces intégrales asymptotes rendront
infinie , non-seulement quelqu'une des dérivées —7- ,
mais encore la fonction 'f elle-même ou la constante d'intégration c, ce qui n'aura pas lieu dans les solutions singulières, où la valeur de f, à chaque instant t, sera celle de c dans l'intégrale particulière qu'une autre voisine joindra , à cet instant même, sur la solution singulière considérée.
Quoique ce procédé implique l'hypothèse de facteurs dlntégrahilité n'introduisant, par l'intégration, que des constantes sensiblement variables lors du passage d'une intégrale à une autre qui ne s'en écarte beaucoup que poifr de très grandes valeurs absolues de t, néanmoins, il m'a conduit à toutes les .solutions asymptotes que j'ai eu à étudier dans le mémoire cité (*) ; ■ et M. Poinoaré a reconnu
(*) Conciliation du véritable déterminisme mécanique , etc. , p. 69 h 77 et 88 à 98.
qu'il fournit aussi celles d'autres équations différentielles, étudiées par oe jeune et déjà éminent analyste. On pourra donc s'en servir, sous la réserve indiquée (et sauf à exclure par une discussion spéciale les solutions étrangères qu'il lui arriverait parfois de donner), en attendant que l'on découvre, si la chose est possible , une règle générale tout à fait sûre pour atteindre le même but.
Quand il s'agit d'équations linéaires , aucune intégrale n'est asymptote plutôt qu'une autre quelconque. En effet, les fonctions w, y, z sont alors du premier degré par rapport aux constantes c , et elles éprouvent , pour des accroissements déterminés de ces constantes, les mêmes variations quelle que soit l'intégrale particulière d'où l'on part; en sorte que diverses valeurs de x, y^ z, équidistantes pour une valeur de ^ , ne cessent à aucun instant de l'être , toutes s'écartant à la fois les unes des autres ou se rapprochant à la fois. Ainsi, les équations linéaires n'admetteni pas plus d'intégrales asymptotes distinctes que de solutions singulières. Mais toutes les intégrales peuvent y être dites asymptotes, quand elles se rapprochent indéfiniment pour t=-i-cc ou — — oo , et quand de plus , pour d'autres valeurs de t, elles divergent, au contraire , au point que les plus rapprochées partout ailleurs s'y écartent autant qu'on veut et en comprennent par suite, entre elles, une infinité d'autres s'écartant ainsi indéfiniment. C'est ce qui arrive , par exemple, pour les équations
dx œ dx
dont les intégrales ,
convergent, pour t — oj, vers la valeur a; = o , et divergent infiniment, les unes, pour t = o, les autres, pour t~ — co .
Sun l'intégration, par ai'proximations successives, d'une
ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
DONT DÉPENDENT LES PRESSIONS INrÉRIEURES
d'un MASSIF DE SABLE A l'ETAT
ÉBOULEUX ;
Par m. J. Boussinësq.
J'ai montre , dans trois notes des Comptes-Rendus de V Académie des Sciences ('), que l'équilibre-limite d'une masse sablonneuse à surface supérieure horizontale, contenue latéralement par une paroi verticale ou modérément inclinée sur la verticale, est régi par l'équation
m r (Al — - ! - — —
QÙ î-j 5, ^ sont les trois dérivées secondes respectives -^ , --;-;-, --;— d'une Certaine fonction m de deux- coordonnées
x&iy (la première, verticale, croissante de haut en bas, la deuxième , horizontale , plus grande que — ax dans tout le massif), et où a désigne la tangente du demi-complément
Z — I. (ie l'angle f de frottement intérieur du sable. Les
3 1884; t. SGVni, p. 667, 720 et 790.
dérivées secondes r, s, f importent seules , car c'est d'elles que dépendent le^ pressions
— Nji = n[a!-hi), H — ns, — Nj = n (s^ ic -+- r)
exercées dans le massif, dont II représente le poids spécifique. D'ailleurs, ces dérivées secondes, ou même la fonction s et, par conséquent, ses dérivées partielles premières, s'annulent en tous les points où l'on a. ^^ ace; de sorte qu'il suffit de les déterminer dans un assez petit angle dièdre, compris entre la paroi et le plan y = ax, où la différence y — aa; est négative et où d'ailleurs la somme y-hOiS est, comme dans tout le reste du massif, supérieure à zéro. A cet effet, r, s, ^restant partout notablement moindres que a; en valeur absolue, une première approximation s'obtient par l'annulation, dans l'équation (1) , du second membre,
s* comparable à— et, par conséquent, bien inférieur à 'r, s
ou i. Alors l'intégrale de (1) se réduit à
Le second terme, /l [y-^-aœ), s'y annule même par suite de la condition spéciale s; = o {pour y ^acc), tandis que le premier terme f{p — aœ) s'y détermine au moyen d'une autre condition spéciale, exprimant le glissement du massif contre la paroi. Par exemple, quand celle-ci est verticale ,
on trouve f" (y — aœ) = ~ , f, désignant l'angle du
' ^^ ' 8-*-C0t(pi ' I <=■ ■=■ ,
frottement extérieur ; et r, s, t ont les valeui, ï approcbées f^ f'ky — o-'^^ — o,f"{y — «i»), f"[y — ax]{''). Ainsi, le deuxième membre de (1) devient à fort peu près une fonction explicite de œ et de y.
Il en serait de même si la surface supérieure du massif, au lieu d'être horizontale, était inclinée , cas où, en faisant tourner d'un angle y convenablement choisi les axes précé-
(*) Voir, pour tous ces détails, les tixiia ai'tieles cités des Comptes-Rendus.
dents de coordonnées (dans le sens de oy vers ox), l'on continuerait à avoir l'équation (1) et les expressions ci-dessus de — N^, Tj — Nj, , sauf le changement , partout, de x en
X cos y-H ^ sin Y ; et la surface supérieure serait représentée
par la relation y = — a^x cot y {avec y ^ o).
En résumé, dans tous ces cas, l'équation aux dérivées partielles du problème devient , à une deuxième approximation, de la forme simple
presque aussi facilement intégrable que celle de première approximation, r — aH= o. Quand ra et, par conséquent, r,s,t seront , de la sorte, mieux connus , leur substitution dans le second membre de (1) donnera une expression encore meilleure de F [œ, y). Donc l'équation (2} pourra fournir alors une troisième approximation; et ainsi de suite.
Pour intégrer (2}, introduisons, au lieu c deux nouvelles variables
i a; et de y,
\ dx [du d^ ! ' d^ d«
L'équation (2), divisée par — 4a^, devient
d'xdp'
d^75 dadB '
2fl
Multiplions par di et intégrons à partir de p = o ( ou de y — aœ = o), en observant que îb et ses dérivées tant premières que secondes s'annulent à cette limite. Nous aurons
et une seconde intégration donnera enfin, si f{P) on f{i/ — ax) désigne une fonction arbitraire, nulle pour p = o, qn'on déterminera au moyen de la coadition de glissement du massif contre la paroi,
Par exemple, dans le cas d'une paroi verticale, avec surface supérieure horizontale , pour lequel la va leur de s , à une première approximation, est
le second membre de (1), réductible sensiblement a- — ^— ,
devient, pour le calcul de la deuxième approximation, 1-1- «* / a \^ (y — ax)^ — — , jt 1 ■ (jg sorte qu'en posant , pour
abréger,
(0) l'on a
On trouve alors , successivement ,
Jo «—a '^ '^ 2 ^ a— 13 '
et, d'après (5), en substituant à a et P leurs valeurs (3),
-il"
11 en résulte, par deux différentiations,
_(,^„,,.gttfî],
-lî-t
Enfin, la- fonction f" {y — ax] se détermine au moyen de la condition, spéciale à la paroi,
(10; (poiirj = o) — jj- ou ^.-^--— = langy,,,
qui donne, d'après les valeurs (9) de s et r,
(11) (pou,,<„j r(y-")=[l+|jH„-«+4.1oii;2)]_l=îî^.
Ainsi, les expressions (9) de r, s, i? et celles des pressions — N^=n(x+^), T=ns, — N^ = n((ïV + r)j sont homogènes, du premier degré , en a; et ^i' ; d'où il suit que les pressions continuent à être pareillement distribuées, comme à la pre~
(pour y =
:ria:
21og2|.
— (2 — 21og2-t
ïtangyi).
»pc2!»
mière approximation, en tous les points d'une droite quelconque émanée de l'origine, et que les surfaces de rupture sont encore homotiiétiques par rapport à cette origiiie. Sur toute la couclie contiguë à la paroi (verticale) il vient
On voit que la composante normale , — N^, do la poussée supportée par l'unité d'airo de la paroi, égale le produit de Ilic, c'est-à-dire de la poussée qu'exercerait le sable s'il était fluide, par le coefficient
Lorsqu'on passe de la première approximation à la deuxième, ce coefficient est donc augmenté dans le rapport de 1 à
l-^(— l+21og3)(;, ou de 1 à 1 + (0,3863}^ f^-^^]'
vu la valeur, 1,3863 environ, du double du logarithme népérien de 3 et l'expression (6) de c.
Par exemple , dans le cas d'un sable ordinaire contenu par une paroi rugueuse , il faut faire ^ = tp, == Si** ; d'où a =tang 28" —0,5317, c = 0,124(i ; et ia valeur de première approximation trouvée pour k, qui était , — ■ = 0,2081 ,
l-^-aUng<f^
se trouve multipliée par 1,04813 ou augmentée de 0,01002 et portée à ^ = 0,2181.
Pour juger du progrès de l'approximation d'une de ces valeurs à l'autre, observons que chacune d'elles exprimerait exactement k, si l'angle de frottement intérieur f, égal à f
pour y ^ ax^ était variahîe pour g/ < «a; et s'y trouvait défini, en chaque point, par l'équation
(14) sm^ ,.' — ; ^ 1 _^ J 1
Dans le cas de la première approximation , ces valeurs de tp' croissent de plus en plus à mesure qu'on approche de la paroi et , sur la paroi même , quand f , égale cp, on y a
sin f ' ~ — - — - — ; ce qui, pour cp = 34°, donne cp'= 39°17',8,
ou un accroissement total de 39''17',8 — 34" = 5'*17',8. Dans le cas de la deuxième approximation , le second membre de (14) devient fort complexe et d'une étude peu aisée. Mais il est probable que f', toujours égal à ip sur le plan y=:ax, s'éloigne encore sans cesse de ^ quand on approche de la paroi, et que, par suite, sa valeur la plus distante de f se produit à la paroi même ou pour y = o. Or les deux dernières formules (12) , en prenant tpi — 34°, donnent alors
_ — t — _ . . ' =: 2,9659, = lanff 34";
— Nj a^ 1-f- 0,04813 ' ' — Nj, ''
.,.,'= fi:i^l'-lV f-?i^l^) =0,36143, .'=36"57',3. ^ l 3,9659 j \ 3,9659 / ' ' '
Ainsi , la deuxième approximation suppose l'angle du frottement interieyr, près de la paroi, encore trop grand, de 36°57',3 — 34" = 2'*57',3 . L'approximation gagnée sur cet angle par rapporta la valeur précédente 39°17'j8, n'est donc que de 39n7',8 — 36°57',3 = 2°20',5 ou 140',5. Or on peut conjecturer que, si cette approximation de 140',5 sur l'angle en question a fait grandir le coefficient k de 0,01002, une approximation parfaite, qui diminuerait cet angle
de tout ce qu'il avait d'atord en trop, c'est-à-dire de 5°17',8 =317',8j produirait sur le coefficient iè une augmentation totale sensiblement proportionnelle, ou exprimée
(1,0 1002x3 17', 8 , .„„„ , ■ ^ A er ■ ,
par ■ TTT^r-;; =0,0227. La vraie valeur du coetiicient
doit donc être , à peu près ,
Ce résultat confirme, de la manière la plus satisfaisante, la méthode pratique que j'ai donnée , dans l'arlicle du 31 mars 1884 cité plus haut, pour évaluer k par le moyen de deux limites , l'une supérieure , l'autre inférieure, déduites des formules de la première approximation , et dont on prend finalement la simple moyenne arithmétique. En effet , ces deux limites sont, ici, 0,2081, 0,2538 et leur moyenne est, par suite,
valeur pratiquement ideniique, comme oq voit, à la précédente 0,2308.
yGoosle
ÉCLAIRCISSEMENTS ET COMPLÉMENTS
RELATIFS SURTOUT A l'ÉQUILIBRE STATIQUE OU DYNAMIQUE DE DEUX COKPS QUI SB TOUCHENT.
P. 43, ligne 5 en remontant, après le moi « compréhensive » , mettre en note: « Cette continuité , trjop compréhensive, des fonctions simples de l'analyse , consiste surtout en ce que le plus petit arc de la courbe qui les représente suffit pour qu'on puissp en déduire la courbe entière , contrairement à ce qui arrive dans le cas des fonctions arbitraires ( si gi'aduellement variables qu'on les suppose) introduites par l'intégration des équations aux dérivées partielles, et exprimant, par exemple, l'état initial d'un corps. »
P. 210, après la ligne 11, cg'outer les deux alinéas suivants: « Toute cette théorie , donnée pour le cas d'uu corps élastique naturellement limité par le pian z — O, s'étend d'ailleurs à celui d'un coi'ps dont la surface dans l'état naturel , tangente , par exemple , h ce plan des xy , au centre de la future région d'application- pris pour origine , s'en écarte tout autour de quantités , ^ = ? {j7, y), très petites entre les limites où surviennent ensuite des déplacements normaux sensibles w. Alors les conditions spéciales à cette surface limite z = (p (a? , y) peuvent être censées se rapporter toujours , par raison de continuité , au plan ^ = o , vu que les écarts tp [x, y) , comparés aux dimensions de la partie sensiblement déformée du corps , ne sont presque rien. Mais , une fois ce corps élastique soumis à la pression P d'un corps dui' [supposé lui avoir été d'abord tangent à l'origine des coordonnées) , la surface de
contact, siège de la pression P, a sa nouvelle ordonnée z, qui se compose toujours d'une fonction connue if {os, y) expriinant la forme du corps dur et de trois tei'mes w„, «y, ix exprimant son rapprochement ou ses rotations , égale à la somme du petit déplacement subi w et de l'ordonnée primitive ç {x, y) , généralement non moins forte que w. La troisième condition spéciale , k joindre s.fx'=o,^y= o sur toute la région d'application, n'est donc plus
m = 'i. [ai, y) -t- M)„ -H ay -H ia; ,
TV =: -ji (», y) — f [x, y) H- îfcu -4- ay -H .hai,
relation do mèïQfs forme, où, seulement, la fonction ^ {p.y] — ^ [m, y) remplace la fonction ^ (a^, y), comme elle la remplace aussi dans l'expression des écarts existant, hors de la région de contact, entre la surface du corps élastique et celle du corps dur. En effet, ceux-ci sont évidemment, avant les déplacements, o {s:, y) — ^ (a), y) et, après les déplacements,
TO -t- w [x,y] — i|i (iP, y) ~r&^ — ay — hw.
Ainsi, la question de l'équilibre d'un corps élastique, limité par une surface un peu courbe s^f{x, y), et dont -se rapproche un corps dur ayant une surface donnée z = f (x, y), qui le touchait d'abord en un seul point, est identique à ce qu'elle devient quand la surface du corps élastique se réduit dans l'état naturel au plan z = 0., pourvu que celle du corps dur langent ait alors pour équation 2 = 1/' i'^' ?) — Ç {'^< ?/)■
Dans le cas, assez ordinaire, où les deux corps, avant de se comprimer , sont assimilables sur toute l'étendue de leurs futures surfaces de contact à deux paraboloïdes ayant pour axe la normale commune , le corps dur à considérer dans le problème transformé , ou dont la surface a pour équation z ^^ (», y) — f {x, y), est aussi, évidemment , un paraboloïde analogue ; car la différence des deux polynômes homogènes du second degré f {x,t/), <f {x, y) constitue un nouveau polynôme pareil. Le problème de la compression mutuelle, suivant leur axe commun, de ces deux corps à surface paraboloïdale, se ramène par conséquent au cas, étudié plus loin [n" 51 bis, p, 230), où la surface de celui des deux corps qui est élastique a sa forme naturelle plane et où l'autre est limité par un paraboloïde ayant
l'équation a = if (a;, j) — --f {x, y] ; de sorte que ces deux corps ainsi transformés fictivement gardent entr'eiix , soit avant , soit après les déformations , mêmes écarts, respectivement, que les deux corps réels proposés. »
P. 248, au bas du texte, ajouter ceci:
« Nous avons supposé naturellement plan le corps élastique que vient presser, sur une très petite partie de sa surface, un corps dur à forme arrondie, d'abord simplement tangent à cette surface. Mais on a vu que le problème est encore le même , quand la surface du corps élastique présente , elle aussi , dans l'état naturel , de légères courbures , à la condition d'observer que les déplacements m de sa partie en contact avec le corps dur sont alors les excès des ordonnées primitives a-^i-^ [x, y) de la surface du corps dur sur celles, j ^ tp (iB, y), de la surface du corps élastique, accrus du déplacement «>o du centre de cette région de contact. Tout se passe donc comme si la surface primitive du solide élastique était plane, mais que la surface du corps dur fût le paraboloïde ayant pour équation a=i;,{ai, y) — cp [a>,y); et il suffit qu'on se donne les trois coefficients de la fonc,tion homogène du second degré ^ {œ, y), définissant, avec la forme de la sui-face de contact , l'orientation ou l'azimut d'une de ses deux sections principales dans le plan tangent primitif î = o , pour que , si la pression P est d'ailleurs supposée connue , l'on puisse déterminer complètement l'ellipse de contact , c'est-à-dire la grandeur de ses deux demi-axes a, b et l'azimut de l'un d'eux.
Or, imaginons maintenant qu'il y ait du côté des s négatifs, au lieu du corps dur, un second corps élastique poli, d'une forme paraboloïdale également connue, et qui, d'abord tangent , pour a; = o, y = o au plan a = o , comme ie corps élastique proposé , se soit un peu . rapproché de celui-ci, dans le sens de l'axe normal des î, de manière à faire naître entr'eux la pression P. Il est naturel de se demander si la surface , alors inconnue , de contact , peut être un paraboloïde s = ^ [^-.y]^ savoir , celui dont les trois paramètres [coefficients des termes en jc^, 2 a^ et y* de la fonction -^ (», y)J se détermiheront par les trois équations exprimant que l'ellipse de contact correspondante , dans les deux corps , a même demi-grand axe a , même demi-petit axe è , et orientation pareille. Comme le mode de répartition de la pression P à son intérieur , exprimé par la formule {&) [p. 232] , sera le même de part et d'autre , comme , d'ailleurs, la surface paraboloïdale de contact prolongée, à courbures naturellement intermédiaires entre celles des deux corps , passera, d'après ce qu'on a vu après la formule [d') [p, 237], en dehors des
deux surfaces déformées de ces deux corps élastiques , c'est-à-dire ontr'eux , toutes les conditions do l'équilibre simultané des deux corps pressés i'un contre l'autre se trouveront satisfaites, y compris celles de raccordement relatives à s = o , au nombre de six (savoir ^i,^, nuls dans chacun des deux corps, et w, p^ égaux' respectivement de part et d'autre). Ainsi le problème de cet équilibre sera résolu.
Si , par exemple , les corps dont il s'agit sont deux sphères , de rayons r, r', et de même nature, en appelant x, le rayon de courbure de la surface de contact, compté positivement quand il est opposé à r ou de même sens que r') , on aura , pour la première sphère,
1^ (lE, y) = — -, ^ (œ, y) = — —-5 ; d'oii, dans le paraboloîde
fictif de contact — « = — ^-^ — -, répondant au cas où la forme naturelle de la région d'application, sur cette sphère, est supposée rendue plane ,
¥ (af, y)~-if (^, ^) ou — s ^ (- -H -J -
et les formules (/") [p, 246j , {if"] [p. 236] , où il faudra faire -^, = -rr-~ — !-■—, 5 = «, donneront
On obtieot , en accentuant »■ et «>o 1 des relations analogues pour le second corps élastique , à cela près que , par l'apport à lui , la concavité du paraboloîde de contact change de sens , ou que % y devient — t. Par suite , a, P étant , ainsi que ^ et n, les mêmes de part et d'autre, une comparaison immédiate donne ■ — 1 — =-; ,
valeur de — monti'ant que la courbure de la surface de contact a,
comme U le fallait bien, le signe do la plus grande des deux — , —,
mais une valeur moindre. Et il vient alors par l'élimination de
t, en observant que «i„-i-m)/ est le rapprochement total, 'î, des centres dés deux sphères, corrélatif à leur compression,
En portant dans la première de celles-ci la valeur de a. tirée de la dernière, on voit que la pression mutuelle P est proportionnelle à
la puissance -^ du rapprochement éprouvée, lequel l'est lui-^même au carré du rayon a du petit cercle de contact. La pression P, répartie sur cecercle d'après la formule [i] [p. 232], devient d'ailleurs maxima au centre , où elle atteint par unité d'aire la valeur
— — -, et où les ti-ois déformations principales t)' qu'elle produit deviennent aussi, évidenmient, maxima en valeur absolue : par raison de syinétrie, ces dilatations principales 9 y sont, l'une, — et, les deux
, , du dv , . 3 P
autres, eeaies entre elles, ■ — , — . Leur somme 9 vaut — ■ ,, ■ , — -
en vertu d'une loi , due à Lamé, démontrée au n" 17 (p. 77),
après les formules (43) ; et comme , d'ailleurs , on a, en ce cenîre ,
3P , r. liw , , ,. dw ^ 3P ^ ,.
— -- — = Afl -I- 2u. — : la contraction — v est tt. — r— ;. tandis que
chacune des deux autres, -, — , y vaut, par suite, moitié moins.
dx dii " "
Quand le rapprochement des deux sphères est dû à un choc , les seules déformations perceptibles ont lieu près de la surface do contact , dans des parties dont la masse totale et les inerties sont insignifiantes, eu égard à leurs tensions. Ainsi, l'équilibre intérieur régi par les formules {g") y existe sensihlement à tout instant du choc. Le système élastique de deux sphères ou, plus généralement, de deux corps contigus à formes massives et an-ondies, est donc de ceux (dont on voit des exemples aux p. 507, 535, 541, 558, 561) où la force vive se trouve séparée presque entièrement de la force de ressort , de manière à n'en troubler que peu les lois ; et la réaction mutuelle P y est , même à l'état de mouvement , simple fonction du rapprochement 3 des parties en pi'ésence non encore déformées sensiblement. C'est bien ce que suppose la théorie élémentaire du choc direct des corps élastiques, conlirmée par l'expérience dans ce cas de corps massifs.
Si p désigne la densité commune des sphères , m et m' leurs masses — n/rf-s et, -^ ;rpr'3 , les accélérations du centre de chacune
vers ie centre de l'autre vaudront respectivement , 7 ;
l'on aura , pour équation de leur mouvement de rapprochement.
(/") ^^-(i-ip-
On en déduit aisément, par exemple, la valeur maximum du rayon ffl du cercle de contact ; résultat particulièrement intéressant , car il peut être constaté en recouvrant l'une dos sphères d'une mince couche d'huile , ou d'un enduit coloré , capable de laisser sa trace sur les parties touchées de l'autre. A cet effet, on multiplie y") par2-^rfi, et l'on intègre depuis le commencement du choc, où l'on avait ^ = 0 , jusqu'au milieu de sa durée , où (? et a sont maximums, en observant que la dérivée — s'annule à la limite supérieure et n'est antre chose, à la limite inférieure , que la vitesse V du choc, c'est-k-diro celle avec laquelle se rapprochent les deux sphères au moment où elles commencent à se toucher. Si l'on élimine enfin, ff par la seconde formule (/'), Q vient
[y'") Meximum de m — ' '
On trouve, non moins aisément, pour la moitié de la durée du choc, en appelant a le quotient du rapprochement J à un moment donné t par sa valeur maxima,
Demi-durée du choc =^
expression où l'intégrale définie (égale , d'après M. Hertz, à 1,4716) peut se calculer en développant la fonction f 1 — «i)~"i^ par la formule du binôme, puis intégrant en série, et évaluant la différence.
du résultat d'avec le développement analogue de f ■ ou ~.
Dans le cas le plus simple , les deux sphères sont égales et vont l'une vers l'autre avec une vitesse initiale, o, moitié de V, Le cercle de contact, au moment de sa plus grande étendue, a donc alors pour
rayon , d'après [g"), — 7; — ~ r — v'^ . Comme d'ailleurs , par
L 1^ V-'^N J * raison de symétrie, le pian fixe mené perpendiculairement au milieu de la ligne des centres marque une limite qu'aucune des doux sphères ne dépasse , rien ne serait changé si ce plan devenait une paroi inébranlable, ou si le problème traité était celui du choc normal d'une sphère élastique de rayon r, animée de la vitesse c , contre un plan rigide fixe.
Au moment où se terminait l'impression de ce volume (décembre 1884) , je me suis aperçu que M. Heriz (Heinrich ), de lîerlin , avait déjà reconnu , dans un Mémoire allemand ( Ueber die Beruhrung fester elastischer Korpër ] .iasèrè en 1882 au Journal fur die reine und angewmidte Mathemaiik (t. SCII, p. 156), qu'une surface paraboloïdale de contact , réduite à une très petite partie elliptique voisine de son sommet, satisfaisait aux conditions de raccordement de deux corps élastiques arrondis en équilibre, pressés normalement l'un contre l'autre , et que les lois de cet équilibre, approximativement vérifiées même dans le mouvement des deux corps , conduisaient à celles de leur choc quand le frottement y est négligeable. La vue de ses formules m'a donné l'idée du Complément actuel et du précédent, consacrés ii ces belles questions qu'il a traitées ie premier. »
P. 356, à la /in, ajouter : « Notre solide élastique indéfini en tous sens, supposé s'être trouvé d'abord à l'état naturel, pourrait aussi avoir son mouvement produit non à la suite de déplacements initiaux doimés de certaines de ses parties, ou de vitesses initiales qu'on leur imprimerait, mais par l'application de forces extérieures X, Y, Z, venant s'y exercer sur l'unité de volume à partir de l'épûflue t = 0. Quand il en est ainsi, les déplacements effectifs u,v,wk toute époque ultérieure t s'obtiennent, vu la forme linéaire des équations, en ajoutant ou superposant : 1" ceux d'équilibre que régissent les équations (177) [p. 277], représentés par les formules (185) [p. 286], ou (195) [p. 291] dans le cas le plus simple ; 2" des déplacements variables u, v, w, régis par les équations ordinaires
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/applicationdesp00bousgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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