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DS LÀ
Je me suis proposé , en écrivant ce cinquième ouvrage ''sur la géométrie descriplive , de faire connaître les utiles applications qile Ton peut faire de cette science: 1* à la détermination des ombres; 2*" au tracé d'une persf^ctive; ft* à la construction des cadrans solaires ; et 4*" à la description graphique de divers engrenages.
Je n'ai point eu en vue d'écrire sur chacune de ces matières un traité complet , Haais seulement de faire connaître plusieurs choses anciennes qui n'avaient point encore été imprimées , et de donner aussi quelques idées nouvelles et que les divers auteurs qui ont écrit sur ces sujets n'ont point prâsentées dans les ouvrages qu'ils ont publiés.
J'ai suivi dans ce cinquième ouvrage la marcbeque j^ai adoptée dans les quatre premiers ; ainsi , je n'expose point ce qui a été dit par d'autres avant moi , &
1 axrx^
moins qu'après avoir exaRiiflé uo« queition déjà traitée , je n'aie été conduit , ou
k la présenter sous un nouveau jour, ou à employer des méthodes nouvelles, ou à déduire des conséquences qui n'avaient point encore été signalées.
Je pense que ceux qui étudient ^ ain^i ^ue ceux qui enseignent la géométrie descriptive y trouveront dans ce cinquième ouvrage des choses nouvelles et dignes de quelque intérêt, soit sous le point de vue sdentifiqtk , soit sous le point de vue d^ application, et même encore sous le point de vue historique.
LIVRE PREMIER
APHICATION Dt LA OÉOMÊTlUB DBSCRimVB kXJJL OUtRËft.
• liÉi ■ fc
Le problème des otnbres à déterminer sur une. surface donnée ^ se irouVé comi^éteme&t résolu dans le Cours de géométrie descriptive, puisque nous aven^ montré que la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une Surface donnéAv n'était autre que ta courbé de contact de cette surface ay^ Un cylindre, si Koti supposait un ntyon lumineUi^ ou a^eé ub eône , si Ton supposait utl pùtni lumi^ * neux} et que l'ombre portée par la mdtnê surftce sur Une autre surfiieé tt'étàit autre que la courbe d'intersection de cette seconde surface ftvàlwto ûy^ndfééé t# cane lumineux.
D'après ce qui précède ^ oH doit comprendre que souS le point é6 VUè thèd* rique il ne reste plus rien à fkire ^ et dès lors ola doit être porté à penser qu'un tivre , dans lequel on traile des applications de la géométrie AâteriptiVë iM ombres^ est à peu près inutile.
Mais dans le Cours de géométrie descriptive^ on a considéré les èurfeces , ûû lei divisant par groupes suivant leurs divers modes de génération^ et Ton à ôxposé des méthodes générales , et dépendant ohaouâe seulement du mode particulier dé génération de la surface considérée.
Or, lorsque Ton veut appliquer ces méthodes générales i des surlaces spéeialài) •ppartmiint à un même mode de génération , il arrive fréquemment qUe eeS mé« , thodes générales peuvent être simpiiQées en verAi de Certaines propriétés géo-^ métriques dont jonit telle ou telle de ces surfoces spéciales, à Pexclusiod dé certaines autres appartenant au môme mode de génération. •
Ainaâ>^ si l'on propose de déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un eH^Mide à trois axes inégaux , il ne firadvà pas employer la mé« thode générale qui ajppi^tient aux sarfaces engendrées par une courba plané mobile M vuriable de forme^ se mouvant pêrallékHMnt à ttUeHnêttietD rêataiM
iMJoars — MiMe i eCe-aiflir. Il txii^in proiler île b profriété géooiétriqiie doQl jooit rellîpsoîJe à troU xus lo^^ox, s&wr : qa« b covibe de eomad avec «ft rifrodre o« un cùce est rouj-.ars «se courbe pt^oe . ci dès lors b solatlon da problème JTambre se troa^e njjeae à ceiiû-<i : ttêtngemm éwm flâm iammé par émx JtnMiet (fw air cvop^fal a ^mà euf/tuitii à trH» «m mtyanKM^ El asssîlôi Ton éMl remarqua que pc^ir niSiXTiiri: ce c^^^e-^ui pcoblèse^ ai •"fplnyanl que b li|iiedrv>ùe et lecervie. il ù^: i^ilcvriser aa ch'in ji»f t <ics phas de pyofeciîoa et preaJre po«r Kuv«i*u\ paoe^ ie prvjevSMA. ai^ : pMr piiA koriiMUal k pbtt dbaieinàl doiL£ui:.l eue sev:L:a c;^vulu.-«5 ibdis leîLpâiMie, d poer pbn lirUc;Um p-*^n p«ip^fik::.'u>a:r« xce pùiA ie iedic-a cîrcabîie.
P^aprts ce «^ui ^k&; i v.re %i.%. oa ii^i lotf «fait aest p^ js sifts âlértt d'écrire, âMi |vki un ir i.;e >ur àc$ vOLUnî^* 010*2» «a vaira^ Uîms b^i.el ea réaavail & b ittUe lv*^ttuesJv:>a^:.xt>l^<i<..\ÂU.u;> lu .ners poifth'ift J oailtrs, ces solatiOM èiaul cvcvT. ur^ <i a %v:> X> *. c.^ ..«es <4;xe aMMSi nran» JTifpeHi dndesias.
C» pi»ril iiiwnf< pewveil JtP^iMfe-^v^-i^.aciix. i«à a^û-je éommé qu'on pelU eiifcitie de proUdMK d l ed lnm ^ ce tfiî Ma porm s^±.:3aal poar hiea bire «^mpivtHlfe b aurvbc «|*4e l\;a da<4 ;»aâ«w du*» b scvMûm de ctaoai des pro- Ucttic^ qtti p^Murraîeuc <wre Frv^v::àc:>: cix ûi û ie ce pnfâtfr lïiie^ j^ai Irvt^mud iK^a^l<e ce pcv\;rjuUACi Je pcvc^eaes ^ iiafcrr «i^e dacaa S V\<\xer à n;^&i»;Âcre.
Ea leriuitk^ul of$ rvrVwas». aous iv*^:a» 5i-.-e resar^taer %jaTl ^lipr^'s AXv\«; c\(xv>e li là^vv^v «lo» mvviMU^s» ^«iaeraîcs, de bke des applicalîoos $^jv\ ij\ :i» car |^{^^>^|av' u v; ,%iK k» $a*-Jio» :t^ev«i^ks 4 .e Tii* a a mX^NKiit u\vue^ iv^iMKvU'ac « <v«t ue ai^4fe> f^^cois^à : c
v'uV |H.^l aMKi 1^ ce cvNvavx ve«^ p<vpr«<ii«s
C\N»4^iu:sî ^uVu^kvcmiittoi^; b! ^!ie Je ^efoncgii tt'<^^Ai« el b |M^sk^vtv Uc , sar jice dg^Ni W «imc ic ^^'o^rii^a esît aàmdiqiae a celai de rdKp- »\>à^k vto ivxK^a^^N^ft'^^ sMi â r\x\si:t 1 <i m ^tivii, ^v:â^r « ae «scffaince da caCadfre I^^^IKH*\ OU du <ivi««r U«tr rfc%ia^ sv«^ ^Jt vxe . j.; ;aitwyaae Ace^ecaifce de sépa- ^^\^^^ i ^ |\>^ jl i\\\mu;jt ^;^> ^e im ^e ^rg^^^w J^«r bM
^ l\u s^U^ ^iM^ H#eà<v.,^ yoao^ 4 ^ vi0(.«vt^ X la jv^cbcl^uie lascableur poar dvUM iMUuv w isHui ^v^.H^'A»^ ^-r W^ ; .^^i u^ic . <c\i,, p ii^ Mri>ef«scoadail iàvmjMv\\vv ls^NU\.s<xv;>.vvï^^i^ViM.<vî^i^ ^eveai ^rJ'^p«Mtrcec;:sinùreksiaageBles ♦U |vu^ mului V vW U v\N*4 W Ws.^r^-.5«t 4e i;c«x $ainwo» oackaanes» cl
aussi pour construire la tangente en ^n point quelconquie de la courbe de donlact de deux surfaces quelconques.
Lors donc que l'on se proposera la solût^ il'un problème d'ombre sur des surfaces particulières , il faudra non-seufeipeât chercher les simplifications que les propriétés géométriques de la. surface (Articulière considérée peuvent apporter à la méthode générale de solution , mais encore examiner avec soin si l'on ne pourrait pas découvrir quelques propriétés nouvelles , que l'on cherchera en-* suite à généraliser ; procédant ainsi du simple au composé.
(MÉHOna INÉDIT.) TRAITÉ DES OMBRES DANS LE DESSIN GÉOMÉTRAL (*).
AVANT-PROPOS
Dès le premier établissement de l'École du génie à Mézières, on s'est attaché & donner aux jeunes officiers les prin(.'i|>es du dessin, et à le faire avec méthodes- La facilité de l'expression avec le crayon et Vintelligence du dessin donnent celle
(*) Ce mémoire fait partie de la collection des manuscrits de la bibliothèque de l*École d'application de Tartillerie et du génie à Metz.
11 est coté pièce n* 42 , carton n* 4, et provient du fonds de Tancienne École du génie qui fut transférée de Mézières è Metz en 4793. *
On ignore le nom de Tauteur de ce petit traité , ainsi que sa date précise. Cependant, on a lien de croire qu'il a été écrit à l'École de Mézières pour l'instruction des jeunes officiers du génie, vers l'an 4775 à 47S0.
Les dessins qui accompagnent ce petit traité sont évidemment de la même main que deux dessins qui existent encore dans les collections de l'École d'application de Metz , et qui portent le millésime 4774.
On sait que ce fut en 4775 ' que Monge écrivit un mémoire sur les ombres , et dans lequel il employa VarnUyge. Dix ans plus tard, il écrivit quelques pages ( que nous donnons ci-après ) sur les ombres , mais alors il employa la méthode des projections , la géométrie descriptive.
G^est d'après le petit traité que nous publions ici pour la première fois que fut exécutée Vépure de l'ombre des cheminées qui existe dans la collection des épures gravées de l'École polytechnique , épures gravées qui datent presqwe toutes de la fondation de l'École polytechnique en 4796. T. 0.
> Voyei ce que Hachette dit au sv^et ûm ce mémoire de M<me dans la Correspondance sur l'Ëcole polytechnique, TOI. 1", pag. 299. T. O.
de la ixfllw ^e<mstructioi|^e8 ouvragés des places , da tracé et réli«f 4e h, fwti-* fication et en général de tout ce qui y a rapport,. celle dos ouvrages relatifs à la giterre de campagne et de siège; forofe le coup d'œil pour la recosnaissance des places ; c'est le dessin , en un mot , «mtindu et appliqué à tous les objets, qui cd« ^ctérise eu partie les ingénieurs. * .
. On n'a rien trouvé de plus propre pour leur procurer cette con&aissaBce4>ai^«» laite du dessin, que de leur faire suivre des cours découpe des pierre^ et de6 boi^,et on a pris soin à cet effet de développer la partie de la coupe des boi^ ^ qm nû l'avait point été jusqu'à présent. Indépendamment des avantages qui résultent de cette étude, relativement aux constructions dont les officiers du génie ont la direction , on conçoit facilement que quand on fait développer toutes les faces et connaître tous les angles, plans ou solides, d'une pierre quelconque employée dans une voûte, une trompe, etc., ou d'une pièce de charpente employée dans un comble, un dôme, un escalier, etc. , qu'on a bien de la facilité à développer un bastion, une demi-lune , un cavalier de tranchée , une batterie , etc. ; que quand on sait bien former la représentation de toutes ces choses pour les faire entendre aux autres , on est en état de se les représenter comme si elles étaient d^à exécutées, et d'en combiner les différentes constructions pour les rendre autant par«faites qu'elles peuvent Têtre.
Mais jusque-là l'étude du dessin a été bornée aux simples traits ; l'art du lavis , )es dégradations des teintes et des ombres sont nécessaires poUr lui donner Feffejt du relief convenable ; et souvent sans ces secours, le dessin ne pourrait ètr^ que difficilement entendu. L'art du lavis s'acquierE par rexercice, les ^éf rlld«(ion9 des teintes doivent être tirées des lois de la nature , et retendue des ombres portées par les corps devant être proportionnelle aux distances , doit être traitée .avec le secours de la géométrie.
C'est de l'harmonie de ces différentes parties bien entendues que dépendent la correction et l'expression du dessin. La partie de la fixation proportionnelle des ombres n'ayant point été traitée jusqu'à présent relativement au dessin géométrai dont les ingénieurs font usage, nous avons cherché des pratiques fmiiém dans la géométrie , commodes et expéditives pour les déterminer, en n'employant néanmoins sur les dessins que le moins de lignes possibles^ parce qu'elles ne pourraient qu'altérer la propreté qui leur est nécessaire. Mais ces pratiques et les principes sur lesquels elles sont fondées n'ayant pas été mis en ordre jusqu'à présent, et n'ayant été enseignées que par intervalles, suivant le besoin de différents cas , ne pouvaient rester, ni s'arranger dans la tête ; ce qui a engagé à les rassembler et expliquer dans ce petit traité , que l'on donne ici en forme de leçon pour Tusage de l'école, »•
Après avoir établi des notiona générales sor les dessins , noos indiquerons la manière de disposer ceux des ingénieurs. *
Nous donnerons ensuite la méthode popr déterminer les ombres sur toutes sortes de surfaces, en l'appliquant à des exemples ; et nous finirons par dét^Her, les principes suivant lesquels les ombres et les teintes se dégradent et s'affaiblissent, en mettant aussi sous les yeux les exemples nécessaires pour en facilitée Tintelligence.
^ NoU(m$ gên^raleu $Ur te dessin.
1» Le dessin est Tart de représenter les objets sur des surfaces quelconques; ces surfaces sont ordinairement planes. Les peintres se semsnt de toiles;* et donnent à leurs ouvrages le nom de tableau. Nous ne nous servirons que du papier, auquel on donnera le nom en général de dessin ; celui de la figure ^ de for^ nement^ du paysage ne s'acquiert que par les leçons d'un bon maître et par un exercice suivi pendant uft certain temps. Le dessin de l^rchitecture civile et militaire, de la fortification, etc., prend ses principes dans les arts et dans la géométrie, et Vexécute avec la règle et le compas.
2. On distingue deux espèces principales et primitives de ce genre de dessin ; Tun est le dessin en perspecti\e, et Tautre est le dessin géométral.
3. Le dessin en perspective représente les objets tels qu'ils paraissent d'un point fixe pris à volonté parmi tous ceux d'où ils peuvent être vus, c'est-à-dire qu*on suppose que de l'oail du spectateur partent autant de rayons^u'ii y a dé pointfijdans l'objet qu'on représente, lesquels, par leur intersection avec le tableau ou la feuille de papier qu'on suppose placée entre l'œil et l'objet , y représentent ie0 mêmes points qui , étant joints par des lignes correspondantes à celles de l'objet, les rendent en perspective* Celte manière de dessiner est l'imitation de la nature, et pei^ être très*utiie en plusieurs occasions, surtout lorsqu'on doit rendre compte d'un objet et de la position respective de se3 parties pour un même point de vue; mais elle a Tinconvénient que les dimensions de l'objet y sont pour l'ordinaire tellement défigurées qu'il est difficile d'en connaître avec exactitude les proportions fl'après la seute représentation en perspective.
Quoiqu'on ne soit pas dans l'usage de se servir de ce genre de dessin dans les projets de construction, néanmoins il est très-utile qu'on ingénieur en ait connaissance pour se former le coup d'œil si nécessaire dans la guerre en général, et particulièrement dans la reconnaissance des places, qui souvent peuvent être vues de qudques éminences ou clochers; il ne lui servira pas moins ppur le lever des plans et des cartes où il est obligé de représenter géométralement
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les pbjeu qil'il ne voit qu'en perspectiTeg^ car il a acquis T usage de mettre atec facilité un plan géomctral en perspective » réciproquement il lui sera foeile de ramener la perspective au géométral ; mais différents auteurs ayant écrit sur ce genr« de dessin y il ne fera point partie de ce traité.
4. Le dessin géométral diffère principalement du dessin en perspective en ce qu'au lieu de supposer que les rayons qui parlent de tousies points de Tobjet concourent à un même point (qui est Tœil du spectateur) placé à une distance finie y on imagine que tous ces rayons concourent à une dislance infinie ^ et sont par conséquent parallèles entre eux ; de sorte que, pour que le spectateur puisse les voir d'une distance finie comme ils sont représenlés par un œil infiniment éloigné, il est nécessaire que le spectateur change de lieu à chaque instant, et se place successivea|6at sur les directions de chaque rayon en particulier. On sent bien que ce dernier genre de dessin n'altère point les dimensions des objets qui se trouvent dans une situation parallèle au plan du papier, mais aussi qu'il ne peut en représenter qu'une seule face à la fois, et qu'il ne serait pas possible de prendre une idée complète du tout, si le spectateur était censé considérer toujours la même face. On a donc pris le parti d'imaginer différents plans qui traversent Tobjet ou qui lui sont extérieurs, et l'on suppose que sur cesplatmse peignent, comme on l'a dit , les parties des objets qui leur sont directement opposées ; c'est de cet art, que Tétude de la coupe des pierres et des bois donne rintelligence la pla% exacte et qui ne laisse rien & désirer, si l'on en excepte les omises et les teintes*
5. Sur u%plan horizontal mené à travers, au-dessus, ou au-dessous de l'objet^ on conçoit que de tous les points de l'objet partent des droites verticales ^ui for-^ ment par leurs extrémités sur un plan une figure qu'on nomme la projection horizontale de l'objet ou simplement son plan. Soit, par exemple, la droite AB inclinée d'une manière quelconque à J'horizon. Si sur le plan horizontal DE on abaisse de tous les points de AB des perpendiculaires MM, OIP^BC , la droite AC que ces perpendiculaires formeront par leur rencontre avec le plan horizontal, sera la projection horizontale ou le plan de AB, et par conséquent aussi sa représentation sur le plan horizontal proposé.
Les perpendiculaires NM, OP, BG sont les rayote suivant lesquels l'oeil regarde successivement tous les points de AB. Souvent, dans le discours ordinaire, on dit que AG est la grandeur de AB au plan (*)•
(*) Loraqu'H s'agit de la perspective , lés auteurs disent : au géométral , au liea de dire t m pl<m.
6. De même, si sur un plan vertical FE mené par un point de l'objet ou liera De la p^ieiibA de Tobjel, on tire de tous les points de ce même objet des perpendiculaires au J*^^i ^ plan vertical, leur rencontre avec lui y forme une figure qu'on nomme profil éiéTauons^et lorsque le plan de repésenlation coupe Tobjet, et élévation lorsqu'il lui est ^ !«<"* w>s«i* " externe , et cette figure en est la représentation sur le plan vertical ; si , par
exemple, de tous les points A, N et de la droite AB on mène au plan vertical FE des perpendiculaires AC, NQ, OR dont les extrémités forment sur ce pko vertical la droite BG, cett^ droite BG est le profil ou élévation de AB, et sa représentation sur le plan vertical dont il s'agit« C'est un usage assez ordinaire de dire que BG est la grandeur de AB au profil ou à l'élévation. ,
7. Les plans de représentations dont nous avons parlé (art 41) ne sont Hautes nanond^re dans la théorie^ ni quant à l'espèce, ni quant au nombre; mais dans la pratique» teproiitoat on n'en emploie que deux espèces, savoir : les plans horizontaux etlap plana Déoeisaires poar verticaux: mais, pour faire connaître l'objet , le nombre des uns et des autres , connaiu«
-, l'<Aj6t à fond*
n'est pas toujours le même; souvent, sur un même plan, s élèvent plusieurs profils et élévations.
On sent assez qu'il y a de l'art dans le choix et la disposition des plans, pro* Choix et fils et élévations qu'on veuf employer afin de représenter l'objet le plus pariai- ^ï^'^^^fl,? tement qu'il est possible, avec des figures les moins nombreuses et les moins et éiévauoos. chargées; mais cet art ne peut être soumis à des règles générales : de bons modèles et la j^ratique sont les meilleurs maîtres qu'on puisse consulter.
8. Ces principes établis, il est aisé de concevoir qu'en combinant ensemble les u eombinaiton plans, profils et élévations, on connaîtra toutes les dimensions des parties de ^eu^' Tobjet au moyen des échelles en toises , pieds et pouces ou autres mesures , car âévauoiu bit las plans donnant toutes les mesures horizontales , les profils et élévations donnent ]^ Subies toutes les mesures verticales, même les mesures inclinées à l'horizon et parai- dimenstom lèles au plan vertical du papier; en sorte que la difficulté se réduit tout au plus
pour celles non comprises au plan vertical parallèle au papier, à trouver l'hypoténuse d^un triangle rectangle dont on a les deux côtés , l'un au plan et Tautre « au profil. Ainsi, dans l'exemple (PI. l,fig* i) allégué ci-dessus, il est visible qujayant AB au pian et au profil , on a cette ligne elle-même en nature* Il en sera de même dans tous les cas; c'est de celte espèce de dessin qu'on se sert dans les projets des ouvrages proposés à la cour et pour leur construction.
9. Nous avons insinué (art. 2) qu'il y a d'autres genres de dessin que celui en Eq^èee mixte perspective et celui géométral, mais ils sont tous divisés o^^ composés de Tune dedessm ou de l'autre de ces deux espéc-es primitives; celui d entre eux dont on fait le plus
d'usage s'appelle perspective cavalière (comme qui dirait perspective où les règles de l'art ne sont pas scrupuleusement observées); par exemple, on s'en est
ferti pÊfÊt Mpréienier (Jlf. 4) les toiives auxquelles appartiennent lé plan horiiimaal DB et le vertical FE: On Fa aussi employé avec succès pour expliquer les àasemblages de charpente , dans le supplément qui en a été fait et donné à réeole du génie pour rinteitigence des coupei^ pour Ies4>ois (*). Dans cette espèce de deasin on peut toujours 'conserver à une des surfaces planes qui enveloppé un corps et a sa parall^e (lorsqu'elle en a une) leur figure, sans altération, ni dans leurs angles, ni dans la longueur des lignes qui le forment.
A regard des autres surfaces qui enveloppent le corps , les ouvertures des angles seront nécessairement altérées, mais les lignes conserveront leurs véritables longueurs , ce qui rend celte sorte de dessin susceptible de dimensions qu'on peut connaître au moyen de Féchelle. Ce dernier genre de dessin est si iacile à entendre d'après ce qu'on en voit {fig. 1) et ce qu'on en a vu dans le supplément à Fart de la charpenterie , que nous n'entrerons pas à ce sujet dans un plus grand détail.
Nécessité 10. Si l'ou n'avait qu'à mettre aux simples traits les plans , profils , et élévations
^i^jjjjQj des différents objets que l'on veut représenter, on n'aurait besoin que des projectîon( horizontales et verticafes expliquées ci-dessus (art. 5 et 6), et ce sont les ^ seules dont on s'est servi dans la coupe des pierres et des bois; mais, pour donner de la grâce au dessin et faire apercevoir du premier coup d'œil les diffi&rents reliefs de toutes les parties de l'objet qu'il représente, il est nécessaire d'observer les dégradations des teintes* et d'y marquer les ombres portées par le soleil , en suivant à cet égard ce qui se passe dans la nature
Nous parierons à la suite {de ce traité ) de la dégradation des teintes ; nous aitons expliquer la manière de déterminer la figure, l'étendue des ombres relativement aux différentes surfaces qui les reçoivent, lesquelles surfaces sont toujour"^ projetées sur la feuille horizontale et verticale du dessin. Us rayons da **• Nous admettrons pour principe fondamental que différents rayons du *^^tTC^*^^*^^ soleil sont parallèles. Si en mécanique on a supposé les directions de la pe- • santeur parallèles , à plus forte raison admettra-t-on la même hypothèse pour
les rayons du soleil, qui est plus éloigné de nous que le centre de la terre. Les plans *2. Si par utt rayon du soleil on fait passer un plan vertical, Tintersection
^i^iTaù^" de ce plan avec la feuille horizontale du dessin y déterminera (art. 5) la projecparaUèies. tion de la direction du rayon du soleil au plan] cette direction sera ensuite projetée sur les profils et élévations, ainsi qu'il est expliqué (art. 6).
Si l'on fait passer des plans verticaux par plusieurs rayons du soleil, il suit de
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(*} L'àuleiir entend parler de Tapplication du trait sur une pièce de charpente. T. 0.
l'article précédent, qu'ils seront parallèles entre eux, et on les nomme planf ver^ .ticauK du soleil.
43. Gela posé, si de tous les points d'un objet on imagine des parallèles (ati rayon dû soleil) tirées jusqu'à la rencontre d'une surface quelconque, elles j l^eindront une figure qui sera la projection de l'ombre portée do l'objet sur cette surface; sur quoi on observera que, pour trouver l'ombre d'un corps quelconque, il suffira de projeter les lignes de son contour, qui sont rasées par les rayons du soleil.
14. Mais pour déterminer cette projection, il faudra premièrement établir la direction ou l'élévation d'un rayon du soleil. Soit, par exemple, SL la directioi^ 4'un rayon du soleil, et l'angle ALS celui de son élévation; soient aussi les lignes DE, EF, DF, qui .doivent se projeter sur un plan quelconque horizontal^ vertical ou incliné , représenté par AL, CL ou MN. Si pour les points D, E,F on tire parallèlement à SL les lignes D(/, Ee, F/ jusqu'à la rencontre d'un plan sur lequel on veut projeter les lignes DE , EF, DF, on aura la projection de ces lignes déterminées par leurs correspondantes de , a/, df.
Il est aisé de voir que cette projection ne diffère de celles expliquées (art. 6 et 6} qu'en ce que les lignes qui les produisent sont inclinées à l'horizoo ; pair cette raison on peut l'appeler projection oblique ; elle suit d'ailieurs les mêmes lois, c'est-à-*dire que toutes les lignes parallèles aux plans sur lesquels elles soq( projetées, conserveront sur ces plans leurs longueurs sans altération; ce qui est évident, puisque, dans tous les cas^ elles seront les côtés opposés d'un parallélogramme..
Avant d'entrer dans un plus grand détail sur ce sujet , il est bon de faire con-» naître les différentes dispositions les plus convenables aux plans ^ profils et élé* vations (ce qu'on peut appeler un système de dessin) et les différentes hypothèses qu'on peut suivre pour les ombres, et aussi examiner celles qui paraissent mé« riler la préférence, relativement aux usages auxquels les dessins des ingénieurs sont destinés.
15. Les architectes observent , lorsque leurs dessins peuvent être ooiUenus dans une même feuille , de placer en bas de la feuille le plan des caves e't souter* rains^ celui du rez-de-chaussée au-dessus , pujs celui du premier étage, etc, ; et d'arranger» dans \m places du papier que ces plans laissent vides, les difSéreuls profils et élévations , sans avoir égard à leur position relativement aux plans auxquels ils appartiennent; ils ne sont pas dans l'usage ordinaire de faire porter ombre sur les aires des cours, jardins, escaliers et place d'intérieur, par les ditlérents .murs qui forment les plans , se contentant de marquer les ombrer par de^ gros traits sur lea arrêtes off^osées au jour qu'il fopt venir du coin 4
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dés dessins assez ordinaires aux architectes.
Igducbe de la feuille qui contient le dessin ; il est vraisemblable qu'ils ne sont détournés d'ombrer les plans que parce que les ombres se confondraient avec les teintes d'encre de la Chine qui expriment les maçonneries coupées par leurs plans qu'ils représentent, d'autant qu'ils ne manquent pas d'ombrer les arbres et même les arbustcà des jardins qui se trouvent dans leurs dessins, et qu'on ne peut disconvenir que les ombres contribuent beaucoup à faire entendre du premier coup d'œil les différents reliefs dans les plans, lorsque toutes leurs parties ne sont pas assujetties à un même niveau.
Les architectes observent d'ailleurs d'ombrer les profils et élévations qui ont lin indispensable besoin de ce secours pour être entendus; ils supposent, comme font ordinairement les peintres, que le jour vient de derrière leur épaule gauche, c'est-à-dire du coin à gauche du haut de la feuille qui contient le dessin; et ils suivent les mêmes lois, lorsque les pians, profils et élévations, se trouvent sur des feuilles séparées. Pour que les ombres, dans les profils, ne se confondent pas avec les teintes à l'encre de la Chine des maçonneries coupées, ils laissent les maçonneries en blanc, ou se contentent de les pointillery ce qui dans le même dessin fait une contradiction qui n'est pas raisonnable; les niaçotineries* doivent être traitées de même dans les plans et dans les profils. Mais ce n'est pas la seule contradiction que leurs plans et profils représentent; le jour venant aux uns comme aux «autres, du coin à gauche en haut de la feuille du dessin, suppose aux plans et aux profils une situation verticale qui à l'égard des premiers est contre leur nature. Les architectes sont trop éclairés pour admettre cette supposition. On doit croire qu ils regardent les dessins comme étant copiés d'à-* prcs^ un relief éclairé par un même soleil , où les plans; profils et élévatiohs sont appliques sur la même table verticale , ce qui d'ailleurs s'accorde avec l'usage ordinaire qu'on fait de leurs dessins. Quelqu'un qui fait bâtir une maison orne assez volontiers son cabinet des dessins qui lui ont été fournis.
Disposiiions 16. Il n'en est pas de même des dessins des ingénieurs; lout ce qui concerne qn^wn^eniMm '^^ p'^ces de guerre et qui pourrait donner aux ennemis des éclaircissements
ftitxâesdnt doit être caché au public. Destinés à paraître sous les yeux du roi et des minisdM ingénieoii. ^^^^ jj ç^jjyjçm ^j^ j^g disposer de manière qu'ils puissent commodément les
examiner; et l'arrangement le plus propre à remplir cet objet est de placer autour des plans , les profils et élévations parallèlement aux li|nes sur lesquelles on les suppose relevés. Ces dessins ainsi disposés et arrangés sur une table, les ^lans se trouvent avoir leur situation horizontale et naturelle , et les parties de la feuille qui représentent les profils et élévations , sont relevés de la main par celui qui les présente pour faire sentir plus aisément leur situation verticale; c'est cette disposition et ces arrangements des profils et élévations autour des plant
qui iaciliteni rexamen de la relation des mêmes parties sur les plans et profils , ks font entendre avec moins de tention d'esprit } et le premier profil ou élévation étant examiné , on tournera le dessin pour en présenter un autre qui relevé de la nain comme le premier se trouve également accompagné*' du plan, et ainsi de tous les autres. Cet usage fait, ces dessins sont repliés dans les porte-feuilles des bureaux pour y avoir recours au besoin.
i7. Les ingénieurs ne doivent pas perdre de vue y dans rarrangemeht de leurs Les lignes det dessins, le principal usage auquel ils sont destinés; d'ailleurs, les teintes de etéiéYations maçonneries coupées pour les ouvrages faits étant lavées en rouge , et celles des doivent être "^ ouvrages proposés l'étant en jaune, tant aux profils et élévations qu'aux plans, ^^nsT^^^i»^ rien n'enâpèche d'ombrer les uns et les autres pour en faire sentir les reliefs et en ^snes des plans fiiciliter l'intelligence* Il est nécessaire, à cet effet, de marquer iur les plans , les «ar les profils lignes par lesquelles passent les profite et élévations; ces lignes sont appelées*^ etéiévauons. lignes de profil ou d'élévation ; on indiquera aussi par des horizontales, menées à travers les profils et élévations, les hauteurs auxquelles on fait passer les plans ; ces ligo«8 se nommeront les lignes des plans.
i8. On conçoit aisément que l'arrangement et l'usage des plans, profils et Nécessité de élévations dont nous venons de parler (art. 17) nécessitent la disposition d'une <Ure écitirer par même incidence et direction des rayons du soleil qui éclaire tout le système, afin tout un système
que dans la comparaison des parties d'un profil ou d'une élévation avec celles du ^^ plan auxquelles elles répondent, on y remarque par différentes directions et hauteurs du soleil , cet arrangement placé dans l'ombre, des élévations et profils entiers qui ne reçoivent de lumière que par réflexion (comme on le verra dans i«8 exemples suivants que nous apporterons).
Une même direction et hauteur du soleil sera également nécessaire quand les profils , plans et élévations se trouvent placés sur des feuilles différentes ; cette manière d'ombrer les dessins, qui est l'imitation de la nature, et qui les rend plus faciles i entendre, est également gracieuse, exige plus d'art et de combinaison que pour le faire par la méthoile que suivent les architectes, qui ne supposent également qu'un même soleil, mais porté sur un seul et même plan vertical, et d'autant que leur système d'ombre se trouve renfermé dans celui que l'on propose et dont il fait partie^ on n'aura point d'instruction particulière à en donner.
19. La nécessité d'éclairer un système par un même soleil étant reconnue , on iHrcetton sera maître de donner au ravon solaire telles directions et telles élévations que l'on ^ «Kérsuon du
^ , ^ , rayon solaire
jugera les plus convenables pour faire du dessin un tableau gracieux. L'expérience pour un système » fait voir qu'en général les direction et élévation d'un rayon solaire à 45** rem- ^<*"^* plissaient mieux ce but que tout autre ; c'esl en effet la supposition la plus ordinaire des peintres et dessinateurs*, c'est-à-dire qu'ils imaginent que le plan
vertical do soleil fait avec le plan du tableau ou de la feuille de dessin un angle de 45'' » tandis que le rayon solaire venant du derrière de leur épaule gauche est élevé au-dessus de l'horizon de 45**.
On fera bien d'admettre la même supposition , à moins qu'on n'ait des raispn«
particulières pour s'en écarter.
Nécessité 20, Ce qui a été dit précédemment sur la nécessité d'ombrer les plans eo gé-»
i^r^M^wcs ^^^^ • P^^^ ^^ ^^^^^ connaître les différents reliefs, doit s'appliquer aux plans des
deguemet placcs de guerre, à l'égard desquels nous observerons qu'ils doivent toujours
jchr dtopositien. g^^^^ supposés VUS de l'intérieur du royaume , ce qui détermine leur position sur
la feuille de papier. On ne doit pas omettre d'y marquer les ombres produites pat les revêtements des remparts^ églises, bâtiments militaires et civils» etc. , même par les maisons des bourgeois; et, comme on est dans l'usage de marquer les combles des églises, bâtiments militaires et civils, et de supposer toutes les maisons des bourgeois coupées à 4 ou 6 pieds de haut, il en résulte ^des cascades d'ombres qui, bien ménagées et entendues, contribuent à donner aui: plan9 Tapparence du relief qu'ont dans la nature les objets qu'ils représentenL lAais^ pour faire avec quelque précision , il est nécessaire d'avoir un plan de niveau qui fasse connaître les hauteurs dos différents points qui portent ombre au-dessus des surfaces exposées à les recevoir.
DirecUoii 21 « Le plus souvent on se bornait à faire porter des ombres aux arbres et haies
dnroieii" des jardins, et' on n'avait aucun égard à la situation du soleil sur le plan de la pour les plans place, OU en faisait venir le jour du coin à gauchç du haut du dessin. Ce soleil^
placé au hasard, éclairait souvent des côtés de montagnes, fonds de fossés, etQ*^ qui ne voient jamais le soleil à midi; le paysage d'une place, éclairé avec sa lu** mière naturelle, en est plus reconnaissabic. Ainsi , ce que l'on peut pratiquer de mieux est de faire venir la lumière du soleil de midi <, en choisissant son élévation
auHlessus du plan horizontal, sous un angle qui convienne à la place que Ton dessine* Si, par des raisons particulières, on trouvait plus d'avantages à faire venir la lumière d'un autre point quedu midi, on serait mattre de le faire, pourvu que néaomoins l'on choisisse une direotion et élévation du soleil qiii soit dans la nature et convenable au lieu. Par exemple «a Hézières, située à 50 degrés euiviron de latitude, on a choisi (Pl. II) une direction du soleil faisaat avec It ligne du midi un angle de 40 degrés du sud à l'est , qui tépond à peu près à ciBlle de 8 heures du matin , heure à laquelle le soleil se trouve élevé de 45 degrés veiy le solstice d'été. Si les fossés se trouvaient élevés ef étroits , on pourrait ebobiir une plus grande élévation du soleiU de même une oinîndre s'ils étaient plui larges et moins profonds, et de manière à ce que dailleuts la grande étendue d'ombre ne se trouvât pas occuper l'espace entier des rqeav.
Sàn^iious étendre davantage sur cette matière, nous allons passer à Tapplication des principes établis à différents cas et qui sont les plus ordinaires.
^é/ht^ de ptrojêier $ur les feuilles dé dessms les ombres produites par les corps sisar
lottlei sortes de surfaces.
LEHHE.
22. Projeter sur les profils et élévations quelconques un rayon du soleil dont pli, /i^. s, 4, on a la direction au plan et dont l'élévation est connue. '
Soit {fig. 3) un plan dont les iig. 4, 5, 6 représentent les profils ou élévations, ftoit ays$i sur le plan la projection de la direction d'un rayto solaire exprimé par SL dont Tangle TLX {fig. 9) représente l'élévation au-dessus de l'horizon. . On prendra sur la ligne SL (/i^. 3) une partie à volonté telle que TL que Ton projettera (art* 6) aux élévations ou profils sur les lignes YZ prolongées s'il est nécessaire, et ayant sur ces profils et élévations tiré parole point T les verti* cales TX égales chacune à celle TX {fig. 6) toutes correspondSmtes au point T du plai). Par les poinjt3 X on mènera {fig. 5 et 7) les lignes SL qui seront sur les profils ou élévations y la projection du rayou solaire représenté au plan par SL.
« 23. Projeter sur une feuille de dessin les ombres portées sur une surface horizontale par des lignes quelconques droites ou courbes.
Soit {fig. 8) le plan d'un mur d'appui au-dessus d'un mur de terrasse, au défunt duquel est une lanterne suspendue et une barrière avec tourniquet.
Que les fig. 9 et 10 en soient les profils et élévations , on mènera (d'après Tart. 24 ci-après) sur les plans, profils et élévations les lignes SL projection d'un rayon Polaire. ' * ^
Par les extrémités A d'une ligne telle que AA qui -porte ombre {fig. S)^tï tirera les lignes Aa parallèles à SL, l'ombre des points A sera nécessairement dans ces lignes. Pour les points A du profil {fig. 9) correspondant à ceux du plan , on iiter^L pareUletnent une parallèle à SL jusqu'à ce qu'elle rencontre au point a la ligne YZ qui représente lé plan horizontal , sur lequel les ombres seront portées.
n Lm plaoched II , III» IV, Y, X et XI maaqueat dans le manuscrit. Ces six planches sont perdues. Nous donnons dans l'atlas , et fiêilemérU , leâ planches I, VI, VII, VIII, IX, XII et XIII qui aant les seul» que l'École d'application de Met« possède. T. 0.
Le poiot A 7 délermine en a et a l'ombre des extrémités A de la jigne AA et par conséquent si Ton tire aa elle sera lombre de la ligne AA.
On projettera de la même façon lombre de toute autre ligne droite sur u« plan horizontal, et c'est par cette méthode qu'on a marqué celle de la barrière et de son tourniquet y et de la lanterne supposée abaissée. S'il est question de trouver l'ombre d'une courbe, telle que le dessus du bahut couronnant le mur d'appui, on cherchera l'ombre de plusieurs points appartenant à cette courbe, et par ces points projetés on tracera l'ombre de la courbe.
Comme on ne doit marquer sur les dessins que les lignes nécessaires pour la connaissance des objets qu'ils représentent, on setontentera de marquer légère* ment au crayon les lignes SL qu'ici l'on a tirées en rouge pour les rendre plus sensibles, on se dispensera même de mener (Jig.9)yles parallèles àSL telles que Aa. Il suffira de prendre , avec le compas, l'intervalle du point A à la ligne SL. Puis sans changer l'ouverture on cherchera par tâtonnement sur l'hori^ zonii^e. YZ nn point a duquel pour centre on puisse décrire un arc tangent à SL et on projettera ce point a au plan par la méthode des tfttonneiâents ordinaires^ pour éviter les ligne» inutiles.
24. Remarque. S'il se trouve quelque élévation ou enfoncement tel que te fossé ponctué au plan (fig^ 8) et à Télévation (fig. 40), les verticales qui ne sont représentées au plan horizontal que par des points donneraient des ombres sans aucuns ressauts, il n'y en aurait qu'à celles des horizontales ou inclinées qu'on s'est contenté démarquer en lignes ponctuées , sans en donner l'explication qui ne pourrait être qu'une répétition de ce qui a été dit ci-devant.
25. Projeter sur une feuille de dessin les ombres portées sur une surface vertàoaU par une ligne quelconque.
Soit {fig. 10) l'élévation d'un mur qui reçoit l'ombre d'une lanterne «us-» pendue au défaut d'une potence qui soutient cette lanterne. Nous allons dé^ terminer sur ce mur l'ombre d'une verticale, d'une horizontale et d'une inclinée.
Ce problème peut se résoudre par le moyen du plan {fig. 8) ou do profil Qîj. 9).
1" Solution j en se servant du plan. Par les points B et G {fig. 8), qui sont les arêtes du poteau vertical représenté {fig. 10) par les verticales BB,CC, on tirera jusqu'à la ligne QR, projection lie la face du mur, le% parallèles Bé» CCf à la ligne solaire SL du pian. Par les points B et'C, extrémités supérieures des verticales BB, GC {fig. 10), on mènera parallèlement des parallèles au rayon
solaire SL, sur lesquelles on projettera, parle moyen des dislances horizMtales, les points & et c du plan, et par leurs correspondantes horizontales b eic {fig. 10) , on tirera les verticales bby ce du poteau sur ce mur vertical.
Si Ton veut avoir Tombre du bras horizontal de la potence que les reotan* gles DE rq>résentent (fig. 8 et 10); par les points DetE {fig. 8) des arêtes qui portent ombre et par leurs correspondants au plan, on tirera hd^ Ee^ pai^llèles à la projection SL du rayon solaire. Les points d et e» où ces parallèles rencontrent la ligne QR, étant ensuite projetés sur les lignes 0c/, Ed dela)!^. 10, on y déterminera les points d, dei e^e^ entre lesquels sera renfermée la projection ou Tombre des arêtes représentées par les points DetE; après quoi il sera facile d'achever la projection totale^ en tirant par les points cf et ^ des parallèles aux arêtes horizontales et verticales des bouts de ce bras.
Enfin , s'il est question de trouver Fombre du lien incliné qui soutient le bras de fa potence, on marquera au plan (fig. 8), en lignes ponctuées, la projection de la chambrée H H de ce lien sous la face horizontale du bras , et cette chambrée étant représentée (jig. 10) en FF, qii délin iront en même temps les extrémités des arêtes supérieure3 du lien, on tirera (fig. 8) les lignes HA parallèles à SL et (fig. 10) f les lignes F/ parallèles à SL, qui s'entrecouperont en j^ avec les verticales //menées correspondantes du plan (Jig. 8), à l'élévation (fig. 10); on marquera pareillement (fig. 10) en lignes ponctuées la chambrée GG de Textrémité inférieure du lien sur la face verticale du poteau montant; puis des points G et G on niènera parallèlement àSL, les lignes G^, dont les intersections en ^ et ^ avec les verticales gg correspondantes du plan à l'élévation , donneront les eiité^ mités des deux parallèles gfj qui terminei;pnt la largeur de l'ombre cherchée que le lien porte sur le mur (fig. 10).
2^ Solution ; en se servant du profil. Pour éviter les répétitions , nous nous con-» tenterons d'appliquer cette solution au lien incliné qui soutient le bras de la potence.
On marquera, comme on l'a fait dans la solution précédente, la cham- 'brée du lien sur la face verticale du poteau montant (fig. 10), afin d'avoir les. points GG extrémités des arêtes qui portent ombre par ces points et par ceux FF extrémités supérieures des mêmes arêtes. On tirera des parallèles à SL; par les points FF, GG (fig. 9) , on tirera aussi, parallèlement à la projection du rayon solaire, des parallèles F/, G^, lesquelles jusqu'à la rencontre du plan vertical, sur lequel les ombres doivent se peindre ; on prendra ensuite les hau-teurs des points /e^^ au-dessus de l'horizontale QR, qu'on portera par ordre (fig. iû) sur les parallèles F/, G^; elles y détermineront les points/, /et g, g que
Ton cherche.
« dû âonMi fixé pêt les même» médiodes t'ombre d'mie coiffbe qMlaaaqae en chercbiiit tiéHé de plostetira de ses points.
Par les procédés déldillés cî-dessus, on a proj^é (fig. 10) les ombres de différétitt dbjétt (fA eu pôtiem ëtit k plan veMical. Si Von attii à projeter rombre^ d'utie Mfalelîgtie, portée Mr pldsiéuré plans verlicaut, en y réusAîraît par les mérne^ pratiques, en récoDûaissanl les différents points de cette ligne qui porte ombre snt chaque plan teHlcal, ou en imaginant qaelques-uns de ceé plans verticaux, prolongés assés pour recevoir l'ombre de la ligne entière , laquelle étant trouvée^ étt se contentera de marquer sur chaque plan vertical la partie de cette ombre qu'il doit recevoir.
PI. IV, fig.s,a; S6« i** REHiARQUE. On remarquera que les lignes horizontales do bras de la po» ' /o a. ' tence perpendiculaires à l'élévation de la figure iO, et qui y sont représentées par des points donnant des ombnes dirigées parallèlement à SL, sans aucuns ressauts, 4Ur la plinthe eouronmant le mur de terrasse au-dessous du mur d'appui eo briques i au lien qiAe lev arèles veitfèattes des poteaux forment des ressauts sur lesdites plinthes ; H en setaît de même de toutes autres lignes non perpendiculairea â l'élévation , ce qui prouve qu'elles n'y seraient pas repré scnlécs piN^^es points. 27, T REliAiiorir (14. lUfftg* <0). On a supposé que le mur sur lequel let #ttbre&r vont se peindre était parallèle a la ligne MN du plan sur laquelle Télévalîod a été prise. Mais si le mur n'était point parallèle, comme on le voit (fig. S^a M. IV), après avoir marqué la direction SL du soleil au plan, et l'avoir relevé irux profils 0!^. 8, a et d^/^) et à l'élévation (fig. 10, a), on y marquera les ombres en âe sertaail du plan on des profils, comme il a été dit (art. 25), et d'autanc que l»ibr«s d«la poienee perpendiculaires j|u mur, ne le sont point à la ligne AB, sur laquelle l'élévation (fig. 10^ a) a été prise , ils n'ont pu y être représentés que par de» iigBcs, daa extrémités desquelles il a été nécessaire de mener des parallèles k SL pour en détt^rminer les ombres. Pour abréger l'opération, on pourrait pro* longer au plan les arêtes horizontales des bras des potences, et les ayant relevées àrJ^éUvatioQ , ils y auraient donné des points par lesquels et ceux des extrémités mirqués domme il Vient d'être dit, on aurait tiré des lignes qui auraient déter-^ imié les ombres. Remarquant que de quelque manière que se fasse l'opération il ee'iS6rat<les ressauts, dms la partie à droite de Télévalion, occasionnés par le ren-* feMenieni dé la porte masquée y on les déterminera comme il a été dit (art. 24)« ' P{>w émup tes petites opérations nécessaires pour trouver les ombres des ho« riiioiilalèS'perpendkttlafres aux ofurs sur lesquels eHes doivent se peindre, on peut ^ procurer des directrices auxquelles leurs ombres doivent être parallèles. Pour un psiiot quelconque de la éireetioir} &L du soleil au plan , on tirerai les lignes 8- If 8-9 parallèles aux lignes de biai.s des deux murs, et d'un point q#aleonque S
(le^Ia même direction da soleil au plan , on abaissera sur ces parallèles des per^ pendiculaires S^IO, S*-li, et ayant porté ces deux perpendiculaires horizontaiei i leurs profils correspondants {fig. 9, a et 9, b) en 8^14 et S-13. On les représen^^ tera de même à Télévation (fig. iO^ a) de S en i%j et de 6 en 13, ^ on tirera des lignes L-i2 et L-13, qui seronl les directrices auxquelles les ombres de cha^ cune dics horizontales perpendiculaires aux deux élévations du mur de la fw gure (10, a) seront parallèles. . «:
Enfin , généralement, quels que soient les points pris syrla direction solâti^ an pian^ ainsi que les lignes menées , de Tun desdits points , parallèles anx ihees dii onir biaisé à AB et les lignes menées, de l'autre point, perpendiculaires sur lea ftturallèles respectives, ces deux points quelconques, pris sur la direction solaire au plan , trouveront toujours leurs positions aux- profils et aux étévations , l'uil dans le rayon solaire y faisant l'estrémité d'une Kgnei horizontale qui détermi'*nera la représentation de Tautre point; et cette horizontale, dans ehaoun des pfofifs ou étévations , représentera les deux perpendiculaires ci-dessue telles qu'ici S-iO 61 S*41 {fig. 8-a), ou toutes les deux ensemble, suivant leurs cor^ respondantes à ces élévations ou profils.
28. âf R£iiA^QC£. La partie à droite de ^élévation de la {fig. 10-«) rq[>fé8êfite' l'ombre d'une horizontale perpendiculaire à un plan vertical: telle est IV rète 0*P d'une couverte de porte sur le pied*droit de la porte. On peut la débarminftr rigooreusefnent et direclement en prenant au profil {fig. 9^) la ^tance 1-2, et la pointant verticalement à If élévation de S fn 4, en tirant la ligne P-4 , qui déterminera sur le pied-droit de la porte Tombro de la coq^ Yerle. 0-P ; mats comme cela pourrait devenir embarrassant dans les élévntfOM dont les pieds-droits des portes et croisées n'auraient pas la même largeur , b* tsouverait plus commode de se procurer, pour une opération plus en gr^nd^ une direetrice 5«-6, à laquelle ligne, Jhl serait une ligne meiée panallèlepieni,
29. Déterminer f ombre dune ligne droite au combe sur me êurfiffie imUnce quel-^ pi. v, /ig,u , çmpie projetée sur une feuille de de$sin supposée horizonJnle ou verticai0f *^' ^*' ^* ^ ^^'
Soit {fig. 11 ) la projection horizontale d'un comble composé de df ux pans et dé deux croupes , dont les figures 12 et 13 , 14 el f 5 représentent les profils et élévatioQS. II s'agit de tracer sur toutes^ ces surfaces les ombres portées par des souches de cheasinées, par des lucarnes et boules d'amortissement.
▲yani (art. 22) projeté sur toutes le» figures u» rayon solaireSL par les
extrémilés des lignes dont od veut trouver ronabre» on lui tirera des parallèles, jusqu'à ia rencontre des surfaces qui reçoivent lombre, imaginées être pri^loligées s'il est nécessaire. Les points oii ces surfaces seront rencontrées par ces paralIcieA étant ensuite portés sur les lignes correspondantes au plan et aux élévations, y détermineront les ombres que Ton cherche.
Nous ferons seulement remarquer que les ombres étant une fois marquées au plan, peuvent se projeter aux élévations par le moyen des distances horizontales; mais que si Ton ne veut pas se servir du plan pour cet usage , on peut les projeter directement par le moyen des hauteurs verticales prises au profil et aux élévations sur les parallèles correspondantes à la projection du rayon solaire. On ne pourrait entrer dans le détail de Tapplication de ce problème à la projection Jes lignes droites, sans répéter ce qui a été dit (art. 24). Nous nous contenterons d'expliquer les procédés à tenir, pour déterminer Tombre d'une sphère sur une surface inclinée vue en plan ou en élévation.
. On remarquera facilement (an. 22) que Tombre d'une sphère n'est autre chose que celle de son grand cercle perpeiidiculaire au rayon solaire; ainsi il suflira de projeter un cercle au plan, au profil et élévation, afin d*avoir sur ces • trois figures les points les plus correspondants, desquels on puisse tirer des parallèles à la projection du rayon solaire.
Pour cet effet, on mènera (fig. H) k travers la sphère deux diamètres AB, DE , Fun parallèle, TauCre perpendiculaire à SL. Ce dernier sera le diamètre horizontal du grand cercle qui porte ombre ; on tirera ensuite un troisième diamètre FG, qui fasse a vec AB un angle GCB de 45 degrés, égal au complément de Tangle de rëlévation du soleil , et enfin un quatrième diamètre HJ perpendiculaire à FG. Gela fait, on partagera le quart du cercle HEG en tant de parties que Ton voudra. Par les points de division tels que E, on abaissera sur EG la perpendiculaire Ee; après quoi, parles points G, e etc., on tirera sur AB les perpendiculaires eK, etc. qui donneront les points N et K, que Ton portera sur CA de C en M et de C en Q. Par les points K et Q, on mènera de part et d'autre de AB des ordonnées que Ton fera égales à eE. On aura les points 0, R , P, V, par lesquels, et eeux E, N, D, M, on fera passer une ellipse qui sera au plan if projection que Ton Cherche du grand cercle de la sphère.
Cette ellipse sera ensuite projetée au profil (fig. 13) et à Félevation (Jg. 15), ainsi que les points cotés des mêmes lettres l'indiquent.
,Pour le faire, on projettera, comme à Tordinaire, au profil et à l'élévation (fig. 13 et 15), les verticales élevées des points D, P, 0, E, V, M et R du plan(jîgf. 11), dans lesquelles doivent se trouver lesdits points ; ceux D et E se trouveront aut ex* trémilés du dîainèlre horii^opli») D/, des figures 13 et 15. A l'égard des autres
points P^ N t 0, Y, M et R, on en reconnallra la hauteur par la réflexion suintante* Le rayon solaire étant élevé de 45 degrés au-dessus àe riiorizon, et le grand cercle de la sphère qui porte ombre lui étant perpendiculaire, fera aussi avec rborizonun angle de A6 degrés; et aussi les points P, M, 0(Jig. 13 et i5), qui sont à la circonférence supérieure du grand cercle, seront autant élevés au-dessus du plan horizontal passant par le diamètre DE; et les points Y, M, qui sont à la circonférence inférieure du même grand cercle ^seront autant abaissésau-dessoQs dudit plan horizontal, qu'ils sont les uns et les autres distants d*un plan vertical passant par le même diamètre DE. On pourra donc, sans le secours des proCIs et élévations des fig. i3-a, et 15-<i, prendre au plan (JigAi) les distances perpendiculaires des points P, N et O, ou Y, M et "R à la ligne DR (en la cûnsi«* dérant comme la projection du plan vertical), et les porter de suite par ordre aux profils (fig. 43 et 15) sur les verticales correspondantes, tant au-dessus qu'en dessous de la ligne DE, qui représente le plan horizontal.
Ces préparations faites pour les points E, 0, N, P, D, R, M, Y, on tirera (fig. 11 , 13 et J5)les parallèles a SL, le rampant du comble {fig^ 13); étant ensuite projetées comme à l'ordinaire (fig. lit et 15), les parallèles ci-dessus y détermineront les points e,o, n, p, d, niyVy par lesquels on fera passer desellipses qui renfermeront Tombre cherchée de la sphère. "
30. 1** REMARQUE. On remarquera, comme on Ta fait précédemment, que les ombres des verticales représentées par un seul point sur la feuille horizontale (ou plan) y portent des ombres en lignes droites parallèles à la direction du soleil, sans aucun angle ni ressaut, encore qu'elles soient projetées sur différents plans horizontaux ou inclinés; qtle semblablement , les horizontales marquées par un seul point aux élévations où elles seront par conséquent perpendiculaires, donneront des ombres parallèles à la direction du soleil sur les mêmes élévations.
31. 2* REMARQUE. Lcs ligucs horizoutalcs qui portent ombre sur les pans des couvertures au plan sont ordinairement ou parallèles ou perpendiculaires aux lignes d'about ou de couronnement , c'est-à-dire à la section commune du plan horizontal avec un plan incliné, celles qui leur sont parallèles donnent des ombres parallèles aux lignes qui les produisent.
A l'égard des ombres portées au plan par des lignes horizontales perpendiculaires aux lignes d'about ou de couronnement , on les trouvera par les méthodes ordinaires, ci-devant indiquées , mais s'il y a une trop grande quantité de ces lignes, il sera mieux de se procurer une directrice à laquelle elles seront parallèles et qu'on trouvera sur chaque pan de la manière qui suit. Par le point X, soit imaginée une horizontale XZ perpendiculairement au couronnement XC, laquelle étant projetée à Télévation (fig. 14) y sera représentée par le points;, et
^ son ombre par la ligne œy parallèle à SL; lo point y étant renvoyéai} pls^n y (ioii«« nera le point Y, duquel ayant tiré la ligne XY, elle sera sur les deux grandi^ pans du comble , Tombre; Thorizontale XZ est par conséquent la directrice de toutii^ les horizontales de moindre étendue qui se trouveront sur ce pan de couverturQ et également perpendiculaires à la ligne d'about ou de couronnenoent.
On en fera de même pour les autres pans sur lesquels ces lignes, et les opôcAtiens qu'on a faites pour les trouveiu^sont également ponctuées.
32, 3* BEHARQUE. On pourra aussi se procurer de la manière suivante dos dî-* rectriceç pour trouver plus commodément les ombres des verticales sur les éleva» tiens (j^. il et 12) qui se présentent au soleil. Soit.(/9. 14 ), élevée verticalement (Uir Tabout du comble la ligne TS dont il s'agit de déterminer Tombre y la profec* tjon de cette ligne TS, au plan (fig. 11 ), sera le point J par lequel ayant mené la ligne J-2 parallèle à SL, elle déterminera sur le plan du pan de la couverturo l'ombre de ladite verlijcale ; de manière qu'ayant rapporté le point 2 au poiat 3 de l'élévation ifig. 14), on continuera la ligne T-3 qui sera l'ombre de la verticale TS à ladite élévation. On en fera de même a l'élévation de la oroupe (fig. 12). .
Quant aux élévations (fig. 13 et 15) qui sui^nt le soleil, on imaginera (fig. 15), une verticale TS, placée sur le couronnement^ qui sera représentée au plan ( fig. 41) par le point 4, dont Tombre sera dirigée au plan suivant la ligne 4-5, parallèle à la direction du soleil SL, de manière qu'ayant rapporté le point 5 au point L de rélévation%(/gr. 15), on tirera la même ligne TL qui sera l'ombre de la Terti*** cale TS. On en fera de même à l'élévation de la croupe (^^. 13). v\.yi,fy. 12, 33. 4^ REMARQUE. Si les élévations des combles étaient vues de biais ^ c'ast^à** 18, 14 et i&-a. ^j^^ ^j ^||^ n'étaient point prises sur des lignes d«f plan parallèles à celles àe
leurs abouts ou couronnement, telles que les figures 13, 14 et 15a, autour du plan (fi9' %^^'(^)9 on aurait à chaque élévation la représentation d'un pan et d'une croupe sur chacun desquels on relèverait le soleil (art. 22)> et l'on chercbernait l'ombre d'une verticale comme il a été dit par Tarticle 32, H comme les opéra*» lions ponctuées, marquées des mêmes lettres et chiffres, l'indiquent. Si l'on ¥00n lait les déterminer il serait indispensable de faire des proiils droits de chaqtte pan et de chaque croupe.
34. Corollaire, On déduira du problème précédent Id mélimie de projeteiy les ombres à l'élévation, les ombres portées sur une surface inclinée vue pari^dessaus^ tel que serait le retapant intérieur du comble, s'il se trouvait avoir assez d'éiévatiû» pour être éclairé du soleil; comme par exemple eelui dont les figures 16, 17 et i8 représentent le plan , le profil et l'élévation. PI. vn, /i^. 16, On s'est contenté de marquer l'ombre d'une verticale AB et d'une horizon-» net 18. 1^^ ^Q perpendiculaire à la ligne sur laquelle l'élévation a été prise, laquelle,
par conséquent, sera représentée par un point; il serait inutile d'en donner le aétail.
35. Projeter C ombre é^uae ligne quelconque sur la surface i£un cône vu en plan et VLyva.fig.n, en élévation. »,JietJS.
Soit {fig. 19 ) le plan d'un cône dont les figures 20, 21 et 22 sont les profils et âéfàtiôns.
Soient aussi menées sur ces figures (horizontales et verticales) les lignes dont il est question de déterminer les ombres , qu'elles portent sur la surface du cône, pour les projeter ensuite sur le plan et élévations.
On remarquera que l'ombre d'une ligne droite projetée sur une surface courbe y sera toujours représentée par une courbe , à moins que tous les points de la ligne qui la produit ne se trouvent dans la projection d'un même rayon solaire.
Ainsi, pour trouver l'ombre, par exemple^ de Thorizontalo AB, on y remar* ^ttera plusieurs points , tels que D , par lesquels on tirera ainsi que pour le point A, et sur toutes les figures , des parallèles Aa, hd à la. projection du rayon itdlaire; l'ombre des points A, D sera nécessairement dans ces lignes et précisé-- Ihent aux points où elles rencontrent la surface du cône. II est donc question de déterminer cette rencontre.
Pour cet effet, on regardera les lignes Aa, Dd{fig. 19), comme la rencontre des plans verticaux du soleil fixés (art. 12), avec la surface du cône; et ces lignes considérées sous ce point de vue sont projetées au profil {fig. 20). Elles y produiront des hyperboles qui rencontreront aux points a et cf les lignes Aa et Dc(. On rapportera ensuite sur ces lignes correspondantes aux plans et aux éiéva«« tlons les points aeX d par les méthodes expliquées ci-devant ; ces points seront {fig. 19, 21 et 22) l'ombre des points A et D.
On trouvera, par le même procédé, l'ombre de tout autre point de la môme horizontale AB ; et par tous ces points déterminés , on f^ra passer une ligne qui sera l'ombre de AB.
On se servira aussi des mêmes moyens pour projeter tant au plan {Jig. 19) qu'aux élévations {fig. 21, et 22) , l'ombre d'une verticale AC et de toutes lignes Quelconques.
Nous ne dirons rien de la manière de tracer les hyperboles {fig. 20), non plug que de celle de trouver les courbes paraboliques ou elliptiques qui pourraient être formées sur^ la surface d'un cône par la rencontre de différents plans; on <Vppose qu^on en-l^it instruit dans le Traité de la Stéréotomie.
Remarqqe. a regard des ombres sur les dômes sphériques, elles m détermineront avec autant de facilité; les profils droits donneront des courbes circu^ laires qui, dans les projections, donneront des ellipses.
Si l'on a bien compris ce qui Tient d'être enseigné, on ne se trouvera point embarrassé pour la projection d'aucune ombre.
De la dégradation des ombres et des teintes^
Définitions des clairs et bruns.
Différence dans les clairs et les bruns.
Clair-obscur.
Reflet.
Ce que c'est que le fuyant.
Principe général
tiré de la nature en différents
effets des clairs et des bruns relativement aux différents éioigneroents
d'où ils sont Yus.
36. On distingue dans la nature des clairs et des bri|ns : par le terme cUûr on entend les parties d'un corps qui étant exposées à la lumière du soleil, ou d'autres objets lumineux, en reçoivent l'impression*
Par le terme brun^ on entend les parties d'un corps qui étant opposées à la lumière sont dans Tombre; et le terme brun convient d*autant mieux à ce que l'on appelle Yombre que jamais la lumière n'est totalement interceptée.
37. Les surfaces d'un corps les plus directement exposées à la lumière paraissent les plus éclairées et les plus brillantes; celles qui lui sont moins exposées paraissent plus ou^ moins foncées et brunes relativement à Toppositioa plus ou moins grande avec les parties éclairées environnantes.
38. Indépendamp^nt de la lumière directe, il en est une autre de réflexion qui suit les mêmes lois^ à Texception que les clairs en sont moins brillants et les ombres moins brunes relativement. Ce socit ces clairs occasionnés par la réflexion de la lumière, que les peintres appellent clairs-obscurs^ et dans lesquels .les ombres se perdent et se noient, de manière qu'on ne peut en distinguer la figure et le contour.
39. La réflexion de la lumière agissant sur tous les objets environnants, les corps environnants occasionnent nécessairement sur les parties des corps q\ii sont ombréoSydes clairs et des obscurs, c'est ce que les peintres appellent le rejlei.
40. On dit que les corps fuient l'œil du spectateur, lorsqu'ils en sont plus éloignés que d'autres corps considérés du môme point de vue.
Ce qu'on dît ici de différents corps, doit s'entendre aussi des diflerentes parties du môme corps.
41. ^De plusieurs corps, placés à difiérents éloignements, les parties éclairées de celui qui est le plus près de l'oeil du spectateur paraissent plus brillantes, et respectivement les parties ombrées paraissent plus brunes et plus foncées. Car c'est un principe généralement reçu par tous les peintres et dessinateurs, et par eux copiés dans la nature, que les clairs fuient en brun et les bruns en clair \ on ne doit jamais oublier ce principe, c'est-^à-dire que le brun et le clair, ensuite la figure et le contour des parties éclairées et ombrées des c^rps, et enfin les
corps eux-mêmes, se confondent dans un éloignement hors de la portée de la Tue du spectateur, à quoi se joint la partie de Tatmosphère interposée à son cbSA et aux objets pour achever celte confusion.
42. 11 suit de ce qui a été dit ci^evant que les clairs en s'éloignant s'assour« dissent, se dégradent et deviennent moins brillants; les^mbres ^'affaiblissent au point que les clairs et les bruns se confondent dans un certain éloignement et paraissent de la même teinte , et que les objets eux-mêmes disparaissent et semblent s'anéantir i la vue; il règne à cet égard une harmonie et une propor«tion qu'on doit imiter.
« 43. Ce qui vient d'être dit (art. précédent) ne peut s'appliquer qu'aux surfffceé extérieures des corps qui reçoivent librement la lumière ou i sa réflexion. Il n'en est pas de même des surfaces intérieures et des corps qui paraissent dans l'enfoncement , elles sont plus ou moins brunes suivant qu'elles sont plus ou moins privées de la lumière r^échie.
44. On a dit (art. 13), que les corps portaient ombre sur les surfaces qui les environnent, maison doit remarquer que celte ombre projetée se peint plus ou moins brune suivant que la surface qui la reçoit est plus ou moins prèsde l'objet qui la porte.
45. On peut , pour se fixer Timaglnalion et se donner des modèles des teintes en clairs et en bruns qui conviennent à chaque partie suivant les diflorenles circonstances ci-devant énoncées, imaginer un ruban replié dont Tun des bouts soit colore de quelque teinte ou couleur que ce soit, laquelle se dégrade uniformément et se trouve à laulre extrémité du ruban , aussi claire ou brillante que possible. Le brun est le plus foncé de la même teinte. Ce modèle, au moyen des divisions 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc«, qu'on y fera, mettra sous les yeux les justes rapports des clairs et des bruns j qui se font en raison desquarrés des distances, parce que la lumière étant divergente diminue dans celte proportion ; si ce rubaa est imaginé fait sur sa longueur, il pourra servir d'échelle proportionnelle aux distances, et faire connaître, au moyen des divisions 1, 2, 3, etc., hs clairs et les bruns qm conviendront à chaque partie; c'est-à-dire, par exemple, que (/^. 24) l'ombre qui conviendra au clair le plus brillant coté 1 se trouvera vis-à-vis la même division , de même Tombre coiée 2 se trouvera vis-à-vis sa division, etc.
46. 11 ne nous reste plus qu'à donner quelques exemples de dégradations
d'ombres et déteintes, on les trouvera sur les planches X et XI qui représentent
les plans d'un bâtiment autour duquel on a relevé dix-huit profils ou élévations,
le tout éclairé par un même soleil élevé de 45*, et dont la direcibn fait avec la
principale façïide du bâtiment un angle aussi de i5\
On a marqué en lignes ponctuées rouges, sur le plan (Jig. 4) et les élévations
d0f dain et des bruni.
HéUiode poor
fixer les dégradatione
des daliB
et des brans.
Pi. IX, /^. 3S,
34, 3S et se.
Pl.XetXI,
yig^ It lif l),J|iiii4 ^uf MT le fistn de lar Pi. 1^1 e| fe$ élévali<Mi» de^ figure» li f%^%c ^^ direetriees des ombres portées par les couvertes d^ croisées et S9r k# pieds-droits, par des opérations semblables à celles qui ont été faites (PL VI et e^ sriiffàéês aeté. 28).
Pareillmsient a» a %usaî marqué ea ligià^s pooctuées eo rouge sur le plan <to ^Si^MOK^e (fij^ &f PL X) 4es directrices des ombres portées par des borixoolales |>eppendiculaîres aux lignes de couronnement ou d'about et sur les élévations d^ .mâmes combles {fig. 9 et 9^a)^de la même planche et (fig i4 etl4-ay delà Pl« XI) par des opérations semblables à celles des Pi. Y et VI expliquées art* 31, 32 et 33. Il sera facile, par ces mêmes moyens, de tracer de pareiUçs directrices sur les ^iutres élévations éclairées ^ du soleil , qui en ont besoin.
Enfin, on a ajouté les deux autres PL XII et XIII, contenant les dessins du même bâlimeot éclairé par un soleil perpendiculaire ou parallèle à ses façades aus^ élevé à 45®; on ne les a mis sous les yeux que pour faire sentir le peu d'agréé jnent qiie cette direction d« sofeil donne au dessin, et que Ton doit par conséquent, lorsque rien ne s'y oppose, préférer la direotiiA oUique ainsi que nous eo avoQi. prévenu ac 1. 19.
nSS OMBRES f).
Pn sait que tous les points d'un objet lumineux doivent être r^ardés chaeua comme le centre d'une sphère immense composée d'une infinité de rayons qui s'écartent du centre avec une vitesse qui échappe à nos sens ; que, dans un milieu homogène et uniformément dense, ces rayons jse propagent toujours en ligne droite , de manière qu'un rayon de lumière émané d'un point quelconque ne peut arriver à un autre point déterminé , tant qu'il se trouve un obstacle sur la
{*) Ce Biémoire 9Bkd% 6aB^d Bfonge qui Ta écrit en 47S5 à TÉcole du génie de Mézidres pour i*in* slructioQ de» jeuoes officiers.
Ce mémoire fait partie de la collection des manuscrits de TËcoIe d'application de Metz. 11 est coté u!" 4 , (isrton n* 4 ; il provient dii fond de ta bibliothèque de l'ancienne école de Mézières , et ij porte U timbre de cette école.
Ça niffiioire a'a pag oiicoce éié f ubité texlmllement. T. O.
drok^ menée par ces deux fSnnl$ ; pai* cMséqueQt lors^^un cdrps Q, «péëi^ trabk à la lumière 0!^. i) se trouve dans on milieu éclairé par an point luMimeux 8^ il doit interrompre la route des rayom de lumière , soit ea les im wcepta»! ^ soit ea . les réfléchissant , et far là priver totalement de lumière Tespaee OMBft placé de Tautre côté de ce corps par rapport an point S, et terminé par les pfto^ loBC^ements des tangentes SOM et SBR. C'est oett* partie infinie de i'espaee ab^ sotu, qu'un corps opaque prive de lumière par son interpositien daas Ha niliciK éclairé , que l'on nomme ùmbre de ce corps.
Si l'on place au delà du corps par rapport m point S un pla« PL , de tnaaiApt qu'il se présente en face vers le pmnt lumineux , ses parties Pa^ ML «ëroBtjàctai^ rées comme elles le seraient sije corps Q était anéanti ; mais la partie ftaabsbhimefii privée de lumière sera parfaitement obscure, et le passage de oette ^>scurité à hk clarté des parties voisines éclairées , se fer^^sufailement et san% ménagements. P» eremple, Q est une sphère , et supposons que le plan PL soit placé perpendicav laîrement à une droite menée du point S par le centre Q ; l'espace ab 8ei*a circu«> bire« comme on le voit (fig. 2), et toutes ses parties seront également obscures* C'est cet espace que Ton appelle projection de l'ombre, et que le vu^ire oott* fond communément avec l'ombre proprement dite.
da projection de l'ombre d un corps sur une surface quelconque est d6ac la figure que terminent sur cette sur&ce tes prolongements des rayons de iumiAM tattgenaia à la surfoce du oorps« ^ %
Quelque autre part qu'on eût placé le plan PL y cependant toujours au delà du corps Q, par rapport au point S , Fespace obscur ab eèt été plus e« «aokis grand , mais son obscurité absolue eût toujours été la même, puisqu'elle eût toujours éfei une privation totale de lumière. L'iniessité réelle de l'ombre est donc une quantité constante qui peut être prise pour terme de comparaison^ Il n'en est pas de méflae de sa quantité relative ou de son intensité apparente , car elle n'est que lé eontraste qu'elle faitavec les parties éclairées qui l'a voisinent ûr cecmtrasleétani d'autant plus sensible et plus frappant que la iumiére l'est davantage, doit varier comme elle^ c'est-à-dire augmenter et s'affaiblir en même raison. Donc^ toutes choses égales d'ailleurs , l'intensité apparente de l'ombre d'un corps reçu sur une surface quelconque doit croître et décroître en raison inverse du quarré de }$i distance de cette surface au point lumineux, car il est démontré en physique que la lumière suit cette loi . Mais comme dans la nature nous ne voyons les objets qu'à travers un milieu dont la densité s'oppose en' partie au passage de la lumière et diminue par conséquent son intensité; cette ombre doit encore nous paraître d'autant plus forte qu'elle est moins éloignée de notre œil ^ c'est-^ dire que nous sommes plus proches de la sur&œ qui la seçoit. On doit avoir égard à ces deut
prmcîpéft lorsqa'on peînl des objets éclairés par un flambeau peu éloigné du cbamp du tableau, liais lorsque Ton suppose que la lumière vient du soleil, comme la distance de cet astre est sensiblement la môme pour toute la surface de la terre ^ la prefliière considération n'a pas lieu. Tout ce que nous'venons de dire ne suppose aucune dimension au corps lumineux ; soi t Q {fig. 3) un globe opaque et spiiérique écbirépar un autre globe spiiérique S dont le diamètre ait un rapport sensiblement fini avec la dislance des deux centres. Soient menées les quatre lignes ER,EM, FM et FD tangentes aux surHiCes des deux globes , et concevons que le système de ces quatre droites fave une demi-révolution autour de SQ comme axe. Il engendrera quatre surfaces coniques opposées deux a deux par le sommet et qui seront précisément les mêmes que celles qu'on aurait eues en menant ces quatre tangentes dansions les sens possibles; Cela posé» il est clair : 1* que Tespace 0MB ( fini si 8 est pUis grand que Q, infini s*il est plus petit) doit être absolument obscur, puis*^ qu'il ne reçoit aucun rayon de lumière; 2* Tobscurilé des espaces RUMV, VMBD doit diminuer en s'éloignant de Taxe SV. Les points de cb sont en effet trésobscurs, puisqu'ils ne sont découverls cliacun que par un seul point E ou F de la surface lumineuse. Los points e, t le sont moins parce qu*ilsdécouvrei4 chacun une grande partie du g!obeS. Enfin les points a eld sonttrès-éclairés, et autant qu'ils le peuvent être, puisqu'ils reçoivent des rayons de toute la surface du corps lumineux. Donc, si on présente en PL un plan perpendiculaire à Taxe SQ, la projection de Tombre sur ce plan seracomposée de deux parties (/gr. 4) : l^d'un noyau circulaire ad de. même obscurité que Tombre de la figure 2 ; 2^ d'une couronne d^ombre acbdj dont Tintensilé diminue en s' éloignant du centre jusqu'à devenir zéro aux points a et d.
Les dimensions , ou la grandeur de celte ombre imparfaite qu^on nomme pénombre (du latin penèumbrà)^ doit varier suivant que les dimensions des corps Set Q, leur distance et celle du plan PL, deviennent plus ou moins grandes. L'angle cBd{Jig. 3), par exemple, restant le même, la droite cd sera d'autant plus grande que la distance he du point B au plan PL sera plus considérable. 2'' Cette distance restant la même , la droite cd pourra être considérée comme composée des deux parties ce et ed, dont la première sera proportionnelle à la tangente de Tangle cBe, la deuxième a celle de l'angle eBd. Donc quels que soient et Tangle Bet la distance Be, la grandeur cdde Ul pénombre sera proportionnelle à : Be (tangcBe-f tang eBd). Mais si le diamètre du corps lumineux est considérablen^ent plus grand que celui du corps opaque, rangie en B est égal à langle sous lequel le diamètre du corps S est vu d'un point quelconque du corps Q, et les segments ce et ed sont sensiUement égaux; d'où il suit que l'angle cRe égale sensiblement l'angle ehd et qu'il peut , dés lors, eue
comme égnl à (;cBd). Soit do&o p l'angle sons lequel est vu le diamètre du soteil ; q la distance Be de Tobjet qui porte ombre à la surface sur laquelle elle est reçue; la gi^andeur de la pénombre sera : ^q tang-p. Il suit de làâlins entrer dans une si grande précision , que les ombres perlées sur la sur^ue de notre globe par des corps éclairés par le soleil^ ne doivent pas être terminées vivement, comme dans la fig. 2; mais qu'elles doivent se mêler par masses insensibles avec la clarté qui les avoisine. Ajoutez à cela que les rayons de lumière ^ lorsqu'ils rasent quelque corps dans leur route, se plient et se rapprochent de Taxe, et diminuent par là la grandeur de l'ombre pure. Par conséquent dans ies dessins, les teintes des ombres ne doiiHtol pas èlre uniformes^ mais s'adoocir insensiblement, à moins qu'elles ne soient très- proche de l'œil qui doit les voir et de l'objet qui les cause. Dans les opérations suivantes nous ne déterminerons géométriquement que les projections deâ contours des ombres f^ures, ce sont les seules qu'il soit nécessaire d*avotr exactement dans les dessins; c'esi l'affaire du lavis de dégrader les teintes, et de les placer de manière à faire illusion. Nous allons d'abord supposer les rayons du soleil pa/^allèles, c'est-à-dire émanés d'un foyer infiniment éloigné, ou qui relativement à nos sens puissent être regardés comme tels. Nous verrons ensuite quel changement on apporterait à nos méthodes, si l'objet lumineux se trouvait à une distance sensiblement finies
PROBLÈME GËNÉRAU
La direction des rayons parallèles de lumière étant donnée , trouver f ombre dun corps quelconque, le corps et la surface étant donnés de dimensions et de positions.
On construira les projections , du corps opaque qui doit causer l'ombre et de la surface qui doit la «recevoir, sur deux plans quelconques, qu'il est cependant plus commode de supposer perpendiculaires l'un à l'autre et tels que l'un soit borixontal et l'autre vertical. 'Quelquefois ces projections sont déjà construites et c'est sur elles qu'on se propose de déterminer les ombres. Ainsi soit GZD (fig. 5), la projection horizontale et cbdb' l'élévation du corps qui porte ombre, EFI et egf^ les projections horizontale et verticale de la surface qui doit la recevoir, enfin YA et ya, celles d'un rayon de lumière quelconque. Il n'est pas possible de donner une méthode générale pour la construction de ces projections , et l'on s'en assu-* fera facilement en observant qu'un même corps se projette diiïéremment suivant les différentes manières dont sa nature nous est connue. Par exemple, les projections du rayon de lumière ne peuvent se faire que conséqnemment à la manière dont nous supposons que les dessins seront éclairés. Ainsi, si, comme c'est l'ordinaire, nous nous donnons sa direction YA ou sa projection horizontale
et Tangie RA^Y qu'il forme avec elle, on mènerai RY perpendicalaire à YÀ, et on imaginera le triangle YRA , élevé verticalement sur YA. On projettera les points AetYeaaetffjetoa fera la veoticale ry égale à R Y. Il egt clair, pour lors, que ya sera la projection verticale du rayon dont AY est la projection horizontale. Toute autre manière dont on fixerait la position di} rayon de lumière obligerait peut*^re une autre méthode pour en faire la« projections. Il est d'usage de nommer Y A la (Ureuian du i>ayon de lumière^ ^ !^ son imidence. C'est ce que les astronomes spolient VazimuA et Vûtmh mniaraihs
Cela posé dans Tune des prôjectiom (dans rélévation, par exemple) et par tous les points de l'objet qui doivent spécialement porter ombre, on mènera des droites hl parallèles aux rayobs du soleil, et on considérera cbacuAe d'elles, comme la projection d'un plan parallèle aux rayons de lumière et perpendiculaire au pian verti<ail de projection. • Chacun de ses plana eoBtient une infinité de rayons dont une partie est inter-: eeptée par l'objet qui porte ombre , et d<mt deux enfki et an plus grand nombre, après avoir rasé la sur£aice de ce corps déterminent par leurs prcriongemeats deux ou plusieurs points du contour de l'ombre sur la surface qui doit la reoe-* voir. Or ceux des rayons de lumière renfermés dans le plan tdy qui sont interrompus par le corps opaque, rencontrent toute sa surface dans la section HL faite par le plan A/, et ceux qui s'échappent en rasant la surface sont des tangentes à cette section. Donc , si par les règles de la Stéréotomie^ on projette cette section en HULN, et si on lui mène deux tangentes MO et NP parallèle i YA, celles seront les projections borizoniales mais indéfinies des rayons rasante , qui dot^ ^ent par leur prolongement donner des points du contour de l'ombre, liais puisque ces rayons sont contenus dans le plan U , ils ne peuvent rencontrer le surface EFI que dans l'intersection de cette surface par le plan bl rc|>résentô dans l'élévation par ku Par conséquent , si l'on projette cette section en Q8lX\ les rencontres et P de cette ligne avec les droites HO et NP seront deux points
du contour de l'ombre demandée. .
Les verticales élevées par les points et P déterqaineront par leurs ma** contres avec la droite hl les projections verticales des deux mêmes points» En répétant l'opération pour tanide plan Ih qu'on voudra, on trouvera tous lee points qui seront nécessaires à la construction de la ligne du contour de l'ombre dans les deux projections. G. Q. F. D.
Remarque. Les points M et N séparent la partie éclairée MHN de la section, de la parlie obscure MLN; par conséquent si on fait passer une ligne par tous les points trouvés de la même manière pour les autres section^, on aura la sépara*
— SI
lidii im Hi |tarlÛB édairéei de 11 surfaee de ceUe qui eA dsins Nombre , ce qui Mt fueiquefois trée-utile dans le la^is* Les verticales élevées par les points N, M dé* lermineront par leurs reocoiUres aree les lignes U correspondantes <lans Télé- Tatien, les points m, Ui par lesquels doit passer la projection verticale de cette séparatioa. * *
CoBoiXAiRES. i"" L'eiobre d'une droite verticale projetée sur un pltm horizontal est toujours une droite, ou plus généralement, la projection horizontale de l'ombre d'une verticale » reçue srn^ quelque surface que ce soit, est toujours nae droite ; car les rayons qui sont interrompus par la verticale composent nu plan verlîealy qui par sa reneontre avec les surfaces voisines détermine Tombre* delà droite^ et cette intersection ne peut être vue sur le plan horizontal que sous me droite, puisque tout le plan vertical qui la contient est lui-même projeté sous la forne d'une droite qui doit ôtre parallèle à la projection horizontale d'un rayon de lumière.
2* Pour la même raison la projection verticale de l'ombre d'une droite perpeAdieulaire a«i^ plan de projection verticale est toujours une droite parallèle À fa^projection verticale d'un rayon de lumière. ^
3"" La projection de l'ombre d'une ligne droite ou d'un polygone quelconque ff^çuesur un plan qui h» est pamll^e est toujours une figure qui lui est égale ei semblable.
La solution que nous venons de doimer du problème général des ombres^ peut s'employer quelle que soit la figure du corps qui porte ombre, c'est-à-dire que la surface soit courbe ou composée de parties planes ou courbes. Mais lorsque le corps n'est pas terminé par une surface > mais par un système de plans joints par des arêtes rectilignes , on peut déterminer bira plus aisément la figure de son ombre,
i^ Exemple. Déterminer t ombre J[un cubedanné de position sw un plan horizontale Soient BGDE et IFGH les projections horizontales et verticales du cube (fig. 6)| yA et ya celles du rayon de lumière, et KN la base de l'élévation (^). Q^la posé^ remarquons que nous aurons l'ombre demandée si nous reconnaissons qu'elles sont les arêtes du cube qlie rasent les rayons de lumière et si «nous déterminons les ombres que portent ces arêtes. Or il est évident que l'arête verticale , repréaentéepar le point B dans la projection horizontal^ et par IF à l'élévation , est rasée par les rayons de lumière; que de plus son omlnre doit ^re indéfiniment sur une droite BQ parallèle à YA; mais si par les^ints F et I^; on^mène des droites parallèles k ya les.pointsoù elles rencontreront rhorizontale KN , seront
D^Qfit désigne ici par b(tie ie rétévûtûmc» qu'a appeHa plus tard ligne de terre. X. 0.-
les pi^ectioDS verticaleâ des ombres des points F et L Donc, cin abaiisâîtit lés irerticales MQ et KR, leur intersection avec BQ terminera Tombre de Taréte verticale représentée par le point B. Donc RQ sera une portion du contour de l'ombre demandée. Cela fait, on observe que Tarèle horizontale exprimée par BC dans la projection horizontale et par FG dans Félcvalion est aussi rasée par les rayons; qu'il en: est de même pour rareté horizontale supérieure projetée en CD par la verticale qui passe par le point G et pour les arêtes horizontales inférieures représentées par DE et EB^ que par conséquent les ombres de toutes ces arêtes achèveront le contour de Tombre du cube. Mais nous avons déjà Tombre d'une des extrémités de Tarète horizontale BG ; il suffît d'avoir celle de Tautre extré-* mité G -, or cette ombre doit se trouver sur la droite GP parallèle au rayon YA. De plus, si par le point G on mèneia droite GN parallèle au rayon ya, le point N sera son élévation. Donc la verticale NP déterminera par sa rencontre avec GP l'ombre du point G, et par conséquent QP sera l'ombre de l'arête liori-' zontale supérieui*e représentée par BG. On aurait pu trouver la droite QP, en faisant un autre raisonnement; car Tombre d'une horizontale reçue sur un plan horizontal est une droite qui lui est égale et parallèle. Donc, en menant par la point Q une droite égale et parallèle à BG on aurait eu Tombre de cette afête. En faisant un pareil raisonnement pour toutes les autres lignes que nous venons de citer, on parviendra à achever le contour de l'ombre bien plus facilemeot qu'en employant la méthode du problème.
V Exemple. Déterminer F ombre dCtm point sur un plan vertical.
Soient M et m les projections horizontale et verticale du point; TN la projec* iion borizontaledu plan vertical sur lequel doit être portée Fombre demandée ; soit MN parallèle à YA (fg. 7), et regardons cettedroite comme la projection d'un plan vertical qui doit contenir le rayon de lumière interrompu par le point M; cela posé , le rayon interrompu ne peut par son prolongement rencontrer le plan vertical ^ et par conséquent déterminer Tombre demandée que dans rintersection des deux plans verticaux ; or cette interjection est indéfiniment la verticale No. De plus , la droite mo, parallèle à i/a, doit encore contenir la'projection verticale du même point d'ombre dont son intersection avec la verticale Nô déterminera le point a demandé.
3* Exemple. Trouver sur un plan incliné l'ombre d'un cylindre vertical terminé par deux bases liorizontales.
Soient Jkh ei Z\{fig. 8) les projections du cylindre, BGED eibcedceWas du plan incliné , soient menées les tangentes /G et hi parallèles à la projection horizontale du rayqp de lumière, il est clair que ces deux droites seront les ombres des verticales représentées par les points/ et A, et termineront kuéralement laj;>rojec-
tion ëe Fombre du cylindre ; îl ne s'agit plus par conséquent que de trouver l'ombre du contour de la base supérieure ; pour cela on fera pour tant de points qu'on voudra Topération que nous allons faire pour le point K, dont la projection verticale est le point k\ Par le point k' soit mené la parallèle k'n à Tincidence solaire, et soit regardée cette ligne comme la projection verticale d'un plan parallèle aux rayons de lumière, dont l'intersection avec le plan bcde doit contenir Fombre du point K. Soit projetée cette intersection sur le plan horizontal en abaissant par les points n et m des verticales, qui par leur rencontre avec les droites BD et EC, détermineront deux points N et M. La droite MN contiendra donc la projection de l'ombre du point K, mais la parallèle à YA, menée par le point K, doit encore la contenir ; par conséquent leur point L d'intersection, sera la projection de l'ombre du point K* L'opération, répétée pour tant d'autres points qu'on voudra, achèvera de déterminer l'ombre du cylindre.
Dans tout ce que nous venons de dire , nous avons supposé que les rayons de* lumière fussent émanés d'un point infiuiment^éloîgné; voyons maintenant la manière de déterminer Tombrc d'un corps éclairé par un point lumineux placé à une distance sensiblemnnt finie.
Lorsque le point lumineux ne sera pas inGniment éloigné de l'objet éclairé, les rayons de lumière qui en partiront ne seront pas parallèles , et les projections horizontales et verticales d'un de ces rayons ne suffisant pas-pour déterminer la direction de tout autre, il faudra alors projeter le point lumineux lui-même ; imaginer par ce point dans l'espace tant de plans qu'on voudra perpendiculaires sf un des plans de projection, et qui feront , dans l'objet éclairé et dans la surface qui doit recevoir Fombre, autant de sections qu'on en projettera sur l'autre plan ; mener par le ^oint lumineux toutes les tangentes possibles aux sections du premier corps et les prolonger jusqu'à ce qu'elles rencontrent quelque part, si cela est possible, les sections correspondantes faites dans le second corps.
Ce procédé graphique ne diffère de celui du premier problème, qu'en ce que dans ce cas-ci les tangentes aux sections sont menées par un point déterminé , au lieu qu'elles étaient parallèles entre elles dans le premier cas.
La solution du problème des ombres que nous venons de donner étant de la plus grande généralité, il serait inutile d'entrer dans quelques détails sur les particularités de certaines ombres, et de rapporter des méthodes abrég(ées plus ou moins élégantes qu'on peut employer en certains cas. L'usage et les occasions en fournissent assez, pour peu qu'on y réfléchisse. Cependant, nous ne passerons pas sous.silence une difficulté qui peut» souvent se présenter et qui a lieu dans l'exposé suivant.
4' Exemple. Déterminer , «ur fa surface concave dm jmU fait en avant éun retran-
^ftmçytj (^"i^ JM^M^ li^y^ 9^^ bonté y ett ^lippwôiir çaNt wU écloité'par un point lffjmwuufpl^4 à we distqrw^ déiernmée.
Oix, saitqtt' uftfmitad^relraachemeQt est un côoe tronqué renversé, donttes bases |l^aUéIesso»tb(>rizQntales}90\ent(kmc(yi9. 9) EDGJ6H et ecgby ïes projections horizontales ci vertical^ du pui(>s et A, a edles du point lumineux. Par le point A soi4^:kt i&ené^ lea projeetiont^ Ikh de taot de plans verticaux qu'on voudra , et les projections verticales pnqk des sections qu'ils rorotent dans la surface du cône (il est inutile de donner ie détail de cette construction); cela posé , il est clair que Tombre du point M du bord ne peut se trouver sur la surface du puits que dans la Si^tioa ML , et par conséquent en projection verticale sur la courbe pnqk. Çojac, si par le poin| p proje<îtioa verticale du point M , on mène le rayon ap , il coupera la courbe quelque part en un point q qui sera le point d'ombre; et en abais^nt une verticale qQ* qui coupera ML en un point Q , on aura la projection faorizontale du m^e point* Oo déterminera de la même manière les ombres de tant de points d,u bord qu^on voudra » et on aura .par conséquent la courbe formée par leur continuité , à Texception des deu» points T et T'ou commence cette courbe, où elle coupe les bords du puits; alors la méthode générale est en défaut , elle n'enseigne pas à les trouver.
Pour les déteripiner, remarquons que les points T et T' demandés n'appar^^ tiennent point à la courbe TOT^ considérée comme ombre portée, mais qu'ils sont les limites de Fintérieur du puits qui sépare la partie TQT obscure de la partie TET' éclairée, et qu en les considérant comme des éléments de la surface conique, leurs prolongements doivent passer par le point lumineux et être tangents à la surface» Ces prolongements, qui sont des plans , doivent donc se couppr en une droite menée par le sommet du cône et par le point lumineux , et représentée par AR en projection horizontale et par aS en projection verticale. De plus, ces prolongements doivent couper le prolongement de la base supérieure du. cône en deux droites tangentes à sa circonférence, et ces droites doivent passer toutes deux par le point où aS coupe le même plan. Donc , si du point r on abaisse la verticale rR, et si du point R on mène deux tangentes à fa cijrconférence EDG, les points de contact seront les points T et T' demandés.
Çett/e solution , quoique particulière au cas de l'exemple , se généralisera si rpl). fait ^l^^ntjon que les points T et T' appartiennent à la courbe qui sépare la parlie. éclairée de la surface du corps de la partie obscure, courbe dont nous axQUS. do^pé la coMtruetion dans la figure 5, et dont m, n, M, N dans celte même figure sçj^ des points. Donc, on aura les extrémités deTombre portée par le bord d'un vase d'une figure quelconque sur sa surface concave, en déterminant les iliilgi^ç^M^i)Ade>çe«boiHl awç hi courbe qui sépare la partie éclairée de la sur-
foce extérieure d'àveo la partie obscure. On suppose ici l'épaisseur du Vase iiifU nimeut mince» et si elle ne Tétait pas ttr faudrait regarder h Surface ihiérletir^ domme ^xtérieufe.
lAaMa
(VÉHOIRB INéDIT.) ÀPPLICÀtlON t>E tk GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE AU DESSIN DE LA ViS (^).
Génération du filet par un triangle.
i. Chacune des faces du filet de la vis triangulaire fait partie d^une surface gaaiche et se termine à deux des hélices que décrivent les points de la génératrice de cette surface. Ces deux hélices^ intersection des deux surfaces gàuclieSy forment sur ia stirfoce de la vis deux arêtes , Tune saillante et TaUtrë rentrante.
I. »E La PaOlBGTlOll
]hs hétioes.
2. ST (Jig. 1) est la commune section {**) ; o la projection horizontale de Taxe; A le point oà l'hélice saillante perce le plan horizontal ; par conséquent le cercle ACBD, dont le cantine est o et le tàfon 9k \ est la projéctioa horizontale de celte hélice, et oA est celle d'une position de la génératrice de Tune et Tautre surface
(*) Ce mémoire est de M. Petsy, ancien professeur de sciences ma Ihéma tiques à rËcolo d*applicatioQ de l'artillerie et du génieràJtfetz.
M. Persy avait résolu à Metz le problème de Tombre de la vis en même tempf( que Hàehelté la ^éàolvaii à Paris. Loi-sque la solution publiée par Hachette dans la Correspondance à» I Êçoie polytechnique » t« I , n^'J» janv. 1809, fut connue à Metz , M. Persy communiqua sa solution à M. François, professeur de fon« tiBcation , et son collègue à TËcoIe d*applicalion ; plus tard , M. Français adressa à Hachette une solution éimple sur le nftme sujet , et qui a été publiée danâ ta Correspondance de TÉcoie polytechnique , t. It ; n« i, janv. 4S40. J'ai tout lieu de croire que la soiuiion dotinéO par M. Fratiçais lui fut inspirée par dellë do M. Persy, dont il avait oii. connaissance. T. 0.
(**) M. Persy appelle commune section la ligne que l'on appelle ordinairement ligne de terre. Cette dénomination de commune section fut introduite à l'École d'application de Metz par Ferry, qui avait été itt eomflftaaotment de sa earrrièra adjolntde Vongë ft l'Aboie do génie dé Hlûèfrés. î. D.
gauche. Ne considérons que celle qui fait partie de la face supérieure du filet, et soit AV la projection verticale de la position dont nous parlons , et que nous ve* gardons comme la position primitive de ta génératrice de la surface gauche sapérieure. Si Ton conçoit un cône qui ait pour sommet le point (o^o'), et pour trace horizontale le cercle ABCD, toute arête de ce cône sera parallèleii Tune des positions de la génératrice , et réciproquement toute position de la génératrice ,sera parallèle à Tune des arèles du cône. Si Ton décrit ensuite une spirale ordinaire PâRQ qui passe par A, qui ait pour pôle le point 0, et pour ra^on de son cercle générateur la hauteur du pas de vis, il est clair que de la position OA à la position quelconque OM, la génératrice se sera élevée delà quantité supérieure; d'où il suit que m étant la projection horizontale d'un point de rhélxce, on aura la projection verticale de ce point en menant mm perpendiculaire à ST' et prenant pW égal à la distance pm.
3.* Il s'ensuit aussi que la projection verticale de la position OM de la génératriçe est la parallèle à op' tirée par. le point m\
On l'obtiendrait encore en portant la distance pm en o'r^ et si la construction est exacte , gp perpendiculaire à ST^ coupera om en un point p de la spirale, car il est évident que cette courbe est en même temps la trace de la surface gaudéi sur le plan horizontal.
4. S'il s'agissait de Thélice engendrée par le point (/» /)y on mènerait Thori-zontale S/T' au*dessus de laquelle on porterait les distances pm , alors les perpendiculaires mm' partiraient des points de rencontre des lignes om avec le cevdejhg^ projection horizontale de la nouvelle hélice.
Des courbes qui terminent la pr(ye€âan verticale de la surface.
5. Par la génératrice considérée dans une position quelconque om^ o'q, je mène un plan pqr perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce plan touchera la surface gauche quelque part en un point situé sur la génératrice et qu'il s'agit de déterminer.
6. On sait que pour une même hélice la tangente fait un angle constant. avec l'horizon. Considérant celle qui est projetée holrizontalement dans le cercle ACBD, nous connaissons rinclinaison de sa tangente. Soit (p, s) le sommet d'un cône qui ait pour trace horizontale ce même cercle et dont les arêtes fassent avee l'horizon le même angle que la tangente de l'hélice, toute arête de ce cône sera parallèle à quelqu'une des tangentes de l'hélice, et réciproquement toute tangente de l'hélice sera parallèle à quelqu'une des arêtes du cône. Concevons ainsi
•ne suite de cônes ayant chacun pour trace horizontale la projection d'une faéiiee et pour arêtes des droites qui fassent avec ThorisEon le même angle que les tan-" gëntes de .cette hélice. Je dis que tous ces ç6nes auront pour sommet commun le
point (o y à). Il est aisé de s'en containcre en vertu de l'équation a;=:-A, qui
e§t connue de tous. Actuellement si l'on mené par ce point (o, «) un plaifi tiis parallèle à 'pqr^, ce plan coupera chacun des cônes suivant deux arôtes à chacune desquelles sera parallèle une des tangentes de rhélice correspondante, et pour chaque hélice cette tangente sera paraître au plan pqr.
Soient 0Xj oo/, ox"^ ox*^\..^ les projections horizontales des arêtes dont nous parlons. En nienant aux cercles axb^ fxg^ ¥x''G^ Âa;'^'B des tangeales respectivement igMMèl&^ox^ox j ax\ etc., on aura les projections horizontales des tangentes des ' hélices qui sont parallèles au plan pqr. Or, il «st focile de reconoaitre que les points de contact y, y y y'\ y'\ etc., sont sur uçe même droite aS perpendiculaire à m et placée à même distance du point o , car pour mener au cercle du rayon ox une tangente parallèle koxj il faut mener à ox le rayon perpendiculaire oi qui détermine le point de contact. De même pour les cercles ax' eiox"... Donc les triangles xox' et yoif' sont égaux , comme ayant un angle égal en o compris entre des côtés égaux, etc.
Le point de tangence du plan pqr aMra donc pour projection horizontale l'intersection des deux droites a6 et om.
7. On sifinplifiera la construction qui résulte de là, si faisant attention qu'on n'a besoin que de la direction de la trace ^r, on considère le cône dont les arêtes sont parallèles aux différentes positions de la génératrice, et que l'on prenne pour SQn sommet le point (o,«) lui-même, car là projection horizontale d'une arête du cône sera celle d'une position de la génératrice et la projeciion verticale de cette arête sera immédiatement la parallèle à la trace </r, que l'on doit mener par le point s. Ayant donc tiré par ce )x>int la parallèle m! à o'A'^ et si dans le cercle acM décrit du centre o avec le rayon oa'^ cercle qui sera la trace du cône de même inclinaison que la génératrice, si , dis-je^ l'on se donne la projection oZ d'une arête quelconque du cône, ou ce qui est la même chose, d'une position quelconque de la, génératrice, toute la construction se réduira à abaisser du point Z la perpendiculaire Zu sur oA , à rabattre ou en 02 , et à mener à oA la parallèle zy\ qui coupera oZ au point y' cherché.
8. Mais on peut atteindre à une simplicité plus grande encore : si l'on décrit le cercle Jhgkj projeclîonde l'hélice qui répond au point de contact du plan pqr, et que Ton tire la droite df, il sera aisé de voir : l*' que cette droite est parallèle à oZ ; S"" que la perpendiculaire ol ubaissée du point o sur dfe^i égale à ox ou. ou ;
3* enfin, que cette perpeûflicolaire )[>roIoiïgée passe par tes points a^» y^^ d'oi l'on Gonciul d'abord les deux méthodes qui suivent.
9. Pour construire le point qui doit être sur une position dohiiéé oZ de In^ér nératrice , il faudra par le point d mener à oZ la parallèle ^T qui rencontrera oA. au point/; le cercle décrit du point o comme centre avec le rayon of^ coupera oZ dans le point demandé y ( voyez le n* 19 ).
10. On obtiendra le point qui se trouve sur uûe hélice dont la projection hori«' zbntaley%A^ est donnée en menant à c^ la parallèle o/. Cette ligne détermineira'iîur le cercle Jhgk le point y que l'on cherche ( voyez le n* 19),
1 1 . Cette dernière méthode convient surtout dans le )cas, ou comttie dan^ celui ,de la vis on n'a à considérer qu'uhe zone de la surface compriise entre d&ux hé^
lices; elle ne fait point tomber dans des opérations inutiles etdonbe ditectemeùt. les points situés sur les hélices saillante et rentrante du filet.
12. La projection horizontale d'un point de la courbe étant trouvée , on construira sa projection verticale par le moyeti de celle de la position correspondante de la génératrice.
13 (^). Les considérations suivantes conduisent directement aux résultats dé l'art. 8. Parie point (/,/') de la position primitive dé la génératrice et Iqui dé^ crirait l'hélice donnée par la projection horizontale j^ft^ je mène un plati tangent à la surface ; pour cela je tire l'borizoïitaie/' e' qui sera évidemment la soiitan* genle du point (/,/) de l'hélice, de sorte qu'en portant /fe' en/E, k droite AE sera h trace horizontale du plaii tangent. Or, si ce plan suivait le moûVietfaënt de la génératrice sans changer d'ikiclinaison par i^apport à Thorizon il he tîesstehdt pas de toucher là surface, et quand la trace serait dévetiue pefpendibulaireà'^y le point de contact, dans la position qu il aurait prise sêlratt sur la Cbûfbé cherchée. Mais*puisqu'il SuJSt de connaître la projection faorizonlale de Ifc^érté^ ratrice considérée dans sa nouvelle position, on pourra faire àbdifàelloh du mouvement le^Jong de Taxe. Ayant donc abàiteé sûr AÉ la perpendiculaire oS. qui coupera la circonférence AGBp au point n, oh prendra l'arc km égal à Ari , et le rayon om rencontrera le cercle fligk au point y que Ton cbérche. La prdjectîod verticale de ce point sera en/' sur l'horizbnt^le/V, si Ton fait abslhicUdii dU nldU»* vement de la génératrice le long de Taxé, et en F" si l'on a égard ft ttë mouvement. Actuellement, si l'on observe que les trtangles k'f'e, àW et ee*fy wO sonisetb^
blables et donnent ■^= rr (qui est la môme chose que :^=r() on verra que
n On peut commencer la solution n* 33 par celuMsi (43) ; Joindre comiïie cofoU^ré le (MtBllélIsme â6 df et om ; puis placer le n« 4 4 aussi en coroUaire, ( Note de P.^
k»tri|ing;tes dbfj 4/S spât semUablês autsif , et ifue pajr cbfis^aent c^eàt parallèle i'«m» * • -
i4. Lft tfîangle a)>/> qui Mt égal à ^, est semblable i A/E. Aiasi c/ et sa parallèle aY Mut perpeq4ioiilaiTea sur AE ; les^ poinis a^ or , V , J , sonl donc en bgneérofle, el^TMt voit de plus qoe/étasl k projection horizontale d'un point quelconque de la sur&ee, la traee horiaoatale du plau tangent en ce point, sera perpettdioolaire k h Kgnecf qui est donnée; on a donc (out de suite ladire<5tion de cette trace.
4& On remarquera que le plaa mené par le poin t (^, o) parallèlement au plan p^r eoupe le eânp qui a pour sommet ce point, et pour Irace horizontale le cerch acbd^, Mivant deux ai^dles différentes, et diont les projections horizontales sont oZ , oa>. Ses lig^w oZ, ex y sont en même temps les projeetiona de deux positions diffé-* i^eotes de ta génératrice , mais dont les plans projetants et perpendiculaires au plan verlieaiy 8<ml parallèles entre eux et aoplaiipçr. De plus, les prolonge-** monta oys ee, de ces Ugnea sont les projections de deux autres positions de la génératcîce opposées aux premières, et dont les plans projetants, parallèles aussi, font avec l'horizon le même angle que les plans projetant les premières positions. Enfin, dans toutes ses positions^ la génératrice se prolonge au delà de Taxe éeb surfaoeet se trouve sur une seconde nappe qu*elle produit eif même temps que la pvemière. Geb posé , ai l'on trace les deux lignes aS , aS\ qui sont en pr(^ectioa horizontale , Fiftie, la suite des contacts des tangentes parallèles au pian uu^ l'autre, la suite des contacts des tangentes parallèles au plan u'if s , on- YOf ra que la droite àéS allant rencontrer oZ , le plan mené par la position oZ de la génératrice et perpendieulairement au plaa vertical, touche la nappe inférieure dans un point y\ Que celte même Kgne aS ne rencontrant que le proloogement de oar, le plan projetant de la position ox de la génératrice touche la nappe su«* périeure. De même , la droite aSf allant rencontrer oY, le plan mené par la posîtion oY de la génératrice perpendiculairement au plan vertical, touche la nappe inférieure dans, un point Y, et cette même ligne a S' ne rencontrant que le prolongement àe oVj le plan projetant de la position ov ne touche que la nappe
supérieure; Ton reconnaît aisémsat quels suite dçs points y\ Y, forme
sur* la nappe inférieure une courbe (font la projection horizontale passe par le point O, et se compose de deux branches qui ont pour» asymptote commune la droite AB.
Comme on peut mener à un cercle deux tangentesT parallèles à une droite <tonnée^ on aura pour chaque cercle acbd, quatre tangentes différentes, deux parallèles à oZ et deux autres parallèles à ox. Mais il faut remarquer que de ces quatre tangentes deux seulemenl donnent àes tangentes' dé l'hélice qui soient inclinées
dans le nièinê sens que le plan pqr otf nUi et qui soient par contéqueiit (ttraV lèles à ce plan. Ces deux tangentes , dont Tune est parallèle à o£ et l'autre à oc ^ ont leur point de eoùtact sur la nnéme perpendiculaire aS à la trace tel. Aini, pour un même plan uts on ne doit admettre qu'une des ligaes de contact o£ et a ^9 savoir , celle pour laquelle Tinclinaison des tangentes des hélices est daiis le même sens que Tinclinaison du plan, ce qu'on peut reconnaître en considérant le plan vertical qui passe par la tangente de Thélice et qui doit Qouper le plan ute Mi« vaut une droite parallèle à cette tangente.
Maintenant les lignes oL , ax sont les^ projections de deux positions diflGérisntes de la génératrice, mais dont les plans projetants perpendiculaires au plan vertical sont parallèles entre eux et au plan uis. De plus y les prolongements oY, oV de ces lignes sont les projections de deux autres positions de la génératrice opposées aux premières, et dont les plans projetants pareillement parallèles entre eox, font avec Thorizon le même angle que le plan ms. Enfin , dans toutes ses positions la génératrice prolongée au delà de l'axe de la surface , produit une deuxième nappe qui ne différera de la face inférieure du filet que par sa hauteur au-dessus du plan horizontal « en supposant toutefois que les génératrices des'de«x faces du filet coupent sous le même angle Taxe de la vis. Dans cette hypothèse, si l'e* trace les deux^Iigncs «g, a' S\ dont l'une est relative au plan tels, et l'autre au plan tf'iV, on verra que la première allant remonter oZ., le plan mené par la posi'^ tion oZ de la génératrice, perpendiculairement au* plan vertical, louche la faee supérieure du filet dans un point y ; que celte même ligne aS né rencontrant que lé prolongement de ox, le plan projetant de la position ox touche là lace inférieure du filet dans un point v. De même a& allant rencontrer oY et ne rencon» trant que le prolongement de ov, les points Y et Y appartiennent respeettveroent aux faces supérieure et inférieure du filet. La même construction donnera dent à la fois deux points de l'une et de Tautre face du filet, et l'on reconnaîtra aisément que la suite des points 9',... Y, appartenant à la face supérieure > fornie une courbe qui passe par le poihtoet dont les deux branches ont pour asymptote commune la droite AB.. Il en est de n^me des points V...t; ajypartenant à la face inférit^ure. Dans l'espace la courbe coupe l'axe^dans le point où il est rencontré par la position oc4)\i odde la génératrice, seloQ qu'il s'agit de la face supérieure, ou inférieure, è4.en projection verticale les deux branches de chaque courbe ont pour asymptotes les projections des positions oA et oBde la génératrice de la. face sur laquelle cette -courbe se trouve.
Puisque dans Tespaçp I^ courbe coupe l'axe ^n son point de rencontre avec la position oc ou ad de la génératrice, et qu'en projection verticale les deux branches ont pour asymptotes les projections des positions dont oA et oB sonLj^s proj/(îe-
Uons horizoniales, Von peut tirer, de là, la construction simultanée du point^qui est sur la génératrice opposée dans la mèroe nappe. . .
16. Le n* 6 offre une démonstration géométrique de cette proposition : « si Ton t mène à la série des hélices décrites par les points de la génératrice droite de 1 la vFs-, toutes les tangentes parallèles à un même plan donné, les points de » contact sont sur deux courbes planes dont les plans sont parallèles à Taxe 1 et perpendiculaires au plan donné. »
De plus , la distance des plans des deux courbes à l'axe est égale au rayon d'une hélice multiplié par le rapport des tangentes des inclinaison:^ (avec Thorizon) et dô l'hélice et du plan donné. Cette propriété n'est point particulière à la surface de la TÎs, elle appartient à la surface engendrée par une courbe quelconque qui tourne autourd'unaxeet qui,. en même temps, se meut dans le sens de cet axe d'une quantité proportionnelle à celle de la rotation-, elle apoartient exclusivement à cette surface et peut servir à sa définition. La démonstration du n"" 6 subsisté pour le cas général;
^7. La proposition dont il s'agit mène à cette conséquence :
Si l'on considère une série d'hélices dc^mème pas tracées sur des cylindres verticaux à bases circulaires et de même axe, et que les ayant projetées sur un plan parallèle à l'axe commun (ce qui produira une suite de courbes de même genre) on mène à ces courbes aes tangentes parallèles à une droite donnée dans ce pian, tous les points de contact, quelle que soit la loi suivant laquelle les courbes se succèdent, n'y eût-il même aucune loi dans leur succession ^ se projetteront horizontalement sur deux droites parallèles à la trace du plan de projection verticale et également distantes de la projection horizontale de Taxe.
Le problème de mener une tangente à la projection verticale d'une hélice, parallèlement à une droiie donnée, revient à celui de mener à la courbe elle* même une tangente parallèle à un plan donné, ce qui se résout aisément par ce qui précède. M. Hachette en a exposé une solution dans son Supplément à la Géométrie descriptive de Monge et dans son Traité des machines, ouvrage qui est une des applications les plus utiles de la géométrie descriptive.
18. Connaissant l'inclinaison, par rapporPà Thorizon, de l'une des hélfcesdécrites par les points do la génératrice,* et par conséquent le point («-o), on peut, d'après les considérations du n** 6, trouver aisément celle de toute autre hélice dont la projection horizontale est donnée; par exemple, Thélice projetée suivant le ceTc\efhgk a pour inclinaison de sa tangente l'angle seo-^ (Yoii Voià conclut la sous-tangente pour un point quelconque de rhélice.
49. On déduit encore du n^'S quelques conséquences utiles : les lignes ùx\ oZ étant perpendiculaires, lorsque oZ sera donnée, en menant ax' perpeRdiotlaire
iiôZjbtk ftilfa le point x'; et par conséquent , âU moyen 4u cercle :è|^M, le point y\ Si ce cercle est donné j et par suite le point x\ on détermlnel^â te poitit y' en ffiéAàHt oy' perpendiculaire à ox\
' Ces constructipns ne sont pas aussi simples que celles deâ n^d et iO^ tt\tk\i fëùr feront préférables en général, où du moins les suppléeront au besoin, et dans le cas surtout où lepa^de la vis n*est pas considérable, ce qui arrive ordinairement quand elle est à filet simple. C'est pour plus de clarté et d'exactitude <jué ddnê l^ épure nous avons supposé la hauteur du pas fort grande.
Des intersections de la vis et des plans qui la terminent.
ttO. La VIS est termiifée ordinairement à deux plans perpendiculaires à son axe, et chacune des courbes d^intersection est une spirale (}u'il est aisé de construire, soit par la considération de la courbe elle-même, soit par la considération des positions successives de la génératrice de la surface. La spirale oRAQ, emploj^éé d'abord subsidiairemenl, fait donc encore partie de la projection complète dé la vis, quand Tangle delà génératrice avec Vaxe est égal à un angle demi-arôit.
. U. DES 0MBE8S.
Dé là tighe qut sépare la partie écUdréé de ta parité ob'tcùri. '
{ytyét art. 27, V).
2i. Le. problème en question est du même genre que celui du h* 8. Les mènlë^ méthodes doivent donc, à quelques modifications près, s'appliquer. à l'un et à I autre. Je considère le rayon de lumière qui passe par le point (0-S), lîg, 2, Commet commun des cdnes de même inclinaison que les hélices et.^du cdne de Ifttôtne inclinaison que la génératrice de la surface. Soient OL, SL' les deux projections du rayon de lumière, il rencontrera le plan horizontal ert L. Cela posé :
22. Que OZ soit la projection horizontale d'une arête quelconque du pône de inëme inclinaison que la génératrice, ou, si l'on veut, la projection d'une position quelconque de cette génératrice elle-même, et qu'il s'agisse d'avoir le poinl de la ligne de séparation d'ombre et de lumière qiii tombe en projection horizontale sur OZ.
On voit d'abord quëLz sera parallèle à la trace du plan lumîheux passant par la position OZ de la génératrice. Ainsi, ayant abaîfesê sur LZ la perpendiculaire uti, on la posera en ai, et le point de rencônlrè de cj/', parallèle à (iu^ avec OZ, éerâ celui qu'on deihànde (pourquoi? ). Le cercle décrit Sur OL comme iliàmêlrè
donneraitjmmédiatement les points \i, e est évident. Mç^is il y a plus» tpQS.I^a poiûls z'sont sur le cercle dont le diamètre est la diagonale OM du carré LSfNÇ construit sur OL, et les lignes ft/' sont dirigées au point N. La construction ^ réduit donc à joindre LZ, ce qui donne le point z, et à mener zN qui détermin^ le poiht y\
plus simplement encore, on mènera à OZ la perpendiculaire Ox\ qui coopère LZ en x\ et (n* 19) le cercle décrit avec le rayon Oo;' et du centre donnçr^ Ip point ^^ (H resterait à voir si c'est plus simple et si cola vaut mieux dans (ç cas d'un pa« très-petit).
23. Proposons-nous en second lieu de trouver le point qui doit être en projection horizontale sur le cercle donné^Aft. Ayant décrit une fois pour toutes 1^ circonférence JLN (dont le centre est et le rayon OL), du point L. avec 1q rayon perpendiculaire à/J, on tracera Tare txV, qui, par son intersection avec le cerclé fyhkj donnera le point x'. Alors : ou l'on mènera Lr s, qui rencontrera le cerçl0 LMNO au point z et zN déterminera le point y; ou bien on élèvera à 0^' la perpen- -diculaire Ot/'y qui donnera encore le point cherché y' (approprier ici la méthodç du n* 40* — Considérer le* cône de même inclinaison que les plan$ tang^n($ en les points d'une même hélice).
24. Il se présente ici des remarques analogues à celles du n"" 5. On distinguer^ de la même manière les points qui se trouvent sur la nappe inférieure de la surr face de ceux qui appartiennent à la nappe supérieure, et Ton trouvera ^ussi quç les uns comme les autres forment une courbe douée d'asymptotes rQctijigQ^^ Ces asymptotes sont des positions de la génératrice qu'il sera ai$é de recoox)a|l,(*e«
III. BU POl!rr BMLLi^fT
25. Si par un point quelconque de Tespâce eX pour plus de siipplicité, par le point (0-S) on fait passer une première droite perpendiculaire au plan vertiôat de projection, puis une deuxième droite parallèle au rayon de lumière, et qu'ensuite OQ construise Jin plan perpendiculaire à laiigne-qui dirige on deux égale ■ ment Tan^ie. des deux droites, la question sera de mener à la surfaço u^ pb|n tangent parallèle à ce plan-là (fig. 2).
Que l'on recjierche sur l'horizon le plan projetant (LL^ S) dé la droite parallèle au rayon de lumière, en faisant tourner ce plan autour de sa trace horizontale
n Voyez dans la Correspondance de l'Écble polytechnique, 1. 1*, n» 8, p. ^5 à 306 (1807), le mémoire publié par Monge et Hachette sur les poinU brillants. La solution du problème des points brillants y est donnée d'une manière complète ; Il n'y a rien à y ajouter. T. 0«
LL', la figure montre d'elle-même qflfe L'/L, 0"' et iOP seroQt les d^x droiles doDt on a parlé et celle qui divisait leur angle en deu& également ramenés sur l'horizon. iO et SL' seront donc les projections de cette sécante considérée dans sa vruie position. I<e plan qui lui est perpendiculaire el qui passe par le. point (O-S)aiira pour irnce horizontale FG perpendiculaire à iO, et menée par le points, qu'on détermine en tirantSXpcrpeiulicnlaireà SL' etXx|)erpendiculaireàTT'(*), A(nuellement, si l'on décrit du centre le cercle GHI tangent à FG , et que par le point a on lui mène la tangente aH, cette tangente sera évidemment parallèle à la trace hurizo;itaIedu plan qui passerait par la position primitive OA de la génératrice et qui aurait la même inclinaison que le plan dont la trace est FG. Or (n" 14) la perpendiculaire dnk a\i , coupe OA en un point c/, qui est la projection du point du contact de la surface et du plan passant par la position primitive de In géntTatrice, donc la projection du point brillant, qui se trouve onde la génératrice, et qui doit être avec le rayon Oq, sera au point d'in-
avec l'horizon décroil, à mesure que le point de contact s'éloigne de l'axe; mais il ne décroît pas indcfi aiment, et il a pour. limite l'inclinaison de la génératrice. Il suit de là que la direction du rayon de lumière peut être telle que la surface ne présente pas de point brillant. Cela arrivera lorsque le plan auquel doit être parallèle le plan tangent ci-dessus , fera avec l'horizon un angle moindre que celui de la génératrice, et l'on s'en apercevra à ce que la construction conduira à mener une tangente à un cercle par un pdint pris au dedans de ce cercle.
- 97. Choix de la direction du rayon lumineux pour qu'il y ait : '
1' Séparation d'ombre et de lumière sur la face inférieure du filet ou sur la face supérieure ou bien sur l'une et l'autre ; 2' Point brillant sur l'une ou l'autre face.
{•) TT' est la ligne de terre.
PROBLÈME d'ombre.
CoMiruciton de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoïdale
générale (*).
Nous diviserons ce mémoire en quatre parties :
Dans la première partie , nous exposerons quelques propriétés nouvelles des paraboloîdes hyperboliques, propriétés utiles pour la recherche dé la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoïde générale, en la supposant éclairée soit par un ragon lumineux, soit par un point lumineux.
Dans la deuxième partie, nous construirons graphiquement cette ligne de séparation d'ombre et dé lumière, en supposant la surface éclairée par un ragon de lumière.
Dans la troisième partie, nous donnerons la construction de divers compas propres à tracer, d'un mouvement continu, la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et do lumière, dans tous les cas; ainsi t V suivant que la génératrice droite de la surface hélicoïde sera horizontale ou non , S"" suivant que cette génératrice droite coupera ou ne coupera pas Taxe, et 3"" suivant que le ragon de lumière sera incliné au plan horizontal ou parallèle à ce plan.
£n6n, dans la quatrième .partie, nous construirons graphiquement la ligne de séparation d'ombre et de lumière , en supposant la surface éclairée par un point lumineux. •
PREMIÈRE PARTIE
VowtlUf propriélét def yrabolo l dt bypcilioUqpiM.
On sait que si Ton a , dans un même plan y une suite de droites parallèles entre elles A , B, C, ... les divergentes d'un point o sont coupées en parties proportionnelles par ces parallèles , et que Ton a, flg. 1 :
oaloa^\ oa^f etc., lloblob^l ob^^ etc., Mocloc^l oc^j etc., :: etc. (1)
{*) J'ai composé ce mémoire d'après dee notes écrites à Metz ea 4S49. T. O.
Ce\gi posé :
Menons par le point a une droite arbitraire K et du point o comme centre et successivement avec ob, or,... pour rayon décrit des cercles coupant cette droite K aux points b\ c',.-- là droite ob' fera avec la droite oa un certain angle a, et la droite oc' fera avec la droite oa un certain OBglc 6r
Cela posé :
Du poîni a comme caoïre et avec les thjqw oa^ âa«»... décrivons 4m ^mtiu coupant la divergente oa^ en les points a'., a',»-- ^t menons par ces points des droites K,, K„... parallèles entre elles et à la droite K.
Gela posé :
Pu point comme centre et avec o6,i oc,^... comn^e rayojois» décmonn d|i| i^irçles venant couper la droite K^ en les points ^^, c'V»*
Pu mâme point o comme centre et avec ob^^ oo^f... comme rayops, déeriv^Bff des cercles venant couper la droite K, en les points b'\, c"^..
Je dis que les points b\ 6",, 6",,... sont en ligne droite, ainsi que les points Ç% ç\j c". j... Cela est évident , en vertu des proponiona (l)et de la construction.
Par conséquent , si je fais tourner la droite oa^ V d'un angle i pomr L| r^ mener sur oa,^ et 1"* d'un angle y pour la ramener ensuite sur oa^j Ton ^pra
h^ fig. 2.
Et les points 6', 6'",, b''\... seront en ligne droite B„ e( les points c\ c'",, c"',.*, seront aussi en ligne droite C,, car il est évident, par la figure, que Ton obtit^fiT drait les mêmes points en supposant que Tpn fasse tourner la droite B d'u^ angle a autour du point o, et que Ton fasse tourner la droite G d'un angle |a¥* t4iur du mènie point o.
Les droites A; B^, G,,... font le même angle X et respectivement avec les divers gentes oa^ ob\ oc,\... et les droites K, K'.^ K'.,... font le même angle /a avec Iff divergentes oa^ oa,, oa^^... en sorte que les droites A, B., C,.«. sont les enveloppées d'une certaine cpurbe A, et les droites K, K/, K/, ... sont les enveloppées d'«ine certaine courbe $..
Nous verrons plus loin que ces courbes A et $ ne sont qu'une seule et même parabole.
Il est évident par la construction , et en vertu des proportions (1) ; que l'on
ah' afi;" _ ^
oa oa, oa.
oa oa, ^ oa^
$ II
Les figures 1 et 2 peuvent être considérées comme les projections orthogonales <le dite^» vfètimèê de l'espaoe ; passons donc de ce qui Ôsfc %^t le ptàn à de ifui pw\ Pister daos l'e«/Htcr#.
I iii.
Premier système de Ce$paeè.
Considérons la figure 2 comme la projection horizontale d'un certain système de droites situées dans l'espace ; ainsi éleyons par le point o une verticale » menons {fig. 3) parles droites parallèles A\ B^, C^,... des plsfns verticaux P, Q| R... et concevons une série des droites horizontales G, G ^ G' ,... s'appuyantsur la droite O et sur une droite A tracé dans le plati P. Les plans Q, R^.., couperont ces droites G, G\ G'\... en des points qui détermineront respectivement les droites B, G,...
En sorte que l*on aura dans l'espace un paràboloîde hyperbolique rectangulaire 2, ayant pour premier système de génératrices droites, les droites 6, G\ G"»... dont le plan directeur sera le plan horizontal de projection , et ayant pour deuxième système de génératrices droites, les droites A, B, G,»., dont le plan directeur sera le plan vertical de projection , puisque dans la fig. 3 nous avons pris la ligne de terre LT parallèle aux lignes A^, B'^, C^,...
Cela posé s
Faisons totirner la droite B d'un angle a autour de Taxe O et la droite G d'un angle $ autour de même axe O, ces angles a, 6,..* étant tels que 1^ points à, b^j c.^,... soient en ligne droite K^. Il est évident que les points 6/ , c/,... seront situés sur la droite G""; dès lors si nous menons par le point a^ une droite K'* faisant avec oV* un angle fx égal à celui que font entre elles les deux droites oVet K\ lés points 6/" , c/* ,. . . seront sur G'% et ainsi de suite.
En sorte que Ton voit très-bien : 1* que les droites horizontales G, G\ G",... se feeront transformées en les droites horizontales K, K', K",... et 2* que les droite» A, B, C,... se feront transformées en les droites A, B, , C.,... Les droites A, B, C,... étaient parallèles au plan vertical de projection, mais les droites A, B., C,,... ayant pour projections horizontales des droites A*, B*, C*,... qui ne sont pas parallèles entre elles, ne seront pas, dès lors, parallèles à uil plan vertical.
Mais comme les droites horizontales K, K', K'V*- ^^^^ coupées en parties pro-
portionnelles entre elles par les droites A, B. , G.,... puisque Ton a évidemment dans la fig. S et en vertu de la fig. 2 :
* aV : aT* : a'V* : elc. :: aV : «V : a'V* : etc.
11 s'ensuit que la surface 2. doublement réglée et ayant les droites K, K', K",... pour génératrices du premier système et les droites A, B,, G.,... pour génératrices du second système y sera un paraboloîde hyperbolique oblique, ayant le plan horizontal de projection, pour Tun de ses plans directeurs.
Gela posé :
Comme lorsque l'on considère un cylindre tangent à un paraboloîde hyperbolique, la courbe de contact est une parabole A, les droites A\ B.\ C,^,».. et les droites K*, K'\ K"\... seront tangentes à la parabole A* projection horizontale de la parabole A, qui est la courbe de contact de la surface 2, avec un cylindre dont les génératrices droites seraient verticales et seraient dès lors parallèles à Taxe 0.
I. D'aprçs ce qui a été démontré dans le § III précédent, on peut énoncer les deux théorèmes suivants :
V THÉORÈWE.
Ayant une droite A et un point o ( situés sur un plan P), si l'on mène du point o une série de divergentes o«, os\ 08'\... coupant la droite A, aux points s , /, «",.•• et si l'on mène par chacun i\e ces points *, s\ s" y., des droites A', A", A'",... qui fassent chacune et respectivement avec la divergente qui lui correspond {fig. 4) un anglea, les diverses droites A, A', A'', A'" ,... Hevoni les enveloppées d'une parabole 3(ou en d'autres termes seront les tangentes d'une parabole i),
Étant donnés une parabole $ , son sommet s et sa tangente A en son sommet, si Ton prend sur la tangente À une suite de points s\ «'V*'"» ^^ ^"^ P^C chacun d'eux on mène une tangente à la courbe 5, on obtiendra les droites A', A^', A'",,.. \fig- '^>)>6t menant par chacun des points s\ «", s",... une perpendiculaire à la tangente qui passe.par le point considéré, on aura une série de droites qui se couperont toutes en un .môme point o situé sur l'axe infini «X de la parabole donnée d.
IL Nous pouvons encore déduire de ce qui précède diverses propriétés dont jouît la parabole.
Ainsi {fg. 5 bî$)f nous savons qu'étant donné un point o et une droite A^ si nous menons la divergente op coupant la droite fixe A au point p^el si par le point p nous menons une droite 9 faisant avec op un angle arbitr;iire fA« celte droite 9 sera tangente à une parabole d, laquelle sera tangente à la droite A en un point a déterminé par la divergente oa faisant avec la droite flie A ua angle fx.
Et si Ton fait varier Tangle fx de grandeur, on obtiendra toujours une parabote, nais qui sera différente de la parabole d«
En sorte qu'à chaque valeur attribuée à l'angle n correspondra une parabole particulière /laquelle aura un point do contact particulier avec la droite A.
Ainsi 9 le point oet la droite A étant donnés de position, en faisant varier l'angle /z, on aura:
Pour p. une parabole d, tangente en un point a de la droite A.
Pour n^ une parabole d. tangente en un point a!' de la droite A.
Et ainsi de suite.
Nous pouvons donc conclure de ce qui pn^cède, ce qui suit:
Étant donnée une parabole d et une tangente A à celte courbe, si l'on mène à cette courbe Sj une suite de tangentes 9, 9\ 9'V*« coupant la droite A aux points p, p, p'V-* ^t si l'on mène par chacun des points p, p\ p",... des droites D, D', D'V** faisant chacunf avec la tangente 9... qui lui correspond un angle constant ^a, ces droites D, D', D'V»*^^ concourront en un même point o qu'autant que l'angle fx aura une valeur particulière. (En un mot l'angle (a ne peut être arbitraire.)
III. Si Ton a une parabole d, construite au moyen du point o et de la droite fixe A, et d'une série de tangente 9... faisant avec les divergentes op, qui leur correspondent, tin angle constant fx, nous pouvons considérer le quadrilatère poom, dont les sommets sont, Tun le point o donné, l'autre le point p en lequel une tangente occupe la droite A ^ et les deux autres les points a et m contacts respectifs de la parabole i avec les droites A et 9, et remarquer:
Que oa fait tin angle jx avec la droite A (Jig. 5 bis).
Que op fait le même angle fx avec la droite 9.
Et ces d eux angles égaux |ui sont dirigés dans le même sens (à droite).
Que om fait un angle X avec la droite 9.
, Que op fait le même angle X avec la droite A.
Et ces deux angles égaux X sont dirigés dans le même sens ( à gauche ).
Les quatre angles d'un quadrilatère valent en somme quatre angles droits, on aura donc :
aom s=a A»droits «« 2(|cz + X)
Mail, A ùMê étâmifioiis les deux triangles oap et opm^ noas voyoQS qu'ils iotkt kéttiblabies, puisqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun et que paf oifiiéquént le troisième angle est égal de part et d'autre. Nous aurons donc :
acp 5=-- pom ao wn
ap pm
lY. D'après ce qui précède le point o étant un point unique pour chaque parabole , il est de quelque intérêt géométrique de savoir quelle position ce points occupe par rapport à la parabole.
D'après ce qui précède, il est évident que povr déterminer la position du point o nous pouvons prendre une tangente quelconque, et ainsi celle qai a pour point de contact le sommet de la parabole. Or {/ig. 5 ler), élaut donnés une parabole i\ son sommet s et son foyer /, zxous savons que si l'on abaisse du foyer /des perpendiculaires sur les diverses tangentes 6... de celte parabole ^y les pieds p... de ces perpendiculaires (ou normales) sont $ur la tan* gente A menée au sommet s de cette parabole S\ -.
Par conséquent, pour cette position toute particulière de la droite k, l'angle (X est droit.
Nous pouvons donc conclure de ce qui précède que le point o en Uqwl concourront les droites op^ op'... (fig. 5 bis), est toujours le foyer de la parabole d.
Y. Ce qui précède nous permet de résoudre divers problèmes.
1" PROBLÈME. tf
Étant donnés une droite À , un point a sur cette droite A et un point f hors de cette droite A (fig. 5. A") y construire la parabole d, tangente en a à la droite A et ayant le point f pour foyer.
Solution. On mènera la droite fa, laquelle fera avec la droite A un. angle connu |x; on prendra un point p sur la droite A et l'on mènera la droite y)i; ensuite l'on mènera par le point p une droite 0, faisant avécyp un angle é|^l à l'angle (i ci-dessus : cette droite 6 sera tangente à la parabole demandée.
On pourra donc construire les diverses tangentes G... enveloppées de la parabole demandée d.
Pour déterminer le point de cotifact m de la tai^nte 9 avec la parabole de-
ipandée i^ il faudra mener psir le point/une droite /m, faisant avec/p jm «Offle ffin égal à i'aogU coaao R/by et la droite /m coupera la droite 6 ea un point m, qui
appartiendra à la parabole d^noiandée d; on pourra ainsi construire les diters points m. •• de ta parabole demandée 9.
y PROBLÈME.
Étant donnés un point tet deux droites A et 6 (fig. 5, 5"")^ construire une parabole ayant U point î pour foyer et les droites XetB pour tangentes. . Solution. Les deu vlroites À et 9 se coupent au point p. J'unis les points/et p, et
je désigne par ii Tangle /pm et par X Tangle j^.
Je mène par le point/ une droite ^^ faisant avec la droite A Tangle fx; je mène
par le point/ une droite fin, faisant avec la droite 6 Tangle X; si Tangle afin est dhisé en deux parties égales par la droite fip^ il existera une parabole ayant le point/ pouf foyer et étant respectivement tangente en a et en m aux droites don* nées A et 9.
Etant donnés deux droites KetB et un point a sur la droite A, construire une pgm^ bole ayant la droite 6 pour tangente et étant tangente en^ à la c/rotte A (fig. 5^5'').
Solution. Il est évident que le problème sera résolu, si Ton construit le foyer de la parabole demandée.
Par Je point p, en lequel se coupent les droites données A et 6, je mène une droite arbitraire p/ faisant un angle arbitraire (i avec 6 et un angle X ( qui est dès lors connu) avec A.
Par le point a je mène une droite af faisant le même angle /a avec la dfoi^ ^f et j'obtiens, par rintersection des droites qf^lpff le foyer /de la parabf^le
demandée.
Je puis ensuite mener par le foyer/ une droite /m faisant avec f/un angle égal
à Vangleafi), et j'obtiendrai le point m^ contact de la parabole demandée avec la droiie donnée 6. ^
Il est évident que le problème a une iivfinfté àe solutions. On peut donc se proposer le problème sTjiv^nt.
On demande le lieu des divers foyers f des diverses paraboles ayant les droite^ A ^t 9 pour tangentes communes çt qui seront tangentes ejjitre elles au point a.
Sotuiian.Je mène par le point p^ en lequel se coupent les droites données A ti 9 (fig. 5, 6*), une droite arbitraire pfj laquelle divise l'angle y que font entre •lies les droites A et 9 en deux angles inégaux et arbitraires /x et X. Par le point a je mène une droite q/* faisant avec la droite A un angle égal à ii; celte droite 4tf coupe la droite pfen un point/, qui est le foyer de Tune des paraboles.
Or, dans le triangle pafy Tangle afp sera constant, puisque Ton aura toujours
fip+fpaz=zy.
Le point /sera donc sur une circonférence de cercle décrite sur ap comme corde, puisqu'il suffira pour trouver le lieu des foyers / de construire sur ap un segment capable de Tangle (480* — y).
Êiant donnés S points a, b, et p (non en ligne droite)^ on demande déplacer lesomtn^i s et de déterminer F amplitude de C angle dont les côtés passeront respective/ment par les points z et h et dont la bissectrice passera par le point p.
Solution. En joignant le point p aux points a et 6 on aura (fig. 5, 6*) un angle
apb que je désigne par yL\ Tangle cherché étant désigné parSa, on aura : oc=s
Sur ap je construirai un segment capable de Tangle «;
Sur àp je construirai un segment CBpMe du m$me angle a;
Ces deux segments se couperont en un point s qui sera le point demandé. ' Nota. D'après ce qui a été dit ci-dessus on voit de suite que Ton pourra confttruire une parabole d, qui ayant le point s pour foyer , sera tangente en n et A
aux droites op et 6p.
Remarque. Il est évident que les quatre pointait, b^pets ne pourront dans aucun cas être situés sur une même circonférence de cercle.
DeuMèm/^ystème de Fespacê.
Ëfant donné en projection horizontale le système dé droites représenté en la figure 2 , nous pourrons concevoir par le point o une verticale , et élever des plans verticaux par les diverses droites. A, B, G,... A, B,, C,,... K| K/, K.,...
Cela posé :
Concevons dans Tespace un plan oblique P, coupant [figA) i'ue en un point
Sf ce plan P sera coupé par les plans verticaux menés par les droites A^, B^, C^,... suivant des parallèles A, B, C,... qui se projetteront verticalement suivant des droiies parallèles A% B% C,... et si par Taxe O et par chacune des divergentes G\ G'\ G"\... on fait passer des plans, ils couperont le plan P, suivant des droites G, G\ G'\... qui divergeront du point s et qui se projetteront verticale* ment en G% G'% G''%... lesquelles droites divergeront du points*".
Dans la fig. 2, pour passer (sur le plan) de la droite B à la droite B, on fait tourner la droite B d'un angle a autour du point o, pour passer de la droite G à la droite G. on fait tourner la droite G d'un angle 6 autour du point ôf et ainsi de suite; donc pour passer de B^ à B,^, de G^à G.\... on fera tourner (Jfg. 6) la droite B (situé dans l'espace) d'un angle a autour de l'axe O, la droite G de fetpace d'un angle 6 autour de l'axe O , et ainsi de suite.
Les droites A, B,^ G, y* de V espace formeront donc une surface réglée^ une surface gauche ; mais les points 6 , c ,.. . sont sur une droite G qui fait avec Taxe O un certain angle y.
Quand la droite B tournera de l'angle a autour de l'axe 0, le point b décrira un arc hçrizoutal t mesurant l'angle a.
Quand la droite G tournera de l'angle 6 autour de l'axe 0, le point c décrira un arc horizontal /mesurant l'angle 6.
Et ainsi de suite.
Or ces points b, c,... étant sur la droite G, il s'en suit que les arcs t, /y... sont les sections droites du cône droit A décrit par la droite G autour de l'axe 0.
Par conséquent le plan vertical mené par la droite Recoupera le cône A suivant une hyperbole dont les asymptotes feront entre elles un angle qui sera double de l'angle y quela droite G fait avec l'axe 0.
Ainsi le système de droites parallèles A, B, G,... situées dans le plan P, se tri^vera déformé et amené au système des droites A, B, , C. ,... génératrices d'une surface gauche qui est coupée par chacun des plans verticaux menés par les droites K^,... suivant une hyperbole K. On obtiendra ainsi par les hyperboles K| K',... le second mode de génération de la surface gauche en laquelle le plan P se trouve transformé.
D'après ce qui précède on peut énoncer le tliéarème suivant :
Ayant un point $ dans l'espace et une droite A » si Ton prend sur la droite A
un# «uite Je poinu a, a , a"^ a"'f'*- ^ qu'on le$ joigne respective vient au poia}^ j paf de$ droites G, G', G'\ G'",.** &^ ^^^ mène par le point s une droite de dire^ tion arbitraire 9 si l'on roène par les points a, a 9 a\ a'" y... des plans M9 H\ W\ ll"\... parallèles à la droite et faisant un môme angle y et respectivement avw les plans (0, G), (0, G^), (0, G'%.. ces plans M, M', W\... couperont» suitwK des hyperboles K^ K'^ K",,.* et respectivement^ les cônes A^ A', âJ\... engendrée par la rotation , autour de Taxe O, des droites G, G', &\.,. ^
Ces diverses hyperboles K, K', K'^.•. détermineront une $urfaee régl4p^ ^io^î» la droite A, en se mouvant sur trois de ces hyperboles, s'appuiera sur toutoi Iw hyperboles construites ainsi qu'il vient d'être dit.
VIL
TraUième iysîème 4e Vespaoe,
Étant données une paraboled et ses diverses tangentes O, 9', 9'\ 9"V-* 1^ points de contact étant respectivement m, m, m\ rn"\.,, on sait que Ton peut considérer la droite comme la projection d'une droite T de l'espace passaut par le poit iji, et considérer les droites 9', O", 0'",... comme les projections d'une suite de droites T', T", T'",... s'appuyant sur la droite T et sur la parabole S.
La série des droites T, T', T"^T'",.- forme un paraboloïde hyperbolique 2; en faisant yarier l'angle que la droite T fait avec sa progection 0, on fera varier dans Tespace la position des droites T', T", T",... et Ton obtiendra un nouveau paraboloïde 2'.
Les deux paraboloîdes I et 2' aurant en commun la parabole 3 et se toucheront Suivant cette courbe.
On peut doncconstruire une infinité de paraboloîdes hyperboliques 2,2',2",2"',... en contact par la parabole $, et dont les génératrices droites des deux systènjes se projetteront sur le plan de la courbe 3, suivant un même système de droites, savoir : les tangentes à la courbe d.
Au lieu de faire varier la droite T de position dans l'espace, on peut varier Iç plan de la courbe è.
Ainsi, concevons un cylindre A ayant la parabole 9 pour section droite, et menons par les points m, m', m", m'",. •• 1«* génératrices droites M , M', M", M'",.du cylindre A. u^
Menons par le point m une droite T arbitraire , mais ayant la droite 6 pour projection orthogonale sur le plan de la courbe i (plan que nous prenons pour plan horizontal de projection).
Cela posé : * "
Faisons passer par le point m une suite de plans Q\ Q'', Q'"y.. coupant le cylindre A, suivant des paraboles 3^, d", d"',.-- lesquelles courbes se projettent orthogonalement suivant la même parabole 9.
Le plan Q' coupera les génératrices M, M', M",.-* en des points m, wi/, m/',.-
Le plan Q" coupera les mêmes génératrices en des points m, m/, m/'...
Et ainsi de suite.
On pourra donc concevoir une surface engendrée par une droite, g'appuyant sur la droite T et sur la parabole d'5 et se projetant pendant son mouf ement , suivant les tangentes de la courbe ); on aura ainsi un paraboloide kyperilolique2,.
Si Ton suppose que la droite mobile^ tout en s'appuyant sur la même droite T,
s'appuie sur la parabole d'\ les pnqections de ses diverses positions étant t»n^
jours les diverses tangentes de la parabole d , on aura un seeond parabol^hte
hyperbolique 2/.
Les deux paraboloides 2. et 2/ se couperont suivant la droite T f on pourra
donc construire une infinité de paraboloides 2,,... se coupant suivant la droite T^
et dont les génératrices droites des deux systmes Se projetteront orthogooale-
ment suivant les tangentes de la parabole d.
I vm.
Nous savons {fig. 2) que les droites A, B,, G,, sont coupées en parties propoi^ tionnelles par les droites K, K/, K/, et réciproquement que les droites K, K/| K/ sont coupées en parties proportionnelles par les droites A, B., G,; de plus nous savons que les droites K, K/, K/ font le même angle /ut avec les divergentes OQj oa^y oa^.
Si donc ifig^T) nous construisons les trois droites k\ K'^ K"\ faisant le même angle ^i avec les divergentes oa^^ oa^^ oa'^, et si nous construisons les droites A ^B\G^9 telles qu'elles coupent en parties proportionnelles les trois droites K\ K'\ K"\ nous aurons sur le plan horizontal la projection des génératrices droites des deux systèmes d'une iiUinité de paraboloide^ hyper-* boliques 292,, 2, f* Propos<ms-nous de construire la projection verticale des deux systèmes de génératrices droites de l'un de ces paraboloides.
Pour cela , il suffira de construire trois droites A*", B"", G*" et trois droites K**, K'", K"", se coupant respectivement en parties proportionnelles ; la construc-: tion suivante satisfait à cette condition.
Menons A*" arbitrairement.
Projetons Terticalennent les points a, a\ a\ en 0% a'% a'^ sur A\ Menons une droite B' parallèle à Â% et à une disiance arbitraire de A*. Projetons verlicalement les points 6, b\ b" en 6', A'% A"* sur B*. Joignons a* el 6% nous aurons K*".
Joignons a'' et &'% nous aurons K'% Joignons o"'' et 6"% nous aurons K'".
Cela fait :
Projetons verlicalemenb les points cet c'en, c^'sur K^'etc^^sur K'*; joignons c* et c'% nous aurons la droite C, qui évidemment sera parallèle aux droites A** et B*.
Et si nous projetons verticalement le point c", évidemtnent c"' sera à l'intersec* tion des droites R"*' et C*.
Il est évident que la construction que notîs venons d'efTeclaer nous conduit & trois droites divergentes K", K'% K'% et à trois droites paraUèles k^'j B', G%.qui se coupent respectivement en parties proportionnelles.
Les trois droites A"*, B% C étant parallèles, les trois droites K% K'% K''* concourent en un point o\ qui sera situé à distance /nie OQ infime^ suivant les données graphiques.
Ainsi les droites K, K', K" et A, B, C seront les génératrices droites, savoir : les premières du premier système, les secondes du deuxième système d'un paraboloïde hyperbolique 1.
De ce parabololde 1 nous pourrions passer à un autre paraboloide 2,, dont les génératrices droites auraient les mêmes projections horizontales que celles du paraboloide 1.
Et en effet :
Il suflSt d'exécuter la construction suivante :
Les droites B** et C coupent les lignes de projection menées des points fl*,a'*, a"* en les points p, p', p" et 7, 9', q\
Si Ion mène donc par le point p une droite J arbitraire, et par le point q une parallèle J' à cette droite J, en projetant verticalement les points b en 6.*" sur J et c en c," sur J', les trois^ points a**, fr.*", c* seront évidemment en ligne droite K/.
Si Ton mène par le point p' une droite arbitraire I, et par le point q' une parallèle l' à I, en projetant verticalement les points b' en b'' sur I etc' en c'/ sur T, les trois points a% fr?, caseront évidemment en ligne droite K^.
Cela fait:
Unissons les points 6,^ et 6^9 nous aurons la droite B,*; Unissons les points c,* et c'.", nous aurons la droite G," ; Et si nous projetons verticalement les points, 6" en 6".* sur B'* etc" en cV sur
C/, il est. encore évident que les trois points a"', ft'7, cV seront en ligne droiieK'?.
Nous aurons donc en K,% K',% K'7 et en A% B^'^jÇ," les projections verticales de six génératrices droites (trois du premier système et trois du deuxième syslème) apparlenanl à un nouveau paraboloide 2., ayant même projection horizontale que le paraboloide 2.
Nous pourrons donc construire la projection verticale d*une infinité de para-* boloides 2, 2„ 2.v-- ayant tous même projection horizontale.
§ IX
Concevons dans l'espace {fig. 8) un paraboloide hyperbolique 1, les droites A, B^ G étant les génératrices droites du premier système, les droites K, K', K" étant les génératrices droites du second système de cette surface.
Menons par la génératrice A un plan P, et traçons dans ce plan, par les points h, a\ a" de la droite A, les droites parallèles entre elles Q, Q\ H",
Traçons enfin dans le plan P une droite Z parallèle à la droite A et coupant les droites Q, Q', Q" aux points p, p, p".
Joignons les points p et b^ nous aurons la droite J.
Joignons les points p' et b'^ nous aurons la droite I.
Joignons les points p'' et b", nous aurons In droite U.
Menons par les points c, d^ c" de la génératrice G des droites J' parallèle à J^ r parallèle à I, U' parallèle à U, ces droites couperont les droites Q, Q', Q"en les points 9, q'y q\ qui seront sur une droite Z' située dans le plan P et parallèle aux droites A et Z.
Cela fait :*
Menons par les points 6, b\ b" de la génératrice droite B des parallèles aux droites Q, Q', Q", elles couperont les droites J', T, 13' en les points 6,, 6/, é/', lesquels seront en ligne droite B, parallèle à B. •
Cela posé :
Les droites Z', B,, C seront les génératrices du second système d'un paraboloide <b dont les génératrices du premier système seront les droites J', V, U'; et cela est évident par la figure y car il est évident que ces six droites se coupent en par* ties proportionnelles.
Gela dît : ^
On sait que si Ton projette sur un plan P les génératrices droites J', T, U' d'un même système d'un paraboloide $, si deux des projections sont parallèles entre elles, toutes les autres léseront :
Eb ttrl^foe si T* et f* sont paralMes l)^'' serU parai lèl« k^wlk l^. .
Par conséquent, si dans la fig. (7) les droites p6/et p'6,"'étaienl ptrallélet
ètitre eltefe , la droite p"*"" leur aurait été parallèle.
* Et cOmme l'on peut donner à la droite p^x" toute direction , on aurait pu la prendre perpendiculaire à la ligne projetante aV, ou en d'autres termes , on au* rait pu la prendre horizontale,
En résumant tout ce qui précède^ on voit que Ton aura un paraboloidë hyperbolique 2, iig. 9. (Ayant, par l'une de ses générArices droites A du deuxième j^yslème, mené un plan vertical P) :
Si l"" Ton projette les génératrices droites K, K\ K'! du prenûer système sm le plan horizonial , et que les projections hl's K.'\ K''^ fassent un angle constant ^ avec des divergentes émanant d'un certain point c/", el aboutissant res|>ectivement aux points o^^ a% a'^, projections horizontales des points a» a, o!\ en lesquels la droite A est coupée respectivement par les droites K, K', K";
Si 2* Ton prend sur K* la longueur a*** proportionnelle au rayon oV, sOr K'*
la longueur a'*6'* proportionnelle au rayon a'a*', sur K ^ la longueur «'V* proportionnelle au rayon oV*, les trois points 6\ 6'\ é"* seront en ligne droite B*, laquelle droite sera la projection d'une génératrice B du deuxième système du paraboloî Je 1 ;
Si 3* Ayant construit la projection B"" de la droite B y ou même des horizontales par les points 6% 6'% A"", elles coupent les lignes projetantes aV, a! a^ya*'^a^ en des points p'', p'% p"" qui seront sur une droite Z'** parallèle à A* }
Dès lors, les droites de l'espace bp^ b*p\ 6'p" seront leâ sous-tangentes des droites K, K', K" pour unçmême hauteur %^ mesurant verticalement la distanosdes ^deux droites A et Z, lesquelles sont parallèles entre elles et situées dans le plan P.
lÈX Tédproquementy **
Si Ton a une surface (b formée par une suite de droites K, K', K"« S'ap<- ^yant sur une droite A , et dont les projections horizontales K\ K'\ K"* font)
avec 1^ divergentes oV, oV*, o^a!'^j un angle constant /^i , et si pour une même
hauteur z les sous-tangentes p^, pb', pb" sont proportionnelles aux rayons
oa , pa'\ oV*, les extrémités 6, b\ bl' de ces sous-tangentes seront en ligne droite B, et la surface $ ne sera autre qu'un paraboloidë hyperbolique*
— 6ft —
§ XL
En TertQ de ce qui précède , il nous sei'a facile de démontrer que si Ton a une droite A tournant autour d'un axe , de manière que chacun de ses points décrive une hélice cylindrique circulaire ayant la droite pour axe , tes tangentes menées aux diverses héHces en tes points on elles coupent la droite A , forment un parabotoîde hyperbolique.
En eflet :
Par son mouvement,. h «droite A engendre une surface bélicoîde gén^ral^. I)ans son mouvement, la droite A reste tangente à un cylindre A» ayant paur seclioi^ droite un cercle ayant pour rayon la plus courte distance R existant Qi^trçt IfiS^ droites Q e( A , et ce cylindre A a la droite O pour axe de révolution.
Le piçd m de la plus courte dislance R sur la droiie A décrit une hélice Q sur le cylindre A , et tous les les points m\m'\m"\... de la droite A décrivent de$ hélices H', H", H'*. .. concentriques à H et ayant même pas h que cette bélicCt
Cela posé :
Faisons une projection horizontale de tout le système, et désignons par d Vhé^, liçe décrite par le point m de la droite A, par R son rayon , par 8 sa tangente %n point m et par h son pas^ fig. 10.
Nous aurons de même Thélice H'; son rayon sera R', sa tangente sera 9', çt çlte aur^ même pas A.
Et ainsi de suite.
Pour une hauteur A, la sous -tangente sera SttR pour Thélice H, SttR' pour Fhélice H', SttR" pour Thélice H" et ainsi de suite.
Cela posé:
La figure iO.noïKB montre quale^ droilcKe, S\ 9"-» qui forment une oertaiiA 'surfoce réglée ^ , se projettent en des droites df^^ d"^, 6"\ ... qui font le miômi» angle (x (angle qui est ici droit) avec les divergentes ou rayons R, R', R"...
l^p^iiite le calcul relatif a^jlsous^tang^ntes nous démontre que pour une même h^teur ^ (et /i e^t ici ce qu^ nou$ avions précédemment désigné par %) œt sou^ tangentes sont proportionnelles aux rayons R, R'^R"...
ÉH «ovte que si l'on prend »?i5^ œ 27rR, m'V*«= ÎtcR', WV*» SkR", ... les points ^, 6'\ b\ ... lieront en ligne droite B^; ce qui, en vertu de ce qut a été dit (§ X), nous démontre que les extrémités by b\ b'\ ^. dessous-tangentes seront éft ligne droite B, cette droite s'appuyant sur toutes les droites 9, 6', S", ...
Et i^mme nou« pouvons prendrç uoe autre hauteur -| 9uqvel cas les. ^^^
■ Qr âr* 9**
tangentes seront — ' R, ~ R', — R",... et dès lors seront encore proportionnelle»
aux rnyons R, R', R'', ... on voit que les points c\ c'\ c"\ ... que Ton construira en employant ces nouvelles sous-langentos , détermineront une droite G^ qui sera la projection d'une droite jC s*appuyant sur toutes les droites 6, G', 6" ... •
Ainsi se trouve démontré que la surface 4>9 lieu des tangentes 9^ 6', B'\ ... aux diverses hélices H, H', H'... est un paraboloide hyperbolique.
§ Xlf.
Ainsi, le théorème que nous connaissions déjà, savoir : que les tangentes aux diverses hélices de la surface hélicoide gauche 2, filet de vis cadrée ou filet de vis triangulaire» en les points où elles coupent une même génératrice droite G (de cette surface gauche) déterminent un paraboloide hyperbolique tangent à la surface hélicoide 2 tout le long de la génératrice droite G; ainsi, dis-je, ce théorème est général et appartient à toutes les surfaces hélicoides gauches.
Et en vertu de ce qui a été dit ( §111 )-, on voit que si Ton projette sur uu plan Y perpendiculaire à l'axe du cylindre A, auquel la droite A reste tangente pendant son mouvement hélicoïdal , les tangentes aux diverses hélices de même pas, décrites parles divers points de la droite A, on voit , dis-je, que les projections de ces tangentes seront les enveloppées d'une parabole ayant pour/oyar le point en lequel Taxe est coupé par le plan Y, et ayant pour tangente en son sommet la projection de la droite A.
XIII
Dans tout ce précède, nous avons supposé {fig. 2), que le point o était situé hors de la droite A ; mais s'il était placé {fig. W) sur la droite A , alors les droites / K, K„ K, seraient parallèles et feraient avec la droite A un angle constant jui , qui pourrait être aigu ou droit.
Dans ce cas, les droites B,, C,, ... qui devraient 'partager en parties proportionnelles les droites K, K,, K., ..« iraient concourir en un point unique ^ qui ne serait autre que le point o.
Si au contraire {fig\ 12) on suppose f|ue le point o est situé à Tinfint sur la droite A, alors les droites A,, C^, ... seront parallèles ^entse elles et à la droite A.
§ XIV
Si Ton passe des figures planes 11 et 12 aux systèmes de Tespacedont ces
figures peuvent être la projection horizontale , on voit de suite que la fig. il pour* rail être considérée comme étant, ou 1* la projection d'une figure tracée dans un plan P oblique au plan horizontal, mais parallèle aux droites K, K„ K,,.. ou 2" la projection des génératrices droites des deux systèmes d'un paraboloîde hypcrbo* liquelayant le plan horizontal pour l'un de ses plans directeurs , l'autre plan di- •ecteur éunt vertical et parallèle aux droites K, K, , K,, ..•
On voit encore de suite que la fig. 12 pourra être considérée comme étant, ou i* la projection d'une figure située dans un P parallèle au plan horizontal, ou 2* la projection des génératrices droites des deux systèmes d'un paraboloîde hyperbolique 2, dont les deux plans directeurs sont verticaux, l'un étant parallèle aux droites K^ K,, K„ ... l'autre étant parallèle aux droites Â, B,, G,.
DEUXIÈME PARTIE
SèteraMBAlMm do la oourbe de séparation d'ombre ist de Immère
for une tnrfaoe héUooIde générale.
Soient donnés (fig. a) un axe vertical et une droite A parallèle au plan vertical de projection , cette droite Â faisant avec le plan horizontal un angle arbitraire 6.
Construisons la plus courte distance entre les droites et A; oW perpendiculaire à A* sera la projection de cette plus courte distance ; le point m sera le pied de cette plus courte distance sur la droite A ; et cette plus courte distance étant horizontale , nous sera donnée en véritable grandeur en oW^ grandeur que je désigne par R.
Gela posé :
Concevons un cyliivdre de révolution vertical A et ayant la droite pour axe , et ayant pour section droite le cercle C du rayon R.
Gela posé :
Faisons décrire au point m une hélice H sur le cylindre A , et telle que ses tangentes fassent avec le plan horizontal un angle arbitraire a.
La droite A, en tournant autour de l'axe O (son point m décrivant une hélice H, et cette droite restant toujours tangente au cylindre A et faisant toujours avec l'axe O un angle constant complémentaire de l'angle §} engendrera la surface liélicoïdt gauche 1 , sur laquelle on se propose de déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière y en supposant que cette surface e;sl éclairée par un rayon
de lunuèreL, que nous ferons (pour plus de slnpllché pour les eeMtructtoHâ subséquentes) passer par le point m.
Si l'on prend une suite de points m\ m^,.,« sur la droite A^ nous saTons qutf les droites m*7, im'*^*,... respectivement perpendiculaires aux divergentes «^m\ o^n^,.., seront les projections horizontales deSkgénérairices9,y,... du paraboldldd lijpcrbolique $, formé par les tangentes , 9',... aux diverses hélices H , H',.., décrites par les points m, m'... de la droite A ; et nous savons que ce parabololde <F est langent à la surface hélicoîde 2 tout le long de la droite A. Nous savons encore que si Ton mène dans le plan vertical passant par la droite A une droite Z parallèle à A et distante d'elle (verticalement) il'une hauteur x±=: R tanga (h étant le pas commun des hélices H,H\...) les sous-tangentes seront respectivement égales aux rayons R, R',.:.
8 ni.
D'après ce qui précède, nous pouvons exécuter les constructions suivantes :
V Portons le rayon R de m'^ en g.
3^ Projetons le point q en q'' sur LT (ligne de terre).
3"" Menons par le point q^ une droite 6^, faisant avec LT l'angle donné a q^ les diverses tangentes G, 9'... font avec le plan horizoo^al.
La droite 6*" coupera la projection 0*' de l'axe Q eu un poim m*'.
4* Menons par le point frC une droite A* faisaot aveo la ligne de (erra (jT l'aQ^ gle donné 6.
5"" Menons par nf la droite L*", et par le point m'' la droite li\ ^ou^ auroiw Im projections de la direction de. la lumière.
Et ainsi nous aurons établis lôs projeetif^QS du i!t$l4tm 4^ h SM^i^rÇ l9^ pHis simple' pour la solution du pra6/éme proposé.
S IV
En vertu des; données particulières de Véfntrêy et établies préeédemment, le point q situé sur le plan horizontal est un poifit de h droite B, génératriee du second système du paraboloide 9, et cette génératrice B est Je lieu des extrémités des sous-tangentes des droites 9, 9', 9'V., lesquelles sous^tangentes sont égalas respectivement aux rayons R, R'^ R".
JPour déterminer B^ el B"* il suffit donc de déterminer les projections d*un seul |»oint de la droite B<
Or, si nous prolongeons RdemV*s=:mV, le point q^ èera la projection d'un |M>iiit f ' de la droite B.
Et» en: effeif si Ton construit sur oV^i comme diamètre^ un cercle^ il coupera A'^ en m'S et l'on aura éTidâmment la sous-^ tangente nl^q*^ =i d^m^ ^ ou égale au rayon R'.
B^ étant détorimiié, oonstruisM» fi*.
Pouf eeby remarquons que si par le point f (situé au-dessous du point m de k quantité Ji Es= tl tanga» ce qui établit ce point p sur le plan horizontal), on mène une droite 8 parallèle à la droite A; le point p'^ e^^trémité de la soua-tangente f^rojetée en 9'*m'^ sera situé sur cette droite Z«
Si doue l'en mène par le point p'^ une parallèle à la ligne de terre » on aura la projection verticale de la sous-tangente. Cette droite coupe la droite 0* précisément au point ç'*'; dès lors, en unissant q"" et m'*' on aura la droite 6'% et en uniseeot les points q" et 7'" on aura la droite B". Mais comme la figure (^VVp'') ^^^ ^^ ^rallélogramme, il s'ensuit que les droites d° et S'*' sont parallèles, et que leà droites B*' et A*" sont aussi parallèles.
Et Gonmeles droites 6, 0'.«^ sont les génératrices du premier système, et que les droites A, B... sont les généralrices du deuxième système du paraboloïde 4>, il s'ensuit que toutes les génératrices de ce paraboloïde $ se projetteront sur le plan vertical suivant des droites parallèles.
Le plan verticiil de projection est donc perpendiculaire à la droite intersection des deux plans U et Y direcleurs du paraboloïde $ ; ces plans U et V sont donc perpendiculaires au plan vertical de projection, Tun U élant parallèle à la droite 8% et l'autre V étant parallèle à la droite A%
En vertu de ce qui précède, le paraboloïde $ étant construit, il faudra mener par la droite A un plan P parallèleau rayon de lumière L, et. chercher en quel point X de la droite A ce plan P est tangent à la sùrface-^^ ce point x sera un des lieints de la ligne de séparation d'ombre et de lumière de la surface hélicoide 2. On détermine facilement la trace H' éa plan P, puisqu'elle passe par l«s traces horizontales r et a des droites A et L.
Cela fait ,
Il faudra déterminer le point d en lequel la droite B perce le plan P.
Peur déterminer ce point d, nous mènerons par la droke B un plan X pa-
ralléie à la droite A; par an point q de la droite B, nous mèDerons donc une droite A', paraHèle à la droite A , et les deux ciroites B et A' détermineront le {flan X.
Mais comme les droites A^ et B^ sont parallèles, il s'ensuit, que le plan X est perpendiculaire au plan vertical de projection; il suffit donc (sans aucune construction préalable) de mener par le point q une droite H^, perpendiculaire à A^ pour avoir la trace horizontale du plan X*
Les deux plans P et X se couperont suivant une droite A", parallèle à la droite A (car le plan P passe par la droite A et le plan X passe par une droite A" parallèle à A), il suffit donc de construire un point de cette droite A" pour qu'elle soit connue de position. Or, les traces H' et H' se coupent au point 6; en Doènant par ce point b une droite A"^ parallèle à A*, on aura la projection horizontale de la droite A"; cette projection coupera la droite B^en un point d!" qui sera la projection du point d demandé.
Cela fait ,
Il faudra du point d mener une génératrice du premier système du paraboloîde $. Or, si sur cf^it comme diamètre, on décrit un demi-cercle, îl coupera A'^ en un point af^^ qui sera la projection horizontale du point x, contact du plan P et du paraboloîde 4> , et par suite contact de ce même plan P et de la surface hélicoîde 2.
§ VI
Nous avons supposé dans ce qui précède que la droite A faisait avec le plan horizontal un angle arbitraire 6. Quel que soit cet angle 6, lés constructions seront toujours les mêmes, cependant lorsque cet angle 6 est nul, elles se trouvent simplifiées , et en elTel :
La droite A {fig. b) étant supposée iiorizontale.el parallèle au plan vertical de projection, Ton voit de suite que la droite B est située dans le plan horizontal, puisque B% étant parallèle à A% doit se confondre avec la ligne de terre LX.
DèÀlbTS, le point q' esrsor le plan horizontal , et la trace H*" est pai*ailèleà A% ou à la ligne de terre LT*»
Il est facile de lire sur la'jî^. b toutes les constructions à exécuter pour trouver le point X, peint de contact du plan P avec la stu*face hélicoîde 2.
§ VIL Ayant détermina le point x de la ligne de séparation d'ombre et de lumière,
qui est siiué sur la droite Ây il faut construire les points x, , x,,... situés sur les diverses génératrices droites A., A,,»., de la surface hélicoîde 2.
Étant donc donné (fig. c), la projection A,^ de la génératrice A, et la projection L.^du rayon de lumière , qui parallèle à L passe par le point m, de rbélicé H (décrite sur le cylindre A par le point m) ce point m, étant celui en lequel la génératrice A, touche le cylindre A, nous pourrions prendre un plan vertical W paraK lèle à la droite A, et effectuer les contractions précédemment expliquées et nous trouverions le point x, de la même manière que nous avons trouvé le point x ; mais ces divers changements de plan vertical de projection, rendraient Fépure très-confuse, il vaut mieux cpérer au moyen d'un mouvement de rotation. "
Comme la droite. A, fait avec le (^lan horizontal le même angle 6 que la droite A, en faisant tourner cette droite A, autour de Taxe de l'angle y et en supposant que le points m, parcoure r<héUce H, ce point m. viendra se superposer snr le point m, et la droite A, viendra se superposer sur la droite A.
En même temps le rayon L. viendra prendre la position L' en laquelle L'* fera avec L* un angle d égal à l'angle d que les projections A,* et A^ faisaient entre elles*
Et comme les rayons de lumière L et L.sont parallèles et font dès lors un môme angle avec le plan horizontal, il s'en suit que les droites L et V font avec la verticale passant par le point m des angles égaux et qu'ainsi ces droites L et L' sont situées sur un cône de révolution vertical , et ayant le point m pour sommet.
Gela posé ,
Le problème à résoudre sera donc le même que précédemment; seulement, au lieu de supposer que le rayon de lumière a la direction L, on doit supposer qu'il a la direction V.
Pour déterminer la trace horizontale a' du rayon L', il suffira de décrire du point m^ comme centre et avec m'^a pour rayon un cercle D qui coupera L^ au pointa' demandé.
Ce point a' étant construit toutes les autres constructions s'effectueront comme dans la fig. a.
On déterminera donc le point x^'' et on le ramènera par» tin arc de cercle ayant le point 0^ pour centre en s!^ sur A,^^ et par suite on trouvera a:," sur A,*^.
SIX
Au lieu de 96 donner la surfoee hélîeoîde générale 2 par la géndratriee drelie A faiaant avec le pian horizontal un angle conslant 6 et par l'Iiélice H décrite par la pied m de la plus courte distance R existant entre Taxe et la droite A , on aa^ rail pu ge donner la surface 2 par la même génératrice A et une hélice H' décrite par un point quelconque m' de cett^ droite A, en assujettissant toujours li droite A à être tangente au cylindre A ayant la plus courte distance R pour rayon de sa section droite.
Dès tors, connaissant : 1^ la distance R' du "^oint m' de la droite généralriéé A k Taxe fixe 0, et 2"" Tinclinaison a de Thélice H' aiir le pian horiaonul (inclinai^ son a'^ que Ton peut facilement calculer ou constrtiire grapliiquenent, le pat h commun aux diverses hélices H, W, H'\*./ décrites par les dWsrs points fit» m'j m'**.é de la droite A étant connu), on pourra opérei* oomme préeédemirient^ A la construction des divers points de la courbe àitêépafaÉi0n d*ombre èi de tmtiiên se construiront trèd-facilement.
Et, en effet ,
Concevons (fig. d) Thélice U' décrite par le point m' (les données étant les mêmes que dans la flg. a), nous prendrons R'=OW* et nous le porterons de m'* en ç'* sur 9'* (taingente en m'* au cercle H'*) , et ce point </'* sera la projection du point q do la droite B, génératrice du second système du ^araboloide $•
Si nous ramenons la droite 9' à être parallèle au plan vertical de projecliont le point m" viendra en m^ sur 0% et le point m^ viendra en m',* sur le prolongement de 0*m*; en sorte que 9'* sera parallèle à la ligne de terre LT;
Si donc je mène une droite L'T' parallèle à la ligne de terre LT et à une distance du point m^ égale à :* = R'tanga', j'aurai en q^ (sur LT) la projection verticale du point ç',, et la droite 9',", qui unit les points m'/ et 9',% fera néce$^ êairement avec la droite L'T' un angle égal à l'angle a que la tangente 9' au point m' de l'hélice H' faisait avec le plan horizontal. .^
Cela posé ,
Le point q de la tangente 9' se projettera en </'" sur la droite L'T'; et menant par ce point q'' une droite V parallèle à A%on obtiendra la même droite Z* que dans la fig. a ; et la projection horisontale de la droite Z ne sera autre que la droite A\
La droite V ne sera outre que la projettion B* dé la droite B, lieU ded extrémités des sous-tangentes, égales aii loUgueuret respsctivètneilt, aUt rayons R,tt'/.# Pour avoir B*, que nous savons déjà devoir passe^ par le poiût ^*, nous porté»
roM WT A^ de m^ en rf" Miie longueur égale à : R =0W (égale à la plut ttlirta 4istaBce qui existe entre le» droites et A), la droite B^ passera par le point 9^» le point q de la droite B aurarsa projection verticale en ^ sur la droite Z*'; et menanl j^r l^ point q'' une droite L"T' parallèle à LT^ en prenant le plan L''T" pour nqu- YMU plan horizontal de projection, on achèvera les coi^tructioos par rj^pppftà ce plap L"T'\ comme on l'a fait ( fig* a et c ) pour le plan LT. Cela dit, on voit que l'on pourra très-facilement achever V épure.
£e que aow f enooft de dire ci-^dessus g IX nous permet de généraliser la solution donnée fig. a, et de l'appliquer au cas où la pluscoqrte diatance R existanf entra i'aae et la génératrice A serait nulle. Dans ce cas particulier, la cy-« Kndre A se rédinl^a Taxe O, et la surface hélicoide 2 devient i"" la surface du fiiu de vis Uiangulairej si la droite A est inclinée sur l'axe O , et 2"* la surface du /tM 4e vis carré^ si la droite A coupe rectangulairement l'axe 0*
§ XL
Détermination de la ligne de séparation d ombre et de lumière sur la surface de la vis
triangulaire.
Prenons l'a^e vertical ; la génératrice A qui engendre le filet de vis, aava supposée parallèle su plan vertical de prdjection. Les diverf points m^m^ fii"..«. de la droite A, engendreront des-hélices H, H'^ H",... qui auront toutes même pas h.
Le point m, situé sur Taxe O, engendrera une hélice H qui ne sera évidemment tMtre que cet axe O.
Cela posé :
prenons un point m' {fig. e) sur la droite A, et dont la^atanoe à Taxe O sait égala A m'^O* que je désigne par R'.
La tangente 6' à l'hélice H^ décrite par la point m\ fera avec le plan horif ontal HA aiigla #c' dont la Mogan te sera (t^tnnue , car Ton a ;
Nous pourrons donc consiruire yraphiquemeni l'angle a.'.
Gai mg}» «(' étant eau»», pou» «a^oeropapar le poipt m' uite droite vfçt fai-
8ant.aY6c la ligne de terre LT Tangle a'. Celle droite nC'g coupera 9'* en un point g, et menant ^p*, parallèle à la ligne de terre LT, elle coupera O*" en un point f\ noua aurons donc en nC'f' la hauteur 2 =R'. (ang. d.
* Par conséquent, en menant par le point p* la droite Vj parallèle à À^, on aura en même temps en cette droite VJ* la projection B*' de la génératrice B du se* cond système 'appartenant au paraboloîde hyperbolique <b » (prmé par les tan* gentes 9, 6', O",... et cette droite Bisera le lieu des extrémités des sous-tangentes des droites 9, 6\... lesquelles sous -tangentes sont respectivement égales aux distances R', R"^... des points m\ fn\.. . de la droite A à l'axe O.
En prolongeant la droite Z" jusqu'en q'"" sur la droite 0'% nous pourrons mener par ce. point q'"" une droite L'T' parallèle à LT, et considérer le plan horizontal L'T' comme étant le plan horizontal LT de la fig. a.
Les constructions pour déterminer le point x seront identiquement les mêmes que dans la fig, a, ainsi qu'on peut s'en assurer en jetant les yeux sur la fig. e.
S XIL
Déierminaiion de la ligne de séparation (F ombre et de lumière sur la surface du filet
de vis carré.
La droite A sera dans ce cas supposée parallèle à la ligne de terre. La fig. / nous démontre que les constructions sont les mêmes que celles de la fig. e pour déterminer le point f'*'; et qu'après la détermination de ce point, les constructions subséquentes pour la détermination du point x sont indentiqnes à cdles exécutés fig. b.
§ XIIL
Dans le Cours de géométrie descriptive (chapitrées surbees gauches) , nous avons résolu le même problème, mais par une méthode différente; et dans tous les cas que nous avons eu à étudier, nous avons choisi parmi tous les paraboioldes de raccordement, celui qui avait pour l'une de ses génératrices droites, la génératrice du cylindre A auquel la droite A était tangente.
Dans le mémoire actuel,: nous avons employé le paraboloide dir^cl^ celui qui est formé par les tangentetf^ aux hélices décrites par les divers points de la droite A.
§ XIV
Si Ton ei(Qmine la fig. a, on voit que la plus courte distance existant entre
l'axe O et la génératrice droite A de la surface hélicoide 2 étant égale à R, M le plan horizontal étant mené au-desfious du point meta une distance x =R tang. a, ((9t étant l'angle que la tangente 6, à Thélice H décrhe par le point m, fait avec le
plan horizontal, en sorte que Ton a : tang. a= 'ST^^ ^ ^^^^ '^ P^ ^^ ^^^^ ^^^ ^^"*
lices H, HV**) on voit, dis-je, que les points.^, r et a resteront les mêmes s^^en faisant varier s, on incline les droites A, 9 et L d'une manière convenable.
Et en effet désignant par 6, a et d les angles que les droites A, fi et L font avec le plan horizontal, on aura :
tang 6=-==-, tanga=ç, tang»sa-=r-
mr « • ma
vri^Tj R, et ni'a restant constants , il est évident que si l'on fait varier z, il faudra nécessairement faire varier les angles 6, a, d de manière à ce que les trois équa* tiens ci-dessus soient satisfaites ; et dès lors la courbe lieu des points ai^ restera la même.
Or l'on peut supposer z es et alors A c=: 0, et alors toutes les hélices se confondent en un seul cercle situé sur le plan horizontal, et les trois droites A, et L se confondent avec leurs projections A\ ^ et L^.
Dans ce cas la surface hélicoide 2 se transforme en un plan qui est le plan hori« zontal de projection.
Et les points o^ m\ r, 9 et a ne variant pas de position entre eux, la courbe lieu des points a^ peut être considérée , non plus comme la projection horizontale d'une courbe de l'espace, mais comme une courbe plane et géométrique dont les divers points ai" sont déterminés par une construction géométrique, particulière, opérée dans le plan même de la courbe et sans aucune considération de F espace.
Même chose a été signalée dans le Cours de géométrie descriptive^ et ainsi par exemple, lorsque l'on a construit la courbe d'intersection de deux surfaces coniques ou cylindriques.
On voit donc que l'on peut se proposer de trouver directement quelle est la courbe lieu des points a^, construits ainsi qu'il a été dit fig. c où la construction plane est seule représentée.
TO
défeipl^U»^ qiieleji dhanM ta^genti^ 9« ^, ï'V.^ aux point» m^ mf, m'^o.ilas ^l)ûM H» HV H"»**t (<^ points m» wl, rn\.-, étant »ur te droite ▲) aoiit daos utt même plM X qni rempUea la^urface parabolc^do ^. Or » d^QB oe ea» partkm&p, la QODStructioQ étant exécutée %. ^ comme en la fig. a,^ on voit que la propriété des sous-tangentes subsiste, et q^ie la droite B lieu des extrémilés des sous-tangeiitês respectivement égales aux rayons R, R^«.. est avee la droite A dans un même plan X perpendîcnlaire au pkn vertical de projection. Ce que nous savions éevdir être, tmfsqne ce plan X dofaitétre tangent à la surface 2 tout le long de la génératrice droite A.
XVI
L'hyperboloîde & une nappe et de révolution, peut être rigoureusement considéré comme une surface hclicoîde gauche dans laquelle les divers points m, m\,.* de la génératrice droite A décriraient des hélices H, H'».*, dont le paè serait nul, auquel cas ces hélices ne seraient autres que des cercles, et ainsi les divers parai-léles d*une surface de révolution.
La fig. h nous montre que pour Thyperboloîde la propriété des sous-tangentes subsiste; car si Ton considère les tangentes 0, 9'.«. aux divers cercles H, H\.. dér Crits par les points m, m... de la droite A autour de Taxe 0, ces tangentes horizontales formeront un paraboloîde $ tangent à la surface hyperboloîde et tout le long de la droite A.
Et la construction de la droite B, lieu des extrémités des sous-tangentes respectivement égales aux rayons R, R',.-* s'effectuera comme dans la fig. a.
dn sera conduit, fig. A, à une construction des points a:^... de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur Thyperboloïde supposé éclairé par un rayon lumineux L, qui sera identique à celle donnée fig, a.
On sait que, dans ce cas, la ligne de séparation d'ombre et de lumière est 1^ une ellipse, ou 2** une'hypetbble, ou 3* deux. droites parallèles, suivant que le rayon de lumière mené par le centre de la surface se trouve, ou i^situé dans Tintérieur du cône asymptote, ou 2® situé sur ce cône, ou S^situé hors de ce cône.
XVII
La surface hélicoîde, filet de vis trifingulaire, peut se déformer en un cône de révolution ; il sufiit pmir cela de supposer que les divers points m, m\ m"... de la émit gjèf^rmno^ hXl^wWa opup» Vn^ Q au point m) décrivent des héli^^e» |I , ll\ W\.. 4'un iNP fiul* Clés hélipe« saront alors 4w P^^ 4ont les planf seront p^^pepdioulaires à Tax^ CL
ft en cbaeun d«i poinU (fig. i) m, m\ m'',... de cee cerclés horizontaux H> ll> H'V«« ^1^ mèoe d» tangentes 0, 9\ 8"... à ces cercles, ces diferses tangentes for^ nieront un plan qui remplaoera pour le cône lé paraboloide 4^ tangent à la surfoce MUeoide (filet de vis triangulaire) tout le long de la droite A. >
La pro|>riélé des sous-tangentes existera encore pour Je cAne^ et, en efT^t, en prenant sttr les tangentes 6, 9'i ^\... et à partir des points m, m', pi\ des distances égalés aQi disiinées de ces |K>ints m, m'> m"... à Taxe O^ on aura les points m^ f'» 9 '9««« M^i seront en ligne droite B ; et le plati X des deux droites A et B sefi^ cne^e perpendiculaire au plan Yortieal de projfeotidni
THOISi£H£ PARIIE.
êm !• «ëriMW h é U pS H ^ t<^*>»l> Sf gMè» é«Mt«« |iàr m fféf «H tattSttttM.
Lorsque nous avons cherché les divers points^, ^.N«*« de la projection horiiontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, nous avons, pour faciliter les constructions graphiques et les abrégea, supposé que la droite A étant passée en une position A', on ramenait la droite A' sur la droite Aj au moyen de deux mouvements, Tun de rotation autour de Taxe et l'autre de translation et parallèlement à cet axe 0«
Pour les recherches subséqueuies , il est préférable de construire le pointer, , situé sur la djroile A', en opérant un changement de plan wrtical de projection^ ainsi x quand on considérait la droite A, on prenait un plan Vertical de projection, passant par l'axe et parallèle à cette droite A , lorsque nous considérerons un« nouvelle position A' de la droite A, nous prendrons un nouveau plan vertical de projection , passant toujours par Taxe 0, mais alors parallèle à la droite A'.
Le plan horizontal de projection était situé au*dessous du point m (contact de la droite A et du cylindre A ayant pour axe la droite 0), d'une quantité égale à : 2=R tang. a ; lorsque nous considérerons la nouvelle position A' de la droite A, nous emploierons un nouveau plan horizontal de projection, toujours perpendiculaire à Taxe 0, mais situé au*dessous du point m (contact de la droite A' et du cylindre A) d'une quantité qui sera encore égale à : a=R tang. «.
Cela posé, effectuons les constructions graphiques qui doivent nous conduire à la détermination des divers points a!^, ic,*,#-- de la -projection horizontale de la tigne de séparation d^ombre et de lumière.
Reprenons la fig. c, et sur lafl^. î construisons le point V,. situé sur A\ Cela fait , concevons la droite A dn la position A'; pour trouver le pointa?*, il faudra:
4^ preiMke siV^=^^f »^' ''^ ^^^^^ I^ P<>^^' 9'* l^omologue du poim ç; S"" prendre mV =:mV, et Too aura le point r', homologue du point r; 3^ miener par m'^ une droite parallèle à la projection horizontale du rayon de lumière^ et prendre m'^a^=mi'a et l'on. aura le point cl^ liomologue do point a; 4* mener par q' la droite U^', perpendiculaire à Jl^^ et Ton aura la droite homologue de la droite H'^; &• mener par le point q' la droite B'*, perpendiculaire à la divergente ijf'q^ et Ton aura Y homologue de la droite B^; &* unir les pointa / et a\ et Fon aura la droite H' > homologue de la droite H' ; 7"" les droites H'' et H*' se couperont en un point b' qui sera V homologue du point 6; 8' mener par le point b' une droite A/'* pa-^ rallèle à la droite A'\ et l'on aura V homologue de la droite A'""; 9* les droites A/'* et B'^se couperont en un point d'^qui sera ï homologue du point d^; iO* enfin , en construisant sur oV^, comme hypoténuse , un triangle rectangle dont le sommet soit situé sur la droite A'^^ on aura en ce sommet xj" le point demandé.
Avant d'aller plus loin, rappelonsrnous bien les diverses relations de positi<m' qui existent entre les lignes qui servent à construire le point a^ {Jig. l).
V Le triangle o^m^q est rectangle en m^; il est isocèle; ainsi Ton a o^m^s=m''q
et Tangle tJ'qm^ = 45« ;
2« La droite B* est perpendiculaire sur d'q, parce qu'elle est la projection de Tune des génératrices du second système du paraboloîde tangent, lequel est formé par les tangentes aux hélices de même pa$ décrites par les divers points de la droite A ; parce qu'elle est la projection de la tangente à l'hélice décrite par le point 9 de la droite A ; parce qu'elle est tangente à la parabole enveloppe des projections des tangentes aux hélices, parabole qui a le point o* pour foger ;
3* Le triangle qb(t est rectangle eu b et il est isocèle ; on a :
bqi=sM^ et l'angle bqét =r 45% 4' Le triangle t^tta^ est rectangle en a^ et il est isocèle ; on a donc :
TFssaTî? étrangle wà^Bsj46».
Dt M qifi précéda . oo en conclut que :
g ni.
D*après ce qui vient d'être rappelé , on peut eo conclure que si Ton avait {fig. I ) ramené les points <f^y d^ ... en les points dS d,^ ... en faisant faire un mouvement de rotation de AS^ autour du point o* à la courbe lieu des points d^ ...j ces divers points d/" ... seraient venus se placer respectivement sur l^s rayons vecteurs cf'a^^... de la courbe lieu des points x^,... et que les deux courbes , Tune lien des points x^,... et Tautré lieu des points dj'y... seraient deut courbes polaires semblables et semblablement placées et ayant le point c^ pour pâte commun.
Si donc on calcule Téquation polaire de la courbe lieu des points tt^ on aura une équation de la forme /(p,.a}) = 0, et en remplaçant dans cette équation û*
par (» + 45*) et p par — =,on aura en :/ (c«)+45*),— 7= 1 =0, l'équation de
la courbe 9 projection horizontale de la ligne de séparation d ambre et de lu-' mière.
§ IV
Ce qui précède nous montre donc que si l'on connaît la courbe lieu des points if ... on connaîtra de suite la courbe lieu des points a^ ... Voyons donc si l'on ne pourrait pas parvenir , par une construction plus simple que celle que nous avons employée jusqu'ici, à la détermination des points d^,
Les trois points r, 6 et a sont en ligne droite. Si donc nous faisons tourner autour du point q la droite H" qui les contient , et cela d'un angle égal à un demidroit, le point reviendra en r, sur la droitero*<7, le point fr viendra en b, sur la droHe B*, et cela parce que la droite 0^9 fait un angle demi-droit avec la droite A* , et que la droite B^ fait un angle demi-droit avec la droite H"" (^fig. II).
Enfin le point m^ viendra en m, sur la droite o'^q.
Cela posé, si Ton unit les deux points r, et 6„ on aura la position que la droite H' doit prendre après le mouvement de rotation ; et si par le point m, on mène une droite m^a, faisant avec la droite 0^9 le même angie que la projection horizontale wf'a du rayon de lumière fait avec la droite A'^ , cette droite m,a^ viendra couper en a, la droite r.6. , et ce point a^ sera la position que le point a viendra prenéta après le mouvement de rotation d'un demi-cadran autour du point 9 ; et comme les droites o^q et A* font entre elles un angle égal à un demi-droit , il est évident
que les droites nfa et fit,a, font aussi entre elles un angle égal à un demi-droit.
Cela posé :
Comme qb^ =qb^ et que q(t = qb.l/'2, il s'ensuit que si par le point d^ on mène une droite parallèle à la droite r^b^a^j cette nouvelle droite viendra couper la
droite cf'q en un point t^ et l'on aura r^<y= r]ç. y 2 ; il suffira donc d'élever par le point r une perpendiculaire à la droit^ A*, et de la prolonger jusqu'en r, sur la droite o^q pour avoir un point de la parallèle menée par le point d^.
Cela pesé,
Si Ton joint les points q et d, par une droite, elle ira couper là droite rj/" en un point 0.} u^àissoDs les points o^ et a.; je dis que cette droite «^a. est parallèle à la droite m,ar*
Et en effet :
Dans les deux triangles qm^a, et qo\, on a : a*ijf = cm, . k 2 et qa^^=:sqa,. K 2 ; ces deux triangles sont donc semblables; dpnc^-les deux droites m,ai 6t o\sont
parallèles, et de plus oh z: cha^ = m,a, . V/2.
La construction (}de nous venons d'effectuer sera la même que hous considérions la droite M" ou la droite A'^ (fig. l). Par conséquent le point a, est un point fixe j puisqu'il est l'extrémité d'une droite, d'une longueur conslante, menée par un point fixe et dans une direction invariable, attendu que cette droite o\ fait un angle égal à un dem'i-droit avec la projection horizontale du rayon lumineux.
Or, si l'on, se rappelle qu'en faisant tourner le point d!" d'un atigledemi-^roit on l'amène en d,^ sur le rayon vecteur de la eourbc lieu des points 4;^, alors le point a, viendra en a, (fig. III ) , et dès lors la droite o\ sera perpendiculaire à la projection horizontale du rayon de lumière.
Ce point a« étant un point fixe, on auraà exécuter la construction suivante pour construire le point d/, en lequel vient se placer le point cf^ après la révolution d'un demi-cidran autour du point o^.
1* Du point 0^ , comme centre et avec of^q pour rayon (fig. III ) , on décrira u* cercle Q ;
2** Du point 0* comme centre et avec oV, pour rayon , on décrira un cercle R ;
S^ Par le point 0^ on mènera une droite o\ perpendiculaire à la direction nfa de la pro/ection horizontale du rayon lumineux ; et le point a étant la trace borîxontale du rayon de lumière passant par le point m > le plan horizontal de pM^ jection étant mené au-dessous du point m d'une cfuantilé 2=:R langa (<x étàftt I^Angle que la droite A fait avec le pian horizontal et H le rayon du cercle M , pfd-
|6etioû de l'hélice décrite par le point m), on prendra ?^:=:n?a. i/2, et l'on «urà Je point fijtè â, ;
4? On mènera par le point o^ une droite quelconque coupant le cercla Q ^ y^n point <7 et le cercle R en un point r, , on unira le point variable r, avec le |WÎOt fixe a,;*
5*" Au point q on mènera une tangente au cercle Q;
6'' La tangente ap cercle Q coupera la droite a/, en jin point d/" qui^eral^ point demandé ; et en prenant sur le rayon vecteur o*d,* une longueur à^ tell#
que 7?= o*d,* . 7-7-- , on aura en a^ un point de la projection horizontale de
1^ liffi^ de séparation d'ombre et 4e (umière.
Voyons s'il ne serait pas possible de déterminer le point a^ sans avoir beijom de passer par le point d/.
Il est d*abord évident qu'en menant au point s (fig, II!), en lequel le cercle M est coupé par la droitép*(7, une tangente à ce cercIeM, elle viendra couper la droite o*d,*ei^
le'poînt a^ demandé ; car Ton ^ : o''q = o*« . |/^2 ; ensuite , si 119QS mcQpps p^jr le point ocf" une parallèle à la droite rji^y elle coupera la droTte o^a,en un point p^
et l'on aura évidemment o\=,o*'p • k 2 , par conséquent le point p sera up point fixe, et de plus o*p se trouve précisémeni égal à ni'a (Jg. III). / 'j >
De plus , la droite pjc!' coupera la droite o'^g en ]xn point t; , 6( l'on aii^ :
o^r,:s:zo''v . |/2?
Par conséquent o^t? = m^r»
D'après ce qui précède pour construire directement les divers points a^ de la projection horizwilale de la ligne de séparation (tombre et de lumière y oà aevra .exécuter la construction suivante (fig. IV) : •
1^ Du point o'^ comme centre on décrira un cercle M ayant pour rayon la plus ceurte distance R existant entre Taxe O et la génératrice droite À de la surface bélicokle générale ;
2"* On mènera par le centre 0^ une droite perpendiculaire à la projection hori* zontale du rayon lumineux , et l'on prendra une ouverture de compas Vp égale à la sous-tangenle de Tinclinaison du rayon de lumière passant par un point m de rbélice H (décrite par le pied de la plus courte distance qui existe entre les droites A et O) sur un plan horizontal l situé au-dessous de ce point m deb * quantité connue, s = fi tapg a.
^^ On décrira un cercle D du point <^ conme eentM el aiee un rftyon ^|
à mV , qui est la sous-tangente de rinclinaison de la génératrice A, par rapport au même plan horizontal l;
4*'^'0n mènera du point fixe p une série do divergentes p/', ... coupant le cercle P, en les points /',...
&" On unira le centre o'' avec les divers points Cy... par des divergentes qui couperont le cercle M en des points s...
&" On mènera en les ^vers pointa ^ ... des tangentes au cercle M , lesquelles
couperont respectivement les divergentes p/', ... en des points a:% ... , qui détermineront la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoîde générale.
§ VI
D'après ce qui précède Ion voit que Ton peut construire la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, en la considérant comme une courbe géométrique plane et sans s'inquiéter de la courbe à double courbure de Tespace dont elle est la projection; sans s'inquiéter dès lors du problème d'om<bre qui conduit à cetys courbe plane.
' Examinons maintenant en détail cette courbe et voyons quelle forme elle doit affecter.
Si Ton joint le point fixe p {fig. V) avec le centre cf" des cercles M et D, on voit de suite que la courbe doit être symétrique par rapport à cette droite po^.
ÂjSl droite po^ coupe le cercle M en deux points z et %, qui appartiendront à la courbe; et comme tous les points de la courbe sont situés hors du cercle M excepté ces deux points 2 etz., on voit de suite que la courbe sera tangente au cercle M en chacun de ces points % et z.. •
Pour construire un point courant de la courbe , nous menons d'abord la divergente pi, coupant le cercle D en les deux points / et /, et nous aurons deux rayons
WetoV, coupant le cercle M respectivement en les points sets/^ nous mènerons ensuite en s et s, des tangentes au cercle M lesquelles couperont la divergente p/eo les points a; et x,] nous obtenons donc deux points de la courbe cherchée pour chaque divergente telle que pi.
Cela doit déjà nous faire penser que la courbe est composée de deux branches* Voyons si la courbe passe par le point fixep; et pour reconnaître^ si cela a lieui me* nons par le point p une tangente au cercle M, nous aurons lé. point de contact «.;
'menons o\ coupant le cercle D au point /, ; joignons les points /, et p, nous aurons la divergente p/, qui coupera le cercle D en un second point l* et si pour ce point // nous faisons la construction nécessaire, nous aurons le point x^^ en sorte que
les points p et a;/ appartiennent à la courbe et sont conjugués entre eux, comme Tétaient les points x et x,.
La courbe sera donc composée de deux branches, Tune i tangente en z au cercle Bl et venant passer par le point p; Tautre d. tangente en z, au cercle M et venant passer par le point x^\
Si au lieu de mener une divergente coupant le cercle D, on mène une tangente p/, à' ce cercle, le point de la branche i, qui est situé à l'infini, sera sur cette tangente, et même chose aura lieu pour le point de la branche $,. Car ce point sera donné par Tîntersection de la droite p/, tangente en /, au cercle D et de la tangente en 8^ au cercle M ; or il est évident par la construction que ces deux tangentes sont parallèles.
La droite p/, sera donc une asymptote commune aux deux branches i et $,.
Par suite l'on voit que la courbe sera composée de deux branches d et d, ayant la forme indiquée par la fig. V ; ces branches ont pour asymptotes les deux tangentes menées du point p au cercle D; la branche 5, n'offre aucun point remarquable; la branche S offre un nœud au point fixe p et de plus chacun de ses arcs infinis offre un point d'inflexion, car tournant sa concavité après le point^p par rapport à l'asymptote, il faut de toute nécessité , que cet arc vienne à tourner, en cheminant, sa convexité vers son asymptote.
On voit aussi que ce seront les divers points de l'arc /,/, du cercle I) qui donneroniles points de l'arc infini de la branche 9 (et cela à partir du point p) et que ce sont les points de l'arc /,/,' du même cercle D qui donneront les points de l'arc infini de la branche d. (et cela à partir du pointa;/).
VII
Construction (C un compas propre à tracer les branches deti,.
Concevons une règle A portant à l'une de ses extrémités une pointe que l'on fixera au point o^ centre des cercles M et D, et portant à son autre extrémité un axe, dont le centre sera en un point / du cerple D, et sur lequel sera montée une règle E i irainure. Fixons perpendiculairement sur la règle A , une seconde règle à rainure B, tangente» au cercle M en le point s y fig. VL ^
Plaçons au point fixe p un pivot isolé, dans lequel s'engagera la rainure de la régie E et enfin plaçons un crayon ou une pointe à tracer en le point x, c'est-àdire entre les rainurUBdes règles B et E. En faisant mouvoir la règle A autour du point o\ le point /lAécrivant le cercle D, la règle E glissera le long du pivot pet le crayon x décrira la branche à de la courbe tracée dans It fig. Y.
On conçoit sans peine que Ton peut disposer |a règle A de t^le manière qu'elle puisse s'allonger ou se raccourcir, et qu'ainsi, Ton puisse placer le point ^ à telle distance que Ton voudra du point o'^; Ton voit aussi que comme le pivot p e§t une pointe isolée, on pourra la piquer dans le papier à telle dislance que VQ^ voudra du point o\ On conçoit sans peine aussi que Ton peut monter la règle p sur la règle A, de toile manière que tout en lui Restant perpendiculaire, elle puisse glisser sur elle, de manière à ce que le point s s'approche ou s'éloigne dq centre o*.
Ainsi, ce compas satisfera aux divers tracés de la branche de courl)e 3, suivant les variations de grandeur, des rayons des cercles M et D et de la distancç existant entre le centre o* et le point fixe p.
Avec ce compas on pourra tracer d'un mouvement continu, tout le nœud pfz dç ]a branche d.
Le même compas peut servir à tracer la branche 3., mais il faut lui faire subir une légère modification.
Le point /, au lieu d'être placé , comme fig. VI , au delà des points p et a;, devra être placé, comme fig. Vil , entre ces points p et x.
Nous devons faire remarquer que lorsque Ton construit la projection de b ligne de séparation d'ombre et de lumière, comme étant une cour|)e géométrique plane, on est conduit aux deux branches 3 et 3. (Jig. V), et que cependa&l il n'y a que la branche 3 qui soit réellement la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumièpc sur la surface héiicoîde.
C'est qu'ici il se présente une chose analogue à celle qui se présente dans plusieurs problèmes de t'espace..
Ainsi, par exemple, lorsque.l'on suppose une sphère éclairée par un point lumineux, le cdne de lumière tangent à la sphère peut être coupé par le plan horizontal suivant une hyperbole, et il n'y a cependaïf qu'une des branches de cette courbe qui détermine l'ombre portée.
De même, lorsque l'on cherche l'intersection do deux surfaces, la courba d'intersection 4)eut être une courbe à double courbure fermée,«et se projetant horizontalement suivant un arc seulement de courbe plane fermée ou infinie, comme lorsque Ton considère deux surfaces de révolution du second ordre dont les axes se coupent, et que l'on projette la courbe à doutfe courbure sur un plan parallèle à celui des deux axes de rotation. ^
Dès lors, si Ton peutTonsidérer la projection comine une courbe planai ee qui
e6t permis, si l'on est conduit par la solution du problème de Tespace à l'emploi d'une certaine méthode graphique qui permette de construire les divers points de cette courbe, en la considérant comme courbe géométrique plane et non comme projection d'une courbe à double courbure situéa dans l'espace, on voit bien <|ue l'on doit nécessairement pouvoir, par cette méthode graphique, construire 16 courbe plane complète^ et non pas seulement une de ses branches, ou seulement les points d'un arc de celte courbe.
Si nous considérons une surface hélicoîde générale dont la génératrice droite A soit oblique au plan horizontal, les cercles D et M existeront toujours, mais le point fixe p pourra varier de position par rapport aux cercles D et M, suivant l'inclinaison du rayon de lumière, et ainsi le point p pourra être :
1* Situé hors du cercle D comme dans la fig. V, et nous avons examiné ce cas dans tous ses détails ;
2* Situé sur le cercle D;
3"" Situé dans Tintérieur du cercle D. mais hors du cercle M ;
4* Situé sur le cercle M;
6* Situé dans l'intérieur du cercle M , et dans ce cas on aura ;
6* Gomme cas particulier^ celui ou le rayon de lumière étant vertical, le point p sera précisément le centre o* commun aux cercles concentriques M et D;
Enfin V le point p pourra être situé à i'inliui, auquel cas le rayon de lumière serait horizontal. «
Nous allons examiner successivement la forme que doit affecter, dans chacun de ces cas particuliers , la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière; mais nous ne devons pas oublier que la ligne o^p est toujours, dans nos constructions graphiques, perpendiculaire à la projection horixontale du rayon de lumière, quelle que soit d'ailleurs l'inclinaison sur le plan horizontal de ce rayon de lumière.
De« diverses formes que peut affecter ^ suivant C inclinaison du rayon de lumière ^ ta pro^ jection horizontale de la ligne de Réparation d'ombre et de lumière dune surface liélicoxde générale dont la génératrice droite est inclinée à l horizon.
• La surface hélicoide peut être considérée comme composée de deux liappes.
Car si Ton examine la génératrice droite A, son point m pied de la plus courte
distance R avec Taxe , décrit une hélice H ayant le cercle M pour projectkAl horizontale, ei celle droite A est divisée en deux parlies, l'une supérieure, l'autre inférieure par Thélice H en ce point m.
La nappe supérieure de la surface hélicoide sera formée par les parties supérieures de toutes les généralrices droiles A, A', A",... et la nappe inférieure de cette surface sera formée par les parties inférieures de toutes les mêmes génératrices droiles A , A', A"....
Les deux nappes sont réunies Tune à l'autre par l'hélice H qui est une ligne de gorge sur la surface hélicoîde; cette hélice ne donnant une ar^ie de rebroussement que dans le cas où la surface hélicoîde serait une surface déve^ loppable.
Ceh dit, examinons les diverses formes que peut présenter la projection horizonlale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, suivant Tinclinaison du rayon lumineux.
Premier cas. Le point fixe p étant situé hors du cercle D.
La forme que l'on obtient dans ce cas, est celle représentée iig. V, mais en la seule branche 9 (ainsi qu'il a élé remarqué au § 8).
Si la surface hélicoîde rampe de gauche à drojte, comme cela a lieu dans l'épure, alors c'est l'arc zxp de la courbe 9 qui appartient à la ligne de séparation d'ombre et de lumière située sur la nappe supérieure de la surface hélicoîde.
L'autre arc, situé à gauche de la droite po^, appartient à la ligne de séparation d'ombre et de lumière située sur la nappe inférieure de la surface hélicoîde.
Ce serait l'inverse si la. surface hélicoîde rampait de droite à gauche.
Deuxième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle D.
La forme de la courbe esl celle indiquée fig. YllI. Elle oiTre un nœud au point fixe p; elle est infinie, mais ses deux arcs infinis n'ont pas pour asymplote commune la tangente au cercle I) en le point p\ Tasymplote est parallèle à cette tangente (*).
Cette courbe est unique; aucune autre branche, parasite , quant au problème d'ombre, n'existe dans ce cas.
Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle D et en de^ liors du cercle M.
La forme de la courbe offre un nœud (fig. IX) au poinl fixep; elle est fermée et ses cféux boucles sont tangentes respectivement aux points a et z, , en lesquels le cercle M est coupée par la droite po*.
(*) C'est ce dont il est facile de s'assurer en employant la méthode de Roberval. Voyez le mémoire n* 6,
ti-après.
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Quatrième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle M. .. La courbe est fermée (fig. X), et elle offre un point de rebroussement au ppini fixe p.
Cinquième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle H.
La courbe offre la forme indiquée fig. XI; elle est composée d'une seule branche fermée^ laquelle est tangente en les points 2 et s, , suivant lesquels le cercle M crst coupé par la droite po^«
Sixième cas. Le pohufixe p étant sUué au centre du cercle M.
Dans ce cas, la ligne de séparation d'ombre de lumière n'est autre que Fbélice H , et la projection horizontale est dès lors {fig. XII) le cercle H luimême.
. Remarque. Dans le premercas, le rayon de lumière est moins incliné à T horizon que la génératrice droite de l'hélicoide ; ainsi , désignant par a l'angle d'inclinaison de la génératrice sur le plan horizontal , et par 6 l'angle d'inclinaison du rayon lumineux sur le même plan horizontal, on a: € <x*
Dans les 2% y^ 4% 5"^ cas , le rayon de lumière est plus incliné que la généraratrice , et l'on a : 6 > a.
Dans le sixième cas, le rayon de lumière est vertical; il est perpendiculaire au plan horizontal de projection. . .
Septième cas. Le point fixe p étant situé à (infini.
Dans ce cas , le rayon de lumière est horizontal , et le point fixe p est situé k l'infini sur la droite menée par le centre o. perpendiculairement à la projection horizontale du rayon lumineux.
Les diverses divergentes émanant du point p seront donc, dans ce cas, parallèles entre elles et perpendiculaires à la projection horizontale du rayon lumineux.
La fig. XIII donnelafQrme de la cousbe, maisdansce septième cas , comme dans le premier cas, la courbe est composée de deux branches infinies d et d« , symétriques par rapport à la droite o^p , et identiques ou superposables.
Toutefois , ces deux branches n'existent ensemble qu'autant que l'ovi considère la courbe comme courbe géométrique plane; la branche d existe seule comme projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sftr Thélicoide; si cette surface rampe : 1* de gauche à droite, ou 2* en senft contraire et ainsi de droite à gauche^ce sera toujours la brpnche 9 qui sera la projection horizontale delà ligne de séparation d'ombre et de lumière ; mais il faut bien ebserver que l'arc zxde la branche d^sera la projection de la ligne de séparation d'ombi« et de lumière , située sur la nappe supérieure de Thélfcoîde dans le premier cas, et située sur la nappe inférieure de l'hélicoide daps le deuxième cas.
■•►.ta»
Il est éfideùt, par la confitructioa mème^e» deux branchead.dt j. ^git'âlles ont pour asymptotes commuses deux iaugantefi au cercle D, quii 30At caMed |)iisq;)endiculaires à la projection horizontale du rayon de lumière.
Construction dun compas propre à tracer la projectUm hm'hmiale: de ht Rytwé^ eéparaûon 4'ambre ei de lumière dam le cas qù le raym hmmeux esihariiumiaL
La droite &i étant perpendiculaire à la projection du ro^on lumineux, il faudra ÇJig, XIY ) que la branche E du compas reste parallèle à cette droite A^ pour cela on formera un parallélo^amme articulé sur la branche A. et sur la direction oM et qui soit fixé à la branche E.
Les deux axeso* et 1 seront fixes, et pendant quel^ points s et /décriront', Tun le cercle H et Tautre le cercle D , la r^le £ m mouvra parayièlement i la règle fixe K.
Dans tout ce qui précède, nous avons^ supposé que la génératrice droite À diQ rhélicoide était inclinée à Thorizon et dans le même sens que Thélice H décrite par le poînt m.
Hais il est nécessaire d'examiner le cas où Ja. génécatrice A serait iadiiaéd^n sens inverse.
Supposons que l'hélice rampe de gauche à droite comme l'iniUque la fig. SY , la droite génératrice de rhélicoide pourra avoir la position A. ou la position A..
Dans le premier cas , la génératrice droite ^ est inclinée dans le même sens que l'hélice H ;
Dans le deuxième cas , la génératrice droite A. est inclioé^ ^ aens inverse par rapport à l'hélice H.
Dans le deuxième cas , la ligne de séparation d'ombre et de iujiiîère aura pour projection horizontale, dans le premier et le septième cas exanÛDés ci^dessua^ § X, les .branches d, des 6g» Y et XIIU Ainsi, la courbe en projection hori«o«tale doit être complète , c^r rien n'indique lorsqu'on la construit sur son plan (sans s'inquiéter du problème d'ombre), si la génératrice droite de Thélicoide est dirigée dans le sens du' rampant de l'hélice H ou eo^sens contraire ; la construction gr»* phique sur le plan doit donc satisfaire à touteiles reiationa de position de Tespaoe que le problème d'ombre ^ut ofirir« Et c'est ce qui a lieu en effe^U
. £n îrésumé :
L'hélice H ^ ligne de gorge de la surftoe hélicoide, peut ramper de gauélie ^ droite ou de droite à gauche sur la partie antérieure du cyljndre A sur lequel cette hélice H est tracée , et dans l'un et Tautre csiSy la génératrice droite A de oMte suriaee hélicoide peut être inolmée 4 rhor-izon , dans le même sens ou en sens eontraire , par rapport à cette iiélioe B.
' Si rinclinaison de la gdaérairice droite 4 est dans le même sens que le rampant de rhélice H , que cette hélice rampe de droite à gauche ou de gauche à droite 9 la branche 9 (Jig. V et^III ) sera la projection horizontale de la ligne' de séparation d'ombre et de tumière.
^i f au otfntrftire^ rindioason de ia générafriee droite A est en sens contraire au rampant deFhélieeH, que celte faéKce rara^ de droite àigraelie ou de gauche à droite, la branche d, {fig. V et XIII ) sera la projection horizontale de la ligne de lôparatioA d'ombre et de lumière.
XIII
Des diverses /ormes que peut affecter la projection kc^zontale de la ligne de sépara^ tiou d ombre et de lumière d'une surface hétismde générale , dont la génératrice drokê est horizontale, suivant CincUnaison du rayon lumineux*
Lorsque la génératrice droite A de la surface hélicoide est horizontale , le cercle D n'existe pas , ou mieux son rayon est infini.
Dès lors, le point fixe p est toujours dans l'inférieur du cercle D ; par consé^ qiftnt , tant <}ue ce point fixe p sera situé à une distance finiedu centre c/", c'est • à-dire tant que le rayon de lumière ne sera pas horizontal , la projection de la séparation d'ombre et de lumière sera une courbe fermée.
Premier cas. Le point fixe "p étant, situé hors du cercle M,
La courbe offrira un nœud au point p, ainsi que l'indique la fig. XYI.
Deuxième ca$.. Le pwut fixe pMmitsiùêé sur lecerMe M. La courbe offrira un point de rebroussement au point p, ainsi que l'indique la Ig. XVII.
Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur duoercU'H. Lacourbe ne passera pas par lepoioti»; elle^era tangeate en les points s et s. a« cercle M , et elle offrira laXbune iadkyiéepftr la. fig. .XVIH. Quatrième cas. Le point fixe p étant situé cai centre du cercle M. La courbe ne 'sera autre que le cercle V léinnème. Remarque. Dans les 1*% 2* et 3* cas , le rayon lumineux est plus ou moinB incliiîi
à rborizon, il fait un angle pibs ou moins aigu ayec le plan horizontal ; niais disins le quatrième cas , le rayon lumineux est vertical , il fait un angle droit atec le plan horizontal.
Cinquième cas. Le point fixe p étant situé à C infini.
Dans ce cas « la divergente pi est toujours perpendiculaire à la projection du rayon lumineux; le point l est situé à Tinfini ; dès lors , le^ rayon oH est parallèle & pi; la ligne de séparation d'ombre et de lumière est donc tout entière-sitiiée à Tinfini.
S XIV
Construction (Cun compas propre à tracer (Tun mouvement continu la courbe i y suivant
les formes qu^elle affecte dans les fig. XVI , XVII et XVIII.
Pendant que la branche A, dont une des extrémités peut tourner librement autour du centre fixe o^, fig. XIX , se meut autour du centre, il faut que la branche E y dont la rainure glisse sur le pivot fixé d'une manière invariable en p, reste toujours parallèle à A.
On obtiendra ce résultat en fixant la branche à rainure E à la règle A, au moyen Hl'mi parallélogramme ayant trois de ses articulations eno*, en p et en s (point situé sur le cercle M); la règle B portant une rainure sera fixée en s et perpendiculairement à la règle A.
' Le crayon x, en glissant entre les rainures des branches £ et fi, décrira la courbe d.
Dans te cas où Ton considère une surface faélicoîde dont la génératrice droite est horizontale , on remarque que la projection de la ligne de séparation d'ombre et de lumière affecte des formes analogues à celles que Ton obtient pour la surface hélicoîde dont la génératrice droite est inclinée à Thorizon. Il suflit pour s'en convaincre de jeter les yeux sur les fig. IX et XVI , X et XVII, XI et XVIII.
Mais il est bien évident que ces courbes , analogues de forme , n'ont pas la même équation , puisque la construction de leurs divers points est difi*érente pour les unes et pour les autres.
' Dans te cas où la génératrice droite A est horizontale , la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière est une épicycloîde.
Ainsi , on a :
1* Une épicycloîde parfiiite (fig. XVII), lorsque le point fixe p est sur le cercle M;
- T Une épicycloïde rallongée {fig. XVI) , lorsque le point fixe p est liors du cercle M ;
Et S"* enfin uneépicycloide racccwrùie {fig. XYIII}, lorsque le point fixe p est dans rintérieup du cercle M.
Il^st facile de reconnaître que cela a lieu en effet :
i'' Rappelons-nous que pour construire un point x de la courbe d. , lorsque le point p est situé sur le cercle M , on exécute la construction suivante (^^. XX)*
On mène par le point p une divergente ; par le centre o*, on mène un rayon parallèle à cette divergente et coupant le cercle M au point s ; par le point s , on mène une perpendiculaire au rayon o*$ , laquelle coupe la divergente en un point X , qui appartient à la courbe S.
Pour obtenir le point x, on peut exécuter une autre construction.
En effet :
Sur oV comme diamètre décrivons ^ cercle G ; menons par le point t , milieu
de 0^ et centre du cercle G, une droite parallèle aux droites pairalléies entre
elles o^B et px , cette droite coupera le cercle G au point n; prenons itt's: ni , et 4u point t comme centre décrivons le cercle G' ; les deux cercleiT G et G' seront tangents en n, puisque leurs centres t et V et le point n sont en ligne droite ; de
plus ces deux cercles auront même rayon ^ puisque Ton a pris m'=nt*
Cela posé :
Je dis que le cercle G passe par le point x. Gela est évident sur la figure*
Maintenant les arcs de cercle nk'x et nkp sont égaux ; par conséquent si je fais
rouler le cercle G' sur le cercle G , le point x engendrera la courbe 3. Donc la
courbe 9 est une épicycloïde parfaite à une seule involution*
9/^ Lorsque le point p est hors du cercle M, on construira sur o^p comme diamètre un cercle G ; le point t , milieu de o% sera le centre de ce cercle (fig. XXI). En menant par le point t une parallèle n' aux droites parallèles entre elles
px ei cf'Sy elle sera équidistantede ces deux droites.
Menons par le point s une parallèle à o^p, elle coupera la droite iî' en un point t';
et si de ce 'point t", comme centre et avec un rayon égal à oH , on décrit un cercle G', ce cercle passera par le point x , et de plus les deux cercles G et G' auront par construction des rayons égaux. ^
Gela fait : * - Partageras la distance iT en deux parties égales pair le point q^ et décrivons
des points t et t' comme centres et avec un rayon égal à la moitié de n', deux
cercles C, et Ç^^Msàmx Mes(^ seront Jtjfigeatfl W/^r.;^ 4i pbiot^ awà etténeur au cercle C/.
Or il est évident, ))ar la figure 6lle^>nième« que si 4e cerde G/ roule sur le cercle C,, le point x engendrera la courbe 3.
La courbe d est donc dans .ce -cas une é()icjc]pide rallongée et à une seule învolution.
S* Lorsque le poirit p est dans rinïérîeùr du cercle M, on peut faire les mêmes cbnstr actions (fig. ICXXf) et les mômes raisonnements que ci-dessus, et on voit que hr uotirbe 8 est dan^ ce cas une épïcycloïde raccourcie et à une seule involution(*),
SXVt." Ligne deg^^ationil'Wiére ^ 4e éaiààre mer l€ ^mixfobc» éufikt 4k 9k.
Il est évident que pour passer de la surface hélicoîde générale à la smHTace de IkH^, soit t|U^ette soit àfilet triangulaire, Ibîl qu*elle soit à filet carré, il suffit de supposer ; 4ai» ce «qui i^récècte, qm le rstyon du cercle S se réduise à zéro , et de supposer kmsiy ^ang toutes les eetstructions grapUqttes prèêédeMei, ^eld^ poÎAtSvf^ Vj«., ie eonfond^M ea un seul point, en se superposant sur le centre c^
— - - 5 XVH.
Tis truaigukàTtt
ikiSk kM^ 4ii|«i|a'41 ^\t^ dilIBIet trtongulaîre, lecerde B existera, et le point ike^^uirft^iKMr 5 peskions semftrquaMes.
Premier cas. Le point pétant horê du cercle D (rayen lumineux incliné). iM^p iU f Mk m Bédiu 4igM de ^paralioû ^k^mlyre et de lumière aura la forme iffdi<9«ée ég. XXJIU
«DsuHtaiK: cà8« LepaiMfpÉêaM^ur le'e»ri[>kt){v9fion linineQx hiclitté), La courbe d aura la forme ittdîquée 6$% XSIV.
Troisième ca. JLe point p étant dam Tintémur du ^erele U i4^<m Iubûiimx incliné), lia courbe 3 aura la forme indiquée fig» XXV. QuATRi&ME cas. Le point p étant le ceniTje o^ (rayon lumineux vWtical)* La courbe d se réduit au centre o^. **
— gl —
(^.OUiÈMi: CAS. Is psini p.étmU à tit^fini (rayon l^mioeu» horisBontaiy.
La courbe d. aura la foçittaindiquée fig. XXYI.
Remarque^ Nou6 pouwaa Êdre siir. ces^ eomrbeft le» mêibes ebMmrtion» ^pi^
pour rbélîcoïde générale., car oa voit q^e àaiif \m V ^ $i^ cm y h «âiifb^osjk
composée de deux branches infinies d et d,.
8 XVUI.
f^û carrée.
Pouf* la surface du filet de vis carrée , la génératrice droite A est horizontale ; le
awcte D a doiftc un vayon inffni , et le cercle Ma un rayon nuh
Le .point p ne pourra donc avoir que trois positions remarquables.
PnBmeii ca«. Le pemt p étant à distance finie du centre &" («rayon tumineu:);
inclitté).
La cQBfiSruction du poînt x de la eourbe d {fig. XXYII ) nous montre de suite
que cette courbe est un cercle tracé sur o*p comme diamètre :
La Kgne de séparation d^ombre et de lumière sur la surface du âfet de vi; carrée sera donc une hélice (*).
Deuxième càs^ Le point p ékint le cenire e^ (rayon lumineux rertical).
La cauffbe i so réduit dans oe^oas-au. eentre cf^.
TROISIÈME CAS. te p^fp étant situé à t infini (i*ayoii himineux horizontal);
La ligne de séparation d'ombre et dejumière.est située- tout entière à Tinfini.
s XIX.
Mais au lieu de déduire le tracé et 1% forme 4e la projeclioa horizontale d^ ]a ligne de séparation d'ombre et de lumière de la vis triangulaire , d^ ceiqqe nous avons dit par rapport à rhélicoîdr géuérale y "et cela en supposant que le rayon du cercle M se réduise à zéro , nous pouvons chercher directement la solution de la question posée d^une nsânièro spéciale pour la vi» tnangulam*
Reprenant donc la fig. e , oii nous avons construit le point o^y qui* appartient i la courbe ^ nous devons voir s'il ne serait* paa possible de prouver que cette courbe jouit aussi de la propriété d'avoir un point fixe.
(*) Voyez dans les déeelcfemenU âe géométrie descriptive ce que j*ai dit au sujet delà propriété [dont jpnit la surface du filet de vis carrée , sayofir : d'être coupée $iiivaAt «a^ bélioe ppc V)utcyiiiMke;4(9'r6- Tolatîon passant par raie de la Tis ; ou > i» â^autres UrmeSy a^ant l^a^ç d^ la vis pour que de se$ g^néct:^ Iriiaa droites
Et dès lors reprenant la ûg.e (2* partie) pour en composer la fig. A, nous toyons qu'en faisant tourner la droite H' autour du Centre (/ et d'on angle droit , le point a viendra en a\ le point r en r\ et le point if en a/" ; et cela parce ijœ Ton
9^. ^= bitj puisque la droite B^ fait un angle demi-*droit avec la ligne A^.
Le point a' sera donc un point fixe^ - -
Dès lors on en conclut que la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière de la vis triangulaire doit bien être construite ainsi que nous l'avons dit ci-dessus , § 16«
Lorsque le point fixe a' est supposé à Tinfini , alors le rayon de lumière est horizontal ; dans ce cas , la ligne de séparation d'ombre et de lumière peut être considérée comme le contour apparent de la vis triangulaire , en supposant Tœil du spectateur situé à l'infini sur le rayon lumineuf ; la projection horizontale de ce contour apparent se construit facilement , ainsi que nous l'avons dit , § 16. * Mais cette construction peut être simplifiée et de la manière suivante : La fig. XXYI nous donne la fig. B; le point x est un point de la courbe ;
Fangle lox est droit.
Si nous menons par le centre o du cercle D Une droite G perpendiculaire à la droite aa\ qui contient à l'infini le point yîxe a', cette droite G coupera le cercle D en 9 ; et si nous menons en q une tangente K au cercle B , cette tangente K coupera le rayon ox au point y.
Or, je dis que l^on a toujours iox^=qy.
Et en effet :
Les deux triangles rectangles yqo et xla sont semblables , puisque les angles
Ixo.ei qyo sont égaux comme angles correspondants. On a donc :
ol : oq :: ox : qy
Or"o?= oq comme rayons dîun même cercle, donc on a : oxx=iqy^ ce qu'il ftiUait démontrer,
% XXL
Omêtmctian des campas propres à tracer la projection harizcntale de la ligne de sépa- *" ration d'ombre et de lumière (tune vis à filet triangulaire.
Ces compas seront identiquement les mêmes que ceux qui nous ont sefvi pour tracer la projection de la; ligne de séparation d'ombre et de lumière pour rhéli-*
coïde générale. Il su ffira de faire glisser la branche B, de manière à ce que le points . se superpose sur le centre o^.
Les fig. XXVIIÏ, XXIX et XXX donnent une idée suffisamment exacte de la forme et de la position des branches E, B et A, les unes par rapport aux autres.
QUATRIÈME PARTIE
CtfBitrvelîoii de lâ ligne de téparetâon d*ombre et de lamîére d'une f arfeoe héUcoIde générale t
en fiippOMUt cette turfeoe éoleirée per iin point Inmmeiiz.
Tout ce qui a été dit dans la première partie, au sujet des paraboloîdes , trouve encore son application , dans le cas où la surface hélicoîde est éclairée par un point lumineux.
Les constructions auxquelles nous serons conduit , pour déterminer les divers points de la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, sont déduites des mêmes principes qui nous ont servi lorsque nous supposions la surface éclairée par un rayon lumineux.
Supposons que le point lumineux / soit projeté en /^. (fig. G) et que nous voulions déterminer la projection a/" d'un point x de la ligne de séparation d'ombre ' et de lumière, ce point x étant situé sur une génératrice droite A de la surface hélicoîde. Il est évident que toutes les considéralions géométriques qui ont con* duit à la fig. c (deuxième parlie), alors que Ton supposait un fayon lumineux, apparaissent de nouveau ici dan^ le cas d'un point lumineux. Seulement la trace Hp du plan P assujettie à passer par la génératrice droite A , ne sera plus déterminée par la trace horizontale du ragm lumineux passant par le point m , mais devra être déterminée par la condition de passer par l^ point lumineux U
On mènera donc (fig. G) par le point /une droite parallèle à la génératrice A , laquelle coupera le plan horizontal mené au-dessous du point m à la distance GOniiue: z=R tang a, en un point y; et en joignant les points y et z Ton aura la trace H p. Et le reste de la construction sera identiquement la même que celle de la fig. c ( deuxième partie).
Dans le cas où la surface était éclairée par un rayon 'Qe lumière, nous avons pu simplifier les constructions graphiques et arriver i l'invention de divers compas propres à tracer d'un mouvement continu la projection horizontale de l.)
ligne de fiéparadoiv d^ombre et de lumière; p<mrron6-no«i6 obtenir des réstAttits analogues dans le cas où la surface héiicoide est éclairée par un point Iqmiiieuz^ e'eAt ce que nous iiUoiis exatminer.
Si nous concerons diverses génératrioes droites A^ A\ A"^ de la surfooe ké*
licoîde, nous aurons une suite de plans P, P', P'^, passant respectivement par
ces génératrices droites de la &ur£9M)ehétÂc<Hde et lesquels seront parallèles à une droite (ixe L dans le cas d'un rayon lumineux, ou une suite de plans P, , P^ , P'^ ^.. . passant respectivement par les mêmes génératrices droites de la surface héiicoide et par un point fixe /, dans le cas d'un point lumineux.
Or, dans le premier cas, par le point m nous peurroots mener dans leplam P •we droite K parallèle à la droite L ; par le point m' nous -pourrons naeotr dans le plan P' une droite K' parallèle a la droite L, aiiiai de suite (les ùiy^s points Wf m', ... étant situés siir Ibéiice H décrite par le pied de la plus courte dis- ($U2ce existant entre Taxe O delà surface héiicoide et sa génératrice droite A).
Mais dans le deuxîècne cas, si par le point m on mène dans le plan.P, une droite K, faisant avec le plan horizontaljoo angle g; si par le point ni on mène dans le plan P\ une droite K\ faisant avec le plan horizontal le même angle 6, et ainsi de suite, on voit sans peine que toutes les droites K, K^*»* seront parallèles entre elles, et que toutes les droites K,,K^,..«. ne seront pas parallèles entre elles.
Or c'est précisément parce que les droites K, K',..»- étaient parallèles entre elles, que nous avons pu (§ X. 3* partie) simplifier la construction graphique donnée par la solution directe du problème, puisque nous avons été conduit à trouver que le point pétait fixe; et comme il est évident partout ce qui a été dit dans la troisième partie que ce point p ne peut être fixe que lorsque les diverses.droites K, KV--** sont parallèles, on voit de suite que lorsque T^n aura des droites K,, K',,.... non parallèles entre elie^, le point p se mouvra sur un^cerde C ayant le" point o* pour centre.
Et comme la position du point p sur le cèrde € dépendra de la position que
prendfa chacun des plans P,, P^,, il s'en suit que, tout bien considéré, la
construction à eflTectuer serait aussi longue que la «onstruocion directe que nous avons expejiée ci-dessus (fig. C ).
Nous n'irons pas plus avant sur ce sujet ; peut-être un jour pourra-4-on , par queques considérations nouvelles, construire mécaniquement la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière d'une surface hélicoïde éclairée par un point lumineux, ainsi que nou^ avons pu le faire dans le cas où cette surfoceèst éclairée par un rayon lumineux.
Étant données deux droites À e/ R, sitr la première un point a et sut ta seconde un point b , constrmre nn cylindre de révoluihn tangent aux droites A et B, et respectivement en les points a et h.
Nous plaçons ce problème après le mémoire n* 4, l'une de ses solutions nous ramenant à la propriété de la parabole dont il a été question dans te première partie do mémoire n* 4 précédent; et quoique ce problème n'ait aucun rapporta la théorie des ombres, nous avons cru pouvoir le placer ici , parce qu'if n'est p« sans intérêt en géométrie descrip6ve^
Soient données deux droites A et R; menons pjr la droite A un plan P parallèle à la droite B, et par la droite B un plan Q parallèle à la droite A.
Cela fait , prenons la plus courle distance D existait entre l6$ droites A et B et coupant la droite A au point p et la droite B au point q^
Nous pouvons sur la droUâ pq, comuie diamètre, construire une sphère S, qui aéra évidemment tangente en p eiq aux plans P et Q«
Tom les cylindres tangents à la spbère S seront de révolution et seront tangents aux droites A et B en 1^ points p^lq.
Les axes de révolution de ces divers cylindres sont tous situés sur un plan R peipendicu laine à la plus courte di^tanoe B, et passant p^r son milieu d.
Ainsl^ lorsque les poinls a et j^ ne sont autres que les pieds p et q dè-la j:^
cQiirte distanee^xiatunt entreles droites données A et B^ le problème a une inO* AÎtédesolutiofls^
§ II
Prenons sur chacune des droites A ét'B, savoir : un point a sur A et un point b sur B \ ces points a et 6. n'étant plus les pieds de 1^ plus courte distance p exiat^nt entre les droites A et B.
Par le point o milieu de ab nous pourrons mener un plan R parallèle aux^pl^ns P et Q détermyiés aînj^ <Iu'îU. été dit ci-dessus | L
Par le point o nous mènerons une droite K perpendiculaire au plan R et cou-* pant le pli^n P en un point a! et le plan Q en un point 6^
IjCS droites aa et bb' seront parallèles.
Nous pourrons mener par la droite E un plan perpendiculaire aux droites aa' et bb' et tracer dans ce plan un cercle G ayant a'b' pour diamètre et le point o pour centre.
Le cercle G sera évidemment langent ena^ au plan P et en 6' au plan Q.
Dés lors il est évident que le cylindre 1, qui aura le cercle G pour courbe directrice et ses génératrices droites parallèles aux droites parallèles aa! et bb\ sera de révolution et atira son axe de rotation situé dans laplan R; cet axe passera par le point o et sera parallèle aux génératrices droites diamétrales aa et bb' de ce cylindre I. Et à mesure que l'on fera varier la position des points a et 6 sur les droites données A et B, le cylindre 1 changera de position et de rayon; mais son axe de rotation restera toujours dans le plan R. Et pour chaque position particulière des points a et 6 il n'y aura qu'un cylindre, et ainsi le problème n'aura qu'une solution.
Étant donnés un point a sur la droite A et un point b sur la droite R, menons
par le point o milieu de ab un plan Z perpendiculaire à cette droite ab.
Ce plan Z coupera la droite A au point x et la droite B au point y. .
En joignant les points o; et y nous aurons une droite L , et de telle sorte que les droites L et A détermineront un plan P. et que les droites L et R détermineront un plan Q,; ces deux plans P. et Q, se coupant suivant la droite L.
Gela posé ,
Il est évident que chacun des points du plan Z est également distant des points a et b. Par conséquent, si Ton prend sur la droite L an point /, les droites la et i& seront égales; dès lors, aussi, si du point a on abaisse une perpendiculaire am sur la droite L, et si du point b on abaissé une perpendiculaire bn sur la même droite L (les points m et n étant sur la droite L les pieds des perpendiculaires abaissées), on aura :
am = bn.
Et si du point o, milieu de aby on* abaisse une perpendiculaire sur la droite L, son pied t et les points m et n se confondront en un seul et mènfie point. Gela posé , * .
"Menons par les points a et 6 deux droites A' et B' parallèles à la droite L, le»
droites A et Â^ seront dans le plan P, et les droites B et B' seront dans le plan Q,.^ Si par le point o nous menons un plan Y perpendiculaire à la droite L, il coupera le plan P, suivant une droite T et le plan Q, suivant une droite 0.
Ce plan Y coupera la droite L précisément au point i, ei la droite A' au point a, et la droite B' au point b.
Et il est évident que les drorles T et ne seront autre que les droites ta et i^;
et nous savons que l'on a : ta = i6.
Nous pourrons donc tracer dans le plan T un cercle C tangent en a et 6 aux droites T et 0, et le regarder comme la section droite d'un cylindre de révolution A ayant son axe de rotation parallèle à la droite L.
Ce cylindre A sera évidemment tangent en a et 6 aux droites données A et B,
Et Ton voit de suite que, poyr le cylindre 2 déterminé § 2 , le plan oxibV est un plan diaméiralj tandis que pour le cylindre A, que nous venons de déterminer § 3 , le plan aÀ!bh^ est un plan corde.
Ou, en d'autres termes , pour le q/lindre 1 la droite aob' est un diamèPre de la section droite et circulaire G, et pour le cylindre A, la droite aob est une cord'i de la section droite et circulaire G'. *
§ IV
Étant donné un point fixe a sur la droite A, on peut se demander de chercher le lieu des axes des cylindres de révolution qui seraient tous tangents en a à la droite A, et respectivement tangents à la droite B en ses divers points 6, é., 6^,... Pour résoudre cette question y faisons passer par le f)oint a et la droite B un plan que nous prendrons pour plan horizontal de projection.
La droite A se projettera sur ce plan suivant A'^ {fig. M ).
Cela posé :
Les axes des cylindres de révolution A, A., A,... cherchés, seront r^qp^ectivement situés dans les plans Z, Z,, Z«,.«. menés perpendiculairement aux droites a^, ab.^ ab^y.,. et respectivement par les milieux o, o^, o,».. de ces droites.
Or ces plans Z, Z,, Z,,... sont tous verticaux, tous perpendiculaires au plan horizontal de projection. *
En sorte que si, par les milieux Oy o,, o,,... des divergentes a6, a6., âfr.,... nous menons des perpendiculaires H', H% H'",.«. à ces droites, nous aurons les traces horizontales des divers plans Z, Z. , Z, .... Mais les points o, o., o, ... sont sur une droite I parallèle à la droite B ; et dès lors, en vertu de ce qui a été dft dans le méihoire n"" &, les droites H% H^', H'*... sont les tangentes d'une parabole i ayant le point a pour foyer et la droite B pour directrice. Les axes des cylindres
derôvolulfoa sont donc 4i&tribaés sur les diviên plans Z^ Z^r Z, ...UiagenU à ub cyiinclre vertical ayant.Iaparabolaà.pou£âectiûn. droite.
il sera facile de construire les projections de Taxé U, de Fun de ces cylindres de révolution; et, en efiet : „.
Prenons pour plan vertiéal de projection un plan parallèle & la droite A. hës lors la ligne de terre (fig. M) sera parallèle à A*; et projetant le point â en a* sur la ligne de terre LT, et traçant la droite A* faisant avec LT Fangie que la droite A fait avec le plan horizontal (angle qui est connu, qui est donné, pmsqn'îi est àgdi à l^angîe que font entre elles les droites données A et B*) , on aura la projection verticale de la droite At
Cela ferit :
Par le milieu o, de la droite ab, roenant la droite B* perpendiculaire à aé., cette droite H*' sera ttingente à la parabole 9 et coupera fe droite B au point y et la droite A* au point x* (x* sera sur A').
La droite È qui unit les points a; et y sera parallèle à Faxe O, cherché.
Donc U,* sera parallèle à II'', qui n'est autre que L,'^ et U,* sera parallèle à L,* (celte droite L,' est facile à construire^ puisque Fon connaît les points x et y qui la déterminent).
Le centre p, de la section droite et circulaire du cylindre A, ( cylindre ayant U, pour axe) sera sur le plan Z.; donc le point p,*sera sur la droite H'*; et comme le cylindre A, doit être tangent en a au plan (C., A ) , ce point p. s'obtiendra par rinterseciion du plan Z^ et dt) la normale R. menée au point a au pian (L,, A).
Désignant ce plan (L. , A ) par P, , la droite ay ne sera autre que H**, et dès lors la droite R*, menée par le point a perpendiculairement à la trace H**' sera laf projection horizontale du rayon d'un cercle qui sera la section droite du cylindre A,.
Cette droite R * coupera la droite H'' en un point p!" qui sera la projection horisontale du centre du cercle^eciion droite du cylindre A,.
Il sera facile de déterminer p,'' ; et les droites U,* et U,'' menéeapar les points p.* etp.*" respeetivement parallèles aux droites L,*" et L/ seront les projections de •Faxe U. du cylindre de révolution A, tangent, en a à la droite A et en ^. à la droite B»
8 VI
* Mais 9 en vert» de la constructioo cfiedttée pour trQuv^, sur le plan horizontal de projection ,. le point p.Voâ seconnait que ce point est situé sur U parabole i, et qu'U n'est autre que le eoittact de celte parabole d etde sa tai^ente U'*.
9m Qon^écpÊêni , le lieudes diTers centres p., p,, p, .«^ des .sectiow cireiUaires des diyers cylindres A,, A, ^ A3 ... sera une courbe 6 qui se projet^ra horizontor lement suivant la parabole i»
Mais comme , quel que smt le point b.yb^j b^,.. que T^n conndère sur la droite ByOn aura toujours les traces V% y^% M^^ ••• parallèles à A", il s'ensuit que les points p,", p,% p,' ... seront lous situés sur la droite R,'' menée par le point a!" perpendiculairement à la projection verticale Â^ de la droite Â«
Dès lors Û2I doit en conclure que la courbe g est une courbe plane, et qu'elle Mi Ja parabole section faite dans le cylindre vertical et parabolique ayant la ooiirbe $ pour trace horizontale , par un plan mené par le point a perpendiculai^ rement à la droite A.
* (iféliOlRB oiébitJ.
CONSTRUCTION DE LA TANGENTE EN UN POUST 1*" DU CONTOUJl APPARENT DE LA SURFACE B£ LA VIS TRIANaULAlRE J ^ DE LA PROJECTION HORIZONTALE DE LA COURBE DE SÉPARATION d'ombre ET DE LUMIÈRE BE LA SURFACE DE LA VIS TRIANGULAIRE (i)*
De la tangente en tin point du contour apparent de la surface de la vis par la tnéthode
de ROBERVAL.
Il s'agit de construire :
1* La tangente à la projection horizontale de la courbe en qai99tion ; 2* la tangente à la projection verticale de la même courbe. ( Cette seconde tangente se déduit de fa première au moyen du plan tangent. )
■ ■■■'■■ ■ ■ t ■ ■ Il 1 1 ■ ■■■■—1*—^— ■—■—■■ ■ ,
{%) Ii0 recherches géomé||ique8 consignées dans ce mémoire eont àe M. PoiiaD.Er ; la védaclioa ast de M* ftuuiN , répétiteur des travaiK graphiqnesâ l'École polytechnique.
in 4tt7» if. PwcBLBT , qui é^ail alors professeur de mécanique à TËcole d'application de Uetz^ commaniqua à M. Bardin , qui était à celte époque professeur à l'École régimentaire d'arlilierie de la même vtfle, îes Mies ^m ie publia m «n» le bi» 6y at ^i é^neat déjà anciennes , puisqu'eQee daCaieiU de i'Ëoole polylaofanique.
Ûi . iWiiiiiiT et 6«iu.noN étaient élèves à l'École polytechnique en 4 S09 , et ce fut cette année qu'ils trouvèrent une construction très-simple de la prqieottan horizontale de la lifûe de séparation d'omt^ne et
Rappelons <Fabopd la construction graphique de la projection homontade de la
courbe* , -
AP et AB {jig. 1 ) sont deux droites perpendiculaires entre elles ;
P est un point fixe ou pdfe (c'est le pied de l'axe de la vis sur le plan herizontal) ;
PB rayon vecteur tournant autour du point P, en s'appuyant sur la droite AB.
Cela posé :
Si l'on prend PX = AB, le point X appartient à la courbe. , .
Le point générateur X peut être censé animé de deux mouvements : Tun angulaire autour du pôle P, mouvement qui peut se mesurer sur la perpendiculaire en X au rayon vecteur; l'autre de translation vers le point B, en suivant le rayon vecleur.
Or, d'après le principe de Roberval , la résultante de ces deux mouvements a pour direclion la tangente à la courbe au point X.
La solution du problème se réduit donc à la détermination des vitesses comp'osantes.
En comparant le mouvement du point X à celui du point B le long de la droite AB , on voit :
V Que la vitesse de translation du premier point (qui est le point X), le long du rayon vecteur PX, est la même que celle du point B le long de la droite AB, car leurs accroissements sont sans cesse égaux.
Or ce que l'on appelle, ici, vitesses ou fluxions n'est pas autre chose que le rapport des accroissements infiniment petits de deux quantités variables ; c'est-àdire le rapport de leurs différentielles.
Soit donc Bb {fig. î2 ) la vitesse du point B , celle du point X sera Xx, égale à hb.
de lumière , et du contour apparent de la vis triangulaire. Leur solution était très-différente de celle donnée par Hachette, A celle époque, la solution de M. Persy n'était point connue à l'École polytechnique, ni celle de M. Français, puisque celte dernière ne fut publiée dans la Correspondance de TÉcole polytechnique qu'en 1840.
La conslruclion graphique de la projection horizontale des deux courbes , que rappelle^M. PoNCEtw dans Ips notes que je publie ici , est précisément celle sur laquelle je sois retombé en i 84 9 ,*en passant de rhélicoïde générale à une surface plus simple , celle de la vis triangulaire. II est évident que MM. Poncelbt et GtJiLLEBON avaient, en 4809, trouvé, pour la vis triangulaire, précisément la méthode à laquelle je fus conduit , sans connaître leur travail sur la vis à Ûlet triangulaire , et qpe j'ai appliqué à l'hélicoide générale ; car on doit le faire remarquer , celte méthode est la seule , entre toutes celles exposées jusqu'à préfient , qui conduise à la découverte du point fUce qui sert à simplifier d'une manière si élégant» la conduction y par points , de la <;ourbe cherchée»
La priorité de cette méthode appartient donc à MM. PomiBLET et GoatEBON. Il est à regretter que les reclierches de MM. Poncelet et Gcillebon n'aient point été immédiatement publiées dans la Correspondance de l'École polytechnique: M. Guillebon était, à l'époque de sa mort arrivée en décembrô.4844^ ingénieur en chef et professeur à l'École des ponts et dhaussées. - T. 0. .
2* Qae les points X et B, situés sur le même rayon vecteur, ont la même tit6m angulaire; el les arcs circulaires infiniment petits parcourus par chacun d'eux ^ sont proportionnels à leurs distances PX et PB du centre P.
Donc , la vitesse de rotation de l'un conduira à celle de l'autre.
Or, si l'on décompose la vitesse de translation du point B sur la droite AB, en deux y l'une suivant PB et l'autre suivant hb' perpendiculaire à PB , la dernière sera évidemment la vitesse de rotation du point B autour du point P. En vertu eu parallélogramme B6,66', Bb' sera la vitesse élémentaire du point B sur W. En effet, soit B6 infiniment petit , ta ligne W est sensiblement la direction du rayon vec^ teur correspondant , et B6' est un arc circulaire infiniment petit , décrit du poitti P comme centre. Or, Bb étant bien l'accroissement de AB, bb' est l'accroissement du rayon vecteur correspondant, et Bb' (arc circulaire infiniment petit décrit par le point B) est Taccroissement élémentaire de l'arc total BC.
Cela dit, reportons^nous au point X ; l'arc qu'il décrit, dans le même mouve* ment , devant ë^^e proportioqnel à l'arc Bb', sera obtenu en traçant la droite Pé, qui coupe la droite Xo;' (menée perpendiculairement à la droite PB) au point «# L'arc Xx' sera la vitesse de rotation do point X.
Connaissant la vitesse de translation Xx, du point X et sa vitesse de rotation Xx'j on aura celle de son mouvement réel à l'aide de la diagonale Xx du parallé* logramme Xo^'xa:,,
Or Xx est l'élément prolongé de la courbe que décrit le point X , cette droite Xx est donc la tangente à la courbe décrite par le point X et en ce point X. On peut objecter que le| vitesses ou accroissements qu'on considère sont censés infiniment petits, et que cependant on opère dans le tracé sur des longueurs finies.
Mais il faut remarquer qu'on n'a considéré que les rapports des accroissements des quantités variables, en sorte que la longueur Bby qui représente l'accroissement de AB est tout à fait arbitraire ; car la direction de la droite Xx, qui ne dépend que du rapport existant entre Xx et Xx, , restera toujours la même ; en sorte que si l'accroissement Xx de la courbe change, néanmoins son rapport avec Taccroissement hb n'aura pas changé. '^
Au surplus , la considération des deux mouvements du point X et des vitesses qui en résultent n'est pas indispensable pour trouver la direction de la tangente en ce point X de la courbe.
Le parallélogramme des vitesses ne sert, dans la construction précédente, qu'à faire trouver Taccroissement'de l'arc de la courbe, au moyen des accroissements des coordonnées (du point X) qui lui correspondent. Aussi peut-on simplifier la construction précédente en remplaçant les auxiliaires B6, B6', B6,,*«« ^^*^ P^i* '^ données de la figure elle-même.
iB,BB'. Dès lors, PX égal 4 4B repré^aMeva la vî«eâ»«^u pMi X k kMi^ du rayon vecteur PB.
La vitesse de fouilos XX' du pM&l X «utoup du |)iowt P si^bà&uàn en tirani (adroite PB' ei en élsvMàt XX' perp^ioubire 4 PB. Lacbagooale X;r du parallék|;ra0Hne.PXX'a;Mra la dûûction de la tan§Mteau poiai X d« la eowbQ.
A«i|iflrq«tB6 q«e le c6té;»X' duk parallôlftgranimâ XX'P^ leaeofifavela^dcatte PA en un point K» et la dvoite XK esA faraUèLai la dvoit&AB^ nar laatoiM^a iB'B ft KX'X sont semblables ei ont feurs eôtéa parallèle»^
BÊtaième Afnpt^œa&aiu La rqnwrqnff poéoédeâteiMttdâdta ano eo^a t ma ttptt pfais sinipie de fat laogente Xj; y et eatÉet ()l^« 4 ) «o pevi oblattir tnmédsaAeneBt le point K en menant par le point X one^nrallèle.è àJà. Gela faâk^, meaûiia par le paîat K imedrohe Hx paraUè&eaa caym vecteur PX , ei par ht point P Me droite Rr perpeodieubîrç è ce raymi 'leeteor FX; les doMles Kx et ^ se couperont ei^ on point j: qui appattiendr» i la innfiirtti Xj? a mener à la oourW et au point X.
Trtmème rintpl^caAon. La constraetion précédente conduit à ime constraclion
phrs smple encore. .
Sur AP comme diamètre {fig. 5), tracez la demi-circonférenee AQP; menés la corde AQ para^èle an rayon vecteur PX ; tracez la droite BQ , elle sera une paraifèle a la tangente demandée.
Et en effet : d'après la|constrnction , les figures PQAB et PfriCX sont semMaMea et semblablement placées ; les diagonales BQ et Xx wat donc parallèlea.
Les dernières constructions montrent de suite i* que la droite AB est une asymptote de^ courbe lieu des points X..., et 2" que cette courbe touche la droite AP au point P.
IL
De la tangente à la prtyectian horizontale de la comrbe dé ^tpamthn d'oiféee ei de lumière enr la Wirfàùe de la vta> par la méêbode de Ri^fiRVAU
Rappelons d'abord la génération de la courbe.
(kl donne l"* le cercle BDE (fig* 6 ) ; 2'' Tangle droit BCD dont le sommet reste toujours au oentre C ; 3^ te. point P, poinl fixe ou pdle«
Pour ooostruîfe tes divers pointe de la courbe , on exécute les opérations gra* phiques suivantes.
Soit Vhiigle droit BCO (fig. 6) dans une position quelconque ; le c6té Gfi «oupe le. cerole donné au point B; tracez la droite PB ^ le point X en lequel le rajrfoi
irecteur PB coupe le second cdié CD proIon|;é« est un jHÛat dfiJd £o.acbe demandée.
Cela posé : r
Le point générateur X a deux mouvements de rotation relatifs : l'un -autour du centre C , Tautre autour du pôle P- Il ne reste donc qu'à trouver les vitesses qui en résultent.
La vitesse de rotation du point X autour du pôle P et celle du point B autour du même pôle , sont proportionnelles aux rayons vecteurs PX et PB. Mais le point B est animé d'une vitesse dirigée suivant la tangente B6 au cercle BDE, laquelle peut se décomposer en deux, Tune de translation suivant B6, (sur le rayon vecteur PB), et l'autre de rotation autour du pôle P suivant la perpendiculaire Bé'à PB.
Prenant donc à volonté la résultante B6, on aura le parallélogramme B&'éfr, , qui donnera en B6' la vitesse de rolalîoii B6' du point B.
Passons du point B au point X , lequel est situé sur le rayon vecteur PH.
Tirons la droite Pb\ et marquons sa rencontre x' avec la perpendiculaire Xx* à PB , nous aurons en Xx la vitesse de rotation du point X autour du pôle P.
Reste 5. trouver la vitesse de rotation du point X autour du centre C.
On la déduit de la vitesse de rotation du point D autour du centre €, on employant la même méthode que précédemment.
Ainsi : ia vitesse de rotation du point D autour du centre C étant évidemment la même que celle du point B autour du même centre , Ton prendra sur la tangente en D au cercle BDE , une longueur Dd= Bfr , et Ton aura en Dd la vitesse de rotation du point D , et l'on en déduira la vitesse de rotation Xx, du point X autour du centre C.
Mais il faut remarquer que les vitesses de rotation Xx' et Xx^ , que T^n vient de trouver ne sont pas réellement les vitesses composantes de la vitesse absolue du point générateur X (*).
n Le principe posé par Roberval n'a jamais été ambigu pour les géomètres qui «a ont Jm^ compris resprit.
Ainsi un point générateur d'une courbe plane ne peut se mouvoir sur un plan que de trois manières différentes ;
Ou 4* il est sollicité en ligne droite , à chaque instantide son mouvement , par deux forces de diroctiop constante, dites forces de translation , et alors la tangente est la résultante des vitesse^ imprimées séparément par chacune des deux forces , suivant la direction de chacune d'elles. Alors la.tintgente est la diagonale du parallélogramme construit , les droites représentant les vitesses. >
Ou ir il «8t sollicité y à chaque instant de son mouvement , par deux forces de rotation , chacune d'elles agissant autour d'un centre pariiouiier ; et alors on point de la tangente se détermine par l'intersection des
En effet : eu combinant la vitesse de rotation Tix' du point X autour du pôle P, avec la vitesse de translation Xy' de ce même point X sur le rayon vecteur PX^
^ta
deux rayons vecteurs transportés , parallèlement à eux-mêmes , à une distance finie du point considéré sur ja courbe , les deux distances finies étant entre elles dans le même rapport que les arcs infiniment petits décrits dans le même temps par le point de la courbe » et respectivement autour de chacun des, centres fixes. La tangente est alors la diagonale d'on quadrilatère bi-rectangle.
Ou 3* il est sollicité , à chaque instant de son mouvement , en ligne droite d'abord , par une force de translation dirigée daas le sens du rayon vecteur, et ensuite circulairement autour d'un centre fixe par une force do rotation , et la tangente s'obtient alors en combinant les deux principes ci*dessus* La tan* gente est alors la diagonale d'un rectangle.
La solution donnée par M. Poivcslst est conforme ( et cela devait être ) à ces préceptes » qui n'étaient et ne sont ignorés d'aucun des géomètres qui ont eu et qui ont l'occasion d'appliquer le principe remarquable
de ROBERVAL.
Tout le monde savait ^ et depuis longtemps , qu'un illustre savant avait commis une erreur en constnii*sant la tangente à Tellipse par la méthode de Robbrtal (la direction de la tangente était exacte , quoiqu*i1 eût mal appliqué la méthode) ; nmis on n'avait pas cru , par respect, devoir relever cette erreur, parce qu'on la' regardait, et je crois avec raison], comme une inadvertance qui ne pouvait tirer à conséquence.
Il ne'.faut pas cependant croire que le principe de Bùherval puisse toujours être appliqué immédiatement en géométrie descriptive (en d'autres termes lorsque l'on se sert de la langue graphique) ; et, en effet , pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Boberval , il faut :
Dans le premier mode de génération de ia courbe, désignant par j; et y la direction des deux forces qui
sollicitent son point m , il faut connaître la valeur finie du rapport-^, et cela par la seule construction graphique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à Véquaiion*de la courbe qui fera /(a?, y)^ (eâ coordonnées rectangulaires ou obliques) , et ainsi sans avoir besoin de recourir à Vanalyêe.
Dans le deuxième mode de génération de la courbe , désignant par r et f les deux rayons vecteurs partant des points ou centred de rotation pour aboutir à nu point m de la courbe , il faut connaître , en désignant par m et a*' les cercles des rayons r et r\ la valeur finie du rapport ^ , et cela par ia seule censtriuv-
tien graphique de la courbe , et ainsi sans avoir besoin de recourir à Vanalyte, et par conséquent sans avoir besoin do recourir à l'équation /" ( r, r' ) «= de la courbe. -
Dans le troi-ièmc modo de génération de la courbe , désignant j)ar r la direction de la force recliiigne appliquée au point m de la courbe, et par » le cercle que ce point m tend à décrire autour du point fixe (ce
* dr ' '
cercle o» ayant son rayon égal à r), il faut connaître la valeur finie du rapport---, par la seule construction
graphique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à son équation , qui sera dans ce cas /*( r, /» ) = 0.
Car si pour trouver la valeur finie de l'un de ces rapports il est nécessaire de recourir à l'équation de la courbe , et dès lors s'il est nécessaire d'exécuter des calculs analytiques , on ne fera autre chose que chercher l'équation de la tangente au point m; car, si l'on y* regarde de près, on verra bien vite qu'en calculant par Vanalyse l'un quelconque de ces rapports , on calcule précisément ce qu'il faut pour obtenir Véquation de la tangente.
Si la méthode de Roherval s'applique si utilement à la construction de la tangente en un point d'une section conique , c'est précisément parce que l'on voit de suite, par la construction graphique seule de la courbe , et en vertu des propriétés géométriques^ ui se déduisent tout naturellement de cette construction ^
que le rapport -p7 est égal à la l'unité.
an • \
Et en effet : -
Soit donnée une ellipse ou une hyperbole ( fig. 43) ayant les points felf* pour foyers, en supposant que le point m' est infiniment voisin du point m, l'arc mn sera d» et l'arc mn' sera d»\
on obtiendrait la vitesse réelle Xx du point X sur ]a courbe décrite par ce point X ; en sorte que Xx' n'est qu'une'^des vitesses composantes de TLx par rapport aol
Or en verta deFéquation r±r'*^cûe la courbe, on yoitqueronadr=q:dr', et qu'aussi m'ns=mV.
- Le quadrilatère bi-rectangle mnm'n' est donc inscriptible dans un cercle ayant mm' pour diamètre. Or Ton sait que dans un tel quadrilatère , lorsque les côtés tn'n et mV sont égaux , les autres côtés mm
et mn' sont aussi égaux , et ainsi l'on a : *t^ « 4 , tout comme Ton a : 7-; *= 4 .
dm at
L'on peut tlonc appliquer graphiquement le principe de Roberval , et Ton voit aussi que pour les sections coniques , peu importe , pour obtenir la tangente , d» construire 4^ on parallélogramme sur m'n et mV (ou sur dr et dr'), ou T un quadrilatère bi-rectangle sur tnn et mn' (ou sur dm et d»), ou 3<* un quadrilatère bi-rectangle sur dr compté sur le rayon vecteur r à partir du point m, et sur dr' compté sur le rayon vecteur r' et aussi à partir du point m.
Il n'en serait pas de même si la courbe à deux foyers avait pour équation ^(r,r')=0; il faudrait de toute nécessité recourir à Vanalyse^ car il faudrait différencier l'équation de la courbe, pour obtenir le
dr
rapport — .
Si l'équation de la courbe était r«* db r'** « c (4 ), on aurait en différentiant
D'où Ton tire :
mr('^-*) ^
w(»-*) ^dr'
On porterait donc sur le rayon vecteur r, à partir du point m , la longueur nr'^^ - *>, et sur le rayon vecteur /, à partir du point m, la longueur fnr^^-^\ et cela de la manière suivante : en sens contraire si Ton prend le signe (4-) dans l'équation (4), et dans le même sens si l'on prend le signe (*) dans l'équation (4).
Et en construisant un quadrilatère bi-rectangle sur ces longueurs , la diagonale de ce quadrilatère don- -nera la direction de la tangente au point m de la courbe ; et Ton voit de suite que l'on ne peut pas construire un parallélogramme sur dr et dr', car la diagonale de ce parallélogramme ne se confondra avec celle du quadrilatère bi-rectangle que dans le cas tout particulier où l'on a : dr=dr^.
Mais l'équation : ^{r^ r') =û 0, de la courbe ne permettra pas toujours, quoique l'on en déduise
d'avoir séparémeiit et de suite le rapport de dr à une quantité finie , et le rapport de dr' à une autre quantité finie, ce qnî est nécessaire pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Roberval; alors on
attribuera à dr une longueur finie et arbitraire A, et l'on aura pour dr' une longueur finie B= ,, ,
que l'on sera obligé de construire ou de calculer.
Et l'on opérera graphiquement sur les longueurs A et B , portées, la première sur le rayon vecteur r, et la seconde sur le rayon vecteur r*, comme nous l'avons dit ci-dessus , en aytfnt égard au signe de A et de B , et ainsi nous construirons sur A ^t B un quadrilatère bi-rectangle dont la diagonale sera la tangente demandée.
Cette discussion nous fait bien voir que remploi du principe de Roberval , en géométrie d&^cripliv . n'est pas toujours imméd%<itefhent applicable, son application.é^nt considérée aous le point de Mi^ graphique.
Voyez encore , à ce sujet , ce que nous avons dit dans les développements de géométrie descriptive , touchant la construction de îa tangente en un point de l'épicycloïde annulaira. T. 0. «
direction» particulières 1f^ ti liai» Même choee^ lieu povr k tiiette derotatioD Jje^ Donc la résidtaateéss deuiL YÎieaaee XafelJbp, ne doaiifirarpaa^ia léMese réelle du point X. - ^ ■ — - -
-Ain», dans le cas particulier qui nous occupe en ce moment» U diagonale du parallélogramme eonsiruit sur Xx^ et Xx, ne donnera pais la tangente au point X de la coui'be.
On se rend parraitemeni raison de ce qui précède, en remarquant que l^ ¥i« tesses Xa:'et Xx, ne sont que des quantités proportionnelles aux arcs infiniment petits quo le point X tend à décrire réciproquement autour des pûks P et G« En sorte que les positions des nouveaux rayons vecteurs sont tes droites xx et x^x, parallèles aux rayons vecteurs primitifs PX et CX. Dès lors , llntersection x de ces rayons vecteurs x'x et x,x représente la nouvelle position du point X*
Si les quantités Xx' et Xx, étaient réellement infiniment petits , Xx serait aussi infiniment petit et serait dès lors l'élémei^t de la courbe décrite par le point X»
Mais comme on a augmenté ces quantitéa proportionnellement, la droite Xx devient une quantité fmie prolongement de l'élément de la courbe ^ et par suite la tangente à la courbe.
Première simplification. Rien n'empêche de prendre hb égale à la tangente Dd ifiS* 7 ) arrêtée a la droite fixe PC.
Alors, si Ton prolonge 6'6, qui est parallèle au rayon vecteur PB, jusqu'à sa rencontre Q avec Tautre rayon vecteur CX , le quadrilatère Chb'Q aura ses côtés parallèles et sera semblable au quadrilatère ci -dessus (^fig. 6)x'XxjCi dont la diagonale est la tangente demandée. En sorte que la diagonale BQ du quadrilatère ÇBé'Q sera parallèle à la tangente au point X de la courbe.
La construction à exécuter sera donc la suivante.
Tracez (fig. 7) les tangentes Bb et Dd au cercle EBD et aux extrémités de ses rayons CB et CD ;
Prenez B6=Dd5
Tracez bQ parallèle au rayon vecteur PX, et marquez sa rencontre Q avec le rayon vecteur CX ;
BQ sera une parallèle à la tangente au point X de la courbe.
Deuxième simplification. Gomme la tangente B6 est parallèle au rayon vecteur CX (puisque le triangle XCB est rectangle en C), il s'ensuit (yï^. 7) que la figure B6QX est un parallélogramme, et que dés iors':o» a : QX c=îB6 = Drf.
Il suffit donc, pour avoir la tangente au point X, d'effectuer la construction suivante :
Portez Drf sur le rayon vecteur CX , prolongé, de X en Q (fig. 8 ); la droite bQ sera parallèle à la tangente demandée. ^
Tromème êwnptificaSiott.On peut.se dispenser de eoutruire Id droiteiOporaflèle à «la tangente demandée, car on peut exécuter la cdiistratiiottsm vante :
Tracez la tam^ntarBÔ^' M j^nH B ixt c^ttie EBB (fi^^ 8 ) ;
Portez sur cette tangente j BQ' = Dd ;
Portez sur le rayon vecteur CX ppolongé, îQ sâDcf.
Le point Q^ sera évidemment un point de !a tangente à mener au point X de la courbe.
DUcussUm de la courbe projection de la ligne de'^éparaiion d* ombre et de lumière de la
vis' triangulaire .
Le mode de constructiou^aM.mayottsduquel on détermine les divers points de la courbe, montre qu'elle est composée de deux branches infinies passant, F une par le point fix^ P, et Tune et Tautre par le centre G du cercle (fig. 9).
En cherchant les tangentes pour les points situés à Tinfini sur ces branches, on trouvera , par la méthode des tangentes exposées ci-dç&sus :
i^ Que ces asymptotes. sont au npmj)re de deux, se croisant au point fixe P et tangentes Tune et Tautre au cercle ayant le point C pour centre.
2'' Que la tangente en G aux deux branches est perpendiculaire à la droite fixe PC (ce qui est d'ailleprs évident en vertu de la symétrie des courbes par rapport i cette droite PC).
3"* Que les tangentes au point P passent par les extréuiités du diamètre W per^ pendiculaire à la droite fixe PG , etc., etc.
CAS PARTICULIERS
Freuier oas. Le poi^/ix^ f éiçijA ^tué star (fi cercle q/ant le yoînt C pour centre.
La courbe ne coaserve plus {fi^. iO) que k braqohe infime ayaal un poîat aultiple au point ,9» P.
Cette courbe a pour aaymytote une droite FCLperpendioukÂre à la droite fix^ P€ et à une diatanoe PR s= P€ du point fixe P.
Cette eourbe jouit de la pr<^iété suivante :
Si Ton mène un rayon veeteur CK qualcanq^y eoupi^H » i"" b langepte PT, menée au point P du cercle, eu le pcûnt K, et 2"" la courbe en lea deux pft^nts X et X\ on aura :
KX=:KX' = KP.
On peut facilement démontrer cette propriété , et en effet :
IfenoBS !• le rayon secteur PX coupant le cercle en B^ et 2* le layoji vecteur PX' coupant le même cercle en B'. ""^
Les triangfes XCB et X'CB' sont tous deux rectangles en G , on a donc :
CXB=5lOO« — CBX.
XPK ==: iOO^ — XPR = lOO* ~ CPB.
Mais le triangle CPB est isocèle , on a donc :
d*où
ÇPB = CBXî
XPK = 100* ~ CBX = CXB-
Le triangle XKP est donc isocèle , et Ton a ;
KX = KP*
Ce qu'il fallait démontrer.
Deuxième cas. Le point fixe P est situé à f infini , alors le rayon de lumière est horizontal y et dans ce cas ^ la courbe de séparation (t ombre et de lumière n^est autre que te contour apparent de la vis.
La construction de la tangente en un point X de la coQrbe reste la même que celle que nous avons exposé à la fin du § 2. Voyez la fig. 11.
Troisième cas. Le point fia^ f étant dans l'intérieur du cercle*
La courbe est fermée ; elle a la forme indiquée {fig. 12).
Elle a un point multiple au point fixe P.
Elle a une tangente commune en C, laquelle est perpendiculaire a la droite PC.
Elle est tangente au cercle en les points N et M', en lesquels le cercle est coupé par la droite menée par le point fixe P perpendiculairement à la droite PC. .
Les tangentes au point multiple P passent respectivement par les points B et B", en lesquels le cercle est coupé par son diamètre perpendiculaire à PC.
Pour construire la tangente en un point quelconque X de la courbe, on mènera ex coupant le cercle en D ; la tangente en D au cercle coupera la droite PC en d.
On mènera PX coupant le cercle en T ; on mènera en T la tangente au cercle , et r on prendra sur cette tangente TQ' = Dd. La droite Q'X sera la tangente demandée.
CONSTMinS tk LIGNE DE SÉPARATION d' OMBRE ET DE LUMIÈRE ' SUR UN PAîtABOLOÎDE BrrPERBOLIQURt
Nous nous proposons de déterminer la ligne de séparation d*onibre et de lumière sur un paraboloîde hyperbolique supposé éclairé par un faisceau de rdyôns lumineux parallèles entre eux.
Nous savons ce qui suit :
1* La courbe de contact d'un paraboloide hyperbolique et d'un cylhidre est une parabole (*}.
2"" Tout cylindre qui a pour directrice une parabole est coupé par un plan, et quelle que soit sa direction , suivant une parabole*
Si Ton a un foil dont les divers chevrons soient les génératrices droites do premier système d'un paraboloide hyperbolique , et que Ton cherche sur ce toit (supposé recouvert eff zinc, par exemple^ auquel cas on a une surface unie) « la ligne de séparation d'ombre et de lumière, en supposant que le système^est éclairé par un ra^on lumineux y nous saurons d'avance que cette courbe sera une parabole , et que lom^^re portée sur le plan horizontal , ou sur le plan vertical de projection , ou sur tout autre plan, sera /imitée par une parabole.
Cherchons maintenant les divers points l*.de la parabole ligne de séparation él ombre et de lumière; 2** de la parabole ombré portée ^ en simplifiant autant que possible les constructions graphiques à employer.
Supposons que Ton ait un paraboloide hyperbolique rectangulaire ayant pour plans directeurs, les plans horizontal et vertical de projection, et que ce paraboloide soit engendré {fig. A) par une droite G se mouvant horizontalement en s'appuyant sur deux droites A et A' : Tune A perpendiculaire au plan horizontal ,i<et l'autre A' située dans le plan vertical de projection.
r (*) VoYez46 Cour$ ie Géométrie descriptive , 2* parlie, chap. XII , p. 336.
Cela posé : .
On se donne la direction L du rayon de lumière ; pour construire la parabole contact du cylindre lumineux A et chi pi^boloide 2, nous ferons passer par chacune des génératrices droites horizontales G , G. , G,,... de la surface 1 des plans T, T. 9 T, ,»..,^araJi^èb3 à^kd^te^^ ^m)h3 cbei^b^i^oç^ ^^i¥M^^M^ contact x, x,fX,... de chacun de.c^;^^lan^;iY^(;ettew$lOQ<su^^q^»2- Le lieu des points x, x,, X, .... sera une parabole g, qui sera la ligne de séparation d'ombre et de Uimière .4iir .It .aur&cei2* t t.
Pour exé(Uiteih^€^taiQ^strjMatioi} .iie.4>hiu^i«î^^ possible, il faudra procéder ainsi qu'il suit :
On divisera la droite verticale À en parties égales , à partir de sa trace horizontale o^; on aura donc des points a^, à^'ii'y a\ a,... également espacés entre eux. Par chacun de ces points on mènera des parallèles 411 9^}KW» ^phnMécO' L , les* . quelles'vieadrûnt.percer |e pfon. honît^iilal .««jcIm fxmlft a ,> «^>î flu^ <i\.. également espacés entre eux et tous situés sur L^.
.. Par jQspoiiiteâ^,.a]|.4i'^p;^0^»«. en p>ièt»f»\tesT(pfai^S«jatq^ €^9 G^
G% G% G... du paraboloïdeJS.
Et cela fait :
Si Uon mène par le point a/ «nei droite B^^ parailéleàiG,^» OB«ura bttraoe horizontale du plan Ti j^ralièle a4i rayon L et pa^^nt pat la> ^épéralrksciG, <)e la facôX
Oo co«sti;uip»de.la méine.i»anî^re. les droite 'H%^H7sfl%..4 la ti^aee hoi^izomale G'^ deia.suriace 2^>Mpera les diverses traces horiaootales dcsplani T,, T,/T., T..» en les points.!,, (., t,^ t.. ^ et si psur ces p^nts^iiiiBèttede0>p«ifçiHiUeià la ifgne de terre, elles viendront. couper les droites G,*, G^'^,.G,*^ G*,... et reapeciivament en les points a;,*, a:,*, a;,*, a:*..- qui, étant unis par une courbe, nous donneront la parabole g\ projection horizontale de la paraboles, ligne de séparation d'ombre
et de lumière.
Si ensuite nous menons par les divers points a^.««.des perpejji^i^qlûrej^ à la ligne de terre, elles viendront couper les droites G/, G,!, &,%.(?'.♦ ^ ^ep.,4t$i,p^nts ^1% ^,% ^.% ^%-» qui détermineront la parabole 6", .prtg^tion n^tjtçtd^ d^ la parabole 6.
î^PRP^/?^ *
A ; par conséquent les traces horizontales 11% U\.. de ces diver s pla ns seront les enveloppées de la parabole d, trace horizontal du cylindre^A., La courbe d,^ ombre
portée par la surface paraboloide 2 , sera ^Sic facilement déterminée , puisqu'elle a pour tangentes les diverses droites iV^f H^*..;. Mais il sera facile de construire le poiii^d^icaotMti de Qetie p9nMa.d^»v6Q:oliabBiie4d0;9e6'itâiigenles'H^^^^ El eli effet ; sfrf on coAsidère ^impotoia:^ dëia/paraholft d<)igii^-de «sépaHHitidil d'Smbre et dft Juiv^ière >) Q»,ateDaùt par-ce point or, medbïiie L;para)lèl)&>à ta' direction 1 du vQj^oB 4^ •lumjûèr^ > oa^urato^génératrk&dvoîieAii^cyiiiiMlre A stiivâmt faqnetle cetçj^iidBe est touché pat le pfeti T^; ù/èésm^m mèn6>pai)4e^poHit'^Atine droite' - L.^|$pa)lèle à> L^oUe viMdf'à;(itiufier ladratefi'reiP^ poim'j/; «qui sera le point ' de contact de la parabole d avec sa tangente H""'.
De ce qui précède on peut déduire les (Aéarém^^ suivants (fy^ A^);.
!♦ THÉÔRtSTE.
Si ronpcend une droite V" et. sur oe£te dn>U!kt d^8>points.iéq«itdist{int& a^ , a/^ ' a/, a/, a\... ; si Ton trace une ligne LT non parallèle à la droite L*, et'si To-n divise cette droite LT. e& parties: éljales par les* poiiMs B^^b^^ h^^ b,, 6,./. et que d'un, point a^ de la dr^Mte U'ooL^mboA des diysrgSDtes Q\ G.t^ jQ^^„.. aux dtvcnrr points 6,6,, 6^,...; puis que^ par les divers points a'^^a,', aj^.^^- on mène- des. parallèles H**, W\ H%... et respjectiveineni aux .droites divergentes G^\ G,\G.*,m • ces dioites îT... envelopperont une parabole^,, .
Si i^n trace une parabole 4 et une droite L* de pasition- arhitriiire par rapport à la courbe , si Ton divise ta droite L^ «n parUea égales -par les points a/, n/, £z,^.*^ et que par ces points on mène les tangentes H*<, H'», H^%... à la par«rbole J; si ensuite, par un des points de division , g^^ par exemple, de la droite L'' on mène des divergentes G,*, G.*,... respectivement parallèles aux tangentes H^s H*% H%... cesdivergonloseQnperont en parties égalés unecertâitie droite dont la côostruclioa s'efiectuera de la mamôrei suivante.
ftir le point y, contact de ia pwabole â donnéeavecf une dé ses tangentes H*' (par exemi^e), on mènera «ne droite L.* pavailèle à L*^et o^pânt la drvergente G* parallèle à H*« ep un point a;,*, on unira lé point x/ avec le point t en lequel Ja tangente H*- cou^ la tangente iî^iJa4iaEabûle^^ l'on remarqueraripi^G.^fl'est> autre que H's n'est autre que la tangente à la parabole 3, qui coupe la droite U en le point a^, d'où Ton a fait diverger les droites G,\.r. e4 l'on aum en «.*!, ladirection de la drdttfcfaefckée. . -
£i le rayon L de lumière était parallèle au plan vertical de projection et faisait , avec le ^tan horizontal, un angle a > il arriverait que sur la surface paraboloîde 2, iLexisterait une certaine génératrice droite K (du second système et ayant pour plan directeur le plan vertical de projection) qui serait parallèle au rayon L, car Ton sait que les génératrices du second système foot chacune un angle différent avec le plan horizontal , et que cet angle varie depuis l'angle droit jusqu'à Tangle nul.
Dès lors la génératrice K , parallèle au rayon de lumière L, serait la ligne de séparation d'ombre et de lumière su( la surface 2.
Cela est évident.
On peut d'ailleurs le démontrer d'une manière sitnple et nouvelle.
Supposons {fig. B) que la droite K se trouve parallèle au rayon L, en effectuant les constructions de la fig. A, il arrivera que les points a, a/, a/, a,',.-* seront équidis tanls sur la droite L\ laquelle sera parallèle à la ligne de terre LT et aussi à K'^.
Or les divergentes G, G/, G,*, G,*,... menées du point a couperont la droite K* en les points p, <7. , 7., ?,,... qui seront équidistants, et l'on aura évidemment :
Dès lors, les quadrilatères {qpala) et {qjpa'a) et {q,pa!a)... seront des parallélogrammes ; dès lors les droites pa.'y paj, pa^... ne seront autres que les traces horizontales des plans T ,T., T, ... menées parallèlement à la droite L ou K, et respectivement par les génératrices droites du premier système (de la. surface 2), savoir : G,, G,, G, .... Ces divers plans T,, T, , T, ... seront donc tangents à lasurface 1 suivant les divers points de la droite K , donc , etc.
§ VI
Cette propriété.) savoir , que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à une génératrice droite D d'un paraboloîde hyperbolique, la ligne de séparation d'ombre et de lumière n'^t autre que cette droite D , n'appartient pas seulement au paraboloîdo hyperbolique-, elfe exi^e pour toute surface gauche, quelle que soit sa forifte . quel que soit son mode de génération (*).
H I I I > ) >l ■ \^»mmm^**^k^i^m^m*^mÊm-^m^imiméi^
(•) Je donne , 4ai\s la fig. 3 , Tépure de l'ombre d'un toit paraboloîde , en supposant que le rayon de lumière est paralièJe à Totie dés géoératriceà drtxtles de ia surface. Dans Tatlas je donne aussi Tépure du problème d*ombre qui fut proposé en 4643 aux élèves (de pre-
§ YII.
D'après ce qui précède, il est évident que, lorsque ron aura un paraboloide . hyperbolique, rectangulaire ou oblique, la ligne de séparation d'ombre et de lumiére ne sera une parabole qu'autant que le rayon L de lumière ne sera pas parallèle à Tun ou à Tautre des deux plans directeurs de la surface ; et lorsque ce rayon L sera parallèle à l'un ou à l'autre des deux plans directeurs de la surface, la ligne de séparation d'ombre et de lumière sera toujours une droite , qui sera une génératrice droite de la surface , laquelle devf a être cherchée parmi celles qui ont pour plan directeur celui qui est parallèle au rayon L de lumière.
§ VIIL
La (ig. A nous donne la parabole d située à gauche de la trace horizontale du paraboloide Z ; cela nous apprend que la partie externe de la surface (celle qui est vue d'un point situé à l'inûni et au-dessus du plan horizontal) sera tout entière dans l'ombre.
Si cette parabole d était à droite de la trace horizontale du paraboloide, alors la surface externe serait en partie éclairée et en partie dans Tombre.
Mais si Ton remarque que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à la génératrice droite K (fig, B ) de la surface paraboloide , alors la parabole $ se réduit à un point qui n'est antre que la trace horizontale p de cette droite K, laquelle ,
mière année) de TÉcoIe polytechnique; on donna un tait paraboîoïde et une cheminée cylindrique. Je n*ai fait que décalquer l'épure que j*ai exécutée à celle é|>oquo, d*uprès la solution que j'avais donnée à ma salle , alors que j*élâiâ élève à rÉcole polytechnique.
À ce sujcl je crois devoir entrer dans quelques détails.
Depuis la fondution de rÉcole polytechnique, jusqu'à sa réorganisation effectuée parla restauration après le licenciement de 4SI 6 , les élèves de première année d'éludés avaient à résoudre, pendant la durée du cours de géométrie descriptive, trois problèmes. Le premier problème était une question théorique; le second problème était une question d'ombre ; le troisième problème était une question de coupe des pierres.
Chacun d(* ces problèmes était résolu par les élèves à iâ fin de chaque partie de cours y relatif.
Le problème était le même pour tous les élèves , on leur donnait six heures pour chercher la solution et eKéculer Tépure.
On comprend que , dans chaque salle , il arrivait qu'un élève parvenait plus vite que ses camarades à la solution demandée. Alors il payait au tableau et expliquait sa solution ; après discussion , elle était adoptée et quelquefois modifiée. Xous les élèves de la même salle se mettaient alors à l'ouvrage et exécutalent Tépure.
Souvent il arrivait que la solution d'une salle passait de salle en salle et était généralemenfadoplée.
Souvent aussi il y avait plusieurs solutions en présence.
Ces travaux étaient très-utiles : ils furent supprimés depuis 4S46. Pourquoi?
— iwt —
dans ce cas , est la ligne de séparation d'ombre et de lumière , on doit de suite en conclure que si la projection L^, étan t inclidée^du bas du dessin vers la gauche pour aller couper vers la droite la ligne de terre LJj nous donqe iine p^rahole jtâUoée i gauche de la trace horizontale de la surface 2>^en incjinant cejlle droite L* e<^ sens contraire (le rayon I^ f^is^nt toujours le mèiQe angle avec le pl^a horizontal);i ou obtiendra une parabole ^^ située à droite delà qiême trpce -horizontale deli^ surface 2.
On voit donc comment Ton peut reconnaître si une surface paraholoîde étant projetée sur le plan horizontal , la surlace externe de cette, surface ( pu une partie limitée de cette surface) sera éclairée ou non, et sera ainsi, qu toute dans Fombre, ou toute dans la lumière , ou si elle sera en partie dans Fombre et en partie éclairée.
CONSTRUCTION DE LA LIGNE Dfi SÉRAHAdlON d'0HB11£ £T B8 LUMIÈRE D*UNE SUR- FACE DÉVfiLOPPABLB éCLAlRÉE BAtt UN /BATON LUHINBUX ET DE L'OtffiRE PORTÉE AAlft UN'T^^NÇON DB CETTE . S€AF AGE SIUl LB PLAN HORIZONTAL.
AL
Ce que nous avons dit ci-avant (n^émoire n* 7), sur la ligne de séparation d*ombre et de lumière d'un paraboloîde hyperbolique, nous montre la marche que Ton doit suivre lorsque l'on aura une surface gauche quelconque.
Mais si la surface réglée , au lieu d'être une surface gauche,. était une surSaice développable , éclairée par un ray<m.dQ lumièi^e,' le mode de solution changeraiti du tout au tout. Et en effet : si Ton a une surfoce développable D ayant une courbe S pour arête de rebroussement, et que celte surface soit éclairée par. un raxfon de lumière L, la ligne de séparation, d'ombre et de lumière, si elle existe^ ne pourra être qu'une génératrice droite G de cette surface D, et le plan T langent à la surface D suivant la génératrice G et parallèle au rayon lumineux L sera un plan osculateur de la courbe d et il seraosoalatiwr au-^int g en lequel la géné« ratrice 6 touche celle courbe i.
Le mode de recherche doit ddnc évidemment changer lorsque l'on a une sur^y .face réglée développable et n^a^une sûrfaM réglée' gaflohe.
«Pour uae .j»tf£iiea\<iÀVebi|iflaUe> on deiira empkrfer le mode de lK>IiAioii suivant:
On .cogpef^ la suff^e .dévelc^K^UeiD^^ar-tiui^piftiv^I^ de
prpjection par ej^empla), oo auratun^ courbe C (\Jig. 1).
On considérera la courbe C comme la base d'«u çyUodre^' 4oDt les génératnces droites seront parallèles ou rayon lomioeux- L;
Cela fait:
On* coasidér^a TarÂteide rebrôassefnent d> de ia sàrfeK$e développabie I), .comiQe\iadii?eiDt«oe d'^in second c;^luidra ^ajanl tes ^éaérirlrices' droites 'parallèles au rayon lumineux L, et Ton cherchera sa trace S sur le plèfif P.
On aura donc deux cylindres A et 2 parallèles entre eux et au rayon de lumière L et lei]r&4raees et $ sur mb iBème plan P (le plan horizcMibl par exemple); dès lors, un «plan* T tai^genl à la (oiB eux deux ëylindrâs A et 2 serk pat^attëléà la droite L et sa trace H'' sur le plan* P sera une tangente commune aux Aeux courbes C et S.
Ce plan T touchera la courbe C en un poînt c et la courbe S en un point ê , et Ton mènera, par ce poinu, nne parallèle i la droite L^ laquelle ira èeuper la courbe $ en un point d; la «droite (c, dy eera une génératrice droite de la surface développable D^ elle sera la génératrice droite suivant laquelle le plan T touche cette surface D; cette droite cd sera donc la ligne de séparation d'ombre et de lumière chepehée.
On voit de sukoique sî la surlace développable D était éclairée par un point lumineux l, il faudrait considérer ce point / comme le sommet commun à deux cônes ayant pour directrices l'un la courbe G et l'autre la cou)rbe i (fig. 2).
Le cône (/, d) serait coupé par le plan P suivant une courbe B et le pian T aurait pour trace sur le plan P la tangente commune aux deux courbes C et B.
Cette tangente commune toucherait la courbe G en tin.point c et la courbe B en un point 6; la droite Ib couperait la courbe d en un point d et la droite cd serait la génératrice de contact de la surface développable D et du plan T passant par le point lumineux /; cette droite td serait donc la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée»
Une surface développable n'est pas teu|ours donnée par son arête de rebroussèment, souvent on se donne deux directrices sur lesquelles doit rouler le plan qui doit déterminer la surface développable comme enveloppe de l'espace parcouru par ce plan.
La solution du problème : consirucûon de la ligne de séparathn (Tombre et de lumière , s'effectue alors , ainsi qu'il suit :
pREvrER CAS ) la surface développable étant éclairée par un rayon de lumière.
Soient C et C les deux courbes (fig: 3) sur lesquelles doit rouler tangentiellement le plan qui sera en chacune de ses positions, l'enveloppée Ae la surface développable D ; soit L la direction du rayon de lumière.
On regardera les deux courbes C et C comme les directrices ^àe deux cylindres dont les génératrices droites seront respectivement parallèles à la droite L.
On aura donc un cylindre A passant par la courbe G et un cylindre A' passant par la courbe C
Cela posé :
On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P (le plan horizontal de projection par exemple), et Ton obtiendra deux courbes planes B et B^ •
La tangente commune H^ à ces deux courbes B et B' sera la trace sur le plan P d'un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A\
H* touchera la courbe B au point 6 et la courbe B' an point b\
On mènera par ces points b et b' deux parallèles à la droite L, la première coupant la courbe C au point c et la seconde coupant la courbe C au point c\
Il est évident que la droite ce' ne sera autre qu'une génératrice droite G de la surface développable D et que cette droite G (ou ce') sera la droite de contact de la surface D avec le plan T, lequel sera parallèle au rayon Lde lumière. Cette droite G (ou ce) sera donc la ligne de séparation d'ombre et de lumière cher€hée«
Deuxième cas. La surface développable étant éclairée par un point lumineux.
On considérera les courbes C et C comme les directrices de deux cônes A et A' ayant le point lumineux / pour sommet commun {fig. i).
On coupera ces deux cônes par un plan P^ et la tangente commune aux deux courbes de section B et B' sera la trace H^ sur le plan P d'un plan T tangent à la fois aux deux cônes A et A'.
On unira les points de contact b et b' des courbes B et B' et de la tangente commune H^ a\ec le point /; les droites Ib et Ib^ couperont, la première la courbe C au point c, la seconde la courbe G' au point c\ et la droite ce' sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée.
La surface développable D peut être engendrée par un plan roulant tangenliellement à deux -surfaces données 2 et 1\ Il faut savoir, dès lors, construire la
ligne de séparation d*oinbrc et de lumière appartenant à cette surface D, suivant que cette surface D est éclairée par un rayon lumineux ou un point lumineux. Dans ce cas la solution sera la même que celle employée lorsque la surface déve* loppable était donnée par deux courbes directrices. Et en effet :
Premier cas. Surface dévehppable D donnée par deux surfacei directrices 2 et £' ei éclairée par un rayon de lumiêre.h.
On construira deux cylindres à et A' tangents perspeclivement aux deux sur*faces directrices données 1 et 2', et ayant Tun et l'autre leurs génératrices droites l^arallèles au rayon de lumière L. Le cylindre A touchera la surface 2 suivant une courbe l, le cylindre A' touchera la surfece 2' suivant une courbe ^'.
On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P, et l'on obtiendra pour section deux courioes B et h\ La tangente commune Û^ à ces deux courbes sera y sur le plan P, la trace d'un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A', et aussi aux deux surfaces 2 et 2'; ce plan T touchera la surface 2 en un point i situé sur la courbe l^ et touchera la surface 2' en un point i' situé sur la courbe l'. La droite it sera une génératrice droite de la surface développable D, et elle sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée.
Deuxième cas. Surface développable D donnée par deux surfaces directrices 2 et 2' et éclairée par un point lumineux L
Les cylindres A et A' employés dans le premier cas deviendront deux cônes ayant le point / pour sommet commun, et ils seront tangents perspectivemeni aux surfaces directrices 2 et 2' suivant des courbes l et Ç^ La construction s'achèvera comme pour le premier cas.
§ IV
Supposons que la surface développable est une surface hélicoîde l\ ayant dés lors pour arête de rebroussement une hélice H tracée sur un cylindre de révolution K ayant pour axe de rotation une droite A, l'hélice H coupera toutes les gêné* ratrices droites du cylindre K sous un angle «. Supposons en outre que le rayon de lumière L est parallèle à Tune des génératrices droites de la surfj^ce développable 2.
Il est évident que la droite L devra faire avec un plan P perpendiculaire à Taxe À un angle 6 complémentaire de l'angle a.
Cela posé :
Prenons le plan P pour plan horizontal de projection , il coupera le cylindre K
suivant un cercle C, et la surface 2 suivant une développante i de ce cercle G.
— Ul —
L'kéiice H sb pnjéomra avUMjgDBalwicni sm ie ptao P'mivMl le ewcfe C, €t tamm Ke» tang^nia? 6 à ¥'iwtiG& B se proj^ttemnt sur le pfeu P am^imt difty tim^ gMlws an cercle C.
Dès lors, ayant donné les prof eoiions dit vajNNi ië hinriâro L^ en anm L^ pwillële à une cerlaine tangente (j'{fig. 5) au cercle C, et les droites L et G feront avec k plan ImriioeU^l S^ le«iéBM'^ttg|â &^ «l U €$t éindMtt ^«e la» éroitei» seta k lifne de séparation d'ombre et de lumière demandât. Mltt» tiïom vMiUît < M » o i titri i8è lu ^«tt G d'ai^ès b •olutîoii' donnée oi-destus. ($ 2)^ on devait eOMidéofr la développante 'i camme U Aosed'nn cylindre agrant sas gèiftènirîaaa pafaUèlaaa« rajeade lumièra L , et aonaîdàrer t'kéliee H comnMrla dîivolrinr^'unfC^Undia^ ayant aussi aea géoératricea pataUèlea au même rayon ée àanbére X». H faatàsmà chercker la traça l du cylindve A snr le. planbamnntal: P^ at la tam^enla aammnne aux courbes S et d sotaû la iraee, aor la plaa P, du-ptan ttngnt àla aarinea 2 suivant la «génératrice droite , qiu serait lali^ne dd:94paraiîoii d'onèm et da lumière.
Or, pour déterminer laioonabe-g» iaiaotwtrueikm'sera èndaoMtml Is sarvan*a : Ayant pris un point m'^sur le cercla C (ou H^ prefection de rhélkeH aràte de rebroussement \ on mènera la tangente m^a à* ce cercle G , lamelle ceupara la développante 3 en un point m Du point m* comme centre ^ et ai^c nl^n pear rayon, on décrira un cercle qui sera coupé en un point p par la droite L.^^ menée par le point m^ parallèlemem à la droite L'^, le point p sera un point de la courbe \* Si l'on prolonge La droite L,% elle coupera le cercle C ea un second point W\ et ai l'on mène cjq ce point m^ une tangente au cercle C , elle cot>pera la déveloffrante i en un point v!j et si du point m^ comme centre, et avec niV peur rayon» on décrit un cercle, il coupera la droite L,^ en un point q qui appartiendra encore à la courbe ^.
Or il est évident que le point p est intérieur à la développante d , et que le point H est exîérieurip^v rapport à cette même eanrbe d.
De plus il est évident qne lorsque la droite L,^sera tangente au cercle C^ etavra pris dès lors la position G\ le point r, en lequel G^ coupe la courbe d, appartiendra à la courbe ^.
Lacourfai^ l est donc une courbe présentant au point r un point de rebroussement , et devant avoir en ce point , même tangente H^ que la développante 9.
La droite G , qui est la ligne de séparation d'ombre* et de lumière , et qui se trouve, dans ce cas particulier, immédiatement construite (sans avoir besoin de recourir -à la courbe $), détermine le point de contact r commun aux deux courbes d et 5. Dwns ce cas pariiculier les deux courbes d et Ç ont uon-seutement une tangente commune H% mais encore elles sent tangentes l'une à Taotre.
Il e%l encore ivûieni ^ ve la eoQiA^e % ae pett oflrîr jm point de rebrontaernent » gB'aulâBt qu'il y aiim uae 4m tengeMe» «de raoète de MkiousanieDt qti i soil focailèle au rayon 4e kuniéw.
Afràs «toîr exposé la ttiéorie qui nous donne d'une manière générale ta solution du problème : déterminer la ligne de séparation d ombre et de lumière sur un 9ronç9n ée smfaee développcdfle , ce tronçon étant intercepté par deux plans parallèles entre eux ou non parallèles entre eux^ la surface étant éclairée par un rayon de hmière ou par un point lumineux , appiliquons cette théorie à quelques exemples «impies, ce qvi nous permettra de reconnaître l'avantage (pie Ton trouve à Texposition préalable d'une théorie générale , de laquellcwon déduit sans peine 1a solution de tous les cas qui peuvent se présenter dans la pratique, et sans avoir besoin, dès lors, de multiplier les exemples,
§ VI
i" EXEMPLE. Onére tfuH'CÔne éi^iîéctairê fcmm reigmî ée ImMêre.
Nous supposerons {fig. 6) que le cône a son axe A , de rotation , vertical ; sa base sur le plan horizontal sera le cerde B; et son sommet sera le point s ayant pour projection «• sur k^ et «^ au centre du cercle B.
Ceta posé :
Supposons que le èône est écfairé par un rayon de lumière L, et cherchons la ligne de séparation d'embre et de lumière sur ce cône.
Lorsque Ton conmatt (e sommet d'un cône et sa b^se , on peut considérer cette surface développable comme étant donnée par son arête de rebroussement , qui , ici, sera un point qui n'est autre que lé sommet du cône.
La base d« oône sera la section faite dans cette surface développable par le plan horizontal.
Cela posé, appliquons la théorie générale.
Il faudra , par Tarêle de rebroussement , faire passer un cylindre A parallèle au rayon de lumière L, et chercher son^ntei^ection avec le plan de la base B.
Or, Farâte de rebroussement étant le sommet s y ce cylindre A se réduira à une droite D menée du sommet et parallèlement au rayon lumineux L, et son iBterseetîoii <f, p«r lefAan horisontat de [projection , sera la courbe de section faite par ce plan dans le cylindre A*
Il faudra mener une tangente commune aux courbes B et d; or, la courbe d n'étant qu'un point, cela revient à mener par le point dune tangente an cercle B.
— lie —
On aura donc deux tangentes H* et H^ , qui seront les traces de deux plans T et 6 tangents à la fois et respectivement au premier cylindre ^ et à un second cylindre, qui aurait la base B pour directrice, et dont les génératrices seraient parallèles à la droite L.
Le plan T touchera la courbe B au point p, ce même plan T touchera Tarète de rebroussement en le point s , donc la droite sp sera ia ligne de réparation d'ombre et de lumière demandée*
Il existera une seconde ligne de séparation d'ombre et de lumière qui sera rs et qui sera donnée par le plan0.
Mais en même temps que celte construction donne la ligne de séparation d'ombre et de lumière^ elle donne Tombre portée du cône sur le plan horizontal de projection. . *
VII
2* EXEMPLE. Ombre d'un tronc de cône droit éclairé par un rayon de lumière.
Concevons le cône ayant son axe A^ de rotation , vertical (Jig. 7); sa base sur le plan horizontal sera un cercle B. Supposons que. ce cône soit coupé par un plan P perpendiculaire au plan vertical de projection, nous aurons une ellipse. E.
Le cône pourra donc être considéré comme étant une surface développable engendrée par un plan roulant langentieliement sur les courbes B et E. Supposons que ce tronc conique est éclairé par un rayon de lumière L, et appliquons la théorie générale pour déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Par la courbe E nous ferons passer un cylindre A ayant ses génératrices parallèles à la droite L, nous couperons ce cylindre A par le plan horizontal de ^gf éjection, et nous aurons Tellipse E'.
Cela fait :
Nous mènerons aux deux courbes B et E^ une tangente commune H^ qui touchera la courbe B en i et la courbe E' en y.
Menant par le point y une parallèle au rayon L, elle viendra couper la courbe E en un point Xj et joignant les points i et x, on aura la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur le tronc conique.
Il existe une seconde tangente commune H® qui donne une seconde ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Et Ton voit que par cette méthode on détermine en même temps Tombre portée par le tronc conique sur le plan horizontal de projection.
DÉTERMINER LA LIGNE DE SÉPARATION b'oMBRE ET DE LUMIÈRE SUR UN CONOIDB (^)«
Supposons que le conoïdesoit donné: l"" par une directrice droite K perpendiculaire au plan vertical de projection, 2"" par une directrice courbe B tracée sur le plan horizontal, et que le plan vertical de projection soit le plan directeur de se^ diverses génératrices droites (fig, 1).
Cela posé : •
Concevons un rayon lumineux L et cherchons la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface conoîde.
Menons par un point x de la droite K un rayon L de lumière et la génératrice droite G de la surface conoîde.
Le rayon L percera le plan horizontal au point b et la génératrice G le percera en un point a de la courbe B.
Faisant passer un plan P par les droites L et G, ce plan touchera la surface conoîde en un point y situé sur la droite G et qui appartiendra à la courbe de séparation d'ombre et de lumière demandée.
Pour déterminer ce point y, il faudra donc remplacer le conoîde par un para^ boloide de raccordement qui lui soit tangent tout le long de sa génératrice G ; or, le paraboloîde le plus simple à employer est évidemment, ici, celui qui sera engendré par la droite G se mouvant parallèlement au plan vertical de projection, en s'appuyant sur la droite K et sur la droite K, menée tangentiellement au point à, à la courbé B.
La droite ab sera H^ coupant la ligne de terre LT au point o.
La droite K, sera la trace horizontale du paraboloîde 2, et sa trace verticale sera la droite G. qui unit les points s et K^.
Le plan P coupera le paraboloîde 1 suivant une génératrice du second système ayant le plan horizontal pour plan directeur.
Cette génératrice K' ( du second système ) étant déterminée , elle coupera la génératrice G (du premier système) en un point^y qui sera le point demandé. Or , pour déterminer K' , il fout connaître V : construisons donc cette trace
(*) J'ai rédigé ce petit mémoire , d'après mes notes et des croquis exécatés à Metz en 4 8S0.
▼erticale du^Ian P. Pour cela, menons par le point x une droHe D hcrizoniale du plan P, et coupant le plan \ertical au point rf, la droite od ne sera autre que Y% et remarquons que V eât'parallèleè hiidroite G^.
La trace Y' coupera la droite G, trace verticale du paraboloide 2 en an point p; m doac on mène fw « ponc^ qi toMi BB i fto 'M^ pMtlWlê h ta K|[iie 4e 4erre, et m Ton unit les points p* et r (en lesquels les droites K^ et K, se coupent), on aura K'*.
Les droites G et K' se couperont au point y demandé.
Nota. Comme la droite K' est la génératrice du second système du paralloloîdè Z, elle est horizontale 3 étant dans le plan P^ elle est alors une horizontale de ce plan ; il faudra donc, et ce sera une vérification, que les droites K'^ et H^se trouvent par<nlléles.
On pourra donc se procurer autant de points y.... que Ton voudra et appartenant à la courbe de séparation d'ombre et de lumièreet, cela, par une construction très-simple , car, en déGnilive , elle se réduira : i* à mener H' par les points a et 6 ; 2* à mener la droite K'^par le point r et parallèlement à la droite H'; S"" à déterminer le point ^ interjection des droites K'^ et G'^, et par suite on aura y^ sur G^.
Appliquons ce qui précède à un exemple particulier, le conoide ordinaire, par exemple, et construisons complètement et en tous ses détails la ligne de séparation d'ombre et de lumière en considérant les deux nappes de cette surface conoïde, et discutons les diverses formes que cette courbe prendra , suivant l'inclinaison du rayon de lumière par rapport au plan horizontal.
Nous voyons , par ce qui a été dit an "§ I (cî-dessns) , que Ton pouvait déterminer la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un conoide éclairé par «n rayon lumineux , sans avoir besoin de s'inquiéter de la projection verticale de celte ligne.
Dès lors (fig. 2 ) , étant donné un conoide dont la ligne de striction K est perpendiculaire au plan vertical , et dont la base sur le plan horizontal est un cercle B ayant son centre sur la droite K*, î! sera facile, en appliquant la construction ^«érale, de trouver les projections des tiranehes 3, S,,d\ S,' de la ligne de séparfttioii «d'ombre et de iuanène»
Dans la (Ig. il , «eus supposcms que 4e tayoti fie lumière glissant t\xt ladwhe Kde striction, engendre un {>iaa iij 4oni 4es ivMes eeM A^-ei VS 44petft^demmentarriver jplusieurs c£^s.
pmmtm cas. Let inmë M^ ampmi h terdh t^.
Si , comme dans là ffg. 2, la trace GP' coupe te cercle B en Tes points b' et b\ alors la ligne de séparation d*ofliiM e¥ de li}irtiéfe> M^'foriiie indiqQfe, f^n projeef ion horisoncale et ventèalb , par cetfe l^ufè. . ;
Discutons les particflAarités de cette forme de <$o<H*be«
Il est évident qme ta eonrbe passe par te point m, ettrémftè ée la droite K, point m pSF lenfoel passe rnie génératrioe 6 du cofloMe , laqtfeRe ^énérartriee €r est terlieale.
La coQStrtietMm gratphiqoe ooas montra ^é t^ bi^Mhe j^ coupe la droite H* en un point x"" qui est sur la projection G^ 4e la'généirafrice G' du oonoide |^s« saut par le point 6', en lequel le cerek h ( base bomontale du cofioiée) ost coupé par H% trace horizontale do plan hmimeux possMt par kl droite H de strvetioo.
La Kgne de séparation d'ombre et de tnmière se projetle lioriMAtateinent stfi^ iFMit deux bnmebes séparées , oflhmt chaenae un point de robroussement , sarfoîr^ l'une an point «\ et Fauire au point m'^.
Le diamètre du cercle B parallèle à la ligne de terre LT, ou mieux, perpendi* culaire à la droite K\ est une asymptote commune aux deux brancbes. Bn sorte que les projections de la courbe de séparation d^ombre ei de Imidre offrent les formes indiquées par la fig« 2, et qu'en projection vwiicafe on optaient deux noauds tangents en M* ou ai^aux droites G" et G'*"; et que les l>ranches infinies ont four asymptotes les droites G^'' etG'"% dont les pieds ou traces horizontales sont en 6^ et 6''' sur le corcle B.
Si Ton suppose que l'on ne considère » co projection horizontale ^ que la nappe inférieure du conoïde, la fig. â indique^ dans le cas examiné ci-dessus, la forme de Tombre, Et Ton doit/emarquer que la courbe ^ ne sera li^e de séparation d'ombre et de lumière que pour la face inlerne du conoîde, et non pour la face externe, puisque le cylindre lumineux langent au conoîde suivant Tare de la courbe d projetée en ^, couperait le plan horizontal suivant une courbe intérieure au cercle B.
Cas particulier* La trace H* nétani autre que le diamètre fL du cercle B.
Dans ce cas, le raijon lumineux est oblique au plan horizontal, et il est situé dans un plan vertical perpendiculaire au plan vertical de projection. Dans ce cas^ les Qg. 4 et Syndiquent la forme que 4)rBnnent les projections horizontales delà ligne de séparation d'ombre et de lumière. Les doux boucles disparaissent dans la projection verticale*. Les brancftes y et î* sont superposables entre elles , arnsi que les branche^ ^'•«f 3"^, ef cela en pliartt Tépure sufvawt la droite G*, car ces quatre courbes sootiangeotes en nTi celle droite vertîcafe G*.
Mais les branches d, d, et d', d/ sont di£Gàrentes entre elles j elles ne sont pas superposables ; cela n'aura lieu que lorsque le rayon lumineux sera TerticaL
Deuxième cas. La' trace H^ étant tangente au cercle B.
Si l'on applique dans ce cas la construction graphique, on verra de suite que la ligne de séparation d'ombre et de lumière se trouve composée d'une seule branche ayant pour asymptote les génératrices droites G^'' et G' du conoîde.
La fig. 6 indique la forme des projections horizontale et verticale de la courbe ; mais, dans ce cas tout particulier, il existe une seconde ligne de séparation d'ombre et de lumière, soit sur sa nappe inférieure, soit sur sa nappe supérieure, et qui est la génératrice G''' du conoide.
Et en effet, le plan lumineux qui passe par la droite de striction K est tangent au conoîde suivant cette génératrice G"\ parce que l'on sait que la surface conoîde est développable tout le long de cette génératrice G''^ qui est toute particulière , puisque le paraboloîde de raccordement , mené suivant cette génératrice , n'est autre qu'un plan, n'est autre que le plan (G''', K), c'est-à-dire le plan lumineux lui-même.
La fig. 7 donne l'ombre complète sur la projection horizontale da conoîde, en ne considérant que sa nappe inférieure.
Troisièhe cas. La trace H° ne coupant pas le cercle B.
Ijd fig. 8 indique la forme des projections horizontale et verticale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, et la fig. 9 donne l'ombre de la projection horizontale du conoide , en ne considérant que sa nappe inférieure.
Cas particulier. La trace H* peut être située à Vinfini.
Dans ce cas, le rayon lumineux est horizontal, et la fig. 10 nous donne la forme des projections horizontale et verticale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Cette courbe est composée de deux branches qui sont chacune symétriques par rapport au plan horizontal passant par la droite K de striction, en sorte que les arcs 3 et 3,, 3' et 3/ de chaque branche se projettent horizontalement suivant un arc d'une même courbe, arc qui s'arrête pour Tune des projections horizontales au point m\ et pour l'autre au point m'\
La fig. H est dans ce cas identique à la fig. 10.
Dans ce qui précède, nous avons donné la construction de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface conoîde ; mais il nous reste à rechercher si cette surface ne peut pas, dans certains cas , porter ombre sur elle<-même.
Il est évideDt que la ligne de stricUon K seule peut porter omtxf e sur la surface cottoide, lorgne Ton ne considère que la nappe inférieure 4e la surfat^ (cçmme, par exemple , lorsque Ton aurait à considérer un tait de forme conoide).
Ce n'est que dans les cas représenta par les fig. 3 et 7, que la droite K de striction pourra porter une ombre ^)parente sur la surface de la nappe inférieure 4u conoïde. Ce que je viens de dire sera évident^ lorsque nous aurons démontré qile la tangente aux points m^ et m'^ de la projectioi^horizontale de la ligne de sépa^ration d'ombre et de lumière est parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux. ""
Construction de la tangente au point de rebroussement de la projection horizontale de la
ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Si Ton considère le point m de la ligne de striction K {fig. 12), et que l'on, prenne sur le cercle B, base du conoïde, un point 9' infiniment voisin du point' m* lequel est en même temps le point 17, trace horizontale de la génératrice vertigaèe G du conoïde, on voit que la génératrice G^ successive de G, passera par le point m 9 parce que Ton sait que le cône quia pour sommet le point m , et pour base le cercle B, est osculateur au conoide tout le long de la génératrice droite G, suivant laquelle il est développable , suivant laquelle il a une courbure conique^
Il faudra donc, pour construire le point successif de m sur la ligne dm séparation d'ombre et de lumière, faire la construction suivante': i"* mener par le point m^ une parallèle à L*et rencontrant la trace H^ au point a; S*" unir le pfliiJ^ g et le point a^ d"" mener en g une tangente au cercle B ; or , puisque le point g est le point successif et infiniment voisin du point 9, cette tangente tte sera autre
que l'élément rectitigne gg du cercle B, lequel coupera la droite K* au point m* ou g. Et enfin, 4* par le point m^Ou g^ il faudra mener une droite parai^le à la droite ga^ et coupant gg^ projection horizontale de la génératrice G^ au point m* lui-même. En sorte que pour ce point m, que nous retrouvons sur la généra^ trice G' successive de G, le plan tangent au conoïde, et qui est parallèle au rayon lumineux , aura pour trace horizontale la droite y'a, qui n'est autre que ga^ puisque les points g tig sont successifs et infiniment voisins. Le plan tangent au conoïde et au cylindre lumineux est donc vertical pour ce point mf par consé(iuent la tangente au point m de la courbe de séparation d'ombre et de lumf&rc se pro* jette horizontalement suivant une parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux.
D'après ce qui précède , il est évident que si , dans les fig. 3 et 7, on mène par le point m* une parallèle à L^ projection du rayon de lumière, cette parallèle lais-
s^ca en.enliw^à§mefa%d''icMevfaii coatbejS^ ;- dès tors ilesli évidnn qm; cburots deiuLcafi.» I^Jî^m dbaimfcîâft K portera une onbre apiMneate* 8m(dfl*iiapp0<îfl(^ férieure du conuîdey .
JSoiis.allonS'liiiiilia^lat forme de. cette on bre portée , qfoi ne pourrai èlra iqjpftrenl&y d'après ce qm précède, que dan^ie cas où ]fk trace hori20oialeiP'd« plMr lottineuK^ passant pat: ku droite K^ coupera) ou touchera^ le ceiK^le* B^ baoe* du cûAûide.
5 IV
L La traça E? coufiani le cercU 1k .
La droite L* menée par le point m^ parallèlement à la projection horizontale du rayon de lumière, pourra. couper la génératriee du Gonoide* située dansie plan Q* en ua point <|ui peut avoir toot» positions : oa 1* être dans riotérieor du.q^rcle B, et ainsi en ^ (fig, 13) ; ou 2? sur le oercl&B, etaion ai b {fig. i4) ^r ou 3"" hors du cercle B, comme fig:.. 15»,
Les figures désignées montrent la forme de Fombre en ehacande'cesttroisoas, soit l'ombre poatée sur le plan horizontal^ soit fooilire' sur le coaoide. Mais il est nécessaire de donaer quelques explications.
U est éwienx que si , d'un point d'une siurrace > on mène une parallèle au rayon de lumière , et que cette parallèle étant prolongée ne rencontre pas la surface enune, partie opposée à la direction du rayon lumineux , ce point sera éclairé; (^au contraire il sera dans l'ombre, si le rayon lumineux qui vient le frapper a dû , au préalable , traverser une partie de la surface.
Or si nous menons par la génératrice verticale G, qui passe par le point m^ un plaii# vertidhl cl parallèle au rayon de lumière , il aura pour trace sur le plan horizontal la droite L* dans les iig. 13, 14 et 15 j et ce pian coupera le conoîde suivant une courbe projetée horizontalement suivant la «droite iii\. Or, il est évident que tous les points de cette courbe seront au-dessous du rayon lumineux qui , passant par le point m, vient perder le conoîde en un point projeté horizontalement enç.
Par conséquent 9 tpus les points de cette courbe seront dans l'ombre; car si de chacun d'eux on mène des parallèles au rayon lumineux, elles viendront toutes couper la droite Gendes points situés au*dessous du point m ; mais si, de chacun des points du conoîde projetés dans l'intérieur du triangle mixtiligne qbmr, on mène des parallèles au. roj^oit lumineux, aucune délies ne rencontrero les .génératrices du conoîde qui. précèdent celle passant par le^point considéré; chacun des
points de cette partie de la surface sera directement frappé par on rayon de lumière.
IL La trace IP tangente au cercle B,
Les fig. I6.9 17 et iS dosiDont tous fes cas qui peuvent se présenter, selon la direction donnée à la proîeciion horizoniale du noryos lumineux.
PROBLÈME D'OMBRE
ÉVONCÉ. Construire l'interjection de deux ellipsdides de récoUuion dont les axes ne se coupent pas. Déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur Vune ei Vautre de ces deux surfaces. Déterminer C ombre portée de l'un des ellipscndes star Cautre^ et l'ombre portée de chacun (feux , soit sur le plan horizontal, goit sur le plan vertical de projection (^).
(Le système est supposé éclairé par un rayon de lumière.)
Solution. La solution complète du problème proposé exige la recherche de diverses courbes. Nous allons indiquer successivement les méthodes qui nous paraissent préférables pour la recherche des unes et des autres.
(*) En entrant à TÉcole d'application de Melz, les élèves sous-lieutenants d*arliilerie et do géfire avaient, pour premier travail , à exécuter i*épure au trait et le lavis d'un problème d'ombre. Ce travail avait été prescrit par la commission mixte qui avait été chargée de rédigçr le programme des études de TÉcolc d*applica(ion , lorsque les écoles d'artillerie et du génie furent réunies.
Par ce premier travail ,on s'assurait que chaque élève savait la géométrie descriptive ,et pouvait sans embarras se servir des méthodes graphiques qui lui avaient été eo^eigoées à i'Éooie polytechnique. Chaque élève avait un problème différent à résoudre, de sorte que pendant ce premier travail , chaque élève pouyait 9 en suivant les travaux de ses camarades , repasser tout son cours de géométrie descriptive. En 4S4I^ ou 4820 , on fuLohligé de svppriaror ce premier travail , les motifs de cette gnppManm^st cousines dans les registres des délibérations du conseil des études de TËcole d'appiication de Metz. L'épure an trait et le lavis, que je donne ici , ont été décalqués sur les dessins que J'ai exécutés en 4846 comme éteva BMS-lieutenant d*artillerie.
CMslruction de la courbe d intersection dejdeux elUpsoides de révolution dont les axes
ne sont pas situés dans un même plein.
Nous supposerons que le plan vertical de projection est parallèle aux axes des deux surfaces données , et que Taxe d'un des ellipsoïdes est vertical.
Cela posé :
Il faut toujours, lorsqu'il s'agit d'un problème à résoudre graphiquement, pour une surface particulière, emplc^er la méthode la plus courte et' qui soit fondée sur les propriétés géométriques recodnues exister pour cette surface* Ainsi, pour une classe ou famille de surfaces, .il existe des propriétés qui appartiennent à chacune d'elles, mais certaines d'entre elles peuvent jouir de propriétés qui leur soient propres , et qui, dès lors, n'appartiennent qu'à elles ^^ntre toutes les surfaces de la mémo famille.
Ainsi , par exemple , toutes les surfaces du second ordre, sans exception, sont . coupées par des plans parallèles suivant des sections coniques semblables , mais toutes ne possèdent pas des sections circulaires, puisque le paraboloîde hyperbolique doit être excepté.
Le mode de solution pour un problème posé , doit donc varier suivant la nature de la surface proposée.
Pour la solution du problème qui nous est proposé^ il existe trois méthodes :
La première méthode consiste à couper les deux surfaces par une série de plans horizontaux; chaque plan coupera le premier ellipsoïde (celui dont Taxe est vertical) Suivant un cercle, et coupera le second ellipsoïde suivant une ellipse, dont il est facile de déterminer le centre et les axes.
Le problème, est donc ramené , pour la construction d'un point de la courbe intersection des deux ellipsoïdes de révolution , à celle des points intersection d'un cercle et d'une ellipse dont on connaît le centre et la direction des axes, et leur longueur.
On voit donc de suite que pour que la solution soit expéditive , il faut emploj^er un compas ordinaire pour tracer le cercle, et un compas à ellipse pour tracer l'ellipse.
Ainsi celte méthode exige deux compas différents, Tunpour le cercle j l'autre pour Vellipse.
La seconde méthode consiste à déterminer deox plans P et Q perpendiculaires au plan vertical de projection , et tels que les sections elliptiques faites par le plan P dans les. deux ellipsoïdes se projettent l'une et l'autre suivant un cercle
' r - ./''j < : *«fc»
sur le plan Q. Alors chaque poinl de la courbQinterseclioi».des deux elltpsoides «est délerminé par l'intersecuoD de deux cercles; cette méthode n'exige qu'un seul compas ordinaire, celui qui sert à tracer des cercles.
Celte solution, qui est on ne peut plus ingénieuse et très-simple , et facile dans l'exécution graphique, est due, comme on Je sait, à M. Chapuis, ancien ingénieur des constructions navales j qui Ta trouvée alors qu'il était élève à l'École polytechnique (*).
C'est par l'emploi de cette méthode que j'ai déterminé les projections de la courbe intersection des deux surfaces ellipsoïdes de révolution, sur V épure de Tatlas ci-joint.
La troisième méthode consiste à transformer cylindriquement y d'abord le premier ellipsoïde de révolution (celui dont l'axe est vertical) en une sphère*ayant même centre et ayant pour rayon celui du cercle méridien de cet ellipsoïde, et de transformer ensuite, par le même mode cylindrique, le second ellipsoïde de révolution en un ellipsoïde à trois axes inégaux.
Gela fait :
On détermine les plans des sections circulaires de l'ellipsoïde transformé; et coupant la sphère et cet ellipsoïde transformé par une suite de plans parallèles entre eux et à l'un des deux plans diamétraux donnant des sections circulaires sur l'ellipsoïde, on peut facilement, par l'intersection de deux cercles, déterminer chacun des points de la courbe intersection de la sphère et de l'ellipsoïde, surfaces transform4/^s'.
Cela fait on regardera cette courbe comme la directrice d'un cylindre dont les génératrices droites seront parallèles à Taxe de rotation du premier ellipsoïde, et ce cylindre coupera cette surface suivant une courbe qui sera précisément celle cherchée, c'est-à-dire la courbe intersection des deux ellipsoïdes de dévolution donnés (**)•
Il est, je crois, nécessaire pour être bien compris, d'entrer à ce sujet dans quelques détails*
Désignons par 2 l'ellipsoïde de révolution dont l'axe de rotation est vertical, par Rie rayon deson cercle équateur C ,et par A son demi-axe vertical. Désignonspar I,le second ellipsoïde de révolution dont l'axe est oblique. Menons par le centre de Tcllipsoïde 2 un plan horizontal P, ce plan coupera la surface 2 suivant l'équateur G, et la surface 2, suivant une ellipse 6.
n Voyez dans la Correspondance de l'Ecole polytechnique , publiée par Hachette, le n 3* du 2* vol. . p. 2o6.
{**) Voyez ce que j*8i dit, au sujet des transformations cylindriques , dans le Cours de géométrie descriptive , 2* partie, chapitre Vif page 4 1 1 et suivantes ; et 2* partie , chapitre XIT.
, Cela posd'.:. • . .
p^en^SiW poUMtifi mr^jka ^mnCace i^ tsA abaisams ée «epoint «ne »p erp ea di cM laire sur le plan P et le coiip9«i QAtUfi|ioînt p. -il ept dënontoé ('^j qœ ai l'on
:p0eDd aur la ? ertioale pm «n pomt n , lél que Ton ait
xpfi R pm ^
le point 71 sera sur une sphère S ayant réquateur G p^ur f rand cer^e*
Cela posé :
Prenons un point quelcaagiue .m, sur Je «eoond etU|NSoîde Jg., et ja ba Mfta i is de ce point une pprpendiculaire/sur h plm P et le^ompant en am pomt p..
Si l'on prend sur la •verlioate p^m^ un point n,, tel que l'on ait
le point n. sera sur un ellipsoïde 2/ à trois axes inégaux passant par Tellipse 6.
Les doux surfaces 2 et 2, seront, par ce moyen, transformées ensemble, l'une en la sphère S et l'autre en rellîpsoïJe 2/.
En sorte que la courbe l intersection des deux ellipsoïdes de révolution et donnés 2 et 2,, sera transformée cylindriquement en la courbe V intersectû^n de la sphère S et de l'ellipsoïde à trois axes inégaux 2/.
Si donc i^on construit la courbe X, il suffira de {aire passer par cette courbe un cylindre A ayant ses génératrices droites parallèles à l'axe de rotation de l^ellîpsoïde 2, et de chercher Tînlersection de ce cylindre A et de l'ellipsoïde 2 pour avoir la courbe l.
Cela dit :
Comme il faut pouvoir déterminer les sections circulaires de rellipsoîde transformé 2/, il faut que nous puissions déterminer les trois axes de cette surface, puisque les deux plana diamétraux donnant les sections circulaires passent par l'axe moyen.
Or, si nous menons par l'axe de rotation de rellipsoide^, un plan Q parallèle au plan vertical de projection , npus obtiendrons la courbe méridienne d de la surface 2..
(*) Voyez ce que nous avons djt , au swl^t 4e»(r9ii6ronB4(io«fi oyliodriqMfP , -dans le Cê^^ M géométrie descriptive, 4" partie , p. 4U, et^rparUe, p. 34i).«ir«uivaAtf|pr
Ce plan Q coupera T^UipSe & suîvaut ufideses axf0 D, lequel sera uaeeer4^ de l'ellipse 3. * • • •
Nou^ prendrom CB4la corda pMr ate '8è tf'afiisforinaltoni cylittdritfue , eD pit>nani dés lors, un poiui x sur relUp^méridîenRe à, et'^bf^î«a»nt de ce paiiu une
perpendiculaire sur lai copde D et la coupont en un poinc d^ on prémli^a sur dbc un point y, tel quie Ton ait
le pomt y sera sur uvie ellipse ^ ayant même cdrdé ly que TeHipse di H sera facile de construire le diamètre conjugué de la corde D, soit pbur Fëllip^e d, soit pour Fellipse d\
Or; connaissant un système de diamètre conjugué d'une ellipse , on peul facilement construire la direction de ses axes et leur longueur (^). Les axes de Fellipse d' seront deux axes de Tellipsoïde 2/, le troisième s'obtiendra en menant par le centre de Tellipse d' une perpendiculaire au plan Q et cherchant son intersection avec la surface 2)/.
Toutes ces constructions sont exécutables graphiqueihent et sans difficultés aucunes ; nous n'avons pas besoin d'entrer dans de plus longs détails à ce sujet , tous ceux qui savent t:e qui a été enscigné'dàns notre Cjouth de géométrie descriptive^ suppléeront avec facilité à tous les petits détails de construction.
Ce mode de solution s'applique sans peine au cas où la seconde surface Z, n'est pas de révolution, pourvu qu'elle ne soit pas un paraboloîde hyperbolique, qui est la seule surface du second ordre qui ne jouisse pas de la propriété d'avoir des sections circulaires*
Ainsi Ton pourra trouver la courbe d'intersection d'un ellipsoïde de révolution avec un ellipsoïde non de révolution, ou avec un parabofoïde elliptique, ou avec l'un ou l'autre des deux hyperboloïdes à 3 axes inégaux.
iSi nous examinons plus attentivement cette méthode de solution, nous voyons de suite, qu'elle peut nous permettre de construire la courbe intersection d'un ellipsoïde à 3 axes inégaux , avec l'une quelconque dessurftices du second ordre, le paraboloîde hyperbolique excepté; et en effet, il' suffira d'ëffect^ier deux transformations cylindriques à là suite l'une de l'autre*
Ainsi étant donnes un ellipsoïde à trois axes inégaux 2 et ayant Tun doses axes vertical, et une surface du second ordre 2, possédant des sections circulaires,
(*) Voyez ce que nou^avons dit, à «f sojei, dans le Coure deGéoniélHêdeêt^piive;^' partie, p. I9S.
on fera passer par le centre d*reUip80îd|r.2 un plan Pliorizontal lequel coupera celte surface 1 suivant une ellipse d^.' * *"
On déformera cette ellipse a (et dafls^lé plan P) en un cercle G par des droites p^endiculaires à Taxe a de cette courbe a qui se trouve situé dans le plan P.
. Et par des droites perpendiculaires au plan vertical X, qui passe aussi par l'aie a, on déformera (par rapport au plan X pris pour base de la transformation cylin* " drique) Tellipsoîde 2 en un ellipsoïde de révolution 2' el la surface du'^econd ordre 2, en une autre surface du second ordre et du même genre 2/.
Puis Ton transformera l'ellipsoïde' 2' en une sphère S^el la surface 2,' en une autre surface du second ordre et du. même genre 2/' et cela en prenant le plan P pour base de la nouvelle transformation cylindrique et au moyen de droites perpendiculaires à ce plan P.
On cbcrchera la courbe X'' intersection de la sphère S et de la surface 2/^ puis on mènera par X" un cylindre A' perpendiculaire au plan P et Ton déterminera son intersection X' avec l'ellipsoïde de révolution ï, enfin l'on mènera par la courbé X' un nouveau cylindre A perpendiculaire au plan X et l'on cherchera son intersection X^avec l'ellipsoïde donné et à 3 axes inégaux 2; et l'on aura en cette courbe X^ l'intersection des deux surfaces données 2 et 2..
ComtTuciion de la ligne de séparation d ombre et de lumière.
Lorsque l'on a à déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une surface, soit qu'elle soit éclairée par un rayon de lumière, hoiL qu'elle soit éclairée par un poim lumineux, il faut toujours chercher la construction la plus simple, en s'appuyaftt sur les propriétés géométriques reconnues exister pour la surface toute particulière qui est donnée*
Si donc on donne une surface du second ordre, évidemment l'on devra se rappeler de suite que la courbe de conlact d'une telle surface avec un cylindre ou un cône est toujours une courbe plane.
La marche la plus prompte à suivre , consistera donc à déterminer le plan de cette courbe et à chercher son intersection avec la surface proposée.
Et comme de plus, on sait que la courbe de contact est non-seulement plane ^ mais qu'elle est une section conique, il suffira de trouver les axes et le centre, ou le centre et un système de diamètres conjugués de chacune des projections de cette courbe , pour construire directement chacune de ces projections et connaître dès lors la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée.
C'est cette mélbode que nous avons suivie dans la construction de Tépure au trait*
Construction de Conére portée par Cm des elUpscades sur t autre.
D'après les données de notre épure âU trait ^ c'est l'elUpsoïde de révolution dont Taxe est vertical qui porte ombre sur Tellipsoîde de révolution dont Taie est incliné. ' / .
^ Cette ombre portée ne sera autre que la courbe intersection du second ellipsoïde avec lé cylindre lumineux tangent au premier ellipsoïde. " On prendra donc un nouveau plan horizontal de projection perpendiculaire à Taxe oblique du se<!ond ellipsoïde, et Ton construira sur ce plan la section Êiite par lui dans le cylindre lumineux.
Et l'on construira la courbe d'interseclion du second ellipsoïde et du cylindre lumineux par la méthode connue, en employant des cylindres auxiliaires de ré-^ volùiion et ayant leurs généralrices droites parallèles au rayon de lumière (*).
§ IV
Ombre portée par Fun et l'antre ellipsoïde sur les plans de projection^
On aura à chercher l'intersection de deux cylindres par les plans de projection. Ces cylindres auront Tun et Tautre leurs génératrices droites parallèles au rayon de lumière, et auront pour directrice , Pun Tellipse ligne de séparation ([ombre et de lumière sur le premier ellipsoïde, Tautre Tellipse ligne de séparation (f ombre et de lumièr e'snr le second ellipsoïde.
Il sera facile de construire le centre et un système de diamètres conjugués de chacune des quatre ellipses-ombres portées , dont deux seront sur le plan horizontal , et dont deux seront sur le plan vertical de projection.
On pourra construire ensuite directement les quatre ellipses ^ au moyen du système de diamètres conjugués que Ton aura déterminé pour chacune d'elle^ (^^)«
n Voyexce que nobs «tous dH, à ce 80jet ^ dans le Cemrs de géométrie dss€ri]^v$ ( 9^ paitie) , pw 1 47 , et dans les Compléments de Géo9%étrie deseripHte , p. S49.
(^ Voyez , à ce sujet, ce que nous avons dit dans le Cours de géométrie descriptive ( %r partie ) , pi 49S.
li»-
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Dans un dessin où l'on veut représenter la forme d^un corps, souvent les j^rojections de ce corps ne suffisent pas pour en donner une idée complète. Il faudrait presque toujours farreà travers ce corps un grand nombre de sections. paralTèles entre elles, divisées en plusieucs groupes de directions diverses et convenablement choisfes , pour pouvoir en représenter les diverses courbures. Toutefois ^ ceux qui ne sont pas habitués aux procédés de la géométrie descriptive , qui n'en peuvent pas lire facilement les résultats graphiques ^^ ne pourront pas avou^ une' idée exacte de la forme d'un corps , si on ne met sous leurs yeux que les pro-> jections d'un certain nombre de sections parallèles^ faites dans ce corpâ. Alors on ^8»( obligé de déterminer sur le corps la forme des ombres, en supposant que ce corps est éclairé par le soleil. C'est donc comme une espèce de tableau que Ton fait au moyen du lavis, en cherchant à faire avancer certaines parties et à faire /utr certaineS'Mtoos ;. r<Ki5 j^grviettt atnèk à^fe|>réflOftMr^à taeil Irdbfetp itomme s'il était en relief. L'œil peut alors en reconnaître les différentes formes.
Q^ Ed I^(S ,^lor»quax'étai9«lieiiieiiaDt d'aitillvrie attaché à^ rétat-msjpr de l'École, d'applinstiftit d*. Ifelz , le giénéraT commandant cette école me chargea de rédiger des notes sur le dessin ,'sQU8 forme d*fiig$tWHôfi\ pour le^éflftèd'^tn-Rmiteiittits dé' l'artilterre etdtr gérâ.
J'ai extrait de ce travail les notes que je publie ici.
Je D-ai pas cru devoir publier, perce qiie ce n*étaiLpag le lieu., mes réflexions. sur le deasiQ'iia paysage, le dessin de genre à la plume ,' et lê dessin des cartes de tous genres que les officiers .sont appelés à exé* enter; lorsqu'ils êent^diargéb'MnVfeéomnifeseiice inflîth^ , d\nr fet er #^n« , el6i
Mais il me sera permi8iierdiwqQelB«f^teératBtorge^«jr|ffèBmiifipl^ où les élèves pouvaient , le soir, se réunir pour dessiner le. paysage et s'adonner aux dessins de genre à la plume. Ce travail étaft faculâitif et dirigé par uo des dessinateurs de Técole, qui avait du taleot dans OMdrvefU^geiiMs^d^Mlb'. - • .
Le des^n d^^s^sage et le dessin à la plome sont indispensables à tous les officiers chargés de faire des reconnaissances militaires.
Je dois ajpntenq«tavaitt dèfëmeUie^ttoftMvailafrgénécBli eomiBtt«iqaai*meaMtesMCcnp mandant Clerc , qui, avec la brigade fttttgnpiMpifrMMtsgMedmw % («fe^la'hMrd&pMB^piataiitarwS' pl«M4e otene;
Le commandant Clerc était un juge compétent^ et nul plus que lui ne pouvait donner d'excellMle^r idées et de bons avis , car il était dessinateur militaire consommé. Tout ce que j'ai dit sur le lavis par Umches m'a en quelque sorte été dicté par cet officier, qui était aussi brave à Tarmée.qoe savant en topographie. • . .
— flM —
. tLhm p<mçdhjqiie:la détBNûiQatidn ri9iuiBM«e'.déèiiHilbrB8jBur léa^caopr^etti&t^ dispeBHdileipoiirifRrMiftàiflMdQîelinBaÉai de èerteinsMaorps., M
aiier|N)intrl88 'CoalWiiArei«tec ^tutees qui jpDDocaîeni.awif qi]elfue.!aÉalbgie.0rec leox. Caria .TaDmfi téas ioflihf0B Uéiifind >éYÎâaaiineiii de )te ïarine paBtvaulière.à chaque corps, el la moindre altéraiion dans Texaclitude des omfares, ûaitiiufluer mav Uidée querl'cataurade ia forme. diioiOBps dreptésealé a rœiLaii ^moyen d'un adaann. Cbi jBip|»in^BtJMfe!iëèkéu iqueiiesirayans du:aàléil «eat parîriiàlés «ntre ûiiiK*, aar fl^ ^rapade iistada^ ^deila tepje jati aoleîl Ani «éœasaicâmani rendre la 'séMeDgense q^^l nm\B ôDtreiles^msGQna 4u taoleil, presque jaiéle.
iVoiiSiSiippQsaronsidpQe;queji9ua'les i:a]mi6'diU£aDl€âliqaâéalaireoluiii)bjet pria imlénaiu aur > la ^aoalai^eide llatesre^aoQi [^analMaa(âiitiBeieiiK.
ili#itM|iieiiMii0'9UQiidroiisiiàalairer unrtorpB M délaramaer les ombres. queJes
jflajpws dei lunièce ifiarmenl; laur bùi ^ uuxuS dÉâDerans )iangttiitidflanent à œ eocpa
ionuiyU]iéB&ttsnuteBif[énéflatrÎ0fia»drôitea seront «.paialièkstaur^rayaos luminaux,
et la courbe de contact du cylindre et de la surface qui termine le corps aéra ee
que d'an appelle Ja ligne.de>sépamtmn dC ombre et de tunùère.
Ttous sapposons ici que la^umiéreae propageentigne droite, et qu'elle n^éclaire
'ni à droite, ni à gauche, mats din^ctenient, 'l'objet sur lequel elle Yieat' frapper^
^Ainai., un faiaeeau ^^lomière arrÎTant isar ^un ^^kn -éekitrera la 'partie anté-
fieuve de- ae f^lan, et ne pouvant -le ttra^veraer, 4alsaeici la ^partie postérieure
de ce plan , entièrement dans rombre-^ ^t '«i l'on ^suppose que ee plan ait des
dimensions finie$, qu'il ait uae forme rectangulaire par exemple, il y aura un
.certain nombre de rayons lumineux qui raseront le contour de ce plan et iront
au delà éclairer les objets qui peuvent se, trouver en arrière et, plus éloignés ; mais
•tant l'espace compris entre ces rayons rasants semprivé de lumière, puisque
itousies rayons compris dans l'intérieur du prisoie 'lumineux^seront aroêtés par
le plan rectangulaire. rOn.aum douA, en .avant du plan, un fiusceau derayons
^lumineux parallèles entre eux, ^ et dont la forme extérieure sera donnée par les
;rayons raeani5,«t.dBrrière'le,piaa, on aure le prolongement de eeËiiaceau, et qui
liera entièrement privé de ilumière; on l'appeUe Je rcylmdrjatdowÊbre. :6i Fon
«cherche l'inlersection .de(taQS>fes.fayQns nasanls avec:un pian/ou luneiurfaee
«ipeleonque 9 ion . obtiendra une^mrtouie CQuvbe dont/l!îalérîetrr>iena'prtvé de
(koMàie ^ eVo'.eattce qoe i'iaii i^^ff^elh fV&mhesporiée idu piaaveabaogukiire^surile
plan ou la surface qui arrête les rayona huDineuxiDOsailis.
j6iaiQua«oiiaidécoAa uaenphèfe^ lailtgne deioéparatîeofd'eiibiBe et éa lumière i«ramni«canii earekide kia|àèfi^ui(inlJeqilan<aQÉa |>aq^ 44tt njsoM Ittttînen.
4fii, saa cQnt&ane.9/ftQWiaeoaîdéaoAft;ii»ioUi»M^ ,éu>Ugme$4B^d^
piMlmi A'onibire et de hunière eerâ «ne eBipte dom le plan (wm «q pbadianélrai de la rarfoce , et conjuguéldn diamètre parallèle aux rayons lumîiievx. :
On voit donc que la détermination rigbareusé de la ligne de séparation d*<Nnbre et de lumière est indispensable , pnisqoe cette ligne peut varier de forme soivMit 4a nature des surlaces.
Mais y comme la direction du rayon lumineux peut être telle , par rapport à <«i ellipscHde à trois axes inégaux , que la ligne de séparation d'ombre et ée lumière ^r cette surface se trouve être précisément un cercle, on voit de suite que la construciion exacte et géométrique de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une surface ne peut pas, en général, faire reconnaître à* première vue (à rœil de Tobservateur) la forme géométrique et véritable d'une surface. Ciar, d'aîllenrs, n'est-ii pas évident que l'on peut construireune infinité desurfaces ayant un cercle pour courbe de contact avec un cylincTre, et qui toutes diffèrent essentiellement entce elles et aussi de la s{Aère et de rellipsoide à trois «axes inégaux , ou* de révolution.
Il faut donc appder à son aide Tart du dessin, qui consiste i ménager les cUars^
.les Tirets ^ les ombres^ les demi-ieintes et les ctairs^obmurs ^ de telle socte que l'on
parvient à faire ressortir en relief les objets que Ton a peints sur une feuille de
.papier et ainsi sur une surface plane ^ et de telle sorte que l'œil est trompé lui-
méaie, el qu'il voit un corps à trois dimensions là où il n'y a qu'une surfoce
. plane diversement teintée en chacun de ses points..
Ainsi , l'application q«e rt>n fait de la géométrie descriptive à la délerminaiion des formes rigoureuses des ombres ( ligne de séparatàon d'ombre et de lumière sur 4>n corps et ombre portée de ce corps sur un autre cdl^ps ), quoique étant eteentielle pour pouvoir peindre la véritable forme (l'un corps, est cependant insuiBsanté; et on le reconnaît de suite, pour peu que l'on ait observé avec quelque attention les efiets et le jeu de la lumière sur les différents corps de la nature.
H fiaut encore examiner avec leplus grand soin coaiment la présence d'un corps placé près d'un autre peut ^influer sur l'intensité des ombres de ee corps. C'est ainsi que, quoique un corps soit éclairé de la même manière, il ressort en notr sur un fond blanc, et en blanc sur un fond noir, pour. les parties éclairées ; et pour les parties ombrées, l'intensité des ombres apparaît d'autant plus grande par l'opposition d'un fond blanc, et semble au contraire être atténuée {$' éteindre), lorsque le corps se détache sur un fond noir.
Lorsque Ton approche un cerps éclairé d'un autre corps sur lequel onveut
déterminer les ombres, on voit bientôt et sensiblement diminuer l'intensité. des
ombres du second eorps, et se produire un nouvel effet de lumière auquel on a
. donné le nom de rejleif parce qu'il est occaeianné par la réflexion de la lumière
qui arrivant sur le premier corps se réfléchit sur le second corps; les rayons lumineux, en se réfléchissant , formeol un nouveau faisceau lumineux d'une direolion différente de celle du faisceau direct, et menant tomber sur la partie ombrée du second corps , ne l'éclairent par entièrement , mais atténuent Tintensité de Tomhre, et cela parce que la lumière de ces rayons réfléchis est pâle. On peut se faire une idée de ce fait, en considérant les ombres formées par la lumière du soleil et celles qui sont formées par la lumière que nous renvoie la lune, lumière qui est réfléchie.
Lorsque la lumière arrive sur un plan qui est perpendiculaire à sa direction , le plan est alors le plus éclairé possible. A mesure que ce plan s'incline par rapport à la direction du rayon lumineux , il se teinte de plus en plus , et Ton peut, par l'intensité plus ou moins forte de cette teinte, reconnaître l'inclinaison du plan. Ainsi , lorsqu'un rayon de lumière arrive sur une surface courbe , on peut considérer chaque point de celte surface comme étant une petite facette plane , comme étant l'élément du plan tangent en ce point à la surface considérée; alors ce point on facette sera teinté en raison de l'inclinaison du plan tangent qui en est
-le prolongement par rapport à la direction do faisceau lumineux. Les points ou facettes qui appartiennent à la ligne de séparation d'ombre et de lumière sont évi-
.demroent contenus dans les diflérents plans tangents à la surface qui sont paral-
Jèles au faisceau lumineux, et ces points ou facettes sont totalement dans l'ombre.
<£n passant de ces points à ceux qui, situés sur la surface, sont plus ou moins
.directement frappés par la lumière, le plan tangent s'incline successivement par rapport au rayon de lumière , jusqu'à ce qu'il arrive enfin à être perpendiculaire à ce rayon.
L'on voit donc que tous les points de la surface qui reçoivent le faisceau de lumière ne sont pas tous également éclairés , et que les fisintes qui se trouvent sur chacun d'eux diminuent d'intensité depuis la ligne de séparation d'ombre et de lumière jusqu'au point où le plan tangent est perpendiculaire à la direction du rayon lumineux. Ce peint de contact est le plus éclairé entre ceux de la surface. L'on voit donc qtie la dégradation de ces teintes , auxquelles on a donné le nom
. de demi-teintes f dépend de l'inclinaison successive des plans tangents, et cette inclinaison varie suivant une loi qui dépend de la nature géométrique et ainsi
. de \û forme de la surface. C'est donc de ces demi-teintes que dépend la représentation exacte d'un objet. Ainsi , pour une sphère, ces demi -teintes se dégraderont
.d'une manière difiérente que sur un cylindre, un cône, ou sur toute autre surface.
Il faut encore remarquer que lorsque la lumière tombe sur un plau , la teinte est bien la même sur toutes les parties du plan \ mais cette teinte ne nous parait
-HOlUas !ptai9éfaHgnécsv^ ionsqu^a uettntvaùre^sous. fe|aritez»la fnrltt.dUiMi iplaa i|«i »m idans^Kombre^ ln)pDÎiil&ia»pliiS'nppr€ndiéS'4e)r(sU*pa^ pto
t|I liroi/4ff«|ue)L'9iiifiBÂtuiDUavk9 ^woir égard ^'aotant que iarre se pem, aux ^Aeux'priwiipes fiMitiéa : li^ tanlImeiîacaiMtti d» plan tasgent au poini de la aut fooe^ mt^wv'^ékèifpemÊÊûUàewfm TBfppattkiV<ml (an ao? te que aï dev pomls
d'une surface sont également rapprochés de Tœil, l'un sera plus teinté que^'aalre, «i«on p4an^aBgMi^)agtiplu8!ÎiidiiiéàJ»dÎ9eatîonidB fayoD de^hmiière , et^icfeux feinta d'mm'aui4a«6*8Dilt af^aioMitt èlotgaéa de litéil vie plus éloqpié satarieiplaB ttioté y'^cfiiaîqtte'tewsirplapa'iaiigeiite incUnéaÀdbiiiTCBtiaDiata
^nymi^dei lumière).
1*001 ce^ipiencnwin8iioiia«ladire^est exact y^irontauppDa&^rcdiiide rdMarvataiir
^Auaé fà'Tfilini attr kidÎMMbD'duipayimde lum^ Maïs ordîoâiraeBeot'Fon
i p ap pom <nMltf€B^MeU^ab^a^faai^^> ^ok]«WMaîliiéià|rîiirini, n^aatpas aurla dîreo-
•itioo^de*la 'ImMiifê ; «ainsi , fevsqud Ton ¥sut Aavar à 'Fèttitia'prafVBMaD aarlicttie an
thevîaoïiiaief^'uiwoayps^iOD'attppote que l^a^l est ptaoéAirinfini *wr»«Hie'p6epett-
dîaiilaîfe au plan>iyavtioal ou barizoïital de prcgeolîo», at>roii<aqppoae'qiic^Ae
tay^ de- kMHè»^ ,-0u l^ii»e4îrectiaD ariiîtraîre par-rappovtonx^deux plans de
p»ojaUk»>y-4My:2^qu-U fait naua«giB*ab-4&^ gvac^le/plan Miaflioaly ai Ton ne veut
4awpàiye0itî(pK>lacfarafailian -vavtîoala^ ou ua-aagla de ÂA'' avec le plan hori»
aeptàl,'si l-^ni^Bavaut coasidéter que la "prajaclion horizontale du corps, au
S" ^A 'Wp|iwe'.qiie>aaS'poojaetiofl6 font chacune qa angle de iS"" avec la ligue ds
terre, et c'est ordinairement cette dernière direction que Ton emploie dans las
lavîadtarabiteMnre. Dés lors on^seeait oUigéde coasidérer sur la aurfaoe du corps
'^les Jtmittê»d>égiàetmkie 'iéeUe, eourbesdotât nac» parterona pUisilaia.
Ito tewni pattt^ee |iaMgrapiic.iious dcnroas laice rcnarquari ifu'à mesure que les 4^jat8^s^ék»garettt»de^U€sil/iaaKs farmaafetJewsicaaaalàBaafefldeat de leur nel- •le(é,^ttà tel/yaini n^m ,* loasyt'ifa^sont'Jrè s i ^éiaig ttës » flsaoot.presqvee^QHsfeiA ^Ja^vae ; •fas^omlwses.a'adwwasdBtt davianaMia'jvtacapies'^patiîsaiésbîréassseiaa- ^t&u ,>«t Jeiicileiiscttleique^ Jaosftte) robjaliaBfcâiuiBe.cettaîa»4dittamB^de l!iwi » ^oa «iie<paat>pltt8^diatiagM0laa pariijesjidatiitfef.das|iaclâes mabtiàm.
>îSa%âÉMHMttia'^îts»p6muts?a{ttiif^ Mt i mais; iv'apercawns' tes
'^tfi^lilNirae^fpar^ial^ àiaaeauredaac quûias
't^to^amoi9aeM>de»itreJssiI,/iiailaasîàre réfléebie aie neosLjpavâiafttiqalafdto avoir traversé une couche d'air d'autant plus épaisse.
Il.euste trois manières de faire un lavis: là première que ron api>eITé tàvU ffor teintes adoucies y^ la seconde est dite lavis. par teintés plates superposées , et laHfoi* siéme enfin est le lavis par touches»
Première màtIuHle. de lavis. La^premièVe manière est celle desi trois qui ffalte. le plus l'œil, mais elle est longue et. difficile à bien exécuter, et l'on ne peut d!ailleurs remployer, que lorsqpe l'on ne doit pas mettre sur le dessin des teintes de couleur (dites teintes de convention) pour distinguer I9 J^ature dès divers matéHam qui entrent dans l'ensemble et Jes^ détails de, Tobj^t. représenté.
A ce sujet nous allons, entrer dirns quelques détails. Les teîhtes de couleur,, par leur opposition avec le blanc du. papier, forment déjà une partie dès détnfteintes qui seraient mises avec grand. soin à. Tèncrc de Chine, si l*ôn ne devait point mettre des teintes de. couleur sur lè dessin. Si dbnc ce travail des demiteintes était exécuté à Tencre dé Chine , et que Ton vint ensuite à placer dès teintes de couleur, tout ce travail des demi-teinies serait en pure perte. Les ombres ont besoin d'être très-fortes dans le lavis à i^encre d^ Chine, lorsque Ton doit ensuite placer des teintes de couleur, parce que ces dernières teintes absorbent en partie Fintensité du premier travail à Tencre de Chine , travail qui forme ce qjue Ton appelle le dessous.
Lors donc que Ton . dbil placer des teintes, d^ couleur, le premier tratail à Tencrie de Chine (:on le dessouslno. doit point être amené à Y effet ^ c'est-à-dire ne doit présenter aucune demi-teinte et ne doit, offrir que les ombres très-intenses, de. telle sorte qu^en mettant Jes teintes de couleur elles viennent jR>rmer lès demi'' teintes,, et qu'absorbant L'intensité des ombres exécutés à Tencre d^ Chine elles viennent amener tout naturellement le dessin S être à Yeffèl»
Si donc,, noua la répétons,, on fait undessin* par teintes adoucies ,^e manière à ce qualesidemi-tei^lea et les ombres soient tellement bien combinées que lli représentation de robjelsoit^exacte,, aussitôt quel'on aura. mia les teintes de cou? leur le dessin pâlira de ton et Seffiçty l'objet ne s$ra plus représenté exactement; les parties qui devaient tourner ne tourneront plus.; le grand, travail du dessous sttra perdu , puisqpe l'on ne sera pas anrlvéâu but que Ton s!était proposé: celui d^une représentation esacta de Tobjet..
Il ftut doiCQAmbkier la travail des teintes au, lavis à l'encre de Chine avec le travail des teintes de couleur (teintes conventionnelles), et Ton doit dès lors se rappeler que le papier fera les arêtes brillantes ^ que les teintes de couleur fèroiit les demi-teintes , et que Vss ombresr placées k P'encrê dfer Chine dbiv«nf' êttpe très-
fories , pour qn'aprés avoir été en partie absoribéea par les teintes conv^itioa-» oellea , leur intensité soit suffisante pour que la représentation de Tobjet soit exacte et que le dessin ait ce que Ton appelle 4e la vigueur.
Il y a de très-grands partisans du lavis par teintes adoucies , lorsque Ton ne doit pas superposer des teintes conventionnelles, des teintes de couleur, et sur^ tout lorsqu'il s'agit de représenter des corps ronds.
Mais la méthode dite par teintes plates superposées a prévalu dans toutes les écoles d'architecture; nous dirons plus loin pourquoi.
Deuxième méthode de lavis. Il n'est aucune surfhce que L'on ne puisse représenter exactement par la méthode des teintes plates superposées , cependant on doit reconnaitre qu'elle est difficile dans son application , si Ton veut atteindre à la rigueur géométrique ; et en eflet : les courbes que doivent affecter la série des teintes plates doivent être calculées géométriquement pour chaque espèce de surface y car sur un corps l'on peut considérer les ombres et les demi-teintes comme formées par une série de bandes d'égale intensité, chacune de ces bandes étant formée par les éléments de la surface qui termine ce corps et qui aurait pour plans tangents, en ces divers éléments, des plans également inclinés par rappbrt à la direction du rayon de lumière (l'on fait abstraction de l'éloignement , par rapport à l'œil, de ces éléments, ou facéties de la surface, parce que la différence do distance entre leurs positions extrêmes n'est pas assez grande, lorsqu'il s'agit ' d'un corps pris isolément, pour influer sensiblement sur l'intensité des teintes).
D'après ce qui vient d'être dit, il faudrait donc rechercher géométriquement, d'après la nature de la surface considérée, la forme que doit affecter chaque bande d'égale intensité, et cette recherche graphique peut être très-Jongue.
D'ailleurs, les bandes, telles que nous venons de les considérer, sont des. bandes d'égale intensité réelle , ce sont celles que l'on devrait construire en supposant l'œil placé à l'infini sur la direction du rayon de lumière, et comme en général l'œil de l'observateur n'est pas ainsi placé, il faudrait construire les bandes d'égale teinte idéale, c'est-à-dire les courbes qui joignent les points de la surface, qui n'étant point, rigoureusement, également teintés, apparaissent cependant à l'oeil comme tels (^), et la construction géométrique de ces courbes d'égale teinte idéale devient très-longue et très -compliquée.
Dans les applications du lavis on. doit donc renoncer aux constructions géométriques de toutes les courbes autres que Ijes lignes de séparation d'ombre et de lumière, et autres que celles des. ombres portées. On n'a, dès lors, d'autre
n Voyez ce qvie nous avons dit» à ce tojet, dans les DévehpfsmmiU diap.m, p. 491.
moyen pour arriver à la représentation exacte de la forme des objets, que celui d'examiner avec soin la manière dont la lumière agit sur un corps en relief de la même forme que celui que Ton veut représenter sur son dessin j en cherchant à voir sur cet objet en relief^ quelle est à peu près la forme des bandes également éclairées, vu la position de Tœil et la direction du rayon lumineux.
Ce n'est donc qu'après un long exercice et une longue observation des objets de la nature , que Ton peut parvenir à placer d'une manière convenable les teintes d'égale intensité idéale.
Cette habitude et ces observations sont également indispensables pour le lavis à teintes adoucies/
Si dans les dessins d'architecture le lavis à teintes plates superposées doit être préféré, c'est qu'il est très-ex péditif et qu'il n'offre pas de difficultés sérieuses, puisque Ton n'a presque toujours, comme corps ronds, que des colonnes.
Le lavis par teintes plates superposées a plus de \igueur, plus de netteté, et semble représenter mieux la dureté du marbre et de la pierre que le lavis par teintes adoucies, qui a toujours quelque chose de mou.
Il faut autant que possible approprier, dans un lavis, la touche du pinceau à la dureté et à la nature de la matière dont sont formés les objets que Ton veutreprésenter, ainsi la manière de lavis qui rendra les différences qui existent entre le bois, la pierre et le fer, devra être préférée, et le lavis par teintes plates superposées se prête assez bien à rendre la nuance de ces différences.
Lorsque l'on emploie la méthode de lavis dite par teintes plates superposées, la quantité dont les teintes plates doivent déborder les unes sur les autres dépend de la forme de la surface. Il faudra donc, & moins que l'on ne détermine géométriquement les courbes d'égale teinte idéale, une grande habitude pour placer convenablement , et en retraite les unes sur les autres, les teintes d'égale intensité pour une surface quelconque.
Mais en architecture, comme nous l'avons dit ci-dessus, on n'a, en général, a examiner comme corfs tmdsqwe des colonnes , que Ton peut toujours considérer comme étant àe% surfaces cylindriques. Or, dans le cas d'une surface cylindrique, la reiraite des bandes d'égale teinte peut très-facilement être déterminée. Et en effet:
Concevons un cylindre vertical ayant pour base une oourbe C ^ oa partagera cette courbe C en parties égales par des cordes égales , et par chacun âes points de division on élèvera une génératrice droite du cylindre ; chacune de ces génératrices sera la limite d'une bande d'égale teinte, non-seulement réelle, mais .encore idéale, en supposant l'œil placé à l'infini sur une horhiontale. Si donc l'on projette ces bandes sur un plan vertical, on voit que leurs retraites
iront en diminuant ffepuifi.te milieu deia pri)ÎMUMi vM4i«il« d« 6f Umborju^pi'à
la génératrice extrême.
Et c^esi précisément la loi des décpoissemenls 4as lar^gnur^ des bandàBztin pM* jectioo verticale q/âi indiquera la forme de la courbe C.
Ainsi , si le cylindre est elliptique, legrasdase de TeUipëeC éiant paraMèln au plan vertical , la dégradation des retraites das battdes ne sera pas la même qne si le petit axe de cette ellipse C était parallèle au plau vei^î^al ; eUe serait eneiM dilTérente , si la courbe C était un cercle.
De plus, en ayant égard au diapason des teintes (*) , les bandes de ttême numéro , en supposant la base G du cylindre divisée en un même nombre de parues égales, que cette courbe G soit un cerele, une ellipse ou toute aulT'e a^^iiie, n'auront pas la même intensité. On voit donc de suite que l'effet preduit k TomI par le lavis ne sera pas le même, si Ton a un cyliodre circulaire ^ ou etlifàkimf^ ou etc.
Troisième méthode de lavis. Il existe , comme nous l'av^ma dit , une iroiaîèttt# méthode de lavfs, que nous avons désignée par le nom de Uwis par Umches. C'est celle qui doit être préiérée pour rendre des e£kts de lumièipe sur un corps t quelles que soient sa nature et sa forme, et surtout pour les dessine A r^ifmiutfa
Expliquons eh quoi consiste cette méthode^
En chaque'point d'une surface éclairée > il y a une intensité de teinte qui varie de ce point aux points environnants. Si FœH est assez exercé pour saisir la éiOè^ rence de la nuance entre les intensités des teintes de deux points voisins^ alors on pourra placer sur le papier blanc et aux points qui , dans le dessin , correspondent aux points de la surface en relief, de petites touches d'encre de Ghine^ dontriniensité sera dans le même rapport que oelle des teintes retharquées en les mêmes points sur robjet-relief. Et en marchant ainsi de proche en proche , décomposant dès lors la surface du corps en petites facettes, on placera sur lepapier> et à côté les unes des autres, de petites touches de pinceau dont TioCensité ira en se dégradant de là même manière que les teintes sur la surface du relief. Ce premier travail ne donnera pas toute Fintensité d'ombre que l'on remarque sur l'objet, parce que la teinte qui existe en un point de l'objet, se trouvant eotouréç de parties ombrées, est plus forte réellement que la touche à l'encre de Chine que l'on place sur le papier et qui doit lui correspondre ; cette touche que nous plaçons sur le pa|jier, étant entourée de blanc, paraîtrait beaucoup plus forte que la teinte de Tobjet , si on fui donnait réellement la même intensité que cette dernière possède.
^^>— ■H.**i^i^via^MHM^BaBaai^Bi^B««*Ma«**«a*Ma*fc
(*} Voyez, à C6 sujet, te mânoîra ffuUié dans cet ouvrage soss \% a»l.
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tjaM par on prmiî«t Mrvail couTerttout te papier, Fûn revient par une iUtte ée travaux analogues au premier, et- Von porvient pen à peu et progressive- 9l«At à mMÊn letmiràa desai» et à' lui donner frntensité remarquée sur f objet en
Cette métkoée a «strèa-f^rand avantage, en ee qn'^eile est trës-expéditive une iaî^i|U(e Tett a aecjpib nnptwd' habitude et d^liaèrVeté.
Et de plus, elle permet , au moyen du seul coup d'oeil et sans avoir besoin de recourir awLOoostructiom géMciéiPt qnes , de rendre d'une mamève très-fidèle les jnotîndm dètotia et las iHoindres inflenons <f nn^ corps et d'une surface. Hais , outre que les eflets peanmUélre renéos dTune-raamère excesaivement juste, on voit, suivant l'expression des peintres, circuler Cair dans le dessin; ce quMl est impossible d'obtenir soit par le lavis à.Uspnles adoucies ^ soit par le lavis à teintes plates superposées. Par la première méthode de lavis , il semble que les corps sont tous polis; et par la seconde mélhmW de lavia, il; aambUe <|ae laa corps ooi été taillés par actuel aa moyen d'uo cîsmik
Il est donc à déairet que toutes les iSpîs qme l'on 9 iHie maclrine- eempoaée d*a& grand nombre de pièces de natures diverses et aûiiéea dtaiis ê» plana difSrenta, on emploie de préférence k méliroée éa lawi^parfimeltoa, eit réservant la méthode du lavis par teintes fiâtes superpiMées paar la dessin ée rarebilecture, aiors qu'il n*y a que des objets isolés à représenter ou des objets situés à pefi près dans le
mèaae planu t^^
eeE#ndftQt:si Faft walak fiiire la parsftelîva^'une eonslraetien areftitectnrale^ ciMipM l» é&m9L l at ti M aaift » daas e» aaav itai^eeuv que feo^ éisTgne par ie nom de'(hmiH$ jwMMwfiapfni. aloM si ftnld^ait^aB»pleyer Mi méthede des touches, ffnrn que loa pcMirraÎÉ ftcîlainent rendM, par eett^ méthode , fés^ nuances les plus légères que Ton remarqiaafdaavta «anara.
la T«ikliiidift par towkeaeali aaM ccMrtMéIr la moHleitre po«v inifter arvee exac- IMliide^ tei «alura^ aea avantagea sont inamaastaMto, aar n'es^ce paa transporter dans l'art du lavis, la méthode suivie dans la-pei«tore'i rhuilc? AtMsi les avan^ tagea de \ft aaétàodn pavMMaÉwae fMr-Jts^femartiimr dana ks ckastnvde paysage éilmk ïaqmnéAR
- OiaDM«Nnflnni t'aaMbie pnaaéderlaviqaV'Pbn virat eséisnteruiî paysage par la «iéÉlHKl0;4aB 4oMia»..
que l!ûa vAUt neprésember, air l'a» plMe sur ka papier nna-tottcba^éa aauienr ayant h aftène^lMi ^ lai oalHNiiMteaaîté. On passe ensuite an point voisin et l'on opère ée la même manière, et ainsi de proche en proche, çL Uon paofiûai« à aûavw tout le papier de petites touches juxtaposées, en soMoipià l^^ff Tait connne
une mosaïque. Par ce premier travail la copie du paysage se trouve avoir d^i une vérité de ton et de couleur que Ton ne pourrait pas atteindre par une autre mélhodp. On reprend ensuite tout le premier travail, en exécutant par-dessus un second travail du même genre, seulement Ton place les secondes touches dans les petits intervalles qui existent entre les premiers , et en revenant successivement par trois et quatre travaux du même genre , on arrive à obtenir un grand fini.
On obtient par ce procédé des points de vue dans lesquels Ton ne remarque pas des couleurs factices et de pure convention , mais une couleur générale vraie et des tons de détails conformes à ce qui est dans la nature (^).
Lorsque Ton aura une ombre portée par un corps sur un autre corps éclairé , cette ombre portée étant environnée de parties éclairées, paraîtra plus noire ou plus intense que les ombres déterminées par la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur Tun ou l'autre corps.
Et cela a lieu parce que Topposition des parties dans l'ombre et des parties éclairées , nous fait apparaître comme plus intense la teinte qui couvre les parties dans l'ombre,
Lorsqti'une ombre portée arrive vers la ligne de séparation d'ombre et de lumière , sa teinte doit se fondre avec celle de cette dernière ligne, et de manière à ce que les points de la surface du corps qui se trouvent avant et après la ligne de séparation d'ombre et de lumière, aient à peu près la même teinte, et ainsi de manière à ce que l'on passe de l'ombre portée à la ligne de séparation d'ombre et de lumière sans ressaut , sans transition brusque.
Ainsi l'ombre portée va en décroissant d'intensité depuis le point où l'objet qui porte ombre touche le corps, jusqu'à la ligne de séparation d'ombre et de lumière tracée sur ce même corps.
Ainsi, par exemple , si l'on avait une règle s'appuyant sur un cylindre j le point ou la règle touche le cylindre sera le commencement de l'ombre portée de la règle sur le cylindre. En cet endroit l'ombre portée sera très-noire, soit à cause de l'opposition de cette partie ombrée avec les parties environnantes situées sur le
(*) Cesl en se seryani de cette mètbodey qoé le commandant Qerc , qui fut pendant longtemps chef de la brigade topographique et qni depois fut, à la fin de sa carrière , professeur de topographie à l'École d'application de Metz, avait exécuté un grand nombre de vues des Alpes et de lltalie ; l'École d'applrea-^ iion de Mets possède quelques-uns de ses précieux dessins, entre autres deux études de marromiierl, l'une au lavis , l'autre à TaquareUe .
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cylindre et qui fieront frappées par la lumière, soit parce qu'il n'arriteén cette partie de l'ombre portée qu'un très-petit nombre de rayons réfléchis, soit paf r«ir environnant , soit par les parties environnantes do cylindre* Et que dès lors €05 rayons réfléchis ne peuvent que très-faiblement altérer en ce point l'ombre portée et diminuer son intensité.
Maisà mesuré que l'on s'éloignede ce point de contact de la r^le et du cylindre, l'ombre portée diminue d'intensité, et enfin finit par se fondre et se mélanger avec les teintes qui forment la séparation d'ombre et de lumière sur le cylindre.
Cette diminution progressive de l'ombre portée tient à deux causes :
La première c'est que plus l'ombre portée s'avance vers la ligne de séparation d'ombre et de fumiére, plus les parties du cylindre qui Tavoisinent deviennent teintées (les demi-teintes augmentant en intensité à mesure quel'on s'approche de la ligne de séparation d'ombre et de lumière), par conséquent l'opposition du noir 2in blanc diminuant, l'intensité de Tombre portée semble diminuer ; en .cela il y a une illusion d'optique. La seconde cause,, et qui est due à un effet réel, c'est que la règle, en s'éloignant du cylindre après le point de contact, reçoit un certain nombre de rayons réfléchis par la surface éclairée du cylindre; elle Jes réfléchit une seconde fois sur la partie du cylindre en laquelle se trouve située l'ombre portée^ et ces rayons doublement réfléchis viennent diminuer, atténuer lintensité de l'ombre portée.
Lorsqu'un corps est éclairé par le soleil, la ligne de séparation d'ombre et de lumière et en général les ombres paraissent très-noires, pariîe qtie les parties éclairées étant très-vives, elles blessent notre œil et nous empêchent de lire dans les ombres. Mais cette intensité des ombres n'est due di^is ce cas qu'à une illusion d'optique qui ne provient que de la fatigue que l'œil a éprouvé en se reposant sur des parties vivement éclairées» et en voulant regarder à la fois el les parties éelai* rées et les parties ombrées.
Mais si l'œH ne se repose que sur les parties ombrées, bientôt l'éblouîssement dont il avait été saisi se dissipe ^ et il finit par lire dans- toutes le». ombres et ptf voir même leur intensité diminuer graduellement^ jusqu'au point ^è il ne voit 4>lus que des ombres grises, là où il avait vu tout d'abord des oinbres noires.
Nous venons de dire que lorsque l'oh regarde un objet éclairé directement par les rayons du soleil, les ombres paraissaient tout d'abord très-fortes, trèsintenses, nwres, à cause de la vive opposition qui existait entre les parties ombréea et les parties éclairées; mais si l'on met une gaze entre les rayons du soleil et l'objet , la grande vivacité des parties éclairées diminue , et alors les parties om* brées paraissent moins noires.
Cela provient de ce que la gaxe Umdse pour ainsi dite les rajmis da lumière
Éimtfê^nijAom «mus briHaateB, éés Ion ropposiiîon mtte les poMPfiês ^lairétt «I i^ ^rlM0 cwbréw étant fiioiii& fortes , les (unbres nous pwoissMt f9i»t$9i w» 1^ fH^ret 9 et dans ee cas on peut ftre plus feçilenent las formas wriésa Al corps, dans les parties de ce corps qui se trouvent dvis Foiiyi)re*
lies parties ombrées Vivent toujours dans la nature être aussi fortes , que les rayoi^ de lunière soient ptffet ou a^, parce que Tonibre n'est que la primiias de lumière. Ge n'eei donc que par leur opposition avee des parties plus ou moiw éclairées» que Ton voit les. différences de forée et d^iotenaîté fMo h>n remarque dans les ombraa..
. Il est aussi è dire que plus une 4Mnbre est petite et étroite, plna elle pavaH noire, el qwi plus une nmbieaat grande, longue et large, plus elle nous pacaH s'éteindre, plus soe intensité aembie décroître.
Gels tient h ne qnn ilana ie premier cas Tesil ne peut regaréer ertta |Wliln Qisbre» sana tok en môme temps toulaa Isa parties écbâréea qnri f entourent^ el qui )e blessent par leur vivaeilé, leur édat; ta«éia que lorsqu'une omlMPeniâ grande, T^il peut ae reposer sur elle sans voir lea parties éeiairées esfvirannafntaSi et dès lors n'observant plus la difierenee qui se trouve entre les cUàrs et les Amns^ ia fatigue qu'il avait éprouvée d'abord par l'éclat de la lumière, se dissipe peiiib peu, et il peut examiner attentivement les différentes parties qui sont eouverles par l'oashte , et qui lui asot rendues sensiUes en leurs formes variées par les i^ow réfléchies surfiles par Tatmoqidbère ou les cevpst'enwonnanis et q«^eMss 9éiMcbti6Mt.4e nouveau et vers notre smI.
G^est ainsi que lorsque l'on vient: i regarder le sniBil , t*œil a« sa iâimn«»l blessé» que si l'on regarde pen aptes les objets qui nous enviroonent, nnuane pouvons rien ^[)ercevoir et nens ne voyons que du noir.
C'est par la même raison , que lorsque passant d'un appartement lr è»^€ i aia é» dans un appartement obscur, nous ri'apereeyesia rien dan&kes prenâars kiatants.- Maîs peu à peu, la ialigue de Toiil étant dissipée, nous finisscHis par distinguer les ol]t)ets qui noua entourent
5 IV
Las arantages du lavis par teintes pbtes superposées et du taVis par touches, ne scMrt pas seulemeiit ceux que nous arons avons signalés ci^dessus.
n en est un bien important, surtout pour les dessins milftaires, c'est la aoffeSif. Et -en elfet, dans le lavis par teintes adouetes , presque toutes les lïemiH^intes et principalement celles qui avoisioent les clairs , sont très-*peu softdtss , éles ne tiennent pfesqnepasaufupier ; et oete nW pas étonnant, pûisqu'eRes ne sont
filUes qu'avee un- piateau pre&que sac et en effleurant Tépideraie du papier. Am lieu que pour les teintes plates et les touches , ou travaille à piaoaau pleîa^ et Teo inaruste Tencrei de chine daua le papier. Mais ï\m de^ grands défauts du lavis par teintes adoucies, c'est de vouloir rendre la nature et de ne là rendre qw ^MMiventionnelleinenti car le lavis par teinles adoucies , suppose la représentation d'un objet très-poli, puisque tous les noirs et toutes les teintes couvrent ég^le* ment le papier, et cependant ce genre de lavis ne rend point l'efTet de la luouère éclairant réeUemcAt un* corps poli*.
Je m'explique : sur un corps poli , la lumière est réfléchie avec une telle vîtiif cité, que les arêtes brillantes sont assez vives p^r blesser notre œil et ne poiiil MUS permettre d'apercevoir la dégradation des demi-teintes par lesquelles. on arrive à ces arétes^briUaiiteSi to sorte que éém an lavi^ qui représentei^ait un corps très-*poU , où* devrftii pnsar brusquement éss ar&te* brillantes & mue teiftte asaea foncée et ainsi atfbttement du blanc au noir.
Nous nvcns dit précédemment que le lavis par teintes adoucies, semblait toujours représenter des corps polis , parce que les teintes d*encre de chine cou«^ ▼raient entièrement le papier. Expliquons ceci :
On remarque que dans totis les corps de la nature qui ne sont pas polis, Uk stirfhce est couverte de petites aspérités, qui éll\ni chacune un corps rond a son point brillant comme tout sphéroïde ; mais comme cette aspérité est trcs-petiie alors la lumière qu'elle nous renvoie est faible et cependant sans diminuer notablement Tintensité de l'ombre qui existe sur la partie du corps où se trouvent ces a^érités, elle permet d'apercevoir une certaine quantité de petits points moins éclairés que la partie générale du corps, puisque ces points sont dans Tombre.
C'est à ce fait que l'on doit le vaporeux que Ton remarque dans les ombres étendues sur les corps de la nature«
Mais dans les corps polis ces aspérités n'existent plus, ou du moins sont e&cessivement petites , en sorte que les rayons qu'elles réfléchissent à noire œil sent très-faibles , de telle sorte que tous les points du corps poli sî4ués' dans t'oB»bre sont égaiement teintés pour notre osil.
ka privation totale des rayons réfléchis par les parties d'an corps poli situées dans l'ombre^ deiiae àceileoBibre l'^pareMe d'un irM, et ccda est évident^ puisque poar que nous puissÎMis apercevoic uft eoirps qui est dans l'ombre , il iMt qu'il nom arvive de ce corps uneiBertaine quantité de rayons réfléchis^ qili pMissBiious &ine juger de rexisiettee de ce corps et apprécier se forme;, mais s'M n'arrima netre osil* aucun rayon réflicfai, nous ne pouvons rien apemevoir) et
comme 1% pÊtt» ^ corpê poli qoe nous vodloBs foir ett dm« Tombre, nous jn* geons <|«e cette partie est «a miir.
Ainsi Ton -voit que dans le lavis à teintes adoacies appliqué à la représentation A'vn corps très-poli , toutes les ombres doivent faire trcUf et Ton doit passer presque brusquement du noir au blanc; le blanc du papier étant réservé pour les arêtes et points brillants.
On peut faire le même reproche à la méthode par teintes plates; mais, comme nous l'avons dit, son emploi doit être réservé aux dessins d'architecture et en général à tout dessin où les différentes parties à r^résenter sont à peu prés dans un même plan ; ce défaut disparaît alors.
liais le lavis par touches est le seul qui puisse rendre avec vérité les eflefs pn* duils par le jeu de la lumière sur les corps^ parce que toutes les touches de fm^ ceau étant placées à côté les unes des autres, laissent entre elles de petits intervalleSy des parties moins foncées en teinte que chacune des touches et en même nombre que ces touches, petits intervalles qui représentent les petites aspérités qu'on aperçoit sur les corps. Ces parties moins teintéesdans le dessin nous ren* voient de la lumière réfléchie, de la même manière que les aspérités du corps.
Au moyen de travaux successifs bien ménagés nous pouvons diminuer le nombre de ces petits intervalles et les rendre moins clairs là où il est nécessaire, et parvenir ainsi à la représentation exacte d'un corps plus ou moins poli.
C'est à ces petits intervalles que l'on doit le vaporeux que Ton remarque dans les lavis faits par la méthode des- touches; en sorte que les ombres n'y font pas irous'j Taîr, suivant une expression reçue, circule dans le dessin; déplus^ cette mélhode permet de pouvoir monter un dessin de ton , de manière à ce qu'il devienne vigoureux^ sans devenir noir.
Des ombres portées par un corps éclairé par plusieurs lumières.
Lorsqu'un corps est éclairé par trois points lumineux, par exemple, placés sur une même droite horizontale et à des distances finies les uns des autres, et de manière à ce que la distance de chacun d'eux au corps soit telle que chacune des trois- ombres portées par ce corps sur un plan horizontal ait une certaine étendue. Ton remarque que l'ombre la plus longue est produite par le point lumineux le plus éloigné du corps (il va sans dire que le corps est plus rapproché du plan horizontal que l'horizontal passant par les points lumineux. Si le corps était, par exemple, une sphère, la droite qur unirait son centré avec Tun des points lumineux ferait , avec la verticale abaissée du point lumineux sur le plan
sur lequel la sphère porte ombre, on angle d'autant plus grand que le point lumineux serait plus éloigné de la sphère).
A mesure que le point lumineux se rapproche du corps, l'ombre portée diminue d'étendue, mais parait augmenter dlntensité; et cela a lieu parce que cette ombre se rapproche du corps et que la partie éclairée sur le corps diminue d'é-tendue , et que dés lors il y a moins de rayons réfléchis par le corps sur Tair environnant qui soient à leur tour réfléchis de nouveau par Fair sur la partie du plan où est située l'ombre portée; mais c'est surtout à cause de ce fait physique , savoir, que les ombres décroissent d'intensité dans le rapport direct du carré de la distance du point lumineux, supposé situé à distance finie, au plan sur lequel le corps porte ombre ( le corps restant, dans tous les cas , à la même distance du point lumineux )•
Lorsqu'un corps (une sphère, par exemple) est éclairé par trois lumières, on obtient sur le plan horizontal trois ombres portées distinctes, et qui, suivant la postlion des lumières par rapport aux corps, peuvent être superposées en partie les unes sur les autres. On remarque alors trois intensités différentes sur Fensemble de l'ombre.
Pour une partie,, celle sur laquelle il n'y a pas superposition d'ombre, la teinte est très-faible; pour la seconde partie, celle où deux ombres se superposent, la teinte est assez forte; et , enfin , pour la troisième , celle où les trois ombres se superposent, la teinte est très-foncée, presque noire.
De plus, on remai^ue que, pour les parties où existent les teintes faibles et assez fortes, chaque partie paraît plus claire au milieu que vers les bords.
Cela tient à ce queroqa sur le corps trois zones d'étendue difiérente, éclairées chacune par un des points lumineux ; en sorte qu'il y a des points du corps qui reçoivent la lumière des trois points lumineux, d'autres points ne reçoivent la lumière que de deux points lumineux, plusieurs points ne sont éclairés que par un seul des trois points lumineux, et, enfin, il y a une certaine partie du corps dont les points sont totalement privés de lumière.
En sorte que l'on a trois lignes de séparation d'ombre et de lumière sur le corps, et trois cônes lumineux venant couper le plan sur lequel le corps porte ombre.
En vertu de l'existence de ces trois cônes lumineux, il arrive que l'ensemble de Pombre portée se trouye divisé en trois parties distinctes ; Tune de ces parties, la plus faible en teinte, est éclairée par deux des trois points lumineux, l'autre de ses parties, dont la teinte est assez forte, est éclairée par un seul des trois points lumineux, et, enfin, la troisième partie, celle qui est noire, est totalement privée fle lumière. ' ^.
Mais si, dans les deux premières parties de Tensemble de l'ombre portée, le
milieu parait moins teinté que les bords , cela provient d*UAe itlnsion d'optiqiift dont nous avons parlé ci-devant» savoir, que passant d'une partie ùmln^d um partie claire j Topposition du blanc au noir plus ou moins foncé ^ Ml paraître le bord de la partie ombrée comme étant phis intense de ton.
5 VI
I^es reftets.
Nous savons, sur un corps^ édiâféptr un rayai ôa un potta ImMem, dél»» miner par des méthode grapbi V^^ aim|rfas et rigaoneuaes : 1^ les lignes de s^ paratioB dfoml>re et de liunièrie; .3'' kA ombres pDrtéea.par oe corps sor lui-mlKe ou sur d'autres corps environnants ; 3^ les points et les arêtes briHanfei^ Il «em reste à eonsidérer les effets produits sur un corps par la réfleûoft des rajons de lumière sur les corps. emHronnantS} ou autrement il now restée à délermiiier lés refleu produits dans les ombres d'un corps » par Tapproebe d'un. ou de plusieots corps éclairés* , .
Concevons un corps À éclairé par un point ou un rayon luimneux €1 oa autw corps B voisin du corps A et aussi éclairé par le mômepoînC pu le màa&miftm lumineux.
Les rayons lumineux qui viendront frapper la surface du corps B, seront réfléchis par ce corps et viendront frapper le corpsrÀ. Ces rayons refléeèis vmant frappes la surfece du corps A en des pcdnts située daas J'ottbre, oodftits les demi-teintes , y produiront a& eifet désq^né par leaçm de tp^kê»
Déterminons VéUndue du reflet»
11 est évident que tou6 les rayons réfléchis par la surfiàce du cOTps B formerait *un faisceau de droites ayant pour enveloppe utte surface gauche 2 q9i viaudra couper la surface du corps A suivant une courbe i qui sera sur ce oorps: A la limite du reflet.
L'étendue d« reflet étant déterminée, on peut sa demander de déterminet les points où le reflet sera plus intense, par conséquent se* demander où seront les points les moins sombres ou en d'autres termes les plus clairs » dans Tétendu^ du reflet.
Ici, il faudra distinguer deux cas : l'^'celui où l'on entendra parler de l'imensité réelle du reflet et 2"* celui où l'on entendra parler de liniensibé apparente du reflet , le corps A étant vu d'un point situé en une position particulière de l'espace.
Dans le premier cas , il faudra chercher sur le corps B les courbes Ifeu des points pour lesquèMt chaque ra]^>n réfléchi aura la même intensité de lumière.
— Ul —
un détMtmiuen <kwc mtf le oor|» B une suite de courbes d'égates iBlmskés téélidyty^ 7^— ^ l'îÂleMIé tamnl eitre ces courbes^ 0I aîiisi de courbe à cooilie Mîvaot ua^ loi dfMiâe.
Cela fait, 4m cherdieM j^mi toili lesnjoiis réfléchis par iesmwbwy^y, y*,... ceux qui viendront frapper la gurface du corps A sous un .même angle « el toM ces pointa étant Téunis par une courbe £, on aura, sur le coopa A, -une courbe d'égale intensité réelle du reflel.
On aura donc ainsi, sur la surface du corps A, une suite de courbes (, f!, (",.•• d'éigale ioiensité réelle de reflsL
liais comaie le corps A est aperçu par le spectateur eu supposast q«e son eeit soit placé en un certain point o fixe de position dans Tespaee , les coiBirbes | , V, (",«.. ne seront phis vues par Toetil placé en o, coainie étant cfeMine d'égale intensité, *
n faudra donc résoudre le second probléaBe et chereher pour ebteune dé céi courbes ^, l', {^,... les points pour lesquels les droites menées de chacun d'eux à l'œil du spectateur, font avec la surface A un même angle 6; alors tous ces points étant unis par une courbe X^ on aura, en cette courbe X, une courbe d'égale intensité apparente de reflet sur le corps A*
On pourra delà même manière se procurer une suite de courbes l, X^ X'V«- ^t Ton aura divisé le reflet en bandes, chacune étant d'égale intensité , et l'intensité variant de bande à bande {*).
Prenons pour exemple la projection verticale de la niche, sur laquelle, après avoir déterminé les omêuns j nons mms proposerons de déterminer le reflet.
La niche est terminée inférieurement par Wù plan demi-circulaire , ce plan réfléchit les rayons lumineux snrie cylinÂre omcanre qui termine verticalement la n^iie^ et tous 4m njomB réfiéduaserant paraUèles astre eui; Il est érident^qoe les rayons réflécUspar l'arête eoctnème du plan qui fiomae le sol, cette arête étant le dianitra^ii demi^eerele plan, il est évident, dis^e, que ces rayons fornent un plan dblique qui coupera le cylindn cneux stttnnt une ellipse £ qui sera Ja limite durait L% reflet s'exeroenici sur la partie édbîrée de la niche ^ car aucun rayon réfléchi n'ira frapper la partie qui est dans l'ombro; ie reflet sera .donc tei^ miné d'une part i Tombre portôa ynr ie jBylnulfevre»^ par Taréte wrticaieet saillante de la niche et par une portion deTeUipse £. Leneflet s>ivèlBdonc à Tombre portée et ne pénétre pas dans l'ombre.
(*) Les conslruclions graphiques à eiëcater seront précisémenl celles que nous avons nidiqûées dans les Développements de géométrie deecriptive, chap. lU, p. 4 93, lorsque nous avons cherché à déterminer sur un corps les lignes d'égale teinte , soit réelle , soit apparente.
U est enoore évident que « Fou mène an plan X vertiei4 et parallèle an nyon dé lumière^ U coopéra le cylindi^e creax suivant une génératrice droite et yerticale G et que tons les rayons refléchis situés dans ce plan X feront avec la siir&ce cy Kn** drique le même angle en chacmi des points où cette droite G se trouvera frappée par un rayon réfléchi. • ...
Dés lors, il est évident que tontes .les lignes d'égale intensité réelle de rejpet seront des droites verticales , des génératrices du cylindre creux.
Cela dit ;
Comme nous su(^[)osons l'œil du spectateur placé à Finfini sur une perpendi-* culaire au plan vertical de projection ^ il s'misuivra que toutes les lignes d'^ale intensité apparente de nfiei seront encore des génératrices droites du cylindre.
Mais si Ton ié^it une perspective ombrée de la niche , si dés lors on supposait f œil du spectateur situé à distance finie ^ alors les lignes d'égale intensité apparente de r^et seraient évidemment des courbes.
ÉNONCÉS DE DIVERS PROBLÈMES d'oMBRB*
En 1818 , alors que j*éuis attaché à Tétat-major de l'École d'application de Metz, comme lieutenant d'artillerie et professeur^adjoint pour les sciences mathé* matiques , je fus chargé de réviser les anciens programmes du problème d'ombre que . les élèves sous^lieutenants de l'artillerie ei du génie devaient résoudre , comme premier travail, à leur entrée à l'École (^).
C'est un extrait de ce travail que je donne ici comme tpéàmen* Les professeurs de géométrie descriptive pourront facilement augmenter Je nombre des probléoiœ, en choisissant leurs exemples dans les applications journalières que leurs élèves rencontreront plus tard dans leurs travaux d'ingénieur.
<*) Voir ci-deVani la tiote air bas de la page 424 ( mémoire n* 40),
. ' iNOKCÉS DB CmQUÀ>rrB PROBLàMBS d'ombrb (*).
Yis cylindrique à filet triangulaire
3. Vis conique tronquée à filet triangulaire. Le filet étant terminé par une sur-
face conique parallèle à celle qui compose le corps de la vis.
4. Vis conique à filet triangulaire. Le filet étant terminé par une surface conique
dont le commet est celui du cône qui sert de corps à la vis. 6. Êcrcn d'une vis cylindrique à filet carré.
HtfperboUHde à une nappe et à base elliptique
18. Vis tracée sur une surface engendrée par une portion de cercle concave
vers Taxe de révolution.
19. Vis tracée sur un hyperboloîde à une nappe et de révolution;
20. Deux hyperbolotdes , à une nappe et de révolution , égaux et tangents l'un à
l'autre.
21. Intersection de deux cônes dont la base est une courbe du deuxième degré.
Intersection d'un cane et d'un ellipsoïde de révolution
23. Intersection d'un cylindre ei d'un ellipsdide de révolution.
O On a ciloisi prineipaîsment des problèmes d*ombre relatifs à des surfaces gaaches pour famillsriser les élèves avec les propriétés dont jouissent ces sortes de surfaces.
24» PmU militaire coniqae, arec flk>Dpieu. On donnera la perspective militaire et la perspective réelle , et sur l'une et l'autre perspective on tracera les ombres.
35. Cttbeé^idé^ Perspective militaire et perspective réelle, et poart'une et l'autre
on donnera les ombres.
26. Tétraèdre évidé. Perspective militaire et perspective réelle, avec les ombres.
27» Carp$ annulaire , 1-axe oblique par rapport aux deux pTaas de projection.
Anneaux ou chaînons engendrés par un rectangle
30. Tétraèdre et hgpetbotciêe à une nappe , l'un et fantre en creux. L'axe de
fhyperboloîde passer par le sotnmét du tétraèdre , et les deux bases de Thyperboloïde et du têlraWre sont parallèles.
31 • Bombe et ses 'anses et anneaux de support.
32. Gbbnrae lor^e , engendrée par une sphère dont le centre se meut sur un«
hélice cylindrique et circulaire.
33. Pié(/ouc/ie éclairé par un point lun^ineux, et perspective.
34. Chapiteau dorique éclairé par un point lumineux , et perspective.
35.. Limon d'escalier, isolé, à base circulaire. (On ne dessinera qu'une révolution et demie. )
36. Baluslre rampant (dorique romain) décomposé en tranche» horiiontaies ,
qui , tournant chacun autour de son djamétse^ devienaAnt fwallèles à la rampe.
37. Bakutre rampant (dorique romain ) décomposé en tranches JMrizontales ,
dont ou dttgmeote les ardoBnée» , dee ofiMâMUiées isorra^ioiidantes de la rampe.
38. Anneau cylindrique, BUffmâtè pv im jweiaii{^e. (L'axe est ebliqne par
f«pport aux deux plans de jM/mtàùtu )
39. Piédouche rampant , décomposé en traaehes lioriaonlales qui , chacune
touTMOt «iiti^ur de mo dtanètret âavieiiiiapt psraUètes à la rampe.
â9. KHêiÊtlêe raM|»Bt <En ««irmentaM les orftmiiées, des coordonnées correspondantes. de la iiampe. )
4f . Otu/fé ékm âne hyperlKMde è une nappe et de révolution. (Le plan sécant
passe par l'tfiiiee. >
42 . OBmmde à JtaM «Wpliqtte. Lit droite dtf eetrice sera parallèle au pian vertical .
'• En plan le conoide sera supposé creux.
43. Coupe dans un conoide à base circulaire. Le plan passe pat le centre du
cercle base et par la droite ilirectrîce.
44. C<nippd»mitti,eatkolde à base circidaiM: Le; plan patM pnn I0 eèMi^ da cer<d^biM^eti&eM.pcq)Mdi^
i5. Intersection de deux puits sphésiqufd. - . - - - -^
46* Ii^rsectiondedeuxpai<«caoiqttes;
47i Intersection de deux pt«te parabofeî4^ (li^.rév^ . ^
tô. /{(we horu^tale ^ i^fâi» ( Voo preadra r€^
49. Ensemble de trois ptdts militaires coni^iues , avec la forme qu-afitetant kft
teries qu'on rejette. Les centres des. trois puhs Boni aux sommets d*4in triangle équilatéraL .
50. Intersection d'une sphère et d'un câm oblique à base'elUpti(^u6«^ L) spl)èr%
a son centre au sommet du cônet
§ II-
PROGAAiniBS DB QUATORZE PROBLÈMES D'OMBRE.
^ " i^ Vis cylindrique à filet carré.
i^ jD^m. On déterminera tes lignes de séparation d'ombre et de lumière sur la projeclîonrTértifeale tt sur la projection horizontale. "*'
On chereitera Tombre portée sur fun et Tautre plan d0 projection.
On prendra la direction du rayon de luniière telle que Ton puisse avoir une ombre^ portée sur le p^an vertical. On déterminera Tes points brillants.
On placera sur le cylindre un seul filet, ou deux 9 ou trois , ou quatre filets i volonté.
¥ Mémoire. 6n décrira dans tous ses détails la construction graphique em» ployée ; celles à faire pour déterminer les arêtes brillantes et les points brillants : les premières sur te cylindre , et les deuxièmes sur la surface gauche du 01et«
On discutera a^ec soin le lavis , c^est-à-dire que Ton donnera les raisons qui ont dirigé dans la position des parties fortement teintées, et Içs principes d'après lesquels sont plaoés tes ombres, les demi-teintes, les clairs et les reflets.
On examinera comment; an moyen de teintes plus ou moins fortes 1 et de clairs bien ménagés, on peut parvenir & représenter la nature et à produire le relief. "-
Yis cgl^Klfique à filet triangulatre
V Dessin. On détttminera sur les projections horitoalak «t wrtioU tet lignes desépaiatian d'onbre efcd^lmnièi*^ iqiirès »roir ohcfcbé b àmtbe ipi, en projection verticale., fenite la surface du filet.
On détermiiiera tes ombres portées sar l'un et l^aiitre plan. Le rayon de lumière sera pris de manière que l'ombre portée puisse exister sur le pian yertical. On déterminera les arêtes et points brillants.
2* Mémoire, On décrira les constructions employéespour déterminer les lignes de séparation d'ombre et de lumière , et les points brillants.
On disentera la nature de la courbe qthi limite la surface du filet dans la projection verticale.
...On discutera avec soin les principes d'après lesquels on a fait le lavis; examinant les raisons qui ont engagé à placer les ombres fortes, les demi-teintes, les dairs-otafèurs, les reflets et points brillants ^ ainsi qu'on Ta fait.
On discutera cette question : Comment la lumière se comporte-t-elle par rapport aux corps très-polis et par rapport à ceux qui ne le sont que très-peu?
Vis conique (tronquée) à filet triangulaire
I^ corps de la vis est composé d'un cône droit à base circulaire. Chaque filet de la tift est engendré par un triangle, variable de grandeur, mais restant toujours semblable à lui-même, qui se meut en passant successivement dans tous. les plans mcridieps ; son sommet parcourt une spirale tracée sur un oône concentrique à celui qui termine le corps de la vis, et sa base coïncide successivement avec les diverses génératrices droites du cône , corps de la vis*
Voû ne considécera qu'un tronc de cône« On placera deux , ou trois , ou quatre filets.
' l"" Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes de séparation d'ombre et de lumière, soit sur le cône, soit sur le filet de la vis. On cherchera les arêtes brillantes et les points brillants. .L'on déterminera f ombre portée sur le plan horizontal et sur le plan vertical de projection. L'on prendra la direction du rayon de lumière telle que cette dernière ombre puisse exister.
2'' Mémoire. On décrira toutes les constructions employées et l'on donnera les raisons qui ont déterminé dans le choix de la méthode graphique employée.
On examinera la nature de la courbe projection horizontale de la spirale tracée sur le cône (4ans le cas où le sommet du cône se projette sur le centre du cercle qui lui sert de base ) .
On discutera avec soin le lavis, donnant les motifs qui ont engagé à forcer en teinte telle ou telle partie.
. On examinera si> une ombre portée doit être aussi noire près du corps qui la donne, qu'à son extrémité.
Vis amique à filet triangulaire
Le corps de la vis est un cône droit à base circulaire ; son axe est vertical. Le filet de la vis est engendré par un triangle isocèle et invariable de surface dont la base est constante , et dont le sommet reste constamment sur une surface conique parallèle à la première (les sommets detf deux cônes n'étant pas dès lors en un même point); pendant que ce triangle passe successivement par tous les plans méridiens 9 un des points de sa base parcourt nne tpirale tracée sur le cène.
l"" Desmu On déterminera les projections honzonfale et vertiéâledès lignes de séparation d'ombre et de lumière* On déterminera' l'ombre portée par la vis sur elle-même et sur les deux plans de projections.
On prendra la direction du rajon de lumière telle que Fonibre portée sur le plan vertical existe.
On déterminera les arêtes brillantes et les point» brillants.
On déterminera la courbe qui sert dé limite au filet en prejection verticale.
2* Mémoire. L'on décrira les principes de géométrie descriptive d'après lesquels on a exéculé les constructions graphiques.
On discutera la nature de la courbe qui limite le filet en projection verticale.
On discutera avec soin le lavis, examinant d'après quels principes l'on doit combiner les teintes fortes et les clairs, ainsi que les demi-teintes pour produire le relief.
On examinera pourquoi les ombres portées sur un corps en partie éclairé , en partie privé de lumière, doivent se fondre avec la partie ombrée de ce corps.
Êcrou (fune vis cylindrique à filet carré
1* Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur les projections verticale et horizontale. ^
Ces lignes de séparation consisteront dans l'ombre portée par l'écrou sur luimême et dans la séparation d'ombre et de lumière sur le filet en creux.
On pourra considérer un écrou appartenant à une vis carrée à deux, ou trois, ou quatre filets.
2'' Mémoire. On décrira en détail les constructions graphiques nécessaire!? [K>ur la détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, et les lignes qui terminent les ombres portées du corps sur lui-même.
On discutera avec soin le lavis, examinant comment les teintes doivent décroître pour produire le relief.
On n'oubliera pas d'examiner d'où peuvent provenir les reflets.
Êcrou d*«ne*vù cylindrique àfUet trianguitàre
V Dessin. On déterminera los lignes de séparation d'ombre -et de hinûé» sur la surface gauche du filet, et Tombr^ poriée par l*écrau sur Ijiî-;aiâaie* On déterminera les points brillants,
2* Mémme^ Ôa décrira ies «procédés graphiques emploies pour la ^eoiurtruc* tion des lignes 4e .sépar^dîou «d'ambce ei de Jamîàre^ •pour eelle des otnbtet portées, ei pour la détermination des. points birillajsts.
Oa discQlpra avec soin le lavis, donnant Ja nabilioii i|iii datt cxifller entM k force des teintes pour produire le creux; on în^^ueralnS'fiotiilsaAîldbât'y^vfoiîr das reileis et Ton indiquera d^ou ces reflets prcMuenaenL.
7« fSiauêSB^'infpt ctMpùsée 4e tdÊÊCt.
♦ Xes t)uatre scMaunels des 'Cdnes composant la cbauflae^tfftpiie sont aîtois aux sommets d'une pyramide triangulaire f<^ulière (doai «fouies ks^^Mea-amit des triangles écpiilaléraux ), Le centre de la sphère «drconscpile à rcelle ipyranide seca ceim^d'une «plièreidWn petit rayan^jà laquelie seroBliitngeiits Les cônes C(MQa|K)sant les qusMe {pointes 4e la chaufise^tnppe. Trais cdea tMomets de la chaussC'^trappe s'appuieront sur le plan horizontal.
4"* Dessin. On détenninera les projections horizontale et verticale delà chaussetrappe. «On déterminera en projection horizontale et verficalc'les courbes d'intersection des cônes entpe eux. *
On cherchera ensuite les lignes de séparation d*onibre et de lumière sur chacun des quatre cônes, les ombres portées par le corps sur lui-même , sur le plan •horizontal et sur le plan vertical.
<fn déterminera les arêtes brillantes.
2'' Mémoire. Onilécrica : i*le» procédés graphiques w^lagài^ jpmir^dM^màtMr les ^projections horizontale et verticale daio^r^,. 2* Jes,€0ii«(iuwiioo^4[i^bi pour la détermination des ombres portées et des lignes de séparation »d*ombffe et de lumière,, el 3"" eaiio la construction des arét<es.briUanite&.
On disciriera avec.soin JeJavis^ indiquant jM>ur4UQi las ombries ipwléas, «quand elles sont grandes et étendues^ s'afiaibkssentÀ meaure fu'ellaaTs'él^gJMUt 4u cûifps ^ui les j[)rûduiUp (etaurAuiU^eomment, jpour le lâivis,^n {K^ut^ieuidéfradAnt les ombres vers la base , et au contraire , y renforçant les xlewi-^taHttes ^ produire le relief d'un côneidcpit.
CbatisM-fn^ppe auapoirfe da tétraèdres
Les quatre sommets des branches de la.chausse-trnppe sonl silués aux. sommets d'une pyramide triangulaire régulière. Le centre de la sphère qui lui est circonscrite se trouve le centre d*une petite sphère à îaqu^fTe Tes tétraèdres qui composent' tes branches db Ta chausse-lrap{re sgnt tangentes.
Oa peur disposer ceâ tétraèdres de plusieurs manières difTérentes , les uns par rapport aux autres.
i^ IfesêTn. On déterminera l'es projections KorizoAtalë et vertfcale du corps.
On déterminera les ombres portées sur le plan' horizon tal* et sûr le plan vertical ,.et les ombres portées par le corps sur lui-même.
2* Mémoire. On décrira to cmikt|«etfbn9'gFapMques nécessaires pour déterminer les projections horizontale et verticale du corps , examinant comment les tétraèdres peuvent éftre disposés fesr uns par rapport aux autres, de manière à domtcr une figtnre régulière à feur jonclîorr, et Ton indiquera routes les combination9 que l'on .pçnt (bfre pour obtenir un résultat satisf;iisant.
On examinera quelle tbi de d%radiation dbivent suivre fes teinter pour que lè hnis; produise te nriieit
Chausse-trappe composée de pyramides quadrangukures
Même programme que pour la chausse- trappe (n* 8} composée de pyramides trtai^tfarfres.
Dirnfs lés trofs prob?èmes 7 ', 8 et 9*, iP conviendra de donner une dimension asser grande au* rayon dé h petite sphère intérieure à Taquclle les quatre branches de la chausse-trappe se trouvent tangentes , aûn que les intersecâons des RiceB dieis cOnesou des pyramides , entre etîcs , soient visibles d'une manière nette, et que toutes les arêtes soient bien lisibles suir Tépure. ^ '
iO^ Ptlà dé quatre boutels.
4hF phfeef» troie beufotft sar Ib plba horixontaf ;^tes trôii^ centres formeront lev «ORimeto 4*te friëiiglë éfuifeiéraL Le. quatrième Boulet sera placé sur tes premterB.
Deux des^ beolMi'dë te hsm trtangvlirfre seront paraHëfes^ayr pfaiî vertibaT.
1*' AMrihk Oki dét^tminer» les projîsciîons horizontale et verticale âei lignes de séparation d*ombre et de lumière sur eftaqtie boulet^ on détenumera ensuite
les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les autres , et enfin , de tout le système sur le pian horizontal. On déterminera aussi les points brillants.
Le rayon de lumière sera là diagonale d'un cube«
S'' Mémoire. On décrira les constructions graphiques employées pour la détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, et celles pour les contours des ombres portées» et celles aussi pour la détermination des points brillants.
On discutera le lavis , expliquant comme Ton doit combiner les teintes , demiteintes et ombres , pour produire le relief.
Pile de cinq bauteiê
On placera quatre boulets sur le plan horizontal, de manière que les centres soient les sommets dès quatre angles d'un carré. On pourra placer parallèlement au plan vertical ou l'un des côtés , ou la diagonale du carré. Le cinquième boulet sera posé sur les quatre premiers formant la base de la pile.
l"" Desnn. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur chaque boulet , les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les autres , et de tout le système sur le nlan horizontal. On déterminera la position des points brillants.
Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube,
2"" Mémoire. On décrira les constructions employées pour la détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, pour celle des contours des ombres portées et pour les points brillantSt On démontrera l'exactitude des méthodes graphiques employées.
On discutera le lavis , expliquant comment l'on doit combiner les clairs , demiteintes et teintes fortes pour produire le relief,
i2.Niehedf&Ue..
La niche P9,u;:ra être sphérique ou formée par un quart d'ellipsoïde dont le grand axe sera horizontal s^nsi que le plus petit , si l'ellipsoïde n'est pas de révolution ; on pourra*', si Ton veut , prendre un ellipsoïde de révolution , l'axe de révolution étant vertical et le grand axe de Tellipse méridienne étant horizontal.
1* Dessin. Oui déterminera rond>re portée par la niche sur elle-même j la position des points et arêtes brillantes.
Le rayon de lumière sera quelconque.
2"" Mémoire. On * expliquera les méthodes graphiques employées pour k construction de Tombre portée et des points brillants. On examinera ce que serait Fombre portée, dans le cas où le rayon de lumière serait la diagonale d'un cube. On expliquera comment on peut déterminer d'une manière précise les points de raccordement des trois lignes qui composent le contour de Tombre portée.
L'on discutera le lavis , expliquant la combinaison à feire des clairs , demiteintes et teintes fortes pour produire le relief. L'on reconnaîtra la position et la limite des reJlets.
i3. iVtcft^ rampante.
La niche rampante se déduira de la niche droite sphérique ou ellipsoïdale, en coupant tout le système par une suite de plans horizontaux que l'on fera tourner ( autour de leurs intersections , avec le plan qui partage la niche droite en deux parties symétriques) jusqu'à ce qu'ils deviennent parallèles au plan de la rampe.
La surface composée par ces nouvelles courbes sera celle de la niche rampante.
1* De$m. On déterminera l'ombre portée de la niche sur elle-^mème. Les arêtes brillantes et points brillants.
Le rayon lumineux sera la diagonale d'un cube.
2"" Ménrnre. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la construction des contours de l'ombre portée , et pour la détermination des points et arêtes brillantes.
On reconnaîtra la nature de la surface de la niche rampante.
On discutera le lavis , expliquant la combinaison que l'on doit faire des clairs, demi-teintes et teintes fortes pour produire le relief. On recherchera la position et la limite des reflets.
^ 14. Ellipsaide non de révolution^
On placera l'ellipsoïde comme on voudra par rapport aux plans des pro* jections.
V Dessin. On déterminera la ligne de séparation d'ombre et de lumière et le point brillant y soit dans la projection horizontale » soit dans la projection verticale, et l'ombre portée sur le plan horiiontal.
Le rayon de lumière sera la diagonale .£ttB.caii0*
Sr Jlématre* On expEiywca les méUiodes gmphk|fiai eiqgk^pées-^ fKiur. b «onalructioA du point bnll^nt #t: de la ligne dit sépacntinn d^ombre et d^ biAMàr^^, eT du contour de f ombre portée.
On discutera le lavia^; expli^pnnl Is^C4Mnbina«Mn'de».cIiiîr$véeiBi4eH)tes et teiniese for les, j^mik prodttke le relief*
ilVRE n.
mVKATim UE U GtOMÈraiE MBCRIPTIVB A LA PERfiffiCmV.
Avant que Monge ne publiât soq Traité de géométrie desorjptiva.» U existait divers traités de perspective dont plusieurs sont très-anciens* I^ méthode employée était celle dite : des points de concours*
Les anciens géomètres, au moyen de celte méthode, exécutaient k perspective des lignes droites ou courbes, et des points intersection de ces lignes; mais ils ne savaient pas déterminer la perspective d'une surface^ car ils ne copnaisaaiânt pas la propriété remarquable dont jouit le plan tangent en up point d'une surface , savoir : de contenir les tangentes aux diverses courbes qgi.^ tracées sur 49 surface, se croisent au point considéré comme point de contnct.
De plus^ lorsque plus tard cette propriété du plan tangent fut démontrée pour ^ la première fois, ai cela par VanalysCj les méthodes graphiques que connaissaient, alors ; les géomètres , n^étaient p:)s assez perfectionnéi^3 pour leur p^^r-r mettre de construire le contour apparent d*une surface, et par suite la perspective de ce t te s urf o o e, ^n-petit donc dire, avec raison l que ta perspective doit son développement le pliisesMOtiel i lu gÂ»fnélr te descriptive ; «ti'on doit ajouftr, que Ton croit être dans le vrai , en disant que la géométrie descriptive elle-même n'a été fécondé, qu'en vertu de la propriété dont jouit le phnUageoteo Ufi pOMl d'une surface, et parce qu'elle a su déiennîner , construire et écrire y ce pian tangent (*) •
Ce second livre ne se compose que de deux mémoires, Tun de Mong^f qui inédit et que je donne éemUkelbmna^ e^r jI est des ouvrages que Ton doit respecter,
(*) ll«is<« lonMin'ii « ésrtiioii ouarst^ me la géoméirM dMcHpUiw , ouvrage qnll n*a point intîtolé : Ttmké , main aMkment jRro^aaMN^ ^ §4ométriê éêêsHpUtê , eomposé de 46S pnges qu'on no peut se \:\s>CT de lire, cnr à cha^Mt page un ératuve daë gorpo^a fécuiider, Mongb n'a iwtf songé a démontrer que : i€fia%q%i tftimoU(P^Js04mf l(Mi#naet ea mu a^mVtu fiù se moiMUemiidsÊtœsoÊÊtrèês C et C ira^fs sur une surface , *contenail les tangentes à timtes tes courlis qui^ tracées sur la même sitrfaee , ]M#« soient par ce point m. IIongb a iidmis , en un nai^ ]aj>n^riété dont juiiH le plan langent en un point d'une suifiice , propriété qui n*élait encore démontiée que |iar Vanatyse , et il s'en est servi pour
ot d'ailleurs on doit être heureux de pouvoir connaître d'une manière précise non-seulement les idées , mais encore la manière de les présenter^ du fondateur d'une science.
La méthode exposée par Monge était inconnue des anciens géomètres, et on comprendra sans peine que cela doit être, ptiisque cette méthode permet de' construire graplàquement le contour apparent d'une surface.
On n'a pas , je crois , bien compris tout ce qu'il y avait d'ingénieux dans cette méthode, et surtout on n'a pas compris combien cette méthode était générale, et surtout qu'elle était d'une exécution aussi facile que celle des points de concours, pour mettre en perspective des lignes et des points] et je suis porté à exprimer l'opinion que je viens d'émettre , en regardant l'épure de la perspective du piédouche qui fait partie de la collection des èpurei^ gravées de l'École polytechnique, rcttc épure est disposée de telle manière que la méthode donnée par Monge n'y apparaît pas d'une manière nette, j'oserai dire qu'on ne peut guère Ty retrouver.
Ce que je dis ici sera évident , je crois; lorsque Ton aura lu ce que j'ai écrit à ce sujet dans le second mémoire qui termine ce second livre.
Hachette a publié quelques pages dans la Correspondance de l'École {*) polytechnique, sur la méthode des points de concours, pour montrer, \l)k dit luimême, comment la perspective est une application de la géométrie descriptive.
Ce que ce savant^ ami do Monge , à écrit sur ce sujet est loin d'être complet ; j'ai donc cru qu'il ne serait pas sans utilité de reprendre le même sujet et de le traiter h ma manière ;Vest ce que j'ai fait dans le i^econd mémoire, qui a pour titre: De ta perspective considérée comme une des applications de la géométrie descriptive.
chet^es graphiques ultérieures. Mais une science ne peut en efet être considérée comme êdenee, qu^aiitanl-que ses bases sont établies d'une manière rigoureuse » et en vertu de principes , ou axiomes , qui découlent de Tessence de cette science elle-môme , et sans avoir besoin de s'appuyer sur des bases qui lui sont étrangères. La science des projections, ou , en d*aûtreâ termes, la géométrie descriptive ne doit rien emprunter à Vanalyge^ ni à la géométrie des anciens quand il. s'agit de ses bases fondamentales ; elle doit dès lors tout demander auprincipe des projectiam. Frappé de cette idée, que je crois exacte et vraie, j'ai cherché à démontrer la propriété dont jouit le plan tangent , et cela directement , en ne m'appuyant que sur la génération des surfaces, telle qu^elle doit être entendue en géométrie descriptive. Cest alors que j'ai donné la démonstration publiée dans les Dé9$lappemenU de çéaméMe descriptive, chap. VII , page 396. Je crois ne point me tromper, en disant que cette démonstration est rigoureuse et tout à fait dans l'esprit de la géométrie descriptive.
M. Foliée, auteur d'un Traité de géométrie descriptive estimé , a reculé devant la difficulté ; il a admis pour les surfaces le polyèdre infinitésimal , comme on admet le polygone infinitésimal pour les couriws. Pourquoi deux axiomes, quand un seul , celui dtt polygone infinitésimal, peut suffire?
(*) Voyez la Correspondance de r École pt^eehnique , rédigée par lUGfiffrrB^, tome I, p. 3<t (année 4 807 )«
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(MÉBOUB UfÉDIT.) (*) BC LA PERSPECTIVE EN GÉNÉRAL.
1* La perspective est Tari de représenter, sur une surface donnée y des objets donnés tels qu'ils paraissent étant vu^*suivant des conditions données^ c'est-àdire que comme la lumière pent venir des objets à votre œil de trois manières différentes, ou directement, ou après avoir été réfléchie par des miroirs, ou enfin réfractée par les surfaces des différents milieux au travers desquels elle peut avoir été obligée de passer ; ia perspective doit renfermer trois parties , dont chacune donne la méthode de représenter les objets suivant Tune de ces conditions, La première peut s'appeler perspective directe; la seconde, perspective par réflexion; et la troisième y perspective par réfraction. Nous tâcherons de satisfaire a la généralité de cette définition.^ Commençons par le premier cas (^^).
Perspective directe,
V On sait que, dans un milien libre ou uniformément dense, la lumière se propage toujours en ligne droite; que nous ne nous apercevons de la présence et de
(*) Ce mémoire est de G. Monge, il provient de la bibliothèque de PÉcoIe de Mézières. Dans la collection des manuscrits de VÉCoIe d^application de Metz , il est coté': carton n* 4, pièce n*» 10. Ce mémoire, que nous publions ici textuellement pour la première fois, fut écrit à Mézières en 47S5.
(**) Extrait de Ta Perspective de /?o^tiI< (Œuvres posthumes, 4 682 ] :
La perspective est un art qui nous apprend à représenter les objets visibles comme ils nons paraissent ; c'est-à-dire un art qui nous apprend à tracer certains linéaments qui paraissent à nos yeux comme les objets mêmes nous peroîssent.
Ces objets peuvent être vous en trois différentes manières , savoir : ou par une velie directe , ou par réflexion , on par réfraction ; par une velie directe , comme sont vens communément tons les objets que l'on regarde \ par réflexion, comme le sont ceux que Ton voit par le moyen d'un miroir \ et par réfraction, comme le sont ceux que Ton voit au travers de quelque corps transparent, comme au travers de Teau > ou du verre.
Bt de là naissent trois parties de la perspective prise en général, sçavoir : la perspective, la catoptrique^ ei la dioptrique.
La première , qui retient le nom de perspective , nous apprend à représenter les objets qui sont veu5 d'une velie directe , et rend raison de leurs apparences.
La catoptriqne nous enseigne de quelle manière les objets peuvent être veus par réflexion, et nous en explique les causes.
fit la dioptrique nous montre <X>mmeQt le sont ceux qui sont veus par réfraction. C*est de la première dont f entreprends icy de MHtt. T. 0.
SI
la Cgure des objets que par des faisceaux de lumière envoyés ou r^écbis par diacun des points de leur surface visible ^ et qui , en entrant dans Tœil , subissent des lois qui les mettent en état d'agir distinctement sur l'organe de la vision , et de donner à Tâme Tidée de la conteur, de la graadeur, de la distance, etc., des objets d'où ils sont partis ; que chacun de ces faisceaux est un cône de lumière dont le sommet est au point d'énûssmn et dont la baae est afipuyée sur la prunelle de l'œil ; qu'enfin, lorsque les objets ne sont pas bien proches, les rayons qui comynenl ni^ fyiaaeau peuvent être regardés oomnie MnsiUemeiit parallèies mtre eux , et môme (eu égard à la petilease de Jla prunelle de l'neîl ).cMQiiBe confiiMMhis avec leur axe et ne faisant plus qu*one ligne droite avee lai : daasjBe^ena, il part de chaque point visible d'un o^t^et vvn rayon jde JuiBiere.qiii atrive «n ligne droite ài'œil , et l'asseaiblage de tous ees rayons forme une pyramide de ktinién , éoiui le sommet est au eentre de la pruneUe et dont h 'base est appayée sur les objets exposés à la vue..
^"CeJap^sé : seît (jE^.^) ABCJ)le pbn ouia|>rofealiatt.horîzenla)ed'un parailélipipéde qaeioattqwB qai poiaie ékm vu aaw «abalaefe far on ceil [dacé dans-on point donné projeté, pàt eaaa^e, an point Ë. Soient AE, BE, G£, «te., les projections des rayons qui, partis chacun des angles du parallélipipéde, aboutissent au centre de la prunelle etlSsmam ta -pyramide de lumière dont nous venons de parler; j'imagine ensuite que cette jpyramide. soit obligée, pour arriver à l'œil , de traverser une surface quelconque diaphane que, pour plus de sijnplicité, je supposerai d'abord plane, verticale et représentée aujplan j>ar FG; et concevons que chaqua rayon qui la compose, en^e tamisant au travers de cette surface, teij^ne le point par lequel il passe de la.eouleQr do .point de PobJQtd'oû il est parti.
II est clair que l'assemblage de tous ces petits points colorés formera unxableau que l'œil placé au point £ ne distinguera pas de l'objet^xn^na^j ixt gui ^era .par canaéqiMnt sa p ers pec tive vue du point E.
A^ La perspective d'un ol^et donné, peut donc &tre considérée comme la cojupe ou la section «d'une pyr^unide donnée tpar-iiuaeiSHrfeoe <qnelQQii<|iiB«iasi4 Mia ié > ide natare et de position ; et eette surface est cette en i&Meau sur lequel se doit dessiner la perspective.
6'' ttAoit«ii6i#e ide Jà ^fiie Ja perapeotive du eo>Kips ABdO^samraafennae.dans les limites /9, et que les différenis points/, a,b,g seront la projection des points du tableau , sous lesquels sont vus du jDoint JE les^oinls .correspondants de Tot)}^.
A"" fisÂtManéeianr/ÇG^ShperpwdieidakBe EU i}UJ., mmmruid iardiatance de Toril au tableau, s'appellera rayon principal; et concevons quç le point il soit la .projection d'une verticale tracée sur le tableau , qui , élant|^aiuCAn3équent coanueide
positioa , soit im tepme de comparaison auquel bous rapportions les différents points/, ajtjf, etc., et senre St distinguer, parmi les dimensions horizontales de h perspeetTfe , eelles qm senti A*oi!e et celles qui sont à gauche ; tiest clarr que chacun des points- dé là peiPspectiVe se trouvera sur le tableau éloigné de la verticale que nous venons d'imaginer, d'une quantité égale à la distance de sa projection au point If. Pap exemple, te point B mis en persp^ive sera â droite de la vertieale et éloigné d^eile d^une quantité égale i/H ; il en est delnême de tousles autres points. Cependant cela ne suffit pa3 peur les déterminer, il faudrait connaître la position de chacun d'eux à une autre ligne connue de position; c'està-dire que nous avons tontes les dimensions horizontales de Tobjet , en les rap* portant à une verticale dont on connaît la situation; chercluons donc toutes les dimensions verticales et rapportona-les à^une barÎMnCale connue, et il «erafiidile^ par la comparaison des unes avec les autres, de lesr iMttve en perspective; pour cela s £àisons une élévation ou une projection verticale dctoot ce que nous avons projeté au plan.
V Parmi l'infinité d'élévations qu'on pourrait feir&, choisîssoos, pour la plos grande commodité et pour des raisons que nous verrons iians.b suite, ont le dans laquelle le tableau est rcfiréMPté |Mr une seule Hgm» de terre el par conséquent perpemtieulaire à FG.
Sort donc IKLtf l'élévulion dii parallélipipéde, NO cdJè du tablea«, et P oelle de l'œil. De tous les points visibles de l'objet, menons au point P des droites IP, KP> e(e»,i qui Pepréaenleiit eoi élévation ka mêmes rayons de lonière que les droites A&, .BE^'^« repréeentent au plan.» €ela posé, faisons encore le même raLsaonenent. que nous, yemms de: faire» ei eensidârons que les points I , K ,./, m^ etx;. d'iatersection de œs^droîles avee 1% ligne NO soat, en élàiatioo, les points dû tableau sono let^piels Vmi plftc6«» P loît les pointa eorresfkondants de l'objet, eique U perspective du corps IKLM se ttouw renfetwée entre les limites tm; si dcgcMx nott^ meMn^i de «aêipe qii'au pba^ he rajroaprtKcipal PO perpendiculaire àaOy, dsi nouai cpMoveia mr h tableau une horiMtttale passant por le point Q, celte ligne cosMae da poskioa anra un nouveau terme At comparaisen auquel nous rapporterons les différente pointa i, ii, I, m, eiew, et servira à ébslinguer; parmi les dinansioas wtiealea ^ eeUes qui sont supérieures d'avec les inférieures, de nuuMce queda disiiAee doetoquo point de k pMspectîve kim ligne horiaMtak que noua, venaud'imigttiersma égale à L'inteniaUe ooa^ms estre lepainl Qet la projection de ee|K>HM[:à l'élâwtien; pa» esDeaipie, lepaâot K mis ea |Mrspec« ti ve %ara au-deoMaa d^ l'horianatak etéAaigM d'eilo de ki qmnctté KQ.
&' Ceeîb»siaQ»tenAi^ nanaiiâiiianl les. <teatances do tous hs points dvla pen» spective à deux droites données sur le tableau » l'ime iwrfeîealeet tfautre-lmnôcm»
taie , il sera bien facile de les rapporter ; et voici comment. Soit nofg le tableau TU en Tace , TV et RS les lignes verticale et horizontale^ Tune représentée au plan par le point H , et l'aulre dans Télévation par le point Q ; et supposons qu'il faille mettre le point B en perspective, nous savons qu'il doit être à droite de la^verli* cale de la quantité /H ; portons donc /H de W en X/ et menons par le point I une parallèle à TV qui renfermera nécessairement le point que nous demandons. Mais comme le point h est la projection horizontale de deux centres représentés en élévation par les points K, M , supposons qu'il ne s'agisse encore que du point K qui doit être (article 7") au-dessous de l'horizontale de la quantité KQ; por* tons donc KQ au-dessous de RS et de X en Z, et le point Z sera la perspective demandée du point B.
On mettra de celte manière tant de points que Ton voudra de l'objet en perspective et par conséquent tout l'objet.
9* On pourrait, sans mener de parallèles , porter avec un compas Tintervallie /H de W en X , et avec un autre intervalle QK de W en M, et de suite : des points X et M comme centres, et avec les ouvertures de compas, décrire deux arcs qui , par leur intersection, donneront plus commodément le point demandé Z«
10^ Le point W d'intersection de Thorizontale du tableau avec la verticale s'appelle le point de vue de la perspective et est celui vis-à vis duquel doit être l'œil du spectateur, à la dislance du rayon principal , pour que le lableau fasse l'effet que Ton désire.
IV II n'est personne qui ne se soit aperçu que des lignes parallèles exposées à la vue, et prolongées à une certaine dislance, paraissent concourir en un même point et former un angle par les extrémités, parce que, lorsque les objets sont hors de la portée ordinaire de la vue, nous jugeons de leurs dimensions (toutes choses d'ailleurs égales ) par l'angle sous lequel arrivent à l'oil les rayons de lumière qui parlent de leurs extrémités. Leur intervalle, en effet, qui est toujours le même dans tous les points (Jg. 2), doit, à mesure qu'il s'éloigne de l'oeîl , être vu sous un angle moindre , jusqu'à ce qu'enfin , si on suppose les lignes poussées à Tinfini, cet intervalle, qui est une quantité finie, devienne înfiniinent petit ou nul , par rapport à leur longueur.
12^ L'œil voit donc les lignes parallèles concourir en un seul point; mais, pour juger de ce concours , il imagine une autre ligne parallèle aux premières, qu'il fait passer par le centre de la prunelle et à laquelle il compare les autres qui lui paraissent se jeter sur celle-là. 0«'on se place, par exemple, dans «ne avenue d'arbres et presque sur une des rangées, les autres paraissent se porter sur «elle auprès de laquelle on sera ; de là nous allons tirer des conséquences avantageuses po» la perspective.
iS"" En eiïet : soit^ pour exemple, AFDCJG {fig. 3) le plan de Tangle d'un entablement d'archileclure composé de lignes parallèles horizontales. Soit QR le tableau , L le point de l'œil , et LK le rayon principal : suivant ce que nous menons 4e dire , c'est dans une ligne LM parallèle à CD ^ BE ^ AE, etc. que Fœil voit leur point de concours. LM peut donc être considéré comme la projection d'un rayon de lumière envoyé à Tœil du point de concours des parallèles et doit donner, avee son intersection avec le tableau, le concours des parallèles mises en perspective ; mais comme ces lignes sont horizontales, LH le sera aussi , et le point N , où elle rencontre te tableau, sera nécessairement dans Tborizontale du tableau } si donc on porte sur la perspective l'intervalle O de K en n , le point n sera la perspet^ tive du concours des parallèles dont il s'agit»
H"" En conséquence, si on met les points A , B, C en perspective par la m^ Uiode indiquée (art. 7, 8 et 9) , on aura les poinlsa, 6, c, par lesquels on mènem des lignes au point n , qu'on terminera suivant les conditions. Si les points D, E, F, par exemple, sont au plan les projections des extrémités des parallèles, on mènera les lignes DL, EL, etc., indiquant la position horizontale de ces extrémités; c'est-à-dire que celle de la ligne DG se trouvera en perspective à gauche de la verticale, de la quaniiié Ka; par conséquent si , sur le tableau, on prend sur on un point éloigné de la verticale de la quantité Kd^ ce qu'on fera en menant à même distance la parallèle TS , on aura le point demandé. On fera la même opération pour les autres points £ , F. On conçoit que ce que nous venons de dire pour un des côtés do i'eniablement peut aisément s'appliquer à l'autre.
15" Si les parallèles , au lieu d'être horizontales , étaient inclinées, le point de concours ne se trouverait plus sur Tborizontale, mais au-dessus ou au-dessous, suivant leur position. Soit (fg. A) DEGJ le plan de l'entablement d'un (ronton dont le sommet soit ABC ; que KN représente le tableau , et LK le rayon principal ; il est clair que , comme au plan , les deux côtés du fronton et le reste de l'entablement sont dans les prolongements les uns des autres, si on mène LN parallèle à DG, le point N sera la projection des trois différents points de concours qui appartiennent aux trois espèces de lignes qui composent l'objet, c'cst-à-dirè que ces trois points se trouveront dans une même verticale, éloignée de celle du tableau de la quantité KN. Soit maintenant tlfyi l'élévation du fronton, rK le tableau , et iK le rayon principal j. soient menées par le point l^ les lignes /m. In parallèles, Tune au côté ad du fronton, et Tautre au côté ot; les intersections m et n de ces deux lignes , avec le tableau prolongé s'il est nécessaire, nous indiqueront de coin-* bien les deux points de concours qui conviennent aux deux côtés du (roiiton. doivent se trouver au-dessus ou au-dessous de Thorizontale^ comme on le voit sor le tableau MNOP.
leo —
iiéifoiiti: inm CA KRCTÊCtrve corrsttoÉRÉÉ comEe une des applications
- OEXA GÉOlTÉTRrr DESCKHPTIVE'.
J'ai dirigé ce raéBfitrfre en iréfa parties.
Dbd« la première^ je mentre eeimnent) en effet, tes^ méthodes graphiques de la géométrie deser ipli^e ft'eppriqtient à la perspective , eni^isaiit voir que ce n'est qti'uQ cas paptiocilier d-nn problème plus généraf, savoir : Couper par un plan un système de droites divergeant (Tvn point tmyfue^ et que, dans ce cas particulier^ on suppose que le plao sécant » qui en perspective prend le nom de tableau, se trouve pavaiiéie au plan vertical et projection.
Bans la seconde partie, j'applique les méthodes grapiiiques, expesées dans la pfeoûère partie comme une eenséquence des principes fondamentaux de la géoméitte descriptive, à la perspective proprement dite.
Dans la troisième partie , je feis voir comment les principes de la perspective , cwisidérés sops un point de vue plus général , peuvent être employés utilement à la rec^erdis et à la découverte de certaines vérités géométriques, et. cela en se guidait sur Peiemple de plusieurs géomètres anciens qui ont fait de ta perspectÎM tui ffiéquent emploi dans leurs f^heréhes géométriques.
PREMIÈftE PARTIE.
i*- 3<HI dDDoéd la li^e de tanw- LT (/^ ii) el^ptr ooncéqoent les dteox plans Ter^ic^ ei bonzou tal de pnojeetio».
2* %fÀ%. dfltQSÀ \u point «^(a^Mik p«9r p »( j|co ti<Hig «' et «^) sSlué en arant du pl^B ffrlJMl de pr<geelkp, loaisitsmt, «tt au-d&aMM, ou au-dessous du plan hori^pn^l dd pi^dtlioK.
3* %À( 4p«i^« «il»4(oilea (ayMl povr pre^eodena D» et B*).
4* SQikd9mi4«Mkpbii V-parallàie au plan vertical de projeetion, mais situé enta» C4 pHi» «i le peim a.
09 d«maiMte4a.iCMisto«lf»k d»oit» B^ inteneetleir du plan T et du plan P déterminé par la droite D et le point o. "
Or, pour résoudre ce problème de géométrie desmptive, «ous savons qu'il suffit de mener par îe point o une droite D' parallèle à la droite D , cl de chercher les points d et d' en lesquels les droites D et D' sont respectivement coupées par le plan T. <
Dès lors, D,"" passera par les points cT et (/'% et D,* ne sera autre que la droite H' trjàoe horizontale du pjaa T, puisque ce plan T est vertical (ou ep d'autrès termes 9 puisque le plan T est perpendiculaire au plan horizontal jle pv^-
&i Ift droite D» au lieu d'avoir une position quelaonque gacjrappûrt au plan T, lui était perpendiculaire, la construction de la projection £/ sfifiut plus prompte; et en éSot , la fig. (é) nous &it voir de suite qu'il suffit de construire le point <r, car la droite D,'' passe par le point o% qui est (fonné, qui est dès lors un point fixé d'avance par lés conditions du problème.
Si la droite D était horizontale, la âg. (c) iiouâ montre que^ pour obtenir la solution 9 il faudrait effectuer toutes les constructions exigées dans le cas où la droite D a une position arbitraire dans l'espace par rapport au plan T, Toutefois il faut remarquer que , dans ce cas , la droite B'*' est hqfnzontale.
I IV
Si la droite D, tout en étant horizontale, ne fait pas avec le plan T un angle queloapque, miais un angle partieuli^cr, et ainai ,.par e^^e^^^le» ,un ^ngle égaf à un
aDgleiLeml-drolt^il est évident {fig. d) que dans ce cas on aura : pV.^z;;:prf'^9p^* Ainsi , le triangle cpd^ de l'espace sera rectangle et isocèle. Pour déterminer la droite D.*', il suffira doi^ic de construire le point d'" et (J^e porter, sur la parallèle è
LT menée par le point à", une distance o^'d'*' égale à 7^ ou égale à la distance du point 0^ à la trace H* du plan T ; et en unissant jies dé,ux points <f et d^'', on aura la ligne D,'.
Ilen^arquans fue l^ ^oile D étapx supposée horizontale et faire un angle de 45" avec le plan T, |heut avoir deux ^directions ; car elle peut faire cet angle de 45* en étant dirigée vers la droite, ou en étant dirigée vjers la gauche par rapport ^n point o; si elle est dirigée vers La gauche d.u point o^ coffime Findique la fig. (d).
-. tes —
on devra porter o*«*=5 7p à gauche du point o% et le contraire aura lieu dâM Tautre cas.
A"* Soit donnée la ligne de terre LT^ et par conséquent les deux pfand verlical et horizontal de projection {fig. e).
^ Soit donné un point o (ayant o** et o^ pour projections ) , ce point o étant en atant du plan vertical de projection, mais pouvant être situé au-dessus ou au* dessous du plan horizontal de projection.
3* Seit donné un plan T^ vertical et parallèle au plan vertical de projection^ et situé entre ce plan et le point o.
A"" Soit donné un point m (ayant m* et m^ pour projections ), mais situé entre le pian T et le plan vertical de projection.
Cela posé :
On demande de trouver le point de rencontre du plan T et de la droite unissant les points m et o.
Ce problème peut se résoudre de diverses manières, que nous allons successivement exposer et examiner en vue des applications de la géométrie descriptive k li perspective.
Si l"" par le point m on mène trois droites horizon taies. Tune G perpendiculaire au plan f, et les deux autres D et B faisant avec le plan T des angles de 45" (la droite B étant inclinée à gauche, et la droite D étant inclinée à droite)*
Si 2* par le point o on mène trois droites 6', B', D' parallèles aux droites 6, B et D, Ton aura six droites qui couperont le plan T ; et Ton aura dès lors six points qui, unis deux à deux, donneront trois droites G,; B„ D, se coupant au point m, defflandé.
Or, puisque les droites B , D , B' et D' sont horizontales et inclinées à 45* sut le ptsn T, il est évident {fig. «) , d'après ce qui a été dit ci-dessus , que Ton aura :
; et
On voit donc de suite que, pour construire le ^int m.% il suffira {fig.f)àt mener par les points o* et nf deux droites parallèles à la Kgne de terre LT, savoir, Y et X, et de porter : .
i^ A droite et à gauche du point m*, sur Thorizontale X ,
^r^=s|m^=sla distance de la projection horixontale do point m à la trace m*<rs=:| borixontale H* da plan T ;
3* à droite et à gauche dn point o^sur l'horizontale Y ,
^•<rc=i(/5f'*=8la distance de la projection horizontale dn point o à la trace o**** =1 horizontale H^ du plan T ;
ensuite d'unir les points V et ('*"» fP et (f*, m" et o*, par des droites B."", D.% G,% qui dcTronl se croiser en* un même point m,* qui sera le point demandé.^
Si Ton remarque attentivement la fig. (/), et qu^on la compareà la fig. (e), on doit voir de suite que Ton ne s'est point donné le point o^, ^t que l'on opère d'après ce principe fondamental en géométrie descriptive, savoir : Qu'un fàmi est connm de position dans F espace^ lorsque F on cannaU l'une de se^ projections et sa distance au pUm sur lequel la projection est donnée.
Or, dans la fig. (/) , la projection verticale o" du point o est donnée graphiquementf
et la distance du point o au plan T nous est donnée en oV*' ou o^'b'"'.
VI. 'T
Nul doute que si l'on voulait trouver de. la manière la plus simple le point m, , en lequel la droite À qui unit le point o au point m coupe le plan T, il ne fallût enployer la construction indiquée par la fig. (g).
Mais cette construction ne peut être employée qu'autant que le point.o* existe, qu'autant dès lors que la grandeur du papier permet de fixer ce point o\
Or, dans les applications de la géométrie descriptive à la perspective, la droite H* est toujours à l'extrémité inférieure de la feuille de papier, et l'on se trouve dès lors contraint de donner à part la distance du point o au plan T; c'est ce qui oblige forcément à employer la construction indiquée par la fig« (/). D'ailleurs nous allons exposer ci-après les conditions imposées en. per^peciti^e, et Ton reconnaîtra la nécessité de la construction donnée fig. (/}»
Toutefois les questions préliminaires que nous venons de résoudre nous seront d'un grand secours pour démontrer que les méthodes graplàques de la perspective, ne sont autres que celles que l'on emploie en géométrie descriptive lorsqu'il s'agît de résoudre un problème an moyen des projections orthogonales.
J VII
Imaginons am série de droites parallèles entre eUes D, D', D"..*, mais (tiques au plan T» lequel sera toigear«4>lirailéIe au plan vertical de projection (fiç*k).
Par chacune de ce« droite JD, D\ D"... «t le point o^faisoas Mssor on pbnr« cherchons rinterséclion de chacun d'eux avec le plan T,
Désignons par D,, D/, D/^••. F intersection du plan T et de chacun dés plans respectifs (o, D), (o, IV)\ (d, D"j..». Paurrésoudré le problème proposé, il àiudra 1* mener par le point o une droite K parallèle au foisceau des droKes j^Sfârlèles données D, D", D"... ; 2' construire le point k en lequel la droite K perce le plan T ; et 3* construire les points d, cf , d!\^. de rencontre de chacune des droites doanéCB D^ D', D"*.. aree le plan T*
Cela fait :
En unissant le point k^ avec chacun des points (F, d^, ef^..., on aura les droites 0/, D/', D,"*..., qui seront les projections verticales des droites demandées D, , D/yD,**..,, leurd projections horizontales n'étant autres que la droite H*, tracé horizontale du plari T, pctisque ce plan T est vertical.
Ainsi Ton voit, qu'ayant construit le point ff^ poiiA de concours de toutes Yé& AnAtesD*, D,"^, D,*^..., il scffllra, pour les déterminer, de construire pour chacune d'elles un seut point y et mntà :
le point (T pour la droite D,* ;
- cf - - d;-î
— etc. — — etc.
Imaginons que le faisceau des droites parallèles données soit parallèle au plan T (n'ayant d'ailleurs rien changé aux conditions établies ci-dessus), (fig. i).
La droite K sera parallèle au plan T. Le point de concours k'' sera dès lors situé à riqflni ; dès lors aussi les droites D,'', D/% D/'*... seront parallèles entre eUes et aux droites D% D'**, D"\.. ; car il est évident que les droites î), D', D''... et 6,, D/, D/'... seront parallèles entre elles.
Cela posé :
t! suffira de cdnstruire un poîril de chacune deé droites D,% D.'% I)/'*... pour que Ton puisse tracer ces droites. Or ce qu'il y a de plus simple est de construire les traces horizontales 6 , 6'« b"... des droites D, D', D''..«, ainsi que la trace horizonule k de la droite K ; et les droites kb^ kb\ kb"^.. seront les traces hori2omal«g des^ptans (»,, D) » (o» B^ )i <<^ r D'') f e» a*ft done e» les poiattr è, i b,\ 4!Wka l«wa«.MuMiMtede« Aroiteadlèrchte »I'^. Msè^Mc^
i?rt —
4M Y^n supposé que 'tes drokes Remuées D , -D^, •^...^sÔM verticales {fy. ft), atefakB droites chwetiéegô,, D/, D."^.... seront knmi verticales, et, pour déterminer les droites D,% D,'*,D/'*'...., il sufBra de construire un point de chacune de ces dernières droites pour qu'elles so^t complètement déterminées , car leur point de concours sera situé à l'infini.
^ ,^v^ U.^^iûdeat que h^^tutûm se» la mène qi)e»GeUe.dQnaée § VIIIi Biais la cfmst^fiOi^^er^ plus sijai^le, parce que lepoiîiitft et,le point V se coofoadei^^^W le c$tf ixarticuUer qui fious epeupe.
Si l'on suppose que les droites parallèles et données D, V, D",... sont parallèles à la ligne de terre LT, les droites D, , D/, D/V«- seront aussi parallèles à la môme ligne de terre LT. Il suffira donc de déterminer un point de chacune des droites D/, D/% D/'%... pour qu'elles soient complètement CQWOiWS de position. Mais on ne peut détermi ner un point de chacune d'elles ei d'upe mamère simjpl^ (pi'ay moyen d'un changement de pl^n vertical de projîeeiion» e( qui s'effectueni âe la manière suivante :
On prendra {fig. i) un pou veau plan vertical de projection L' T'; perpendiculaire au plan T ; dès lors, la nouvelle ligne de terre L' T' sera perpendiculaire à l'ancienne LT : on déterminera les traces D"', D'"', D"'V- des droites données sur le nvaveau plan de projection, ainsi que la projection ,o*' du point i^;
Gela fait :
On unira le point à"* avec chacun des points D""", D'*", D"^',... par des droites qui seront sur le nouveau plan vertiiîal V T, les traces des plans (o, D), (o, D'), (p , D'^,... puisque ces plans sont parallèles à l'ancienne li^ne de terre LT*
Cela posé :
La droite H% étant prolongée au-dessus de la ligne de terre VT, npus donnerfi V^, trace verticale du plan T sur le nouveau plan de projection.
Dès lors la droite V'^ coupera les droites o^'D"', ©"'D'*', o^'D"*';.. en les points D'\D/*', D/'"'... qui seront, sur le nouveau plan de projection, les traces des droites cherchées D, , D/, D/'. Il sera , par suite, facile de construire les droites D,% D/% D/'"",... qui seront parallèleB eùif^ eUes et à rancienne ligne de terre LT {^).
(*) U est facile de recon naître dans ce qni Tient d'être exposé $ IX et X , le principe fondamental de la méthode de perspeotiye donnée par JHùngê tlana le mémoire inédit de WSS.
Si le faisceau donné est composé de droites qui , parallèles entre elles , se troutent perpendiculaires au plan Ty alors (Jig. m) les droites D^*^ D/', D/'%«« oui pour point de conqgurs U pMnt o%
S XH.
Si le faisceau est composé de droites parallèles entre elles , horizontales el inclinées à 45* sur le plan T, la fig. (rt) nous montre que le point de concours de ces droites est situé sur la droite X , menée par le point o* parallèlement à la ligne de
terre LT, et qu'il est situé en k'' à une distance oV du point o'' égale i la distance du point au plan T. * .
Les droites inclinées à 46*i en sens inverse, auraient le point k'^ pour point de concours.
S xm.
De ce qui précède on peut conclure , en se résumant, que les droites D.% D.'^, D/'*,... projections verticales des droites D,, D/, D/',... intersections du plan T et ^ divers plans passant tous par le point o et respectivement par les droites D , D', ly^.. formant un faisceau de droites parallèles entre elles , ont un point de concours situé : i*hors de la droite X, si le faisceau est incliné par rapport au plan horizontal et au plan T ; 2* sur la droite X, si le faisceau est horizontal ; et 3*i l'infini, si le faisceau est parallèle au plan T, et que dans ce dernier cas les droites D,'', D/*", D,^*". .. coupent la droite X , si le faisceau est incliné au plan horizontal sous un angle égal à celui que le faisceau fait avec le plan horizontal ; en sorte qu'elles coupent la droite X sous Tangle droit, si le faisceau est vertical , et qu'elles sont parallèles à cette droite X, si le faisceau est parallèle i la ligne de terre ; A^ si le faisceau est perpendiculaire au plan T, le point de concours e^ le point 0^1 et S"* si le faisceau étant horizontal se trouve incliné de 46* sur le plan T, le point de concours sera le point A* ou le point k'* (^}, et ce point est situé sur la droite X à une distance du point o' égale à la distance du point o au plan T.
S XIV
. Étant donné un point m sur le plan horizontal et un plan T parallèle au plan vertical de projection , et un point o par ses deux projections af" et o% construire
(*) Suivant que le fàiace^a eti iodîiié ou à droite , ou à gauche, par rapport au plas T.
te poiat m, 9 intersection du plan T et de la droite G qui unit les deux points m et«. Pour résoudre ce problème, on peut employer trois méthodes distinctes :
La première , dite : méthode éh'ecte; La deuxième , dite : méthode éet poinU de concours; Et la troisième, dite : méthode des cocfdmmieiu
Nous allons exposer successivement ces trois méthodes et les constructions gra* |ues que chacune d'elles exige pour déterminer le point m.\
J XV
Méthode direcU*
Soit donné un point m situé sur le plan horixonlal {fig. o); on construira les projections G\ G* de la droile G qui unit les points o et m.
Le point m^ sera donné immédiatement , puisque le plan T est vertical , et Ton en conclura le point m,".
Pour employer la méthode directe ^ il faut évidemment connaître les deux projections o* et €^ du point o, oii pouvoir, en vertu des données, construire (au préthtable) ces deux projection^.
S XVI
Méthode des points de concours.
Première construction. Soit donné un point m sur le plan horizontal {fig. p) par le point et le point m , nous ferons passer deux plans P et Q , et sans construire la droite G , intersection de ces deux plans P et Q , nous allons construire le point m. en lequel le plank T coupe cette droite G.
Pour cela, nous tracerons sur le plan horizontal deux droites H^et H^ se coupant au point m , et nous construirons les droites A. et B. , suivant lesquelles le plan T coupe respectivement les deux plans P et Q, ces deux plans P et Q se trouvent déterminés l'un et l'autre par le point o, et respectivement par leur trace horizontale H' et H*. Pour déterminer les droites A, et B. , qui sont les traces des plans P et Q sur le plan T ( ou en é^ autres termes les intersections du plan T ave» chacun des plans P et' Q), nous mènerons par le point o deux droites A' et B', respectivement parallèles aux traces W et H*. Nous construirons les points a,b, a'j b'y en lesquelles chacune des qùafre droites horizontales A ou H% B ou B^, A' et B' perce le plan T.
En jofijus^ les.fMiM^ a 9tift\ <»arWr? b4n»(^ A^i
En unissant led points b et 6\ on aura ia dcQÎ^ 9« i
Et les lignes droites A/ et 5,' se CQ|ipçi;(uit ein W |«)Wt ^.% fl^ a^a 4e pplnt demandé.
Par cette méthode on consbt^HJiejpQJiAtjm.'' den^oflé» j^ans airaîjr besoîo de (déterminer d'abord le pyp^ m!".
Montrons maintenant pourquoi cette méthode a reçu le nom de méthode des pamis de concours.
Si , au lieu d'avoir un seul point m , Oà ^ait une série de points m, m\ m" y... situés sur le plan horizontal, on ferait jpasser, par chacun d'eux , deux droites parallèles respectivement aux droites A ou H*, et B ou H^ ; on aura donc , sur le plan horizontal, deux faisceaux de droites parallèles, que je désignerai par (A) et<ÎB).
L'on devra d'abord fkire passer par le point o et par chacmie des droites du* ftftceau (A) un plan, et Ton anra ainsi une série de plans P, P', P",:.. qui se couperont suivant la même droite A^ et dont les traces sur le plan T formeront uniSBisoeau (A,) de droites concourant en te' point à'.
^L'on devra ensuite faire passer par le point o et p2(r fchacune des droites du faisceau (B) un plan , et l'on aura ainsi une série de plans Q, 0\ Q")-«* qui se couperont suivant la même droite h\ et Aonf, les traces sur le plan T formeront un faisceau (B,) de droites concourant en le point b\
Dès lors les droites A,*"... concourront au point .<i^j elles droites B.""... concour* ront au point 6'*".
Et les droites A.*'... «et B/... se çoyperont.dou^ à deux et ^spe(;tixen)ônt ^n les points m,*, m/% m/'",,.* qui ^eroi^t les points demandés. '
On voit donc que les .points a"" et b'" étant délerminés pour les droites A," et B,*" le seront pour toutes les autres droites du faisceau (A,*) .et ^u faisceau ^B,") , et qu'il suffira dès lofs de déterminer les divers points a".*, et b""... appartenant s^jx diverses droites A/... du.fai^ce^u (A/) etaux diverses droites B/.-. dufaisceau 0*J.
C'est à cause de l'en^iploi.des poipts ^''^ et 6'' que c^tte méthode a reçu le nom de méthode des points de coucous^.
Deuaième construction. Au lieu de mener. par le point m deux 'dmt^es horizontales de dii;ection arbitraire, on pe,ut pe mener (Jg. q) qw'nne. seule. droite A de direction iariùtràire , l'autre drqile D ayant une direction déterrfinée de la manière suivante^ .
Du j>oint cucionune çepti;e,çMY<^<^^^ur,rasaR9 oAdèci^ra un cer^^le C ciqo*pant la trace H^ en un point c/ , et la droite D sera celle qui une 1 1«8 points t» et ^.
Dés lors f du point a"' (point de concours de la droite A/) comme centre et atee
un rayon égal à 0*0'*, on tracera un arc de cercle coupant la droite X ( menée par le point cl" parallèlement ft^ M If^M ié*td)¥e Vt) en un point cf*' qui sera le point de concours de la droite D,^ Le point m/ sera Fintersection des droites A/ et D/.
On voFt donc que par cette méthode , qui n'est qu'un cas particulier de la méthode générale dite des points de concours , on n'a qu'à tracer, au moyen de là règle et de l'équerre , une droite A'^ parallèle à la droite A , et que le reste de là construction s'eitectue au moyen du compas et de la règle seulement.
Cette méthode spéciale, que nous venons d'exposer, est dite : méthode par h
carde de Carcy parce que la droite D est la corde prolongée indde Tare C.
Tromème comiructiQn. L'on peut > au lieu de mener par le point m deux droites de direction arbitraire B et A et dont il faut construire les points de concoun^^ mener trois droites de direction spéciale et telle que Ton connaisse, d'avance et en vertu des données , leurs points de concours*
£t en effet ;
Nous savons i"" que si par le point m nous menons, {fig. r) une droite boriiontaie A perpendiculaire au tableau T, la droite A.^ passera par le point o" ; 2"* qiie si par le point m nous menons deux droites horizontales et inclinées à 45*" sur le plan T ( rinclinaison de l'une étant à gauche, et l'inclinaison de l^autre étant à droite] , les points de concours de ces deux droites B et D seront faciles à construire avec le compas seulement, puisque l'on n'aura qu'à porter sur la droite 1^,
Ifl distance 4fa''' s=x ô^s=s cfp = la distance du poin^ o au, plaa T.
£n sorte que les points b" et d" étant déterminés, les droites D/, A,'', B/ le seront, et il suffira de la règle pour les tracer *#
Or, remarquons que l'on peut se dispenser de tracer les droites B et D ; car ce qu'il faut déterminer, ce sont les points b"" et cT, pour pouvoir tracer les droites B,*"
et D<* y et il est évident que l'en a ma :szab:=^a''b' et ma= adi=PaV.
On voit donc qu'il suiSt, le poitit m étant donné p^r ses dieux. prq)e«tions m ^t m**, de porter de a*' en b" et en (f une ouverture de compas ég^le à kt disUmae^ dii point mtmplan f.
Par cette construction , il suffît du compas et de la.ré^ pour construire le point m/, et la construction est indiquée dans toute sa simplicité dans la Hg. (i).
Cfn doit encoire réuMar^erq^ cette constructtoM , qui est tr ès^rilmple et t^èsexpéditive , donne uw moyen âe vérkk^tion , puisquisl'ote eo^étniit tr(M's*dN>Jlïb qui doivent se couper en un même point ««^."^(quî^ertrtepofair demandé).
§ XVIU Méthode de$ coordonnées.
Soit donné un point m &ur le plan horizontal de projection et un plan T parallèle au plan vertical LT, et un point o par ses projections 0^ et 0% on demande de construire la projection 9)1*" du point m, en lequel le plan T coupe la droite G qui unit les deux points et m.
Construisons un second plan vertical de projection L'T' perpendiculaire au premier plan vertical de projection LT {fig. 9).
Projetons sur ce nouveau plan les points o et m.
Imagiiions deux droites passant par le point m, Tune verticale, l'autre parallèle à LT (ou 9 CY) d'autres termes , Tune perpendiculaire au plan horizontal de projection, et Tautre perpendiculaire au second plan vertical de projection L'T').
Si, par chacune de ces droites et le point 0, nous faisons passer un plan , nous auront deux plans qui couperont le pYan T, le premier suivant une perpendiculaire à H^, et le second suivant une parallèle à H*; et ces deux droites se couperont en le point m, demandé ; et les projections , sur le plan vertical LT, de ces deux droites se couperont en le point m/.
' D'après ce qui précède , la construction à effectuer est donc la suivante :
V Mener la droite mo^j laquelle coupera la droite H* en un point m,^, et mener par ce point m^ une perpendiculaire à LT (laquelle perpendiculaire devra passer par le point m.*).
2* Mener la droite o'^m*'ffequelle coupera V* (qui n'esta autre que la trace W
prolongée) en un point m,*^; porter rmT^de e en t sur L'T', et mener par le point î une parallèle à LT (laquelle parallèle devra passer par le point m,'').
Le point m/ sera donc très-Facilement déterminé.
Et si Ton examine de près celte construction , on verra pourquoi elle a reçu le nom de méthode des coordonnées. Et en effet, il suffit, pour déterminer le point m/ ( que Ton cherche), de regarder LTet LT comme les axes d^ coordonnées, le point e étant Forigine*
Et il est évident que et etêîsont les coordonnées du point m.'« Or, es est égal à : rm/" et ri est égal i : rm^^'.
H suffit donc de tracer les droites G^ (ou m?) et G''' (ou o'W) pour détermi ner les points m,^ et m/\ et la construction s'achève avec U compas C).
n 11 a*est pas difficile, maiotenant , de reconnaître dans ce qui précède la méUiode de psrspseiwe «ipoeée par MoDge dans eoo mémeire inédil de 4785.
§ XVIIL
ApplicatUm amalttiqde de ta méthode des cooRBOHNtBs, torique le point m est siiMé
nar le plan horizontal de projection*
Soit donnée sur le plan horizontal une courbe G, lieu des points m; les équatiens de cette courbe seront : /(x, y)=:0 et x==Oy en prenant les droites H* pour >axe des â?, et LT pour axe des y, et V* pour axe des 2, le pointer étant l'origine des coordonnées (jig. s).
Considérons le point o comme le sommet d'un cône 2 ayant h courbe C pour base , et proposonfr-nous de trouver l'équation de la courbe G, , lieu des points m, (ou en d autres termes , on demande Véquaiion de la section faite dans le cône 1 par le plan T \ *
Comme la courbe C. se projettera sur le plan yertioal LT suivant une courbe identique C,* (qui sera le lieu des points mi*') , il suffira de donner l'équation de cette courbe G/ pour que le problème soit résolu.
Désignons les trois coordonnées du point par «> 6» y; ainsi l'on aura:
Szzzqc^, oL^szrq^ y = o'^'p'. Il faut calculer rnit""* et rm^^. Or les deux triangles semblables m'^'m^'r et m^Vp' nous donnent :
ou :
m,'V:y::7:(€+y) d'où:
fïi, f ^
Cela posé :
Les deux triangles semblables mumt^ et mgo^ nous donnent :
m,*u: vm :{g^:fng
eu :
'm^r^xiy :: (« — a:): («+y)
d'où :
4'où enfin :
(e+ï) Désignant m,*V par' y, et mj'r par x, , on aura les qaatre équations
•quatMDft de la courbe Ç.
f(x;y)=sO (2)
_ ar(6+y)4-y(<«— g) gg+y« ...
*•- H=ll = ^hT ^^
Et en âiminanl x^ y^ % entre ces quatre équatioiM, on aura TéqipMÎM f («. > yi > «j 6, y ) = , qui sera celle de la courbe C/»
iVote. OuToit^e suUe qu'il suffit d'éliiainer x^ely.entns les tPMi^quaisoos (2, 3^ 4), puisque la pr^xsière équaiios CBlztsiO'^ ei qoe-ieftiiKiBtMirpg BeMat fi)nclions que de ^eidey^
Effectuons Télimination.
De réquatîoa (3) on tice :
if'^ — — (5)
Substituant la valeur y dbnnée gar Téquation (5) dans l'équation (4), oa obtient , après les réductions :
6D sorte que Féquation :
Ac-'i^y ij^i]-'
sera Féquation de la courbe G/ ; car il est évident qu'il suffira de substituer dans l'équation (2)^ à la place de x et de tf , les valeurs données par les éqmtÎDM (6) et (5) ^ pour avoir l'équatiofi do la courbe G/.
S XIX
Si le point m était situé à une dislance li du plan horizontal de projection , on mènerait par ce point m un plan horizonlal R, qui aurait pour trace verticale sur le plan LT, une droite V* parallèleà LT et distante de cette droite de la quantité fc, et on devrait considérer ce plan R comme un nouveau plan horiiontaV déprojection y la droite Y* étanlila JCiottxeHe.ligm^-de lêrre; dès lors il est évident que:
V Si Ton enfiMa.la.fliéihode de&^ wtnuu de.cçnçouti$ {fi§^ v%.on devfit
porter à dcoite et à gauche du point m" sur V* le s ouvertures de com|taB m*a = m"*" = wM", el à droite et à gsKiche^ dir pornt o* sur la droite X, les ouvertures po*=o''6'*'=o'(i'% en sotleque lesdrûiles mV et V^y" et cPd''^ se couperont au point m/ demandé ; ' '"-
2* Si Ton "emploie la métliode directe ^ la considération du plan R <»t tiHrfîle, car la fig. (ii) nous montre qw le point m^ se dédntrdu point m,* de la même manière que lorsque le point m était situé le plan horizontal de projection (^fig. o);
3* Si Ton emploie la méthode des coordonné€8_^ la fig. {x) nous montre que les constructions sont identiquement les m è merqiie celles employées dans la fig. («), alors que le poiht m était situé sur le plan horizontal de projection ; seulement le point nC^'y au lieiid'ètre placésur la ligne de tepfèLT^Mtny^Tedislantdecette droite d^ine quantité égale à /i, hauteur du poi nt m au-dessus du plan horizontal de projection.
XX
Application analytique de la méihode dile. des coordonnées , lorsque le point m
est hors du plan horizontal de projecUM*
Les coordonnées du point m,* seront : x, =e«=s: rm/'et : y,=ei =: et' = rm^ (fg.x).
Or supposons que Ton ait uiie«érie ie points m, m\ m!'y... déterminant une courbe C dans l'espace.
Les équations de cette courbe seront :
L'équation (1) sera celle de la prorjeetîon de la courhe G sur le plan horizontal do projection , et Féquation (2) sera celle de la projection de cette même courbe C sur le second plan vertical de projection L'T'. ^ Cela posé :
Désignant par a, 6, y les coordonnées du point o, on aura :
•^J^j «=FfV 7=7^ JEt Isa d«iHt^iaog^M«Aiid)labies m^um!' elntgtf doDnaroai ;
n^fi: icmr i:.ga ^mr;
en
d'où'encore :
d'où enfin :
mir—x: y ;: (m—x) : (6+j)
HfafaB ^ ,
ffLes deuxltriangles semblables {wT'u'm,''^ ) et {tvP'g'd") donneront :
ou:
d*où:
d*où encore
d*où enfin :
On aura donc les quatre équations :
■f(y,j;) = (aj
El en éliminant a;» y, z entre ces quatre équations, on aura une équation finale :
qui sera celle de la courbe C,% lieu des points m,% et cette courbe G,' sera identique (superposable) à la courbe C., section faite par le plan T dans le cône 2 ayant le point o pouri^mmet et la courbe C pour directrice.
S XXI
Si l'on airait une série de points m, m% m" situés hors du plan horizonial
de projection et distants de ce plan respectireiloent des quantités A, h! y h"^ on
pourrait appliquer à chacun d'eux Tune des trois méthodes , ou directe , ou par te$ pointe de cancawrs , ou par les coordonnées 9 et Ton déterminerait les divers points m, jfn.y m ,
Ainsi étant donnée une courbe C par sa projection G^, et connaissant la hauteur de chacun de ses points au-dessus du plan horizontal do projection , on pourra facilement déterminer les divers points de la courbe G/.
L'une ou l'autre des trois méthodes peut donc s'appliquer facilement lorsque la courbe G sera donnée : i"" par sa projection G^ et les cotes de hauteur de chacun de ses points (plans cotés et nivelés) , ou lorsque la courbe G sera donnée; 2* par sa projection G^ et sa projection verticale G*' sur un plan vertical quelconque (projections orthogonales).
L'on doit remarquer que si la courbe G était donnée par ses projections C* et G*, la courbe G" étant tracée sur le plan vertical LT, pian sur lequel on doit
construire les divers points m* de la courbe cherchée G,% il pourrait arriver
dans beaucoup de cas que les courbes G* et G^ s' enclievêtreraient l'une dans l'autre, et que dès lors il y aurait confusion dans V épure.
C'est pourquoi on doit préférer, lorsque l'on veut déterminer la courbe G,* par la méthode cKrecle ou la méthode des points de concours , de se donner la projection verticale de la courbe G, non sur le plan LT, mais à part, sur un autre plan vertical»
Aussi voit-on de suite que la méthode des coordonnées satisfait {^einement à cette exigence graphique , car les courbes G^, G*"' et G.*" sont toujours tracées sur des parties distinctes et séparées de la feuille de dessin , en sorte que Vépure est parfaitement lisiole.
§ XXIL
Si Ton avait une surface A ^ et que l'on voulût construire la section faite par le plan T dans le cône 1 tangent à la surface A et ayant le point o pour sommet , on voit de suite qn^il faut au préalable construire la courbe C , contact du c6ne 1 et de la surface A.
La construction des projections de la courbe C exige deux plans de projection y qui existent en effet , puisque Ton a le plan horizontal de projection et le plan
Tertical LT« Hais la courbe G* é:ant f ar le plan LT, plan vertical sur lequel on devra construire lacouibe C,% ilj aucavCOiifusion sur ïépure.
Pour éviter celle confusion il faut donc nécessairement employer un second plan vertical de projection ^ et ainsi par exemple, le pian: L'T' perpeodicuiairo au plan LT.
Dès lors la courbe C sera déterminée par ses deux projeciions C* et C", que Ton construira psxrpoinis et en se servant des méibodes exposées dans. le Coucsde géométrie descriptive (*).
Et de suite Ton voit que l'on pourra employer avec avantage la métbode des coordonnées pour déterminer la ccuibo C,% tandis que Temploi de la méthode directe^ ei surtout celle des poiiîi# de concours ^ serait inadmissible ,. vu la multiplicité des constructions à elTectuer (**}.
CVst sans nulle doute parce que la mélhode des coordonnées est applicable i tous les cas et à tous les problèmes^ qu'il s^agissode points, de droites, de courbas ou de surfaces , que Monge, qui a\aii une tendaBce si heureuse à généraliser Us méthodes, s'est contenté, dans son Mémoire inédit de ,1785^ d'exposer la settl^ méthode des coordonnées , vue sa généralité (***) .
DKOXlKME PARTIE.
Appli ot io M dcf mMboàtm ^e îm géométrie dcsoRptîve.à U pcnpactir*.
*9Mis*la première partie de ce mémoire, nous avww résolu le problème : Trouver le point de rencontre d'une droite ou d'un plan avec un plan vertical T, paraiiéie ouftmtverÉicalée ft^ttim. Nous avons employé, pour lé solution de ce pro- Uéne les méthodes de la géométrie descriptive fondées sar les projections :OTtlK)gdnaies. Montrons iminienant que toutes les constructions que nous avons exécutées sont identiquement les mêmes que celles employées en perspective par les divers auteurs (et même les anciens) qui ont écrit sur ce sujet ; nous
(*) Voyez le Cours de géométrie descriptive y 4" partie, page 407, et 2» partie, page 200,
in s» i*«n jeua ios ▼eus sur la coFteclion dts épures gravées de rÉcOte polytedmîque, Ton verra
(avecui^pwjd'iipUeiHiiOfOqiw répufedeJa per^pedire dn > pîddo«cli« qui a ôl* exécutée parOirwrg,
sous la direction deir<KîA«lH,a»ci£n.pcrfeiàeur^l!ÉB«lapolyieoh^ tfitooQStfttiiaparlaiN^lAo^tf d$s coordonnées. w .# -t. r
(*^) L*on doit faire remarquer avec quelle ticililéron peut passer de la solulidn par la méthode des mmdûunéuA ta Bf^l\klkn,mmsHyiifm- d*»» problèni» depeispesllve» et tins» iMum' facôemen* ^ie la laague graphique en la tangue a{géhrifu$..
diiroQS dès lors démoatsé que la pter^p^ciia^-^st ime-^es ^pplUations de la gé^ méirie descriptive*
§ II
Ëtant donné : i® un point m silué derrière un plan verlical auquel on donne le nom de idMeau, et Situé à une hauteur z au-dessus d'un plan horizontal auquel on donne le nom de plan géométral, et 2** un point o silué en avant do tableau et distant da tabltau d'une quantité égale à /, et du plan géomélral d'une quantité égaie à fc, on appelle perspective du point m ki traee de la iWokeom sur le tableau. Or si Ton recouchait le tableau sur le plan géomélral, la perspective des divers points m.,, donnés dans l'espace se confondrait, se brouillerait avec -le* projections orthogonales de ces divers poîi^ m... sur le plan géoméiraL C'esVpoitr éviter cette confusion, que l*on suppose que le tableau est transpott^ p^iratioiemenl à luiniéme et derriâre la projection sur le pian ^^om^ira/ des divers points fit..., de manière à ce qu étant recouché sur ce plan gcométral , la figure qui se trouvai tracée^ur tni^nie'sVîntbrooîlle pas avec la figure tracée sur le plan géoméiraL
Les donnéesd'une perspective sont donc les projections m\.. des divers points m,., de Tospace sur le plan géomélral {fig. a). On donne à celte figure le nom de figure géométralej et Ton dit : les poinls,les droites, les hgnes du géomélral ou qui sont au géomitral:
La droite or^, qui est iracéè^n géoméfral, et en avant de tous les points du géomélral , est le pied du tableau sur lequel doit être tracée la perspective des divers points w^.* . Ënrsorte q^'^ agissant d'un point f>i* du géométral une perpendiculaire m^p sur la droite xy, on a en m^p la distance dtSi point m ao tableau.
Le géométral étantdonné, ainsi que la position de la droite xg par rapport au géoiuétral, on a la position du tableau par rapport aux divers points m... de Tespaee , qu'il fànt mettre en perspective.
On transporte la droite xy en une droite x'y' qui lui est parallèle k'qtri se trouve derrière tous les points du géomélral ; cela fait, on se donne la position du pied de la perpendiculaire abaissée da point o sur le tableau ; le point o prend le nom de point de fme, et le pied de la perpendiculaire prend le nom de point principal de la perspective.
Pour fixer le point principal I^ on mène une droite H parallèle à x'y et à une distance égale i k, hauteur -du point de vue au-dessus du géantétral , et Ton i>iiiee un point P sur cette droite H , qui prend le nom de ligne d'/iortxon.
Cela fait, on porte, i partir du point P, à droite el à gauche de ce point et sur la droite H , une ouverture decompas égale à la distance / du point de vue au ta^ bleau , et Ton fixe ainsi deux points d etd'v qui prennent le noin de points de <fli-
kmce. Cda fiiit, on a écrit graphiquement toutes les données de la perspective , et il s'agit de construire la perspective des divers points m....
Avant de conslruire la perspective des points m..., faisons remarquer que toutes les lignes que nous avons tracées et que tous les points que nous avons placés jusqu'ici sont identiquement les mêmes que ceux que nous avons employés lorsque nous résolvions le même problème par les méthodes de la géométrie descriptive ; seulement , lorsque l'on fait une épure de perspective , ces lignes et ces points sont autrement désignés.
Ainsi : la ligne ay , pied du tableau , n'est autre que la droite H* (fig. v) ;
la ligne x'y' n'est autre que la ligne de terre LT ;
la droite H , ligne d'horizon , n'est autre que la droite X ;
le point principal P n'est autre que o^ ;
et les points de distance d et d' ne sont autres que les points cf*' et b'^. .
§ IV
Pour mettre un point m en*^ perspective, Ton emploie, habituellement ^ deui méthodes, l'une dite : méthode des poinis de concours^ et l'autre dite : méthode des échelles.
Nous allons exposer suecessivemcnt ces deux méthodes, mais auparavant il faut dire ce qu'on entend par perspective d'une droite.
Étant donnée une droite D dans l'espace, on ap^lle perspective de cette droite la trace , sur le tableau^ du plan qui passe par cette droite D et le point de vue o.
Pour déterminer la perspective de la droite D , il suffît d'avoir deux de ses points ; l'un est la trace de la droite D sur le tableau^ et l'autre le point en lequel le tablegu est percé par une droite D' qui sera menée par le point de vue o parallèlement à la droite D ; ce second point prend le nom de|)oint de concâkrs de la droite D. Ainsi la perspective d^une droite D est déterminée par la trace d de cette droite et son point de concours c.
On donne au point c le nom de point de concours , parce que si l'on a un faisceau (D) de droites parallèles entre elles , les perspectives de ces diverses droites passent toutes par le même point c.
Le point de concours d'un faisceau de droites parallèles prend le nom de point de fuite , lorsque le faisceau est horizontal ; et il prend le nom de point acddentelf lorsque le faisceau est incliné à l'horizon.
— ifib'^
Le point defiiUe d'un faisceau horizontal est toujours placé sur la ligne d'Aorwon Le point acàdentei d'un faisceau incliné est placé hors de h ligne d'horizon audessus ou au-dessous de cette ligne , suivant la direction du faisceau.
On a donné le nom de point def/dte au point de concours des droites parallèles et horiaontales , parce que ces droites ne se coupent qu'à l'inÛni sur le plan horizontal passant par le point de vue; efles tendent donc à se couper en un point qui fuit toujours devant elles et jusqu'à l'horizon, qui est considéré comme une ligne srtuée à l'infini par rapport au point de vue.
Le poillt de fidte d'un faisceau horizontal et perpendiculaire au tableau n'est autr»que le point principal P.
Le point de >te d'un faisceau horizontal et incliné de 45' sur le tableau n'est autre que l'un ou l'autre des points de distance i et d', suivant que ce faisceau est incliné à droite ou incliné à gauche sur le tableau.
MéOwde des points de concours {ou de fuite).
Pour mettre un point m en perspective, on fait passer par ce point deux droites quelconques A et B , et l'on construit les perspectives A" et B' de ces deux droites , lesquelles se coupent en un point nfy qui est la perspective du point m.
Pour construire les perspectives A' et B^, on est obligé de construire le point de concours de chacune d'elles ; or, on ignore à priori la position que ce point de concours prendra au-dessus ou au-dessous de la ligne d'horizon. C'est pourquoi , au lieu de mener par le point m deux droites quelconques , on mène deux droites horizontales , parce que l'on sait que le point de concours de leurs perspectives est situé, pour chacune d'elles, sur la ligne d'horizon.
Mais, si l'on prend des droites quelconques, tout en les assujettissant à être horizontales, il faudra toujours construire le point de concours de chacune de leurs perspectives. Il serait donc préférable d'employer deux droites horizontales, de direction donnée et telle que l'on sache à priori où sera situé le point de concours de leurs perspectives; c'est ce qui arrive lorsque l'on fait passer par le point donné m trois droites horizontales , l'une perpendiculaire au tableau , et les deux autres inclinées à 45'* sur le tableau; car l'on sait que le point de concours des perspectives de ces droites est le point principal P pour la perspective de la première droite, et l'un et l'autre des points de distance « et ^ (Jig. a) pour les perspectives des deux droites inclinées à 45* sur le tableau, *
D'après ce qui précède, pour construire la perspective d'un point m dont on
connaîtra la haalear ;t au-dessus du p!an géométral et la projeciion m^all féomé^ 'trat\ on exécutera {fyf. a) ie$ conslructioBfi avivantes^
On abaissera du point m^ une perpendiculaire m^p sui» la drosie ^j/b, pidddu tableau.
On tracera une droite x'y" parallèfe à la îlroite ary' et distante d'elle d'uue 'quantité z égale à la hauteur du point m au-dessus du plan géoméiraL
Sur la droite x'y', «^ ^ partir du point p en lequel la perpendiculaire 4iVpi*<>- Tongce vient couper celte droite, on portera à gauche et à droite une ouverture de
compas égale à m'^p, et Ton fixera les deux points 6' et a.. *
Gela fait, les droites ad y è'i'f pP se couperont en qa aièiBe jKHat iif {ipÊimn la perspeetive du point m.
Si Ton compare la %. (a) aveo la fi^ {v)^ oa voit de S4»î|eqiie lesûûtiêtmielîoM que nous venons d'exécuter pour déiermloxir le point nf sont identi^u^Hueot les mêmes que celles au moyen desquelles nous avions construit le point m.''; Et qu'ainsi : le point p' ^g. oc) n'est autre que le point m" {fig. v) ;
les points a et 6' ne sont autres que les points 6*" et <f ; le point nf n'est antre que le point w,*' j et que la droite x*y" n'est autre que la droite V\ Nous pouvons donc en conclure que ce que Ton désig^ne par perspective d'un système de points m... n'est autre chose que la projection verticale de la section fuite dans la pyramide (ayant pour base la figure formée par tous les points m...) par un plan vertical parallèle au plan vertical de projection, et vice versa.
Comme les corps dont on a à s'occuper en perspective y Torsqué Ton applique la perspective à ^architecture, sont terminés par des surfaces qui ne sont autres que des cylindres, des cônes ou d( s sphères, et que la plupart de ces corps sont composés de faces planes , cylindriques ou coniques ou sphériques » a' entre-coupant suivant dès lignes droites ou suivant des lignes courbes qui se croisent elles-mêmes en des points qui sont des points remarquables du corps considéré , ifs'ensuit que, sachant mettre en perspective un point, on sait tout ce qui est nécessaire. Ainsi ,' avec les principes exposés ci-dessus, nous pouvons affirmer que nous savons la perspective^ puisque nous avons à nôtre disposition une méthode, celle des points de concours ou. dé fuite , qui nous permet de mettre en perspective un point , et pai^ suite, u^e ligne droite ou courbe.
Dans laptemièfefifiptie du Oiur» de Géométrie dèscripiwey nous avons donné^^ par Jt «létbode.do^ points de eencours et dé fùUe, h perspective d*un polygone quakanqûe^^ltté Mit lepl«»;géëtnétral, et d*un prhme dont les arèles éi»ient vertkûles 9 aÎMÎ que <Fui»epyi*MD}de'et d'un tront; de pyramide. Dans hï deuxiénae partie dii miAmecoupS', b^m avens dt^^né ia perspecfdre d^Un cercle situé sur le plan horizontal ou dans un plan parallèle au plan hôriAonlal y ainsi que d'un cône complet el d'un tronc conique. Nous savons donc déjà mettre en perspective tous les corps composés de prismes verticaux et de troncs cylindriques et coniijues à bases horizontales^ ainsi que de irgncs p^r.gLWclAU^ ^ 1u^M$m bQpi;iôi4a(wL Ut comaie la perspective ne doit (si l'on y réOi^cliit^ biiSQ) n'i^M^ ^Aif^uyée ^nk repré* senter, par son moyen, des constructions aj^çUUfK^ii.ui^ala9),WP^iOMKiUrasaaa^ peine que tout ce que aous avons donjié.d^.ns la. preopicre el la deuiiièina:psirliîe du Cotir^ (/e Géorfiétfie descriptive ^ au sujet de la .p^r^jpiçp/tu^^ M^\k a«0f«tfikaiH: arc|(ilectes.
Mais i(ne f^ut pas seulement avoir démontré ($i je puis emplojter cetla ex^f^a«i ^ion) qu'en effet il sutDt , pour les architectes, de sayotr mettrq.eu pei^eciive d^s prismes, des troncs dé pyramides et des pyramides, des tropçs cylii¥lrîq^es ^ d^ troncs coniqyes et des cônes ; H f^iil encore démontrer que la perspective ,ne,diMt. être employée, par les ingénieurs^ que lorsqu'il s'agijLde coastruçtiouç architecturales, et non de machines ou autres objets de constructions et,d'iqdu§tf:iç^.
Cestcc que je- vais faire en peu de mots.
La perspective déforme tes objets, puisque deô droite^ parq/Zè/^*. enjl,re ellçs, nous apparaissent comme dès droites concourantes y et qu'ainsi.UQ pdrs]Jlélogramfl40 nous apparaît comme étant tàn quadrilatère.
Sît'on veut donc avoir une idée neiieet exacte d'un conps, di^ sa forme^ de ses. dimensions, il ne faut pas avoir recours à \^ perspectiue.\f(^yiv le> représenter.»
La méthode graphique à employer daAS ce cas est la jwétjtode dp^prpjectiops
orthogonales. Deux projections du corps, Tune sur le plan horizontal^ et.|'autr,e
"Sur le plan vertical , non-seulement sullisent pour nous faire connaître p«')rfaite-
ment le corps donné et en toutes ses parties, mais seules elles permottent de bien
connaître ce corps.
C'est donc, lorsqu'il s'agit de* construire en reliefs la. seule. otôtbQde' def prgjections orthogonales que I on doive employer pour représenter uu cQrps\ au^si les constructeurs ne se servent-îlar (et c'est qu'ils ne peuvent et .ne"doj.yent oas faire autrement, souis peine (terreur) ^^4es plans ^ coupéi et élévation^ d^ cqrps qu'ils veulent exécuter. Toutefois lajperspective est une «ciencç, utile aux archi-. tectes, et dont îfs font sans cesse on emploi convenabreet utile; car lorsqu'ils. imt^tnent un nouvel édifice , il faut qu'il soit en harmonie avec les constructions
environnâmes ; et comme le spectateur ne verra pas les oonstruetbas anciennes et nouvelles autrement que par ses yeux j et dès lors sous la fovme^perspeciive^ il e&t bon que rarchitecte fasse une perspective^ pour que Ton puisse tout' d'abord juger de V effet j et aussi de la manière dont les détails drchitectoniques de la nouvelle construction s* harmoniseront avec ceux des anciennes constructions qui doi* vent environner Y édifice projeté.
§ vm.
Quoique nous puissions , à la rigueur , mettre en perspective toutes les* Ugnes droites ou courbes d'un édifice ^ en sachant mettre en perspective ùvr point ^^ il ne sera pas cependant inutile d'indiquer comment on met en perspective une courbe située dans un plan vertical P, lequel est : i"" perpendiculaire au tableau, ou 2' in- • cliné à À5Uur le tableau, ou 3* incliné d'un angle arbitraire sur le tableau.
Premier cas. Soit donné un plan P vertical et perpendiculaire au tableau et uiie courbe E tracée dans ce plan P (fig. 6 )•
La trace H' sera perpendiculaire à la droite xy^ pied du tableau.
Cette trace H' sera en même temps E^, ou la projection sur le plan géoinétralde 3a courbe E.
lies données étant telles , la courbe E ne pourra être connue qu'autant que l'on •connaîtra la hauteur de chacun de ses points m.^ au-dessus du géométrcU, connaissant la projection m*... (me géométral) de chacun de ces mêmes points m«... Or la tnanière la plus simple de se donner la hauteur de chacun des points m... -est de scanner le rabatlement de la courbe E sur le tableau. Ainsi, faisant tourner le plan P autour de la droite Z , suivant laquelle il coupe le tableau, et recouchant ce plan P sur le tableau , la courbe E viendra en E, , et après le transport -de la droite xy en x'y, on aura la courbe E/ identique et superposable à la courbe j: , la droite Z étant venue se placer en Z\
Cela fait :
Soit un point «i^ projection au géométral à' un point m de la courbe E, et pro*
posons-nous de mettre en perspecti ve ce point m.
Si du point iJ" comme centre avec Z'*m* ppur rayon , nous décrivons un cercle y, le point m* viendra en m,* sur la droite iy ; et en transportant le tableau, et ainsi la droite xy en xy', on aura en m/ sur E/ le point m rabattu et transporté, et dès lors on aura en mjqh hauteur d u poin t m au-dessus du plan géométral.
Et si l'on remarque que la corde m '^m/' du cercle y est inclinée à 45* sur la droite xy, et que 'dès lors on a : Z^m*ç=Z*m.*, on verra de suite qu'il suffit do faire les constructions suivantes :
^ Unir le point m/ avec le point de distance t) ;
Mener par le point m/ une parallèle à la droite xV et coupant la droite Z' au point m'' ;
Unir le point m'' au point principal P.
Les droites m/d et tn'P se couperont en un point nf qui s^*a la perspective du point m.
Deuxième cas. Supposons toujours que le plan P est vertical , mais qu'il fasse avec le tableau un angle de AS" y alors sa trace H' fera un angle de A& avec la droite xy, pied du tableau (Jig. y).
Concevons une courbe C dans le plan P, sa projection C* sur le plan géométral ne sera autre que la droite H', et sa projection orthogonale sur le tableau nous permettra de connaître la hauteur de chacun de ses points m... au^iessus du géométraL
Lorsque le Ia6/eiitt sera transporté parallèlement à lui-même, et qu'ainsi la droite xy sera transportée en x'y', on aura en C la projection verticale de la courbe G.
Gela fait :
Pour déterminer la perspective d'un point m de la courbe G il suffira d'exécuter les constructions suivantes :
Étant donné m\ élever par ce point m* une perpendiculaire à la droite xy\ jusqu'à sa rencontre en nf^ avec la courbe G*.
Élever par lepointZ* en lequel se coupent les droites H' et xy une perpendicu-* laire Z' à la droite x'y'.
Mener par le point m" une parallèle à la droite a^y et coupant la droite Z' en un point m.«
Les droites nC'P et m^ se couperont en un point m' qui sera la perspective du point nu
Troisième cas. Le plan P étant toujours vertical fait avec le tableau un angle arbitraire X.
Dans ce cas {fig. d) là courbe C est donnée comme dans le deuxième cas (ci* dessus), mais il ne faut plus unir le point m, avec le point de distance 9, il faut déterminer le point de fuite f des droites.borizontales parallèles au plan P; pour cela on abaisse du point principal P une perpendiculaire à la ligne dt horizon H et du point P comme centre , et avec Pd pour rayon on décrit un quart de cercle qui détermine le point p.
Cela fait, on mène par le point p une parallèle à H' qui coupe la ligne d'horizon H en un point/, qui est le point de /vile demandé.
Dès lors les droites m/etm'P se çg^fiefiA^tjfi,UTKfCJ9lm\i^>»Uiz^fèeaipmli9e du iMvnt,^
§IX
gi/métrol n^l^in que Jç ph^ da Qais^M6 4e« cteux doiiolkft cyiôjMLri^ipaft» faisanl ainsi abstraction des pic(ls*droit5 qui soutiennent ia !(Ci|(ft^ {^» fx)»
X^ covrbe 3 arc de iêt^ du jp^t ^yjjiuliie sera jio dâipi^tCArcl^ paraUàle au t4lt>l^$^u^ Q9 coQiiaiira «ia prqjâaUon au fffyunéimL^ 9<iî $^;iia traita B\ m sa pro^ jeç^ion veilicale, qui jiçpa le 4en^-cercie J}*" Uhmif^ ^n^dem-^ow^ M.
Dès lors la perspective du cercle B sera un cercle d'un rayon plus petit .^t qu il e%i ^cUe de déieriaÎD^.
M coMrbe £ arc de U^O du gn»»4 £jliq4i*e .aora.. UQA demi«^lipsd ayant son
grand axe en il et dont le demi-petit axe, qui sera vertical, sera égal au rayon du cercle B.
4rt» cowke X? i^^r^ecMW'd^ ^ew^Uod^^ea de<s<tottoito cera iém deni^etlipae ayant ab pour grand axe et ayant son demi-petit axe, vMtiual, égal as iidjFon du cerç^ fi»
Pour mettre TçUipse E en perspectif m ^ idonnMCA.stNl gahaitentant fi\ ; tpome msiim l'aUipsc^ C. (u^ pQnpefl^.OQ i|e dwwPiwa m ^pfM^jeMioa MPlîp«feX", jqtii ne sera autre que le demi -cercle B*.
jQeli S!èii^ ou c^ii^Miera lea x^auUwoftiQPi mUqfièm (imàm»m (pomi&r et troisième cas) pour mettre en perspective une série de points de chacuM de oea cqiirbctd J^&lQ^ ^ Tou sw^a f^w r<é^tALU4ie tkm« 4e jMr^Mdii^. (ji^* f»)*
SX.. „ .
ÇoncQvojitç. va .pajm «i dans J'espace (/^ n) |>Iaaé «kitîèiMi le iaMaw • la (^o- JQctiftn de ce RpiflJ ip ^ g^QW^l iXWt^n*,,.
Traçons daps iç pl^ji x^ow^tjcal uoe dcoj^ Y {^r^eadkulaîKe au jpM «t^ 4\i
tableau et désignons cette ligne xij par X.
Conce^ns p^r la d^pjte Y na plau, jpferpfflUiwIaîr^ Q aafilau ^ÉmUralf il ooupera le tableau suivant une droî^;^.
& m*p pour le tableau et à m*^ pour le plan Q,
Transportons le tabtectu parsrllètémene à îtii-niêrhe^ la (froite xy ou X se'lraufrportera en ^ry on» X', et la ârohe t se placera* en ï' perpendiculaire à X'.
Nous pourrons nous donner sur fa droite Z' la disiance du point m au plan
géomélralj supposons qu'elle soit é^ale à aa
Nous connaissons donc les trois coordonnées rectangulaires du point m ou ses distances aux trois plans rectangulaires de$ coordonnées j ces plans étant : X Y OQ Te plan géométral^ YZ ou le plan 0, XZ ou le tableau.
Cela dit : •
Donnons la ligne à^horizon \l, le point principal P et les points de distance d et J', et construisons la perspective m" du point m.
Trois droites passent par le point m : L'^^rdonnée x qui se projette au géométral en m*ç, Tordonnée y qui se projette au géométral en m*p et Tordonnée x qui est
égale à aa\ et qui est vef ticale.
Cherchons les perspectives de ces trois coordonnées x^y, 2; ces perspectives se couperont au point m' demandé.
Et d\')bord la drj^iie X a pour perspective X\ la droite Z a pour perspective Z\ et la droite Y a pour perspective la droite Y', dont le point défaite est le poial principal P.
Cela poisé :
Portant sur X' Touveriure de compas a'p^=zqp^ sur Z' TouVêrture de compas a a* égale à la hauteur z du point m au-dessus du gj^ométrai, on j(Hûdra le point principal P avec les points p' el a".
Portant sur X' Touverture de compas ar=^aq et joignant le point r' au point de distance 3', cette droite ôV coupera la droite Y' en un point q\ «
Gela fait on mènera par le point q dettx droites y Tune parallèle à X'et coupant la droite p'P au point m y l'autre parallèle à Z' et coupant la droite a"P au point q\
On achèvera le rectangle q!mq"m* et Ton aura en son sommet m' opposé au sommet q\ la perspective du point donné nu
Si par te point p on menait une parallèle à Z\ et si par le point a 'on menait une parallèle à X, anaurait en {app'a!'mm^q'q)là pers|)uective du parallélipipède rectangle construit sur les trois coordonnées «, y^ %j du point m (ce parallélipipède ayant Tune de ses faces dans le tableau et une autre face dans le plan Q).
Les perspectives des trois distances a:, y, 2» au tableau ^ au plan Q et au pbn
yéoméinUfSetouiràon€if ref^pectivenent , m^ ', mV, mW.
Ces perspnimes M 9Mt point é^ales^ au* coordonnéta dUi point m\ atMai leur
(lonneot-Oii le nom de dUtances ftégradées da point m aux troiâ plans , Q , uMem et gécmétral. - -
En examinant avec attention la fig. (tt) on voit sans peine que le point p" est la perspective de la projection du point m sur le tableau , que le point q^' est la perspective de la projection du point m sur le plan Q, et que le point m' est la perspective de la projection du point m sur le géométral.
On voit aussi : •*
V Que Ton a fn^m'=:^\ et qu'ainsi la distance dégradée du point m au géo^ métrai est égale à la distance dégradée de sa projection sur le plan Q , au même plan géométral.
2"" Que l'on a m*q" = fiJq' et qu'ainsi la distance dégradée dfu point m au plan Q est égale à la distance dégradée de sa projection sur le plan géométral an même plan Q.
3" Que l'on n'a pas , en général, m*p"=:nlp' et qu'ainsi la distance dégradée du point m au tableau n'est pas égale , en général , à la distance dégradée de ^ projection sur le géométral au tableau.
Si Ton a une suite de points m... situés dans un plan Y parallèle au tableau^ les distances dégradées de ces divers points au tableau seront, en général, inégales entre elles ; mais si ces points m... sont sur une horizontale B située dans le plan V, les distances dégradées de ces mêmes points m... au géométral seront égales entre eiles^ et si ces points m... sont sur une verticale A située dans le plan V, les distances dégradées de ces mêmes points m... au plan Q seront égales entre elles.
Comme pour effectuer la perspective d'un point m on porte sur la droite X' les distances a; et y de ce point m, et que l'on porte sur la droite Z' la distance z de ce même point m, on a donné à ces deux droites X' etrZ' le nom à^ échelles.
§ XL
Les peintres se servent principalement de la méthode des échelles pour mettre en perspective les divers groupes de personnages et d'objets de toute sorte qui entrent dans la composition de la scène qu'ils veulent représenter sur la toile.
Ayant disposé sur le plan géométral les diverses choses qui doivent être mîseâ en perspective, ayant fixé le pied xy du tableau par rapport à ces choses y la hauteur du point de vue au^essus du géométral o\i plan de la scène à représenter, la distance de ce point de vue au tableau , de manière à ce que l'ai/ de l'observateur embrasse d'un coup d'œl l'ensemble de la scène; et ayant, de plus, fixé la position du point prmctpa/et par conséquent la position que le qiectateur doit avoir par rap-
port à la tcène^ le peinlre enveloppe chaque objet d'un parallélipîpède rectangle ëont les faces latérales sont telles que deux d'entre elles sont parallèles aU laUeauy et les deux autres perpendiculaires au tableau. Les deux dernières faces sont horizontales > Tune d elles étant placée sur te plan géométral.
Il met ensuite en perspective ce parallélipîpède {fig. f), et il dessine, sur sa knk^ Vobjei qu'il veut représenter, de manière à ce qu'il soit renfermé«dans la perspective {q'V'm"n"q'r'm'n') du parallélipipëde rectangle.
C'est ainsi que le peintre place sur sa toile les divers personnages qui doivent composer la scène.
Quant aux objets matériels et inanimés, composés de lignes droites ou de lignes courbes géométriques , en un mot, terminés par des lignes dont le tracé est rigoureux , il achève de les mettre exactement et complètement en perspective par la méthode des points de concours j après en avoir fixé préalablement la position sur sa toile par la méthode des édieUes.
XII
De VédieUe hamumique*
Étant donnés la droite d'Aortxon H, le point principal P, le point de distance i et le pied x'y' du tableau ;
Si l'on joint un point a de la droite x'y' au point P, et si Ton divise, à partir du point a, la droite crV en parties égales, par les points 1 , 2 , S, 4 , 5,.., en unissant le point d à ces divers points de division , on aura des droites convergentes qui couperont la droite aV en des points 1', 2', 3', 4', 5'... (Jg. A).
Les divisions que détermineront sur la droite aP ces divers points ne seront point égaies entre elles ; elles iront en décroissant de longueur depuis le point a jusqu'au point P.
On a donné le nom d'échelle harmonique à la droite aP ainsi divisée.
§ xni.
Abaissons du point de distance i une perpendiculaire ib sur la droite x'y', nous aurons le point b ; abaissons du point P une perpendiculaire sur IsT droite x'y\ nous aurons le point q.
Désignons dfr =P9 par *•, ^ par d^, dP par </, et (a, i) par a ;
Dès lors abs^id-^tt.
Véquatjon d/e la droitQ (?, i) sera :
Des deux équations (1) et (2) , l'on tire :
ah
Les valeurs (3) et (4) sont celles des cooi:4ono^ d« point 1'.
Gela posé :
Si nous prenons , à partir du point m et s»r la droite x'y, n dislances égales i a , il suffit de remplacer a^rna dans les valeurs de x et de y données (^) et (43-
On aura donc : . .
via.» gm\
et
fia. h
Si Ton dés^ii^ p^ MadiManee dtt point n m point, <lllî^.aitttérflll^k'dreile^dil. a pour cpwtowéss \» vite««i (5)^ (6), o» Mr^ :
et pour le point suivant situé sur aP, on.anra.:
De sorte que (f— sera la longueur de la division eflfeeUiéfrWrla A^wl»**"
par deux converggnMi p»rt«»ti4u^p«Nlt <lt iftK wW T i^ j(Mlft»U«t fM»» P"^**T points situés sur la droite «y, et distants du point a, l'o» ds »lte-CXattlf fcw»
te4»fttiuul k cilcul^ 6B attira :
et comme l/aSpT' sa aP, nous pourrons désigner la bngueQr de cette droite par X , et nous arurons en définitive :
f^ous pouvons nous donner les longueurs cf, « et L, en centimètres et millimétrés, par exemple, et ainsi mettre des nombres^ dans la formule (8) , à la place des longueurs linéaires ; et dès lors , en faisant successivement n = i ^ n = 2 , n âts 3,.., dans la formule (8) , nous aurons les nombres N', N''^ M%... qui exprimeront^ en centimètres et millimètres , la distance au point a des points \\ 2', 3'... de diviMôn successive de la droite aV.
On pourra donc, dans tous les cas, au lion de construire graphiquemeni la di* visioh harmonique de la droite àP, déterminer cette division par le catcul, et cela au moyen de la formule (8) (*)•
S XIV
Toutes les figures apparaissent sous leur véritable forme lorsqu'elles sont situées sur le tableau.
Si l'on a une suite de bandes verticales situées sur un plan P parallèle au tableau et ajraut toutes même largeur k , elles nous apparaîtront en perspective sous la Smme de bandes de même largeur k\ largeur k' qui ne sesa pas égale i la lar* geur.réelle k.
Si Ton «oppose une suite de plans P\ P", P'"... parallèles au tableau et équi* distants entre eux, de sorte qu'ils partagent en parties égales une droite D per* pendiculaire au tableau-^ et si l'on a une suite de bandes de même largeur & placées dans cbacun de ces plans, la perspective des bandes du plan P' auront une largeur a!, «elle des bandes du plan P" aura une largeur k"j et ainsi de suite.
11 sera facile de déterminer le rapport qui existe entre la larg^^r réelle k et les largeurs &', k", k'", ... des bandes en perspective f en effet (^, h) : supposons que Ton
' preMi»sur^la droite yx uner longueur abzsik et les points 9', 9", 4^''r«« équidiâtants
(*) L'emploi de cette fbnnnle sera mtle tonqne les points de distance seront hors dn tahhau , et qu*6n -«e pourra pas dès lors effectuer avec facilité , far l»pr«eédé graplMqus^ la dhriaioD 4e khdroile dP*
entre eux, de manière à ce que aq' =sq'q" ^is:iif'ff^:s=i ^..^ el que «9" toil égabi la dislance du premier plan P' SU kéleauf les ùiYergeniesiq'^dq'^irf",..^ couperont la
droite bP en les points t^, b"y b"\... et Ton aura dès lors en bb\ W\ bb"',... les distances dégradéeg harmoniquemeni des plans P', P'', P'",... au uMetm. . Joignant les points a et P et menant par les points b', y\ b"'j.. . des parallèles à xy^ on aura en Qb\ a"b'\ a"'b"\... les largeurs dégradées harmoniqucment des bandes placées sur les plans P', P", P"V
Ainsi 06=4, db'=k\ a"b"^k!\...
Ce qui vient d*ètre dit n'est pas sans intérêt lorsqu'il s'agit de faire uneper spective au impie trait. Toutes les lignes tracées sur le /a6/é»iiir auront une certaine grosseur Ar, et toutes les ligues tracées sur les plans P^ P", P'%... devront avoir respectivement les grosseurs *', k'\k"\... Parce moyen, le trait conlribuera par lui-même à V effet de la perspective.
On devrait bien aussi avoir égard à la teinte du (rait , ainsi les traits représentant la perspective de ûgures placées dans les plans ^, P''^ P"',.- ^^ devront pas avoir la même teinte; ils devront^re d'autant moins teintés ou d'autant moins wrirs que le plan considéré sera plus éloigné du tableau , et la gradation des teintes sera harmonique en prenant pour échelle de dégradation , ce que nous avons désigné ci-dessus par échelle harmonique. On pourrait donc construire un diapason harmonique des teintes, analogue à celui dont il a été parlé au livre rfe^ ombres (*).
S XV
Les deux méthodes de perspective ^ dites par les poini» de concours et par les échelles , et que nous avons exposées ci-dessus, nous permettent de mettre en perspective tous lescorp^ composés de faces planes et toutes les /î^e# planes composées de lignes droites et de lignes courbes.
Mais lorsqu'il s^agit de mettre en perspective un corps déterminé par une sur- £aice géométrique 2, ces deux méthodes sont impuissantes.
EU en effet : la perspective d'une surface 1 étant la section A faite par un plan dans le cône à tangent à cette surface 2, il est évident que l'on ne peut ni par l'une, ni par l'autre des deux méibodes exposées ci-dessus, parvenir à construire la courbe de cootact C de la surface donnée 2 , et d*un cône A qui , lui étant tangent , aurait pour sommet l'œil du spectateur.
Or cette courbe de contact C est indispensable pour que le cône perspectif à soit connu , et que Ton puisse dès lors le couper par le tableau.
(*) Voyez, ci-«vaiit , sa Uvra prenier, le mémoire n* I .
Lorsque la courbe de contact C sera donnée, ou pourra , par Vûûe ou l'autre de« deux méthodes exposées cî-dessus, trouver la perspective A de.cette cqprbe, et l'on aura la perspective de la surface 2; il faut doûCid^ns tous les casi connaître la courbe C, et la mélbode des projections orthogonales, nous conduit aux pro* jections de celte courbe G, projections qui nou^ sont iqdispensables pour remploi des deux mélhodes de perspective exposées ci dessusi, et qui çonduirfEHit simultanément ou séparément à la détermination de la courbe A.
Mais comipe en déterminant la courbe G. (ou en d'autres termes ses deux projections C^ et G") par l'emploi des projections orthogonales , oo connaît nécessairement les projections des diverses génératrices droites du.cône tangerit A, il vaut mieux achever Tcpure de perspective , en employant la $néihode dite des coordonnées, et dont nous avons parlé ci-dessus, pour déterminer la courbe A située dans le plan sécant» ou, en d'autres termes, sut \e tableau, .
Aussi, est-ce toujours de cette manière que l'on devra opérer, lorsque l'on Toudra déterminer la perspective d'un corps terminé par unesurface gépmétriqiie, comme, par exemple, un ellipsoiiie à trois axestnégaux , une vis à filet triangulaire ou carré, un anneau, etc.
Et c'est précisément celte méthode qui est expose dans le mémoire inédit de 1785 par Monge , comme étant la méthode la plus générale à employer en perspective^ parce qu'elle s'applique à tous les corps.
XVI
Lorsque l'on dessine à vue des monuments, on doit autant que possible le faire de manière à ce que les règles de la perspective soient observées , car sans cela le (ftf^sm serait faut et désagréable à l'œil de celui qui le regarderait.
Il est donc nécessaire de s'exercer d avance par des tracés rigoureux à eotinattre les formes perspectives qWskttecieni certaines figures ; par exemple, un cercle situé dans un plan horizontal peut affecter trois formes très^iflérentésj suivant la position qu'occupe le spectateur par rapport à ce cercle.
Ainsi :
V Si les pieds p du spectateur (fig. C), sont hors du cercle G situé sur le plan horizontal, ou plus généralement si la verticale, passant par l'œil et les pieds du spectateur , coupe le plan du cercle Cen un point p situé hors de ce cercle, le tableau T coupe, en général^ le cône visuel ou perspectif {o, C) suivant une ellipse E'j
2* Si le point p est ( fig. D) sur le cercle C et que le tableau T soit parallèle au
' 'iTota. Neus wîM» dd kjm / âtta^ le prêMtt tm y la ptt^pèeOée du eei^te^G jetait «m génêret tme cMipee E ; (f est ^le lé pcrhit Yi^iotMiM do cOfte vbiidf poa^it Utre placé, dans ceflanis-cas, de iMoièreir ce iqfue la «eeftott E ftt ttne «ecxiM mm- ' t o Mr mf e dms le «due (1(», ^ , aruqurel «as la courir E 'Serait ilD eei^ t^).
Lorsqne l%>n a tm d^fme deaii^«r[4iérique , il n^apparâHt mus sa véritable tMitte
^it'aiflaDt que Tceil do spectateur est plaise dans le {kan horitontai M qvi ferfnele
'^an de naîssanee de h v^Ae aphérique , parœ qu'alors le cône tangent A, q«i nsl
'40«)ours un eéne érmi, se trouve coupé par le foMeam (qui est toujours suppMé
vertical ) survant tin i^emi-earda.
Mais si fœil du épedateur est afKdessus en au-dessous du plan de naissànée M , 4e'ddme spbérique apparaît sous la fei^me^^on d&me jeMipSQiâat , ^ree que te ^ïi&ne et révolution A est coupé par % tableau T, suivant: un arc é^iÊllpÊfè dont le grand axe est précisément situé dans ce plan T.
*Mous nous bornerons è ees divers esmitples.
TROISIÈME PARTIE
JLas anciens géoniétren ont souvmt fait usage de la per^peaivepour démonlrer certaines propriiHés^ géoiQé|riq^9«i |. surtout pour- les .propriétés dites-ifsi inm$-
Supposons» P^^ eiempk, que je veuUle démontrer le théorème vivant ;
jSUQinldomié/f9{fig»3)deu» înÀie^ A««ç fi« as coifMuU m tm paîaip, et me droUe Iky et9UT cette droite m-fimni d ,. <i /^ vaène par U point d deux, droUe4 D^ ^ Ai' ^ou* pont les droites A, el B, en quatre points sommets d'un trapèze , et si je construis les dioffouaU^ i^^ R« de cç trapèze ^^ces dia^emaks iront couper la droiie X en les points
GstA f^n : si^mis le sommel^J et le poinLk , le sommet b/ et te point r. J'aurai l^ diagwales 4'^^ U(W>eau trapèze tel que les, sommets a." et h" seront en Ugne droite
(*) Voyez ce que jgtous ^vpns dit dans les Compléments de g^ow^trie descriptive, au sàjet des pro 'tM^QùsstéréùfraphiqUes.
je Ten dénioolrer y «db MdM#e^
Dès lors je «nppOTeroî , par enewf toy tran dmtdwjil: , B>, C dfigft^ f>, leHw qM^' la droite G divise en deux parties égales rangle(2a) que font entre elles les droites A ei B; o i s i ike je» mènerait wiestiite de éroiles D^ 1>^, D^'.., panailéies'ecilpe^leB'et p e r pm dîeiiaines^ à la limite. G. Ceffdroites/l^^muferomlatfraue A'enleB'P^^ a\ a'\... et elles couperont b droite AM' les points ^,i<^^ b^..., et^fest.#vidMt qtte^ les diagonales des trapèiees aa'6fr', aWb'b^'... se croisent en des points- c, </] e''..., qùi'seron^ en ligpe droite avee le point p €onoeur«^ des droites^ A> et BV et que cette droite (c , c\ c"j... p) ne sera a«tre qoe la dMifeG;
Et il est évident que j^ puis toujours espacer entre êHëe^W^h^iiei O; D^, V}.*^ de manière à ce -^e» les Jia|{eBàiq[iider tttipèzés.fotttHeiit^OT^ftttseeaiiig de d»eitès parallèles, ainsi que le montre la fig. 1.
Cela posé:
Concevons un point o.dan& l'espace, et.unplaji^ vertical IT^^ieA apposons 4p fig. 1 soit tracée sur le plan horizontal. Nous considérerons le point o comme Vceil du spectateur, et te plan T comme m raéifaati iiqr ilequel on doit faire la perspective de la fig. i située au géamétral.
N'est-il pas évident^ pourrait-on dire> qoelèabéortme énoiiieé'se'trauvera vérifié par la figure-perspective que Ton obtiendra?
Cependant il ne faudrait point admettre de suite la démonstration ainsi faite, comme étant rigoureuse j car, pour que cette démonstration soit rigoureuse, il faut', quelle que soit la fig. 3 en perspective, pouvoir passera' la fig. 1 au géoméiraL
Or, étant donné sur le tableau T trois dÉ*oifes A^, B. et C. concourant en un même point, mais arbitraires d^ailleurs, il faudrait chercherl'a position que Ton devrait donner à Vœil o et au plan horizontal , pour que Ton obtint sur ce plan horizontal (ou au gëemétrat) trois droites A , B; 0, tdfes que la droite C divise Tangic (A, B) en deux parties égales ; et il faudrait pouvoir'démontrer que cela est toujours possible. Or, c'est ce qui n^est pas ; il y aura teHe relation de position entrele^ droites A., B.et C,, pour laquelle évidemment' on m^ pourra pas trouver au 7^<miéira< trois droites A, B, G', telles que Iv'droite CdlVTse eh deux parties égales^ Tangle des droites A et B. On voit donc que, pour démon trerie iftéoréme éiK>ncé,'^ on nepent'pas partir de ta flg, i', parce qu'elle ne condiiiîrait qo*S crnicas parti-* cuîier du théorème j[énéraK
En sorte que ce qui précède nodr apprend qa'if faluv; ttmt en prenant tme jî^oret «iff^/ey snrië ^^(m^fra/; h choibk cependàM dé manlèi^ à" ee que Ton '{ralste ft*
cUement r6t d^os tous leacfts y ç4 avec toutes les doonées possibles, y rovenir en partant de sa perspective.
Dès lors nous sommes conduite supposer {fig. 2) deux droites A, et B,et à les couper par deux droites D. et D'. parallèles entre elles et de direction arbitraire. Les diagonales K, et R. du trapèze a/OLJbjb! se croiseront en un point c.«
Cela posé :
Nous mènerons par lei pqint a.' une droite K/ parallèle à K.^ et coupant B. au point bl\ nous mènerons par le point 6/ une droite R/ parallèle à R. et coupant A. au pointa/'; les droites K'.et R/ se couperont eo un point cj.
C^la posé :
Je dis : l"" les points p, ^ c^ et c! sont en ligne droite G, ; l"" les points a" et ^/' déterminent une droite D," parallèle aux droites D.et D/.
. Et en . eflet , par. conslruclion :
V Les deux triangles pfljb, et p/a>/ sont semblables i on a donc :
' ^ Les deax triangles ajcjb, et a.'c,'b,' sont semblables ; oo « donc :
Des proportions (1) et (2) on déduit : .
Or la proportion (3) démontre que 1rs trois points p., c, et c/ sont en ligne droite (Ton voit de suite sur la fig. (2) comment Ton déduirait, de ce qui pré* cède, que la droite a,"bj' est parallèle aux droites D. et D/).
Cela dit :
Si Ton place la figure (2) au géonpéiral et qu'on en fasse la perspective, on aura la figure (3), et si Ion prend la figure (3) on pourra toujours passera la figure (2), et cela sans embarras ; et en effet :
Traçons sur le lableau T deux droites A. et B. se coupant en un point p. (Jig. 3), et menons une droite X qui soit la ligne d'horizon, et prenons sur cette droito X un point d arbitraire.
Menons par le point d deux droites D, et D'^ coupant A, et B. en les points a. et *•» a\ et b\'y les droites ajk\ (ou K.), a'.6. (ou R.), couperont la droite X en les points k et r, et s*ettire-couperont en un point c.»
Menons la droite R'. qui unit les points r et b'^ et coupant A, au point a''.; me-
tadrohe K'.qoî unit les points ilret a', et coupant B, au point V\*^ \e» iflroites R'.et K^ se couperont en un point c\.
Cette construction effectuée, il faut démontrer ce quî^H :
1* Les points p,, c,, c\ sont en ligne droite ;
2* Les points a'\, b\ et dsont en ligne droite.
Pour effectuer la démonstration passons de la fig. (3) en perspective à' ta fig. (2) wigéamiiraL
Le plan géométrai sera perpendiculaire au tableau T et parallèle à la ligne d'ho* rizon X; dès lors les droites qui divergent en perspective des points iEr, r et rf, donneront au géométrai des faisceaux de droites parallèles, et nous jretorobons évidemment au géométrai sur la fig. (2), et complètement, avec toute sa construction indiquée ci-dessus ; donc, etc.
§ II
Pour rendre encore plus sensible ce qui a été dit ci -dessus, § I (3* partie), prenons un autre exemple. . *
Je suppose que l'on veuille démontrer la propriété des quadrilatères inscrits et circonscrits à une section conique (*).
Il est évident que ce qu'il y aura de plus simple , et ce qui se présente en effet immédiatement à l'esprit, c'est de prendre un cercle C et des rectangles inscrits' et circonscrits à ce cercle C ; en sorte que Ton aura une figure plane composée d'un certain nombre^e faisceaux de droites parallèles.
Puis, Ton dira : ce cercle G peut être considéré comme la section droite (ou la base) d'un cône 2 droit (ou de révolution ) ; si dès lors on coupe tout le système par un plan P, on obtiendra suivant la direction donnée à ce plan P une section conique E, qui sera ou une ellipse, ou une parabole , ou une hyperbole; et les rêc^ tangles inscrits et circonscrits au cercle C , deviendront , sur le plan P, des fwdrilatères inscrits et circonscrits à la section conique £; dès lors l'on pourra énoncer les théorèmes dont jouissent les quadrilatères inscrits circonscrits à une section conique.
Cependant , il ne faut pas beaucoup d'attention pour reconnaître que oette manière de raisonner ne sera admissible qu'autant qu'elle sera rigoureuse , et dès lors à l'abri de toute objection ; et elle ne sera rigoureuse qu'autant que, partant de la figure en perspective située sur le. plan P, on pourra revenir, et toujours, et
(*) Voyez le Cow$ àê §éùméîriê éescripthe > V partie.
coniqtfe E donnée, et quelle que sôit cette secti^p iH>^îqH6 t^t'^'fuMfi^» ttîs^» reTenir à la figure d^^ow^lrAff*i^.aiMi.à ç;i4kd\d^ efi/ii^'C^'àk^ inscrits et circonscrits.
Or : si l'on donne une section 4;oMqueJG ^ IW qM^dril^tère îosorit à c^e dwrbe et ^ ïm iwt.jp^dser^ftar (leUewCowb^ £.un otoe droit ( un c6ae dd.révotation ), il faudra évidemment chercher parmi tous les sommets des o6AM<dip(9* qui' fistfSiQi»^ . jpar mUGcowhfi £9 aelui pour lequel le plan de^ctioA diroîte du câiPQ^ donpeca UD rectangle imicxil. au, cercle qui estc^i^eaion droibe*
Il faudra doiu; fxonrrswlement conn^Ure les propriétés des/<)ca^.des.;$aatiooa cQniij(ue5> il faudra de plu^s^voû* les con^tr^ire tout en tescoxnnais^aiU, ipai3 encore il faudra ybrcém^nl résoudre ât< préalableun problème assez difiiciJ^r
Ne vaut-il pas mieux dés lors partir toujours d'une jî^iir^ simplg, mais autre que celle des rectangles inscrits et circonscrits à un cercle^ et ainsi des parallélo^ grammei inscrits et circonscrits à une eUip$ft ? car alors on pourra faire'passer un c6ne droit 2 ( et le premier venu ) par la section conique E donnée , et à laquelle s^'tMHV^nt ÎQseritSv^t diFOOfisetito les ^apdM&iférat, et roq poan«toii}#i»s eouper le cône 2 par un plan Q, de manière a ce que sur ce^filBn oa lit fmc <llipM'& téU^tffVt^i^iliêaéHkùiiw îworKs ei ^inooBMnitsik la seolîon eoii«que<loitBée E se trouvent transformés en paraUéhgramme^m^mtA^eiAmoQm^fk/itk TeHipse E^
<i|9iMdfO«4it te0 4lPMWis^4iiNe)i«6 ^l S8iS0nli fieviM 4«ila $hêihml^ cfei <a»pera|Mc(ft;f pQW démMtMn istftAioas pro|Hriétéside0 MsttcfDtiCMiqu^ (ea ckeniliairt iMbo»^ n|M^i^.foi«e)|lM«er:lMipr^prié<féa ém$erdit*Mft]M.9ectiani*mtikim8}j on r^flMftrque assez souvent un défaut dexigmw ^^knnélRfMe dans ieuts dénonfitrâiflMfi. €e qui
sur;
^La^oBiàfirféSëMtifrtlve^feH très-souvent usage de la méthode delà perspeciitre ; aiMJ» étant )lomfée une fig. (A) sur un plan P, les propriétés de cette fig. (A) étant oofinutls , ^fle éHerche à faire 9ubir*à cette fig. (A) toutes les transformations posflAMes'potHT lesquelles tes mêmes propriétés subsisteront. Pour cela eBe conçoit tm point s dans l'espace (hors du plan P) et elle fait passer par le point s et par charquè ligné droite ^ fô fig. (A) des plans, par le point s et par diaque ligne o&ufbè dèliftJfig.'^Â) tfes dettes ^ par te point s et par chaque point de la fig. (A) des éhMesy et èllexJ^eriôutle système corâque et pyramidal par tin plan Q, dont la dfree(Nmi.eKt a^b'rtràîfe ou déterminée par «les conditions du proMème à résoudre et a insi p a r la p artiettlarité do ia t ransforma t ion que Ton ^eut ob tenir polativomont à la fig. (A).
Nous a\0D8 fait un fréquenl emjilol de ce procédé dans nos ouvrages sur la géométrie descriptive , nous aHons en donner encore un exemple ici , car c'est vraiment le lieu, pw)M|ue nqusnoii? occupoiis d'uiie. q^ffi^ spéciale 4^ l^pertpwUve et de son utilité comme application k la réchencbî^ de (^ept^ipçi» ^flffM^ fjéamétriquei.
I IV
Dans les Compléments de Géométrie descriptive ^ nous avji^nSi 4iteMP$l4' l0 - Abéorème suivant (*) :
Si r on a une parabole P(iig- Â)ayantson sommet enip et pour axe ù^ni la droite k y n Con prend plusieurê ordùmséês nm^ mV, m"n"^*^4 ^ si C on cetjgLmi mm-. sub0 de paraboles M y M\ M",... ayant respectivement pour corde, mn, m'n', m'V,... et cha^ cune tangente en p à la parabole P; icttiéise^ifaraboles M , M', M"... auront j entre elles y une osculation du second ordre au point p.
Si noua voiàioDS Uàr^ passer oetle propriété dont jouissait tes^HPtifoter, silt les autre&^ecti<Mis conique», et ainsi sur les eltipsesei les kyperèales^^ il ftMibr» eatti* eevoîr dans l'espace un point « , et le regarder comme le tMiteet ookonm àbdiVers Qùnes ayant respectivemetit pMr. baise les paraliole» P ekM,M'j, NP^**^ et eoiq^r tout 4e système par ia» plan Q., de iBa»ièrâ è^oUtanîr pour settirasv dans ms cônes , iMi des ellipses » oia des byperbolefS.
Or, si n^is considérons le plantes paraboles «ontuno étant ie plan boriMMil de projection , le plan R , mené par le sommet:^ fpÉnilMeinent auplaniMiriuailii, sera tangent à tous les cônes paraboliques.
Cela posé :
Il est évident qu'un plan sécant Q coupera tous ces cônes paraboliques ou seu* lement suivant des ellipses , ou seulement suivant des nyperI>otës.
En sorte que le système plan , situé sur le plan Q , ne sera composé que d'e/* lipses, ou ne sera composé que à' hypetéofes y tout comme le système donné sur le plan horizontal n'est composé que de paraboles.
Et comme toosJe^ cônes paraboliques (wt due oâ^lation dil se^^ttd éii'dre suivuit la génératrice droite sp {fig. À) , pvisqtie totttè^tesr pai^bole&qui leur servent debMes reapeeilvw^ont um oseuiàiioii dii<s«edfid ^râhê aif point /r, H s'mïstrit ^ne leaeyatémMy m^ H^eéUpsee^ mH ^hypefMètf, ii%éi» dans fe phn sdeam' Q , auront aussi une Osculation du second ordr^^wfe fléiM Mitaht leqtret la génératrice dMité Ê^ se ttmve ccMtpto pai« le plan IQ.
Mous^pMtoMdonc, i^mpti»w^\sii^^é(Meyéàonbet\^
ey Votez hs O&ftifi^mellH^'fêànMtis^^^ UC, y. Wl
TaÉoft£aiE
Si r<Mi a iifieellf|Me f»{fj' ^) npf^ntée a sesaies, TclEpie H. taagane r as Mflttiet I» de fetlipie P,, tangecite 2* eo oo point â déienûiicr sar b laagnuef as seœod Momiei f de TeDipae P., et 3' passaot par les euréaiics d'une corde «Ade Feilipse P., ama uii eooiael do prefliîer ordre ea p aicc TeUipse P.; ei tooleft les ellipief ccnsiniiles eooMie M. anroiii entre elles nne oar n bt i o n dn second orére an point f.
* TllÉORÊME.
On anra un Uiéorénie anakgoe ponr les bjperiiolei (/Ey. 6).
Si Ton a nne eUipte P. QE^. 7) et qn'on Ini consinûse deux tangentes 9 et f, Tnne an point p et Fantre an point q (ces denx tangentes se oonpant en nn point d); si Ton mène b corde pf et dn point d nne divergente arbitraire, et qne Ton conslmise nne ellipse M. qui smt : i* tsegenie à i' en nn point à délenninery 2* tangente enpà Fellipse P, yet3*passant par fes extréoiités ntA de b partie de b divergente interceptée par b corde pq et Fellipse P. , cette ellipse M, anra un contscl do pre* mier ordre en p avec TeUipse P. ; et tontes les ellipses constmiies oomnie M. aoont entre elles nn contact dn second ordre an point p.
On aura tin ihéoréme analogue pour les hyperboles.
Si Ton prend le système composé (fig. 4) de b parabob P et des diverses para* boles My... et qu'on b projette obliquement sur on pbn Xau mojen de cylindres parallèles entre eux , on obtiendra un nouveau système dans lequel la parabole P\ projection oblique de b parabob P, n anra plus pour sommet b pcMot p' projection du sommet p de b parabole P.
La tangente 6' en p' à la parabole P', qui s«a b projection de b tangente 8 au sommet p de la parabole P, ne sera plus perpendicubire sur b diamètre A*" de b parabole P' projection de l'axe A de la parabob P.
On aura donc sur b pbn X un système (/y. 8) anabgne à celui de b ig. 4 ,
mab ce système sera rapporté à des coordonnées obliques , au lieu d'être rap*porté 9 comme dans la fig. 4, à des coordonnées rectangulaires.
On pourra dés lors , au moyen d'un système de cônes ayant même sommet dans Tespace et ayant pour base 1^ paraboles {fig. 8) tracées sur le plan X , obtenir par des seclions arbitraires, mais parallèles à la tangente O'au point p' de la parabole P' {fig. 9) , le théorème relatif aux ellipses (fig. 9) et aussi celui relatif aux hyperboles f Tellipse P|' (ou Tbyperbole P/) étant rapportée à un système de dia* mètres conjugués, au lieu d'être rapportée à ses axes comme Tellipse P. (fig, 5) ( ou r h j perbole P. ) {fig. 6 )•
S VI
En menant un plan parallèle à la tangente 0' de la fig. 8 , on obtiendra la fig. 7 relative aux ellipses et celles relatives aux hyperboles, et cela, suivant la direction ou rinclinaison du plan sécant.
Ainsi Ton voit que les paraboles nous donnent les fig. 4 et 8, que les ellipses nous donnent les fig. 5 , 7 et 9, et que pour les hyperboles nous aurions aussi trois figures qui seraient les analogues de celles relatives aux ellipses.
D'après ce qui précède. Ton doit tout naturellement se demander si Ton ne peut pas obtenir, pour les paraboles, une fi^^re analogueà la fig. 7, laquelle existe pour les ellipses.
Pour reconnaître si le théorème relatif aux ellipses et représenté par la fig. 7 peut subsister pour les paraboles, il suffit de prendre la fig. 7 comme étant sur le plan boiûzontal la base d'un système conique ayant pour sommet un point s de l'espace situé hors du plan horizontal et de couper ce système de manière à avoir des paraboles.
Or : tous les cônei^ i base elliptique («, P,) et (i , M.)... auront une génératrice droite commune «p. Toutes les cônes («, M,)... auront entre eux un contact du second ordre tout le long de cette génératrice sp, et ils n'auront chacun, et suivant cette même génératrice sp , qu'un contact du premier ordre avec le cône (s, P,). Le plan («, 0') sera tangent à tous les cônes (s, P,)et (s. M.)....
Donc, pour couper le sjstème conique suivant des paraboles, il faudra mener un plan sécant Z parallèle au plan («, 6') ; or, il est bien évident que les courbes de sections ne pourront avoir qu'une seule tangente commune donnée par Tinter^ section du plan Z et du plan tangent (#, 9), puisque, pour qu'il y eût deux tangentes communes, il faudrait que le plan Z coupât le second plan tangent
Ainsi la propriété représentée par la fig. 7, et qui existe pour les e//^p#^, et aussi pour les hyperboles, ne peut exister pour les patàbotes.
I3àtsq«e Ton iMt en perspective tiAe droite S aittiée mn te yha féùm é tn â ^ ôH fait passer par TcgM <y uae droite B' 'paMiIftte à B et p%rçÊM te Éùêkmê t «t» pow» ^ et en unissant le point V aptec te péiit'^eiv teqiieMfl <Ifoîle B pcihse te igtfpgt T, ^n a nue dtoite indéfinie B,- q«i'est la penpeNim dtf la dtmle IL
Da droite B' est divisée en trois parties distinctes , dent parties infinies et (me partie finie.
La partie finie est comprise entre 1'^/ 9 et le point b\
Les deux parties infinies sont : Tune, la partie qui part de Vœil et qui s'éloigne Indéfînimeiït du tableau; et l'autre, la partie qui part du point é'ef qui /kM derrière le tableau.
La droite B, , considérée comme ligne droite, est divisée amsi en trois parûtes : f titre jiftié, comprise entre les points b et b\ et les denx^ autres iatféjfities > la première située & partir du point b au-dessous du pied xy du idMnth , et la secotMfe partant du point b\
Or, à quelles parties de la droite B correspond chacune des -trois pai^ss* qui composent la droite B, ?
Si par ïoeil o je mène une droite qui passe par le point de la i)f(s^ite B qaî est situé à nhfîni derrière le tableau, la perspective de ce point sera te point if. "" ^ par Vadl je mènetirre décile qui passe pur le point b de la droite B, , la patspective de c^oint b ne fSém autre que ce point à lui^-mème ;'ainsi la ^anienfinie de h droite B située , à partir do point b , derrière te toM^oa , a fcmt perifmaHe
une droite finie bb\
Si par Vœil je mène une droite paraHèle au tableau j et coupant la droite B en un point a^ (jui sera toujours situé en avant du tableau ^ je vois que la portion
filÂ^4fr da la droite B| aura|iour perspective la portion infinie de la droite B. située à partir du point b au-dessous du piedxif du tableau f et que la partie infinie d^Ia droite B) qui /piii à partir du point a en avant du tableau, aura pour perapeclivi^la paiplia infinteda la droite B, qixifait, à partir du point b\ au-dessus de la %Heiav«
Ueltrkpaaé :
âliAteBiÉQbd^Mtf'^teiiaiiteaii'dvujt ^uii)aa>^ et^C! ayant un potni conmiun m situé sur lsi iigne d'horizon , et qu'on les regarde comme les bases de deux cônes ûi^màii npa<ffttartNtf»M» iW i H ^i t aoiaroMin^ aaa daitt4)âaas sa cxmpjeront suivant une génératrioe am qui ser»4iaiii;($wtateîrdAs-i«i^ coumera les
fini et qui sera rinteroaotioiivde tatgéaéioitrÎA^ ;9#i^du pbi|i)g(tow6trah ,
il^s d«ax GMvbes &fetfi'<«iiPaAt ^ire eUes ufie lowièce^d'^&tnej 4it r4Ui6 j^r rapport à l'aiiire^Mft^eafpûibêUii^Al'ÎAfimt» mmièm d'étfe qiui Haug«MDii^|ée par la manière d'être , entre elles et au point m y des deux courbes G et G'.
Ainsi : 1* si les deux courbes G et G' se <îwp^nt au point m , les deux courbes B et B' tendront à se couper à l'infini ;
%"" St l^s.dcw courbes G «t. C' ont un ^eont^^t du* prenier ordre en le point #n , l^s^deux courba B et B' ainrQnt un contact du premier ordre à l'infini ;
^"^ Si les deux courbes G ^t G' ont un conlact du deqxième ordre en le point 191, les deux courbes; B et B' auront un conjLact dju. deuxjjèine ordre ^ J'infini y etc. > eto,
yQu vQJt dooCf par. ce qui i^récàde, qu'au moyen de la perspective » an peut ameiiep uapgint si|U)i à l'infini sur le plan géométralj en un point ^itué k distance 6nie^.snr Jie tabkmj.ei que ee point sera toujoura situé sur ja Jigne d'horhion*
.IXè^ lor^s on cao<}oit. de quelle utilité peut ^tre la perspective^ pour connaître 1^^ manière d'être entre elles des lignes courbes situées sur un même, plan et qui passent par nn même point situé à Tiofini.
Nous allons appliquer ce qui vient d'être dit à la recherche de quelques pto^ priétés relatives aux sections coniques.
î vni.
Plaçons la fig. 7 sur le tableau , de manière à ce que le point p soit sur la ligne d'horizon.
On pourra donner à la fig. 7 deux positions : ou 1* la tangente se confondra avec la ligne d'horizon , ou 2* la tangente sera inclinée par rapport à la ligne d^horizon.
Dans le premier cas, les sections faites par le plan géoméiral dans les divers cônes ayant Vœilo pour sommet commun et pour bases les diverses ellipses P, et M,, M/yM/',... seront des paraboles.
Dans le deuxième cas, les sections faites par le plan géométral dans les divers cônea seront des hyperboles qui auront une asymptote commune, laquelle sera donnée par l'intersection du plan géoméiral et du plan (o , 6) tangent à tous les cônes suivant la génératrice (0 , p) qui leur est commune.
Dans le premier cas y toutes les paraboles intersections du plan géométral et des cônes Ipy M,), (o. M/), (o, M/'),... auront un contact du second ordre à l'infini, et ce contact aura lieu pour chaque are infini.
Dans le deuxième oei^j toutes les hyperboles sections faites par le plan géométral
dâ&s ieg Gôaéft (o , ■,) , (o y H/) , fo, V.'') ,.<^. Mronl un COBIMI do seeond ordre à rinfini , et settlement entre les arcs qni ont même asymptote*
Il sera Tacile de constraire l'épare et d'énoncer divers théorèmes. Ainsi , pour les paraboles , on voit de suite qne Ton peut énoncer le théorème suivant ;
Étant donnée une parabole P/ {Jig. 10} , une tangente 0' en on point p' de cette courbe et son diamètre infini A' passant par le point de contact p'; menant une suite d'ordonnées mV, nt'n"j.,. parallèles à la tangente 0' ; prenant les points mi- Keux q\ q\.. de ces ordonnées , et menant par ces points des droites h\ B'V*parallèles entre elles et au diamètre A', ces droites B', B'\.. couperont Ja tangente 9' en les points t\ t^... Cela posé : si Ton cons truit une suite de paraboles N', M'V . . respectivement tangentes à la droite 0' en les points r\ t'\... et ayant respectivement pour ccrdcÈ les ordonnées mV, mTn'y... toutes ces paraboles auront entre elles un contact du second ordre i l'infini , et ce contact aura lieu pour l'un et l'autre arc infini j et ainsi pour les arcs situés à droite > comme pour les arcs situés à gauche.
LIVRE III
APPLICATION DE U GÉOliÈTRlE DESCRIPTIVE A LA GNOMONIQUE. .
^ DE Là GNOMONIQUE.
'* (mémoirb nféDIT.)(*)
Le mouvement continuel du soleil autour de la terre ne $e fait pas journenement dans le même plan ; on voit à l'œil simple que , pendant six mois de Tannée , il décrit des arcs diurnes continuellement plus prèà des points du ciel les plus élevés 9 et que, pendant les six autres mois , il décrit des arcs diurnes qui se rap« prêchent^ au contraire, de Thorizon. Mais on suppose, sans beaucoup d'erreur, dans la gnomonique , que les différents cercles dans lesquels le soleil se meut sont parallèles entre eux. Celui de ces cercles qui est moyen entre celui qui s'éloigne le plus de r horizon et Ciel ui qui s'en éloigne le moins, est nommé Véquateur. La ligne perpendiculaire aux cercles que le soleil semble décrire chaque jour se nomme Vaxe du monde, parce qu'en effet tous les aslres paraissent faire leurs révolutions autour de cette ligne. Les extrémités en sont les pôles : on les suppose dans la surface de la même sphère dont l'équateur est un des grands cercles.
(*) Ce mémoire fait partie des manuscrits de la bibliothèque de l'École d'application de Metz.
On pense qu'il est de l'abbé Bossut, ou tout au moins qu'il en a rédigé une partie. Au reste, il est certain que ce mémoire a été écrit pour l'iDStruction des jeunes officiers , élevés à l'école du génie de Mézières.
Je m'empresse ici d'adresser mes remerciementâ à M. le général d'artillerie Peon, commandant de. r&ûle d'application de Metz , qui a eu l'extrême obligeance de me faire faire une copie eollali(mné9 de ce mémoire et des dessins qui l'accompagnent.
Quant aux deux mémoires de 6. Mongk et au petit Iraité des onibreB publié dans le livre praMier (ci-dessus) sous le n* 4 , j'en avais pris copié dès 48IS , alors que j'étais attaché à l'Ecole d'application de Metz, comme lieutenant d'artillerie à l'état-major. T. 0.
La quantité dont le aol^l se troaye éloigné de Féqualeiir se nomme la décima-^ son du soteil; elle est mesurée dans Farcperpendicalaire à l'éguateur j^ssant par le pôle et par le soleil , en sorte que la distance du soleil au pôle le plus yoisin est le complément de sa déclinaison.
On suppose que le centre de la terre est au centre de la sphère céleste , et par conséquent au centre de réquateiir^ la section de la sueface de la terre par le plan de ce cercle est nommé l'équateur terrestre : on voit aisément que la déclinaison du soleil peut être mesurée par Tangle formé par deux lignes partant du centre de la terre et allant l'une au soleil et l'autre au point de l'équateur qui répond perpendiculairement à cet astre; de manîè f e -que ce point , l'astre et le pôle soient dans le même grand cercle de la sphère céleste.
L'équateur se nomme aussi lé cercle équinoxial , parce que l'arc diurne est évidemment alors égal à l'arc nocturne, puisque l'horizon coupe ce cercle en deux parties égales.
Les cercles extrêmes du mouvement du soleil sont nommés tropiques ; on les nomme aussi solstices , parce que le soleil s'arrête là dans son mouvement prp» grossir vers le pôle voisin pour retourner vers le pôle opposé.
Le soleil ne passe pas tout d'un coup du plan du cercle qu'il a déorit m veine au cercle qu'il décrit daos^le jour même; sob mouvement vrai tra^e^ i^lieu de cercles perpendiculaires , une espèce de spirala qui s'étend de Téquateur auxwl^ stices et ^i recommence des solatices vers Téquatenr \ .en sorte que , dan» le HfêU Taxe du monde n'est pas perpoadiculaire au plan dam lequri ^e lait le ei^nvotoea* du soleil, puisque le soleil liasse continueUenmBl d'un plan dsAS «m autre; il &ut en excepter les cercles des.sol&tices, où le fioleil.reste 4euxiou tMÎs Jimips Bun que l'on aperçoive aucune variation dans sa d^ioaison : Jes oerolesdss soiatiws sont donc les seuls perpendiculaires à l'axe du monde. G'estaussi dans le temps que Je soleil s'y trouve, que l'on peut faire des obswvalioiis justes :pwi^ la constTiUction des cadrans : dans tout autre temps , cas obaervayU^os «ont tsujettea 4 quelques corrections dépendantes de la variatMu^de la déolânmoiv du MlnK
Piff. 1. te^plto'i^iFGiditfre du mrafenent du soleil étant perpendtculaite i îaxe du
nïon^e, et sa i^évdlution s'accomp1is$ant en vingt-quatre heures ; si on imagine un cercle XXI y X\, X, IX , dont la circonfénenee entièiie eoî4 draaée lea vingtqtiMre parties , >c'esHh-Afë>'en'p«rt4«s de t6 de|;t^ ehacune , et que f on p/lace ce cçriçle de manière queTaxe du monde lui soit j)erpendiculai£e<et. passe par son
TV
lw|)OiBUuiedifÎ8Î6iid«*lai eircmÛrence et ee êerde réponclraa't aux poinii
Si l'on suppose, oùlre cttàj ^foéfm» éo mofiife est une ligne on plutôt une ^eqge opMfoe , on:f€tra qffe le soleil étMl aux peints t2 , f 4 , W, etc. de h cirewÉiërfMB qu'il pwcoQrt, Vsofi R portera son ombre aux points diamétralement exposés XII, XI, X^ ete.; en sorte que le cercle XTI, XI, X, divisé et placé eomme nous FaTons A , foemerait un cadran solaire sur lequel une subdivision plw délaittée ferait voir toutes les beures et les parties de ces heures.
C'est sur ces notions qu'est fondée toute la goomonique, et la grande distance du soleil à fa terre permettant de prendre pour l'axe du monde une ligne quelconquç, qui lui est parallèle, à la surface de la terre , cette science se réduit à fixer la position de cette ligne et à déterminer ensuite les points où se porte son ombre dans les différentes heures du jour sur des plans ou sur des surfaces situées d'une manière quelconque à l'égard de cette ligne.
s IV-
Si l'on imagine un grand cercle de la sphère céleste passant par les pôles du monde et perpendiculaire à l'horizon , ce cerclç , que Vou nomme le méridieB du lieUf coupera l'arc diurne du soleil au point le plus élevé de cet arc; et si l'on détermine la section du méridien avec l'horizon,^ on sera assuré que l'axe du monde sera placé dans le plan élevé veriicalement sur elle* Cette sectioid^du méridien et du plan horizontal se nomwe le méridien du lieu*
Si on élève un gnomon perpendicuiairea^nt mi plan IwvlavoBtftl, le point tlô- Pronière terminé par la pki& eourte ombre portée p«r eeignpnwL népenéra au>()pîM de b "uium^ime'* plusgroadebaut^iirdiimkiil rarJ'lHdso». On<MtaHfcpanb*Mifiieiir det'efBib^ méridienne, la distaoM du p^iut où m portA rk>«ibreMr la pivi bariiwift an pied Ai goo* «Lon , e'est«àndim au.peÎAld^.ee fkm. ^m réyaié rfmti éa à uù mkl au ^MiMn. Or ie poioi4e Uplw flKandebairieUi du soteil et to|poaBl)d«vgBoiBon portant ronftx» sont dans le méridien suivant la définition de ce cercle ( § 1 V ). Ainsi le potM
d'ombi» mw^uéi wriftiAmlMMiite^ le
UeaxSèPie
méthode pour
tmoerune
— .afâ —
pied du gDOoalon est aussi dans le méridien ^ il s'ciasoit <{ue la ligne tirée du pied du goomoD au point déterminé par l'autre la plus courte est la section commune au méridien et au plan horizontal ou la méridienne du lieu (§ IV ).
Puisque le méridien est perpendiculaire au cercle que décrit le soleil et qu'il divise l'arc diurne en deux parties égales , parce qu'il est en même temps perpen* diculaire à Thorizon, il est clair que le soleil aura des hauteurs égales au-dessus de l'horizon, lorsqu'il se trouvera à des distances égales du méridien ; et, réci-* proquement, il sera à des distances égales du méridien, lorsqu'il aura des hauteurs égales au-dessus de l'horizon. Ainsi , en observant dans un même jour deux lignes d'ombre égales portées par un gnomon , la ligne qui divisera en deux parties égales l'angle formé par ces deuxiignes d'ombre sera la section du méridien et du plan horizontal , ou la méridienne.
' Pour observer deux lignes d'ombre égales, on trace, sur le plan horizontal du pied du gnomon pour cenire , un arc de cercle passant par un point d'ombre observé avant que le soleil soit parvenu au méridien, et l'on marque le point où l'ombre recoupe le même arc lorsque le soleil s'éfoigne du méridien.
La portion de l'arc comprise entre les deux points d'ombre ainsi déterminés étant divisée en deux parties égales par une ligne menée au pied du gnomon , cette ligne sera la méridienne.
§ VI
Ces deux méthodes pour tracer une méridienne ne sont ni l'une ni l'autre parfit îtement exactes.
Pour la première, la longueur de l'ombre varie si insensiblement au moment où le soleil est voisin du méridien, qu'il est très-dii&cile de marquer le point où la plus courte ombre se porte, a moins d'un gnomon Fort élevé , ce qui n'est pas à la portée de tout le monde et qui demande une attention infinie pour le placer, pour en déterminer le pied et pour s'assurer que le grand plan sur lequel se porte l'ombre est bien horizontal.
La deuxième méthode suppose que la déclinaison du soleil est restée la même pendant qu'il a été aux deux points de la circonférence qu'il parcourt et desquels il a marqué les pointa d'ombre observés. Maïs cette supposition n'est vraie que dans k temps des soktieés (§ I) : ainsi, si l'on voulait beaucoup d'exactitude ^an^ Ja méridienne. traoée suivant oette méthode dans tout autre temps, il faudrait . ji ^àive entrer une ta^rection^ dépendante du changement de la déclinaison du
1 II ^ eiair, eu eflet y qilesi-Ui déotinaisona augmenté dans 1 -intervalle de la pre*-
- ait-
filière à la deuiiàme observation , le soleil arrivera à une bauieur égale à celle tiu'il avait an BoMnent de la première observation , quoiqu'il se soit éloigné du méridien vers le couebant d'une plus grande quantité que celle dont il s'en irou-^ vait éloigné vers Forient dans le premier instant. Ainsi la ligne méridienne tracée par cette méthode relardera l'heure de midi ; elle l'avancera au contraire > par ilne raison semblable , si la déclinaison a diminué dans l'intervalle de la première i la deuxième observation. , ,
§ Vil.
Ayant ainsi déterminé le plan do méridien dans lequel nous avons vu que doit se trouver l'axe du monde , il faut aussi trouver dans ce plan les p6les du monde, et la position de Taxe sera fixée.
Si dans le triangle rectangle CPO , formé par la hauteur GP du gnomon ^t par fîiç. 9. la plus courte ombre PO (§ V), on calcule l'angle GOP, on aura l'arc SR de la surface céleste qui marquera l'élévation du soleil à midi au-dessus de l'horizon. Son complément ZS ou l'angle PCO sera la distance du soleil au zénith ou au point de la surface de la sphère céleste élevé verticalement au-dessus du lieu où se fait l'observation.
La même observation étant faite tous les jours de l'année, on verra que cette haujteur RS augmente depuis la fin du mois ^e décembre jusqu'à la fin du mois de juin , et qu'elle diminue ensuite dans les six mois restant dans les contrées situées au nord de la terre, le contraire arrive pour les contrées situées au mj[di.
La hauteur moyenne entre la plus grande ef la moindre, qui sont regardées comme constantes, détermine le point où le soleil est à égales distantes des deux pôles, c'est, suivant ce que nous avons dit (§ I), un point de i'équateur. On irouve dans les tables des astronomes et même xlans les almanachs , sous le nom de déclinaison du soleil , la distance du soleil , pour chaque jour de J'année , à ce point d.e I'équateur.
Soit Le Aorn la section du globe terrestre par le méridien EPRO ; L le point où pj^. 3. est l'observateur^ Ulsera l'horizon. Mais, à cause de l'immense éloignement du soleil , nous pouvons supposer le rayon CL de la terre nul et prendre , au lieu de l'horizon HI , le diamètre MN qui lui est parallèle , et confondre le point L avec le centre G de la terre. Soit ER le diamètre de I'équateur dans le plan du méridien , le diamètre PO perpendiculaire à ER sera l'axe du monde. Ainsi, si par l'obser^ vation du soleil , nous parvenons à fixer le point E ou le diamètre ER , il n'y aura plus qu'à lui mener une perpendiculaire pour fixer la position de l'axe du monde; or, si Ton ajoute à ta distance LS du soleil au zénith observée comme nous l'avons
dit ou d'uM autre manière qudooD<{a6) la déclimi^aa £S dQaoéeik^r Ifi io^iri^ se fait r^bâof vatioii , on aura la distaitee £Z da l'équatew au :/éviÛki c'e/fi^ qn'oB somme la latitude du lieu. Elle est égale à la hauteur Nf du pôlQ au-*4wr sua de rhorizoo ; car si , de chacun des deux angles droits ECP, ZCM, oq retraxtche le même angle ZCP, on aura EGZ =2 PCN ou £Z c=: PN. Ainsi , TobservatÎMi ^ iera connaître la distance ZS du soleil au zénith suffira pour d^erminer la bdu«teur du pôle sur l'horizon du lieu.
En disant qu'il faut ajouter à la distance ZS du soleil au zénith la déclinaison SE on suppose que cette déclinaison est du même côté de Téquateur que le lieu où se fait l'observation; car si cet astre était d'un côté opposé, il faudrait retrancher |à déclinaison de la distance du zénith au soleil pour avoir |a distance du zénith i l'éqnateur. D'ailleurs la latitude ou la hauteur du pôle du lieu où l'ou est, etf ordinairement connue^ au moins par approximation, avec de& lieux voisins, elï^ péra|ion dont nous venons de parler comme propre à la déterminer n'est rappor* tëe ici que pour faciliter l'intelligence de ce qui doit suivre.
Nous avons supposé que le plan sur lequel on avait à tracer une mëridientiey et au-dessus duquel il ftiHait fixer félévation du pôle, était horizontal : mais il est clair que tout ce qui a été dît (giV, V, VI et VII) "pour un plan de celte espèce peut s'appliquer à tout autre plan^ quelle que soit sa "isituation. Ce plan aura un pl^ parallèle horizontal pour quelque point de la terre, et les opérations que Ton ferait en cet endroit sur ce plan, au moyen de lignes verticales et horizon* taleâ, en suivant ce qui a été dit précédemment, auraient le même résullaf que celles que Ton ferait ailleurs sur un plan qui serait parallèle à celui dont nous veinons de parler, au moyen des lignes perpendiculaires à ce plan et des lignes tra^ cées sur ce plan même.
On peut donc , par les méthodes que nous avons données , ttaoer une ttér b* dlenne sur un plan quiconque , au moyen de la courte ombre portée par un gnomon sur ce plan ou par des lignes d'ombre égales ( | IV et V ) ^ on irourera aussi rélévation du pôle sur ce plan par la plus courte ombre.
Si, Ton trouvai^, zéro pour la hauteur du pôle rar \e plan» cela prouv^ait fuç , p^éftdienn^ t;»çé^ aw le:plaa est elleHuâmçi parallèle à l'axe du inQj^e««
Dèn qne la mérnlkniîe sera tracée sur le ]^hrii où doit être traofr un <Adnh ro^ Mire, M moyen de félèvation connue du p6le, on plaeera au^^essus de cette ligne^ dams le {flan perpendiculaire an plan dn cadran, une ligne ou verge qui soit in-^ dlinée sur la méridlienne conformément à l'élévation du pôle ; c'est-*à-dire que si AB est la méridienne, il faudra placer la ligne AG dans le plan perpendiculaire au plan du «adran, de manière que Fangle BAC soit égal à Télétation du pèle sur pig. ^^g^ ee dernier plan , et qu'elle soit dirigée vers le pôle. La ligne AG {fig. 4) ou une partie CE de cette ligne {fig. 5), ou un point G de cette ligne {fig. 6) serviront à porter Fombre qui tioit marquer Jes ^heures sur le cadran.
La ligne AB étant la méridienne du plan , et AG étant placé au-dessus de cette fi|^f^ ligne, dans un plan perpendiculaire au plan du cadran, pour tracer les figues horaires, on mènera GB perpendiculairemait & AG, qui rencontrera la méridienne en nn point B ; par ce point B Ton mènera dans le plan du cadran la ligne TZ perpendiculaire à la méridienne, puis ayant prolongé AB d'une quantité BE=:GB : du point E, comme centre, on décrira la circonférence 'WBP, que l'on divisera en douze parties égales aux points B, L, K, ï, H, etc., et Ton tirera aux points de division les rayons EB, EL, etc.^ qui couperont par leurs prolongements la ligne TZ aux points M, N, 0, etc., par Jies points ainsi déterminés sur cette ligne, et par le point A, on tirera les lignes AM, AN, ÂO, etc., qui seront les lignes horaires que le style AC marquera par son ombre entre 6 heures du matin et 6 heures du âoir, et en prolongeant ces lignes au delà du point A, les prolongements marque* ront les heures qui précèdent ou qui suivent celles dont nous avons parlé, de manière que la ligne de 7 heures du soir, par exemple, sera marquée par le prolongement de ta ligne de 7 heures du AHitin. La ligne VI — A-^^VI, menée par le point A perpendiculairement à là méridienne, sera la ligne de "6 henrea du matin au côté occidental et du sèir au jsô86 oriental;
Pour entendre cette construction : sur le diamètre WF prolongé des deux côtés et du point E comoM centre, avec un rayon E— 12^ que Ton imaginera infiniment grand , soit décrite la circonférence 6 — 12—6 : les rayons EL, EK, El, etc., prolongés, la rencontreront et la diviseront en douze parties égales aux points 11, 10, 9, etc. Gela posé, imigi^onsleplautd^s deux demi-cercles WBF et 6— 12— 6 relevé et appliqué perpendiculairement à la ligne AG, aussi relevée sur AB, le
point E MF le pmot C, el le rayon BE sur BC« II est clair qne AC étant, comme nous Favong dit » parallèle à Taxe du monde, on peut supposer que le point C est au centre du mouvement du soleil que Ton imagine se faire dans la circonférence l6 — i2r^-e : à midi le soleil sera au point 12, dans les 6 heures précédentes il sera trouvé aux points 6, 7, 8, 9, 10, ii, et dans les 6 heures suivantes il ae trouvera aux points 1 ^ 2, 3, 4, 5 et 6 , en sorte que si le point C est opaque , il portera son ombre à midi au point Bdu cadran ; à onze heures » au point M de ce plan fixé par les rayons en lignes droites 11 — E et EM ; à dix heures , au point N ; ainsi des autres. A midi , il portera également son ombre aux points correspondants de la li^ne BT, et lorsque le soleil sera au point 6, Tombre du point C se portera à une distance infinie sur la ligne TZ, en sorte que la ligne A — VI, menée par le point A à ce point d'ombre , sera parallèle à T2,
Mais l'ombre portée par le point A du style, qui est dans le plan du cadran, passera nécessairement à ce point pour toutes les heures. Il s^ ensuit donc que Fombre portée par le style AG sera sur les lignes AH , AN , AO , etc. dans les différentes heures du jour, depuis six heures du matin jusqu'à six heures du soir.
Quant aux autres heures, il est clair qu'elles sont marquées par les prolongements des premiers; car le soleil est placé, par exemple, à huit heures du soir, relativement à l'axe , comme il l'est à huit heures du matin , .mais du côté opposé. On se convaincra encore mieux de cela en achevant les cercles dont 6 — 12 — 6 et WBF sont les moitiés.
• S XII
La construction que l'on vient d'expliquer est difficile à exécuter dans les grands cadrans et sujette à de grandes inexactitudes, à cause des intersections obliques aux points éloignés de la méridienne. Il est bien plus aisé et plus sûr de calculer les angles BAM, BAN , etc. que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne
et de les rapporter ensuite sur le plan.
CB X B Or, dans le triangle rectangle BAC , on a : AB = . , ' ^ ; dans le triangle BEP,
aussi rectangle , on a :
_- EB X tangBEP = BG X UngBEP PB= ^ ^
dans le triangle rectangle BAP, on a : tang BAPs= — Tû^y ^^' eninettant les valeurs trouvées pour BP et pour AB i
^^3^p^5ngBEPx«BAÇ
— ai7 —
C'est-i-dire que la tangente de Vm^te qu'tme ligne horaire quelconque fait atec h méridienne e$i égale au prodmt fdU de la tangente de tare de Cétfuaieur qui répond à (heure dont H iagit par le iinus tk ta hauteur du p/^le 9ur leplan^ <Bmé par le rayon.
Si l'on veut trouver par exemple la ligne de trois iieures et demie du soir et de huit heures et demie du malin , en se servant des logarithmes, on sait que trois heures et demie répond à un arc de 52"* 30' de Téquateur, à raison de i^" pour une heure, ainsi on ajoutera le logarithme de la tangente 52* 30' au logarithme du sinus de Fangle de hauteur du pôle , et on retranchera de leur somme le logarithme dtt.rayon : cette dernière opération se réduit à retrancher 10 de la carac^ léristique trouvée pour la somme des deux autres logarithmes.
i XIII.
Lorsqu'on aura calculé suivant la manière précédente les angles 42 — A — 1 ^ ng. i. 12 — A — 2, etc., que les lignes horaires font avec la méridienne, au lieu de rapporter ces angles sur le plan du cadran , au moyen d'un rapporteur^ il sera • plus sûr de calculer les distances 12 — 1, 12 — 2, etc., prises sur la ligne perpendiculaire à la méridienne. Pour cela , on prendra à volonté la longueur de la ligne A — 12 qui fixe la longueur du cadcan , ou la ligne A — 6 qui fixe sa largeur.
§ XIV
Si , au lieu d'un style entier, on ne voulait en employer qu'une partie , comme Fig. 9 «t lo. dans la fig. 9, ou si Ton voulait follement se servir du trou d'une plaque pour marquer les heures , comme ^ns la fig. 10 , le centre A se trouverait hors du cadran , mais la méridienne A — 12 du plan étant tracée et la hauteur BAC du pôle déterminée, on calculerait également les apgles 12 — A ^1, 12-- A — 2, etc. que les lignes h^rair^ doivent faire avec la méridienne ; puis, abaissant du centre de la plaque la perpendiculaire CO que l'on mesurerait, au moyen de cette ligne et de l'angle BAC de hauteur de pôle, on calcutcrait la distance OA d|i point O au centre A du cadran, ddns le plan supposé prolongé; ensuite, fixant les limites du cadran à Ja longueur prise à volonté MN et à la largeur aussi choisie^EF ou GH , on mesurerait les deux lignes OM et ON. L'une de ces lignes, ajoutée à OA, et l'autre en étant retranchée, déterminerait les ligues AN et IlM avec ces lignes ^t les angles calculés N-A-11,N-A-10, N-A-9,elc., on irouverait les langueurs des lignes N-ll, N-10 d'un côté du cadran el,de0 lignes M-11, M-10, elc, du haut du cadran. Les lignes telles que A-9, terminées aux cùlés du cadran, seraient tracées
«DidétonÛMPit iftiigm &0 ma vMfyeB de AG el de 1*»*^ G-A-9 eoiapléiMiit def«ig|le^^akRilê M^k-ê; pois, en retranchuH de œlte KgiieG-^ Ifr l e agMor AV, ott'-eonrit ta longiievr de E«0, oe^qni fierait eur le cadran le peini 9. Fig. t. Dans ie eas oè Ton ne wudrah employer qu'une partie RC de1*aze, on slippo-
aérait OC de longueur Goniranable et priée à yoionté , atee cette ligne et Pangle de bauteup de pôle EAC , on calculerait AO. Puis , prenant Oft de grandeur propor^ lioonée à la partie RC de style ^e Ton veut employer, on calculerait, au moyen deAK = AO -- KO et de Fangie BAC, la ligne KR : cette ligne et la Hgne OC senriront à placer la partie RC de style dans sa vraie situation aunlessus de la méridienne. On trouverait d'ailleura , comme dans le cas précédent , les lignes horaires en partant du point O et mesurant les lignes ON et OM de longueur du ^ cadran , et ta lai;geur EF = GH.
S XV
rig*7. AC étant Taxe du cadran , AP une des lignes horaires qui répond à Tare ^U
de réqualeur» en sorte que si AP est , p9r exemple , la ligne de huit heures du matin ou de quatre heures do soir. Tare 6H soit de 60* à raison de 15^ pour une heure, il est facile de déterminer Tangleque l'axe fait avec cette ligne^ dès que l'on connatt l'angle BAC , c'est-à-dire réIévaVion du p^le sur le plan.
Imaginons une ligne menée do point C du style au point P, elle sera , par construction , ég^le à EP. Cela posé dans le triangle rectangle BAC :
< ' . 1^ AB X €00 âév. du pèle
AC
et ^
AH X sinâëv. #p61e
BCs:BS
■ Il — »— pwg— ^ip^
R et dans le triangle EBP rectangle en*B , on a :
_ _ çp ^ BE X II _ A« X MB <»«». dn P4*»
et dans le triangle ACP rectangle en C :
nM^ CP X R
tsng C AF :«■ ' ' Jf^ ' " '
iett«p| les valeurs
' .tad R )f>tiap4Myi dU'péla
Mais le sinus d'un angle ditisé par son cosinus est égal 4 la tangente de pet angle divisée par le rayon ; ainsi on aura :
^ 008 BCP
C'est-à-dire <jue la tangente de P angle qu'une ligne. horaire quelconque fait aveeVaxe eH égale au rayon j multiplié par la tangente de la Imuteur dupôlemr le plan et divisé par le cosinus de rare de Féquateur qui répond à cette ligne horaire.
«Si )ewl«il reuail eoDStansment dms Téquateor, Tombre du point C de l'iiM se porterait toujours sur le point correspondant P de la ligne TZ perpendiculaire 4 AB ; mais comme il s'écarte do plan de ce <j^rcle , tantôt eu a-approehant del'un des pôles , tantôt en s'approchant de l'autre , l'ombre tin poim C « pMteFà «D des points P de la ligne AP, tantôt plus pnès, taoÉôt plw ktin du point A , •stuvaM la déclinaison du wleil. De maniéM i(«e si AC repféaente l^e, PAG-TnnglB'cpiHi ftiit a¥0c nne des lignes horairea ; et que PGQ représente ia déclinaison éa soleil^ M est <slair q» l'angle AGQ sera égal à un droit , plot q« moins la déefinaison ; ec pimqne l'angle PAC est connu (§ XV) et qw l'on pent merarer ou calculer
AC , on pourra déterminer le côté AQ , et Ton aura AQ = 4^—^. Maïs
sin ACQ = cos PCQ , et l'angle Q étant le supplément de fat somme faite de l'angfe GAQ et ACQ , ou le supplément de l'angle PAG , plus Tangle droit ACP , plus ou moins la décNnaison PCQ , il s'ensuit que la distance du centre du cadran au point (f ombre porté par un point connu du style sur une ligne horaire quelconque est égale à la longueur de F axe comprise entre le centre et le point portant Cambre , multipliée par le cosinus de la déclinaison dn soleil , divisée par te sinus de ta somme finie de Fangle ^que Caxe fint avec la ligne kortrim (| XV) etdetonglednÂt, pks on moJnt la déet^ imison du soleil*
S XVII
C'est par le moyen de ce qui a ^té dît (§ XV et XVI), que l'on i)eut marquer Tombre portée par un point déterminé du style sur le cadran dans un instant pris à volonté, tel que l'entrée. (lu soleil dans les signes du zodiaque, les joui» caniculaires, etc. ; mais c'est charger les cadrans de lignes inutiles*
Telle est la manière de tracer un cadran sar-nn plan quelconque, lorsque Ion connaît sa méridienne et la hauteur du pôle au-dessus de ce plan. Mais la méridienne du plan ne sera la même que la méridienne du lieu, que dans le cas où le plan sera horizontal , ou lorsque la section de ce plan avec le plan horizontal sera perpendiculaire à la méridienne horizontale. Dans tout autre cas , la méridienne du plan, tracée comme nous Tavons dit (| V et YI), ne coïncidera pas avec la méridienne du lieu ; et le cadran ainsi tracé ne pourrait servir que pour les points de la terre où ce plan se trouverait horizontal , ou placé comme nous Favons dit relativement à la méridienne horizontale. Mais, sans rien changera la manière de le construire, on parvient facilement 4 le tracer de manière qu'il Indique les heures du lieu même.
Suivant ce que ifous avons dit (§ IV) , le méridien du lieu est un grand cercle de la sphère , perpendiculaire à Téquateur et au plan dont il esl le méridien ; en sorte que la quantité de temps dont ces deux méridiens diffèrent, et qui est exprimée par le temps que le soleil , supposé dans Téquateur ou dans des cercles parallèles, emploie à passer de Tun à Tautre ; cette différence , dis-je , sera égale à Tare de Téquateur compris entre les deux méridiens. Nous verrons la manière de déterminer cette différence pour les différentes situations des plans, nais nous allons voir d'abord comment on peut faire usage de cette différence des méridiens pour tracer les heures du lieu sur un plan dont la méridienne, qoeTon nomme alors samty labre, est différente de la méridienne du lieli.
XIX
souâtyiaiw. Si le plan est oriental , c'est-à-dire si la ligne menée perpendiculairement à la section de ce plan avec un plan horizontal est dans la partie de Torîent, il sera midi au plan avant qu'il ne soit midi pour le lieu de toute la quantité marquée par la différence des méridiens*-, et, au contraire, si le plan est occidental , mais cette différence étant un arc de l'équateur, il est clair que si dans la formule du $ XII on met la différence des. méridiens pour l'arc de l'équateur qui convient à l'heure cherchée , le résultat que l'on trouvera sera la tangente de fangle que la ligne de midi du lieu fera avec la soustylaîre du plan; cet angle sera placé vers l'orient, relativement à la soustylaire , si le plan est oriental , et vers l'occident s'il est occidental. *' ■
On trouvera avec la même facilité les lignes des autres heures sur le plan , en combinant la différence des méridiens avec Tare de Téquateur qui convient à rheure cherchée. Nous allons en appliquer la méthode à un exemple : supposons un plan tourné vers l'orient , de manière que la différence de son méridien avec le méridien du lieu soit de deux heures vingt-cinq minutes ou de 30* 15' pris sur réquateur, il sera quatorze heures vingt-cinq minutes au plan ou deux heures vingt-cinq minutes du soir lorsqu'il sera midi pour le lieu ; ainsi en mettant l'arc de l'équaleur qui convient à deux heures vingt-cinq minutes , nous déterminerons la ligne de midi du lieu. Pour tracer la ligne qui marquera une heure du soir pour le lieu , il faudra mettre Tare de Téquateur qui répond à trois heures vingt-cinq minutes de$ autres heures du soir, en ajoutant toujours ta différence des méridiens à C heure cherchée.
Pour les heures du matin remarquons que la ligne d'onze heures du lieu répond à un arc de 15* de Téquateur, ou est éloigné de la méridienne du lieu d'une heui^ ; or la soustylaire en est elle-même éloignée de deux heures vingt-cinq minutes, ainsi en cherchant la ligne qui convient à Téloigncment de deux heures vingt-* cinq minutes, de une heure , ou à Téloignement d'une heure vingt-cinq minutes, on aura la ligne de onze heures.
La ligne de neuf heures du matin est éloignée de trois heures delà ligne de midi du lieu , or la soustylaire en est aussi éloignée de deux heures vingt-cinq minutes , ainsi la ligne de neuf heures du lieu sera éloignée de la soustylaire de trois heures moins deux heures vingt-cinq minutes, ou de trente-cinq minutes. Ainsi en mettant dans la formule l'arc de l'cquateur qui répond à trente*cinq minutes de temps^ on aura au résultat l'angle que la ligne de neuf heures du lieu doit faire avec la soustylaire, en sorte que Varcde téquateur qti il faut faire entrer dans la formule (§ XII ) pour avoir les heures du maUn du cadran déclinant à l'orient, est toujours la différence qu*il y a entre tare de téquateur qui répond à l'heure cherchée à raison de 15* par seconde et tare de Céquateur qui exprime la différence des méridiens du lieu et du plan* Lorsque le premier de ces arcs est moindre que F autre , la ligne qui doit marquer C heure sera vers f orient relativement à la soustylaire; elle sera au contraire vers C occident si le premier de ces deux arcs est le plus grand.
Supposons maintenant que la déclinaison est occidentale et de deux heures vingt-cinq minutes : elle sera éloignée-de deux heures vingt-cinq minutes du méridien du lieu quand il sera midi pour le plan ; ainsi en faisant entrer dans la formule (§ XII) l'arc de l'équateur qui convient à deux heures Jvingt-cinq minutes ou 36"" 15', c'est-à-dire la différence des méridiens , on aura au résultat l'angle que la ligne de midi du lieu doit faire avec la soustylaire.
A onze heuneadu matin le soleil sera éloigné du méridien du lieu de 15^ degrés
— teo
s î^viii;
Telle est la manière de tracer uin cadran f connaît sa méridienne et la hauteur dû p/ dienne du plan ne sera la même que ' ou le plan sera horizontal , ou lorsque lâl sera perpendiculaire à la mérîdir ridienne du plan, tracée comme ' , , ♦ avec la méridienne du lieu ; et 1- ' v ^ les points de la terre où ce pi? -, ' i l'avons dit relativement à la manière de le construire, indique les heures du li
Suivant ce que nou^^ de la sphère , perp^ en sorte que la qr « exprimée par le parallèles» en», ^ à l'arc de r ' de déterm* allons v(^' pour t' alors
lèvre , pftts deux
98^ aiRSfi en mi»
iX ft trois heures
lenres , pow le
m^ veT9 Fôcci"
répond à ta
cherchée.
•• qu^il faut
^écRnant à
^époni à
irime la
lutre ,
feîre-
Soufitylai'
, il n'entre dans
^"différence des méridiens lors*
le plan j et enGn Tare de Téquateur
i eat donné ea convertissant l'heure en
keore. Or aous avons dît comment on pouvait
-éClQH); nous avons dit aussi comment on pouvait trouver
jigtt leplâfi (§ Yil)»ViB8i il nous restevait seulement à doter-
,^êe âevHnéridiens pour tes plans différemment situés ^ mais neos
^encore d'airtres moyens de connaîlw la hauteur du pôle sur le plan ,
^Vjue celui que nous avoM indiqué est sujet à beaucoup d'inexactitudes.
I XXI
Soit AB une méridienne tracée sur un plan horizontal, « ayart inené EF perpendiculairement à AB, on imagine que cette ligne est la «ectiim d'tm filaiiiFWtical ou d'un plan incliné d'une manière quelconque, C()iipépar le plan horizontal , on concevra sans peine que le méridien du'^lan horizontal qui est dAm M lieu étant perpendiculaire à la section EF sera atrfei perpendiculaire au planWfK posé," élevé sur EF, soit verticalement, soit d'une manière inclinée, €* qu'arinsi le
méridien du lieu sera eu ng Ainsi les plans dont la sectii iu lieu , c'esi*à-dire les piaj
' qui exprime lahauieur du pôle $ur un plan 9er^ HAutenr da pOt
Vûr le sinus de la lalUude du tieu^ divisé par i^ p|,^^|^rticai
% la verlicate. dédlnant pv la
^me.
la aectioQ MN du |
"lienne^u lieu A
^'an aura son n
igle RtBE ou
t orienb
WJR au point P sera perpendi-
\\.diculaireau méridien ACE
•^ \\'\tiM perpendteulaires à ce
*" \^\V*î rencontrera dans on a
Plans verticaux déclinants.
.b VL un plan horizontal, dont AB soit la méridienne à laquelle clFa lu. id perpendiculaire ZT , KX un plan vertical qui coupe le plan4|prizontai suivait la ligne VX , en sorte que l'anglQ VBZ ou TBX exprime sa déclinaison. Si Ton faii ran§le BÂO égal à la latitude du lieu ou à la hauteur du pôle au-dessot du plan horizontal , et qu'on imagine le triangle ABO relevé perp#BdkiiMrenient w» la méridienne AB, la ligne AO se trouvera placé suivant Taxe du jpnde et repré*^ sentera cet axë ; elle rencontrera le plan vertical en un point C, tel que la vertlcalb BG se confondra avec la ligne BO.
*^i l'on imagiivp ensuite^ par Taxe AC, un plan perpendiciéHrc au plan vertical KX; ce plan coupera le plan horizontal suivant une ligne AE partant du point .^ et menée perpendiculairement à VX, puîsqu'elte sera la section commune de deux plans qui sont l'un et Fautro perpendiculaires au plan vertical auquel appartient la ligne YX^ et le m^me plan passant par rawrwpposé perpendiculaire ib -plan vertîcal , le coupera évidemment suivant la ligne £G , en sorte que cette ligne sera la soustylaire du plan vertical.
La ligne AE étant perpendiculaire au plan vertical, l'angle CAE sera droit, et puisque le trianf^e CEAm trouve dans le méridien de ce plan , que AQ^pr^N^nte l'axe du mondé, ilVensuit que Tangle ACE marque Télévation du pôle surtse plaïf . jt *
Soit mené pdr le i>oint B h ligne BP perpendiculaire à la souslylaire CE; pais imaginons un plan perpendiculaire à l'axe AG , mené par le point B : ce plan^ qui représente Téquateur, coupera le plan horizontal suivant la ligne ZT perpendiculaire à AB , et le plan vertical KX suivant la ligne BP perpendiculaire i la soustylaîre CE ; puisque les lignes AB et CE sont celles que ce plan rencontre dans les méridiens, il coupera le méridien du lieu suivant la ligne BR menée du point B perpendiculaire sur Taxe, et le méridien du plan suivant la ligne qu'on peut imaginer tirée du point P au point B , et qui est ainsi évidemment perpendiculaire à Taxe. Il suit de là que le point R étant dans Taxe du monde et les deux lignes RB, RP dans Téquateur, l'une dans le méridien du lieu^ et Tautre dans le méri* dien du plan, l'angle BRP, compris entre ces deux lignes , exprime la différence de ces deux méridiens. Cela posé y nous allons chercher l'expression de la hauCeur du pôle ACE sur le plan, et celle 'de la différence des méridiens BRP, l'une et l'autre étant nécessaires pour la construction du cadran vertical , où Ton ne suppose d'autres données que la soustylaire CE et Tanglc BCE qu'elle fait avec la verticale BC«
AC
Dans le triangle rectangle BCE :
coslat.
BC :C£ :: cœBGE :R donc :
_ BC X R _ AB X sin lat. X R ^ 008 BCE ~ cos lat. x cos ttSE
Enfin y dans le triangle rectangle AEC :
CE : AC :: cos ACE : & donc :
ootAGE = *^^^ ^ ^ R X siitlat.
AC "^ ôosBCE
G^esUi-dire que le ctmntis de t angle qui exprime lahautewr du pôle iur toi plan ver^ Hauteur du pOt tical décHnant e$i égal au produit du rayon par le êinu$ de la latitude du /tev , dimé par i^^^^^^g^a^ le eoêinuê de t angle que la $ou$tglaire fuit avec la verticale. dédinuit pw u
S XXY;
La ligne RP, que nous imaginons tirée du point R au point P sera perpendiculaire à la ligne BP; caria ligne BP, qui est perpendiculaire au méridien ACE du plan f puisqu'elle esl la section commune de deux plan« perpendjtulaires à ce
Aéridien, savoir, le plan de Téquateur et le plan vertical, la ligne BP, dis-je, sera perpendiculaire à toutes les lignes telles que PB , qu'elle rencontrera dans le plan du méridien. Cela posé, dans le triangle rectangle BÇP, on a :
BG: BP:: R isinBCP donc : •
jjp _ BCXiinBCP _ x£l\) ^^ ^ "° ^^' ^ ^^
R ^ 008 kt. X R
dans le triangle ABJl , on a : ^
AB :BRt: R:ttiilat.
donc
AB X tin Ut.
Enfin , dans le trialkgle rectangle BRP, on a : ^ . ^ *
BR:Br ::R:siDBRP donc
. siD BRP =
BPxR
BK
pu, en prenant le^i^aleil^s des lignes qui entreitt dans cette double expression , on<a :
m BRP , c>st-i-dire sm diff. 4es ftiërid. » *^"°'^ >
« Goslat. jf
Le sinus de Idflditférence des méridiens du lieu et du plan vertical déclinant est donc iMASâranee
égal au produit fait du rayon par le sinus de F angle que la soustylaire ffjit avec la verti- pMt cale i divisé par te corinus de la latittide ou de la hauteur de pôle du Ûeu. un plan ^mticia
<«. y' déellDiBtpÉr
li lowlyluin.
S xxvii
Dtns le triangle CBE récUtngle en B , oH • ; /"" i
BG : BE :: A : tiui«feS6
donc
BCxtini^fiCE ,^,B^™^ AB X rin lat. X lang BCE
oosbt.xR
Mais dans le triangle rectangle BE4 , on a :
AB:BE ::R:imBAB =
BExK AB
oo » en mettant pour BE sa Yalear :
ûBUt
ânlat. X UagBCE
^i^a^a*ia^
ootlat.
OO parce qne :
Dèdinaison C'est-à-dire qoe le mus de C angle de déclinaison du plan verOcal est égal au produit ^^^22^^ de la iangenu de ta hauieur du pôle du lieu par Im êangenie de Cangk que la sousIgU^ I plan Terticai fait ovcc la vetiicoU » iBmsé par le rauon»
flwriiiMnu
I XXYII.
Noos avons sopposé , dans les (rois problèmes précédents , qoe Ton connaissait la soostylaire do plan vertical , efc nous avons avec cela trouvé la hauteur du pôle sur le plan et la différence des méridiens. Mais si la soustylaire n^était pas donnée, et.que Ton connût lar déclinaison du plan vertical, Ibit par le moyen de la boussole«, soit par un autre moyen quelconque ( § XXYm ) \ on pourrait également calculer d'après cela les choses nécessaires à connaître pour construire Je cadran sur le plan veriical décUnanL
§ xxvm. *
Soit P le pied d'un gnomon placé sur un mur vertical , déclinant de mamwe que la distance perpendiculaire de ce^ point au trou de la plaque , ou au point qui porte l'ombre soit représentée par PG. Si au moyen d'une bonne montre ou d'vn cadran voisin, on marque le point S où l'ombre du ^omon se porte à midi, et qu'ayant mené i^ar ce point une ligne verticale SD , on mène aussi |)ar le point iP une ligne horizontale PO qui coupe la verticale au point 0^ et qu'on fcurmeavec les deux côtés PG et PO le triangle rectangle GPO , on aura l'angle PGO égala la déclinaison du plan , car ce triangle mnle dans un plan horizontal, et est semblable au triangle ABE {fig. 13) , parce que les eûtes de l'un sont parallèles aui côtés de l'autre; ainsi , l'angle PGO lie Ton saM 4fà à l'^âgitttAB de l'attire , c'est-à-dire égal à la déciinai^ML duplaâ.
rig. 14.
Goonaltie te dédinaiiOD
l'otMenritioii.
— ta ■—
L'angle BAC exprimant la latitude ou la hauteur du pâle du lien, on aura : o» *
l4 9Hiii«i4a)a
Mais
AB:BE::R:8iadécl.: donc, i»?_ABx»indécl.
» • Il
Enfin dans le triangle GBE , on a :
., ,,, . BC:BE;:K;UiiigBCB
d où 1 on tire :
t««BGE*.H^ OU en mettant les valeurs de BE et de BC ;
^ tang. lat
C'est-à-dire que la tangente de l'angle que la tcusiylaire /aU avec ta ligne verticale est égale au produit du rayon par le $itm de la0dinaiMn du plan tuppoié vertical divisé par la tangente de la latitude du lien. '
XXX
Dans le triangle BAO , on a : „ .
Connaître
AB:AO::coslat.:R; donc: AO on AC = i^5^ "ÏHll*"
le plan TerUeal
Dans le triangle recla ngle ABE où l'angle BAE exprime la déclinaison du nlan ^ ^ ™^
!!,♦ r f de n
ont;
AB:AE::a:cosdéd.f ^^-' ^^ ^ ABx cos décL
dédimison.
Enfin dans le triangle rectangle ACE oà CE est la sowtylaîre , AC Taxe, et où par conséquent Tangle ACE exprime la hauteur du p(Me mr le plan on a : ^
AG : A£ :: B 1 8iB A£E as éË2i^
AG
ou en mettant pour AE et AC leurs valeurs : * •
.lnACE»=î2?**2i£5^
J^^^^'^j-àireqaekrinu, de la hautem du pôle sur un pim vertical décHmmt est égal
an produit du cosinus de ladécrmaison du plan par le cosinus de ta taûtude du lieu,divMé par le rayon.
Fig. 13.
$ xxxt.
ConnaSKant El) faisaot les mêmes ftopposilions que Ton a faites précédemment ( § XXIII ) ,
^ ^^I^*"^ l'angle BRP exprimera la différence des méridiens; or dans le triangle rectangle
Itai Terticri, CPB on a :
Mmrer CP : BP :: R : Ung BCB
la différeiice do à.lnm •
^ÎT j,p^CPxt*nsBCE
eide'eepltn. R
Fig. 18. Dans le triangle GPR reciangte en R , on a : -
^^ n» » . ^^ ^ «« CPXiInRCP CP : PR :: R : sio RCP; donc : PRi^ — -. — jr
Enfin dans le triangle rectangle RPB , on a :
RP : FB :: R : tang BRP Ainsi :
^ »«ii BPxR CPxtJMi|rB«BxR
tan£ BRP = =r-=r :=
^ RP .CP X wn KCP
et mettant pour tang BCE sa valeur
Rxsîndécl*
S XXIX
taog lat.
et pour sin RCP =s sîn ACE sa valeur
On aura :
* ikton ^* X sîn déd.
tang BRP =
tang lai. x eus décl. x coslat.
ou en mettant pour — r^ sa valeur — ^ — , et pour
tanriflf . x coslat. . . R x sin lat
■ ■ ' sa valeur ■ ■ ■
On aura finalement :
^ lin lâl.
C est-à-dire qae ta tangente de Ftmgle , qtù exjtrim* la différence de$ méridietu dm Heu et du plan verûcal décHmmt ^ ett égal au produit du rtyonpar la tangente de la dé' clitunsott du plan, dimsé par te tinuM de la latitude du lieu.
>'ftS9 —
Si la déclinaison était supposée nulle dans la formule qui exprime Pangle àe la souslylaire avec la verticale ( § XXIX ), la valeur de cet angle serait nulle , c'est-&* dire que la soustylaire se confondrait avec la verticale.
La même supposition étant faite dans la formule qui ( § XXX ) eiprime la hauteur du pôle sur le plan, on trouverait celle hauteur égale au complément delà latitude du lieu^puisquedansce casle cosinus de la déclinaison devient égalau rayon.
Enfin la même supposiiion étanl introduite dans la- formule qui exprime la différence des méridiens(§ XXXI ), celle différence se réduirait à zéro. ^ «éri^nt
Or cette supposition convient aux plans parfaitement méi^idionàux ou septen* lepiariirieMin. trionaux; ainsi dans ces plans la vert,icale elle-même est la soustylaire^ ils ont le même méridien que le lieu où ils sont^ et la hauteur du pôle sur ces plans est égale au complément de. la latitude du lieu. Il faut remarquer seulement que c'est le pôle méridional que Ton emploie pour les plans méridionaux, et au contraire le pôle sepienlrional pour les plans septentrionaux , ce qui fait que dans les premiers la soustylaire est dirigée du haut au bas du plan, et dans le second elle est au contraire dirigée du bas vers le haut du plan.
Celle remarque s'étend aussi sur tous les points verticafix déclinants.
I XXXIII
Si dans les mêmes formules (§§ XXIX, XXX, XXXI) dont nous venons de parler on suppose la déclinaison de 90^, ce qui rend : sin décl. =: R et cos décK ==:0. On trouvera : .
1"* La tangente de Tangle que la sousiylaire fait avec la verticale
taiig lat
= oot lat.
c'est-à-dire que cet angle est alors égal au complément de la latitude du lien.
2^ Le sinus de la hauteur du pôle sur le plan sera égal à zéro; ainsi Taxe doit être ou dans ce plan , ou parallèle i ce plan.
3"^ L'angle qui exprime la différence des méridiens a une tangente infiniment grande , puisque dans cette supposiiion la tangente de la déclinaison est infiniment grande, ce qui prouve que la différence des méridiens est de 90*.
Or cetie supposition- convient aux plans orientaux et aux planÂ septentrionaux; _ ainsi^dans cette espèce* de pUns, Tangie que la soustylaire fait avec la verticale'^ wdtaitiiu. est égal au complément dg la latitude du lieu. L'axe doit être dans un plan paraU
VUm
ou (Tunelieurë , ainsi il sera éloigné du méridien du phn d'trne fièvre , phn deux heures vingt-cinq minutes, ou de tirois heures vinift-cinq miDirtes; aiim^en Misant entrer dans la formule (§ XlT) Tare de rëquateur qui contient & trois hem«e vmgt-cinq minutes, on déterminera Tongle que la ligne de onze heures, pow le lieu , doit faire avec la soustjlaire du plan.
Et génénéralemeni pour tes heufeê du malin à trtwer sttr tôt pian towmévers tùecidenU H foui faire entrer dans la formule (§ XH) tare de Féquateur qvA répond à ta somme faite de la différence des méridiens, et de tare qui répond à C heure cherchée.
On trouvera par un raisonnement semblable que Varc de féquateur quHl faut faire entrer dans la formule pour avoir les heures du soir dans un cadran déclinant à F occident y est toujours la différence qu'il y a entre tare de téquateur qui répond à C heure chercliée à raison de i5^ pour une heure , et tare de téquateur qui exprime la différence des méridiens. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que Tautre , la ligne qui doit marquer l'heure sera vers Foccident relativement h la soustyiaîre ; elle sera au contraire vers l'orient s'il est plus grand.
XX
fions Tenons de voir que la sowtylake du plan étant donnée, il n'entre dans h ftororale de la coii8lr«etioD des cadrans^ que la dilTérence des méridiens lors- »§. 13. qu'ils smit «déclinants , la hauteur du pôle sur le plan , et enfin l'arc de Téquateur qui répond à Pheiire dieidiée, et qui eat données couvertissant l'heure en degrés , à raison de 45^ pour une heure. Or sous avons dit comment on pouvait tracer la soustylaire (§ V et VIII); nous avons dit aussi comment on pouvait trouver l'élévation de pôle «or le pian (§ VU), ainsi il nous restepait seulement à déter* miner la dîlKrence derméridiens pour tes plans difiereminent situés, mais noua -donnerons encore d^aiitres Moyens de 'eji>n naître la hauteur du pôle sur le plan ^ parce que celui qve noua avons indiqué est sujet à heaucoup d'inexactitudes.
XXI
Soit AB une méridienne tracée sur un plan horizontal , si ayanft mené EF per^ pendiculairem^nt à Afi, on imagine que cette ligne est la eection d'tm pian ver^ tical ou d'un plan incliné d'une manière quelconque , coupé par le plan horiron** lal , on concevra sans peine que le méridien du^lan horizonlal qui est celai 4n lieu étant perpendiculaire ù la section EF sera aussi j^erpendiculaire au plan anp«posé, élevé sur EF, soit verticalement, soit d'une manière inclinée^ ctt qu'ainsi le
méridien du lieu sera eu même temps le méridiea du plan ou vertical ou incliné. Ainsi les plans dont la section avec Thorizonest perpendiculaire à la méridienne du lieu ,. c'esi'^à-dire les plans uon déclinants, ont le même méridiea que le lieu même. >* ,
XXII
Mai» 8t b aectioB M£i du plan supposé coupé par le plan horizontal est indÎBitp 8iir la méridienne^u lieu AB. Aior& la mérîdieiiae du Hou sera oblique sur §^ pian 9 et ce plan aura son méridien plus ou moins éloigné du méridien du lieu , suivant que Tangie MBE ou NBF, qui marque la déclinaison du plan^ sera plus ou moins graiid.
^ déolinaisoii est orientale ou ocoidentute , suîvaat q«e ta perpendicirisivo BU, menée sui? b ligne MN , ^a rapproche de Toriênt oo de Tooeidenf.
XXIII
Plans verticaux déclinants.
Soit YL un plan horizontal, dont AB soit la méridienne à laquelle oè a mené Fîg. is. la perpendiculaire ZT , KX un plan vertical qui coupe le plan Jy^rizontal suivant (a ligne VX , en sorte que l'angle, VBZ ou TBX exprime sa déclinaison. Si Ton fait l'angle BAO égal à la latitude du lieu ou à la hauteur du pùle au-dessus du plan horizontal , et qu'on imagine le triangle ABO relevé perpendkuèaîrement sur la méridienne AB, la ligne AO se trouvera placé suivant l'axe du j^nde et représentera cet axè ; elle rencontrera le plan vertical en un point C, tel que la verticafe BC se confondra avec la ligne BO.
Si Ton imagi^p ensuite^ par l'axe AG y un plan perpendiciéHrc au plan verti* cal KX; ce plan coupera le plan horizontal suivant une ligne AE partant du point A et menée perpendiculairement à VX, pufsqu'elte sera la section commune de deux plans qui sont l'un et l'autre perpendiculaires au plan vertical auquel appar«* tient la ligne VX^ et le même plan passant par ra^Mb^wpposé perpendiculaire Ai <plan vertical , le coupera évidemment suivant la ligne EC , en sorte que cette ligne sera la soustylaire du plan vertical.
La hgne AE étant perpendiculaire au plan vertical, l'angle CAE sera droit, et puisque le triauf^e CE A te trouve dAne le méridien de ce plan , que AQrepr^i^Jk l'axe du mondé, ilVensuit que Tangle ACE marque l'élévation du pôle sur^ plaif. »« *
Donc eu mettaût les talears trouvées pour B^ et poor BR, on aura enAa:
sia BRP »
sinind.XMnBSP Cih» iat.
G*est-à-<tire que le «tmit de C angle , qui exprime la différence des méridiens dm lieu et dm plan incliné y est égal au produit du sinus de C inclinaison du plan par le sinus de t angle que ta soustylaire fait avec la verticale j divisé par le cosinus de la latitude du lieu.
§ XXXVL
L'angle de la soustylaire avec la verticale étant connu, Ton peut trouver la ^ clinaison du plan^ mais il faut beaucoup d'exactitude enrelev^int cet angle , car une petite erreur de ce cAlé*là en produit une plus sensible dans la déclinaison. Nous verrons néanmoins comment on peut trouver la déclinaison par ce moyen (S XLIII). Voyons auparavant comment on peut la trouver directement.
XXXVII
Si Ton marque^ii midi sur un plan incliné Tombre d*un fil à plomb, cette ligne représentera la ligne BG des figures dont nous nous sommes servi; ainsi , l'observation supposée fera connaître l'angle RBC que cette ligne fait avec la verticale , mais dans le triangle KBC, on a :
*»:CK::R:taDgKBC; d'où . M - Hiil^LH?
On a d'ailleurs :
B9^BQ::R:oosiiid.; d*oàrBQss
BKx cosinci, K
et dans le triangle BQH où Tangle QBH exprime la déclinaison et où QH =:GK, ^
on à :
BQ:CK::R: ungdécl.
^insi : «
R X CK R X lanft KBC • "
tangdéd. ss
BQ
cos iueï.
C'est*. -rdire que la iangeme de la âéctinaisoti du plan est égale au "produit du rayon parja tangente de Sangle que la méridienne du Ueu fait sur ce pldk avec la ligne verticale y dMsé pat le connus 4l C inclinaison de ce plan. . ^
Mais celte méthode a rîiiconvéi4ent dont il a été paflé dans le paragraptie précédent.
S XXXVIII
On tire de la formule précédente : « conn^tra
b poritlon de la
f.Lvii/> faûgdécKxcOflînd. mérldleiiM
UDgKBC== g ^,^
•artofln perla C'est-à-dire que la tangente de t angle que la méridienne du lieu fait nir le plan in- ^^^diiniM». clmé avec ta ver,ticale est égale au prodidtfait de la tangente de la déclinaison par le comnuM de OncUnaison eu pbm , divisé par te rayon* ' - -
On peut aussi trouver la déclinaison du plan par iine méthode semblable h comiattn celle qui a été donnéerpour les cadrans verticaux (§XXYIII )• ^ ^^ dédi^m
par oHervsQOH*
Pour cela^ ayant suspendu un fil GF à plomb au trou G du gnonon, on en ng. it. marquera l'ombre BC à l'instant de. midi au moyen d'une montre oud'un cadran voisin, puis par le pied P du gnomon, on mé^nera la verticale BK; on marquera sur cette ligne le point K qui répond horizontalement au trou 6 du gnomon , ensuite on tirera par ce point K jusqu'à la ligne BG une. ligne horizontale KC II est clair que cette ^gne KG et la distance GK du trou du gnomon au point R formant Fangle droit d'un triangle qui, étant achevé en menant Thypoténuse GG, l'angle KGG compris entre cette hypoténuse et le deuxième côté KG ex^imera la déclinaison que l'on prendra au rapporteur, et que l'on calculera pour, plus d'exactitude d'après \^ côtés connus GK et KG.
I XL
En se rappdant l'explication ( § XXXIV et XXXV ) donnée pour l'intelligence omiuiMnit
desfîgur«|tl5, 19, 22et25. " *?£?**'
Nommons : KOouCH. a . plan hkmiii».
•• • • trouver
— » Sinus inclinaison. •••••»• I - la portion de h
— Cosinus inclinaison . i ,SS22t
-— Sinus déclinaison. • • . • • ^ . D ^ la yerticaie.
•— Cosinus déclinaison. ...... d
-^ Sinus latitude* ...••..•• L
— Cosinus latitude l
— Le rayon R.
On aura :
l.i::a:BQ = j; et, I :R ::a :BK=!y^
bXD «t XD:DO::l:L Ainn:
I .KJ4M •^~'~ .<KUI
%■ «MM 1^ ? 'RR ->• 11 s=il} , dtf aitry :
•**■ ' ' " Siidî —
BQ:QHî:«I:Diaooc.QH=CKs=??j^ oq CK^"^
SK:CK::ft: langCSK
4Mfc:
t«gCSK = -5j^; oa: iangCSK = -^X^jg^^^^-^5j^^
fi(.n,2aet34 C*csUà-dire que /a tangente de C angle que ta saustylaire du plan fait avec la **JJ*f*! verticale CÉt exprimée par une fraction qui a pour numérateur le produH du ctxrré et 31 du rtfyan par le sinus de la dcclintrison et par le cosinus de ta iaâtnde du lieu 9 et pour d^isotninateur la différence. ou lu ranime de .deux Hermès^ Mont ieptmnkT est le produit du cosinus de Vintlinaison par le cosinus tk la 'dédimrison du plan et par le cosinus de la latitude du lieu \ le deuxième est de pMduit eu rayên par le sinus de fin-' clinaison du plan et par ée sini^s jde lu taiimde du lieu. Ces dmx termes -sont ajoutés ensemble lorsqve F inclinaison du plan est dtms le triéme sens que l inclinaison de F axe. On prend leur différence quand ces inclhwisons sont en ^en$ emtîmire.
Rkmarquc. Dans la (ig. 20 , où le plan esi p\ut bkd'mé qwc Taxc^ mais dans le même sens, on a :
/ _ •: lut r UU
^taf^tÊHti pWMMè^mMi Agate ^
^MtWUMt^^
OU
fp • % ^
* * •* irf-
qui se
^,îti ^^jyfr
comme dans le cas de rinclinarswi da même sens avec Taxe. Ainsi ce cas ne Tail pas d'exceplion ; sculemcni, etc., elc. ^
Nous avons trouvé (§ XL) :
s. XLI.
nitt
_,. lUiooJI
Qa 9» ai:i«»i trouvé :
Ide
et il est clafr que BX : XS :; R : t» ci conséquemmeol :
BXx*
XS=:
ou
JS^r^
Rktt
Rxt^
GMUiÉiln pvli
dédiMfsoii do ^hUi.MUi<
R X XS
|faîs„ dans le Kioogla X.CS ,. Ton ».: si»XC&mr.--v^7f^« donc, sinXCS, c'est-à-dire sinus de la hauteur du pôle sur le plan, égàté :
aiïdl ±t aitnii Ul
idi
oviiiV
va
RR
c'est-à-dire que le nnus de la hauteuf'du pôle sur le plan est exprimé par la somme OH par la différence de deux termes^donuVuit est l^ produit du sinus de rinclimnsûtt du plan multiplié par le coiînus de sa décliktAson et par le cosinus de ta laûtuàe du Ueu^
ûriêi par le carré du rofon; taMre eu le proAui Jm eonmu de Fmctifitiem dm ptm partesmm de la latitjide du lieu dimé par le rayau; la somme , ^piand rùicUuaimm du plan et celle de Faze eoni en êen$ oonUrture; la différence ^ lorsque^ ce$ incUmdêem «oui du même c6Ut
Remarque, Dans la figure on trouvera :
8in XCS = -sr- «— -*-—
R RR
ainû cela est conforme à Fénoncé général ci-avant.
S XLIL
Tfoofe^ Suivant ce que nous avons établi ci-dsBSOS (§§ XXXI Y et suivants)» Tangie
^ ^^^ta^ ^^ compris entre les deux lignes RB et RP, qui sont, Tune dans le méridien du lieu,
iwMe mo7«n de l'^^^i^ ^^^ 1^ méridien du plan ,. ei qui d'ailleurs sont toutes deux dans le sens
la dMinaiflon. perpendiculaire k l'axe du monde, cet angle , dis-je, exprime la différence des mé-
pig. fs, te et 17 rî^iiens du lieu et du plan , et ce plan perpendicûleireà Taxe du monde coupe le
22,* net 24 plan horizontal suivant TZ. Maintenant, si l'on prolonge la ligne HQ parallèle à
n, 26 et 27 Y^ jusqu'à sa rencontre Z avec la ligne TZ , et que Ton imagine par ce point Z
et par la ligne ZL parallèle à BH, un plan parallèle au méridien du lieu, la sec-
tion de ce plan et de Téquateur sera évidemment représentée par une ligne égale
à la ligne HI {fig. 46) menée du point H perpendiculairement à l'axe. Ainsi, si
l'on fait {fig. 17) 6s = BZ, et qu'à une des extrémités 2 de cette ligne, on élève
la perpendiculaire si égale à la partie HG de la ligne HI comprise entre le plan
horizontal et le plan incliné; qu'on tire la ligne bty cette ligne représentera la
section BP, etc. du plan incliné par le plan de l'équateur. En sorte que, faisant
^ SK BR et perpendiculairement à 6x, et que l'on mène la ligne rp perpendicu-
' laire â fri, les deux lignes rb et rp seront piaeées dans cette figure comme elles le
sont dans le plan qui représente ici l'équateur, et l'angle brp exprimera les différences des méridiens : or l'angle brp est égal à l'angle %bt. Ainsi ce dernier angle pourra aussi représenter I» différence des méridiens donl nous cherchons l'expression.
, Gela posé , nous ayons comme d-dessas (| XL ) :
KL
gMI±i<tRL
XO-^(SXLI)
A Rltf ,
Dooo
ou, en réduisant an même dénominaleor, ei observant que : aîR'— atRLL=:atR£l»
ORss
KM
Nous avons d'ailleurs :
OB:OI::a:L; ainsi 01 = ^ *'^
on trouvera de même : 111 =
Et puisque
OR:BR:: 01 : GI on aura
^, OlxBR
SES I
UR
ou en mettant les valeurs trouvées pour. « • . . • CI » ÇR et CR.
oIUtdbfltRIX
~ RRtf q: RIU el
R RRaq=RlLii qui se réduit à :
«B^ wlR
R«l qp ILd mais à cause des triangles rectangles semblables BQH et ZBH , on a :
BZ:BH ::BQ:QHetBQ:QH::iî:DctBH=^(5XL)
^ la
donc :
Wz-Yj :: d:B et par conséquent BZ = —
Enfin nous avons vu que BZ=6s et que siss HGj et dans le triangle rectangle
hUf on a : ^ * .
donc :
' — . RRiir
c'est Texpression Se la langent^ de la différence des méridiens.
M éwmcé Ainsi : ta wn(^te^éthdtJprmce4e$jBgf^^ est donc exprimée
«* ^** par unejraciion dont le numêtaleur est formé par le produit du carré, du rayon, par le
"praTiecas^ tfamyffe^ tAf^femlja» et par le sUm$ de C inetmahan du plan , eideHiledénonrinaitur
îiiïïïta»* ^^^ la différence ou la somme de dmxierwœs; le premier est le pmduit dii rayon par
Mto, le cosinus de ^inclinaison du plan ci parie cosinus de la latitude du lieu , le second est
JT «nto!^ '^ produit du sinus de la latitude du lieu par le cosinus de là déclhtaison et par le sinus
«lileâèraxe. de C inclinaison du plan. taïUgirenoe de ces deux tèrtnee emw dans C expression quand
Cinclintàson du plan nest pas dans le même sens que rinclinaison de l'axe'; cest la
somme de ces deux termm qvi y entre dans le cas contraire.
% XLIIL
Mmniiier Les méthodes que nous avons données (§§ XXXVII et XXXIX) , pour trouver la êL^ptfuî déclinaison d'un pkft iiM^finé , -supposent que Ton 8%îsl assuré d'avanxic de iTn-
MBni^iaire. stant où il est midi pour le lieu; au deiatU de celle connaissance on peut dans tous les cas trouver la déclinaisoa par la sousiylaire que Ton est toujours k même de placer sur le plan (§ V ); en mesuranl ou en calculant Tangle qu'elle fait avec la verticale, c'esL-i-dire uvee une lî^Qe prise. dans ce plan perpendiculairement à r horizontale, on a :
(SXtO^SK^. ,^r^
et
,^^w ^^ «*** * ve ailâl±:euKL (iîU)XC = -j^- et xs=— ^ —
ainsi : «
«••-R< aVR*
XS" =
es' = XC?- XS' = dOé '^ aHXdrr ^= ^HHHUl - jpp:j^
On aura aussi :
SK^a^ ■* , ^ >*« ■■■■ !
Mais dans 1« triangle CSK , on a :
en tsS'': R* :: SE* : S*
ainsi en nommant t le cosinus de l'an^Iç.lCSK, on auca : c'est-à-dire :
Ou , en supprimant le diviseur qui est le même pour les deux termes de cette égalité, et eu les divisant Fun et Tautrej^trle facteur aV qui leur est commun , on aura :
ou en rassemblant les facteurs de c/% el Qe df,
JEn îDCBiNnaDt m Jecfceiem de if,
;n 4e fadeur de tt,
^ la^somine <le6 termes àm demLièneiBenlbre îdeTbjnaffieii , -on --•um':
d*où Ton tire par Ja méthode ordinaire :
c'88l4^irc :
On peut trouver, par la soustylniv^ , le cosinus de la déclinaison du plan. Il serait trop long de dciailler les termes qui entrent daMicetie eirpression ; il sera très-aisé de substituer aux leil«^ qui y ^trent Ja valeur que nous leur avons assignée (§ XL), lorsque Ton voudra faire usage de celte formule; il suffira de Demaniiierioi quc.le signe 4*(i(lueeoood terniea li«u knrsque.rJiielra»isoai du plan est en sens contraire de Tinclinaison de Taxe ; le signe — a Uto .'dans le cas contraire.
8 xuy. 1 '
Aéfaiiai Si , dans la formule trouvée ( § XL!) pour délerminer Téléfation du pôle sur
4Qp(H6 8or )« I3 p\^u, on suppose rînclînaison de 90^ ou le plan Vertical , on aura : I=:R et
^^'^""^ i zsz 0. Ainsi le sioos d'élection dd p6Ie sera ts ~, comme an § XXX.
Sur lei plans Si dans cette même formule on supposait , outre cela , la déclinaison nulle ou méridto^^'oD *^ P*^^ méridional ou septentrional, en sorte que d devînt é^à R , Ton trOufieptentrionanx. serait : si n US élévation du pdl» = / = cosinus latitude (§ XwII ) ; ce qui est
d'ailleurs évident.
J XLV
Sur des plans Si dans la même formule :
Inclînës ^*_xix j ^>i ^^ •^
méri«<mmix on rinélév. dupOle s= ^q=-g-
ioptMitrkHuuix.
on suppose la déclinaison nulle , on aura :
Il fL d^K el sinélév. du pôle =^ 7 7 -g"
ce qui est l'expression du sinus de l'angle ^al à la différence ou à la somme des deux angte I et L; et eflEsctivement cette supposition convient aux plans méridionaux et septentrionaux: , pour lesquels l'ilévation du pôle est évidemment égale i la somme ou à la différence de l'angle de latitude du lieu el, de l'inclinaison du plan : la somme , pour le côté du plan qui regarde le pôle élevé , et la différence pour l'autre. ' . '
XLVI
Sur des plans Si, dans la même formule, outre la déclinaison de 90% on supposait l'inclÎMi; Terticaux , g^Q ^^^\ ^^ QQo qu \q pi^a vertical oriental ou occidental , la formule se réduirait !î^ddenteuî? à zéro ; ce qui prouve que Taxe est parallèle au plan ( § XXXDI).
Élévation du
§ XLvn.
..wuuuu Si dans la même formule : adi iL
ywesurnnplan fin flév. dU pôle « L-. qp,—.
Indiné oriental Ali K
on ooeidental. m . •• i ^ a
on suppose la déclinaison de 90* ou le plan oriental ou occidental , on aura^i =u,
et elle déviendAi :
sL rin élév. do pôle =3 q= ^
Sur on plan éqoinoilal.
c'est-à-dire que t élévation du p/Ue êur les plans inclinés orieniaux am ceâdenkmm a son sinus égal au produit du cosinus de C inclinaison du plan par le sinus de la laihude du lieu, divisé par le rayons Le signe =fb annonce seulement que, dans cet desx espèces de plan , Taxe n'est pas semblablement dirigé ; pour les plans orieDtaoz il est dirigé vers le pôle élevé, et pour les plans occidentaux vers le pôle abaissé.
XLVIII
Si la déclinaison était dans la même formule supposée nulle, et rioclinaison du plan en sens contraire de l'inclinaison de l'axe et égale au compléoieiit de la latitude, on aurait : d=:R, 1 = / et î=L, et la formule deviendrait :
^ S1Q élér. du pôle = — ^— • = -^- = R ,
c*èst-à-dire que Taxe serait perpendiculaire au plan. Cette supposition détermine en effet le cas du plan équinoxial ou perpendiculaire à l'axe du monde,
I XLIX
Si , dans la formule ( § XLII ) qui exprime la tangente de la différenee des mé* mflérince
ridiens, on suppose la déclinaison nulle ou D égal à zéro^ la formule entière se paries pians
réduira à zéro , ce qui prouve que la différence des méridiens est alors nulle , ce n>^<^oninn*
on
septentrionaux
fndinés.
qui d'ailleurs est évident.
Si , dans cette même formule, on suppose la déclinaison de 90* ou le pbn orien* ^^^ '^ ^'^"' tal ou occidental, on aura : Dr=:R et (/=o. Ainsi elle deviendra : <» ocddenum.
tang diff. des méridiens s
RRI U
^s A I I tangîncl.
OU , en mettant pour — sa valeur — ^ — , on aura :
tang diir. des méridiens = -^
^ ooslat
c'est-à-dire que la tangente de la différence des méridiens , potcr les plans occidentaux , est égale au produit du rayon par la tangente de tinclinaisom dm plan f A^ visé par le cosinus de la latitude du lieu.
fl^ 10.
^^^^^^^ SI, duisf eeite mdfne formale, on suppose rincrmaison du pîaii de 90* ou le pour lopin» piMi fWticaF, ce qui rendi IcsR et {=0^ on aura-:
VCIthSHUX
flKCUBttU* Kp^ Il
tang diff. des méridieiiB = -^r*
aL
ou , en mettant pour -j- sa valeur -^^^ — , on aura :
taog diffi. des méndi^n = . J; _ ■ (g XXXI )
SI H I8l«
LU
àm^^^^toè ^^^ calculs à faire suivant quelques-unes de ces formules seraient fort longs ,
an calen t si Ton n'avait pas le secoure des logaritbKieB \ iMi» eoriine \sa laMts de»- k|^
^^^^^^ rithmes des nombres ne sont pas fort éteadiMa, efc qua \» sMius , oosimus , eieM
sont exprimés par de très-grands nombres , on pourrait se trouver embarrassé si on ignorait les propriétés des logarithmes ; mais avec cette connaissance, les calculs deviennent fort simples. Nous allons en ftire l'application sur la formule du § XLIII, qui est la plus composée , oii Ton a :
_. / RV>-^f Rxv— R*n/ / im^Li — ihrta^ v ' {gj^u-^atur
que nous avons représenté par :
Supposons donc un plan dont rîncHnaison soit en sens contraire de rîncHnalson de l'axe :
La première , de 22"* 30' ;
La deuxième, ou la latitude , de 59"* 30' ;
L'angle que la soustylaire fait avee la verticale, de 64'' 25';
On aura , en prenant les logarithmes :
log R« 60,000000 logs* 19,270613
79,d90«iàt=:=7l^,00000a or 15,0*0000 est ieltf de lOi^ 4- 4^70^2 et 4,â70612estlelosAiiaM7
Ainsi R« X »• = 18647 + 10" oa m 1««470^ X \^^
ÙgV 19.93I230
i«K ii* 19^77«689
Log ** 19,270612
SIS
186470X10^ têa74 5
p=R6,'_,-R'LV_ R«I<L'=^ 3725X10" liOg de cette quantité = 3,571 126+74,000000 ou iogji. .... s* 77,571tfl« Utgm 59,549160
Log— 18,021966
= 14,000000+4,021966 JJJ =5 10519X10^4
*^ IW = 17335X10**
Log L 9,888341
Log Ift 19,582840
Lof '. 9,8(^128
Log «• tM»ttl
Lûf tUUtf . 88 6fi,5tmf6
tLRLs*. = 32325 XIO^.. 3232 5X10'*
in = iRnU — tLRh'== 141025 x 10*^
= 14101 XIO»
Log f • = 3,f492M+06,mMM
Log in, , . . , = 69,149296 Log m = 59,549160
su
doat l0 l u g M i iImm est 0«90Si73 qqi est le logsrithaie de d, e*est-dira le iof»rillune da eosinns de la déclinaison du plan , or ce nombre est le oorâins'<is S5* 5S'. Ce qa'il follait trouver.
S LUI
connaitre dans no«8 avoDs VU ( § XL) que BH = ~ lorsque HO est représenté par a , mais ^ da^uîf^ ^^°* ^^ iriaDgle HBÔ rectangle en H , on a :
TeîatiTeroent * ..^ . ^ ^ .^_
àFâta. . HB:HO::R:lattgHBO
par le moyen Ainsi :
derangleqaela R X HO aRTd W
méiidieniie (ang HBO =
da lien iur le plan fait
«U oiR
HTM «. . I I tanfr tncl.
la inéridieDM ^^ ®° DDiotianl pout r Si vai^ur — ^r — , on aura :
horizontale.
laDgHBO=— = g
C'est-Â-dire que la tangente de Van§le que ta méridienne du tieu sur le plan fait avec la méridienne Iwrixontale ^ est égale au produit de la tangente de Cinclinmson par le connue de la dédinaiêon , divisé par le rayon.
Lorsque cet angle sera plus grand que la latitude du lieu , le point de rencontre de Taxe avec le plan ou le centre du cadran sera vers le haut du plan : si au con* traire cel angle est plus petit que la latitude HAO du lieu^ le point de rencontre qui détermine le centre du cadran sera vers le bas du plan.
Si cet angle était plus grand qu'un droit, rinclinaison du plan serait en sens contraire de Tinclinaison de Taxe.
LIV
Nous n'avons parlé des cadrans qu'en les considérant sur le côté du plan tourné vers le plan vertical élevé sur la section commune au plan incliné et au plan horizontal , parce qu*il est clair que le cadran tracé sur l'autre face serU parfaiteinent égal au premier, avec cette différence que le centre du cadran sera placé différemment y c'est-à-dire qu«, si dans le premier le centre du cadran est vers le haut du plan, il sera vers le bas sur l'autre côté du plan.
VB& -'
fiAr.
Jusqu'ici nous avons supposé que le soleil faisait constamment sa rétolation .
journalière autour de la lerre en iringt-qualre heures, mais on a reconnu par
observation qu'il emploie iiuelquefois plus et quelquefois moins de vingt-qbatre
heures à faire cette révolution , en sorte que le calcul du temps, à raison de
vingt-quatre heures par jour, ne cadre pas exactement tous les jours avec le temps
vrai, cependant, au bout d'une année, il se trouve que le soleil a fait le même
nombre de révolutions que s'il avait employé viogt'-quatre heures exactement à
faire chacune d'elles. L^année, partagée en jours égaux de vingt-quatre heures ,
c'est ce que l'on appelle le temps moyen. C'est celui diaprés lequel sont réglées Temps moym.
les horloges, parce qu'il n'est pas possible de les assujettir aux différentes varia*
lions que Tinégalité du mouvement du soleil fait subir à la longueur des jours.
Il suit de là qu'une horloge bien réglée marquera ordinairement midi lorsque
le cadran solaire marquera une heure différente; et que les cadrans faits comme
nous Ta vous dit ne donnent que le temps vrai, et ne peuvent pas servir à régler
les horloges.
Mais comme on sait par les tables faites d'après l'observation , la différence du temps vrai au temps moyen pour tous les jours de Tannée, qui est ce (|ue l'on nomme l'équation du temps; et que l'on sait par conséquent, dans quelque jour que ce soit, à quelle distance du méridien du lieu ou à quel point de Téquaieur le soleil se trouve lorsqu'il est midi au temps moyen, on pei^t, par les règles que nous avons données^ déterminer pour un jour quelconque le point où le soleil marquera son ombre lorsqu'il sera midi au temps moyen. Là courbe tracée par les points d'ombres ainsi déterminés pour tous les jours de Tannée, (orme ce qu'on appelle la méridienne du temps moyen, parce qu en effet il sera midi au temps moyen toutes les fois que Tombre se portera sur celte courbe.
On voit, par exemple : dans les tables de Téquation du temps que le 2 novembre il est 11*" 43' /i.6" au temps moyen lorsqu'il est déjà midi au temps vrai , il faudra donc chercher sur la ligne de 41^ 43' 46'' le point où se porte Tombre du soleil le 2 novembre (§§ ^^ ' ^^' ^^ XVII), ce point appartiendra nécessairement à la méridienne du temps moyen : on trouvera les autres par la même méthode.
La courbe ainsi tracée, à commencer du 24 décembre où le temps moyen •'accorde avec le temps vrai, partira de la ligne qui marque sur le cadran le midi du lieu, elle s'en écartera ensuite progressivement pendant un certain temps et viendra la recouper le 15 avril, puis'elle s'écartera de nouveau du côté opposé, et s'en rapprochera de manière à y arriver le 1 5 j uin ; de là la courbe repassera au
M<hridl6niM
da
taupe moyfm.
vis- 41
premier côté de la méridieDoe, el après s'en être éloigné d'une certaine quantité, elle tiendra la recouper le 4* septembre; enfin après s'être écartée de Fautr côté pour la deuxième fois, elle viendra se refermer au point du 24 décembre» Eo sorte que cette courbe doit avoir à peu près la forme du ekiffreS Ira versé è peu pfès dans son milieu par la œérîdieone du lieu.
1 LVl.
Nous n'avons, dans le § LY, considéré qu'une seule des faces des plant pour y tracer des cadrans. 11 est évident que ceux que Ton traceraii sur la face opponée , sont parfaiteipent égaux aux premiers , aveo oette différence seulement, que si le centre du cadran occupait dans le premier cas la partie baute du cadran , il «era placé dans4e second vers la partie basse, et réciproquement : parce qu'ils foai alors iace à des pûles opposés»
DéfdoppeaMBi ée qnetqoM proMèH^M de gnomonlqiie
par la trigonomélrio spbériqne.
( Extrait da démoiie de M. Pkabt en 1S99 ).
Plandieiv. Deiu; points (fombre étant dauués par observation^ trower ta luaOewr du pôle mar k plan , et la ligne souHylairCy mppos4 comme la déc l i na ison d» soteiL
On mesurera la hauteur AC du style, et les distances AB, AD du pied do style aux points d'ombre B el : avec cette hauteur et chacune de ces distances^ on formera deux triangles rectangles ; l'angle ACB de l'un et Tangle ACD de Taiitre, exprimeront les distances du zénith au soleil dans les instants où les points cot^ respondants B et D ont été observés. On mesurera ou Ton calculera aussi l'angle BAD que font entre elles les deux lignes d'ombre AB et AD* Pi. ^^ Gela posé , u l'on rc^éseate par AGBK le méridien du plan ; que P soit le pôle
du monder, C le ^éoith du plan, et le soleil supposé aux points E et F dans les momentd oà Ton a observé les deux poiats d'ombre : rare CE swa exprimé pat lanfile AC&, et l's^ CF pa^ l'angle ACB. Avec «es deux côtés, et Tangte EGF qui Mt colui des deux Ji|^es d'ombre^ ou ealcuilera dans \ù triangle EGF la dîstaMa SF entre lea deux positions di^ soleil dans b^ inHiNits ou les obserwtiaas enl été £aiUea ; on tôlculera 4ussi rai^ £FC.
Si Ton iins#iMopauîieksar€si^etPFi«(wài4«pAbi mx pointe 4^ poMikA
du soleil y ces arcs étaot iea wgplémante d« kl décUaftiMM seroai ctenos, nais nous venons de calculer EF^aÎQsilea^rMacâtégcki uîm^ VWEaeÊMA comma; ott pourra donc calculer l'angle PFE. I^ diSérMce Mtfeiet angle et Tattgte câlcolé EFG fera connaître l'angle PFG du triangle PFG , dans lequel on .Monli d'«l« leurs les deux côtés PF et CF. On pourra donc cakmler te cùté PG qui est la distance du pôle au zénith du plan^ et par coi^séqaeat le ooim>lé«Qie0 do la hâuteot du pôle sur le plan ^ première chose cherchée. Oa cstcutea auMt l'angle FGF qui est celui que la soustylaire fait avec la lign^ d'aniMra AD| aînaî h Muatyiaire sera aussi trouvée ; c'est la deuxième partie du problème*
La êouêiglabre et un priai dmére éùmi érnméê, trûtwer ta hontenr et pâk sur le pUaif 9Mfifmé qtdm êoeke la âéelmâion et mUt m moment a& k pabu âanéreaéii observé.
Au BM^en de la longueur de Tombre observée et de la hauteur du style , on ng. ». connaîtra comme au problème précédent la distance GF du zénith C du plan au <>
soleil , au moment de l'observation ; et la soustylaire étant donnée on prendra ^
l'angle qu'elle fait avec la Hgne d'ombre , ce sera l'angle PGF du triangle PGF, dans lequel, outre cet angle et le côté CF> on connaîtra encore le côté PF complément de la déclinaison du sirfeil j ainsi fon aura assez de données pour calculer le troisième côté PG qui est le complément de la hauteur du pôle cherchée.
s* PRQ&LfeME.
La hauteur du pôle sur le plan , un peint d ombre et la déclmAson du soleil étani ém^s , iromer t angle que fait la soustylaire avec la ligne Nombre.
L'arc GP est le complément de la hauteur du pôle donnée^ on calculera» au ^ ^* moyen du point d'ombre et de la hauteur du style » Tare GF qui est la distance du zénith du plan au soleil , enfin le côté PF eat le complément de la déclinaison donnée du soleil dans le triangle G PF; les trois côtés seront connus, et Ton pourra par conséquent trouver l'angfe PCP qui est l'angle que la ligne d'ombre fait avec la aouatylairey ov son auppléaient
V angle de la soustylaire avec la verticale, la hauteur du pôle du lieu et Cindùmson . duplan, sHlyen a , étant donnés^ trouver la hauteur du pâle sur le ptaUf la différence des méridiens 9 et la déclinaison du plan.
r«. €. Soit représenté le méridieo an lien par le cercle PGBR ; soit P le p61e le ptos
Yojsio du léoiib G da Hea ; PCB le méridien du plan , en sorte que C soit son léoilh; CGR sera le Tertical commun et C6 h distance du zénith du plan au zénith du lieu.
Or dans le triangle GPG , GP est donnée c'est le complément de fa hauteur du pôle du lieu ; GC est aussi donné par Tinclinaison do pian , et Tangle PCG est Clément conoa , puisqu'il représente celui que la soustylaire fait avec la verticale. On pourra donc calculer les autres parties de ce triangle, savoir : le côté CP, complément de la hauteur du pôle, sur le plan; l'angle CPG, qui est la diflerence des méridiens du lieu et du plan; et, enfin, l'arc GP, qui exprime la déclinaison du plan , ou son supplément.
Remarque* Dans le triangle CPG, on a : sin : GC : sin PG :: sin CPG : sin PCG, ainsi sio CPG = sin PCG multiplié par sin : GC, divisé par sin PG, c'est-à-dire que le sinm de la différence des mérûUens ett égal au produit de rangle de ta son- $tylaire avec la verticale par le sinus de t inclinaison du plan^ dimsé par le cosinus de ta
hauteur du pôle du lieu.
Dans le même triangle , on a :
iin P : mdG :: fiînCG : sin PG Ainsi :
. «^ shiGCxsioG tinind. xsindécl.
8mPG= 1—5 == r— rr
8ID P Sin P
mettant pour sinus P/sa valeur trouvée ci-dessi^, on a :
. ^^^ m déd. X cdB kL
•m PC = : — ^pr^
sinPCG
G'est-à-dire*que le cosinus de C élévation du pôle sur le plan est égal au sinus de la déclinaison du plan multiplié par le cosinus de la latitude du lieUj divisé par le sinus de l'angle que la soustglairefail avec la verticale.
r PROBLÈIIE.
La plus couru ombre ou la hauteur du pôle sur le plan , ta hauteur du pôle du lieu et l'inclinaison étant données^ trouver la soustylaire^ ta différence des méridiens et la déclinaison du plan.
On connaît par les données du problème les trois côtés du triangle CPG, car
PG est le complément de la latitude du lieu ou de la hauteur du pôle du lieu,
. PC est le complément de la hauteur du pôle sur le plan , et CG, la distance du
zénith du plan au zénilhdu lieu , est donné par l'inclinaison donnée; on pourra
donc calculer les trois angles, qui sent les inconnues cherchées dans ce problème
Fig. e.
Il finit remarquer que la détermination précédente par l'angle de la 80U8tylain& avec la verticale, est préférable à celle-ci lorsque le plan décline peu, parce qu'alors pour beaucoup de changement à Tangle de la soustylaire avec la verticale 9 il en arrive peu à la hauteur du pôle sur le plan ; mais quand il y a beaucoup de déclinaison du plan, c'est tout le contraire.
Ce problème et le précédent sont , dans la pratique , toujours préférables au
4* et au 5%
Vn point (tanibre , la déclinaUon du uAeil, la hauieur du pôle y du lieuj et tincU-naiêcn du plan étant donnés, ifouver la hauteur du pôle mr le plan.
F étant supposé au pôle, G au zénith du lieu , et G au zénith du plan, et le soleil placé en S au moment de Tobservalion , le point d'ombre donné fera con- ^^ ^' naître la longueur de l'ombre, et par la hauteur du style la distance du soleil au zénith du plan : c'est l'arc GS ; la distance GG entre les deux zéniths est donnée par l'inclinaison du plan; enfin l'angle GGS compris entre ces deux côtés est égal à l'angle qu'u ne verticale du plan fait avec la ligne d'ombre ; ainsi dans ce triangle on pourra calculer SG , qui est la distance du soleil au zénith du lieu, ainsi que l'angle CSG.
Mais dans le triangle PSG nous venons de trouver SG; PS est le complément de la déclinaison du soleil , PG le complément de la hauteur du pôle du lieu ; on pourra donc , dans ce triangle , calculer l'angle GSP ; la différence de cet angle et de l'angle CSG trouvé dans le premier triangle donnera l'angle GSP, en sorte que dans le triangle PCS , outre cet angle, on connaît les côtés PS et CS entre lesquels il est compris, on trouvera donc CP, qui est le complément de la hauteur du pôle sur le plan. Ce qu'il fallait trouver.
Si le point d'ombre était pris sur la verticale du pian, le problème aurait une solution plus prompte et plus simple ; en effet le soleil se trouverait alors en un point S du vertical commun , et l'on connaît GS par la longueur de l'ombre et pi^ ^ par la hauteur du style, GG est connu^par l'inclinaison du plan; ainsi on con^ naîtra GS par une simple soustraction , de manière que les trois côtés du triangle GSP seront connus; ainsi on pourra calculer l'angle PSG, son supplément sera Tangle PSG du triangle PSG, dans lequel on connaît d'ailleurs les côtés PS et CS ; on trouvera donc CP, complément de la hauteur cherchée.
Le mêmes choses que dans le '8* problème étant données , trouver la déclinaison du plan.
On connaîtra GS et l'angle G6S comme dans le problème précédent , on cher- ng. a
_5fiO —
' de cet angle avee l'angto GGS dcoiiera Vm^ P6C , qoi est la décliiiakon évfpha .00 son suçfléam^^
iO- PROBLÈME.
Par C observation du satàl qui est faiie larsquHl rase le ptan^ trouver la déclùms^ du plan, supposé que ton sache la 4tcknés9n du êoleily ta hauteur du pôle du lieu et timclinaison du plan.
Pour connaître par observatian qvaiMi le Mieil rase le pla« , c'esk-^à-dife qoattd il est dans le plan du cadnw f il faat a?oîr uae grandie régie sur le plat de laqfaelle il 7 ait deux pînnules dressées aux de«x boots, dont l'une soit percée au centre pour laisser passer les rayons du soleil , et Taulre disposée de ■nméte à les recevoir sur un cercle dont le centre sait correspondant au trou de la prenisèce pinule; cette règle , sâasi ptéparée^ sera appliquée de plat coAtre le plan, et pointée continuellement vers le soleil , jusqu'à ce que Timage du soleil timibe justement dans le cercle de la deuxième pinnule ; alots sans dq>lacer la règle aé tracera une ligne qui représentera le rayon du soleil au moment où il auia rasé le plan , supposé que le côté de la régie soit bie» parallète à la ligne des oestres des pinnules*
On mesurera ensuite l'angle que la ligne ainsi tracée fera avee la verticale, fis. r. ^ «c A. Soit ÂD le grand cercle de la sphère parallèle au plan du cadran ; C son xén i fh ;
P le pôle élevé sur le pian; G le zénith du lieu qui sera dans le plan eu cadcan s'il n'y a point d'inclinaisou ifi9*f)i ^ '^ centre du soleil j^acé dans le plan du cadran au moment de Tobservation ; H le point d'intersection du même plan arec la verticale commune C€L L'arc SH sera mesuré par Tangle formé par la verticale du plan et par le rayon mené du pied du style au soleil au moment où il rase le plan.
Ainsi dans le triangle SPG {fig^f )j lorsque le point G se confond avec lepoânt È à cause de l'inclinaison nulle, on connaîtra SH et SG par l'aagle de ta vert»** cale avec la ligne tracée dans l'observation ^ PS complément de la décUiiaison dm soleil, et PG , complément de la hauteur du pôle du lieu, on pourra donc cal-*culer l'angle SGP dont le complément CGP sera la dédînaison du plan.
Si le plan est incliné , le zénith G du lieu se trouvera hors du plan. Mais le triangle GSH sera rectangle et l'oo j fMoattra SH comme au cas précédent, et GH par l'inclinaison du plan : on trouvera donc SG et l'angine SGH ; en sorte que &ns le triangle SOP, où PS et PG sont donnés par la déclinaison du soleil etp^iff la latitude du lieu , on connaîtra les trois côtés avs^ lesq^uels on calculera l'angla
lâSP ;, ainsi en prenant la somme ou la différence Aq cet ^ngle et da ÎAHigle S&B^ on aura fangle PGG qui détermine la déclinaison*
il* PROBLÈME.
Im déclûmi99n (tu plm yéUwt dmmde^ trotmarla ha$itmf éb^ffUe m» k fim^iaUfne êaustykdre et la différence (Ifis méridiens , $vtppo$é la hauteur ém pôle du lieu et tiueii^ naison du plan»
Par Les données oa connaît ian& le triangle PCG^ CG distance du sénîth da ^ ^ plan au zénith du lieu , connue par l'inclinaison du plan, JPO <H>iiipléme!nt de la hauteur du pôle du lieu , et Tangle PGG connu par la déclinaison ; on pourra donc calculer toutes les autres parties de ce triangle; le côté PC sera le complément de la hauteur du pôle ^^ur le {dan^ l'angle PGG , ^ui e«t .cehii ^we la BouéiylaiFe fait avec la verticale, et enfin l'an^flç CPG, qui est la différence des jnérîdîensdu lieu et dq plan. *
La dédinaisan du plan et son inc&naison étant donnée , trouver fobUqtâU de taUgne méridienne*
Dans les fig. f, g eth^ la ligne méridienne du lieu sera dirigée du pied du slryle au point où le m^idien du lieu PG est coupé par le plan du cadran ; or dans la 6g: /, où rinclinaison est supposée nulle , le méridien du lieu ne rencontre le plan du cadran qu'au zénith G ] ainsi dans ce cas la méridienne du lien est verticale dans le plan du cadran.
Dans les iig. ^ et A , la méridienne du lieu va du pied du style au point où le méridien du lieu PG eat ^e^Mipé par h ^n du cadran ; or dans k fig. /, où l'inclinaison est supposée nulle , le méridien du lieu ne rencontre le plan du cadran qu'au zénith G ; ainsi , dans ce cas ^ la méridienne du Ue^ est verticale dans le plan du cadran.
Dans les fig. ^ et A la méridienne du lieu va du pied du style au point I , et la verticale du plan va au point H , où ce point coupe la circonférence GG du vertical commun ; ainsi Tare Ul sera la m^swe de Tobliquité de la ligne méridienne ; mais dans le triangle GHI , GII est connu par rinclinaison ; l'angle ifiG est droit , et l'angle IGH est la déclinaison donnée du plan ; on poiirra donc ealculer l'angle ou l'arc cherché GI.
RcMARQUii. Dans le triangle rectangle GHI on a ;
„. tang IGI X sin GH tapg.HÏ = —5 g
c'est-à-dire que Ux Êtmgente de Cangte qiœ la méridienne du lieu fini avec la duplan, e$t égale à la tangente de ta dédinaisan du plan muU iplié par le connu» de son tndinaiMî , d&oisée eneuiie par le fagon.
^ La différence des mérid&eni étant donnée , trauoet F heu redela Mu$tylaire.
Oh réduira cette diOTérence en temps à raison de IS"" pour une heure, et le produit en sera compté depuis midi si le plan est vers l'occident; si au contraire le pian tourne à rorient, ce produit sera retranché de 12 heures, le reste sera rheure de la soustylaire.
ii' PROBLÈME.
Fig. i. La hauteur du pôle étant donnée ^ trouver la moitié du plus grand jour.
Soit HL Thorizon parallèle au plan du t^dran , AQ léquateur, P le pôle , S le point de Técliptique où le soleil a la plus grande déclinaison. Si Ton imagine Tare PS mené par le pôle au soleil prolongé jusqu à Téquateur qu'il rencontre en D, Tangle D sera droit et Tare OD marquera l'excès de la moitié de l'arc diurne du plus grand jour sur la moitié XO de l'arc diurne équinoiial , c'est-à-dire son excès sur six heures. Or dans le triangle rectangle OSD on connaît DS , qui «st égal à la plus grande déclinaison du soleil. ou à l'obliquité de Fécliptique; on connaît aussi l'angle O, qui est l'élévation de l'équateur, et par conséquent le complément de la hauteur du pôle du lieu; on connaîtra donc l'arc OD, quel'oD réduira en temps pour l'ajouter à six heures et avoir pour leur somme la moitié du plus grand jour.
Or : sin 0D= 22L22yî!5L5Ë, ainsi le sinus de Fore qu'il faut ajouter à 90* pour la
moitié du plus grand jour, est égal au produit de la tangente de la hauteur du pôle du lieu par la hatUeur de Cobtiqmtéde técliptique, éansée par le rayon.
Déterminer les heures qui doivent être marquées sur un plan donné.
Si le pian est horizontal, le problème se trouvera résolu en déterminant les heures du plus long jour.
Si le plan regarde le même pôle que le plan horizontal , il fendra chercher l'heure de la soustylaire, en retrancher la moitié du plus grand jour du plan pour avoir l'heure du lever relativement au, plan, et ajouter à celte heure de la soustylaire Ja moitié du plus grand jour du plan pour avoir l'heure du coucher pour
ce plan : mais il faut savoir si le soleil , aux* heures trouvées , sera sur rborizon du lieu ; ce qui est facile , en employant l'heure du lever ou celle du coucher au plus grand jour du lieu.
Pour les plans méridionaux dans un lieu septentrional j au contraire il faut trouver C heure à laquelle le soleil se couche oit se lève à F égard du plan proposé; ce qui suppose la hauteur du pôle du lieu et la déclinaison du plan : on fera donc (la proportion), comme le rayon est au 'sinus de la hauteur du pôle du lieu f ainsi la tangente de la déclinaison du plan est à la tangente dun arc, qu il faudra ôter de 90" ou de six heures si le plan est oriental^ ou bien quHl faudra ajouter à six heures si le plan est occidental. V heure ainsi trouvée sera la première ou la dernière quHl faudra marquer sur le plan.
Cette partie soulignée de la solution du problème est copiée littéralement sur le mémoire de M. Picart ; mais il paraît que la proportion qui fait connaître la quantité qu'il faut combiner avec six heures est fausse, car dans le cas*dont il est ici question , le plan du cadran et le plan horizontal font face à des pôles opposés. Ainsi, quand les arcs diurnes croissent pour Tun, ils décroissent pour l'autre, et le plus grand jour pour l'un et pour l'autre, en supposant qu'ils puissent se porter empêchement respectivement par leurs horizons , sera celui où le soleil se lèvera ou se couchera au point d'intersection de ces horizons; et ce plus grand jour qui a lieu pour le plan , parce qu'en effet il reçoit empêchement par Thorizon du lieu, ne sera jamais de plus de douze heures, parce que les deux horizons se coupent en des points communs avec l'équateur et le partagent en deux parties égales : ce plus grand jour sera donc au temps de Téquinoxe. Or, le soleil élant.dans l'équa* teur, la différence entre les origines des arcs diurnes pour le plan horizontal et pour un plan vertical déclinant est évidemment égale à la différence de leurs méridiens ; et quelle que soit l'inclinaison du pian supposé, son horizon coupe l'horizon du lieu aUx mêmes points où celui-ci est coupé par l'horizon du plan vertical , de même déclinaison que le plan supposé. Ainsi , quelle que soit la situation du plan supposé, ladifférence de l'origine de son arc diurne aVec l'origine de l'arc diurne du lieu sera égale à la différence des méridiens du pian horizon* tal et du plan vertical de même déclinaison que le plan supposé : c'est-4-dire que^ s'il est oriental , le lever pour le plan devancera six heures d'une quantité égale à cette différence des méridiens^ et s'il est occidental il retardera au contraire de cette quantité. L'inverse aura lieu pour le coucher.
Mais ( § XXXI) la différence des méridiens du plan horizontal et d'un plan vertical déclinant est égale au produit de la tangente de la déclinaison multipliée par le rayon , divisé par le sinus de Ja hauteur du pôle du lieu. Ainsi /la propor* tion ci-dessus est fausse; car elle donnerait cette différence égale au produit de la tangente de la déclinaison multipliée par le sinus de la hauteur du pôle divisé
imrtofttyoft. Wmc ia ttidme formuTe 'qm sert à tfoaver la susdite âîÏÏSrence dep «éiitfefiS senin A la solution de ce problème.
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i. Um pbfM opaque, peiw^te 4'wi imii -ifsiàé pMr Jaisser paner KhrmMfll un TAif^aé^ liipiise^, ^oi aMteiHie au-dessus d'vn pho ao awfên dNm o« ptu»» ^îmrs svpp^fte^ 4iwr9e wi g^eafiMi* Le pci^t-qui i^épmA dm» le pilm perpendl^ cttlaircniaaiA» i»#u de la j^aque «et Je pied en gaenMB, Si ^u pied <lo gnomra on trace ^m ^M de eevelesur le plam, et ^«e Ten marqve but eet dro tes detnr pwita eè la kimière eu aeleîl se portera en passant m tmers du gtiomon , et qieTee divise la partie âe eet arc comprise entre les deux points observés, par «ae UgBeMeaée du pied du gnomeii, eette li^fse sera ia soos^lavre du plan.
S. Si Ton imagine un plan quelconque coupé par un plan horizontal sur lequel eSL a tracé, comme nous venons de le dire , une soustjfaire on une méridienne ; Fangle que la m^idiene fera avec la section de ces deux plans marquera la dé^ cliBatsaD du pim qui n'est pas horizontah
8. La sowtylatre se confond ou , pour mieux drre , devient effe^mème fa mëridienne du liev eà l'on est , lorsque la déclkiaison du ptan sur lequel elle est située est nulle*
A. Il aafih de connaître la soustylaire d'un plan ou sa décf tnaison pour y pouvoir tracer un cadran , pourvu que Vim connaiase aussf la latitude du lieu et la situation du plan rdativement k ThoriBon du lieu.
5« Soit tirée fa ligne ab (fig. I) pour représenter «ae méridieme et ayant ftil l'angle bac égal à fa larlitude du lieu , soit menée par un point queloenque c de fa MigÊA ae la perpendiculaire eà (*) : le point b ainsi déterminé fixera la position de fa ligne équinoxiale)^, que Ton méineffa par oe point b perpendieufairement à fa mérJcbeane.
Si f on fait ckacun des angles bœ , bcd, de 23^ 28^, les points e et df ainsi déler«minés eeront les Umî^eB de l'ombre du point c du style « sm^ fa méridîeiHie^; ainsi rosnbreéa ssyle enésr oeeupera fa longue^ir ad. Mais si, au Keu d'un style on n'earipfaae qu'un seul point c, comme le Irou d'une pfaque, alors il suffira de donner au cadran la longueur edy pour que l'oiubre soit (oufours^à midi sur le plan.
'6. Lorsque l'on emploie un style, il n'importe guère que l'ombre soit terminée anr le plan : mais c'est d'après ce que nous venons de dire que Pon peut toujxyurs juger de fa grandeur que doit avoir un cadran , lorsque le style en donne ta
(*} el esi perpendiculaire à ac. T. 0.
— 25ft —
^ndeur ; ou de la hauteur oue doit avoir le poini c au-desftvs d« plain, û e'eat la grandeur du cadran qui est donnée*
7. La méridienne AB d'un plan horijfOjQlal iUpt d^uiiée, iracef la M<fcaA d^ Figi n. manière que les heures soient niarquées pai* un style.
On déterminera Téquinoxiale GF (m"" 1) ; puis, ayant pria sur ÀB, 4 commencer du point B d'un côté ou de l'autre, la ligne BVii=^bç{fig. I) , on déevira dupoifll H, comme centre ^ la demi-circonférence IRK à laquelle GF sera tangente ; en* suite oa divisera. ceUe demî-circonférence en douze parties égales aux points i, 2, 3, 4, etc.-, on mènera ^ par ces points de divinoa, des rayons prolofigés jusqu'à Téquinoxiale GF, et du point A on mènera aux points où cette ligne aura été coupée des lignes qui marqueront les heures comprises entre six heures du matin et six heures du soir. La ligne YI — X — VI, menée par le point A perpenr diculairement à la méridienne, sera la ligne de six heures tant du matin que ^ soir. Les lignes qui doivent marquer les heures, avant ou après, soni déterminées par le prolongement de leurs correspondantes déjà tracées ; en sorte qu'en prolongeant, par exemple, la ligne de cinq heures du soir, on aura, de l'autre côlé du point À , la ligne de cinq heures du matin ; ainsi des autres» Les lignes ho raidies étant tracées, il ne reste plus qu'à placer le style mc (fig. I) dans le plan verti cal élevé sur la méridienne , le point a sur le point A et de manière qu'il fasse avee AB un angle égal à Tangle bac {fig. I).
Si Ton voulait avoir des lignes pour les demi ou les quarts d^heures, etc., il n^y aurait qu'à subdiviser proportionnellement les arcs 12-1 ^^l^-^il^ 2-3, etc., qui ont servi pour trouver les lignes des heures entières, et achever la construcUoni comme pour les heures.
8. Si au lieu d'un style on voulait employer un gnomon, il faudrait faire Fig. iietm. AO c=: ao (Jig. I) , et placer le gnomon de manière que le trou de sa plaque fût
élevé perpendiculairement au-dessus du point O et éloigné de ce point d'une *
quantité égale à co {fig. I).
Si le gnomon était placé d'avance sur le plan, le point serait donné et le point A P^e- ni. indéterminé. On porterait alors la hauteur connue oc du gnomon sur un côté on d'un angle droit moriy et parle point e ainsi déterminé, on mènerait la ligne ca qui, faisant avec co l'angle aeo égal au complément de la latitude du lieu , fixerait suf l'autre côté de l'angle droit la longueur ao, que l'on porterait de O en A {fig. Il) le point A ain^i trouvé, on cQnstruirait le cadran comme il a été dit ci-dessus,
9. Pour marquer te point où doit se porter l'ombre d'un point déterminé c du. Fixer le pointoà style {fig. I), où la lumière passant par le trou e d'uae plaque dans un instani^ ^^^^Sf^ donné, dans lequel on connaît la déclinaison du soleil, il faudrait revenir auj^, toftiant donné, lignes qui ont servi à la construction.
ngp n et IV. Ayant fait ôr =»à la partie AR dû la ligne horaire qui répond à rinstant donné, compriâe entre le point A et Féquinoxial, oh décrira sur cette ligne une demi- . . . circonférence sur laquelle on marquera le point c, en faisant ac=k la' partie du style comprise entre le point donné c et Forigine A du style, ou égale à la distance du troQ de la plaque au point A, et Ton tirera la ligne cr; on fera ensuite Tangle tes égal à la déclinaison du soleil , ce qui déterminera le point s en dehors de Tangle ocr, depuis Téquinoxe du printemps jusqu'à réquinoxed*automne,et en dedans le reste de Tannée ; on portera ensuite rs sur AR , de R en S, et Ton aura ainsi le point S que Ton cherche.
Méiidieniie ^0. On tracera par celte méthode une méridienne du temps moyen , en mar-
datanpsmoyea. quanj Tombre du point cpour tous les jours de Tannée, ou au moins de cinq en
cinq jours , à Finstant où il est midi au temps moyen , ce que Ton connaît par les tables que l'on trouve dans certains almanachs. Si Ton sait, par exemple, «que le 2 novembre il est midi au cadran tandis qu'il n'est encore que onze heures quarante-quatre minutes au temps moyen , c'est-à-dire que Téquation du temps est de seize minutes, on cherchera Tombre du point c sur la ligne de onze heures quarante-quatre minutes, en employant Fangle rcs pris en dedans de H'' 48', qui est la déclinaison du soleil le 2 novembre. On trouverait de même les autres points de la courbe que Ton nomme la méridienne du temps moyen.
Cadran vertieti II. Pour tracer un cadran vertical déclinant dont on a la soustylaire , on choi- ^^^'rt^iw ^^ ^^ point c de cette ligne pour être le centre du cadran ; de ce point on abaissant donnée, sera la verticale indéfinie CM , sur laquelle on prendra CB à volonté , puis ayant Fi vetvî *'^^* ^^^ ""^ ligne indéfinie ab (/jr. VI) la perpendiculaire 6c=CB, on fera l'angle bca égal au complément de la latitude, ce qui terminera' la ligne ab] on tirera par le point B une ligne horizontale qui coupera la soustylaire au point E, et à ce dernier point on mènera une verticale indéfinie que Ton recoupera en un point A , en décrivant un arc du point B comme centre , et avec ab pour rayon. On fera ensuite EF perpendiculaire à la soustylaire et égale à EA , et Ton tirera la ligne CF sur laquelle on mènera , par le point F, la perpendiculaire FK qui déterminera sur la soustylaire le point K de Téquinoxiale GH qui doit être perpendiculaire à la soustylaire. On prendra sur la soustylaire, à commencer du point K, KL=: KF ; ce sera le rayon du cercle qui doit servir à trouver les lignes horaires dans ce cadran , comme dans un cadran horizontal ( n* 7 ) . Mais , au lieu de commencer la division de la circonférence au point tangent K , il faudra la commencer au point N de cette circonférence déterminé par la droite menée du point central L au point M, où la verticale CB, abaissée du centre du cadran , eoupe réqoîQoxiale GU , parce que cette ligne Terticale est celle qui doit marquer midi pour le lieu.
On placera le style dans le plan élevé sur la soustylaire CE perpendiculairemen{ au iplan Teriical , de manière que rorigine du style soit au point c , et qu'il fasse avec la soustylaire un angle égal à Tangle E€F.
12. Si Ton voulait, au lieu d'un style , employer un gnomon , on porterait dans l'angle ECF, perpendiculairement à CE, la hauteur SQ que Ton voudrait donner à ce gnomon , et on le placerait perpendiculairement au plan au*<lessus du point Q ainsi déterminé.
i3. Si le gnomon était placé d'avance sur le plan ; si, par exemple , on voulait employer i marquer les heures celui qui aurait déjà servi à trouver la soustytaire (n"" i ), son pied Q serait donné sur la soustylaire , et sa hauteur SQ serait déterminée. Pour achever le cadran , on mènera par un point quelconque G de la soustylaire une verticale CB, et Ton déterminera, comme ci-dessus (n* 11 ), la position de la ligne AB, au moyen de Tborizontale BE prise à volonté; puis ayant mené par le point Q une Kgne horizontale QT indéfinie et une ligne verticale QR égale à QS, on mènera par le point R la ligne QT parallèle à ÂB, qui, par son intersection avec Thorizontale QT, fixera le point T par lequel on mènera une ligne verticale TX , qui coupera la soustylaire en un point X qui sera le centre du cadran. On tirera la ligne' SX en se servant de cette ligne et de la ligne SQ perpendiculaire à la soustylaire, comme on a fait (n* 11) des lignes GF, F£ (n* 5).
14. L'angle BAE, déterminé comme nous l'avons dit (n* 11), exprime la déclinaison du plan.
15. L'angle KLM est la différence des méridiens du lieu et du plan du cadran. Quand l'angle se portera sur CM, il sera midi pour le lieu , et quand elle se portera sur la soustylaire CE , il sera midi pour le plan ou pour l'horizon de la terre qui est parallèle à ce plan.
16. Ce que nous avons dit (n"* 1 et 2), pour ce qui concerne la grandeur des cadrans relativement à la hauteur du gnomon , peut s'appliquer ici , en raisonnant sur le triangle CSQ (/jf. V), comme nous l'avons fait sur le triangle aco {fig. I). Il en est de même pour tout ce^^ui a été dit concernant la méridienne du temps moyen ( n"* 9 et 10).
17. Pour faire un cadran sur un plan vertical déclinant par le moyen de la déclinaison connue de ce plan , on fera l'angle mon égal à cette déclinaison , puis, ayant mené dans le plan une verticale indéfinie CZ pour servir de ligne de midi du lieu, et pris à volonté le point C de cette ligne pour être le centre du cadran, on mènera par un autre point B de cette ligne, pris à volonté, l'horizontale indéfinie BK, dont on déterminera la longueur en faisant l'angle BCK égal au complément de la latitude du lieu. On portera la ligne BK suiv un des côtés de l'angle mm {fig. VIII) en or, et par le point r ainsi détermina» on mènera lyper-
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peiulicolainrioeat sur Fautca cûlé du mèaie aagle, ce ^|^ dloaMrtt 'n tif wî vp que loBporti^ra de E eu £ sur J'Iiorizontalû BK*; b.iigaieCCi tiré6 4li|^iM C au point B, sera la soustylaire du plan avaa bquaHe aalrafien WoMinm^^ommàil aélédil(nMl).
18. Les cadraAS dont <m \iaQt de parkr toot auffjaér Trif éff iurhi fm des plans verticaux qui est tournée irers le midi; siaîa k cadiaiA traça awr Tattra face est parfaitement égal à celui dont nous avons parlé, avec la a aa t e diffàraoee qa'il est dans une posiiion rcnvecséft :.Ie cenijrs qfiû^.dws>laa eadtana dont nous avoas parlé , était placé vers lekautdu cadraa» saïui plaça patin UtaiHrosdianli partie îniërieu«e ^ ei toat ce que nouaavaDsdkpai» la oaMtracliaia dcapreataw cûttvknl pûriaitemeot aux seconds»
IS. Si U plan veitical a'axait point da tooideilécUonûsi^ mk.le mmUtnmtii coouna un cadran harizantal an anipk^aÀa,, an Uaifr de la hûtada du Ueu^ le eompLéaient de acttc latiloda* •
20. Si le plan, vertical déclÎMiLde 90% a^-estrîifdiae a'iiéta&kparfaiienMitoeMiatal ou oocideutal , la soustylaire C£ fieiaii , an»c la aartîaak CA ^ vm aagfe a^jil au complément de la latkude du lieu. JU cadi^aa a'aiirait paint da aaMra, le siffle n'aurait pss de haulieur ; MN oa MQ, hauteur priser i'wianAé^aaylattraiè amc des supports dans le plan élevé perpaadâcnlaÎBeinaat sw la aaaatj laines eidaoa une position faralléle à cette ligna. Toutealealigfieaboniires atrakaft parallèles à la soustylaire; et pour les placer on ferait PF perpendicuUtfe> k aaasAylaîrey ^t a;yao t pris aur la soustylaire, a coauB^miex d^ paiat B aù> eUa ast coupée par la perpendiculaire PF, un rayon AB:=:^MP oo =arHQ^ aa Uéerttaîl i*ae: deaûcircooféreniuî que Ton diviserait , ea commeaçanx au poiafi B^ 4 mmik de i5* pour cha(|ue heure ; les rayons menés par les points de drasiao paakn^és jusqui'i la tMfienle PF détecmineronL sur celte ligne uo'pQintzpaaaalumiia Ugae d'heures. Ainsi, en inenaat par ces. points des lij^s* pavatlàki i la saaalykîae, oa aarak les Kgaea hojrair^ du cadran ; la sous4^ixe marquarak aix kauaea <ki «atin ou six heuces du soir, suivant que le plan- aérait oBiental ou oaeidaataL LesrkaflKS du matin ne seraient que dans le premier, en aliam du. heral ea iMadufaadnui, et les heures du soû ,. daaa W saaaad » seuiameat aUcs y- sacaknk placées^ an aBant du basau haoi au cadran.
2U Un simple cercle , divké par das rafoos de W mi& paorka faauraaat propoctionnaUement pauv des fFactiaaad'faeuse,.ôiaoi Bravarsé pevpeaâicttlaipement pa£ nn aaa*,. servirait de cadaan.^ aa lerpkçaal de aiaaiiae ^^fae oeiaae §èi dana^Lû plaa vartkaLélaxé'SMJ^ uoaaayiindLenne hctfiaoalalay ak qu'il fit avec elle
an aogle égaL à la latkade du Iku^
Le pian pie u t dtce inebm ^ aièuM càté. q/M i\>ae 4uf avonda et a«^
(rmclhmtmfi qfie«îl MC,iC>i^ ïe premier eas ()fy. !M, X!», Xffï et XJV")^ ou èlre plus incliné que Taxe, c'e$l le deuxième cas {fig, XV^ XYI, WVi €ft * XVIIt).
Lesedeirx atilras «m «uppooeirtTinéTifMifson en sens contraire de faxe.
Hais , en comparant atnsî TîncTimtîson de Taite â ceHe flu pSan , on suppose les ^ !^j' ^m angles d'inclinaison vus dans le «nème pfam. La ronsfrcrcrion est la même pour etxiV; leus ees<ea« : nous «Rons te détaiTIcr de manTftre qtfon puisse la suivrt dans ^'Jl^^i^i^^ lès figures qm ont rapport -à chacun il*e«x. Ilous supposerons seulement la déclî- xix, xx, xxi naison t!ii pfen connue. xxni^^xW
Soit faix 1* un triangle rectangle ade , dans lequel Taujgle ead marque la lali- ^^ ** ^^^ tude du lieu (/^..XI, XV, XIX, XXlilj.
2* Un trisuigle vâcuagle ^^ èmx% lequel l'Migle/^fiaiarf ne rîncli9*ÎM>»du fbm prise dans «a plan peipendiciiiaire aux ligAM lio«iz«nlaAes de ce plM, c^Ml-^i-iUn Tanglfi que ce pUn £ui a^vec «n plan liorizûnlal {fif^ Xll, XVI , ^XX» XXIV ).
3*^ Un triangle iM également rectangle , dans lequeH rangtettf nrarqneladécl!* naieM 4iu pton {fig. XIH, XVII, XXf , XXT).
Cela posé on mènera snr te pTan une Tigne verticale HT! , ou pour mieux Jire une ligne perpendiculaire aux figues telles que op horizontales dans ce pTan , puis ayant pris sur le côté ad du premier triangle, la grandeur ab à volonté , 4 commencer tfu pointa, et mené 6c parallèlement à de^ on portera cette longueur db sur IMiypethénuse kt du troisième triangle de k en ç, et l'on mènera qr parallèlement à il y ou perpendiculairement à ki. Ayant ainsi déterminé la longueur Kr, on la portera sur Te côté 9/ du deuxième triangle de 9 en «3 du côté opposé à celui vers lequel penche le plan dans les deux premiers cas , et du même côté ^ers lequel il pendbe dans les deux autres, en sorte que pour les deux premiers cas , il faudra prolonger gf. Dans ce même triangfe on élèvera au point 9 sur g^la perpendiculaire ^ égale à 6c d« premier triangle ; on tirera ensuite st, qui, étant prolongé dans les deux premiers cas, rencontrera le prolîl gh du plan incliné au point V, on abaissera de ce point v sur gfla perpendiculaire vx\ cela déterminera la longueur gx qtre l'on portera sur le côté ki du troi^ème triangle de t en ^, et Von mènera &;; parallèle à : jf .
On prendra dans le deuxième triangTe gv^ et on la transportera sur la vertîcàTô . MN du plan , au-dessus et au-dessous du point B pris à volonté pour représenter sur le plan le point g du triangle, suivant que le point v se trouvera lui-même au-dessus 4)u au-dessous du point ^. Ayant ainsi déterminé la position dupoînf K sur le plan , on mènera par ce point une ligne horizontale KC égale S la ligne fiu du troisième triangle, à droite ou \\ gauche du point K, suivant qiie le plan
— aM —
aura sa décIioaMon occidentale ou orientale. On aura par ce moyen le centre C du ^cadran.
Du point t du deuxi^e triangle on mènera im perpendiculairement au prolil gv du plan incliné > et l'on portera la longueur 9m sur la verticale du plan, de fi en S , du côté du point K ; par le point S ainsi déterminé on mènera du centre C la ligne indéfinie CS, qui sera la soustjlaire du plan.
Du point S on élèyera sur cette soustylaire la perpendiculaire SQ , égale à ki ligne tm prise dans le deuxième triangle, et Ton mèiiera la ligne CQ, sur laquelle ayant pris à volonté CD, pour la longueur du style que Ton veut employer, on mènera par le point D la ligne DE perpendiculairement à CD; et par le point E, ainsi déterminé sur la souslylaire , on mènera , perpendiculairement à cette ligne, la ligne équinoxiale du plan, qui coupera en un point F la ligne' menée du point G. par le point B, laquelle doit marquer Theure de midi pour le lieu ; ensuite en prenant DE pour rayon , on décrira le cercle qui doit servir au tracé des lignes horaires comme dans les cadrans horizontaux ou verticaux , en observant de commencer h division de sa circonférence au point L , déterminé sur sa circonférence par le rayon mené du centre au peint F de la ligue de midi» .
On placera enfin le style dans le plan perpendiculaire sur la soustylaire, de manière que son origine soit au point C et qu'il fasse avec la soustylaire un angle égal àr angle EGD.
Si c^est un gnomon dont on veut se servir, on observera Hans le triangle CDF ce que nous avons dit qu*il fallait observer dans le triangle €ué {/ig. I) des cadrans horizontaux.
23. La construction des cadrans sur des plans inclinés, telle qu^on vient de
la vi^r, suppose la déclinaison du plan connue ; mais il est plus aisé de fixer la
position de la soustylaire sur le plan, que de déterminer la déclinaison; ainsi il
est nécessaire de savoir connaître la déclinaison diaprés la soustylaire, afin de
pouvoir ensuite tracer le cadran suivant la métfcfbde que nous avons donnée.
Tignm : Soit donc SR la soustylaire tracée sur un plan incliné par un point quelconque
^^^xxix^" s de cette ligne; soit menée une ligne SB perpendiculaire aux lignes horizontales
XXX, XXXI du plan , et par le point B pris à volonté une horizontale BR y ensuite soit menée
xxxin^^nxiv ^^*P^^^ ^ '^ ''S'^^ ^^ perpendiculairement à la soustylaire, et du point D où
et XXXV; elle la rencontre, soit menée sur BR la verticale ou perpendiculaire DE, pour
^^Vi^^ déterminer le point E.
Soit abc un triangle rectangle en 6, dans lequd ab représente une ligne nori* zontale, et Tangle bw la latitude du lieu.
Soit aussi g/h un second triangle rectangle dans lequel g/* représente une ligne horizontale, et Tangle^^ Tinclinaison du plan.
Cela pose, on portera DE sur le côté gh du deuxième triangle, de g en m, el Ton mènera mn parallèle k'/li, qui renconirera ^au point n, et l'on transportera la ligne gn sur ED, de E en 0; puis ayant pris aussi dans le deuxième triangle la ligne mn^ on la transportera sur la ligne horizontale ba du premier triangle, de b en p, et Ton mènera par ce point p la ligne pq parallèle à ac^ ce qui déterminera la grandeur bq.
Du point comme centre , et ayec la ligne bq^ dont nous venons de parler, prise dans le premier triangle pour rayon , on décrira une circonférence de cercle ; et ayant tiré la ligne OB, on décrira sur cette ligne, comme diamètre, un second cercle dont la circonférence coupera celle du premier cercle en deux points ; enfin par le point B et par celui K des deux points d'intersection des deux cercles, choisis de manière qu'ayant tiré la ligne OK, elle se dirige dans le même sens que la méridienne horizontale du lieu , que l'on connaît au moins à peu près ; par ce point K^ dis-je^ et par le point B, on mènera la ligne BK , qui Tera avec BK un angle RBK égal à Tangle de déclinaison que l'on cherche.
On remarque que la ligne OK étant projetée sur le plan horizontal serait parallèle à la méridienne de ce plan horizontal.
24. Nous n'avons considéré qu'une seule des faces des plana inclinés, celle qui regarde le midi quand l'inclinaison du plan est dans le même sens que F inclinaison de l'axe 9 et à celle des faces du plan qui, dans la situation contraire, r^arde le nord, parce que les autres faces des plans ont très-peu d'heures le scAeil dégagé sur leur horizon , et que d'ailleurs les cadrans à tracer sur ces faces sont parfaitement égaux à ceux dont nous avons donné la construction , avec la seule différence dans la position , qui est renversée : ce qui était vers le haut du plan dans les premiers, se trouvera vers le bas dans les autres, et réciproquement.
as:
LIVRE IV
AffLicsimii M là CTËraËnnc Mscmrayc ntnc CKGitroAt3BS.
n^gcê. 9 a donné ta ikêMim géo fii é t r î epie ée» e a ^ie liag e s «ylÎBdricfrai i ^cjr*
driqueset coniques à lanternes. Iladév e l»pf 6 fc fbéwie 4es ^f ^unïWfaes droiles,
Moiis tl fl a pMfit pwM très autres di^pmsfi'es ^ ^&t n fi^ nii qfi vfi viqC 9vr ft VIS atiis fin , €t il cite setifeoseM tes «ttgremges de Wîiiie' dhmt tl «goorsift It tliéerie.
Je s«ppese €|iie Ton eomtaisse , «Tant de tire <^ qMt f ic a e tiwt » letlMiftlm eerU par tiachki ic "Sht les enst^mages j el je ceRlHine les ffBeiWf€iws ^waM*^ UTMfaes sur ce srijet important.
Fhisieurs des mémoires confenes êBtns ae qwat t i èBie Ihm 0tH déjà #lép«Mié0y les uns dans le Journal de F École polytechniquep d'autres dans le Journal deê^mti^ viatiques pures et appliquées^ rédigé par M. Liouville ; plusieurs sont inédits et sont déjà anciens, car ce que je dis : 1"* sur les engrenages cléipsydres, a été écrit lorsque j*étais élève de TÉcole polytechnique en 4815; et 2* sur les engrenages à frottement de roulement et à vitesse variable, a été écrit à FÉcole d'application de Metz en 4817, dans mon mémoire sur le projet de machines, projet que je devais rédiger comme sous-lieutenant élève d'artillerie.
J'ai classé par ordre de matière les divers mémoires dont se compose ce quatrième Uvre, sans m'inquîéter des Sates de leur publfcation antérieure.
Apres avoir lu ce quatrième livre, on devra lire l'ouvrage que j'ai publié en 4842 , et qui a pour titre : Théorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes situés ou non situés dans un même plan. Cette théorie est le complément nécessaire de ce quatrième chapitre.
car ce sont les diverses recherches ceMîgttée» dhiM' «e qfMinlme «hopître , qui m'ont coodttk ài la ibéorM i^néraleMpMéfi dans Vmm9gB puMléei* 49i3, ébcc
Mte te l ifcff a tr c ^é d tlwaiKt l^i»pri«e«r .
DBM ASM for WÉ wmx M» siwte f>iini6 tw wÈms nAir (^.
M. Lerebvre, Reatenanl-coronel d'artillerie a publié, dans Te deuxième numéro du Iffémoriaf d^artHlerie , une note sur les engrenages , et dans laquelle il décrit ïm procédés qu^iT a suivis pour la construction des roues dentées employées à la poudrerie du Bouchet et à celle d'AngouIftoie.
H a donné aux dlents la fbrme conique, la directrice de chacun des cônes étant me dévelbppante spfiérique; et ît démontre que cette courbe (la développante Spliérique) est prëfôrabîe à Tépicycloïde spîiérîque.
Rmnf fies avantages qne présenté Te système & d<êvetoppantes planes : l"* dé* teloppanfes plane» pour les engrenages cyTindiriques dans Te cas des axes parattéfes ; et S"^ développantes spTicrîques pour les engrenages coniques dans le cas des axes qui se coupent, on doit remarquer celui' de pouvoir à volonté changer de pignon, et par là de pouvoir rapprocher ou éloigner Tes deux axes dé ^engrenage, en augmentant on diminuant l'a vitesse de Faxe du pignon.
La transmission du mouvement uniforme entre deux axes, et au moyen des développantes, était connu depuis longtemps, mais personne , jusqu'à présent» iL'avait complétemeni déer44 le» propriété s dont jouît cet engrenage, et n'avait surtout fait remarquer qu'il permettait de rapprocher ou d'éloigner les axes en faisant varier le diamètre des pignons (^^)«'
(*) Extraitdu Bulletindela société d'encouragement pour rindustrienMtionaleÇaMiie i&29).
(**) On peut éloigner ou rapprocher les axrs , soit dans Tengrenage cylindrique , soil dans reagrenago conique , sans avoir besoin de changer le dianièlre du pignon. Seulement dans la cas où Toa conserve les mêmes roues de l'engrenage, on diminue le jeu entre les dents quand on rapproche les axes , 4A Ton augmente \ejeu entre les dents qnand on éloigne les axes. Cet engrenage ( par dévalopfaolffs ), q^'il soil cylindrique ou qui! soit conique, a donc un grand avantage » c*est de permaUr»4k maiataMr lo /m* constant entre les dents à mesure que le frottement usant les dents tend à ingmfintei leira^
A ce Kuiei M. L^ebtre 8*eiprime aiBsi :
« Il peut arriver que Ton ail i transmetlre le mouvement d'une roue a une « autre 9 en se réservant défaire varier la distance de leurs axes; alors les don- • nées primitives étant changées y la forme des dents ne satisfait plus aux condi- » tions exigées et ne convient plus dans beaucoup de machines , surtout dans » celles qui doivent fonctionner avec une grande précision , telles, par exemple , » que les machines à tailler les vis.
f On 7 fait varier les vitesses angulaires en employant des pignons de diamè- » très différents qui engrènent avec la môme roue ; or un seul de ces pignons » engrène exactement, les autres ne peuvent être tracés rigoureusement, puis* » qu'en construisant ce premier pignon on a arrêté la forme des dents de la roue, » et que cette forme dépend de son diamètre ; d'ailleurs le seul effet du frotte- » ment suffit pour changer cette forme.
» Ces inconvénieuts indiquent déjà suffisamment que la forme épicycloidale » n*est pas la plus convenable; la développante du cercle, exempte de ces dé- » fauts , est donc préférable ; cette courbe jouit encore d'autres avantages que » nous ferons connaître , etc., etc. (^). »
J'ai remarqué que les engrenages cylindriques (les axes étant parallèles) dont les dents sont terminées par des développantes planes, jouissent encore d'une propriété remarquable , et dont les mécaniciens pourront » je crois ^ tirer un parti avantageux dans diverses circonstances. Au moyen d'un engrenage cylindrique à développantes de cercle il est possible (lorsque cet engrenage est extérieur) de transmettre le mpuvement derolation uniforme entre deux axes non situés dans un même plan , et comprenant entre eux un angle quelconque ^ depuis l'angle nui jusqu'à l'angle droit*
Ce problème mécanique n'a jamais été résolu jusqu'à présent, en employant seulement deux roues dentées ; on ne connaît encore que le mécanisme nommé w êOMJinj qui résolve en partie ce problème.
(*) On doit remarquer qoe Too peut oependant , avec la forme épiqreloïdale, faire varier les diamètrea des pignons sans nuire à la précision du mouvement; mais, alors, au lieu de prendre pour le flâne de la déni du pignon , le rayon de ce pignon , on doit prendre l'épicycloïde inlérieure engendrée par le cercle qui a servi à décrire Tépicycloïde extérieure qui termine la dent de la roue*
Ainsi , quant à la facilité du changement de pignon , M. Lefebvre est dans Terreur, ce changement peut s*opérer dans les engrenages tracés avec des épicydoïdes, tout aussi bien que dans ceux qui sont tracés avec de! développantes, et cela , que Tengrenage soit cylindrique ou conique.
Mais ce qui doit foire donner la préférence à la développante , c'est que dans les engrenages ainsi tracés on peut rapprodier les axes , ce qui n*est pas possible dans les engrenages épicycloïdaux , et de plus c*esl que, dans les engrenages à développantes, le pignon peut indifféremment conduire ou être conduit, ce qui ne peut avoir lieu aans aroqueboutement dans les engrenages épicycloïdaux.
Cette propriété remarquable, dont jouit un engrenage cylindrique & âével<^* panteet extérieur, peut permettre de construire un engrenage oscillant; ainsi pendant que l'axe de Tune des roues restera immuable en sa position , on pourra faire varier suivant une loi arbitraire la position du second axe par rapport au premier, en ce sens que si Ton prend la plus courte distance entre les deux ax^s, on pourra faire mouvoir le second axe autour de la plus courte distance et d'une manière variable , pendant que les deux roues dentées se conduiront uniformément.
Et en effet on sait :
V Que si Ton trace sur un plan deux cercles C et C {fig. 1), et qu'on leur mène une tangente commune aa'y on peut prendre un pointarbitraire m sur cette tangente; et que, considérant tna comme un fil, en Tenroulant sur le cercle G, le point m décrira la développante plane d\ que, de même, considérant nuie comme un fil et Tenroulant sur le cercle G', le point m décrira une développante plane (T.
2"" Que lorsque le cercle G tournera uniformément autour de son cenlre o, la développante d conduira la développante d\ de telle manière que le cercle G' tournera aussi uniformément autour de son centre o', le point de contact des doux développantes ( qui est primitivement en m) parcourant la tangente aa\ et que
les deux développantes auront en leur contact m une tangente mt perpendiculaire à la droite aa, et que cela aura lieu en les divers points de contact m, m', m'\..
Tels sont les éléments du tracé de l'engrenage cylindrique et extérieur, dont les dents sont terminées par des surfaces cylindriques (d) et ((/') ayant -pour section droite, pour l'une des roues (G), la développante d, et pour lautre roue (G'), la développante d\
Dans l'engrenage ainsi construit deux dents sont en contact par une portion de la génératrice droite de contact des deux cylindres (d) et (<f% et le plan tangent Cbmmun à ces deux cylindres est perpendiculaire au plan (aa') , qui est langent à la fois aux deux cylindres (G) et (G').
Ainsi, ayant un engrenage cylindrique et extérieur dont les deux axes (o) et (a') sont parallèles, si on le coupe par un plan perpendiculaire aux deux axes, et partageant Tépaisseur des deux roues en deux parties égales, on obtiendra pour secdon la fig. k. (Je nomme ce plan , flan milieu.)
Cela posé, on voit sur-le-champ que si, supposant que la roue (G) reste ho-* rizontale, on fait tourner la roue (G') autour de la ligne aa\ il arrivera ce qui suit : f
i* Le centre o' d» cercle G' (fig. 2) décrira un cercle y, dont le plan sera perpendiculaire à la droite aa\ dont le centre sera le point a' contact du cercle G'
éaiîïvm ymkm m{9'^'i hid t i lu pfâ mte ^pfeti^a^mepcsiliaa rf^^tUiiooa iiBmfc
(€0 piwdA «M poHMn (C'').
9r L'ne {^T) ée h nme (C") m wrt plw m mmm dat m aitee plu mk Pse (•) de iâ 0MedMiée<C>.
ir Le> dgPK<qrli«iiii<<0 1 (0«e wmoM ylt ea omNmI |>ar «le fwcwn de gteéniriee dfoile, «m MsimMot ptr «n fmnt m, 4pB Mm eihii &m CMtael^ »golaire des deux développaotes rfel if tracées dans le planmiliem.
Â"" Les deux dé?eIoppantes d et cT' n'auront plus au poiat IftogMlM, nM des taûfeiieS' d iaii tt et mi et m^\ qm mm aagleégai à oel«î q^ iMt aetoctteaMit (apfèa i tàm de <a dreîle «■') les dt« ans (e) «t (e''), etqvi yendicalaire i la dMile atf^ eleeplan eem «la ph» tngeat4eo«HDni e«x deaic cylindres <d) el (d^
Et 5' la roue (C) transmettra toujours son mouvement de rotation unîiwaw i la roae {C% qael que soit renfle efti p ti sel r e les de«K »es(s^el (O ; <St mAme jMmdaat que Taxe (e'^ s'iaeliaerait saceeseîveaieM par rapperl i faxe (o), et qveile ^ie CM d'aîilears la loi de seo mea^emeal de roMlioa aalevr delà droite mitj et cela peadaat que la roue (C*) loaraera «utear de een se (0*') , eoadaiie <qv'cUe est par b reae (G).
4u8sû6tqae lesdeax aaes (p) et (a") ae aerasd pfass paralMes ^ ies deala me m^ liHit pkis ea eeniact qae par «a poiaty aa lieQ de f être pw wa portkm de dM dés lors toale la pMssioa s'exercera aar eepeâattk A#lieaMataBra«agalHae al aon direet, ei H sera, par eeaséqaeaty pias graad spie ia InsUeaMS
Le nouveau mécanisme proposé semble pouvoir èlre employé a dans les oMchiaes aa Vmm aa eoosidéfara pas la. forw dépeasée, «I aà i'ea B'emploiera que de^ forées qui ae eèroal pas tràs-craodaa.
La % 3 représeaie l'ea^aenape daaa la cas oa las daax roues dadées R «ift' sont horizontales, leurs axes étant parallèles.
Les développaaies ^ tarawnai Jas deats ont posr oarcb géaéiaÉear , samsr : V celles des deals de la rsue R« leaelaie (ct^) (désigaanl leaende par aparajrea) eiâ*" œUesdesdeals de la naae il ,ia œsele (ai).
La ligne droite aa\ tangente oaaaBuae à ces deax aanias, est b Ugae pareosH rae par les ceatacU saocesails des denU, pcadant le la aam— t de rolaûon ttaÂANnme.
La roue R' est portée par une manivelle coudée H, tellement disposée que Vmae de la poîgoée est dans le prolong eraeat de la droite ma' des coataoki; ea sorte que si Ton Caii tearaer danssea bfeiaeat la poî^aëe ds ia ttaaiselie.
de la roue R' prendra oa- BMaveiDCDi de x«)talion autour de la Ugpe droite aa'\ dèft lors les- deui. axee^^es roues R el &' ne seroul plus situés dans un même plaa.
La iig» 4 représente TeagreDege dans le ea& où^ ayant imprimé up mouvement de routioa à la maniveUe coudée qui porte la roue K^, le plan de celte roue R' sérail devenu oblique par rapport k celui de la roue R^ lequel est resté hori** xoatal.
Diaprés les fig. 3 et 4 , on voit que Ton peut donner» au moyen de la manivelle H eià Taxe de la roue R', toutes ie& inclinaiepas possibles; eique, par conséquente les deux axes dea roues de Fengrenage peuvent comprendre entre eux un angle quelconque, depuis Tangle nul jusqu'à Tangle droit. ,
N^. On doit fiiire remarquer que le Iracé tel qu'il est représenté par la Qg. 3 n'a été adopté- que pour mieux conoevoir le système. Les dent& y sont trop longues et le contact se^ fait trop avant et trop après la ligne des ceaures^ ce qui est défectueux.-
Le mouvement de rotation de Taxe {p) de la roue R' autour de la ligne aa! des contacts peut s'obtenir par d'autres mécanismes que la inanivelle M^ l'on devra donc chercher le mécanisme le plus convenable, suivant leJ^eapsi de la machine à laquelle on ferait l'application du système nouveau et décrit succinctement dans cette note.
H me semhie que ce nouveau système é'engrenage peut recevoir le nom d'^n-
oftÊMÊOûe exÈériâMt ùSciUûMim
AP»UC4T10H Wi LA «ÉOEiS WS iUYONS DR COUSBURE »ES ttPlCYCLOÏDES SPHÉRIQUES A LA CONSTRUCTION DES ENGRENAGES CONIQUES (^)»
Lorsque l'on veut transmettre à un axe la force appliquée à un autre axe, on emploie des roues dentées, et l'on donne au système le nom d'engrenage. Les a^es peuvent aflEecter l'un par rapport à Tautre trois positions : 1* Ils peuvent être parallèles ; T ils peuvent se couper ; 3* ils peuvent faire un angle entre eux sans se rencontrer.
(*) Elirait du mémoire publié dans le 23* cahier du Journal de TÉcole polytechnique. C'est la seconde partie de ce mémoire que je publie de nouveau ici, Yo3Fez les Compiêmeniê êe géômétrU diicr iirtî t r , diap^ 21, sft U Biéaoire d« S caaieoila i"* partie.
On donné k nom d'engrenage cglindtkfue au système de deux roues dentées qui servent à transmettre le mouvement de rotation , entre deot ates parallèles , parce que ordinairement on emploie des surfaces cylindriques pour terminer les dents.
On donne le nom d'engrenage conique au système de deux roues dentées qui servent à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent, parce que ordinairement on emploie des surfaces coniques pour terminer les dents.
La base des surfaces cylindriques ou coniques qui termtnenent les dents peut èlre arbitraire, en ce sens que celle de la dent qui conduit étant déterminée , on conclut celle de la dent qui est conduite , de manière à ce que la condition suivante soit satisfaite, savoir : que les vitesses des deux axes soient dans un rapport donné , constant ou variable suivant une loi donnée.
Dans les machines il est presque toujours indispensable que le rapport des vitesses des axes soit constant ; et il serait i désirer que Ton pût, par le tracé seul, introduire une nouvelle condition, celle de Tuniformité de mouveinent ; mais les frottements s^y opposent , et cette condition ne peut s'obtenir qu'au moyen d'un volant*
Les mécaniciens emploient deux formes de dents pour les engrenages; dans i^ uns les dents sont terminées par des épicgclmdeSj dans les autres par des dévehp^ pontes , parce que avec Tune et l'autre forme le rapport entre la puissance et h résistance est constant; mais avec Tune et l'autre forme, le travail du frottement est variable; en sorte que, pour que l'uniformité de mouvement subsiste , il faut nécessairement employer des trotte pour régulariser le mouvement de rotation.
Dans les engrenages à épicycUndes la pression entre les dents est variable, tandis que la pression est constante dans les engrenages à développantes.
En sorte que les dents se déforment par le travail, suivarit des développantes dans le second engrenage, et non suivant des épicycUndes dans le premier engrenage.
Cette propriété des engrenages à développantes doit les faire préférer avec raison par les mécaniciens.
Cependant une légère variation dans le frottement ou dans le rapport entre la n^istance et la puissance pendant le temps employé par une dent pour conduire son homologue, ne peut être nuisible dans les grandes machines, et cette considération permet de simplifier le tracé des engrenages cylindriques et coniques en substituant aux arcs d'épicycloîdes ou de développantes ^ qui doivent servir de bases aux surfaces cylindriques ou coniques qui terminent les dents, leurs cercles osculaleurs (sauf à établir des volants pour régulariser le mouvement de la machine ).
Jusqu'à présent, les mécaniciens ont employé des arcs de cercles pour terminer
les dente des engrenai ges ; mais le centre de ces cercles y ainsi que leurs rayims étaient mal choisis, car ces cercles n'étaient point les cercles oscalaieurs des arcs de courbes qu'ils devaient remplacer* Aussi est-on obligé de donner un grand jeu entre les dents de lengrenage. Aussi remarqnc-t-on que lorsque deux ou trois dents sont en prise , elles no fonctionnent pas toutes en même temps , mais alternativement; ce qui produit des chocs et des intermittences qui sont nuijïiblesà la durée de Tengrenage, et de plus donnent naissance à des vibi^ations qui, à la lon|i^ue , débottent et déchaussent les assemblages des diverses parties de la machine; et de plus encore, les vibrations dues à ce tic^^ac perpétuel con* somment une partie de la force motrice.
il n'est donc pas sans quelque importance de connaître une méthode géométrique simple au moyen de laquelle on puisse construire promptement le centre de courbure d'un arc d^épicycloide plane ou sphérique, puisque Ton pourra en faire des applications utiles aux tracés des engrenages cylindriques et coniques.
J'ai dit plus haut que Tinvariabilité de la pression entre les dents devait faire préférer les développantes planes et sphériques pour le tracé des engrenages cylindriques et coniques; mais il existe encore une autre raison non moins importante et qui est évidente, c'est que Ton est forcé de placer rigoureusement les ax^ dans la position déterminée en vertu du tracé, lorsque Ton emploie des épicycloiJes (et cela a lieu pour les engrenages intérieurs et extérieurs) , tandis que l'on peut, pour Tengretiage extérieur seulement (mais dans les machines on se sert plus d'engrenages extérieurs que d'engrenages intérieurs), éloigner ou rapprocher les axes, en les laissant parallèles dans les engrenages cylindriques, ou en les faisant se couper et toujours au même point, dans les engrenages coniques, lorsque Ton emploie des développantes.
De sorte que l'emploi des développantes facilite la pose de l'engrenage extérieur ; et (Te plus, lorsque les dents s'usent, on peut rapprocher les axes , pour diminuer le jeu entre les dents; et ce rapprochement des axes s'effectue sans troubler le rapport existant entre leurs vitesses, ce que l'on ne peut faire lorsque Ton emploie des épicyclotdes.
Ajoutons encore que le tracé de l'engrenage conique est très-difficile lorsque l'on veut le construire rigoureusement avec des épicycloides , et que c'est ce motif qui engagea M. Poncelet à chercher une méthode approximative suffisante pour la prat'que^ tandis que le tracé rigoureux de l'engrenage conique avec des développantes sphériques eigt presque aussi simple que le tracé de l'engrenage cylindrique avec des développantes planes.
Et à ce sujet je vais entrer dans quelques détails ; mais avant je terminerai ces considérations générales, en disant quelques mots touchant la troisième position
— aiô —
4«e les M«» ^msmkvffeiiUSf celle où ils ne sont pa» silué^Janft ua inèaiA|^a&.
Oa n'a<6Ûi ene^^ p» ^^u moyen d'ua eagreBage compMé sevleHieBtile dfiu iMies, tranMMllro le mouvecoeAt de rotalMHi entre deu& axes ainsi aLLués^ excepté dans le cas où ib étaient perpendiculaires entre e«x ^ car alors on ooQr naissait la vis soiisyîii, mecaaisme <}ui ne poavait cepeadani être employé ^ue lorsque Taxe perlant la roue déniée devait se meunoic irèsJentement*
En Ifôi, î'aL iaiLeiéeoter un modèle SMiaionnant, (|ui est dans le cabingt ée VtmsÀi polytechnique (et, avants la Société d'encouragemeot en avak fait esér euter un, a ses firaia, du même genre),, qui montre c|tte le problème, insoluble jusque alors, peut être résolu Irès-facilement. L'unedes roues est à denta cjUn* dri^iies ayant pour base de» développantes de cercles^ l'autre roue a sea dents termoées par des surfaces héUemdu dévêl^pfmUéi |^),
Beê engrenages cylindriques à dévetappantes planes.
l/engrenage cylindrique peut être extérieur ou intérieur.
De Vengrenage extérieur. Daas une note publiée dans le Butlaim de la Société d encouragement pour Cindusirie nationale (octobre 1829)^ j^ai montré les diverses propriétés dont jouissait Tengrenage extérieur , savoir (^*) :
V De permettre de rapprocher ou d'éloigner les axes *, T de permettre de faire tourner Tune des roues dentées autour de la droite parcourue par le point de. contact de deux dents, et d'obtenir ainsi le moyen de transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan.
Je fis alors remarquer que Teogrenage qui pouvait être employé comme eqgrenage de force, lors du parallélisme des axes (puisque Les dents étaient en contact pax^ une droke dont la longueur variait suivant la hauteur du cylindre qui les terminait, et que, dès lors, l'effort était réparti sur Les divers points de celle droite de contact], ne pouvait plus être considéré que comme engrenage de précision, lorsque les axes faisaient entre eux un certain angle, parce que alors les dents, pendant le mouvement de rotation ,. n'étaient plus en contact que par un point.
Je fis remarquer aussi que, pendant le mouvement de rotation, Tangle des axes pouvait varier à volonté, soit d'une manière intermittente, soit d'une ma-
{*) Voyez dans Touvrnge que j*ai publié ( en 4 S42 chez M. n«idMliar » liJM^iitft éditeur)» sous Lu titre : Théorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement derrotation uniforme entre deux axes situés o« non iftués dam un même plan , le cliap. !!, p. ti et sùiyanfes.
(**) Tiàj'W d-de8âU8 le miteioiro «» I •
nière eontnme; et enBn je 4s t!%serTer que, lorsque les axes n'éUnent.pfait^pamIKIes , rengremge tie pewait Sire i reteur , c^esl-à-Klire , qQ*on ne pa«?ait indmtnicf ement dire iournef à droite oe à gniiehe le roue q«i ceivivisatt ou qui éleit eottdeite.
Je ne m'occupais point dans cette note de Tengrenage inlcricur, liont les fvopriétés diffiN^irt en plusieurs points de eelles de l'eBgnennge exiértear.
Be Pmgrmage Intérieur, fieient C et C (fig. 5 ) éevx cei^les taogeifU ea «t (le cercle C enveleppanl le oeréle G) ; Mtl TT' b tangenle eenuiuine i oe& deui cercles^ regardés cemnie les cercles primttife, et ayant dès 1ers leure tayons dam le rapport inverse des-vite$ees qoe doivent aiK»ir les axes 4 et Rptrallèles entre enx et passant par leurs oentres.
Si ToB trace les deux dé^atoppantes titr 4A mv du oercle C et 4es dmx d é i clo y pantes mr' et mv' du cercte G', on toit que si Tengrenage tourne de gaucbe à droite, la développante mv conduira la développante tnv^ les eontads pareouHM la tangente commune triT.
Et que fli, au contraire, Tengrenage tourne de droite à gauche, ce eeim ii développante mr qui conduira la développante mr, le contact parcourant la tan» gente commune mT\ •
On voit aussi 'sur4e*diaflip : f* Que f engrenage est à retour, mais qae ie cou-' taet des dents parcourt toujours la môme droite TT', que Tei^enafe loariie dans un sens ou dans un autre, tandis que dans fengrenage extérieur le contact parcourait une des tangentes aux cercles primitifs, lorsque la rotation avait fieu dans un sens, et parcourait la seconde tangente aux mêmes oercles, lorsque ia rotation avait lieu en sens inverse ;
2"" Que la position des axes doit être in'variable; on ne peut les élotgaef ni les rapprocher eomnie dafns Tengrenage extérieur ; ce qui rend la pose de ces engrenages intérieurs plus délicate que c^le des engrenages extérieurs;
S* Que le traeé est très-simple et très-facile, cl beaucoup plos simple et plus facile que pour Tengrcnage extérieur, pour lequel il faut iiéeessaîremeot que les deuK tangentes aux eercles prinntifs se coupent aous un angle obU»; et, de phis, pour lequel un tAtonnement est nécessaire lorsqu'on irient à déterminer la coursa de la dent et le jeu à conserver entre les dents. (On pent iroir i ce sujet le mé* moire public par M. Lefebvre, colonel d*artillerie, dans le deuxième aamérodn WêmoTht ifarMterie. Dans ce mémoire M. Lefebvre ne s'est oeeiq)é qae de Tengrenage cylindrique et eoniqué extérieur.)
4* Effdin que la puissance doit loujonrs être appliquée i Taxe de la roue intérieure, si l'on veut que les dents se conduisent à partir ée la ligne des cenlieSt et non avant celle ligne.
lettonne deox Iracés. Dans la fig. 5 , la$ denU ne sont point 6é(>arées par un creux ou intervalle. Aussi ce tracé ne serait applicable que pour de petites roue9 employées dans des machines de précision, la pointe aiguë des dents pouvant être promptement érooussée ou brisée, si Ton employait ces roues dans des machines de force.
De plus, comme il n^y a pas de jeu entre les dents, Tengrenage tournera dans un sens ou dans un autre sans perle de temps; mais il faut alors que la dilatation des dents soit pour ainsi dire nulle avec les variations de température.
Dans la fig. 6 , les dents ont une certaine épaisseur à leur extrémité, et sont dès lors séparées les unes des autres, sur chaque roue, par un creux ou inter^ valie. On peut de plus ménager un jeu avec la plus grande facilité, et rendre oa jeu aussi grand ou aussi petit que Ton voudra. Il suffit pour cela de rogner chaque dent de Tune des roues, au moyen de la développante KK\ distante de la développante primitive kd\ de la quantité voulue pour le jeu. Ce tracé doit être appliqué aux engrenages de force, et le jeu permettra aux dénis de se dilater par les changements de température, sans que la marche de Tengrenage se trouve entravée.
Si je suppose que Taxe B {fig. 5 et 6) restant fixe, la roue C tourne autour de la tangente commune TT', comme charnière, alors Taxe A viendra couper Taxe B, et sous des angles différents, suivant la quanlilé angulaire dont la roue C aura tourné autour de la charnière TT\
Mais on conçoit que si les dents sont terminées pour Tune et Taulre roue par des surfaces cylindriques , parallèles à Taxe B avant le mouvement de rotation autour de TT', ce mouvement- de rotation ne pourra s'exécuter, puisque Tune des surfaces cylindriques est concave et l'autre convexe.
Il faudra donc terminer la dent convexe de la roue intérieure par une surface canale , et la dent concave de la roue extérieure par une surface cylindrique; mais alors los dents ne seront en contact que par un point , quelle que soit rinclinaison de l'axe A par rapport à Taxe B.
Cette construction permettrait de construire des engrenages de précision, mais non de force, et tels que Tun des axes pourrait prendre, d'une manière intermittente ou continue, toutes les inclinaisons possibles avec l'autre axe, depuis le parallélisme jusqu à l'angle droit.
Les deux axes pourraient aussi , tout en tournant sur eux-mêmes, prendre ensemble un mouvement d'oscillation dans le plan qui les contient.
Remarquons que pour Tengrenage intérieur, le retour sera toujours possible, c'est-à-dire que les deux roues pourront à volonté tourner dans un sens ou dans un autre, quel que soit l'angle sous lequel les deux axes A et B se coupent, m
supposant que, pendant le mouvement des roues autour de leurs axes , les plansmilieux de ces roues tournent aussi eux-mêmes autour de la tangente commune TT' : propriété remarquable dont ne jouit pas l'engrenage extérieur.
Des engrenages coniques, à développâmes spliériques*
L'engrenage conique peut être extérieur ou intérieur.
Engrenage extérieur. Concevons deux cônes de révolution {fig. 7), ayant même sommet en S, et pour base, Tua le cercle C^ l'autre le cercle C\ les apothèmes Sm et Sm' de l'un et l'autre étant égaux.
On pourra toujours construire deux plans tangents communs i ces doux côneSi et dans chaque plan tangent tracer un cercle ayant son centre au sommet S^ et pour rayon l'apothème Sm ou Sm'de l'un ou l'autre des cônes.
Ainsi , Ton aura deux cercles ayant pour centre commun le point S, dont les plans se couperont suivant la droite SP, et tels que le cercle D sera tangent en m i la base C, et en m à la base C, et tels encore que le cercle D' sera tangent en n à la base G , et en n à la base C'.
Gela posé :
Supposons que le cercle D roule sur le cercle G et ensuite sur le cercle G'. Un point du cercle D décrira, par ce double mouvement, d'abord une développante sphérique d pour le cône (S, G) et ensuite une développante sphérique d' pour le cône (S, G').
De sorte que si l'on suppose que les cônes tournent autour de leurs axes, les développantes d et ^ se conduiront l'une l'autre, leur point de contact parcourant le cercle D et les vitesses angulaires des axes étant dans un rapport constant.
Il en sera de même en considérant le cercle D^
On pourra donc placer sur le cône (S, G) une dent conique, ayant pour basey savoir : pour la face droite^ un arc de développante décrit par un point du cercle D, et pour h face gauche , un arc de développante décrit par un point du cercle ï)', et apnt pour sommet le point S.
On pourra faire la même construction pour le cône (S, G'), et l'on voit sur-lechamp que la construction de cet engrenage conique offrira des difficultés analogues à celles signalées pour la construction de l'engrenage cylindrique, lorsqu'il* s'agira de calculer le jeu entre les dents et la course d'une dent.
Dans son mémoire, M. Lefebvre propose de construire Tengrenage conique, à développante sphérique, de la manière suivante :
(Extrait du deuxième numéro du Mémorial d' artillerie y page 342* ) ft Ayant des roues coniques à construire, on les tracera sur une sphère d'un • diamètre médiocre et exactement déterminé; on se servira avec avantage d'une
as
t équerre sphérique du même diamètre pour Iracer des ^cs de grande. cerci^
> tangents à des circooférenees^ elc ; les développantes sphériques seront Iraf cêes avec le compas par la mélbode indiquée; on peut même les décrire aussi
> airec un fiT, car s^l est constamment tendu sur une surface sphérique lisse^ il
> sera toujours dans le plan d'im grand cercie. Connaissant ie tracé des dents » sur cette sphère, on en rapportera toutes les. dimensions au rayon que Ton
* veut avoir, au moyen d^oae édielie de 14gDes proportion neîlcs ; on aura ainsi k 9 mcè antérieur; on acliévera la dent en menant par les points de ce tracé des
* lignes au point du centre, ce qui formera un cAne dont on prendra une portion » égale à la longueur que Ton veut donner à la dent, d
R mTa semblé que Ton pourrait avec avantage remplacer la méthode proposée ^r M. Lefebvre par la suivante :
Ayant déterminé d'abord {jpg. 8) Fépaisseur ab à la racine de la dent sur le cercle inicrîcur D du tronc conique noyau ou prhnUyqux doît porter les dents coniqties, et ensuite le creux ou intervalle ba qui doit séparer deux dénis sur ce même cercle; en un mot, ayant opéré la divkion de la roue dcnice, on tracera les courbes ag^ bg intersection du cône ayant son sommet au sommet du trôna conique noyau , et pour base {es arcs de développantes sphériques, avec le plan même du cercle D, et Ton emploiera à cet effet la construction géométrique indiquée dans le mémoire sur les développantes spbériques (^) \ et Ton se rappelle que ces courbes ag et bg se tracent avec la plus grande facilité sans avoir besoin de connaître les développantes sphériques.
On remarquera ensuite que si Ton coupe la dent conique par le plan du cercle supérieur D' du tronc conique noyau, on obtiendra deux courbes AG et BG, sembKibles aux courbes ag et bg par rapport au centre o qui sera le pôle ou centre de similitude des courbes; de sorte que , connaissant la courbe ag^ il sera facile de construire par 'poxnU la courbe semblable AG. En effet, on mènera les rayons oa, om^ og, etc., et Ton prendra les distances aA, mM, ^G^ etc., égales entre éfles et â Ta différence des rayons des deux cercles D et D' bases du tronc conique noyau^ on obtiendra ainsi autant de points A, M, G, etc., que Ton voudra de la courbe AG.
Ce tracé exécuté, et il est presque aussi simple que celui exigé pour la construction de Tengrenage cylindrique, on le rapportera sur un tronc cylindrique capable de contenir et le tronc conique noyau et les dents qui doivent être distrifiuëes sur sa surface convexe.
Pour cela faire^ on appliquera (J!g. 10) le tracé fait pour le cercle D sur le
(*} Voyez dang les DéveloppemenU de géow^tns deuripUte^ le chap. II, ménoire a* t.
plan P<}c la base inférieure an tronc cyRndrtque, et Fo Inrcéfeft pour leccrcîe D' sur le plan P'cle fe base supêrîeure Ai tronc cyffnchn que, ayant soin que les rayons homologues o'^Q' et 9Q aténc leurs extrémrlés Q' et Q sur une génératrrccr Qiy du tronc cyffndrfque*
l! suffira ensuite (favorr numéroté des poîntï^'", 2', 3', 4^', etc., et f, 2, 3, 4, etc., respectivement homologues, sur les courbas A6 et cry, et au moyen d'un rabot (ou de tout autre oulîl), d'eKéentcr les génératrice t\ i — 2'.2— 3^^ — 4^ 4 — efc, de !a dctit confque.
Ayant ainsi exécuté séparément les deux roues dentées, il arrivera, iorsqu'oo tes mettra en présence, que, dtr eOlé des grandes bases, îes dents feront une sailKe en dehors. H sera bien dVnfever cette saSfie, q ni donnerait mauraise grice * Tengrenage; pour cefer (fiff. ^ on placera dwcpie roue sur te tour et Ton enlèrera Texcédant rga en la parité mférîcure de fo dent, en dirigeant Toutît normalement à la génératrice a/L du tronc conique noyau. On pourrait en faire autant pour la partie supérieure de la dent etenfever aussr rexcéchint ér'A.
Les engrenages coniques extérieurs à dé^oppantes sphérîques jouissent des propriétés suivantes , saYoir r
I* Les pressions sont constantos en chaque point de ht même développatite sphérique, ce qui n'élabfit pas que le travtril du frottement sott constant , maïs . ce qui démontre que Tusvre des dents sera uniforme. Ainsi les dents se défermerunt sans cesse, mais toojotrrs suivant des cônes ayant pour base desdévelop- . pantes sphériques;
2* On peut éloigner ou rapprocher les axes, pourvu qu'ils se coupent toujours au même point; mais on ne peut pas faire Tarrer la position des axes, en ce sens qu^îls cessent de se couper, ainsi qtre cela a pu se ferre pour les engrenages cylindriques, puisque Ton peut ne pas les rendre parallèles.
On doit remarquer que, de même que pour les engrenages cylindriques extérieurs, il fallait que les deux plans tangents aux cylindres noyaux ou primitifs se coupassent sous m angle obtss^ et que, plus cet angte étaît grtmd , plus le tracé devenait facile; de même aussi il faut pour les engrenages coniques extérieurs que les deux plans tangents aux cônes noyaux on primitifs se coupent sous un angle obtus.
On pourrait cependant ne pas s^astreindre à cette condition; mais alors il faudrait supprimer les dents adjacentes de ccHe qui est en prise, lescfuelles arriveraient à se rencontrer sans se mettre en contact. En un mot, il faudrait supprimer toutes les dents qui, en vertu du tracé, ne permettraient pas à f engrenage # de subsister, les dents tendaiM dans ie mouvement de rotation à s^ntercepter le passage. I>e sorte cfue èenx dents se mettant en prise, deux nouvelles dents ne
tiendraient pas se mettre en contact aussitôt que les deux premières cesseraicDi de se conduire; el alors il faudrait » pour que le mouvement de rotation se continuât, placer sur le même axe plusieurs étages de roues dentées juxtaposées, el tellement disposées que, lorsque deux dents cesseraient d*êUreen contact pour h premier étage, deux dents de l'étage supérieur arriveraient au contact^ et ainsi 4e suite. Ce mode de construction permettrait de faire des dents très-longues ou très-courtes, à volonté, et simplifierait le tracé, puisque Ton n'aurait plus i combiner le nombre des dents, de manière à ce que deux dents soient toujours en prise.
Ce fut en 1816 que je vis pour la première fois une machine dont Tengrenage cylindrique était construit diaprés ce principe. Cette machine était disposée pour étirer les tuyaux de lunettes et a\ait été exécutée par Savart père, dans les ateliers de construction de FÉcole d'application de Metz. Ce fut en Texaminant que je fus alors conduit à la démonstration géométrique des engrenages de Wiihc, de ces engrenages qui jouissent en même temps des deux propriétés suivantes , savoir : 1* vitesse angulaire constante; 2* frottement de roulement : propriétés qui avaient toujours été regardées, depuis Euler, comme incompatibles; et ce ne fut qu'en 1825, lorsque je présentai les mémoires que j'avais écrit sur ce sujet. à rinslitut de France, que cette incompatibilité cessa d'être une vérité en mécanique.
Engrenage inlérieur. Dans le cas des engrenages intérieurs^ (fig. 11), les deux c6nes noyaux ou primitifs sont en contact par une génératrice , et n'ont qu'un seul plan tangent commun.
La construction est la même que celle employée pour les engrenages extérieurs. Les propriétés dont jouissent les engrenages intérieurs sont aussi les mêmes que celles dont jouissent les engrenages extérieurs, excepté toutefois que l'on ne peut éloigner ou rapprocher les axes à volonté; leurs positions sont invariablement déterminées en vertu du tracé.
Construction approximative des engrenages coniques.
Je ne parlerai ici que de la construction approximative des engrenages coniques à développantes sphériques , M. Poncelet ayant donné un tracé approximatif pour les engrenages coniques à épicycloîJes sphériques.
Le tracé rigoureux de l'engrenage conique à développantes sphériques est assez simple par le procédé que j'ai indiqué, pour que l'on puisse se dispenser d'avoir recours à un tracé approximatif. Cependant on pourrait substituer aux dents rigoureuses, dés dents approximatives qui seraient terminées par des cônes de révolulioi\ oscu la leurs aux surfaces coniques ayant pour bases les développantes sphériques.
I^a Goostruction des dents approximalives esl facile » sait dans le tracé graphique, soit dans la conslruclion en relief dos modèles ^propres aa n^oulage, lorsque les roues dentées doivent être coulées en fonte ou ein cuivre.
Rappelons-nouS ce qui a été dit (*} au sujet de la construction géométrjkilie du centre de courbure pour un point d'une développante sphérîque^
Je suppose que le cercle D {Jig. 12) est la base du cône noyau ou primitif die l'une des roues dentées , et que l'on ait tracé sur son plan les courbes ag et bg^ intersection du cône à développantes spbériques qui termine une dent rigoureuse.
Sur ag et bg je prendrai les points milieux m et n. Je mènerai par m et it deux tangentes mqeinp au cercle D.
Les droites mg et np seront les rayons de courbure des développantes spbériques engendrées par les points m et n; et si par 1119 et iip je mène des plans perpendiculaires aux génératrices du cône noyau dont les projections , sur le plan du cei*cle D, sont og eipoj on aura les plans des cercles osculaleurs des développantes spbériques engendrées par les points m et n.
Il sera dès lors facile de construire en relief C/^. 13) la dent conique approximative^ ayant son sommet au sommet du cône noyau, et ayant pour base,*-des arcs de ces deux cercles osculaleurs.
Car, si l'on suppose un cylindre AB capable de contenir la roue dentée*, ce solide étant- terminé par deux faces parallèles AR et BT, on tracera sur la lace supérieure le cercle D', et sur la face inférieure le cercle D, leurs centres o' et étant sur une perpendiculaire aux plans parallèles AR, BT (ainsi qu!on a opéré dans la/9. 10),
Sur le cercle D on fixe les points p et 9 tels qu'ils sont placés dans la ûg. 1^. On trace les tangentes pr, gr se coupant au point r. ', •• • m*
On exécute detfx plans passant par ces tangentes et perpeadiculaiiH^neniiaux génératrices G et G' du noyau ; ces deux plans se couperont suivant une^iloîte ry 'qui tendra à aller couper l'axe du cône noyau en un point x^ {tans ch^oun dé ces plans on iraceradespoiQtspetg comme centre et avec le môme rayon que ceux ^aaploycs (fg. 12), des cercles qui se couperont en un même point y de la droite ly. Chacun des plans normaux aux génératrices G et G' coupera le cône .noyau suivant une section conique; chacun des cercles osculateurs tracés dans les plans normaux viendra couper la section conique en un point 0. i>ès' lors la dent approximative sera composée de deux cônes, de révolution ayant pour sommet commun le sommet du cône noyau, et pour base, T un l'arc de cercle G, l'autfe l'arc de cercle C'; ces deux cônes se CQuperont suivant une arèie K, et le premier
A*«a.M«aM*MM«M»a«#i
(*) Voyez dsins ïesDéoehppementi de géométrie deicripiive , le chap. II, mémoire- n* 2.
coupera le^dmîio^ gÉ Î Wii i -fe gén éirtticg H, et k second coupera ce même dhie fioysfr s«it«ti1 I» géftéfatrree if. -
Dans la pmiùftfê 9t ««ta préfémble (Tcnipîoycr la mclhode saFvante Iorsqu*on iftowAn e9ÊÊSfn\re un im^le en boi» pmrr eoaler une roue dentée.
On conslruîraf d^ftftorl le ffWfe conique rioyaa (fig. 14), on !è divisera sufvanl Ib nombre (le clMC^qtlf^eYnHifêCre^ppliqnées sur ta surface convexe; les génératrice» S, G^ fi^'^ eM., |>a^ân<paf fes poinfs de dtmien seront tes mitieux des é M Ét k Ainsi Isr génërârfrice 6 (;/%. 44) passera par fo point f (/t^ir. 12).
BemsirqiïMI ^im? lé- frerfc-ertifqire noyau (yTgr. i5) a pour <Ienii«'angTe au soQimet l'angle a que l'on peut calculer, puisque f on connaît fi hauteur dii Cronc
«I te.difléreiiee de» r^rymw étn deux bases; remarquant que fe pfan du cercle -^MCuiateQr base do cAta de rét^Itrtwn dont une partie doit former ta demi-dent ap{)rotiiM(ive , dott éCrt perpimdiinfcanrc h tme génératrice du cdne, on voit que le pbn X du cerele base inftrietire du tronc faif , ater le pfetn C du cercle base de la dent, un angle a; de ptas/ le Aemi-ûngle y au sommet au cône osculateur poum faeitemenf être cafeulé, piuisque Ton pottm càfculer ia longueur totale de rM génératrice G de nayav, el qiie foif eonnaft le rajon du cercle oscafateur.
On pourra donc (Jig. d6) construire un tronc contqnc Mff, ajant pour base fe œreie C ^aoé avce le rayon qm {fig. it), et ayant pour dcmi-angte au sommet un «igteyi ' . Qm p r end r a «n point 6f4M traire t sur le cercle C ; cfu tracera kr passant par le eeotref ; etfr étant j>ris« égal hgrâeHftg. f2 , on mènera ro perpendiculaire â kr] I>ar la droite kr on fera passer un plan X faisant avec le plan C un angle ^gaf au sup- '^éJKient;d6ranglea; ce plancoupera le cùnestrivaiil mi arcdfcdesectfon conique; dans ce plan X on tracera oq perpendicuhrire à Ar, et Ton prendra fe point o sur la droite ^saffisannaent profongée, de telle sorte que oq soit Igaf au rayon de la baae inférwiire d» trenc conique noyau ; on tracera sur le plan X le cercle D du foint # comme ceiytr^ et arec 199 poitr rayon, ce cercle coupera Tare cft au point d; mo 4r8N>0ra la giénératriee Sd du tronc de la dent, puis on joindra oetr par une droite qui eoupera fe cercle D en I; on exécutera la portion de surface coniqae eoMaw (SD)^ taqeelle alapplfqirerà sur la surface convexe du tronc noyau ; ia droite 61 s^appHquera snr la ^ofte G (fig. i4) ; on exécutera Te pfan S/r(J, qui , ietsqiie la deinî-dent sera placée, Si étant isur C (fig. f I), passera par Taxe du tpsae noyM el pair la ligne milieu G; on exécutera Ta demi-dent symétrique de la «lAnie maufère, et r<m pourrar ainsi exécuter et rapporter sur le noyau les dents qtri doivent être évstribnéea sur sen pourtour.
11 est iuuUle 4'e»irer dans fies de détails à ceaujet, car ce qde fai dit doit suffire à ceux qui savent la Géométrie deaerîpéve et qvr sont babîtoéir i s*en
servir el à apj^lîquer ie trait jwr Je boi&^.|Kwr «coMevoir 4e wiiei^h rp^i^di^.i. suivre dafts rcjHicution en relief des znod^es ^ui devrcAt serv^ au.m^ubgft.. H leur sera facile de suppléer À i^^u'il j a/l'ioeomplet 4aAS C6r qMfjrç^de ;. je n ai poiot vouiu eotrer dans toiss Je& détails d'^âcuUon , car î'avf^i^.déptusé le^ haraes imposées à oa mémoire daos lequel j'avais y lus ^ei rae d'^x^^osM la Ua^éoria ei ses a{))plicatiûns a bkpraUqii^^ que d'isnlrer daas iout les délaîU de la j^Uqw^,
RECHERCHES GÉOHÉTRIQUES SUR LES ENGRENAGES DE VITITHB
Le mécMKie» "Wilbe^ iors 4u conecwrs pe«r les prix dôcennavx , en 4181^,^ soofiiti à 1 0XMMB de TiiisiMt dea engrenages •eylidAriqties et conique^ ^"^uihé' construction nouvelle, et dit gn iea yéttwti w i ^uHh jMfeslâëiiC tteé deax ptthprîétéa rcfarééfB jusque alom W wne ftùOMiipaiîbla, jm i'w w ;4^ vitesses angulaires dans un Esiyport «Min» # ^ y froiteoMot de rmiècÉieftl; et qifaiMii 1* le pig^M* déofîimi 4e» aneft éguÊX ttmêk pwoomir à fai roue dentâe* ies espaces angulaires aussi égaux , et 2"* les courbes par lesquelles les dents éUMBt en contact se roulaient à la ujomiére de deai cercles irecél i«f un nème pian.
Wahe A'était i^gàomàue.^ Mssi ne piit-U4émDnUw riffouveuttiiikent Texistence des propriétés qu'il sumoeçaitapyar tenir 4 sf^ eogrmage^ Oa .v<lyaît bîoB> qjtt'ea eilet les viiessea:ai»§elajpeséiaieat daasi ea rapport cenaiaat, #i^ seaiaîl bien que Le-lraUemeai était très-daex^ mais o^endaat'te £peUeAeM peUveU être da glîssciaement. Jusqu'à présent la question ert restée îadéciaeu
Ea examinant les procédé» pratique» que Withe emplayaît pour la oonstrao-* tion de ses engrenages , procédés qu'il a décrits dans une petite brochure 4|iie je n'ai pu me procerar qu'à Jj^ biblîotbéqae de l'Éoota royale de rariillerîe el; dn génie à Mclz y on soit qu'on peut iraémrt fé&méiri^iwnetU le» procédé» de mécanique pratique, pnr nneconsiructioo géoœétriquequîconeîsta: l^à dire passer un plan 11 (/9.17)parlesdeusaae8 parallèles antre eox,»asoir: Pde kirove denléaet Q du pignon ^ 2* à tracer dan» ce plan une dreîie R parallèle atut axea, et dont le»
mi*»m^l^mmmm»mmmm^mam^'^^
f)C0 pé«oti».iisi ftn ypésestéi Vhmkvà im W ^mmj A cs Jé SMS rtfei» dt wamon > is S i lin isi tri 4 »3»« a éié publié plm tard, dsns le Journal dé maikémêUiiuei pura f I ajfflifaéu de M. Ijommu»
distancer pIt-P éiq^Q âèrtmt âtto'À te rapport inverse des vitesses des axes, pois y- ooûsfMire deux triangles abc et a'b'c\ fe premier coupant la ligne R par son cdtâ â^ au ^point m, et le second ayant son soniniet a' placé en ce point m , les detlx tria^gies n*ayant d'ailleurs aucun autre point commun; iT Taire mouvoir le triangle abc autour dé l'axe P, tous les points du côté ab décrivant des hélices d^^ndme pâs^ que j'appellerai H , nommant S Thélice décrite par le point m; 8* faire mouvoir le triangle a^b'c' autour de Taxe Q', le point a' décrivant une hé-
lice 9 dont le pas sera h, et Ton devra avoir I équation r = 'f c^est-à-dire que
les pas des hélices S et ^ seront dans le même rapport que les rayons des deux cylindres sur lesquels elles sont tracées. Ainsi les dents sont formées par des ûlels de vis, et ne se mettent successivement en contact que par les courbes S eis.
Si les axes P et Q se coupent, la droite R passe alors par leur point* d'inter* section et elle divise l'angle compris entre P et Q en deux, dont les sinus sont dans* le rapport inverse des vitesses des axes , et les courbes S et « sont des spirales coniques d'Archimède dont les pas sont aussi dans le rapport direct des rayons des roues coniques sur les»queUes elles sont tracées.
Les dents ainsi construites se conduisent-elles en effet par un frottement de rouiemtot , et lQ»rapport des vitesses angulaires est-il constant?
Tdle est la ptemière.qiiieBlion que je me propose de résoudre dans ce mé^ moire.
Examinons, d'abord les engrenages cylindriques.
Par la droile R {fig. 18), je mène un plan M* perpendiculaire au plan M qui contient les axes. Je trace sur ce pian M' une droite g passant par le point m situé sur la droite R. (Au lieu d'une droite, Ton pourrait tracer une courbe arbitraire, mais dans les arts l'on doit préférer la droite parce qu'elle donne sur le cylindre une hélice, courbe que Ton peut tracer facilement par un mouvement continu , ce mouvement continu étant procuré par un mécanisme simple.) Puis j'enroule ce pian M' sur le cylindre dont R est une génélratrice , p le rayon de la base et P l'axe; la droite g se déformera suivant une hélice S dont le pas H sera l'un des côtés de l'angle droit du triangle tnxy, construit dans le pian M' ; la ligne mx. étant horizontale el la droite my étant une partie de la droite 9, et mx étant égaie au développement de la circonférence du cercle dont p est le rayon ; H s6ra dès lors égal à ùof. Si ensuite j'enroule le plan M' sur le cylindre dont R est une génératrice, '9 le rayon de la base et Q Taxe , la droite g se déformera suivant une hélice s, dont le pas A sera égal à x'gl^y le cdié mx' étant égal au développement de la circonférence du cercle dont g est le rayon, et l'on aura
f éqnation r* =s ^* Cela posé : si je fais rouler le cylindre {q, Q) sur le plan tangeat
'U% la courbé $ se développera sur la droite g. De même si je fais rouler le cylindre (p,P) sur le même plan tangent M', la courbe S se développera sur la même droite ^. Ainsi au poiot mies courbes < et S sont en contact , ayant en ce point pour tangente commune la droite 9. Si donc le cylindre (p, P) prenant un mouvement de rotation autour de son axe P^ entraîne par le frottement de roulement le cylindre {q^Q)y les deux courbes « et S rouleront Tune sur l'autre et auront une tangente commune en chacun de leurs points de contact successif, et le point de contact parcourra la droite R.
Maintenant je trace dans le plan M, gui contient les axes P et Q , une droite arbitraire G passant par le point m de contact des deux hélices s et S, puis je décris deux courbes arbitraires <f et ^ ' ayant pour tangente commune au point m la droite G; Tune de. ces courbes <f étant au-dessus, l'autre f étant au-dessous ide la droite G et toutes deux situées dans le plan M.
Cela posé : j'imprime au plan M un mouvement de rotation autour de l'axe P, .de manière que la courbe cp se meuve le long de la courbe S; on obtiendra par ce moyen une surface hélicoîde $. Si de même je &is mouvoir la courbe tf le ioi^ de la courbe s y ie formerai une seconde surface^ hélîcoide $\ et ces deux surfaces ^ et 9' seront en contact au point m, car elles auront en ce point même plan tangent, déterminé par les droites ^ et G, et ces deux surfaces n'auront évidem*» jnent que ce seul point commun (*)• Dans les engrenages de Withe la courbe <p est une droite, par conséquent la surface $ est une surface hélicoîde, telle qu'on remploie dans les vis à filet triangulaire ou à filet carré. La courbe 9' se réduit à un point; donc la surface ^' se réduit à une hélice , de sorte que la dent 9 conduira ou sera conduite par ladent^^' par un frottement de roulement , las vitesses angulaires étant dans un rapport constant.
Ainsi les engrenages construits par Withe satisfont aux deux conditions regar* dées jusqu'à présent comme incompatibles. Hais pour que ces deux conditions soient en effet remplies à la, fois, il faut que les engrenages soient exécutés avec une rare précision. Examinons si l'on n'obtiendrait pas dans des engrenages construits d'après* le même principe, un frottement de glissement provenant d'une exactitude dans le rapport des pa< H et A , frottement de glissement qu'il serait impossible cependant de reconnaître et de détruire entièrement. Prenons Tengrenage exécuté par Withe, c'est-à-dire celui où les courbes f et ^ sont des triangles. Chacun des points de la droite ab décrit une hélice dont le pas est H ;
i (*) Voyez à os sujet , ci«a^rte , le mémoire n* 6.
— «la—
mais, d'apr.è94c$,qai/|>récçd^> l^héliçe décrU^p^r le point ^m est h seule ^qui ^p/ji^se se roujer avec rhélice décrite par le point a' et dont le pas est h^ si Téqua-
ti'on - = ^ est satisfaite.
Les deux bélîces S et s ont au point do contact m une tangente commune i-^ pour tous les points de rhélice S , la tangente &it avec Taxe P le môme angle ; il en est de môme pour iûu& les points de rhélice s. Si les hélices décrites par les ^fAÎnto 4ê abf au lieu d'avoir \e pasU, avaient un poi H' peu différent de H , 2\<n» M point .ne pourrait se mettre on contact avec le point m. Car alors rhélioe S' décrite par le point m n'aurait pas même tangente que Théliee $ décrite par' le j;^oifit a (les deux axes P et Q étant supposés dans le même plan ) ; et aussi comme l^s bélicesdécriles par les. divers points de 4ib^ ont des tangentes qui font avec .r»e P des fti^s do pàvs en phis petits^ à mesure que les points qui les décrivent 40 rapprochent dacet axe, Ton voH que Ton trouvera en avant ou en arrière àa point m , et sur o^, un point m' tel que ThéHce qu'il décrira fera avec Vaxe P le MWK^ angle que Thélice s fait avec Taxe Q.
Alors ces deux hélices pourront être mises en contact, elles auront une tangente commune, et nécessairement on aura : j9'( distance du point m'a Taxe P)est jà q (distance du point a' à l'axe 4)) dans le rapport qui existe entre H' et A; car ilbélifiâ^décnie par le.poinlm^ pourra être .fermée en pliant sa tangente au poiM 4tt^aur le cj^lttidre ihint le r«yon estp\
i^ndi e& nn oemsidécant.que dotu^ <lenl% si Ttyio i»*est pas construite^ avâi^^xaoiitnde « si .donc les hélices qui Mimposént la^ surface hélicoide qui doit conduire O^être eondttite^r rhélice s décrite par te peint a', n'ont pas rigoureusement Jeur fpas égal à II , il sera toujours possiUe de rapproi^her ou d^él6ignei< les axes P ^t Q, de manière à ce que le point a! trouve un point m situé sur (ib, lequel décrira une hélice faisant avec Taxe P le même angle que fait lliélioe ê avec Taxe Q. El rhélice. s décrite par lopoipt a' ne pciurfa être mise 'en. oootact qu'avec Thâice décrite par >Ge point m\ tantqiie les. aies P «t Q^ ainsi tiueJa /droite. R lieu des points de contact sucoesaif* seront assujeUis àètresituésdansun même plan^ car toute aytre hélice (aisant.av<^ Vaxe Pun aeg^e plus petit 4mi plus grand, do»- Oiierait un point de contact pour lequel les tangentes se cr^seraient ; par conséquent rhéjice $ novaeraît paii^ tangente ^à la surface àélinoide , au point eansîdéfé : elle h pénétreiiait en Qopoint;.ios dcoits ne > (MMiryaiefit donc se oonduire» liais aiussi
iea vitesse d« axesP ei Q ne seront plus dans le rapport demandé - , mais <Ians
le rapport ^ , p^ étant le rayon de Thélice S* sur lagu^Hft «p r milft rhi^Jicfi n. Mais un engrenage ne peut être forméct>tr ilas mue» n^ityant çkacvne qn^nne
seule dent» Il faut forcément placer sur ces roues plusieurs deuisei dans des {MMr. tioQS telles que le mouvement de rotation puisse se XM>Dt louer sans èire arrêté*
il faudra donc plaoer sur le cjUndre (f^Q) une^uite d hélices équidistaoied , leurs points de départ sur le cercle G tracé par le poini-a étant aussi ^qidistantg entre eux^ et divisant ce cercle C en arcségaux; puis faire router ce cylindre (^,0), sur le cyU<Hlre (p,P). Toutes les bélicesdu cylindre (9, Q) laisseront sur le cylindre- (p,P) pour traces des hélices aussi équidistantes, mais dont les points de départ $ui^ le cercle C décrit par^ le point m ne setontié^idistants qu'autant que le cercle G, dont .le rayon est 9, se développera un nombre exact de fois sur le cercle G'ddoi* le rayon est p, c'est-à-dire qu'autant que p et f serontentre eux dans un rappOPl commensurable ; et cette condition doit être évidemment satisfaite pour que le mouvement de rotation ne soit pas interrompu.*
Mais supposant le pigeon terminé par le cylindre idéal (9, Q) sur lequel se IrOtt**' vent tracée&des hélices équidistantes s , s\ s' y etc., dont les pa^sont tous égdDx à /i, et les points de départ de ces hélices divisant en parties égales le cerole base du cylindre (q,- Q), nous ne pouvons pas supposer que la roue soit terminée' par le cylindre idéal (p,P), parce que les dents doivent avoir un excès de longueur pour que l'hélice s conduise son homaioguie S 4itttremcul que par le contact , c'est-à-dire ne puisse pas s'échapper, si la résistance devient plus grande que celle 'qjAC peut vaincre le frottement de roidement. Le cylindre idéal aura donc pouF la roue un rayon p" plus grand que'p, et nous appelleronsce cylindre (p'',P) ( fiy. 17).
Puisque nous supppsQ.ns que le cylindre (ijf, Q) se développe un nombre exact de fois sur le cylindre (p, P) ^ et que nous supposons en mémo temps que les surfaces des dents de la roue sont formées par une surface hélieoîde, il s'ensuit que l'on aura sur le cylindre (p", P) des hélices équidktantes entre elles, et dont les points de départ diviseront le cercle qui lui sert de base et dont le rayon est p'\ aussi en parties égales; et les distances de ces hélices , distanoes mesurées sur les génératrices du^^ylindre (p'', P) , seront toutes égales entre elles et à celles des hélices tracées sarie cylindre (q^Q) du pignon. Dans ce cas> les hélices du pignon ne pourront se mettre en contact qu'avec celles tracées sur le cylindre (p, P), supposant le point de contact dans le plan des deux axes P et Q«
Mais si, par un vice de constmetion , tes hélices composant les surfaces héfic^ides^ini forment les dents de la; roue n'avaient pas leur pas dans le- rapport
T-:=-, il arriverait nécessairement , ou que les points de départ des hélices
sur le cercle des bases ne seraient point également distants, les. distances des. hélices dans le sens des génératrices du cylindre n'ayant point varié,. ou qi^a cegdistances auraient varié, si. les points de départ* étaient restés* le^ mèmea^ ç'Mt*
ditmol le cercle base en arcs égaux. Dans le deuxième cas , les hélices du pignon et de la roue ne pourraient se mettre en contact , car les dents ne pourraient s*enchftsser les unes dans les autres ; et dans le premier cas, le mouvement de rotation ne pourrait être continu. Ainsi Tengrenage de Witbe ne peut marcher qu'autant que les hélices sont parfaitement exécutées , toutefois , en supposant, ainsi que nous l'avons fait dans tout ce qui précède , que le point de contact wn dans le plan des axes.
. l¥ithe est parvenu à vaincre toutes les difficultés que l'exécution présentait, comme on peut s'en assurer en examinant un modèle d'engrenage cylindrique qui existe dans le cabinet de l'École polytechnique. Les hélices sont construites afvec une rare précision , la division des surfaces cylindriques de la roue et du pignon est d'une grande égalité. Mais malgré la perfection de son travail, est-il mi que ces engrenages, mis en place , jouissent du frottement de roulement?
Nous venons de démontrer que tant que le point de contact des hélices qui se conduisaient était dans le plan des axes, cela avait lieu. Nous avons aussi démontré que la moindre inexactitude dans l'inclinaison voulue des hélices , conduisait i des roues et pignons qui ne pouvaient s'engager, si l'on cherchait à mettre le point de contact dans le plan des axes. Mais le pignon ne peut-il pas avoir son contact hors du plan des axes ? Et dans ce cas , les vitesses angulaires seraient- Mes toujours dans le même rapport, et le frottement ne pourrait-il pas être de ^89ement? CTest ce que je vais examiner.
Supposons (fig. 17) une surface bélicoîde E engendrée par la droite ab toutnant autour de Taxe P, puis une hélice s engendrée par le pointa' tournant autour de l'axe Q; la tangente à l'hélice ê fera, je suppose, avec Paxe Q un angle a.
Sur la surface E je prends un point arbitraire m ; par ce point je fais passer un plan tangent T à cette surface. Par le point m passe une hélice S de la surface
bélicoîde dont le pas est H. La distance du point m à l'axe P étant p, la tangente
H à l'hélice S fait avec l'axe P un angle dont la tangente trigonométrique sera — •
Par le point m j'élève une parallèle Y à Taxe P, puis je fais passer par ce même point une droite faisant avec cette parallèle l'angle a* Cette droite engendrera par son mouvement de rotation un cône droit dont l'axe sera Y. Le plan T pourra : l"" ne rencontrer le cône qu'en son sommet ; S"" toucher ce cône siûvant une génératrice; S"" couper le cône suivant deux génératrices.
Dans le premier cas , de quelque manière que l'on place les deux axes P et Q eb les supposant toujours dans le même plan, l'hélice s ne pourra être tangente au point m à la surface E : elle la pénétrera toujours. -Dansied^ui^ième cas, les axes P et Q devront étre^ uùe distance déterminée
pour que rhélice $ soit tangente à la surface E , et il n*y aura qu*iiiie posttioB
de contact.
. I>an8 le troisième cas, il y aura deux positions dé contact . Soyons , d'après ce qui précède , ce qui doit arriver dans les engrenages de
Withe.
La surface E d'une dent de la roue est composée d'hélices dont les pas égaux
sont avec celui de Thélice «du pignon dans le rapport t- = ^y p et q étan^ les
rayons des cercles bases des cylindres sur lesquels sont tracées les hélices S et a^ qui se conduisent , et ces cercles se développant un nombre exact de fois l'un sur l'autre, c'est-à-dire que p et 9 sont commensurables entre eux, et que les hélices S et « ont pour tangentes des lignesrqui font avec les axes P et Q des angles égaux.
J'appelle tS la tangente à l'hélice S, e,ti# la tangente à l'hélice «, m un poii^t quelconque de S, et a' un point quelconque desy p la distance du point m à l'axé P^ et q la distance du point a' à l'axe Q.
Et rappelons-nous que la surface E est engendrée par une droite (qui ne sera autre que le côté ab du triangle générateur employé par Witbe) , laquelle s'appuie sur l^axe P et Thélice S^ et qui se vomi en restant parallèle à une surface conique droite dont P serait Taxe, ou bien en restant parallèle au plan perpen^ diculaire à l'axe P. Désignons par <i la position particulière de cette droite lors-qu'elle passe par le point m. ^ -
Si nous prenons sur d un point m dont la diâance p' à Taxe P soit plus grande que p, par ce point m passera une liélice S' dont la tangente fS' fera avec l'axe P un angle «' > a. "
.Par le pdint m'feisons passerune droite Y parallèle à P, et dans le plan qui passe par Y et i&\ traçons une droite/ passant par m' et qui fasseavec Taxe JP un angle «*
Si je fais tourner la droite/ autour de l'axe Y, elle engendrera une surface conique droite 2 dont Y sera Taxe et f la génératrice , et il pourra arriver deux cas (en se rappelant que la droite i^est comprise dans l'angle formé par les droites Y et IS', puisque a> a), ou que ce cône ne rencontre pas le plan T tangent à la surface £ en m', plan qui passe par les droites cfet lS\ ou quMl lui soit tangent ; car le plan qui passe par les droites Y et iS' n'est point perpendiculaire au plan tangent T. (Cela n'aurait lieu qu'autant que la droite cf serait perpendiculaire à r^xe P, c'est-à-dire lorsque la surface E* sera engendrée par une droite , s'appuyant sur Taxe P et sur Thélice S , tout en restant parallèle au plan perpendiculaire à l'axe P; et dans ce dernier cas, le cône 2 ne serait tangent au plan T que lorsque le point m' se confondrait avec le point m.) Si le cône 2 ne rencontre pas le plan tangent T, lorsque l'on mettra l'hélice s en contact avec l'hélice S', et qu'ainsi
procher les axes P et Q Fun de Fautre en les faisant tourner autour de.iai.diiiitda; Y, dans quelque posi^aA/i^ui^ 4|i«|J'4W phoè knhélîctis S'iet ad'uaepar ra(i^t à^aiUr^f/îil awv^rfi i4»tfjoiMD6 ffueirbélÂM jfeo\ipèni teeivfiLQe E ; psrcaaaéiiatfàt les deux roues dentées ne pourront être mises en contact par les points a' eiMJ
Si le cône e$U l;^çiU:iiqf|t)aj»,^t|^|g(^ ^^^ê^9fyiQf^ £^ Itbélice^ pQurra èxm m^e en contact avec cetl^ surfifce E , et sa position sera celle où sa tangente U se confdîidrtl'âvcc^rîri ôi3 xfe CÔVitaétdè pfan tangent TTàvec ïe^cÔne décrit par la droite/' tourBaatt-aotoitf^aâè^'èseiY;.. • ^
iMBÎic aient Ids Jdeox'iidliofli 0ièOSft^)xpLnv {^Mt le^^aiyonè dés^ rjUnêrm- Bmti l^mpUià dfesisoiH iPicée9idknr4€lnp|mi[)Mflot%«râ des^axes P
etX>y; elliKiiaHHU^cnt 4)0ÎM ttrigiiiMrmieii«frttiie^€ur''rdMrev i^aÎB glÂ^ aQgulaîit6ia6fltJ'uaè')durd'aiitM^'J'atielk)ip^ Fexpréssirâ mguldffei parce qiie d|^0j€B:p0iiÉi«»Bai|u'<boc«pei|t,fe»)hé et (8\ )^M veit <(U« 4ettr^' tenantes ne '
se confondent point, mais se croisenttëtt''pôml^>qfil Mùî'^tcdfMQtia, celui en l^pid kBippÎDÉsio^ibt mj isereairfoaii^kêia;!
-ifeissUausBiçdnaidéfiroae^ilepdint m*à^ à rBëK^S^ et' si nous éla-
bBaMna'qpiHJeépéinils:a'!etfMtte«0pe^po0eii^, aibr^'lataftgente't^^buHu^Htedt^d : dMs pontiaBs snrde' ptastanj^tià -la i^rfece E , lèqnel 'plan passe par les droites tf<<t!iSv Cari le>|An3t qui pasMrai'par la droite (8 et sera parâHèléA l'axe P, ne sera point perpendiculaire au plan tangent au point m à la'aurfecaE , à moins qtte la dcbîlerf Qe'aotffBefpdBdicâlMi^'^ V9x^ '^^^i dans ce dernier cas la tangente ts ne ptlierft peandnezcfu^àiiesaiife ])06ilîoik, et ce sera eelle oà dlé se confimS avec la tangente fS. Dans le premier cas les hélices ^ et S pourront avoir un frottement da roulaiMdat direct ou. angulaire v et dansle deuxième cas elles auront un frottement da< nwaliiBejai diîrect'aauiepDent.* Bu proBant «un point m'^ sur la droite d et siteé entra?yau:P et^fe paîMm/et établÎBsantf()«e lé pointW se superpose avec ce pamtjm\. alvfs b dtoîta u pourra toafoura' prendre deux positions sur le plan tangent à la^sui&cèB au peint: m'*. Aimi Y on doit conduredetout ce qui précède : Oiieai Ja génératrica d'à^h^Bmtw^ hélicoïdeE^ qui forme la surface des dents^ eatiiaainiéd.paii rapjiqriià TaxePv loramème qw les bélice»'«6t S (qui doivent sttÉéivdbppeD'ruh0isfar'Fautiv«n^roufcin&')sêraienten contat^t; il pourr arriver, oa que:lfiaira'laiigqnla9M oonifotidèBt ou qn^ellés $e croisent, sans que Ton puisse efifiètre «vemî paa «otr«r>abow que par le calcnl que Ton fera âela-i9omme des dHla«M»tp !6l Q. lâî -ia>dflmo<i#«letiax« P et-Q^dans la'poaition'de' contact égale! (p>4^4)V'lea'l^gq[iltt*sei^flft>i)dPMrt; srellèest plu^ les tangentes' se
c«DMranta(DaM laipraitmi»câa lé«fnMMtten»i$eira'direct'et deroulérneni , et dansr lArdaaxîÉaK;ll«pÉt4K%fiMré%l^de^ • .
Mais -oemne noursYOnfc vu qqe rHéliee 9^fiMl ite te«fnv^\(^n'dmiiM<)l3fts*SieQX
pofiiÛMB di/lor6nl6ftou'daAsiMe'W«rie(Ialdh>iteid»èM^ loiiJoÂ9Mn«ltnéê^iMi*¥i(|)-
^ port à Taxe .?)« avçe i)iHi^bélÎQè Si*§iAR€^€^,il paiiïj^rm6r3i|ti«(la Alfrf&Dee des
. axea P et Q i^oi t > oy < ( pi^f»? ), «l ;qiiè JûirolÉétQeii&ac^ dèsi^f s pîoh\p$mmeni
angulaire et de glissement. Et l'on ne pourra le reconnaître qu'autant: qae Ihmrpora
.c^evlé I^esépais^eur&des rouesYde.man^req«eitsicfi])L:ksâupéhi^
- soient 4iui$ :1^ même plap^yle^pornls aeim étant cn.contatcty et quels ÉiomniMiit
derotatiofi ^l bieni4M)^é4)f^)$.itrai^ii;des iiélioesrj&t.S'; m ikocpar utmpme
}. défectueuse de reng^ep^g/Q l&i^uf^mepii^Mi'de MAaiiatemb donoèyn^^itvièttîi'^
. tàélioes.» et S^ les 4)erçle6 supérieurs^diniefiieurs iMi'aarat)t>pi9Uàt dai» jki: màiie
i plan (la droite i< étant toujours inclinée par mpport à V^m P). Maîf dani lecas'i^ù
la droiiQ (/sera perpendieuiaire à Tasie P^jqi4^que.po6itioa)qui^Vhéliae«pr6Btiae» tes
cercles supérieur!^ eiûtfiâricKAr^&iqiiiteriAinaiHld vouo et le pignotfseroot toeifoiWs
.. dans ie »(ftaM$ f^fto»: â| Msai daiia ^^i&s4âQaHHj&aa^^
avec rhélice S lorsque- la distance des axes P et Q aeva égaie .a ip+'qy >
•On doit donc préférer pour les engrenages de Withe la génération de la surfasse
hélicoîde E par une droite d perpendiculaire à Taxe P. Mais 6a Yoii par toufe$e
qui précède 9 que même dans ce cas, on ne pourra affirmer que le frottenalit
est direct et<ie rouleoient, car Jie^iii(>yeD$.KQéeaaiqi«as jnaaquetttpour BiettiTer
^^vecune exaciitude iiMithôiQati^ue la distance des dettx.ax;es;P et Qiàùa&rtùj^e
/VontD^pMTM Î9m^ i^trâi^te J14H^ te éàoll^Bmk nû^it jpska^angidmrejtl de 7/6-
iiem^u Le, glîfiMiç^tidera^ îl ibt ^raj^ tet«hpejkit4!tit est ploa. aora leôdsta^ y c^-
<à'-dîre q^Otte^dMÉar jiJite%mNatiruiie atik llâuireideJà inôihd'quamil& prinrMées
•ift»paces;â«gûIairespa(rcoiir)iiS'eji(t€mp&égiâ]ia« : .i. . . •
On voit d'après ce qBiipréo^^fque fiw^éèit'JièQàQivtttrer qaaitrè'edpàoc^ froUetiieat ^q^iefje dMsmi^ Mt^
l"" [ de roulement ï ^"^ l do rou]^ifi|^
Frottemept dlrept \ . . et ^ et angalaire 1 ,et
'de glissement ; f de glissement
Les premiers auront IwMilorsqiieies cmirilesen cdiMcii lunsom^iiièiM imgeate afu point de cMtaa, k^Moand^ lortMpie 49iits tai^^eiiles aer croisek^cWt «u fdtet commiuHr Mais , dansées engrMagas de Wlifae/tl «e (kHirru-extot^c^^ trois 4eces quatre irblleiiiettti: ^ ** >
l"" Frottemem dbre^M éBmiitenfiaa:^ lorsque' iea héKcieB^iWtir "en 'eontafettHit
mèokt inclÎBaisoii ^ et qmi le poittC de oontaôtt e^*daM <te jpilBw éea aies ;
j T Ffirttemmi ang^lmre ei de romUmmij lorsque left hélices qui sont en cotftact» .JOM même inclinaison el que le point de contact n'est pas dans le plan des aies; c 8* El^f froUetnemi angulaire et de glisêemeHiy lorsque les hélices qui sont en :<M>nlact n'ont pas là même inclinaison /et que le point de contact n'est pas dans ^ le plan des axes.
c\. Pour rendre plus clair tout ce que je Tiens de dire sur la difficulté que Ton . éprouve à mettre en place les engrenages de Withe , et pour mieux faire com* t.^[M«Bdre la nature des divers frottements que je viens d'indiquer, je tais construire c géométriquement des courbes qui pendant leur mouvement jouiront de l'un ou ^ de lautre des deux frottements angulaires remarqués dans les engrenages de i'.Withe* Je supposerai que ces courbes sont tracées sur des cylindres droits dont .les bases sont des cercles ou des oourbes arbitraires ; car ce qae nous dirons dans
le cas des cercles sera vrai pour le cas des courbes arbitraires. . Fig. 19. Supposons deuxcerclesde rayons inégaux tracés dans un même plan. Le
centre du premier étant le point P, son rayon étant égal à p; le centre du deuxième
éiàntlepointQ, et son rayon égal kq. Ces deux cercles se couperont aux points m t.et n> et supposons deux cylindres verticaux ayant ces cercles horizontaux pour .Jbases.
'\^ Mous nommerons P' Taxe du premier, Q' Taxe du deuxième ; et M et N les géné-
fatrices d'intersection y lesquelles passeront respectivement par les points m et n, -Supposons pat M un plan dans lequel nous tracerons une droite d ou une courbe f
(nous emploierons dans les arts la droite d); pois enroulons ce plan y soit sur le ;^ cylindre PVsoit sur le cylindre Q^ La droite d laissera pour trace sur le premier
cylindre une hélice G, et sur le deuxième cylindre une hélice jr, qui se croiseront ' au point m' situé sur la génératrice d'intersection M; la droite d passant par ce
point m\ les droites mT et mY tangentes au point m' et respectivement à l'hélice G
et à Thélice g^ se projetteront suivant les droites mT et mt tangentes respectives
en m aux cercles décrits des rayons p et q. (
Si le cylindre F tourne autour de son axe, Thélicç G conduira Fhélice jf et le
frottement sera angulaire et de roulement , car les points homologues de ces deux ..hélices se conduiront angulaif^ment iesunspt^r rapport aux autres delà môme ^manière qu'ils se conduiraient directement si le cylindre Q', prenant un mouyerinent de rotation autour de U génératrice M, venait se. mettre en contact avec le
cylindre P^ suivant cette même ligne M, auquel cas les de^x hélices G et 9 aiiraient 1 ute tangente commune et rouleraient. directement Tune sur Tautre.
Si donc par les (ji^eux tangentes m'T' et lll'l^je ffiis passer yn ^a, il coupera . les deux axes V et Q% le premier au point o> le deuxième au point o^ Je joins les
points et mV^'^et m' par des droites, puis dtes le plan paasant par W^P' je
trace «ne courbe L tangente en m' à la droite oni\ et dans le plan passant par W: et Q'-une courbe V (angeniè en w! à la droite aW.
' Je fais' mouvoir la courbe L le long de f hélice G , de* manière qu'elle $;oit tou** jou A dans un plan passant par l'axe P', et qoe la droite <>V, dans ses diveretes positions,, reste parallèle à une. surface conique droite engendrée par ô'»n' tottr-^- ' nant airtour de Taxe 6\ le point o' étant la sommet dij cône^
Je fais mouvoir de la même manière la courbe L' autour de Taxe Q' et le long de liiélice -9; j'aurai alors formé deux siirâiMs hélicoïdales E et e qui seront pendant le mouvement de rotation toujours tangentes Tune à l'autre, et le point. de* contact se mouvra sur la droite M. . .
- Les deux cercles décrits des rayons p et 9 se coupent , par conséquent le rayon, pétant > qy Tare mbn appartenant au cercle (9) et qui tourne sa concavité vers l'arc mb'n appartenant au cercle (p) sera plus grand que lui. Par conséquent l'hélice g aura un point dont la projection sera en n et qui se trouvera au-dessus de celui de l'héiice G qui a le même point n pour projection horizontale; il faudra donc que Thélice g conduise en dessous Thélice G ou soit conduite en dessus par elle. Ainsi la courbe L' sera au-dessous de la courbé L par rapport au plan tangent commun aux deux surfaces Eet ^(plan tangent qui n'est autre que celui qui passe par les^ deux tangentes m'T et m'i')^ et ces deux surfaces e et E se conduiront par un frottement angulaire et de roulement.
Dans le cas des engrenages de Withe, la surface e se réduit à Thélice g et k eourbc L' se réduit à un point de celte hélice, et la courbe L n'est autre que la droite om\
Mais si au lieu de tracer sur le plan passant par la génératrice M une seule courbe cp ou une droite d, nous traçons deux courbes 9 et 9' ou deut droites det /passant par le point m' situé sur la droite M (et ce que nous dirons pour les droites dét d' sera vrai pour le cas où Ton aurait les courbes <p et 9'); en roulant ce plan sur le cylindre P', la droite d laissera pour trace sur ce cylindre une hélice G, et la droite tf laissera pour trace ou empreinte sur le cylindre Q' une hélice g\ Ces deux héUces G et g' auront des tangentes qui se croiseront en m\ mais si je fais tourner le cylindre Q' autour dé la droite M pour venir se mettre en contact avec le cylindre P', suivant cette même génératrice H , alors les deux hélices G et g auront bien pour plan tangent commun le plan vertical passant par la génératrice M et les tangentes aux hélices G et ^' ; mais ces tangentes ne se confondront plus en une seule» elles se croiseront. Les deux hélices G et 9^ dans cotte position ne pourront plus se rouler ; et pour qu'elles conservent un point commun le long de ia génératrice M pendant le mouvement de rotation, elles devront glisser Tune sur l'autre, de sorte que, quoique dans leur position pri-
■litive angulaire ^.jfpuftte tour> mener un plftii' taag€»l*eoiiinMin/iMr leurs geôles ml' et mV (tangentes quinesOnt autres^que les-diKHles <f -el .<f«)^ plan qoi c^ttyera lesrcieuK axes.P' elQ^et me^permettravde CQûslniîre deiKti IhUèe^îdes S.et e Ungents l'ua à Taulre M point m'^ le frolieiaent enlre les deux.oQudies fiet 9' dora uécessiiirenient aogulaireet (fe giissemeni, et non- dé roulement..
Nous n'avons encore da«is^la coit6lrucUon.de .ces engrenages àHrotlemeatangu** laire considéré. quedeux fitetsoift deu« dente eo ûontact. Mais pour que le mosivemant de rotatian puisse ôire continu, il faudra «disposer sur chaque ront^une» série de filets cquidistants*.
Dans le cas ou les rayons p et 9 seront commensurables entra^eux etfsemBtdUD le r^tpport inverso des vitesses des asea,.oni voit qne-lestliélioeS'traoées/aiiJiiesiiy- NBdreS'P'' et Q' ont des peu qui sont dans le rappcortde» nayenr^tesJoerclesteMwatli
H- ife
ces cylindres, e'est-à-dire que l'on a t== -• Alihsi'la construciion sera absolumenr
la même dans le cas du roulement aQgulaire.eijdans celui da roulement dlreck^
Msûs loi:sqpe p et. 9 sont inconunensurablesTenCve euAOtt ne sont pas daM' 1«! rapport inverse des vite»sesr des axes, si.lesrhélicee de l!hélioQlda E agreot'paiiK )Mi H , r hélice tracée sur le cylindre Q' avMt pour put fc, detaMte qiierl^éqi
tïon -T = - subsiste, on ne pourrait avoir sur ce cyllnclre des hélices «, %\ ^^ etc.,
4if|uidistanlesientre eUes sur la génératrice fil etide la même quantité que les hèliees des surfaces £, E', ë",^^^*» lesontsur cette, même génératrice^ et de pliisdi visant par leurs points de départ le cercle base du cylindre Q' en parties if/fkfu Aiors il faudra incliner ces hélices, en les faisant pivoter autour, de leurs points situés sur la génératrice M, jusqu'à ce que. Ton obtienneua po^. // tel q/fAlM points de départ sur le cercle basa du cylindre Q' soieni éqiiidistaot^ Dans ce cas on voit que les hélices «et S ne s^ontpluSfégalementinclinées.par rapport à leun axes respectifs P' et Q', et que Ton aura.un frettement^ngiiLaire ou de^issemenu
11 faut, encore r^emarqpec que si l'on avait, pour bases, des; cytiodreS)^ êiv courbes autresqjue des cercles,. fig» 20,. il iaudfia que,.p60Nia«lle.mnuvemaQfid« eotalioa^ les petits aros ds U courbe 7 interceptés pair la «courbe 7! seîeot toiiffBM plttsipetits^ou. plus grands. <|ue caux.que cette courbe y intareefilaitsuvy^tparoA qpA Ton a«va qu'il fallait, pour que les hélices pussenti se eondAira,,q»'ellM n'eussent pa& de point commun sur Ui. deuxième gcnénatrloe d'intereedûinf désir g|iée.pftf N,: maisi seulement .sur. la.p;'emiàre!^,que naus avons désigiée par IL.
Nan8»a9eas4éfiionti)é^qtmi1a9engitBangeade>W qoeioejnécnnieinsia»
a^'oonstimiisy en sqppwantjfufl libâlioDâlde &eBl2 cfflgaadré^nMi'untt dMiM, ^^f^ Id surface e se nédluitià:v» MÏms), jMOBPfaignt^ê»» jnnemcMtaBijde trois
OMMiouMjs yMietMNe'que i'mk peamit avoir troi&espëMfr de frottement; mflk eela ne ltMt4l jMsA la ositore des surfaces ^-et e que Witiie a c^haWtM, el si l'on employait des surfaces E et e d<n9l4es coarbes'gén^atpfees L ot'iy seraient autres qn^ono drdile ettun pdint , oes (trois positions de coQtoet seraieitt-dlles possibles? Ainsi rengreQ.^ige étant conslpui c «avec prédsion, pour irnc ^position de cônftftet, lorsqu'on le mettra en place, ne sera-t-il pas forcé de prendre la position Toi^ue, .«MI3 pouvoir ea'*preDére une autre, comme cela ar nive à ceux construits par Wîllie , quelque -précision d'aiftleurs^qu- on apporte à lour exéculion*?
jie-auppme que le point m situé sur la courbe Ldéenive une hélioe dont le fw «t H , et que la distance de cepoint m à t'axe P soit-p; qtie -sur la courbe !•' j*aie iw^int a qui décrive ^ne>faélice dont lepiu est A, que la distance de ce point'.a
i Taxe Q soit q^ et que Toq ait -r =^; dès lors, les deux hélices roulerQnt Tune
sur Fautre, elle planViQgeut à la surface £ au point .m., iera avec Ja vfortiimto ifNissmtvpar ce point m le m4me angle que Je plw langent à. la aurj^e $e au ^<Mni ^a y .fait avec la verticale passant par le point a. J'appelle cet ^nglff^du
'Supposons imainlenant un< /point m' situé «urtlarcoiirbe L.onfti>e4^»e(Pet'ile point «m ou au delà du point m, par r^ppoctà Vix^e Pvlo plan tangent a la surfece E pour ce point m% feraavec )la^ verticale ^passant' par œ point m' un angle 6. Sur ik.ceuiibeL'>je prends un«poittt a' placé d'une .manière quelconque par rapport à V^Ae Q et île fpotnt a ; je mène le îplan tangeotà ila surface € en ce point a* : ce plan -fitni avec ^ verticale «n angle €\
Si les angles 6 et 6' sont égaux, je pourrai Hietf te les deux «surfaces E etie en «miaot par les points itn' et i/, alors lesbéboes décnites par ces points ni' -et a' se -oroiseront et Ton aura un fcoMemeni ^angiiriaif^-de glissement .
Ou voit donc qtt*il>fiiutfqtto t^usiles-^pbrtts taAgenls alla surface E fassent Sfiec Taie Pdes angles plus graodS' ou plus petits que Sangle d, et que tou^ lesiplam ftangenbs à la surface e fassent avec 4'axe -Q des angles plus petits ou^pUis grands «que cetangledi »les plans ^tangents aux surfaces-E et e iaiix points >m et a étant les «euls qui fassent a»sc ks axes P^et Q un angle égal è'd; et alors les deux^surfaoes dSi^t iC.ne 'pourront être mises .^ contact que par les seuls -points m et'ii; mais AUSSI, en satisfaisant à oette condition , r^éeutioa des surfaces E et'e devien** <4raii plus difficile dans la rpratique.
Tout ce que j'aiidit sur lesengrenages cylindriques est «applicable aux engMdaagss eoniques. -Car si -Ihm mène wi plan tangent aux deux sunfaoes coniques sujr ^taquelles^sont tracées *les spirales , «oorplan passant par leur arête de contact , iim "VoH -queles deuc courbes sedévelopperont sur ee plan tangent suivant une mènw i^^fale d'iàffcliiroède^ ayaot le sommet foomdnuniaux deux c6neSipourtpoi^(«i4*uAss
2fift
fois les popU et liides spirales coniques sont dans le rapport des rayons des mreles Iiases4e6 cônes) ainsi ces cercles auront pour pdie commua le sommet des oCkr neSj et pour rayon vecteur Tapothèmo commune.
Ainsi les engrenages coniques. de Wiihe jouissent des mêmes propriétés et des mêmes inconvénients dont nous avons parlé en examinant les engrenages cjUt^ driques.
Dans ce qui précède, j'ai discuté .les propriélés qui appartenaient aux engre* nages exécutés par Withe; j'ai lait remarquer les inconvénients qui résukaîeiit 4ie la forme que ce mécanicien avait donnée aux dents ; enfin j'ai indiqué lescon- Atitions géométriques auxquelles devraient satisfaire les surfaces des dents afin ,que ces inconvénients n'eussent pas lieu, c'est*à-direpour qu on fût toujours assuré que le point de contact était dans le plan des axes, lorsque les roues étaient en place. Maison même temps j'ai fait sentir que Texécution mécanique des surfaces hélicoîdes des dents serait sans doute beaucoup plus difficile.
Au lieu donc de surfaces hélicoîdes , je pense que l'on devrait employer des surfaces coniques ayant pour courbes directrices les hélices équidistantes tracées •sur l'un des deux cylindres ou sur J'oo des deux* cônes idéaux que nous avons «désignés précédemment par (p^P) ou (9,0) , toutes ces surfaces coniques ajABt -fOUr sommet commun un point de l'axe de la roue dentée.
- Je vais donner 4a construction de ces surfaces coniques , et les avantages qui ivémlleraieoi de leur emploi par là même deviehdront évidents. J'examinerai seulement le cas des engrenages cylindriques, tout ce que j'aurai dit pour eux s'ap^ ;pliquant aux engrenages coniques.
' 'Ayantdeox cylindres, dont les axes sont parallèles et mis en contact suivant une génératrice G;, appelant P Taxe du premier et Q celui du deuxième; nom^ •mant p le rayon du cercle base du premier et q celui du deuxième, et supposant que pei q sont comn).ensu râbles entre eux , on a vu que si Ton traçait sur le premier une hélice <f dont la tangente faisait avec Taxe P un angle a, et sur le deuxième une hélice j; dont, la tangente faisait avec Taxe Q le même angle a , ces deux hélices éiduA en contact suivant un point m situé sur la génératrice G; on a vu, dis^je, que ces deux hélices roulaient direojLcment Tune sur l'autre pendant 4a mouvement de rotation des deux cylindres. Supposons que j'éloigne l'axe Q et qu'il prenne la position Q', en le faisant mouvoir parallèlement à lui-même dans 'le plandos axes ; le point m glissant sur une droite mo perpendiculaire àt Taxe P, {ce point o étant sur cet axe)-, iès lors le point m prendra une position m' sur la fdroite mo , et par ce point m' passera une droite m'G' arête du cylindre (9,Q')« G^Ke 'arête, en tournant autour de Taxe P, engendrera une surface cylindrique ayant ;o}it'i=£|>' pour rayon du/eetcie qui lui servira de base; et si Ton imprime un
aiottveme&t de rotation à ce nouveau système » l'hélice ( aura pour homologue sur le cylindre (p',P) une hélice <f dont la tangente fera avec Taxe P un angle a. En élisant passer successivement le point m par les divers points de la droite mo, et i chaque position nouvelle faisant les constructions précédentes , on voit que par les divers points m, m', m\w!'\ etc. de la ligne mo passeront des hélices f, ^\ ^"^ f% etc.^ont les tangentes feront toutes avec Taxe P le même angle a, ces hé* lices étant tracées sur des cylindres concentriques , dont les cercles bases auront respectivement pour rayons les distances des points m, m\ m'\ tn!'\ etc. au point 9 situé sur Taxe P, distances que je désignerai par p, p', p'', p'", etc. eip'^p"? p'% etc. , étant les unes > et les autres < que p.
La surface formée par les hélices 9 , <f\ 9^, tf' étant désignée par E, on voit que suivant la droite moj ({ui sera une génératrice de cette surface , il existera un plan tangent unique qui passera par les tangentes aux courbes 9, 9, ff\ ff\ etc., et menées respectivement aux points m y m\ m" y m"\ etc. de ces hélices. Maintenant démontrons que cette surface E est un cône dont le sommet est au point 0.
Pour cela (fig. 21), supposons trois cercles concentriques (o,p"), {o^p)^ (Ctp^ Désignant par o leur centre commun et par p"<p<pMeurs rayons » coupons ces trois cercles par une droite ob passant parle centre. Les points d'intersection étant m"j m, ftiy supposons que ces trois cercles sont les bases de trois cylindres verticaux, et par chaque généi atrice passant respectivement par les points m'\ m, m'y menons à ces cylindres des plans tangents M^'i M, M'. Dans chacun de ces plans traçons des droites parallèles entre elles et passant par les trois points situés sur les cercles de base, ces trois droites faisant avec Taxe commun aux cylindres le même angle a ; désignons ces droites par m"d, md, m'd. Les trois plans tangents couperont le plan horizontal sur lequel sont tracés les trois cercles suivant des tangentes à ces cârcles et que nous désignerons par m"iy mty m' t.
Par le point o menons une droite oc coupant les trois tangentes aux points n", n, n^ ; élevant par ces trois points des verticales qui seront respectivement situées dans les trois plans tangents, elles couperont les droites m"dy md, md, en trois points 9", 9, g\ qui seront sur une droite oG passant par le point 0.
Si maintenant j'enroule les trois droites m"dymdym'dy sur leurs cylindres respectifs, j'aurai trois hélices 9", 9, 9^ faisant avec Taxe un angle constant a, et chacun des points g' y g, g^ ^ placera sur les hélices correspondantes en des points /r, h y h\ qui seront évidemment sur une droite oH passant par le point o. Ainsi toutes les hélices 9", 9 , 9' seront sur un cône dont le sommet sera au point o.
Nous avons jusqu'ici supposé qu'il n'existait sur le pignon (q^Q) qu'une seule hélice (• Supposons qu'il existe i hélices équidistantes entre elles [la distance entre deux hélices étant mesurée sur une génératrice du cylindre (9iQ)]» ^es b^
gmvffwt i€e fcylk^bw £ wlnL'dofit le rabota égnie pjet^kdtFMe ct$l{^,;QiorsQOfEnie iecjbidpe <f^Q) se développera esaoleineDC sur k «efitadDe (f^P), hm ^famAm
{^ . A ♦léUoes s«p ce eylfaflre^ et tomes équidîslantes entré elfes et de la même
<|iiamtlé qui existe pour deux hêîîces consécurives Ç, îV tracéessur IecjlIiidre(y,Q).
Nommons 9, 8', fiT,... etc. tés liélîces obtenues sur le cylindre (p',Pj, no«f pourrons lés regarder comme les iîrectrîces d*une série de cônes ayant touspoqjr sommet commun le point o.
Nous pourrons couper «es cônes par deux cylindres Cp',P) et (p",P), le rayouf ' étant < que p et le rayon p">p^ et les zones coniques interceptées formeront les surfaces des dents de la roue ayant pour axe P. El comme les hélices înCeris^tîOBS de la série des cônes et du cylindre (p",P) seront équidistantes, mais d'un^ quantité plus grande que celle qui existe entre deux hélices consécutives ç, ^ dit pignon ; et que celles qui seront Tinlersection de la série des mêmes cônes et du cylindre (p',P), le seront d'une quantité plus petite; il est évident que Je cjliadre (•9iQ)do.pîgnon ne pourrase mettre en contact qu^'avec le cylindre (p,P) de larou^ le mouvement de rotation ne pouvant être continu qu^aulant que les hélices j;, f , etc. conduiront respectivement les hélices 9, 9', etc. ; et comme les contacts de^ diverses dents seront situés sur une génératrice du cylindre (p,P), et que par ce3 ^points passeront respectivement des génératrices des divers cônes formant lasur- ^fSace des dents en contact, ces génératrices feront avec Taxe P des angles dilTérentfi^ puisqu'elles partent toutes du même point o. Les plans tangents aux points de coj^tact feront donc des angles différents avec Taxe P ; par conséquent le pignon ue pourra pas tourner autour de la ligne qui contient les points successifs de conlacl^ pour prendre une autre position que celle que la construction 9 déterminée.
On appliquerait facilement les mêmes raisonnements et les mènias con^tnactions à Tengrenage conique (*).
M'- Omis ce parafrapb«, je «e prépose ^exposer en peu de mats toute la théorie
(*) J'ai publié ce mémoire sans y rien changer, ni modifier; il est cooformeai^ i^x\%A^ Aianvscviifjii^ sente à l'Inslilut , sauf les corrections de slyle qui arrivent toujoiirs lors jde Timpression. Tai pen^ ftU^ jo •éevM^Bipi'iiner^ mémoire t<«taeMeinefil pourvue Von pét s'aswrer qu'en effet la question se trouvait r^àoliio.d^iS25^ ft.gu'mBai Wiibea^U cait^m^Ae c^Qisid^vekif^oiuler Qvoia^démoiutrfiti^ dans ce mémoire , avait été trouvée d^s 43^3» .lorsque J*étai$ ciéve sojus-liêuleAdiU> dljtfliUerie à ïtM^ d'application de Mets, et que je n*ai fait que transciire ce que favais écrit, à cette éjpoqup» sur les ^ly^mif es (fe Wiibe*
géométrique cfes engrenoges ék Wirtep, et de dénroittrer dl'tme manière tris-simpicr^ qu'en effet, on peut construire des engrèMges à la Withe quf jouissent à volonté des trois espèces de frollement, savoir : frottement de roulement, i^ direct ou 2** aAgukiîire^ et 3"* frotten^èBil de glis9ciB«fi* angidaice ; poiivaut d'ailleurs reodre aussi considérable q;iie Ton vondrx, oaaiussis petit que Ton Toindra.^ legiissemeDl <f une denli sur lautre?^ peiuiaiiA le temps que ce» deu^L dents emploient à ae aoBdifeîre^
Supposons deux axes poraUièks P 6i dislaaÉS' l'un de l'avAre é'«na quantité k^ et supposons que dans le plan de ces axei^on ait luua dracleBpafa2iàieàir«Met Vautre droite P etQ et telle que la distante p de budroite&àràxePaoitèladkt^mee ^deki^mime droite R àTasLeQdans le rapport kiverse des vitesse éts axes P elQ>.
Ainsi T étant la vitesse deTaxe P et v cetfe de l'axe Q , on aura :
La droite R, en tournant autour de Taxe P, engendrera un cylindre (p,P,)eten tournant autour de Taxe Q elle engeniîrera un cylindre (ç,Q).
Coupons ces deux cylindres par deux plans parallèles entre eux et perpendicv-laires à la droite R » et désignons par z la distance entre ces deux plans.
Le premier plan coupera le cylindre (p,P) suivant un cercle G , et le secomf plan coupera suivant un cercle C\
Le premier plan coupera le cylindre (9, Q) suivant un cercle c, et le second pbn coupera suivant un cercle c^
Supposons ces quatre cercles liés deux à deux respect! veitient aux axes P'etQ , on voit que lorsq.ue Faxe P tournera sur lui-même avec la vitesse T, les cercfes C et G' entraîneront respectivement les cercles c et c' et forceront Taxe Q à se mou* voir avec la vitesse t; ; les cercles homologues G et c, G'etc roulantTun sur l'autre.
Si Ton mène suivant la droite R un pian tangent commun aux deux cyfindres
(SfP) ^^ {lj^)r ^^ ^1^^ ^^^^^ ^^ Vl^^^ ^^ mène une droite D, en pliant ce plan sur la cylindre (p^P), la droite D se déformera suivant une hélice S, et,, en pliant le même plan sur le cylindre (q^Q) , la droite D se déformera suivant une hélice ««
El si nous désig^nons par a Tangle sous lequel la droite D coupe la droite R, on aura^ en désignant par H le fjos de Thélice S et par h le pas de rhélice $ :
CSn.p)cot«=E et (>2ii. 9)cot« = À
On aura donc :
Aiosi les p<» des hélices S et « seront dans le rapport inverse des vitesses des axes , ainsi que le sont les rayons des cercles homologues G et c.
Il est évident que la portion de Thélice S , ainsi que celle de Phélice s, comprises entre les deux plans distants entre eux de la quantité z seront égales entre elles , et dès lors pendant le mouvement de rotation, ces deux portions d'hélices rouleront Tune sur l'autre , ayant en chacun de leurs points de contact une tangente commune; et le point de contact décrira la droite R. On aura donc le frottement de roulement direct (V cas).
Si maintenant on fait tourner le cylindre (^^Q) autour de la droite R, sans rien changer k ce qui a été construit précédemment ( sinon que la distance des deux axes P et Q sera plus petite que & ) , les deux hélices S et « se croiseront en un point situé sur la droite R» et pendant le mouvement de rotation , elles se développeront Tune sur l'autre , mais le frottement de roulement sera angulaire ,. puisque pour chaque point de contact angulaire , leurs tangentes se croisent au lieu de se superposer. On aura donc le frottement de roulement angulaire (2* cas).
Mais si Ton prend deux cylindres ayant pour axe l'un P et l'autre Q, ces deux cylindres se coupant suivant deux droites M et N, et si» l'on mène deux plans perpendiculaires i la droite M et distants entre eux d'une quantité z; en sorte que le cylindre ayant P pour axe soit coupé par le premier plan, suivant un cer-de G, du rayon p,, et par le second plan suivant un cercle G', du même rayon p, ; et que le cylindre ayant Q pour axe soit coupé par le premier plan suivant un cercle c. du rayon q, et par le second plan suivant un cercle c\ du même rayon q^.
Si les axes P et Q se meuvent avec les vitesses V et r , les cercles homologues C. et c,\ C\ et c\ ne rouleront angulairement l'un sur l'autre qu'autant que l'on aura : %.
Mais si cette équation ne subsiste pas, alors les cercles homologues glisseront an* gufaiirement l'un sur l'autre,
ftiiq[»posons donc que l'équation (1) n'a pas lieu, et menons par la droitif M un plan et daâs ce plan une droite D coupant la droite M sous l'angle a. Enroulons oe platt-slir le cylindre (p.^P) ; la droite D se ^formera suivant une hélice S,, et en enroulant le même plan sur le cylindre (çoQ) ? la droite D se déformera suivant une hélices,. '
El désignant par H, le pas de rhélice S. et par h, celui de rhélices.^ on aura ;
(Sn.p,)cota = II, et (sai.9,)cota=A, on aura donc:
liais comme Téquation (i) n'est pas satisfaite , les pa« des hélices S. et s, ne seront pas dans le rapport inverse des vitesses des axes ; si donc Ton veut que les deux axes P et Q ne changeât pas de vitesses , il faudra nécessairement, en supposant que Phélice S. coupe la droite M sous l'angle a, supposer que Ton a une hélice s\ autre que s, qui soit chargée de conduire Thélice S^
En désignant par A'JefNU de cette hélice particulière s,\ on devra avoir :
Désignant donc par a l'angle sous lequel Thélice s,' doit couper la droite M , on
aura :
(3n.p,)coto( = H. et (2a.q,)coitJz^h\
et en vertu de ce que l'équation (2) doit être satisfaite, on aura :
p,. cotât 9
î,.cot«' ~ V
Ainsi , cette équation (3) servira à déterminer l'inclinaison a de l'hélice s/ nécessaire pour que cette hélice f, conduise angulai rement Thélice S, et de telle
manière que les vitesses des axes soient toujours dans le rapport constant =.
Hm-U position de lliélice S, comprise entre les deux plans distants de la quantité % j ne sera pas égale en longueur à la portion de l'hélice $/ comprise entre ces deux mêmes plans ; et la différence qui eiffstera entre la longueur rectifiée L de la portion de l'hélice S, et la longueur rectifiée /' de la portion de l'hélice t /, sera aussi grande ou aussi petite que Ton voudra ; pour cela il suffira de faire varier convenablement les rayons p, et ç, •
Ainsi plus ' différera de ^, plus la différence (L— T) sera grande; plus au
contraire - approchera d'être égal à = , plus la différence ( L«- /') sera petite*
On aura donc , dans ce cas , un frottement de glissement angulaire qui pourra devenir aussi petit que possible ( 3* ce» ) .
Et renarcfoons que pli» ^ approdie de ^ , pins l'angle a' approche d'être égal
& Fangle a*
D'après ce qui précède, on voit : 1* que dans les deux premîurt cas, \m rayons p et 9 doivent être commensurables «ntre eux pour que le roonvetnent de rotation puisse être continu , car il faut que le cercle c se développe un nombre exact de fois sur le cercle C , pour que rtiélice « puisse venir reprendre rhéJice S ; el S* que , dans le troisième cas , les layons p. et (\^ n*ont pas besoin d'être commensurables entre eux; ainsi il suffira dans les tfois cas de diviser les cercles bomologaes G el <; ou G. et c, en un nombre d'arcb ^aux entre eux et féls que si
on en place m sur G ou C, et 11 sur cou c, on aura : - =:s ^ Dis Jocs^ A f»t les
pointsde division de^ cerdes Coa G, , on £Mt passer des hélices telles que S on 6,, et si par les points de division des cercles c ou c. , on fait aussi passer des hélices telles que « au «/, le mouvement de rolatkm se continuera sans interrupUon.
CONSTRUCTION GÊQMÉTRIW^ I>'UN ENGRENAGE
•AKS I.VQVBL
Im axes des dmx roues dentées ne sont pas situés cfapsfi» mâmê #lm 0i ampr entre eux un angle plus petit que C angle drait, les vàemeê ééâiU dmi ms constant et le frottement étant de roulement angulaire (*).
Étant donnés deux axes P el Q qui ne se reocontpent point et qnî sont dir^^ d'une manière arbitraire dans Tespace , comprenant par eonsiqMent entre eu un angle quelconque a, on denûnde s'il est possîiile ( d'après les prittctpeagéo^ métriques sur lesquels repose la coaslructioa dei engrenages cjliiidriqaes at coniques de Withc) , de construire deux roues dl^ntées se conduisant par nsk frottement de roulement , et les vitesses angulaires de ces axes éfaiifc àsm im rapport constant.
Jusqu'à présent Ton a cru quHl n'était pas possible de transmettre le mouvement d'un axe i un autre dans le cas où ces axes n'étaient poîot dans un niôoia
' ■ I — — »w II ■ 0m ■■■■■■■ n I ■ » ■ ■
*) Ce mémoire^ qui ftii présenté à Ilnstitut de France (iloadéaie royale des sciences) en déceoilM'^ 4 835 , a élé publié dans le Journal dst mathématiques pures et appliquées do M. Liocville.
plan, par un engrenage formé de deux roues seulement , excepté torsqneles^am étaient à angle droit , et alors on avait le système connu sons le nom ùl engrenage à-vif mnsfiu. Mais lor^qioe Taagfe compris (entre len éeox axes était phis petit ou plus grand qu'un df<^» l'on «vaiL recours à une. trotsîemn rpoe donUemmit dentée, dUe sufUplémentaire, dottt Taxe conpeit les deincraes dmmés, 4t le mouvement se transmettait par le sjrstème de deux ^ei^ena^es coniques, la roue intermédiaire étant formée de deux roues dentées coniques juxtaposéss par leur grande base {^)«
£iuppo6<m8. 4|ue le .plan i^rlkal de projection soît parallèle aux deox axes donnés et t)ue le plan hojrizQutal de projection soit perpendiculaire à l'un des axes P« par exemple^ l'autre étant désigné par Q {fig. 22 )« Dès lors l'axe P aura pour projection verticale la ligne oV perpendiculaire à la ligne de terre LT, et pour projection Uorixontale le point o. ( Nous supposons que Taxe P est situé dans le plan vertical, de projection. ) L'axe aura pour projection verticale fai droite #B faisant avec 6S un angle « arbitraire , et pour projecticMi horizontale la droite iiH' parallèle à la ligne de terre ; de sorte que la ligne on perpendiculaire à la ligne de terre sera la projection horizontale de la plus courte duslanoe cntretJes deux ^xes P et Q , et le point o sera la projection verticale de cette phis courte distance.
Les vitesses de rotation des deux axes sont données. Désignant par Y la viltme
de Taxe P et par ir celle de Taxe Q, — sera le rapport des vitesses des axes du
«jVteme.
Si sur la ligne on je prends un point p tel que Ton ait op : pn "^ r : V, c'est-àdire tel qae ses distances aux deux axes donnés P et Q soient dans le rapport inverse des vitesses de ces axes , je pourrai regarder Te point n comme le centre d'un cercle dont le rayon serait égal à np et dont le plan serait perpendiculaire à l'axe Q, J'appelle ce cercle c.
Je pourrai aussi regarder le point o comme le centre d'un cercle dont Te rayon serait égal à op et dont le plan serait perpendiculaire a Taxe P. J'appelle ce ccrde C.
Les plans de ces deux cercles se coupent suivant la droite on située sur le plan horizontal , et ces deux cercles ne se coupent que suivant le seul point p ; si Ton feit mouvoir les deux axes P et Q cl que par leur mouvement de rotation ils entraînent avec eux les deux cercles c et C, ces deux cordes rouleront l'un sur l'autre, e'est-à-dire qu'un point de Tun d'eux ne se mettra jamais en contact qu'avec un seul point de l'autre cercle. Mais comme au point commun les tan*»
(*) Voyez le chapitre ïï de la Théorie géomilrique de$ mgrenages , elc.^ q^ue j'ai publiéo en 4 812 chOK H. Bachelier, libroîre-édilear.
pentes à ces cercles fant entre elles un cingle , nous avons désiré ce genre de roulement par les mots roulement anguUnre.
Ainsi le frottement qui existera entre les deux cercles c et C ne sera point un frottement de glissement ^ mais bien de roulement, et qui^ dans ce c-as, fu b position qu'affectent les deux courbes Tune par rapport à Fautre, n'est poîM de même nature que lorsque les tangentes au point commun se confondent. Dans ce dernier cas , les courba ont un contact , et depuis longtemps le frottement de cette espèce est connu et désigné ainsi : frottement de roulement éirect.
Mais dans le cas que nous examinons le^ deux cercles se coupent et nous adopterons la dénomination de frottement de roulement angulaire.
Si maintenant on construit uneligne D passant par le point dont les projections sont p et 0, et telle que les distances de chacun de ses points aux deux axes P et Q soient dans un rapport constant et inverse de. celui des vitesses des axes, cette .ligne D engendrera par son mouvement de rotation autour de Taxe P une surface de révolution P. et par son mouvement de rotation autour de l'axe Q une deuxième surface de révolution Q, , qui se couperont suivant la ligne D et une courbe 9. . Chacun des points de la ligne D décrira , soit autour de P, soit autour de Q, des cercles qui se couperont deux à deux de la même maniée que les cercles c etC} de sorte que si sur la surface P, je trace une courbe arbitraire ( et que je fasse mouvoir cette surface Pt autour de son axe P, elle entraînera la surface Qt sur laquelle la courbe l laissera pour empreinte une courbe (', et ces deux courbes seront évidemment telles qu'un point de Tune d'elles ne se mettra jamais en con* tact qu'avec un seul point de l'autre.
Ainsi les deux courbes (et i' auront un frottement de roulement^^ comne il est évident que leurs tangentes au point commun font un angle entre elles (oomme on peut s'en assurer en construisant ces tangentes par la méthode de Roberval)^ ce frottement sera angulaire. ^
Si maintenant, pour une position de rencontre des courbes ( et 1^, je fats passer un plan T par les deux tangentes à ces courbes , ce plan sera tangent à ces deux courbes ; et si dans ce plan je mène une droite quelconque R passant par le point commun aux deux courbes, et par cette droite un plan N perpendiculaire au plan Tj et qu'ensuite dans le plan N je construise deux courbes y et y' ayant pour tangente commune la droite R, Tune de ces courbes étant en dessus, Tauti^e en dessous de la droite R, ou en d'autres termes, deux courbes se tournant leur convexité, et que je fasse mouvoir le plan N de manière qu'il soit toujours perpendiculaire aux différents plans T', T'', V\ etc. passant par les tangentes qui se croisent aux points successifs de rencontre des courbes l et l'y et que la droite R soit toujours l'intersection du plan N avec ces différents plans tangents aux deux courbes l et ('s
les courbes y et y' aaroni formé dem surfaces 1 et 2' qui seront tangentes Tuiiè i Tautre dans toutes les positions qu'elles prendront par le mouvement de rotation des axes P et Q ; ces deux filets ou dents 2 et 2' se conduiront par un frottement de roulement angukare , et le rapport des vitesses des deux roues dentées sera con*
stant et égal à celui des axes , c'est-à-dire à '— . '
Cherchons maintenant quelle est la nature de la ligne D« Je dis que cette ligne sera une droite dont la projection horizontale sera pg parallèle à la ligne de terre, et dont la projection verticale sera oG partageant Fangle a en deux , dont les sinus seront dans le rapport inverse des vitesses des axes P et Q.
En effet , il faut qu'un point de l'espace dont les projections sont m sur le plan vertical et m' sur le plan horizontal y soit tel que ses distances auxdeux axes P et Q se trouvent être dans le rapport inverse des vitesses de ces axes* Si par ce point je mène les droites mh et mq respectivement perpendiculaires aux projections verticales des axes P et Q , elles seront les projections verticales des distances du point de l'espace aux deux axes* La distance du point (m, m') à Taxe P sera donc en véritable grandeur la ligne om, hypoténuse d'un triangle rectangle dont l'un des côtés est m'o'^=:op, et l'autre la ligne mh\ La distance du pmnt {m^ m') à l'axe Q sera donc en véritable grandeur la ligne mV, hypoténuse d'un triangle dont Fun des côtés est mVc=3pfi, et l'autre la ligne nV^zmr^^mq. Or il faut que Ton ait :
om' : mV :: mV : mV :: op : pn :: : Y.
Par conséquent nV = mq doit être à o'o =i mh dans le même rapport t; : Y. Ainsi les deux lignes menées du point m perpendiculairement aux projections verticales des axes P et Q seront dans le rapport inverse des vitesses de ces axes ; par conséquent , tous les points de la droite (oG , pg) satisferont à cette condition. Ainsi* la ligne D est une droite dont les projections sont oG et pg , la projection verticale oG partageant l'angle a en deux angles 6 et & tels que leurs sinus sont dans le rapport inverse des vitesses des axes P et Q ; la projection horizontale pg étant parallèle à la ligne de terre.
Ainsi les deux surfaces P. et Q, sont deux hy perboloides. à une nappe et de révolution se coupant suivant une génératrice sur laquelle se mouvra le point de contact des deux dents 2 et l\
Ces deux hyperboloîdes se couperont encore suivant une courbe du troisième degré; mais on ne doit y faire aucune attention, puisque l'on peut ici faire la même remarque que pour le cas des engrenages cylindriques dans lesquels les surfeces cylindriques idéales , contenant la ligne droite , lieu des contacts successifs des dents, n'étaient point tangentes suivant cette ligne , mais se coupaient
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guivant elle^ ain$i Içs dmx Çi\ai% L et 2' q'o>^ 4^'^.^V P9^^^ conuBOA 4us chaque po^îtioh^ et ils nç pcuVeot point avoir de coiUâct suivant aucun poiat dç
la courbe du troisième degré, mai^ seulement suivaBll^pouUsd^la^fléQÉsalckse ».. '. ^i*'* _^^ ...... - «i
dTintersectiori par rapport i laquelle on a fait les constructions* "^ Dans ta pratique on peut, pour plus de facilité, supposer que les courbes {^ ^' sont des spirales tracées sur les h jpérLôIoîdes , réduire la surlace 2' à la courbe ' l' et supposer que la surface 2 est engendrée paf une droite au lieu de Têtre psur la ^cmrbe y»
Dès )ers la aurftawe S sera mi ftlei de vis fijperfiolofdfque , et t'^n roit que tes surfaces hyperboloïdes 9^ et 0, «ont idéales, c^est-à-dire n'existent que par fe penfée. Il n'existe de rbyperboToide F, qoe fa spirale % qui fait partie de la surface 2 du filet de vis , et il n'existe de riiyperbotoïde 0, que Fa spîrafe l'. On pourra
oonstrtnre autant de filets qu'on le voudra , mais pour que le mouvement de rotalion poisse se eonlinuer, il fhudra que ces filets ou dents soient équidlstants sur l'ttm et Paulre roue.
Ainsi, autant il j aurt de spirales telles que £', (^^ etc. qui couperont la gêné* f atricè des hyperboloïdes idéaux , antant iîy aura de denCâ par lesquelles les roues seront en contact.
On doit remarquer q«e , ponr le point p situé sur fo plus courte distance des asces Pet Q , lés deux hyperboloïdes sont tangents, et que les deiix surfaces 2 el 2' le seront aussi en ce même point ; que par conséquent , pour ce point , le ptan T sera vertical et parallèle î(ux deux axés P et Q. '("Les deux courbes Ç et Ç' étant supposées avoir pour point comoiun ce point p.
Lorsque les deux surfaces 2 et 2l par le mouvement de rotation seront en coah tact suivant un autre point m de la droite (oG» pj) « alors le plan T^*"^ ^orr^spoflr .tiant à ce point commun aux deux courbes \ et 4'«oupera Taxe P , et Ton prendj^i pour génératrice de la surface 2, en supposant tjue 2' se réduise à la courbe f, la droite qui passera par le point m CQmmuii auK deux, courbes ^ et % et paE celai où le plan T^**^ coupera Taxe P.
On voit donc que la surface 2 sera engendrée par uae droite qui s'appul^rii- wr
Taxe P et la courbe l et qui aura son mouvement réglé par la condition qu'elle
soit toujours contenue dans le plan passanlpar lea deux J^ngenles aux coiurliefrî
et IC au point qui leur est commun. Celle génératrice ^Mf- le point p sera jtra^-
lèle à Taxe P, et pour le point situé à Tinfini sur la droite (4)(i»iig} t ^^ »era Wrizonlal^g
On doit encore remarquer que la droite (oG , pg^ n'est pas la seule qui salisfaase au problème ; on peut encore, par le point p situé sur la plus courba distançai faire passer une droite {qQ\ pg) qui soit conteaue^dans un plan paraULèle aux drax
%xe6 P et ^ el qui drmù le siq^ftéittént ée T'ttn^e a de ces axes eh deax dont léi $io4M seroni dans le rapport »verae-de leurs vitesses*
On peut eacore, sur la|))ti6 ooUrte distdnee, prendre nn' point p* tei que Toii ait p'o: f!niZ9i V, et pat ce point foire passer deux droites respectivement pandiëies aux droites (oG , m) , (oC, pg). '
AtssL^foa peat satisftiire au problème par quatre systèmes différents foi^mai^t Ml deux «Bgreoiiges huérieurs, ou deux engrenages extérieurs. Si Ton voulait résMdre le proUème par Taiifilyse , on aurait un -nombre rnjlïni de so1otioi\s. Car on trouv<;rait que la surface qui jouît <Ie la propriété d*avoîr ses points distants de^deux axes PetQ, dans un rapport constant, est une bypérboloîdé 2i une nappe MD de rérokition et passant par les points p et p' àe la plus courte distance; par coBséquent l'on peut prendre pour ta Irgne D*tine courbe arbitraire tracée sur Il CTcftc» h ypw h o iu ide que nous tenons d^îndtquer ; maïs je n^î voulu donner ict que les lignes D qui pourraient être déduites par la géométrie.
OiAS «fi némoîre intîtaté : Tltéwie des engrenages^ etc., j'ai donné {*) la solu^ ïwa analytique et complète de ce problème.
Dans les engrenages byperboloidiques dont je viens de donner la construction, ViOk n'a point à crnoètê l^ineofivéliSetti ^ue faf signalé dans les engrenages cylîadrîqiies oa ■ o g niq tw b eolMtrttHs pair Withe , savoir : que lorsque ia génératrice de la sufiaoe iiàlicoide de la damt était perpendiculaire à la ligne droite sur la* queKa ae manvait le point de contact des denta, les roues pouvaient prendre Aeua positlaos dUferentM de centacl^ et trois positions de contact lorsque la génératrice de la surface était incliaée par rapport à la ligne des contacts des dents.
Cet ioconténient a'exîste pas ici , parce que les plans tangents aux divers peints où les surliiees desdéfits ooupent la droite (oG, pg) , lieu des contacts, neaant |)oint parallèles entre eux. En effet , supposons une surracé courbe 2 et ane courbe ]^', 2et ^ ayant un point de contact. "Nommons fl' la tangente à la courbe ('an poijit m y et T le plan tangent au point m à la surface Z, ce plan T contien*^ dra la droite ti'. Par le point m, élevons une droite N perpendiculaire au.plan T. Si Ton foit toamer la courbe l' autour de N comme axe , on engendrera une snrfaee de rémiutîon S tangente à Z au point m, et la courbe l' pourra prendre aalour de M nne inanité de positions dans lesquelles efle sera toujours tangente
à la surfikae 2.
Mais si par le point m en mène une droite N' inclinée par rapport au plan T et telle que Tangle formé par les droites N' et tl^ soit l'angle de la droite Tf avec le plan T, alors la courbe i^ no pourra plus tourner autour de la droite N^ en
(*) Voyez les Dételoppetiiemt» ds géométrie deêeripîine y ehap. TI , pag. 332 y S3? ^ M.
restant taDgente au point m Ji la swfoce 2; dans toute autre position que celle qu'elle affecte primitivement, elle coupera la surface 2. Si la ligne N' ne fait point afec e! l'angle le plus petit ou le plus grand qui existe entre elle et le plan T dans la position qu'on lui a donnée , alors on pourra , par le point m y mener dans le plan T une droite i' qui fasse avec N' un angle égal à celui que font entre eux la droite N' et le plan T ; et dès lors, si Ton fait tourner la courbe ^' autour dé N', il y aura un moment où la droite tX prendra une position i\ telle que l'angle t'nu"=: tmt\ et en celte position la courbe l' sera encore tangente à la surface 2; mais dans toute autre position i' coupera 2.
Si donc nous désignons les deux axes par P et Q ; si nous nommons R la génératrice suivant laquelle les deux hy perboloîdes se coupent ( désignant par BP Fhyperboloîde qui a pour axe P, et par HQ celui qui a pour axe Q); si nous supposons {fig* 23) que l'on ait trois dents sur la surface HP et coupant la droite R aux points m', m^\ m"', la surface de la première dent étant désignée par l\ celle de la seconde par 2", et celle de la troisième par 2"\ l'on aura sur l'hyperboloide UQ trois dents correspondant à celles situées sur la surface HP« Ces dents seront terminées par trois courbes $^ Tt 1% la première pstssant par le point m', la deuxième par m'' et la troisième par m'" ; sur la surface 2' existera une courbe^' correspondante de l\ et telle que ces deux courbes pendant le mouvement de rotation se conduiront par un contact angulaire , les points de contact étint successivement sur les divers points de la droite R et le premier contact étant en m'; de même sur la surface 2" on aura la courbe i" passant par le point m'\ et sur la surface 2'" la courbe iT passant par le point m'\
La génératrice âe la surface 2' correspondant au point m sera nm droite contenue dans le plan qui contient les deux tangentes aux courbes t «t £'au point m' et passant par l'axe P. Nous nommerons f la tangente i $', i/ la tangente à Ç,', et g' la génératrice. Nous aurons de même au point m", les tangentes i", i/',et la génératrice [^^ de la surface 2"; nous aurons de même au point m'" les trois droitesr, i*^et/'.
Les droites g, g\ g^^ ne feront point avec l'axe P le môme angle, diaprés ce que nous avons dit; ainsi le point ni étant le plus près de celui qui est situé sur là plus courte distance des axes P et Q , il arrivera que l'angle H formé par l'axe P et la droite g sera plus petit que l'angle iP formé par l'axe P et la droite 9", et plus petit que a'" formé par Paxe P et la droite g""'.
Par.«conséquènt , les trois points m', m", m'", en tant qu'appartenant à la surface HQ, ne pourront se placer que sur les points m', m", vpP' des droites y', g\ g iVucuns autres points n', n", n\ en ligne droite et situés respectivement sur les génératrices g\ g\ g\ ne pourront se mettre en contact arvec eux ; par consé-
quent la position respective des deux byperboloides HP et HQ est déterminée d'une manière invariable. Les roues de Fengrenage ne pourront donc prendre une autre position que celle qui leur est assignée par la construction.
La génération de h surface 2 qui doit terminer \^ dent de la roue HP pourrait présenter des difficultés dans Texécution pratique ; je proposerai donc de construire les dents de Fengrénage de la manière suivante :
Étant donnés deux axes P et Q et une droite R telle que tous ses points soient distants des deux axes dans un rapport constant et inverse de celui de leurs vitesses respectives , l'on obtiendra , ainsi que nous 1 avons dit plus haut , en fiusant tourner la droite R autour de Taxe P une surface de révolution , un hyper-* boloîde à une nappe HP; de même en faisant tourner la même droite R autour de Vne Q^ on aura la surface HQ« Ces deux surfaces se cotiperont suivant la droite R passant par un point de la plus courte distance qui existe entre les axes P et Q , et une courbe du troisième degré y qui passera aussi par le point où la droite R coupe la plus courte distance.
Cela posé : si Ton divise la droite R en (n— 1) parties égales entre elles , par les points m\ m"j m"'... m^"^ et que par chacun de ces points on mène des plans perpendiculaires à Taxe P, l'on aura pour intersections dans la^surface HP des cer« clés. Désignant l'un de ces cercles par C ; si par l'axe P l'on mène une suite de plans méridiens au nombre de (fi — 4), ils diviseront le cercle C en (n— 1) arcs égaux, ainsi que tous les cercles parallèles à celui-ci , et la courbe qui passera par le premier point situé sur le cercle Cm', par le deuxième point situé sur le cercle Cm", par le troisième point situé sur le cercle Cm'" et enfin par le dernier point m^"^ou le (n — iy situé sur le cercle Cm^"', sera une spirale hyperboloidique dont le pas sera mesuré sur la droite R par la distance comprise entre les points m' et mf*'.
Nous nommerons H ce pas et l la courbe spirale. On voit évidemment que cette courbe peut-être tracée mécaniquement par un mouvement continu. Si Ton divise de même un cercle C appartenant à la surface HQ , par une suite de plans méridiens passant par Taxe Q en un certain nombre de parties ^ales entreelles, ce nombre étant représenté par {n' — i ) et tel que le rapport entre (n — 1 ) et (n' — i) soit celui qui existe entre les distances respectives d'un des points de la droite R aux deux axes P et Q , on construira une spirale l, qui sera la eorres*
pondante de ( ; son pas h mesuré sur la droite R sera tel que -^ = —, — r-, et ces deux
«tourbes ( et ^, %e conduiront par un frottement de roulement an^oire.
Maintenant , par chacun des points de la courbe (, Ton fera passer des droites perpendiculaires à Taxe P et qui formeront une surface spirale hyperboloidique; cette surface sera nommée £. De même par la courbe i on fera passer des droites
|H$rpQiidiciilaire^àl'd]^e Q.et fiormast aus«i une surface spirale hyj[ierboloîdique ^. Ces deux surfaces pendant le mouvement de rotation nç seront en contact <|ue par des points situés respectivement sur. les courbes ^ et Ç,. On ne prolongera tçs surfaces 2 et 2", du cûlé des axes P et Q, et respectivement, qu'autant qu'il sera nécessaire pour que la courbe.^ puisse passer, puisqu'elle pénètre dans l'intérieur de la surface HP, et pour que la coutbê l puisse aussi passer , puisqu'elle pénètre aussi ^Ue-HO^me dans VÎQ^érieur de la surface HQ. De sorte qu'il y aura un na^au Qzé à l'axe P et à la surface duquel la surface 2 s'arrêtera; de même aussi la surface 2' s'arrêtera à la surface d'un noyau ûxé à Taxe Q et assez rapproché de cet axe pour permettre un libre mouveipentà la courbe ^.
Ensuit) l'on donnera à h dent une épaisseur suffisante ( comme à un ûlet de vis). On n'aura pas besoin dejuj donner un excès de longueur : on pourra la terminer à l'hyperboloïde HP ou HQ , parce que les deux courbes i et Ç^ n'ayant point leur plan tangent commun en chacun de leurs points de contact successifs (excepté pour celui situé sur la plus courte distance), parallèle aux deux axes P Ql Q » les dents ne pourront s'échapper pendant le mouvement de rotation. . Cette construction pourra s'exécuter facilement sur le tour, et par conséquent Ton peut, j|e crois, regarder le problème qui fait le sujet de ce mémoire , comme ré$olu« soii en théorie , soii en pratique.
II faut cependant démontrer que là surface 2, dans quelque position que ce soit , ne rencontrera la courbe ^, qu'au seul point de contact angulaire existant entre les deux courbes g et ^.
Soient P et Q {fig. H) les deux axes donnés. Soit R la génératrice cpmmune aux deux byperboloîdes HP et HQ, £t en.m6oiQ temps la droite des contacts ^gulaires successifs des dents de Tengrenage. Soit y la c4>urbedu troisième degré, seconde ligne d'intersection des deux surfaces HP et HQ. Soit q6 la plus courte distance entre les axes, le point d étant situé sur cette plus courte distance, de telle manière que ad et db soient dans le rapport inverse des, vitesses' des axes ^ la droite R et la courbe y passeront par le point d^
Il est évident que si par un point m pris arbitrairement sur la droite R je fais passer deuxpUns respectivement perpendiculaires aux axes P et Q, l'un coupera b surfiice HP suivant uu cercle G, l'autre coupera la surface HQ suivant un cercle C^ tels que le^émî^r coupera la courbe y en un point m^'et le deuxième en un point m'; et qu^ces demi points seront toujours dans la même position relative, savoir : qvAittlLjM^. toujours ao^-d^SiPUS^de m\ et qu'ainsi, si la dvoHe m'nm" .n$ii$mi» Vi»*«w#ctioûdes plw«.é*sJ^»ï^ oepçjes^li) paf Up mni' du cerçie.Ç' »era l4W)awS;M 4^9««P!)lb4v P^rC 4a» iPf^ecjfl Q et qffeU partie mm^' ^ra b^jf ^f» «u-
se routent dngulairemènt , lê point de contMt se plaçant toujours au point m: pour deux courbes correspondantes, léltes qtre | et t, on «ura les mômes résultats y seulement le point de contact variera de posttkm sur la droite R*
Ainsi (fig. iS) les deut courbes Correspondantes K^ t étMt ea contact M^ gulaîro au point m situé sur la droite ft , si je prends sur la courbe Ç un point m'' qui soit le correspondant du point m'*' situé sur la courbe i , ces deux points setoot tels que les cerdès C et G' pasisant Tun par m*', et son plan étant perpendiculaire à l'tace P, l'autre pftr m''^ et son plan étant perpendiculaire à Taie Q, secou|>eMat ofe un point m' situé Sur la droite R» Il est évident que toute la portion mm'" dé la courbe (. sera au^lessoirs du plan du cerde C^ et que tous les points de l'arc m»'^ seront au*dessus delà surface spirale hyperboloidique formée par les droites per<* pendiculaires à Taxe P et s'appuyant stir ta courbe Ç ; qu'il en sera de même pnt rapport i ta sgrfiice spirale ayant Q et ^. pour directrices, c'est-4-<lire que la partis mm" de fa courbe % sera aundessus d^elle.
Ainsi lf35 deux surTaces spirales hyperboloîdiques n'auront j;aimais, danè qveiqiit position que ce soit, qu'un seul point commun, qui sera oslui en kat^nellii courbes ^ et |, ont leur contact dAgulaire.
Les deux roues dentées étant supposées misosen place, il arrivera , en vertoÀ la formé géométriqfre que nous avons doMiée aux dents , que la MUe q» a poot axe P restant fixe dans sa position , celle qui a pour axe Q, pourra prendre un mou? vement de rotation autour de la droite R comme charnière, l'axe Q décrivant un hyperboloide à une nappe et de révolution autour de R, et que par conséquent les deux roues pourront, donner des systèmes différents , dans lesquels les axes P et Q comprendront des angles variables ; et ewime la ligne R dans chaque système sera la ligne des contacts et que les distances de ses points aux axes P et Q n'auront point changé, ilB'eunîfN que le rapport des vitesses sera toujours le mêmc^ et que le frottement sera de même nature, c'est-à-dire , de roulement angulaire.
Cependant Taxe Q ne pourra pas prendre une infinité de positions par rsipport à Taxe p et à la droite R restés invariables, ces positions auront des limites déter* minées par la considération suivante, savoir : que Taxe X} dans son mouvement de rotation autour de H , entraîné Ta courîkfe X, i CI qoe lorsque tiette courbe rencontrera la surface héltcoîde 2 quia pour dimefctrice la tscurbe Ç, l^xe Q ne ponrra dépasser b position qu'il affectera «tlors. Que de même lorsque la courbe l touchera la surface héUooide 2' ayaat ^ peur directrice^ l'axe ne pourra plus coatinuer à se mouvoir autour de la droite Tl ; mars entre ces deux position» extrêmes Taxe Q pourra prendre toutes les positions intermédiaires. On voit aussi que pour ces diverses ponitions intermédiaires de Taxe Q ^ la droite R m passe plus par mm
point de la phis coorle dktance des deux axes. Cette considéfatioo do mpmnmmî 4e taxe Q autour de la droite R , qui lui permet de prendre une iofioilé de posi- .tions sans que les propriétés du système résultant soient changées, excepté Tangie des deux axes, nous démontre que la surface qui doit jouir de la propriété d'avoir ses points distants des deux axes dans un rapport constant, est nécessairement engendrée par une ligne droite. J'ai dit ci-dessus que Ton savait par l'analyse que cette surface était un hyperboloîde à une nappe et non de révolution.
Dans le système que nous venons de construire, la droite R, en tant qu'appartenant à la surface HQ, ne pourra se placer sur aucune des génératrices du paraboloîde hyperbolique engendré par des droites perpendiculaires à l'axe P et s'appuyant sur Taxe P et sur la droite R, la droite R étant une génératrice de cette surface paraboloide et supposée appartenir aussi à la surface PH ; parce que comme les dents doivent être équidistantes, les génératrices perpendiculaires à l'axe P couperont bien toutes les génératrices du deuxième système du i>araboloide en parties égales entre elles, mais non égal^ à celles qui existent sur la droite directrice R. Ainsi l'engrenage ne pourra se mettre en contact que par des points situés sur la droite idéale R dont tous les points sont distants des axes P et Q dans le rapport inverse des vitesses de ces axes , le frottement dès lors sera de roulement angulaire , car on ne pourra mettre les roues dentées en présence de manière à avoir un frottement de glissement angukàre ; la pose sera donc facile (^).
NOTE SUR LES ENCRENAOES UE WDITE {**)•
La démonstration relative aux engrenages de White , que M. Delaunay à publié dans le Journal des mathématiques de M. Liouville , n'est pas nouvelle. Cette démonstration est la première qui se soit présentée à mon esprit
f) La coDslruclion géométrique exposée dans ce mémoire a été trouvée en 4 847 , à l'École d'appUcation de Melz alors que j'élais élève sous-lieulenanl d'artillerie ; à celte époque j'avais à faire , comme travail d'étude, un projet de machines ; je donnai alors les dessins d*une machine propre à UiUer les deotsde Tengrenage précédent. On peut lire à ce sujet une note de Hachette , imprimée dans la deuxième édition de son Traité deê machinée , à la On du chapitre tur Us engrenagti»
(**) Celle nolo, accompagnée des pièces justiricalivés,a élé communiquée à la Société philomatîque,dans sa séance du 24 mars 4 840 , et elle a été publiée dans le Journal de mathénuUituêi pura tfl a^pUptëeê de M. LioovnxB , tome Y (4SiO). T« 0.
lorsque j'ai commencé à m'occuper de la théorie des engrenages. Je Tai commu-^ niquée à plusieurs personnes, et en particulier à M. Arago, lorsqu'il était chargé du Cours de machines à l'École polytechnique. Enfin je m'en suis constamment servi dans mes leçons à r£cole centrale des arts et manufactures , depuis 1829. On ne peut en effet imaginer rien de plus simple quand il s'agit seulement de (aire voir que les engrenages de White ont, en effet, les propriétés que leur attribuait ce mécanicien. C'est à cause de cette simplicité même que je tiens à mon droit de priorité. Ce droit , je l'établirai d'une manière incontestable par l'extrait sui* Tant d'un mémoire que j'ai composé en 1817 , à l'École d*application de Metz, et qui a été visé ( ainsi que le sont les travaux des élèves sous^ieutenants ) . par les oiBciers placés alors à la tête de l'École.
Es^qM du mémoire sut le w^ei de mmhine ( Ëcole de Metz )•
« La première idée qui conduit à l'engrenage de White est celle-ci.
» Considérons l'engrenage composé d'une crémaillère et d'un pignon.
» Supposons la crémaillère composée de m bandes dentées réunies ensemble et de manière à ne former qu'une seule bande dentée ; considérons le pignon comme composé aussi de m rondelles dentées ; donnons à chaque rondelle du pignon un mouvement proportionnel de rotation autour de Taxe et à chaque bande de la crémaillère un mouvement de translation correspondant à celui de la rondelle qui est chargée de la conduire.
» On voit qu'après ce mouvement^ les extrémités des dents formeront une série d'hélices SMr le cylindre du pignon et des lignes droites parallèles entre elles et obliques sur la crémaillère, et ce système se conduira parfaitement.
» Mais de cette idée on est conduit à cette conséquence , que vu le grand nombre de ces bandes dentées et des rondelles dentées ( ou pignons) correspondantes , on peut diminuer la longueur des dents dans chaque système, et la diminuer d'autant plus, que le nombre des bandes sera plus grand ; et en effet, la longueur de la dent n'est nécessaire qne pour que , vu Técartement des dents , lorsqu'une dent quitte, une nouvelle puisse prendre, et elle doit se mettre en prise un peu avant, et cela , pour qu'il n'y. ait pas d'interruption dans le mouvement de rotation, ni de perte de temps ^ mais l'on voit que si la première dent de la première bande quitte, et que la deuxième dent de cette même bande ne puisse encore se mettre en prise, la première dent de la deuxième bande n*aura pas encore quit!lé^ et ainsi de suite. De sorte que de proche en proche ,• on. voit que pendant tout le temps du mouvement, on aura des bandes qui, alternativement, conduiront et ne serviront pas à conduire le pignon , et vice versât
» OH sàft' ^Wfat ^tiaMité dté ^i^senieftt qui s'opè^é râr iine tfëiM d'uiîe pre^ rniéi^è rotré par fé dent coAresporfdftnfc de là tïetixîêttië f6d«, |)etrt être reriâtfë atiftli peifté ^ne VbH Vent , en fogMht là tonguètir des dents \ pât eonsé(|tieiit , plus on augmentera fe tiombre des bandes, pTds on arrivera & atoir dii engretfiage paHâit, uh engrefiàge daiië lelftld te IVàttemeJit {t'a fOttjoUrs en diminoant.
» Enfin, la stiffaee 8tirlà(]faéne sMpère le frottement est réduite à un point, an premièi' point dé cotttact des tîetix dents efi prise, lorsque Ton suppose les bandés en nonibré infini.
r Les dents ont dohc change de forme; auparavant j la courbe qui les terminait ëiait contenue dans un plan perpendiculaire à l'axe dd mouvement de rota<^ tion ; maintenant cette courbe se réduit à la ligne formée par le premier point de chaque dent de ce nombre infini de bandes , en sorte que la forme de la dent a disparu, elle h'est p\w^ itéëetiaîre, pumqiie ton prëoriër peint Mul suffit pour obtenir la ligne de contact qui seule forme actuellement la dent, et cette ligne est tracée sur là siir&ce extérieure du nojrad à denter aU moyen de la mâtAiifae. Pour une crémaillère, cetle ligne est une droite; polir uhé roiié elle est utoe hé- Kce tracée stiHe cylindre noyau dt \â roue ou pignon.
» De plus , bti volt c]ue chaqde point de la ligne de contact de Fa 'pteiïiière SUf- Hice a son homologue sdi^ la lîgne'de cohtàct correspondante de la seconde surAtcé, et que ces |>dints homologues se tbiichent, ponr se quitter Immédiatement ctt lènd&nt â gfisser l*Un sur raulrc. '
> Le frottement est donc ici Teffet d*dtl l'odlëtitént des ll^es dé o6ntact les unes sur lesàtitrès, té qui ddhriè \è frottehtistit fe ptus dotit <fue Ton connafsse dans les arts , celui lit de dtuirîfint espèce. •
» De cette discossibn notrt ctriiduroiis r qilé fe fb^ffie pHmiéfvé dés âetiiÊ ne , doit plus être i>rise éii cohsîdérâtioliÉ , puisque te premier point de contact de chaque dent est Seul nêieesfeâii^e, le seul cbnsMéré et employé;
> Que le mbavtsment ési Uniforme, pdteqne Ton est paHi d'un mt>nYénietlt uniforme qtii dépëUdait sfofs dé fe Bguré de là dont, et qui ne dépend plus mafntéhànt qtlô de ce que ïefe lignes de contact tjnî Ibrinenit Tarêté ext^ème des^ dents, se Mnfent sanfe se gfisser. Et Ton voit évidemment que cetengrenage^ par l'usage coïillnueî, té ttavàitj tendra tiécessariremeni i se perfectiônnét*.
> La ûgtire des detitâ du nooVc^ engrenage est arbitraire; elle ne dépend plus que de fe tébaclte de la matière cmploy éfe , etc *
^i db(i8'l<i«>deUk mëinlM^s ^ésentés à l'Iàstitut «tv iB25, je n*at pas ^iH%né celle déiiionstratioa , c'est qu%lt9'h*iMI ^g «9We géaérafte.
J'avais besoin d'un autre (Doda de démoiistratioa pour.hi^D faire voir <1M^ l'oP p^qrppU, d'après leg procédé^ mécaniques de Whitej construire trois espèces d'^BRgrenages : h premier ^y^pJt ^n ffot^emeni de i:Qu)einent àqg^Iïiire direct, le second ayant un frottement de roulement, et le troisième ayant un fro(tepieni de glissement angulaire. Wbite n'avait pas aperçu les frottements aqgMiaires; je crois être le premier qui ait signalé ce genre de frottement.,
La méthode que j'ai employée dans les mémoires présentés i\ l'Institut^ avait non-seulement l'avantage d'être vraiment géométrique et rigourçuse^^mais encore celui de bien faire voir, sans aucun doute , que pouj les engrenages cyljndciQiies et coniques, le frottement (|e roulement direct existait lorsqpe la ligne ^, lieu des contacts successifs de deux dents ^ était une droite située dans le plan des axes , et que le frottement de rçulement angulaire existait lorsque cette droite i p'était pas située dan^ le plan des axes; dans Tun et l'autre de ces deux cas^ les distances de cb(tc|]p des points delà droite l aux deux axes, étant toujours dans un rapport constant et inverse de celui des vitesses de ces deux axes.
Cette même méthode me permettait aui^si de faire voir que le frottement de glissement angulaire, non-seulemen( existait toi^jours dans les çngf^f^Q^^es cylindriques et coniques à la White, lorsque les distances des poipts dç 1^ ({roite l aux deux axes n'étaient pas dans le rapport inverse des vitesses d^. axes ^ mai.s qu'il fallait impérieusement , 4an9 ce ca^ , que la droite Ç fût hors ^qs pisqis (Jes axes, pour que l'engfènage fût possible.-
D'ailleurs» c'est par la considération des surfaces idéales et de révolution engepdrées par la ligne ^, lieu des contacts sjuccessifs de deux dents en prise, que j'ai pu établir le théorème qui, à mon avis, constitue toute la théorie-géométrique des engrenages à la White , de ceux dans lesquels les surface^ di^s dents ne se mettent successivement en contact que par un seul points. Voici .ce. théorème :
Etant donnés : V deux axes A et A' animés, Le premier d'une vitesse v et le second d'une vitesse v^\ %"" deux surfaces ( et ( fixées i la première à Taxe A, la seconde à Taxe A',
Si ces deux surfaces en tournant respectivement autour de Taxe auquel chacupQse trouve liée, se mettent successivement en contact par un seul point m ^ m 4 m'Vf lesquels points forment dans l'espace une courbç t dite lieu des çofifppts successifs des surfaces de deux dents homologues ou en prise : ' , .
En faisant tourner la courbe l autour des axeS , on obtiendra deux surfaces de révolution, Tune 4>, fixée a l'arxe A ;4'autre $' , fixée à Taxe A'.
.Ife^ deyi surfaces $ et (. sq couperont suivant une courbe i, tes deux surfices $' et <;' se couperont suivant une cowb» ^ ) »t l'otf {Kdftrm f«M0laMr le» $uvfta^ 4^ et (' 1^ lias eourites.^. 04^» mm leBu.qae ùï^m mgfi/à^^mdim nàmbe»
comme rigides , elles se conduiront Tune par Tautre, ainsi que le faisaient les deux surfaces C et c' ; et le froitement qui se manifestera pour les courbes i et y^ sera de même nature que celui qui se développerait sur les deux surfaces c et i;'.
Gela posé :
r Si les distances aux deux axes de tout point m de la courbe ( sont dans le rapport inverse de celui des vitesses t^ et v\ le rapport de ces vitesses étant supposé être constant ^ être le*mème à chaque instant du mouvement, le frottement sera de roulement;
2* Si le rapport des distances aux axes n'est pas cofistanu>u n'est pas inverse du rapport constant des vitesses, le frottement sera de glissement;
3^ Chaque point m de la courbe l engendre un cercle en tournant, soil autour de Taxe A , soit autour de Taxe À'; désignant par G et G' les cercles engendrés par le point m, et respectivement autour des axes A et A', il pourra arriver que C et G' soient tangents l'un à l'autre au point m, ou qu'ils se croisent en ce point m« Lorsque les deux cercles sont tangents, le frottement est direct; lorsque les deux cercles se croisent, le frottement est angulaire; car dans le premier cas, les courbes i et d' ont même tangente au point m -, dans le second cas, ces courbes se croisent en ce point m ;
A"" Si les deux cercles C et G' sont tangents , alors le point m et les deux axes sont dans un même plan , dans ce cas les deux axes et la courbe l seront dans un même plan ; dès lors les deux surfaces 9 et $' seront tangentes l'une à Tautre, suivant la courbe {. Dans ce cas , on retombe sur les engrenages cylindriques et coniques , et la courbe l doit impérieusement être une droite , si l'on veut que le frottement de roulement existe , et dès lors le frottement est de roulement direct. On ne peut pas construire un engrenage à la White dans lequel le frottement soit de glissement direct ;
5* Si les deux cercles C et G' se croisent , alors les axes peuvent être dans un même plan ou non; le point m est hors du plan des axes dans le premier cas ; les deux surfaces O et ^', dans tous les cas, se couperont suivant la courbe (•
Le frottement sera donc, dans tous les cas, un frottement angulaire ^ car les courbe jet f se croiseront au point m, et Ton pourra construire deux espèces d*engrenage : dans l'un le frottement sera de roulement angutaire^ dans l'autre le frottement sera de glissement angulaire; et pour Tun et l'autre, les vitesses des tïxes seront dans un rapport constant.
ie crois devoir consigner ici une idée que j'ai eue depuis plusieurs années, et que j'ai coinmiiniqoée à plusieurs personnes. U s'agit d'une espèce looie particulière d'engrenages i la WUte , eî auxquels je
donnai le nom d^engrenages à ttre^^nmckon ^ n'ayant pas trouté d'expression q«i fût mieux en rapport a^ec la forme de ces sortes d'engrenages*
En se rappelant ce qni a été dit précédemment et ce que j'ai développé dans le S 2 de mon premier mémoire sur les engrenages . de White » publié ci -avant sous le n"" 3, on voit que Tidée géométrique est de considérer les courbes d et d' intersections des surfaces C et c' de deux dents en présence, par les surfaces de révolution 4> et 9' engendrées par la révolution de la ligne S des points successifs de contact des deux dents autour (et respectivement) des axes À et A! deA roues dentées , comme deux lignes rigides, et que l'on, peut remplacer les surfaces 2; et!;' par ces courbes 3 et ^^
Cette idée géométrique me parait devoir être facile à réaliser en pratique ^ et cela en prenant des tiges^ cylindriques que Ton plierait suivant la forme des courbes 9 et y, et dés lors les surfaces Z ot c' ne seraient autres que les surfaces, de ces tiges ainsi pliées.
Je développe mon idée.
Prenons l'engrenage cylindrique pour lequel les surfaces idéales et de révolution $ et 9' engendrées autour des axes seront deux cylindres se coupant suivant deux droites parallèles aux axes, dont l'une sera considérée comme étant la ligne Ij lieu des contacts des dents. Les courbes d et d" seront deux hélices tracées, la première sur le cylindre 4> , la seconde sur le cylindre 9\ et ces deux courbes 4X>uperont chacune les génératrices du cylindre sur lequel elle se trouve tracée sous le même angle a«
On sait qu'alors les deux courbes d et i' se conduiront uniformément et avec un frottement de roulement angulaire.
Concevons que le premier axe À soit une tige fixée par son extrémité à une. rondelle circulaire Y, et que cette rondelle Y soit divisée en un netfpce de parties égales, et que de chaque division s'élance une tige d cylindrique tout d'abord, mais pliée ensuite sous la forme d'une hélice cylindrique et coupant les génératrices du'cylindre sous l'angle «• De sorte que cette tige hélicoïdale soit fixée à la rondelle Y par une de ses extrémités, l'autre extrémité étant libre comme dans un tire->bouchon.
Imaginons la même chose pour le deuxième axe; mais lorsque Ton mettra l'engrenage en présence, il sera placé têu-béche^ c'est-à-dire que les extrémités libres des tiges hélicoïdales i seront tournées vers la rondelle Y' sur laquelle seront fixées les tiges hélicoïdales d'; et réciproquement, les extrémités libres des, tiges hélicoïdales H seront tournées vers la romlelle Y sur laquelle seront fixées les tiges hélicoïdales d.
Si l'on considère deux dents ou tigee héliemdales d et ^ devant s'engrener ou se
O Ê m à mirê y nm pettt Itoi lw a oift -eawefKfr ^*iStè» s'agrafém f one faiitre & h lâçon de deux anneam d'une chaîne, de satieque Hr tige i tourne autour de ta tige ifj mm extréinUé Kt^reTenaoït -embrasser cette tige i'- près de ia rottdeHè T, pour qu^eowile, après un certain angle de révoffttion des axes, rextréraité libre de y se dégage de la tig« 8 ei près de \k rcndelie V.
On TMt tout de suite que les tiges tàlieoldales , fermées ainsi que nous nndt^ quons , ne ^nneront point le& surfaces géomélriques rigoureuses qui se met-» tmtetit. pendant ie mou'vement de rotation des axes en contact par des points qui se trouveraient rigoureusement situés sur fa droite géométrique ^.
On aura donc tout d*abord un frottement de glissement angulaire , et de plus les vitesses des axes ne seront pas ilans un rapport constant.
■aïs le frottemefft de glissement sera très -petit et les variations dans Fùnrfavmité du mouvement des axes seront aussi très - petites , de sorte que par un (ravâîl soutenu pendant quelque temps, les tiges i eid' s'useront réciproquement^ et Ton arrivera à avoir un engrenage géométrique.
Ce que je viiens de dire pour l'engrenage cylindrique s'applique évidemment à Tengrenage conique tH)i les axes se coupent, et à Tengrenage bypevbdoidique oè les axes ne sent pas situés dans un même plan.
•Ittf je dois ftrire um remfarque ^qui n^est pas tam importance.
Lorsque dims un engrenage lè fk*ovtement de glîsseiiient , qu'il scril'cffrect ou. afBgulaire , a 'lieu, les dettts sHraent Tune par Vautre, se déforment et tendent à prendre la forme qui permettra au frottement de roulementr direet ou angulaire, d^exister. Dans len ungrenugm ordinaires le profil des dents qui donne h freice* ment de roulement, n'est autre que les cardes prtmfftifil; de sorte que par Is* traFvail rengrcAage'M détrtfh sans cesde.
Dam Jes^ngreMgêS àla ITMbite, le profil des dents est arbitraire. If suflt que lefioint de contaitt'de^ut atouts se meuve Mr la ligne Ç; dès lors T^Bgresnfft pflT le travail déiruét sur ite surfaces % et c' dés dénis , tojjt ce<q«11 est nècenairc de détruire peur arri^r à la Hgne £.
Cette destruction «opérée, Tengremige n'en subsiste pas moins, en oe aen que les dents existent toujours, quoique leur forme prinrittve soit altérée par le Ira varf, undstperléelionnée^ amenée par ee mèmelravail à la fbrme géométrique wulue.
On «ooiiçofl' dès loin fue ^gm» -ces séries d^ngrenages» ilfaut que l'exécution pviiMtiw liasse p«u if 'flfHre«utfnviiit*^iesr<leB«8, sVisam fune par l'autre, afts^ quu>mi ny i onugo >pi H l so > l>e yi w maeuiwii tiwé en bewélaitfitt satisfaisait i kreon*^
dMuu dtoif^uiiumiM'de'f#iiAewMi«
ma -^
QUI TERMINE LA DENT D*ON ENGRENAGE A LA WHITB
Mom âtom Ait dans 'le mémoire n* 9, ci-dessus, que lorsque Ton atait deoi eylindres derAfoltitfmriamfeiits Pan i Paftrtre suivant une génératrice droite *Bf, si Ton traçflh wr fe premier cjfindre une bélrce S et sur le deuxième cylindre une liélice S' en oontaet par rni ipoiiit ^ situé mria droite M, nous avons démontré ^ dis-je , que ces deux hélices S et ST roulaient f une sur l'autre si elles avaient «téme 4noUimison sur la génératrice M.
ftous'avmis.ensuite'ajoutéqne sfi Pon menait un plan V par îes deux axes des oylindres, et 'si dans ce plan P et parle point m on menait une droit.o arbitraire, et, ee qui est mienx dans la pratique, si fon menait une droite D perpendici)* laire i la génératrice ilf , let puis que par cette droite D on mena un plan Q (^9* 4 )i>erpeiidieuiaife au -plan P et dès lors perpendiculaire aux axes des deu^ -e^ndres , en traçant -dans ce plan deux courbes i ëi V tangentes entre elles an point m et ayant en ce point m pour tangente commune la droite D, en faisant 4(CMinier le pkml^ d^abofil antourde Taxe du premier cylindre, ce plan P entratflABt avec lui lac^urbe'^et lepointm parcourant Phélice S, et ensuite autour de Taxe du deuxième cylindre, ce plan P entraînant avec lui la courbe d' et le point m parcourant Pliéitee «,.la coorbe d engendrait une surface héticoîde A, et la eaurbe è' engendrait une surffice hélicoide A', telles que ces deux surfaces étaient en eentact au point m et en tous les points m^ ni\ etc., de la droite M , à mesure qu'en vertu du mouvement de rotation les hélices S et S' venaient se mettre en contact, et successivement par ces mêmes points m\ m", etc.
Mais ce qui précède ne suffit pas pour c^e Pengrenage à la White puisse librement fonctionner, car il faut que les deux dents en contact ou en prise puissent fiadlement se dégager Tune de Pantre» te an^uvoment de rotation venant à se prolonger; et de plus il faut iikipériettsenent que pendant que ces deux dénis sont en prUe^ elles ne s'opposent point, par certaines de leurs parties, au moih* vement de rotation.
Dès lors les oourbes d et d" ««.peuvent pas être arhîlraifes.
(*) Coaunuaiqué è h ^BociélÀ pbil«m|lique4e PaHs , 4au ^ eécisM du ^ mai 4 sa« . T. 0«
Si l'on coupe les deux roues de Tengrenage par un plan Q perpendiculaire aux axes y Ton obtiendra pour section dans le premier cylindre le cercle G' {fig. 9), et dans le deuxième cylindre le cercle C ; ces deux cercles seront tangents l'un à l'autre en le point m. Ce même plan Q coupera la surface hélicoide qui forme la dent delà seconde roue suivant la courbe d.
Gela posé : si le deuxième cylindre (G) tourne autour de son axe d'un angle a, le premier cylindre {C) tournera autour de son axe d'un angle 6, et les arcs mul du cei^le G et mit, du cercle G' étant rectifiés seront égaux en longueur.
La courbe d aura dès lors pris la position d, lorsque la roue (G) aura tourné autour de son axe de la quantité angulaire om
Or il est évident, pour que les dents des deux roues puissent s'échapper ou ne pas se gêner pendant ce mouvement de rotation ^ qu'il faut que la courbe d. soit en arrière du point n, , position que le point m est venu prendre sur le cercle G\
Dès lors il est encore évident que si la courbe 9 est telle qu'en tournant autour de l'axe (a) de la seconde roue elle puisse conduire uniformément le point m supposé tourner autour de Taxe (o') de la première roue , la courbe 9 aura la forme limUe , c'e8t*à-dire que l'on devra prendre pour la courbe i une courbe intérieure à cette courbe Undte.
Mais la forme de cette courbe limite nous est connue, nous savons qu'elle n'est autre que l'épieycloide plane engendrée par le point m du cercle G' roulant sur le cercle G supposé fixe.
Dès lors pour déterminer les courbes d et d" qui doivent kfte les sections faites à travers deux dents, en prt«e, par le plan Q, ces courbes d et d'étant telles qu'elles ne se gêneront pas pendant le mouvement de rotation de l'engrenage , il faudra emj^loyer la construction suivante.
s in.
Les deux cylindres verticaux {fig. 8) sur lesquels sont tracées les hélices S et S' également inclinées à l'horizon , seront coupés par le plan horizontal Q suivant les cercles G et G'.
Si l'on fait rouler le cercle G sur le cercle G^ le point m engendrera l'épieycloide E' \ si l'on fait rouler le cercle G' sur le cercle G , le point m engendrera l'épieycloide Ë.
Si l'épieycloide E se meut autour de Taxe du cylindre (C)t son point de
rebrousseinent m parcourant rhélioe S, on aura une surface hélicoîde-épicycloidale 9i si l'éiHGyclmde E' se meut autour de Taxe du cylindre (C), son point de rebroussement m parcourant F hélice S', on aura une seconde surface hëlicoideépicycloidale $' ; c^ ^eux surfaces hélicoîdes-épicycloidales 4> et 9^ seront en contact par le point m. Mais si Ton suppose que le mouvement de rotation est indiqué par les flèches F et F', les deux surfaces $ et 9' seront en outre en contact suivant l'hélice S\ en sorte que le frottement sera de roulement entre les surfaces $ et $', au point en lequel Fhâice S' est coupée par le plan des axes (o) et (o'); mais il sera de glissement en tous les autres points de Thélice S\
L^engrenage ainsi composé sera donc Vanalogue de celui que Ton connaît sous le nom de cames et pilons ^ où la dent cylindrique a pour section droite une développante de cercle, et dans lequel la dent frotte continuellement sur une ibème arête droite du menUmnet du piton .
Il faudra donc pour que les deux surfaces $ et 0' ne soient pas en contact suivant Fhélice S', que les courbes E et E' soient changées, et il faudra dès lors prendre une courbe d intérieure à la courbe E et une courbe ^ intérieure à Ta courbe E' ; alors les surfaces hélicoïdes <b, et $/ engendrées respectivement par la courbe S se mouvant sur Fhélice S , et par la courbe ^ se mouvant sur Fhélice S\ ne seront jamais en contact que par le point des contacts sucessifs des hélices S et S'y point de contact qui sera toujours dans le plan des axes (o) et (o) etsitué sur là droite M génératrice de contact des deux cylindres (C) et(CO.
§ IV
Mais les cylindres (G) et (C) doivent être évidés Fun et l'autre pour donner res pectivement passage aux dents en contact (d) et (d'), fig. 3. Dès lors la dent (i) doit être reliée au cylindre noyau (B) par une surface ,
et la plus simple sera un paraboloide «{^ engendré par le rayon om, se mouvant horizontalement sur Faxe (o) et sur Fhélice S ; de même la dent (d') sera reliée
au cylindre noyau (B') par un paraboloide ^' engendré par le rayon o'm^ se mouvant horizontalement sur Faxe (o') et sur Fhélice S'.
Or les dents terminées, l'une par la surface hélicoide (d) et le paraboloide 4^ , l'autre par la surface hélicoide {8') et le paraboloide ^\ se mettront successivement en contact par le point m se mouvant sur la droite M , si dans le plan horizontal Q la droite om ou ofn' ne rencontre pas en d'autres points que le point m la courbe d' ou d et cela pendant le mouvement de rotation.
Or : Fon sait que Fépicycloi(}e E. décrite par le point m du cercle G/ (construit
uir le r^ou^nn Ja cercle C pps. pouc diw^ns)ro«ltfM,fiw4» «fiitl*^^;
^otete !Çr (MftHmt «crie tuyom 0m 4n «cèrèfe C pm-pmif dJau i èi rejrronfaint sur 4e cercle C/, cendoît te rayon o'in. - .
^HfmrSra^onc impériensemeiK que fa courbe d soit iotérîeure â répicycloîde ^B. , et qaéla-cooAe^ «oît înférîeare â répicyclbîde E/, pour que les dents de Fengrenagenetpe* mettent deux à deux en^ contact que par un seul point chemî- Aant su^ la drokéM, et cela pendant te mouvement de rotation.
Tout oe^oe mnis^renom de dire aura tieu , que fengrenage se trouve intérieur on e rté r t e or ; la iig. 9 représente l'engrenage extérieur, il sera facile de faine Yëimre dans le cas de Tengrenage intérieur (^).
. Ce qtii précède nous révèle certaines propriétés ^géométriques dont ^ouLsaeBt tes surfaces liélicoîdes-épicycloidales.
Si l'on engendre une surface 4> au jnoyen d^ine épicycloîde £ dont le-poNU de rebroussement parcourt une hélice S décrite sur un cylindre 2 de révoluXion ayant pour section droite un cercle C do rayon R , cette surface sera un héticolde, car il est évident que cjiacnn des points de la courbe génératrice Etiécrîra une hélice situéesur un cylindre de révolution concentrique au cylindre 2.
Et si Ton trace sur le plan do cercle C le cercle C du rayon R'^ ce cercle G' étant le cercle générateur de Tépicycloide £ ^ le cylindre 2' ayant ce cercle G' pour section droite coupera la surface ^, en vertu de ce qui a été dit ci-devant ^ suivant une hélice S' ayant a^me iJV^KIU^son que TbéliceS.
La surface hélicoîd&-épt€yeioidale\4 «era donc coupée aMvut ées Mliceaec pv des cylindres de révolution de deux manières distînoles :
1* Par des {cylindres 2,, 2,f ^•.. de rayons différ^nibs «it OMKentpiques «u
cylindre 2 9 et les hélices auront. des Âcirâaisong cWTérafttes ;
2* Par des cylindres de même rayon 2', 2/, 2,^*. tous .tangents au c^liadre 2, et tes hélices auront toutes même Lielinaison que rhélice ^S direetrîce du mouvement hélicoïdal du point de rebroussement de répicycl(»de génératrice E.
■^^"^^■*«^W"^^^^^i»i^P""^^P"ii^ii«»-"W^-*^i^^<P*W»«*iWBP*"i"^i^iii*"iW-*-
(*) n y 4<Miià pliwleiirs aani«s.q|ie j'ai ffominani^ 09s cdmidérsMoM fgèMÊ/Hr'iqaeg âmes éïèves , soit ^ À l'Ëcole oenlnile-des a«la et manufactures , $oii au Goiwervaltire royal dea arto^tiaéliars. T. O.
— st* —
lîtlî
La f>ropfiété éaonoéek ci-ikssu*, § 1, uwfk lieu , que VépkyiAmdmE soit exiérieare- OM .inliérîeuM: a^ 'Oereia G.
Si donc le cercle C a son rayon R' égal à la moitié du rayo» R , Tépi^ycloide E oe sera aulre que te rayon R du oerde G. Dès lors la surface héiicotde-épicycloidale $ deviendra ta suf^faea du filetée m earrée.
La surface du filet de vis carrée jouit donc des mêmes propriétés que la surface hélicoide-épicycloîdale , et elle en jouit non parce qu'elle appartient à h famille des surfaces hélicoîdes-rectilignes ; mais parce qu'elle appartient à la famille des surfaces hélicoïdes-épicycloïdales (*), et ainsi parce qu'elle es t une particularité entre hs surAieés hélîw^eè^ptcjcloid^Us^ntérieures.
MUte'lér^eJâ surface béfiicoide*épic7cl<rid^l0 est extérieure , le rayon R' du o0M)ftC'pe«t (tefvettif itrltoî ; dans ce cas j la surface # détient une suriace dévelop* fHMe,carell& devient «ne suffaee hélicoîdedévetoppatte, puisque Fépicydoïdè E devient une développante du cerclé C; et en eflfet, ne sait-on* pas qpe , qûerque soit le pas de rhélice S tracée sur le cylindre de révolution (G), le plan Qde sec^ tion droite de (3e cylindre coupera la surface développable formée par les diverses tangentes à cette hélice S suivant une développante du cercle G? Et dans ce cas, les Cylindres 2^ ijf l/v (§ V) ne sont autres que les plans tangents au cftioAre} (€) ^ «t^tai kélioes de section ue sofli aultes que fies «ang«fnl6s de l'hélice S.
Aiim^ 1» surAtee liéKeoide développable apparliefit à itkfomUlb des surfaces hélicoïdes-épicycloïdales diies extérieures. EHis M Mt «M potlieubrMé;
§vii.
Lor^(lue Ton considère on cerdè C du rayon R et un d^cl'e G' dû ra^^on R'rrr^R'et qui hiî est tangent en on point m , Ton sait que le cercfe G\ joulànl intérieurement sur Te cercle C, le point m décrit te rayon ^(ft§. 4).
Si l'on comtroU donc une série de cAroles' <S. ^ C, , C,,... ooncentriques au cercle G et ayant respeclivcment pour rayon R,, R,, Rtv et si Ton construit ks 6êrellôyC.VC;,€/,.- «y«"»«^ w«pe«î'vwiem pMrn^oti n/ss^fR., R/arfR,, m^:st^9i;,... h»^Ê9ëléè C, «r C,\ C, et 0.', C^^C^,... étMt tangente Tun à
(*) Yoyex dans les Développûmentê d$ géomélgie ducrifUvey^f^, i%p. 52HVB*dd«aiMU«Xioo<UJi»6le ce l'existence de ces propriétés pour la surfaee dU ffiél dé Vis carrée.
Tautre et respectiTemeiit aux points m. ^ m. , m,, ... en lesquels le rayon R prolongé est coapé par les eercles ooncentriqaes G, , C., C„... Ton Toit de suite que les eerdes G/, G/, G/,... roulant respectivement dans le même sens et intérieur rement sur les cercles G,, G,, G,,.«. les points m, , m., m,,.** engendreront tous la même épicycloîde intérieure qui ne sera autre que le rayon R supposé pro» longé indéfiniment.
En sorte que Ton peut , en vwta de ce que répicycloide intérieure et recti* ligne R a une infinité de cercles générateurs , énoncer le théorème suivant :
Étant donnée une êurface de filet de vis carrée , si on la coupe par un cylindre de révolution 1 dun rayon arbitraire p, et ayant pour axe taxe k delà m, oit aura pour secUon une héliceSet si Concoupe la même surface par un cylindre de réoobuian passant .par Vaxe À et tangeni qu cylindre 1 on obtiendra pour section une hélice S'^ et les deux hélices S et S^ auront mime inclinaison par rapport à l'axe A*
i VIII.
Tout ce qui précède étant compris , cherclions si un cylindre ne pourrait pas toucher la surface hélicoide-épicycloidale suivant une hélice.
tloncevons deux cylindres de révolution ayant pour sections droites les cercles C et G' {fig. 5) tangents au point m.
Traçons sur le cylindre (C) une hélice S partant du point m et faisant avec Taxe (o) de ce cylindre un angle a.
Traçons sur le cylindre (C) une hélice S' partant aussi du même point m et faisant avec Taxe (o') de ce cylindre le même angle a.
Les deux hélices rampant Tune de droite à gauche et l'autre de gauche à droite, de tnânière à ce qu'elles roulent l'une sur Tautre pendant le mouvement de rotatkfB uniforme des cylindres (G) et (G'} autour de leurs axes (o) et (o').
Gela posé :
Traçons dans le plan horizontal répicycloide engendrée par le point m du cercle G' supposé rouler sur le cercle G et faisons mouvoir horizoutalemeat cette courbe épicycloidale de manière à ce que son point de rebroussement parcoure l*hélice S , nous engendrerons une surface hélicoide-épicycloidale E , qui sera coupée par le cylindre (C) suivant l'hélice S'.
— «ai —
Cela posé: ^ ..
Covpons la Miface E par une scrite' de' plans horisontaui et équidistants entre en y nous aurons les courbes épicydoidates i, y» li'^... coupant T hélice &' et respeciivement aux points » y »\ xl\*.. et rencontraiit Vh^iîc^ S et respectitement aux points n> nVn",»..
Les tangentes aux points x, x\x'\... des épicycloides de section seront dési-> gnées par i, t\ i\... et leurs projections sur le plan horizontal seront t^y l'^^
1^'^... droites passant toutes par le point i extrémité du diamètre mi do cercle G qui est le cercle générateur de Vépicycloide ayant le point m pour wigme ou point de rebroussement.
Les tangentes aux points «, ai^ «V^, de rhélice S', étant désignées par 6» O'i 9",.**l^tirs projections sur le plan horizontal seront 6\ 0'\ 0"*y..« tangentes aux points ofy x'^, x"\... au cercle C^qui doit être ici considéré comme la protection horizontale S'^ de rhélIce S'.
, Cela posé :
Désignons par T, T\ V'j..^ les plans tangents menés à la surface hélicoide E et aux divers points â:, â?\ a;"',...
11 est évident que je plan T passera par les droites l et 9
— . r — l' et 0'
— T" — i^'et e"
— etc. — etc.
Or : les plans T... seront les enveloppées d'une surfoce développable A tangente à rhélicoîde E suivant Thélice S'. .
Mais pour que la surface développable A soit un cylindre, il faudra que les plans T«,. se coupent deux à deux, suivant des droites parallèles entre elles. Et U est évident que ce résulat aura lieu , si Ton peut mener par une certaine droite de Tespace une suite de plans 0)... respectivement parallèles à la série des plansT....
Hais si nou» nous rappelons que nous avons mené tles plans de section éqhidistants entre eux , désignant par z , %\ %"j... les hauteurs respectives des points Sfofy a;'V*« au<-des8M du plan borizmtaK on aura ^^esi2 .» y %''ss:8.%y...
Si Ton abaisse tons les points a?, x'y x'',... deTespaoedans le plan hortsontal, iii iriendront se «nperpdser respeeiivmient sur lenrs projections «^, x'\ »"*,«.. et Ton anft sopposé dès loi» que rhélfce S' est transformée en le cercle C
Et les Ungentes 0, 9% 9'\... descendront en des droites G » G^ G'\... (MMuani lespeetivement par hè p»wiM ^^ j^, «"\.^« dtt eertb G'.
Et comme ces droites G, ... sont également ioclinées sur le plan é^^ttr^Vy ai se pyi^atimt haf i»cwtolMtti>UlBiimot 4e> to » g w K a> i «»>eCNfo, eU«» tewiot k»gÉn4«rtij|«Pft4*i.pr«miei» uyAènie 4fuil.IfcfpeHK>ta*de.à4i«é ••«ffr.ekidft ré«^ UUM& i»y»1 H dneiw (o') pourrie ei le ccwlfi-C' poufodrcte de gorge.
Par les mêmes raisons , les droites i, t', «",... descendront sur- le plan tal , et eiBsi sw le pfcw da nft^ft^C'^ pi>r j»ft|Jaèar m pt U i iir ai -n t .e>vb«
«*,A<'Vh. .•■:.■•■
GeUi posé f ~ii est^Yident :
Qw le plan ^ pasainlt par k«'. droiies G «I "i* sera pwnllèle an pten T 0' — G' et <* — T*
— etc. — •**■ "" ***•
Or tous les plans 0,... passent tous, et évidemment, par là drdîle ffionehée par
le point i parallèlement à la droite A tangente en m à l'hélice S' ; car la droite \
est^Ine génératrice du premier système (du système G . ..) de l'hyperboloîde 2et
la droite B sera évidemtùent one génératrice do second système de ce rnSme
hyperboloide 2. , , • . ▼ t'
Ainsi se trouve démontré d'une manière très^imple que tous les plans T, T , T'' se coupent dbux à" deux suivant des droites parallèles entre elfes, ou en d'autres termes : ainsi se trouve démontré que la surface développable A est un cylindre dont les généralrices droites sont parallèles à la droite A , laquelle est une tangente commune en m aux deux hélices S et S'.
I IX
Dece qui préoèdfe, on déduit le théorème suivant:
TSÉOitàlfE.
rayon de mkà^l^jAmii^ e<^i0).m.<m9h'm,M.l^mde •^«^^•-^ fluanl no«r «edion droite m mékéUrmftJf^.^mgmmi>9Mm_i^Umtmmm>^
perpendicuUttre à la projection L* {sta^ le plan du cercle C) du rayon de bmétui'L^
vL^ théorème j^récé^ent doit être vmi^,^ quelle quQjipjt la sur&ce bélitfHMJbéplt^jcToidale E , ainsi .: 1'' lorsque coUd: surfacei K éiàtïi extérieure k cerde C Mfa une droite tangente au cercle C^ auquel es» Je i^^yon R' est supposé infini.; aînai» 2'' lorsque cette durface E étant intMeure^.\e cercle G' aura son rf^^MÎ R',éptl.i la moitié ^u rpyon R du cercle G.
Dans le premier ca$ la surface E devient un bélicoîde dévelofipabtte ^ et daas le deuxième cas la surface E devient un hélicjoide gauchit qui n'est autre, que ,1a surface du Çlet c^ vis carrée.
Dansjle premier cas, Ja surface hélicoîde développable ne peut offriruneJjgM de séparation d'ombre et de lumière qu'autant que le rayon de lumière fait avec Taxe (o) un angle égal à Tinclinaison de 1 hélice S (arête de rebroussement de la surface) , sur ce même axe (o); et lorsque les deux angje^ sont égaux, laijgne de séparation d'ombre et de Lumière est la. génératrice droite de la surface développable qui se trouv^ parallèle au rajori de lumière (*}. ,
Dans le deuxième cas , quelle que soit Tinclinaison du rayon de lumière par rapport à Taxe (o), la 1 i^ne de séparation d'on^bre et de lumière existera toujours sur la surface du filet de vis carrée; elle sera toujours une hélice, parce que cette surface peu tâtre K^oupée suivant une hélice pac tout oylindre passao^par Taxe (9) , et qUelle^ue sôit la grandeur du r^on de ce cylindre (**).
TiMK ce qoe notis atons; dit^,précédeminent est yni , quelle que soit la natare d«l« eoorbe S> ainsi lorsque e^te courbe Sest une courbe arbitraire 9 et 000 une hélice, mais étant toujours fraoée sur un cylindre de révolution.
Concevons deux cercles Cet C, l'un du rayon » et l'autre du rayon R», et tracés tous deux mr le plan borixontal et tangents l'un k l'autre en un point mdésignons par.(C) le cylindre dei évolution «t vertical ayant le cercle C pottr section droite ei étant dit : cylindre du rayon R; désignons par a l'épicycloïde engendrée par le point m du cercle C, ce cercle C roulant iniérieuremeni ou extérieurement sur le cercle C; désignons par (C) le cylindre de révolution et
n^^yezci-awnt «eqoe bow MtaBtiit au {mmier li«r« (det om»r<t) <Ibih le mémoira n» 8. ». 413 ( ) Voyez ci-avaDt ce que nous avoa»dil«wpnMier 4Wra (teoM«|^)4«iiS'le lOéaoin n*-«{ffc;«.
Traçons sur le cylindre (G) une courbe 9 arbitraire et passant par le point m origine ou rebroussement de répicyclcAdé 9.
Faisons mouvoir horizontalement la courbe 9, son origine m parcourant la icènrbe t^y' noua engéndrefbns une surface ï (\m sérâ dite : mtfacé épîcycfdidale férule et cgUndriqttê ( epicyci^fide parce qu^elle est engendrée par \iné épicycfoide , gékéràlé'pi)rcè qiteh Courbé 9, ligne de rebroussement de éeiié surface, est arbitraire , )cgthiârique pdivce que h courbe" (j est tracée sur un cylindre ) /
Celadit: . - ., ...
- €6tipons la surracé 1 par lè cylihdre (C) , noué auront une éô'urïJb 9, et îf est 'évident, en verttf dé <5e qui a été dît précédemment et en vertu du ttode de génération de la surface 1 que la courbe 9 sera telle, que siTon fait rouler' fe '^lîndi^é (C^ sur le cylindre (C) supposé fixe^ elle roulera sur la courbe 9,' les *Wtirfees 9 M 9', ayant en t;baque point de contact même tangente; en sorte que 'lettrs Àrdi éôtbpris entré dèut' plans Tiorizodtaux auront même longueur. * Cdà poèlë) n'ôbS potivonâ énoncer le tbéorcme suivant : "*' SirtMûoûpeia Mrface épicgclàldate-génêrale et q/tindrique Ipar une suiie de q/Hndres du rayon ÏC (R' étant le'¥agon de téplcyclaide génératrice) tous tangents au cylindre '(fil fàyM^lA, tur 'lequel té trouvé itdcée la ligne dé rebroussement 9 de ta surface , fou '^cètàendra une stàte de courbes 9', 9/, 9/*.. qui pourront toutes rouler sur la courbe^.
On peut engendrer la surface 2 d'une autre manière : • Gônrcetonslef cy4iadré (C) et une suite de cylindres (C), (C/), (G,').., du même rayon R' et tangents au cylindre (C); traçons sur le cj^lindre (G) une courbe arbi*traire 9, faisons rouler le cylindre (C) sur le cylindre (G")» 'a courbe 9 laissera pour empreinte sur ce cylindre (G') une courbe 9 ; faisons rouler successivement le cylindre (C) sur chacun des cylindre (G/), (G/).., (ces cylindres étant supposés fixes), nous aurons les courbes 9/, 9/»*..' et toutes les courbes 9^- 9i 9.9 ^»*«* détermineront une surface qui ne sera autre que la surface ly et qui jouira dès lor^de la propriété, savoir : qu'une suite de pfans borÎKontaux la couperont suivant des épicycloides toutes du rayon R' et ayant chacune leur origine^ ou leur point de rebroussement , situé sur la courbe 9. *
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* Toutes les remarques faites au sujet de rengrMage cylindrique de White, peuvent être faites au t^jet de Tengrenage conique.
Et en effet : . .
. On sait que m Ton a deux eerdes C et C eitàée dans des plans différents et tangents l'un à Tautre en un point m, on peut toujours faire passer Une sphère A par ces deux cercles, cette sphère ayant pour centre le point cf en leqoel se coupent les droites menées par les centres oet o' des cercles G et C\ et <{Uf secont peapectivement perpendiculaires aux plans de ces cercles. <
On sait encore que, si l'on fiiit rouler le cercle C sur ie cercle G , de manière à ce que Tangle des plans du cercle Rité G et du cerde mobile G' rèsie constant » le point m décrira une' épicycloïde sphérique d située*sur la sphère A.
On sait endoire que si Ton regarde le point d comme le sommet commun à deux cônes de révolution O et O' ayant respectivement pour base où section droite les cercles G et C, pendant que le cône O tournera autour de son axe, la courbe i conduira le cône O' en le faisant* tourner autour de son axe, et cela en pressant sur le point m et le forçant à cheminer circulairement sur le cercle G'; de telle sorte que si Ton considère le cône épicycloîclal (d, i) il conduira la droite (dj m).
On sait encore que si l'on construit. des sphères concentriques A^ A^^y^A'^v ayant toutes le point d pour centre commun, elles couperont l"" le cdfie épicycloîclal ((/, è) suivant des épicycloides d', d'\ ^'\... 2"* la droite (d, m) en des points m'f m", m'",.,. 3' le cône (d, G) suivant des cercles G,, G,, t,,... 4* le cône (d, G*) suivant des cercles G/, G/, G/,... et l'on sait, dis-je, que les cercles G/» G/, G/,.,, roulant respectivement sur les cercles G,, G,, G,,... leurs points respectifs m\ m", m'",... engendreront les épîcycloïdes 3', i", d'"r--
Gela posé :
Si Ton trace sur lé cône (d, G) une courbe arbitraire ^ pasisant par le point m, etsi Ton suppose que celte courbe éoupe les cercles G, G,, G,, G,,.«. en les points nr, n\ n'\ W"^^ en faisant tourner la courbe d' jusqu'à ce que son point m' vienne en n'y elle prendra une position d/, la courbe j^' jusqu'à ce que son point m' vienne en 7}"... , elle prendra une position i/\ et ainsi de suite, les diverses épicycloides ^, d/, àt"f i.'"»»** formeront une surface diterai^ri^^ épicifctaidaie-générale et conique 2, et cette surface 1 sera coupée par. le cône (d, G') suivant une courbe <f qui sera tefle, que si Ton suppose le cône (d, G) (ixe et le cône:(d, G') roulant sur le cône (d, G}, cette co^urbe ^' roulera directement sur la courbe f, en sorte que. ces deux courbes 9 et <p' auront même tangente en chacun de leuié contacts successifs/
Et si l'on coupe la surrace 2 J!)ar une suite de cônes (d, G',), (d, G'.) (d, G',),*., de révolution et ayaut même angle au sommet que le cône {d, G'), ayant tous
pour sommet commun le point d, étant tous tangents au cône (d, t)^itm dbtiitidra .4tf>»fiuitride<C(Hurbej^ «s ^/^^W».»^ ^i p^rMni «onMtf rtuion sîMrteiciNirb»^.
:a«t9e elles*
L'épicyeloide d peiftl.èir«io«e.<iroiie; ém^ oe cm tes dent eercies G et C sont ilHiftpinnt sHués^dani «ua tQÔjtOfr pJao ^ et le o^nHe- G' est intéiwwaii aœndis G, ^0B ray#n R' «ét^ivt'^ai à ia moine da pftjton R <kt>eeHde Cf ^otrréptqpeVrids 9 est une dr.«il#iparp»e«l«wl»lff6à i'Mt {d^oy^la «otreV du oeécleiC^^démfiiJin c^f^.J^^jaiitle poini ap^r^^entreet ajiaoï.soa rayon é^ k.^U «=37 iU
Sw li*axe<49 #)iJii^i|i:'P«wr0A».f«eBdre un p0iiu aoUivMn i^t infiréw^ce poink QM11OI0 ikiMiMae* ocwciuii iidaux oôms, r«o àmMréiféiÊtim et ayMrt le ^eofute G pow toseï» ^«llMitre #M^ftre: et: ayant le ceoch G'* p^uslnae.
€Difoii»^»<y itè i C 'de«cw dfn^ <6«8B>p»i^ me s«îie de'{Mras 'parMIëles ^mre en elfMpaiidfcutiîiw à Tnice (d, -^ , nous oèttendrmi^ dans le édite (é,C) tttie suite de cercles G.^ G,, G„... et dans le cercle (d, C) une suite deéérdklis^/; 0/, G/,^*; ksQeriOlwC/^ C4\*G/,^..rimwiriaillreepMtâœmeiil<aiir/iM{«»rdesC;^ G,, G^,«.« e«|€ndreroat4^éfiii^k>idwfqtii«eMMotaulteBipiôlei^r^^ K^^fl,, R,,. .. d<fi mmIcs g. , g,, 4!, r€lip|>^éS(>^i^««
Le ^M ^4ous ces rd^yoQ^'OQmp^fSi^'lodtfnê {é^ C.) «ui^aiitHine droite % Cfui sera la géoéMlnee de coofact des dMW «èoéi» (d, G) «i (d/C).
Cobfné:
Traçons sur le cône (d, C)4]iierOourb#^els|ipp>so«94qfti*iine-dMAeG<senieit^e perpendiculairement sur Taxe {d, o)y et en s'appujant sur la ce«fllNi <|^, «nous engendreraa$iuoas;uiiaca£ q/o^ft^K^ ôtre iprevnière vqe, pas soa-iKiode^teipénération (si la cou^>e «^.est une spiraie conique), ran9dogtte|.daiU& le ^t^nn^cofti^v^, de la loirfaee.quiduns le sijf^tème: egUud^içue e&t dite ; surËieç 4lu ^/er ée.vh Pun^*
ËMwinonsi si jc^U^ ./s^iH^ee Z jpuii en effet à/» propciébu ^èwélri^pies am* lofues à celles dont j^ j l la. surfaee 4u fi let de via ear eée.
G0ficeitoifta*ie-cô«e ^é^ il'), it comperii ia surface I raivant uoecoirrbe <p'; stia «Mrface jB jouit d&pMpriéiès gé^^métriq'ues analogues à la surftce du tAei de^Tts carrée^ il faudra qoeles courbes 4 <^lt <p' roulent Tune sur Tautre pendant quêtes ^aéoesf était {4>^ £;) et 0bliquê-{d, C) rooieront l'on sur Tnulre.
Or : ?lesi1ne toute évidence que ce résultat ne pourrait crisler qu'autant que les cercles G et G' rouleraient Tun sur Tautre pendant le mouvement de rotation dos cù^i (<f ,.)Q) et (d , )C' >, et il est évident que dans un semblable système, le rmlsmim des cercles Q»evC' nt peut avoir lieu , donc , etc.
. Ainsi la surface précédente 1 n'est pas drtns le système conique Tanalogue de la surface dite : filet de vis carrée y qui exiétcdatas le sy&lème cylindrique.
La surface du système conique que nous cherchons sera donnée par une suite d'épicycloîdes sphériques intéf*ieures engendrées ainsi qu'ir soit ;
Concevons urc série de sphères S, S', S",... ayant loilies pour centrer commun un pointe/.
Menons {>ar ce centre une droite Â et une suite de plans parallèles entre eux et perpendiculaires à cet axe À ; ces plans couperont les sphères suivant des cercles C,. C., C,,... Taxe A percera les sphères en»les points a, (/, a";... menons par le point a un plan tangen^ au cercle C, il coupera la sphère S suivant un cercle C ; menons par le point a' un plan tangent au cercle C, , il coupera la sphère S' suivant un cercle C/et ainsi de suite.
Si nous supposons que tousi les points de contact fn^ m\ m" y., des cercles C et C\ C, et C,VC,etC/,...sont surun mémo plan passant par Taxe A et que les cercles Cf.C,, C^).'* ^^^ ^^^^ situés sur une même surAtce conique droite ayant la droite A pour axe commun, alors les plans des cercles C, C/, C/,... seront parallèles entre eux et feront tous le même angle avec la droite A ; de plus ces cercles C , C/, G/,... seront tous sur un même cône droit ayant le point d pour sommet. Les épicycloîdôs sphériques et intérieures engendrées par les divers points m^ m\ m\... des cercles C, C;', C/,.-- roulant respectivement sur les cercles C, ^,y C., supposés fixes, seront toutes sur un même cône ayant- le point d pour sommet.
Si Ton ne considère qu'une seule de ces épicycloldes , celle engendrée (par exemple) par le cercle G^ roulant sur le Cercle G, on pourra tracer sur le cône droit (d, G) une courbe arbitraire cp passant par le point m, et Ton pourra engendrer une surface 2, épicycloidale générale et conique, comme nousf avons fart précédemment, et celte surface jouira évidemment de la propriété d'être coupée par tout cône droit passant par Taxe A et tangent au cône (d, G.) suivant une courbe qui sera apte à rouler sur la courbe 9. Si au lieu de supposer que les points m, m'y m'y... sont avec Taxe A dans un même plan, on suppose qu*ils se trouvent distribués sur la courbe ^ , alors les épicycloîdes sphériques et intérieures engendrées par les cercles G^ G/, G/,... (qui ne seront plus sur une même surface conique de révolution ) roulant respectivement sur les cercles G , G, , C,, seroiH précisément les génératrices épicycloidales de la surface 2, , elles seront toutes situées sur cette surface 2,.
G'est cette surface épicycloidale-conique , toute particulière , qui est dans le système conique l'analogue de la surface du filet de vis carrée qui existe dans le système cylindrique.
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Maintenant, en vertu de ce que nous avons dit sur les épicycloîdes sphériques, nous pouvons déterminer, pour les engrenages coniques de White, la forme de la courbe qui doit engendrer la surface d'une dent, cette forme devant permettre aux dents en priée de se dégager facilement Tune de l'autre au moment où elles cessent de se conduire.
Nous opérerons comme dans le cas de Tengrenage cylindrique; ainsi ayant les deux cercles primitifs G et C tracés sur une sphère S ayant le point d pour centre; ces deux cercles étant en contact par un point m, nous tracerons dans le plan du cercle G' qui a son rayon égal à R' et sur R^ comme diamètre un cercle G/. Le point m du- cercle G/ roulant sur le cercle G engendrera une épîcycloide J qui sera la limite de la forme de la courbe qui doit engendrer la surface de la dent fixée sur le cùne (G).
Nous opérerons de même pour la surface de la dent fixée sur le cône (C), nous prendrons pour limite Tépicycloîde sphérique décrite par le point m du cercle G, tracé dans le plan du cercle G et sur son rayon R pris pour diamétce.
Ensuite nous terminerons la dent fixée à la roue conique (G) par une surface gauche engendrée par une droite, s'appuyant sur Taxe (d, o) de celte roue (G), et sur la courbe 9 (spirale conique ou toute autre courbe ) tracée sur la surface de ce même cône (G),
Nous en ferons autant pour la dent fixée à la roue (G").
Et nous serons assurés que les dents ne pourront se mettre en contact que par un seul point, pendant tout le temps de leur mouvement de rotation, et que ce point décrira la génératrice de contact des deux cônes (1/, G) et («f, G').
C0N6TMCTI0N Dfi DEUX MOUTBAUX «MGREllAGeS A FBOTTBIUltlIt 1>E ' ftOOLBUBIIT
ET A VITESSE PiRIODfQUBlIBNT TABltB (^).
PREMIÈRE PARTIE
s %• mm
fttj^ponvo A QQtf
VttmmÊÎt
Nous allons examiner d'abord, entre tons les modes de transformation que Ton peut imaginer pour passer d'une courbe polaire à une courbe à coordonnées rec* tangulaires, les deux modes particuliers suivants, parce que nous en déduirons des applications qui peuvent être utiles.
SI
Pretnier mode de transformalUm.
I • Soit {jig. a) une courbe 9 ayant le point o pour pAle et la droite X pour
origine des angles » , de telle sorte que désignant par m l'angle a'oa ou l'angle
que le rayon vecdBur o'a (que je représente par p) fait avec la droite X , l'équation de cette courbe è soit :
Si du point o comme centre et avec oa pour rayon je décris un cercle, il viendra couper la droite X en un point a. ; et si de ce point a, j'élève une droite Qtb' perpendiculaire à la droite X, et que je porte de a, en b' une longueur égale à Tare de cercle aVi, rectifié , j'aurai un point fr' qui appartiendra i une courbe i' qui sera la transformée de la courbe i.
L'équation de la courbe d' s'obtiendra facilement^ car on voit de suite qu'il
suffit y pour l'obtenir, de remplacer dans l'équation (1) p par a; et m par ', en sorte
que l'équation de la courbe if sera : f(x^ * j =0, et cette courbe ^ sera rapportée
(*} Les priocipee géomélriqoei el une partie des rteiltats eipoeés dan» oe ménioift loot eilraite du mémoire que j'ai rédigé en I SI 7 et qui accompagnait le projet de machine (cette machine avait pour but de tracer des hélices ou êpiraUi cylindriques , coniques , clepsydres et hyperlx>lcïdiques ) que j*ai été chargé de faire , comme travail d'éludé , alors que j*etais élève sous-lieuleiiant d*àrtillerie à l'École d*a^ p!ication de Metz. — Foyex le commencement du mémoire n* 5. f • 0»
à la droite X comme axe des a: et à la droite Y menée perpendiculairement à la droite X par le pôle o ; cette droite Y fBrd Taxe des y et le pôle o sera Torigioe des ooordonnées rectangulaires^
^. Au iîw de pdr^ttdve^ IWdoBiiée «>' égnW à l'mrc^reetirié a^\ on aaraii pa la prendre ^ale à m Cm o^^are , 4an« oe-fm TéquaÛMi da la courbe Saurait été :
3. La transformée d'ayant pour équation/ ^^,^^=30 jouit d'une propriété r^inar^ltMbleiiftr rapport à k: «oondoe |mhîre i.
Si ToQ cowîdère le pttini «,:ea lequel la eourbe pabire i ooif)e la droite K.^ on voit de fluke que la iraoaforjnée ^ passe néceSBairement par ce point ; mais^ en outre, en ce point les deux courbes S et ^ ont même tangente, et en elEét h
La tangente 9 au point a de la courbe polaire i {fiy. a) a un élément rectiligne
et infiniment petit am en commun avec la courbe ^
Or , si (Jig. M) on a une droite 9 coupant ime droite X en un point a , et si l'on prend sur cette droite 6 un point m infiniment voisin du point a, et que d'un {tayit § situé iiijur. 1» ilattt^ *&^^ «et conaUérè conaifte centre , m décrive Tare mm, ,
l!angle moa ^ni iaftntmeitt peiit , Tare «un, du C6rcle C seca awisi infinJiMait petit et se confondra avec sa tangente T menée au point m^ > en sorte que , ^l sur cette tangente T on porte de m, en n l'arc rectifié mm^^ on auca un point tt qui se confondra avw le point m ; car l'jirc 4Dtn« doit rigoureusement être considéré comme un élément rectiligne perpendiculaire en m, à la droite X , et dés lors le point m eM néeessatieiieM simé sur la tangente T, puisque la tangente T au pml m, dneerdeC (sur lequel se tre«ve compté Félément mm,) a nécessaireiMfit un éiément feetHigne^eommmi âvec t;e cercle G.
k. Lorsque la courbe d'à pour équation /[â:, —J=:0 9 la même propriété idJwslei c» m J10116 dëaîgnDM |itr l' la courbe 4oat réqpnti#n «st /f», x)"^^
et par 9, la cout'be ilont l'équaiion est fix^ ^ j=0, nous savons que ces deux
Mwb»a:9(Nitlaii9ttitn»i'«M à l'aolra aufmnUit ea JeqMl élks oMpeM 4^tlM et l'autre la droite X ( ou , en d'autres termes, l'axe des xjj[^.
tn Tèyttt \eê BMiapff$menU âe géoméirh dêêcriptive^ chap. U, p. S4. B*aiUeurs œ réaulM^ «I éYidenl jur ttttnoTyw, f^haquefare mm^ est uainfinimefit petit du premier ordre doDi feiiprefiSMii flU f;âtà, «t qd^^ VMrtifprraiHt par uoe quantité Goiem^Do aura : m,h^, qui «era totyouruiQ infinioieRt petit du premier iMm.
— 3*4 — m «D ^mâm, fat tnmhnaèiT vj^mt ^wt éqm^n fi^^ |j sV, «t toutes les
Iransformées a, ayant pour équation générale : /(x, ^Vs0>cMpflfOtat mMtiir
droite X au même point a, et les courbes 9, f et 9, seront tangentes entre eHes en ce même point a.
in*
UeuaAème fnode de iramfotmaiiam.
S. Soit donnée une raurbe plane 9 {fig- c) ayant le point a pour ;)(j/e et la droite Ti pour origine des angles (o/ Tèquation de cette courbe i étant ^
Du point comme centre et avec un rayon égal à Tunité décrivons le cercle G coupant fe droite K atr point p.
Gela fait : considérons un point queltonqne a' sur la courbe polaire Z donnée^
et décrivons du point a comme centre et%vec le rajon vecteur p = oa' un cercle qui coupera la droite X en un poTnt a. \ élevons en ce point a, et perpendiculairement à la droite X une droite a^b% et portons jsur cette droite et à partir du point
a, une longueur a^b' égale à Tare rectifié pq' compléisur leiiercWC^en^rô la drokf X dt le rayon vecteur m') ; aa 6^is«nila même construction pour k» divers pgîitt a, al y OL^^.. de la courbe polaire et donnée d, on obtiendra une suite de pokifts a, b\ b"...^ qui détermineront une courbe d. qui AWilaûnm^in^ao caotdonoéM rectangulaires de la couxbepciotre (donnée) d, et il est évident que Té^vation et la courbe dt sera : /(;c, y) =»0. Car il est évident que dans réquation/(py ••)sbO de la courbe 2, il suffira de remplacer p par « et <« par j/, pour avoir Téquation de la courbe 3.% puisque la courbe G a pour rayon l'unité et que ses arcs mesurent.
les angle» n'oa^ a"oa ,.... que les rayons vecteurs de la courbe nofaîr^ d font avec la droite X origine des angles ».
6. Au lieu de prendra aM égal à Tare rectifié pq' du cercle G, on aurait pu
prendre a,6' égal à m fois Tare rectifié pq^y et dans ce cas les divers points b\ b".... auraient déterminé une courbe 9/ dont Téquation serait :/(x, m.t/) = 0.
7. Nous devons faire remarquer que la courbe 3. ou 3/ est tangente à la courbe è au point a en lequel L'une et l'autre de ces courbes coupe la droite X (origine des angles o)) , car nous pouvons ici , comme précédemment (§1» articles 3 ei 4)^ appliquer le même mode de démonstration.
' 8. Qèel qaé soil le ilïode de transformatioir employé pour passer d'ane courbe i k une courbe d'y lorsque ces deux courbes iel^ ont un poîm ooniuni a , ces deux courbes ne peuvent affecter eu ce point a que deux manières d'être Tune par rapport à l'autre , et ainsi :
Ou 1* elles se couperont en ce point a ;
Ou 2* elles seront tangentes Tune à l'autre en ce point a.
Or : soit par les considérations de Y analyse infinitésinuUe , soit par les considérations géométriques des infiniment petits que j'ai exposés dans le septième chapitre des DévehppemenU de Géométrie descripûoe , il est évident que , si les deux coordonnées (lignes droites ou lignes courbes) qui passent par le point a. Tune appartenant à la courbe i' et l'autre à la courbe d, se coupent en ce point a,, les deux courbes d et d' se couperont en ce même point a ; et que si les deux coordonnées sont tangentes en ce point a, les courbes d et d' seront aussi t^ngentea l'une à l'autre en ce même point a.
9, Ainsi , étant donnée une courbe polaire i (Jigf d) ayant Le point o pour pôle et la droite X pour origine des angles » ^ l'équation de la courbe d étant : f(p, &)) = ;'nous pourrons prendre sur la droite X un point o', et de ce point comme centre et avec les rayons op, y op^ , op^^.... décrire des cercles sur lesquels on portera des arcs p,b\ pj}\ p,b^"j.... l"" égaux ou 2"" proportionnels aux arcs p,a\ p^a!\ Pta"\.. . . les divers points b\ 6", o'''... . formeront une courbe ^ qui sera tangente à la courbe 9 au point a.
10. Ainsi , étant donnée une courbe polaire d {fig. e), nous pourrons prendre un point o, hors de la droite X comme pâle de la transformée 3^, et alors les deux courbes d' et d se couperont au point a ; car les deux ordonnées courbes et circulaires, l'une appartenant à la courbe d et l'autre à la courbe d', se couperont en ce point a, puisque ce point a ne sera pas en ligne droite avec le centre odes arcs circulaires coordonnées de la courbe S et le centre o, des arcs circulaires coordonnées de la courbe d'.
Et les deux courbes d et d' se croiseront au point a sous un angle égal à celui sous lequel se coupent les deux arcs qui sont les coordonnées correspondantes à ce point a.
HI
il. Ce que nous venons de dire touchant la transformation d'une courbe polaire en deux courbes distinctes en coordonnées rectangulaires , suivant que nous emploierons le premier et le second mode de transformation exposé ci-dessus , peut aussi se dire de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires
en une courbe polaire. On doit donc remarquer qu'à la question résolue précé* demment correspond une question réciproque.
Dans les applications suivantes, nous ferons usage tantét de la tramfimrmation d'une courbe polaire en une courbe k coordonnées rectangulaires ^ tantôt et réciproquement de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires en une courbe polaire.
Propriété remarquable dont peut jouir certaine transformée eh coordonnées rectangutaireê (et obtenue par le premier mode de transformation) par rapport à sa c&arbe polaire.
12. Supposons une courbe polaire d (fig. f) ayant pour équation /(p, a>)=±0 , le point o étant l'origine des rayons vecteurs p ou le pôle de la courbe, et la droite X étant l'origine des angles a>. Supposons que la courbe i coupe TâKe X au point
a, et que nous construisions pour le rayon vecteur pc= ao (l'angle od étant alors nul ) la transformée en coordonnées rectangulaires A , dont l'équation sera :
f(x9-^=:0'^ la droite X étant l'axe des x et la droite Y ét^nt l'axe des y, le pôle
a étant l'origine des coordonnées rectangulaires de cette courbe A, les deux courbes d et A seront tangentes l'une à l'autre au point a. Cela posé :
13. Prenons.un point a' quelconque sur la courbe polaire d, son rayon vecteur sera oct ; prolongeons ce rayon vecteur et désignons-le par X'. Transformons la courbe 3 à partir de la droite X' comme nous avons transformé cette mémo courbe à partir de X , nous obtiendrons une courbe A^ tangente en le point a , à la courbe 3.
14. Si du point o comme centre et avec un rayon égal à l'unité, nous décrivons le cercle C , nous pourrons représenter l'arc pq' de ce cercle G par m', et dés lors 'l'équation de la transformée A' sera en coordonnées rectangulaires (les axes étant X' pour les abscisses x'y et Y' pour les ordonnées y', et le pôle o étant
l'origine des coordonnées) / ïx', (^ + m j 1 = , l'équation de la courbe 3 étant»
par rapport à la droite X', prise pour origine des angles (ù\ f\p , (<o'+ m')] =: 0.
Cela posé :
i5. Si l'on fait tourner la courbe 8 et la courbe A' autour du pôle o comme centre de rotation (et dans le sens indiqué par la flècbe F) pour amener le point
a^a^' sur JflMlvoît^X^ ai#r8' l'^i^ X' m sv^pe^ff/Bswai swr TaM X^ at' Taxe Y' se superposera sur l'axe Y; la courbe^. ^^adi^aJa posiimi.^^ (eiialraMibriaae à! pMMka la |M>6kkiD d/** Dit lom réqfuaison de la OMdbé d,' aem /f jr> /^ n^m^l^csO.
Cène courbe a/ sera rapporlée, ainsi qae fa courbe A, au même centre o et aux mêmes axes rectangulaires X et Y.
Cela posé :
16. La courbe A/ identique et superposabie à la courbe A' sera-t-elle identique et superposable à la courbe A?
»mr.<yw>fei4<mt <QMiib6»A « ^' s«ÎMt îdefttiquM #4 tuf irpoi^M w » tt Aur évidMMMi^4raMp#rter rMâgwe «des «MnfoMiétfs « (^. g ) m Hû pmmà #'(«jmc pour coordonnées a et 6)^ et changer les axes rectangulaires X et Y en de nouveaux axes rectangulaires X. et Y, , les deux axes X et X, comprenant entre eux un angte ^ .
Ce double changement s'opérera^ n substituant dans Téquation /j:!:, f'^+m'^l^âO
de la courbe A/ à la place de x^ (xs=a;, C0S9 -h y* sin({ + «) 9 et à la place de y, (l^=:a:, sinf — |^«coSf +6).
Et dès lors Téquation :
sera féquation de la courbe A/ rapportée au point o' comme4>rigine des coordonnées rectangulaires dont les axes seront les droites X, et Y,. Cela fait :
17. On fera tourner îa courbe A/ autour du point 0' comme Centre de rotation et dans le sens IncTiqué par fa flèche P^ pour amener Taxe X, à être eu X, parallèle à l'axe X , et Taxe Y, en Y, parallèle à Taxe Y, la courbe A.' prendra dès tors la position a/.
Or, si les deux courbes A et A' sont identiques et superpôsables , les deux courbes A et A/ seront aussi identiques et superposabtes , par conséquent il sufûra de faire glisser fa courbe A/ parallèlement à la droite 00' jusqu'à ce que le point o' 9ê ecMifonde avac la peint d p^ur qae c^s deux comtes A/ ai A se superposent,
18. Toutes les opérations géométriques et mécaniques que nous venons d'indiquer se traduisant en amdyse d'une manière iacile, i^ar il sulBt de dire que les deux équations
(2) r(^.|) = et (3) A[f«^C9>y^f^t4-^),( ^^r;^ . y?^.t^ 4'*^)] «»<»
«eront identiques terme à terme.-
Si ilonc t'en identifie ternie à terme les deux équatiens (2) et (3), en aura un «ertain nombre d'équations de condition, qni serviront à détermner les indéter- «Mnées ffyotetS*
Si la solution de ceséquatiens comlvH i desiraleim réeHes pour «p, a et 9, alors la courbe pehtire 9 awa toutes ses transformées A, A', A'\.. identiques et superpesablos.
19. Ojô y^i de i»uite que de même que paf*mi les.courbes pianos^ le cercle est la seule courbe dont toutes les dévelofupaates sont identiques et syperposables, de ni&niâ U doit: arriver qfi^il a y ait qu'un nombre limiié de courbes polaires pour Ic&quelles toutes les trausfaitnées eu coordonnées^ i ectaogulsiirea ( et obte^ nues par le premier mode de U:ausformaUon) sei^oMit ide^Uquesi, seront sup«r^ posabJes.
20. Si par hasard il existe une ou plusieurs eoau'bes palalnei» ^ÎPUiJi^^^at de La propriolg d'avoir toutes leurs traoslormyées A ideurti^^»» > ^^Hp^pos^^le^ , ileaiistera en ire la courbe polaire dei la transformée ^ H»e jfF^i^tà EiwaiïquAble et que nous alleius étudier^
21 . Si nous avons une courbe polaire S coupait i'axe X (prigiue des angles <a) en un point a €1 ayant un point o pour pôU et paur équatioa^ /^,. <«>);;;:; \ el si nous avens construit pour le poiui a la transformée A> qui aura dès lors pour
équation flx^ — j = 0. Et si la courbe i est telle que pour un quéleonque de-ses
points a sa transformée à' soit identique et superposable à la courbe A, alors, en faisant tourner la courbe 3 autour de son pôl^ o comme centre de rotation , elle imprimera à la courbe A un mouvement peud^nt lecjgel ces deux courbes d et À rouleront Tune sur Tautce.
El en effet :
2t. fmaginmis la courbe polaire i^ la droite % origine des angles <ù (fg. g), le pâle o, et concevons la transformée A par le point a en lequel la courbe d coupe la droite X. Nous savons que les deux courbes A et d sont tangçntes. Tune à Tatftreen'ce poivt a.
CSefat posé :
Tinncnvons les points ^^ ^^4if «.^ successifs el îofin i monl voisins de la courbe i. La courbe A aura en c.(unmun.avec la cpurbe i Içs deux DOinAi ^SUÇCesAllis a^Ul't ou, en d autres termes, Télément rectiligne aa', puisque ces deux courbwâ^l A
8onl tangentes l'une à l'autre au point o. Piftr conséquent les points sueûesiifs et infiniment voisins de la courbe à seront a, a\ b'\ b"'....
Lorsque j'imprimerai à la courbe i un mouvement de rotation autour du pâte o pour amener le point a' en a/ sur la droite X , j'aurai amené la courbe A en la position A,\ et la courbe i en la position it ; le point b" de Ja courbe à sera venu en b" sur A«\ et le point a" de la courbe S sera venu en a/' sur d/. Or, il es4 évident que sur la courbe A/ les deux points a/ et b" seront des points successifs et infiniment voisins, et qu'ainsi les points a/ et a/' seront sur la courbe d/ des points successifs et infiniment voisins (*) ; et comme les deux courbes d/ et A/ sont tangentes au point a,\ il s'ensuit qu'elles ont en commun les deux points
'" et 6/', on ) en d'autres termes y que les deux éléments rectilignes ajaj^ de la
courbe S,' et a^b" de la courbe A/ se superposent.
Et il en sera de même en continuant le mouvement de rotation de la courbe polaire à autour de son pâte o , comme centre de rotation. Ainsi , chacun des côtés du polygone infinitésimal (aa'a!'a"\...) qui remplace la courbe d vient, pendant le mouvement de rotation , se superposer avec le côté qui lui est homologue et appartenant au polygone infinitésimal {aa'b"b"\...) qui remplace la courbe A.
23. On peut donc aflSrmer que les deux courbes d et A roulent l'une sur l'autre pendant le mouvement de rotation.
24. Puisque les deux courbes 3 et A roulent l'une sur Tautre, elles auront des arcs égaux, par lesquels elles se rouleront ; et ainsi , supposant la courbe d et sa transformée A tangentes entre elles au point a , prenant un arc aa^ sur d , on devra pouvoir constraire sur la courbe A un arc or égal en longueur à l'arc aa'.
Et en effet :
Si nous revenons à la fig. /, nous devons nous rappeler que , pour passer de (a courbe A/ à la courbe A.', il a fallu construire la nouvelle origine o et faire tourner la courbe A/ autour du point o' d'un angle y égal à celui que la droite X. des tibscisses x, faisait avec la droite X origine des angles cd. Le point a/ viendra donc en a/ sur la courbe A,\ et ce point a/ s'obtiendra en décrivant du point o' comme
centre et avec oVpour rayon un cercle qui coupera la courbe A/ au point a/ demandé.
Gela fait :
On sait qu'en faisant mouvoir la courbe A,' parallèlement à la droite oo\ elle viendra se superposer sur la courbe A. Si donc on mène par le point a^ une
n Voyez ce que j*ai dit au sujet des infiniment petits , chap, VU des Dé^donemvnU de géamUrU deêûripH^e*
droite parallèle à oo\ elle viendra couper la courbe A en un point r, et Tare ar de la courbe A étant rectifié sera égal en longueur à TarcW de la courbe polaire i, ce dernier arc étant aussi supposé rectifié.
Appliquons ce principe à quelques exemples
1" exempte* Soit donnée une spirale d* Archimède d ayant pour équation : ^
p SB 0*»
Sa transformée A ( en coordonnées rectangulaires et par le premier mode de transformation ) aara pour équation :
Ainsi la transformée A est une parabc^ « et le pâle o est situé sur cette courbe A (figlh).
Si nous construisons la transformée A' pour lin rayon vecteur p faisant avec la droite X origine des angles <k> un angle m\ la courbe polaire i aura pour éqtta«lion : p «= a (» + m) , et la courbe transformée A' aura pour équation :
= (p^ + ai') ou *^=«»^+fiiV
Ainsi » la courbe A' sera encore une parabole ; et comme les équations des di* verses transformées A y Â', A".... ne diffèrent entre elles que par la valeur attribuée à m\ on en conclut que toutes les transformées de 4a spirale. d*Arckiaiéde sont des paraboles.
Gela posé : '
26. Voyons si toutes ces paraboles sont des courbea identiques ou non.
On voit de suite que si Ton fait lourner le jrayon vecteur p' autour du pâte o pour amener ce rayon vecteur sur la droite X, la courbe A' viendra en A,Vet que la courbe à! aura pour équation : .
7* = ay 4- m'x (5)
Il suffit donc de voir si les deux paraboles , ayant pour ér|uation Tune Téquation (1) , et Tautre Téquation (5) , sont identiques, sont superposa blés.
Or, en regardant ces deux équations » on voit de suite que les deux paraboles ont même paramètre^ et qu'ainsi elles sont deux courbes identiques.
27. Hais pour la suite de nos rechercbes , il est iiécessaire d'appliquer tout ce que nous avons dit précédemment et ainsi de chercher le point o' et les aies X, et Y, de la courbe A/.
Or^ il est évident qne les aies rectangulaires auxquels se trouve en ^ce mo-
ment reportée 4a. (itarabole 4/ soiu |>9raUâLsg am Mas jraoaqgvlaÎMft de Ja courbe A ! . ^
n suffira donc de changer Torigine de« caofdimnâea^ «a iajnm.«s:4^4t«<«t y=^y.+ 6, eltraosporianices valeurs dans l'équaiioa^â).
Oa 4MHW dès Jflw :
ou
Identifions terme à terme les deux équations (5) et (6) , nous aurons deux équatioâS de condition , savoir :
et
I/équatlon H) dpnne :
et par suite ^ l'équation (8) donne :
On <Alti0iitr1lotie'di^ Valeurs réètles pour a et S coordonnées du point o^ Ayant construit ce point o, nous Tunirons avec le point o par une droite D / et en faisant glisser la parabole A/ dans son plan et parallèlement à la droite D » c^ie parabole A/ viendra se superposer avec la parabole A, lorsque les deux points o fime et o' moMA^se' svperpesen^nt^
Dés lors, si nous voulons connaître Tare ar de la parabole A qui roulera sur Tafc aa' de la spirale d'Archimède, il nous suffira de ramener le poiiït cl de la spirale i en a/ sur Taxe X , en décrivant du fôle o comme centre et avec
le rajon vecleuV oa' pour rayon ^ un cercle ; puis de supposer que la parabole A 9 glissé parallèletuent à elle-même en rasant le point fixe o pour prendre la jposition A/; et ayant construit le sommet s de la parabole A et le sommet </ de la parabole
à,\ nous prendroQS une ouverture de cottpaségaleà ^o, et laporiaol.de i.'t^n o' sur la parabole A.', nous jturoas la nouvelle or^ne o" (de telle sorte g/m les
droites o< et.oV ^9^i parallèles) y ensuUenous uoinoasles (pointai et m' far «ne
droite D , et nous mènerons par le point a/ une droite D' qui , ^^aptfllèfo àiD/oêu-
..p^ira Ja^i^alN^la ^ mjmjfiohal.T^.i^d^^m pmFnm^^^êSàmmar qur fia» fara-
bolique or est^égal en longoeur à Tarc^itMifiéMi^ 4/ttiÊafinhMkÊtéàÊÊèèè ^^
des diverses paraboles A , A/, 4^':;;^ ^
€m prMkKm^eÊt fanle &! réMuAve*, el* e» etH^ :
Sèfltwhv.pacoÉMdn A^ A.'» A.'"»*..- ^oi^MMeat fttr lapoiMfike'ai et êbm'UfÊt^ aies infinis sont parallèles entre eox^ panfentAirereptéieMées par TèqwAkMêt
:K^szaf + imr (11)
m étant une quantité qui varie dé parabole à parabole.
Si nous faisons y =0 dans Téquadon (11), nous aurons x;=; m, et dès lors :
sera rsteoissadlrwHBwel'Y^, r«npla««it'arpar-9a ^lèur(f9) dàivs^réquation (11% on aura : x^^ ^V + "^i <^^^ ^^^ ^^^^ P^^^ l'ordonnée du même sommet #«
Éliminant m entre, les équationa (12). et (13) • ii0ii& «UJl^MTé^puAiotiidu Hm géométrique des sommets s ; cette équation sera :
jr-*^Hr (I»)
En sorte que le lieu des sommets s est une parabole (ayant son somfnet au p(Ue o {fig. i ) et «font pour axe des y la droite Y paralicle à Taxe infini de chacune des paraboles A, A/, A/'v. et la parabole £ se trouve identique à la parabole A (puisqu'elle, a même paromèlre) , mais allB.4s& toursiie on swn^cffMé^
20. 2** exemple. Soit donnée une spirale hyperbolique 3 ayant-por équ a t ia» i
Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode 4l^ transformation) auM pour équation : .
(*) Voyez, dans les Développementidi géométrie descriptive, citàp. H, p. 434 et suivantes, remp!oi qod nous avons fait de la prepriété de celte parabole pour construire la tangente à la spirale d*Arclnmède.
iMMPvaZestlapreiwtr, àee qu'^l puralCj ^aï a iroiwé la prap riétA «It ia retliicaliQadtt la Jjririfo d*Àrchimède au moyen de la parabole; sa démonstration n*esl point parvenue jusqu'à dous« Sb/iH* Pascal a démontré celle propriété dans le mémoire qui a |)our titre : De légalité des lignes spirales et paraboliques. La démonstration que jo donne dans ce mémoire est tout à' fait différente de celle d«. Pascal; celle de ce savant est une démonstration géométrique au moyen des incréments et décrémeniSf celle que je donuf^est vériuiblemenl une démonslratioa méasmiçue. Voyez dans les Développemenis de géométrie descriptive la note placée au bas de Ta page 434 ; voyez aussi dans le Cours de géométrie dMcHpa've la note placée au bas de la page 290.
Am^ lé iraofeferMe'AMro^Hoè ligne droite.
Pour un rayon Yocteur ^^ Téquation de la .cMrbe d Mra :>(« + m') ;ssa > et Téqualion de sa transformée A' sera : Sf'+ mx'.^^as, :ll
La courbe A' sera donc encorerune ligne droite, et dès lors. on en ookidui i)Qe toutes les transformées A i Ik'i à".** .seront des lignes îdentiqnet et superposaUes, puisque chacune d'elles sera une ligne 'droile,
30. Si Top fail tourner la droite A' autour du point o comme centre pour ame^ ner le point a en a,', et la droite A' en la droite A,'» on aura poar équation :
ee qui noas apprend que toutes les traneformées, après leur mouvement de rotation autour du pôleoj forment une série de droites qui coupent toutes Taxe Y, mené par Je point o perpendiculairement à Vaxe X qui est Torigine des angles ^ , lequel est en un même point dont la distance au pôle o est égal à : aifig* k)-
31.' De ce que toutes les transformées de la spirale hyperbolique sontîdenliques et sont des droites y on en conclut que la spirale hyperbolique est une courbe rectifiable.
^^33. Cherchons Maintenant la longueur recliOéed'un arc on' de spirale hyperbolique. : . '^
Pour cela , nous amènerons la transfermée A/ en la posilion A,' en nous servant des formules :
X = X,COS<p + Sf,Stof + a I
y=:a*.8inr— y.cos<p4-^ I
Substituant les valeors de^^et^f , données pa^ les équations ({7) dans Téquaiion (16), nous aurons :
or.sinr— lf.oosr+6 4-««'(x.cos7 + y.8inr<4-«)=*
on
a\ Wn ? + tw'oosf ) + y, (m'sln f — coif ) as « — € — «f« ou
* ' msiof — cosf ««mf— coif
Identifiant terme à terme les deux équations (18) et (15), tm aura les éqna-
tiens de condition :
sinr+m'oosf bO (1*)
et
m'sinr — iXJSf réquation (19) peut s'écrire ainsi :
**"'^ + ■ ' **' > 0, 4'«ùI'«o a t tangf = ~ m' (91) Ki+iai«> Kl-|-Uiig*f
réqoaiion (20) peut s'écrire ainsi :
\V/l + langV
Remplaçant dans Téquation (22) tangf par sa valeur donnée par Téquation (2i). on aura :
ou
m'« + ^-a=:^V/.m''+l (SS)
Ce qui nous apprend que Ton peut placer la nouvelle origine des coordonnées partout où Ton voudra, pourvu que ses coordonnées a et 6 satisfassent à l'équation (23), et que Ton pourra toujours, Tcquation (23) étant satisfaite, amener la droite à! à èiro parallèle à la droite A.
33. Mais, si Ton supposait , comme dans la fig. Ar, que la droite A ne soit pas parallèle & la droite X, et si dès lors la spirale hyperbolique Savait poar équation p (cd + m) =3 a ^ la droite A aurait pour équation :
y + mx=sia (24)
et la droite A. aura toujours pour équation : y + m'xzsza (16).
Alors, en idenliiiant les deux équations (18) et (24), on aura les deux équations de condition :
mCm'sînf cos<p)=siO7-4-m'€0Bf (9S)
réquation (25) peut s'écrire sous la forme :
m (m'tang f — 1 ) r= langf -h m!
d*où Ton tire :
tang r (mm'^ f) = m'+ M
d*oà
m'-|-fli ,^^
fiifii — 1
L'éqoalioo (26) peut s'écrire soos la forme :
m'&aogf— -I
Mettant dM«r<ivMi0n (28) la..«9lflpr aelan&sJfcjite »r. r^HWm. (27) , oa aura :
et nous retomboD&ftur un résultai toQL è fait seioblable à oelui que iiaus«aTioM trouvé précédeitiment, savoir : que Torigineo^'est indélerminée^ eu ce^seos qyttr. ses coordonnées a et 6 doivent satisfaire i Téqmilioo (29).
34. Le résultat auquel nous arrivons est conforme à ce qui doit être, et né doit pas nous surprendre; en e&t^ une fois qu'une droite A/ est parallèle à une droite A, on peut la faire mouvoir parallêtement à elfe-mème pour la transporter surladr^Ue.Ai diune* infini té de manières..
iSk» Tfbts vttf an done (fiie kf nétliede figtmrwnttfoi noBfta'pennv v dauatei cas der.te spirak é'AKfaâaèdtt deeoMiraire Vareila fa* pantanlè (flMBsCtenéB^i qui était égale en longueur à un arc donné de/l»spintai ë'JMlMiMe, m mmmmi enoiélauL Noiis.aainme8 doac foreés^deofeecahar unecatttedfOiéUKicta pour le ns pajTtkuXier deJa s|iiraie bjperlKdîqae^
36. Remarquons que la courbe d^éiasit.arrâvisc0'l[^ apséswioié tiwmétfufeuif du pôle f la tangente A est venue en A/^ et qu'en toutes les positions que prendra la courbe i en tournant autour du point o , la droite A prendra des positions correspondantes qui toulknif posmmnt par le poiwl q, f^^étaiit égaVàob
Cela posé :
37. Lorsque la courbe 9/ reviendra (fig. k) en la position 3] tè point a, viendra se placer sur le point a y le point a, tournant autour du centre o; et la droite A/ viendra se placer sur la drtwtc A , le point a/ venant se placer en r sur la droite A, ce point a/ ayant tourtté autour du centre q.
Dès lors il est évident que Tare a,\ de la spirale h jpefboKquO' aura roul6 sw
la droite A/ en se développant sur cette droite d'une, longueur égale à : ar.
Ainsi la droite or sera égale en longueur à Tare o/a., lequel arc est égal eu* longueur à Tare aa' de la spirale S.
38. Si donc on veut construire fa tongiieur rectifiée d'un arc aa de spirale hyperbolique, on mènera les deux rayons vecteurs ort et oa'; du point o comme cenire et avec le plus petit rayon vecteur m', a* décrira wt cwcio qui Iraiisporlera le point a' en a/ sur le gjfpand cajon vecteur oa ; on unira le point fixe q avec
le point a' ; et du point q comnrcreentre avec qaj pour rayon , on décrira un cercle
^GiHV^afQtU droite^ .4 is^^^^^^ t» «lo^pMAI r^ lOl ita <lMÎte:7a
sera égale à VmrG»rgGÙùi m' dfà l à. 9f is9 à e^ ^
39. Ce qui précède nous démoolre que, pendant que la spùrtffo^isOBéiiit sa tangeaie ,^cctte lan^eBle J^e^Usae pas sur le piDÛil Ave 9. Ifam mi Mirenffrquer que la spirale ifOniFnfanl nmformément màtoiBtÂe sojifik*B^ 'vaiMgeMe m 'tournera pas uniformément autour du point fixe q.
40. Si Ton suppose que la spirale i tourne autour de son pôle o jusqu'à ce que la tangente A prenne la position A en laquelle eNe^seraiparalléie à 4» droite X, alors la courbe d, en sa nouvelle position , aura^Ia droite A pour asymptote, et le point infini de cette courbe i sera^itué sur la droite A et du côté du point /. Et
si Ton a décrit du point q comme centre ^ et avec qr pour rayon , un arc coupant la droite A au point r', Tare infini de la courbe dV^ partir du p9iMa'yts0f%wefté* sente en sa rectification par la portion infinie r7de la droite A.
Mais, si Ton suppose que la xouriie 3 tourne en sens inverse, et que sa tangente vienne passer par le pôle Oj alors elle aura pris la position Y, et en cette position elle sera tangente à Ja nouvelle poeitiott prise par la spirale V-^en soil point asymptote 0.
Si donc nous décrivons <jhi pornt^ comnexentre et avec oq pour rayon (et nous
savons que (M/ = a) un cercle coupant la droite A en un point Ac, la portion rk de la droite Eaeraigale à Tare de la spirale compris entre le poÎDt^' et le pôle ou p(Ani asympiote o. En sorte que Tare a!o de la spirale hyperbolique n'a que Tappafence d'être infini ; cet arc a réellement une lonigueur finie.
41. Il cnest donc de la spirale hyperboli<)ue comme âc6 «#Htt , <;bez lesquelles, la somme de leurs termes en nombre infini est pour les unes aine quantité finie», et pour les autres une quantité infinie.
42. 3* exemple. Soit donnée la courbe polaire d ayant pour équation :
sa transformée A aura pour équation :
Cette transformée sera donc une ellipse ayant te pâle a pdur mnire, et ses axes
(•yVoyw (tans lechapwH dés Développements de géométrie descriptive, les .divers probtoealque iiieias««rocit^réi0itts«nr lfiBp«kB(by|HfboliiiBeen fiaû»'M9ni$téé\ef'lraMerùi»e(en (coordonnées recUngulaires) de colle courbe.
seront dirigés » Tud suiiraiii la droite X ofigine des angles w, et Tautre «olfiiit la droite Y meoée par le pâte o perpendiculairement à la droite X.
Cela posé : . .
Si Ton fait tourner la courbe i autour du pôle o pour prendre la position i^ { Tangle de rotation étant m') , Téquation de cette position d/ 8«<a :
ei r équation de la transformée A/ sera :
et après les rédactions , on aura :
ûnCx^
Nous remplacerons dans i'éqaation (31) x et y par les valeurs
et l'on aura :
« = j:, c« f -f- jr, 810 f + «
sin'f
am'cnuygjn
cosy Sm'sintpcosf
Ssiiivcasy
. / 1 , in"\ .
6cos^ 2m'^ sin <p
Sm'a*;
ssO
SS
Il faudra maintenant identifier terme à terme les deux équations (32) et (30>
13: Hais si l'on examine l'équation (31), on voit de suite qu'elle appartient ii une ellipse concentrique à l'ellipse A.
Par conséquent, il sera inalile de changer f origine de place pour reconnaître si les deax ellipses A et A.' sont des courbes, identiques, superposables; il suffira de changer les coordonnées rectangulaires X et Y en d'autre^ coordonna rectangulaires X. et Y. ; dès lors l'équation (32) se réduira, après y avoir fait « =0 et 6=0, à: . • • ;*. .
2m'oMf.8inr
2m'sinf oosf
m' oos'f
Pour feire disparaître le terme en'o^.y. dans réquation (83), nous poserons réquaiion de condition : ;. .
Cette équation peut se mettre sous la forme : ' .
/l . 'm"\ ^ tangç m' , m'tany'f . ' ''
Ung^f .y + tangT(^5: - jî H- y; - jî =
tttg^f + tailgf .;jj;(^^ - p + -^; = t
OU
ou
d'où l'on tire :
et Ton aura , après réduction :
•4.i*+igt|»-4+ii44.2a"6'
ÀÂ. Les coefficients des carrés x; et y,% après y avoir^ remplacé costy et sin (f par leurs valeurs en tangf seront :' * '
Pour «/ ; savoir :
■ 5^\ , tang'ip Sb»''«" >g?
* J 1 + Ung'
ki
C^Z en cemptaçaat dans les expresslo*». -rr •• Tp » •«•€?-?•? «a-^wfeur fMjU
o^awrdilés «aleai^ de» demî-axes A el B de Telliiise A,\ et il est facile de voir^ 'SMS'^eiiapepvIuS hm les ciifc^k, f^ qes deipî-flws A et p q|e seront |iK)\iil ^ux
aux^eaura^^s a et 6 de TeMipse A. ' -
' ^45. Ainsf^ pour la courbe {U>la ire dont il s'<^^ [es diverses iransferm^es ^nt
dfl^tilipittèyant toutes Ipème centre, fnais n'étant point de« courbes tdenliqueB, - «i^possJ^I^B. ^
' 4^ ' <M& <^ <|^Hi<^ % MW%JVW>n» (eQ!xiumi(«e. la ^^1$ 4*Arçl)ii9ède gl la
spirale byperbcjltqne jouissaient lune et l'autre de la ppga^A^ rçmarqqaW^,
. sav6îr : que to^|es leurs transformées en coordonnées rectangulaires (d'aprésje
• premier rai^de de transfpmiaîîon 1 $taîeol des courbes i(ien«k[ues , superppsables.
Il est évfdent ifue la clM|onférence d'un cercle est encore une eourbe qui jouît de la même propriété , puisqu'elle sfitrt^qtim wivajot sd, langenie-
iinfit , nous connaissons trois courbes polaires : V la circonférence du cercle , <r la spira* hyperbolique, et 3* la spirate'd'Archiojède, jpour'^le^quelteS tqates leë trtinsforinées sonl des courbes identiques et superposablés; pour les détix premières, ia transformée es4 une 4i?oile qui le^r est tangente ; pour la seconde, la transformée est une section conique qui eé une pàraUilë.
Mais n'y â-l-il que ces trois courbes polaires qui jouîsse#de cette propriété?
5 VI
Pour^ésoodre c^e qoettion , ^ai a'esl f|^ sfiis iptér^ (vu les appïi<àHioiis * a«x engrenages, que no«8 allons faire, ci-aptès, en uûlisam lès propriété» ^éo- ' métrique^ des spirales d'Archimède el hyperliolique), w devrait déle»«|iapviW ^ Vanàlusef (fuelles sonl les courbes pour lesquelles les deux équations ;
tf=:^xst»f--ycosr-f*^ •
ir m
îrlrtnfîfliiri
J'abandonne cette recherche aux anatyflti, car elle est estentleUément ou do- -maîne de Yanaly$e; les problèmes de ce genre ùe peufrent être résolua^^uè pir la
t VII. *
^ AI. Eri examinant attentiveiA^m lin ffg. /, 4li ¥64t ^M filéTne iqfiiTe ta t;ofuri)e ;M>laire S peut-être considérée comme Fenveloppe de T espace parcouru par sa (raosrôrnhée en coordonnées rectangulaireBf . J ^ * '
Oa voit dofiCy d'après ce qui a éié dit ci-dessu^, que les courbes polaires qni Mront mftiM iMgueur d*arc que leur iransforinée , devnMM être Fenveloppè de l^espacc parcouru pwf une eouvbe de forme cônsftiflÉe.
Mais la loi du mouvement de Tenveloppée (conslaniede forme) ne sera pu aHjiîtraîrQ ,.poHf que tt propriété des arcs égaux Mbsisté. La loi du mouvettiént (^Mni jette une de telles que nous avotns précédemment établies. }
48. Ainsi, par exemple, lorsque la loi du mouvemeflt de Tenveloppée sera Mie que celle que rous avo&s reconnue exister pour la parabole transforfliée en .Mordonnéos rectangulaires de le spirale d'Arcbimèdet il sera Amie de trotifl# l^oation diRërentielle de la courbe polaire cnveloppet «I ea effel : ^
Soit /c^Y 9)=^^ ré^uMioft de l'en'velo'ppée.
' t^ différentiera «eue éc|aatiott^ ei Ton au>a :
dx ' dy ^, "^
e#4HiÀ ee4le équation dtffcr^entielle t on rec»placera « par f ^ cfx par c/p , g pifef (4^ ,
et t% par (frcfeu •+- tûdç) , et Ton aura Téquatioa diffsr^aiidle (le toutes les o^rbe«
peteîres qui pe\ivetl« ^e ^env^aiioppe de l^^ace parcouru par ujsiê ewtlop^
eenstonte de ferme, et so^inniise à une toi de mouvement id^^iiqyieà celle qnidi'*
' née le oiouveitteai de I0 parabole p«ir rap(ft>ri à la ^)irale d'Ârcfaiméde.
Vérifions ce qui précède par un euea^ple
•Soit x*^=ay l'équation de l'enveloppée. ^
Ijn dilTérentieat) ce trouve : 4 , ^ ^ *«
awte?;=e(ftf
flempYAçaVit ôà^d^^^yêg |fti^ leis vale«f8Mâ4i^ué0« d-d^stis, oH tlttâve l^éqtti^ t^on diilérenliellc :
dont Tinlégrale * '. * •
. sera Téquation en coordonnées^ pilaires de la courl)e enveloppe cherchée.
Cette ioCégrale est :
(en négligeant la constante arbitraire C, ce qui évidemment est permis d^s ce cas 9 puisque pour p=:0 on a q»=09 et que par suile^on a Cs=:=0); et Ion retrouve bien Téquatton de la spinde d'i
^{Uir-^t
' § Vin.
60. Le premier mode de transfonDatioD , que nous atone examiné % I , n-esl l'un cas particulier d*un mode de transformation plus général , et que je vais
SùiKJig. e) une courbe polaire Jajfant pour équation /(p, q>)=:0, le point o étant le pôle , la droite X étant l'origine des angles a» comptés de gauche à droite, ainsi que l'indique la flècbe.
. Prenons sur la droite X un point o. distant du point o d'une quantité a. Cela tàhf prenons sur la courbe i une suite de points m^ m', m"', etc., dont les rayons vecteurs'seroot respectivement p\ p", p"', etc., ces rayons vecteurs faisant avec la droite' X et respectivement des angles fùj^m'^ ta" 9 etc. Du point o comme centre commun , décrivons des cercles C\ C", C'"f etc. et respectivement avec les rayons p^ p\ p"\ etc. ; c^ cercles couperont respectivement la droite X aux points q% q\ q"\ etc.
Cela fait ,^u point o, comme noqveau centre commun , décrivons les cerdés ly, K', D"\ etc. et i;^spectivement avec les rayons q'o, =p' h-a^, çV =p" + «, q'"ot =p'" + a*> etc. Puis prenons sur ces cercles D', V", 0"', etc. des arcs 7V, q"x'\ ^" V, etc. tels que Ton ait : arc rectifié . q'x = arc rectifié. qW] arc rectifié. q"a>:=arc rectifié . q"m\ etc. Les divers points x\ x", x"\ etc. détermineront une courbe A qui sera la transformée de la courbe d» et les deux courbes d et A coti« peA>nt la droite X en un même point m en lequel elles seront tangentes l'une k Taiitre.
51. L^quation de la courbe A seraisKsile à trouver ; et en eOet :
Désignons par X un, des rayons vecteurs de la courbe A» et par pt langle que ce,
rayon vcci^r X fait avec la droite X; #n aura , en se rappelant que le pôle est le
point o\ :
p = \-^m et «ip=s:pX
De ces deux équations on tire :
pS=X— •• et USS-^— y.
SalmtUoaot ces yaleurs de pet de a> dans l'équatioD /(py«»)s=0, qui est celle de la courbe 8 , on aura :
qui sera Téquation de la tranrfarmée A#
1 IX
52. Si I au lieu de chercher la transformée A de la courbe 9 par rapport à la droite X, on cherchait la transformée A' par rapport à une droite X' (fig. 1) pas* sant par le point m' de la courbe dt et faisant avec la droite X un angle ai', on devrait prendre sur la droite X' un point fixe o/ qui (distant du pôle o d'une quantité f^') devrait être considéré comme étant le pâle de la transformée A^ et faire , pat rapport à la droite X' et aux deux pâles o et o/, des constructions analogues à celles que nous avons exécutées ci-dessus § VIII. On construirait dès lors par points la courbe A\ laquelle serait tangente à la courbe d au point m^
53. Pour obtenir Téquaiion de la transformée à\ il faut au préalable trouver l'équation de la courbe d, en passant de la droite X à la droite X'^ comme origine des angles ça.
Or» en sait que dans ce cas Féquation de la courbe d sera , en désignant Fangle w' (qui reste constant pour toutes les constructions subséquentes) par n :
np, K + n)] = (1)
Il suffira donc de remplacer, dans cette équation :
p ptr X— a' et «. pwj^^jjp et l'on aura :
qui sera Féquation de la courbe A'.
54. On voit que si Ton cherche les transformées A, A'» A", à"\ etc. correspondant aux divers points m, m\ m\ m"", etc. de la courbe polaire donnée d, les divers pâles (nouveaux) o.» oj, o!\ o"\ etc. pourront déterminer une courbe non arbitraire et dont l'équation sera évidemment :
Téquation de la courbe i étant :
fiff^y^^ (i)
De sorte qu'à une valeur de p prise dans Cé iftî o ^ i ■ ■■ Km | Wi bn mte ^Ê J om , de u qui , sabstituée dans léquation (3) , donnera une certaine valeur pour le rayon vecteur a.
Nous désignerons la courbe polaire doat Téquation est (3) par B. Ainsi la courbe B sera le lieu des pâUs des diverses transformées A^ A', A^', A'^'i etc. de la courbe poUarire dMttee 8».
Btt. b'tfnès ce qui précède , on volt que Ten peut prendre arMfrafreiéeM ttt Mniht pdkaire B, «t quii diaqtie courbe B, nouvelle , cerreipMdbevit 4e$*fMiM^ rorméesdffiërenti» A. , A^, A/\ AT'* etc. de la ooerbeDoVaire doMrée^.
On peut se proposer la solution du problème suivant
Étant donnée ««e courbe ppbire i ajanl pour équation : /£p, («^ -|* it) Jc^O , reconnaître si cette courbe aura toutes ses transformées A» A , a'\ etc. identiques et' superposables , pour uaie certaine courbe B, lieu des ^pôles respecUie 0,9 o!y o'\ etc. de ces diverses transformées.
57. Ce problème, dont j'abandonne la solution aux analystes , nous conduit^ à connaître les courbes polaires f et A qui pourraient rouler Tune sur Tautre, Jusqu'à présent on ne connaît que le cercle d, ajant \e.p6le a pour centre, qi& jouisse de la proprFélé d'avoir pour ses transformées A , A'» A'', etc. des courbes identiques et superposables; let cela lorsque la courbe B est elle-même un cercla' ayant aussi le pôle o pour ecnlro ; et dans ce cas , les transformées A, A', à!\ etc« sont des cercles identiques ayant leurs centres respectifs situés sur le eerde Qi» (Voyez la Wg. m).
DEUXIÈME PART
AppUoAlîoBt de oe «|iil préoède à la emi|#lmeUoB de deux noa veaux engrenaget.
Les deux engreneges dont tious attons ex|K>ser la cônstYubtfbti , jOtAssmt dé hi même propriété que les engrenafges de Wiric ; ils crut un Trotttement de rotHèmenl et tes deux dents en prise ne sont en oontact que par wn sèal point.
Mais le mouvement de rotation de Tune des>roaestfent6es-étant otiHbrîne xt^U^
dant ((ue deux^deols se conduiseatwf le moiutemenl 4<^ rotia^n do h seconde rwe dentée est variable; en sorte que dans ces sortes d^engre^ag^ésj^ deû^ ou j)fusiei|rs deatQ de J*une des couesi ne peuvent ^(re.en prise<dv£c Heux bu plusieurs dents de l'autre roua, il ae peut jamais y avoir (j^u'une saûlé dqnt en ]M;f|^,.ët aussibAt qu'elle q^uitte^il faut que la dent suivânie se mette immédiatement en pme pour îjuele mouvement de rolaiion puisse se continuer sans înterruptfon.
Ce mouvement de rotation varié de Tune des roues ( le mouvement dé rotation de Tautre roue étant uniforme) recommence à chaque nouvelle dent en prise ^ de sorte que le mouvement de rotation de cette roue est périodique de dent à dent/
On pourrait donc désigner ces deux engrenages, sous le nom d' engrenageê à mouvement , de rotation , varié et périodique ou pérhdttfuement varié.
SI
Premier engrenage dam lequel les axes se coupent.
88. Si 8or un pfan {fg. n\ nous traçons une sprraîe dTArchîmède payant ?e point o pour pùleel mae parabole il tangente enaà la spimle d^et pas^nt par le points, son sommet étant en s et cette parabole étant la igtMsfarmée de lu vpirdle^, mi w»l et Mlle :
Qoâ si. le phm èê la spirale peut prendre un mouvement ^retation aotovr ^éér poml oy la parttbi>te à en glManl sur te point o , son axe infini- restant pendant ie mouvetne&t parallèie à lui môme, conduira avec tm freitemf^Btde: roulement la spirale i en la formant à tourner auteur d\i point o»
St lorsque la spimtajaaiii pris la positieti ^, , I» paraboh»^/kéiMil'veiimeitll. , «I :YOtt 4|oe : V le a^nuMtl « de À aer» venu en a', ayaot paroeuftr Kere m'' de 4a psrshalet; 2* le point a' de i sera veRo en a/, et le poini etée-99ent vennea dr,^ lespoÎAts^aet «^ ayant déerit des arcs de cercles autour du pemC 9% 8* le poînto 4le A sera ¥enii en 7, et le point r de Â sera venu en «/;. en^ sorte que Tare ar d^ la pamliole A se serai dévele|>pé en roulant sur I arc W dis la spMite*^.
6&« D-aprèaeeqiiî préeédet mi veti que si Ton ne oonsidère^iiis l^hMonde-lh liarriMle A.61 ïm^ ma^ deJa spirale d, «es dtiii ares se^«iid|iiro»f Ton- ra«t#e par un frottement de roulement, Tare aa' de d ayant tourné autour du psMS49 d'un an^e «» el lare m de 4 a'étant ma parsboUq«oaiaaC} et pasaMNesMot ^ la parabale ^, la qnaniHé de Iraasiatieii étantTâ', =s w^.
U est bien évident que si Fon ne considère que le point de ddj^et le pelil d*arrivéey on pourra supposer que Tare ar de A s'est mA parallèlement à' la droite
IK, b<|«dk eM panlléla & h droite D qm luiit les sofluiieis # et / des pinboks de départ à et d'arrivée à\
90. Oa Toit donc qoe si Toa prend : V une r^;ie (/^.ç) sar bqaeik on trace des ares éqoidtstants de paraboles égales A, A. , A., eic^ et 2* un pbleao looniant U^9* P) ^^^ l^uel on trace des arcs éqaidîstanu de spirales égales 8 , 3,^9^ etc.
La régie, en glissant parallèlenient 4 la fléclie/(les deox droites Xet X. étant supposées superposées), fera tourner le plateau autour de son centre o.
Engrenage à crénuûUére.
61. il est évident que Ton a dans ce qui précède tous les éléments d*un engrenage 4 crémaillère, dans lequel le frottement sera de roulement, et pour lequel la vitesse de rotation de la roue dentée étant uniforme, la vitesse de translation de la crémaillère sera périodiquement uniforme, car pendant que le pointa' de A se mouvera pour arriver au point a/ de A. (fig. 9), son mouvement de translation ne sera pas uniforme, mais les espaces entiers aV«, a^\f etc., seront parcourus dans des temps égaux.
62. Pour achever Tengrenage , il faut habiller les courbes A et d que nous avons considérées jusqu'ici comme des lignes rigides , et il faudra les habiller^ ou en d'autres termes il faudra leur donner du corps^ pour ^n faire de véritables denté d'engrenage, absolument de la même manière que poxir les engrenages à la Wbile, ainsi : en désignant par Q le plan sur lequel est tracée la spirale d, ou fera mouvoir un plan P normalement à la courbe d, et dans ce plan P on aura tracé une courbe A ayant en le point m une tangente I perpendiculaire au planP ; le point m parcourant la spirale 2, la courbe A engendrera une surface spirolde qui Tormera la déni du plateau tournant (en d'autres termes de la roue dentée).
On fera la même chose pour la crémaillère , mais la courbe A' qui engendrera la surface parabolique de la dent de la crémaillère , sera tournée en sens inverse de la courbe A, comme Tipdique la fig. r, et Ton aura soin de placer les courbes A et V dans le plan P, de manière à ce qu'elles aient même ungente I au point m.
63. Ces oonsidérations et ces constructions ne peuvent offrir aucune difficulté à ceux qui auront étudié avec soin la théorie des engrenages de Whlte exposée précédemment. .
IU
Engrenage lùmifmté ét'éatx remet êeatéèi':
64. Si {yig, c) lloA conçoit^un cylindre ayant ^s\générairices droîtë&.:|^aeaîlj^êS'*^ à la droite X« et tai^g^nt à la règle suivant cette drcyte^ X^; Tiin^^iotinra ^nft)u]er.tà ^ ' • bande de papier DD' j»ur ce* cylindre , et Tqn o^tieiid^a tik|8;G0iirb(néà>kiii^ courbure ^ qur y lorsque la cylindre pafaboles A ,:!.•, ^ ,^etc. ; et ii est évident •le place tangentiellément au pfetfeau tour /cylindre eiMournant autour de son axe borîzontal A/iesa tourner le^^ale^-is^ ^ * 'tour de son axe vertical Zt - -/•'•. *^ ■ • ^
Et les surfaces des dents du 'cylindre , jaihsi qtie* le% si/rfat^es des q^s ^du ^ - ; plateau étant «construites comme poift les engrenage%de:>îV3&ite,ion àurti,*uii ça- . * •
Ire 9 et rgn olj^tiend^a ae8;G0WMSé«^^^ . .
sera planiGé, se transfortneropt,e4l0 fàc^'-^ . ' ». évident ^que si Ton preiid .c^cyljiftdrë;. et qdtoflt u tonrnalit, comme rîndique. W ()î^/o >,'«*•" /.
^û^ 9 et arnsi dé suite ; et de telle'' i^oVte que jebiaittu d,enté touAiant unilbr^ ^ méifient^aulpuc de son axe Z , Ja roue cylindrique^ prendra 'deux rnoo-vemepts^ \ '; > . Fun dé rotatioQ autaur^.de son ^e A indique paf la,îlèchVG, et Tau trèfle trana*- • laiion et parallèle à cet axe et indiqwjé par la flèche/ ifig. o).V^dsikl quê^deè dents () et A se conduiront, le mopjreipent de translation^sera varié ainsi que le
mouven^nt de rotation du cylinàre denté. • " \* '..•••'•
65. On Voit donc c|ue par cejDt^yBA oq peut t(ansm«tlre un mbiîvement de rots^ -,
66/ Ri^n n'empèclierai> d'enrouler sur un cône le plal^^ (consii||^é coidme'. 'liite feuille dé papi^r), alors on o&tiendrait un en|#enage.comgosé*d'vQe roué . coYiiqué et d'une roue\;ylindriqué; Taxe du cylindre serait ^al(v*s parallèle à'uiie% génératrice .droîuS' du' cône^ et dés lors les axes des digux roues ^entéetf ne se ctqperaient plus sous Tangie droik Les propriétés, de cet engreoag)e seraient * identiquement les mêmes que celles, de rengrena^e^précëdenk * • . 67« Pour que» (e mo^vemém de rotation puisse sé^contii]|^«er non pas indtfini^ • • ^meni^ car celsr estiiftposslbi^ dans ces sortes d^edgrenages^ mafe ddibanièrei Ce pque je cyl^drepiûsse^fiiM^e* plusieurs révélu^i(SDs autourde ^n>xe, ob ne peut pjilpr^dV^JIpVliânvàtreite'ce^^^ , *^ ' ^''V^ *
ft »
. art omicra dpiio«U|ipo»«f^V8 4»«»-' . ^^. iiii.fi —m
«ii-dégigwwppBrKte
il.>çoS7sc-dii.
l'é^uaiîoa:
' ^ -T~fftii»r - . f
2* Une roue conique dentée h sa surface convexe ^ conduisait une t^iéiiitïUÔP»
*iJf&ftr.. 0h;*re-p?u^ pas fâife cancfuîre- xm plàiéau iSlenlér par une ^crémaîttêre' draite^'parce que les dents ne pourraient pas se dégagerfes unesde&arotres, dpléif' qi»^^ atirarepl cé88éM*être ejt prUe. J \
'"' ^;' Remarquons que dans tous ces engrenages fë point dé contact ,àeB/iÉm^ . dents en prife se meut sur la d'roile X , par laquelle se mettenten contact lès sur- . . fecei coniques et cylindriques; ainsi il arrive ici là m6me chose que pour {es engrenages dôWhiie. • -
71*. Remarquons encore' que les distances du^iointula contact au^ deux axes '. dès «rgues dentées^ pe sont point dans on rappoi} constant /car la^ distance âh' print de confacl- à Taxe de la roue cytimirique^est toujours Isr même j quelle que; Mit là posiMonde ce poinrdè contact sur la dl*oiteX', tandis f|ue la distance dtr • poibi de centact: à Taxe de la roue conique varie de grandeur à" nieapre que*oi * . poihf di&H»ntQct s'approche ou s'élOîcne du sommet dû cône. ^ , * .
Le*^rapp(Hrtr des vitesses ne peut- donc pas être constant, et l*6iï^ort dés Ibrr
. jwnirquoi lé moavement d^. rotation de IHine des roues dentées étant ùniïprme",
ié'ewû^vefknent dé rotatioq de loutre roue* doit èire^variable. ' ^ * *
lu. •Nous devons encore faire remarquer qucle cylindre devrai) a.volr une icth";' ' l^eulp^indéfitiie^ peur^qoMé^^uOTOi^emeiTtdéHroiati^n'pui^s^ coittipyer indéfi^i-r *
* Par conséquent ces engrenages ife ponrront être employés qtaé^pobr ^és ntdu-' pemmtv aUeme^p de im^jèoo» éé> b^ noué eonique^ iftquaHe impftme^-des ammi- • yéso^h^g^^hie^^ c]flimlrique,.etd^ plus^i^riffieT^
. ; ||^& te«n[^ UA . mw vemeol de mreirnieni à Taie, de la. roue cyjindr iq iws« . *
Deujnème engrenqge dans lequel les axes ne sont pas situés dans le^ tnéme^plan* -
jk ••
jtôiol a fiauii f^ ^QU^ur p€|iiu.>asim lU^ . droite. X.paftsapts^ te point
^^*u»^.taA|^aie:4»2^u^ppiiitidïe|^ iMqp^.La.xirQib^XQaupd ln^ qoucbe d^ 4f tiufi. droite y pa$«iQi«||arJép4Mjit|iO^^ PAWWdiculjûre à la^dirmtç X., ei.cQMponJlla U^lr
§«te^'ib ett 'imipoiAiî9v^^*^*<^*>>^ Ç^^V^I 1^ point-oi pour oMre obii^piuf
nj6n^ ^4t no eerde €' d^ini raytm ariiitniret.niats^plHft peiit ^e mt>y ^ini lê même 4y>int o pour centre et coupant la spirale i&t\ivk point a"» ' v * ^ /
\ .GélaVaits * * ! .
Si nous faisons tourner la courbe d autour du poinl o jtisqu-à ce t)uf lejpoiaj^^' fienaie en a/ sur la droite S , cette courbe d aura tourné d'un ânglè^y À prèndwi Irposition 3,. • .'*•..
£t si pendant ce mouvement la courbe i a entraîné avec elle sa tangente ii, eeltedroitc vicncira prendre,* S la fin du mouvement de rotation, la î)osition Ât^, en; laqifelleeUe sera tangente à la courbe d; au point a/; ainsi la*dkpiie A peut être iDonsidérée comme apnt décrit autour du point q, un angle 6. : . ' ; •
Si donc on suppose qu'au delà de la droite A se trouve une droite A, tahgente/ i la«spirale d, au point p, cette droite A, faisant avec A un angle 6 et'pas^ntl^ussf v
par le point 9, les arcs a a, et a a, seront égaux, et dès lors en faisant tourneriez v
rayons A., A , A. , autour du poinl q^ ils conduiront avec uit Trotteniem de rcmle- ' ' * * '*/inént les courbes d., d, d., en les faisant tourner autour du point o. * *
; Mai^ comme les vitesses de rotation étant supposées uniformes poilr Iei5/;)0ur£îes . < \ * }èjM seront p%i uniformes pour les droites A / il faudrsp que pendâqt qu^unie des / "tangentes A <^nduit'rune des courbés d«, oo'est conduite par elle , l^aautrbs tan- -'-
gentj^ et cdurl^ liomologues ne se trouvent point en contact. Or il évident; par ' • ' f Je-ipacc^graphique et tout ce qui a été dit dans la première partie de (feœémoirèt * /
gu^j^la aiyra liev . . ^ • • . • •
. ,. Xà/'V43Iù9 que fè mouvement^de rotation puisse se continuer indèfiniroeiK » il ,^Ujlfaiiri|ue.raFc paesurant Tangle y soit^égal à *-, m étant un nombre entier, *
ftt il faudrait aus*si que Tare mesui|int l'angle 6 soit égal à -^, n étant un nombre. '
^ . entier* Mais tomme les dents <Jt)urbes el droites sont enchevêtrées les unes dans * jes autres, et de telle manière qu'elles ne pourraient se dégager l^s unes des • «' . atflre^ tant que Ton voudrait les coi^idére/ comlhe placées sur deux plateaux'cir^..^ '• ^ . eulaireset horizontaux, Tun tournant autour du poiol\>etraul|'ë tournant autour du'point^, ilous alloi&s voir qu'il suffira de prendre l'angle 6 tel que Ton ait f
EteA effiat^ potfr .gue les deh&, courbes i ^p^issent se dégager de» dents droites^* ou fl(pws A , 41 suffit de s'arranger dé manière à,c^qu*elies ^asser^t au-des8ous^do , plan des droites A avant et après le contact ^ui a Jieusnr là droite X« ^ ^ - * Or c'est ce que l'on obtiendra eti pljai^ je plan cyralaire sur foqoel sejrou^efti
tracées les courbes 9 ^ sar un cône ayant son sommet au point o et qui sentit tangent à ce plan tout le loDjg de Ja droite X. On déterminera ce cône de la manière suivante :
. Ayant tracé la roue plane* à flancs (fig. i)» et ayant dès lors tracé les divers rayons A 9 A> A, ,••• tels que les angles 6 étant égaux entre eux 5 on aura :
fl.tss360%
ôû tracera la droite X et on flxera le point sur cette droite X, lequel sera donné* par le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 9 sur cette même droite X«
•On tracera la spirale hyperbolique i avant le point pour psSte ou pour point ^ssympiotè, peite courbe d étant tangente à la droite A au point a en lequel les à{p\ies A et X se coupent. - /. :
Du'point comme centre et avec oa/ pour rayon , on décrira un cercle C cou- ^^nt la courbe 9 au point a' ; et Ton remarquera que le point a/ est celui en lequel se coupât les droites A, et X.
Cela posé ^ on cherchera le rayon d'un cercle qui serait tel que sa circonférence
«era égale à p ibi3 Tare rectifié a a/.
Et ainsi dcsigiiant oa/ par L, par R le rayon du cercle cherché , et par d la
longueur de Farc rectiflé aa/| on aura :
2ir.Rs=:p.li
d'où :
2ic
"l On construira donc un cône 2 ayant i* son sommet au point o, ayant 2* le .plandes droite A poui^pian tapgent tout le long de la droite X, qui sera Tapo-
. thème de ce cône 1 , et ayant S"" pour section droite un cercle du rayon R , ce
: , cercle passante par le point a, •
• , Cela fait :
Supposant (fg. s) que les courbes d., d, d.,.*«. sont également espacées entre
elles , et que les aKS a! a, aa,\... de la fig. (s) sont égaux entre eux et à Tare a.V ^dè la ftgl (1), il suffira d'enrouler sur le cône 1 le plan sur lequel se trouvent tra- • cées les courbes i , et Ton aura Sur le cône 1 des courbes i double courbure qui
conduiront par^h rrottemontde roulement Jes raypns ou flancs du plateau dont
le centre est en a; . '
;.75. Jl suflSra d*Aiift(//er les courbes du cône 2 et les rayons ou flancs du plateau, *de la même nianière qu^m* Vjà fait pour les engrenages de White , et Ton obtiendra
itfr norufli tikgtefmfi^ yfrèC^ttiw l t 9t ra«1râl«it'eC «olff|toêi ^R ffféfiMirtfMlS et d'une roue conique dentée ; et dmis cM eiigfeni^ (M ne&^M'. détient fiaififf I wtoés dans un même plan y dém ttenfs lieront cir ^tr^'iKf sé^Km^lierant que
I par an ponM, «tie pofnt 4e.eofiflaet aè mouvra sut ffr-droke'X, dreHe mirant
ï laquelle sé'ItoucfttEnfit^le'etHH^'Sel le pt^ • .
[ 76. Il est évident que la roue conique tournant uniformémeqt , le plafeau aura
«n aouvement de rotation variable ^ car si' t/^- «) on considère un point de oonlact i{.da deux d<mta en pme^ les di$iances«de ce-point Of iSavoir : aq à Taxe Q gerpeoiticid^jtêâii. plateau et passant par son centre ç» et oft à ra:ie du cikîe £ et.pagsMU^py sonjsommeta, ne seront point dans un rapport constant lorsque tenfiwa varier la .position die ce poîoLa sur la droite X {*).
n. Il est encore évident que cet engrenage ne peut donner jpn^euiie vanécé comme Tei^itenage précédenL II doit ëtreTangé dans la classe des engrenages .. iy>éjpaiIIAfe.cir<Hriaige yH est seul et unique deeon genre* * •
Nous allons dans cette troisième partie donner la constniction géoméurique âe$ 6xct*nlrrqUes'destfn8s à'tracei' rl^sar un plan et '2* sur lasuiface eonçave o» cMh vexe, iCabard d'un cylindre et efmiiu d^un^sèfte^ miee»«rtie4dfrtfinwfeééterHÛttéef '
Tracé ^tme courbe mr unemu^qte pbme et redanytdmte.
78. Soient données la droite X et une droite D perpendiculaire à cette droite X et là coupant au pcfini tn'ji'Jig. v)i d'un point 6 pris sur ta droite X et comme * centre et avee en ra^on oni, décrivons un cèrele C; traçons tmecourbe d ïit/bi^ traiV*e et pessani par té point m. ' • '
Cela Tait : divisons la droite D , et à partir du point m, en un certain nominrede parties ^ales entre elles, par les points m , m\ m'\ m"\.^^en menant parces ' . ^Ints ttes paràHetes à tap droite X , nous wrons fes divers poiteUiii, i^, x'% jJ**,... Ae^a^eeUi^é^/ *
%^«M«é^tte te'p<Ahl4ii MimHiofafMêré'COift^
îl'rôïtés'X eiD comme axes dès cobrdonnées , le poiik a/' de la courbeî^ttra iW» . pour aiscUsB et mx* pour ordonnée. *
DVoyttâce sujélla Théorie géométrique des engrenaffêê^ ettes'ff^fVfbp^Miainr Ai gimmétwU
Cela posé : ^
Si Ton suppose que la courbe i se mfiiw parallèlement à elle-même , et dans le
sens de la droite D, ainsi que l'indique la Oèclie/', à mesure que les points m\ tn^^.infV** fiiÉdeifOÉ. m. au p atyé w y - wrh pmM iit, iioitMlw'^ansi et en même temps, les points x\ x'\ x",... de la courbe d viendront passer par les
Et si Ton dente le cercle C et la droite D , de Ruanièfe à. formar wt^ MgffenajBii crémaillère, pendant que le cercle C se mouvra wi|S[MWteeiii| teiwAmaîIltire D jP^.4[nâuvfaMssi wifarniémmk
Celïl posé :
$i L'on dÎYtae W cereleC 6n arca égûu]( entre cvx , tm*,,*!^, «V,— et de
•manière à ce qu« Ton ait mni =; are rectifié mn^ on voit de suite que les points vgl M 9', m" et n'vW" et «%««• vimulrout sueoeaskvement aa supwposer sur le ^ïkVm^ parce que le cerde C ek la droite D sont te& lignes. priMÛltMi do \*Wr grenage à crénuûUère^ et que le cercle C et la drQile.D8e.c0adttis«atdw lors par un frottement de roulement.
Gela dit :
TniQons sur le plan du cercle C les divers cajfOQS a», W, ni^'Q W ^WMim respectivement sur ceâ rayons les distances :
/ t f il n // in lit ilf
les divers points m, y% y^j y'^i*- détermineront une courbe jieftrtre ou excen-
Et il est évident que si la roue dentée tourne suivant la ttèébef^ et force la
.erémaillére km nwftvoiv Misant l»flèohe>v les pom^tmmoiofpn^ém^ùathÊ^
et^ viendront en même lemps se superposer sU^ la dreiie &; et ^u'tîaw ies.poàiUs
x' et y' viendront se superposer sur le point p\ x" et y^ viendront se si^ej;|MMr
sur le point p", et ainsi de suite. Ce qui précède étant compris :
79. On voit de suite que si Ton suppose en m un stjile, ou pointe i tracer », ce
styfe sera ou 4* poussé le long de la droite Z par Yexcmrique ^ et dans le sens
indiqué par la flèche/, et tracera sur un plan fixé à la ccémaitlèr^ la courbe d ,
comme Tindique ta fig. a; ou 2* il sera poussé le loqg; de. la droite X ^r le 49a-
' fHàre i et alors il truera sur le plateau tournant Kla courbe^ aipsî i|iie Timl^ue
«affg.y.
J II
Troc^ dune courbe sur utie êurface cylindrique au mm/en de Cexcenlrique* .
80. 1* Ck>ncevon8 un cylindre 2 de ré?olutiaii dont le cercle E de section droite aura Mn rajon égal ^f{fig* x);
3* Désignons par B son axe;
3* Imaginons que ce cylindre étant transporté sur la fig. v se trou\o tangent . au plan (sur lequel est tracée la courbe i)^ suivantia droite X ;
4* Enroulons le plan de la courbe i sur le cylindre 2, la courbe plane se (rtins* formera. en une courbe à double Courbure ^ (fig^x) , et les arca égaux entre eux
tnq\ (fif\ q"q"\.... du cercle E seront, étant rectifiés, égaux aux parties égalée
-entre elleô mm y m'm'\ m'W", ( fig. v) de la droite D, ^ . •
L'angle 7 mesuré par Tare vfuf du cercle E {fig. x) sera donc connu et Vam^ ptitude de cet angle dépendra de la grandeur du rayon p.
Le rapporl^ entre les angles cù {fig. tr) sera donc connu et sera construit gra^ priquemeni sans, difficulté aucune.
Cela posé :
Si Ton place le cylindre 2 sur la fig. v^ de manière à ce qu'il soit tancent suivant la droite X, on pourra remplacer, dans les systèmes ou machines dont les éléments sont indiqués ( ji^. 2^ et a), la courbe i par là courbe l\ de telle sorte que si {fig. z) le cylindre 2 tourne autour de son axe B et uniformément , Vexceu'
trique K tournant aussi uniformément autour de son axe I^ les vitesses angulaires
étant dans le rapport constant - , les points homologues des courbes 9 et (, savoir : «'et 2', n" et V, n " et a'",... viendront en même se superposer sur la droite X.
Si. Nous allons indiquer entre tous les systèmes mécai\iques qui pourraient être employés pour transmettre le mouvement demandé entré les' axes I' étB^ celui qui nous paraît le plus simple '(^). ^ ^.
Le cylindre 2 sur la surface convexe duquel on devra tracer la courbe Ç prendra un mouvement de rotation autour de son axe B, au moyeh d^uoe bague ou anneau denté C {fig. z), qui sera conduite par une roue dentée G' du même rayon porté par Taxe I parallèle à Taxe B est situé avec lui dans un plan vertical» .
(*) Dans tout ce qui va suivre jusqu'à la fia de ce mémoire, nous n'exposerons que les priiicipe^^^Tapfl»^ lesquels les machines doWenI être consiruites^ et nous n'indiqiieroni^ que les élémeiAà do cet mpcmne^ '
En sorte que Taxe I traûsmeitra par Tengrenage cylindrique G et C\ son moù« véinéni à Taxe B , et les deux axes l et B tourneront dans 16 même sens.
Cela posé :
On devra transmettre le mouvement de rotation de l'axe I à Taxe V de Texcentrique K. Les deux axes I et V. se coupent sous Tangle droit , et les trois axes 1% I et B sont. dans le même plan vertical. On transmettra le mouvement de rotation de Taxe I à Taxe T au moyen d'an engrenage conique C" ei G'", mais il faudra
diviser l'angle droit I^ l\ en deux angles <» et 6 tels que l'on ait : - =: - , pour
que l'axe l' tournant de l'angle co transmette à Taxe B au moyen de l'axe I un mouvement tel que cet axe B tourne sur lui-même d'un angle y.
L'excentrique K poussera ou 1"* une tige ou verge F qui sera parallèle à Taxe B du cylindre plein 1 et dont la pointe m tracera la courbe (sur la surface convexe du cylindre 2 {fig. «) , ou 2* une tige ou verge F' qui sera parallèle à l'axe B' du cylindre creux 2' et dont la pointe m' tracera la courbe l sur la surface concave du cylindre 2' {fig* 6). On ne doit pas oublier que le rayon p de la surface cylindrique est celui de la surface convexe dans le premier cas (fg* z) et qu'il est au contraire celui de la surface concave dans le deuxième cas ( fig. 6).
Tracé fTune combe nar une surface cylindrique , au moyen du calibre.
82. On peut tracer sur une surface cylindrique 2 une courbe donnée au mojem du calibre d; mais il faut remarquer que l'on ne peut alors tracer Ja courbe que sur la surface convexe du cylindre.
Et en effet :
Étant donnés un cylindre 2 et un plan T qui lui est tangent suivant une de ses génératrices droites X j on pourra couper tout le système par un plan perpendiculaire à la droite X, on aura donc un cercle E section droite du cylindre 2 et une droite D tangente à ce cercle E et au point m en leqiiel la génératrice X se ^uve coupée par le plan sécant.
Cela fait :
On pourra remplacer le cercle E par une^roue dentée et la droite D par une crémaillère.
Dès lors le mouvement de rotation imprimé au cylindre 2, forcera le plan T i prendre un mouvement de translation et parallèlement à la droite D.
Dés lors ayant Jracé sur le plan T une courbe i^ elle dirigera une poinie ou
sur le cjliadr^x;âPArQ8ie^«qe'<XM^^ h^êmb^^ésmwêm^ e'MkMîpe
la courbe à double courbure, dont la transformée {le cylindre 2 éttMdlitoriappé sur son plan tandem T)^ n'.est auti^ qw kiMiiriie'|^lM« (flfliMAi«e)f#*
Il est bien évident » d'après ce qui précède « fue la courbe ^fliei|^l éMtemméd j^ue sur la siurfacc.cojptvexe Ju cyliiuii>e^ ei/iêmMfBmrm h— fc» — cowb, jgrf tie rpn cpnstruira «ne xnaahine à tcacer ba^iée aiir S'emipliM àm,caliilme.
Trac4 (fyne cçurbe sjur me glfrfypefikme4t emmtme.
ft8. Concevons {fig. y) un plateau circulaire A tournant autour de $on,|ixe Q. <je /plateau étant terminé par un cercle C , l'axe O passera p^r le centre o du •erdeC.
ïta^oos utt diamètre X du cercle G et une courbe d iy^ p^i^sse par Je jy)îi4 m «I t^ud ia droite X et le cercle C se coupent. ^
.*Ge1alait:
Prenons sur la droite X un point o. , et de ce point o. comme centre et avec o,m pour rayon, décrivons le cercle G,.
Les deux cercles G et C, seront tangents Fun à Tautrc au point m.
Cela fait :
PartagiMl^ «le^MiHtlefC en ^rtles égales entre ëtles par les points m , q\ q'\ q"... et tirons les rayons ç'o, q^'of q"o..., ces rayons couperont la courbe à en les
JPu jH>iAt.o. comme centre eta^ec les «ayons om\ om\ otriT... décrivons les cercles P', P", P'",,,. lesquels couperont la droite X, et respectivement, aux points p, p\ p'\..*
,P#«*l*8WO*5 l^«ârele C, «en parties égales emre <*llc8 jïar les points /, r'^, r^,,,.
et éeiaileioaniére que l'on ait : arc rectifié mr' = arc rectifié mq\»^. çlc. BnsQÎie fnenoBS les rayons or\ o/\ or*** y... et portpns sur ehncun d'eqji
ryc=mp', r"y':=fnp\ r Y"=wtp'">— le» divers poinU 9?, y", y'",.^ 4ôlttPWiîneront une courbe <f. •
Cda posé :
Si Ton suppose que la co.grbe ^ towne autour $le^q jc^li^e p.et dsins le ijpns kdiqué par la flèche f^, elle Torpera le point tç ji ^.eiP^vfùr jOJ^jMidf^oito iéJ»Q$ le sens indique par ta O^che^^^^t si en m4in^ t^qyps Jp WBfil^ C JU>ur4iç Mtpor
de son i ceatJCft: «r du». ItkMot* ÎDéiqiié' pw 1» BMm_^fet de Mite BMiiMère^ <)He te cercle C. tournanl de Tangte o , le cercle C tourne de Fangle y (^u^ee qfoi reykmt aiknièiM^aianîèra4c^qjU6'l6Si4ief€|eft € ebOi r—itiit Tunsig Vautre, comine les cercles^ pcimitifs d'un engrenage)^ la pointe m tracera suv le piat^u tonj^ nant A ta courbe d.
El récipratfuement.
Si là courbe d conduit la pointe m en la forçant à se mauvoir le long de 1a droite X dans le sens indiqué par la flèche/, , cette pointe m tracera sur le pb-teau 4> (tournant autour de son centre o.) la courbe 9.
84. On voit donc sur-le-champ qu'en dentant les deux. cercles primitifs. C et C. j on pourra construire deux machines à trader 9 dont je ne donne ici qti& les éléments , savoir : Tune {fig. o»), dans laquelle Y excentrique $ poussera la. pokite m et tteir fmr fl«0e« silr^ le plateau- tournant P la courbe d; et Tautre , dans laquelle faisaa^ tourner (jîgu e) la calibre; à^W poussera fa* pointe m, et lui fera, tracer sur le plateau tournant Qi la eourbe 9^
Tracé dune courbe sur une surface conique , au moyen de F excentrique.
85. Si Ton enroule le cercle C (fig. y), et toutes les* lignes et points de division qui s'y trouvent placés , sur un cône l{fig- 7:) la circonférence C s'enroulera sur le cercle E*, section droite du cône 2. Les points m, </', 9", <y'",... du cercle C viendront se plaeer en les points t, I', t", î"',... du cercle E, et ces points seront équidistants entre eux, puisque ceux du cerde G sont équidistants entre eux. L'arc mq' d\i cercle C mesure un angle 7, Tare correspondant iV du cercle E mesurera un angle 7, qui sera plus petit que Fangle 7.
86. ITsera facile , en enroulant le cercle C sur le cône 1, d'obtenir la courbe à double courbure J, , dont la transformée sera la courbe d, ce cône 1 étant planifié sur son plan tangent.
Cela posé :
87. On devra calculer le rayon du cercle E, de manière à ce que la circonférence E renferme un nombre exact de fois l'arc rectifié mq' ; ainsi désignant par R le rayon du cercle E , et par / la longueur de Tare rectifié mq\ on devra avoiv :
d'où :
n étant un nombre entier.
Dès loi*8 , pD pdurra employer Tune ou Tautre des deu dîspOMtioiis iodiqoéas (,)i> ^) et (/^. pi).
88. Dans la fig. /a» on suppose un axe I parallèle à la génératrtee droite X du
cdne ly et l'on divise en deux parties égaies par la droite L, Fangle I, B formé par Taxe i et par Taxe B du cône 2.
Or place un engrenageconique (C, C^ qui transmet le mouvemeni de rotation de Taxe 1' à l'axe B. En sorte que les vitesses des deux axes I et B seront les mêmes , seront égales.
Cela fait :
On divise Tangle droit formé par Taxe I et par Taxe O. de l'excentrique (Faxe O; étant supposé verlical et Taxe I étant supposé horizontal ) en deux parties par
une droite L el de telle manière que Ton ait : ^ i=: ^'; on construira lengrenage
conique {C"y C'); et Ton voit que Taxe O. transmettra à Taxe B par Tintermédiaire de Taxe Tune vitesse telle que pendant que Texcentrique 9 décrira un angle a> , le cône 2 décrira un angle y,.
. L'excentrique ^ poussera une tige F qui se mouvra lelong de la droite X et sa pointe m tracera sur le cône 2 la courbe demandée d,. ^ 89. Dans la ûg. X, on divise Tangle formé par les axes B du cône 2 et O, de
l'excentrique 9 en deux parties a et 6, telles que l'on siit : ^ === -. Des lors Taxe O,
transmettra son mouvement à l'axe B, de telle manière que pendant que l'excentrique $ tournera d'un angle w» le cône 2iournera d'un angle •/,.
La lige F se mouvra parallèlement & la génératrice droite X du cône 2, et suivant que Ton voudra tracer sur la surface convexe ou concave du cône 2, on disposera la tige F comme riiidiqueou la ûg. X, ou la tig. p.
90. La première disposition {fig^ in) exige deux engrenages coniques ^ la deuxième disposition {Jig. X) u' exige qu*un seul engrenage conique.
s VI.
Tracé d*une courbe sur une surface conique , au moyen du calibre.
91. Si Ton place le cône 2 de la fig. ir sûr le cercle C de la lig. y, le, sommet du cône étant au centre o du <^rde G, et l'apothème du cône étant égale au rayon du cerdje C, il est évident que le cercle E, section droite du cône, se dé* roulera sur le cercle G, lorsque Ton planifiera le cône sur le plan du cofcle C et qui ne sera autre qu'un plan tangent à ce cône.
Si dtac 1*00 dmie l6 cercle C pour en foire ude crémaillère circolaire, et fti Ton (ieiiltf le cercle E pour en faire une roue conique , on délerminera unjengre-' nage à crémaillère « cl le système sera tel que la courbe 9 (ou lé calibre A) y polissant une pointe à tracer m le long de la droite X, celte pointe tracera sur la surface convexe du cône 2, la courbe d. < . '
il est évident que par ce moyen mécanique on ne pourra pas tracer la courbe i, sur la surface concave du cAne 2*
§ VH.
92. Dans tout ce qui précède, nous avons exposé les principes géométriques d'après lesquels devaient être construites les machines à tracer une courbe voulue ; nous allons indiquer très-succinclement certaines dispositions mécaniques qui permettent de réaliser la conception géométrique.
93. Lorsque l'on doit employer une courbe S pour diriger une. pointe m , la courbe i tournant autour d'un point o , et la pointe devant prendre un mouvement de va-et-vient le long d'une droite X. il faut matérialUer cette courbe d, ainsi que la pointe m.
94. Or il y a en général quatre manières de matérialiser une courbe, savoir : de faire : ou 1"* une rainure ayant la forme de la courbe d, comme l'indique la fig*<p, ou 2* de prendre une verge et de la plier suivant la forme dç la courbe i comme l'indique la fig. A , ou de découper une plaque suivant la forme de la courbe i , et dans ce cas il y a deux manières de découper la plaque , ou S"" suivant la forme convexe de la courbe d, comme l'indique la fig. ^^ ou i"* suivant la forme concave de la courbe d, comme l'indique la fig. ( (*).
95. Maintenant la "^înle m devant prendre un mouvement de va-et-vient dans le sens de la droite ., son mouvement doit être dirigé.
Il y a en général deux manières de diriger le mouvement de translation de la pointe m : ou 1* en faisant glisser cette pointe dans une rainure A , comme Tmdique la fig. cp, otf 2* en fixant la pointe m à une règle M qui glisse dans deux douilles'oii guides fixes N et P, comme l'indique la fig. A ( la fig. A' est une coupe horizontale qui permet de voir comment la courbe d agit sur le manche de la |)ointe à tracer m* ). ^ -
96. Dans les fig. (^ et A , le mouvement de va-^t-vient de la pointe m est complet.
(*} Voyez ce que j*ai dit au sujet des surfaces terminant les outils à^mployer |X)ur façonner la malière et exécuter les dents d*un engrenage , dans Touvrage que j'ai pubfié sous le titre : Théorie géi trique deê emménages , etc.
fa. droîtofXy lé peinte m aoii forcée et sm» cesvpokU, et qdisnM elle'. se rap[irMba< ou^ ^ilAoi§i» duvceatre! oi àtm^Biare queoe: œBl* ÙBÊhpÊi/ÊtSfét kii courbe d plus éloignés ou plus rapprockésidu^ oeottre. o- qtà viemiraii pawMttMr la^toHe S.
Aussi, lorsque Ton emploie ia forme cancum ou comeme' de^ ki tsuuotte. è» feut-il, outre le ^uicte de la pointe m, placer un ress&rl S qui se trouve comprimé par la courbe d, ou qui presse sur ceilûr courbe d suivant que la pointe m doit 8*éloigner ou se rapprocher du centre o.
Ues^. X ^^ rindrquent cette disposition.
91*. Nous devons faire remarquer que lorsqu'on matérialise la courlieden Ibi donnant' h ftnrme d'une rainure, comme ûg. ({, ou la forme d'une barre rigide, comme fig. A, les faces iatéralesne sont point terminées par deux coutUbs îdènliqties'Â Ta courte d.
Hë\ k{mi(fi^. A^ïpour ifacer lès deux 'courbe^d*; 3^ qui doivent terminer la fâthiff^ à droite et à gaucUe, îT'faut' supposer que la tige de la pointe sera un cylindre vertical U d'un certain rayon p , et portant en son centre la pointe à tracer m, fàquieftè devait être conduite par la courbe d*; et* en décrivant des divers peints ir, t/', tf'^ t/",.-- d^ 'si courbe d comme centres et avec tmrayon p, tes cercles V, Y, Y"; V,... lesr courbes d* et 3" tangentes à ces divers cercles, détermineront h'fbrme et là largeur de la rainure dans laquelle se mouvra la tige cylindrique 0-
US: Ainsi (fig. B) pour tracer les deux courbes 91, i'^, qui doivent terminer à droite et à gauche la verge rigide , il faut supposer que le point m, milieu de là
distance ii des deux couteaux entre lesquels ia verge courbe doit se mouvoir, parcourt la courbe d, puis du centre oon mènera les divers rayons vecteurs oc^ ooy ak, opf,., de la courbe d et sur chacun d'eux on portera à droite et à gauche du point d^la courbe S, des ouvertures de compas égales entre elfes et à ^ / (/étant
la distance îr des deu]^ couteaux); on obtiendra par ce moyen les points et, 6f v^r^,*. par lesquels passera une courbe d,,, et les points cf, b\ v\ r',.., par lesquels passera une courbe d,, et cesMeux courbés détermineront la forme et l'épaisseur dfe ia verge rigide et courbe qui doit ccmdoire la pointe à tracer qui sera fixée au point m de Téquipage qui porte les couieaux.
DE LA NATURE GÉOMÉTRIQUE DES DIVERSES ESPÈCI^S QE FROTTEMENTS QUI fWVEPfT
EXISTER ENTRE DEUX COURBES ET DEUX SURFACES
*1I existe^hiiit espèces ile frottements entre deux courbes ayant un point com-
m un , savoir :
( • , fdirecl.
I roulement { . .
Frottement de '< . j- . jdLwec ou^sajos pifiolem^Rt.
* ,. , (direct , * ^
glissement [,^,,i,^
11 existe seulement quatre espèces de frottements entre deux surfaces en contact suivant une ligne courbe ou droite , savoir :
I, (direct,
roulement { , .
Glissement { , .
^ Uijfuiaire.
•Bar rapport tàidauft emiriie» y^
ii)9pipiMe freitemeÊtl direct celuiqui a Ueii^ciiitFedeux «oiitbes/àyaiil^U'fifAfkH de CQOtactet.ii^a«|ueiMisUint du âno«irement,*mikiie>aogetfCe;
Et y appelle frouemeni fo^gmtmfe Q^liii cfiii >exrs4ie' entre de«rx 'coulées y- «yaift'Au point €omrawii«et iofatcfiie. instant du mouvement y dqs langeotes dtfléfenles»
Lorsque, à chaque înalaot'4iiiifnauw«eiit, Taigte fi^pni^fifr l€Q plaivs^ttes cercles osculat6«irajCMmsp«ii(iM^f V>o(ur,<^^ eoorbes^'aurpoiiMdôiMnun
ou,4ai.<i«niAft»iQAjunia«antvak>(S)il«(y<a pW' de-ptvoteoieM j^i'^etefigte vtith^ »Jlei^ivatMne»tiftflî«ii.
Par rapporta deux surfaces:
J*9ppeile^iiflfiieittcfjf«€0i cd^iiniui ex^îtielorsi^ulune i»»urbe ^qtietMoifm frétant tracée sur Tune des surfaces, elle laisse sur Taulre surfdee^peoéatft'^soti WKMPveiq^At.ideinolaliiie., iitiie;cniprQÎftiQ»(y\ telfeiqu'à chaque* iimtsint>4ii'Wour¥ement, les courbes 9 et 9' ont en leur point de coatact^tnéme 'tangenie;
'Btjj!#ppeMe/rolÉi ia <iK (ig ^n fa te v^ehii «qui ^ *»><■ lors^ les ooutfbeB ^«cft f^ont au 4^111 4(ilî>leurvfVSfcC0iiiBiwi dta lang^iiieddiflrérpiiies.
{*) y»i fiiit |)ub:iiT ce pvtit mémoire en (juillet) 4827,; on n'en lira ^^*un lr^-j[)9Ui. r|Q|iibce ^V^xemplarres. Hachbttb' parle tio ce mémoire dans uvfy noie placée à Sa fin du chapitre sur 'les engrenagit^
Exemptes deé divers frottements existants entre deux courbés.
i* Frottemenl de roulement direct et sans pivotement.
Je suppose deux cônes droits ayant même sommet; les cercles- bases, correspondant à une même longueur d'apothème, jouiront de celte espèce de frottement : en supposant que Tun des cônes restant fixe , Fautre prenne un mouvement de rotation, les deux sommets restant toujours confondus en uu seul point.
2** Frottement de glissement direct et sans pivotenoent.
Je suppose deux cônes droits, en contact suivant une génératrice droite* mais n'ayant pas même sommet.
Deux cercles correspondants glisseront l'un sur Tautre, pendant queTtin des cônes restant fixe, Tautre cône aura un mouvement de rotation tel, que son sommet parcourra un cercle tracé sur le premier cône; les deux cônes étant par conséquent, à chaque instant du mouvement, en contact suivant une généra* trice droite.
3* Frottement de roulement direct, avec pivotement.
Je suppose un cône droit C, ayant pour axe une ligne droite A.
Sur ce cône C je prends un cercle-base c.
Par Taxe A, je mène un plan P, sur lequel on trace un cercle 0e, ayant un rayon r, et ayaiit son centre au point d'intersection du cercle-base cet du plan P.
Le plan P, en tournant autour de Taxe A, entraînera le cercle «, qui dans son mouvement engendrera une surface annulaire y.
Je suppose , ensuite , qu'il existe dans l'espace une surface quelconque i ( une sphère , par exemple), dont le centre ne sera pas situé sur l'axe A.
Je suppose, enfin^ un second côneG', ayant pour axe une ligne droite A' coupant Taxe A; sur ce cône je trace un cercle-base c^, ayant un rayon r égal à celui du cercle a, et cordant, sur le cône C^ à la même longueur d'apothème que le cercle c sîioé sur le cône G.
Je mets les deux cônes G et G' en contact suivant une génératrice droite» leurs sommets se confondant.
Dans cette position , les deux courbes c et c' seront eq contact par un point , et auront, en ce point, même tangente I.
Je fais tourner le cône C autour, de |â tangente 1, comme axe de rotation^, jusqu'à ce que. Taxe A' s'appuyant toujours sur Taxe A> ce cône G' soit tangent & la fois aux deux surfaces y et d.
Puis supposant que le cône C reste fixe, et que le cône G' se meuve de manière il ce que son axe A' s'appuyant toujours sur Taxe A, il reste, à chaque inéiaU-du
flioQvenient tangent, à la fois aux deux surfaces y et [d, les deux cercles cet c' . rouleront en pivotant l'un sur Tautre.
4'' Frottement de glissement direct , avec pivotement.
Ce frottement aurait Heu entre deux cercles c et c' qui , se trouvant d'ailleurs dans les mêmes circonstances que celles énoncées n* 3 , ne correspondraient pas i une même longueur d'apothème.
5* Frottement de roulement angulaire, sans pivotement.
Deux hyperboloides à une nappe, de révokition et égaux ^ peuvent toujours être mis en contact suivant une génératrice droite G, en sorte qu'en chaque point de cette génératrice G, les deux surfaces auront même plan tangent.
Deux cercles tracés respectivement sur chacune de ces surfaces gauches, et ayant un point commun situé sur la génératrice de contact G, rouleront angulairement l'un sur Tiautre, en supposant que l'un des hyperboloides reste en repos, et que Tautre se meuve, en se mettant en contact suivant les génératrices successives et du même système que G.
6"* Frottement de glissement angulaire, et sans pivotement.
Je suppose un paraboloide hyperbolique droit, ayant par conséquent ses deux plans dirj^teurs perpendiculaires l'un à l'autre. ,
Je prends sur cette sur&cedeux génératrices droites G' et G'', quelconques, mais appartenant au même système.
Je suppose ensuite que la génératrice G, du même système que G' et G'\ et coupant à angle droit tontes les génératrices de l'autre système , tourne respectivement autour de G' et de G", ces deux droites étant considérées chacune comme un axe de révolution .
Cette génératrice engendrera deux hyperboloides à une nappe et de révolution, qui seront en contact suivant cette droite G.
Mais l'on doit observer , qu'en disant que G' et G'[ sont deux génératrices quelconques , je suppose qu'elles ne sont pas également distantes de la droite G.
Si, maintenant, je considère deux cercles ayant un point commun situé sur la génératrice G, ils glisseront angulairement F un sur l'autre, en supposant ton* jours que l'un des hyperboloides restant fixe, l'autre se meuve en se mettant en contact suivant les génératrices successives.
7* Frottement de roulement angulaire et de pivotement.
Les deux hyperboloides du n* 5 étant donnés, je suppose que les courbes dont on veut examiner le frottement, soient les deux cercles de gorge.
Dès lors, l'un des hyperboloides restant fixe, je suppose que l'autre hyperlKH lolde prenant un mouvement de rotation, son axé, au lieu de décrire un troisième hyperboloîdé à une nappe et de révolution autour de l'axe de la surface Axe^
Exemplet de$ dkoen frottement» exUtanùi L
«• Froltemenl de roulement direct et sans p' ^ '
Je «oppose deux cônes droits ayant mèw ^ t pondant à une même longueur d*apolhè^/| i ment : en supposant que Tun des côiy /^J | .J ment de rotation, les deux sommets r 2<» Frottement de glissement dîr/ i^ ?
Je suppose deux cônes droi is . / i c * n'ayant pas même sommet. . / Deux cercles correspondr/^' cônes restant fixe, lautr /|f sommet parcourra un c J I / ^ conséquent, à chaqu ? f f.
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^..ii^l^boloides à une nappe et de révotutîooy décrits n* 6, glissent .«jtirement l'un sur l'autre.
' l*al donné Texamen détaillé de ces diverses espèces de frottements, d^abord dans deux mémoires présentés à l'Académie royale dés sciences de Stockholm « la premier aystnt pour titre : Nauoettes recherches sur les engrenages , qui fut préf» sente au mais de septembre 1822; et approuvé par lIH . Lagerhjelm et Svanbergg eommissaires nommés par rAcadémfe;
Le second ayant pour titre : Des retalions gui doivent exister entre deux surfaces em contact suivant une ligne courbe ok droUe, pour gue te frottement stni de roulement ou ée glissement , qui fbt présenté dans Tannée 1823, approuvé par les mêmes commissaires/ traduit en suédois, et imprimé dans les Acte$ de FAcadémie poor rannèal824';
Amtiie , dana deux mémoires présentés à rtnstîtut de France » Tipi av nioi% 4e décembre M2», ayant pour titre : Recherdies sUr tes engrenages cgtindrigues et
rL
Whiie; et Faut engrenage lufpei rotatUm entre dt
^olalion C^ ayant son sommet au point m, et ayant ^^on sera celai de courbure maximum de la surface \ \* le cône C et la surrace développsd>le D étant "^ce droite G»
'çne de courbure nuuAmum j et Tautre la
me borne
ent dM
'>osc \
de
\ \ Vuivant tous les poinls de la généra»
§ 1 1 V^ôo'® Ordre qu'en le point n , par
^X%. ^\^ correspondant à la droite G, "1 ^ ^ ,.^ Are osculalrice en le point ii,«
génératrice les deux sor-^ "< \t ^correspondants au
i^\\Vt> au point ji.
* ^\ \ Quelconque \*%ceDsoit
^en
de la ^ «ans tangents'W .(^nts de Ta surface iTv.
^Hlces M et P pourront être d^El^»_ ^ , au Ken de considérer Tes Tîgnes de c^«.
j*av2rts empToyé ses Tîgnes de courbure maximum ^ j^a dont les lignes de courbure auraient été, tes unes dévefopp cmirbure mîmmum de M) et les autres développées des Tîgnes de courbni*^ immr de la même surfece.
Ct les plans tangents des surfaces Q et H auraient été réciproquement pTans normaux de M et Q. ^
Si f on opère ensuite par rapport â Ta surfaco P comme nous Tavons fait par rapport k la surface M, /on obtiendra une nouveTIe surface 1^.
Et les surfaces P^ et M seront, par rapport a P, ce que les sirrfaces P et Q sont par rapport à m. '
De la surfbcc Q Pon pourra déduire une snrface Q*, et afnsf d'e suite J de «rorfe que Ton formera la serre de surfeces^ ete^.... P^^, P", P, M, 0, CT» Ô"» ^tc., les surfaces P et Q seront dites : surfaces éts centres de rotation de la surface M, et Uon iterra plus loin pourquoi je leur danœ ce nwu
C^ Ce q«i suit est extrait dn mémoire pubtfé en f Stl dans Tes Jcté^ de l^cadémîe ropfe des sciences de Stockholm. T/A
4e-fei^MeMMiit> dMl M Idi sem déterminée par h cou» dition suivante : *
Supposant un conoida'«BgenAré.piir «ne^otte «'appuyant aur Pare de lliy^ fartiÂUe fisB^ct sd» acm eerate^to^gorge > faxe de rbyperboKnde en mouvement «MM^paar dm/fm^f^Miog^âB aMtMtangttlatre dessein edrclles éefforgp^ pèr» pendiculaire à la génératrice dn conoide, passant par le pmkt cornmnn à ces deux cercles.
BF JErotloMni dar glîsaeBieai angulaire ^ ame pîfol cawbt . fiha.Mp|^oaau|i|a las éetn faf perMoMea dn n^j^amt donnés, et qnefes cercles de gorge dft aajt 4 tou » s^rAieea^oM «# aMweineM de rotation assujetti à Ik M énOMétj^ 7, déa4ar» «ea^ d o » » aa w>l ^ jtnîfMi» dn^ kMtetteni énofneé; ~.- ^.. ,'*
' Efpempies des diverscê etpêceê defioitemenU çai petîaeiil exiWr entre deux wr^çiceu
I* Frottement de roulement direct
Deux cônes droits ayant même sommet et étant eb oonUKt suivant une gênéaatricedroite, roulent directement fnn sor Tautie.
2* Frottement de glissement direct. . .
Hanx cônes drorits n'ayant paslenrs sommets an même point, et étant d'ailleara en contact suivant une génératrice droite, glTssent directeiAent Tun sur Taulre.
S^^rotiement de roulement angulaire.*
Les deux byperbobides à ane nappe et de révolution ^ décrits xf 5, roulent angnliatrement*rnn sur f autre.
V Frottement de glissement angulaire.
Les deux hy perboloides à une nappe et de révofutîon , décrits n* 6 , glissent angulairement Tun sur l'autre.
l'ai donné Texamen détaillé de œs diverses espèces de frottemenls , d^abord dans deux mémoires présentés à T Académie royale dès sciences de Stockholm/ la premier ayilnt pour titre : Nmêvettéê recherches sur les engrenages , qui fut prér aenfé au mois de septembre tBfSt^ etapprouvé par HH . Lagerhjélm et Svanbeiy^ aemmissaîres nommés par T Académîe ;
Le second ayant pour titre : Des r^ûbns qtd dbiveni exister entre deux svrlofies en contact suivant une ligne courbe ou ârcite^ pour ifué tè frottement scii de routementou es glissement , qui fat présenté dans Tannée 1823, approuvé par les mêmes commissaires,* traduit en suédois, et imprimé dans les Acte^ deTAcadénue [^ur l*annéaM24t;
Bkianite, thine deux mémoires pr^ntés à flnslitut de France» ^t^l aur mai* éa décembre 1495^, ayant pour tître : Rechercàés itir tes mgrenages cgBndrigues es
Wfiiie; et Tautre , au mois de février |f SB , ayant pour titre : Qmêiruction d^mk mgrenage hyperbolddiquey au moK^n duquel ^Con peiÊt tranameUce le moÊmmmV^ ràiatim entre deux axen qui ne sont pas siUiés dans un
Je me bornerai y dans cette note, à donner ce qui est refatîT au frottement dé roulement direct entre deux surlhces f^.
le strppose que Ton Ibsse mouvoir tin plan tangent & nue surface conrhe quelconque M , de manière qne les pointa de contact se trouvent sur une ligne de courbure minîmton d de cette snrfece.
On formera alors une surface dfivefoppable D, dont |e désigne Tarèle de rebroussement par 9. -
Si fopére de la même manière, par rapport â toutes les lignes Se courburci minimum d, <f, (tj etc. , de la surface M , la série des arêtes de rebroussement ST/ 3^9 ^\ etc. , fbrmera une surface courbe , dont Tes lignes de courbure seront les dëvebppées des lignes de courbure minimum ^ et fes développantes des lignes de courbure maximum de la surface M; et cette snriàce, qne Je désigne par P, sera tefle, que ses plans tangents seront normaux par rapport à fa surface M , et que tes plans tangents de h surf^ HT seront normaur par rapport & la Surface P; Tes émrx emrftees M et P pourront être dîtes r turfaces réciproques*
91 y an Kcu dé considérer Tes Kgnes de courbure minimum de la surface If, j^avats employé ses figues de courbure maximum , j'aurais formé une surface Q, Ifcmt les frgnés de courbure auraient été^ les unes développantes des lignes de emirbure mmimmn de llf , et les antres développées des Tfgnes de courbure nrnficimttm de la même surrace.
Ct les ptans tangents des surfaces Q et If auraient ^é réciproquement pfans normaux ne ni et v»
' 8î f on opère ensuite par rapport à h surface» P comme nous Tavons fait par rapport i la surface M , Ton obtiendra une uouveTle surfbce P'.
Et les surfaces P^ et Sf seront, par rapport a P, ce que les sinrfaces P et Q sont par rapport à W.
De hr surftice Q Yen pourra déduire trae surface Q*, et nfnsr (Te suite ; de s^orte qne Pon fbrmera la série de surfaces^ etc.,... F*, P**, P; M, 0, Q*» 0*, etc., les surfaces P et Q seront dites : surfaces des- centres de rotation de la surface M, et Ton verra plus loin pourquoi Je leur dxmne ce nom,
f*JCe qii 9mi est extrait du mémoire pabKé en fStt dans Tes Acwt de îTVcadémte royafe des sclefï<;e§ de Stockholm. T. 0^
* in.
^U donnée une sarr^ce dé?eloppab1e D, ayant ponr arête de rebroussement une ligne à double courbure i.
Je suppose un plan tangent T à la surrace D, et passant par une génératrice ^ de la surface D, et la tangente t menée au point m de d, point m en lequel cette courbe 8 est coupée par la droite g.
Ce plan T coniiemlra le cercle osculateur de la courbe 3, au point m.
Je désigne par r le rayon de ce cercle au point m. Tous les rayons de cour* bure r forment une surface gauche. Perpeniliculairemcnt au plan T, et par le point m^ je mène une droite h. Si en chaque point de la courbe ^je fais la même construction, la série des droites h formera une surface développable , dçnl Taréte de rebroussement Z aura pour développante la courbe i. La portion de la droite A comprise entre les deux courbes 8 ei Z sera le rayon de flexion de la tourbe S pour le point m. Je désigne ce rayon par R.
Si je déroule la surface déveIop[>able D sur le plan T, la courbe 9 se transformera en une courbe y, dont les rayons de courbure formeront la série des rayons r. Cette courbure y est dite : ligne de courbure simple de Tarête de rebroussement d»
On peut replier la surface D, planifiée , de manière à varier la loi dos rayons de flexion R. Par conséquent, Ton peut former une série de surfaces développables D', D'', D'^, etc., ayant pour arêtes de rebroussement des lignes 8\ i'\
8^j etc. , qui auront toutes pour rayons de courbure la série des rayons r, mais qui auront chacune des rayons de flexion diderents et formant des séries R', B'^yCtc. il est évident, maintenant, que si Ton prend deux de ces surfaces déve** loppables D et D', qu'on les melle en contact suivant une génératrice droite, passant par un point m de la courbe 8 et un point m' de la courbe d', points tels que les rayons de courbure qui y correspondent soient égaux, supposant que la surface D reste fixe et que la surface D' prenne un mouvement de rotation, cette surface V roulera sur D en se mettant en contact suivant les génératrices droites successives, et les deux arêtes de rebroussement d et ^ auront toujours en leqr point de contact, une tangente commune. On peut donc dire que deux surfaces développables , dont les arêtes de rebroussement ont même ligne de courbure simple y, étant mises en contact convenablement, rouleront Tune sur Tauirc^ et le frottement sera celui que j'ai désigné par le nom dcfrottement de roulement direcU
S ni.
Sur la surface développable D, je suppose une des développées dde Tarête de rebroussement d, et ime génératrice droite G coupant la courbe d au pointu, et tangente à la courbe d au point m.
Je wppose «n oAne de révolaiion C , ayant son sommet au point m , et ayant pour base un cercle dont le rayon sera celai de courbure masnmum de la surrace Pv lequel correspond au poini n; le côneC et la surface développable D étant d'ailleurs en contact par la génératrice droite G.
On sait que d et G seront, Tuiie la ligne de courbure nuvdmumj et Tantre la ligne de courbure minimum de la surface D*
Le cône C sera tangent à la surface D, suivant tous les points de la génératrice G y et en chaque point le contact sera du même ordre qu'en le point n, par conséquent tous les centres de courbure maximum correspondant à la droite 6^ seront sur la ligne qui joint : 1* le centre de la sphère osculatrice en lé point n^ et 2° le sommet m.
Si je mets 'en contact les surfaces développables D et D' par la génératrice droite G, et de manière à ce que le roulement ait lieu , Ton voit que les deux sur-»* faces D et D' auront leurs rayons de courbure maximum^ correspondants a u même point de la génératrice de contact, dans un rapport constant*
De sorte que si le rayon de courbure maximum de la surface D est, au point n , représenté par t; , e't par u pour la surface D'; et que^ pour un point quelconque n'de la génératrice droite G , le rayon de courbure maximum de la surlàce Dsoit
v\ et it' pour la surface D\ Ton aura toujours :- = -;• Et cette équation aura tou"
jciurt lieu pour un point quelconque de deux génératrices droites se mettant en contact pendant le mouvement de rotation.
Les deux cônes qui auront même sommet m, et pour base, Tun te cercle oscu-
lateur de la surface D en n, et Tautre celui de la surface D' au même point, pourront être considérés comme pWiwint rouler T un sur rautredaas le premier instant du mouvement, le sommet commun m pouvant être regardé. comme centre
de rotation..
C'est pourquoi je donne à Tarête derebrous&ement d'une surface développable le nom de Ihjne des centre» de rotatUm de cette surface ; et c*est aussi par la même raison que j*ai désigné la surface Q et la surface P par celui de surfaces des centres de roiatUm de la s^rface M •
5 IV
Revenons à la surface H. *
D*aprèsce qui précède, il sera facile de construire une surface conrbe N, et
l'on pourra en construire une infinité, telle qu'elle ait même lighe de courbure
maximum que la surface M, ses lignes de Courbure minimum étant ceque deviennent
les lignes de courbure mtnimiimde M, lorsque l'on transforme les surfaces déte^
éUM Muwm à 4»U«uloi, Mwir : iiwIm râj^^oa rfe cattrhq go jbéwwi tkn ^ffg» N »t il ,.<|tti a>cf esp oad# i H à im mèmepoifil de aligne île «oelact, liqwUe sera une ligne de courbure tmmnmn de9 surfiioee M et N » WM dons «n npporl CMUStaut 9 quel quaiiâit 09 fmiM*
Ainsi les lignes de courbure maxhtmm^é^h Bwri»^ Il éMuit d ié§ Ê mà parl^
. Et sea lignes de eouriMire mkmmmy par d, 4^ i\ ete« ; ies Ug!Dea da«oiiirbure v na sAm im «u w uMiiiiw i de lâ sarfece M aeroeft mm \^
Ëtseslignesdetourbure mtftiinutn ou maxtnitim seront désignéeeperM^n'^n'', 606;. . Les surlacQi M el N étant dane le premier b^ani en cosiect shK^hm la eeurl>e ( r par ^Mi»pie4
LûSi rajena d^courbttre des. courbas «, -À y yi\ ete« , eerteapeadant a«i ponts où ces lignes coupeftl la courbe l , élani désignés par 9, 9', 9" y ete; ;
i.cs coujrbesaàOt tf» % et 4r ^t^> atvwt chacune en contact par uopoiel, et seffuot oonfttnéœ Ugnes bam(d^9m^*
£i ic& ra>OMS cle cMurbttc«^ ^ «tMAfb^ d» d", tf\ coerespendaiil aux nèmes
points, étant désignés i)ar r, r', r", etc., on devra avoir U proportion suivante :
»tr fri'^r*^!: #•*••/*, etc. ? •
fit jceMa «ps e p ae tk i» devra euheiaier par rapport à tow let ponts des autres ^SQuebee ty ^9 •te. ;
Oie^esrte 4|ue , ieeeqoe la propenien précéd^nf» sutisisceff», Isa dem s a rifc ee a Il ^ K a«MBl oAmes lignes de eewèure Ahm m sens ;
Et lorsque ces deux surfaces auront mêmes lignes de courbure dans un setta", •Me peépatien snbsîalera , eaeeplé dans deux eaa , od celte proportion pourra M^tter ou apa ; aa^etr : lersfM ias âenx surAces awronf pour ntêoMs Kgnea de eeurimvo'dene un sens d^s ligMs droite» , ou dM Kgnea égttles entre etiee.
Ainsi, lorsque les deux suriaces seront développaMes ou seroni dérévdmfik», si Von suppose que les surfaces M et N étant en contact suivant la courbe Ç, par exemple t M restant ûxe, N prenne un mouvement de rotation , cette surface tendra à rouler wr M, en se mettant en contact suivant, les lignes ds oaurbere successives (' , 1^'', ^'\ et,c. i ek Toa peut éaeneer ce liiéofàiw général :
Si d^ju wr£iicea courbes onft mÀmes lîgnos de oourbuire timiMitiin ou «aanmiue^ ]orsqu*ea les4n«ttra en coiUacl suivanA une de ces lignes , eUes aeroat une te»* éeiesà se. rMl^4»sc leurs Ugpies de CMMrbujna nMuneuian ou mkdmtm.
£l 4mk let^daus cm puMicoifoif éncmcéft ei^essm , si Iti proportion entré fiés rayons de cowteve-MlMîite» Im demLMtliieeft (eoéronti rouler Fudb sur rautro'; jM'dieiMrsabMile^piiSi eesMrfii6es^lelldf<Ml^à glisser Fom sur f autre, et te fiotiejaumLfieiaaIùafmi , ^o-de^glisseoieiit ^nt «nnhtreQ , est cetni que f tfi désigné par le non defagmemêm^r ^ MMtefNmf ou 4eytiê$ement^ 4hwi.
Les deux surfaces M et N ^iMt dan» les Hsoitdiiîons étabtîes^ d-Aessus ^ on pourrf^.€MMniaft, fff iupporHi te surfaee N, deux iurfbces X et T qui seront les Mmi9fmu da>surfiMet Pm Q;
^ i«>FM|iie ki deu^Mtfews M «1 N se faettroiit tm coirtact par leurs lignes (k courbure du même genr^^ \m Mrfaees PetX, Qiet Y se-mttrottt aussi en coutactl par des ligiMS^ ëa^eosrbuM d*uti même geiif« ;
Ainsi (par eMOipie ), les aurfiioea II et N-senm&tnt par teurr lignes de Seconde courbure , keaaçrftttaai^ et X, Qet Y, ae rmiferonraussi par leurs Kgiies de seconde
Mais dans les deux cas particuliers énoncés ci-dessus , lorsque les surfaces tl ei N glisseai Tuae sur Taotre, les surfaces P et X , Q et Y, ne sont point en conlaet; de sorte que Ton peut énoncer ce théorème :
Si deux surÛBices M eiN étaut mises eu contact suiTant une lîgne de courbure, les sur&ces des centras de rotation sont en contact, les deux surfaces H et K lendront à rouler Tune sur l'autre;
Si les surfaces des centres de rotation ne sont point en contact, alors les deux suafacea H et ■ teandaent à glisser Vune-sur Feutre (^. ^
Je suppose que sur la surface M, on trace une courbe arbitraire f , la surface
(*) On doit faire remarquer, que lorsque Ton dit que les deux surfaces M et N UmJÊdkt à rouler «i4 glisser l'une sur l'autre , on n'entend jmis dire t^m e4fer , la sorface S restant fixe , et te snrfaee N.|Nre> Haut na oMovenefti , elie roulara ea stismia t§ÊM$mMmt mt la surfim 11 ea se naClairt ea comaoc avec elle par ses lignes de courbure successives^
On entend dire : si certaines conditions , que nous n^avons point exasmées ioisqiiB'i) s'agitde soitoii fftidfaleft ( eC ntm partietilières) M el N, subsistent ; les surfaces saii^isant i ces cooditkms rouleront ou glisseront efecthemnnt Tune sur l'autre, et le frottement sera direct ; si ces con W sSi aasahiistgat pMi; les surfaces H el N auront Miitenml une tendanos à leuleren àffiseerdliHHwBiU r«aiisar taalre« quoique la surface N ne puisse elfecHvemèni changer de place une fois qu'^ll# est-ea eentact anrecla sb9* lace il. Cest ainsi que pour les surfaces particulières M et N , savoir : (feux surfiices dîveloppables quet neafrtea»eu dem dmn^ ouéiva cyMadrei* Il ealétideni qn» la a aa ive aa mf 4s» MtàtXfHwtr te surface II peut effeelivmnint atoir lieu, quoique nous u% déduisions* |ISs eeae poMîbiMiéa nknMUM^ 4b rexislence de eerCaines conditions générales , qui subsistent néceMairomeni dans cet cas partîcuiisNi*
M, en roulant ou glissant sur H, recevra de ^ une edipreînle f', telle qtietf et f auront une tangente commune en chaque point de contact successif.
Il est évident que^ pour chaque contact de ces courbes , les plans contenant leurs cercles osculateurs se conrondront; de sorte que les courbes f et f' auront, pendant le mouvenoent de rotation des deux surfaces M et N , un frottement, de roulement ou de glissement , direct et sans pivotement*
Deux courbes telles que 9 et 9', peuvent être nommées lignes homologues.
Ainsi , deux surfaces en contact suivant une ligne courbe ou droite ne peuvent pivoter Tune sur Tautre en prenant un mouvement de rotation, parce que leurs lignes homologues ne pivotent pas pendant la rotation.
Je suppose maintenant que perpendiculairement à la tangente commune aux courbes 9 et 9', je fasse passer un plan B, dans lequel je trace deux courbes arbitraires a et a, mais tangentes Tune i Tautreet précisément au point de coniact des courbes 9 et 9', et ayant en ce point pour normale commune, rinierseclion du plan tangent commun aux surfaces M et N , avec le plan B.
Faisant ensuite mouvoir les deux courbes a eia^ la première sur la courbe 9, la deuxième sur la courbe 9', de manière que dans toutes les positions de contact de 9 et 9', tout le système soit dans les conditions que je viens d'énoncer, j'obtien* drai deux surfaces*canal qui , pendant le mouvement de rotation de la surface If sur M, rouleront ou glisseront Tune sur l'autre, suivant que N roulera ou gJi^era sur M.
Je puis multiplier sur les surfaces N et M , le nombre des courbes telles que 9 et 9', et former dès lors un engrenage composé d'autant de dents qu'il y aura de sttrfaMa*canal,
§ VI
Ce sont les considérations précédentes qui m'ont amené à. envisager la théorie des engrenages , sous un point de vue tout nouveau.
Dans les arts mécaniques , il est important que l'on puisse engrener et désengrener avec promptitude et facilité. L'uniformité de mouvement est indispen* sable; et, pour la solidité, il est nécessaire que les surfaces dentées tournent autour d'axes fixes.
Ces diverses conditions seront remplies si Ton prend pour surfaces M et N dea surfaces dé révolution.
. Et comme dans les surfaces de révolution, les lignes de première courbure sont les méridien» , et les lignes de deuxième courbure sont les cercles dont les plans sont perpendiculaires i Taxe^ les deux surfaces M et N, pour pouvoir se
— im —
laeUreeii contact suivant une ligne decourbure, devront avoir leurs axes de ré-* volation dans un même plan.
Si les axes se coupent , on pourra prendre pour les surfaces M et N deux cônes ayant leurs sommets au point d'intersection de ces axes;
Si les axes sont parallèles, on pourra prendre deux cylindres. . ^
En opérant 9 par rapport à ces deux surfaces particulières , comme je l'ai fait cs«deasus. pour ï» siir&ces générales M et N , on obtiendra un engrenage à la White ; et comme pour un cône, la sor&ce des centres de rotation se réduit au sommel , et que pour un cylindre ce sommet est situé à Tinfini , on pourra affirmer que le frottement des dents sera de roulement direct ^ et sans pivotement.
Et les lignes de courbure par lesquelles les deux cônes ou les deux cylindres se roulent, étant des cercles, il s'ensuit que les vitesses angulaires sont constantes.
On parvient donc, au moyen des considérations développées dans cette note, à démontrer rigoureusement que les engrenages coniques et cylindriques que le mécanicien White présenta à l'Institut pour le concours décennal de 1810, jouissent en effet de la propriété qu'il leur attribua, savoir : celle de satisfaire à la fois aux deux conditions : l'' de frottement de roulement; 2"* de vitesse angulaire constante; conditions qui avaient été, jusqu'à lui, regardées comme ne pouvant avoir lieu, en même temps, dans un engrenage (^). Mais >^hite, qui sentait bien que la matière agissait, ainsi qu'il l'annonçait, ne put le démontrer mathématiquement; et le mémoire qu'il publia en 1811 , bien loin de présenter la question sous son véritable point de vue géométrique, ne servit qu'à confirmer les géomètres dans Tancienne idée de l'incompatibilité des deux conditions.
Si y au lieu de prendre pour oowtbe méridienne des surfaces de révolution M et N une ligne droite , on trace sur le plan des axes une courbe arbitraire z; par son mouvraaeot de rotation autour de chacun des axes, cette courbe z engendrera d^x surfaces de révolution , sur lesquelles on pourra opérer comme sur les sur^ faces générales M et N.
Mais alors l'engrenage obtenu aura un frottement de glissement direct et sans pivotement , et les vitesses angulaires seront encore constantes. Le frottement sera de glissement, parce que la surface des centres de rotation pour une surface de révolution , n'est autre que l'axe de révolution , et que dans le cas que nous examinons, les deux surfaces des centres de rotation ne seront point en contact. Les vitesses angulaires seront constantes , par la même raison qui fait que cette condition est remplie pour deux cônes ou deux cylindres.
(*) Voyex !• mémoire publié par Boudiu
. La différence entre les engrenages dont je viens de donner une idée, et cens ordinairement en usage, consiste en ce que , dans ceux-ci : 1" les dents sont en contact par une portion de surface cylindrique ou conique , suivant que l'engrenage est cylindrique ou conique, puisque l'on est obligé de donner aux dents une certaine épaisseur, pour qu'elles résistent ; 2* le point de contact des épycicloîdes planes ou sphériques qui terminent les dents, ne sort pas d» plan qui contient ces courbes, pour l'engrenage cylindrique ou de la sphère sur laqudfo ces courbes sont tracées pour l'engrenage conique , tandis que dans les engrenages à la White, les dents ne sont en contact quo par un point, et ce point, pendant que l'engrenage fonctionne , se meut sur la courbe s tracée sur le pèui des axes ; et il y a autant de dents en contact , en même temps , qu'il y a de sur- Êu^-canal coupant la courbe méridienne »
DD TRACÉ ET DE l' EXÉCUTION DE l'eNOREMAGE DIT VIS-SANS-PIN {*).
Dans la quatrième et dernière éditioD de soq Traité des machUes, HACum dit auèujet de la vis-sans-fia :
<c La vis*sans-fin est une roue deotée engreaée daiis les pas d'une aittr^ vis,^ à > laquelle elle imprime un mouvement de rotatioq (^^) . Si la vis est en velo(^>^ au- » tour d'un cylindre, il n^y a qu'une seule dent de la roue dentée qui soit enr » gagée (^^^)î mais on peut en engager plusieurs en tragant la tis sur une sur«* » face de révolution qui serait tangente à la circonférence du cercle passant par » le premier point de contact de chaque dent (***♦),
» La figure du filet de la vis*$ans*fin et celle de la roue menée par cette fis
i*) Extrait du journal da géoifi civil , a* foL, aoato 4S29.
(**) Cette définition n'est pas très-claire; la roue dentée par la via ne peut être eomparée à ane vis*
(***) Ceci eat inaxact» Quand on taiHe une roue âu ttufên ^fane vis eylindrique , ptoieurs denca de la roue peuvent être en contact avec les fileta de la vis ; le nombre des dtnla eo oontaol dépend eu de la roue, de Tépaisseur et du rampant du filet de vis. T. O.
désigBe icr les e ugieuagw et^sffârei , dont il tf a pas parlé dans son ouvrage.
» posmtent d<MBner lieu 4 qm multitude de recherches analogues à celles qui k eoQcernent les roues (tentées en général.
» La meilleure manière de iailler la roue dentée d'une Ti$-san&-fin consiste à » faire lavis en acier, à la tremper, à donner à ses arêtes un bon* tranchant, et i » la faire agir sur la circonférence de la roue dentée (*).
» A mesure que le tranchant de la "vis entraîne la circonférence de la roue^ ùà » les rapproche Tune de Va iflrè JB$<pi*|^ ce qu'elles se pénètrent de toute la pro- 9 fondeur de lavis, et on continue à les faire mouvoir ainsi Tune si|r Fauire^ » jusqu'à ce que la vis n'ait plus d'action sur les dents qu'elle a taillées (**).
D'après cet article, extrait en son entier do rexcellent ouvrage de Hachette, Ton voit que tout reste à faire au sujet de la vis-sans-fin , que l'on ne connaît point encore la nature géométrique de la surface des dents de la roue dentée; que Ton ignore comment s'opère le contact entre une dent de cette roue et le filet de la vis; quel est le lieu géométrique des contacts^ et que Ton n'a point enœre cherché quelle devait être K courbe génératrice et de la dent de la roue et du fiÎQt de la vis pour que les vitesses angulaires soient dans un rapport constant, pondi-tion qui doit nécessairetnent être remplie pour que les. macbii^ de précision dans lesquelles on emploie la vis-sans«fin, comme les machineft^â diviser» elc^ soient exactes.
Je me propose da^s ce. mémoire de remplir la Igcune qui e^ste encore dans le tracé des %ngren^ges à frottement de glissement, en recbcrcbant quelle doit être la construction géométrique de rcngrenagenommém-^ii«-)în, pour qqe le. rapport des vitesse^angulaires y soit constant^ comme cela a lieu dans les autres eor
enages cylindriques et coniques, dont les detttsaont taillées suivant les formes géométriques décrites par jtt acuettk dans son Traite des machines. ^
Dans le méqp^tjre suivant (n"" 10), j'examinerai Tengrenage dit engrenage clep^
', Tracé de la vis-^ansjin.
I^our que l'engrenage dit vis-sans-fin satisfasse à la condition du rapport constant entre les vitesses angulaires de la roue dentée et de la vis, il faut (en n'oubliant
' " ' ' ' ' ■ ■'-III — ^». .. ..■■-. . ■■■■■■■ I ■ , I «^a. ^mmm^^mm^^
(*) La vis «insi préparée ne pourrait enLampria matière de la roue à denter. H faut tr^iD^formcr ia vis, en taraud, e& pratiquant des encoclm, ou sillons équidistants sur la surface du fliet, do manière à se procurer des rabots qui puissent enlainep la roue à denter. T, 0.
(**)Ceci est inexact. A noesure que J'on enfonce la vîs-Caraud , elle mart toujours ; par an travail continu , on finirait par ronger toutes les dents formées, et en poursuivant le travail on reformerait la roue denrée, mais» elle aurait une 'dent de moins que celle que Ton aVait obtenue d*abord et dgiU on à successivement rongé toutes las tlenU-par suite du taraudage soutenu. 'T. 0.
point que dans cet engrenage Taxe de la vis et Taxe de la roue deatée sont rectangulaires entre eux) que la seetion faite par un plan passant par Taxe de la vîs est perpendiculaire à l'axe de la roue dentée , offre le tracé qui convient à une crémaillère.
Pour pouvoir démontrer qu*en eflfet tel doit être la construction de la vm^mins* •fin, et que l'idée, qui , je crois , n'a été présentée avaat moi par aucun mécanicien , de comparer la vu'ians-fin à loi engrenage à crémaillère , est exacte , je rap-^ pellerai d'abord le tracé : i"" des cames et 2* de la crémaillère , en répétant, tex-tuellement et en son entier, ce que Hacheiie a dit dans son Traité des machines au sujet de ces deux engrenages.
III
i* DES CAHES ET PILONS, (Extrait du Traité des machines de HACHEtTE , 4* édition.)
ff Les dents d'une rope cylindrique prennent le nom de cames lorsque cette » roue conduit le manche (^) d'un pilbn ou d'un marteau , et lui imprime un » mouvement rectilign^e ou circulaire, alternatif.
» La fig. 1 représente un pilon et son manche; ce manche est composé de deux » pièces de bois CDEF , ABGH, réunies par deux autres pièces (P et Q), qui laîs- » sent entre elles un espace vide ABCD* * !
» Étant donné un pilon de cette forme, il s'agit de lui imprimer un mouvement » recUligne dans le sens de la droite BS , en le faisant glisser sur les faces verti- » cales des pièces de bois horizontales LM, L'M'i soient (fig. i) ce même pilon et * son manche vus do profil ; un arbre abcdef porte les cames A, B, C, D, E, F.
» Lorsqu'il tourne , chacune de ces cames s'engage successivement dans Tinter- » valle ABCD {fig. 1) du manche du pilon, et le soulève en pressant la faceliorît)*i:ontale ABdéla partie du manche A'BGH. Chaque came est un solide terminé » par une surface cylindrique, qui a pour base la ligne txyz {fig. 1). RS étant » la projection de la ligne milieu dit manche du pilon, (ft T le centre de Taxe de » rotation de Tarbre abcdef, on abaisse du4)oint T une perpendiculaire Ti sur » BS. On décrit de ce même point T, comme centre, un cercle du rayon Ti-, en- \ fm, on développe une portion aSy de encercle, ce qui s'exécute en déroulant n uoe corde ou un fil aS appliqué sur la circonférence «êy, et Textrémité a de » celte corde décrit la portion de développante anff.
» Chaque came telle que A est ternûnée par une courbe vx égale à la portion de
O On devrait àhe le menionneî d*0D pilon^ ou le msDche d^un marteau. T. 0.
développante antcp» dont la grandeur dépend de la hauteur à laquelle on ib^" élewr le pilon. Pour la hauteur' tx dont le pilon est soulevé, on développe Tare de cercle w égal en longueur à la droite ix; la courbe vx est la seule par-
' tie du contour de la came dont la forme soit déterminée. Le cercle décrit 'ûvt point T comme centre , avec Ta:. pour rayon, coupe ia développante indéfinie ^ aTTfau point 9 , et la portion cxcp est la développante de Tare de cercle aS, égal
' en Itagueur à Farc 10. , *
r> Connaissant y par Texpérielite, Tépaisseur qu'il convient de donner à la came, on la termine par une droite yz qui concourt au point T, et Ton raccorde la courbe t>x et cette droite yz par une courbe quelconque xy, qui soulève encore le pilon d'une petite hauteur, avant queia came soit dégagée du manche du pilon ; alors le pilon tombe par son propre poids. Lors(^'il est «rrivé au point le plus bis de sa course , il est important que la came suivante F, déjà
, engagée dans l'espace vide ABCD (fig. 1), se trouve prés de l'extrémité de la. pièce de bois AB6H » afin d'éviter le choc de la came contre cette pièce do bois, if {fig. 1) est la longueur de l'arc parcouru par le poirit i' autour du point T, tandis que le pilon descend de toute la hauteur verticale dont il a été élevé par la came A.
» Les hauteurs dont le point 1 de la ligne milieu du pilon ^'élève sur la verticale tr, seront de même longueur que les arcs' décrits par le même point i autour du centre de rotation T, et l'arètë de contact de la came et de la face AB {fig. i) d\i maigphe du pilon sera constamment perpendiculaire à Ta droite tx {fig. i) {*). *
2"* DE l'engrenage d'une boue et d'une cri^aillèré comprises entre deux PLANS PARALLÈLES (extrait du Traité des machines de Hachette , 4* édît.).
tk La roue tourne autour d'un axe passant par son centre A {fig. 2); un plan » perpendiculaire à cet axe contient le cercle du rayon primitif AC dk la roue;
• {^) Lo manche du marteau doit être tenniné par uoe courbe particulière. Hachbttb a oublié d'en parler ; il nef s'est ownpé que des pilons.
Le marteau. peut être soulevé de deux manières différentes : 4» la came frappe le manche du marteau et rabaisse , comme dans les anciens ordoiM, ou 2* la came soulève un mentonnet placé à la tète du mar* teau comye dans Voràon anglais. Dans Tun et Taulre cas le manche et le mentonnet doivent être termi» nés par une développante du cercle décrit de t'axe de rotation du marteau comme centre, et avec uii rayon égal à la distance existant entre Taxe du marteau et Paxede la roue à caioes, diminuée d'une quantité plus grande que le rayon de celte dernière roue. On a dans ce cas un véritable engrenage cylio* drique, composé de deux roues dentées, et dont les dents sont terminées perdes développantes de fïercie. T. O. .
^NiJI dcoilç TGDEiy, qui se meut m Mme temps que Ta créon^iHéro dolit «Ik À^ aa la lîg^ nilîeu» toucWiionstamiiieat le oercte du rayou AC au point G, §Bk ftpirto ^ kl vîtMse absolue, du point G est la mèaie v aoit qu'en regarde ce .poîut cotfime fixé à la roue, ou comme Axé à la crémainère. Cette àroite TCOSiD^ pouvant être considérée eomnw ua cercle d'uae roue dont le rajon l^imitif est infini , T^agreMge d'u&e^roo^ et d'une cfiBiailiére est un cas particulier dft cas plus général où les deux roues ont des rayons prlmiiiCs de dimensions finies.
j» Faisant tourner le cercle du diamètre AC sur la droite TCES)\ le point G du cercle engendre, noû pas un épicycloîde, comme dans le cas générai desdenx roues, mais unecycloîde CM. On prend pour la demi-épaisseur d'une dent de la oréiQailiére y yne droite CN" contenue un nombre entier de fois dans le corde du rayon AC ; une perpendiculaire NM à la droite CT détermine la grandeur de l'arc CM de la cycloide. La perpendiculaire Mt au rayon AC jrenconlr^ la circonférence du diamètre AG au point s, faisant AQ= A», CQ est la grandeur du flanc de la roue qui correspond à l'arc de cycloide CM. Le creux de la dent de oette roue est terminé par la courbe MZRQ que décrit le point U de la crémaillère sur le plan du ôcrclc dont le rayon osl AC. On suit» pour c*onstruire cette courba, la méthode qui a été décrite j( art. 54 du traité cité); on prend Tare CN' du rayon AC , égal en longueur à la droite GN » épaisseur #^oiie demident de la crémaillère^ et Ton tire te rayon AZN'. Les deux arcs N'Y et GN' étant égaux, on mène le rayon AY, et QhH est le ^«ux de la dent de la roue ; CQXY sOnt les flancs des deux dents adjacentes à ce erefvx. » Cette figure GQRZMXY a été transportée en DYGKE. Pour compléter k dent de la roue, on considérera la ligne milieu D^T de la c/émaillère comme l'axe du pilon RS dans la figure précédente (Jig. 1). La courbe Drf (/ig. 2), développante du cercle du rayon AC, conduira la crémaillère de la même gianière que la came vx {fig. 1) conduit le pilon. Le point d {Jig. 2) est l'intersection de la déyeloppante Dd et d'un rayon AdD, tel que l'arc Dj est de même longueur que la droite GN.
» La crémaillère porte des dents, et deux dents consécutives sont séparées par un creux ; mais elle n'a point de flancs, ou autrement le flanc se réduit à une ligne droite, comme on l'a déjà vu à l'article des cames et pilons. On aura donc tout ce qui est relatif à l'engrenage d'une crémaillère et d'une roue, lorsqu'on connaîtra la forme du creux qui sépare deux dents consécutives de la crém^atillère ; ce creux est terminé par deux branches de courbes égales à E'H'. Celte branche de courbe est égale à celle qui est décrite d'un mouvement relatif par rextrémiié H de la dent de la roue sur la crémaillère. On cosstruit
Llf
Ji cette courbe diaprés ce qui a été dit (art. 64 du traité déjà cité)', et ii suit de » Tarticle (•&) que le rdjen AG touche à la (oàs la développante dujciei»de CM et » la cycloide rallongea CR'Z\ 9
Par ce qui suit je vaia compléter ce que Hachette a dit sur Feogreiiage i crémaillère.
§ IV
Lorsque le pignon doit conduire la crémaillère , les mécanicieAS donnent ordinairement aux dents de la crémaillère la forme d'un rectangle, et ils négli^ gent la construction de la courbe du creux qui devrait séparer ses dents entfC elles, ou mieux qui devrait exister entre deu$ dents consécutives»
L'engrenage àxrémaillère s'exécule donc ordinairement ainsi qu'il est indiqué C/î^. 3).
Le pignon tournant autour de son centre o, de x' en y\ la crémaillère se mout en ligne droite de a; en y.
Le lieu des points des contacts successifs de la dent RSM'Q'' de la crémaillère avec la dent m'Bm" du pignon , est la droite ZZ' (*). *
i. De la manière dont le pignon et la crémaillère se conduisent.
On doit remarquer {fig. 3) que le point de contact se mouvant de x en g sur la droite ZZ' tangente en C au cercle (0, C) (désignant le cercle par son ray(Jh), qui est la développée des courbes qui terminent les dents du pignon, le côté droit CM' de la dent RSM'Q' de la crémaillère^ conduira la développante de cercle m'Bqui termine à gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la dent de la crémaillère , jusqu^à ce que le point de contact TM' soit arrivé en C,
Ensuite à partir de ce point, le mouvement continuant, le côté Q'V' cessera d'être en contact avec la courbe m'B. De sorte que les points des contacts successifs de Q'M' et de m'B seront distribués sur ZG et s'arrêteront en G.
Si Ton* considère le côté gauche QR d'une dent de la crémaillère, il ne sera en contact avec la courbe m'^B qui termine à droite la dent du pignon précédant immédiatement la dent de la crémaillère, que lorsquMl sera arrivé en G; à partir
(*) Dans la pratique , on doit distinguer trois cas : 4* celui où le pignon conduit la crémaillère , et Ton envole la construction que je viens dindiquer ; 9f^ celui où la crémaillère conduit le pignon ; alors les dents de la crémaillère sont terminée» par des arcs decyclok'de et les dents dn pignon sont termînéei par des lignes droites qui tendent vers le centre de ce pignon ; et 3* celui où Ton veut que le pigpon poive alternativemeni conduire la crémaillère et être conduite par elle » alors on superpose les deux tracés préeédents, et l'on 11 celui qui est indiqué par UMonm dans son Traité des machines. T. 0.
de cette positîoA la courbe m''B conduira le tôié QR 9 et les points des ^otacts successifs de QR et de i^"B seront distribués sur CZ' et à partir du point G.
Ainsi chaque. dent QRMP de la crémaillère , cesse d^ètre en contact avec les deux dents B et fr du pignon , entre lesquelles elle est engagée y pendant le temps quis son extrémité MR emploie à passer sur le point G.
2* Du nombre des dents en contact.
Dans le tracé qiie je donne {Jîg. 3) Ton voit qu il y a quaire dents en contact ; tieux dents de la crémaillère sont conduites par les développantes de droite des dents B et fr du pignon , et les dents B' et b du pignon sont conduites par les arêtes de droite Q'M^ el PM de deux autres dents de la crémaillère ; en sorte que quatre dents de la crémaillère et trois dents du pignon se iroiï^eDten prise. I " On pourrait avoir un plus grand nombre de dents en <9[)ntact ou en prisé, en
1 diminuant la largeur RM et l'intervalle QQ' des dents de la crémaillère ; mais
alors le nombre des dents du pignon augmentera, et par suite leur longueur ou saillie bc diminuera.
Tracé de la crémaillère à dents triangulaires
Je ne sache pas que Ton ait encore cherché quel doit être le tracé géométrique d'une crémaillère lorsque ses dents sont triangulaires. C'est un cas d'autant plus intéressant à examiner, qu'il conduit en pariie à ce qui est relaiif à la vis'sansr fin y engrenage dans lequel la vis est ordinairement triangulaire.
Soit (fig. A) une crémaillère dont les dents sont formées par des triangles isocèles égaux entre eux et au triangle YV V^\ ces triangles ayant leurs bases juxtaposées sur une droite XX', et* leurs sommets situés sur une droite ZZ' parallèle à XX' et à la direction du mouvement de translation que doit prendre la crémaillère.
Soit le centre du pignon.
Du point o abaissons oa perpendiculairement à XX' et coupant ZZ'au point G.
Par le point G je mène CD perpendiculaire au côté droit Y\" de la dent de la crémaillère.
Par le même point G je mène CD' perpendiculaire au côté gauche VV" de la même dent de la crémaillère.
Du point j'abaisse oP' perpendiculaire sur CD et joP perpendiculaire sur CD'.
Du point comme centre et avec le rayon oP=oP', je Récris un cercle sur lequel je prends deux points fixés (arbitraires) S et S'.
Au point S' je fixe Textrémité d'un fil enroulé sur l'arc S'P' et se dirigeant
ensuite sor la tangente P'D. Les points M', M , C de ce fil, décriront respective^ ment les dételoppantes M'mVMH', GA, lorsque Ton enroulera sa partie recii-' ligne P'D sur le cercle (oP).
Au point S je fixe l'extrémité d'un fil enroulé sur Tare SP et se dirigeant ensuite suitant la tangente PD\ Les points N", N', N, C, de ce fil décriront respectivement les développantes N'V, NV, NA', CH, lorsque Ton enroulera sa partie reeltiigne V& sur te cercle (oP).
Ces diverses développantes^quiont pour développée commune lecetscfe(oPX se couperont deux à deux aux points KS K'", K, K\ K'\ situés sur un cercle ayant o( pour rayon, et aux points C^, C"\ G, G", situés sur un cercle ayant oG pour rayon.
En sorte que les dents du pignon devront être taillées suivant la forme indiquée par les hachures.
A. De la manière dont se condment le 'pignon et la crémaillère à dents triangulairesm
En supposant que le pignon tourne de x' en y\ la crémaillère se meut de x en y parallèlement à la droite ZZ', et Ton voit que :
i* Le côté droit Y'V' de la dent de la crémaillère ne commencera à conduire la courbe MW qui termine à gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la dent de la crémaillère, que lorsque les points K" et M' seront arrivés en d'; le point de contact de ces dents parcourant à partir de d' la droite DG et se mouvant dans la direction m.
Lorsque le point de contact sera amené en G, le mouvement de rotation continuant , le côté V'V" et la courbe MW cesseront d'être en contact.
2* Le côté gauche V'G' de la dent de la crémaillère ne se mettra eâ contact avec la courbe C'R" qui termine à droite la dent du pignon précédant immédiatement la dent de la crémaillère, que lorsqu'il sera arrivé en la position V'"G.
A partir de cette position la courbe C"h!' conduira le côté V'G', et le point de contact de ces deux dents se mouvra sur la droite GD', dans la direction uV et à partir du point G.
Ainsi , pendant le mouvement, chaque dent V'G'V"', de la crémaillère, engagée entre deux dents K" et K' du pignon , conduira jusqu'en G la dent K' qui la suit , et sera conduite, à partir du point G par la dent K'' qui la précède.
Dti nombre des dents en contact
Dans le tracé que j'ai donné (fig. A) l'on voit que trois dents de la crémaillère sont en contact (en prise) avec deux dents du pignon , les points de contact étant
wJI, ttelC; l'bfr wii:eBm6iii6ttmi»qiieIftd6iit.¥^V^de^
00 efimi€i«].pûmt C , cb même tonps, ateç kt dent deols E' et K du pigM»;
En sorte que chaque dent de la crémaillère ne cessa pas d'être , peÂdanl le WiuvèfQeatc^ en contact avec Tone des ^nts du pignon» ...fii.îejsupjposeqae le point K", extrémité de la dent du pignon, arriveeo^f/y peint d'inlersaction de la droite CD et dn cerde (ofr), il y aura, daM.c6lte posU tioQ de la crémaillère, par rapport au pignon, autant de dents en contact qu'il y aura d'extrémités de dents du pignon situées sur Farc (fip' et d'extrémités de dents 4e la crémaiUère situées sur la droite iïy les points d et d' étant les intersection» de la droite IZ^ avec les droites 90' et çd, qui sont respect! ^tement parallèles aux «fttte V^Y" et YV" de la dent de la crémaillère.
On pourra augmenter le nombre des dents en contact (ou en priÊt.) mk dinifi* nuant la base YY' du triangle qui forme la dent de la crémaillère; maïs alors le nombre de& dents du pignon augmentera^ et par aoite la longueur ou sojUtia dei ses dents diminuera.
6. Observations sur les crémaillères à dents reciangukdres et à dents triangulaires .
On doit observer :
r Pour la crémaillère à dénis rectangulaires, ta denl du pignon glisse constamment sur le même point de la dent de la crémaillère avec laquelle elle se trouve en.^nlact, tandis que pour la crémaillère à dents triangulaires, le point de contact change de position sur la dent de la crémaillère à mesure que ce point de contact parcourt la ligne brisée DCD' ;
. STDe ce que les développantes de gaucbe des. dents du pignon stML e« c^ntM^ ayec les eûtes de 4roite des dents de la crémaillère (%ue cette crémaillère ait dea dents rectangulaires ou triangulaires) afamt le rayon ea perpendiculaire à la direction de la crémaillère; et de ce que, en môme temps, les développantes de gauche des dents du pignon sont en contact avec les côtés de gauclie des dénia dff la crémaillère après ce même rayon oa; il s'eowit que, si le pjgnon s^ysmt lCArn4 de droite à gaudie vient à tourner de gauche à drortjsr, il conduira. Im. crémaillère, immédiatement et ^ns perte de tenq^tô, piuiaqa'il n'y ^ |m^. de i» entre les dénis du pignon et les dents de la crémaillère;
3* Dans Tengrenage à dents rectangnlaives , le cercle primitif (oG) (fig. 3) est en même temps le cercle développé de toutes les développantes qui terminent lee deatsdu pignon; mais dans l'engrenage j^ dMts triangulaires, le cerde priwiif (oC> {jiff. A} eai diiE^reuat (il eat wtre) do cercle développé de» cOTrIm
^^teloppantes qui lermiiient les dents da pi^on, car ce dernier ( le^cerde dé- Teloppé) est le cercle (pd). , ' '
Dans ce qui précède, fe n'di pas en égard à FtSpalsseur que Ton doit donnera la crémaillère et au pignon, épaisseur qui est déterminée par den^ plans pjiral^ - I&les entre eux et perpendiculaires &Taxe de rotation du pignon {*). • .
En ayant égard i cette épaisseur, I*on voH sur4e-chanijp que les ^entsde II crënaaillère peuvent Être ': -
i^I)es parallélipipèâeiB dre^lls eooti^qu^;
2* Desprismes triangulaires dfoits on ^Uîquei^, . "
7 • Cas oii les dents de la crimcSXlère sont des parallétijnpèdes au des frismes frkmgtirSrés
droits* . '
Itan^le cMôè ^s dcviH de ia erémaillère sont 4es porsUé^pîpédes.çu prismes triangulaires droits, il est évident que la surface qui termine Ja dent d« pigvon «e compose de denx cyl indres dont les géBératrtoessoot parsfiéles àl^axe du pignon , et dont les .bases (ou sections droites) sont respectivement les déve* Ibppantes de droite et de gauche situées 4an8 le pfeadn nnlèsadhi'iMgnatt^ciM^ la crémaitière. ^ ♦ ■ «. ' ,. . .
En sorte que rextrémité ou arèle saillante de la dent du pignon est une droilf parallèle à son axe, et qui n'est autre que la génératrice droj^e -inter^eetion des 4eux svifeces cylindriques {fig. 3 et 4). . * •
8. Cas où les dents de la crémaillère soniée^araUéiipipèdes ou desjnism}^ friangulalr€9
obliques. / ^ -^ j
Dane le cas -etu- les 'dents de la crémaillère soni dés para1Jé)ipî{iëdes ou des privés triaÎQgulaires obliques, h surface d'une dent du pignon se compose és deux surfaces dcveloppqblcs dont je vais examiner la nature géométrique.
Si f>jur un cylindre (C) droit et à base circulaire on trace une hélice J, on sait : . i*" Que toutes les tangentes à l'héiice d font avec l!éxe du cj^indre an même . aQgIc a et déterminent une surface déyeippipable I^ nommée I^Hande dévelt^ pable^ et dont Yarêie de rebrousseiritni n'est autre que rh'éllce'd» , 2* Que tout cylindre à base circulaire ; et ayan't même axe A^qne le cylindre (CX coupe ri>élicoide dévdoppable 2 suivant une hélice iiont les tâ^g^tes fiuitaiiec . Taxe A un angle qui est égal à«;*-
O Les iracéi donnée < /l^. S e(4| sddI supposés «Ooctués dm le p!ao miliov de l^ogreoage.
3* Que toàt pËn perpêBdicuIaWé à Taxe k coépè rhéliéoîdè développais X^
«uiiant deox dàreloppantes égales ^el tovmées en. seiis Inversé, ayant le cerale
,. base (ou section droite Vda cylindre priniîti?(C) pour dévelc^pée commune;
^ \a^ Que deux plans parall^es entre eux et perpendiculaires à Taxe A , coupent
^ deux q^pes de lîiéiicoide développable 2, suivant quatre dévelûft|Hig(is
égaies et tournées deux à deux en sen^ inverse , et que \m pSinie» 4f^ ^g<MHig
^ rb^icè i f |pitdrcep||es entre cesdiMCx plans , sont toutes égales entre elles ^
^'^ Que les nappes qui se tournent Tune à loutre leur concavité, et qui appartiennent i:<leilx hélîcoides développables 2 et 2" ayant pour arêtes de rebrousse- .j^aèçl respectives deux héUces ieii^ parallèles entre elles et tracées sur un même tyiindre primitif (C), se coupent suivant une hélice ^ située sur un cylindre primitif (C) ayant mène axe A que le cylindre (G), et dont les tang^ites ilaat avec cet axe A le même angle a que font avec ce mSme axe A les hélices ..d et d'.
Gela posé: - \
.. Skam incite levais on les dents de la crémaillère sont des pataUéHpiuièdeê oMîfiiet.
d^. Cendant le niwvenent ^ rotation , le plan de l'une, des faces obliques de la
dent de la crémaillère de ment tangei^elleraent à la développante de ^roite ou
de gauche de la. dent du pignon , en faisant .^ponstamment avec l'axe de Oe p^nott
HM angte cûosbml qui est le complément de Tangle 6 qui mesure Finclinaison de
' ^ tilte fiice oblique sur le plan milieu du tracé {fig. 3) .
La^ surface de la dent du pignon sera donc compmée de dMx surfaces dévAr ;loppables qui seront les enveloppes de Tespaee pareouru par les plans de Tune eC l'autie iace oblique de k dent de la crémaillère. . ^ D'aprter ce qui précède il «Kt dcAicéaidMt :
1*' Que la surface de la dent du pignon se ^compose /le deux happes se toor^ fiant leur cqjQcavtté et a^liaMenanl à deux hélicoîdes dèveloppables aya^t pMr arètei^ de rebroussement resp^tives deux hélices trac^ sut* le cylindre droii ayamt pour base (on section droite) le cércfe (dC) (Jig. 3}, et ayantpouraxe celui
dUpignoû^ \ . - .^ ' ^* ^ ;
T Que les tangentes à ces deux hélices font avec Taxe du pignon un angle qui eat. égal à celui que Time des facea obl^des do paAIlélipipède fait avec oet axe.
3"" Que l'es deux liéliceà sont parallèles entré dites et int^ceptent sttr les l^éné* Mmés du cylirkdre (oC), des parties égalés^ entre elles et à la disunce verticale h%" {fiff. 5) qui existe entre les plans des faces oliliques. hV et M&i' qui dètermînetit le creux existant entre deux dents consécutives de la crémaiâère. . "^ à"" Que Textrémité (Ou arête saiHaote) de la dent du pignon est une hélice dont 1^ tangentes font avec Taxe de ce pignon nn angle égal au complément ^e rangleS. \. ' - . . \. . , - • ' • — •
9* Coi ot< /e« den/f de /a crémcRUère sont des prwné$ trtangutairet obligés.
Tout ce que Je viens «Te dire sur la forme des ctonts du pignon conduisant une crémaillère dont les dents sont des parallélipipèd^ obliques , s'applique nM à mot à la forme des dents du pignon qui doit conduire une cfémaîUèré dont les dents sont des prismes triangulaires ôbliqdes; seulement Ton doit faire observer que dans ce dermer cas Té^ déinc^l^iGés parallèles entre elles , et qui sont les arêtes de rebroussement des deux hélicoides dével^ppables qui terminées la dent du pignon^ interceptent sur les génératrices du cylindre primitif (od) {fig. 4) des parties égales entre elles et à la distance veritcale etlstant entre les droites , qai sont les intersections du plan tangent au cyKndM primitif (od) suivait la génératrice (d) et des deux faces obliques ( C'V") et ( CV"') qui déterminent le creux de deux dents^ consécutives de hi cnèmaillère.
iO. Dh lieu des contacts des dents du pignon et de la crémaillère.
Le contact entre deux dents du pignon et de la crémaillère ^ se fera suivant une génératrice droite de la surface déveîoppable , cylindre ou Isélbxndej qui termine la dent du pignon ; la face de la dent de la crémaillèfie étant un plan tangent à cette surface développable.
Pou^ la crAmaillère à dents paralMipipèdes droits ou obliques y la droite dé contact se meut dans un plan parallèle à Taxe du pignon et passant pir la droite ZZ' (fig. 3). Cett& droite de contact est toujours la même sur 4a face plane de la derft de la crémaillère , en sorte que le frottetnant s'^ferce to^îours atfx mêmes points sur la fSice de la dent de la crém^Ilère.
Pour la crémaillère à dents prismes triangulaires droits ouqbliques, la dent de contact se meut dans deux plans parallèles à Taxe du pignon, et laissant, Tiui par la droite DCP\ et Tautre par. la droite B'GP (j^^. 4). La droftte de contact change de place sur la face plane de la dent de la crémaillère / en sorte que le frottement ne s'exerce pas auV mêmes points sur cette face de la dent dé h crémaillère.
V ^1. Tracé de la projection horizontale du pignon.
D'après ce qui précède il est facift de tracer la projection, borizontale du pignon dbnU les dents sont terminées par des surfaces hélicoidos développâblcs.
Eneffatj ayant tracé les fig. 3 et 4, il suffira de supposer que ces figures tournent re^ectivement autour du aenire o d'un aogle tel que l'arc ak {fig. 5) soit
égal à la^prQJecUoD éB la j^rtie (iûlerce{>lée ^ntre Iqs dLeux^ plans paraHMes déterminaDt ^épaisseur du pignon) de Thélice tracée sur le cylindre primitif, et dont les^ttingentes font avec Taxe du pignon un angle, é^l au complément ds Fangle S.
AJnsi dans la iig. 5 qui représente la projection horizontale du pignon et de la crémaillère dans le cas où les dents sont de^r parallélépipèdes obliques, Tare àA 4tAnt recti&fecst égal à la droite eE.^roJeclion boria^ontale de Tarète MM' de la dent de la crémaillère (*}.
1>es ifwgens méamiqnes ipd peuvent être emphyts pmr Hntter ks êtntg ih'ph^on.
pREMrEn »nec£ni
Je suppoie^/i^. ^ ) ^ue la rondelle R , qui doîi 4^tre 4aiUée , est iioricontale , et tourne librement autour d^un axe fixe et vertical {a).
Lq rayon ad de ceUe ronticlle sera égal au rayon (w des %. 3 et 4. .
Sur le pla^ supérieur de la ronddle R , on décrira un cercle concentrique au cerclé {«/), et pyant pour rayon une ligne ab égale en longueur au rayon oC dfS$ fig. 3 et 4.
' EasÂiite on fixera au moyen de deux vis m et tp! sur le plan supérieur <k. la rondelle R^ u^ limbe G tournant avec cellt rondelle R autour de Taxe (a) et terviiBé par .^e &uj|a^e ç^Ujoulrique verticale ayant pour base (ou ^ectîoa.j}roile) Vè «erolâ du ràjon.oi*, ** ;
Aux deux points n et n' de ce limbe, ou fixera deux chaînettes s'enroulant^ r]un6Aàgaucbe>et l'autre 6' à droite^ sur le cylindre vertical {ab).
»— 1 ,|»IIIM«I ■ ■«■ ■■ t ■ ' _ l^^l»
(*) Dans les fig. 3 et 4 nous avons donné des tracés géométriques qui peuvent être dits : tracés théorU ques. Dans la pratique, les dents du^ignon nepourraicn^pa^ètre terminées ainsi par une pointe, laquelfe ne ré^stemit pas avï efforts; mais te tracé théoriqveélaat exéeoté , ?teo n'empêche jde tronquer là pointe 4t de doMier par ce moyen une certaine épaisseur-à Urden^xin -pignon, épaisseur qui devra èlre calculée en vertu de la rési&iance des matériaux et de Tcffort que la dent aura è exercer lorsqu'elle sera arrivée^ en la position où elle devra agir par son exlrëmilé sur la dent de la crémaillère.
Nous n'avons pas donné de jeu aux danls de Peiigrenage ; on pourra obtenir ce $eu, s'il est nécessaire, de deux manière^ dHféren tes , et sans rien cltanger au tracé : 4^ en éloignant l'a crémaillère du pignon; 2® en diminuant Tépaisseur des dents du pignon , ou l'épaisseur des dents de la crémaHftre.
paxB les tracés donnés ( fig. 3 et 4 f, il est évident qjie Vwsl un engrenage à développantes et qui doit jouir des mêmes ava^ilages que les engrenages cylindriques extérieurs à développantes, et ainsi l'éloigné* ment des axes pour donner le jeu nécessaire , ou le rapprocliement des axes lorsque le jeu est devenu Uiop iXHisiâàr«M»par f tisore ties dents» sent chose possible sans modifier les pfopviélés de i^iigréflage^ tans ilfificeHérenle rapport cviUitAt entre les vitesses des axea» 1^ Q,
CiBS éaax dialnèMss aeroat ImrizAntidMt t'inm nitéMBum. d« i'iwtre 61 dans UD plan tangent an cyKndte (ofr).
La ebafnette h passera sur deux pouiiet de re»wt B et h% el vimidjfb ^'^U^ebei; par son extrémité q à i'équipage X. .
La chaînette A' passera aussi sur deux poulies de renvoi B" et B'"., et viendra s'attacher par son extrémité q' au même équipage X.
De t équipage X
Cet équipage (fig* 6 et 7^ 8 ei 9) se compose d'une r^le horizontale D\ glis-^ sant dans une rainure &; la direction de son mouvement de tfap«ialion étant parallèle au plan tangent qui contient les chaînettes h et /«'; ensuite^ de devx supports DetD' auxquels sont fixées les extrémités q elq' des deux chaînettes» et. ces supports portent en même temps les paliers / et f sur lesquels tourneront les axes coniques d'une scie circulaire E, laquelle sera mise en mouvement au moyen d'un archet H , ou d'un rouet.
A l'une des extrémités de l'un des supports sera fixée une vis v, tournant dans un écrou fixe L. L'axe de cette vis v sera parallèle aq moa^omant de translatièn de la règle !>'.
Jeu de ta tnachine
En faisant tourner la vis v au moyen des bras 1^ la régie D^ s'avancera dans la direction yg'j et les chaînettes forceront la rondelle R à tourner dans le sensW;
de telle sorte que la chainetle h se sera euroulé&^M c^kMa^U^^ '<' sfî s^ra déroulée d'un arc égal en longueur à Tavancement rectiligne delà règle D'.
Pendant que Ton fera tourner lentemeiH la vis v dans son écrou fixe L, la scie circulaire E recevra un mouvement de rotation continue au moyen du rouet , ou un mouvement de rotation alternatif au moyen de Karehet, et cette scie découpera la rondelle R.
Les croquis {Jig. 6 et 7) donnent, je pense, une idée suffisante du mécanisme à exécuter.
3« De la scie circulaire E.
Si la mie E était une simple plaque , après avoir eqtaîUè la noodelle B j^usqiu'à une certaine profoudeur, elle serait forcée de se plier ( de se déformer, de se gauchir ),- lorsqu'on continuerait à faire avancer la règle D\ pour pouvoir aeheyar totra^HÛl.
Pour dKVî^r à cet incoa^iéaîem Toa donnera i la soie fi une forme paetigulièMu
qpi dépendra de la nature géométrique de la dent de la crémaillère ; aingi : o^n la forme indiquée {fig. iO), si le pignon doit conduire une crémaillère à dente priimei^iangulaires f ou la forme indiquée {fig^ 11), si le pignon doit conduire une crémaillère à dents para/(é/i'ptpé(iè«»
Du découpa E
La scie ou découpoir E" (fig. 10) est composée de plusieurs plaques circulaires, toutes d'épaisseur égale et séparées les unes des autres par des p|aques non dentées ayant même épaisseur , mais ayant des rayons moindres.
Ce système forme un tronc conique dont Tarète mr sera égale à bd(fig. 6).. . li'angle 6, complément de celui que Taxe du tronc conique fait avec une de ses arêtes , sera égal à la moitié de Tangle Y'G'V"' (Jig. A) qui forme l'extrémité de la4ent triangulaire de la crémaillère.
Du découpoir E
La scie ou découpoir E" {fig^ 11) est aussi formée de plusieurs plaques dentelées à la circonférence et alternativement séparées par des rondelles ou plaques non dentelées et d'un diamètre moindre.
Le système forme un cylindre {mm'nn) accolé à un Ironc de cône (rrmm).
L'arête nm du cylindre sera égale à la tanf^Die.trigonomélrique du demi-angle
m'om construite dans le cercle dont le rayon =:oC {fig. 3), et l'arête mr du tronc conique sera égale à bd(fig. 6), ou , ce qui est ta même chose, on aura mr égaie à aC {fig. 3).
L'angle 6', complément de celui quel'axe du tronc conique fait avec l'une de
ses génératrices droites, sera égal à la moitié de l'angle ni'om {fig. 3) mesuré dans le cercle oG par l'arc mm\ dont la rectification égale en longueur l'épaisseur MR de la crémaillère.
Travail des découpoirs E' et E
L'axe de la scie étant horizontale , son plan peut être, ou 1* perpendiculaire au plan tangent qui contient les chaînettes et à Taxe de la vist;, ou 2* oblique à l'axe de la vis v^ et ainsi oblique par rapport à la direction dta mouvement de l'équipage X.
Dans le premier cas, la scie ou découpoir E" {fig. 11) découpera la rondelle R suivant un cylindre vertical ayant pour base une courbe développant^ du cercle
(ab) {fig. 6), et qui sera apte i conduire la crémaillère à denU jparaUélipipêde$ droits.
Dans le deuxième cas, l'axe de la scie étant toujours horizontal et faisant avec l'axe de la vis v un angle égal à celui que le côté VV (^fig. 4) de la dent triangulaire de la crémaillère fait avec la ligne ZZ', la scie ou découpoir £' {fig* iO) jdécoupera la rondelle R suivant un cylindre vertioal ayant pour base une dévelaf^xUe.y lequel sera apte à conduire la crémaillère à dents prismes triangulaires droits.
Ainsi les supports D, D^ devront être disposés, dan^ le premier cas, de manière à ce que les paliers /, /', soient verticaux et perpendiculaires à Taxe de la vis v; et, dans le deuxième cas, de manière à ce que les paliers l et T soient encore verticaux, mais faisant avec l'axe de la vis v un angle égal a celui que le côté V'V" {fig. À) fait avec la ligne ZZ'. .
^ Pour exécuter la surface hélicdide développable qui termine la dent du pignon , lorsque les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdes obliques ^ Ton prendra le découpoir £^' {fig. il). On placera son axe conique dans un plan vertical pas^ sant par Taxe de la vis v, et en inclinant le plan de la première scie circulaire rm' de manière à ce que l'angle qu'il fera avec le plan horizontal soit égal à l'angle g (fig. 5) qui mesure l'inclinaison de la face obUque de la dent de la crémaillère.
Dès lors les paliers / et t devront être parallèles au plan de la première scie circulaire nn\
Lorsque les dents de la crémaillère sont des prismes triangulaires obliques , l'on prendra le découpoir E' (fig. 10), on placera le plan de la première pji^que dentelée mm\ de manière à ce que aai-position^ p»r npfportàFâxe de la vis v, soit absolument la même que ceRe de la face oblique de la dent prisme triangulaire de la crémaillère par rapport à la ligne horizontale ZZ' {fig. 4).
Dès lors les paliers l et /' devront être parallèles au plan ^de la première scie circulaire mm'.
Les fig. 8 et 9 représentent les croquis du plan et de l'élévation de l'équipage X pour le deuxième cas.
La fig. 12 représente diverses époques du travail effectué par le découpoir Ë", dans le cas où le pignon doit conduire une crémaillère à dents parallélipipèdes droits. Dans cette ligure on a supposé.que l'extrémité n" du découpoir E'' {fig. 10) étant d'abord en contact avec la rondelle (à découper) au point m, la machine étant ensuite mise en mouvement, le découpoir soit arrivé d'abord en la position bamP; ensuite en la position éVm'P'; enfin en la position extrême AVWP".
En sorte que les parties successivement rongées par le découpoir pendant le
^ntfnH, seront, d'abord : le polygone Myam, ensuite k polygoi^e yyWmm'af enfin le polygone yb"a!Wma\
Ainsi Ton aura , par ce moyen , découpé te cylindre droit Mm" qui termine la -p^tie de ganche de la dent du pignon, en obtenant dans la rondelle une entaille 4e la forme A W'M.
L'on opérera de même pour chacune des dents du pignon ; msuîte pour exé^ ^Hter le cylindre droit qui termine la partie de droite de chaque dent du pignon , Ton retournera la rondelle ^ plaçant son plan supérieur en dessous et vice versa. De sorte que la courbe A A' à tailler, se mettra à la place de la courbe taillée mM et vice versa.
Le travail fini , le creux qui doit séparer deux dents adjacentes aura la forme A'Aa"m"M.
Il ne restera plus qu'à enlever le petit solide ayant ponr base le triangle Aa'WB^ et formé : i° par deux cylindres concaves ayant leurs génératrices droites parallèles , pour Tua à la droite mV\ pour l'autre à la droite a 'A , et ayant pour eection droite un cercle égal à celui de la scie circulaire; ^ par un cylindre vertical ayant pourl>ase l'arc de cercle ABa''«
Le travail des découpoirs £' et £", qne la^ar&oe de la deat du pignon soit un 4:yliadre ou une sur£)ce hélicoide développable , s'effectuera dans Mus les cas d'une manière analogue à celle que j'ai représentée par la fig. 12.
IL DEUXIÈME PJSiHSÉDÉ.
La rondelle R et l'équipage X étant disposés comme dans le premier procédé j si Ton ne veut employer, pour taiUer la surfeee^lévebppable de la<leoi4hi pignon, qu'une seule plaque dentée à sa eircanféreiioe (une seule scie circulaire), il Jaudra que ^tte plaque ait un mouvement propre qui lui permette de s'avancer ou de s'éloigner à volonté de la rondelle, quelle que soit d'ailleurs la positîoo de r^uipage X dans la rainure qui dirige son mouvement de transiatiofi ; et la plaque dentée devra se mouvoir parallèlement à son plan.
Ainsi , ayant mis la vis v en mouvementi la rondelle R ayant toura^ ajuloAir de .S0n axe eo vei^tu du aiouvemi^nl imprimé par la vis t? aux deux cbaioett^s, l'on fiM/eraî la rondelle R et l'équipage X dans une position tèUé que la plaque déniée étant avaucée parallèlement à son plan (parallèlement à elle même), tanche par jin point de sa circonférence Ja rondeUe R au point ^ , qui sera le premier poiat de la développante {fig. 13).
A mesure que la plaque tournera sur soft axe, on la fera avancer contre la
rondelle, de manière à ce que par son travail elle tracera un plan tangent à la sur^ face hélicoïdale de la dent du pignon, j^pce^tangenie qui sera dirigée suivant ab.
Ensuite Ton retirera la plaque , on mettra la vis v en mouvement et Ton passera à une nouvelle position telle quW tPfMoçanl la plaque elle se mette en contact , par sa circonférence , au point 1 de la rondelle R.
^ Fixant en leurs positions ^t l'équipage X et la rondelle R., l'oii fera mmvokr la pj^que en s'av^ofani ituJporjG^ à mesure de son travail contre la rondelle , et dès lors elle tracera un nouveau plan tangent à la SM&qe hélicoiklale de la dent « et qui sera dirigé suivant \by et ainsi de suite. De sorte que par ce procédé Ton enlèvera successivement les solives la a, la"2, So^'S, 3a^4, et Ton aura construit un polyèdre (aa a W) circonscrit à. la surface hélicoïdale de^la dent du pignon.
Pour ronger les arêtes de ce polyèdre , arêtes qui sont les intersections 4e (deux plans tangents ou faces tangentes adjacentes , l'on substituera à la plaque den? tefée à sa circonférence sous forme de scie, une plaque dont la surface sera taillée en forme de lime ou de râpe , et en faisant mouvoir la vis v alternativement de gauche à droite et de droite à gauche , la plaque achèvera la surface hélicoïdale de la dent du pignon,
III. TROISIÈME PHOGÉD
On pea4 Itf^ver la projection horizontale du pignon sur un 'plan perpendiculaire à son axe; la smriBiw béUcoîdale â, qui termine ki dent de ce pignon;* est engendrée par des droites qui ne sont aubm que les tangentes à Th^ice ij qui est Tarète de rebrottssement de cette surfacah!(>KcgM>to»>.Mwt»>c»»4roi^ ratrices de cette surface dé veloppable a, se projetteront donc horizontalement sai^ vant des^D^MkWftan cercle qui se trouve la projection horizontale de Thélice d. D'après cela, il sera facile de tracer sur V épure les projections de ces diverses tan* geotes (iig. M bis), lesquelles couperont les développantes B et BVsuivant lesquelles les plans inférieur et supérieur du pignon coupent k surface A, en des pointsimmologues 1 et 1', 2 et 2\ 3 et 3\ etc. Dès lors, en traçant sur le relief, les courbes B et B' , et marquant les ptmils i, 2^ 3, etc. , sur la courbe B et les points i%2% 3', etc. sur la courbe B', l'on pourra , au moyen d'un àUeou ou d'un
mhot^ tracer les droites \\\ 23^, 33^^ etc., et former ainsi, par ses génératrices successives, la surface déveioppàUe a.
De la mê'-ieMi-fai'
" Revenons mAintenant à Te^renage dit tit-MUM-fio.
On sait que la surface , soit supérieure, soit inférieure du ftletd^une vis, esi engendrée par une droite qui se meut : l*sur une hélice tracée sur un cylindre ayant pour section droite un cercle,' et 2* sur Taxe de ce cylindre de révolution, en faisant avec cet 4xe un angle constant.
L'on donne à cette surface le nom d'hélicdide gauche. 'Dans la vis à filet carré , la génératrice droite de Thélicoîde gauche est perpendiculaire à Taxe du cylindre.
Dans la vis à filet triangulaire , cette générntrîce fait avec Taxé un angle d'au* tant moins obtus que Tangleau sommet du triangle générateur du filet est plus aigu ; ou , en d'autres termes, que le filet de la vis est plus mince et plus effilé.
En si^te que si r<m dit passer par Taxe de la vis un plap méridien , la section oflrira, pour la vis à filet carré, le disposition indiquée (/i^. 15 ), et pour la visa filet triangulaire, celle indiquée {fig. 16).
Supposons que ce plan méridien soit fixe et imprimons à la vis on mouvement de rotation autour de son axe. Les sections successives faiies-dans la vis par ce plan méridien se superposerol^ au» positions raccessives que prendra la section pri» mttive, en lut supposait un Mouvement de translation suivant Faxe de la vis, ce mouvement de translation s' opérant dans le pia» méridien et étant proportionnel à^ la vitesse angdaii^ê de la Vis.
En sorte que la section que Ton obtiendra dans là vis , en supposant qu'elfe ait fait un tour entier atitûurtie son axe, se superposera à la position qu'affectera la section primitive, en suQposant qu'elle se soil mue, le long de Taxe, d'une Ion* gueur égale au pas de la vis* >
On peut donc dire que la section de la visse comportera comme une créavûllëre dont les dents seraient précisémenlP^les dliveraes sections du filet de la vis par le
f^lan méfidien fixe.
Par conséquent, si par l'axe de la via on feU passer un plafli perpendiculaire à l'axe do pignon (plan que je nommerai j^Am-int/tM), ceplan devra couper les dents de la roue dentée (ou pignon) e! le filet de la vis, suivant une section donnant la figure 3, si la vis est carrée, ou la figure 4 , si la vis est triangulaire.
La section faite dans la déniée la roue dentée par le plan-milieu, sera donc, dans les deux cas, une développante de cercle. -
Cherchons maintenant quelle sera, sur le filet de la vis, la courbe, Keu dese^^ contacts successifs avec la développante.
Vis à filet carré
Puisque (fig. 3) le point M' est le seul de ceux de Taréte Q'M' qui se mette sQo* eesdvement en cœiUrist àiéé la développante Bm'; de ce que ce point de contact parcourt la droite ZZ' pendant le mouvement stoMltané, el^de translation de la crémaillère et de rotation du pignon , ils'ensuit que le lieu des points du filet dé lavis qui se mettent successivement en contact avec la développante Bm', sera l'hélice cylindrique décrite par le point M' autour de Taxe de la vis, en d'autres termes, sera Tarête saillante du filet de la vis carrée.
Vis à fitet triangulaire
Puisque {fig. 4), 4°, le point de contact du côté VV" et de la développante MW parcourt la droite DP', pendant le mouvement sTbiultané, et de translation de la crémaillère et de rotation du pignon ;
Puisque, 2^ ce point de contact est successivement sur le côté V'V", en^es diverses positions V'V", 'V'C', V^C, que ce côté prend successivemenl pendant le mouvement, d'abord en M', ensuite en M , enfin en C ;
Puisque, 3% les loi^eurs \'M', V'"M, V^C , sont entre elle? comme les espaces YV^YV", YV^, parcourus par le coté \'V"le long d'une droite parallèle à l'axe de la vis et que ces espaces sont entre eux commue les espaces angulaires parcourus dans le même temps par un point de là vis autour de son axe ;
Il s'ensuit que : .
Le lieu de points du filet de la vice triangulaire*', qui se mettent successivement en contact avec la développante Mm' pendant fe mouvement de l'engrenage, e^ une courbe à double courbure qui a pour projection, sur un plan perpendiculaire à Taxe de la vis, une spirale dArchimède,
Nous pourrons donner à celte courbe le nom de spirale hélicoïdale gauche. Ainsi, dans la figure \i , le cercle développé de la développante a pour rayon la longueur o'"Â; la droite ok est celle qui doit être parcourue par le point de conlacl du filet de la vis triangulaire et àfi la développante ; la courbe cp' est la projection horizontale , ou sur le plan-milieu^ et la spirale d'Archimède ^" est la projection verticale, ou sur un plan perpendiculaire à l'axe de la vis, de la spirale hélicolr dale gauche y lieu des points de contact du filet de la vis triangulaire; la courbe f est, dans cette ^;)tire, \n sinusoïde projection horizontale, ou sui^ le pUaMnilieup
dû rbélice cylindrique parcourue par le sommet eu triangle générateut do Shi de la vis triangulaire , en d'autres termes, la sinusoïde ^ est la j^ojection de Ta-* rète saillante (ou tranchante) du filet de la vis triangulaire.
CKMHiamâwt hi couiibe qui uuk sur le filet de la vis ( carrée ou iri»ngulaire ) les divers points de ses contacts successifs avec la développaDte , il sera fiieîle de déterminer la nature géométrique de la duiface de révoluiioo que cette courbe des conlacts doit engendrer autour de Taxe de la vis, pendant le nouvemeot da r^agreaage, en d'autre» termes pendant le temps que le filet de la vis eoodoîM ou sera conduit par le pignon au moyen de bt développante qui {eroiiae ludeat de ce pignon.
i. Pmir la vis àfiki carré.
La courbe-lieu des points d^ contacts successifs du filet et de la développante (ces points étant considérés eortant que situés sur le filet de la vis) n'est autre que rhélice cylindrique qui forme l'arête saillante de ce filet devis; et le point deconl^act du filet et de la développante ne sort pas du plan-^mUieu y et parcourt sur ce plan la droite ZZ' parallèle à l'axe de la vis (^. 3).
D'après cela y il est évident que la surface de révolution engendrée par cette hélice cylindrique^ pendant le temps que le filei conduira la développante, n'est autre que la surface <jylin^ri que sur laquelle cette hélice' cylindrique peutéire tracée,
2» Pour la vis triangulaire.
Nous avons vu précédemment que la courbe qui unit les points du filet de la vis triangulaire qui se mettent successivement en contact avec la développante, est une spirale héliccâdate gauche dont les projections sont (fig» f4) sur le pUm" milieu la courbe 9 , et sur le plan perpendiculaire à Taxe de la vis la spirale dM'^ cbitnède c^ . *
On se rappelle aussi que le point de contact du filet de la vis et de la développante ne sort pas du ^i^nitfieu j pendant tout le temps que la vis conduit la développante qui termine la dent du pignon , etqu'il parcourt la droite oA [fig. 14), qui est la même que celle DP' (jig. l).
Cela posé , je suppose :
V Que la spirale héliandole gauche coupe Taxe Si>a''de la vis au point p, qui est celui en lequel la droite oA rencontre cet axe j
2^ Que la droite oM esi une génératrice du filet de la vis;
3* Que pour un tour entier de rotation de la vis autour de son aice, h génératrice oM passe en la position oA; le point A étant celui où la droite oA est tan«gente au cercle développé de la développante ;
4* Que le point o est le premier point , et qne le point A est le dernier point de contact du filet de la vis et de la développante.
Cela dit :
La vis prenant autour de son axe un mouvement de rotation dans le sens nv {fig. 14), la spirale hélicaidale gauche tournera autour de l'axe Soo'\ le point o restant fixe, et cette courbe décrira dans Tespace une surface de révolution.
I^ndant le mouvement de sa rotation, la spirale hélicaidale viendra couper si successivement le plan-nùlieu , en des points qui seront tous distribués sur la droite ok.
Si par Taxe de la vis on fait passer un plkn méridien arbitraire, la spirale ké^ liccUdale viendra aussi cOiiper ce plan et successivement en des points qui seront tous disllibués sur une droite passant par le point o, car ce qui a lieu pour le ptanmilièu, doit évidemment avoilr lieu pour un plan méridien quefeonqu^.
Ainsi, la spirale liélicoïdale engendre par son mouvement de rotation autour 4e l'axe de la vis, une surface conique A ayant le point o pour sommet , ayant pour axe celui de la vis, ayant pour 6ii^ le cercle section droite du cylindre sur lequel on pem-ôoaginer que se trouve tracée Thélice arête saillante du filet de vis triangulaire, et ayant pour Time de ses arêtes ou génératrices dr^es, la drmte aA-.
Ainsi, la spirale hélicoïdale gauche n'est autre que la spirale eonkpte (tArehi^ mèdei"^).
Il est évident, d'après ce quia été dit ci-dessus, q«fê les parties des généî'ttttrices droites de la fw^fece conique A, ^ôi; sont interceptées entre les spires de la surfilée du filet de vis , sont égales entre elles.
§ VIIL Le la construction de la dent de la roue dentée.
On donne à la roue dentée une certaine épaisseur, en sorte que chacune de ses dents doit être arrêtée aux deux plans parallèles qui terminent) supérieurement et
(*) Yo^z dans les Développamenls de géométrie despripUve , ce que j'ai dit au sujet do cette spirale conique d'Ârcbimède, dans le mémoire aur le^irois spirales.
Ici j^arrive à reconnaître que la spirale conique d'Arcbimède est riQter^eci^ioo d'une surface hélic#ïde gauche et d'un cône de révolulion , par des considérations différentes de celles employées dans le mémoire sur les trois gpiMules ; et cela doit être , puisque ici le point de dé|iart est différent. T. 0.
inférieurement la roue. On peut conslruire la dent du pignon de trois manières différentes, en nous rappelant que, pour que les vilesses soient dans un rapport constant, il faut que la dent de ce pignon soit coupée par le plan-milieu suivant une développante de cercle.
On peut d'abord supposer que la dent du pignon n'aura en chaciue instant du mouvement qu un point de contact avec le filet de la vis; ce résultat peut s'obtenir
de diverses manières.
I. On peut donner à la dent la forme d'un couteau a^ant son arête saillante
située dans le plan-milieu.
Alors le filet de vis conduira le couteau à développante, à la façon de ce qui se passe dans les engrenages de White ; seulement le frottement sera ici de glissement angulaire.
On pourrait tracer sur le filet de vis triangulaire, une série de spirales coniques d'Archimède, équidistantes entre elles et telles qu'elles viennent s'engager entre les dents du pignon « et évider le filet de vis en rentail^nl sous forme de couteaux ayant ces spirales pour tranchant. On formerait alors un engrenage analogue aux engrenages de White, mais un engrenage qui serait toujours k frottement de glissement angulaire.
On voit de suite que ce travail, qui consiste à entailler le filet de vis^ serait en pure perte, et qu'il vaut mieui laisser toutes les spii aies enveloppées par le filet devis.
II. On pourrait construire une surface D i^Munl par la développante d située dans le plan-milieu, cette surface D étant telle qu à chaque instant du mouvement elle ne se trouve en contact avec le filet de la vis carrée ou triangulaire que par un seul point situe sur la développante d.
Il paraîtrait au premier aperçu qu4^a surface la plus simple que l'on pourrait employer, dans ce cas , serait l'enveloppe de l'espace parcouru par le pavaboloide hyperbolique tangent à l'hélicoide gauche formant la surface de la vis, ce paraboloïde étant tangent à cette surface suivant une de ses génératrices droites. Mais comme pour chaque génératrice droite de Phélicoide il existe une infinité de paraboloides tangents, on parait disposé tout d'abord à choisir, vu le problème à résoudre, le parabolofde qui est formé par les tangentes aux diverses hélices cylindriques tracées sur le filet de vis. Nous désignerons ce paraboloïde par 2.
Ainsi le paraboloïde 1 étant supposé tangent au filet de vis, tout le long de la génératrice droite G, de ce filet, située dans \e plan- milieu ^ louchera la développante $ au point pour lequel la droite G est sa tangente.
Le paraboloïde 1 passera donc, par rapport à la développante d, et en vertu du mouvement relatif, en supposant que le pignon reste fixe et qij£%iai crémail-
1ère s'enroule «ur le eierele firiimtif do pignoo^ €Q diverses posttiaUs infiniment voisines 2, t^ 2f' , etc., qai psr leurs inteisectient saee^^ivw^kniflBroBl des (t^nst cfni détenniâefont une surfbos B passant ptf la développaatt&a^st cette auiiiea B satisfera à la eondhlon de &'étf e en c<mtact «roc le filet de h. vis ^Bt en chaque instant du mouvement, que par un seul point situé sur la développante d»
La surface enveloppe de l'espace parcourir par te paraboloide 2 serait nesur^^ face éiluVbè assez coôipiliqfQéè ; aussi est-ce par une cortisidération autre que celle du paraboloide tangent 2 que nous allons arriver à une suHBtsfrfilyAtoaAattjrini*^ pie, laquelle passera par la développant» 9, «t saCtsfanlMx conditions exigéee de contact avec le filet de la vis.
Nous allons rechercher cette sur&ee réglée peur Tone et l'autn vis.
,i.Viêàfiki€àrré:
Les points de l'hélice cylindrique qui forme Tarète saillante du filet de la vis carrée , étant les seuls entre tous ceux de la surface du filet , qui se mettent successivement en contact avec k développante, l'on peut considérer la surface réglée de la dent du pignon comme engendrée par les diverses positions que prendra, won la tangente àtiette bëlvàe cyKndrlique, mais une droite G située dans le plan tangent mené à la sùrfece du filet de vis carrée au point où Thélice snllante coupe le plan-milieu, oette droite G étant perpendiculaire & la génératrice du flfet de vis qui est situé dans te plan^miHeu; cette droite G prendra suc* (fessivement , par rapport, aux diverses positions qu^afibctera la développante S pendant le mouvement de l'engrenage ^ des positiidns en lesquelles elle sera toujours tangente au cylindre qui a pour bMefe ipr^ déTekpgé de la développante 3 C^.
Dès loxs, il ett évident que |a surface réglée àe la dent du pignon ne sera autre que la surface hélicofde développablè dont far donné la construction , lorsque j'ai décrit ce qui était relatif à la crémaillère à dents paratteRpipède$ obliques.
ytsà filet triangulaire
Je suppose que le côté VV (Jig. 4), situé dans le planrmilieu , est une généra-* trice droite de lliélicoide gauche qui forme la surface du filet de la vis triangulaire»
(*] On doit Temarqtier en passant que fà l'on trace sur mie sorfoce conrfoe G une ligne courbe ^ ; si l'on fait BMMifoirsur|»ltefiitflaee€uD'plaB. tangent dont le point de ceotactae meut sur cette courbe^, ce plan eng^dreiTi une surface développablè D , doni je désigpe l'arête de .rebrou^senei^t par A Si la courbe ^ est la développée de la courbe <t», la court2^<^ sera une ligne de courbure de la surface D. Ainsi» dans le cas de la vis à filei carré, la développante t^^ée dans le plan-milieu, est une ligne de courbure de la sarfaee deiadebt
Le point M'^ oontaetde la droite VV et de la déivloppante MW^ engendrera «ne hélice cylindrique (Ri') tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe celui de la vis et ayant pour base un cercle dont le rayon est égal à la distance du point M' à l'axe de la vis. J'appelk^ai le rayon de ce cercle ^ rayon de Thé*
lice (M').
- La tangente A l'hélice (If) au point M' sera une des gjénératricas droites du pnhftWd0£(cMle«iOl) tMgen^àjA wrface hélicoîde gauche du filet de jLa vis, euivantla droite V'V\ :,.. . ", .
La vis ayant tourné: autour de son .axe d'une certaine quantité angulaire^ le côté V^'' sera i^enu se placer y je suppose , en V'G' le point de contact de la dé- ▼eloppante.et de la nouvelle position V'"C' du côté V\^ étant en M.
Ce point M engendrera une hélice cylindrique (M) tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe celui de la tîs et ayant pour base (ou section droite) le cercle dont le rayon est égal à la distance du point M à l'axe de la vis,
J'appellerai ce rayon , rayon de l'hélice (M),
La tangente à l'hélice (M) au point M sera une des génératrices du paraboloïde 1, tangent à la surface h^icoîde gauche du filet^ suivant la droite Y"C" et ce paraboloîde 2i est parallèle au paraboloîde précédent 2, et ainsi de suite. II faudrait démontrer que les diverses ^ngentes aux hélices (M% (M), etc., formeront une surface. Mais on n'en peut douter, car on sait que toutes les fois que les conditions du mouvement d'une droite sont soumises à la loi de continuité, cette droite engendre une surface réglée. •
Ainsi, la surface de la dent du pi^nonsera te lieu des tangentes aux diverses hélices (M'), (M), etc» Je désigne cette MiApepar S.
Cette surface S serait une silr&ce gauche moins simple que celle que l'on peut obtenir de la'teanière suivante.
Au lieu de prendre les tangentes aux diverses hélices (M'), (M),.*, en les points où ces hélices coupent le plan-milieu et la développante d, on mènera au filet de vis triangulaire, les plans tangents successivement en les points M', M... et Ton tracera dans ces plans des droites G', 6,... perpendiculaires (normales) à la développante d; ces diverses droites 6', G,... formeront une surface réglée S..
Ainsi, toutes les génératrices de la surfece S, seron( tangentes au cylindre de révolution et vertical Z, ayant pour section droite le ceùicle primitif du pignon, cercle qui est la développée de toutes les développantes d... situées dans le plan-milieu.
Chacune des génératrices droites de la surface S, fera avec le planrfmlieu un angle particulier, en sorte que les génératrices seront diversement inclinées sur le plan-miUeu. ^
D'après ce qui précède , on voit que la surface S, aura ses génératrices droites
placées successivement en la position que viendra prendre chacune des génératrices droites G d'un certain paraboloîde hyperbolique L tangent au filet de vis, suivant l'arête droite K de ce filet , située dans le plan-^Ueu; ce paraboloîde tangent L étant précisément celui dont les génératrices droites G sont perpendiculaires à Tarète K.
III. Avec les constructions précédentes, la dent du pignon n^'est en contact que par un seul pcmt avec4eiibi de la vis ; si Ton veut que la surface de la dent soit en contact par une ligne , il faut considérer o<stte surfiice OMune l'enveloppe de Tespace parcouru par la surface du filet.
La meilleure manière, et certainement la plus simple dfi la construire, c*est de la tailler au moyen de la vis transformée en taraud.
On pourrait cependant désirer pouvoir la construire à part et au moyen d'une épure; l'on pourrait' aussi désirericoânaitre les propriétés géométriques dont cette surface enveloppe doit jouir.
Si l'on veut construire une épure de celte surface enveloppe, on devra suivre le procédé suivant :
On coupera la surface hélicoîde du filet de la vis par le plan-mîfieu P et par une suite de plans parallèles entre eux et au plaû-mifieu, savoir : P', P'', P''^.. Le plan P donnera pour section une droite À, et les plans P', P", P'",... donneront respectivement des courbes 9',. ç", cj»"',.-^^
Âu moyen du mouvement relatif, la droite Â prendra dans le plan-milieu P les positions A , A., A.,... qui auront pour enveloppe la développante d ; la courbe 9' prendra les positions 9/, 9/,... dçns le plan P', et l'on tracera une courbe ç' tangente aux diverses courbes 9', 9/, 9/^... et Ton opérera de la même manière pour les courbes 9 ', 9'",.'. et V^a ofeliendra par ce moyen une suite de <^lHirbes 5, Ç', ç", ç"V-. relativement situées dans les plans P, P', P", P"',..; qui seront des sections équidistantes de la surface de la dent du pignon.
Si l'on veut connaître les propriétés géométriques de la surface de la dent du pignon , on devra lire l'ouvrage que j'ai publié sous le titre : Théorie géométrique des engrenages aptes à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes situés ou non dans un même plan (publié chez Bachelier, libraire-éditeur ; 1842). . L'ouvrage que je viens de citer doit être considéré comme la suite de ce qua* trième livre; on y trouvera le complément des recherches géométriques que je viens d'exposer , et dont j'ai donné dans ce quatrième livre les applications à divers engrenages qui n'avaient point encore été étudiés.
DES ENGRENAGES CLEPSYDRES
L'engrenage clepsydre n'est autre qu'un engrenage composé d'une roue dentée ou pt^ôit et d'une Vis tangentîelle ; seulement, dans Tengrenage connu sous le nom de vis-sans-Jin^' et que nous avons étudié ci-avant ^ le filet de vis est placé sur une surface cylindrique et de. révolution, tandis que pour Tengrenage auquel on a donné le nom de clepsydre , le filet de vis est placé sur une surface annulaire et de révolution , cette surface étant engendrée par un arc de cercle tournant auiour d'un axe en lui présentant sa convexité, de telle sorte que cette surface a la forme d' un piédoucbe.
Ces sortes d'engrenages ji'ont été examinés jusqu'à présent dans aucun des traités publiés jusqu'à ce jour.
En 1815, alors que j'étais élève à TÊcole polytechnique, Hajcheite\ notre professeur de géométrie descriptive, me conduisit au Conservatoire des arts et métierSf et me montra dans la collection des machines, un engrenage clepsydre, engrenage tout nouveau et dont on ignorait la construction géométrique; il m'engagea à^'étudier et à en faire Vé^wre^ queje reproduis dans l'atlas de cet ouvrage (/j^^AetB).
L'examen de cet engrenage me conduisit, à cette époque (lâl5), aux divers résukats que j'expose dans ce mémoire.
Depuis, à l'École d'arts et métiers de Châlons-sur-Marne, vers 1828 environ, car je ne puis préciser en ce moment la date , les élèves construisirent avec beaucoup de soin une vis clepsydre , la trempèrent, et par des entailles la transformèrent en taraud > puis ils s'en servirent comme outil et taillèrent les dents d'une roue d'un diamètre assez considérable. La forme de la surface de ces dents était très-originale. J'ignore ce que ce travail est devenu; s'il existe encore, il devrait être déposé dans les collections du Conservatoire royal des ar4ë et métiers de Paris, pour compléter la collection de tous les engrenages connus ^ que j'ai fait exécuter pour cet établissement , dont le musée est si utile à l'industrie et à l'enseignement de la mécanique des machines.
Sappoflons dans le plan méridien H paralMe an fdsm vertical 4e prejeellM (ji^. i)- on arc deeerde G et nn axe vertical A«
Le cercle G en tournant autour de l'axe A eègendrera iroe «nr&eé de rénlnr aim «or laqofMir bn'tnUBrtttq» ^irale S«
La spirale 8 aéra construite de la manière taitante :
On divisera le cercle B base du piédoucbe en parties égales par les poifits de division a , 1 , 2, 3, 4^ etc., par Taxe 4^, et par chacun de ces points de division on fera passer un plan méridien ; ces divers plans méridiens aiitwt donc pour traces horizontales, les droites A\i, AM , A^, A*3, etc.
On divisefa la courbe méridienne G en parties égaies , par les points de division a*, \\ âf, 3', i!, etc. ; par ces points de division , on fera passer vne suite de plans horizontaux cpii couperont le piédouche suivant des cwdes (des parallèles). Ainsi , par exempte, le plan horiiontal passant par le point 3^ coupera suivant le cercle ou paro/tefe d«
Les paraUètes passant par les divers potets de division de la méridieane G , seront coupés respectivement par les plans méridiens passant par les divers points de division du cercle-base B en des points qui détwmineront la spirale demandée S. - •
Ainsi , le parait» pMsant par le point S' sera coupé paille plan méridien passant par le point 8, en le point x qui appartiendra à la spirale S.
On pourra donc facilement construire les pri^eçtiotts S* et SI' de la spirale S ; et Ton voit ^p suite que la coniHiMion de ces projections est identiquement la même que celle qaeT&tx emploie pour la construction de la projection terticaie de Théfice tracé sur un cylindre de révolution.
Cela posé :
Construisons la surface du filet de vîs^ par chaque point de division 1, '2, 3, etc. {fig. 2) du cercle méridien G, nous mènerons les rayons oM , o*2, o*'3, cic. de ce cercle; ces rayons couperont Taxe A (en les prolongeant) récîproquemeni aux points /^ t, r, etc. Gela fait, si noûs considérons les paraUêles décrits par les divers points de division 1 , 2 , 3> etc., au point 2 correspondra le point m de la ' courbe spirale S ^ et en joignant les points t et m^ on aura une génératrice droite de la surface du filet de la vis; en opérant de même pour les autres points de la spirale S, on voit que la surfaCe du âlet de la vis est engendrée par ui^e droite qui se meut en s'appuyant sur la spirale S , et eh restant constamment normale â la surface de révolution du piédouche.
Cela posé :
On voit que le filet de la vis sera engendré {fig. 3) en faisant mouvoir autour de Taxe A le quadrilatère abcd^ composé de deux arcs de cercles concentriques oef et ^ et de deux rayons ab et de.
Chacun des quatre sommets de ce quadrilatère décrira une spirale ; les spirales décrites par les sommets b et c seront situées sur Jg SÎé^^W^ Ottgeiidré par le cercle C , et les q^irales décrit^ par les sommets a et d seront situées sur un second piédouche ayant même axe A que le premier et engendré piar le cercle G' concentrique au cercle C. *
Le filet de la vis clepsydre étant engendré, il sera facile de le mettre en présence d'jane roue dentée ou d'un pignon.
On fera passer par Taxe de la vis un plan perpendiculaire à l'axe du pignon * ce plan sera dil plan milieu , et il coupera {fig. A) les dents du pignon sujvant des trapèzes fnpqn, qui seront composés de deux rayons mp et n^ et de deux arcs de cercle concentriques nm et pç; lece'rcle primitif D du pignon aura même centre que le cercle C qui engendre le piédouche ou le corps de la vis.
On voit de suite que les dents du pignon seront équidistantes entre elles et que le filôt de la vis glissera Sur l'arête nq ou sur Farête mp, suivant que la vis tournera dans un sens ou en sens contraire»
Le profil, construit suivant xy (Jig. 4), de la dent du pignon devra offifir la forme indiquée {fig, 5).
L'engrenage cleps^re, exécuté ainsi qu'oB viaat-de le dire, se comportera donc à la manière des cames et meatonnets des pilons , ou , ce qui est la même chose, delà même manière que les dctttti 4q pignon et jde la crémaillère à dents rectangulaires ; le filet glissera pendant tout le temps du mou\^ment sur l'arête saillante de la dent du pignon, cette dent ayant la forme d'un couteau. Et il est évident que le rapport des vitesses sera constant.
MI
En prenant une vis clepsydre transformée en taraud, on pourra s'en servir pour tailler les sur&tes des dénis du pignon, et l'opération s'effectuera tout aussi facilement qu'avec la vis cylindrique ordinaire j d'ailleurs l'épreuve en a été faite à l'École d'arts et métiers de Châlons-sur-Marne , comme nous l'avons dit cidessus.
La surface de la dent du pignon étant alors l'enveloppe de l'espace parcouru par la vis clepsydre, donnerait lieu à diverses recherches géométriques touchant ses propriétés. On pourra construire l'^tir^ de cette surface au moyen de ses
sections équidistanles , comme nous l'avons &H dans le mémoire précédent pour la sarfàce de 4a dent du pignon de Téngrenage dit vis-^sans-fin.
Toutefois la construetion devra être modifiée en quelques points , attendu que si Ton conçoit un cylindre A ayant Taxe A de la vis cylindrique pour axe, tout plan tangent à ce cylindre coupe le filet de vis cylindrique suivant des courbes identiques, superposables ; tandis que si l'on conçoit le même cylindre A pour la flll€li||i^lin',tli iHilitiilHiliiil 1.11 par les divers plans tangents à ce cylindre et au travers du filet de la vis clepsydre, ne sercmr^s des ecmiMto îdttitilfBtto, superposables.
Dès lors nous emploierons la construction suivante :
Nous prendrons d'abord le plan milieu pour plan horizontal ; ce plan coupera le filet de vis suivant le trapèze générateur du filet.
Cela fait , bous considérerons une série de cylindres de révolution ayant tous pOuf tse ra:xe A de la vis , et ayant des r^ons respectivement égaux à A, 2/i , 3/i , ih, etc. ; h étant la distance qui existe entre chacun des plans parallèles et équi<distai$l$ entre eux qui doivent couper la surface de la dent du pignon.
Je construirai la série des plans horizontaux tangents aux cylindres (ft),* (Sft), (3A), etc., lesquels couperont le filet dB la vis suivant les courbes cp', 9% 9% etc.
Cela fait :
Je construirai une série de plans tangents parallèles entre eux aux cylindres (A), (2A), ele», lesquels plans feront avec le plan horizontal (ou plan milieu) un angle a y et f obtiendraiAaBiS le filet de vis les sections respectives 6', 6% 6% etc.
Puis je ferai tourner tous ces plans tangents de l'angle a pour les rabattre respectivement sur les plans tangents horizontaux et équidistants ; par ce mouvement la courbe €' prendra sur le iilwrtfteizontal tangent au cyNnfire (R}ia ficisition 6\i par suite de «Mouvement les courbes €% 6% etc., vieiidront prendre les posîcions 6,', 6,% etc«, sur les plans tangents horizontaux respectifis.
La vis est donc supposée, par cette construction , avoir toumé^ijde l'angle « autour dQ son axe , et dè% lors le pignon aura dû tourner aussi autour de son axe d'un certain angle l. Si donc on suppose que le pignon a tourné de Tangle X de gauche à droite 1 il faudra faire tournef ce pignon du même angle X et réelle* ment de droite à gauche , et alors les courbes 6,', S|% 6.% etc., viendront prendre respectivement , sur les plans tangents horizontaux qui les contiennent respectivement, les positions 5/, 6,% 6^% etc.
En faisant varier la valeur de l'angle a, on obtiendra sur chacun des plans hdtrizontaux équidistants une série de courbes analogues aux courbes SJ, 6.% S/, etc., et Ton pourra tracer la courbe Ç enveloppe des courbes S/..., la courbe i' envelof^pe des courbes 6,\;«y la courbe l" enveloppe des courbes 6,\.., et ainsi
de suite. Dès lors les courbes {, l', (''*.., seront les seàions borizoatales et éqw* distantes de la surface de la dent du pignon que Ton obtiendrait par le taraudage de la vis clepsydre*
Une surface peut être exécutée en reUef lorsque Ton oon&alt une série de sec» lions équidistantes et parallèles entre elles de celte surface.
V épure étant donc tracée ainsi que nous irenons de Texpli^pierj il sera &cile d'exécuter la surface de la dent du pîjgaon^ et cela directement^ sans a\oir besoin par conséquent de roblcnir au moyen du taraudage*
Mais il est évident qu'il sera plus simple d'exécuter immédkUemeni cette surface par le taraudage , que de la construire par poinu au moyen de T^pure précédente.
§ lY.
Les mécaniciens étaient dans Thabitude de construis la vi^swu'-fin y. en sup-* posant que l'axe de la vis est perpendiculaire à Taxe dupjgnon; ils crajai^t que la vis tran^rmée en taraod ne pouvait entailler le pignon pour le denter, qu'autant que les deux axes étaient rectangulaires entre eux. En 1^9 je & CKécuter une vîs-taraud et Je montrai qoe c^ eotil pouvait 4enter le pignon , lers même que les deux axes faisaient entre eux un angle aigu.
Les «Êodëles exécutés i cette i^mque sont dans les eellections du Gona^inteire royal des arts et métiers de Paris»
Ce que l'on a pu finre avecmae vis^4araud ciUm^Hoe^ea pourra évidemment le laire avec une vîs-tarand clepsydre i ainsi l'on peut exécuter des engrenages cWfksydres.deM loe%utli toe axes ftinj ^gjlrn 0ux un ax^le droit ou un angle aigu. Toutefois rexpérîen!^ n'a pw encore indiqué le limite de l'ange ^ucdoil fsûre Taxe de la vis4âfaud avec l'ane du iHgnojUi^ur ^^ celte vis eawe d'jàffr sur lat matière du pigMA et Mfuse de l'tentailler.
Des expérj(MQes4e eà genre ne eeraienl pas , j^ cr^ns^ sans UntérêL H ne fiiudrait pesV dans ces expériences^ négliger d'epmii^er l'influence de la direction des csiiaiUes pratiqp«ées sur la suriace du. filet de la Tis^^swaud par rapport à f axe de cet outil, et en raison de rampliluda^e l'angle que font entre eus les^axm de la vis et du pignon*
Ayant reconnu que la vis4araudcyUndrique.poumit,4rattr le pînpoASOoa diverses inclinaisons, j'imaginai alors (1829) ime ouicUi^^m powiutr^éaJiser le théorie de l'engrenage dso» lequel une roue centeale ta)Ué€» par un écrou , con^ulraiit des roues sateUites.taiUtes par b vis de cet écrém^ «es TOues.satelliles ayani des axes dîva^sement incliné^ par ruppori à l'asede la mue eeotrale, de telle sorte que l'ane du preinier sal#Ui|e semîl ptralU4e i i'aae fi de la itone cen^
traie y que l'axe do secowl Mtellite couperait l'axe B, et que Taxe du troisième satellite ne serait point situé avec Taxe B dans un même pian , et ferait avec lui un^ngleaigu. : * ..^
Avant de faâre construire cette machine, je fis un essai, vers 1834, dans les ateliers de If. Saulnier, mécanicien de la Monnaie. Ces essais, qui sont déposés dans les collections du Conservatoire royal des arts et métiers de Paris, m'ayant iWmwttfi qqe:PfaéCMliûu ér:CBr nouveaux engrenages n'offrait aucune difficulté sérieuse , je fis construire la grande machine qni est déposée dans lés griertes du Conservatoire; cette machine fut exécutée en 1840, sur mes dessins, par M. Martin père, mécanicien à Paris. Elle servit à exécuter des roues dentées dont les dents ont deux centimètres ebviron de longueur. La roue centrale et les roues satellites ayant été mises en présence , le mouvement de rotation uniforme eut lieu , et quoique les dents n'eussent point été repasses après être sorties , la roue centrale de dessous Técrou-taraud et les roues satellites de dessous la vistaraud, elles fonctionnèrent avec douceur, égalité et sans perte de temps.
On trouvera dans l'ouvrage déjà cité , et qui a pour titre : Théorie géoméUique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotûiim tm^mmie entre deux axes situés ou non daifs un même plan ^ impriomé par Bachelier en 1842 , tout ce qui est relatif à la théorie géométrique de ce nouvel #grenage.
MÉCANISHE SttCVANr DE SUPPORT AUX TOUEItLONS DE LA GROSsE CLOCHE
DE LA CATHÉDRADE DE METZ
Lorsque je visitai , en 1817, pour la première fois, le clocher de la cathédrale de Metz , j'eus l'occasion d'examiner un mécanisme ingénieux qui servait de support aux tourillons de 1% grosse cloche , dite Va MuUe Ç^*).
{*) Extrait du BuUetin de la ioeiéU d'sneouragement pour rindiuiris naiUmaie , août 4S2S.
(**) On ignore quel est l'auteur de ce mécanisme déjà fort ancien. Il y quelques années que les dimensions de oe mécanisme ont été agrandies et que les diverses imrties en ont été heureussmmt modifiées par M. Jaunsz père, ci-devant ingénieur de la ville de Mete , et M. Jaunex fils. Avant cette correcUon , seize hommes étaient nécessaires pour mettre ia cloche à volée ; maintenant dix hommes soffiseai* La cloche pèse environ 13,000 kilog. et le battant pèse environ 250 kilog.
Au moyen de ce mé^olsKie, le k^^fimen^ do» tavUUns sur ie$ pièces qui les 9iipportaieBl devenu im fieeUefue9t <1q routemeot ou de deuxièiae espèce.
Ce qui distingue ce mécanisme, c'est ^ue Ton a eu égard aux aceideots qm pourraient empêcher k« cylÎDdres^spppQrts des tourillots de tourner librement «ir leurs axes ; accideiris qui dée lare uwaienl reftdu le frettei»e«t de gKssemefit
L'auteur de ce méôMiisme a donc eiaployé la mouTfOMOt d'ûeoSiAliaii et la fiodM» pour tranwMktae btohm%9k jm» eyliadres-suppoi is des loiiriUoiia un mouvement de re»latîoa autour de leurs axea, et tel que le freAteme&t fût toi^jotnrs de roideattU.
ffamenctaiwre de$ partieê c&mpoêMi le mUanàtme repréêenêé m étépoHony
w de face et dé eilé ( flg. i et 2 )t'^).
« M, deehe dite la Muêit.
T, T^ lettrîlbiis de ta cloche.
itVY { figu a)^ tèbee de& <ppMre hoidone ^'6>X, touméto el eemattt d'axee de «oMUieo aitt quatre ienatt-auppaite des lourtUsittSy termÎAée par des poirtiotts ojiiodriques: CH^G^'C" snr leaqtMliee leunaeel ^ m^,mk f\T^flÊm\ de roiifenMot ou de deuxième espèce, les tAirtUooft do la cioK^e. ^
Chacune des portions cylindriques a son centre sur Taxe de rotation du levier auquel elles appartiennent.
Les quatre boulons b'b'b%'' traversent deux poutres , P, P, horizontales et pa- . rallèles.
Aux tourillons de la cloche el daw4i ^^ction de son axe , est fixée , d'une manière invariable , une tige nr, percée à son extrémité d'un trou oblong vv' ifiç- 8>9 daoe liqiiel pa«i9 iiMK«r«!»Ayl»i^rMiAa«fthQr*u^ gg de cette verge serveal i|'aMli4« rofetÎMI è deu^ leii^rs coudés GG, dont les branches sont égales.
Les extrémités A'A'aV, des deux levierf coudés G et G sont reliées entre elles par deux tringles h et K^ horizontales et parallèles à la verge N , et qui maintiennent pendant te mouvement Fécartement des deux leviers coudés.
Les extrémités des Iw iers cordés 6 et G sont Kées aux extrémités des fevrerssupports des tourilfone, G^C^C'^, par quatre bteUto égales en longueur, AA, Â^%aa , aV: de sorte que^ disms te système » it y a tkuil arBcutdOimè A A, A'A\
psttpfted«ii8itoi.ff«9Pflel4i^«aiti0ataM«el|i»iv^ giHiad«ar ré«Ufl > tovlifoi» , oa aa doil: dérer les Gg. 1 el 2 que comme donniurMiwfcwnt Vidé^MuMtaMNmk.
Uu de la ^nmhme penAmt les acUlatàm^ de la oM^
La ddehe prenant un mourement d'OflCBUation autour de ms to^rillonfi ^ la tige m décrit ua cercla dont le plau e$t perpendiculatrc k i'asa di» t<Hii^îUon TT^ .
Celte tige force alors la verge N à décrire un cylindre , dont la aecsMon 4kofte n'est point un cerele : -daaftrle que la verge N glisse dans le trou oblong v^\ -en s'éloignant et se rapprochant alternatNeiMIit de Taxe des tourillons pendant une oscillation totale de la cloche.
Le mouvement de relation imprimé à la verge N se communique au moyen des deux leviers coudés et par suite des quatre bielles mxlevierê^upparu des Um^ niions, et de telle sorte que ; .
l"" Les qualpe leviers'svpports townent dans le même sens et en 3ens inverse du mouvement de la tige m : ainsi de gauche à droite si la tige s'est mue de droite à gauche , et vice versa;
2^" Les tevierS'Supports décrivent dés angles éigaux pour des oscillations de même amplitude ;
S" Le rapiKWt de l'angle ((») {Jig^ A)^ décrit par chacun des leviers-supports» et de l'angle (6) de Toscillalion de la cloche, est inverse de celui du rayon (r) du levier-sopport et du rayon (R) du tou^Ulon de la cloclie, de sorte que l'on a r équation :
SNMtékniêeamwm^
Pouir fiicrlîler la mise en place du mécaiiime, il paBatt dNivenable de donner aux diverses pièces qui le composent une disposition feaHè, que la clocbe étant en reposy dles soient symétrtqvement placées par rapport -à iin^plsA vertical passant par l'axe des tourillons.
Je sopposerat donc, pour plus da simpHeilé» qtta les ({oatre kmtrê*SÊippcru sont horizontaux dans l'état de repos*
Soient o' et o" ( fbf. 4) les centres des akes derotatidà des(Mt8r»fi99iart« d*«iD* des tourillons de la cloche ;
f le centre d'une section faite dans ce tourillon perpendiculairement à son axe; ' o"m s:^ o'n la longueur d'an teviês^stfpênj MoM' l'angle de la plus grande oscilialM» de la dod»«
Gela posé :
Le tourillon aydnt tourné de « en v, de l'angle UcM\ les cylindres (o') et (o'') auront tourné en sens inverse, de x en y, le premier, de Tangle no'n'\ et le second, d'un angle égal mo"m" ; et Tangle non' sera avec Fangle UM\ dans le rapport inverse des njonsct du tourillon et o''i du cylindre (a'% afin que le frotleme^A. soit de roulement.*
Ainsi Ton aura réqtattbn :
angle II </ n" ^^ oi angle ma W' "* ô^
Les deux positions o V et oV seront les positions extrêmes des deux levierssupports pendant le mouvement d'oscillation de la cfocke.
Du point m" avec un rayon arbitraire m"gi*je décris une circonférence {6) ; du point it", avec un rayon n^G := m''g^ je décris une circonférence (a).
Sur oM prolongé , je prends un point arbitraire H , duqud , comme centre , et avec un rayon arbitraire H^, je coupe le cercle (a) en G et le cercle (6) en g.
Alors le levier coudé aurait la position GH^,
Mais cette position n'est point admissible, puisque la branche GH pénètre dans le tourillon.
Je prends donc sur oH un autre point^^'plas éloigné du centre o que le point H , et tel que la tangente P"G au tourillon puisse couper le cercle (a).
Cela ayant lieu , du point P" comme centrent avieeie rayon P"G^ je coupe le cercle (b) en g\
Mais alors le point g' se trouve en d«aM»du prolongement de la position extrême du levier*support : de sorte ^œ la bielle étant, dans l'état de repos, audessus du levier-support auquel elle est attachée , passerait au-dessous pendant le mouvement d'oscillation : il y aurait donc un instant où le levier-support et sa bielle seraient en ligne droite^
Cette disposition serait mauvaise, parce que le levi^-support et la bielle pourraient, en cet instant du mouvement , s'arc-bouter.
On doit donc augmenter la longueur des bielles pour obvier à cet inconvénient. . Il faudra très-peu de tâtonnements pour trouver une longueur de bielle et une position du point H sur oH , telles que la disposition n'offre pas les inconvénients signalés.
Ainsi : . .
Du point m", avec le rayon m'V'> j^ décris le cercle (c")«
Du point n", avec le rayon it"Q''c=3m'y, je décris le cercle (C") ( les rayons m' V et n"Q" étant convenablement choisis ).
Du point P"^ choisi convenableroeni sur oR, avec le rajon P"Q", aussi conveblement choisi, je décris un cercle qui coupe {C") en Q" et (c") en q".
Dès lors les diverses pièces du mécanisme détermineront, par les positions qu'elles affectent au moment de la plus grande oscillation, le polygone
n M r g m o , Gela fait :
Du point comme centre , je décris avec le rayon oP" un cercle qui coupe la verticale passant par Taxe de la cloche, en repos, au point R.
Du point n , avec le rayon nQ = n"Q'\ je décris le cercle (C).
Du point m, avec le rayon mqz=zni'q'\ je décris le cercle (c); puis , en un point arbitraire L' de la verticale o!â\ je mène l'horizontale L'b" = ;QV'.
Par lé piHnt V je mène L"Q parallèle à oM' et coupant le cercle (G) au point Q.
Par le point Q je mène Qq perpendiculaire à oM' et coupant lé cercle (c) au point f , tel que LQ !=a Lç.
Enfin , du point Q comme centre, avec un rayon PQ = Q"P"=: la branche du levier coudé , je décris un cercle qui coupe oW au point P.
De sorte que dans l'état de repos les diverses pièces do mécanisme détermineront le polygone o'nQPqmo'\ symétrique par rapport à la verticale oW.
Le point P sera en dessus ou en dessous du point R , suivant les relations de grandeur qui listeront entre la bielle nQj la branche QP du levier coudé, Tangle QPq que forment entre eilwies deux branches du levier coudé, le levier-support on, la distance oV des deux axes des nmàeaux et les rayons o"t et ot d'un des rouleaux et du tourillon.
11 faut maintenant déteroriner la courbe parcourue par le sommet P du triangle QPç, pendant qu'il passe de la position au repos P à la position extrême F'.
Pour cela :
i* Je mène par le point o une droite oP'.
2"" Parle point o\ je mène une droite oV faisant avec la droite o'n un angle no'n'^ qui est à l'angle PoP' dans le rapport inverse des rayons ot et o"i. S" Enfin par le point o" je mène o'W parallèle à oV.
Ensuite :
Â"" Du point n' comme centre» avec un rayon n'Q snQ, je décris un cercle (C).
5** Du point v/ comme centre, avec un rayon m'q'ss^mqsz^nQ^ je décris un cercle (tf).
6"" Avec un compas à trois pointes il sera facile, sans beaucoup de tâtonnements,. de placer le triangle QVq de manière que son sommet P soit sur la droite oP\
son sommet Q sur le eerde (C), et son soinmel q sur le cercle (c'), en sarce qfCiMl prendra la position Q'9'q.
Dès lors , poor rosciliation doat l'angle = PaP\ les iltverses parties ia méeiinîsme détermineront le polygone </ii'(yP'</'mV'.
Pour des oscillations dont les angles seraient successivement PoP"", PoP''', etc,, on déterminerait par le même procédé les pofaits P'^'', P'''^ etc., positions siieces» sives et corre^>oiidaiites du sommet P du triangle QP^.
En sorte que la courbe PP""P'P'"P'' sera la courbe parcourue par le sommet P du triangle QPq, ou^ en d'autres termes» sera ia section diH)ite du cylindre parcouru par Taxe de la verge horizontale N , pendant le mtouvemeat d'oscillatîo&de la cloche tournant de u en v.
Si elisuite on décrit 4u point o» comme centre, un cercle tangent à cette, courbe y la différence PR' qui existera entre les deu rayons oR! du cçrcle tan* gent et oP (le point P étant en dessous du point R), ou la différence RR' eKistant entre les deux rayons oR" et oP" (le point P étant au-dessus du point R), d^erminera la longueur de la course de Taxe de la verge horizontale N pendant le inoi/vement d'oscillation de la cloeha.
On aura donc^ par ce moyen , tout ce qui est nécessaire pour déterminer la position et les dimensions du trou oblong qui doit être percé & l'extrémité de la tige m.
Dans le paragraphe précédent nous aTons indiqué la construction de l'ancien système, nous allons maintenant faire connaltjne les modiâeations que MM« Jaunez père et fils y oat apparié j les fig. 5 et 6 donnent l'élévation et Jêfimi^k l'échelle , du nouveau mécanisme.
Ces dessins suffisent pour que tout ingénieur voie au premier coup d^œil tout ce que le nouveau système présente d'avantageux sur l'ancien.
Les ingénieurs de Metz ont conservé le principe de I^âncieti système, mais Us l'ont très-heureusement modifié ; et on peut, je crois, comparer les modifications qu'ils y ont introduites à celles que les mécaniciens anglais ont apportées à Tordon. Jusqu'à eux la came frappait sur la queue du marteau, ils ont imaginé de placer un menionnét à la lètedamrteaa ec de iiire souievm^ leamteatt par la came.
Si l'on eeHi|>ave l'aamiHfêdUtpwiiMin^weelftnoiifeUeE, îatMMkiitdpap MM . Jkunez père et ûls dans le mécanisme de suspension de la cloche de la cathédrale de Metz , on nepeurra se reAilcrà rcoMiiattie l'aHilîlude 4«ee qM^ima tenons de dire.
De plus^ dans l'ancien mécanisme, le poids de la cloche produisait une pression sur les axes des deux disques tournanis, et qui devait beaucoup les fatiguer; dans le nouveau mécanisme les axes des deux disques tournants n'éprouvent aucune pression , puisque c'est le troisième disque qui a été ajouté qui supporte tout le poids de la cloche.
En comparant les deux mécanismes, ancien et nouveau , on ne peut s'empêcher de faire des réflexions sérieuses sur riHi|>ortance des formes , dispositions el emmanchements mécaniques pour les diverses pièces d'une machine; et en même temps cette comparaison nous démontre qu'un principe, bon en lui, peut être matérialisé dans une machine de diverses manières, et que l'une de ces manières doit seule être préférée » pance qu'elle satisfait mieux que toutes -4eg autres aux conditions de stabilité» d9.durée> d'économie, de réparation facile, et exige l'emploi d'une moins grande force pour fonctionner.
FIN
ft
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